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PREFACIO

Estimado lector:
tienes ante ti una nueva edicién del libro Problemas de Cdlculo Vectorial,
publicado por primera vez en la editorial Septem FEdiciones en marzo de
2004, y reeditado en 2009 bajo la modalidad de edicién Print On Demand*
con Lulu.com. En esta nueva edicién hemos corregido una gran cantidad
de errores presentes en las ediciones anteriores, y hemos aprovechado para
modificar la estructura de los temas para adaptarlos a los cambios suscitados
por la integracion de los estudios que impartimos al nuevo Espacio Europeo
de Ensenanza Superior.

Lo que el lector tiene en sus manos no pretende ser mas que un manual
para ejercitarse en la resolucién de problemas de calculo de funciones de
varias variables, orientado a un primer curso de carreras cientifico-técnicas.
Nuestra intencién ha sido recopilar una cantidad suficiente de problemas con
soluciones para, por una parte, evitar que el alumno repita innecesariamente
ejercicios, y por otra, poder contrastar sus resultados con las soluciones dadas.
Para facilitar su uso hemos incluimos también un buen nimero de ejercicios
completamente resueltos que esperamos sirvan a la vez como orientacién y
referencia para abordar el resto de problemas.

La resolucién de ejercicios es, sin lugar a dudas, el aspecto esencial en el
estudio de las asignaturas de matematicas. Pero aunque aprender a resolverlos
resulta clave para superar estas asignaturas, no hay sin embargo una meto-
dologia explicita que asegure el éxito. Si bien, la Unica forma de aprender a
hacer ejercicios es haciéndolos, el exceso de repeticién suele traer consigo un
aprendizaje que se basa mas en el uso de la memoria que en el del razona-
miento. Es entonces cuando cualquier nueva variante de un ejercicio se torna
muy dificil para el alumno, lo que le lleva a la frustrante sensacion de realizar
un considerable esfuerzo en el estudio de una asignatura de la que luego no
obtiene resultados satisfactorios.

Los libros de problemas como éste pretenden inculcar en el alumno esa
metodologia necesaria para poder abordar los ejercicios, tratando de conjugar
las ideas presentes en los resultados tedricos con los ejemplos realizados, para
aplicarlas luego de forma adecuada al nuevo problema. Es en este punto
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cuando se requiere que el estudiante realice el esfuerzo méaximo, que consiste
en enfrentarse de forma auténoma a la resolucién del problema.

Los contenidos que comprenden los ejercicios que exponemos aqui corres-
ponden a un curso tipico de iniciacién en el calculo de funciones de varias
variables: continuidad, derivacién parcial, integracién multiple, una breve ini-
ciacién a la geometria diferencial a través del estudio de curvas y superficies
y los teoremas clasicos del cédlculo vectorial; todo ello con un enfoque defini-
tivamente no analitico. Hemos incluido también un capitulo inicial destinado
a repasar aspectos de geometria del plano y del espacio, que constituyen el
entorno bésico a partir del cual el cdlculo vectorial encuentra una referencia
visual siempre 1til, y hemos tratado de ilustrar graficamente buena parte de
los ejercicios.

Las cuestiones técnicas y abstractas han sido dejadas de lado para cen-
trarnos en los aspectos del calculo formal, con el fin de inculcar una adecuada
y necesaria soltura operacional que sirva como base para afrontar otras asig-
naturas cientificas o tecnolégicas donde tales habilidades son bien apreciadas.

Ciudad Real, 12 de enero de 2017
Los autores.
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Capitulo

GEOMETRIA DE LAS FUNCIONES 0
DE VARIAS VARIABLES

Este es un capitulo introductorio en el que nos centraremos en ejercicios
preliminares de gran utilidad para afrontar adecuadamente el calculo de
funciones de varias variables. Tanto los ejemplos como los ejercicios que
esencialmente aparecen en el estudio de estas funciones suelen estar referidos
al plano o al espacio, es decir, se trata con funciones de R? 6 R3. Los motivos
son simples: en primer lugar, no hay una diferencia substancial entre lo que
ocurre para estas funciones y las funciones definidas en espacios de dimensién
superior, mientras que por otro lado, en estos espacios podemos tener una
representacion grafica de estas funciones que ayuda a aclarar conceptos y
facilita su comprension.

Es por ello que los ejercicios de este primer tema estan dedicados a repasar
cuestiones relativas a geometria elemental del plano y del espacio, a tratar
con algunos objetos como las cénicas y las cuddricas, que suelen aparecer
como los ejemplos mas tipicos de objetos bidimensionales y tridimensionales,
respectivamente, y a introducir el uso de las coordenadas polares, cilindricas
y esféricas, que serdn usadas con frecuencia en muchos otros ejercicios. La
intencién es recordar o introducir al lector en el uso de estas herramientas
bésicas con las que poder moverse sin dificultad en este contexto.

[0 [t
REPASO DE GEOMETRIA DEL PLANO Y EL ESPACIO

B Determinar si las siguientes ternas de puntos estdn o no alineadas:

(1,1), (2,4), (=1, —2). (3,—-1), (1,0), (—3,2).
(4,0), (0,1), (12,-2). (0,0), (3,2), (1,5).

Solucion:

2 Tres puntos estan alineados si los vectores que los unen son colinea-
les. De este modo construimos dos vectores que unan los puntos:
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u; = (4,0) — (0,1) = (4,-1), up = (12,-2) — (0,1) = (12,-3).
Para ver si son colineales se comprueba si el determinante formado
por estos dos vectores es 0 no nulo. Dicho determinante vale 0, por
lo que los puntos estdn alineados.

4 Puesto que uno de los puntos es el origen, basta comprobar si los
vectores (3,2) y (1,5) son colineales. El determinante formado por
estos dos vectores vale 13, por lo tanto los puntos dados no estan
alineados.

B Encontrar la ecuacién de la recta perpendicular al vector v y que pasa por
el punto P en los casos:

v=(1,-1), P=(-5,3). v=(0,1), P=(0,3).
(6] v=(=5,4), P=(3,2). v=(23), P=(-1,-1).

Solucién 7:

En general sabemos, y es sencillo comprobar, que la recta que es per-
pendicular al vector v = (v1,v2) y pasa por el punto P = (p1,p2) es la
recta de ecuacion

v1(z —p1) +v2(y —p2) = 0.

En este caso concreto obtenemos la recta y = 3.

B ; Cudles de los siguientes pares de rectas son perpendiculares?

@2x—5y:1,2x+y:2. —x+y:2,x—|—y:9.
) 32— 5y=150+3y=". [12] z+2y =5, y =3+ 2.

Solucién 10:

El criterio de perpendicularidad entre rectas se reduce a comprobar
si sus vectores directores, o equivalentemente, sus vectores normales,
son perpendiculares. Esto sucede cuando el producto escalar de tales
vectores es nulo. Puesto que para una recta de ecuaciéon

ar+by+c=0

un vector normal viene dado por (a,b), es ficil ver que en este ejemplo
concreto tenemos

(37 _5) ’ (5’ 3) =0,

y por tanto las dos rectas son perpendiculares.

B Encontrar las ecuaciones paramétricas de las rectas que pasan por los pares
de puntos dados:
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(1,1,-1), (=2,1,3). (1,0,1), (0,1,0).
(—1,5,2), (3,—4,1). (0,1,2), (—1,0,3).

Solucion 13:

En general, la recta del espacio que pasa por dos puntos dados P =
(p1,p2,p3) ¥ @ = (¢1, 92, g3) viene dada en forma paramétrica por

z=1tp1 + (1 —t)q,
y =tpa+ (1 —t)go,
z=tpz+ (1 —t)gs,

donde ¢ es un parametro que se mueve en la recta real. En este ejemplo
concreto, las ecuaciones paramétricas de la recta quedan

r=3t—-2, y=1 z=3-—4t.

B Encontrar la ecuacién vectorial de las rectas

De ecuaciones paramétricas: x = —t, y =1+ V2, 2 =6 — 8t.
Que pasa por los puntos P = (0,0,0), Q = (1,2,3).
Donde se intersecan los planos 3x +y — 4z =0, bx + z = 2.

B Encontrar la ecuacién del plano perpendicular al vector n que pasa por el
punto P en los siguientes casos:

n=(1,-1,3), P = (4,2,—1).

[21] n=(-1,0,5), P =(2,3,7).
[22] n=(1,0,0), P =(2,1,1).
(23] n=1(0,2,3), P=(3,4,5).
n—( ,6), P =(2,—1,0).

=(0,0,1), P =(1,3,-2).

Solucion 25:

La ecuacién del plano perpendicular a un vector dado de coordenadas

n = (ni,n2,m3) que pasa por un punto P = (p1,pe,ps) tiene por
ecuacion

ni(x — p1) +n2(y — p2) +n3(z — p3) = 0.
En este caso concreto la ecuacién es z + 2 = 0.

B Determinar un punto P por el que pase el plano dado y un vector n
perpendicular al mismo, en los siguientes casos:
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3x+z=3. y:O.
xf —z=5. 2z+y—z:1.

B Encontrar la ecuaciéon del plano que pasa por los tres puntos dados:
(2,1, 1) ( ~-1,1), (4,1,-1).
(=5,-1,2), (1,2,-1), (3,—1,2).
(,1 007) (2,1,1).

[33] (1,3,0), (=5,-3,-1), (~2,0,1).
Solucién 32:

La ecuacién del plano que pasa por tres puntos dados:
A= (a1,a2,a3), B = (b1,b2,b3), C=(c1,c2,c3),

se puede obtener mediante el determinante

Xr — ay b1—a1 C1 — Q1
Yy — az b27a2 Co — Q9 =0.

Z —as b3—a3 C3 — as

En nuestro caso, la ecuacién queda

r—2 -2 0
y—1 -1 0|=0=z—-2y=0.
z 7 1

Encontrar la ecuacidén del plano que contiene a las rectas paralelas:

r—1 y+1 2-5 z+3 y—4 =z

3 2 7 47 3 2 4

B Encontrar un vector que sea perpendicular a los pares de vectores dados:

(1,2,-3), (2,—-1,3). (1,1,1), (0,—1,2).
(0,1,0), (1,0,0). (6,-6,2), (1,3, —1).

Solucién 35:
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En el espacio, un vector perpendicular a dos dados se puede obtener
rapidamente a través del producto vectorial, pues dados dos vectores
linealmente independientes u = (uy,us,us) y v = (v1,v2,v3), Su pro-
ducto vectorial u X v siempre es un vector ortogonal a ambos. Dicho
producto vectorial se calcula mediante el determinante simbdlico

i j k
(u1,u2,uz) X (vi,v2,v3) = |u;  us ug|,
U1 V2 U3

que representa un vector cuyas componentes son los adjuntos de la
primera fila.

que resulta el vector (3,—9,—5) que, efectivamente es ortogonal a los
dos vectores iniciales.

En consecuencia, el vector pedido en este ejercicio es

2 -3
-1 3|

1 2
2 -1

b

(1,2,-3) x (2,-1,3) = <’

-3 1
3 2

Encontrar un vector paralelo a la recta interseccién de los pares de planos
siguientes:

2t —y+z2=1,3x+y+2=2.
m—yzl,y+z:4.

4 —y=0,z+4y+2=5.
Solucién 40:

El vector director de la recta determinada como interseccién de dos
planos es precisamente un vector ortogonal a los dos vectores normales
a los dos planos. Ademads sabemos que un vector normal a un plano
de ecuacién ax + by + cz +d = 0 es el vector (a,b,c). Por tanto este
problema es similar a los Ejercicios 35-38, en los que se pide un vector
ortogonal a dos dados. El producto vectorial proporciona la respuesta
de manera directa. En este caso concreto se obtiene

(1,-1,0) x (0,1,1) = (—1,—1,1).

Encontrar la ecuacién del plano que contiene al punto (—1,2,3) y es:

paralelo al plano XY,
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perpendicular al eje X,

perpendicular al eje Y.

Solucioén 44:

Al buscar un plano perpendicular al eje Y, estamos aportando el dato
del vector normal al plano que debe ser precisamente el eje Y, (0,1,0)
(véanse los Ejercicios 20-25). En consecuencia la ecuacién del plano
solicitado serd

0(z+1)+1(y—2)+0(z—3) =0,
es decir, y = 2.

Consideremos los puntos P = (1,3,-2) y @ = (1,—1,2) y el vector
n = (1,2,2). Encontrar el punto de interseccién de la recta que pasa por
P con direccién n y el plano que pasa por @ perpendicular a n.

Solucion 45:

Un punto genérico de la recta que pasa por P y tiene vector director
n es, en forma paramétrica, X = P + tn. Mientras que la ecuacién del
plano perpendicular a n que pasa por @ es n-(X — Q) = 0, donde hemos
usado la notacién vectorial X = (z,y, z). Luego si buscamos el punto
interseccién tendremos que resolver el sistema:

X=P+t
m =n-(P+tn—Q)=0,
n-(X-Q)=0
de donde despejamos el valor del pardmetro ¢ para obtener
,_n(@Q-P)
=—7
n|

y por tanto, el punto de la recta buscado sera

n-(Q—-P)

X =P+ |2 n.

|n

En el caso concreto que nos ocupa, resulta que n - (Q — P) se anula y
consecuentemente el punto solicitado es el mismo P.

Encontrar el punto de corte de los planos siguientes con los ejes coordena-
dos.
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:U—i—y-i-z:l. —x+3y+3z:—3.
:1:+y:1. 2y+z:0.

Solucion 48:

Los puntos de corte de un cierto plano con los tres ejes coordenados se
obtienen anulando dos de las coordenadas, por turno, y despejando la
tercera de la propia ecuacién del plano. Asi, si el plano tiene ecuacién
—x + 3y 4+ 3z = —3 los puntos de corte seran:

» Coneleje X:y=2=0,—2 = -3,y el punto resulta ser el (3,0,0).

» ConelejeY:z=2=0,3y =-3,y el punto de interseccién es
(0,—1,0).

» Coneleje Z: x =y =0,32= -3,y el punto es (0,0, —1).

B Determinar el paralelismo o perpendicularidad de los siguientes pares de
planos.

r—3y+2z=4, -2z +6y—4z=0.
dr+3y—2=6,z4+y+7z=4.

Encontrar la distancia entre el punto (1,1,2) y el plano de ecuacién 3z +
y—oz=2.

Dos caras de un cubo se encuentran en los planos 3z — y + 2z = 5,
3z —y + 2z = 7. Calcular el volumen del cubo.

Solucién 53:

Si dos caras de un cubo se encuentran en dos planos paralelos, el lado
del cubo tendra que ser necesariamente la distancia entre ambos planos.
Esta distancia es ademas la distancia de un punto de uno de los planos
al otro plano. Tal férmula de la distancia es

_Jaxo 4 byo + czo + d|
Va2 +2+2

donde 7 = ax+by+cz+d = 0 es la ecuacién del plano y P = (xg, yo, 20)
el punto respecto del que calculamos la distancia. En nuestro caso
concreto

d(P, )

P=(1,0,1), 7#=3x—y+22—7=0,

y por lo tanto la distancia, aplicando la férmula anterior, es \/%. Asi, el

volumen del cubo pedido sera el cubo de este valor, es decir, %\/ﬁ.
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Encontrar la ecuacién del lugar geométrico de todos los puntos del espacio
que equidistan de los puntos A = (—1,5,3) y B = (6,2, —2).

Solucién 54:

Es fécil caer en la cuenta de que el lugar geométrico solicitado es

exactamente el plano perpendicular al vector AB que pasa por el punto
medio 3(A + B) (el plano mediatriz). Una vez entendida la afirmacién

anterior es muy sencillo comprobar que la ecuaciéon de tal plano es
142z — 6y — 102 = 9.

B Dibujar los siguientes conjuntos del plano y del espacio:
55| {(z,y) €eR?: >0, logz < y}.
eER?: 0<y<e}.

€R?: 22 — 2z +y? < 3}.

y)
y)
y)

z,y) €ER?: 22 442 > 1},
y) € R?: (4o — 22 — y?) (2% + 2 — 22) < 0}.
y) €R?: Ja|+ |yl < 1}

y) ER?: |z — 1]+ |y —1]| <2}

z,y,2) € R3: y? + 22 <4}

x,y) €ER?: ay =1}

x,y,2) €ER3: xy =1},

O =21 S| |O| =2 [ |O1| gl | Ot
O N (W (N <© Bl N BE=)
P e N T e T e T S S

2,y,2) €ER3: z =seny}.
Solucion:

57 En la desigualdad 22 — 2z + y? < 3, podemos completar cuadrados
del siguiente modo:

204+ <3e 2 -2r+1 -1+ <3 (z-1)2+y? <4

Si prestamos atencion a la expresion anterior con igualdad, debe-
mos distinguir la ecuacién de una circunferencia® de centro el punto
(1,0) y radio 2. Para estudiar la desigualdad observamos que ésta
corresponde a los puntos interiores de la misma, luego el conjunto
pedido resulta ser el circulo (incluida la frontera) de centro (1,0) y
radio 2.

IRecuérdese que la ecuacién de una circunferencia de centro (a,b) y radio 7 se escribe
como (z —a)? + (y — b)? = r2.
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59 No es dificil observar que la condicién
(4r — 2® —y*)(2® +y* — 22) <0
se desglosa en dos posibilidades. La primera corresponde a
dr — 22 —y2 >0, 224+9y*—-22<0,
v la segunda a
4z — 2% — 9% <0, x2+y2—2x20.

Después de usar la técnica de completar cuadrados, estas dos
posibilidades se pueden reinterpretar como

(z—22+y* <4, (-1 +y* <1,

(m—2)2—|—y2247 (96—1)2—&—y2217

respectivamente. El primer caso corresponde a la interseccién de
los dos circulos centrados respectivamente en (2,0) y (1,0), y de
radios 2 y 1. Mientras que la segunda posibilidad es precisamente
la interseccién de los exteriores de esos mismos circulos (véase la
Figura 1). La unién de ambas regiones es el conjunto del plano
pedido.

—4 L ! | ! L

Figura 1: Ejercicio 59: regién (4z — 22 — y?)(2? + y? — 22) <0

61 Para entender el conjunto de puntos del plano que satisfacen la
condicién
lz =1 +]y -1 <2,
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es buena estrategia intentar determinar su frontera que corresponde
a la condicién

le — 1|+ |y — 1] =2.

Es también claro que esta ecuacién representa la traslacién de
vector (1,1) de la regién de ecuacién

|z + [yl = 2.

Como en esta ecuacién interviene el valor absoluto para las dos
variables = e y, lo més sencillo consiste en analizar dicha ecuacién
en los cuatro cuadrantes, obteniendo el siguiente resultado:

» Primer cuadrante: x >0,y >0, z +y = 2.

s Segundo cuadrante: z <0,y >0, —z +y = 2.

= Tercer cuadrante: x <0,y <0, —z —y = 2.

s Cuarto cuadrante: z >0,y <0,z —y = 2.

Si representamos estas cuatro rectas en cada cuadrante obtenemos
el rombo de la Figura 2a. La desigualdad

2] + |y| <2

corresponderd al interior o al exterior (en todo caso sin su frontera)
del rombo. Es facil ver que se trata del interior pues el origen (0, 0)
verifica la desigualdad anterior. En definitiva, la regién solicitada
inicialmente es el rombo sélido centrado en el (1,1) trasladado del
rombo anterior (véase la Figura 2b).

4
91 N
0l N
| | | 9 L1 \ | |
-2 0 2 -2 0 2 4
(a) Rombo |z| + |y| =2 (b) Conjunto |z — 1|+ |y — 1| < 2

Figura 2: Ejercicio 61
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64 En el plano, la ecuacion zy = 1 representa las dos ramas de la
bien conocida hipérbola equilatera y = % {Qué sucede cuando esta
misma ecuacién la consideramos en el espacio? Como la ecuacién no
hace referencia a la tercera variable z, cualquier punto (z,y, z) tal
que zy = 1 pertenecerd a esa regién. Graficamente esto se consigue
“desplazando” la hipérbola zy = 1 dibujada en el plano z = 0
paralelamente, hacia arriba y hacia abajo, al eje Z (ver Figura 3).

Figura 3: Ejercicio 64: zy = 1 en R3

[ 2
CONICAS Y CUADRICAS

B Esbozar la gréfica de las siguientes cénicas y sefalar sus elementos:

[66] 22 + 92 = 36. [72] 322 =2+ 4%
[67] 22 +y* — 22 =0. 73] 2y = 2.

(1Y 322 — 62 +y=7T.
2% 422 — 6y — 17 = 0.
mx2+2x—y2—2y=1.

[70] 22 + 2y +y* = 4. (78] 2”2y +y* =2
D22 4 4342 4 Ty =48, 9z° — 24ay + 2% = 0.

3x2—|—3y2—2xy—\%x—\%y:8.
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Solucién:

68 Al tratarse de una ecuacién sin término cruzado zy la simple
completacién del cuadrado nos permite identificar la cénica en
cuestion. En este caso

3z% — 6z + y = 7 se escribe como 3(z — 1)? = —(y — 10).

Se trata de la pardbola? de vértice (1,10) y eje principal z = 1,
con foco (1, 1) y directriz y = 12 (véase Figura 4a).

69 Al igual que el apartado anterior, completando cuadrados,
2% + 22 —y? — 2y = 1 se escribe (x +1)%2 — (y+1)%2 =1,

que corresponde a la hipérbola3 de eje principal y = —1 y cen-
tro (—1,—1). Los vértices se encuentran en los puntos (0,—1) y
(=2,-1) (Figura 4b).

|
5 [ |
10 |- n
51 I S ]
0 4 -9 8
| | |
-2 4 -5 0 5
(a) Pardbola 322 — 6z +y =17 (b) Hipérbola 22 4+ 2z — 3% — 2y =1
Figura 4: Cénicas de los Ejercicios 68 y 69
77 En este caso tenemos un término en xy que nos obliga a realizar
una rotacién para poder identificar la cénica. Para ello procedemos
del siguiente modo. El angulo de rotacién a viene determinado por
B
tan2a = —— si A#C
A-C 7
2La ecuacién y = ax? representa a una parabola de vértice en el origen, eje Y, foco en
(0,¢), con ¢ = i y directriz la recta y = —c. Una traslacién a vértice (zo,yo) proporciona

la ecuacién y — yo = a(x — x0)>.

y?

b2

principal Y (X, respectivamente) con focos en los puntos (£v/a? + b2,0). Una traslacién a
2 2

(ﬂv;ﬂ;o) _ (y;g‘)) - 41,

2
3La ecuacién 2—2 — = +1 corresponde a una hipérbola de centro el origen y eje

centro (zo,yo) da lugar a la ecuacién
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donde B es el coeficiente del término zy y A y C los coeficientes

de 22 e y?, respectivamente. Si A = C entonces a = 1, como es

nuestro caso. La rotacién viene dada por las ecuaciones
T cosa  —sena X

Y sen «v cos & Y

En este caso, z = ?(X -Y),y= g(X +7Y). Sustituyendo en la
ecuacion,

6 0 8= X212y 3x =14
—_—r — — — — =
VRN

y completando cuadrados,

322 + 3y — 2zy —

(X-3?+av?=2

Es decir, la ecuacién girada corresponde a una elipse* de centro
(%7 0) y ejes x = % e y = 0 (representada en linea discontinua en la
Figura 5). La ecuacién original representard a una elipse de centro

(@ . %7 g . %) yejessy=xyxr+y= %, calculados segtn las

ecuaciones de la rotacién dada.

4

Figura 5: Ejercicio 77: elipse rotada

B Encontrar la ecuacién de las parabolas con el foco y directriz siguientes:

2 2
4La ecuacién 2—2 + 2—2 = 1 representa una elipse de centro el origen, ejes X e Y, con
semiejes a y by focos en (£va? — b2,0) (para a > b). La traslacién a centro (zo, yo) da la

2 2
ecuacién % + (ybig‘)) =1.
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(78] F = (0,4), y = —4. Bl F=1),2=1
[79] F = (4,0), 2 = -3. [81] F=(0,0), y=-2.

Solucién 80:

La parabola puede definirse como el lugar geométrico de los puntos del
plano cuya distancia a un punto fijo (el foco) y una recta fija (la directriz)
es constante. De este modo, la pardbola en este caso vendra definida por
la ecuacién:

dist ((z, ), (3,1)) = dist ((x,y),z = 1).

Luego,

Ve =32+ (y-1)?2=z-1].

Un sencillo célculo proporciona la ecuacién y? — 2y — 4z + 9 = 0, que
mediante completacién de cuadrados da

(y—1)* =4z - 2),
que corresponde a la pardbola de vértice (2,1) y eje y = 1.

Encontrar la ecuacién de cada pardbola que tiene vértice en el origen, y su
foco coincide con los de la elipse 169z% + 25y2 = 152,

Encontrar la ecuacién del circulo que pasa a través del foco de la pardbola
22 4+ 8y =0y los focos de la elipse 1622 + 25y% — 400 = 0.

Solucion 83:

Segun la nota 2 de la pag. 18, el foco de esta pardbola es (0, —2). En el
2
caso de la elipse de ecuacién 2—2 + ¥z = 1 centrada en el origen, los focos

estan en los puntos (£¢,0) con ¢ = va? — b2 (si a > b) o en los puntos
(0,%c), para ¢ = Vvb? —a? (si @ < b). Un simple cdlculo nos muestra
que a = 5y b =4, de modo que los focos estén en los puntos (3,0) y
(—3,0). Por ultimo, para encontrar la ecuacién de un circulo que pasa
por tres puntos, teniendo en cuenta que su centro debe estar a la misma
distancia de éstos puntos, debe ocurrir que el centro se encuentre en el
punto de interseccion entre las mediatrices de cada par de puntos.

Un simple cdlculo muestra que la mediatriz entre (3,0) y (—3,0) es
x = 0, mientras que la mediatriz entre (3,0) y (0,—2) es 3z 4+ 2y = %
La interseccién es (0, %) Calculando la distancia entre este punto y
cualquiera de los otros tres nos da un radio igual a %. El circulo tiene
por ecuacién 22 + 2y? — 5y — 18 = 0 (véase la nota 1 de la pag. 14).

. C o c
Probar que si m # 0, la recta de ecuacién y = mz + .- es tangente a la
pardbola 3% = 4cx.
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87

88

Mostrar que la ecuacién de la tangente a la pardbola 42 = 4cx en el punto
(20, yo) tiene por ecuacién

Yoy = 2¢(w + xo).

Solucién 85:

La condicién de tangencia se puede expresar imponiendo que la ecuacién
que representa la intersecciéon de ambas tenga una raiz doble en el punto
de tangencia. En este caso

2

= Yoy = L 2cxy,
Yoy = 2¢(x + x0) 2

Yy =1yo =L \/ y% — 4cxg.

Teniendo en cuenta que (xg,yo) es el punto de tangencia, y por tanto
pertenece a la parabola, se concluye el resultado.

y? = dex

cuyas raices son

2 2
Probar que la tangente a una elipse — + %2 =1 en (zg,yo) tiene por
a
ecuacién
Lo | YYo _
@ Tt

Probar que la elipse 22 + 232 = 16 y la hipérbola 22 — 3% = 4 se cortan
formando angulo recto.

La tangente en P a una hipérbola interseca a sus asintotas en los puntos
@ y R. Probar que entonces P es el punto medio de QR.

Supongamos que la tangente a una pardbola en un punto P interseca a la
recta directriz en el punto Q). Si F' es el foco de la pardbola, demostrar que
FQ es perpendicular a F'P.

Un disco parabdlico de 10 m. de didmetro y 5 m. de profundidad es usado
como radiotelescopio. j Dénde debe estar colocado el receptor?

Supongamos que un rectangulo con lados paralelos a los ejes coordenados

. . . .7 r~2 2 Ve
se encuentra inscrito en una elipse de ecuacién Z; +%; = 1. ;Donde habran
de situarse los vértices para que el rectdngulo tenga drea maxima?

Identificar las siguientes cuadricas.
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22+ 2%+ 22 =1.
2?42y — 2% = —1.

2?2 -2y + 22 =1.

[95] 22 + 2y — 2 = 0.

22— 22 =0.

2% + 4y = 100.

2242+ 2+4=0.

4r = y? — 222

22+ 2% + 22 + 4y +22=0.

22+ 2y% — 22 + 4o — 4y = 0.

2?2 +4y? + 22 - 22 =0.

42 —y? + 22 + 8z + 8z = —24.

922 +y? — 22 -2y +22=0.
yz = 1.

42 1y + 422 4 8z — dy — 82 = —8.
2% + 3y? — 422 + 4o + 9y — 8z = —10.
2?2 —y? — 22 —dx — 4y =0.

22 + 9% —42° + 42 — 6y — 8z = 13.

Solucién:
106 La técnica de completacién de cuadrados da lugar a la ecuacién
Az +1)2+(y -2 +4(z - 1) =4,

que corresponde a un elipsoide® de centro (—1,2,1), con secciones
Y circulares.

108 La simplificacién de la ecuaciéon mediante la completacién de cua-
drados proporciona

(-2 —(y+2)°—2>=0,

que representa un cono®

X), de vértice (2,—2,0).

5La ecuacién de un elipsoide de centro el origen y semiejes a, by ¢ es

12 y2 Z2 _
2 EtaT

circular de eje y = —2, z = 0 (paralelo a

[V

2 2
6La ecuacién de un cono de vértice el origen y eje Z es 2—2 + ¥y —

b =0.

o N
i
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Probar que la interseccién entre el cono 2% + y* = 2z y el plano z =1 es
un circulo.

Probar que la proyeccién en el plano XY de la interseccién entre el cono
22 +y? =22 y el plano 2z = y + 1 es una elipse.

Solucién 111:

Como sabemos, la interseccién de dos curvas corresponde al conjunto de
puntos que satisface ambas ecuaciones. Por otro lado, la proyeccion de
un punto (z,y, z) sobre el plano XY es el punto (z,y,0). Es decir, dicha
proyeccién se calcula haciendo “desaparecer” la coordenada z. Asi, la
ecuacién de la proyeccién se obtiene despejando z de ambas ecuaciones
e igualando. Esto es,

1
‘TQ =+ y2 = Z(y + 1)2a

que puede escribirse como la elipse % + %(y - 5)2 =

W=

112 | Probar que la proyeccién en el plano XY de la interseccién del plano z = 2y
y el paraboloide z = 22 + 32 es un circulo.

Probar que la proyeccién en el plano X Z de la interseccién de los parabo-

loides y = 222 + 322 e y = 5 — 322 — 222 es un circulo.

[0 ]
COORDENADAS POLARES, CILINDRICAS Y ESFERICAS

B Convertir las siguientes coordenadas de cartesianas a polares:

(0,3). (-1,v/3).
(\/gvl)- (_27_2)-

Solucion 116:

Las férmulas del cambio son bien conocidas
r=+/22+9y2, 0= arctan (E) ,
T

donde hay que tener en cuenta la ambigiiedad que supone esta arcotan-
gente. De este modo, si z = —1 e y = /3, tendremos

r=+v1+3=2, 6=arctan(—V3) = 2.

B Convertir las siguientes coordenadas de polares a cartesianas:
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(L9 (1,-5).
(2.3) (3. %5).

Solucién 121:
Las féormulas del cambio de polares a cartesianas son

r=rcosf, y=rsenf.
En este caso concreto, tendremos

z=3cos3T =0, y=3sen3 =-3.

B Convertir las siguientes coordenadas cartesianas a cilindricas:
122 (1,-1,0).
PRy (—/3,-1,1).
124 (6,0, —2).

125 | (v2,v/2,1).
126 (0,6, —2).
127 (—1,0,3).

Solucién 123:

Las férmulas del cambio de coordenadas cartesianas a cilindricas son

r=+/22+19y2, 0=arctan (%) , 2=z,

por tanto, en este ejemplo concreto tendremos

B Convertir las siguientes coordenadas cilindricas a cartesianas:

(1,%,0) (3,%.8).
(1,%,4) (2,-%.3)
130] (0, =,6) (2,,3)

Solucion 132:
Las férmulas del cambio de cilindricas a cartesianas son

r=rcosf, y=rsend, z=z.
En este caso concreto

r =12, y:f\@, z=3.

B Convertir las siguientes coordenadas cartesianas a esféricas:
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0,1,1). (1,1,1).
0,0, -2). (1,0,1).

Solucion 136:

(
(

El cambio de coordenadas cartesianas a esféricas se lleva a cabo mediante
las férmulas

— — Yy
p =2+ y?+ 22, Q—arctan(;>,
¢ = arc cos (\/m> .

En este caso concreto se obtiene

83

p =13, =7, (b:arccos(%).

B Convertir las siguientes coordenadas esféricas a cartesianas:

(3,5,%). (1,5,%).
(8, Z,7). (2,3,0).

Solucion 139:

En este caso las férmulas del cambio son
r=pcosfsen¢p, y=psenfsen¢y, 2z = pcosq.

Luego obtenemos

us

x :8005(6)sen7r =0, y = 8sen (%) senm =0, 2z =8cosm = —8.

B Encontrar la ecuacién polar de las curvas siguientes

12+y2:25. yzzm.
iERY 2 (20 — ) =23, a > 0. zy = 1.
G o1 (37] g =1t

Solucion 143:

Para encontrar la ecuacién polar de una curva dada en coordenadas
cartesianas no hay mas que introducir las férmulas del cambio en la
ecuacién de la curva, simplificar cuando sea posible, e intentar dar r en
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funcién de 0 teniendo en cuenta las restricciones que debemos imponer
para que el radio r sea no negativo. En concreto, tenemos

r?sen? 0(2a — r cos ) = r® cos® .

Después de unas cuantas manipulaciones y simplificaciones, y notando
que cos? 0 4+ sen? g = 1, se llega a

_ 2a sen? 6

cos

Puesto que r > 0, debemos exigir que cosf > 0. Esta condicién se da
cuando —5 < 0 < 3.

B Encontrar la ecuacién en coordenadas cartesianas de las siguientes expre-
siones polares:

r=3. r? = |cos(20)].
9:3{. r=3sec9.

Solucién 150:

Si multiplicamos la ecuacién por 72 y notamos que cos(20) = cos? § —
sen? ), llegamos a
rt = |r2 cos? 0 — r? sen® 9| ,

de modo que
(@2 +y?)? = ’xQ —y2| )

B Encontrar los puntos de interseccién de los pares de curvas siguientes,
expresadas en coordenadas polares:

152 | r =2, r = cosd. 16RY - = send, 2 = 3cos2 6.
153

Solucion 153:

Si elevamos al cuadrado la primera ecuacion e igualamos las dos expre-
siones para 72 se obtiene la ecuacién

3cos? 0 = sen? 0,
cuyas soluciones deben satisfacer

arctan § = +/3,
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es decir, § = 7, 2,?”, %’T. No obstante, observamos que los dngulos 6 =
-3 %’T dan un valor negativo para el seno, y en consecuencia para r en la
primera ecuacién. Como esto no es posible debemos descartar estos dos

valores. Los puntos de interseccion serdn por tanto los correspondientes

at=7%, %’r, es decir, (@, %) y (7@7 %)

B Esbozar las curvas cuya ecuacién en coordenadas polares es:

165

166

167

r = a?| cos(20)|. rf = a.

= a1+ cost). 7 = alcos(30)].

r =2+ cosf.
r = al cos(26)|. r = a|sen(20)].

r = a|sen(30)|. r = 2asenf tand.
r=e2 r? = a? cosf.

Solucion 155:

La técnica seguida para representar curvas en polares consiste en anali-
zar la variacién del radio vector r en funcién del angulo 6. Por ejemplo,
para la ecuacién r = a(1 4 cos @) para a = 2 observamos que la funcién
en un plano cartesiano (6, r) definida por tal ecuacién viene representa-
da en la Figura 6a. Vemos por tanto que para el angulo 8 = 0 estamos
a distancia r = 4, luego la curva parte del punto (4,0) (Figura 6b). A
medida que 6 evoluciona hasta 7, el radio vector disminuye hasta dis-
tancia 2 (luego alcanzara el punto (0,2)), y posteriormente a r = 0 para
6 = 7 (llegando por tanto al origen). A partir de aqui repite el mismo
proceso en la direccién opuesta (el radio vector crece desde r =0 ar =4
a medida que 6 se mueve entre 7 y 27).

Una superficie estd descrita en coordenadas cilindricas por la ecuacién
3r2 = 22 4+ 1. Convertir a coordenadas cartesianas y dibujar.

Escribe la ecuacidn de la esfera unitaria en coordenadas cilindricas.

Escribe la ecuacién del cilindro circular recto 2 + 4% = 9 en coordenadas
esféricas.

B Describir los conjuntos del espacio dados por las siguientes ecuaciones

expresadas en las coordenadas indicadas:
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4 I
3| N
91 N
1L N
0L | \ | |
0 g ™ %W 27 %r
(a) r = 2(1 + cos @) en cartesianas (b) 7 =2(1 4+ cosb)

Figura 6: Representacién de curvas en polares

(cilindricas) r = 1 4 cos¥. (esféricas) p = ¢.
(cilindricas) z = 6. (esféricas) p =1, § = 0.

B Expresar los siguientes conjuntos en las coordenadas solicitadas:
El conjunto limitado por las rectas y = z, y = —x y * = 1 en
coordenadas polares.

El conjunto limitado por la circunferencia 2 + y?> = 2 y las rectas
y =x ey =0, en coordenadas polares.

El plano z = x en coordenadas cilindricas y esféricas.

El cono 22 4+ 42 = 22, 2 > 0 en coordenadas cilindricas.

La superficie z = 22 4 y? en coordenadas cilindricas.

El paraboloide eliptico z = "”—22 + % en coordenadas cilindricas.

El conjunto {(r,0) € [0,00) x [0,27m) : 1 <7 <2, 0<0 < T}, en
coordenadas cartesianas.

El conjunto de puntos (p,0,¢) con coordenadas esféricas tales que
p€0,1], 0 €[0,2m) y ¢ € [0, 7], en coordenadas cartesianas.

El conjunto {(z,y,2) € R®: 224+y? <1, y > = > 0} en coordenadas
cilindricas.
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El volumen engendrado por el cilindro 22 + y* = 1 intersectado con
los planos £ +y + 2z =1y 2z =0, en coordenadas cilindricas.

La superficie del cono de radio r y altura h en coordenadas esféricas.
La superficie z = 2> — y? en coordenadas cilindricas y esféricas.

Solucién 177:

Se deben usar las férmulas del cambio correspondiente, teniendo en
cuenta las simplificaciones que puedan llevarse a cabo para que la nueva
ecuacién resultante sea lo mas sencilla posible. En el caso que nos ocupa,

tendremos
r2cos?@ r?sen?d
Z =
2 4 ’
que simplificando resulta
2

z= %(1 + cos?6).

184 | Escribe la ecuacién en cilindricas de las esferas: (z — a)? + 3% + 22 = a2,

P+ (y—a)l+z22=a’yr?+9y*+ (2 —a)? =d?

185 | Describir los conjuntos con r = constante, § = constante, en coordenadas
polares. Andlogamente para 7 = constante, § = constante y z = constante,
en coordenadas cilindricas y p = constante, § = constante y ¢ = constante,
en coordenadas esféricas.

186 | Dos superficies son descritas en coordenadas esféricas por las ecuaciones
p=710,0)yp=2f(0,¢). iComo se representa grificamente la segunda
superficie a partir de la primera?

IR¥@ Probar que la superficie descrita en coordenadas esféricas por la expresion
f(p,®) =0 es una superficie de revolucién.

Solucién 187:

Si consideramos un par de valores pg, ¢g que satisfagan la ecuacién de
la superficie, f(pg, ®o) = 0, entonces es evidente que todos los puntos de
la forma (pg, ¢o,8), con 0 < 0 < 27 satisfacen también dicha ecuacién,
y por lo tanto forman parte de la superficie. Dado que los puntos de la
forma (po, ¢o, ) forman una circunferencia sobre el plano z = pg cos ¢y,
tenemos que la superficie es de revolucién.

IREY Dos superficies son descritas en coordenadas esféricas por las ecuaciones
f(p,0,0) =0y f(p,0 —m, ¢) = 0. iCémo se representa graficamente la
segunda superficie a partir de la primera? ;Y para f(4p,0,¢) =07
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Solucién 188:
Si (po, b0, o) es un punto de la primera superficie donde se supone que
0y > m, entonces los puntos de la segunda superficie deberan verificar
0—7m= 90,
es decir
0 =0y + .

Esto significa que si rotamos la primera superficie alrededor del eje Z un
angulo 7 obtendremos la segunda superficie.

Del mismo modo, para la superficie f(4p,0,), los puntos deberdn

verificar

4p = po
luego, p = 2. Es decir, esta superficie responde a una dilatacién de
razén % respecto de la primera.



FUNCIONES DE VARIAS  capitulo
VARIABLES. LIMITE Y 1
CONTINUIDAD

En este tema se encuentran ejercicios que permiten establecer un primer
contacto con las funciones de varias variables, estudiando su dominio, curvas
de nivel y representacion grafica, para lo cual es preciso tener un buen manejo
de los conjuntos del plano y del espacio que se han tratado en el tema anterior.
Posteriormente se presenta ejercicios relacionados con el calculo de limites
bidimensionales y la continuidad de funciones.

1
FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

B Estudiar el dominio de las siguientes funciones:

fla,y) = st fla,y) =

f@.9) = mia fla,y) =

f(x,y) = % f(z,y) = x + arccosy.

f(z,y) = xsen 2+ 3. flz,y) =

F(@,9) = ozatosy Fany) =
(z,y) (2.y) =
(#,y) =
(z,y) = (
(,y) = (
(z,y) =

(z® —y)*.

Vysenz.

IOgIer (l'y)

10g2:v y(x + 3y)

_xty
z24y2—1-

fa:, = arcsen g + ,/Ty. fx,y

f(,y) = log(x +y).
Yoo, f $7y>Z = ﬁ%

log(log(z — y)). f(z,y,2) = ﬁyz_l-

\/x2+y272x73.
207 | F(z,y) = (y2 sen £,z sen%l).
(z,y) =

y
<\/a:2 + ¥ l,log(y—xQ))

z,

€z,

T

f
f
flz,

T,y

Solucion:
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190

193

197

198

202

El cociente que define la funcién f(z,y) estard definido salvo cuan-
do el denominador se anule, es decir, cuando tan(z + y) = 0. Esto
sucede si x +y = km con k un entero arbitrario. Luego el domi-
nio serd todo el plano con excepcién del conjunto infinito de rectas
paralelas de ecuacién x + y = k7.

El cociente que define f(z,y) deja de tener sentido cuando el
denominador es nulo o no estd definido. Asi debemos excluir las
puntos en que < 0 e y < 0. Ademads, debemos excluir también
los puntos en que logz = 0, es decir z = 1, y del mismo modo
y = 1. En definitiva el dominio de esta funcién es la unién de los
conjuntos

(0,1) x (0,1), (0,1) x (1,+00), (1,400) x (0,1),
(1, +00) x (1, +00).

En este caso, debemos exigir que el argumento del primer loga-
ritmo, log(z — y), sea un nimero estrictamente positivo, es decir
log(z —y) > 0. Esto, a su vez sucede si el argumento de este segun-
do logaritmo es superior a 1. El dominio serd por tanto x —y > 1
que representa el semiplano por encima de la recta y = x — 1.

En una funcién definida como una potencia en que la base y
el exponente son a su vez funciones, entendiéndola a través del
logaritmo
. 2 los (22—
(1’2 _ y)l — log(z“—y)

vemos con claridad que la Unica restriccién que debemos imponer
en este caso concreto es que el argumento del logaritmo (la base de
la potencia) sea estrictamente positivo. Luego el dominio corres-
ponder3 a la regién en que z? —y > 0. Se trata de la zona debajo

de la pardbola y = 2.

Teniendo en cuenta la propiedad que relaciona los logaritmos na-
turales con los logaritmos en cualquier otra base

log b

log, b= ,
loga

a

podemos expresar la funcién f(x,y) como el cociente

log(z + 3y)
log(2z —y)’

y a partir de esta expresion es inmediato deducir el dominio de f,

{2z —y>0}U{z+3y>0}) — {2z —y =1}
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Sea f : R? — R la funcién f(z,y) = 2% + y2. Hallar f(1,0), f(0,1) y
f(1,1). §Qué puntos de R? verifican f(z,y) = 0? ;Cudl es la imagen por
f del disco de radio 27

Sea f : R* — R la funcién definida por f(z,y,2) = e~ @ +v’+2%) Calcular
£(0,0,0), f(£1,£1,+£1). ;Dénde manda f los puntos de la superficie de la
esfera unitaria? ; Qué ocurre con los valores de f cuando ||(z,y, z)|| = 00?

B Estudiar las curvas de nivel de las siguientes funciones:

f(z,y) = |z —y. f(x,y)Zfifzz
f@,y) =z —yl. Fla,y) = (22 +y2 + 22)~ 1.
;EZ; L Floy) =2+ o
) - W
Fony) = 22 fla.y) = 25,
flz.9) = ysen(a) Jwy) =t
Flay) = (@ = 1)y~ 2). fl@y) =av.
f(a:,y)z%z%—‘%. f(x,y)Z%.
fla,y) = 22 flo,y) = 5t
Solucién:
213 Para esta funcién f las curvas de nivel corresponden a los puntos

216

del plano que verifican |z — y| = k. Evidentemente k > 0, es decir,
las curvas para k < 0 son vacias. Observemos que si k& > 0, la
igualdad |z — y| = k se desdobla en las dos igualdades

r—y=k, x—y=-k,

es decir la curva de nivel a altura k consta de las dos rectas paralelas
anteriores. Si k = 0 entonces la curva de nivel correspondiente es
la recta y = = (Figura 7a).

Teniendo en cuenta que la funcién signo, sgn(z), vale 1 si > 0,
—1sixz <0y0siaz =0,y razonando con un poco de calma las
distintas posibilidades, no es complicado llegar a la conclusién que
las curvas de nivel a altura k constan de dos partes

y=k, x>0 e y=—k, <0,

sik # 0.81 k =0, la curva de nivel es la unién de los dos ejes
(Figura 7b).
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225 Las curvas de nivel de esta funcién son aquellas de ecuacién

227

Y=k o e¥lo8T =,
Tomando logaritmos llegamos a

log k
Yy= 1 .
ogx

Observamos que k > 0, y que el dominio de f exige = > 0.
Distinguimos entonces tres casos segin 0 < k£ < 1, k = 1y
k > 1. Todas estas curvas estdn contenidas en el semiplano = > 0
y son distintas segin sea k < 1 6 k > 1 (negativas o positivas,
respectivamente). Para el caso k = 1 se obtienen las rectas y = 0,
x>0y x=1. Véase la Figura 7c.

Las curvas de nivel de esta funcién corresponden a las de ecuacion

r+y .
2 +y? +1
Si operamos en la ecuacién anterior obtenemos

kx? +ky* —x—y+k=0.

Si k = 0, la curva es la bisectriz y = —z, mientras que si k es
distinto de cero, podemos dividir entre k y completar cuadrados
hasta conseguir la representacion

IR SO T S B
Yok Yo%) T

Esta curva corresponde a una circunferencia con centro en el punto
(ﬁ, i) y radio 4/ ﬁ — 1, siempre que ﬁ —1 sea positivo. En caso
contrario no habra curva de nivel. En la Figura 7d estan indicadas
algunas de estas curvas.

Sea f(x,y) = 777, f(0,0) = 0.

Esbozar las curvas de nivel C, para a = 0.001, « = 0.01, a = 0.5y
a=0.9.

iQué ocurresia<0oa>17
Esbozar la seccién y = 0 (es decir, la interseccién con el plano X Z).
Esbozar secciones por planos verticales que pasen por el origen.

Esbozar el grafo de f.
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T T
—2 2

—1 1
0 0
1 —1
2 =2

41 o 7 4+
(=)
2 \ B 2
of 1
05—
2l =2 0 4 8
\o

4L 4 -4 R

4 ! ! ! hO | | / | !

0 2 4 -4 =2 0 2 4
(c)2¥ =k (d)ﬁ-‘ﬂﬂ:k

Figura 7: Curvas de nivel de los Ejercicios 213, 216, 225 y 227
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B Dar un ejemplo de una funcién f:R? — R:

Cuyo nivel 1 sea la curva y = senxz;
m Cuyo nivel -7 sea la curva y = /26 + log® z;

231 | Cuyo nivel 126 sea la curva y*z + 23y — 5 = 0;

232 | Cuyo nivel 0 sea el conjunto de puntos del interior del circulo unitario
z? 4+ y? =1 (sin incluir la frontera).

B Considerar la funcién f : R? — R, con dominio el conjunto U C R2.
Para cada una de las funciones g siguientes, hallar el dominio y su grafica
respecto de la de f.

g(z,y) = f(z,y) + k, con k € R.

g(z,y) = f(x — 20,y — yo), con (xg,yo) € R? fijo.
9(z,y) = f(=z,—y).

9(z,y) = —f(2,y).

nes:

g(z,y) = 2% +y* +3.

g(z,y) = (x = 2)> + (y + 3)*
g(z,y) = (~x —2)* + (~y + 3).
g(z,y) = —2* —y*.

B En R3 consideremos una curva en el semiplano superior del plano Y Z, por
ejemplo, la gréfica de una funcién no negativa z = f(y). Si hacemos girar
esta grafica alrededor del eje Z obtenemos una superficie S en R?, llamada
superficie de revolucion. Obsérvese que un punto P = (0,y,z) € R3 de
la grafica de z = f(y), girard formando un circulo C alrededor del eje Z.
Este circulo corresponde a una curva de nivel de la superficie S. Es decir,
todos los puntos (x, y) del circulo C' (viéndolo proyectado en el plano XY")
deben tener la misma imagen z. La distancia de un punto cualquiera (z,y)
de C al origen es \/x2 + y2. Es claro entonces que la funcién cuya grafica

es la superficie de revolucidn S es z = f(\/x2 + y?).

Considerar la pardbola z = y? (en el plano Y Z). Probar que la
superficie de revolucidn que se obtiene al girar esta parabola alrededor
del eje Z es el paraboloide z = 2% + y2.
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Considerar la funcién z = |y| (en el plano Y Z). Probar que la superficie
de revolucién que se obtiene al girar esta funcién alrededor del eje Z
es el cono z = /a2 + 2.

Determinar la superficie de revolucion que se obtiene al girar el se-
micirculo superior z = y/a? — y? alrededor del eje Z.

Determinar la superficie de revolucién que se obtiene al girar la cate-
naria z = cosh y alrededor del eje Z.

.. (2 2 .. e
Probar que la superficie z = e~ (*"+¥") es una superficie de revolucién.
Esbozar su gréfica.

i Podria considerarse un plano como una superficie de revolucién?

Solucion:

241

242

243

244
245

246

En este caso la funcién que gira es f(y) = y?, de modo que la
superficie de revolucion que genera sera

2
Z:f( /a:2+y2) _ ( /a?Q—i—yQ) — 22 4y
Del mismo modo que en el apartado anterior, ahora f(y) = |y|,
luego
z = ’\/xQ +y2’ =z2+ 92

fly) = v/a? — y? luego

2
2= (VT2 1 42) = \/az _ ( /x2+y2) — Va2 - 22—,

que corresponde a la superficie esférica para z > 0.

f(y) = cosh(y), por tanto z = cosh(y/x? + y?).

. . .7 —1 2 .
Si consideramos la funcién f(y) = e~ ¥" entonces la superficie de

. . 22 co g2
revolucién que genera es precisamente z = e~% ~¥ . La funcién e ™Y
se esboza en la Figura 8a, y la superficie de revolucién generada al
girar esta curva respecto del eje OZ se muestra en la Figura 8b.

La tnica forma de ver un plano como superficie de revolucion seria
rotando una recta perpendicular al eje de giro.

B Para cada una de las curvas siguientes situadas en uno de los planos
coordenados encontrar la ecuacién de la superficie generada al girar dicha
curva alrededor del eje indicado. (Indicacién: usar los Ejercicios 241-246).

37|
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|
-2 -1 0 1 2

(a) Funcién f(y) = e v’ (b) Superficie e—o?-v?

Figura 8: Ejercicio 245

x:222,ejeX. (250] yz =1, eje Z.
422 + 9y = 36, eje Y. 2z =2z, eje Z.
[249] 4> — 22 =1, eje Z. [252] 2 = 2, eje X

B Esbozar la gréfica de las siguientes funciones, estudiando previamente sus
curvas de nivel y secciones.

fay) =z +y. Fay) =~

fla,y) =a2 — 2. fx,y) = /100 — 22 — y2.
fla,y) = Y. fla,y) = (@ +y*)1/2.
Fla,y) = 2% + 42 fla,y) =1— |z - y|
fla,y) =2 +y* +1 f(a,y) =log(z® +y)
fla,y) =1—2% -y f(z,y) =senz

(265] f(z,y,2) =x+y+z [267] f(z,y,2) =2 +y* - 22,

fx,y,2) =2 + 9> + 22

[
=2
Qo
=
&
=
o
I
8
_|_
<
no
_|_
N
no
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2
LIMITES Y CONTINUIDAD

B Calcular los siguientes limites dobles:

269 lim 22y 3 e —1
o 279 | .
(w,9)—(0,1) (@) (00) Ty
270 lim ™. 2
(@) (0,) 280] lim 4TV
9 5 (z,y)—(0,0) T2 + 32
lfm Sen(.’,C + Yy ) | ‘,1
: 22 281 If 1 w
(zy)—(0,0)  x%y (m7y)1_>1“11(071)( + [])
sen(zy)

SC —y 2
w00 22+ g

. 22y’
(x, y)—>(0 0 Yy 282 o y%lgl(o 0 m_

xy)~>00)$2+y '

N 1] 1m DL
(z,y)—)(O 0) £2 + 32 (2,9)—(0,0) 2 + 32
2xy3 e™ —1
. 285 I .
- (z y)~> (0,0) 22 4+ y* (x,y)lin((),(]) x
6 4
x Tt —y
- —. 286 I .
<»L,y>—> 0,0) (22 —y)? + 46 (2.0) 2(0,0) T —
X
- 287] 1m
(z, y)—>(0 0) 2 + y? (x,9)—(0,0) 224 + ¥y
22y z?y + xy?
-7 3 288 lim _
,y)~> (0,0) 22 + y2 (z,y)—(0,0) 3 43
2 2y—1
PR lm (1422 +42)

(z,y)—(0,0)

2
290 lim M
(z,y)—(-1,1) T+ 92

291 lim z2 + log(z2 + 4?).
(z,yw(om( y*) log(2” + y?)

lim 2?2 +y? —22 -2y
(zy)—(1,-1) 22 +y2 — 2z 4+ 2y + 2’

Vitad—y3—1
lim ey

(z,y)—(0,0) arcsen(z? 4+ y2 + x) —arcsenz’

292

6 _
204 lm O TV
(z,9)—(0,0)  y*+ z2
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3 2 2 3
x 2ry — a2y — 2
295 NI i ek el
(z,y)=(2,~-1) T+ 2y

Solucién:

271 Una de las formas mas efectivas de calcular un limite doble es usar
el cambio a coordenadas polares, gracias al cual es posible asegurar
que si

lim f(xg + rcosf,yo + rsenf) = L,
r—0
con independencia del dngulo #, entonces
lim f(z,y) = L.

(@,y)—(w0,y0)

En este caso podemos escribir
2 2
se
T Cald )
(@y)—00)  22y?
sen(z? + y?) , 2%+
= im —F- —_—

@y)—=00 22+y*  (@y-00) %Y
y escribiendo todas las expresiones en coordenadas polares llegamos
a que el limite que nos interesa es el producto

sen(r?) 1

lim - lim .
r=0 T 70 r2 cos? f sen? 0

El primer factor tiene limite 1, mientras el segundo tiene limite
400 con independencia de como sea la funcién 6. En consecuencia
el limite solicitado es +o0.

275 Una forma muy cémoda de convencerse de que el limite solicitado

es nulo consiste en usar la desigualdad
|2ab| < a® + b?,
vélida para cualesquiera a, b. En particular
22y°| -yl < (2% +y*) [yl

Luego

y como |y| — 0 cuando (z,y) — (0,0), concluimos que el limite
pedido es nulo.
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289

293

Otro modo de llegar a la misma conclusién consiste en analizar el
limite en coordenadas polares, teniendo que examinar el limite

72 cos 6 sen® 0
i 2 2 aomd g’
r—0 cos? 6 + r2 sen? 0

donde 6 = (r) puede ser cualquier funcién arbitraria. Si cos? 6 no
converge a cero, el limite anterior es claramente nulo. Si se tiene
que cos? § — 0, tomando

cosf

— a,
r

observamos que, dividiendo numerador y denominador entre r2 en
la expresién anterior, el limite seria nulo pues el denominador tiende

a 1+a? mientras el numerador tiende a cero. Si a resulta ser infinito,

entonces
r

0
cosf =

y en este caso, dividiendo entre cos? 6, llegamos a la misma conclu-
sion sobre el limite.

Para este ejercicio, basta observar que con el cambio a polares y
tomando s = T%, se debe estudiar

1 s
lim (1 + ) .
s——+oo S

Conocemos bien que este limite es el niimero e.
En primer lugar obsérvese que
Vitad—y3—-1 1

If = .
(z,y)l—>m<0,0) a3 —y3 2

Para darse cuenta de ello considérese la funcién f(t) = V1+ty

noétese que
S = f0) 1
iy MO = 0=
Poniendo t = 23 — 4> se obtiene el resultado.

Del mismo modo, para f(t) = arcsen(t) se tiene

) arcsen(z? 4+ y* + x) — arcsenx
1m
(2,9)—(0,0) 2?4y

De este modo el limite solicitado sera % multiplicado por

23 — o3

’

im —,
(z,9)—(0,0) 2 4 32
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y este limite es nulo, lo cual es inmediato de comprobar. En con-
secuencia el limite solicitado es también nulo.

295 Puesto que tenemos una indeterminacién del tipo % podemos fac-
torizar el polinomio del numerador dividiendo por x + 2y, de modo

que
lim % + 222y — xy? — 2y
(z,y)=(2,-1) T+ 2y
g @@ -
(w,y)—(2,—1) T+ 2y

Estudiar el siguiente limite:

, 1 /x Yoodt
lim .
(z,y)—0,0) 22 +y2 J, 1+t*

Solucion 296:

Basta tener en cuenta que

1 /“f dt a2y 1 /””y dt
22+y2 Jo  14+t4 a?+y2a2y f, 144

El primer factor tiene limite nulo, lo cual es sencillo de comprobar
planteandolo en polares; mientras que el segundo factor tiene limite 1
por el teorema fundamental del Célculo.

B Calcular los siguientes limites:

2 9 2
297 fim LY —Z
(2,9,2)—(0,0,0) T2 + y2 + 22

208 lim w_
(2,9,2)—(0,0,0) T2 + y2 + 22

] Yz

im —_—
(2,y,2)—(0,0,0) 2 + 32 + 22

B Estudiar la continuidad de las siguientes funciones:

log(2z + 3y). f(zy) = m;c—'_ =
fla,y) = tan(at — y*).
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2
———— si (z,y) # (0,0),
(303] f(z,y)={ **+¥°

si (z,y) = (0,0).

1
T+ senfsenf siz#06 0,
EA /(x,y) = { ) y Fooy#

en caso contrario.

m f z y { .’1?2—‘,—3:y+y2 (xvy)#(0,0),
|(.§U,y):(070)_

24,2
4m2+y sidx®+y*—1#0,

[306] f(a.y) =

{ en caso contrario.
242y—1 siz >0,
3z + y? siz <0,

x—|—2y+2x

e si (2,9) # (0,0),

si (z,y) = (0,0).

[308] f(a,y) =

(x2+| | ben(‘x+y)) si (-1‘,2/)7&(0,0),
(0,0) si (z,y) = (0,0).

RIRY F(z,y) =

Solucion:

304 Esta claro que en los puntos que no pertenecen a los ejes, la funcién
es continua por ser composicién de funciones continuas. Cuando nos
preocupamos por la continuidad de f en un punto del eje X, del
tipo (a,0) para a no nulo, comprobamos que el limite

, 1 1
lim (x +y)sen —sen —
(z,9)—(a,0) x y

no existird, pues el factor sen(%) oscila de manera persistente
cuando nos acercamos a cero, a no ser que la amplitud (z + y)
converja a cero y en tal caso anule tales oscilaciones (lo que no
puede ocurrir pues hemos tomado inicialmente a # 0), o bien
cuando el factor sen( 1) sea nulo, lo que si sucede para los valores
x = 7=. Asf pues hay continuidad en los puntos (a,0) con a = klw
Lo HllSHlO sucede en los puntos (0,a) con a = 7=. En el resto de
puntos de los ejes, la funcién no es continua.
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309

Finalmente, estudiamos qué sucede en el origen. En este caso,
tenemos oscilaciones bruscas de los dos factores senoidales. Sin
embargo como estas oscilaciones estan acotadas por la unidad, y
el factor amplitud (x + y) si converge a cero, resulta que el limite
es nulo, y por tanto la funcién es continua en el origen. De manera
mas precisa dirfamos

1 1
0<|(x4+y)sen—sen—|<|z+yl—0
T Y

si (z,y) — (0,0).

Fuera del origen ninguna de las funciones componentes presenta
problemas de continuidad por lo que se trata de estudiar el limi-
te cuando (z,y) — (0,0) de las dos componentes de la funcién
vectorial. La segunda componente es evidentemente continua. Con
respecto a la primera debemos estudiar si

, z?y

hm 27
(2,y)—(0,0) 2 + |y]

existe y es nulo. Planteando el limite en coordenadas polares es
directo comprobar que esto es, efectivamente, asi.

i Es posible redefinir la funcién

z3+y3

flz,y) = m,

para que sea continua en todo R??

Supongamos que f(z,y) es continua en (zo,yo). Probar que la funcién
g(x) = f(x,yo) es continua en xo.



FUNCIONES DE VARIAS  Capitulo
VARIABLES. CALCULO 2
DIFERENCIAL

Presentamos aqui una serie de ejercicios relacionados con el célculo dife-
rencial de funciones de varias variables. Siguiendo la pauta del tema anterior,
los ejemplos aqui recogidos se refieren esencialmente a funciones de dos o tres
variables, aunque las técnicas y razonamientos se pueden llevar sin dificultad
a dimensiones superiores. Primero presentaremos diversos ejercicios sobre de-
rivacién parcial, derivadas direccionales, diferenciabilidad, regla de la cadena,
asi como aplicaciones de estos conceptos. Y finalmente, una breve seccién tra-
tara también un uso sencillo del teorema de la funcién implicita y la féormula
de Taylor de orden dos.

1
DERIVADAS PARCIALES

B Encontrar en cada caso las derivadas parciales f; y f, para las funciones:

o) = e
Fy) =cos<yﬁ> sen(z7).
f(x,y) = 722 — log(cos x cos y).

f(fzay):E
x? +y
f = 2"

B Evaluar las derivadas parciales de las funciones dadas en los puntos indica-
dos:

fz,y) = e cos(bx +y), (2,0).
f(a,y) = (4ex®)¥ = (4ey®)", (¢, §).
f(z,y) = e sen(z + y), (0,0),
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(320] f(x.y) = -, (~1,2)

3 + g3’

f(z,y) =+/a? — 2% —y2,(0,0),(5,%), con a > 0.

B Calcular las derivadas parciales de cada una de las funciones siguientes:

few = [

xX
x

yg(t) dt.

x

Yy
faw = [ g0
S g(t)dt
faw) = [T g
Iy a(t)dt

Solucion 324:

Debemos usar el teorema fundamental del Célculo junto con la regla
de la cadena con un poco de precaucién para no confundirnos en los
célculos. Se obtiene

2= ( [ sar) o) g ([ sar) e

o factorizando

<o [ 508) ([ 30)

Del mismo modo tenemos

%Jy" — o) (g (/:g(t)dt> +g (/ymg(t)dt>>.

Sea g : R — R una funcién continua y positiva. Considérese la funcién
f :R? = R dada por:

flx,y) = /yg(t) dt

(a) iPara qué puntos (z,y) € R? se tiene que f(z,y) > 0?
b) iPara qué puntos (x,y) € R? se tiene que f(x,y) < 0?

d

e

)
(b)
(c) iCuadl es el nivel cero de f7
(d) Calcular las derivadas parciales de la funcién f.
(e)

Realizar los apartados ((a))—((c)) suponiendo ahora que g es una
funcién impar tal que g(t) > 0 para ¢t > 0.
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Para f(x,y) = " mostrar que

of of _
@ 5 (,y) —y@(w7y) =0.
Hallar « tal que % = g—f con f(x,y) =senxseny + cosx cosy.
Y

Solucion 327:

Después de calcular las dos derivadas parciales de f e igualar las expre-
siones obtenidas, llegamos a

COSZTSeNny — (Sen T CoSY = COS Y SeNn T — (& Sen Y Cos .
De aqui es facil concluir que o = —1.

Calcular las derivadas parciales de la funcién:

sen fI,'S 2
fey) (JCQSL;;)g si (z,y) # (0,0),
z,y) =
0 si (z,y) = (0,0).

Solucion 328:

Fuera del origen la funcién f estd definida y es derivable. Las derivadas
parciales se calculan con un poco de paciencia:

f _ 3cos(z®y?)a*y®  4sin(z’y?)z

0w @) @)
af _ 2 cos(z3y?) 3y 3 4sin(z3y?)y
9y (22 + y2)? (2% +¢2)°
En el origen debemos calcular la derivada parcial respecto de x mediante
el limite b
h—0 h

pero este cociente es nulo si h # 0, y en consecuencia el limite anterior
también. Asf
of

50,0 =0.

Lo mismo sucede con la derivada parcial respecto a y.

Probar que
0
1 9 ( 2,2 .2 1/3)
(2.0,2) (0,00 D2 @ty +27)

no existe.
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B Calcular el gradiente de las siguientes funciones:

F(oy) = log VT T
f(@,y) = wem’+3,
[332] f(2,y,2) = (z+y+2)e = "0,

fa,y.2) = %

-T2+y +Z2'

B Calcular las derivadas direccionales de las siguientes funciones en los puntos

indicados y en las direcciones dadas:

fz,y) = 2+ 22y — 3y°, (z0,90) = (1,2), n = (£, 3).
f(z,y) = e” cos(my), (z0,y0) = (~1,0), n = —=(2,1).
flay) =¥ —y*, (20,90) = (e;¢), n = (5, 13).
flx,y) = (@ = Dy?e™, (z0,90) = (0,1), n = Z5(~1,3).
f(x,y) = Ax® + 2Bay + Cy?, (w0,%0) = (a,b),

f(iE,y,Z) =e* + yzeyv (x07y0a20) = (17 17 —1)’

(En qué direccién la derivada direccional de la funcién

341

x® —y
fx,y) = PR

en el punto P = (1,1), es igual a cero?

Determina un vector unitario n de modo que la derivada direccional de la
funcién f(z,y,z2) = 17% en el punto (1,1,1) y en la direccién pedida sea
—V2.

Solucién 341:

Es directo conseguir que

y por tanto
Vf(l,l,l) = (_17_1a0)'

Puesto que para una funcién diferenciable, la derivada direccional viene
dada por
of

%(xo) =V f(zo) - n
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342

343

el vector n = (ny,n2,n3) debe verificar
(=1,-1,0) - (n1,n9,m3) = —V2, n2+4n2+n2=1.
De la primera condicién se obtiene
ny = \[2 — N2,
y llevandola a la segunda ecuacién,
1 —2v2ny + 203 +n = 0.

Completando cuadrados, podemos escribir

2
2
2(712\2[) +n3 = 0.

La tnica posibilidad es que

ny =0, ng= , 1=

V2 V2
2 2

La derivada direccional de una funcién diferenciable ﬂ(xo,yo,zo) toma
on

los valores 3, 1 y —1 en la direccién de los ejes coordenados X, Y, Z,

respectivamente. Encontrar el valor de V f(x0, yo, 20)-

La derivada direccional de una funcién diferenciable g—fl(xo,yo,zo) toma

los valores 3, 1 y —1 en la direccién de los vectores (0,1,1), (1,0,1) y
(1,1,0), respectivamente. Encontrar el valor del gradiente de f en el punto

(70,0, 20)-
Solucion 343:

La informacién que nos proporcionan, si ponemos
V f(xo, Y0, 20) = (a,b,¢),
es
(a,b,¢)-(0,1,1) = 3,

(a,b,¢)-(1,0,1) =1,
(a,b,c)-(1,1,0) = —1.
Se trata por tanto de determinar el vector (a,b,c) a partir de esta

informacion. En definitiva, debemos resolver el sistema lineal anterior.
Los valores que se obtiene son
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. 2 2 ~ ,

Si h(z,y) = 2™ + 3 denota la altura de una montafia, jen qué
direccién desde (1,0) se deberia comenzar a caminar para escalar mds
rapidamente?

Determinar el camino de mayor inclinacién de la superficie dada por
f(x,y) = a®x? + b2y? partiendo del punto (a, b, a* + b*).

B Encontrar un vector normal de cada una de las siguientes curvas en el punto
dado:

Vi -y =1, (V2,1).
arcsen T = £, (4, )
we™ = e, (2,1).

arctan(ze’) = 7, (1,0).

B Encontrar la recta tangente a las curvas siguientes en los puntos dados:

xy? =1, (1,2).

2? = 2zy — 3y% =5, (2,—1).
zem =2, (2,0).

(z +y) arctan(zy) = 3F, (2, 3).

Probar que las curvas de nivel de la funcién f(z,y) = 2% + y? son
perpendiculares a las curvas de nivel de g(z,y) = £ en todos sus puntos.

Solucién 354:

Recuérdese que dos curvas son perpendiculares en un punto si lo son
sus rectas tangentes en dicho punto. Equivalentemente, dos curvas seran
perpendiculares si sus vectores normales son ortogonales. Basta entonces
comprobar que los vectores gradiente de f y de g son perpendiculares
en todo punto. En efecto

Vf=(2sc,2y), vg:(_?y%%)’
y entonces es inmediato que
Vf-Vg=0,

en todo punto.
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Probar que la recta tangente a una cénica Az? + By?> +Cax+ Dy+E =0

en el punto (xg,yo) tiene por ecuacién

C D
Azox + Byoy + 5(504'150) + 5(294'2/0) +E=0.

Solucién 355:
Si el punto (zg,yo) debe pertenecer a la cénica, tendremos
Ax3 + Byi + Cxo + Dyo + E = 0.

El vector normal a dicha c¢énica en el punto (xg, yo) vendrd dado por el
gradiente en dicho punto

(QAZL'O + O, 2By0 + D)

Por lo tanto la recta tangente consta de todos los puntos cuya diferencia
a (zo,yo) es perpendicular al vector anterior, es decir, tendrd ecuacién

(2Axz9 + C,2Byo + D) - (x — zg,y — yo) = 0.
Si desarrollamos y usamos la ecuacién primera, después de unas cuantas

manipulaciones llegamos a que la ecuacién de dicha recta es

C D
Axor + Byoy + §(x+xo) + 5(y+yo) +E=0.

Considerar la funciéon

1+ sen(e®)
1 —cos(ev)’

flz,y) =

(a) Hallar la ecuacién del plano tangente en el punto (log 7, log ).

(b) Calcular la derivada direccional en el punto anterior y en la direccién
dada por el vector \/%fo(\/g, —V7).

Solucién 356:

(a) La ecuacién del plano tangente al grafo de una funcién en un punto
(x0,Y0) se escribe como:

z — f(zo,y0) = Vf(2o,90) - (x — 0,y — ¥o)-

Por tanto, para determinar la ecuacién del plano tangente necesi-
tamos el vector gradiente y el valor de la funcién en dicho punto.
En concreto

Vi(z,y) = (

e®cos(e”)  e¥sen(e)(1+ scn(ez))
1 —cos(ev)’ (1 — cos(ev))?
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En el punto pedido, tenemos
Vf(logm,logm) = (=5,0), f(logm,logm) = 3,

y la ecuacién del plano tangente sera

—g(x —logm)=2— 3

(b) Para encontrar la derivada direccional dada, puesto que la funcién
es diferenciable en ese punto, debemos hacer el producto escalar
del vector gradiente en el punto concreto y el vector unitario que
determina la direccién, es decir,

s 1 ™3
(7570) : ﬁ(ﬁ7 7\f7) = 7%'

B Encontrar la ecuacién del plano tangente a las siguientes funciones en los
puntos dados:

(,y) = —2 en (1,0),(0,1), (—1,1), (0,0).

357 e
1+ 22

8

=22 + y%sen(xy) en (—m,0), (0, ).

8

=coszseny en (0, 7).

=z—y+2en(1,1)

8

/\/\A%\/\A/\
SRR T T T S

= log(x cosy) + arctan(z + y) en (1,0)
=senz + seny + sen(z + y) en (0,0)

8

=azyen (1,1)

8

W |W| |W| |[W||W| |W||w
S| |&] |3 |&] & |
!!!!!!!I
T e T

8

B Para cada apartado de los Ejercicios 357-364 calcular el vector normal a la
superficie f(x,y) en los puntos indicados.

Probar que las graficas de f(z,y) = 2% + 3%y g(x,y) = —2% — y? + 29
son tangentes en el origen.

(En qué punto, o puntos, el plano tangente al grafo de la funcién f(z,y) =
22 4+ y? + 22 es horizontal (paralelo al plano del suelo)?

i En qué punto el plano tangente al grafo de la funcién f(x,y) = 9—4x? —y?
es paralelo al plano z = 4y?
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Encontrar los puntos de la superficie % + 97‘2 + 22 =1 que tienen su plano
tangente perpendicular al vector (1,1,/3).

-7 . . 2 2 2
RJife] Probar que la ecuacién del plano tangente al elipsoide 253 + % + % = 1 en
(20, Yo, 20) puede escribirse como

Lo | YYo | %20 _
@ T taest

. . . . . 2 2 2
Encontrar ecuaciones similares para el hiperboloide %—kg—z —i—Q =k k#0,
. 2 2
y el paraboloide z = £; + %,
Solucion 369:

El vector normal al elipsoide en el punto (xg,yo, 20) €s

NER D
a2’ b2’ 2 )’
En consecuencia la ecuacién del plano tangente deberd expresar que
el vector anterior debe ser normal a dicho plano tangente y pasar por

(Conyo,Zo)
(CEO Yo =20

(1271)2762) '(x_x07y_y07z_z()):0'

Esto se puede desarrollar como

Sin embargo, como (xg, Yo, z0) €s un punto del elipsoide, debemos tener

2 2 2
Lo , Yo , ?0 _
;4»[)724»672717

de modo que la ecuacién del plano se simplifica a

Tox | Yoy | R0% _
@ T te st

De la misma manera, es sencillo obtener las ecuaciones

Lol Yoy 202 _

a? b2 c?

Tox Yoy 2+ %
a? b2 2

:07
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para los planos tangentes al hiperboloide y al paraboloide de ecuaciones

2 2 2 2 2
T Y z T Y
ctptalh f=ate

respectivamente.

El plano tangente a la superficie z? +y% + 2% =1 en el punto (0, Y0, 20)
interseca a los ejes coordenados en (a,0,0), (0,5,0) y (0,0, c). Probar que
la cantidad a + b + ¢ es independiente del punto de tangencia.

Probar que para f(z,y) = \/|zy|, f= y fy son ambas nulas en el origen.

i Tiene la grafica plano tangente en el origen?
(Ayuda: considérese la seccién por el plano = —y = 0).

Sea g una funcién diferenciable de una variable y f(z,y) = xg(%). Probar
que todo plano tangente al grafo de f pasa por el origen.

Solucién 372:

Como vimos en el Ejercicio 356, la ecuacion del plano tangente al grafo
de una funcién en un punto (g, yo) tiene por ecuacién

Vf(xo,y0) - ( — 0,y — y0) = 2 — f(20,%0)-

Si cualquiera de estos planos debe pasar por el origen deberfamos tener

V f(zo,90) - (x0,y0) = f(z0,y0)-

Luego en el caso concreto en que f(z,y) = xg(%) todo se reduce a
comprobar que

Vf(x,y) : (Ivy) = f(xvy)

lo cual se tiene pues

Vi,y) = (9(2) - Lg'(4).9'(4))

B Comprobar que las siguientes funciones son diferenciables y hallar su dife-
rencial en un punto arbitrario:

F:R? =R, F(r,y) =% —y*.
[374] F: R? 5 R?, F(,y) = (2,7 + ).
F:R? = R? F(z,y) = (2+ 2 +y,2° + 3% ™).

Dada la funcién:
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comprobar que admite derivadas direccionales en el origen segun cualquier
vector unitario (v1,vs2). (Es f diferenciable en el origen?

Solucién 376:

Es inmediato comprobar que f es continua en el origen estudiando el
limite cuando (z,y) — (0,0) mediante coordenadas polares. Por otro
lado los limites que definen las derivadas parciales en el origen son
triviales, obteniendo

of of

—(0,0) = =(0,0) = 0.

500/ = 5-(0.0)
Para comprobar si f es diferenciable en el origen deberfamos preocupar-
nos por decidir si el limite

(2,9)—(0,0) \/x2 + 42

existe y es nulo. Si no existe o no es nulo, la funcién no sera diferenciable
en el origen. En concreto

3

3
If If *
1m B ——— im - .
(2,9)—=(0,0) (22 + y?)3/2 (2.9)—(0,0) /22 + 12

El limite dentro del cubo no existe, lo cual es evidente si lo escribimos
en coordenadas polares. En consecuencia la funcién no es diferenciable
en el origen.

377 | Estudiar la continuidad, existencia de derivadas parciales y diferenciabilidad
de la funcién

si (z,y) # (0,1),
si (z,y) = (0,1);

flay)=q =2+ (y—-1)?

en el punto (0,1).

Estudiar la continuidad y diferenciabilidad de la funcién

a?y? .
f({]; y) = (mz + y2)2 Si (Z‘,y) # (070)1
0 si (z,y) # (0,0).
Dada la funcién
z?seny +y’senzx .
Flay) = s @) #(0,0),

0 si (z,y) = (0,0);
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(a) Estudiar la existencia de derivadas direccionales de f en el origen.
(b) Calcular el vector gradiente de f en el (0,0).

(c) Usando los apartados anteriores, decidir si al funcién f es o no
diferenciable.

2,2
Probar que la funcién f(x,y) = < Iy si (z,y) # (0,0), £(0,0) =0 no
rTy

posee derivadas direccionales en el punto (0,0) para todo vector n € R2.
iEs f diferenciable en el origen? jEs f continua en (0,0)?

Consideremos la funcién

aflz] + lyl)

si (x, 0,0),
Fony) = T2 (z,y) #(0,0)
B si (z,y) = (0,0),

donde a y 3 son nimeros reales cualesquiera. jEs posible encontrar una
relacién entre a y B para que existan las derivadas parciales de f en (0,0)?
En caso afirmativo, ;Cudnto valen f;(0,0) y f,(0,0)7 ;Es f diferenciable
en (0,0)?

Solucién 381:

Si escribimos los limites que proporcionan las derivadas parciales, en-
contramos que

lim f(h,0) — £(0,0) — Ifm &= 6,
h—0 h h—0 h
Hmw: lim a—B.
h—0 h h—0 h

Para que estos limites existan no queda maés remedio que tomar 8 = a,
en cuyo caso ambas derivadas parciales son nulas. Si ademés o = 8 = 0,
la funcién es idénticamente nula y por tanto trivialmente diferenciable.
Sin embargo, si a = § # 0, la funcién no puede ser diferenciable en el
origen pues el limite doble

im  f(z,y)

|
(z,y)—(0,0)

no existe. Basta tomar y = tx con t constante para observar que el limite
anterior vale

a (1 +[t])
Vit

que claramente depende del pardametro t. De este modo la funcién no es
continua en el origen, y por tanto tampoco diferenciable.
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Sea

21>

fay) =4 iyt S @700
0 si(z,y)=(0,0).

Mostrar que f, y f, existen en todo punto, pero f no es continua en (0,0).
iEs f diferenciable en este punto?

B Estudiar la diferenciabilidad en todo R? de las siguientes funciones:

i d si (z,y) # (0,0),

flay) =4 Va2 +y?

0 si (z,y) = (0,0).

Fla,y) = 2 S (z,y) # (0,0),

0 si (2,) = (0,0).
2
T si y # 0,
(385] f(az,y) =4 Y
0 siy=0
Iz—yz—l
£ siy # x,
386 f(z,y)=q Y
2x siy=ux

Solucién: 384:

Usando directamente la definicién, es sencillo encontrar que las dos
derivadas parciales en el origen son nulas. Por tanto, para comprobar
si esta funcién es diferenciable en dicho punto debemos examinar si el
limite doble

[z, y)

lim ——————
(2,)=(0,0) /22 + 32

existe y es nulo. Esto es asi pues

1
lim 2?2 +y?sen ——5 =0
T

(z,y)—(0,0) +y

Noétese que el seno siempre estd acotado por 1 en valor absoluto, y el
factor v/x2 + y2 tiende a cero. Por tanto la funcién es diferenciable en

57 |
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el origen. Fuera del origen la funcién admite derivadas parciales que son

continuas,
1 2x 1
fo= 2:vsenx2 TP — e COSx2—|—y2’
2y 1

= 2ysen — cos ;
fy Y 372+y2 x2+y2 $2+y2

luego también es diferenciable.

H >
REGLA DE LA CADENA Y DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR

B Verificar la regla de la cadena en cada caso para focy co f:

f(z,y) = zy, c(t) = (', cost).
fl@,y) = e, c(t) = (3t2,£3).
Fla,y) = 2e” " e(t) = (t, ).

Sea f(z,y) = g(x+2y?) donde g es una funcién conocida de una variable.
Razonar si es correcta la siguiente igualdad:

of _of _
oy Oz
%4y
Dada la funcién f(z,y,z) = / h(s)ds, donde h es una funcién
z+22
cualquiera de una variable, decidir y razonar si es cierto
of of | of
22— =drz— + —.
“or v dy + 0z

Solucién 391:

Mediante la regla de la cadena y el teorema fundamental del Calculo
encontramos que

of _ 2 _ 2
e 2zh(z® +y) — h(z+ 27),
of ., o
of = —2zh(x + 2?).

0z
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Por lo tanto la expresion

ZZa—f — 4zzg — a—f

ox dy 0z
queda idénticamente igual a cero.

Sea f(z,t) = g(x — ct) + h(x + ct) con ¢ una constante y g y h funciones
de una variable. Probar que f satisface la ecuacion de ondas:

0%f _ ,0%f

o2~ a2

Comprueba que la funcién

u(z,y) =/z ’ g(t)dt

Ty

es solucién de la ecuacién zu, — yu, = 0.

Sean las funciones:

‘R2 R — IQy —
f' — K, f(xvy)_ma f(0,0)—O,

g:R—R, g(x) = x.
Se pide:

0
(a) Probar que existen —f(0,0) y ==(0,0) y valen cero.

Ox
(b) ¢Es f continua en (0,0)?

(c) Se considera la funcién h : R — R, definida por h(z) = f(z, g(x)).
Calcular R'(0), directamente y mediante la regla de la cadena.

of
dy

(d) Concluir del apartado anterior que f no es diferenciable en (0,0).

Solucién 394:

(a) Directamente de la definicién se encuentra que

9f (0.0) = 1im {0 = 1(0.0)

Ox h—0 h =0,

y lo mismo para la parcial respecto a y. Ambas son nulas.
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(b)

(d)

La funcion f si es continua en el origen pues
L oo, 2
lzyl < 5 (2" +y7),
(véase el Ejercicio 275) y en consecuencia
1
0< 17 v)| < 5la =0
si (z,y) — (0,0). El limite de f(x,y) cuando (z,y) — (0,0) es nulo,

y coincide con el valor de la funcién.

Por sustitucion directa encontramos que
x

h(z) = =,

(z) =5

de modo que A'(0) = 1. Si usamos la regla de la cadena, tendremos

(@) = G (0 9(0) + 5 (2 9(a))g (o).
Cuando z = 0,
B (0) = %(0,0) + %(0,0) —0
por (a).

La funcién f no puede ser diferenciable en el origen pues si lo fuera
los dos modos de calcular la derivada h'(0) del apartado anterior
deberfan haber coincidido.

Sea f : R® — R diferenciable y g(p, 0, ¢) = f(z,y,z), donde

T = pcosfsen o, y = psenfsen ¢, Z = pcos ¢.

Calcular g,, go y 9o y aplicarlo a la funcién f(z,y,2) = 22 +y? + 22

M Escribir la regla de la cadena para cada caso



2.2 = Regla de la cadena y derivadas de orden superior

Si f:R? — R es diferenciable y
9(@,y) = fa (f(z,9)9) + f2 (2, f(z,9)),
encontrar g, y gy-

Sea F' una funcién de una variable y f una funcién de dos variables. Probar
que el gradiente de g(x,y) = F(f(x,y)) es paralelo al gradiente de f(x,y).

d
Usar la regla de la cadena con la funcién f(y, z) = y* para calcular e (z®).
x

. ./ Ve x 3
Aplicarlo también al cédlculo de \/:f‘f y sen 57,

Expresar las coordenadas polares r y 6 en funcién de las coordenadas

cartesianas y encontrar la matriz de derivadas parciales

B Sea g(u,v) una funcién diferenciable y u, v funciones de = e y.

Probar que

Jzz = Gulzx + GoVzx + guuui + 2guvuxvx + gvvvi

Encontrar expresiones similares para gyy Y guy-
Solucién:
404 En primer lugar tenemos para las derivadas parciales primeras de
G(z,y) = g(u(z,y),v(z,y)),

que
G, = Guly + GyUs, Gy = GJully + GuUy,

y derivando de nuevo estas expresiones respecto a x e y, encontra-
mos mediante la regla del producto,

Gz = (Guulls + GuoVz)Us + Gullzr + (Guulle + GooVz)Vz + GoVsa,
y agrupando términos
Guw = Guuy + 2uvtiaVe + Guu¥s + Gullas + GoVaa-
405 Del mismo modo se llega a

G:ry = JuulUgUy + guv(urvy + uyvx) + GovUy Vg + Gulzy + GuVzy,

ny = guuuz + 29uvuyvy + gvv'U‘g + Gulyy + GoUyy-
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Siz= M probar quez+y%+y% =0.
Y Ox Oy

B Verificar en cada caso que las funciones que se dan satisfacen la condicién
especificada:

u(z,y) = e seny verifica uyy + uyy = 0.
o(x,t) = f(x—t)+g(x+t), con fy g funciones cualesquiera, verifica

(b:rx = (btt-
f(z,y,2) = ze™ + yz32? verifica fry = faya-
0 g . . o
g(z,y) = —f — —f con f una funcién cualquiera, verifica
oxr Oy

dg 99 _0*f o*f

or "oy 0% ot

Sea f(x,y,z) = $2y+$y2 +y22- Encontrar fxyr fyZv fzz y fzyz

B Calcular todas las segundas derivadas parciales de:
fla,y) = e 4yt
fa,y) = —5

cos?x +e vV’

93 923 03z
414 =gy — 2% + y*. Calcul '
Sea z =27y —2° +y". Calcular OydxOx’' dxOydx y 0x0x0y

B Una funcién u = f(x,y) con derivadas segundas continuas que satisface la
ecuacion de Laplace
v 0%u

A = — =
U 8x2+8y2 0

se dice funcidn armonica. Probar que las siguientes funciones son arméni-
cas:

415 | u(z,y) = 2® — 3y 418 | u(x,y) = y° — 322%y.

416 | u(z,y) = xy. 419 | u(z,y) = senx coshy.

417 | u(x,y) = 22 — % 420 | u(z,y) = e*seny.
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Probar que si f(x,y) es una funcién armdnica (cf. Ejercicios 415-420) en-
tonces la funcién g(z,y) = f(%ﬂﬂ, z{—ny) también es arménica. (Ayuda:

Y son funciones arménicas).

. o oL
obsérvese que u = 12 YU = 7y

Solucion 421:

A partir de la informacién de que la funcién f(z,y) es armoénica, y la
indicacién de que

£ —Y

u(z,y) = m7 v(z,y) = m7

son armoénicas, se trata de concluir que la composicién

g(l‘,y) = f(u(a:,y),v(x,y))

también es armoénica. En efecto, usando el calculo efectuado en los
problemas 404-405, podemos escribir

Gz + Gyy =Fuutty + 2furtiazVe + fou¥h + fuller + fots
+ fuutiy + 2 funtiyVy + fouvy + fullyy + fovyy,
y factorizando de manera apropiada
Gaw + Gyy = Fuu (W + u2) + 2 frn (U Vs + uyvy)
+ fvv(v:% + US) + fultar + tyy) + fo(Vzz + vyy).
También podemos escribir
Gz + Gyy = Fuu |V + 2f00 V- Vo + fo [Vo? + fulhu + f,Av.
Ahora bien, a partir de la identidad
v(z,y) = —uly, )
es sencillo comprobar que
IVul® = |Vu]*, Vu-Vo=Au=Av=0,

y en consecuencia
2
oz + Gyy = Af |VU‘

que es también cero pues f es armonica. Luego g es armonica.
422 | La ecuacion del calor en dos dimensiones se escribe
U = k(Ugz + tyy).
Probar que una solucién de esta ecuacidn viene dada por la funcién

—(m24n?)kt

u(t,z,y) =e sen(maz) cos(ny),

donde m y n son constantes cualesquiera.
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Sea u(z,y) una funcién diferenciable que verifica zu, +yu, = 0. Si se hace
el cambio a coordenadas polares

x=rcosl, y=rsend, U(r0)=u(z,vy),
encontrar la ecuacién que verifica la funcién U (r, 0).

Considerar la funcién

f(z,y) = (24 sen x)?f.

(a) Calcula y simplifica la segunda derivada parcial mixta de f.
(b) Encuentra la ecuacién del plano tangente a la grafica de f en el punto
(7ga 7T2)'
(c) Calcula la derivada direccional de f en la direccién dada por el vector
n= (\/%, \7%) en el punto (=%, 7).
(d) Si g(z) = f(«?,u(x)) para una cierta funcién u, calcula ¢’(z).
Solucién 424:
(a) Entendiendo la funcién f(z,y) como

f(,y) = o 12 sen)

(notando que 2 + senz > 0 para todo x) es sencillo encontrar la
derivada solicitada. Después de unos cuantos cédlculos

foy =2ycosz (1 +y*log(2 +senz)) (2 + sen x)ykl.

(b) Para la ecuacién del plano tangente, necesitamos el valor de la
funcién y el gradiente en el punto pedido. En concreto

Vf= (y2 cos (2 + sen x)ytl, 2ylog(2 + senx)(2 + sen I)y2> ,
y
f(_gaﬂj):lv vf(_gﬂTQ):(QO),
de modo que el plano tangente es z = 1.

(c) Puesto que el gradiente es nulo en (—%,72) por el apartado an-

terior, y la funcién es diferenciable, cualquier derivada direccional
serd también nula.

(d) Por la regla de la cadena

g'(x) =f.22 + f,u(2)
=22 (u(w))? cos(a?) (2 + sen(a?))
(u(x))

(u(2)?~1)

+ 2u(z)u(z) (2 + sen(z?)) ’ log (2 + sen(z?))
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Sea

zy(z? — y?) .
WE ) (ay) £ (0,0),
faoy) =] @ty !
0 iy = (0,0)

)
)

c) Mostrar que f;(0,0) = f,(0,0) = 0.
) Probar que f,(0,y) = —y siy #0.
)

f) Probar que f,(0,0) =1y fzy(0,0) = —1.

Se dice que una funcién f(x,y) es homogénea de grado n si satisface la
formula de Euler

2 ()t y%<x,y> = nf(z.y). (+)

Se pide:
(a) Probar que la funcién f(x,y) = g(£) es homogénea de grado 0,
cualquiera que sea g, funcién de una tnica variable.

(b) Sea f(x,y) homogénea de grado m, g(x,y) y h(z,y) homogéneas de
grado n. Probar que z(z,y) = f(g9(z,y), h(z,y)) es homogénea de
grado mn.

(c) Otra forma de definir la homogeneidad es la siguiente: f(z,y) es
homogénea de grado n si verifica

f(tx,ty) - tnf(xvy)' (**)

Probar que si f satisface esta condicién, entonces verifica (x). (Ayuda:
derivar con respecto a t en (*%)).

(d) Probar el reciproco del apartado anterior, es decir, si f(x,y) satisface
la condicidn (*) entonces también verifica (xx).

(Ayuda: usar que si ¢'(t) = n@ entonces g(t) = ct™).
Solucién 426:
(¢) Supongamos que f(x,y) satisface

[tz ty) = 1" f(x,y)

para cualquier par (z,y) y cualquier real ¢. Si derivamos la identi-
dad anterior con respecto a t, tendremos

afo(tz, ty) + yf, (tz, ty) = nt" ' f(z,y).
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En particular para t = 1, llegamos a

zfu(,y) +yfy(e,y) = nfz,y).
(d) A la inversa, supongamos que f(z,y) es tal que

zfo(@,y) + yfy(z,y) = nf(z,y)

para todo par (z,y). Para un tal punto fijo, consideremos la funcién

g(t) = f(tz,ty).

Si calculamos su derivada

9'(t) = afo(tz, ty) +yfy(te, ty),

y por la igualdad que verifica f para el par (tx,ty) tendremos

J(t) = % (ta fo(te, ty) + tyf, (tz, ty)) = % F(ta, ty) = %g(t).

Luego ¢g(t) es una funcién que verifica la ecuacién

g(t).

J(0) =7

No es dificil convencerse de que las unicas funciones que satisfacen
esta regla son

g(t) = ct™

donde ¢ es una constante (con respecto a t). Para determinar esa
constante ponemos t = 1 y llegamos a que

f(tr,ty) = g(t) =t" f(z,y).

B Verificar que las siguientes funciones satisfacen la férmula de Euler (cf.
Ejercicio 426) y encontrar en cada caso su grado:

fla,y) = 2. fla,y) = (@+y)°
f(x,y) = a2+ y2. f(z,y) = arctan .
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3
DERIVACION IMPLICITA. POLINOMIO DE TAYLOR.

B Hallar las derivadas 1’ que se piden en cada caso mediante derivacién
implicita:

y3r 4+ y?z2 —1=0, en el punto (\/“?’2’1, 1).
¥ +y* =2, en el punto (1,1).

2?2 — 3zy — y? = 3, en el punto (1,—1).
y+eflogy =1, en el punto (2,1).

B Encontrar la ecuacién del plano tangente en el punto dado al grafo de la
funcién z = z(x,y) definida implicitamente por

24+ 28 + 23 —3ayz — 2y —3=0en (—1,1,1).
xe¥ + ye* + ze* =0 en (0,0,0).

Hallar las derivadas parciales respecto de x e y de la funcién z = z(z,y)
definida implicitamente por

accosy—}—ycosz—kzcosx:g

en un entorno del punto (0,0, 7).

Calcula implicitamente la derivada primera de y respecto de = en el punto

(1,1) si
glog Va2 + y2 = log V2 arctan (y) .
x

Dada la funcién f(x,y) = cosxseny, se pide:

(a) Halla el polinomio de Taylor de grado dos en el punto (7, 7).
(b) Escribir la ecuacién del plano tangente al grafo de f en el mismo
punto.

B Encontrar el polinomio de Taylor de segundo orden de la funcién f en el
punto indicado para los siguientes casos:

flz,y) = aJrleyz en (0,0).

67 |
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f(z,y) = sen(xy) + cosy, en (0,0).
F(z,y) = e en (0,0),
flw,y,2) = 25 en (1,1,0).

Usando el polinomio de Taylor de primer orden en el punto adecuado,

445

encontrar una aproximacién del valor de f(0.97,0.05) para

f(z,y) = arctan (1134) .

Solucion 444:

Para aproximar el valor de la funcién en el punto (0.93,0.05) usaremos
el polinomio de Taylor de primer orden de una funcién en el punto
xp = (1,0), que viene dado por

P (x;%0) = f(x0) + Vf(x0) - (x — xg).
Puesto que
f(1,0) = arctanl = §, Vf(1,0) = (%7 _%)’

entonces 1 1
™
Pi(z,y) = 1 =+ 5(1‘ -1) - -y

Evaluando P;(0.97,0.05) obtendremos un valor aproximado al valor de
£(0.97,0.05). En este caso,

P;(0.97,0.05) = g —0.04 = 0.74539,

mientras que f(0.97,0.05) = 0.74581.
Se considera la ecuacién y — 2z 4+ 2 = 2z(z + y).

(a) Probar que se puede despejar z = g(x,y) como funcién implicita de
x e y en un entorno de (0,0,1).

(b) Da un desarrollo de Taylor de orden 2 en un entorno de (0,0) para la
funcién g del apartado anterior.
Solucién 445:
(a) Segun el Teorema de la funcién implicita, dada la funcién
F(z,y,2) =y—224+2—-2z(x+y)
que es diferenciable con continuidad, y verifica que
OF

F(Oa 07 1) = 07 5(0707 1) 7& -2 - 2(1 + y)|x=0,y:0,z:1 =-2 7& 0

entonces se puede despejar z como funcién de = e y en un entorno
de este punto.
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(b) Para el desarrollo de Taylor de orden 2 en el origen de la funcién
z = g(x,y) necesitamos las derivadas parciales hasta orden 2 en
dicho punto.

Si derivamos implicitamente la ecuacién que pretende definir z en
términos de x e y, respecto a x e y respectivamente, llegamos a
0z 0z 0z 0z

R 2 1-2—=2—- 2
9~ 25, @ TY) 2 oy~ 2oy Tty 2

de donde despejando 2 2y ay £ obtenemos

0z —z 0z 1-22

ox  1+z+y oy 20+z+y)
En el punto (0,0, 1), dichas derivadas parciales son

dg dg 1
0,0 0,0
0.0=-1 Foo=—.
Para las derivadas segundas es preciso seguir derivando implicita-
mente en las expresiones ya derivadas una vez. Asi se obtiene
) 3 )
Pg_ -2 Py awto, Oy —25

022 1+4+z+y 0Oxdy l+az+y 0y2 az+y+1

y particularizando en (0,0), teniendo en cuenta que ya conocemos
las derivadas primeras, se obtiene

9%g 9%g 3 0%
32(00) 2 oy "0= 7 5

7(0,0) =
De este modo el polinomio de Taylor solicitado sera

3 1
Pg(x)zl—x—%—&—xz—i—ixy—i—in.

Demostrar que en un entorno de (0,0), la ecuacién
ety =1

define a « como funcién implicita de y. Calcular z”(0).
Solucién 446:

Considerando la funcién
F(z,y) =eWtar+y?—1

que es continuamente diferenciable y verifica que F(0,0) = 0 y
%—5(0,0) =1 # 0, el teorema de la funcién implicita nos garantiza la
existencia de x = x(y) tal que F(z(y),y) = 0 en un entorno de y = 0.
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447

Derivando implicitamente respecto a y en la igualdad se llega a
eV(z'y+x)+2'+2y=0

y despejando x’
;o xe™ 42y
1+ yery
En el punto (0, 0) se calcula inmediatamente que z’(0) = 0. Para calcular

la segunda derivada en 0, volvemos a derivar con respecto a y en la
ecuacion ya derivada una vez, para encontrar

e (2y+3)’ + e (2y+22')+ 2" +2=0
Despejando z” llegamos a

s e ((='y + 2)* + 22" + 2)
14 ye®v

)

y particularizando en (0, 0), teniendo en cuenta que z'(0) = 0, nos queda
x2”(0) = —2.

Demostrar que en un entorno del punto (xg, Yo, 2z0) = (1,0, 1) la ecuacién
23y + z2? = 1 define a z como funcién implicita de = e y. Hallar el plano
tangente a la superficie que define z en el punto (1,0).



Capitulo

OPTIMIZACION 3

En este capitulo trataremos con ejercicios relacionados con el calculo de
maximos y minimos de funciones de varias variables, una tematica que entra
dentro de lo que se conoce como optimizacion. En una primera parte hay
ejercicios dedicados a la obtencién y clasificacién de puntos criticos, para
luego estudiar problemas de extremos condicionados.

1
PUNTOS CRITICOS Y EXTREMOS

B Encontrar los puntos criticos de las funciones dadas y determinar su natu-
raleza:

_ 3z*—42%-1222418
= 12(1+4y?)

Solucion:

450 Para determinar los puntos criticos y su naturaleza para una fun-
cién necesitamos resolver el sistema V f = 0 y estudiar el cardcter
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de D?f, por lo que precisamos calcular explicitamente todas las de-
rivadas hasta orden dos. Con un poco de paciencia en los célculos
obtenemos

a—f = le””seny seny — 1 % = "5 cos
6$ - y 9 6y - y?

x x

o2f 1 . 1\?

ZJ _ — _wseny -

92 3336 [(seny x) +11,
82
3 8f = "% Y cosyseny,
oy

0*f

502 = e’ seny (:vcoszy—seny) .
Y

Para resolver Vf = 0, como la exponencial no puede anularse en
ningin caso, y teniendo en cuenta el excluir = 0, las soluciones
del sistema se obtienen para

seny — — =0, cosy =0,
T

de donde encontramos que x = seny = 1 o x = seny = —1, es
decir, y = § + km. En definitiva, tenemos los puntos criticos

(1,2 +2km), (—1,3F + 2km), keZ.

Estudiando la matriz hessiana en estas dos familias de puntos se

llega a
e 0 —e 0
0 —¢)’ 0 e/

Estas dos matrices son no definidas, y en consecuencia, todos los
puntos criticos, sin excepcién, son puntos de silla. Véase un boceto
del grafo en la Figura 9.

455 Al igual que en el apartado anterior calculamos todas las derivadas
hasta orden dos. Asi obtenemos

ﬁixg’—mQ—Qx of _ —2y(3z* — 423 — 1222 + 18)
or  14+4y2 7~ Oy 3(1 + 4y2)2 ’
ﬁ B3 —-22-2 O*f  —8y(a®—a?—2uz)
0r2  1+4y?2  Oxdy (1 4 4y2)2 ’
02f  —2(1—12y*) (32 — 42 — 1222 + 18)

0y? 3(1+4y?)3
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Puntos de silla -

Figura 9: Funcion %e“’” seny

Los puntos criticos se determinan encontrando las soluciones del
sistema

3,2
0= 0 g — a2

ox 1+ 492
0o 9 _ 2y(3a* - 4a® —122° 4-18)
S0y 3 (1+4y?)2

Este sistema es equivalente a
23— 2% =22 =0, yBz*—42® —122* +18) = 0.

Las soluciones de la primera ecuacién son 0, 2 y —1. Como ninguna
de éstas es solucién del paréntesis de la segunda, concluimos que
los tnicos puntos criticos son (0,0), (2,0) y (—1,0).

Estudiamos la naturaleza de estos tres puntos criticos a través de
la matriz hessiana de derivadas segundas. En concreto

w0020 weo- () .0)
3

H(-1,0) = (g _0)
3

De este modo, la primera matriz es definida negativa y el punto
(0,0) es un maximo (relativo), la segunda es definida positiva y el
punto (2,0) es un minimo (local), y la tercera es indefinida y el

73|
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41 Punto de silla B
2 -
o 1

Minimo

3zt —42%—122%418

Figura 10: Funcién 12(1F457)

punto (—1,0) es un punto de silla. Véase un boceto del grafo de
esta funcién en la Figura 10.

i 5 2.3 2 -
Encontrar los puntos criticos de f(z,y) = % — 5= 4 %y clasificar los
que no sean degenerados.

Encuentra y clasifica los puntos criticos de la funcién

fla,y) = e (at +y?).

Solucién 459:

Determinamos en primer lugar las derivadas parciales primeras y segun-
das de f. Con un poco de calma y cuidado, encontramos

%} = exz (2x5 + 43 + 2xy4) , %5 = egc24y37
% =e” (4306 + 18z% + 42%y* + 1222 + 2y4) ,

9°F _ 8333;36””2

521 _ 2 z?
D20y = oy = 12y~e” .

El sistema de puntos criticos es, debido a que la exponencial jaméas puede
anularse,
22° 4+ 423 + 20yt =0, 4> =0.

Se obtiene inmediatamente como unica solucién el origen (0,0). Ahora
bien, la matriz hessiana de f en este punto es la matriz nula, de modo
que se trata de un punto degenerado.
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Para poder decidir en este caso la naturaleza del punto critico en el
origen, consideramos un vector director unitario

n=(ni,n2), ni+n3=1,
y la funcién
gn(t) = f(tni,tng) = (n‘ll + n%) enit? gt

Se trata de decidir la naturaleza del punto critico para ¢t = 0 dependiendo
del vector director n. Para calcular las sucesivas derivadas de gn(t)
podemos valernos de la regla de Leibnitz para las derivadas de un
producto! que en este caso afirma

g‘(lk(t) = (ni1 + n%) Zk: <§)( 4)(j (enfﬂ)(k*j .

J=0

Cuando el orden de derivacién del polinomio t* es menor que cuatro,
tales derivadas para t = 0 se anulan. De este modo la primera derivada
no nula podria ser la cuarta, pero no ninguna anterior. Veamos la férmula
anterior para k =4

4 g
)= (f ) 32 ()00 (¢5)

Cuando evaluamos en ¢ = 0, por la razén apuntada antes, todos los
términos se anulan salvo, posiblemente, el correspondiente a j = 4 en el
que en realidad obtenemos el valor 24. En consecuencia

gk 0)=0, j<3,  ¢0) =24

Esta conclusién es independiente del vector n, de modo que concluimos
que el origen es un minimo para f. Véase la Figura 11

B Determinar y clasificar los puntos criticos de las siguientes funciones:

fla,y) = +yt =y
fz,y) = (y — 22)(y — 222).
f(z,y) =log(2 + sen(zy)).

1La regla de Leibnitz permite calcular la derivada de orden k de un producto de funciones:

dk b k\dif dFig
5 F@)g(@) = go ()

dxd dxk—7i
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Minimo

Figura 11: Funcién e (24 + y*)

f(z,y) =22 — 2zy + >

flay) = 22% — Ja?y + 322 4 248
flx,y) = 32* + 62%y — 622 + 49> — 6y°.
f(z,y) =senz + seny + sen(zx + y);
f(ﬂfay): v (z +y — 24);

f(x,y):/oxy V14tdt.

Solucion 468:

Mediante el teorema fundamental del Célculo, podemos calcular sin
dificultad las derivadas parciales de esta funcién f. Asi

0 0
a—i = 229%\/1 + 2292, (‘9_ch = 2yx?\/1 + 2292,

8 224
f—2y 1+ 22y + —

Ox? T+ 22y2

82f 2y3w3
—— =day/1+ 229y% + —,
0xdy /1 + 2242

aZf 2y29:4

=22%\/1 + 22y2 +

8_?42 \/1—|—:z:2y2.
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De este modo se obtiene inmediatamente que todos los puntos de los dos
ejes coordenados son puntos criticos, para los cuales la matriz hessiana
de derivadas segundas es degenerada.

Podriamos por tanto hacer un estudio mas detallado en cada punto
critico mediante un vector director. Sin embargo en este caso es muy
sencillo razonar que todos los puntos criticos encontrados son en realidad
puntos de minimo. En efecto, obsérvese que el limite superior de la
integral que define f es x2y? que es siempre no negativo. Como ademés
el integrando /1 + ¢ es positivo, resulta que el minimo (en realidad
global) de f ocurre cuando x%y? = 0, es decir en los puntos criticos.
Véase la Figura 12.

O
Minimos [

Figura 12: Funcién del Ejercicio 468

B Encuentra los extremos de las funciones que se dan a continuacion:

r—y 1
f(%y):/ mdt-

Tty
Ty

Fa,y) = / (1— %)%/ ds.
0

Solucion 470:

Las derivadas parciales de f se encuentran sin grandes dificultades a
través del teorema fundamental del Calculo y un poco de cuidado en los
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célculos
%:y(l—nyQ)g/z, %:x(l )3/27
ff = —3zy® (1 x2y2)1
ey = (1= a2y?)™" = 3ya® (1 - a%?) "2
%J = —3ya3 (1 _ x2y2)1/2,

El sistema de puntos criticos es
Y (1 - x2y2)3/2 =0, =z (1 x2y2)3/2 0.

Las posibles soluciones son el origen (0,0) y los puntos tales que x2y? =
1. Nétese que el dominio de f es precisamente el conjunto de puntos
(7, 7) tales que z2y? < 1, pues en otro caso el integrando no est4 definido.
La matriz hessiana de f en (0,0) se encuentra rapidamente

(o)

que es no definida, de modo que el origen es un punto de silla. Con
respecto a la otra posibilidad vislumbramos dos casos segun si zy = 1
o xy = —1. En la primera situacién observamos que el limite superior
de integracion en la definicién de f es maximo y como el integrando es
no negativo, la funcién f alcanzard en tales puntos su maximo. Por la
misma razoén, cuando zy = —1 tendremos puntos de minimo.

471 | Dados los puntos (1,—1), (1,0), (0,2), (—1,0), encontrar el punto que
minimiza la suma de los cuadrados de las distancias a estos cuatro puntos.

iPara qué valores de k la funcién f(x,y) = kaz? + 5xy + 4y? tiene un
minimo relativo en (0,0)?

Una empresa estima que la inversién en publicidad genera unos beneficios
dados por z3y°25, donde x es el dinero invertido en publicidad escrita, y
en publicidad radiofénica y z en publicidad televisiva. Encontrar la relacién
entre x, y y z que maximiza los beneficios netos (i.e. la diferencia entre
beneficios obtenidos y gastos realizados).

(Método de los minimos cuadrados) Dado un conjunto de pares de datos
{(%s,yi) }1<i<n, se trata de determinar la funcién lineal y = a + bz que
mejor se ajusta a estos datos. El criterio para determinar a y b consiste en
minimizar la suma del cuadrado de los errores, es decir, buscamos el minimo

de la funcién
n

Flab) = 30 = (a+ba))*
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Probar que el minimo se obtiene para

n n n n n n n
fozyg—zxzyzzwz nzxiyi_zxizyj
i=1 i=1

i=1  j=1 i=1 -1 =1

a= b=
’ n n 2
2
n E x; — E T;
i=1 i=1

n n 2
2
n E Ty — E T;
i=1 i=1

EXTREMOS CONDICIONADOS

N

B Encontrar los extremos de f sujetos a las restricciones mencionadas:
x,y,2) =x —y+ 2, 2?24 y? 422 =2

) = 3z + 2y, 222 + 3y? = 3.

) = weY, 2?2 +y=0.

) =Y, x>0, y>0, zy=1.

r,y,2) = 22 + 2yz, 2?2 4+ y? =22
x,Y,2) = TYZ, 224y +22 204+ 29+1=0.

Solucion:

476 Observemos en primer lugar que la restriccién 22 + 3y? = 3
representa una elipse en el plano, centrada en el origen, que es
un conjunto compacto (cerrado y acotado). En consecuencia, el
Teorema de Weierstrass asegura que el maximo y el minimo de
cualquier funcién continua debe alcanzarse en dicha elipse. Por
otra parte, el Teorema de los multiplicadores de Lagrange asegura
que los extremos restringidos estan entre los puntos del conjunto
que satisfacen Vf 4+ >~ \;Vg; = 0, donde f es la funcién objetivo
v ¢g; las restricciones de igualdad. Asi, mediante un multiplicador
A (obsérvese que hay s6lo una restriccién) las ecuaciones que nos
permiten determinar tales puntos extremos son

3+4\z =0, 2+6\y=0.

junto con la restricciéon dada. En particular A no puede anularse y,
en este caso,

3 1

o YT TEy

r=—

79|
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477

480

Llevando estas expresiones a la restriccién, y después de simplificar,
encontramos los dos valores posibles para el multiplicador

A= VT
12

En consecuencia el maximo se alcanza en

970 2+/70
70 7 35

y el minimo en

970  2V/70
70 0 35 |

En este caso, la restriccion que debe respetarse permite despejar
“limpiamente” y en funcién de z, de modo que llevando y = —2?2
a la funcién f obtenemos la funcién de una sola variable

7‘/1"3

g(x) = ze

Encontraremos por tanto los extremos de esta funcién, y los ex-
tremos para f corresponderan a los puntos (z,—2?%) siendo x un
punto extremo para g. La ecuacién para los puntos criticos de g es

e (1—32%) =0,

que tiene como unica solucién x = {/g . Adema4s se debe tratar de

un maximo pues g es una funcién continua que verifica que

lim g(z) =0, lim g(x) = —o0,

r—00 Tr—r—00

pero g(z) > 0 si z > 0. El minimo no se alcanza (—oo). En
consecuencia el punto

C)
V3 9
es un punto de méximo para f sujeto a la restriccién y + 22 = 0,

y el minimo al ser —oco no se alcanza. Nétese que la restriccion es
una parabola que es una curva no acotada.

Obsérvese en primer lugar que completando cuadrados en la ecua-
cién que expresa la restriccién se obtiene

(=1 +(y+1)2+2% =1,
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de modo que se trata de la esfera de radio 1 centrada en el punto
(1,—1,0). Es por tanto una regién limitada y la funcién continua
f(z,y,2) = xyz alcanza sus dos valores extremos, maximo y mini-
mo, en dicha regién.

Introduciendo un multiplicador A asociado a la restriccién de igual-
dad que debemos respetar, las ecuaciones que debemos resolver
para detectar dichos valores extremos son

yz+X2(x—-1)=0, zz+X2@y+1)=0, ay+A2z=0,

junto con la propia ecuacién que expresa la restriccién. Si multipli-
camos la primera ecuacién por z, la segunda por y y la tercera por
z, concluimos que

ryz = =2 x(x — 1) = —2\y(y + 1) = —2)22
Por lo tanto
)\(xQ—x—yQ—y) =0, /\(xz—x—ZQ) =0.
La primera ecuacion puede factorizarse como
Mz +y)(z—y—1) =0,

lo que nos conduce a las tres posibilidades siguientes:

() A =0. En este caso dos de las variables deben anularse. El
caso x = y = 0 es imposible por la restriccion, pero los puntos
(1,0,0) y (0,—1,0) si son admisibles. Estos dos son por tanto
soluciones.

my=z-122=ux
restriccién llegamos a

2 — z. Llevando estas expresiones a la

3z —x) =0

lo que supone x =0 o x = 1. En cualquier caso z = 0, y volvemos

a obtener los dos puntos anteriores.

() y = —x, 22 = 22 — x. Procediendo del mismo modo encon-

tramos
322 — 5z +1=0,

de donde
v 5++v13
-—
Como 2% — x = 2? y en particular la expresiéon 2 — z debe ser

no negativa, esta condicién excluye el signo negativo delante de la
raiz. Las dos posibilidades que obtenemos son

54413 5+\/ﬁi 24413
6 = 6 9
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482

483

484

485

486

De estas dos posibilidades el signo negativo para z corresponde al
punto de maximo con valor

<5+\/ﬁ>2 2+ 13
6 "9

y el signo positivo corresponde al punto de minimo con el mismo
valor anterior cambiado de signo.

Disefiar una lata cilindrica con una tapa para contener un litro de agua,
usando la minima cantidad de metal.

Hallar el volumen maximo de un paralelepipedo rectangular contenido en el
primer octante x > 0, y > 0, z > 0 con un vértice en el origen y el vértice
opuesto en el plano x +y + z = 1.

Hallar la distancia minima entre el punto (0,1) y la pardbola 22 = 4y.
Encontrar la distancia minima entre la pardbola y = 2% y larectay = z—1.

Hallar los extremos de f(z,y,z) = x + y + z sujetos a las restricciones
22 —y?=12r+z2=1.

Solucién 485:

En este caso tenemos dos restricciones que respetar y por tanto debemos
introducir dos multiplicadores A y u. De este modo el sistema que
debemos resolver es

1+2x+2u=0, 1-2\y=0, 14+up=0,

junto con las dos restricciones. Inmediatamente obtenemos p = —1y
por tanto
22 =1, 2y =1,

de donde concluimos que x = y. Pero nétese que entonces la primera
restriccién 22 — y2 = 1 es imposible de cumplir. Esto significa que
el sistema que debemos resolver no admite ninguna solucién, y en
particular, esto supone que la regién del espacio determinada por las
dos restricciones no puede ser acotada de modo que los valores de la
funcién f crecen indefinidamente hacia +oo sobre puntos admisibles y
decrecen hacia —oco. En efecto, si tomamos y ~ —z pero respetando
22 —y?> = 1 (lo cual supone 22 — o) y z = 1 — 2z, la funcién f
vale, aproximadamente, 1 — 2z, de modo que si x — oo vemos que
los valores de f crecen o decrecen indefinidamente. Véase la siguiente
Figura 13 representando a la region factible.

Encontrar el punto mas cercano al origen de entre todos los de la superficie

de ecuacién z = 3 (z — 2)? + y? — 1. (Indicacién: en vez de la distancia al

origen, es mas conveniente minimizar la distancia al cuadrado).
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Figura 13: Regién factible en el Ejercicio 485

Encontrar los puntos de la superficie zyz = 1 mas préximos al origen.

Encontrar los puntos mds lejanos al origen de entre todos los que satisfacen
la condicién x% + y* + 2* = 1 (Indicacién: esta ecuacién representa una
superficie acotada).

Hallar la minima distancia del origen a la superficie 22 + y2 + 2 = 3.

Encontrar los puntos criticos de la funcién f(z,y, z) = ©+2y+ 3z sometida
a la restriccién zy + xz + yz = 1.

Solucion 490:

Las ecuaciones que debemos resolver son
1+ XMy+2)=0, 24+ AXx+2)=0, 3+Az+y) =0,
junto con la restriccién
zy+xz+yz=1.
Restando la primera de la segunda se llega a
1+ Az —y) =0,
que junto con la tercera conduce a

24X\ =0, 1+\y=0,



m Capitulo 3 = Optimizacion

de donde concluimos que x e y no pueden anularse, y ademés 2y =
x. Ademds llevando esta informaciéon a las dos primeras ecuaciones
deducimos que z = 0. Finalmente para la restriccién obtenemos

1
=1 y=4+—, z=+V2, z=0.

7’

Las posibles soluciones son por tanto

<\/§, 1,0) , <\/§ 1,0) :
V2 V2

Sin embargo ninguna de estas soluciones corresponde a los valores ex-
tremos. Para convencernos de esto basta con tomar z =0, y = %, x #0,
que son puntos que satisfacen la restriccién. Sobre estos puntos el valor
de f es z+ % Cuando = es positivo pero préximo a cero, esta ulti-
ma expresion tiene un valor positivo muy grande, mientras que si x es
proximo a cero pero negativo tiene un valor muy grande pero negativo.
Esto significa que el valor mdximo es 400 (sin limite) y el minimo —oo
y los valores extremos no se alcanzan. Notese que la superficie no esté
acotada.

Sabiendo que la ecuacién z* + y* 4+ 2* = 1 representa una superficie
limitada en R3, encontrar los valores maximo y minimo de la funcién
f(x,y,2) = x*y + 2* sobre dicha superficie.

Dada la funcién F(x) = z(x? — 1), considera la funcién de tres variables
flt,x,y) = tF(x) + (1 — t)F(y). Encuentra los puntos criticos de f bajo
la restriccién tx + (1 — t)y = a donde a es un niimero dado fijo.

Solucién 492:

De forma explicita, la funcién f es
flt,a,y) = t(a® —2) + (1= t)(y* — ),
de modo que el sistema a resolver se escribe
(@ —2) = (y° —y) + Mz — y) =0,
t(3z% — 1) + A\t =0,

(1—1)(3y? — 1) + \(1 —t) =0,
tr + (1 —t)y =a.

Si factorizamos en las tres primeras ecuaciones obtenemos

(x—y)(x2+:r:y+y2—1+)\) =0,
t(32% — 14+ \) =0

bl
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493

(1—1)(3y* — 1+ ) =0,
tr+ (1 —t)y =a.

Las tres primeras ecuaciones tienen forma de producto que debe anular-
se, de modo que podemos organizar todas las posibles soluciones exami-
nando los 22 = 8 casos posibles segtin se anulen en cada ecuacién uno u
otro paréntesis.

(1) x =y, t=0,1—1t=0: este caso es obviamente imposible;
() =y, t =0, 3y?> — 1+ X\ = 0: la restriccién impone z =y = a, y
este es un posible punto critico;

(1) x =y, 322 —1+ X =0, t = 1: este caso es andlogo al anterior pues
se obtiene el punto x =y =a, t = 1;

(1v) # =y, 322 — 14+ X = 0 pero t distinto de 0 y 1: la solucién en este
caso es * = y = a, y cualquier valor de ¢, en particular, los dos casos
anteriores estan incluidos en éste;

(V) 22 +ay+y?—1+X1=0,t=0,1—1t=0: este caso es también
imposible;
(vi) 22+ ay+y> —1+X1=0,t=0, 3y> — 1+ X = 0: de la restriccién
se obtiene y = a y en consecuencia el valor de x debe ser tal que
% + ax — 24> =0,
luego x = a 6 © = —2a, y los dos puntos criticossont =0,y =a, z =a
6 x = —2a;

(vit) 22+ 2y +y> =1+ A =0,322 — 1+ X =0, t = 1: este caso es
analogo al anterior intercambiando los papeles de = e y, por tanto se
obtienen los puntos t =1, x =a, y =a 0o y = —2a;

VIII 1172+IE + 2714’)\—0 3(1?2714*)\—032714*)\—026813&8
Y Yy ) )y OY
tres ecuaciones suponen

22 zyz7 3z2 = 2 +xy+y2,

por tanto 22 = zy. Asf deducimos que = y y volvemos a obtener los
puntos criticos anteriores. Si a es cero, la posibilidad z = 0 serfa también
posible, pero incluso este caso estaria incluido en los casos anteriores.

En resumidas cuentas, los puntos criticos son
(t,a,a), (0,—2a,a), (1,a,—2a),
para cualquier valor de t.

Encontrar las dimensiones de una caja de volumen méaximo que se puede
inscribir en una esfera de radio 1.
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Dados los puntos A(1,0,—2) y B(1,1,—2) determinar los puntos de la
superficie z2 + y? = 2z 4+ 5 que forman con Ay B:
(a) un tridngulo de drea minima;

(b) un tridngulo de drea maxima.

(Indicacidn: el drea de un tridngulo de vértices A, B, C viene dada por

%H/@ X ﬁH El 6ptimo no cambia si en lugar de usar la funcién || - || se
considera la funcién 2| - ||2.)

Solucién 494:

Si C' designa un punto genérico (x,y,z) de la superficie de ecuacién
2 + y2 =z+ g, los vectores zﬁ y AC son, respectivamente,

(0,1,0), ($—1,y,2+2)7

2
en consecuencia H/@ X @H serd (x — 1)% + (2 + 2)2. Por tanto, nos

interesa encontrar los valores méaximo y minimo de la funcién

[(z—1)*+ (2 +2)°]

N | =

bajo la restriccién
4yt =z+2

Nétese en primer lugar que tomando x todo lo grande que deseemos,
y=0yz =22~ % el valor de la funcién anterior en estos puntos
serd también todo lo grande que queramos, lo cual significa que en
realidad podemos hacer el area de un tal tridngulo todo lo grande que
deseemos: no existe el maximo. Por otro lado el area de un tridngulo
no puede ser negativa, es decir, esta acotada, y como cuando cualquier
coordenada del punto C' tiende a infinito el drea del tridngulo también
se hace indefinidamente grande, concluimos que si existe un triangulo
de drea minima que se encuentra como solucién a las ecuaciones de los
puntos criticos.

Para encontrar el tridngulo de drea minima, debemos plantear el sistema
de puntos criticos, que es

r—14+ X2z =
Ay =
z+2-X =
??+y? =

N O o o

o ot

+

La segunda ecuacién nos permite distinguir los dos casos A = 0, y = 0. El
primero conduce a x = 1, z = —2, y de aqui la ecuacién de la superficie
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495

496

impone 3% = —% que es légicamente imposible. La segunda posibilidad
y =0 lleva a
1
=— =A-2
R S ’

y llevando estas expresiones a la ecuacién de la superficie encontramos

1\* 1

de donde

x = y=0, z=—>+-.

2 2" 2

Esta tnica solucion corresponde al tridngulo de drea minima.

. 22 . [
Encc?ntrar la elipse 25 + ¥ = 1.que pasa por el punto (1,4) y tiene drea
méxima. (Ayuda: el drea de la elipse es wab, con a,b > 0).

Encuentra el valor maximo que puede tomar la funcién g(z,y,2) = zyz
bajo las restricciones z +y + z = 1, x,y, z > 0. Concluir que si a,b,c > 0
entonces

e < AHbFC
— 3 .

Solucion 496:

Es bastante claro que la funcién g(x,y,z) = zyz no puede crecer
indefinidamente si las variables z,y,z estdn limitadas de modo que
z+y+z=1, x,y,z > 0. Dicho valor maximo podemos determinarlo
resolviendo el sistema de puntos criticos

yz + A =0,
rz + A =0,
zy + A =0,
r+y+z=I1

Si multiplicamos la primera ecuacién por x, la segunda por y y la tercera
por z, concluimos inmediatamente que Az = A\y = Az, y como A no puede
anularse (en cuyo caso xyz = 0 corresponderia al minimo, no al mdximo
que debe ser estrictamente positivo) debemos tener x = y = z, y debido

a la restriccién, r =y =2z = % es el punto de maximo.

87 |
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497

498

Sean ahora a, b, ¢ tres nimeros no negativos cualesquiera dados. Consi-
deremos cualquier punto (2',y’, z’) tal que

4y +2 =a+bt+e, 2,y,7 >0.

El punto (z,y, z) con

x/ y/ Z/
v a+b+c’ y:a+b+c’zza+b+c

es tal que
r+y+z=1 =z,9y,2>0.

1

5=, es decir,

Por la primera parte del problema zyz <

o o latb+o)
o'y < — 7t
27
cualesquiera que sean z’, %/, 2’ en las condiciones anteriores; en particular
para ' = a, ¥y’ = b, 2/ = ¢ tendremos

(a+b+c)?

be <
abe < 5 ,

de lo que se deduce la conclusion deseada.

Hallar, de entre todos los niimeros a y b que verifican la relacién (a —
2)2 + (b —2)? = 1, aquéllos que hagan menor el maximo de la funcién
f(z) = ze==/(@+1) en [0, +00).

Encontrar los valores maximo y minimo de la funcién f(z,y, z) = 2® +y3 +
23 sobre la esfera x2 + 3% 4+ 22 = 4.

Solucién 498:

Puesto que tratamos de localizar los extremos absolutos de la funcién
f sobre una regién cerrada y acotada, bastard con encontrar los pun-
tos criticos que den el mayor y menor valor para f. Introduciendo el
multiplicador oportuno, los puntos criticos resuelven el sistema:

322 =2z = 0 (1) x(Bx—2X) = 0
32 — 2y = 2 2\ =

y y 0 . @  yBy-2) 0

322-2\z = 0 (3) z(3z2—=2\) = 0

224y’ + 22 = 4 (4) 22++y?+22 = 4

Casos:

(1) =0,y =0, z=0. No se verifica (4).
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(1) =0,y =0, z # 0. De (3) se deduce A = 32. De (4) se llega a
2% = 4. Luego salen los puntos P, = (0,0,2) y P> = (0,0, —2).

u) z =0,y , 2 = 0. De (2) se deduce A = 3y. se llega a

0,y #0 0. De (2 ded A= 35y. De (4 11

y? = 4. Luego salen los puntos P3 = (0,2,0) y Py = (0,—2,0).

( V) 2 #0,y =0, z=0. De (1) se deduce A = 2z. De (4) se llega a
2?2 = 4. Luego salen los puntos Ps = (2,0,0) y Ps = (—2,0,0).

( ) z=0,y#0,z%#0.De (2) y (3) se deduce y = z. De (4) se llega a
2y? = 4. Luego salen los puntos P; = (0, V2, \/5) y Ps = (0, -2, —\/5)
(Vi) z # 0,y = 0, 2 # 0. De (1) y (3) se deduce z = z. De
(4) se llega a 22> = 4. Luego salen los puntos Py = (v/2,0,v/2) y
PIO = (_\/5707 _\/i)

(vii)  # 0, y # 0, z = 0. De (1) y (2) se deduce z
(4) se llega a 222 = 4. Luego salen los puntos Pi; = (v/2,
Py = (—V2,-v/2,0).
(vim1) ¢ # 0, y # 0, z # 0. De (1), (2) y (3) se deduce z =y
(4) se llega a 322 = 4. Luego salen los puntos Pj3 =

— (-2 _ 2 _ 2
Py = NCAE \/g)

El menor valor de f se da en los puntos Ps, Py y Ps y el mayor se halla
en Pl, P3 y P5.

:y. De
0)y

3

@

z. D
2
7)

a\w
S
C»J

Sean al, ..,y, N numeros positivos dados. Encontrar x1, ..., x, tales que

S x? =1y hagan miximo > . a;x;.

Una empresa dedicada a la produccién de motores eléctricos estima que el

501

coste diario de produccién de x unidades del motor | e y unidades del motor
Il viene dado por la funcién 222 4 42 — zy. ; Cudntos motores de cada tipo
debe producir para minimizar el coste, si diariamente debe producir un total
de 96 motores?

El material con el que se fabrica la base de una caja rectangular abierta
cuesta a razén de 3€/m?. El material para fabricar los laterales cuesta
1€/m?. Encuentra las dimensiones de la caja:

(a) de mayor volumen que puede fabricarse con 36€;

(b) de menor precio que tenga un volumen superior a 1m?,

Solucioén 501:

El volumen de una tal caja es V(z,y,z) = xyz mientras que el coste
de la misma serd C(z,y, z) = 3zy + 2xz + 2yz. Evidentemente debemos
siempre exigir x,y, z > 0.

(a) Se trata de maximizar V bajo C' < 36. Debemos distinguir dos si-
tuaciones: los puntos criticos de V' (sin restricciones) que verifiquen



m Capitulo 3 = Optimizacion

la restriccion del coste, y los puntos criticos de V' bajo la restriccién
C = 36. El primer caso no conduce a ninguna solucién logica, por
tanto esperamos conseguir la caja solicitada estudiando la segunda
situacion:

yz + A3y + 22) =0,
xz + A3z + 2z) =0,
zy + A(2y + 2z) =0,
3zy + 222 + 2yz =36.

Multiplicando la primera ecuaciéon por z, la segunda por y y la
tercera por z, llegamos a la conclusién (después de descartar la
posibilidad de que A = 0)

3zy + 2z = 3xy + 2yz = 2yz + 2z2.

Ademsds, como el méximo buscado no puede corresponder a nin-
guna dimensién nula, de las igualdades anteriores deducimos que
r=y= %Z Llevando estas expresiones a la restriccion del coste,
encontramos que

r=y=2, z=23,

son las dimensiones de la caja solicitada.

En este caso nos interesa minimizar C' bajo V. > 1, y de la
misma manera debemos distinguir dos posibilidades: o bien la
solucion es un punto critico de C' sin restricciones pero que verifica
la restriccion; o bien se trata de un punto critico de C' bajo la
condicién V' = 1. La primera posibilidad conduce al sistema

3y + 2z =0,
3x + 2z =0,
2y + 2z =0,

cuya unica solucién es la trivial (0,0, 0) que no tiene significado fisi-
co. Por tanto la solucién solicitada debe encontrarse en la segunda
posibilidad. En este caso debemos resolver

3y + 2z + Ayz =0,
3x + 2z 4+ Axz =0,
2y + 2z + Azy =0,

ryz =1.

Multiplicando por z la primera ecuacion, por y la segunda y por z
la tercera, deducimos que

3xy + 22z = 32y + 2yz = 2yz + 22z,
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y como en el caso anterior z =y = 272 La restriccién del volumen
nos permite determinar que la soluciéon 6ptima pedida corresponde

a
i/i 39
y 37 1'

Encontrar el valor minimo de la funcién x2 4 2y? + 322 en la interseccién

de los planos x +2y =3y 2y + 3z = 2.

Encontrar el punto de la interseccién entre el paraboloide z = 4 — 2 — 32

y el plano x + 2y = 1 mas cercano al origen.

Considerar la funcién

505

3 4

flz,y) = %+afcy+%

donde 0 < a < 1 es una constante. Determinar el valor méximo y minimo
de f enel cuadrado —1 <2 <1, -1 <y <1 paraa=1/2%.

Hallar los valores extremos de la funcién f(z,y) = 22* — 322y? + 2y* — 22
en el disco 22 + y? < 1.
Solucién 505:

Como de costumbre, existen dos posibilidades que debemos tener en
cuenta: buscar los puntos criticos de f sin restricciones que verifican la
restriccién 22 4+ y% < 1, y los puntos criticos de f bajo la restriccién
22 +y? = 1. La primera conduce al sistema

22(42? — 3y* — 1) =0,
2y(—32% + 4y) =0,

cuyas soluciones, después de examinar las cuatro posibilidades que sur-
gen segun qué factor en cada ecuacién se anula, son

(0,0), (i;,o> , (i\%iﬁ)

(todas las combinaciones de signos son validas). La segunda posibilidad
conduce al sistema
22(4x? — 3y* — 1+ \) =0,
2y(—32? + 4y* + \) =0,
% +y? =1.
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De nuevo estudiando las cuatro posibilidades que surgen, llegamos a los
puntos (sin repetir aquellos comunes con la posibilidad anterior)

(0,£1), (£1,0).

Finalmente, debemos evaluar la funcién f en todos estos candidatos y
decidir el valor maximo y minimo: el maximo es 2 y se alcanza en los
puntos (0,£1) y el minimo es —% y se alcanza en los cuatro puntos

2 3

. ., 2. 2 2 2
Determinar los extremos de la funcién f(z,y) = & — =& + Z- 4+ % sobre
la regién determinada por las condiciones 2% +y* <4 ey >x + 1.

Encontrar al valor maximo de f(z,y) = wzy para todos los puntos del
tridngulo con vértices (0,0), (1,0), (0,1).

Considera la funcién f(z,y,2) = 22 + y?> + 22 + 2+ y + z y el conjunto
M = {(z,y,2) € R® : 22 +y? + 22 = 4, z < 1}. Calcula los valores
méximo y minimo de f en M, procediendo en dos pasos:

(a) Calcula los extremos de f bajo la restriccién 2% + y? + 22 = 4 que
satisfacen ademds la condicién z < 1.

(b) Encuentra los extremos de f bajo las dos restricciones 22 +y2+22 = 4,
z =1, y compara los valores obtenidos con los del apartado anterior
para concluir.

Se considera la funcién f(z,y) = 2%y* — 3zy — 4. Se pide:

(a) Obtener y clasificar los puntos criticos de f.

(b) Hallar los puntos criticos de f en el conjunto M = {(x,y) € R? :
22 4+ 9% =1} y clasificarlos.

(c) Determinar un polinomio P(z,y), de grado menor o igual que dos, de

forma que
f(l',/y) - P(Q?,y)

I =0.
(y) =11 (. —1)2 + (y — 1)?
Solucién 509:
(a) Planteamos el sistema de puntos criticos:

0

8%22”’3’2_33/:0’ (2xy —3) =0
) — Y Qxy X = 07
—f:2x2y—3x=(), 2wy =3)

dy
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Si y = 0 en la primera ecuacién, entonces en la segunda ecuacién
x = 0. Se obtiene el punto P = (0,0).
Si 2xy = 3, se resuelven ambas ecuaciones, luego el conjunto de
puntos xy = % es solucion del sistema.

Para clasificar los puntos criticos que nos han salido estudiamos la
matriz hessiana de f:

2y day—3
4oy — 3 222 .

Hf(Ovo): < j)3 _03 )a

cuyo determinante es —9, y por tanto corresponde a una forma
cuadrética indefinida. Es decir (0,0) es un punto de silla.

Hy(r,y) = (

Entonces,

Por otra parte, en los puntos de la curva xzy = %, Hy tiene
determinante 0, por lo que el criterio de la derivada segunda no
decide. No obstante podemos observar que

flay) =2y —3ay—4=(zy— 2> -2 —4=(ay—3)2 - 2.

Luego f(z,y) —%. Teniendo en cuenta que el valor de f en los
puntos xy = S es justamente —%, deducimos que en todos los
puntos de esa curva f alcanza un minimo.

Wi [\

Resolvemos usando multiplicadores de Lagrange. El sistema de
puntos criticos para esta funcion es

2zy% — 3y — 22z =0 22(y> — X)) =3y (1)
222y —3x -2 y =0 » = 2y(z®>—N) =3z (2)
P +y?=1 2 +y?=1 (3)

De (1) y (2), si z,y # 0 se tiene %(y2 —A) =L@ = X),ysiA#0
resulta que 2% = y2.

Entonces, si © =y, en (3) se tiene que x = j:\/g. Salen los puntos

=55 P=/L-/D

Por el contrario, si x = —y entonces los puntos son

P=(/5-0, Pi=(=/5/H.

Por otra parte,siz =0,y = 046 A = 0, el sistema no posee solucién.
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Puesto que el conjunto {z? + y?> = 1} es un compacto en RZ
entonces la funcién alcanzard maximo y minimo absolutos en él.
Evaluando la funcién en los puntos obtenidos se tiene que Pi, P»
son maximos, y Ps, P, minimos.

(c¢) El polinomio que buscamos es precisamente el polinomio de Taylor
de grado dos de f en el punto (1,1), que ademds es el tinico que
satisface la condiciéon requerida. Teniendo en cuenta los calculos
para las derivadas primera y segunda que hemos realizado en el
apartado primero, se obtiene

fw(L 1) = -1, f’y(la 1) = -1,
j;x(l,l)ii 2, jby(l,l):: 2 j;y(l,l):: 1

Por tanto
P(z,y) =2+ 19> + oy — 4o — 4y — 1.

Dada la funcién f : R? —s R definida por f(x,y,2) = 22 +y2 — z, hallar
los puntos criticos de f en el conjunto

2

a? 2
4

2
E={(v,y,2) € R*: —|—yz+%§1},

y clasificarlos.
Solucién 510:

Tenemos dos posibilidades que explorar: o bien buscamos los puntos
criticos de f sin restricciones que ademds pertenezcan a FE; o bien los
extremos se encuentran entre los puntos criticos de f bajo la restriccién
de igualdad. Estas dos posibilidades corresponden a los sistemas

22y 22
20 =2y =—-1= —+ =+ =<1
T =2y O T+ +tg<sh
y
z Y
2 A==0, 2 A= =0,
T+ 3 Y+ 9
2z z2 oy 22
+)\9 0, 4+4+9 )

respectivamente. Evidentemente, la primera posibilidad es incompatible
de suerte que no aporta ningtin candidato. Para la segunda, y tras
factorizar x e y en la primera y segunda ecuacion respectivamente,
llegamos a las dos posibilidades:

(1) * = y = 0: en este caso de la restriccién de igualdad obtenemos
z = 4£3;
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(1) A = —4: de la tercera ecuacién encontramos z = —%, y de la
restriccién
2, .2 _ 55
TT+Y =16
Todos estos puntos son criticos.

Examinamos a continuacién los valores de la funcién f en todos estos
candidatos para encontrar

£(0,0,3) = -3, f(0,0,—3) =3,

. 2 2
f(xvyv_%):% sl z”+y :%

Por tanto el minimo se encuentra en (0,0, 3) y el méximo se alcanza en
todos los puntos de la circunferencia

2 2 _ 55 __9
Tty =15, 2=—3-






FUNCIONES DE VARIAS  Capitulo
VARIABLES: INTEGRACION 4
MULTIPLE

Los ejercicios de este tema estan dedicados al calculo integral de funciones
de varias variables, centrandonos en el estudio de integrales dobles y triples.
La dificultad real de los ejercicios expuestos aqui estriba fundamentalmente en
la correcta descripcién de las regiones de integracion, tanto en el plano, como
en el espacio. Para ayudarnos en esta tarea hemos tratado de representar
graficamente la mayoria de los ejercicios resueltos de manera que el lector
pueda visualizar las descripciones. No obstante, la labor de realizar bocetos de
regiones en el plano y el espacio no es tarea sencilla y necesita de una buena
dosis de experiencia, por lo que recomendamos efusivamente que el lector
trate de dibujar por si mismo las graficas mostradas. En la ultima seccién
proponemos resolver las integrales mediante cambios de variables, prestando
especial atencién al uso de coordenadas polares, cilindricas y esféricas.

1
INTEGRALES DOBLES

B Calcular las integrales siguientes:
2 3 1 43 .
/ / (x +y) dedy. / /y5 dar dy.
1 Jo -1Jo
T (2 3 e
/ /Tzcosﬂdrde. /2/ Senydxdy.
o Jo o Ji

X

11
/ / ye® dy dz. / (azx + by + ¢) dA.
-1Jo [0,1]2

Solucion:

515 La integracion interior respecto a x tratando a la variable y como
si fuera una constante nos da

¢ seny .
dx = seny log x|] = seny,
1 X
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y, ahora la integracién respecto a y proporciona el valor de la
integral doble solicitada

™

3 L3
/ senydy = —cosyl; = 1.
0

516 Como la regién es [0, 1] x [0, 1], la integral que nos piden serd

11
/ / (ax + by + ¢) dx dy.
o Jo

Integrando en primer lugar respecto a x, obtenemos

1
/ <a+by+c> dy.
0 2

Y esta integracién respecto a y arroja el valor

“y
—+-+c
2 27

que es el valor de la integral solicitada.

Probar que
1 1
lim / / "y dxdy = 0.

Solucién 517:

La integracién iterada proporciona
dy

11 R
z"y" dx dy :/ y"
/0 /0 0 n+1j,

ST P el
S n41 Oy Y nT1 n+1|, (n+1)%

1

Tomando limite se obtiene el resultado esperado.

B Calcular las siguientes integrales dobles:

1 T
/ / xy? dy dx.
0 Ja2
1 vz
B10] [ [T+ vhayar
0 T



4.1 = Integrales dobles

aEd
/ / "V dy dx.
—1J—-2|z|
Z cos x
/ / ysenxdydz.

3senz

m/ / (1 +y) dy da.

sen T

341

[ ()
// e dydx.

0o Jo

1 T
/ / (y —z)dydx.

0 Ja4

Solucion:

520 La integral interior es

||

x _

=Ty dy — oty || — ez+|m| — 2|’I‘|
—2|x|

—2|z|

La segunda integral iterada es ahora

1
/ (e:p+|;r| _ e:p72|a:|> dr.
-1

Para calcular esta integral debemos desglosarla en dos integrales
para poder tratar el valor absoluto. Si llamamos I a la integral
solicitada entonces

0 1
I = / (em+|m| o e:rf2|ac|) d:ch/ <6m+|:1:\ . em72|m\) dr.
—1 0

Ahora bien, en la primera integral || = —z pues z es negativo, y
en consecuencia

0 0
/ (ew""‘”‘ — e”_QW) de = / (1- 63‘”) dz
—1 —1

1 0
:1_73r
36

-1

Por otro lado, cuando z es positivo |z| = x, y asi

1 1
/ <6x+\cc| _ 6x72\cc|> do = / (e2z - 671) dx
0 0
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1

1 2x + —x 1 2+ 1 3
= —e e =—e*+ - ——.
2 . 2 e 2
El resultado final serda la suma de los dos resultados parciales
obtenidos: ) . ) :
I=-2+>4+-—— — 2=,
2 e T33 T6

523 La integracion interior respecto a y da el siguiente resultado

— 22

[ty
0 y2+x 4

15VA— a2
V2=

La segunda integracion iterada nos da finalmente,

=15v2—=x

2 2
/ 15v2 —zde = —10(2 — z)%/? = 20V/2.

0

B Calcular las integrales:

/ 23y dA, con D la regién entre el eje Yy la pardbola x = —4y? +3.

D

/ (1+xy) dA, con D la regién definida por 1 < 22+y%2 <2ey > 0.
D

/ ydA, conD:{(x,y)ERQ:OS%‘”Sy,ygsenx}.
D

/ 2y dA, con D la regién y > 22 interior al circulo 22 + 3% = 2.
D

/ dA, con D la regién entre y = |z| e y = 2.
D
Solucién:

526 Para obtener los limites de integracion comenzamos dibujando la
regién D. Atendiendo a la Figura 14, observamos que x varia entre
xz = 0y x = 3 mientras que y lo hace entre la parte inferior y la
parte superior de la pardbola x = 3 — 4y2. Asi,

/xSydAz// 3y dy dx




4.1 = Integrales dobles

529 La regién de integracion es la interseccion del circulo centrado en
el origen y radio v/2 (22 + y?> < 2) y la parte sobre la pardbola
y = x2. Los puntos de corte de ambas curvas y = 2 y 22 + y> = 2
son (—1,1), (1,1) (véase la Figura 15a). En consecuencia la integral

pedida es
1 V2—x2
1= / / 2y dy dz.
—1Jx2

Notese que la curva que limita superiormente la regién D es preci-
samente y = v/2 — x2. La integracién interior es

V2—x? 9 4

V2—z2
/ 2ydy:yQI2 =2—-2°—2a",
x

y la segunda integracién iterada arroja el valor

1 3 51 44
222 —ade=2:-2 L | ==,
/_1( x° —x*)dx x 3 571

530 Para hacernos una idea de la regién de integracién es importante
realizar un boceto de las dos curvas que limitan la regién D. Véase
la Figura 15b. Las coordenadas de los dos puntos de corte se
encuentran resolviendo el sistema

2
1422

y=lz|, y=
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R 2

| 1 | |

] 0 B | | | |

2 —2 -1 0 1 2
(a) 529 (b) 530

Figura 15: Regiones de integracién de los Ejercicios 529 y 530

Las soluciones se obtienen inmediatamente. De hecho debido a la
simetria, basta considerar la raiz positiva de la ecuacién

2
r=-——.
1+ 22

Se obtiene sin dificultad z = 1. Los puntos de corte que nos
determinan los limites de integraciéon para la variable x son por
tanto —1 y 1. Asf la integral solicitada I seré

La integral interior vale

2
1122 2
dy = —
/Zl y=1r2 "l

y la integral segunda sera

2 g 1
/ — —|z[ dr = 2arctanx|1_1 - / || de.
—1 1+ 1

Desglosando la segunda integral en los intervalos [—1, 0], [0, 1] para
tratar el valor absoluto, encontramos inmediatamente que

I =xn—1.

Calcular el 4rea de la regién del plano acotada por las curvas y = 22,
x4y =2, y =0, mediante integracién doble.
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B Calcular los volimenes de los sélidos acotados en cada caso mediante
integracion doble:

El grafode z =seny 0 <y < 5, 0< a2 < 3.

La superficie z =22 +ysobre 0 <z < 1,1 <y < 2.

La superficie z = 22 + y? y los planos z =0y z = 10.h

El grafo de z = %/ sobre la regién limitada por x =2, y =z, y = 0.
Superficie 2 = wzy sobre la regién acotada por y = 0, y = 22

1

y=(z—2)%
Volumen del primer octante bajo el plano z = x4+ y sobre 22 +4y? <
4.
Solucién:

534 La proyeccion de la regién en cuestion sobre el plano XY corres-
ponde al circulo 2 + y? < 10 (véase la Figura 16a). La descripcién
de este circulo en coordenadas cartesianas es

V10 < 2 < V10, —v/10—22 <y < /10 — 2.

Por simetria el volumen V' del sélido pedido correspondera a la
integral

V10 10—z
V= 4/ / [10 — (2® + ¢?)] da.
0 0

Tras la integracién interna encontramos

8 [V 5
V:f/ (10 — 2?)2 dz.
3 Jo

El cambio de variable x = v/10sent conduce a

V:@/z) cos* t dt,
3 Jo

y mediante las férmulas del dngulo doble, podemos escribir

1
cos?t = cos? t(1 — sen®t) = cos®t — 1 sen?(2t)

cos(2t) N cos(4t)
2 8

3,
8

Asi

|

8 2 8

vt
3 Jo

(3 | cos(2t) cos(4t)> »
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(a) Ejercicio 534 (b) Ejercicio 536

Figura 16: Volumenes de sélidos mediante integraciéon doble

[SE]

= 507.

> |3

_ 800 3t—|— sen(2t) n sen(4t)
B 8 4 32

0

536 La regiéon acotada por y = 0 y las dos pardbolas y = z? e

y = (x — 2)? queda determinada por
0<z<1,0<y<a®, 1<2<2 0<y<(z-2)?

o bien por
0<y<l, Vy<z<2-.y.

Véase la Figura 16b. Obsérvese que la segunda raiz debe tener signo
negativo. En consecuencia el volumen pedido V' se puede encontrar
usando cualquiera de estas dos descripciones. Por ejemplo

1 2—y7
V= / / zy dr dy.
0 Jvy

La integracién interna proporciona

1
4 =/0 2y(1 - V/y) dy,

y por tanto, después de realizar esta segunda integracién que es
también inmediata, encontramos

1
V—g.

;Podria el lector encontrar el volumen usando la primera descrip-
cién de la regién de integracion?
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537 En este caso la region de integracion sobre el plano XY se describe

como

La integracién interna inmediata conduce a

V:/O2 xﬂl—(%)Q—&-%—mQ dx

Esta integracion lleva a

3
2\ 2 3
2 T r T
=|—=(1—-{(= - — — = 2.
v 3 (2) +2 24
0

o|

20

Figura 17: Grafica del Ejercicio 537

Evaluar la integral

1 p2-227
/ / (2 + zy — 1) dy dx
—1J1—22

y describir la regién D en la que se esta integrando.
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Evaluar la integral doble de f(x,y) = 2y sobre el recinto de R? limitado
por las pardbolas y = 22 — 4z +3 e y = —2% + 3z.
Solucién 539:
Para hacernos una idea de céomo describir la regién de integracién
debemos intentar hacer un boceto de la situacién de las dos pardbolas.
Encontramos en primer lugar los puntos de corte de ambas que seran
las soluciones de la ecuacién

22 — 4z +3 = —z2% + 3.

. . 1 , ..
Dichas soluciones son x = 5 y x = 3. Estos seran por tanto los limites

de integracién para x. En realidad, la regién se describe como (véase la
Figura 18)

<z<3, 2’—-4dz+3<y<—a°+3a,

DN | =

y el volumen serd

3 -2’43z 3
/ / xydydx = / = ((—2* 4+ 32)? — (2° — 4z + 3)°) da
3 Ja2—4z43 3 2

3
1 1
= (5x5 — —3904 + 4z® — 91‘2)

_ 625
. 1287

2

8 4

Figura 18: Regién entre las pardbolas y = 22 — 42z +3 ey = —22 + 32

Calcular la siguiente integral / zy? dA, donde

D
D ={(z,y) e R?: 22% <y? <2® +1, y > 0}.
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/ dzy dA,
R

donde R es el recinto limitado por las curvas y =1 — 22 e y = 2 — 1.
Solucién 541:

Para determinar los limites de integracion para la variable x, buscamos
los puntos de interseccién de la pardbolay =1—22 y larectay =z —1
resolviendo para ellos la ecuacién

Calcula la integral doble

2

l—a"=a—-1.

Asi encontramos que la regién R de integracién es
—2<x<1, x—lgygl—x2,

y la integral doble pedida I sera

1 pl-2? 1
I= / / doydy dx = / 2z (1 —2°)% — (z — 1)%) da
—2Jz—-1 2
1

27
= / (22° — 62° 4 42?) dx = CR
-2

Cambia el orden de integracién en

/0’2’ /Oyf(x,y)dxdy.

B En las integrales siguientes cambiar el orden de integracién:

% pcost 1 1 2 —y
/ / cos 0 dr db. / / — - dydz.
o Jo 1 T +1

ety 1,1
544 dydz.
/0 Ls senz 0 / / (z +y°) dx dy.
0 1—y

Solucion 545:

La region de integracion de esta integral es

-1<z<1, [7[<y<L

Es importante tener presente el boceto que representa esta region en
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/

0.5

Figura 19: Regién de integracién en el Ejercicio 545

el plano (Figura 19). En dicho boceto observamos que la variable y se
mueve desde 0 a 1, 0 <y < 1, y para cada una de estas y, la variable x
se debe mover desde —y hasta y. Asi el cambio de orden de integracién

nos lleva a escribir la misma integral como

1 yIQ_
=

B Calcular las siguientes integrales mediante un cambio de orden y esbozar la

region de integracion:
2x+43

3
/ / rdydr.
—1Jx

2

2 4—q2
[/ "y dedy.
_2 y2_4

5 seny
[ [
0 0

0 14+4/1—y2
/ / 2y de dy.
—1Jy

+2

2 \4—y?
551 4 4+ 1dzx dy.
o] [, [ we Ty

1 1
/ / vVt + 1dxdy.
0 Jum

Solucion:

Y dx dy.



4.1 = Integrales dobles

549

550

La region de integracién viene descrita por

Ogygg7 0<x<seny,

y estd representada en la Figura 20.

‘ \

1.5 B

0.5 a

0 0.5 1

Figura 20: Grafica del Ejercicio 549

El cambio de integracién nos lleva a
m
0<x<1, OSarcsenxSySE.

No obstante, la integracién resulta mas sencilla si la evaluamos sin
realizar el cambio de integracién, es decir,

5 seny 5
/ / dxdy:/ senydy = 1.
o Jo 0

La regién se describe por

“1<y<0, y+2<a<14+/1-42

La ecuacién z = y + 2 es una recta mientras que z = 1 + /1 — y2
es una parte de la circunferencia (x — 1)? + y? = 1. De este modo
resulta sencillo esbozar la regién de integracién (véase la Figura 21).
El cambio de orden de integracién nos lleva a

1<2<2, —V2xr—22<y<az-2.

Asi la integral sera

2 r—2
/ / 2y dy dz,
1 J—V2zx—2x2

y su célculo se realiza sin mayores dificultades

/2 [(z = 2)* = 2z — 2%)] do = (§2° — 32° +4x)|? =—1.
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1 1.5 2

Figura 21: Region de integracién en el Ejercicio 550

552 La region que se describe por
0<y<1l y<z<l,

(ver Figura 22) también se puede determinar, cambiando el orden
de las variables, por

y la integral serd

1 ezl 1
/ / \/1+1'4dx:/ 221 + 2t do
o Jo 0

1 1

= 6(1+:r4)%

0

(2\@—1).

=

| /|

0.5 1

0 0.5 1

Figura 22: Ejercicio 552: regién dada por 0 <y < 1, y*/3 <z <1
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Calcular la integral doble

Calcular la integral doble

1 1
I:// y?’xe’”Qyzdydx.
11
2

Solucion 554:

Observamos que resulta més sencillo integrar respecto a x que respecto
a vy, lo cual aconseja cambiar el orden de integraciéon. De este modo

tendremos que la region

1 1
-<z<l1l, 1<y<-—,
2 T
se describe también como
1 1
1<y<2, -<z<-,
2 Yy

y la integral resulta

2 %3 2. 2 2y 2. 2
[:// y:cexydxdy:/fery
1 J3 1 2

y2 y2
bt e ()
2

D= Q=

2

1

I
o)
NI

=0

INTEGRALES TRIPLES

B Calcular las siguientes integrales triples:

/ 2V, W = [0, 1]°.
w
/ ayzdV, W =1[0,1] x [1,2] x [2,3].
w
/(x+y+z)dV,W:[O,Q]X[O,ZS]X[O,l].
w
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/ sen(z +y +2)dV, W = [0, 7]3.
W

Solucién 558:

La integral triple que nos solicitan es

I:///sen(a:+y+z)dzdydm.
o Jo Jo

En cada integracién iterada, consideramos las variables respecto de
las que no estamos integrando como si fueran constantes de manera
analoga a como haciamos con las integrales dobles, para obtener en
pasos sucesivos,

I:/O /0 (—cos(z+y+2))|y dydz
:/ / (cos(z+y) —cos(m+x +vy)) dydx
o Jo
:/0 (sen(z +y) —sen(r +x + y))|g dz

:/ (sen(m + x) — senx — sen(27 + x) + sen(w + x)) dzx.
0

Teniendo en cuenta que, debido a la periodicidad del seno, senz y
sen(2m + x) son iguales, tendremos finalmente

I= 2/ (sen(m 4+ x) — senz) dx
0

=2 (cosz — cos(m + x))|g = —8.

B Evaluar las siguientes integrales triples y esbozar la regién de integracién:

1 T y
/ / / ydzdydz.
o Jo Jo
2 Yy z+y
/ / / (x+y+2)dzdxdy.
o Jo Jo
1 14+x
I/
0 11—z
1 2x 12+y2
/ / / dz dy dx.
o Jo Jo
1 x 2y
// VT +y+zdzdydz.
0 0 Yy

zy
/ dzdzdydx.
0
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RS S|
/ / / zdzdydz.
1 Je2 Ja2

Solucion:

560 En este tipo de integrales triples suele ser més delicado el esbozar
o imaginarse la regién de integracién en el espacio que la propia
integracién en si. La tarea de esbozar la regién de integracién es
practicamente obligatoria cuando se presenta un cambio en el orden
de integracion. Por esta razén es tan importante ejercitarse en la

tarea de representar las regiones de integracion de las integrales
triples. En el caso que nos ocupa

2 pry przty
I:/ / / (r+y+ z) dzdxdy,
o Jo Jo

y la region de integracion queda determinada por las desigualdades
0<y<2, 0<z<y, 0<z2<z+y.

Para obtener la grafica partimos de la descripcién que nos reflejan
los limites que acotan las variables. La tultima de ellas, en este caso
0 < z < x+y, nos dice que la regién estd limitada por las superficies
z =0y z=x+y alolargo del eje Z. Mientras que la proyeccién de
dicha region a lo largo de este eje esta determinada por las otras dos
variables. En la Figura 23 se puede ver dicha regién de integracion.
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Figura 23: Regién de integracién en el Ejercicio 560

Como hemos observado el calculo de la integral es practicamen-
te automatico cuando las primitivas involucradas en las distintas
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integrales iteradas son inmediatas. Asi

1:/02/01/ ((a:+y)z+z;)

2 y3 21
=//—<x+y>2dmdy=/ L
0 0 2 0 2

2 2
7, 7,
= | SyPdy= —y| =14
/0ny <Y

0

z+y
dx dy
0

Y
dy
0

564 Como en el ejemplo precedente, la regién de integraciéon viene
determinada por las desigualdades

—1<z<1, 22°<y<1, 22<z<1.

Dicha region estd esbozada en la Figura 24.

Figura 24: Representacion gréfica del Ejercicio 564

El célculo de la integral es inmediato:

1 1 gl 1oplq_ g4
I:/ / / zdzdyd:z::/ / dy dx
—1Jz2 Jz2 —1Jz2 2
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B Hallar la integral triple de la funcién f(z,y, z) en el recinto W dado, en los
siguientes casos:

flz,y,2) = x +y + z, W tetraedro de vértices (0,0,0), (1,0,0),
(1,1,0), (1,0,1).

f(x,y,2) = xyz, W es el recinto bajo la superficie 2 = 1 — 22 sobre
el rectangulo [—1,1] x [0, 2] del plano XY

f(z,y,2) = 2% W es el tetraedro contenido en el primer octante
acotado por los planos coordenados y el plano z +y + z = 1.

f(x,y,2) = x +y, W es la regién entre las superficies z = 2 — 22 y
z=2% para0 <y <3.

Solucion:

567 En este tipo de ejemplos nos identifican de manera descriptiva la
regién de integracién y como paso importante debemos previamen-
te concretarla en forma de desigualdades que involucren apropia-
damente las variables. Esto supone ademads realizar una eleccién
juiciosa sobre el orden de integracién maéas conveniente. En este
caso concreto, como la funcién a integrar no presenta ninguna di-
ficultad, ningin orden de integracién supone una ventaja esencial
sobre ningun otro, de modo que elegimos por ejemplo dz dy dx y en
consecuencia debemos describir la regiéon de integracién del modo
siguiente (véase la Figura 25)

0<z<l, 0<Ly<l—2, 0<2z<]l—-y—u.

10 0.2 0.4 0.6 0.8

Figura 25: Volumen de integracién del Ejercicio 567

Nétese que la proyeccién de la regién W a lo largo del eje Z (primera
variable de integracién elegida) corresponde al tridngulo en el plano
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568

XY determinado por las rectas y = 0, y=1—-z (e +y+2z=1
cuando z = 0). Finalmente la proyeccién de este tridngulo a lo
largo del eje Y (segunda variable de integracién) sobre el eje X es
el intervalo 0 < x < 1 que son los limites para la tltima variable de
integracién. El calculo de la integral no plantea ninguna dificultad
especial. Su valor final es 6—10.

Como en el ejemplo precedente, la dificultad real de este ejercicio
consiste en describir convenientemente la region de integracién. La
informacién que nos proporcionan nos lleva a determinar los limites
para las variables  y z como la interseccién entre las superficies
z=2—2%y z =22, sabiendo que 0 < y < 3. Dicha interseccién se
determina resolviendo el sistema

2 2

z=2—-x°, z=2a°

que conduce trivialmente a la ecuacién cuadritica

z? =2 — 22,
con soluciones —1 y 1. En consecuencia —1 <z < 1, 22 <z <222
y 0 < y < 3. Dicha regién puede verse en la Figura 26. El calculo
de la integral es ahora sencillo. Su valor final es 12.

0 05 1

Figura 26: Grafica del Ejercicio 568

Sea D la regién limitada en R? por la esfera 22 4 y2 4+ 22 = 4 y los planos
z=1 x=-1,y=1, y=—1. Evaluar la integral / zdV.

D

Solucién 569:

Lo importante de este ejercicio consiste en describir correctamente la
regién de integracion. Se ha intentado esbozarla en la Figura 27. Una vez
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representada, es claro que la proyeccion sobre el plano XY corresponde
al cuadrado [—1,1] x [—1, 1], mientras que la variable z se mueve entre
la parte negativa y la parte positiva de la superficie esférica. Asi,

4— xz—y
/ xzdV = / / / xdz dy dx.
4— wQ—y

Puesto que la funcién integrando es = (que es funcién impar de z) y la
regién de integracién es simétrica respecto plano Y'Z (o respecto al eje
X), podemos anticipar que la integral solicitada debe anularse pues la
parte positiva de la integral cancelara con la parte negativa de la misma.

Figura 27: Grafica del Ejercicio 569

Evaluar la integral / (1—2%) dV donde W es la piramide de vértice superior
w
(0,0, 1) y vértices en la base (0,0,0), (1,0,0), (0,1,0) y (1,1,0).

B Cambiar el orden de integracidn en las siguientes integrales para obtener las
otras cinco formas de la respuesta:

1 x Yy
/ / / fdzdydzx.
o Jo Jo
1 T 2—z—y
/ / / fdzdyda.
o Jo Jo



Capitulo 4 = Funciones de varias variables: Integracion Multiple

0

1 1—=z
573 drdydz.
[
0 0 Yy

+z—1

1 pz pvV22—22
/ / / fdydxd:z.
0 0 0

Solucion 574:

En resumidas cuentas, la tarea propuesta consiste en describir la regién

0<2<1, 0<z<z 0<y<Vz2-—a2

de las otras cinco maneras posibles. Para ello es practicamente impres-
cindible tener muy presente el boceto de la regién en el espacio (véase la
Figura 28). A través de este boceto y realizando las proyecciones opor-

Figura 28: Regién de integracién del Ejercicio 574

tunas segin qué orden de integraciéon estemos siguiendo, se obtienen las
otras cinco descripciones de dicha regién, en concreto

0<z<1l, z<2z2<1, 0<y<V22—12
0<y<1l, 0<az<V1-y? Va?+y?<z<1,
0<z<1, 0<y<vV1-a2, Va2t+y2<z<1,

0<z<1, 0<y<z 0<a<y/22—y2

0<y<1, y<z<1, 0<z<z2—y%

Evaluar / x% cos zdV siendo W la regién limitada por los planos z = 0,
w
z=my=0,z2=0yx+y=1.
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B Hallar los volimenes que se indican mediante integracién triple.

Sélido limitado superiormente por z = x + y e inferiormente por el
tridngulo de vértices (0,0, 0), (0,1,0), (1,0,0).

Sélido limitado por los planos © = 0, y =0, 2 =0, x +y =4y
r=z—y—1

Volumen comprendido entre 22 +2y2 =2, 2 =0y x +y + 2z = 2.

El sélido determinado por 22 + 3% < a?y 22 + 22 < a®.

Regién entre z = cos?(z +y) y z = — sen(z + y) sobre [0, 5]°.

Volumen limitado por z = 22, y + 2 =4, y = 0.

Sélido acotado por z = 10 — 22 — 9%, y = 22, 2 = 0.

Regién limitadapory =4—22—22, 2 =0,y=0,2=0yx+2 = 2.
Solucién:

578 El primer paso consiste en hacerse una idea exacta de la region
cuyo volumen tenemos que calcular. Observemos que la ecuacién
22 4 2y? = 2 representa en el espacio un cilindro de base eliptica
centrado en el origen mientras que la ecuacién = + y + 2z =
2 determina un plano. Nétese ademéas que dicho plano corta al
cilindro en una elipse que esté toda ella contenida en el semiespacio
superior donde z > 0. El volumen que debemos calcular vendra
dado por la integral doble:

1 op/2-292 pl-i-Y
V= / / / dz dzx dy,
—1J-y/2—242 Jo

Las dos primeras integraciones nos llevan a

1 2 2—-2y?
=L (0=
_1 2 4 )| faae
de donde resulta que
1
v=vE[ @-gVisi
-1
lo que a su vez podemos desglosar en
1 1
V:2\f2/ \/lnydyf\@/ yv/1 — 42 dy.
-1 -1

Obsérvese como la segunda integral se anula al tratarse de un
integrando impar sobre un intervalo simétrico respecto al origen,
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o83

mientras que la primera corresponde al area de un semicirculo
de radio uno centrado en el origen. En consecuencia el volumen
solicitado serd

V =2r.

La Figura 29 representa el sélido cuyo volumen nos piden. Puesto
que en la ecuacién de la superficie y = 4 — 22 — 22 la variable y
nos la dan “despejada” podemos pensar en encontrar el volumen
integrando dicha funcién y sobre la proyeccion del sélido sobre el
plano X Z. El boceto nos deja bien claro que tal proyeccién es el
tridngulo

0<x<2 0<2z<L2—uz,

y en consecuencia el volumen V' serd

2 2—x 4—z2— 22
V= / / / dy dz dzx.
0 0 0

Dicha integral no plantea ninguna dificultad de calculo pues todas
las integraciones que aparecen son inmediatas. Asi se obtiene V =
16
3

0
s 1 0

Figura 29: Grafica del Ejercicio 583

B Escribir (no evaluar) la integral correspondiente al volumen de las siguientes
regiones:

Sélido limitado superiormente por el paraboloide z = z2 + 32 e
inferiormente por el disco unidad z2 + 3% < 1.

Sélido determinado por las condiciones 22 4+y2+22 < 1y 22 +y%2—22 <
0.
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Regidn entre el cono z = /2 + 42 y el paraboloide z = 22 + 32.

Regién determinada por 2 + y? + 22 <4y 222 + 22 < 1.
Solucién:

585 La desigualdad
4y 422 <1

describe la esfera sélida (el interior de la esfera) centrada en el
origen y de radio 1, mientras que

x2+y2—z2§0

corresponde a la parte “interior” de la hoja superior del cono
(z = y/22 + y?), y también a la parte interior de la hoja inferior del

cono z = —y/x2 + y2. La interseccién de ambas regiones es el slido
cuyo volumen debemos indicar. Ver la Figura 30. Por simetria basta

0.5 -0.5

Figura 30: Ejercicio 585: regién entre un cono y una esfera

indicar el volumen superior y multiplicar por 2, e incluso, si nos
centramos en el primer octante, podemos multiplicar el volumen
resultante por 8 para obtener el volumen total. Nétese que la regién
resultante tiene forma de un “helado”. Dicho volumen lo podemos
entender como el limitado entre los grafos de las funciones

Va2 +y? <z <1 —a?—y?

integrado sobre su proyecciéon en el plano XY. Para determinar
esta proyeccion debemos concretar el circulo interseccién de las
dos superficies, es decir, resolver el sistema

P2yt =1, 2yt -2 =0.
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Tras eliminar 22 + 2, llegamos inmediatamente a

222 =1,
por lo que z = ‘/75 y por tanto
1
2 2+
Tt +y = 5"

Esto significa que el circulo interseccién en el plano XY estd
centrado en el origen y tiene radio ‘/Tﬁ Finalmente,

V2 f1_ 2
V=8/ / i <\/1—x2—y2—\/x2+y2) dy dx.
o Jo

587 Las dos desigualdades que nos proponen representan:
(1) 2% +y? + 22 < 4: esfera sélida centrada en el origen y radio

2

(1) 222 4+ 22 < 1: interior de un cilindro de base eliptica a lo
largo del eje Y.
Véase la Figura 31. El modo mas cémodo de describir la regién

Figura 31: Grafica del Ejercicio 587

interseccion de las dos indicadas mas arriba consiste en entenderla
entre el grafo de las funciones

—~/4—x2—22§y§«/4—x2—22,

integrando sobre la proyeccion sobre el plano X Z. Dicha proyeccién
es precisamente la elipse que define el cilindro 222 + 22 < 1. Por
simetria podemos escribir que el volumen solicitado es

122

1 V 2
V:S/ / V4 — 22— 22dxdz.
o Jo
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Calcular el volumen del sélido limitado por z2 + y? < 4 — z, 2 < 3y,
z > 0.

3
CAMBIOS DE VARIABLE

B Calcular el drea encerrada por las siguientes curvas en polares mediante
integracién doble:

589 | Area del circulo r = .
0| Area acotada por la cardioide r = 1 + cos(26).

IN Area entre los circulos r =1y r = 2sen6.

[y [t
=) O

592 | Area interior a la curva r = 2 4 cos 6 y exterior al circulo r = 2.

Solucion 591:

Para identificar de manera mas clara la curva r = 2 sen 6, multiplicamos
la misma por r e identificamos los términos en coordenadas rectangulares

a? +y? =2y,
o reagrupando términos
2+ (y—-1)7% =1

Vemos que efectivamente se trata del circulo centrado en (0, 1) y radio
1. Para determinar el drea en coordenadas polares necesitamos conocer
el angulo en que se produce el corte de los dos circulos

1=1r=2send.

Vemos sin ninguna dificultad que se trata de § = . Por tanto, y debido
a la simetria de la figura, tendremos

A:2</6256n20d9+/21d0>.
0 2

Recuérdese que el drea encerrada por una figura dada en polares r = f(6)
entre los dngulos 6, y 0> viene dada por la integral

02 2
a= [ 1O g
01 2

Teniendo en cuenta la férmula del dngulo doble

1 — cos(20)
2

sen? 6 =
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para realizar la integracién anterior, llegamos a que el area pedida es
2r _ /3

3 2

B Evaluar las siguientes integrales usando el cambio a polares donde la regién
D esta determinada en cada caso por las ecuaciones y condiciones dadas:

X
593 —_—
/D Va2 +y?

/ zydA, D limitado por 22 + 2 =2, y <z ey > 0.
D

dA, D comprendido pory =z, y=—xyz=1.

/(a:+y)dA, D acotado por 2% +y? = 1, 22 + y*> = 4, y = =,
D
y=—x cony>0.

/%dA,Dlimitado porz=2,y=0,y=+3z
DTty
Ed | —

D a2 +y?

Solucion:

dA, D = {2? +y? < 2z},

593 Probablemente el paso més importante en el cambio de una integral
a polares sea la descripcién del recinto de integracién en tal sistema
de coordenadas. Segtn la Figura 32 que concreta cudl es la regién de
integracién en este ejemplo, vemos inmediatamente que el dngulo
¢ varia entre los limites —7 y 7. Para cada dngulo 6 en ese rango,
el radio debe llegar hasta cortar la recta x = 1, es decir,

1

rcosf=1=r= .
cos 0

En consecuencia, la descripcion del recinto de integracién en coor-
denadas polares sera

1
cosf’

—— <0< 0<r<

il
47

=1

La integral solicitada sera, teniendo en cuenta el jacobiano r,

P T 12 cos
/4 / 9rc0s9drd9:/4 r7cosd
_% 0 _% 2

1 /7 1
=— do
2/_ cos

do

1
cos 6
0

ISH)
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595

597

11 /,

0, |

-1 ! ! N |
0 0.5 1

Figura 32: Region de integracién del Ejercicio 593

Un cambio de variable trigonométrico del tipo t = sen 6 da lugar a
la integral
) V2
1/7 Lo oLy it|s 1, 2+v2
2) w12 T 1|1

T2t

En este caso la regién de integracién es la corona descrita por
T 37
- <0< — 1<r<2.
4= 7 47 -

(véase la Figura 33). Por la tanto la integral que nos ocupa se
escribe en coordenadas polares como

3z .2
/ ’ / 72 (cos 0 4 sen 0) dr df.
I 1

Las dos integraciones que se deben realizar son directas y no ofrecen

mayores dificultades. El resultado final es %ﬁ

La region de integracién en este caso, escrita en coordenadas pola-
res, €s
r <2cosf

que representa el interior del circulo centrado en (1,0) y radio 1.
Esta conclusién se puede obtener de manera clara si se completan
cuadrados en la forma del recinto en coordenadas rectangulares

(-1 +y* <1

En este caso los limites de integracién para 6 deben ser —7 y 7,

pues es el intervalo de angulos en que esta definido dicho circulo.
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Figura 33: Representacién gréafica del Ejercicio 595

Asi vemos que la integral que nos interesa es

% 2cos 6
/ / drdf.
,g 0

Los célculos concretos no suponen ninguna dificultad especial. El
valor de la integral es 4.

Sea D = {(z,y) € R? : xz—y2§%,xzx/gyEO}yseaf:HV—)}R
una funcién integrable. Escribir la integral doble // f dA en términos de
D

integrales iteradas de la siguiente forma:

@) [ [ ) deay
(b) //f(x,y) dy dz.

(o) //f(rcos@,rsen@)rdrd@.

Considérese la integral

dz dy dx.

1 V12?2 1 o2
A A P
o Jo Vairy? a? +y?
(a) Determinar los limites de integracién para poder escribir I de la forma

22
e
I= / / / ———dydxdz.
o a2y

(b) Calcular el valor de dicha integral mediante un cambio de variables
adecuado.
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Solucién 599:

La primera parte de este ejercicio consiste en invertir el orden de inte-
gracién de dzdydx a dydx dz. Esto exige realizar un boceto preciso de
la regién de integracién descrita por

0<z<1, 0<y<+vV1-2z2 Va?4+y2<z<1

(véase la Figura 34).

1

5 02 04 06 0.8

Figura 34: Grafica de la regién del Ejercicio 599

Se trata del primer cuarto del interior del cono z = /a2 + y? limitado
superiormente por el plano z = 1. El cambio de orden de integracién
pedido nos lleva a observar que 0 < z < 1. Para cada tal z, la proyeccién
del recinto sobre el plano X Z queda determinada por

0<z< 2
Finalmente la variable y, para cada par (z,z) de los descritos, tendrd

unos limites
0<y <2222

La integral serd

1 z Vz2—x? 622
—=dydxdz.
/o /o /o VaZ+y?

La segunda parte del problema consiste en calcular la integral anterior
mediante un cambio juicioso de variables. Tenemos esencialmente dos
posibilidades: las coordenadas cilindricas o las esféricas. En coordenadas
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cilindricas la regién de integracion se describe de manera muy simple
como

0<6<

La integral en coordenadas cilindricas sera

5 rlopl e
/ / / —rdzdrdf.
o Jo Jr T

Al realizar la primera integracién debemos enfrentarnos a la primitiva
de ¢*”. Dicha primitiva no existe en términos elementales, de modo que
debemos explorar un cambio de orden de integracién en la integral triple.
Es muy sencillo escribir dicha integral en el orden dr dz df,

% 1 z
/ / / e” drdzdo.
o Jo Jo

La primera integracion iterada nos lleva a

z M,
/ / ze® dzdf.
o Jo

Esta resulta ahora inmediata. Notese la diferencia esencial entre ambos

érdenes de integracion. El valor final de la integral es 7 (e —1).

B Realizar el cambio a polares en las siguientes integrales dobles:

Vi—z?
-// flz,y)dydx.

41,2

601 / / flz,y)dzdy.

W 1 V1—z2
/ / f(fc,y)dyderr/ / f(z,y) dydz.
0 0 % 0

2/% y2
/ / F(,y) de dy.

Solucién:

602 La regién descrita por estas dos integrales dobles aparece en la
Figura 35. Resulta interesante observar como esta misma regién es
de muy sencilla descripcién en coordenadas polares al tener simetria
circular. En efecto, la integral resultante es

us 1
// F(rcos 0, sen §) r dr df.
0 0
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0 0.5 1

Figura 35: Grafica del Ejercicio 602

603 La region de integracién viene representada en la Figura 36. De
este modo el dngulo tiene por limites 0 y § mientras que el radio
debe moverse desde 0 hasta la ecuacién de la curva

22 = y2/3 s

Pasando a polares y despejando el radio se obtiene de manera
sencilla, después de unos cuantos calculos,

r=vsenf,

de modo que la integral queda

% V'sen 6
/ / f(rcosf,rsen®)rdrdb.
0o Jo

0.5 a

Figura 36: Regién de integracién del Ejercicio 603
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Encontrar el volumen de la regién determinada por 22 +4%+22 < 10, z > 2
mediante integracién doble.

Calcula la integral doble

1 T 2 2
I:[ / 7‘7!(1: xj)’—y )612“’2 dy dzx.
L Jo
2

Solucion 605:

Cualquiera de los dos posibles érdenes de integracién en coordenadas
rectangulares parece bastante complicado. Intentémoslo en coordenadas
polares. La regién de integracién (véase la Figura 37) nos lleva a los
limites

0<9

IN
1

1
isece <r < sech,

donde las secantes aparecen al pasar las rectas ©x = % y x = 1 a polares.
Asi se trata de calcular la integral

sec 6
senfl
/ / 59 ———e€" rdrdf.
sech COS

0.5 8

0 0.5 1

Figura 37: Representacién gréafica del Ejercicio 605

La integracion con respecto a r es directa y nos lleva a

1/4 Ln@ (ecos29 —e4co<2e> do.
2 J, cos®6

Es interesante observar ahora que la derivada del exponente CObQ g es
precisamente la fraccion que acompana a tales exponenciales. De este
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modo el cambio de integracion t = ﬁ lleva directamente al resultado

1 1 1
Z ecos26 — descos2 o

K
4

.
Después de realizar estos calculos con un poco de cuidado obtenemos el

resultado final
LSPREE DS
—e‘—-e—e et.
4 4

B Evaluar las siguientes integrales en los recintos indicados:

/ (® + )} dA, donde D = {a? + y? < 4.
D

1
/ ——— dA, con D la regi6n del primer cuadrante entre z°+y = 1
DT TY
y 2?4+ y? =2.

/ ydA, con D el tridngulo de lados z = 0, y = 1, y = /3.
D

/ dA, con D la regién del primer cuadrante acotada por los circulos
224+y?=1yz?+4y? ==z
Solucién 609:

Después de darse cuenta de que la ecuacién z? + y? = x representa el
circulo de radio % centrado en el (%, 0) (completando cuadrados), y de
que en realidad la integral que nos solicitan es el area de la regién entre
los dos circulos de la Figura 38, podemos encontrar el valor de dicha
integral mediante un sencillo argumento geométrico, siendo éste igual a
T 37
T —=—.

4 4

Vale la pena de todos modos que nuestros lectores planteen dicha inte-
gral en coordenadas polares y comprueben que resulta el valor anterior.

(AN Calcular la siguiente integral

0 0 e
/ / e(8) +v dz dy.
—1J-2/1—2

Solucion 610:

Denotemos por I la integral pedida. Para cada y fijo en el intervalo
[—1,0], en la integral interior
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Figura 38: Gréfica del Ejercicio 609

podemos realizar el cambio de integracién

T dx
t=—, dt=—.
2’ 2

De este modo, dicha integral interior se convierte en

0 2
2/ et dt,
—/1—y2

y la integral doble inicial en

1 40
1= 2/ / e gt dy.
0 J—y/1—y?

Ahora si realizamos el cambio a polares, se obtiene de modo inmediato

¥ o0,
I:2/ /7"67' dr df.
iy 0

El valor final de I es Z(e —1).
Alternativamente se puede plantear el siguiente cambio de variables,
semejante a las coordenadas polares,

x =2rcosf, y=rsend,

dictado por la simetria de la regién de integracién y la forma de la
funcién integrando. El jacobiano del cambio es en este caso 2r.

Sea R el rectdngulo acotado por lasrectas z+y =1, x+y = 2, 22 —3y = 2
y 2z — 3y = 5. Haciendo el cambio de variable u = x + y, v = 2z — 3y,
encontrar el drea de R.
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Haciendo la sustituciéon u = xy, v = % encontrar el drea de la region del
primer cuadrante acotada por lascurvas 2y =1, 2y = 2, y =z e y = 2.

Calcular el drea de la regién del primer cuadrante acotada por las curvas
vy = 2, zy = 4, xy® = 3, xy®> = 6. (Indicacién: realizar el cambio de
variable u = xy, v = zy?).

Encontrar el drea de la regién del primer cuadrante acotada por las curvas

y =% y =222 2 =y?yx = 4y% (Indicacién: usar u y v tales que

y =ux?, x = vy?).

Sea R la regién del primer cuadrante acotada por los circulos z2 +y? = 2z,
224+ y% = 6z, 22 +y% = 2y, 22+ y? = Sy. Encontrar el valor de la integral

1
———— dA.
i

(Indicacién: usar un cambio de variables similar al del Ejercicio 614)

B Emplear los cambios de variable apropiados para evaluar las siguientes
integrales:

// e v dx dy, siendo D el recinto limitado por las rectas z = 0,
D

y=0z4+y=1.

1
/// dx dy dz, donde
sy/1+a2+y2+22

S={(z,y,2) eR®: 2? + > + 22 < 1}.

Ayuda:

1
/mdr:g 1+r2+§log(r+ 1+7'2)+cte.

B Encontrar los siguientes volimenes:

Sélido limitado por 22 + y? = z, el plano XY y 22 + 42 = 2z.
(Indicacién: usar coordenadas cilindricas).

Sélido limitado superiormente por 2 + y? 4+ z? = 25 e inferiormente
por z — 1 = +/22 4+ y2. (Indicacién: usar coordenadas cilindricas).

Sélido limitado por 2?2 = 1+ 22 4+ y? y la parte superior de 2% =
2(2? + y?). (Indicacién: usar coordenadas cilindricas).

Cono circular recto con radio de la base r y altura h. (Indicacién: usar
coordenadas esféricas).



Capitulo 4 = Funciones de varias variables: Integracion Multiple

Volumen comprendido entre los paraboloides z = 2?2 + y?, z =
12 — 22 — 29°.

Solucion:

618 El sélido descrito por las condiciones dadas estd representado en
la Figura 39. Intentemos describirlo en coordenadas cilindricas.

Figura 39: Solido del Ejercicio 618

Observamos que la base de la regiéon que nos ocupa es el circulo
22 + 9% = 2x que es el centrado en (1,0) y radio 1 (esto se ve
completando cuadrados como hemos hecho en alguna otra ocasién).
En coordenadas polares (o cilindricas) este circulo se describe como

—ggag , 0<r<2cosh.

2ol

Finalmente la variable z serd 0 < z < 72 al ser el paraboloide

z = 22 +y? la parte que limita superiormente la regién. El volumen
sera por tanto, debido a la simetria,

z 2cos @ r?
V=2/ / / rdzdrdf.
0 0 0

Las integraciones respecto a z y a r no plantean ninguna dificultad.
Llegamos asi a

L
V=38 cos” 6d6.
0
Para realizar esta ultima integracién usamos la formula

3 cos(20)  cos(46)
4

6=—

cos 3 + 9 + 3
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621

622

que puede ser obtenidas con facilidad usando las férmulas del
angulo doble repetidamente (véase el Ejercicio 534). El resultado

final es 37“
Segtn el boceto de la Figura 40, el cono circular recto objeto de
este problema se describe en coordenadas esféricas como
0<9<2m, 0<¢<arct (’“) 0<p<
™ arctan | — .
- - h/’ =pP= cos ¢
Noétese que p = & corresponde a la tapa superior del cono z = h.

Figura 40: Ejercicio 621: cono circular recto

De este modo el volumen solicitado serd

h

27 parctan(f) e s
/ / / pZsen ¢ dpde db.
0 0 0

Después de unas cuantas integraciones inmediatas, y con un poco
de cuidado en los cédlculos, llegamos a la féormula del volumen de
un tal cono: ghr?.

El volumen pedido en esta ocasién es el limitado por los dos
paraboloides de ecuaciones z = 2 + 4% v z = 12 — 22 — 292 segtin
el boceto de la Figura 41. La interseccién de ambos paraboloides
(proyectada en el plano XY') tendrd por ecuacién

22 +y? =12 — 22 — 242,
es decir, se trata de la elipse de ecuacién
2 2
T Y
— 4+ ==1.
6 + 4
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Figura 41: Grafica del Ejercicio 622

Esta ecuacién sugiere plantear el problema en las coordenadas
cilindricas modificadas siguientes

z =V6rcosf, y=2rsend.

Asi, en el nuevo sistema de coordenadas, la elipse serd r = 1
mientras que el jacobiano del cambio se calcula muy sencillamente
y es 2¢/6r. En consecuencia, el volumen que se pide se calculars
mediante la integral triple

27 1 12—672 cos? 0—8r2 sen? 0
/ / / 2V/6r dz dr db.
0 0 672 cos? +4r2 sen2 0
Después de unos cuantos célculos sencillos pero cuidadosos llega-
mos al resultado final 12+v/67.

Describir la superficie dada en coordenadas esféricas por la ecuacién p =
1+ cos ¢ y calcular su volumen.

B Calcular el valor de las siguientes integrales empleando para ello un cambio
de variables oportuno:

1 V1—z2
/ / sen(z? + y?) dy dz.
-1J-V1—22
B [
0 0 1+ 132 + y2 Y-

2 V2zx—x2 1
[ =
1 Jo Vaz 4 y?



4.3 = Cambios de variable

2 2 . . . . . ,
/ ze” ¥ dV en el recinto D limitado por el interior del circulo
D

x2+y2:4y2§z§3.

/(x2+y2+22)chonD:{x2+z2§2, —-2<y<3}
D

Solucion:

625

626

Si nos fijamos en el recinto de integracion en el plano, descubriremos
que se trata del primer cuadrante del circulo unidad. Ademds el
integrando se transforma de manera muy céomoda a coordenadas
polares. Esto sugiere intentar calcular esta integral doble mediante
coordenadas polares. De esta manera el recinto de integracién es

0<r<1, ogegg.

La integral pedida se transforma (sin olvidar el jacobiano del cam-

bio) en
1 i
//2%drd9.
o Jo 147

Esta integral es inmediata. Su valor final es glog 2.

En este caso el recinto de integracién es el primer cuarto del circulo
de radio 1 centrado en el punto (1, 0). Esto es sencillo de comprobar
si nos percatamos de que la ecuacién y = v/2x — x2 puede escribirse
como parte de (z—1)2+%? = 1. Esta ecuacién se escribe en polares
como r = 2cosf, sin més que realizar las operaciones del cambio.
No obstante, al escribir la descripcion de este recinto de integracién
en coordenadas polares debemos ser cuidadosos en los limites para
r pues el recinto de integracién estd delimitado por larectaxz =1y
el arco del primer cuarto del circulo indicado (véase la Figura 42).
En consecuencia los limites de integracién seran

0<6<

7r
— <r<?2 6.
4’ COSQ_T_ €08

El integrando también se transforma de manera muy transparente
a coordenadas polares. Mediante el cambio a polares la integral

pasa a ser
z 2 cos 0
/ / dr df.
0 1

cos 6
Haciendo un cambio trigonométrico del tipo t = sen 6 y después de
algunos célculos sencillos se obtiene finalmente el valor

V2 -2
V2+2|

1
\/§f§log
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Figura 42: Grafica del Ejercicio 626

628 La region de integracién consiste en un cilindro recto con eje a
lo largo del eje Y. Esto sugiere realizar un cambio a cilindricas
considerando las coordenadas polares en el plano XZ en vez de
en el plano XY. O alternativamente, podemos intercambiar los
nombres de las variables y y z y observar que el valor de la integral
no cambia

/ (2 +y* + 2% dV
D

con D = {2? +y? <2,-2 < z < 3}. Esta integral en coordenadas
cilindricas queda

27 ﬂ 3
/ / / (r? + 2%)r dz dr df.
o Jo J-2

Todas las integraciones involucradas ahora son inmediatas. Con un
poco de paciencia, encontramos el valor final %.

Si D es la regién limitada por las superficies 2 = 4 —2? —y? y z = 0,
escribir y evaluar en coordenadas cilindricas la integral:

/D(zx +y)dv.

Si D es la regién en el espacio limitada por la esfera 22 +y? +2%2 =1 e
y > 0, escribir y evaluar la siguiente integral usando coordenadas esféricas:

/D(ery+z)dV.



4.3 = Cambios de variable

Calcular el valor de la integral:

1
]
p 22+ y? + 22

donde D es el recinto limitado por las desigualdades:

x2+y2+22§z+y, x>0, y>0, z>0.

Solucion 631:

Nétese cémo la desigualdad z2 + y2 + z
completando cuadrados como

z® + —12+ 2—12<1
Y75 2) =2

En consecuencia, vemos claramente que la regién de integracion D
. . - 11
corresponde a la interseccion de la esfera sélida centrada en (0, 5, 5)

2 < y 4+ z se puede reescribir

. 2 .
con radio % con el primer octante x,y,z > 0.

0.5 0

Figura 43: Ejercicio 631: esfera desplazada en el primer octante

El boceto de esta regién (Figura 43) nos permite ver que al cambiar a
coordenadas esféricas los dngulos 6 y ¢ deben moverse en el rango (0, g)
mientras que el radio p debe limitarse precisamente por la ecuacién
de la céscara de la esfera anterior. La ecuacién 2% + y?> + 22 = y + 2
en coordenadas esféricas es p = senfsen ¢ + cos ¢. En consecuencia la
regién de integracién D en coordenadas esféricas es

OSGS%, 0<op< =, 0<p<senfsenq¢+ cosq,

e
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v la integral solicitada serd

5 5 sen 0 sen ¢—+cos ¢ 1
/ / / —2p2 sen ¢ dp do db.
o Jo Jo P

La integracion respecto a p conduce a

/2 /2 (sen@sen2¢+sen¢cosqb) do db.
o Jo

Mediante las formulas del angulo doble

sen® ¢ = 1_#8(2@, sen ¢ cos ¢ =

sen(2¢)
2 b

las integraciones anteriores son inmediatas. Después de unos cuantos
calculos cuidadosos se obtiene el valor final de la integral 3.

i8PY Encontrar el volumen encerrado por las dos esferas 22 +y? + 22 = 1y
2+ (y—12+22=1
Solucién 632:

La regién cuyo volumen se solicita es la interseccion de las esferas de
radio unitario centradas en el origen y el punto (0, 1, 0), respectivamente.

Si tenemos en cuenta que el corte de tales esferas tiene lugar en el plano
3
4>
debido a la simetria, el volumen que buscamos seré el doble del volumen
del casquete

1 . . .
y = 5 y su proyeccion sobre el plano X Z tiene por ecuacion 22422 =

Py +2°<1, - <y<l

| —

Debido de nuevo a la simetria, y por comodidad, podemos cambiar el
nombre de las variables y calcular el volumen del casquete

x2—|—y2+z2§1, <z<I1.

N =

En coordenadas cilindricas, este volumen se calcula cémodamente

DI Y
/ / / rdz drdf.
o Jo 3

Las primitivas involucradas son inmediatas mediante cambios de varia-
. =4
ble apropiados. El valor final del volumen es %
633 | Encontrar el volumen de la regién del primer octante limitada por la esfera
p = q, el cilindro r = a y el plano z = «.
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ff s

donde V es el volumen del sélido limitado por la superficie de ecuacién

2 2 2\ 2 2 2 2
T Y z T Y z
(a2+1)2+02> =+ 55— .

Calcular la integral

que queda encima del plano XY
Solucién 634:

La forma de la ecuacién de la superficie proporcionada sugiere el cambio
de coordenadas esféricas modificado por los factores a, by ¢, del siguiente
modo

r=apcosfsen¢, y=bpsentfsened, 2z =cpcosq.

De esta manera, la superficie se convierte, después de algunas simplifi-
caciones, en

p? = —cos(29).

C . ) o 3
Esta ecuacién nos obliga a tomar el dngulo ¢ entre los limites T y =©

que es el rango en que cos(2¢) es negativo, pero puesto que nos referimos
sblo a la parte que queda encima del plano XY, los limites han de ser

s ™
Y37
Noétese que ahora el jacobiano del cambio es el de las coordenadas

esféricas p? sen ¢ modificado por el factor abc. La integral que debemos
calcular es

2 p% o/ —cos(29) T
/ / / abep® sen ¢ cos ¢ dp dep df = abcﬂ.
o /3

0

B Calcular el volumen determinado por la expresiones siguientes:
z=y22 Py z=1-2/a2 + 2

22+ 22 +22) <10y 22 +92 < 1.

2y <lya?+4y2+22 =4
x2+y2§%22y0§z§5+m.
22+ 22 =1y 222 > 22 492
Y442 =4 =0yzx=9y+2.

Solucion:
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638

640

La regién cuyo volumen debemos calcular es la representada en la
Figura 44. En coordenadas polares tendremos que dicho volumen
se calcula mediante la integral

27 \/5
/ / (5+\/5—r2—\/37‘)rd7‘d9.
o Jo

Figura 44: Grafica del Ejercicio 638

Las primitivas involucradas son faciles y unos cuantos céalculos
conducen al resultado final

wi(§+¢5>.

3 \2

La regién cuyo volumen se debe encontrar estd dibujada en el
boceto que acompaiia (Figura 45). En coordenadas rectangulares,
este volumen viene dado por la integral doble

1+y y+2
/ /\/7/ dx dz dy.
1—¥=

Estas integraciones no son inmediatas en absoluto de modo que
intentamos calcular el volumen en un sistema de coordenadas dis-
tinto. En este caso, lo mas idéneo es usar coordenadas cilindricas
modificadas por un factor 2 para y, cambiando = por z, esto es,0

r=x, y=2rcosf,z=rsend

y por tanto, el volumen vendrd dado por la integral

27 1 242rsen 6
/ / / 2r dx dr df.
0 0 Jo
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Figura 45: Representacion grafica del Ejercicio 640

Noétese que el jacobiano ahora es 2r. Después de algunos célculos
sencillos, el resultado final es 4.

Calcular la integral

2 2
Py
R (IZ +y2 + 22)5/2

donde R es la region determinada por las desigualdades

Va2 +y2 <2< \/2— 22 —y?

iZ®A Encuentra el volumen encerrado por las superficies 22 + y2 + 2z = 1y
2?24+ (y—1)2%2-2=0.

Solucién 642:

Se trata de encontrar el volumen encerrado por los dos paraboloides de
la Figura 46.

La proyeccién de dicha interseccién sobre el plano XY tendra por
ecuacion

1—a?—y? =224 (y—1)2%

Después de algunos cédlculos y completar cuadrados, esta ecuacién se

convierte en
RN RN
Y735) T4
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Figura 46: Grafica del Ejercicio 642

. L1 1 s
que es el circulo de radio 5 centrado en (0, 5). En coordenadas cilindricas

la integral queda
7 psenf 1—r2
/ / / rdzdrdf.
0 Jo r2—27sen 6+1

Las dos primeras integrales son sencillas y desembocan en la integral

1/ sen* 0 d#.
6 .Jo

Mediante la férmula del dngulo doble, usada dos veces consecutivas,
obtenemos que

sent § = % - %COS(29) + écos(4€),

y por tanto la integral anterior se calcula de manera directa y vale 1—’;.

Hallar el volumen de la regién

D={(r,y,2) ER?: 0< 2 <

2

T
— <1}
4+ <1}

2

C

9
.. 2

Calcular el volumen encerrado por las dos superficies z = 22 + 4, y z = 2.

B Escribir en cartesianas (sin evaluar) las siguientes integrales expresadas en
coordenadas polares:
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T 2sen 6
/ / /912 dr db.
0 0
a1
// ¥ dr do.
= Jo

%’ —cos 6
/ / rtand drdo.
= Jo

Solucion 647:

La region de integracion corresponde a

s 3w
— <6< —, 0<r<—cosb
2 4
La ecuacién r = — cos @ corresponde, en coordenadas cartesianas a

4y +a=0,

que, después de completar cuadrados, vemos que se trata del circulo de
radio % centrado en (—%, 0). Los limites para el 4ngulo nos informan de
que s6lo una parte de tal circulo es la region de integracion. En concreto
se trata de la parte y > —z sobre la diagonal secundaria. Asi, la regién
de integracién se describe en cartesianas como

x2—|—y2—|—x§0, y+x>0.

El integrando corresponde a tan 6 (después de “descontar” el jacobiano

7). Dicha funcién en cartesianas corresponde a £. Finalmente las solu-

ciones del sistema
2 2 _ _
z+y"+z=0, y+2=0,

nos dan los limites de integracién para la variable x. En definitiva
encontramos que se trata de la integral

0 V—z—x2 y
/ - dy dzx.

1
2

B Escribir en cartesianas (sin evaluar) las siguientes integrales expresadas en
coordenadas cilindricas:

% 1 r?

/ / / 2r2 cos O dz dr db.
o Jo Jo
% m r

/ / /r2dzdrd9.
-z Jo 0
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27 p|2senf| pl
/ / / 72 (cos 0 + sen ) dz dr df.
o Jo 0

Solucién 649:

El integrando corresponde a r = y/x% + y? después de descontar el
jacobiano del cambio. Los limites de integracién para z son claramente
0 <z <r = +/22+ 92 El punto mds delicado consiste en hacerse
una idea de la curva r = v/cosf. Lo que esté claro es que se trata de
una curva cerrada en el semiplano derecho > 0 contenida en la banda
0 <z < 1. Esto nos lleva a concluir que los limites para z son 0 < x < 1.
Para determinar los limites para la variable y, debemos transformar la
ecuacion r = v/cos 0 a cartesianas. Elevando al cuadrado y multiplicando
por 7, no es diffcil llegar a (2% +y?)3 = 22. Si despejamos y, tendremos

Va3 — 32 <y < /223 — 22,

La integral completa en cartesianas serd por tanto

1 \/9:2/3712 \/a:2+y2
/ / V2 +y?dzdydx.
0 —\/x2/3—-22 J0

B Escribir en cartesianas (sin evaluar) las siguientes integrales expresadas en
coordenadas esféricas.

T 3 2 cos ¢
/ / / p?sen ¢ dpde df.
o Jo Jo
5 T 2cos ¢
/ / / ptsen® ¢ dpde db.
= Jo Jo

™

e T 4
[ [ [ s senceorapasan
= Jo Jo

Solucién 652:

Después de descontar el jacobiano del cambio a esféricas p?sen ¢, el
integrando queda p?sen?¢ que en coordenadas cartesianas se puede
escribir como 22 + 2.

Para determinar la regiéon de integracién, debemos aclarar qué figura
representa p = 2 cos ¢. Si multiplicamos por p, deducimos que se trata
de 2% 4+ y? + 22 = 22 y completando cuadrados llegamos a

P4y +(z-1)2=1.

Es por tanto la esfera de radio unitario centrada en (0,0, 1). Los limites

0 < ¢ < 7 indican que sélo consideramos la parte de dicha esfera
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sobre el cono ¢ = 7, mientras que los limites —5 < ¢ < 7 indican
que unicamente la parte de la regién con z > 0 nos interesa. El cono
¢ = 7 corresponde a la ecuacién z = /22 + y2. Asi pues la interseccién
de dicho cono con la esfera de antes corresponde al circulo unitario
22 + 92 = 1. Finalmente la integral en coordenadas cartesianas serd

/ /\/1 v /H\/l o (2® +y?) dzdx dy.

z2+y

Notese que los limites para x e y provienen de la descripcién de la
regién plana 22 + y?> < 1, x > 0. Los limites para z surgen del cono
2z = /a2 + 92 y la esfera 22 + y? + 22 = 22, despejando z en ambos
casos.






Capitulo

GEOMETRIA DIFERENCIAL 5

Los ejercicios propuestos en este tema estardn dedicados al estudio de cur-
vas y superficies, que seran esenciales en el tema siguiente. Al igual que en el
tema anterior, la dificultad fundamental reside en la correcta comprension y
visualizacién de estos objetos, con especial atencién al calculo de parametri-
zaciones.

1
CURVAS EN EL PLANO Y EL ESPACIO

B Esbozar las curvas siguientes indicando el sentido en el que se recorren:

o(t) = (0,cos(nt)), t € [1, 4],
U(t):(t—lt 1), teR.
o(t) = (13, —t), t > 0.

o(t) = (2cost,—sent), t € [0, 5].
o(t) = (¢, 4¢*), t € R.

o(t) = (sect,tant), t € [, 5.

Solucion:

657 Atendiendo a las coordenadas polares dilatadas, podemos facilmen-
te deducir que la curva (2 cost, —sent) corresponde a un cuarto de
la elipse de centro el origen y semiejes 2 y 1. El origen estd en
el punto (2,0) y el extremo final en el punto (0, —1), recorrida en
sentido negativo (ver Figura 47a).

658 Esta claro que la curva satisface y = 422, por lo que corresponde
a un trozo de dicha parabola. Teniendo en cuenta que si t — —oo,
entonces e! — 0, se trata de la rama derecha de la pardbola y = z
sin incluir al origen (ver Figura 47b) recorrida hacia arriba.
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(a) Ejercicio 657 (b) Ejercicio 658

Figura 47: Curvas parametrizadas

B Encontrar una parametrizacién para las curvas planas descritas a continua-
cién:

El segmento que une los puntos (—3,2) y (4,0).

El circulo con centro el origen y radio 6.

El cuarto de circulo con centro en (0,0) cuyos puntos extremos son
(2.2 y (4, —2)

202 2

El grafo de y = tanz para 0 <z < 7.

El cuadrado de vértices (3,0), (3,3), (0,3) y (0,0).
La rama izquierda de la hipérbola 222 — 3y? = 1.

Solucion:

662 Se trata de un cuarto del circulo unitario centrado en el origen.
La tnica precaucion se refiere a delimitar bien el rango en el
que se debe mover el parametro que representa el angulo. Una
parametrizacion puede ser

T
o(0) = (cosf,—send), Oec|——,—].
4’4
664 Como el cuadrado que nos solicitan consta de cuatro segmentos

rectos, una posibilidad consiste en parametrizar esos cuatro lados
de manera independiente. As{ tendriamos

o(t) = (3t,0), te€]0,1] para el primer segmento,
o(t)=(3,3t —3), te[l,2] para el segundo segmento,
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o(t)=(9-3t,3), te[2,3] para el tercer segmento,
o(t) =(0,12—3t), te€[3,4 para el dltimo segmento.

Dejamos al lector comprobar que una parametrizacién mas com-
pacta se puede dar mediante

33 3 1
H=(2,2)+2 t,sent), t € [0, 27].
o(t) (2 2) * 2 méx(|cost|, \sent|)<COS sent) 0, 2]

14+t27 14+¢2
del circulo 22 + y? = 1 excepto un punto, que habrd que determinar.

Solucion 666:

Probar que la funcién o(t) = (142 2 ) t € R, es una parametrizacién

Se trata de comprobar en primer lugar que si ponemos

1 (1) = 2t
T1re YT T

x(t)

entonces se tiene que z(t)? + y(t)? = 1, lo que significa que la imagen
de o(t) estd contenida en el circulo unitario para todo ¢t € R. Esto es
una comprobacién inmediata. En segundo lugar debemos determinar si
todos los puntos del citado circulo se alcanzan. Para ello suponemos
dado un punto (z,y) de tal circulo e intentamos determinar el valor del
parametro ¢ para que se tenga

1—¢2 2t
= _— = .
1+ O 1xe Y

Determinar el valor de t significa en este caso despejar t de las dos
ecuaciones anteriores. De la primera ecuacién obtenemos

2 1—x
1+z’
de donde concluimos que cuando x = —1, y por tanto y = 0, no

podremos encontrar el valor apropiado de t. Obsérvese que cuando
y=0,t =0y x = 1. En consecuencia el punto (—1,0) no se encuentra
contenido en la parametrizacion dada.

2

(({iy@ Probar que la curvatura de la pardbola y = x* es maxima en el vértice.

Solucion 667:

Si parametrizamos la pardbola como o (t) = (¢,t?), con € R, es evidente
que el vértice corresponde al valor o(0). Calculemos la curvatura de esta
curva plana. El vector tangente unitario es:

O 1 2t
T = lo’ ()1 <\/1+4t2’ \/1+4t2>
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y dado que tenemos una curva plana, el vector normal unitario es
inmediato:

N = <\/12+t4t2’ ¢1i4t2’)

Entonces, la curvatura x(t) viene dada por:

2

k(t) = T'(t) - N(t) = T a2

Ahora es facil darse cuenta que la funcién £(¢) tiene un méximo en t = 0.

B Determinar el vector tangente unitario, el vector normal principal y el vector
binormal de las siguientes curvas en los puntos dados:

o(t) = (t,t%,¢* + 3) en el punto (1,1,4).

o(t) = (cost,tant,sent) en el punto (g, 1, g)

o(t) = (cost,sent,t) en el punto (0,1, %).
Solucién 669:

Los vectores tangente unitario, normal principal y binormal de una curva
en el espacio vienen dados por:

Puesto que el punto dado corresponde al valor del pardmetro ¢t = %, es
facil obtener:

— V10 2v5 V10 _ VA2 V21 V42
v (D). N (F )

10 ° 7 07 21 07 21
B — (_¥2I0 _4V105 13v210
- 70 105 ° 210 )°

B Encontrar la ecuacién de la tangente a las siguientes curvas paramétricas
en el punto correspondiente al valor de ¢ dado:

o(t) = (26> + 1,3t +2), t = 1.

m o(t) = (cos®t,sent), t =

m o(t) = (tsent,tcost), t =
2

m o(t) 1-?-73537 1?-731&3)' t=1

ek
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B Determinar la curvatura de las siguientes curvas:

o(t) = (e*sent, el cost).

La curva y = /.

o(t) = (24t,1 42,3t +t2)

La curva interseccién del plano 2z +z = 3 con el cilindro 2% +y? = 1.
Solucién 677:

Para una curva o(t) en el espacio, la curvatura viene dada por

lo”(2) x " ()|

k(t) =
lo” ()]
Un simple calculo nos lleva a o’(t) = (1,2t,3 + 2t) y o”(t) = (0,2, 2),
luego
44
o'(t) x 0" (t) = (—=6,-2,2), k(t) = vid 5
(10 + 12t + 8t2)2

2

LONGITUD DE ARCO

B Calcular las longitudes de arco para las curvas siguientes:

o(t) = (cost, 2sent, —2sent), t € [0,2n].
o(t) = (2,12, logt), t > 0, entre (2,1,0) y (4,4,log2).
o(t) = (a(cost + tsent),a(sent — tcost)), t € [—m, 7).
o(t) = (cos t,sen®t), t € [0, 27].
o(t) = (2062 — 1)3/2,3¢2,3t2), ¢ € [0, V3]
o(t) = (log(cost),t), t € [0, F].
o(t) = (3tsent,3tcost,2t?), t € [0, 2.
Solucién:

680 Es bien conocido que la formula del arco de longitud de una curva
con parametrizacion

O'(t), t e [to,tl],
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685

viene dada por la integral definida
t1
L= / lo’ (t)| dt.
to
En este caso concreto, tendremos que
o'(t)=(2,2t,1), tell,2].

La longitud solicitada sera por tanto

2 1
— 2
L_/1 (A2 4 dt.

Después de unos cuantos céalculos, y completando cuadrados llega-
mos a

2 942
2t 1
L:/ t+ dt:[t2+logt]i:3+log2.
1
En este ejemplo el vector tangente es

o'(t) = (3sent + 3tcost,3cost — 3tsent,4t),

de modo que su longitud después de desarrollar los cuadrados y
tener en cuenta alguna cancelacién, resulta ser

o' (t)]* = 9 + 25¢2.

Por tanto, la longitud de arco nos lleva a preocuparnos por calcular
la integral definida

4
L= / V9 + 2562 dt.
0

Esta integral se puede calcular mediante el cambio ¢ = senhz, y
resultado final es 2 4+ % arccosh (%)

B Encontrar la longitud de arco de las siguientes curvas expresadas en forma
polar:

[686] 7 = cos0, 0 [T, 2]. R =62 0<c0,1).
[687] r=0,0¢0,n]. [689] r =sech, 6 € [0, 7).

Solucion 688:
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La férmula de la longitud de arco de una curva dada en polares
r:T(Q)a QOSQSOD

€s 0
L= [ @207 d.
0o

Esta formula proviene de que para una tal curva, una posible parame-
trizacién es

a(0) = (r(f) cosf,r(0)send), 6y <6< 0.
Si aplicamos la férmula usual de la longitud de arco para una curva con
esta parametrizacion, obtenemos la integral anterior.
En este ejemplo, la longitud se calcula a través de la integral

27
L= V0% + 4602 db.

0

Factorizando y sacando del radical 62, llegamos a la integral

27
/ 04+ 62 de.

0
Esta integral es inmediata obteniéndose

27

0

L=1(4+0%)°

1
3

w| oo

[(1+7r2)g —1} .

3
SUPERFICIES

Encontrar una expresién para el vector normal a la superficie de parametri-
zacion:

x = (2—cosv)cosu, y = (2 —cosv)senu, z =senuv,

—nm<u<lnm, —nmlv<T.
i Es suave esta superficie? Intentar esbozarla.

B Encontrar la ecuacién del plano tangente a las superficies siguientes en los
puntos dados:

(691] x =u? y=1% 2=u?+ 0% parau=v=1
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(EPY = = u? y = usen(e’), z = sucos(e’), en (13,-2,1).

2z =322 4 8xy, paraz =1,y =0.

2%+ 3wy + 2% =2, en (1,1,0).
Solucién:
692 Cuando disponemos de una parametrizaciéon de la superficie
(2w, v), y(u,0), 2(u, ), (u,v) € D,
la ecuacion del plano tangente en un punto concreto

(20, Y0, 20) = (x(uo,v0),y(uo, vo), 2(uo, v0))
viene dada por la expresion

or oy 0z
ou ou ou
det | Oz Oy 0z
Ov ov Ov
r—=%o Y—Yo =Z—%20
donde los vectores de derivadas parciales se evaltian para los valores

(up, vp). En nuestro caso los valores de los pardmetros que nos dan
el punto (13,—2,1) son

-2
ug = V13, wvg=log| arcsen — |,
0 0 g< ﬁl?))

y los vectores de derivadas parciales en dichos valores de los
parametros son

dr Oy 0z\ _ 2 2 1
(auauau) = (\/ﬁ’_\/ﬁ’ m)
<8x % 82) = (O 3 arcsen <2> 2arcsen (2>> .
Oov’ Ov’ Ov ’ V13) 73 V13

La ecuacién del plano tangente serd por tanto

2 1
2V13 e Vis
2 2 2 _
det 0 Sarcsen(—?) garcsen(—?) =0
r—13 y+2 z—1

que da lugar a —z — 4y + 18z = 13.
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694 Si la superficie estd determinada a través de una ecuacién del tipo
f(z,y,2) = 0 la ecuacién del plano tangente en un punto de la
misma (2o, Yo, 20) (que debe por tanto verificar f(zo,yo,20) = 0)
viene dada por la expresion

V f (w0, Y0, 20) - (x — 20,y — Yo, 2 — 20) = 0.
En el ejemplo que nos ocupa serd
(4,3,0)- (z — L,y — £,2) =0,

es decir
dx + 3y = 5.

Calcular el drea de la superficie dada por la parametrizacién
x=rcosf, y=2rcosh, z=0, 0<r<1,0<6<2m,
y esbozarla.

Encontrar el drea de la esfera unitaria usando la parametrizacién

x =cosfsen¢, y =senfsenq, z = cos @,
0<0<2m 0<¢p<m.

Si ®(u,v) = (u—v,u+v,uv) para (u,v) € D = {u?+v? < 1}, encontrar
el drea de (D) e intentar esbozar esta superficie.

Solucion 697:

La férmula para encontrar el drea de una superficie parametrizada
®(u,v), (u,v) €D,

€s
A:/ D, x ®,| du.
D

En este caso concreto tendremos

¢, = (L 13”)7 ®, = (_17 17“’)3
D, x P, =(u—v,—u—1v,2), [P, xP,|=v4+2u?+ 202,

y en consecuencia

A:/ V44 2u? + 202 dudv.
{u2+v2<1}
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Por el integrando y por la regién de integracién, el cambio a coordenadas
polares permite encontrar esta integral de modo fécil. En efecto

2 1
A:/ / \/4+2r2rdrd9:§(6\@—8).
0 0

Dicha superficie estd esbozada en la Figura 48 y corresponde a un
paraboloide hiperbélico de ecuacién 4z = y? — 22 sobre {22 + y? < 2},
sin mas que tener en cuenta que r = u — v, y = u + v, por lo que

Z=uv = %(y2 —x?).

0.5

—0.5L

0 : 1

Figura 48: Grafica del Ejercicio 697

Encontrar el drea del toro cuya parametrizacion es
@(p, ) = (R + cosvp) cos g, (R + cos ) sen o, sen y)),

para ¢, € [0,27], con R > 1.
Solucién 698:

Por la férmula del drea de una superficie parametrizada encontramos en
el caso del toro, después de algunos calculos cuidadosos,

&, = (—(R+cosy)sengp, (R+ cosy) cosy,0),
D, = (—cospsen, —sen ) sen g, cos ),
P, x Oy = (R + cosp) (cosgcosth, sen g cos, sent)) ,
|, X ®y| = |R+ cosy)| = R+ costp, pues R > 1,

2 27
A:/ / (R + cosv)) dip dp = 47 R.
0 0
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B Encontrar una parametrizacién para las siguientes superficies:

Porcién del hiperboloide —x? — 3% + 22 = 1, que se encuentra bajo el

rectdngulo [—1,1] x [-3, 3].

Porcién de z = = + 3 que se encuentra dentro de 22 + y2 = 1.
Porcién de x2 + 22 4+ 2z = 0 comprendida entre y = —1 e iy = 3.
Superficie de 4 — z = 2% 4 y? limitada por y + z = 4.

Porcién de superficie y = 4z + 22 comprendida entre x = 0, = 1,

z=0yz=1

Mitad superior del elipsoide 322 + 2y? + 22 = 1.
Porcién de y = 3 — 32 — 222 situado a la derecha del plano X Z.
Porcién de x + y? + 22% = 4 situado frente al plano = = 0.

(d De la esfera de centro (a,0,0) y radio a comprendida en una hoja del

cono z2 + y2 =22

Solucion:

701

702

La ecuacién 22 + 22 + 2z = 1 reorganizada completando cuadrados
se convierte en 22 + (2 + 1)2 = 1. En esta forma vemos que se
trata de un circulo en el plano XZ con centro en (0,—1) y radio 1.
Como la variable y no interviene en esta ecuacién, trasladamos este
circulo paralelamente al eje Y y obtenemos asi un cilindro entre los
planos y = —1 e y = 3. La parametrizacion més natural serd por
tanto

xz(u,v) =cosu, ylu,v)=wv, z(u,v)=—1+senu,

(u,v) € 10,27] x [-1,3].

La superficie de ecuacién 4—z = 22+y? es un paraboloide invertido
mientras que y + z = 4 es un plano (ver Figura 49). La superficie
que nos piden parametrizar es la parte del citado paraboloide
por encima del plano. Veamos cudl es la interseccién de ambas
superficies. Eliminando z de las dos ecuaciones, obtendremos la
proyeccién de dicha interseccién sobre el plano XY. Asi se llega a
la ecuaciéon

y+ (4 —2? —y?) =4

Después de cancelar, agrupar y completar cuadrados, obtenemos
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El modo maés facil de parametrizar la superficie es interpretarla
como el grafo de z = 4 — 22 — y? sobre el circulo anterior. De este
modo ponemos

z(u,v) =vcosu, y(u,v) = (3 +vsenu),

z(u,v) = % —v? —wsenu, (u,v) € [0,27] x [0, %]

Figura 49: Ejercicio 702: paraboloide limitado por plano

705 En primer lugar encontramos el corte de la superficie de ecuacién
y = 3 — 322 — 222 con el plano XZ que tiene ecuacién y = 0. Tal
interseccion es la elipse

La parte de la superficie que queda a la derecha del plano XZ
corresponde al interior de dicha elipse. En consecuencia podemos
parametrizar la superficie que nos solicitan considerandola como la
parte del grafo de y = 3 — 322 — 222 “sobre” el interior de la elipse
anterior. Es decir

r(u,v) =vecosu, y(u,v)=3(1—v?),
z(u,v) = y/3vsenu, (u,v) € [0,2n] x [0,1].
707 La ecuacién de la esfera es (z —a)? +y%+ 22 = a®. De esta suerte, el
corte con el cono 22 = 2 +y2 proyectado sobre el plano XY tendra

ecuacion, después de eliminar la variable z y completar cuadrados,

(o) o=t
g = —
2) TV T
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que es el circulo de radio § centrado en el punto (3,0). La superficie

que nos piden podriamos parametrizarla mediante la parte del grafo
de

z=1+/a2 — (x —a)? — y2

sobre el interior de la circunferencia anterior, resultando

D(r,0) = (rcosb,rsenb,/2ar cost — r?),

0c[-%,5], rel0,acosd];

Pero es quizds mds cémodo usar las coordenadas esféricas del
siguiente modo. Puesto que se trata de una porcién de la esfera
inicial, sabemos que la parametrizacién serd

z(u,v) =a+acosusenv, y(u,v)=asenusenv,

z(u,v) = acoswv.

Lo importante en este caso es determinar la regién en la que deben
moverse los pardmetros (u,v) para que las coordenadas esféricas
s6lo nos describan la parte de la esfera determinada por el corte
del cono 22 = 22 + 42, En primer lugar observamos que el dngulo
u debe barrer el intervalo 3, 2%]. Pero el dngulo v debe barrer un
intervalo que depende del valor de u considerado. Examinando la
Figura 50 con cuidado llegamos a la conclusién de que v varia entre
0 y el dngulo producido en la interseccién del cono con la esfera. Si
parametrizamos la curva interseccion en funcién de u, observamos
que su proyeccioén es (—a cos® u, —a cos usenu) y por tanto la curva

corresponde a,
(—acos? u, —a cos usen u, al cos ul).

De este modo es facil encontrar que si u € [, 7] entonces v €
[0,u— Z], mientras que si u € [, 2F], v € [0, 2 —u]. De forma mds
compacta podemos poner

3
§u§§ 0<v<—-—l|u—m|

b 3
b 3

Se considera la figura en el plano X Z formada por la curva z = 1—|z| y el
arco de pardbola z = 12" Sea S la superficie cerrada engendrada al girar
dicha figura alrededor del eje Z. Encontrar una parametrizacién para dicha

superficie.
Solucion 708:




Capitulo 5 = Geometria diferencial

-20

Figura 50: Gréfica del Ejercicio 707 para a = 2

Puesto que se trata de una superficie de revoluciéon podemos usar la
parametrizacién genérica para este tipo de superficies. Sabemos que para
una curva en el plano X Z de la forma (f(u),g(u)), la parametrizaciéon
de la superficie de revolucién alrededor del eje Z es

D (u,v) = (f(u)cosv, f(u)senv, g(u)).

Figura 51: Ejercicio 708

Atendiendo a la grafica (ver Figura 51a) es claro que sélo es necesario
revolucionar la parte correspondiente a x > 0. La curva serd (¢,1 — ¢),

cont € [0,1] v (¢, %), con t € [0,1], luego la parametrizacién vendrd
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en dos partes:

Dy (u,v) = (ucosv,usenv, (1 —u)), wel0,1], vel0,2n]

Dy (u,v) = (ucosv,usenv, 1_2“2)7 u € 10,1], v € [0, 27]

Encontrar el drea de la superficie de la esfera 22 + y? + 22 = 1 encerrada
por el cilindro x? +y? = x. Esbozar la figura. (Indicacién: usar coordenadas
cilindricas).

B Hallar el drea de las superficies siguientes:

Porcién de z = z+y? que se encuentra encima del tridngulo de vértices
(0,0,0), (1,1,0) y (0,1,0).

Porcién de = + 2y + z = 4 en el interior de 2% + y? = 4.

Porcién de z = 22 —y? entre 22 + 2 = 1 y 2% + % = 4.

De la superficie 22 + y2 — 422 = 0 limitada por z2 + 3% — 4z = 0.

Superficie del cilindro 22 + y2 = 1 limitada por 0 < y < z < 2y.

Del cilindro 2% + y? = 2z limitado por z = 0 y 2% + y% = 22.

De la superficie cilindrica 22 +y? = ay limitada por la esfera de centro
(0,0,0) y radio a > 0.

Del elipsoide 2 + y? + 227 = 3.

De la porcién de esfera 2 + y? + 2% = 2z situada en el interior del

cono 2 + % = 22.

Porcién de = y? + 22 en el interior de 32 + 22 = 9.
Solucién:

710 Podemos describir la superficie que nos dan como una parte del
grafo de la funcién z = z + y?. De esta manera, el 4drea que nos
piden vendra dada por la integral doble

9z\° 0z\°
A—/D\/1—|— (8:10) + (ay) dy dx,
donde D es la region en la que se mueven las variables (z, y). Nétese
que esta férmula corresponde al area de la superficie parametrizada
por (z,y, z(z,y)). En nuestro caso concreto tenemos que D es el
tridngulo de vértices (0, 0,0), (1,1,0) y (0,1, 0). Las variables (x,y)
describen este triangulo si
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713

716

Asf el area serd

1 Yy _ 2
A:/ / \/2+4y2dazdyzw.
0o Jo

La integral queda mucho mas complicada si en el momento de
describir el tridngulo se usa el otro orden de integracion.

Usamos las coordenadas cilindricas centradas en el origen, de modo
que

z(u,v) =vcosu, y(u,v)=uvsenu, z(u,v)=3,

donde hemos tenido en cuenta que z* = ;(z® + y?) es z = o
en coordenadas cilindricas. Lo importante ahora es determinar
apropiadamente la region en la que se deben mover los parametros
(u,v). Esta regién viene determinada por el interior de la curva de
ecuacién 2 + y? — 4 = 0. En coordenadas cilindricas, esta curva
es v = 4cosu. Como se trata de un circulo, concluimos que los

parametros se deben mover en la region

——<u< 0<wv<4cosu.

T
27

|

Necesitamos ademads la norma

NG
‘(xuayuwzu) X (xy7yv,zy)| = T

Finalmente, el area viene dada por la integral

. / /m“fd du.

Después de unos cuantos célculos obtenemos el valor de dicha
integral 2/57.

Para la descripcion de la porcién de cilindro que se nos pide (ver
Figura 52), estd claro que la proyeccién de la figura sobre el plano
XY corresponde a la circunferencia que genera el cilindro cuya
ecuacién en polares es 7 = asenf. De este modo llegamos a la
parametrizacién

®(2,0) = (asenfcosf,asen’ 0, z), 6 € [0,7], z € [0, a| cos ]

donde debido a la simetria sélo hemos incorporado la parte de la
superficie para z > 0. La longitud del vector normal

n(z,0) = (asen(20), —acos(26),0),
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22

Figura 52: Superficie del Ejercicio 716

que es el integrando para calcular el area, es a. Por tanto

7 palcosf|
A:2/ / adzdf = 4a®.
0 0

719 La superficie corresponde a un paraboloide circular de eje X li-
mitado por un cilindro del mismo eje. Lo més apropiado es usar
coordenadas cilindricas cambiando z por x, esto es

z(u,v) = 0%, y(u,v) =vsenu, z(u,v)=vcosu,

0<v<3, 0<u<2r.

Asi, después de unos célculos sencillos, llegamos a que

27 3 T
A:/ /v 1+4v2dvdu:—(37\/§—1).
o Jo 6






Capitulo

ANALISIS VECTORIAL 6

Dedicamos los ejercicios del iltimo tema a estudiar los tres resultados
clasicos del analisis de funciones de varias variables: los teoremas de Green,
Gauss y Stokes. Estos resultados relacionan la integracién de campos vecto-
riales sobre curvas o superficies del plano o el espacio, con la integracién, en
regiones de R? o R?, de ciertas “derivadas” de los campos anteriores. Asf pues,
dedicaremos unas secciones al calculo de integrales de linea y superficie, una
vez visto en el capitulo anterior como parametrizar estos objetos, y veremos
su uso en estos resultados. Un par de secciones adicionales trataran también
con el uso de potenciales escalares y vectoriales para el calculo de integrales
de linea y superficie, respectivamente.

A:
CAMPOS VECTORIALES. POTENCIALES ESCALARES

B Encontrar el rotacional y la divergencia de los siguientes campos vectoriales:

720 | F(x,y, z (xzy Y22, 2?).

(¥%2,0, —2%yz2).

2) =

z) =
w?] F(z,y,z) = (ze¥,—ze Y, ylog z).
723 | F(z,y,2) = ("%, sen(z — y), Z£).

'z

721 | F(z,y,2

Solucion 722:

Encontrar el rotacional y la divergencia de un campo F supone realizar
unas cuantas derivadas parciales y su cédlculo no debe plantear mayores
dificultades. En concreto, se tiene

8F1 L9 OFy . %
T 9r | By 0z’

<8F3 OFy OF, OF3 OF, (’)Fl)
rot F = .
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Para el caso concreto en que
F(z,y,2) = (a:ey, —ze Y, ylog z) ,

tendremos

divF =e¥ + ze™ ¥ + g,
z

rot F = (e Ylogz,0, —zeY).
Demostrar que cualquier campo vectorial de la forma

F(z,y,2) = (f(2),9(y), h(2)),

donde f, g y h son funciones diferenciables, es irrotacional.

B Si f es una funcién escalar de tres variables y F y G campos vectoriales
tridimensionales, probar las siguientes identidades:

div(V x F) = 0.

[726] V x (V) =0.
div(fF) = fdivF + (Vf) - F.
div(FxG)=F-(VxG)-G-(VxF).
[729] V x (fF) = f(V x F) + (Vf) x F.
Solucién 728:

Las identidades involucrando varios campos y los operadores rotacio-
nal y divergencia se comprueban realizando las derivaciones indicadas
(teniendo en cuenta la regla del producto) y reagrupando términos de
modo conveniente. Asi,

div (F X G) = div (F2G3 — FgGQ,FgGl — F1G3,F1G2 — FQGl)

8(F2G3 — FgGg) n 8(F3G1 — F1G3) n 8(F1G2 — FgGl)

Ox Oy 0z
= %Gzz + Fz% - %Gz - Fs%
+ %};)Gl +F387C;1 - %};Gzz - Fl%if
G, p 2 O p 00

0z 0z 0z
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0Gs  0Gjs 0Gs 0G; 0G1  0G,
=F - —= Bl — - 3l —-—
X ) (G -5 e (% - %)

0z oy
0Fy, OF3 0F; O0F; o0F, 0OFy

‘G(‘) G(@x_éw)_G<8y_8x)

=F- (VxG)—G-(VxF).

0z dy

M Sea F = (z,y,2) y a € R3 un vector constante. Probar:

div(a x F) = 0.

V x (ax F) =2a.

div ((F-F)a) = 2F - a.

V x ((F-F)a) = 2(F x a).
Solucién 733:

Se trata de realizar las derivadas con un poco de cuidado. Obsérvese que
si F = (2,9,2), entonces F - F = 22 + y? + 22 = r2. De este modo

V x (r?a) =
B 0 (7"2@3) 0 (rQag) 0 (T2a1) 0 (7"2@3) 0 (7‘2&2) 0 (7’2@1)
N oy 9z 9z oz = oz Oy

= (2yas — 2zas,2za; — 2xasz, 2xas — 2yay) = 2(F x a).

B Averiguar si los siguientes campos vectoriales son gradientes y encontrar un
potencial escalar en caso afirmativo:

2z +y2, 22 + 2y).

Y COST,Sent).

(

(

(32 + by, bz — 2y).

(Va2 + 52, Va2 +y?).
(senhy coshy, cosh z senh y).
(2°

(

(

(

3 + 2wy + 4%, 2% + 2my + 4°).
VE+ VY 575)-

cosx + log v, % +eY).

RN ~ NE < IRERIERIER
NN -~ w| P (o] |eof|eo]|w
<IN = MR & IERESN RS

m =H =2 =2 =25 = = = 9
Il

2

2xyz + senx, 222, 2y).
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8] F = (zcos(zy)+ycos(xz), z cos(xy)+x cos(yz), y cos(xz)+x cos(yz)).

F = (zcos(xzz) — ysen(zy), —z sen(zy), x cos(xz)).

5] F = (ycosz — yze®, xcosz — ze®, —xysen z — ye®).
Solucién:

738 Sabemos que la condicién necesaria y suficiente para que un campo
definido en todo R? sea gradiente es que su rotacional sea nulo. Esta
condicidén se reduce a la igualdad de las derivadas

oF,  0F;

Oy Or

para un campo en el plano F = (F;, F). En este ejemplo concreto
se trata de comprobar dicha igualdad entre las derivadas parciales
correspondientes. Un sencillo calculo hace ver que si

Fi(z,y) =senhycoshy, Fy(z,y)=senhycoshz,

entonces

o
dy

OF:
— cosh? Y+ senh? Y, =2 — senhxsenh Y,

Ox

y por tanto F no es un campo gradiente.
741 Si
F= <cosx + logy, z —|—ey) ,
Y

es sencillo comprobar que si se da la igualdad de las derivadas
parciales correspondientes. Por lo tanto este campo si es gradiente.
Para encontrar un potencial procedemos en dos etapas. En primer
lugar si f(z,y) es el potencial que buscamos, debemos tener

2 = cosz + logy, o1 =2 v,
ox or vy

Por ejemplo, de la primera igualdad, integrando con respecto a =z,
llegamos a que

flz,y) =senz + zlogy + g(y),

para un cierta funcién arbitraria g(y). Si derivamos esta expresién
con respecto a y e igualamos a F5 encontramos que la igualdad

xT T
— 44y =—+¢
y y
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743

745

debe verificarse. En consecuencia, descubrimos que
g(y) = e 4 constante,

y llevando esta expresién a f (tomando por ejemplo la constante
igual a cero), encontramos el potencial

flz,y) =senz + xlogy + €Y.

Para saber si un campo en el espacio es gradiente debemos com-
probar si su rotacional es nulo. Teniendo en cuenta que si

F = (F17F27F3)

entonces
wooE  (0F: _OF OF _OF R, 0R:
0y 0z 0z or’ Ox dy )’
es facil comprobar en este caso que el rotacional del campo F

proporcionado no es nulo, pues ya la primera componente no se
anula.

Es sencillo comprobar que el campo
F = (ycosz —yze®, xcosz — ze®, —xysen z — ye*) ,

si es gradiente, pues su rotacional es cero.
Sea f(z,y,z) un potencial del mismo. Procedemos en tres etapas
para determinar f. En primer lugar, debemos exigir

of

— p— x
— = F} =ycosz —yze”,

ox

de donde integrando con respecto a x, se obtiene

f(z,y,2) = yrcosz — yze” + g(y, 2),
siendo ¢ una funcién de (y, z). En segundo lugar, debemos tener

0 0
rcosz — ze¥ = Fy = —f =zcosz — ze® + 9

dy Ay’
de donde
99 _
oy
y en consecuencia g = g(z). Finalmente, exigimos

0
—rysenz —ye’ = F3 = 87f = —yxsenz — ye’ +g’(2)
z

y concluimos que g debe ser una constante que tomamos, por
ejemplo, como cero. Un potencial es

0,

flz,y,2) = yxcosz — yze®.
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Probar que cualquier campo vectorial F(z,y) = (P(z),Q(y)), con Py Q
funciones derivables definidas en todo R, posee un potencial escalar.

Probar que todo campo vectorial F(z,y) = (f(z + y), f(z + y)), donde
f es una funcién derivable de una variable definida en todo R, posee un

potencial escalar.

Encontrar una funcién Q(x,y) tal que el campo

F(z,y) = (Vay®, Q(z,y))
sea conservativo.
Solucién 748:
La condicién para que el campo
F(z,y) = (Vay®,Q(z,y))
sea conservativo es que se verifique la igualdad de las derivadas parciales

% vz
ox

Por lo tanto, basta tomar
Q(z,y) = 2y*Va® + g(y)
para cualquier funcién g de la variable y.

A:
INTEGRALES DE LINEA. CAMPOS CONSERVATIVOS

B Evaluar las integrales de trayectoria para las funciones y curvas siguientes:

[749] f(z,y) =9+ 87, o(t) = (2tv/1,12), t € [0,1].
[750] f(x,y) =y, o(t) = (t, %), t € [-1,0].

[751] f(z,y.2) = 1+§z§)% o(t) = (cost,sent, t7), t € [0, 2],
[752] f(x,y,2) = xcosz, o(t) = (t,12,0), para t € [0,1].
fx,y,2) =

KA /(xy2) =

f(z,y) = +y, o = tridngulo de vértices (0,0), (1,0) y (0, 1).

Solucion:

T o(t) = (1, %tf,t), para t € [1,2].

Y
y,2) = x + cos? z, o(t) = (sent,cost,t), con t € [0, 27].
Y
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753 La férmula para calcular la integral de una funcién escalar sobre
una curva es

I=Lf=£?ﬂdmoﬁﬂﬁ

En este ejemplo concreto tendremos
fo(t) =1
pues x = z sobre la curva o. Ademds
o(t) = (1,Vt, 1), |o'@t)|=vV2+t.

Por tanto

2
I:/ V2+tdt =
1

Wl N

(3-3v3).
754 Calculamos

o'(t) = (cost, —sent, 1), [o'(t)| = V2,
f(o(t)) =sent + cos®t.

Asi, la integral que nos solicitan serd

2m
I= / (sent + cos® t)v/2dt.
0

Teniendo en cuenta la formula del angulo doble

1+ cos(2t)

2
cos“t = ,
2

la integral anterior sale inmediatamente. Su valor final es mv/2.

Encontrar el promedio de la coordenada y en la trayectoria dada por
o(t) = (t2,t,3), con t € [0,1].

Solucioén 756:

El promedio de la variable y sobre una curva es la integral

o)
long(o) c,y

Los elementos que nos hacen falta son

o/(t) = (2,1,0), |o'(t)] = VI+4E,
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long(o / V14+42dt = =5 — = log(\/g —2),

2
14462 _ 1;2}

[con el cambio =

El valor promedio seréd por tanto

1
/ t\v/ 1+ 4t2 dt.

0

La primitiva que debemos calcular es inmediata con el cambio de variable
s = 1+4t2. El resultado es —(5\[ 1), y por tanto, el promedio pedido

) k(6351
‘[ — log (\/57 2)

Sea f(z,y) =z —yyo(t) = (t't*), para —1 <t < 1. Representar o,

calcular | fdo y la longitud de la curva.
(o4

Esbozar la curva paramétrica o(t) = (t3,sen(t?)), con t € [0, /7). S
f(x,y) = /2 — y2, calcular / fdo.

(o2

Esbozar la curva en el espacio o(t) = (t? cost,t?sent,t), con 0 < t < 4.
Si f(z,y,2) = 2(2+ /a2 + y?), encontrar / fdo.
g
Solucién 759:

Para hacernos una idea de qué curva en el espacio representa la para-
metrizacién
o(t) = (t*cost,t?sent,t), t e [0,4n],

observamos que en coordenadas cilindricas tenemos z = 4/r. Como la
superficie de ecuacién z = /7 es de revolucién, su boceto se obtiene
haciendo rotar alrededor del eje Z el grafo de la funcién raiz cuadrada. La
curva se “enrolla” alrededor de esta superficie segin la Figura 53. Para
calcular la integral que nos piden, necesitamos las expresiones siguientes

flo@®) =t2+1t), |o'(t) = /14 412 4 t4.
En concreto,

4
I= / (2t + t3)V/1 + 442 + 14 dt.
0

Mediante el cambio de variable s = 1 + 4t2 + t*, la integral anterior se
convierte en

1 [l+64m? 42567 1 3
]:1/ \/§d3:6[(1+647r2+256774)2—1
1



6.2 = Integrales de linea. Campos conservativos

100 —100

Figura 53: Ejercicio 759: curva sobre z = /1

B Evaluar las siguientes integrales de linea /F -do:

o

F(z,y) = (sen(2z),sen® z), o(t) = (t,sent), t € [0, Z].

F(z,y.2) = (2,,2), o(t) = (t,t,1), con 0 <t < 1.

F(z,y,2) = (z,—y,2), o(t) = (cost,sent,0), para t € [0, T].

F(,y,2) = (bt ), o(t) = (14 2)%,1,1), con t € [0,1].

F(x,y,2) = (yz,zz,2y), 0 = tridngulo de vértices (1,0,0), (0,1,0)
y (0,0,1).

F(a,,2) = (g, we ch(ay?)), o(t) = (¢!, ¢!,3), t € [0,1).

Solucion:

763 La integral de un campo F sobre una curva parametrizada por o

es la integral
t1
I:/F:/ F(o(t) - o (t) dt,
o to

donde [tg, 1] es el rango en el que se mueve el pardmetro t. En
nuestro caso concreto necesitamos las expresiones

o'(t) = (2(1 + 12)2t,0,1), F(o(t)) = (Hltz, <1+f>2,e) :

F(o(t))-o'(t) = e + 4t.
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La integral que nos piden serd por tanto

1
1:/ (e + 4t) dt.
0

Esta integral es inmediata. Su valor es 2 + e.

765 Igual que en el ejercicio anterior, necesitamos calcular las expresio-
nes

o'(t) = (e!,¢',0), F(o(t)) = (etee”’,etee“,ch(e“)) ,
F(o(t) - o' () = 2e2te™" .

La integral que nos interesa es

1
I= / 2¢2te€” dt.
0

2t

El cambio de variable s = e** convierte esta integral en inmediata

2

e
2
I:/ eds=e° —e.
1

B Evaluar las siguientes integrales:

/xdyfydx, o(t) = (cost,sent), para 0 < ¢ < 27.
/ydsc—I—(Sy3 —z)dy + zdz, o(t) = (t,t*,0), con 0 < ¢ < 1.

/x2d$+xydy+dz, o(t) = (t,t%,1), para 0 <t < 1.

o

1
/senzdx +coszdy — (xy)® dz, o(t) = (cos®t,sen®t,t), para 0 <
t

77
us
< 5.

Solucion:

767 Sobre la parametrizacién

tendremos
de =1, dy=4t®, dz=0,

y por tanto
I:/ydx+(3y3—:zr)dy+zdz
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vendra dada por

1
I :/ (t* + (3" — t)4t?) dt.
0

Después de realizar las operaciones indicadas e integrar el polino-
mio resultante encontramos el valor de la integral 2—30.

769 En este ejemplo tenemos

o(t) = (cos t,sen®t, 1),
o'(t) = (—3cos®tsent,3sen?t cost, 1) .

La integral de linea que nos piden sera

7

2
I = / (—3 sen?t cos? t + 3 cos? tsen? t — sent cos t) dt,
0

es decir,

T Kiis
2

z 1 1
Iz—/ sentcostdt = — = sen’¢ = ——.
0 2 0 2

B Hallar el valor de las siguientes integrales de linea a lo largo de las curvas
dadas:

/ ze¥ dx + 22y dy, con C el segmento recta y =3 con 0 < z < 2.
c

/ coszdxr + senydy, con C el trozo de rectay =x entrex =0y
c

Tr =T.

/(x+y) dx — 3zy dy, con C la curva z2 + 3% = 4.
c

773 / yz? dx + 22 dy + 2zyzdz, con C la curva que une los puntos

c
(—1,2,-2) y (1,5,2) a través de tres segmentos paralelos a los ejes
Z, X eY, en ese orden.

Solucion:

772 En este caso, la curva nos la determinan mediante su ecuacion
22 4+ y? = 4, de modo que debemos dar una parametrizacién de la
misma. Como se trata del circulo centrado en el origen y radio 2,
sabemos que una posible descripcién es

o(t) = (2cost,2sent), t€[0,2n].
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773

Notese ademés que como no nos precisan una orientacién de la cur-
va elegimos la determinada por la propia parametrizacién anterior.
Con esta parametrizacién la integral que nos interesa queda

27
I = / (—4 sentcost — 4sen?t — 24 cos? t) dt.
0

Es sencillo comprobar que los términos primero y tercero tienen
integral nula, mientras que el segundo, usando la férmula del dngulo
doble, vale —4m, que es por tanto el valor solicitado.

La curva C consta de tres partes correspondientes a los segmen-
tos paralelos a los ejes coordenados que unen los puntos (1,5,2) y
(=1,2,-2). En concreto tendremos tres contribuciones a la inte-
gral, correspondientes a cada uno de los segmentos de que consta
la curva C'. La primera parte de C' se parametriza como

o1(t) = (—1,2,—2+4t), te[0,1].

La parte de la integral correspondiente a esta parametrizacion sera

1
11=—/ 16(4t — 2) dt = 0.

0

La segunda contribucién corresponde a la parametrizacion
oa(t) = (2t — 1,2,2), te€][0,1].
La contribucion a la integral asociada a esta parametrizacion es

1
I :/ 16 dt = 16.
0

Finalmente, tenemos

US(t):(172+3t72)7 te [07 1}7

1
I :/ 12dt = 12.
0

La integral total es la suma de esta tres contribuciones, resultado
igual a 28.

Evaluar la integral de F(z,y) = (z,y) alrededor de la hipocicloide

o(t) = (cos® t,sen®t), 0<t < 2m.
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Evaluar / 2xyzdr + 22z dy + 22y dz, donde C es el trozo de recta que
c
une los puntos (1,1,1) y (1,2,4).

B Sea F(z,y) = (_#Ty?’ ﬁ) Evaluar/ F para cada una de las curvas
c
siguientes:
El semicirculo y = v/4 — 22 desde (2,0) hasta (—2,0).
El semicirculo y = —v/4 — z? desde (2,0) hasta (—2,0).

El segmento de (2,0) a (1,0) seguido del semicirculo definido por
y =1 — 22 hasta (—1,0) y junto con el segmento de (—1,0) hasta
(—2,0).

El segmento de (2,0) a (1,0) seguido del semicirculo dado por y =
—+v/1— 22 hasta (—1,0) y junto con el segmento de (—1,0) hasta
(—2,0).

El circulo 2 + y? = 4 partiendo de (2,0) en sentido positivo.

El circulo 22 + y? = 1 partiendo de (1,0) en sentido positivo.

La elipse 22 + 4y = 4 desde (2,0) en sentido positivo.

El circulo (z — 2)2 + y? = 1 partiendo de (3,0) en sentido positivo.
Solucién:

776 En este problema precisamos una parametrizacién de la curva que
nos describen. Se trata del semicirculo superior centrado en el
origen y radio 2, que se puede parametrizar por

o(t) = (2cost,2sent), te[0,7].
Para evaluar la integral necesitamos calcular la expresién
F(o(t) o' (t).

Tras unos cuantos céalculos sencillos, el valor de esta expresion es
igual a 1 para todo t. En consecuencia la integral que interesa vale
.

778 La curva propuesta consta de tres partes
Ul(t):(27tao)7 te [071]3
oa(t) = (cost,sent), te€ (0,7,
os(t) = (=1 —1,0), te[0,1].
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Si calculamos con un poco de paciencia las tres contribuciones a la
integral del campo F, llegamos a los siguientes resultados

1
11:/ 0dt =0,
0
IQZ/ ldf:ﬂ',
0

1
13:/ 0dt =0,
0

I=L+L+13=m.
782 La parametrizacién que nos hace falta es
o(t) = (2cost,sent), te€[0,2n].
El producto escalar F(o(t)) - o’(t) es

2
4cos?t+sen?t’

y la integral que interesa

2m

2

I= / - dt = 2. [Cambio tant = z]
o 4cos?t+sen?t

783 La parametrizacién que necesitamos es
o(t) = (2 +cost,sent), tel0,2n],

el producto escalar es

_ 1+ 2cost
" 5+4cost’

y la integral

> 1 4+ 2cost . t
I = /0 m dt = T. [Camblo tan (5) — .CL'}

Sea F(z,y,2) = (z,y,rz — y) un campo de fuerzas en R?® dado. Calcular
el trabajo realizado por esa fuerza al mover una particula desde el punto
(0,0,0) al (1,2,4) a lo largo del segmento que los une.

Encontrar el trabajo realizado por el campo de fuerzas F definido por

F = (z,—x,y) al mover una particula desde el punto (1,1,1) hasta el

(2,4,8) a lo largo de la curva y = 22, z = a3,
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Hallar el trabajo realizado por la fuerza F(x,y) = (3y? + 2, 162), al mover

787

788

una particula desde el punto (—1,0) hasta el (1,0) siguiendo la mitad
superior de la elipse b%22 + y? = b2. ;Qué elipse (es decir, qué valor de b)
hace minimo el trabajo?

Un campo de fuerzas F en R? viene dado por la ecuacién F(z,y) =
(cxy,z5y?), con ¢ una constante. Esa fuerza actda sobre una particula
que se mueve desde el punto (0,0) hasta la recta x = 1 siguiendo una
curva de la forma y = ax®, con a y b constantes positivas. Encontrar el
valor de ¢ (en funcién de a y de b) tal que el trabajo realizado por esa fuerza
sea nulo.

Solucién 787:

El trabajo realizado por un campo de fuerzas al mover una particula a
lo largo de un camino viene dado precisamente por la integral del campo
a lo largo de dicha curva. En el ejemplo que nos ocupa, la curva viene
dada por la parametrizacion

o(t) = (t,at®), telo,1].
De este modo el producto escalar que debemos integrar es
F(o(t) - o'(t) = (cat®™, a®t5F2) . (1, abt® 1) = cat®™! 4 a3bt30F5,

En consecuencia el trabajo realizado sera la integral

1 Sb
o+l 3p3b+5) g — ac a _
A (cat™" +a ) br2 "3h+e

Si se pretende determinar el valor de ¢ (en funcién de a y b) para que
dicho trabajo sea nulo, debemos exigir

ac n a’b _
b+2 3b+6
de donde se obtiene ¢ = —%.

Hallar la masa de un alambre delgado en forma de un cuadrante de circun-
ferencia 22 +y2 = r?, 2 > 0, y > 0, si la funcién densidad de masa es
p(z,y) =z +y.
Solucién 788:

Cuando una magnitud fisica se determina por su densidad puntual sobre
el cuerpo en el que se haya presente, la cantidad total de dicha magnitud
sobre todo el cuerpo es la integral sobre el mismo de dicha densidad. Asi,
si p(z,y) = x + y es la densidad de masa de un alambre fino que tiene
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la forma del cuarto de circulo 22 4+ y? = r2, z,y > 0, la masa total del
mencionado alambre serd
|
c

donde C es el cuarto de circulo. Una parametrizacién de éste es
o(t) = (rcost,rsent), te[0,%],

de modo que la masa total es la integral

™

B
/ (rcost+ rsent)rdt.
0

Noétese cémo |o’(t)| = r. El valor de esta integral es sencillo de calcular
y vale 2r2.

(2] (2) Dado el campo vectorial

F(z,y) = <6y1+ew(1_x) eV >

(1+ev)2 "1+e”
probar que es un gradiente y encontrar un potencial para dicho campo.

(b) Consideremos ahora la curva C' con parametrizacién
a(t):(t717t2)7 te [071]5

y el campo

G(z,y) = (89”6””(19:) 1+ex+ey>

(1+e%)? T e

Usando el apartado anterior, encontrar el valor de la integral / G-do.
c

Solucién 789:

(a) Comprobar que el campo dado F es un gradiente es sencillo pues
un calculo directo da

o0F, 0Fy yl—i—ez(l—x)

Dy " or ¢ e

Encontrar un potencial para dicho campo es también un ejercicio
sencillo de integracién. Integrando con respecto a y en la igualdad

of _, =
Oy 1+ex’
obtenemos
fz,y) =e¥ + g(x).

1+e*
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Derivando respecto a x e igualando a la primera componente de F,
vemos inmediatamente que podemos tomar g(z) = 0. Por tanto un
potencial para F es

f(@,y) =e"

14ex’

Para calcular la integral de linea de un campo vectorial complicado,
como es el caso, es conveniente primero averiguar si se trata de
un campo gradiente, pues entonces el calculo de la integral se
reduce a evaluar un potencial vectorial en los extremos de la curva.
Un simple cédlculo muestra que el campo G no es gradiente. No
obstante, antes de atacar el clculo directo de la integral, usando la
parametrizacion de la curva que nos dan, resulta interesante tratar
de relacionar este campo con otro que si sabemos que es gradiente.
Remitiéndonos al apartado anterior, observamos que el campo G
se puede descomponer como

G(x,y) = F(.Q?,y) + (va)a

donde F, del apartado anterior, si es un campo gradiente. En
consecuencia, la linealidad de la integral proporciona

/CG:/CF—i-/C(O,x).

Ahora bien, la integral de F sobre C puede evaluarse de manera
muy cémoda mediante el potencial que se ha calculado antes. Asf

1
1+e

ELF:ﬂﬂD%jwwﬁzﬂmeﬂQD:

/C(O,ac) = /01 t(—2t) dt = —;

1 2
=13
c 1+e 3

Por otro lado

Finalmente

B Comprobar que los siguientes campos son gradientes y usarlos para calcular
las integrales pedidas:

/ ye®™ dx + ze™ dy, donde C = (5¢3, —t%), t € [-1,1].

c

/ 322y dx + 22%y dy, con C' = (3t2 +1,2t), t € [0,1].
c
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Sea C la curva de parametrizacién o(t) = <
[0,1]. Calcular la integral

t ot ¢
T+ THe% 1+t6>' cont €

1= / Y223 do + (2xy2® + 22) dy + (3xy®2® + 29z + 1) dz.
c

Solucién 792:
Se trata de calcular la integral del campo
F = (y223,22y2° + 22, 32y%2% + 2yz + 1)

sobre la curva que se da. Los calculos pueden resultar tediosos o incluso
imposibles de realizar, a menos que el campo F resulte ser gradiente en
cuyo caso, con un potencial, la integral se calcula inmediatamente. Si
calculamos el rotacional de F' encontramos que, efectivamente, se trata
de un campo gradiente. Ademas, siguiendo con cuidado los pasos para
determinar un potencial, encontramos que la funcién
flz,y,2) = xy®2® +y2° + 2

es un potencial escalar de F. Asi pues

1= [ F=1(00) - 00) = £ ~4.3) - £0.0,0) = .
C

1
Calcular /C m(x dx+ydy+zdz), donde C es la curva dada

por y = x°, z = z? entre los puntos (0,0,0) y (1,1,1).
Calcular la integral de linea del campo F : R3 — R? dado por
F(z,y,2) = (" (zyz® + yz), z2e"%, e (2°yz + zy)) ,
a lo largo de la curva definida por:

o(t) = (log(tQ —t+1),sen (g(ts 132 3t)) 7 cos(t® —t) — 1) ’

(2 +t+1)4/7
para t € [0, 1].
Solucién 794:

Una simple comprobacién muestra que el campo F es gradiente, pues
estd definido en todo el espacio y satisface V x F = 0. Buscamos pues,
un potencial escalar, es decir, f : R — R tal que Vf = F:

oo ey )
af Tz

aiy = Xze

of

0z
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entonces
f(37>y7 z) = /xzexz dy = xyze®* + ‘P(ﬂca z).

Para determinar ¢ usamos las otras dos ecuaciones:

ai _xz 2 _xz 2 87()0 —
O ey 1y2) = ez + 2u2) + 2 = e, 2) = (2),
%Z =" (2%yz + xy) = " (zy + 2%y2) + ¢’ (2) = ¢(2) = cte.

Luego una funcién potencial es f(z,y,z) = zyze®®. Finalmente, como

o(0) = (0,0,0), o(1) = (0,1,0),

/F~da:f(071,0)—f(070,0) =0.
C

Y Obtener el valor de la siguiente integral de linea:

x y
————d ——+2y|d
/C~1+x2+y2+22 x+(1+x2+y2+22+ y) Y

+ ° )

z
1+a2+9y2+22 2241 ’
donde C es el trozo de curva dada por las ecuaciones 2?2 = 2% + y?,
2?2 +y? =y, © >0, desde el origen al punto (0,1,1).

Solucién 795:

Es inmediato comprobar que el campo vectorial

F(z,y,2) =

X Yy z 1
<1+12+y2+z2’ 14+x2+y2+22 + 2y’ 1+x2+y2+22 + z2+1> ’

es gradiente, pues estd definido en todo R? y satisface V x F = 0.
Buscamos pues, un potencial escalar, resolviendo

of x

or 14+ a249y2+22

of y

P = B —— 2

dy T+ 22
of z L 1
0z 14+x24924+22 2241

Es fécil obtener

f(z,y,2) =log\/1+ 22 + 42 + 22 + 9> + arctan z.

Finalmente,

/F'do—:f((),l,l)ff((),0,0):log\/§+1+§
C
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Sea F(x,y,2) = (23 + 2wy, 2%, 3x2%). Comprobar que la integral de F a lo

largo del disco unidad en el plano XY es cero:

(a) Directamente.

(b) Probando que F es el gradiente de alguna funcién f que habrd que
determinar.

Sea F = (yz,2z + y,xy + 1) un campo vectorial. Definimos la funcién

798

flz,y,2) = / F donde C es el segmento que une el punto (0,0,0) con

c
(z,y, z). Determinar f evaluando la integral de linea que la define y luego
probar que Vf =F.

Solucion 797:

El segmento de recta que une (0,0,0) con un punto genérico (x,y, z) es
U(t) = t(x’ y7 Z)’ t 6 [0’ 1]'
El producto escalar que debemos integrar entre 0 y 1 es

F(o(t) - o'(t) = (Pyz, 2z + ty, Pay + 1) - (2,9, 2)
= 3t%zyz + ty* + 2.

Asi pues

y2

1
f) = [ F= [ @ayr g +od =+ Y+
C 0

Si ahora calculamos el gradiente de esta funciéon f, comprobamos que
en efecto

Vf=F,
luego f es un potencial para F y por tanto este campo es gradiente.
Dado el campo vectorial F : R2 — R?,
F(z,y) = (22° + o — y* — 229, 2¢y° + y — 2% — 229))
y la curva dada por la parametrizacién

o(t) = (tsen(mt?),t cos(nt?)),

para t € [0, 1], calcular la integral /F -do.

o
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A
TEOREMA DE GREEN

Usar el teorema de Green para evaluar la integral

/ ydr — x dy,
C

donde C' es la frontera del cuadrado [0,1] x [0,1] orientada en sentido
positivo.

B Verificar el teorema de Green en los siguientes casos:

El disco {22 + 3% < 1} y el campo F(z,y) = (zy, zy).
El anillo {1 < 22+4y? <4} y el campo F(z,y) = (22% —¢3, 2% +¢3).
Solucién 801:

El teorema de Green asegura que para un dominio D en el plano con
frontera D7 orientada de modo que D queda a la izquierda, y un campo
F = (P, Q) se tiene

[ (0 P
/W(Pd“Qdy)/D(amay> dxdy.

En nuestro caso concreto D es el anillo centrado en el origen con radio
exterior 2 y radio interior 1 (ver Figura 54). De esta suerte la frontera de
D consta de estos dos circulos que debemos orientar de modo contrario
a fin de que la regién delimitada quede a la izquierda segin vamos
recorriendo las curvas. La parametrizacion de ambos serd

x=2cosf, y=2send, 6¢€]0,2n],
x =cosf, y=senf, 6€]l0,2r],

y la tnica precaucién es anadir un signo menos a la integral sobre el
circulo interior debido a que debe recorrerse en sentido horario. Con un
poco de cuidado en los cédlculos tenemos

/ (Pdx+ Qdy) =
oD+

2m
/ [(16 cos® 0 — 8sen® 0)(—2sen §)+
0

(8 cos® 6 + 3sen® 0)2 cos 6 — (2 cos® 6 — sen® 0)(— sen 0)
+(cos® 6 + sen® 0) cos 0] df =
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802

803

27
/ (—30 cos® Osend + 15sen* 0 + 15 cos* 6 + 15sen? cos 9) df
0
45

- —_T.

2

Al calcular esta ultima integral, hemos tenido en cuenta que el primer

2, |

Figura 54: Grafica del Ejercicio 801

y tltimo sumando no contribuyen a la integral, mientras que para cos?
y sen? § hemos usado repetidamente las férmulas del 4ngulo doble (cf.
Ejercicio 535).

Por otro lado, transformando la integral doble a polares,

oQ oP S 3 42 45
//D(ax_ay> d:rdy—/o ‘/13rrdrd9—§7rr =5

Por medio del teorema de Green, calcular
/ (2* + ) dy — (2° + ) da,
c

donde C es el circulo 22 + 3% = 1 recorrido en sentido contrario al reloj.

Aplicar el Teorema de Green para evaluar la integral de linea

/ 22y dz + zy? dy
C

donde C' es la frontera de la regién limitada por las curvas y = 22,

y=8— 2%
Solucion 803:
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Por el teorema de Green, podemos escribir

I= / (x2y dx + x2y? dy) = // (2zy — 2?) dx dy.
c D
La regiéon D se describe como
—2<x <2, x2§y§8—m2,

y en consecuencia

2 8ot 2816
I:/ / (y* — 2 de dy = —.
- 7

Sea F(z,y) = (2y + €%, 2 + sen(y?)) y C el circulo 22 + 4> = 1 con

orientacién positiva. Escribir / F como una integral doble y evaluar.
c

Sea C la frontera del rectangulo [1,2] x [1, 2]. Evaluar/ 22y dx + 3ya® dy
c

con orientacién positiva usando el teorema de Green.

B Usar el teorema de Green para calcular el drea de las siguientes regiones
planas:

El tridngulo de vértices (1,0), (3,4), (5,—-1).

LIk E! cuadrildtero de vértices (0, —1), (3,0), (1,—2), (4,3).

El rea entre las curvas y = 2% e y = /7.

Regién acotada por la astroide (cos®t,sent), t € [0, 27].
Solucién:

807 Recordemos en primer lugar que el drea de una regién D encerrada
por una, curva con orientacién positiva Ct viene dada por

Area(D) = %/ (xdy — ydzx).
C+

Para encontrar el area de la figura cerrada formada por varios
segmentos mediante el teorema de Green, debemos preocuparnos
por integrar sobre segmentos de recta. En particular, sobre el
segmento que empieza en el punto A = (ay1,a2) y acaba en B =
(b1, b2) podemos usar la parametrizacién

(1 —t)(a1,a9) +t(b1,b2), te€]0,1].
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809

Asi la contribucidén a la integral anterior sobre este segmento serd

1 1
5/0 [(1 = B)ar + taz) (b — b1)

—((1 = t)ag + thy)(by — ay)] dt.

Después de unos cuantos calculos y cancelaciones, llegamos a que
tal integral vale

1 1 A
5(&1[)2 - b1a2) = 5 det (B) .

Un sencillo argumento inductivo nos dird que si una regién esta

limitada por los segmentos que unen los puntos A; = (at,ab),
i =1,2,...,n donde A; = A, 1, entonces el area de tal figura
sera

1 < A;
— Zdet ( ) .
2 i=1 AiJrl

En el caso concreto que nos ocupa, tras concretar el orden en el
que deben tomarse los puntos, obtenemos

1 -2 30 4 3
1 det + det + det
2 3 0 4 3 0 -1
0 -1
+ det =6
1 =2

La curva astroide o hipocicloide esta representada en la Figura 91.
Para encontrar el area que encierra, usamos el teorema de Green

. 1
Area(D) = 7/ (xdy — ydzx).
2 Jc
En este caso se tiene
, 1 27
Area(D) = 5 / 3sen? t cos® t dt
0
3 [ 3
= g/o sen?(2t) dt = 3"

Hemos usado las férmulas del &ngulo doble para realizar esta tltima
integracion.
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Usar la forma vectorial del teorema de Green para probar la primera
identidad de Green:

/ fV2gdA = f(Vg) nda—/ Vf-VgdA
D

donde D satisface las hipdtesis del teorema de Green y las derivadas parciales
de fy g (que son funciones de R? en R) existen y son continuas alli donde
sea necesario.

Aplicar la primera identidad de Green para probar la sequnda identidad de
Green:

/ (FV2g — gV2F) dA = / (fVg— gV]) ndo
D oD+

en las mismas condiciones del Ejercicio 810.

812| (a) Sea C un segmento de recta que une los puntos (z1,y1) con (z2,ya).

Probar que
1 1
3 a:dy—ydxzi(mlyg—xgyl).
c
(b) Denotemos por (z1,y1), (22,Y2),--,(@n,yn) los vértices de un po-

ligono recorridos en sentido antihorario alrededor del mismo. Usar el
apartado anterior para probar que el drea del poligono es

n

, 1
Area = B 2($iyi+1 — Tiy1Yi),
P

donde z,, 11 =21 € Ynt1 = Y1.

Si R es una regién del plano tal que C' = JR estd orientada positivamente,
probar que para toda funcién dos veces diferenciable:

/gi e - [[ araa

Sean P(x,y) = =1z vy Qx,y) = =i

(a) Comprobar que / Pdy — Qdxr = // a—P 9Q dA, con R el
oR+ R oz * 5

anillo entre las circunferencias 2 + 32 =4y 22 + y? = 1.

P
(b) Probar que / Pdy — Qdx # // or + 6—QdA con D el disco
oD+
2?2 +y? <1
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(c) Explicar la aparente contradiccidn del apartado anterior con el Teorema
de Green.

Calcula la integral
I:/ygdx+x3dy,
c

donde C es la curva dada en polares con ecuacién r = sen(26), 0 < < 7.
Solucion 815:

Por el teorema de Green, podemos escribir

I://DS(J:Q—yZ)da:dy

donde D es la region encerrada por la curva cerrada C', que corresponde
a un cuarto de la rosa de cuatro pétalos (véase Figura 55). Calculando
esta integral doble en coordenadas polares, puesto que su frontera nos
la proporcionan en estas coordenadas, tendremos

5 [sen(20)
1 :3/ / 72(cos? 0 — sen? 0)r dr do
o Jo

=§/2 cos(26) sen(26) df = 3 sen®(20)| =0.
1/, 40 .

0.5 -

0 0.5 1

Figura 55: Curva del Ejercicio 815

Se considera la curva C parametrizada por o(t) = (t,sent), t € [0,27].
Para el campo F(z,y) = (y — x,%), calcular la integral de linea [, F
mediante el teorema de Green.
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Teorema de Green

Solucion 816:

En esta situacién no podemos aplicar directamente el teorema de Green
puesto que la curva C' no es una curva cerrada. Si usamos otra curva
Cp que una los puntos (27,0) y (0,0), la unién de estas dos curvas si
es cerrada y por tanto limita una region en el plano. De entre todas las
posibles opciones, la mas sencilla seré la recta que una estos dos puntos.
Pero en este caso debemos tener muy presente que al cruzarse estas dos
curvas las orientaciones pueden inducirnos a error si no lo hacemos con
cuidado (véase la Figura 56a). Lo més aconsejable es dividir los célculos
en dos partes que corresponden a las dos regiones que en realidad limitan
las dos curvas. Llamemos a estas dos regiones D; y D-. Entonces si
= (P,Q), podemos escribir

/CF+/COF
] (52 20) asin [, (5250 e

Si realizamos los célculos, no es dificil comprobar que

/ F = 272,
Co

0Q 0P

or Oy
0Q 0P o o
//D,_» (895 — 8y) dxdy = —Area(D;), i=1,2,

pues por simetria ambas regiones tienen el mismo drea. En consecuencia,
la integral solicitada vale —272.

)

Otra opcién hubiera sido cerrar con la curva mostrada en la Figura 56b,
para evitar los problemas de orientacion.

Se considera la curva cerrada C de parametrizacién
a(t) = (sen(2t),sent), ¢ € [0,2n]

que encierra un recinto R, y los campos escalares P(z,y) =z y Q(z,y) =
y. Se pide:

(a) Calcular/de—de.

(b) Probar que // (aP 8Q) dA > 0.
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T
1, .
D 1
0 <
0
Dy
~1} 11 :
| | | | | | | |
0 2 4 6 0 2 4 6

Figura 56: Dos posibilidades de cierre en el Ejercicio 816

(c) Explicar la aparente contradiccién de los apartados anteriores con el
Teorema de Green.

Solucion 817:

(a) Con la parametrizacién dada, se calcula inmediatamente que

2
/dedex:Q/ sen® ¢ dt,
c 0

y escribiendo
sen® ¢t = sent — sen ¢ cos> t,

se llega a la conclusion de que la integral anterior es nula.

(b) Por otro lado

oP 0Q
L T" _ o
ox + oy

// ( - ) dA = 2 Area(R) > 0.

(c¢) De los apartados anteriores se tiene que

O*/de Q dx = [Green] = //(ijraQ)dA>O

de lo cual deducimos que algo falla en la aplicacién del Teorema
de Green. Este fallo viene provocado porque la curva C no es
simple, esto es, se corta a s{ misma (a(0) = a(r) = a(27), véase
la Figura 57), de forma que a mitad de recorrido incumple la
orientacion adecuada en el Teorema de Green.

y por tanto
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Figura 57: Ejercicio 817: curva no simple

Calcular la integral de linea / F siendo F(x,y) = (e® — 3%, cosy + 2%) y
c
C' la circunferencia unidad.

6 !
INTEGRALES DE SUPERFICIE

Evaluar la integral / xy dS, donde S es la superficie del tetraedro con lados
s
z=0,y=0,z4+x=1yx=y.

Calcular / zdS siendo S la superficie dada por
S

{(%yaz)i»’i: az—wQ—yQ}, con a > 0.

Solucion 820:

Si la superficie S admite una parametrizacién
®(u,v), (u,v)€ D,

entonces la integral de superficie de una funcién escalar f sera

/de :/ F(@(u,v)) |, x ®y] dudv.
s D

En este ejemplo concreto podemos tomar como pardmetros (u,v), las
mismas variables (z,y), de suerte que la superficie es

O(z,y) = (x,y, va? — 12— y2> , (xz,y)eD
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donde D es el circulo centrado en el origen de radio a. Los vectores ®,
y ®, coinciden con los vectores

0z 0z
1,0, — 0,1, —
(”3m>’ ()7811/)7
y la integral queda

9:\%  [92\?
/ Va2 —z? —y? 1+<Z) —i—(Z) dx dy.
D Oz dy
Después de realizar estas operaciones con un poco de cuidado, resulta

que la integral es
/ adxdy = Ta®.
D

Calcular / 2% dS donde S es la frontera del cubo [—1,1]°.
s

B Calcular las siguientes integrales de superficie:

/ ydS, donde S es la porcién del plano 3z + 2y + 2z = 6 comprendida
s

en el primer octante.

/ xzdS, con S es el tridngulo de vértices (1,0,0), (0,1,0) y (0,0, 1).
5

/wdS, para S definida pory =22 +42, 0<2<2,0<2<2.
s

/ yzdS, donde S es la porcién de z = y + 3 interior a 22 + y2 = 1.
s

/(y2 +22)dS, S la porcién de = 4 — y? — 22 situada al frente de
s
z=0.

827 /(x2 +y? +2?)dS, donde S es el cilindro 22 + 4% = 9 comprendido
s

entre los planos z = 0y z = 2, incluidas sus tapas.
Solucién:

822 Si representamos la parte del plano 3z + 2y + z = 6 en el primer
octante (véase la Figura 58) nos damos cuenta de que se trata
de un triangulo. Como ademas la funcién que tenemos que integrar
sobre este tridngulo es y, podemos tomar como parametros las otras
dos variables (z,z) y tomar y = %(6 — z — 3z). La proyeccién del
tridngulo anterior sobre el plano X Z nos dard la regién en la que
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se mueven los pardmetros (z,z). Esta proyeccién es también un
tridngulo determinado por las tresrectas c =0,2 =0y 3z+2 =6
(poniendo y = 0 en la ecuacién del plano). En definitiva,

0<x<2, 0<2<6— 3.

La integral que nos solicitan se escribe por tanto

Figura 58: Representacién gréfica del Ejercicio 822

2 6—3x 2 2
6—2z—3x 1 3
I:/ / —\/1+(—> +<—> dz dx.
o Jo 2 2 2
Los céalculos, que son sencillos en este caso, nos llevan a
I =3V14.

825 La superficie S en la que debemos integrar es la porcién del plano
z = y + 3 dentro del cilindro 22 + y?> = 1. En consecuencia, la
eleccién mds sencilla de pardmetros corresponde a (z,y) que se
deben mover en el circulo unitario del plano C. La superficie se
considera asi como una parte del grafo z = y + 3. Por tanto

I:/y(y+3)\/1+1dxdy:ﬁ/(y2+3y)d:1:dy.
c c

Si ahora cambiamos a coordenadas polares, tendremos

2m 1
I= \/5/ / (r?sen? 0 + 3rsen 0)r dr df.
o Jo

Todas las integraciones involucradas son més o menos inmediatas,
teniendo en cuenta las ideas de capitulos anteriores, llegando al
resultado final

_ Vo

4

1
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827

Notese que se podrian haber elegido desde el principio como
pardametros para describir la superficie S, las coordenadas polares.

La superficie S es el cilindro 2 + y? = 9 comprendido entre z = 0
y z = 2, incluyendo las dos tapas z = 0, 22 +y? < 9,y z = 2,
22412 < 9. Dicha superficie consta por tanto de tres partes, las dos
tapas y la superficie lateral, y debemos calcular tres contribuciones
a la integral para después sumarlas.

En primer lugar, cuando z = 0, una parametrizacién valida es

q)(x,y) = (x,y,O), (‘T7y) € {xQ +y2 < 9},

con vector normal de longitud uno. Asi tendremos

L= / (2% + %) dx dy.
{z2+y><9}

Mediante las coordenadas polares encontramos inmediatamente

81
11 = ?ﬂ'

Para la tapa superior, la parametrizacién puede ser (z,y,2) con
(x,y) € {2% + y? < 9}, y andlogamente

12:/ (2% +y° +4).
{w2+y2<9}

Igual que antes encontramos

Finalmente para la superficie lateral usamos como pardmetros para
describirla el dangulo 0 y la altura z. Asi tendremos

x=3cos, y=3senf, z==z2.

En este caso la longitud del vector normal es tres. La integral queda

27 2
Iy = / / 3(9 + 2%) dz df.
0 0

Los célculos conducen a
I3 = 124m.

Por ultimo la respuesta final serd I = I + I + I3 = 2417.
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SiF(x,y,2) = (z,2%,y2) y S={2=0,0< 2 <1,0 <y < 1}, calcular

F.
s

Sea S el elipsoide de ecuacién 2(z —1)%+ (y+1)2+ 22 =1y F(x,y,2) =

(2,9, 2). Calcular la integral I = / F.
s

Solucion 829:

Para parametrizar el elipsoide usamos coordenadas esféricas dilatadas y
desplazadas, que en este caso resultan

x(u,v) =14+ % cosusenv, y(u,v)=—1+senusenwv,
z(u,v) =cosv u€0,2n], ve€][0,n]
Este cambio proporciona el vector normal exterior
n(u,v) = 7 sen v(V/2 cos u sen v, sen u sen v, Cos v);

y la integral resulta

2m ™
_ 1 _
/SF7/0 /0 ﬁsenv(1+\@cosusenv senusenv) dv du

S

B Calcular el flujo del campo F a través de la superficie S. Cuando la superficie
sea cerrada utilizar la orientacién exterior:

F = (e%,eY,z), S = porcién de z = zy sobre el tridngulo (0,0,0),
(1,1,0), (1,—1,0) con orientacién hacia arriba.

F = (e¥,ye,xy), S = porcién de z = 2% + y? por encima de
0<x<1con0<y<1, orientada hacia fuera.

F = (2%y,—3xy?,4y3), S = porcién de z = 22 + y?> — 9 bajo
0<x<2 0<y<1, con orientacién hacia dentro.

RBRY F = (—x, —y, 22), S = porcién de z = \/x2 + y? comprendida entre
z =1y z =2, orientada hacia fuera.

F=(z,y,2), S=a?+y>+22=09.

F=(0,y,-2),8 =y =2a%+2%2para0 <y < 1, junto con
x2+22§1,y:1.

Rl F = (z,2y,32), S = cubo [—1,1]3.
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Solucion:

830

833

Como la integral de superficie de un campo exige integrar el pro-
ducto escalar
F(®(u,v)) - (®y x D),

observamos que esta expresion es el producto mixto de los tres
vectores F(®), ®, y ®,. Sabemos que este producto mixto es
el determinante con filas formadas por estos tres vectores. Asi
podemos escribir

/F:/ det(F(®(u,v), @y (u,v), @, (u,v)) dudo,
s D

si D es la regién en la que se mueven los pardmetros (u,v). En el
caso concreto que nos ocupa, podemos usar como parametros las
propias variables (x,y), de modo que la parametrizacién es

q)(xay>:(xvy7xy)a —$§y§$70§$§1

Asi, tendremos que integrar sobre el tridngulo determinado por los
tres puntos dados el determinante

eIE

eY xy
1 0 y|=ay—ye” —uze’.
0 1 =«

En concreto, la integral que nos interesa es

1 x
/ / (xy — ye® — ze¥) dydr = —2e~ 1.
0 —x

Usamos las coordenadas polares como parametros. De este modo
ponemos

r=rcosh, y=rsend, z=r, 1<r<2 0<60<2nr.
Los vectores tangentes son
(cosB,senf, 1), (—rsend,rcosh,0).

Si hacemos el producto vectorial en este sentido obtenemos el vector
normal hacia dentro. Como nos piden usar la orientacién contra-
ria, debemos invertir el orden de los dos vectores anteriores. Asi
debemos integrar en el rango en el que se mueven los parametros,
el determinante

—rcosf® —rsenf 12
2 3
—rsenfl rcosf 0|=-—r"—r".
cos sen 6 1
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Asi se obtiene el valor de la integral como

2m 2
/ / (—r2—r3)drd9:—73—7r.
o J1 6

834 Una alternativa frecuente para calcular la integral de superficie de

un campo vectorial F consiste en obtener la integral del campo
escalar F-IN, donde N es la normal unitaria a la superficie en cada
punto.
En el caso de una superficie esférica, como la que nos ocupa, es muy
facil conocer cudl es la normal unitaria a la superficie; si S es la
esfera de radio 3 centrada en el origen, la normal unitaria exterior
en cada punto es N = %(:m Y, z). Entonces,

/F:/F~N:/%(x2+y2+z2)
s s s

Ahora bien, dado que estamos integrando sobre S, de ecuacién
22 +y? + 22 =9, estd claro que

/S%(xQ +y?+2%) = /S § = 3Area(S) = 1087

836 Como el cubo [—1,1]3 consta de seis caras, debemos calcular la
integral del campo F sobre cada una de estas caras y sumar al final
los resultados.

En primer lugar consideremos la cara x = 1. La normal exterior al
cubo es (1,0,0) y el producto escalar con F = (z,2y,3z) es z, que
en la cara x = 1 vale precisamente 1. Por lo tanto, esta primera
contribucién a la integral corresponde al area de la cara, que es
4. El mismo razonamiento sobre la cara z = —1 lleva a que la
contribucién sobre esta cara vuelve a ser 4.

Razonando de modo similar en el resto de las caras, llegamos a que
las contribuciones sobre las caras y = 1, y = -1, z =1, z = —1
son, respectivamente, 8, 8, 12, 12. La integral total sera 48.

El campo de velocidad de un fluido se describe por F = (1, z, z) (expresado
en metros/segundo).  Cudntos metros cibicos de fluido cruzan por segundo
la superficie S = {22 + 4% + 22 =1, z > 0}? (Indicacién: se estd pidiendo

s

Dado el campo eléctrico E(z,y, z) = (x,y,0) y la superficie S definida por
el cono 2% + 22 = y? con z > 0 y acotada por los planos y =0 e y = 1,
encontrar el flujo de E a través de S con orientacién hacia arriba.

Solucion 838:
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839

840

841

Si usamos las coordenadas polares
r=rcosh, y=r,z=rsenf, 0<r<1, 0<6<m,

los vectores tangente ordenados para que proporcionen la orientacién
hacia arriba son

(cosf,1,send), (—rsend,0,rcosh).
De este modo debemos integrar el determinante

rcos r 0
cosf 1 senf | =—r?sen?0.

—rsenf 0 rcos6

T 1
/ / 7T2sen29d?”d9:7£.
0 Jo 6

Dada c una constante y D una regién cualquiera del plano XY, probar que
siS={z=c:(z,y) € D} entonces

La integral es

/(P(x,y,z),Q(m,y,z),R(m,y,z)) dS:/ R(z,y,c)dA.
s D

Encontrar el centro de gravedad de la superficie

S={a"+y*+2*=R* 2>0,y>0,2>0}, R>0

Utiliza la Ley de Gauss para determinar la carga eléctrica contenida en
el hemisferio sélido 2 + y? 4+ 22 < a?, z > 0, si el campo eléctrico es
E(z,y,2) = (z,9,22).

Solucion 841:

La ley de Gauss afirma que la carga eléctrica contenida en la regién
limitada por una superficie cerrada es el flujo del campo eléctrico creado
a través de dicha superficie. En este ejemplo la superficie cerrada consta
de dos partes: el hemisferio superior de la esfera 2% +y% 422 = a?, 2 > 0
y el plano del ecuador 22 + y? < a2, z = 0.

En el primer caso, la normal unitaria es (£, 4, 2) de modo que debemos

a’a’a
integrar el producto escalar

Ty z 1,5 9 9
22) (=, 2,5y == 2
(,y,22) - (7 = ) a(x + 9% +22%),
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sobre la superficie determinada por 22 + y2 < a2, 22 = a? — 22 — 3%

Mediante las coordenadas polares, los cdlculos conducen al valor

Sobre el ecuador, tenemos como normal exterior (—1,0,0), luego debe-
mos integral el producto de E con este vector, que es —z. Es inmediato
comprobar que esta integracion da un resultado nulo.

Finalmente la carga total sera

LEPA | a temperatura en el punto (z,y,z) de una sustancia de conductividad
k = 6.5 es T(z,y,2) = 2y*> + 222. Encontrar la razén de flujo de calor
hacia el interior a través de la superficie 42 +22 =6, 0 <z < 4.

Solucion 842:

Debemos encontrar la integral de F = kVT = 6.5(0,4y,4z) sobre la
frontera del cilindro y2 +22=6,0 < z < 4. Sobre las dos tapas de dicho
cilindro, las normales son (£1,0,0) y su producto escalar con F es por
tanto cero. La contribucién al flujo de calor por las tapas es por tanto
nula. Sobre la superficie lateral el vector normal unitario es

—=(0,4,2)
) ’z )
e Y
y el producto escalar con F es

6.5 156

A+ ) = —

7 (y ) 75
debido a que sobre el cilindro, y? + z? vale 6. La integral sobre la
superficie lateral del cilindro sera la constante anterior por el drea lateral,
siendo el valor final 12487.

As
TEOREMA DE GAUSS

B Calcular mediante el teorema de la divergencia y con orientacidn exterior

/ F, en los siguientes casos:
o0

F = (2232 22), Q=[0,1.
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F=(yzu2), Q={a? +y? <2< 1},
LEEY F = (3292, 32%y,23), Q = {22 +¢y2 + 22 < 1}.

Solucion:

844 De acuerdo con el teorema de la divergencia de Gauss,

L= [l

En este caso, se encuentra de modo inmediato que
divF =z,

de modo que la integral que se nos pide es

[ zav

Podemos razonar que esta integral es nula, debido a la simetria.
La regién 2 es simétrica respecto del eje Z en el sentido de que
es una region de rotacién alrededor de este eje. En consecuencia la
integral de la variable x debe anularse.

845 En el ejemplo que nos ocupa, tendremos
divF = 3y® + 322 4 32% = 3(2? + % + 2?),

de modo que, usando las coordenadas esféricas para calcular la
integral resultante,

2T 1 ™
/// dideV:/ / / 3ptsentp dip dpdb.
Q o Jo Jo

Las integraciones que se deben realizar son inmediatas. El resultado

final es IQT’T

B Calcular el flujo a través de S del campo F mediante el teorema de Gauss,
con orientacién exterior para:

F = (22,0,1); S es la superficie del cubo limitado por z = 0, x = 2,
y=0,y=3,2=0y z=4.

F = (3z,2y,6%); S es la superficie del tetraedro de vértices (0,0, 0),
(1,0,0), (0,2,0) y (0,0,3).

F = (z,y, 2); S es la superficie limitada por z = —1? —y? —2x+4y+4
y por el plano XY.
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849

850

Solucion 847:

El flujo de un campo a través de una superficie cerrada S que encierra
una region sélida R de modo que S = OR, se puede calcular a través del
teorema de la divergencia. En efecto

[¥= ][ aveav
s R

En este caso concreto divF = 11, de modo que el flujo serd 11 veces el
volumen del tetraedro. Dicho volumen es la unidad en este ejemplo. Se
puede calcular mediante la integral triple

1 p2(1-z) p3-3z—3y
/ / / dzdydr = 1.
o Jo 0

Por lo tanto el flujo es 11.

Calcular la integral / F donde S es la frontera de la media bola 2% + 3% +
s

22<1,2>0,y F = (x+3y% y+10x2z, 2 — 2y) con orientacién exterior.

Calcular el flujo del campo F(z,y, z) = (z,y,2) a través de la porcién de

superficie S determinada por

Z2=2+y?, P4 yP<22, 220,

y orientada exteriormente, directamente y mediante el teorema de Gauss.
Solucién 850:

La superficie S propuesta admite parametrizacién mediante las coorde-
nadas cilindricas del siguiente modo

O(r,0) = (rcosb,rsend,r), fg <f< g, 0 <r<2cosb.

En consecuencia el vector normal es, después de algunos calculos,
n(r,0) = r(cosf,send, —1).
Asi el producto escalar F(®(r,0)) -n(r,0) = 0, y el flujo de F sobre dicha

superficie es también nulo.

Para llegar a esta misma conclusién usando el teorema de la divergen-
cia, debemos completar la superficie S hasta limitar una regién cerrada
del espacio. En esta eleccién tenemos libertad completa pero debemos
hacerlo de suerte que las integrales involucradas sean lo mas sencillas po-
sibles. Probablemente la eleccién mas sencilla corresponda a considerar
el cilindro, R, tal y como se muestra en la Figura 59,

22+ y? <2z, 0<z2< a2+,
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La frontera de este sélido estd formada por la superficie S anterior (con
orientacién contraria a la que hemos usado), la superficie lateral del

cilindro, S,
2?4+ =2z, 0<z<+a?+y2,
y la tapa inferior, Sy,
22 4+9? <2z, 2=0.

Por el teorema de la divergencia tendremos

///RdideVz/SF+/SlF+/SDF.

Figura 59: Grafica del Ejercicio 850

Calculamos estas integrales de manera separada. Sobre S es ficil com-
probar que, si N es la normal unitaria exterior,

F-N=(z,y,2)-(0,0,—-1) = —2 =0, pues z =0 sobre Sp.

Sobre S; tenemos la parametrizacién

(0, 2) = (2cos?0,2cosfsenb, z), —— <0 < g, 0<z<2cosf

0ol

y el vector normal
n(f,z) = (2cos(26),2sen(26),0).

El producto escalar F(®(6,2)) - n(f,2) después de algunos cédlculos
resulta 4 cos? @, y por tanto la integral sera

us 2cos 6
2
/2/ 4cos29dzd9:3—.
_g 0 3
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Finalmente, como divF = 3,

/ / /R divF dV = 3Vol(R).

Para calcular el volumen de R usamos las coordenadas cilindricas para

obtener
3 2cosf pr 392
VOI(R):/ / / rdzdrdf = —.
—-Jo 0 9
2

Por dltimo, la integral que nos interesa sera

[r=[[] aveav—[F- [ P -0
S So

como ya sabiamos.

Verificar el teorema de Gauss para el campo F = (zz,yz, xy) sobre la regién

limitada por 2 >0, 22 +92 <1y z<4—+/1—22 —y2.

Sea F = (2z,3y,52 + 62) y G = (3z + 422, 2y + 5x,5z). Probar que

853

for=Je

donde S es cualquier superficie frontera de alguna regién acotada del
espacio.

Solucion 852:

Este ejercicio se reduce a comprobar que los campos F y G son tales
que divF = divG. Esto es de muy sencilla comprobacién. Por tanto,
aplicando el teorema de la divergencia podemos concluir

/SFz///RdideV:///RdideV=/SG,

donde R es la region cuya frontera es la superficie cerrada S.

Evaluar la integral / V x F donde S es el elipsoide 22 + 32 + 222 = 10, y
F = (sen(xy), e*, —yz) con orientacidn exterior.
Solucién 853:

La integral solicitada es nula pues el campo V x F es un campo con
divergencia nula
div(VxF)=0

al ser un rotacional. Por el teorema de la divergencia su integral sobre
cualquier superficie cerrada sera nula.
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Sea S el casquete de paraboloide z = 4 — 22 — y2?, z > 0. Se considera el
campo vectorial:

Fo x y z
T\ @22 2232 (22 42+ 2232 (a2 + 2 + 22)32 )
Hallar el flujo de F' a través de .S hacia el exterior.

Solucion 854:

No es dificil comprobar que el campo F tiene divergencia nula. Pero
debemos tener la precaucién de observar que no estd definido en el
origen. Luego cualquier regiéon en la que trabajemos con dicho campo
debe evitar el origen. En particular consideremos la superficie S; que
consiste en el hemisferio superior de la esfera 22 + y? 4+ 22 = 1 y 9y,
el anillo entre las circunferencias de radio 1 y 2 sobre el plano z = 0.
Sea R la region limitada por estas tres superficies S, S7 y Sy (véase la
Figura 60). Como el campo F tiene divergencia nula, concluimos que

0:/// dideVz/F—i—/ F+/ F,
R S S1 Sa

considerando las orientaciones apropiadas (exteriores). En consecuencia

/SF:—/SIF—/SzF.

La ultima de estas dos integrales se calcula de manera directa pues la
normal unitaria exterior es (0,0, —1), luego

F-(0,0,-1) = — i ,
2

@ +92+22)

y la integral queda

/ S =0
So (x2+y2+22)§

pues So se encuentra sobre el plano z = 0.

En cuanto a la otra integral observamos que la normal exterior unitaria
es N=—(z,y,2) y

2 +y 420

F-N=— .
(22 + 42 + 22)2

=1,

Finalmente
47

/ F = Area(S;) = —.
s 3
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Figura 60: Regiéon del Ejercicio 854

Sea F = (x,y,2) y D una regién del espacio con frontera 9D. Probar que

856

857

el volumen de D viene dado por %faD F'. Usar este hecho para calcular el
volumen de un cono circular de altura A y radio a.

Sea S una superficie cerrada que encierra un volumen D, y sea % =Vfn

la derivada direccional de una funcién escalar en la direccién de la normal
unitaria exterior a S. Probar que

(2 o

Sea R el recinto en el espacio limitado por las superficies 22 + 32 —2 =0y
el hemisferio superior de 22 + 4% + 22 = 1, y sea S la superficie frontera de
R. Considera el campo F = (23 —y3, 5% — 23, 23 — 23). Usando el teorema
de la divergencia, transforma I = fs F, y escribe la integral resultante en

coordenadas cilindricas (no es necesario calcular la integral final).
Sea F = (—xz,—yz,2% + y*> + 2%) y S la superficie
S={a+y"+2°=1, -1 <2< 1}

Calcular la integral, con orientacién exterior I = / F.
s

Solucién 858:
Sean Sy y S_ las dos tapas
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859

respectivamente. Si completamos S con estas dos tapas orientadas ex-
teriormente tendremos, por el teorema de la divergencia,

///RdideV/SFJr/S+F+/SF.

Ahora bien, es inmediato comprobar que divF = 0 y que las normales
unitarias sobre Sy y S_ son, respectivamente, (0,0,1) y (0,0, —1). Por
tanto

/F+/ F:/ (;v2+y2+i)—/ (2 +y*+ 1) =0,
Sy s- Sy s-

pues la proyeccién de Sy y S_ sobre el plano XY es la misma. Conclui-
mos que la integral solicitada es nula.

Calcula la integral del campo F = (222 — 29?2, yz? — y2z2, zy? — z2?) sobre

la superficie S = {2? — 22 —y? =0, 1 < z < 2}, orientada al exterior.

Sea S la superficie dada por

S={r*+y*=22,0<2<1JU{3—2z=2"+y* 1 <z<2}

Calcular el flujo del campo vectorial F(z,y,2) = (x,y,z) a través de S,
con orientacién interior,

(a) Directamente.

(b) Usando el Teorema de Gauss.

Solucién 860:

(a) Denotemos por S; y Sq las dos partes de S, respectivamente y por

S
{3—z:x2+y2, 2§z§3}.

Noétese que SU.S3 forma una superficie cerrada que limita la region
del espacio atrapada por los dos paraboloides 2z = z2 + 3% y
3 — 2z =% +y? (véase la Figura 61).
Las integrales del campo F sobre S; y S5 requieren sendas para-
metrizaciones. Las coordenadas cilindricas proporcionan la mejor
parametrizaciéon en ambos casos. Asi sobre Sy

(rcosf,rsend, %7"2)7 0<f<2m 0<r<+2.

Después de calcular los vectores tangentes con respecto a 6 y a r,
evaluar el vector normal y realizar el producto escalar con F, se
llega a que debemos integrar la expresién

2 \/5 1
/ / (—7“3) drdf = —m.
o Jo 2
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Sobre S5 tenemos de manera andloga
(rcosf,rsenf,3—1%), 0<60<2m, 1<r<vV2.

Igual que antes, desembocamos en la integral

27 \/5 9
/ / (—3r — r3) drdf = —=m.
0 1 2

Por la tanto la integral pedida sobre S es la suma de estas dos

. i1
integrales. Su valor es —Tﬂ.

Figura 61: Regién del Ejercicio 860

(b) Por otro lado, hemos indicado que la unién de S y Ss limita la
regién encerrada por los dos paraboloides. Si llamamos R a dicha
regién, por el teorema de la divergencia tendremos

—///RdideV:/SF—I—/SSF.

El signo menos obedece a las orientaciones que hemos usado en
S. Por lo tanto podemos encontrar la integral de F sobre S calcu-
lando los otros dos términos. Para la integral sobre R usamos las
coordenadas cilindricas. En efecto

- /// divF dV = — 3 Volumen(R)
R
27 V2 p3—r?
=—3/ / / rdzdrdf = —9m.
o Jo ir2
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Para S3 usamos una parametrizacion idéntica a la empleada con
Ss pero con limites de integracién para r entre 0 y 1. Asi llegamos

a la integral
27 1 7
/ / (—3r — 7‘3) drdf = —=.
o Jo 2

De este modo, encontramos que

7 11
F:—g —_ = ——
[5 7r+27r 271',

tal y como habiamos obtenido antes.

Calcular la integral de superficie /(wa,ny,y) siendo S la superficie
s

formada por la unién de

{(z,y,2):0< 2 < 1, 22 + 42 =1}

{(l‘,y,Z)Il‘2+y2 <1 Z:il}

Ao
TEOREMA DE STOKES

B Verificar el teorema de Stokes para los campos F' y superficies S siguientes:
F = (—y,z,2); S es la porcién del cilindro z = 22 interior al cilindro
2?2 +9y? = 4.

K[RY F = (5y,3z,2%); S es la porcién de z = 22 + y? — 4z — 4y + 8 bajo
el plano z = 5.

F = (z,y,2); S el grafo de z = —y/1 — 22 — 2.

F = (yz,zz,zy); S es el tridngulo de vértices (1,0,0), (0,1,0) y
(0,0,1).

Solucién 863:

Una parametrizacion para S se obtiene mediante una traslacion de las
coordenadas cilindricas

(2+7rcosh,2+rsend,r?), 0<0<2mr, 0<r <5
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El rotacional de F es el campo (0,0, —2). La integral de este rotacional
sobre S conduce, después de los calculos oportunos, a la integral

27 \/g
/ / (=2r)drdf = —10r.
o Jo

Por el teorema de Stokes, podemos también encontrar este valor me-
diante la integral de F sobre la curva frontera de S, parametrizada por

2+ V5 cos,2 + \/?)ser19,5)7 0<6<2m.
El producto escalar de F por el vector tangente resulta ser
—10v5senf — 25sen? @ + 6v/5 cos 0 + 15 cos? 6.

La integral de esta expresién sobre el intervalo (0,27) (recordando las
férmulas del dngulo doble) conduce al valor —107 que coincide con el
anterior.

] Calcular/ F - do para:
c

F = (0, —z,2z + 3y + 2°); con C la interseccién entre z + y + z = 1
yz? +9% =1

F = (0,0, zy); con C la interseccién de z = y con 22 — 2z + 4% = 0.

F = (zyz, 2% 22); con C la interseccién de z = 22 + y* con z = x.

Solucién 867:

Por el teorema de Stokes, podemos encontrar la integral de linea que nos
piden integrando el rotacional de F sobre una superficie cuya frontera
sea la curva dada. La eleccién maés sencilla es la regién plana en z = y
que encierra la curva, es decir,

(-1 +9y* <1, z=y.
Una parametrizacién de esta superficie es
(1+rcosf,rsend,rsend), 0<6<2m,0<r<1.

El rotacional de F es (x, —y,0) mientras que el vector normal asociado
a la parametrizacién es (O7 —r, 7). De este modo tenemos que encontrar
la integral sobre la regién en que se mueven los parametros de la funciéon
que proviene del producto escalar del rotacional de F por el vector
normal anterior, es decir,

27 1
/ / r2senfdrdf = 0.
0 0

Luego la integral pedida es nula.
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Calcular la integral

870

/VXF
s

donde S es el hemisferio 22 + %> + 22 =1, 2 > 0, F = (23, —43,0)
con orientacién exterior. Calcular esta misma integral si S es el hemisferio
x2+y2+22:1, z <0.

Usando el teorema de Stokes evaluar la integral de F = (zy, yz, zz) sobre

la curva C formada por los tres segmentos de recta que unen los puntos
(2,0,0), (0,1,0) y (0,0, 3).

Solucion 870:

Mediante el teorema de Stokes podemos escribir

/F:/VXF,
c s

donde S debe ser una superficie cuya frontera es la curva C. En el caso
concreto que nos ocupa, la superficie S es el trozo de plano (tridngulo)
limitado por los vértices dados. Dicha superficie tiene parametrizacién

(,y,31—-y—%)), 0<2<2 0<y<1-%

El vector normal asociado a esta parametrizacion es constante (%, 3,1)
y el rotacional de F es el campo (—y, —z, —x). Asi pues la integral que
buscamos se escribe

17*93 7
/ / (—y—$+9) dy dzx.
o Jo 2

Después de unos cuantos cédlculos, se llega al valor de esta integral que
25

es =2,
6

Supongamos que S7 y Sz son dos superficies con la misma frontera C.

Probar que

VxF= V xF
Sl SZ

Aplicar esta idea para evaluar la integral

/VXF
s

siendo S la porcién de la esfera 22 + y> + 22 = lyz +y+2z > 1, con
F=(-2-20).

Sea

_y T
F(z,y,2) = <~T2+Z/27~T2+y2,0>.
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Teorema de Stokes

(a) Mostrar que la integral de F sobre el circulo unitario C' = {z% +y* =
1,z = 0} vale 2m. Concluir que F no puede ser conservativo.

(b) Comprobar sin embargo que V x F = 0. ;Qué falla para este F?

Sea C la curva interseccién de las superficies x+y+2 = 0y 22 4+y?+22 =1,

874

y F el campo (z,z,y). Calcular la integral [, F.
Solucién 873:

Por el teorema de Stokes, la integral que deseamos calcular puede
encontrarse integrando el rotacional de F, que es el vector constante
(1,1,1) sobre una superficie cualquiera (lo mds sencilla posible) cuya
frontera sea precisamente la curva C'. Nétese la relacion de este problema
con el 871. Indudablemente la superficie més sencilla que podemos elegir
es

z4+y+z2=0, 22+¢y*+22<1.
Noétese que

224y 4+22=1, z+y+2>0,
es también una eleccién correcta.

Como la superficie que hemos elegido es un trozo de plano, la com-
ponente normal del rotacional de F sobre este plano sera el producto
escalar

1
(1,1,1) - %(1,1,1) =/3.

De esta suerte la integral que buscamos es
V3 Area(s).

Como S es un circulo méaximo de la esfera unitaria, su drea es 7, y la
integral que nos piden vale v/37.

Sea S el helicoide con parametrizacién

D (u,v) = (ucosv,usenv,v), 0<v<2m 0<u<l,
y el campo F = (xy,yz,xz). Verificar el teorema de Stokes en esta
situacion:

(a) Calcula / V x F usando la parametrizacién dada.
s

(b) Calcula directamente / F, donde 0S es la curva frontera del heli-
85
coide.
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Solucion 874:

En primer lugar, calculamos la integral del rotacional de F directamente
sobre el helicoide (véase la Figura 62) cuya parametrizacién nos propor-
cionan. Tras unos cdlculos mas o menos directos, desembocamos en la
integral

27 1
/ / (—u sen? v + v cosv — u? cos v) du dv
0 0

cuyo valor es —7, considerando la orientacién hacia arriba.

-1 0

0.5 1 _1—0.5

Figura 62: Helicoide del Ejercicio 874

Para comprobar el teorema de Stokes en este ejemplo, debemos tener
un poco de cuidado en describir perfectamente la frontera del helicoide.
Dicha frontera consta de cuatro partes cuyas parametrizaciones damos
a continuacion

u=1-— (cosv,senv,v), 0<wv <2,
u=0—(0,0,v), 0<wv<2m,

v=21 — (4,0,27), 0<wu<1, (malorientada),
v=0— (4,0,0), 0<wu<1 (malorientada).

Se trata por tanto de calcular la integral del campo F sobre cada una de
estas curvas y sumar los resultados finales. La primera de estas integrales

es
s

5,
mientras que las otras tres son trivialmente nulas. Como cabia esperar
los resultados coinciden.

27
/ (—cosvsen21)+vcosvsenv—i—vcosv) dv = —
0

875 | Para el campo F = (yz —y,xz+x,xy) y la curva C interseccién del plano
x+y+z=1yelcilindro 22 + y* = 1, calcular la integral I = [, F.
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A~
POTENCIALES VECTORIALES

B Determinar si existe un campo vectorial G tal que:
V x G = (zy?,y2?%, 22?).
VxG = (yz,xz,zy).

Se considera la superficie S = {(z,y,2) € R®: 22 +1y?> = 22, 22 —y >
6, z < 8} y el campo vectorial F(z,y, z) = (—2z,—1,1). Hallar el flujo de
F a través de S con orientacién exterior usando el Teorema de Stokes.
Solucién 878:

La superficie S es el cono 22 +y? = 22 limitado por los planos 2z —y = 6
y z = 8, que puede verse en la Figura 63. Para poder aplicar el Teorema

Figura 63: Superficie del Ejercicio 878

de Stokes al célculo de una integral de superficie tenemos que escribir F
como un rotacional. Esto es posible porque divF = 0. Asi, F =V x G,
donde G es la solucién del sistema:

% — @ = -2z
dy 0z
060Gy |
0z ox
06, 0G, _
ox dy

Si ponemos que GGz = 0, entonces

06y

5 —22 = Gy = 2% + ¢(x, )
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y
oG
a—zl =-1= Gy =—-z+¢(x,y).
0 0
Sustituyendo en la tercera, 8;)0 — a—w = 1. Una posible eleccién puede
T Y

ser o =z, P = 0.

Asi pues un potencial para F es G = (—z, 22 + z,0). Entonces,

/F:/VxG:[Stokes]: G.
s s s

La frontera de S esta formada por las curvas C1, la interseccion del cono
con el plano z = 8, y Cs, la interseccién del cono con el plano 2z —y = 6.

C1 es la circunferencia de radio 8 situada en el plano z = 8; una
parametrizacién es

a1 (t) = (8cost,8sent,8), te€]0,2n]

la cual tiene orientacién contraria a la que indica el Teorema de Stokes.

Para obtener una parametrizacion de Cy eliminamos z de ambas ecua-

ciones,
2 2 2 2 2
= —2
Tty ==z — (x) +(y) =1,
z=4%43 V12 4

. . oy
que parametrizamos como una elipse desplazada sobre el plano z = £ +3

as(t) = (V12cost,2 + 4sent, 4 + 2sent), t € [0,27]

que estd bien orientada. Por tanto,

/F —/G+ e
S C1 Cs

27
= —/ (—8,64 + 8cost,0) - (—8sent,8cost,0)dt
0

2m
+/ [(—4—25ent, (4 + 2sent)? + V12 cost, 0)
0

«(—v12sent, 4 cost, 2 cos t)] dt,

teniendo en cuenta que

2 2w
/ costdt:/ sentdt =0,
0 0
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879

y que
27 27
/ sethdt:/ COSQtdt:ﬂ',
0 0

/ F = (—64 + 6v/12)r.
S

se tiene

Calcular el flujo del campo F(z,y, z) = (2z,4—y, —z) a través de la porcién
de paraboloide 4 — z = 22 + y? limitada por y + 2z = 4 y z = 1 orientada
al exterior, mediante los teoremas de Gauss y Stokes.

Solucién 879:

Es muy sencillo comprobar que el campo F proporcionado tiene di-
vergencia nula, luego admite potenciales vectoriales. Un tal potencial
vectorial se encuentra de manera sencilla como

G=(4-vy)z, —222,0), VxG=F,

sin mas que seguir las pautas mostradas en el Ejercicio 878.

Por el teorema de Stokes, podemos escribir

[F=[vxe-[ e

La frontera 9S consta de dos curvas que son

x2+y2:3, z=1,

-3t =1 yte=4
(véase la Figura 64) con parametrizaciones respectivas
(V/3cos0,v/3senh,1), 0<6<2m,

lsen&)7 0<0<2m.

1 7 _
sent, 5 — 3

1 1
(§COSG,§ + 3

la segunda de ellas mal orientada.

La integral de G sobre 0SS consta de estas dos contribuciones que son

27
/ (—4\/§sen9 + 3sen? 0 — 6 cos? 9) df = —3m,
0

2 2
/ [(7_556110) (—1sen0>—100520<7—1sen0)] df =0,
o 2 2 2 22

llegando asf al resultado final de —3.
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Figura 64: Gréafica del Ejercicio 879

Consideremos el campo vectorial F(x,y,2) = (y,z,z), y la superficie S
(porcién de un toro), parametrizada por

D(u,v) = ((2 — cos(u)) cos(v), (2 — cos(u)) sen(v), sen(u)) ,

u € [0,27], v € [0, 37”] Calcular / F orientada al exterior.
5

Solucion 880:

La superficie S es un toro al que se le ha quitado un trozo (véase la
Figura 65). Si le anadimos las tapas Sy y a2, orientadas exteriormente,
entonces tendremos una superficie cerrada, que encierra un volumen D
a la que poder aplicar el teorema de Gauss. Asi pues:

/SF—F/SIF%—/SZF:///DdideV

Como divF = 0, s6lo habra que calcular las integrales sobre Sy y Ss.

Parametrizamos S1; se trata de un circulo situado en el plano y = 0, (el
correspondiente a v = 0 en la parametrizacién de S) de centro (2,0, 0)
y radio 1. Una parametrizacién es:

Dy (r,t) = ((2—rcost),0,rsent), rel0,1], ¢t € [0,2n].

La normal unitaria exterior a Sy es el vector N7 = (0, —1,0). Entonces,

/Fz/ F~N1=/ —zdS
Sl Sl Sl
27 1
:/ / —r?sentdrdt =0.
0 0
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Figura 65: Ejercicio 880: porcién de toro

Del mismo modo, S5 es un circulo situado en el plano z = 0 (correspon-
diente a v = 3777) de centro (0,—2,0) y radio 1, cuya parametrizacién
viene dada por:

Dy(r,t) = (0,—(2 —rcost),rsent), rel0,1], t€[0,2n]

La normal exterior a Sz es No = (1,0,0) y por tanto:

/F:/F-Ngz/yds
Sa Sa S2

27 1
= / / r(rcost — 2)dr dt = —2m.
o Jo

Conclusion: / F = 27.
S

Sea S = {(m,y,2) ER®: 2+3 = /22 +y% 2 <0}U{(z,y,2) € R3:
2 +y* =9—-20< 2z <5} SiF(r,y,2) = (z,y,—22), caleular [ F
orientada al exterior:

(a) Directamente.

(b) Mediante el teorema de Gauss.

(c) Mediante el teorema de Stokes.

Solucion 881:

Dejamos al lector el cédlculo directo de la integral. Obsérvese que el
campo F tiene divergencia nula. Aunque la superficie S no es cerrada,
puede anadirsele el disco

S’:{z2+y2§4,z=5}
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de modo que S U S’ encierra en su interior la regién R (Figura 66). Por
el teorema de la divergencia

Oz///RdideV:/SF—i-//F:/SF—&-//F-N.

Como S’ es un trozo de plano, la normal unitaria exterior N = (0,0, 1)

Figura 66: Superficie del Ejercicio 881

y por tanto
/ F-N= [ (—22) = —10Area(S’) = —40m.
! S/

Por otro lado, debido de nuevo a que F tiene divergencia nula, podemos
encontrar un campo G cuyo rotacional es F. Asi, por el teorema de

Stokes, tenemos
/ F= / VxG= G.
s s a8

Un tal campo G es fécil de encontrar (cf. Ejercicio 878), por ejemplo,
G = (0, —2xz, —zy).

Existen infinitas otras posibilidades igualmente validas.

La frontera S consta de una sola curva z = 5, 22 + y?> = 4 con
parametrizacién

(2cosb,2senf,5), 0<0<2r.

La integral de G sobre 05 es por tanto

2w
/ (—40 cos® §) df = —40m.
0
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Consideremos la superficie M en R? definida por las ecuaciones:
_ 2 2
z=x+y, y <z, x°<2.

Sea el campo vectorial F(z,y,2) = (2,,y) definido en todo R?. Calcula
el flujo de F a través de M orientado hacia el exterior,

(a) Directamente.

(b) Mediante el teorema de Gauss.

(c) Mediante el teorema de Stokes.

Hallar el flujo del campo F(z,y,2) = (z,2z,y) a través de la superficie S
dada por

ysz, 0<x<1, 0<2<1,
directamente y mediante el Teorema de Stokes.

Denotemos por S el casquete de elipsoide
{Q(x— 124+ (y+r1)2+22=1,1<2v2z < 2}

y F(z,y,2) = (z,y,—22). Calcula la integral I = [;F usando de algiin
modo:

(a) El teorema de la divergencia.

(b) El teorema de Stokes.

Solucion 884:

En primer lugar observamos que el campo F tiene divergencia nula.
Si completamos el casquete dado con las dos tapas correspondientes a

1 1 . .
=575 (S1)yzr= 7 (S2) tenemos una superficie cerrada que encierra
una parte sélida del elipsoide R. Luego

0:///diVFdV:/F+/ F+/F
R S S1 Sa

Como estas dos tdltimas integrales tienen normales unitarias exteriores
(—=1,0,0) y (1,0,0), respectivamente, sus integrales se calculan inmedia-
tamente. En efecto

/s1 /Sl :_7Area(51) 27\1/577 (\f_151>7

pues Sy es el circulo en el plano x = ﬁ, (y+1)2—-22<V2- g. Del
mismo modo,

/S2 /52 x = \—&Area(sg) \}i (V2 —1).
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con S5 el circulo en el plano x = %, (y+1)242% < 2(v/2—1) Finalmente

LF:%(4O—21\/§).

Por otro lado, si G es un potencial vectorial para F, tendremos como
en casos anteriores que
[v-[a
s as

donde una eleccién ventajosa de G es (yz, —zz,0). La frontera 9.5 consta
de dos curvas que son

5

(y+1)2+z2:\[—1, T

1
= 72\/5,

1
2 2
(y+1)2+22=2(v/2-1), 7
Los célculos involucrados en resolver las integrales de G sobre estas dos
curvas son estandar y se han realizado ya en algunas ocasiones. Dejamos
al lector el comprobar que el resultado final coincide con el ya obtenido
anteriormente.

Sea S la porcién de la esfera 2 4+ y? + 22 = 1 cortada por el cono
22 =422 + (2y — 1)2, 2 > 0, orientada con la normal exterior, y el campo
F(z,y,2z) = (0,0,1). Calcula el flujo de F a través de S directamente y
mediante el teorema de Stokes.

Consideremos la superficie M = {(z,y,2) e R®: 22 +¢y> =1,y > z > 0}
y el campo vectorial F(z,y,z) = (z,z,—z). Calcular el flujo de F a través
de M, con orientacién exterior:

(a) Usando el Teorema de Gauss.
(b) Usando el Teorema de Stokes.

Solucion 886:

(a) La superficie S es la pared cilindrica limitada por y > z > 0,
como puede verse en la Figura 67. Como no es una superficie
cerrada necesitamos cerrarla para aplicar el Teorema de Gauss.
Consideramos las superficies 57 y So correspondientes a las tapas
(inferior y superior, respectivamente) que cierran S, y sea D el
volumen encerrado por la unién de estas tres superficies. Entonces,
si suponemos orientacién exterior en cada una de las superficies, el
Teorema de Gauss afirma que:

/F+/ F+/ F:/// divFdV =0,
S S1 Sa D
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0.5

10

Figura 67: Cuna cilindrica del Ejercicio 886

pues divF = 0, como se comprueba facilmente.

/SF:—/SIF—/SzF.

Puesto que S; es una superficie plana, para calcular f 5 F -dS

Por tanto,

usaremos f s, F-Ny, donde N; es la normal unitaria exterior a S.
Dicho vector es N7 = (0,0, —1), y entonces,

/ (x,z,—2)-(0,0,—-1) = / z=0 pues z =0 sobre 5.
Sl Sl

Del mismo modo, puesto que Sy estd sobre el plano y = z, su
o . 11
normal unitaria exterior es No = (0, ~ 5 75), luego

/;Z(xaa%_z)'(oa_%iv%) = _\/Lﬁ/sz(x_‘_z)

Para calcular esta integral usamos una parametrizacién de Sa,
®(r,t) = (rcost,rsent,rsent), tel[0,7], rel0,1].
El vector normal asociado a la parametrizacién es n(r,t) =

(0, —r,7) y su norma vale v/2r. Por tanto,

1 1 [ty 2

G (x+z):——//\/§T2(C08t+sent)dtdr:——

V2 Js, V2 Jo Jo 3
2

Conclusion / F=-.
g 3
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(b) Para aplicar el Teorema de Stokes debemos tener en cuenta que
divF = 0 implica que existe G tal que V x G = F, luego

/F:/VXG:[Stokes]: G.
s s as

Calculando un potencial vectorial para F obtenemos, entre otras
muchas posibilidades G = (zz, —xz,0).

Parametrizamos ahora la frontera de S, para ello observamos que
dicha frontera esta formada por las fronteras de S; y S3. Para Sy
consideramos

a1 (t) = (cost,sent,0) t € [0,7],
as(t) = (¢,0,0), te[-1,1],

que, si la normal a S es exterior, estd bien orientada. Para So
consideramos

B1(t) = (cost,sent,sent), t€ 0,7,
Ba(t) = ()
que esta mal orientada.

Si calculamos la integral de linea de G sobre cada una de estas
curvas obtenemos:
/ G = 0
g

/ G - G— = 0’
@2 B2
y
us
/ G= / (costsent, —costsent,0) - (—sent,cost,cost)dt
1 0
" 2
= - / (costsen2 t + cos? sent)dt = -3
0
Por tanto,

/F:/G:/GJr/Gf/Gf G:Z.
S oS ay [e 1 B2 3

Considerar la superficie S definida por las ecuaciones
S={2=22+9y% 2>0,0<2z<1},

y el campo vectorial F(z,y,2) = (—x + 3,22, 2). Calcular el flujo de F a
través de S con orientacién interior:
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(a) Directamente.

(b) Usando el Teorema de Gauss,
(c) Usando el Teorema de Stokes.

Solucién 887:

(a) Parametrizamos la superficie S por la funcién

®(r,t) = (rcost,rsent,r) rel0,1], te[-%, 5]
El vector normal correspondiente a esta parametrizacién es
n(r,t) = (—rcost, —rsent,r)

cuya orientacién es interior. Entonces,

T
2
/ / (—rcost + 3,r%cos®t,r) - n(r,t) drdt
- Jo
2

T
2

:/ / (rzcosztf3rcostfr?’cosztsent+r2) drdt
— Jo
2

-/

2 3 1,240 1 _ T
_(gcos t — 5cost — ;cos tbent—i—g) dt = — —
3

3.

(b) Para usar el Teorema de Gauss debemos previamente cerrar la

[\

superficie. Para ello elegimos las superficies (véase la Figura 68)

Si={a?2+y*<1,2>0,z=1},
So={y’ <z 2=00<2<1}

1}. Si consideramos las tres superficies orientadas exteriormente,
resulta

/ F:// divFdV =0, pues divF =0.
SUS,US5 D
Luego

S S1 Sa
Ahora bien,

Entonces, SUS1USy = 9D, con D = {z2 >22492,2>0,0< 2 <

/F:/ (fx+3,12,z)~(0,0,1):/ Z:Area(Sl):z.
Sl Sl Sl
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1

0.5

1

1o 05

Figura 68: Volumen del Ejercicio 887

/92F:/92(_$+37m2’z) -(~1,0,0) :/Sz(m_g)
= —3Area(S:) = —3

7T . L . .
Por tanto, / F = 5~ 3, con orientacion interior.
s

(c) Para aplicar el Teorema de Stokes debemos previamente calcular
un potencial vectorial, de manera que

/F:/Vsz G.
s s as

Para calcular G resolvemos el sistema correspondiente, obteniendo,
por ejemplo
G = (2%2, (z — 3)2,0).

La frontera de S se puede descomponer en tres partes

Cy = (cost,sent, 1), te€[-7,5] bien orientada,
Cy =(0,t,t) te€[0,1] mal orientada,

C3 = (0,—t,t) t€[0,1] bien orientada.

Entonces,

/ G:/2 (—sentcos®t + (cost — 3) cost) dt
Cy

_T
2

sen(2t) t z B ™
1 + 5 = -6+ 5

3sent +

B [ cos® ¢

ME]



6.7 = Potenciales vectoriales

1
/G:/—3tdt:—§
Cs 0 2
3 3 T

1
/ G:/ Btdt =2
Cg 0 2
-+ -==-3.

T
Por tanto, aSG_ 6—&-2—1—2 5= 75
Sea el campo vectorial F(z,y,2) = (z,2,y) y la superficie S definida
mediante las condiciones z2 + 22 =1, 2z > 0 y 0 <y <1,y dotada
con la orientacién normal exterior. Se pide calcular la integral de superficie

fs F de las siguientes formas:

(a) Directamente.
(b) Empleando el Teorema de Stokes.
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BT Repaso de geometria del plano y el espacio

1 No.

3 Si.

Sy=x+8.

6 4y =>5x —T.

8 22 4+ 3y = 5.

9 No.

11 Si.

12 Si.

MMr=3—-4,y=9—-4, 2=1+t.
WBHar=t,y=1—-1t, z=t.
16r=—-1+t,y=t, z=3—1t.

17 (z,y,2) = (0,1,6) + t(—1,v/2, —8).
18 (z,y,2) = (0,0,0) + ¢(1, 2, 3).

19 (z,y,2) = (2,-2,0) + t(—1,23,5).
20 —-—y+32+1=0.

21 x — 5z = —33.

22 x = 2.

23 2y + 3z = 23.

24 3z + 2y + 62 = 4.

26 P =(0,0,3), n=(3,0,1).

27 P =(5,0,0), n = (1,—1,-1).

28 P =(0,0,0), n = (0,1,0).
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29 P=(0,1,0), n=(2,1,-1).
302x+y+22=1.
3ly+z=1

Br—y+2=0.

34 30z +y — 232 + 86 = 0.

36 (0,0,1).

37 (3,-2,-1).

38 (0,1,3).

39 (-2,1,5),

41 (1,4,-17).

42 z = 3.

43 z = —1.

46 (1,0,0), (0,1,0), (0,0,1).
47 (1,0,0), (0,1,0), paralelo al eje Z.
49 (0,0,0).

50 Paralelos.

51 Perpendiculares.

52 =

55 Véase la Figura 69a.

56 Véase la Figura 69b.

58 Exterior de la circunferencia unidad, incluida la frontera.
60 Véase Ejercicio 61.

62 Cilindro de eje X y radio 2.
63 Grafo de la funcién y = %
65 Véase la Figura 69c.

B Coénicas y cuadricas

66 Elipse (£)* + (¥)? = 1 de centro (0,0), vértices (£6,0) y (0,£2).

Focos en (:t\/3>2, 0).

67 Circunferencia (x — 1) + y2 = 1 de centro (1,0) y radio 1.

70 Elipse de centro (0,0), d&ngulo de rotacién = (ecuacién girada 3X2+Y? = 8)

1
con focos en (F24/2, :I:Z\/g).

71 Elipse de centro (0, 0), d&ngulo de rotacién % (ecuacién girada %X 243Y2 =

6
48) con focos en (qi@,i‘/zﬁ).

72 Hipérbola de centro (0,0), vértices (44/%,0) y focos en (£4/3,0).
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-9 | | \
0 1 2 3 4

(a) Ejercicio 55 (b) Ejercicio 56

(¢) Ejercicio 65

Figura 69: Grafos de funciones

73 Hipérbola de centro (0, 0), 4ngulo de rotacién § (ecuacién girada X 2_y?2 =
4), vértices (£v/2,£v/2) y focos en (£2,42).

74 Pardbola ¢ (x4 1)? = (y+3) de vértice (—1,—3), foco (—1, —2) y directriz
y=—3.

75 Elipse de centro (0, 0), 4ngulo de rotacién T (ecuacién girada X2+3Y? = 4)

con focos (:I:\/lg,j:%).

76 Dos rectas que se cortan en el origen con angulo «, tal que cosa = %,
seno = 2 (ecuacién girada —7X? + 18Y% = 0).

78 22 = 16y.

79 y? = 14(z — 3).

81 4(y +1) = a2,
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82 Focos (0, :l:g); pardbolas y = :|:2—54:1ﬂ2
84 Véase el Ejercicio 85.
86 Véase el Ejercicio 85.

87 Usar 86 y que la ecuacién de la tangente a una hipérbola i—j — Z—z =1len
(wo,y0) es T2 — ¥4 = 1. Puntos de corte (£V/8,£2).

a2

88 Para la hipérbola 2—2 — g—z = 1 las asintotas son y = iga: y la tangente

viene dada en el Ejercicio 87; basta intersectar ambas rectas y comprobar lo
pedido.

89 Para la pardbola y = 4cz, su foco es F' = (c,0), su directriz z = —c y la
tangente viene dada en el Ejercicio 85. Con estos datos @Q = (—c, 5—0( 0—0)).
Finalmente comprobar que FP - FQ@Q = 0.

90 Si situamos la parabola con vértice en el origen y eje Y, el foco se sitia en
el punto (0, 5 ).
a b )

» 20

b a b
91 (\f f) (_ﬁ7ﬁ)a (%a_ﬁ)a (_37_ﬁ .
92 Elipsoide de centro el origen (véase Figura 70a).

93 Hiperboloide de dos hojas con secciones elipticas perpendiculares al eje Z;
(véase Figura 70b)

94 Hiperboloide de una hoja de revolucién respecto del eje Y (véase Figu-
ra 70c).

95 Paraboloide eliptico de eje Z (véase Figura 70d).

96 Dos planos que se cortan en el eje Y.

97 Cilindro eliptico de eje Z.

98 Paraboloide de revolucién de eje Z y vértice en (0,0, —4).

99 Paraboloide hiperbdlico de centro el origen.

100 Elipsoide de centro (0, —1,—1) y ecuacién x? + 2(y + 1)% + (z + 1)? = 3.
101 Hiperboloide de una hoja de centro (—2,1,0) y ecuacién (z +2)% +2(y —
1)2 - 22 =6.

102 Elipsoide de centro (1,0,0) y ecuacién (z — 1) + 4y + 2% = 1.

103 Hiperboloide de dos hojas de centro (—1,0,—4), eje Y, con ecuacién
Az +1)2% -y’ + (2 +4)? = 4.

104 Cono de vértice (0,1,1), con eje paralelo a Z de ecuacién 922 + (y —1)% —
(z—1)2=0.

105 Cilindro hiperbdlico paralelo al eje X (la hipérbola estd girada 7).

107 Hiperboloide de dos hojas de centro (—1 ,—
ecuacién 2(z + 1)? + 3(y + 3)2 — 4(z + 1)* = 221
109 Hiperboloide de una hoja de centro (—2,37—1) y secciones circulares
perpendiculares al eje Z de ecuacién (z +2)2 + (y — 3)? — 4(z + 1) = 22.
110 22 + 4% = 1.

1), de eje paralelo a Z y
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1f
ot
-1 1 0.5
B 0 1 —0.5
(a) Elipsoide (b) Hiperboloide de dos hojas

-1
05 ¢ 05

1 —0.5
(c) Hiperboloide de una hoja (d) Paraboloide eliptico

Figura 70: Cuadricas

112 2%+ (y—1)? =1.
113 2% + 22 = 1.

BIE] Coordenadas polares, cilindricas y esféricas

114 (3, 3)

115 (2, §)

117 (V/8, 51).
118 (2, 42).
119 (1,v/3).
120 (3, %).
122 (v2, T, 0)
124 (6,0, -2).
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125 (2, Z,1).

126 (6, %, —2).

127 (1,7, 3).

128 (0, 1,0).

129 (%2, 3,4).

130 (0,0,6).

131 (3v2,3v2,8)

133 (-2,0,3).

134 (V2,5.5)

135 (2,0, 7).

137 (v2,0, %)

138 (3, 242,0).

140 (0, 1,0).

141 (0,0,2).

142 r = 5.

Wir=—2o0e (-5, D UCE ).
145 7 = 5. 0 €[5, 5]~ {0).

146 7= /Y25, 0 € (0,5) U (m, ).
477 = gt 0€ (5.5,

148 22 + 4% = 9.

149y = —2x,y > 0.

151 = = 3.

152 No hay interseccién.

154-164 Se muestran las curvas en las Figuras 71 y 72.

165 322 + 3y? — 22 = 1 es un hiperboloide de una hoja de revolucién respecto
del eje Z (véase la Figura 73).

166 r2 4+ 22 = 1.

167 psen¢ = 3.

168-170 Véase la Figura 74

171 Meridiano de la esfera unidad.

12{0<r< 55, —F <0< 3

173{0<0<Z, 0<r<V2}u{r<0<3 0<r<V2}

174 (cilindricas) z = r cos 0; (esféricas) tan ¢ cosd = 1.

175 z =r.
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Figura 71: Curvas en polares.
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(d) 164

Figura 72: Curvas en polares
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Figura 73: Ejercicio 165: hiperboloide de una hoja

176 z = r2.
178 {x >0, y >0, 1 <2 +y? < 4}.
179 {z2 + 2 + 22 <1, Va2 + 92 < 2}

180 {Z<0<Z,0<r<1}.
181 {0 € [3,2m), 0<r<1,0<2<1—r(cosf +senf)}U{0 c[0,7], 0<
r< 0<z<1-—r(cosf+senb)}.

= cosf+senf’
182 {d)zarctan(%), 0<p<Vr2+h, 0<6<2r}.

183 (cilindricas) z = 72 cos 26; (esféricas) psen ¢ tan ¢ cos 20 = 1.

184 Esfera de centro (a,0,0) y radio a: 72 + 22 = 2ar cos . Esfera de centro
(0,a,0) y radio a: r? + 22 = 2arsenf. Esfera de centro (0,0,a) y radio a:
r? + 22 = 2az.

185 En polares: r = constante es una circunferencia de centro el origen y radio

r; § = constante es una semiplano vertical de origen O y dngulo 6 respecto
del eje X.

En cilindricas: » = constante es un cilindro de radio r y eje Z; § = constante
es un semiplano limitado por el eje Z y angulo 6 respecto de eje X; z =
constante es un plano de altura z.

En esféricas: p = constante es una esfera de centro el origen y radio p; § =
constante es lo mismo que en cilindricas; ¢ = constante es un semicono de
vértice el origen y eje Z, con angulo ¢ respecto del eje Z.

186 Corresponde a una dilatacién de centro el origen y razén 2 respecto de la
original.
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o V

2

—2
(a) 168 Cilindro cardioideo (b) 169 Hélice

(c) 170 Cardioide de revolucién

Figura 74: Superficies en cilindricas y esféricas
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SOLUCIONES DEL CAPITULO 1

Funciones de varias variables

189 R? — {z = (2k + U)m, k € Z}.

191 {z >0} Nn{z+y #0}) — {z =1}

192 R? — {(0,0)}.

194 [0, 2] x [0, +00) U [—2,0] x (—o0,0].

195 {z +y > 0}.

196 {y > 0}.

199 R x [0, +00).

200 R x [1, 1].

201 {z >0, y > 0}.

203 R? — {2? + y? = 1} (todo el plano excepto la circunferencia unidad).
204 R — {22 + y? + 22 = 1} (todo el espacio menos la superficie de la esfera
unidad).

205 R3 — {2% — 4y®> = 1} (todo el espacio menos el cilindro hiperbélico
22 —4y? =1).

207 R? — ({z = 0} U {y = 0}) (todo el plano excepto los ejes coordenados).
206 {(x — 1)? + y? > 4} (exterior del circulo de centro (1,0) y radio 2).

208 {x? + % > 1} N {y > 22} (exterior de la elipse 2% + % = 1 que queda
dentro de la pardbola y = 2).

209 f(1,0) =1, f(0,1) =1, f 2 {f(2,y) = 0} = {(0,0)}; f({2*+y* <
4).

1) =
4} (parabolmde circular de vértice el origen

4} ={z =2 +y% 0 < (s
limitado por el plano z =
210 £(0,0,0) = 1, f(£1,£1,£1) = 73 f{z? +y> + 2% = 1}) =
f(z,y,2) = 0si ||(z,y,2)|| = oo.

211 Grafos de funciones de la forma y = |z| —

212 Curvas de la forma z = |y| + k.

214 Para k = 0 el eje Y'; en otro caso circunferencias de centro (%, 0) y radio
ﬁ. Hay que excluir el origen de coordenadas.

215 Para k = 0 el eje X; en otro caso circunferencias de centro (0, %) y radio
ﬁ. Hay que excluir el origen de coordenadas.

217 Para k = 0 par de rectas x = 1, y = 2; para k # 0 hipérbolas de centro
(1,2) y dngulo 7 (ecuacién reducida (X — %)2 — (Y - g)z = 2k).

218 Para k = 0 el origen; para k > 0 elipses de centro el origen y ejes paralelos
a los coordenados; ) en otro caso.
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219 Para k = 0 los ejes coordenados; para k € (—%, %) dos rectas que se cortan

en el origen; para k = % la recta y = x y para k = —% la recta y = —x; () en
otro caso (ecuacién (k — 3)z* + (k + 3)y? = 0). Hay que excluir el origen de
coordenadas.

220 Para k = 1 el eje X; para k = —1l el egje Y; para k < -1 6 k > 1
dos rectas que se cortan en el origen; () en otro caso (ecuacién reducida
(1 — k)2 + (1 + k)y? = 0). Hay que excluir las rectas y = x e y = —x.

221 Para k > 0 esferas de centro el origen y radio ﬁ; () en otro caso.
222 Pardbolas de vértice (k,0) y eje X, y? = —(z — k).

223 Para k = 0 los ejes coordenados; en otro caso, la parte positiva de la
2
funcién y = %

log k
-

224 Para k < 0, (); para k > 0 grafo de funciones y =
226 Rectas y = kx.

228 (a) Son circunferencias de centro el origen y radio % (véase la Figu-
ra 77a).
(b) No existen curvas de nivel.

(¢) Grafo de la funcién y = ez,

N B
(d) Para el plano y = cx la seccién es la curva e =>(+e%)
(e) Véase la Figura 77b.

229 f(z,y) =y —senz + 1.

230 f(z,y) =y — Vab +loglz — 7.

231 f(z,y) = y'zr + 23y + 121.

232 f(x,y) =0si 22 +y? < 1, f(z,y) = 1, en caso contrario.

233 El dominio es el mismo. El grafo corresponde al original, desplazado en
la direccién del vector (0,0, k).

234 Dominio {(xo,y0) + U}. Grafo desplazado en la direccién del vector
(20,0, 0).

235 Dominio {(z,y) : (—z,—y) € U}. Rotacién de eje Z y dngulo 7.
236 Mismo dominio. Simetria respecto del plano z = 0.

237240 Véase la Figura 78.

247 x = 2y? + 222. Paraboloide circular de eje X.

248 422 + 9y? + 422 = 36. Elipsoide de centro el origen.

249 x2? + 3% — 22 = 1. Hiperboloide de una hoja de eje Z.

250 2% (2? + y?%) = 1.

251 22 = 422 + 4y2. Cono de eje Z y vértice en el origen.

252 42 = 3% 4 22. Cono de eje X y vértice en el origen.

253-264 Véanse las Figuras 79 y 80.

265 Planos x +y + 2z = c.
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(c) Ejercicio 217

Figura 75: Curvas de nivel
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(b) Ejercicio 219

5
3
vy
9

5

-2 0 2
(c) Ejercicio 220 (d) Ejercicio 222

Figura 76: Curvas de nivel
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(a) Curvas de nivel

—1
(b) Grafo de f(=z,y) = e=*+v?

Figura 77: Ejercicio 228

266 Para ¢ > 0 esferas de centro el origen y radio /c; para ¢ = 0 el origen; )
en otro caso.

267 Para ¢ > 0 hiperboloides circulares de una hoja de eje Z; para ¢ = 0 cono
circular recto; para ¢ < 0 hiperboloides circulares de dos hojas de eje Z.

268 Paraboloides circulares de eje X y vértice en (c,0,0); x — ¢ = —(y* + 22).

Limites y continuidad

269 0.

270 1.

272 1 (polares).

273 3 (iterados distintos).

274 # (iterados distintos).

276 3 (direcciones y = 22, x = 0).

(
(
(
(
277 3 (direcciones y = mzx).
278 0 (polares).

279 1 (polares).

280 3 (direcciones y = mzx).

281 e (polares).

282 7 (direcciones y = z® con a =

ST
—

~—

(
283 # (direcciones y = 2 con o =
284 0 (polares).
285 0 (usar Ejercicio 279).
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-1
0.5 ~0.5
00577 05°

(b) Ejercicio 240

(c) Ejercicio 238

Figura 78: Ejercicios 237-240
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Figura 79: Grafos de funciones

247
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10—_1p

() 264

Figura 80: Grafos de funciones.
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286 # (existe un unidimensional pero no el reiterado).

287 # (direcciones y = mx).

290 0 (dividir el numerador por z + 32).

291 0 (polares).

292 oo.

294 0 (polares).

297 3 (direcciones y = 2 = 0, z = z = 0).
(

(
(
288 3 (direcciones y = mzx).
(
(

298 3 (direcciones y=z=x,y=2z=—x).
299 0 (usar coordenadas esféricas).

300 Continua en {2z + 3y > 0}.

301 Continua en {a* — y* # I + kn, k € Z}.
302 Continua en R? — {(0,0)}.

303 Continua en R2.

305 Continua en R? — {(0,0)}.

306 Continua en R? — {422 + y? — 1 # 0}.
307 Continua en R? — ({z = 0}) U {(0,1)}.
308 Continua en R? — ({z < —2} U {(0,0)}).
310 Si, definiendo f(0,0) = 0.

311 Aplicar la definicién de continuidad de f para y = yp.
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SOLUCIONES DEL CAPITULO 2
Derivadas parciales

312 fo = (14 222)e” V", f, = 2aye TV’

313 f, = —# sen(y+/x) sen(z/y) + 1/y cos(yy/x) cos(z\/y),
fy = —vVxsen(yy/z)sen(z\/y) + —cos(y\/:?) cos(x/y).
314 f, = 14z + tanz, f, = tany.
315 fr = %7 fy = _%-

36 fo = — Gt fo = G
317 fo(25,0) = ae’t*, f,(2%,0) = 0.
318 fo(c, §) = 2¢¢3¢ — 3¢ log(c3), fy(c,§) = 2°c3¢log(4¢%) — 43,
319 £,(0,0) = 1, fy(o 0) = 1.

320 fo(—1,2) = — g5, fy(=1,2) = — 5.
821 £,(0,0) = 0, £,(0,0) =0, fu(%,8) = =2, fy($,9) = -
322 fo = yg(zy) — g(x), fy = vg(zy).

323 fr = g(y*)y" Iny — g(x¥)ya? 1, f, = g(y*)zy* 1 — g(z¥)z¥ Inx.
325 (a) {y > «}; (b) {y <=}; () {y =2} (d) fo = —g(2), fy = 9(v);
() {f >0t ={lyl > ||}, {F <0} ={ly| <lz|}, {f =0} ={ly| = [=[}.
326 f, = ye*; fy = xe™.

329

SIS

, 0 1 ; 2z
lim —((2*+y* 4+ 2%)3) = lim ~ =00
(z,y,2)—(0,0,0) 02 (z,y,2)—(0,0,0) 322 + 12 + 22)7

(observar la direccién x = y = 0).
330 VS = (522 w2 ).
331 Vf= (emys+3(1 + 21?), 3x2y261y3+3) }

332 Vf:6732’179((1fx—yfz),(lfxfyfz),(l—Qz(:querz))).

33 Vf = (BEDHE, B ateuros)

334 —5.
2

335 Ve

336 0.
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6
337 VTt

2(A+C)ab+2B(a*+b%)
338 R .

4de
339 VL
340 n = (L2, 42).
342 (3,1,-1).

344 En la direccién del vector gradiente: Vh(1,0) = (—4e™1,0)
345 Nos lo da el vector V£ (a,b) = (2a3,2b%).

346 (v/2,—1).
347 (%,1).
348 (2e,4e).
349 (1, 1),

350 4o +y = 3.
351 3z +y = 5.
352 x +4y = 2.

353 (5 + D@ -2 =G+ 15—y
357 En (1,0): z = 3y; en (0,1): 2
Vectores normales: en (1, 0): (0, %,

en (0,0): (0,0,1).

358 En (—m,0): z = —2mx — 72; en (0, 7):
Vectores normales: en (—,0): (27,0,1); en (0,7): (73,0, —1).

359 z =1.

Vector normal: (0,0,1).
360 z =a —y+ 2.

Vector normal: (1,—1,—1).
36lz=17+ %(933—11) + 1y.
Vector normal: (5, 5, —1).
362 2z = 2z 4 2y.

Vector normal: (2,2, —1).
363 z=x+ay— 1.

Vector normal: (1,a,—1).
364 z =2z — 4y — 3.
Vector normal: (2, —4, —1).

365 Ambas tiene el mismo plano tangente en (0,0), z = 0.

366 (—1,0,—1).

367 (0,4, —1) x (2£,2L _1) = (0,0,0); punto: (0,—2,5).

377@7
368 (2,1, ¥2), (—9, -1, ¥3),

: Sy; en (0,0): z=0.
:(1,0,—1);en (—1,1): (0, 3, 1);
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370 El plano tangente es

(2 — 20) + = (y — y0) + — (2 — 20) =

1 1
2/T0 2/%0 2./%

Por tanto

a+b+c=z0+yo+ 20+ 2(v/Toyo + VTo20 + Yoz0) = 1.

371 No tiene plano tangente pues la seccién x = y corresponde a la curva |z|,
que no tiene tangente en z = 0.

373 DF = (423, —4y®).

00
374 DF = :

1 1
375 DF = 2x 2y
ye*¥  xe®V

377 Es continua pues ( %im(o N f(z,y) = 0 (usar polares desplazadas = =
z.y)—(0,
rcosf, y =1+ rsenf).
f2(0,1) =1, f,(0,1) = —1, pero no es diferenciable (segin la definicién).
378 Es continua en todo R?, pues  lim  f(x,y) = 0 (usar polares).
(w,y)—(0,0)
f2(0,0) = 0, f,(0,0) = 0. No es diferenciable en (0,0) (usar la definicién).

Diferenciable en el resto.

t2n? sen(tng) + t2n3 sen(tny)

2 2
= ning + nins;
t3(n? +n3) ' z

379 (a) Daf(0,0) = lim

(b) f"L(O,O) =0, fy(ovo) =0;

(c) No puede ser diferenciable pues si lo fuera D, f(0,0) = Vf(0,0) -n =0,
Vn, que contradice lo obtenido en el primer apartado.

2 2
380 Si my +mng # 0, %(07 0) = Ziizg, en caso contrario no existe la derivada
direccional. f no puede se diferenciable en (0,0) porque no posee derivadas

direccionales en todo vector. Es continua en (0,0) (usar polares).

382 Si (z,y) # (0,0)

f B 2y6 _ 2x2y2
CT @y

f2(0,0) = f,(0,0) = 0.

f no es continua en (0,0) (usar las direcciones y = x®), por tanto no puede
ser diferenciable.

dry(z? +y*) — 8xy5_
(22 + y1)2 )

fy:
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383 Diferenciable si (x,y) # (0,0):

y3 $3

(22 + y2)3/2 fy = (22 +y2)3/2;

f2(0,0) = £,(0,0) = 0. No diferenciable en (0,0) (usar la definicién);

385 Diferenciable si y # 0: f, = 2?1, fy = —ﬁ—z. fz(20,0) = 0 pero Bf,(x0,0)
para zg # 0; f,(0,0) = 0. Luego no es diferenciable si y = 0, 2y # 0. En (0, 0)
no es diferenciable segin la definicion.

386 Diferenciable si x # y,

fx:

e VL 2u(x —y) — 1)
(x—y)? ’

en el resto no es diferenciable porque no es continua.

eV (1= 2y(x —y))

fa:: (x_y)g )

fy:

Regla de la cadena y derivadas de orden superior

387
(foe)(t) =el(cost —sent),
Dco fay)=| -
—ysen(ry) —xsen(zy)
388
5 6y62"cy 6re?*y
oc)(t) =15t%*", D(co f)(z,y) =
(Foo)(®) o) = ( 2 o
389

(foc)(t) = (1+42)e",

2 2 2 2

(1 + 22%)e* +¥ 2xye® TV

D(co f)(z,y) = o224y 2,2
—(14+22%)e™ TV —2xye® TV

390 No en general. Sélo es cierta si ¢’ = 0, es decir, si g =cte.

392 frx = g"(x —ct) + W' (z + ct); fu = (9" (x — ct) + W' (z + ct)).
393 uy = 22y°g(2%y?) — yg(ay), uy = 22%yg(z%y?) — zg(zy).

395 g, = frcosfsen¢ + f,senfsen g+ f, cos ¢,

go = — fzpsenfsen ¢ + f,pcosbsen o,
9o = fzpcosBcosp+ fypsenfcos— f.0sen ¢. En el caso particular, g, = 2p,

go =0, g4 = 0.
396 ha(z,y) = fou (z,ulz,y)) + foo (@, u(z,y) 3 (2, y).
397 B/ (t) = fo1 (t,u(t), v(t)) + fro (¢, u(t),v(t))u'(t) + fi3 (t,u(t), v(t))v'(t).



EZZ] SOLUCIONES DEL CAPITULO 2

398
ol 9) =Fa (w9, 2), vl 9), () 5, 2)
+ 2 (w9, 2),0(z,), 0() 5o )
¥ i (e, 2), o, 0), wla) ! (),
399
or,

% = gl,l(h(z7xy7x2)7xy)(hvl (I,l’y,l’Q)

+ h)? (l‘, zy, x?)y + h73 (l’, Yy, 1'2)2.13) + 9172(h(l’, Ty, .132), xy)y
400

9z = (fvll (f(x’y)ay) + f’22 (mvf(xvy)))fal (x,y) + fa21 (x,f(x,y));
Gy = (fﬁll (f(z7y)vy) + f722 (ZE, f(ZC, y)))fQ (LE, y) + f’12 (f(z:,y),y)

401 Vy(z,y) = F'(f(2,y))Vf (2, y).
402 Si h(z) = f(y(x), 2(x)) con f(y,z) = y* entonces

W(x) = faly(@), 2(2)y () + f2(y(@), 2(2)) 2 (2)

con f1(y,z) = 2y*"1y fa(y,2) =y logz.

Sihi(x) = f(z,x) = 2%, hj(z) = 2°(1 + logz).

Si ha(w) = f(v/Z,v/Z) = Va*", By(x) = 3/ (1 + log V).

Si h3(z) = (senz)®%, hi(x) = (senx)***~1 cos? z + (sen )1 log(sen z).

403 7 = /22 + 32, 0 = arctan(Z);

x Y
3(1", 0) N \/x2+y2 \/a:2+y2
O(z,y) —y z
z24y? x2+y?

9z _ fl(z—y) 0z _ f(z—y)+f(z—y)
406%—%7@——3’%4—21/.
407 Ugy = €7 seny = —Uyy.
408 (bzm - f//(x - t) + g//(m + t) = d)tt'
409 fry. = €™ + zye™ + 6r2% = fayas

410 20 — o2f _ 9*f 99 _ 9°f _ 9°f
Ox — 0x2 dxdy’ Oy ~ Oyox dy2”

411 f:cy = 2x + 2y, fyz =2z, foa =0, fzyz = 0.
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12 frp = 122%° + eV
f:ry = fyz = 121‘3]/2 +e (2$y3 - 2y);
fuy = 62y + e~V (422y® — 21);

_ —senx —2sen® 246 sen z cos> 8sen® z cos> x
413 fa::r T cos2xzte Y + (cos2? z+e—v)2 + (cos? z+e—v)3

f _ f _ e Ycosz + 4e Ysen?zcosx
Yy 7 JYT T (cos? xz+eY)? (cos? z+e—v)3

—e Y Y

fov = g + e

Bz 98 932 2,2
A4 55095 = Bwoyos = Dadaoy — SOLTY
415 Ugy = 62 = —y,.
416 Uy = 0 = uy,.
417 Uy = 2 = —uy,.
418 Ugy = —6Y = —Uyy.
419 Upy = —senz coshy = —uy,.
420 uz, = e¥seny = —uyy.
422 up = —(m? + n2)ke_(m2+"2)kt sen(mzx) cos(ny);
Upy = —m2e~ (M +09)E sen (ma) cos(ny);

_ . 2,—(m24n?)kt
Uyy = —n-e

423 u, = cos U, — Se;‘GUg, uy = sen 0U, + @Ug. La ecuacién en polares es
rU, = 0.

24—t az? 2 2zt —* — 422
125 () fo = Mot £y = S

(b) f(x,0) =0, f(0,y) =0;

(e) fy(xz,0)=1.

426 (a) fo = —%g' (L), fy = tg'(L).

(b) 2o = fur (9(x,y), h(w,y)) 52 (2, y) + f.2 (g(z,y), h(z, ) 52 (2, 1),
2y = Fa (9(@,9), (@, 1)) 52 (2, 9) + f.2 (9(2, ), b2, 9)) 5o (2, y);
427 1.

428 1.

429 3.

430 0.

sen(mz) cos(ny).

Derivacion implicita. Polinomio de Taylor

—2v5
431 NTE
432 —1.

433 5.
434 0.
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435 Ty + 62 = 13.

436 x+y+ 2= 0.

437 52(0,0) = —1, 5(0,0) = 0.
lo, \f
82 +

ERETE

439 (a) Py(w,y) = f(l (@ —%) = Y2(y—T)2 = ¥2(g — T)2),
(b) z=L2(1— (z - T)).

440 L — La? — T2

441 14 2y — 292

443 ze + lea:z — leyz.

442 14+« + :E + 92

444 Py(z,y) = § + % — 5 — %; Luego f(0.97,0.05) = 7 —0.04 ~ 0.745398.
447 F(z,y,2) = 2%y + zx? — 1 verifica F(1,0,1) = 0, es diferenciable con
continuidad en ese punto y 6 (1 0,1) = 1, luego el Teorema de la funcién
implicita asegura la existencia de z como funcién implicita de x e y.

Las derivadas %(1,0) = -2 g;(l 0) = —1, luego el plano tangente es
20 +y+2=3.
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SOLUCIONES DEL CAPITULO 3

Puntos criticos y extremos

448 (0,0) pto. de silla.

449 (=1, —1) minimo.

451 No hay extremos.

452 {(z,z)} — {(0,0)} minimos.

453 (0,0) pto. de silla; (12, 72) minimo.
454 (0,0) pto. de silla; (1,1) méximo.
456 (0,0,0) minimo.

457 (0,0) pto. de silla. (0,v/3), (0, —v/3) minimos.

458 (0,0) (degenerado); \/; \/g ) pto. de silla.

(
460 (0,0), (0, %), (0, f%) (degenerados) ptos. de silla (observar la seccién
=05y = +%2));
461 (
462 (0,0) pto. de silla; {xy = T + km, k € Z} (degenerados): maximos si k es
impar, minimos si k es par; (observar que log(1) < log(2+sen(zy)) < log(3));
463 {(z,7)} (degenerados) minimos (f(z,z) =0 < (z —y)? = f(x,9));
464 (0,0) (degenerado) pto. de silla (observar la seccién = = 0);

6v15 _ 15 12f _ 72 6V/15 15 _ 12V15 L
(—B+828 By %) pto. de silla, (—12 — 932 12 A2 ) maximo;

0,0), (degenerado) pto. de silla (observar las seccién y =0, y = %mQ);

272
minimo (estudiar la funcién g(¢t) = f((zo, yo) + t(n1,n2)));
466 (5 +2km, 5 +2km) maximos; (— 5§ +2km, —§ 42km) minimos; (7 +2km, 7+
2km) (degenerado) ptos. de silla (estudiar la funcién ¢g(t) = f((zo,y0) +
t(n1,n2)));
467 x = 0 (degenerados) ptos. de silla; y = 0 (degenerados) ptos. de silla;
(12, 8) minimo;

465 (0,0) méximo; (\ﬁ L), (—\/;,5) ptos. de silla; (0,1) (degenerado)

469 No tiene puntos criticos;

471 Funcién a minimizar f(z,y) = 2(x —1)? + 22+ (2 + 1) +2¢9° + (y + 1)2 +
(y — 2)2. Minimo en (5, 7).

a2k > 8

473 Funcién 23y°2% — x — y — z; minimo para y = 2

3T, z = 2.

474 Sistema de puntos criticos:

n n n n "
Zyi—’ﬂa—bz:ﬁi:o, fozyz—ale—bef:O
=1 =1 i=1 i=1 i=1
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Para resolver usar la regla de Cramer.

Extremos condicionados

475 La superficie es un compacto. Maximo: \/g \/g [
Minimo: —\/;, \/;, ,\/g );

478 Méximo: (e, 1) (estudiar f(z,1));

’x

479 Pto. de silla: (0,0,0) (estudiar f(0,y,y) y f(0,y,—y));
481 S(r,h) = 2nrh +7r?, V. = 7r?h. Minimo en r = h = {/ L.

50503)-

483 Funcién 22 + (y — 1)? sujeto a 22 = 4y. Minimo en (0,0).

482 V = zyz sujeto a © + y + z = 1. Maximo en (

484 Funcién ‘x_\%_”, sujeto a y = 22 (se puede minimizar la funcién al
cuadrado). El minimo se alcanza en el punto de la parébola (%, 1), la distancia

es 3\f

486 Funci(’)n 22 + 3% + 22, Minimo en (2 — V/4,0,v/2 — 1).

487 Funcién 22 + y? + 22. Ptos. més cercanos al origen (1,1,1), (—1,—1,1),
(=1,1,-1), (1, -1, —1).

488 Funcién 22 + y? + z2. Puntos criticos:

Los tltimos ocho puntos son los méas lejanos al origen.

489 Puntos criticos: {(0,0,3), {2? + y* = %, =11}

Como f\{mz+y _5_273} =3—2+2% > L = fli24y24223), los puntos de
{2% + 92 , 2 = 1} son minimos.

491 Ptos. crltlcos (0,1,0), (0,-1,0), (0,0,1), (0,0, —1),
\[\/; \/; (méximo), ( 2%,—%,0) (minimo).

493 V(z,y, 2) = 8xyz sujeto a 2% + y? + 22 = 1.

Méximo en ( \/; \/;, \/7
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Dimensiones: alto = ancho = largo = 2\/g .

495 a = /2, b= 4V/2.
497 Méximo de f(x ) es a+ b, sujeto a (a —2)2 + (b—2)? = 1.
Ptos. criticos (2+ 5, 2+ \/; \/; \/’ el primero es un maximo y el

segundo el minimo buscado (observebe que la restriccién define un compacto).

n
i=1 "1

499 z; = “7(12 (es un méximo pues el hessiano reducido es definido
negativo).

500 Funcién 222 + y? — zy sujeto a = + y = 96; minimo para = = 36, y = 60.
502 (1,1,0) (es un minimo pues el hessiano reducido es definido positivo).

503 Minimos: (1 — Y08 2 4 06 1) (1 4 vB6 2 VGG 1)

504 Ptos. criticos en el interior: (0,0), (a*/5, —a®/?).

En la frontera: (1, —a'/3), (=1,a"/?), (a*/?,-1), (—a'/?,-1).

Los vértices del cuadrado: (1,1), (1,-1), (-1,1), (-1,-1).

Miximo en (1,1); mfnimo en (—1,a'/?).

506 Ptos. criticos en el interior: (0 0), (—=1,0), (1,4/2), (1, —v/2). El tinico que
satisface las restricciones es (—1,0);

En la frontera x2 + y? = 4: (0,2), (-2,0), (0,-2), (2,0),

<_1+¢§ 1s+m> <_1_¢£ 154@) <_1_\/§_ 154%)
4 ) 8 ’ 4 9 8 ) 4 ) 3

(—12@7 _ /15+8\/£)_

Los unicos que satisfacen la otra restriccion son

b

,174\/§7 158\/@)7 (_2)0)

En la frontera y = z + 1: (—1,0), (@, ? +1), (—?, —% +1).
Con las dos condiciones (_1'§ﬁ, 1'%2\ﬁ)7 (_1;ﬁ 1_2\ﬁ).

Méximo: (2,0); Minimo: (_1—4\/§7 15—8@).

507 Ptos. criticos en el interior: (0, 0).

En el lado (0,0)-(1,0): todo el segmento es de puntos criticos.
En el lado (0,0)-(0,1): todo el segmento es de puntos criticos.
En el lado (0,1)-(1,0): (3, 3).

1

)
Méximo en (3, 3).

508 (a) Ptos. criticos: (—%, —%, —-2) (nétese que (%, %, %) no verifica

3

la condicién z < 1).

(b) Ptos. criticos: f \/g —\/g,—\/g,l)

Puesto que M es un compacto, el maximo se alcanza en (\/g, \/g 1) yel
minimo en (—%, —%7 _%)
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SOLUCIONES DEL CAPITULO 4

Integrales dobles

ot
—
—
NeJ

512
513
514
518
519
521
522
524 €32,

o=

— =
w
Y= =
N
|

Ol NI wloo ¢
@

N
Y g
. . >
+
3 |
N}
wiN

|
N

(@)1
[N}
ot
I
ol

—1 V2—z?
/ / (14 zy) dydx

V2—22 V2—z2
/ / (14 zy) dyd:c+/ / 1—|—xy)dydm—§
Vi—z?

(Véase la Figura 81a).

sen
528 / / ydydr = — (Vease la Figura 81b).

2—y 5
531 / / dedy = —.
o Jym 6
z Iz -
532/ / senydydr = —.
o Jo 2
1 2 11
533/ / (2 +y)dyde = —.
o J1 6
2 x Ty
535 7dydﬂc: 1.

538 71—5, regién entre las pardbolas y = 1 — 2% e y = 2 — 222,

1 VzZ+1
540 / / xy? dydr = 0.
-1 JV2z|
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T
1 -
1 - |
0.5
0
O -
| | | | | |
—1 0 1 0 1 2
(a) 527 (b) 528

Figura 81: Regiones de integracién en el plano

1.5 a

0.5 a

-1 0 1

Figura 82: Gréafica del Ejercicio 540

542 /2 /2 f(z,y)dy dz.
0 T

1 arccosr
543 / / cos6dfdr.
0 0

V] 9 VY 32
547/ / xdxdy+/ / rdrdy = —.
0 J-yy ) 3
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T
1 —
05 i
0 | |

| | |

0 05 1

Figura 83: Regién del Ejercicio 553

0 Vx4 4 Vi—x
548/ / ydyd:v—i—/ / ydydz = 0.
—4J—/zTa 0 J—vi—z

2 Va—z?
551 / / yvzt+ 1dydr = 0.
_oJ—

JissE
Lot 1
553/ / eV dedy=-(e—1).
o Jo 3

Integrales triples

555 1.
15
556 15,
557 18.
559 1—12; Tetraedro con base en el tridngulo (0,0,0), (1,0,0), (1,1,0) limitado
por el plano z = y.

561 %; Regién limitada por el plano z = 0 y el paraboloide hiperbédlico z = zy
que queda encima del tridgngulo (1,0,0), (0,1,0), (1,2,0).
562 Z; Region limitada por el plano z = 0 y el paraboloide z = 2% + y* que
queda encima del tridngulo (1,0,0), (0,0,0), (1,2,0).

52 _ 12v/3,
963 35 — =557
Tetraedro de vértices (0,0,0), (1,0,0), (1,1,1), (1,1,2).

1 x T—y 5
565/ / / (x+y+z)dzdyde = —.
0 0 0 24

1 2 pl—z?
566 / / / xyzdzdydz = 0.
-1J0 Jo
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1 T l1—z 1 1 1—-y 3
570/// (1—22)dzdydx—|—/// (1—22)dzdyde = —.

o Jo Jo 0o Jz Jo 10
571

1,1 py 1 ry pl
///fdzdxdy, ///fdxdzdy,
0 Jy Jo 0 Jo Jy
1,1 gl 1 1 pa
///fda:dydz,///fdydxdz,
0 z y 0 z z
1 x x
///fdydzdx.
0 0 z

572
1 1 2—x—y
/// fdzdx dy,
0 Yy 0
1 22z T 1 2—x 2—x—z
// /fdydzder// / fdydzdx,
o Jo 0 0o J2—2zJo
2 1-% T 1 1 2—xr—2z
// /fdydxdz+// / fdydxdz+
o Jo 0 0o Ji1-zJo
2 2—z 2—x—z
+// / fdydxdz,
1 Ji-z Jo
1 1—y 1 1 2—2y 2—y—=z
// /fdydzder// / fdydzdzx,
o Jo Yy 0 J1—y y
1 pl—z p1 1 -2 p2—y—z
// /fdxdydz—i—// / fdxdydz+
0 0 y 0 1—2z Yy
2 1-% 2—y—=z
+// / fdxdyd:z.
1 0 Y
573
1 1—y 0 1 0 1+xz—=z
// / fdxdzdy, // / fdydxdz,
0 0 y+z—1 0 z—1J0
0 1+x 14+x—2z
// / fdydzdx,
-1Jo 0
1 0 1+z—y 0 14z 14+z—y
// / fdzdxdy, // / fdzdydzx.
0o Jy-1Jo -1Jo 0
575

1 1—x ™
/ / / 22 cos zdz dy dz = 0.
o Jo 0

Véase la Figura 84.
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i
A

Figura 84: Representacién grafica del Ejercicio 575

1 11—z z+y 1
576/ / / dzdydxr = =

o Jo 0 3

4 4—x z+y+1
577/ / / dzdyd:c:§

0 Jo 0

_z2 a2_z2
16

579/ / / dzdydr = —a®.

—a a2_$2 a2_x2 3

(Figura 85).

Figura 85: Grafica del Ejercicio 579

z z cos? (z4y) 2
580/ / / dzdydr = — +
0 0 — sen(z+y) 8

| w
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2 4 4—z
2
581/ / / dydzdx:iG.
—2Jx2 J0 ].5
1 pvT pl0—z2—9y2 9
582/ / / dzdydxzﬁ.
0 x2 0 105
V1i—z2 :02+y2
584/ / / dz dy dx.
Vi—z?
Vi—z? 2+y
586/ / / dzdydzx.
V1i—x2 Jz24y2
Vi—zZ pd—z?—y? 101
s [T g B

Cambios de variable

27
589 / ol df = wa’.
0 2

2m 2
590/ (14 cos(26) d0:3—7r.
o 2 2

™

5 2
592/2 @dezug

jus
2

T vz 1
594/ / r3cos@senfdrdf = ~.
o Jo 4
s _2
3 cos 6
596 / / senfdrdf = 21n2.
o Jo
598 ( / / f(z,y) dx dy.
V3y
Viors 2 5
3 3
(b)/ / f(z,y) dydfc+/ / f(x,y)dy daz.
o Jo VRN

s 1
c)/ﬁ/ 2o f(rcos,rsenf)rdrdf.

z 2
600/2 / rf(r cos 8, sen 8) dr- df.
P O
2



EX] SOLUCIONES DEL CAPITULO 4

T
601 / / rf(rcosf,rsend)drdb.
0o Jo

27
604 (Polares) / / 10 — 7"2 ) rdrdf = 2010 _ 52777

3 3
2m 64
606 (Polares) / / rhdrdf = —
o Jo

3 V2 T
607 (Polares) / / —drdf = —log?2.
0 1 r 4

608 (Polares) /2 /sene r2sen@drdf = ﬁ

3 1 2 1 20 3
611x:5u—|—5v,y:gu—gv;//2gdvdu:g

612 z = /3, y = uv. / / —dudv—fln2

613 z = u{,y—f/ —dudv_an

_ 1 _
614 x = e 3u2112 dv du—
2z 2y 2u 2v
615u_x2—|—y2’ o 2,luegox 2+v2,y Z o

616 Hacemos el cambio u =z —y, v = x + y, luego
ul 1 1
/ / evfdudv—f (e—).
4 e
617 (Esféricas)

21 3 /2512 41
619/ / / rdzdrd@z—ﬂ.
0 0o Ji4r 3
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2T V1$rZ ot
620/ // rdzdrd@:E(\@—m.

623 Cardioide de revolucién alrededor del eje Z,

27 T 14cos ¢ 8
/ / / pisenddpdpdd = —,
o Jo Jo 3

(véase la Figura 74c en la pag. 240).

2
624 (Polares) / / rsen(r?) dr df = w(1 — cos(1)).
2m 2 3 R 51
627 (Cilindricas) / / / ze" rdzdrdf = ?(64 —1).
o Jo J2

2w 2 pd—r?
629 / / / r(zrcosf 4 rsenf) dzdrdf = 0.
o Jo Jo

630

T 1 T
/ / / p>(cos @ sen? ¢ + sen @ sen? ¢ + cos psen @) do dp df) = %
o Jo Jo

5 a ra T
633 (Cilindricas) / / / rdzdrdf = —o®.
0 Jo JVaz-r2 12

2m % 1-2r T
5 (Cilindricas) / / / rdzdrdd = —.
0 0 T 27

636 (Cilindricas cambiadas = z, y = rsenf, z = rcosf)

/QW/ / e rdxdrdﬁ_ (10\ﬁ—16\[)

V10—2r2

2 Vai=r?
637 (Cilindricas) / / / rdzdrdf =27 ( 2\[)
Va=r?

639 (Cilindricas cambiadas z = z, y = rsenf, z = r cosf)

/QW/ /1 Tzrdmdrdé‘—%( 3\1/3)
Vo

27T % \/i
641 (Esféricas) / / / cos psen® ¢ dp do df = =
o Jo Jo

643 (Cilindricas dilatadas: x = 2rcosf, y = 3rsenf, z = z)
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2r 1 pr?
/ / / 6rdzdrdf = 3.
0 o Jo

644 (Cilindricas desplazadas y dilatadas © = = —|— 7‘ cosf, y=rsenf, z = 2)

27 2rcos€+2
“rdzdrdd = .
/ / /+ Ircosf+31 7‘2 r = 16

1 p1+V1—22
645/ / V9 — 122 —y2dydu.
-1.J1

—/1—22

1 e L VI
646 / / (x2 + %) dydx—i—/ / (x% + y*) dy da.
0 T % T
1 \/W a:2+y2
648 / / / rzdzdydz.
0 Jo 0

2y y2 0 \/ —2y—y2 1
x—l—y)dzdmdy—i—/ / / (z +y)dzdx dy.
/ / 2'!/ y? / —2J—4/—2y—y% JO

V1i—z? 14+4/1—22—y?
651 / / / dz dy dzx.
/1= zQ,y

653

2 3z pr/16—22—y2 V8 ,V16—22 p4/16—22—y2
/ / / 2zdz dy dx —|—/ / / 2zdz dydzx.
0 T 0 2 x

0
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SOLUCIONES DEL CAPITULO 5

Curvas en el plano y el espacio

654 Segmento del eje z = 0 entre (0, —1) y (0,1) que vuelve hasta (0, %)

655 Recta x — 2y = 1 recorrida desde x = —o0 a x = +00.
656 Grafo de y = —+/z partiendo de (0, 0).

659 Rama derecha de la hipérbola x? —y? = 1 recorrida de abajo hacia arriba
(Figura 86)

Figura 86: Gréfica del Ejercicio 659

660 o(t) = (—3+7t,2 — 2t), t € [0,1].
661 o(t) = (6cost,6sent), ¢t € [0, 27].
663 o(t) = (t, tant), t € [0, T].
665 o(t) = (% sect, ftant), tels, 3]
668 T = (3.5.3). N= (0,2, 7). B= (32, 2. )
670 T = %,o,@)w:(;,o,%),B (0,1,0)
-3 _ y=5
671 £33 = 455,
V2
672 x +y ="
673y + To =T
drx+y=3
675 K(t) = —1
676 r(t) = —275%
678 k(t) = — Y5

3
(14+4sen2t)2
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Longitud de arco

679 2.
681 |a|r2.

27
682/ 3|sentcost|dt = 6.
0

NG
683 / 6t\/t2 + 1dt = 52.
0

i1 1, 2442
684/4—dt:—log V2,
o cost 27922

™

686 | do =

687/ \/1+92d9—

=1.
639 /0 gl =

Superficies

690 n(u,v) = (2 — cosv)(cosu cos v, senu cos v, —senv). Es suave. Se trata de
un toro generado por la circunferencia de radio 1 en el plano X Z con centro
en el punto (2,0,0) que gira alrededor del eje Z (Figura 87).

(M)

(log(1 + v2) + V2).

] I

Figura 87: Toro del Ejercicio 690

691 z =z +y.
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693 2 = 6z + 8y — 3.

2 1
695 Véase la Figura 88. / / V5| cos 8| dr df = 4v/5.
o Jo

24
7 7
LS

Figura 88: Grafica del Ejercicio 695

2 ™
696 / / sen ¢ d¢ df = 4.
o Jo

699 ®(u,v) = (u,v,—V1+u2+v?), u € [-1,1], v € [-3,3] (véase la Figu-
ra 89).

700 ®(r,0) = (rcosf,rsenf,rcosd + 3), r € [0,1], 0 € [0, 27].
703 ®(u,v) = (u,4u +v%v), u € [0,1], v € [0,1].
704 (0, ¢) = (% cos 6 sen ¢, %sen@sen¢, cos @), 0 € [0,27], ¢ € [0, T].

706 ®(r,0) = (4(1 — r?),2rsend,+/2r cosf), r € [0,1], 0 € [0, 27].

709 Véase la Figura 90. ®(r,0) = (rcosf,rsenf,v1—r2), § € [-F,7F],
r € [0, cosf];
Po(r,0) = (rcosf,rsend, —v1 —r2), 0 € [-F,F], r € [0,cosd];

z cos 0
. 2 r
Area = 2/ / dr df = 2m.
,% 0 vV 1 — 7’2

711 ®(r,0) = (rcos@,rsenf, 4 —rcosf — 2rsend), 6 € [0,27], r € [0,2];
Il(?”, 0) = (T, 7'37');

27 2
/ / V6rdrdd = 4V/6r.
0 0

712 ®(r,0) = (rcosf,rsend, —r?cos(20)), r € [1,2], 6 € [0, 27];
n(r,0) = (2r? cos, —2r2sen 0, r);
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Figura 89: Grafica del Ejercicio 699

Figura 90: Grafica del Ejercicio 709

27 2
/ / rv/1+ 4r2 dr df = %(1%/1_7—5\/5).
0 1

714 ®(0,z) = (cosf,send, z), 0 € [0,7], z € [send,2send];
n(f, z) = (cosd,send,0);

2sen 6
/ / dzdf = 2.
sen 6

715 ®(0,z) = (2cos*0,2cosfsenb, z), 0 € (-5, 5], z € [0,2cos b];
n(f, z) = (2cos(26),2sen(26),0);

/ / 2dzdf = 4r.
= Jo
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717 ®(0, ¢) = (v/3 cos O sen ¢, /3 sen O sen ¢, \/gcos@7 0 €10,27], ¢ € [0,7];

n(f,¢) = (f% cos O sen? ¢, f% sen 0 sen? ¢, —3 sen ¢ cos ¢);

27 ™
/ / %senqS\/l—i—coquSd(de = 67 + 3v2rlog(V2 +1).
o Jo

718 ®(0, 2) = (V22 — 22 cos 0,2z — 22sen b, 2), 0 € [0,27], z € [1,2];
n(f,z) = (V2z — 22cos0,v2z — z2%2senf, z — 1);

27 2
/ / dzdf = 2.
0 1
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SOLUCIONES DEL CAPIiTULO 6

BFl Campos vectoriales. Potenciales escalares

720 V x F = (—2yz, —2xz,—2?); divF = 2zy + 2% + 2.

723V x F = (£, —% 4 zye™=, cos(x — y) — xze™7);
div F = yze”“yz - cos(m —y) — F.

724 Calcilese V x F.

725-729 Véase el Ejercicio 728.

730-732 Véase el Ejercicio 733

734 No es gradiente.

735 Es gradiente. Potencial escalar f(z,y) = ysenx.

(-
721 V x F = (=222, 2zyz + y?, —2yz); divF = —2%y.

736 Es gradiente. Potencial escalar f(z,y) = 32% + bzy — y>.
737 No es gradiente.

739 Es gradiente. Potencial escalar: f(x,y) = ﬁ + 2%y + zy? + 9—4.
740 Es gradiente alli donde estd definido. Potencial escalar: f(z,y) = 2z 3 +

3%
742 Es gradiente. Potencial escalar: f(z,y, z) = 2%yz — cos .

744 Es gradiente. Potencial escalar: f(x,y, z) = sen(xz) + cos(xy) + 1.
OP(z) _ 9Q(y)

===
2y W@ ty) _ 9f(z+y) — faty).
ox oy

BB Integrales de linea

1
749/ (9 + 86)\/9t + 412 dt = =
750/ 2\/1 4 9t4 dt = 1—10f)
EE 2032
751 1+ )T dt = =22,
/0 (1430 63

752/ t/1+ 482 dt = 5\/5— 1).
0
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755 o
oa(t)
o3(t) =

(t) = (0 t), t €0, 1];
(t,1 ) € [0,1];
(=t € [0,1);

1 1 0
/tdt+/ f2dt+/ (—t)dt =2 +1.
0 0 —1

757 o es el trozo de recta y = x entre (1,1) y (0,0) con recorrido de ida y

Vuelta;/fdcff() long(o / V32|t3| = 2v/2.

=

758 Grafo de y = senz con z € [0, 7; /f = 7

s 3
760 /3 (sen(2t) + sen? ¢ cos t) dt = [ +
0

8
1
761 / 3tdt = -
0

™

762 /OE(— sen(2t)) dt = —1.

N

764 o1(t) = (1 —t,t,0), t € [0,1]; o2(t) = (0,1 —¢,1), t € [0, 1];
o3(t) = (¢,0,1 —1), t € [0,1];

/ F-do=0.
o1Uo2Uos

2m

766 dt = 2m.
0

768 /1(t2 +2tY) dt = 1
0 15
770 2€3.
771 2.
774 Véase la Figura 91. / F=0.
c
775 7.

777/F:—7r.

c

779/F:f7r.
c
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0.5 1

—0.5 8

Figura 91: Hipocicloide del Ejercicio 774

780/ F =27.
C

781 / F =27.
C

: 23
784 Trabajo = 2.

. _ 1061
785 Trabajo = 5.

786 Trabajo = 4b? + 4 + 8bw. Minimo para b = 7.

790 f(xz,y) = e*¥; f(5,—1)— f(—5,1) =0.

791 f(z,y) = 23y?; £(4,2) — £(1,0) = 256.

793 f(a,y,2) = $log(1 + 22 + y? + 22); f(1,1,1) — £(0,0,0) = 5 log(4)

2
796 (a) o(t) = (cost,sent,0), t € [0, 27]; / —sen’tcostdt = 0.
0

(b) Vx F =0; f(z,y,2) = 2%y + x23.
798/F=1.

BEl Teorema de Green

799 /01/01(—2)dA:—2.

800 o (t) = (cost,sent), ¢ € [0, 27];

2T
/xydx—i—xydy:/ (—sen®tcost + cos® tsent) dt = 0;
oD

0
2m 1
// (y — ) dA = (polares)= / / 72(cos @ — sen ) dr df = 0.
D o Jo
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802 Si D es la regién encerrada por la curva C,

.’173 3 —.’133 xXr = 1‘2 = olares
/C< ) dy — (4 y)d //D<3 +1)dA = [Polares]

27 1 T
:/ /(3r200829+1)rdrd9:—.
0 0 4
804/F~da:// (—=1)dA = —Area(R) = —.
C R
2 2
805/ / (Gwy—xz)dxdy:g.
1 1 6

806 Area = 9.
808 oy (t) = (t,t3), t € [0,1]; o5 (t) = (t,\/t), t € [0,1];

Area(R) =1 (/0 2% dt — / \fdt) %

810 Si F = fVg entonces divF = Vf-Vg+ fVZg.

811 Escribir la primera identidad de Green para f y g y para gy f y luego
restar.

812 Véase la solucién del Ejercicio 807.

of . of

813 Aplicar el Teorema de Green para P = —, Q = —.
ox oy

814 (a) OR = C; U Cy con:

C; = ai(t) = (cost,sent), t € [0,27]; C2 = a2(t) = (2cost,2sent),
t € [0, 27];

Notese que (' tiene orientacién contraria.

G Cs ax ay

(b) /8D+de—Qd:17:27T.

(¢) Py @ no estéan definidos en el origen.

818/F:// 3(x2+y2)dA=§7r.
c D 2

B3 Integrales de superficie

819 ®4(u,v) = (u,v,0), u € [0,1], v € [0, u];
(I)Q(UHU) = (U,O,’U), u < [Oa 1]a v E [Oa 1- U],
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D3 (u,v) = (u,u,v), uw e [0,1], v € [0,1 — ul;
Dy(u,v) = (u,v,1 —u), u € [0,1], v € [0, ul;

// uvdvdu+/ /1 ' 2\[dvdu+/ / uvv/2 dv du = 5\f+1

821 @y (u,v) = (u,v, —1), u,v € [0,1]; Po(u,v) = (u,v,1), u,v € [0, 1];
D3 (u, v) (u, —1,v), u,v € [0,1]; ®4(u,v) = (u,1,v), u,v € [0,1];
O5(u,v) = (—1,u,v), u,v € [0,1]; Pg(u,v) = luv)uve[Ol}

// dudvfl//vdudv— = 2dS——

823 L.
824 £(33v/33 — 17V17).
826 Z(17V1T4E + 2).

835

sa7 [ F =2
s 3

839 Usar que / F = / F - N, con N la normal unitaria a S.
s

840 ®(0, ) = (Rcosfsen ¢, Rsenfsen p, Recosp), 0 € [0, 5], ¢ € [0, T];
n(0,6) - — R sen 60(6, )

3 3 2
Area(S):/ / R%enqbdcﬁd@zﬂ;

7

- / / R3cos@sen’ pdo db =

Area(s)

]
Il

5

M\m M\’;U

/ / R3senfsen® ¢ depdh =

Area(S)

/2 /2 R3 cos ¢rsen ¢ dep df = E
o Jo 2

N

"~ Area(s)
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Teorema de Gauss

1,1 1
843/ //(2x+2y+2z)dxdydz:3.
o Jo Jo
2 3 4
846/F=///2xdzdydx:48.
s o Jo Jo

88D ={0<2<9— (z+1)2— (y—2) }/ ///3dv_%7r

849/F:// divF dV = 27.
s D

851 Si D es el volumen {z > 0, 22+y? < 1, z < 4—+/1 — 22 — y2} (Figura 92),

/// divFdV = 6—77'('
D 6

OD =81 USUS3,con S; ={a?+3?><1,2=0}, S ={22+4>=1,0<
<4}y Ss={2+y*+ (2 —4)?* =122 +y> <1, 2 <4}

/F:(); /F:lﬁﬂ'; /F——§Tr.
S1 Sa S3 6

Finalmente/ F = gﬁ

oD 6

Figura 92: Volumen del Ejercicio 851

855 Aplicar el Teorema de Gauss.
Una parametrizacién del cono es: ®(r,0) = (ar cos@,arsen, hr), r € [0,1],
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6 € [0,27];
n;(r,0) = (ahrcos,ahr senf, —a®r);

2m
3 / F= / / 2r2h cos® 0 + a*r?hsen? 0 — a*r?h) dr df = 0;
1
1, 1,
La tapa: % F= 3 (z,9,2)-(0,0,1)dS = 3 Area(®sy) = 3@ h.
[ [

856 Basta usar que div (Vf) = Af.

857
/SF:///D dideV:///L)3(x2+y2+z2)dV
-1

859 Si cerramos la superficie S con Sy, So generando un volumen D, (véase
la Figura 93)

/ F:/// divF dV = 0;
SUS1USs D

Sl ®4(r,0) = (rcosf,rsend, 1), 6 € [0,2x], r € [0,1]; ||n1(r,0)
= ®y(r,0) = (rcosf,rsend,2), 6 €

/le Jx=fr=r

1—r2
/ 3r(r? + 2%) dz dr df.
2

Figura 93: Gréfica del Ejercicio 859

861 Como la superficie es cerrada

/S(xy2,1'2y,y) = ///D(y2 +22)dV =mr.
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B Teorema de Stokes

862 o (t) = (2cost,2sent,4cos’t), t € [0, 27];

27
/ / (4 — 32cos® tsent) dt = 8
as

®(r,0) = (rcosf,rsend,r?cos? ), r € [0,2], 6 € [0, 27];
Niye (1, 0) = (=212 COS@,O,T),

27 2
/VXF:/ / 2rdr df = 8.
s 0 0

864 o(t) = (cost,—sent,0), t € [0, 1];

/F:&VXF:Q
S

865 o1(t) = (1 —t,t,0), t € [0,1]; o2(t) = (0,1 — ¢, 1), t € [0,1];
US(t) = (tvoal - t)a te [07 1]?

/‘F:vaon
oS

866

1 1 1y
/ /VXF /VXF -N = / - ﬁvﬁvﬁ)_o'

868 (Véase la Figura 94) ®(r,0) = (3 + rcosf,rsenf, 5 + rcosf), r € [0, 3],

6 € [0,27]; |n(r,0)| = v2r;

/ /VXF / —2z,2y — z,—22) - (— 5
/Z(2x)/2w/é (3 —r2cos? 0+ rcosh)d dt9*E
Js V2 o Sy T " T

0, %)

o

869 Para S; = {z2+y%2+22 =1, 2 > 0}, 95;1: (t) = (cost,sent,0), € [0,27];

VXF:/ F=0.
Sl aSl

Para Sy = {22 +y?> + 22 =1, 2 <0}, 9S2 = 0~ (¢). Luego VxF=0.
Sa
871 Usar el teorema de Stokes.

/VXF:/ F:/ F = V x F.
Sh 281 95, Sa
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-1 -1

Figura 94: Ejercicio 868: paraboloide cortado por un plano

Usar que S'y S tienen la misma frontera, por tanto

_ _ (11 1 _
/SVfo/g(L 1,0) - (J5, 75, 75) dS = 0.

2m
872 (a) o(t) = (cost,sent,0), ¢t € [0, 27]; / F = / dt = 2.
c 0

S
w
w

F no puede ser conservativo pues la integral a lo largo de C, que es una curva
cerrada, no es nula.

(b) F no esté definido en el eje Z, y por tanto no puede estar definido en todo
punto de una superficie que tenga a C' como frontera.

875/F:/V><F:27r.
c s

Potenciales vectoriales

876 No.
877 1. G = (222, 2y — 2 ).
882 ( ) = O(u,v) = (w,v,u+v), u € [0,V4], v € [“72,\/6], n(u,v) =

)

/ //—Zudvdu——f\[

(b) Cerramos S con (véase la Figura 95):
S = @4 (u,v) = (u, “72,1;), u € [0, V4], ve0,u+ u;}, n; (u,v) = (u,—1,0);
Sy = (I)Q(Ua ’U) = (UQ,’u,U), u € [07 \3/5]7 v E [Ovu+u2]7 l’lg(u, U) = (—1,2U,0);
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S5 = ®(u,v) = (u,v,0), u € [0, V4], ve[u;,m,m( v) = (0,0, —1);
tal que 9D = SUS; US, U S3. Como divF =0,

3
/ F = = V/4;
S1US2US3 5

(c)FszGéGz(mz—%,O,yz);
98 = a1 U aa, con:

ag (u) = (u2uu—|—u € [0, v2);
QQ(U)Z(U,T,U—F 2)7 [07\/_]a

/ G=2+ Vi+ V5
ay

/ G =2+ 2+ V4
asz

Finalmente: G = —§ 4.
as 3

Figura 95: Regién del Ejercicio 882

883 F =V x G con G = (22 — £,0,y2).

/FZO;
s

GS:a1Ua2Ua3Ua4, con
ay(u) = (u,u?,0), u € [0,1); az(u) = (1,1,v), v € [0,1];
az (u) = (u,u?, 1), u € 0,1]; a (v) = (0,0,v), v € [0,1];

/G_——/G— /G_ /G_O



EZZ] SOLUCIONES DEL CAPITULO 6

Finalmente G =0.
as

885 S = P(r,0) = (rcos@,rsenﬁ, V1 —r2), 6 elon],re [0,%sin9] (Figu-
ra 96);

fr=x
= —7‘[‘;
s 25

F=VxG, con G=(0,z,0);

95 = (2sin(20), 2sen? 0, /1 — 18 cos?0), 6 € [0, 7];
4
G=—m.
5 25

Figura 96: Grafica del Ejercicio 885

888 (a) S = ®(x,y) = (z,y,1 —2?), x € [-1,1], y € [0,1];
/(z,z,y) =1

5
(b) VX G=(z2y) con G= (2—22 - %,—%,0).

G=1.
as
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