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Dedico este livro a minha familia e amigos.



O importante é o ser e nao o vir a ser; um nao é o oposto do outro, havendo
0 oposto ou a oposigao, cessa o ser. Ao findar o esfor¢o para vir-a-ser, surge
a plenitude do ser, que nao é estatico; nao se trata de aceitacao; o vir-a-ser
depende do tempo e do espaco. O esforco deve cessar; disso nasce o ser que
transcende os limites da moral e da virtude social, e abala os alicerces da
sociedade. Esta maneira de ser é a prépria vida, nao mero padrao social.
La, onde existe vida, nao existe perfeicao; a perfeicao é uma idéia, uma
palavra; o proprio ato de viver e existir transcende toda forma de
pensamento e surge do aniquilamento da palavra, do modelo, do padrao.

Jiddu Krishnamurti (1895-1986)



Prefacio

Este livro é resultado das minhas notas de aulas da cadeira de Teoria dos
Grafos e Andlise Combinatoria que ministro desde 2005 no Instituto de In-
formatica na Universidade Federal do Rio Grande do Sul. Ao longo dos anos,
tenho observado a necessidade de um livro nesta area escrito em portugués
com linguagem acessivel. Assim nas minhas horas vagas detive-me a escrever
este livro. Esta primeira versao demorou varios anos para ser finalizada de-
vido aos meus intimeros compromissos dentro e fora do Pais. Ela contou com
o apoio dos meus alunos Renata Neuland e Gean Stein, a Jéssica Dagostini,
Vinicius Lazzari no processo de revisao.

Espero que este livro motive os alunos da graduacao em ciéncia da com-
putacao e também de areas correlatas a se interessarem pela area de teoria
dos grafos. E claro que esta area é muito mais ampla e densa do que o
contetudo discutido nas paginas seguintes, porém penso neste livro como um
passaporte de entrada para esta area magnifica. Além das notas, este livro
foi ancorado em obras magnificas listadas abaixo :

e . Harary. Graph Theory. Addison-Wesley Publishing Company,
1969.

e J. A. Bondy e U.S.R. Murty. Graph Theory with Applications.
Elsevier Science Ltd/North-Holland. 1979.

J. Clark e D.A. Holton. A First Look at Graph Theory. World
Scientific Pub Co Inc. 1991.

D. West. Introduction to Graph Theory. Prentice-Hall, Inc. 1996.

R. Diestel. Graph Theory. Springer-Verlag. 2005.

J. M. Harris, J. L. Hirst e M. J. Mossinghoff. Combinatorics and
Graph Theory.Springer Science+Business Media, LLC. 2005.

J. Bang-Jensen e G. Gutin. Digraphs - Theory, Algorithms and
Applications . Springer-Verlag. 2008.



Além de oferecer aos estudantes um livro com linguagem acessivel, eu
o ofereco como um presente a todos aqueles que precisam adquirir conheci-
mento nesta area e muitas vezes nao possuem ou conhecimento basico ade-
quado ou recursos financeiros. Por isso tentei ser o mais didatico possivel
neste texto e escrevi este trabalho sob a politica do Creative Commons.
Acredito que qualquer pessoa mereca acesso ao conhecimento. Assim barrei-
ras precisam ser quebradas e uma das formas de fazermos isso é através de
publicacoes abertas. Ja fui um estudante de graduagao e sei a dificuldade
que é adquirir uma obra na area.

Espero que apreciem o trabalho, e desfrutem dele sem moderacao :)

Edson Prestes

This work is licensed under CC BY-NC-SA 4.0. To view a copy of this
license, visit https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0
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Capitulo 1

Fundamentacao Teérica

A Teoria dos Grafos surgiu com os trabalhos de L. Euler, G. Kirchhoff e A.
Cayley. O primeiro e mais famoso problema, chamado o problema das pontes
de Konigsberg foi enunciado por Euler em 1736. Na cidade de Konigsberg
(antiga Prissia), existiam sete pontes que cruzavam o rio Pregel estabele-
cendo ligacoes entre diferentes partes da cidade e as ilhas Kneiphof e Lomse
(ver Figura 1.1). O problema consistia em determinar se era possivel ou nao
fazer um passeio pela cidade comegando e terminando no mesmo lugar, cru-
zando cada ponte exatamente uma tunica vez. Veremos na Secao 1.5 que a
resposta para esta pergunta é nao.

A Teoria dos Grafos possui aplicacao direta em areas como fisica, quimica,
engenharias, psicologia, etc. Em particular, ela é de fundamental importancia
aos cursos de Ciéncia e Engenharia da Computacgao. Isto se deve a intimeros
motivos, entre eles, o fato de servir de modelo matematico para alguns dos
problemas mais importantes e dificeis da computacao. Estes problemas estao
associados a classe de problemas NP-Completos, cuja solucao em tempo po-
linomial por uma maquina de turing deterministica nao é conhecida.

Varios problemas do mundo real podem ser analisados usando a Teoria
dos Grafos, por exemplo, o escalonamento de processos pode ser visualizado
como um aplicacao direta do problema de coloracao de grafos; o problema de
reconhecimento de padroes pode ser visto como uma instancia do problema
de isomorfismo em grafos; o problema de roteamento é o problema de verificar
se um grafo é Hamiltoniano ou nao, e se for determinar o ciclo hamiltoniano
de custo minimo.

Este livro introduz a base tedrica da area de Teoria dos Grafos, apresen-
tando os principais conceitos (defini¢bes, propriedades, classes, teoremas) e
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problemas. Exemplificaremos sempre que possivel o uso destes conceitos em
problemas do mundo real. Além disso, serd dada énfase ao aspecto combina-
torial da area apresentando o uso da andlise combinatéria em problemas de
enumeracao e contagens.

Konigsberg

Figura 1.1: Pontes de Konigsberg

1.1 Conceitos Basicos

Defini¢ao 1.1. Um grafo simples G = (V, A) é uma estrutura discreta for-
mada por um conjunto nao vazio de vértices V' e um conjunto de arestas
ACP(V),onde P(V) ={{z,y} : z,y € V} é o conjunto de todos os pares
nao ordenados! nao necessariamente distintos gerados a partir de V. Cada
aresta {z,y} € A é formada por um par de vértices distintos, i.e., z # y.
Para cada par de vértices existe no maximo uma aresta associada.

Dois vértices x e y sao adjacentes se e somente se existe uma aresta
{z,y} € A. Neste caso, dizemos que a aresta {z,y} ¢ incidente aos vértices
x e y. Quando um vértice nao é adjacente a outro, dizemos que ele é um
vértice isolado.

Um grafo deixa de ser simples quando possui multiplas arestas entre o
mesmo par de vértices e/ou quando possui uma aresta, chamada laco, inci-
dente a um par de vértices nao distintos. Se o grafo possuir miltiplas arestas
e nao possuir lacos entao ele é chamado multigrafo , caso contrario, se ele
possuir lagos entao é chamado de pseudografo. A existéncia de multiplas

'Um par nio ordenado formado pelos vértices z e y é representado por {z,y}, onde
{z,y} = {y,2}. Se x =y, entdo {z,y} = {z, 2} = {z}.

This work is licensed under CC BY-NC-SA 4.0. To view a copy of this
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1.1 Conceitos Basicos 3

arestas, leva a definicdo da funcdo ¢ : A — P(V), chamada de fun¢io de Fungao de
incidéncia do grafo, que mapeia cada aresta ao par de vértices associado. cidéncia

Isto permite distinguir cada aresta individualmente. Baseado nisto, temos a
seguinte definicao que inclui multigrafos, pseudografos e grafos simples.

Definigao 1.2. Um grafo G = (V, A, ¢) é um conjunto nao vazio de vértices
V', um conjunto de arestas A, e uma fungdo de mapeamento ¢ : A — P(V')
que mapeia cada aresta a um par nao ordenado formado pelos vértices de G.
O numero de vértices de G, denotado por |V| indica a ordem de G, enquanto
que o nimero de arestas, denotado por | 4|, indica o tamanho de G?.

1 2
3
[ o
4 5

(a)

Figura 1.2: Exemplos de (a) grafo simples e (b) pseudografo

A Figura 1.2 mostra um (a) grafo simples e um (b) pseudografo, onde as li-
nhas representam as arestas e os circulos escuros representam os vértices. Em
(a), cada aresta une um par de vértices distintos e nao existem multiplas ares-
tas unindo um mesmo par. Logo, cada aresta é representada pelos vértices
os quais incide, por exemplo, a aresta unindo os vértices 1 e 2 é representada
por {1,2}. Assim, ¢({1,2}) = {1,2}, i.e., o({z,y}) = {z,y}, V{z,y} € A.
Em (b) existem multiplas arestas unido os vértices 1 e 2, e os vértices 3 e 4.
Para distingui-las, as arestas sao rotuladas com as letras de a a h. Observe

que (f) = é(g) = o(h) = {3,4} e ¢(a) = ¢(b) = {1, 2}, porém f # g # h

2Alguns autores usam |G| e ||G|| para indicar a ordem e o tamanho de G, respectiva-
mente
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e a # b. Quando um dado par de vértices esta associado a k arestas distin-
tas, dizemos que ele possui multiplicidade igual a k, i.e., u(z,y) = k. Neste
caso, a multiplicidade do par {3,4} é igual a u(3,4) = 3, enquanto que a
multiplicidade do par {1,2} é igual a p(1,2) = 2. Em um grafo simples a
multiplicidade de cada par de vértices é no maximo igual a 1. Em (a), existe
um vértice isolado representado pelo vértice 5, enquanto que em (b), existe
um lago representado pela aresta e. Se (b), nao possuisse o lago e, entao seria
um multigrafo. A existéncia de lago indica que o grafo é um pseudografo.
Neste livro iremos apenas distinguir o grafo simples dos demais grafos, que
serao chamados apenas por grafos.

Para este exemplo, o grafo da Figura 1.2(a) é representado por G, =
(Va, Aa, ¢a) ou apenas por G, = (V,, A,), pois como ele é simples, a fungao
¢4(.) se torna a fungao identidade podendo ser suprimida. Os conjuntos de
vértices e arestas sao definidos por V, = {1,2,3,4,5} e A, = {{1,2},{1, 3},
{3,2},{3,4}}, respectivamente. Por outro lado, o grafo da Figura 1.2(b) é
definido por Gy = (V, Ay, ¢p) com V, = {1,2,3,4}, Ay, = {a,b,c,d,e, f,g,h}

e

4 _( a b c d e f g h )
L2y {12} {13} {23} {2} {34} {34} {34}

Se retirarmos os lagos e todas as muiltiplas arestas entre cada par de
vértice, mantendo apenas uma, transformaremos um pseudografo em um
grafo simples. O mesmo pode ser feito no caso de multigrafos, porém nao
existem lacos para serem removidos. O grafo simples encontrado é chamado
de grafo simples subjacente, ou apenas, grafo subjacente ao multigrafo ou
ao pseudografo. Realizando este procedimento no grafo da Figura 1.3(a),
encontramos o grafo simples mostrado em (b).

As arestas de um grafo possuem a funcao de indicar o relacionamento
entre os elementos que o grafo representa, que podem ser do mundo real
ou nao, de forma simétrica. Este relacionamento pode corresponder a uma
propriedade espacial, comportamental, temporal ou outra. Em diversas si-
tuagoes esta relagao nao é simétrica, por exemplo, o sentido do fluxo de carros
nas ruas de uma cidade. Se representarmos cada entrocamento (cruzamento)
desta cidade como sendo um vértice em um grafo e o fluxo permitido como
sendo a relacao entre os entrocamentos, veremos que em diversas situacoes
a ida de um entrocamento A para o entroncamento B nao implica a volta,
ou seja, a ida do entroncamento B para o entrocamento A. Nesta situacao
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1.1 Conceitos Basicos 5

(a) (b)

Figura 1.3: Exemplo de (a) pseudografo e seu (b) grafo simples subjacente.

precisamos ter uma forma de indicar esta restricao no grafo. Isto é feito
determinando uma direcao para cada aresta.

A insercao desta informacao faz com que o grafo se torne orientado. As-
sociando pares ordenados de vértices as arestas do grafo, teremos um grafo
direcionado ou digrafo. Cada par ordenado® (x,y) define um arco com ori-
gem em (ou adjacente em) = e destino em (ou adjacente para) y, ou seja,
(z,y) # (y,x). E comum dizermos que o vértice z domina y, e que o vértice
y é dominado por x. De forma similar ao exposto anteriormente para grafos,
um digrafo pode conter lagos e multiplos arcos entre um mesmo par ordenado
de vértices. Quando um digrafo nao possui lacos tao pouco multiplos arcos
entre um mesmo par ordenado de vértices, ele é chamado digrafo simples ou
grafo direcionado simples. Quando um digrafo possui multiplos arcos de um
vértice a outro, entao ele é chamado de multigrafo direcionado. Quando k
arcos tém origem no vértice x e destino no vértice y, entao dizemos que o
arco (z,y) tem multiplicidade igual a k, i.e., u(x,y) = k. Em pseudografos e
multigrafos, u(x,y) = pu(y, x), o que nao é garantido nos casos de multigrafos
direcionados. Quando o digrafo nao possui lagos, multiplas arestas entre um
mesmo par ordenado de vértices, nem pares simétricos de arcos entao ele é
chamado de grafo orientado. Quando lagos sao permitidos lagos, o digrafo é
chamado de pseudografo direcionado.

Definigao 1.3. Um digrafo D = (Vy, Ay, ¢q) é um conjunto nao vazio de
vértices Vg, um conjunto de arcos Ay, e uma funcdo de mapeamento ¢4 :
Ay — Vi x V3 que mapeia cada arco a um par ordenado formado pelos

3Um par ordenado formado pelos vértices = e y é representado de maneira tradicional
por (z,y), onde, (z,y) # (y,).
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6 Fundamentacao Teérica

vértices de D. De forma similar a definicao usada para grafos, o niimero
de vértices de D, denotado por |V,| indica a ordem de D, enquanto que o
nimero de arcos, denotado por |A4|, indica o tamanho de D*.

A Figura 1.4(a) ilustra um grafo orientado, enquanto que (b) ilustra um
pseudografo direcionado. (b) possui multiplos arcos entre um mesmo par
ordenado, entre eles podemos destacar, os arcos a e b que tém origem no
vértice 1 e destino no vértice 2. Além disso, ele possui o laco e. Se este
digrafo nao possuisse os arcos b, g e e, ele seria classificado como digrafo
simples. Se removeéssemos desse digrafo simples o arco h ou f, estariamos
eliminando o Unico par simétrico existente, e este digrafo passaria a ser um
grafo orientado. Neste livro iremos apenas distinguir o grafo orientado dos
demais digrafos, os quais serao chamados apenas por digrafos.

1 2 ad

(a) (b)

Figura 1.4: Exemplos de (a) digrafo simples e (b) pseudografo direcionado

Grafo Subja- De forma similar aos grafos, um digrafo possui um grafo subjacente. Ele

cente ao Digrafo é obtido substituindo cada arco por uma aresta, i.e., removendo a orientacao
de cada arco. Por exemplo, a Figura 1.2(b) mostra o grafo subjacente ao
digrafo ilustrado na Figura 1.4(b).

Defini¢ao 1.4. Um grafo G; = (V}, A1) é um subgrafo de Gy = (Va, Ag),
denotado por G; C G, se e somente se V7 C Vo e A7 C A,. Neste caso

4Alguns autores usam |D| e ||D|| para indicar a ordem e o tamanho de D, respectiva-
mente
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1.2 Relagao de Vizinhanga 7

Go é supergrafo de Gy.(definicdo similar para sub- e superdigrafos, porém
considerando a orientac@o dos arcos).

Se G é subgrafo de G5, entao Gy é supergrafo de G;. Quando G # G, Subgrafo e
entao GG é um subgrafo préprio de Gy. Quando V; = Vs, entao G é chamado Subdigrafo de
subgrafo gerador ou subgrafo de espalhamento de GGo. Para um digrafo D;, Espalhamento
um subdigrafo Dy que contém um conjunto de vértices igual ao conjunto de
vértices do digrafo original é chamado de subdigrafo de espalhamento ou fator Fator
do digrafo.

Considerando um grafo G = (V, A) e um subconjunto nao vazio S, C V,
um subgrafo de G induzido por S, denotado por G[S,], é aquele que tem Grafo Induzido
como conjunto de vértices S, e como conjunto de arestas todas as arestas de
G que possuam ambas extremidades em S,. Se S, C A é um subconjunto
nao vazio de arestas, G[S,] é um subgrafo de G induzido por S, que tem
como conjunto de arestas S, e como conjunto de vértices as extremidades
das arestas de S,(Os mesmo conceitos se aplicam aos digrafos, porém temos
a expressao digrafo induzido). A Figura 1.5 ilustra (a) um grafo G e os
subgrafos induzidos (b) G[S,] e (¢) G[S,], assumindo S, = {0,4,5,6} ¢ S, =
{{0,4},{0,5},{0,1},{2,6}}.

ST N

(a) (b) ()

Figura 1.5: Exemplo de grafo induzido por vértices e por arestas. (a) grafo G,
(b) grafo induzido G[S,] por um conjunto de vértices S, e (c) grafo induzido
G[S,] por um conjunto de arestas S,

1.2 Relacao de Vizinhanca

Tanto as arestas de um grafo quando os arcos de um digrafo definem uma
relagdo de vizinhanca entre os vértices. Para um grafo G = (V, A, ¢), o
conjunto de vértices adjacentes a um vértice v € V é definido pela funcao Fungao Multiva-
multivalorada de vizinhanca, 7: V ~s 2V, lorada de Vizi-

r(v) = {w: {v,w} = 6(e) A e € A} nhanga
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onde v pode ou nao ser igual a w. Quando v = w teremos v € 7(v). O
conjunto 2V é chamado conjunto das partes e contém todos os subconjuntos
que podem ser formados usando os elementos de V. Se V = {1,2,3} entao
2V = {0,{0}, {1},{2},{0,1},{0,2},{1,2},{0,1,2}}. Portanto [2"| = 2II.
Para um digrafo D = (Vy, A4, ¢a), as fungoes multivaloradas de vizinhanga
direta 7% : V; ~» 24 ¢ inversa 77 : V; ~ 24 sao definidas por

() = {w: (v,w) = g4(e) Ne € Ay}
7 (v) ={w: (w,v) = pgle) Ne € Ay}.

A funcao 71 (v) retorna todos os vértices atingiveis diretamente a partir de v
através dos arcos que tém origem em v, enquanto que 7~ (v) retorna todos os
vértices que atingem diretamente v através dos arcos que tém como destino
v. Lembrando que ¢(e) = e (ou ¢4(e) = e) para o caso de ndo existirem
multiplas arestas(ou arcos) entre um mesmo par de vértices.

A quantidade de vizinhos de um vértice permite determinar o que é cha-
mado grau de um vértice. Para um grafo simples, o grau de qualquer vértice
v, denotado por d(v), é definido por d(v) = |7(v)|°. Para um grafo qualquer
G = (V,A), o grau de um vértice v é definido pela quantidade n de arestas
que unem v aos outros vértices do grafo(exceto ele préprio) e pela quantidade
p de lagos em v, ou seja,

d(v) =n+ 2p.

Quando um vértice v é isolado, ou seja, 7(v) = 0, seu grau d(v) = 0. A partir
dai, podemos definir o menor e maior graus dentre todos os seus vértices
como, respectivamente,

A(G) = maxd(v) e §(G) = mind(v).

veV veV

Note que
I(G) <d(v) <A(G), YveV.

Na Figura 1.2(a),
d(1) =2,d(2) =2,d(3) =3,d(4) = 1,d(5) = 0,0(G) =0 e A(G) = 3.
Enquanto que na Figura 1.2(b),
d(1) =3,d(2) =5,d(3) =5,d(4) = 3,0(G) =3 e A(G) = 5.

50 grau de um vértice é denotado por d devido a palavra grau ser em inglés chamada
degree.

This work is licensed under CC BY-NC-SA 4.0. To view a copy of this
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Teorema 1.1 (Handshaking Problem). Para um grafo G=(V,A), temos

> d(v) =2|4]

veV

Em um digrafo qualquer, cada vértice v possui um grau de entrada, d~(v),
e um grau de safda, d*(v). O grau de entrada de um vértice v é o definido
pelo nimero de arcos que possuem como destino v (incluindo o lago) en-
quanto que o grau de saida é o nimero de arcos que possuem como origem v
(incluindo o lago). Um lago em vértice v é contado uma tnica vez no grau de
entrada de v e uma tnica vez no grau de saida de v. Para digrafos simples
(e grafos orientados), podemos usar as fungoes de vizinhanca 7~ (v) e 71 (v)
para calcular os graus de saida e de entrada de cada vértice. Neste caso, para
qualquer vértice v temos d~(v) = |77 (v)| e dT(v) = |77 (v)].

De forma similar ao exposto anteriormente, podemos definir para um
digrafo D os graus de entrada maximo e minimo, A~ (D) e § (D), respecti-
vamente, e os graus de saida maximo e minimo, A*(D) e 67 (D), respectiva-
mente. Na Figura 1.4(a), o digrafo tem

d~(1)=1,d"(2) =2,d(3) = 0,d"(4) = 1,6 (D) = 0,A~(D) = 2,

d*(1) =1,d"(2) = 0,d"(3) = 3,d*(4) = 0,07 (D) = 0, AT(D) = 3.
Enquanto que na Figura 1.4(b), o digrafo tem

d~(1)=1,d"(2) =3,d"(3) =2,d"(4) = 2,6~ (D) = 1,A~(D) = 3

d(1) = 2,d"(2) = 2,d*(3) = 3,d*(4) = 1,6*(D) = 1, A*(D) = 3.

Teorema 1.2. Para um digrafo D = (V,, A4) temos

> d7(w) =D d7(v) = A4

’UEVd ’UGVd

Quando um vértice v de um digrafo possui grau d~(v) = 0, ele é chamado
de vértice fonte e quando ele possui grau de saida d*(v) = 0, ele é chamado
de vértice sumidouro . A Figura 1.4(a) mostra um vértice fonte represen-
tado pelo vértice 3 e dois vértices sumidouros representados pelos vértices
2 e 4. Se este digrafo esta associado a uma rede de transmissao de dados,
podemos relacionar o vértice fonte a um emissor que nao é receptor, pois

This work is licensed under CC BY-NC-SA 4.0. To view a copy of this
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ele apenas emite informacoes sem ter a capacidade de recebé-las de volta.
Por outro lado, o vértice sumidouro ¢ um receptor que nao é emissor, ou
seja, ele apenas recebe informagoes, porém sem ser capaz de propaga-la adi-
ante para outros computadores. Os outros vértices conseguem tanto receber
informagoes quanto propaga-la adiante.

A seqiiéncia nao crescente d(G) = dy,ds, ..., d,, com d; > d; para j > i
formada pelo grau dos vértices de um grafo G de n vértices é chamada de
Seqiiéncia de Graus. Cada grafo possui uma tnica seqiiéncia de graus, porém
uma mesma seqiiéncia pode estar associada a grafos distintos. A Figura 1.6
mostra dois grafos distintos estruturalmente com a mesma seqiiéncia de graus
igual a 4,3,2,2,1. Tanto a soma dos elementos desta seqiiéncia quanto a
quantidade de valores impares sao pares.

(a) (b)

Figura 1.6: Grafos com mesma seqiiéncia de graus.

Teorema 1.3. Toda seqiiéncia nao negativa dy, ds, ..., d, é uma seqiiéncia
de graus de um grafo(simples ou néo) se e somente se Y1 ; d; é par.

Existem seqiiéncias que podem nao estar associados a grafos simples.
Por exemplo, com a seqiiéncia 3,3,3,1 nao é possivel construir um grafo
simples, mesmo tendo a soma de seus termos um valor par (Verifique!). Se
a seqiiéncia permitir a construcao de um grafo simples entao ela é chamada
seqliéncia grdfica. Para verificar se uma dada seqiiéncia é gréafica ou nao
usamos o seguinte Teorema .

Teorema 1.4 ([1]). Paran > 1, uma seqiiéncia d de inteiros com n elementos
é uma seqiiéncia grdfica se e somente se d’ é uma seqiiéncia grdafica, onde d’ é
obtido a partir de d removendo seu maior elemento A e subtraindo 1 de seus
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A maiores elementos seguintes. Assumimos que a Unica seqiiéncia grafica
com 1 elemento é d; = 0.

A aplicacao do Teorema 1.4 na sequéncia s; = 3,3, 3, 1 leva aos seguintes
passos. Inicialmente removemos o maior elemento A; = 3 e subtraimos de 1
os A1 maiores elementos seguintes. Isto resulta na seqiiéncia sy = 2,2,0. Em
S9, repetimos o processo, removendo o maior elemento Ay = 2, e subtraindo
de 1 os Ay maiores elementos seguintes. Isto resulta na seqiiéncia s3 = 1, —1,
que nao corresponde a uma seqiiéncia grafica, ja que um dos requisitos para
que uma seqiiéncia seja grafica é que ela seja formada apenas por valores nao
negativos.

1.3 Matrizes de Adjacéncia e de Incidéncia

Um grafo G = (V,A), com |V| = n e |A] = m, pode ser representado
usando dois tipos de matriz, chamados de matriz de adjacéncia e matriz de
incidéncia. A matriz de adjacéncia é uma matriz M = [m; ;] simétrica n x n
que armazena o relacionamento entre os vértices do grafo. Cada entrada m, ;
é igual a

0 , seinao é adjacente a j

m , se i é adjacente a j (com i # j), m corresponde a quantidade
de arestas conectando 7 e j.

p ,sei=j,péaquantidade de lacos incidentes ao vértice <.

mij =

Por outro lado, a matriz de incidéncia B = [b; ;] é uma matriz n x m, que
associa os vértices as arestas de G. Cada entrada b; ; relaciona o vértice i a
aresta j assumindo os seguinte valores

0 , se 7 nao ¢ incidente em ¢
1 ,sej éounao um lago e 7 é uma de suas extremidades.

bij =

As matrizes de adjacéncia e de incidéncia para o grafo da Figura 1.2(b) sao
mostradas nas Tabelas 1.1 e 1.2.

De forma similar, um digrafo D pode ser representado usando matrizes de
incidéncia e de adjacéncia. A matriz de adjacéncia é uma matriz A = [a; ],
nao necessariamente simétrica, onde cada entrada a;; ¢ igual a

0 ,set nao é adjacente a j
a;; = ) . . . . .
I m , onde m é a quantidade de arcos com origem em ¢ e destino em j

This work is licensed under CC BY-NC-SA 4.0. To view a copy of this
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=~ O N =

O = NN O
O =N
WO = =W
S W O O

Tabela 1.1: Matriz de Adjacéncia do grafo da Figura 1.2(b).

a b ¢ d e f g h
111110 0 0 0 O
21 1.0 1 1 0 00
3/0 0110 1 1 1
410 0 00 O 1 1 1

Tabela 1.2: Matriz de incidéncia do grafo da Figura 1.2 (b)

A matriz de adjacéncia para o digrafo da Figura 1.4(b) é mostrada na ta-
bela 1.3

O = O Ol
O O = NN
_ O = Ol W
OO O

=W N =

Tabela 1.3: Matriz de Adjacéncia do digrafo da Figura 1.4(b).

Por sua vez, na matriz de incidéncia B = [b; ;] cada entrada b;; relaciona
o vértice ¢ a aresta j assumindo os valores

—1 , se 7 tem origem em 1.
bij = 0 , se j nao é incidente em ¢
1 , se j tem destino em ¢.

A matriz de incidéncia para o digrafo da Figura 1.4(b) é mostrada na
Tabela 1.4

This work is licensed under CC BY-NC-SA 4.0. To view a copy of this
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a b ¢ d e f g h
1{-1 -1 1. 0 0 0 0 O
21 1 0 -1 1 0 0 O
310 0 -1 1 0 1 -1 -1
4170 0 0 0O O -1 1 1

Tabela 1.4: Matriz de incidéncia do digrafo da Figura 1.4 (b)

Muitas vezes a matriz de adjacéncia do grafo é esparsa, ou seja, a mai-
oria dos seus elementos é igual a 0. Neste caso, para um grafo que possui
n vértices, estariamos utilizando um espaco de armazenamento proporcional
a n?, sendo que apenas uma pequena quantidade de meméria, associadas as
arestas do grafo, estaria efetivamente sendo usada. Para resolver este pro-
blema, podemos representar a matriz de adjacéncia na forma de uma lista
de adjacéncia, onde cada elemento desta lista possui referéncia a um vértice
do grafo e um ponteiro para uma sub-lista contendo todos os vértices adja-
centes associados. Se considerarmos que a maior sub-lista possui tamanho
igual a ¢ << n (ou seja, ¢ é muito menor que n), entdo no Maximo estaremos
usando um espaco de armazenamento proporcional a cn, que é muito menor
que n?. Entretanto, se a matriz nao for esparsa, ou seja, §(G) > n/2, entao
a lista de adjacéncia nao é uma boa escolha. Pois neste caso, a verificacao da
adjacéncia entre dois vértices u e v consistird em realizar uma busca linear
na sub-lista associada a um dos dois vértices. Se o grafo é muito denso, por
exemplo um K, isto envolvera no maximo n comparagoes. Por outro lado,
esta verificagao em uma matriz de adjacéncia consiste em apenas checar a
entrada correspondente. Se a entrada for igual a 0 entdao os vértices nao
sao adjacentes, caso contrario sao adjacentes. Estes aspectos relacionados a
eficiéncia valem também para digrafos.

1.4 Passeios e Circuitos

Definicao 1.5. Em um grafo, um passeio entre os vértices v e w é uma
sequiencia alternada de vértices e arestas v = vy, ay, V1, a2, Va, ..., Ap, Uy = W
que comeca em v e termina em w, de forma que cada aresta a; ¢ incidente
aos vértices v;_1 e v;. Tanto as arestas quanto os vértices podem ou nao ser
distintos. Se apenas as arestas forem distintas, entao o passeio é chamado

This work is licensed under CC BY-NC-SA 4.0. To view a copy of this
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de trilha. Se tanto as arestas quando os vértices forem distintos entao, ele é
chamado de caminho. Observe que

caminhos C trilhas C passeios

Se os vértices de origem e destino forem o mesmo, entao o passeio é cha-
mado de passeio fechado; a trilha é chamada de circuito; enquanto que o
caminho é chamado apenas de ciclo. Em um grafo simples, um ciclo é des-
crito apenas por seus vértices ja que a ordem dos vértices define exatamente
que aresta foi visitada. Um digrafo possui conceitos similares com a restrigao
de que orientacao dos arcos deve ser obedecida.

E possivel entre um mesmo par de vértices em um grafo G existirem
diversos passeios, trilhas e caminhos. Considerando o grafo da Figura 1.2(b),
entre os vértices 1 e 2 podemos ter os seguintes:

e Passeios:(1,¢,3,d,2), (1,¢,3,9,4,h,3,9,4, f,3,d,2), ...
e Trilhas: (1,¢,3,d,2),(1,¢,3,9,4,h,3,d,2), ...
e Caminhos: (1,¢,3,d,2),(1,b,2), ....

Dois caminhos entre um par de vértices u e v sao vértice-disjuntos (ou
apenas disjuntos) se eles compartilharem apenas os vértices u e v e nenhuma
aresta. De forma similar, dois caminhos entre u e v sao chamados aresta-
disjuntos se eles ndo compartilharem aresta (Definigao similar se aplica aos
digrafos). Estes conceitos sdo importantes quando estivermos analisando a
conectividade de grafos no Capitulo 3.

Definicao 1.6. Em um digrafo, um passeio direcionado entre os vértices
v e w é uma sequéncia alternada de vértices e arcos v = wvg,aq,vq, as, Vs
..., 0p, Uy, = W que comeca em v e termina em w, de forma que cada arco
a; tenha origem em v;_; e destino em v;. Se apenas as arcos forem distintos,
entao o passeio direcionado é chamado de trilha direcionada. Se tanto os
arcos quando os vértices forem distintos entao, ele é chamado de caminho
direcionado. Note que

caminhos direcionados C trilhas direcionadas C passeios direcionados

Se os vértices de origem e destino forem o mesmo, entao o passeio direci-
onado é chamado de passeio direcionado fechado; a trilha é chamada de
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circuito direcionado, enquanto que o caminho é chamado apenas de ciclo
direcionado.

Além destas classificacoes, temos a nocao de semi-caminho, semi-passeio
e semi-trilha. Se considerarmos a seqiiéncia alternada de vértices e arcos
v = Vg, aq,V1,02,V2,...,0,,V, = W qUe cOMeca em v e termina em w, um
semi-passeto ¢ aquele onde o arco a; tem origem em v;_; e destino em wv;
ou tem origem em v; e destino em v;_;. Se apenas as arcos forem distintos,
entao o semi-passeio é chamado de semi-trilha. Se tanto os arcos quando
os vértices forem distintos entao, ele é chamado de semi-caminho. Note que
nao precisamos enfatizar que eles sao direcionados, ja que estes conceitos se
aplicam apenas aos digrafos. Podemos pensar que em todos os casos, esta-
mos desconsiderando a orientacao dos arcos e focando apenas nos caminhos,
passeios e trilhas no grafo subjacente ao digrafo. Analogamente, podemos
definir semi-passeio fechado, semi-circuito e semi-ciclo.

Em varios momentos, passeios, caminhos e trilhas, direcionadas ou nao,
serao chamadas de passeio de espalhamento, caminho de espalhamento e tri-
lha de espalhamento, respectivamente. Isto ocorrera quando estiverem sendo
considerados todos os vértices do digrafo ou grafo. Por exemplo, na Fi-
gura 1.2(b), o caminho 1, a, 2, d, 3, g, 4 possui todos os vértices do grafo sendo,
portanto, um caminho de espalhamento. Passeio fechado, circuito, e ciclo,
direcionado ou nao, sao de espalhamento, quando considerarem todos os
vértices do grafo ou digrafo.

O comprimento de um passeio(ou passeio direcionado) é igual a quanti-
dade quantidade de arestas(ou arcos) entre os vértices inicial e final. Um
caminho(ou caminho direcionado) com n vértices possui n — 1 arestas, logo
seu comprimento é igual a n — 1. Por conseguinte, um ciclo(ou ciclo dire-
cionado) composto por n vértices possui comprimento exatamente igual a
n.

Em grafos simples, os ciclos devem ter comprimento > 3 , enquanto que
em multigrafos, este comprimento deve ser > 2, pois podem existir multiplas
arestas entre um mesmo par de vértices. Em pseudografos, lagos sao ciclos
especiais de comprimento igual a 1 chamados de ciclos simples. Para que
haja um ciclo, que nao seja simples, o niimero de vértices tem que ser igual
ao numero de arestas.

O comprimento do menor ciclo pertencente a um grafo G é chamado
cintura e denotado por ¢g(G). Enquanto que o comprimento do maior ciclo
é chamado de circunferéncia sendo denotado por ¢(G). Um grafo que nao
possui ciclos, como por exemplo arvores, tem ¢g(G) = oo e ¢(G) = 0. Uma
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aresta ou arco que une dois vértices em um ciclo, mas que nao pertence ao
ciclo é chamada corda.

Entre um par de vértices v e w em um grafo(ou digrafo) G = (V, A),
podem existir intimeros caminhos. Cada caminho representa um subgrafo(ou
subdigrafo) de G, ou seja, considerando P, ,, = (V,, A,) um caminho entre
os vértices v e w, temos P,,, € G. O comprimento de P,,, denotado aqui
por | P, | € igual ao seu nimero de arestas, i.e., |P,,| = |4,]. Se ndo existe
caminho entre v e w, entdo |P,,| = co. Usando esta notagao, a distancia
entre v e w é igual a

d(v,w) = i | Pyl

Note que a distancia entre v e w é definida pelo comprimento do menor
caminho entre v e w. Este calculo é muito importante em &reas como a
robdtica, ja que o robo deve sempre que possivel se deslocar no ambiente
seguindo o caminho de menor comprimento. A partir da informacao de
distancia, podemos calcular o diametro de G por
diam(G) = max d(v,w)
v,weV
que corresponde a distancia entre os vértices mais afastados de G, e também
a excentricidade de cada vértice v de G que informa a maior distancia possivel
entre v e todos os outros vértices do grafo,
e(v) = maxd(v,w).
(v) = max d(v, v)
Usando a informacao sobre a excentricidade dos vértices é possivel calcu-
lar o raio de G por

raio(G) = Ivrél‘r/l e(v)

que indica o menor valor de excentricidade presente em um grafo conside-
rando todos os seus vértices; e reescrever a expressao que define o diametro
de G como

diam(G) = max e(v)

A partir dai, definimos um vértice v como sendo central quando seu valor
de excentricidade ¢ igual ao raio do grafo, i.e., e(v) = raio(G). Por conse-
guinte, o centro de um grafo G, denotado por, C(G), é um subgrafo induzido
pelos seus vértices centrais, i.e.,

C(G) = G[V'], tal que V' ={v €V :e(v) = raio(G)}
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3 4

Figura 1.7: Grafo com diam(G) = 4, raio(G) =2 ¢ C(G) = G[{2}].

Como exemplo, considere o grafo G mostrado na Figura 1.7. Seus vértices
possuem as seguintes excentricidades:

e(l) =4,e(2) =2,e(3) =4,e(4) =3,e(5) =3,e(6) =3 e e(7) =4.

O diametro e o raio deste grafo sdo iguais a diam(G) = 4 e raio(G) = 2,
respectivamente. O centro é definido apenas pelo vértice 2, i.e., C(G) =
G[{2}]. Fazendo G' = G — {1,4}, i.e., eliminando a aresta {1,4}, o grafo
passa a ter as seguintes excentricidades :

e(l) =5,e(2) =3,e(3) =4,e(4) =3,e(5) =3,e(6) =4 e e(7) =5.

O diametro e o raio de G’ sao iguais a diam(G') = 5 e raio(G') = 3, respecti-
vamente. O centro é definido pelos vértices 2,4 e 5, i.e., C(G) = G[{2,4,5}].

Estas informacoes podem ser utilizadas por um administrador de uma
rede de computadores para saber quais sao os nos centrais da rede que estao
com sobrecarga de comunicacao, ou os nés mais distantes a fim de aproxima-
los através da insercao de outros pontos de comunicacao. Note que uma rede
ideal é aquela onde a comunicacao entre pares de computadores ocorre dire-
tamente. Em geral, redes com grandes diametros sao mais lentas do ponto de
vista de comunicacao do que redes com baixos diametros. Entretanto, uma
rede deste tipo € aceitavel se a maioria dos seus computadores se comunicar
através de conexoes de curta distancia. Portanto, convém avaliar uma rede
nao apenas pelo seu diametro, mas pela distancia média entre pares de com-
putadores. Isto leva ao indice de Wiener definido para um grafo G = (V, A)
por

W(G) = > du,v)

u,veV
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Este valor nao corresponde a uma distancia média pois nao esta sendo
L , .. Vv
dividido pelo niimero de pares possiveis dado por ( | 9 | ) Entretanto, esta

medida é valida pois para redes com mesmo ntimero de nodos, a quantidade
possivel de pares ¢ a mesma independente da topologia da rede. Logo, o
nuimero de pares pode ser suprimido do calculo.

1.5 Grafos Eulerianos e Hamiltonianos

Como visto anteriormente no inicio deste capitulo, o primeiro e mais famoso
problema na area de Teoria dos Grafos é chamado o problema das pontes de
Konigsberg. Ele foi enunciado por Euler em 1736 e consistia em determinar
se era possivel ou nao fazer um passeio pela cidade Konigsberg comecando e
terminando no mesmo lugar, cruzando cada ponte exatamente uma tnica vez.
A Figura 1.1 mostra as sete pontes que cruzavam o rio Pregel estabelecendo
ligacoes entre diferentes partes da cidade e as ilhas Kneiphof e Lomse.

O grafo associado ao mapa mostrado na Figura 1.1 é ilustrado na Fi-
gura 1.8. Note que cada aresta é rotulada com uma das pontes mostradas na
Figura 1.1 enquanto que os vértices de v a vy estao associados as diferentes
partes da cidade. O problema entao consiste em determinar se é possivel ou
nao fazer um circuito pelo grafo cruzando cada aresta uma unica vez. Se
isto for possivel, entao o grafo é chamado de grafo euleriano e ao circuito é
dado o nome de circuito euleriano. A principal caracteristica que define um
multigrafo euleriano é dada pelo seguinte Teorema.

Vi
f
a
Vy V2
C
g
V3

Figura 1.8: Multigrafo associado ao mapa mostrado na Figura 1.1.
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Teorema 1.5 (Teorema dos Multigrafos Eulerianos). Um multigrafo conexo
G = (V, A) é Euleriano sse todos os vértices de G tiverem grau par.

A demonstracao deste teorema, deixada como exercicio, além de mostrar
que todo multigrafo Euleriano é um multigrafo par, i.e., possui todos os seus
vértices com grau par, mostra também que todo multigrafo par pode ser
decomposto em circuitos. O problema de verificar se um multigrafo possui ou
nao um circuito Euleriano esta intimamente relacionado a outros problemas
na area de teoria dos grafos, como o problema do Carteiro Chinés. Neste
problema, o carteiro deve entregar cartas da forma mais eficiente possivel
visitando cada rua apenas uma tunica vez. Se o grafo subjacente a regiao de
entrega das cartas for euleriano entao qualquer circuito Euleriano escolhido
sera otimo, porém se o grafo nao for euleriano, o carteiro devera encontrar
um passeio fechado de custo minimo revistando algumas das arestas do grafo.

Se mudarmos sutilmente o problema e ao invés de tentarmos encontrar
um circuito euleriano, tentarmos encontrar uma trilha euleriana, ou seja,
uma trilha que comeca em um vértice v e termina em um vértice u passando
por cada aresta do multigrafo uma tnica vez, seremos levados ao seguinte
teorema.

Teorema 1.6 (Teorema de Multigrafos Semi-Eulerianos). Um multigrafo co-
nexo G = (V, A) possui uma trilha euleriana e consequentemente é chamado
de semi-euleriano sse tem no méaximo dois vértices de grau impar.

A Figura 1.9 ilustra em (a) um grafo euleriano e em (b) um grafo semi-
euleriano. Em (b), as trilhas Eulerianas obrigatoriamente come¢am em um
dos vértices de grau impar (vértices cinza), e terminam no outro vértice de
grau fmpar (Verifique!).

(a) (b)

Figura 1.9: Exemplo de grafo (a) Euleriano e (b) Semi-Euleriano.

De forma similar aos multigrafos nao direcionados, um multigrafo dire-
cionado é euleriano se ele tiver um circuito direcionado euleriano. Note que
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embora estejamos fazendo referéncia a multigrafos direcionados, o teorema
se aplica a pseudografos direcionados, ja que estes sao diferentes dos multi-
grafos direcionados apenas pela presenca de lacos. Assim, similarmente ao
Teorema 1.5, temos o seguinte teorema

Teorema 1.7 (Teorema dos Multigrafos Direcionados Eulerianos). Um mul-
tigrafo direcionado conexo D = (V, A) é euleriano sse para qualquer vértice
v eV, temos d*(v) = d (v), i.e, o grau de entrada de v é igual ao seu grau
de saida.

A Figura 1.10 mostra o pseudografo direcionado euleriano, comumente
chamado de digrafo de Bruijn.

001 011
/?\ 1
7
Y ] 1 ~
=3 L o010 101 o 7
000 0
100 110

Figura 1.10: Pseudografo direcionado euleriano - digrafo de Bruijn.

Se ao invés de focarmos nossa atencao nas arestas ou arcos, focarmos
nos vértices, teremos um outro tipo de problema, que embora aparentemente
seja mais simples, ja que ele foca na visita dos vértices e nao nas visitas das
arestas ou arcos, é muito mais complexo e que nao possui solucao eficiente.
Este problema é chamado problema do ciclo hamiltoniano.

Definicao 1.7. Um multigrafo é hamiltoniano se ele possuir um ciclo hamil-
toniano, ou seja, um ciclo de espalhamento.

Um ciclo de espalhamento possui todos os vértices do multigrafo, o qual
pode ser direcionado ou nao. No caso do multigrafo direcionado, um ciclo ha-
miltoniano serd um ciclo direcionado. A primeira pessoa a estudar este tipo
de estrutura foi o matematico irlandés Sir W. R. Hamilton. A Figura 1.11
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mostra um exemplo de grafo hamiltoniano, com o ciclo hamiltoniano desta-
cado em vermelho. Este grafo foi a base do jogo chamado Dodecaedro do
Viajante concebido por Sir. Hamilton.

/’” |

s .
\

}
S

-~
L

Figura 1.11: Grafo Hamiltoniano.

O problema do ciclo hamiltoniano esta intimamente relacionado ao pro-
blema do caixeiro viajante, o qual consiste em encontrar um ciclo de custo
minimo que passe por uma série de cidades uma tunica vez retornando a
cidade de partida. Observe que este problema ¢ muito mais dificil do que
simplesmente verificar se o grafo associado é hamiltoniano ou nao, pois en-
volve a analise de todos os possiveis ciclos hamiltonianos em busca do ciclo
de menor custo.

Se o multigrafo em anélise nao contiver um ciclo hamiltoniano, mas con-
tiver um caminho hamiltoniano, ou seja, um caminho que passe por to-
dos vértices do multigrafo porém com o vértice de chegada diferente do
vértice de destino entao a este multigrafo é dado o nome de multigrafo
semi-hamiltoniano. Para multigrafos ou pseudografos direcionados, o ca-
minho hamiltoniano deve ser direcionado. A Figura 1.12 ilustra um grafo
semi-hamiltoniano. O caminho destacado em vermelho é um caminho ha-
miltoniano. Se existisse uma aresta entre os vértices v e u, este grafo seria
hamiltoniano. Este grafo também é semi-euleriano.

Diferentemente dos grafos eulerianos, nao existem condigoes necessarias
e suficientes para caracterizar um grafo genérico como hamiltoniano ou nao.
Alguns resultados sao apresentados abaixo

Teorema 1.8 ([2]). Um grafo G = (V, A) com |V| > 3 é hamiltoniano se
§(G) > |V]/2

This work is licensed under CC BY-NC-SA 4.0. To view a copy of this
license, visit https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0

Problema do
Caixeiro Via-
jante

Multigrafo
Semi-
Hamiltoniano



22 Fundamentacao Teérica

u v

Figura 1.12: Grafo Semi-Hamiltoniano.

Teorema 1.9 ([3]). Um grafo G = (V, A) com |V| > 3 é hamiltoniano se
para todo par v e u de vértices nao adjacente d(v) + d(u) > |V|.

1.6 Isomorfismo e Automorfismo

Muitas vezes nos deparamos com grafos diferentes mas que possuem a mesma
estrutura, i.e., um poderia estar associado a relacao ecoldgica de diferentes
seres vivos enquanto outro poderia estar associado a relacao entre atomos
de um composto quimico. A identificacao e verificacao se eles possuem ou
nao a mesma estrutura, i.e., se um pode ser mapeado no outro, é muito
relevante para diversos tipos de problemas. Ja que se este mapeamento
existe entao podemos dizer que estes grafos possuem as mesmas propriedades.
Assim, se um grafo G com propriedades conhecidas consegue ser mapeado
para um grafo D desconhecido, entao podemos dizer que D possui as mesmas
propriedades que G. Estas propriedades podem dizer respeito a aspectos
relacionados a planaridade, coloracao, cobertura de vértices, entre outros.

Definig¢ao 1.8. Dois grafos G = (V1, A1) e Go = (Va, Ay) s@o isomorfos, i.e.,
G1 = Ga, se existe uma fungao bijetora f : V3 — V5, tal que (u,v) € A sse

(f (), f(v)) € As.

Grafos isomorfos apresentam as mesmas propriedades estruturais que pre-
servam a adjacéncia entre seus vértices. Por exemplo, os grafos ilustrados
na Figura 1.13 sao diferentes entretanto apresentam as mesmas propriedades
estruturais. A Tabela 1.5 mostra um possivel mapeamento dos vértices de
(G1 para os vértices de Gy. Isso faz com que a aresta (0,5) € A; seja mapeada
para a aresta (e,d) € Ag, e a aresta (0,4) € A; seja mapeada para a aresta
(e,c) € Ay. Cada aresta em (G; possui uma aresta correspondente em Go
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(Verifique!). Se pelo menos uma das aresta de (G; nao possuir uma corres-
pondente em G5 entao a fungao escolhida nao define o isomorfismo entre Gy
e (Go. Notem que existem intmeros mapeamentos possiveis. Outro mape-
amento possivel que garante o isomorfismo entre Gy e Gy é a partir desta
tabela alterar as linhas 3 e 4, associando o vértice 2 ao vértice f e o vértice
3 ao vértice a.

b
<] °
5 4 3 f e d
(a) (b)

Figura 1.13: Exemplo de grafos isomorfos. O grafo (a) Gy é isomérfico ao

grafo (b) Gy .

Assim entre os requisitos basicos para que dois grafos sejam isomorfos
é que eles possuam a mesma quantidade de vértices e a mesma quantidade
de arestas, i.e., |[Vi| = |V3| e |A;| = |A3]. Porém verificar se dois grafos
sao ou nao isomorfos nem sempre é uma tarefa trivial. Suspeita-se que este
problema seja NP-Completo.

Vi | Vs

U W N~ O
o0 o T o

Tabela 1.5: Matriz de incidéncia do digrafo da Figura 1.4 (b)

Um fato importante é que a fungao de isomorfismo define uma relacao de
equivaléncia possui as seguintes propriedades:
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e Propriedade reflexiva. Uma permutacao da identidade dos vértices de
um grafo G leva a um grafo Gy que é isomorfico a G, i. .e, G1 = G,

e Propriedade simétrica. Sejam G; = (V1,41) e Gy = (Va, Ay), se a
funcao f : Vi — V5 é uma funcao que define o isomorfismo entre
G, e Gy, entao f~1 é a funcao inversa que define o isomorfismo en-
tre Gy e G1. Logo (u,v) € Ay sse (f(u), f(v)) € Ay e (z,y) € Ay sse
(f M=), 1Y) € Ar

e Propriedade Transitiva. Sejam G7 = (V4, A1), Go = (Vs, As) e G3 =
(V3,A3), e as fungoes f : Vi — Vo e h 1 Vo — V5 sejam fungdes que
definam a relacao de isomorfismo entre os grafos G e Ga; e Gy e Gj,
respectivamente. Como (u,v) € A; sse (f(u), f(v)) € As e (x,y) € A
sse (h(x),h(y)) € As, se (z,y) € Ay, entdo existe uma aresta (u,v) € Ay
tal que f(u) =z e f(v) =y. Logo, (u,v) € Ay sse (h(f(u)),h(f(v))) €
As. Portanto, a funcao composta ho f define a relagao de isomorfismo
entre GG e G3, ou seja, G| = Gj.

Logo, a funcao de isomorfismo define uma classe de equivaléncia para um
conjunto de grafos, onde dois grafos pertencem a mesma classe sse eles sao
isomorfos. Um exemplo de classe isomorfica é a classe chamada “grafos de
Petersen” . Um grafo pertencente a esta classe ¢é ilustrado na Figura 1.14(a).
Este grafo possui vértices que estao associados a subconjuntos de dois elemen-
tos formado a partir do seguinte conjunto S = {1, 2, 3,4, 5}. Dois vértices sao
adjacentes se seus subconjuntos correspondentes forem disjuntos, por exem-
plo, os vértices associados aos subconjuntos {1,2} e {3,4} sao adjacentes.
Note que o grafo da Figura 1.14(b) é isomorfo ao grafo (a). Grafos de Pe-
tersen sao comumente usados como contra-exemplos em provas de teoremas
devido as suas propriedades, as quais serao apresentadas mais adiante. Note
que os grafos ilustrados na Figura 1.14 sao formados por dois ciclos disjuntos
de tamanho 5 destacados em preto e vermelho.

A nocao de isomorfismo se aplica a multigrafos direcionados, porém ela é
focada na multiciplidade dos arcos dos grafos envolvidos.

Definigao 1.9. Dois multigrafos direcionados M; = (V1, A1) e My = (V4, As)
sao isomorfos, i.e., My = My, se existe uma funcao bijetora f : V; — V5, tal

que p(u,v) = p(f(u), f(v), onde (u,v) € Ay, (f(u), f(v)) € As e p(u,v) € a
multiplicidade do arco (u,v).

Outro conceito associado ao isomorfismo é o automorfismo.
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(a) (b)
Figura 1.14: Grafo de Petersen. O grafo (a) G ¢ isomérfico ao grafo (b) Go.

Definicao 1.10. Um automorfismo de um grafo G = (V, A) é uma per- Automorfismo
mutacao dos vértices de G definida por uma fungao f : V' — V de forma que

para cada aresta (v,u) € A implica (f(v), f(u)) € A. Ou seja, a permutagao

definida por f nao muda a adjacéncia entre os vértices de G.

Considere um grafo G = (V, A), ilustrado a partir de sua matriz de ad-
jacéncia mostrada na Tabela 1.6, constituido do seguinte conjunto de vértices
V ={1,2,3,4} e do seguinte conjunto de arestas A = {(1,2),(2,3),(3,4)}.
Se permutarmos os vértices de V' fazendo com que o vértice 1 passe a ser o
vértice 4, e o vértice 2 passe a ser o vértice 3, teremos a matriz de adjacéncia
ilustrada na Tabela 1.7. Reordenando as linhas e colunas desta matriz en-
contramos a matriz original mostrada na Tabela 1.6.

Se por ventura permutarmos apenas o vértice 1 com o vértice 4 mantendo
os vértices 2 e 3 como estao nao teremos um automorfismo de G. Esta per-
mutacao é ilustrada na Tabela 1.8. Se reordenarmos as linhas e colunas desta
matriz ndo obteremos a matriz original mostrada na Tabela 1.6 (Verifique!).
Embora este mapeamento leve a um grafo isomorfo ao grafo original, ele nao
define um automorfismo. Isto decorre do fato que o conjunto de arestas ge-
rado é {(4,2),(2,3),(1,3)} o que é diferente do conjunto de arestas original,
ja que o vértice 4 nao era adjacente ao vértice 2 no grafo original.
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11234
170(1]0]0
2111011710
3101101
410101110

Tabela 1.6: Matriz de adjacéncia do Grafo G=(V,A), com V = {1,2,3,4},
A= {<17 2>7 (27 3)? (37 4>})

413121
41071700
311101110
2/0(1101
110]0(1]0

Tabela 1.7: Matriz de adjacéncia resultante da permutagao dos vértices de
grafo ilustrado na Tabela 1.6.

1.7 Aplicacoes

Esta secao apresenta alguns exemplos de aplicacoes do mundo real que en-
volvem Grafos.

1.7.1 Associagao de Tarefas

Uma empresa precisa distribuir um conjunto de n tarefas T entre seus n
empregados E, considerando que cada empregado j consegue realizar cada
tarefa 7 em um dado tempo m,;. Qual é a melhor associagao entre tarefa e
empregado de forma a minimizar o tempo de realizacao de todas as tarefas.
Uma instancia do problema é mostrada no grafo da Figura 1.15(a). Para faci-
litar a visualizagao os tempos m;; ndo foram apresentados. A Figura 1.15(b)
mostra a associacao escolhida através de arestas mais grossas.

Este problema é um tipico problema de emparelhamento, onde tanto as
tarefas quanto os empregados sao os vértices do grafo, e as arestas correspon-
dem a associagao entre os empregados e as tarefas. Cada aresta é rotulada
com o tempo de realizacao da tarefa pelo empregado ao qual esta associ-
ada. O objetivo é encontrar a melhor associacao entre tarefas e empregados
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— W N

O O~ Ol
O = O =N
_ O = OlWw
O = O Ol

Tabela 1.8: Matriz de adjacéncia resultante da permutacao apenas dos
vértices 1 e 4 de G.

de forma a minimizar a soma dos tempos de realizacao de todas as tare-
fas. Como nao existem arestas entre os empregados nem entre as tarefas,
temos dois conjuntos compostos por vértices nao adjacentes entre si. Con-
juntos com esta caracteristica sao chamados de conjuntos independentes e
serao discutidos apropriadamente no Capitulo 4.2.

1.7.2 Robdtica

Vérios problemas da area de roboética estao associados as tarefas de navegagao
de robos em ambientes do tipo escritério. Neste tipo de tarefa, o robo pos-
sui um mapa do ambiente e deve planejar um caminho que o leve de uma
posicao a outra evitando colisoes com obstaculos. Entre os diversos tipos de
mapas, existe o mapa topologico, que consiste em uma representagao do am-
biente utilizando grafos. A Figura 1.16(a) mostra um ambiente e seu grafo
subjacente. Os vértices estao associados as grandes regioes do ambiente e as
arestas indicam como navegar entre estas regioes. Neste exemplo, se o robo
precisar ir da sala A até a sala G, ele pode seguir por varios caminhos, que
podem ser visualizados através dos vértices e arestas do grafo associado. A
Figura 1.16(b) mostra um caminho possivel através de arestas mais grossas.

1.7.3 Nichos Ecolégicos

Grafos podem ser usados para modelar o relacionamento competitivo en-
tre diferentes espécies de animais em um ecosistema. A competicao ocorre
quando individuos de uma mesma espécie ou de espécies diferentes disputam
por algum recurso, como por exemplo, alimento. Quando a competicao é
grande e desigual, uma espécie pode mudar seus habitos, migrar para outra
regiao ou até mesmo ser extinta. Logo, estudar o relacionamento entre as
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t € t €
5} & 5 )
3 €3 3 €3

ty €4 Ty €4
(a) (b)

Figura 1.15: Associacdo de tarefas t; € T aos empregados e; € E. (a)
todas as associagoes (b) a associagao escolhida, representada por arestas mais
grossas.

espécies é fundamental para a preservacao do ecossistema. Usando grafos,
cada espécie pode ser modelada como um vértice e a competicao entre duas
espécies € indicada no grafo através de uma aresta entre os vértices corres-
pondentes. A Figura 1.17 mostra um grafo que modela o relacionamento
competitivo entre diferentes espécies do ecosistema de uma floresta.

1.7.4 Rede de Telefonia Movel

Veremos no Capitulo 8 que um mapa pode ser desenhado no plano e colorido
propriamente com apenas quatro cores, ou seja, regioes vizinhas possuem
cores diferentes. Para que isto seja possivel, as regioes do mapa sao associadas
aos vértices do grafo enquanto que a adjacéncia entre as regides define as
arestas entre os vértices correspondentes. A partir dai, cada vértice é colorido
de forma que vértices adjacentes tenham cores distintas. Em um primeiro
instante, pode-se pensar em usar uma cor diferente para cada vértice, porém
problemas de coloragao de grafos sao problemas de otimizacao, onde a adicao
de uma nova cor implica aumento de custos. Logo, busca-se sempre a menor
quantidade de cores possivel.
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Em 1982, o Groupe Spécial Mobile (GSM) foi criado para desenvolver um
padrao a ser adotado pela telefonia mével, e em 1991 surgiu a primeira rede
GSM na Finlandia com o apoio da Ericsson. As redes GSM dividem as suas
regioes de cobertura em células hexagonais. Cada célula possui uma torre de
comunicagao que gerencia a conexao dos celulares na sua area de cobertura.
Os celulares por sua vez procuram células em sua vizinhanca imediata de
acordo com sua freqiiéncia de operacao. Células adjacentes que possuem
mesma freqiiéncia devem ser evitadas pois uma gera interferéncia no sinal
da outra. Este fato faz com que o uso de coloracao de grafos, em especial
a coloracao de mapas, tenha aplicabilidade direta. Por isso, as redes GSM
usam apenas quatro freqiiéncias diferentes devido serem necessarias apenas
quatro cores para colorir propriamente o mapa das regioes das células. Neste
caso, as cores sao representadas pelas freqiiéncias de operacao.

1.7.5 Reconhecedores de sentencas

Uma maquina tedrica para reconhecer sentencas de uma linguagem, como
automatos finitos deterministicos ou finitos nao deterministicos, é represen-
tada graficamente através de um digrafo. Neste digrafo os vértices represen-
tam os estados da maquina enquanto que os arcos representam as transigoes
da maquina de um estado para o outro. Por exemplo, o digrafo da Figura 1.18
representa um automato finito deterministico capaz de reconhecer sentencas
formadas pelos simbolos a e b com uma quantidade impar de a’s e uma quan-
tidade impar de b’s. Os vértices sao representados por Si, S, S3 e Sy e os
arcos tém origem e destino neste conjunto. Note que a seta que nao possui
origem em um destes estados e tem destino em 57, tem a funcao apenas de
indicar o estado inicial da maquina, portanto nao é um arco do digrafo.

1.7.6 Redes Neurais Artificiais

Uma rede neural artificial ¢ um modelo computacional utilizado na area de
Inteligéncia Artificial para simular o funcionamento do cérebro humano. Ela
é representada graficamente na forma de um digrafo, onde cada vértice cor-
responde a um neuronio artificial e os arcos representam as conexoes entre
os neuronios, chamadas sinapses. As sinapses possuem um peso associado
que pondera o sinal que flui entre os neurénios. Existem intimeras formas de
organizacao destes neuronios sendo a mais comum a estrutura multicamada
mostrada na Figura 1.19. Nela a rede é organizada em camada de entrada,
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camadas escondidas e camada de saida. Na figura, estas camadas sao re-
presentadas pelas letras A, B e C, respectivamente. O sinal flui da camada
de entrada até a camada de saida de acordo com a orientacao das sinapses.
Portanto, o padrao de entrada é fornecido para a rede na camada de entrada
e a rede produz um padrao de saida. O padrao de entrada poderia ser a
postura (z,y, ) de um robo em um ambiente e a saida poderia ser a variagao
angular ¢ a ser aplicada em suas rodas dianteiras para fazé-lo atingir uma
posicao destino.

1.8 Exercicios

Exercicio 1.1. Mostre usando prova por indugdao que a soma total dos graus
de todos os vértices de um grafo € sempre par

Exercicio 1.2. Mostre que para qualquer grafo, o miumero de vértices com
grau impar € par.

Exercicio 1.3. Verifique se a sequéncia de graus 3,3,3,3,3,2,2,1 € grdfica.
Se for desenhe o grafo simples correspondente.

Exercicio 1.4. Dado um grafo simples G = (V, A), com |V| = n qual € o
significado de 3=7_ a; j para uma dada linha i da matriz de adjacéncia de G?

Exercicio 1.5. Sendo M a matriz de adjacéncia de um grafo G, qual € o
significado combinatorial de M?, ou seja, do produto M.M ?

Exercicio 1.6. Mostre que todo passeio de v até w contém um caminho de
v até w.

Exercicio 1.7. Mostre que todo grafo G simples com um caminho de compri-
mento §(G) > 2 possui um ciclo de comprimento igual a no minimo 0(G)+1.

Exercicio 1.8. Mostre que se D é um digrafo com 6" (D) >1 (ou 6~ (D) >
1), entao D contém um ciclo.

Exercicio 1.9. Mostre que um grafo G de raio(G) < k e A(G) > 3 tem um

nimero de vértices inferior a 1 + A?G(@Q(A(G) — 1)k

Exercicio 1.10. Mostre que com um conjunto de n vértices distintos €
possivel gerar 2 2 grafos simples.
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Exercicio 1.11. Mostre que todo digrafo aciclico(sem ciclos) possui vértice
fonte e um vértice sumidouro.

Exercicio 1.12. Mostre que um grafo simples G = (V, A) com §(G) > 0 e
|A| < |V| possui pelo menos dois vértices de grau 1.

Exercicio 1.13. Mostre que todo grafo com dois ou mais vértices tem pelo
menos dois vértices de mesmo grau.

Exercicio 1.14. Mostre que um multigrafo conexo G = (V, A) é Euleriano
sse o grau de todos os vértices de G for par.

Exercicio 1.15. Mostre que dois vértices nao adjacentes em um grafo de
Petersen tem exatamente 1 vizinho em comum.
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Figura 1.16: Mapa topolégico de um ambiente do tipo escritério. (a) mostra o
ambiente e o mapa topoldgico na forma de um grafo (b) destacada o caminho

escolhido para ir da sala A até a sala G.
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coruja

gambé COIvo

vibora pica-pau

Figura 1.17: Relacionamento competitivo entre espécies. Figura traduzida
do Livro [4].

Figura 1.18: Representacao grafica de um automato finito deterministico
para reconhecer sentengas.
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Figura 1.19: Rede neural multicamada composto por 1 camada de entrada,
1 camada oculta e 1 camada de saida.

This work is licensed under CC BY-NC-SA 4.0. To view a copy of this
license, visit https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0



Capitulo 2

Tipos de Grafos e Operacoes

Este capitulo apresenta diversos tipos especiais de grafos e a notagao utili-
zada, algumas operacoes unarias e binarias e exemplos de aplicagoes. Ini-
cialmente, apresentamos conceitos referentes a grafos completos, vazios, to-
talmente desconexo, entre outros. Em seguida, serao apresentadas algumas
operagoes como complemento, uniao, remocao de vértices e arestas.

2.1 Grafos Especiais

Esta secao apresenta algumas classes de grafos comumente usados em diversas
aplicagoes e também como contra-exemplos.

Grafo Trivial

Um grafo trivial é um grafo com 1 ou nenhum vértice. Quando o grafo nao
possui vértices, ele é chamado de grafo vazio. Este tipo de grafo é tipicamente
usado como passo inicial em provas por inducao e como contra exemplo em
alguns tipos de problemas.

Grafo Totalmente Desconexo
Um grafo totalmente desconexo nao possui arestas unindo seus vértices.

Grafo Completo ou Totalmente Conexo
Um grafo completo com n vértices, denotado por K, é um grafo simples
que possui uma aresta entre qualquer par de vértices. Devido a isto, este
1

grafo possui exatamente jn(n — 1) arestas. A Figura 2.1 mostra alguns
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grafos completos com (a) 4 (b) 3 (¢) 2 e (d) 1 vértices.

A

(a) (©) ()
Figura 2.1: Grafos Completos (a)K, (b) K3 (c) Ky e (d) K;.

Uma definicao similar pode ser aplicada aos digrafos. Um digrafo é com-
Digrafo Com- pleto se para qualquer par de vértices x e y, como x # y existem os dois
pleto arcos simétricos (z,y) e (y,x). Varios autores usam a mesma notagao de
grafo completo para digrafo completo, ou seja, K, para um digrafo ou grafo
completo com n vértices. Neste livro adotaremos esta pratica e enfatizaremos
Digrafo Semi- se K, refere-se a um digrafo ou a grafo. Um digrafo é semicompleto se para
completo cada par de vértices distintos x e y, existe ou o arco (x,y) ou o arco (y,x)
ou ambos.
Grafo Regular
Um grafo G = (V, A) é regular de ordem r se todos os seus vértices
tiverem o grau r, ou seja, Vv € V,

Este tipo de grafo também é chamado de grafo r-regular. Note que todo
grafo completo K,, é um grafo (n — 1)-regular.

Grafo caminho

Um grafo G = (V, A) é um grafo caminho, P,, composto por n vértices
se ele corresponder a exatamente um caminho de comprimento n — 1. Neste
caso, os vértices inicial e final do caminho possuem grau igual a 1, enquanto
que os demais possuem grau igual a 2.

Grafo Ciclo

Um grafo ciclo C},, com n > 3, é composto por n vértices e n arestas que
juntos formam um ciclo de tamanho n. Todos os vértices de C),, possuem
grau igual a 2, logo, ele é um grafo 2-regular. A Figura 2.1(b) mostra um
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grafo completo K3 que é também um grafo ciclo C3. A Figura 2.2 mostra os

grafos (a) Cy, (b) Cs e (c) Cp
(b) (c)

(a)

Figura 2.2: Grafos Ciclo (a) Cy (b) Cs e (c) Cé.

Grafo Roda

Um grafo roda W,, com n > 3, é igual ao grafo C,, adicionado de mais
um vértice, o qual é adjacente a todos os demais. Um grafo W,, possui n + 1
vértices e 2n arestas, onde o vértice adicionado ao (), possui grau igual a n
e os demais vértices grau igual a 3. A Figura 2.3 mostra os grafos (a) W, e

(b) Ws.

(a) (b)
Figura 2.3: Grafos Roda (a) Wy e (b) W;.

Grafo Estrela
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Um grafo estrela S,,, com n > 1, é igual a um grafo W,, sem as arestas
que compoem o grafo C,,. Um grafo S, possui n+ 1 vértices e n arestas, onde
o vértice central possui grau igual a n, enquanto que 0s demais vértices grau
possuem igual a 1. A Figura 2.4 mostra os grafos (a) S e (b) Ss.

A K

Figura 2.4: Grafos Estrela (a) S5 e (b) Ss.

Grafo k-cubo

Um grafo k-cubo, ou hipercubo k-dimensional, denotado por @, é um
grafo cujos vértices sao formados por seqiiéncias binarias de tamanho k. Dois
vértices sao adjacentes neste grafo se suas seqiiéncias correspondentes diferi-
rem em apenas uma posi¢ao. Além disso, ele é um grafo regular de grau k.
A Figura 2.5 mostra (a) um grafo @; (b) um grafo Q3 e (c¢) um grafo Qs .

111 011
10 11
0 1 00 01
*r—

(a) (b)

Figura 2.5: Grafos k-Cubo (a) Q1 (b) Q2 e (¢) Qs.
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2.2 Operacoes com grafos

Em diversos momentos, é necesséario realizar algumas operagoes em grafos
isolados ou pares de grafos. Elas podem ser desde operagoes para remocao
de vértice/aresta até contragdes. Abaixo, apresentamos as operagoes co-
mumente utilizadas. Nas defini¢oes, utilizaremos os seguintes grafos G =
(V, A, ¢), Gy = (V1, A1, 01) e Gy = (Va, Ag, ¢2). Como na maioria das vezes,
a funcao de incidéncia ¢ destes grafos sera a funcao identidade, entao ela serd
omitida por conveniéncia.

2.2.1 Uniao

Dados dois grafos (ou digrafos) G; e Gs, definimos a operagao de uniao
por G U Gy. O grafo resultante G = (V] U V4, A, ¢), tem seu conjunto de
vértices oriundo da uniao dos conjuntos de vértices dos grafos originais. Por
outro lado, o conjunto de arestas A inicialmente é igual a Ay, i.e., A= Aj e
o(e) = ¢1(e) Ve € A;. Cada aresta ¢/ € Ay deve analisada cuidadosamente
antes de ser inserida em A, pois uma aresta rotulada e’ pode pertencer tanto
a Ay quanto a A; com ¢4 (e) pode ser diferente de ¢y(e). Sendo assim, para
cada €' € Ay, temos as seguintes situagoes

e se ¢ ¢ A, adicionamos €’ em A e assumimos ¢(e) = ¢q(€).

o se e’ € Ae ¢(e) # ¢a(€'), criamos uma nova aresta em A para €', por
exemplo €’ e a adicionamos em A fazendo ¢(e”) = ¢o(€’).

A Figura 2.6(c) ilustra a unido de dois grafos (a) Gy e (b) Gb.

1 4 0 1

1
®

(a) (b) ()

Figura 2.6: A aplicagdo da operacao de uniao dos grafos (a) G e (b) G
resulta no grafo (¢c) G = G; U Ga.
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2.2.2 Juncgao

A operacgao de juncao, representada por + ou *, é efetuada em dois grafos G
e Gy com conjuntos disjuntos de vértices e gera um novo grafo G = G + G,
onde G = (V;A), V =ViUV, e A = A UAyU A3, onde Az é formado
por todos pares nao ordenados {v,w}, onde v € Vi e w € V,. Note que
V| = [Vi| + [Va| e |A] = |A1] + |A2| + |Vi||V2|. A Figura 2.7 ilustra a juncao
dos grafos G e G5 produzindo o grafo G. As arestas mais grossas em (c) sao
as arestas novas, enquanto que as arestas mais finas sao as arestas originais

de G1 [§ Gg.

1 C c
(a) (b) (c)

Figura 2.7: A aplicagdo da operacao de juncao os grafos (a) Gp e (b) G
resulta no grafo (¢) G = G; + Gs.

2.2.3 Interseccao

A interseccao de dois grafos G; com G5 é denotada por G; N Gy e gera
um grafo G = G; N Gq, onde G = (V1 N V5, A1 N Ay). Note que G possui
conjuntos de vértices e de arestas que pertencem tanto a G; quanto a G. Se
G = () entdo G é um grafo trivial (ver Secao 2.1), caso contrario se Vi C Vj
e Ay C As, entao G = (G4, tendo GG; como subgrafo de G5. A Figura 2.8
ilustra a interseccao de G; e G5 produzindo G = G N Ghs.
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1 4
0 1 4 \/: j 1 4
6 ™
® ®
2 3 5 7 3 5

(a) (b) (c)

Figura 2.8: Operacao de intersec¢ao dos grafos (a) G e (b) Go resulta no
grafo (¢) G = G4 N Gs.

2.2.4 Produto

O produto de dois grafos, G e G5, é denotado por G; x G5 e gera um grafo
G = G1 X Gg, onde V = V; x V5 é o conjunto de todos os pares formados
pelos vértices de Vi e Vo e A é o conjunto de arestas geradas da seguinte
maneira. Considere p; = (u;, w;) e p; = (uj, w;) dois vértices do conjunto V,
ie., pi,p; €V, onde u;,u; € Vi e w;,w; € V5. Eles sao adjacentes se u; = u;
e (w,w;) € Ay ou w; = w; e (u;,u;) € A;. O grafo G resultante possui
|V| = [V4||Va| vértices e |A] = |V1||As| + |Va||Ay] arestas.

A Figura 2.9 mostra (c) o grafo resultante do produto dos grafos (a) e
(b). Note que os vértices em (c) sao os pares ordenados dos vértices dos
grafos (a) e (b), enquanto que as arestas foram geradas a partir da anédlise
dos componentes dos pares associados as suas extremidades. Por exemplo,
a aresta {(uy,w), (u1,wq)} existe pois os primeiros componentes dos pares
(ug,wy) e (ug,wsy) sdo iguais e existe aresta entre w; e ws no grafo mostrado

em (b).

2.2.5 Complemento

O complemento de um grafo G = (V, A), denotado por G = (V, A;) é um
grafo cujo conjunto de vértices é o mesmo de (G, e com um conjunto de arestas
definido da seguinte maneira A; = {{u,v} : {u,v} € P(V) — A) A (u # v)},
ou seja, o conjunto A; é formado por todas as arestas que correspondem aos
pares nao ordenados que nao pertencem ao conjunto de arestas de G e nao
correspondem a lagos. O complemento de um grafo K, é um grafo com n
vértices totalmente desconexo, e o complemento de um grafo desconexo de n

This work is licensed under CC BY-NC-SA 4.0. To view a copy of this
license, visit https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0



42 Tipos de Grafos e Operagoes

U ) (mw)  (uwy) (U ws)
*
W3
@
15) W3 (ugw))  (upwy)  (uzws)

(a) (b) (c)

Figura 2.9: Operacao de produto. (c¢) mostra o resultado do produtos dos
grafos em (a) e (b).

vértices é um grafo completo K,,. O complemento dos grafos mostrados nas
Figuras 2.8(b) e (c) é apresentado nas Figuras 2.10 (a) e (b), respectivamente.

1 4 1 4

& o

3 5
7

(a) (b)

Figura 2.10: Operagao de complemento. (a) e (b) mostram o complemento
dos grafos das Figuras 2.8(b) e (c), respectivamente.

Quando um grafo é isomérfico ao seu complemento, entao ele é chamado
de grafo autocomplementar. Grafos Isomérficos sao discutidos em detalhes no
Capitulo 1.6. Porém podemos adiantar informalmente, que dois grafos sao
isomoérficos se eles possuem a relagdo de adjacéncia (estrutural) entre seus
vértices. Figura 2.11(a) mostra um grafo G autocomplementar, e (b) seu

complemento, G. Observe que tanto G quanto G correspondem a um Cj.
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(a) (b)

Figura 2.11: Grafo autocomplementar. (a) grafo exemplo e (b) seu comple-
mento.

2.2.6 Remocao

A operagao de remocgao aplicada a um grafo G = (V, A) retira ou um con-
junto de arestas ou um conjunto de vértices e as arestas incidentes neste
conjunto. Para um grafo GG, a remocao de um vértice v, representada por
G — v, causa a remogao tanto de v quanto das arestas incidentes a v. En-
quanto que a operagao G — e, com e = {u,v}, leva a retirada da aresta
{u,v}.

Seja S, C V, entao G; = G — 5, é o grafo resultante da retirada de todos
os vértices v € S, e de suas arestas incidentes. Logo, G; = (Vi, A;) onde
Vi=V-=5,ed ={(u,w) € A: u,w € Vi}. Observe que Gy = G[V — 5,
ou seja, € (G; é o subgrafo de GG induzido por V — S,,.

Seja S, C A, entao Gy, = G — S, é o grafo resultante da retirada das
arestas a € S,. Logo, Gy = (V5,A3) onde Vo = Ve Ay = A — 5, ie,
Gs = G[A — S,] é o subgrafo de G induzido por S,. A Figura 2.12 ilustra
(a) um grafo G e os grafos (b) G — S5, e (¢) G — S,, onde S, = {1,2}
e S, = {{1,2},{1,4},{1,5},{4,5},{2,5}}. Note que os grafos (b) e (c)
correspondem aos grafos induzidos G[V — S,| e G[A — S,], respectivamente.

2.2.7 Contracao

Uma operacao de contracao, também chamada de arco-contragao, em um
grafo G afeta uma aresta a, em particular, a transformando em um novo
vértice v. Esta operagao é representada por GG/a e consiste na remogao da
aresta a = {u,w} e de seus vértices u e w e subsequente inser¢do de um novo
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BT AN

(a) (b) (c)

Figura 2.12: Exemplo da aplicacdo da operagdo de remocao. (a) grafo
G, (b) grafo G — S, e (c) grafo G — S,, onde S, = {1,2} ¢ S, =
{{1,2},{1,4},{1,5},{4,5},{2,5}}.

vértice v e re-ligacao das arestas incidentes tanto a v quanto a w em G a
este novo vértice. Esta operacao é particularmente importante para verificar
a planaridade de certos grafos e para o calculo do nimero de arvores de
espalhamento de um grafo, como sera discutido adiante no Capitulo 7 e 6.3.
Dependendo do grafo e da aresta escolhida é possivel que um grafo simples
passe a ser multigrafo, ou um multigrafo passe a ser pseudografo.

A Figura 2.13 ilustra (a) um grafo G e (b) a operagao arco-contragao G/a
aplicada a aresta a. A aresta a deu origem ao vértice v, e todas as arestas
incidentes as extremidades de a sao agora incidentes em v. Enquanto G é
simples, G/a é um multigrafo. (c) mostra a operagao de arco-contra¢ao no
grafo G/a aplicada & aresta b, produzindo (G/a)/b. A aresta b deu origem
ao vértice m e a um lago. O multigrafo G/a passou a ser um pseudografo

(G/a)/b.

2.2.8 Supressao e Subdivisao

A operacgao de supressao de um vértice é realizada apenas em vértices de
grau 2 e consiste no seguinte processo. Seja G = (V, A) um grafo qualquer
e v um vértice adjacente a dois vértices u e w. A operacao de supressao
de v, remove v do conjunto V' e cria uma aresta entre u e w produzindo
um novo grafo G' = (V' A’). O grafo G’ é chamado grafo reduzido de G
ou grafo homeomorficamente reduzido de G. Ele possui V/ =V — v e
A'=A—-A +{u,w}, com A = {(v,u), (v,w)}.

A operagao inversa é chamada subdivisao de arestas. Ela consiste em
inserir vértices de grau 2 nas arestas do grafo criando subdivisoes de ares-
tas. Esta operagao funciona da seguinte maneira. Seja G = (V, A) um grafo
qualquer, v um vértice novo e uma aresta a = {u,w}. A operacao de sub-
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b

(a) (b) (c)

Figura 2.13: Operacao de arco-contragao aplicada (a) ao grafo G na aresta a,
resultado em (b) no grafo G/a. A figura (c) mostra o resultado da operagao

(G/a)/b.

divisdo de a, remove a aresta a, i.e., G — {u,w}, e cria duas novas arestas
{u,v} e {v,w}. produzindo um novo grafo G' = (V’; A"). Este grafo possui
Vi=VU{v}eA =A—{uw}+ Ay, com A = {(v,u), (v,w)}. Logo,
dizemos que GG’ é uma subdivisao de G.

As Figuras 2.14(a) e (b) ilustram os resultados das operagoes de subdi-
visao e de supressao, respectivamente. (a) é subdivisao de (b) obtida a partir
da subdivisao da aresta {4, 3} de (b). Enquanto que (b) é um grafo reduzido
de (a), obtido a partir da supressao do vértice 7.

2.2.9 Decomposicao

A operagao de decomposicao de um grafo GG gera um conjunto de subgrafos
G4, G, . .. tal que cada aresta de G aparece exatamente uma unica vez em um
unico subgrafo, ou seja, considerando que o conjunto de arestas do grafo G;
é A;, temos A;NA; =0, Vi# j. Os subgrafos gerados podem compartilhar
vértices, entretanto nao podem compartilhar arestas. Em algumas édreas, a
decomposicao é uma ferramenta tutil, pois é possivel isolar cada parte do
grafo, estuda-las separamente e em seguida combinar os resultados obtidos.

O grafo 3-cubo, @3, mostrado na Figura 2.15(a) é decomposto em 4
caminhos Pj ilustrados em (b). Estes caminhos sao mostrados através de
arestas grossas e finas. Considerando apenas os vértices temos os caminhos

(1,2,6,5), (3,1,5,7), (2,4,8,6) e (8,7,3,4).
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4 4

() (b)

Figura 2.14: Operagoes de Supressao e Subdivisao. (a) é uma subdivisao do
grafo em (b), e (b) é um grafo reduzido de (a).

2.2.10 Operador Linha L

Para facilitar a solugao de certos problemas, convém realizar o mapeamento
das linhas do grafo para vértices e vice-versa. Este mapeamento é realizado
pelo operador L, o qual recebe como operando um grafo(ou um digrafo) e
retorna um novo grafo (ou digrafo), chamado grafo linha (ou digrafo linha).

Dado um grafo G = (V, A), o grafo linha L(G) = (V,, A) correspondente
¢ construido da seguinte maneira. Cada aresta {v,u} € A d4 origem a um
vértice vu em L(G), i.e., um vértice vu € VI, se e somente se {v,u} € A. A
adjacéncia entre os vértices em L(G) ¢ definida da seguinte maneira. Dois
vértices distintos uv, zw € Vi, sao adjacentes se as arestas correspondentes
em G sao adjacentes, i.e., {u,v} N{z,w} # 0.

A Figura 2.16(a) mostra um grafo simples G composto de arestas com
rétulos a — f, enquanto que (b) mostra o grafo linha L(G) correspondente.
Cada aresta em (a) é mapeada para um vértice em (b). A adjacéncia dos
vértices em L(G) é dada pela adjacéncia das arestas em G. Por exemplo,
o vértice a em L(G) é adjacente aos vértices b, e, f, pois em G a aresta a é
adjacente as arestas b, e, f, ou seja, ela compartilha vértices com as arestas
b, e, f. O mesmo ocorre com o vértice c em L(G). Ele é adjacente aos vértices
b,d, f, pois a aresta ¢ no grafo G compartilha vértices com as arestas b, f, d.

Um digrafo linha é construido a partir de idéias similares levando em

consideracao a orientacao dos arcos do digrafo original. Dado um digrafo
D = (V, A), o digrafo linha L(D) = (V, Ar) correspondente ¢ construido da
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Figura 2.15: Decomposigao do (a) grafo @3 em (b) quatro grafos Pj.

seguinte maneira. Cada arco (v,u) € A dd origem a um vértice vu em L(D)
e existe um arco com origem em vu € Ay, e destino em xw € Ay, se e somente
se para os arcos correspondentes (v,u) e (z,w) em D, u = x, ou seja, se 0
vértice destino u do arco (v,u) for igual ao vértice origem do arco (x,w).

A Figura 2.17(a) mostra um digrafo simples D = (V, A) composto de
arestas com rétulos a — f, enquanto que (b) mostra o digrafo linha L(D) =
(V, Ar) correspondende. Cada arco em (a) é mapeado para um vértice em
(b). A adjacéncia entre os vértices em L(D) é dada considerando a orientagao
dos respectivos arcos.

Grafos Linha sao importantes em diversos problemas, como o problema
de coloracao de arestas. Para colorir as arestas de um grafo G podemos usar
as técnicas padrao de coloracao de vértices porém no grafo L(G). O célculo
dos emparalhemanto maximais segue a mesma idéia. Para encontrar os em-
parelhamentos maximais de um grafo G, podemos empregar o método para
encontrar os conjuntos independente em L(G). Estes problemas serao discu-
tidos nas Secoes 4.5 e 8, sobre emparelhamento e coloracao, respectivamente.

2.3 Exercicios

Exercicio 2.1. Determine o numero de arcos de um digrafo completo K,.
Exercicio 2.2. Mostre que um grafo K, possui %n(n — 1) arestas.
Exercicio 2.3. Determine quantas arestas e quantos vértices possui um Q.
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a a b

e d
(a) (b)

Figura 2.16: Grafo linha (b) L(G) do grafo G em (a).

Exercicio 2.4. Determine o grafo resultante da operacao Ko + Ks.

Exercicio 2.5. Determine o grafo resultante da operacdo de arco contra¢ao
na aresta {4,7} no grafo na Figura 2.14(a). Em segquida o compare com o
grafo mostrado na Figura 2.14(b).

Exercicio 2.6. Mostre que o numero mazrimo de aresta entre todos 0s p
vértices de um grafo com nenhum triangulo é [p*/4]

Exercicio 2.7. Dado um grafo G(V, A), mostre que para qualquer vértice v,
dg(v) +da(v) =n—1, onde dg(v) € o grau do vértice v no grafo G.
Exercicio 2.8. Prove ou refute : Se todo vértice de um grafo simples G =
(V,A), com |V| = n, tiver grau 2, entdo G é um grafo C,.

Exercicio 2.9. Mostre que se G é um grafo simples entio diam(G) > 3

implica diam(G) < 3.

Exercicio 2.10. Mostre que K, = K, + K, i.e., a juncao de dois grafos
completos K, e K, é um grafo completo K.

Exercicio 2.11. Mostre que o complemento de um caminho de comprimento
3 € um caminho de comprimento 3.

Exercicio 2.12. Mostre que para qualquer Grafo G com 6 vértices, G ou G
possut um triangulo.

Exercicio 2.13. Prove que G = H sse G = H.
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@~

e d
(a) (b)

Figura 2.17: Digrafo linha (b) L(D) do digrafo D em (a).
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Capitulo 3

Conectividade

Em vérios problemas do mundo real é necessario verificar se existe ou nao
pelo menos um caminho entre um par de vértices u e v. Se este caminho
existe e caso venha a ser bloqueado, é possivel ir de u para v (ou o contrario)
através de um caminho alternativo? Se sim, por quantos caminhos alternati-
vos? Responder estas e outras perguntas deste tipo é do interesse de diversas
areas, entre elas robotica e redes de computadores. Na robotica movel, exis-
tem diversos algoritmos baseados em busca em grafos que encontram um
caminho ou o caminho mais curto entre duas posigoes desejadas a partir de
um mapa dado, como discutido na Se¢ao 1.7.2. Algoritmos, como estes, po-
dem ser utilizados para planejar caminhos para robos nao-tripulados aéreos
ou aquaticos; ou na area de redes de computadores, para a transmissao de
dados entre computadores geograficamente distante.

Nos exemplos acima, comentamos brevemente apenas a descoberta de ca-
minhos entre dois pontos, porém de igual importancia é considerarmos esta
descoberta de caminhos quando ocorrem falhas. Por exemplo, se o cami-
nho que um robo esta seguindo estiver bloqueado por um obstaculo movel, é
possivel atingir a posicao desejada por um caminho alternativo? Se durante
a transmissao de um pacote, um computador, que faz parte do caminho que
o pacote devera seguir, falhar, este pacote serd perdido ou seguird por um
caminho alternativo? Notem que em ambos os casos, é importante sabermos
se existem ou nao varios caminhos entre qualquer par de vértices e se nao
existirem, quais pares de vértices poderao ser afetados caso surja algum im-
previsto? No caso da rede de computadores, a falha em um computador pode
fazer com que uma parte da rede ndo se comunique mais com a(s) outra(s).
Este seria o mesmo caso de um rompimento de um cabo de fibra ética que
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liga dois servidores. Identificar o(s) computador(es) que gera(m) esta des-
conexao é extremamente importante, pois é possivel tomar uma providéncia
de forma a aumentar a tolerancia a este tipo de falha. No caso de um robo
movel, este podera ficar parado economizando energia ou retornar ao seu
ponto de partida. Este capitulo apresenta os aspectos tedricos subjacentes
aos questionamentos apresentados.

3.1 Relacao de Vizinhanca Estendida e Fe-
chamento Transitivo

Na Secao 1.2 definimos as funcoes multivaloradas 7, 7 e 77, onde a funcao

T permite calcular os vértices vizinhos a um dado vértice em um grafo, en-
quanto que as funcoes 77 e 7= permitem determinar os vértices atingiveis e
que atingem um dado vértice em um digrafo, respectivamente. Estas funcoes
podem ser estendidas para considerar ao invés de um tunico vértice um sub-
conjunto de vértices.

Dados um grafo G = (V,A) e um digrafo D = (V, Ay), definimos a
extensao das funcoes multivaloradas 7, 77 e 77, como

LS)=Urw), T(Se)= U 7(w) eT(Sa) = J 7 (v)

veS vESy vESy

onde S e Sy sao subconjuntos nao-vazio de vértices, S C V,S; C Vg T': 2V ~»
2V ¢é a funcao estendida de vizinhanca; I't : 2Y4 ~s 2V4 é a funcao estendida
de vizinhanca direta; e '™ : 2V ~» 24 ¢ a funcao estendida de vizinhanca
inversa. A fungao I'(S) mapeia S para o conjunto de vértices vizinhos aos
vértices v € S, enquanto que as fungoes I' (S;) e I'"(Sy) mapeiam Sy para o
conjunto dos vértices atingiveis a partir de e que atingem os vértices vg € Sy,
respectivamente. Por defini¢ao I'(0) = T+ () = T~ (0) = 0.

Estas funcoes podem ser aplicadas sucessivamente para calcular os vizi-
nhos de um vértice v a uma dada distancia. Por exemplo, a composicao
I'(T({v})) = I'?({v}) fornece todos os vértices atingiveis por um passeio de
comprimento 2 a partir de v, enquanto que I'"({v}), retorna todos os vértices
atingiveis por um passeio de comprimento n. Analogamente, podemos apli-
car sucessivamente as fungoes I't e I'". Por exemplo, '™ ({v}) fornece todos
os vértices atingiveis por um passeio directonado de comprimento n a partir
de v, enquanto que I'"™({v}) retorna todos os vértices que atingem v através
de um passeio direcionado de comprimento n.
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Considere o grafo da Figura 3.1(a) e os seguintes conjuntos de vértices
Vi = {1}, Va = {2,3} e V3 = {3,4}. Abaixo sao listados os resultados da
aplicacao da funcao I' nestes conjuntos.

F(vi) =T({1}) =7(1) = {5};

['(Va) =T({2,3}) =7(2)u7(3) ={5,6}U{5,4} = {4,5,6}

['(V3)=T({3,4}) =7(3)Ur(4) = {5,4} U{3,6} = {3,4,5,6}

Usando o resultado anterior, calculamos I'? para cada conjunto novamente
(Vi) =T(I'(V1)) = T({5}) = {1,2,3,6};

2(V,) =T(I'(V,)) =T'({4,5,6}) = 7(4) UT(5) UT(6) = {1,2,3,4,5,6}
[2(V4) = D(I(Va)) = D({3,4,5,6}) = r(3)Ur(4)Ur(5)Ur(6) = {1,2,3,4,5,6}

2 3

(a) (b)

Figura 3.1: Aplica¢ao da fungao multivalorada no grafo em (a) e no digrafo
em (b).

Para o digrafo da Figura 3.1(b), encontramos os resultados abaixo para a
aplicagao das fungoes I't e I'™ nos conjuntos de vértices V; = {1}, V5 = {2, 3}
e V3 ={3,4}.

(W) = ¢+( ) =1{3,5}

F+(V2) TT(2)UTT(3) = {6} U {5} = {5,6}

[ (Vs) ()uﬁ():{5}u{3}:{3,5}

(W) =7(1)=10
I (Va) =77 (2) U~ (3) = {5} U{1,4} = {1,4,5}
=(Va) =7~ (3)ur (4) = {1, 4}U{6}—{146}

A aplicacao das funcoes I'"2 e I'"2 nos conjuntos Vi, V5 e V5 resulta em

[2(Vi) =T*({3,5}) = 77(3) UT*(5) = {2,5,6}
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[*2(V3) = T*({5,6}) = 77 (5) UT*(6) = {2,4,6}
[+2(Vs) =T ({3,5}) =77 (3) UT7(5) = {2,5,6}

y=7"(HUr (HUr (5) ={1,3,6}
U (6) = {2,5,6)

A partir das fungoes estendidas de vizinhanga para grafos e digrafos,

Funcao de Fe- podemos definir a fungao de fechamento transitivo [:V~ 2" para grafos
chamento Tran- e as fungoes de fechamento transitivo direto . V; ~ 24 e inverso -

sitivo

Vi~ oV para digrafos. Dado um vértice v, a funcéo I'(v) é definida por

P(v) = {} UD(Lw}) UT2({w}) U...uT"({v}) U

e retorna todos os vértices que sao atingiveis a partir de v através de um
passeio de qualquer comprimento. A fungao I'"(v) é definida por

[+ () = {0} UTT({o}) UTH2({v}) U... UT*({v}) U

e retorna o conjunto de todos os vértices que v consegue atingir a partir de
um passeio direcionado de qualquer comprimento. Enquanto que a funcao
'~ (v) é definida por

() = {o} U ({tHUT2({pHu...ur"{w}H U

e retorna todos os vértice que atingem v através de um passeio direcionado
de qualquer comprimento.
Aplicando a fungao I' no vértice 1 do grafo ilustrado na Figura 3.1(a),

temos
P(1) = {1} ur({1HUT2({1HU... ={1,2,3,4,5,6}

Observe que temos I'(v) = V para todo v € V.
A funcao I't quando aplicada aos vértices do digrafo ilustrado na Fi-
gura 3.1(b) resulta em

TH1) = {1}uTH{1)uTr {1 u... ={1,2,3,4,5,6}
[H(2)=T7(3)=0I"(4) =0"(5) =T"(6) = {2,3,4,5,6}

Como todos os vértices com excecao do vértice 1 estao dentro de um ciclo
direcionado, um pode atingir o outro dentro do ciclo através de um caminho

This work is licensed under CC BY-NC-SA 4.0. To view a copy of this
license, visit https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0



3.2 Grafos Conexos e Desconexos 55

direcionado. Em relacao a funcao f", sua aplicacao nos vértices do digrafo
da Figura 3.1(b) resulta em

P-(1) = {L}UT-({1)UT ({1 U... = {1}

I (2)=T"38)=0"4)=T"(5) =T7(6) = {1,2,3,4,5,6}

De forma similar ao apresentado anteriormente, com excecao do vértice 1,
todos os vértices sao atingiveis a partir dos demais vértices do digrafo. Em
um digrafo se v é um vértice fonte entio I'~(v) = {v}, enquanto que se v for
um vértice sumidouro, temos I't (v) = {v}.

3.2 Grafos Conexos e Desconexos

Um grafo nao vazio é chamado grafo conexo se existe um caminho entre
qualquer par de vértices, caso contrario, ele é chamado grafo desconero. A
Figura 3.2(a) mostra um exemplo de grafo conexo G; = (Vi, A;) onde existe
um caminho® entre cada par de vértices, por exemplo, existe um caminho de
comprimento 1 entre os vértices 1 e 2, um caminho de comprimento 3 entre
os vértices 2 e 5, etc. Observe que a funcao de fechamento transitivo quando
aplicada a qualquer vértice de G; retorna todo o seu conjunto de vértices,
ie., f‘(v) = V4, para todo v € Vj. Por outro lado, o grafo Gy = (V4, As)
ilustrado na Figura 3.2(b) mostra que existem vértices que nao sao atingiveis
a partir de outros, por exemplo, nao existe caminho entre os vértices 1 e 5,
tao pouco entre os vértices 2 e 6. Logo, este grafo é desconexo, pois para
qualquer vértice v € V5, temos f(v) # V.

Qualquer grafo G = (V, A) possui um subgrafo G[V’], induzido® por um
conjunto de vértices V' C V', que é conexo. Se V'’ nao estd contido pro-
priamente em outro conjunto de vértices V" de forma que o grafo, G[V"] |
seja conexo, entao G[V'] é um subgrafo conexo mazximal, sendo chamado de
componente conexo de G.

Definicao 3.1. Um componente conexo de um grafo G é um subgrafo
conexo de G' que nao é um subgrafo préprio de outro subgrafo conexo de G.

IPara que um grafo seja conexo é importante que exista um caminho de qualquer
comprimento entre cada par de vértices
20 conceito de grafo induzido é apresentado na Segao 1.1

This work is licensed under CC BY-NC-SA 4.0. To view a copy of this
license, visit https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0

Grafo Conexo
Grafo Desco-
nexo

Componente
Conexo



56 Conectividade

3
®

(b)

Figura 3.2: Conectividade: (a) grafo conexo e (b) grafo desconexo.

Considere o grafo G; = (V4, A1) na Figura 3.2(a), o grafo induzido,G4[V'],
pelo conjunto de vértices V' = {1,2} é conexo. Porém, este grafo nao é
maximal, pois o grafo G{[V"] com V" = {1,2,3} é conexo, i.e., G1[V'] C
G1[V"]. Entretanto G[V"] ainda ndo é maximal pois o grafo G;[V;] é conexo,
i.e., o grafo G; induzido por todos os vértices de V; ainda é conexo. Logo,
(G, possui um unico componente conexo que é o préprio grafo. Por outro
lado, o grafo Gy = (V5, As) na Figura 3.2(b) possui 2 componentes conexos,
formados pelos grafos induzidos Gy[V'] e Ga[V"], com V' = {1,2,3,4} e
V" = {5,6}. Observe que I'(v/) = V/,Wo/ e V' e L") = V", W/ € V".

Dado um grafo GG, podemos entao particionar seu conjunto de vértices V'
em subconjuntos Vi, Vs, ..., V, tal que

UVi=VeVinV, =0, Vi

de forma que G[Vi], G[V5],. .. G[V,] sejam subgrafos conexos maximais de G.
Cada G[V;] é um componente conexo e (G) = n é o nimero de componentes
conexos de G. Se G é um grafo conexo entao 2(G) = 1, caso contrario se
G ¢é desconexo, entao Q(G) > 1. Se G é um grafo vazio, entao Q(G) = 0.
Usando o exemplo anterior, temos Q(G;1) =1 e Q(Gs) = 2.

3.3 Vértice de Corte

Em alguns grafos simples, a remocao de apenas um unico vértice, chamado
vértice de corte, faz com que o grafo se torne desconexo. Entretanto o au-
mento do nimero de componentes conexo nao é condi¢ao necessaria para
que um vértice seja de corte. Formalmente, um vértice de corte é qualquer
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vértice v de um grafo genérico GG que permite particionar o conjunto de ares-
tas de G em E; e E, de maneira que os grafos induzidos G[E}] e G[Es] por
estes conjuntos tenham apenas v em comum. A Figura 3.3(a) mostra um
grafo simples com os vértices de corte 4 e 5, enquanto que (b) mostra um
pseudografo com os vértices de corte 2,4,5 e 6.

2 4

()

Figura 3.3: Conectividade.(a) grafo simples com os seguintes vértices de corte
{4,5} e (b) pseudo grafo com os seguintes vértices de corte: {2,4,5,6}.

Quando o grafo é simples, a remocao de um vértice de corte apenas au-
menta o nimero de seus componentes conexos. Se o grafo é um pseudografo,
esta remocao pode nao resultar no aumento do niimero de componentes co-
nexos. Por exemplo, a remoc¢ao do vértice 6 no grafo 3.3(b) ndo aumenta a Vértice de Corte
quantidade de componentes conexo, porém este vértice permite particionar x Pseudografo
o conjunto de arestas em dois subconjuntos, um formado pelo lagco em 6 e o
outro formado pelas demais arestas, de maneira que tenham apenas o vértice
6 em comum. Para um grafo nao trivial simples, um vértice v é chamado
vértice de corte se e somente se (G —v) > Q(G).
Quando um grafo nao possui um vértice corte entao ele é chamado grafo
nao separdvel. Um bloco de um grafo G é um subgrafo nao separavel maxi- Grafo nao se-
mal, i.e., este subgrafo nao esta contido propriamente em outro subgrafo nao paravel
separdvel de G. Se todo o grafo é nao separavel entao ele préprio é um bloco. Bloco
O grafo da Figura 3.3(a) pode ser decomposto em 3 subgrafos, ilustrados
na Figura 3.4, onde cada subgrafo é um bloco. Enquanto que o grafo da
Figura 3.3(b) possui 4 blocos, ilustrados na Figura 3.5.

Teorema 3.1. Para um vértice v de um grafo simples conexo G = (V, A),
as seguintes afirmagoes sao equivalentes:

1. o vértice v é um vértice de corte de G.

This work is licensed under CC BY-NC-SA 4.0. To view a copy of this
license, visit https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0



58 Conectividade

2 4 o4
L6

Figura 3.4: Blocos do grafo mostrado na Figura 3.3(a).

NI

Figura 3.5: Blocos do grafo mostrado na Figura 3.3(b).

2. existem vértices w e u distintos de v tal que todo caminho entre w e u
passa por v.

3. existe um particionamento do conjunto de vértices V' — v em dois sub-
conjuntos V; e V5 tal que qualquer caminho entre u € V; e w € V5 passa
obrigatoriamente pelo vértice v.

Alguns grafos nao possuem vértice de corte, porém possuem um subcon-
junto de vértices cuja remocao resulta ou em um grafo desconexo ou em um
grafo trivial. Para um grafo G, este subconjunto é chamado de conjunto

Conjunto Sepa- separador de G. Um grafo é chamado k-conexo (ou k-vértice conexo) se o

rador tamanho do menor conjunto separador é k. Neste caso, dizemos que a co-
Conectividade nectividade de vértice ou apenas conectividade do grafo, representada por
de Vértice k(G), é igual a k, ie., k(G) = k. Por definigdo k(G) = 0, se o grafo G é

trivial ou desconexo, e k(K,) = n — 1, Yn > 1. Os conjuntos separadores
que sao minimais sao comumente chamados de conjunto de corte de vértices,
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i.e., conjuntos separadores que nao possuem um subconjunto préprio que é
separador.

O grafo G ilustrado na Figura 3.3(a) possui varios conjuntos separadores,
entre eles, temos, V; = {2,3,4}, Vo = {3,4} e V3 = {5}. Apenas o conjunto
V3 é um conjunto de corte de vértices, pois tanto V; quanto V5 possuem
subconjuntos préprios que sao separadores. Por exemplo, V) possui dois
subconjuntos {2,3} e {4} que sdo separadores e também conjunto de corte
de vértices, sendo que o ultimo possui um vértice de corte. Eles tém tamanho
2 e 1, respectivamente. Por outro lado, V5 possui o subconjunto {4} que é
separador e também de corte de vértices. A conectividade de vértice deste
grafo é k(G) = 1, pois 0 menor conjunto de corte de vértices tem tamanho
igual a 1. Logo, este grafo é um grafo 1-conexo ou 1-vértice conexo.

Podemos definir a conectividade entre dois vértices nao adjacentes u e v,
denotada por k(u,v), como o menor nimero de vértices cuja remogao separa
u de v, i.e., faz com que nao exista um caminho entre u e v. Menger mostrou
que esta conectividade estd intimamente relacionada ao nimero de caminhos
disjuntos que unem u e v no grafo. Baseado nisto temos abaixo uma das
versoes do Teorema do Menger.

Teorema 3.2 ([5]). Considere um grafo G = (V, A) e dois vertices u,v € V
nao adjacentes, o nimero minimo de vértices que separam u de v é igual a
nimero maximo de caminhos disjuntos entre v e v em G.

A partir dai temos o seguinte teorema sobre conectividade de vértices de
um grafo qualquer.

Teorema 3.3. Um grafo é k-vértice conexo se e somente se existem k cami-
nhos disjuntos entre qualquer par de vértices.

Para um grafo que nao é completo G = (V, A), temos k(G) = min x(u, v)
considerando todos os pares de vértices nao adjacentes u,v € V.

3.4 Aresta de Corte

Uma aresta a de um grafo G é chamada de aresta de corte, ou ponte, se
sua remoc¢ao aumentar o numero de componentes conexos de G, ou seja,
Q(G—a) > Q(G). A principal caracteristica de uma aresta de corte é que ela
nao esta contida nos ciclos de G. As Figuras 3.3(a) e (b) mostram as arestas
de corte através de arestas mais grossas.
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Teorema 3.4. Para uma aresta a de um grafo conexo G = (V, A), as se-
guintes afirmacoes sao equivalentes:

1. a aresta a é uma aresta de corte de G.
2. a aresta a nao estd contida nos ciclos de G.

3. existem vértices w e u distintos tal que todo caminho entre w e u passa
por a.

4. existe um particionamento do conjunto de vértices V' em dois subcon-
juntos Vi e V5 tal que qualquer caminho entre v € Vi e w € V5 passa
obrigatoriamente pela aresta a.

De forma similar ao exposto para vértices de corte, alguns grafos nao
possuem aresta de corte, porém possuem um subconjunto de aresta cuja
remocao resulta ou em um grafo desconexo ou em um grafo trivial. Para um
grafo GG, este conjunto é chamado de conjunto desconector de GG. Portanto,
um grafo é chamado k-aresta conexo se o tamanho do menor conjunto des-
conector é k. Neste caso, dizemos que a conectividade de aresta do grafo,
representada por A\(G), é igual a k, i.e., \(G) = k. Por definigao \(G) = 0,
se o grafo for trivial ou desconexo e A(G) = 1 se o grafo for conexo e possuir
uma aresta de corte. Os conjuntos desconectores minimais sao chamados de
conjunto de corte de arestas, i.e., conjuntos desconectores que nao possuem
um subconjunto préprio que é desconector.

O grafo G ilustrado na Figura 3.3(a) possui varios conjuntos desconecto-
res, entre eles, temos, Dy = {{2,4},{3,4},{2,3}}, D2 = {{2,4},{3,4},{4,5}}
e D3 = {{5,6}}. Apenas o conjunto D3 é um conjunto de corte de arestas,
pois tanto Dy quanto Dy possuem subconjuntos préprios que sao desconecto-
res. Por exemplo, D possui o subconjunto {{2,4}, {3,4}} que é desconector
e também um conjunto de corte de arestas de tamanho 2. Dy possui dois
subconjuntos {{2,4},{3,4}} e {{4,5}} que sdo desconectores. O primeiro
tem tamanho igual a 2 enquanto o segundo tem tamanho igual a 1. Este
ultimo é composto por uma aresta de corte. A conectividade de aresta deste
grafo é A(G) = 1, pois o menor conjunto de corte de arestas tem tamanho
igual a 1. Logo, este grafo é um grafo 1-aresta conexo.

Podemos definir a conectividade de aresta entre dois vértices u e v, deno-
tada por A(u,v), como o menor niimero de arestas cuja remogao separa u de
v, i.e., que faz com que u nao seja atingido por v (vice-versa). De forma simi-
lar ao apresentado para vértices, a conectividade de aresta esta intimamente
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relacionada ao nimero de caminhos aresta-disjuntos que unem vértices u e
v. Baseado nisto temos o seguinte Teorema.

Teorema 3.5 ([5]). Considere um grafo G=(V,A) e dois vertices distintos
v1,v9 € V, o numero minimo de arestas que separam wv; de vy € igual a
nimero maximo de caminhos aresta-disjuntos entre v; e v9 em G.

A partir dai temos o seguinte teorema sobre conectividade de aresta de
um grafo qualquer.

Teorema 3.6. Um grafo G = (V, A) é k-aresta conexo se e somente se ele
possuir no k£ caminhos aresta-disjuntos entre qualquer par de vértices.

Portanto para um grafo G = (V, A) néo trivial, temos A\(G) = min A\(u, v)
para qualquer par de vértices distintos u,v € V. A relacao entre a conecti-
vidade de vértice, a conectividade de arestas e o menor grau de um grafo GG
¢ dada pelo seguinte Teorema.

Teorema 3.7 ([6]). Para qualquer grafo G,

K(G) < AG) < 6(G)

3.5 Conectividade em Digrafos

Quanto a conectividade, um digrafo pode ser classificado de trés formas dis-
tintas:

e fracamente conexo ou fraco se seu grafo subjacente é conexo, ou seja,
para cada par de vértices existe um semi-caminho. Note que todo
digrafo conexo é fracamente conexo.

e unilateralmente conexo ou unilateral se para cada par v e u de vértices
existe um caminho direcionado ou de v para u ou de u para v ou ambos.

e fortemente conexo ou forte se existe um caminho direcionado entre cada
par de vértices.

Usando as funcoes de fechamento transitivo inverso e direto, um digrafo
D = (V, A) é fortemente conexo se e somente se I'"(v) = I'"(v) = V, para
todo v € V. Ou seja, qualquer vértice pode atingir ou ser atingido pelos
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demais vértices do digrafo através de um caminho direcionado. A relagao
entre os diferentes tipos de digrafos é a seguinte

digrafos fortes C digrafos unilaterais C digrafos fracos.

De forma analoga aos grafos quantos aos componentes conexos, um digrafo
pode possuir trés diferentes tipos de componentes:

e componente forte de um digrafo é um subdigrafo forte maximal.

e componente unilateral de um digrafo ¢ um subdigrafo unilateral maxi-
mal.

e componente fraco de um digrafo é um subdigrafo fraco maximal.

A Figura 3.6(a) mostra um digrafo D e seus componentes fortes, delimita-
dos por uma regiao pontilhada. Para cada componente forte é possivel plane-
jar um caminho entre qualquer par de vértices do componente. O subdigrafo
formado pelos vértices 5 e 6 juntamente com os arcos (5,6) e (6,5) nao for-
mam um componente forte, mesmo existindo um caminho direcionado entre
5 e 6, e entre 6 e 5. Isto se deve ao fato de nao ser maximal, pois ele é um
subdigrafo préoprio do subdigrafo formado pelos vértices 4, 5 e 6 e os arcos
associados.

D[V, ] D[V, ]

D[V3]

(b)

Figura 3.6: Componentes fortes de um digrafo. (a) mostra um digrafo e seus
componentes fortes delimitados por uma regiao pontilhada. (b) mostra o
digrafo condensado de (a).

De todos os tipos de componentes, os componentes fortes sao os mais
importantes, pois eles permitem gerar um novo digrafo através do processo
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de condensag¢ao que mantém algumas das propriedades estruturais do digrafo
original. Por exemplo, um digrafo D = (V, A) pode ter seu conjunto de
vértices particionado em Vi, Vs, ..., V,, com

UVi=V e VinV;=0, Vi#j,

de forma que os subdigrafos induzidos D[V;], D[Va], ..., D[V,] sejam os com-
ponentes fortes de D. Se aplicarmos a funcao de fechamento transitivo direto
e inverso a um vértice v € V; veremos que I'" (v) pode ou néo ser ignal I'™(v).
Isto ocorre por que v pode atingir (e ser atingido por) vértices que nao per-
tencam ao seu componente forte. Como em um componente forte qualquer
vértice tem que atingir os demais, se calcularmos a intersecao do resultado
das funcoes de fechamento transitivo direto e inverso para v € V; obtere-
mos V;, i.e., veremos que f+(v) N f‘(v) = V;, para qualquer v € V;. Na
Secao 3.6 veremos como calcular de forma sistematica os componentes fortes
de digrafos usando as fungoes de fechamento transitivo inverso e direto.

Definigao 3.2. Um digrafo condensado D(D) = (V(D), A(D)) do digrafo D
possui um conjunto de vértices V(D) associados aos componentes fortes de D
e um conjunto de arcos A(D) onde existe um arco entre os vértices de V(D)
se existir pelo menos um arco entre os vértices dos respectivos componentes
em D.

A Figura 3.6(b) mostra o digrafo condensado D = (V, A) do digrafo D
mostrado em (a), onde V = {D[V;], D[V], D[V3]}® e A(D) = {(D[V4], D[Va)),
(D[V1], D[V3]), (D[V3], D[V5])}. Existe um arco com origem em D[V;] e des-
tino em D[V5], pois existe um arco com origem no vértice 2 e destino no
vértice 4 em D.

Definicao 3.3. Um digrafo inverso Z(D) = (V, A) de um digrafo D = (V, A)
é um digrafo que possui os mesmos vértices de D e um arco (v, w) € A se e
somente se (w,v) € A.

Se cada aresta de um grafo simples GG é substituida por um arco e o
digrafo resultante D é forte entao dizemos que D é uma orientacao forte de
G. Assim, um grafo é fortemente orientavel, ou seja pode ser transformado
em um digrafo fortemente conexo, se ele tem uma orientacao forte. Baseado
nisto, temos o seguinte teorema.

3D[V;] é apenas um rétulo que representa o subdigrafo induzido.
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Teorema 3.8 ([7]). Um grafo conexo G ¢ fortemente orientavel se e somente
se ele é conexo e nao possui pontes.

Para que um grafo G' conexo e sem pontes seja transformado em um
digrafo fortemente conexo D, devemos orientar suas arestas de forma a criar
ciclos direcionados. Inicialmente, selecionamos um ciclo e orientamos suas
arestas de maneira a produzir um ciclo direcionado. Se todas as arestas
estiverem neste ciclo entao G foi transformado em D, caso contrario devemos
orientar as arestas restantes considerando a orientacao feita anteriormente.
Isto iré gerar um conjunto de ciclos onde um vértice de um ciclo pode alcancar
qualquer vértice do mesmo ou de outro ciclo. A Figura 3.7(a) mostra um
grafo conexo GG sem pontes sendo transformado em (d) um digrafo fortemente
conexo D. Inicialmente, (b) um ciclo direcionado é construido definindo uma
orientacao para as arestas do ciclo (1,2,4,7,3) em (a). Em (c) construimos
o novo ciclo direcionado (4,7,3,6,5) aproveitando a orientagao dos arcos
definida previamente. Finalmente em (d), orientamos as arestas restantes de
forma a fechar ciclos direcionados.

A transformagao exemplificada acima é apenas um simples exemplo, ja
que existem intimeras maneiras de transformar G em D. Quando escolhemos
uma orientacao para as arestas de um grafo completo, o digrafo resultante
é chamado de torneio. A Figura 3.8 ilustra dois torneios obtidos orientando
as arestas de um grafo K;. As diferencas entre estes torneios estao nos arcos
entre os vértices 1 e 2, 1 e4 e 2 e 3. Se o torneio possuir um ciclo direcionado
de espalhamento entao ele é chamado torneio forte. Os torneios apresentados
na Figura 3.8 sao fortes. Para (a), temos o seguinte ciclo de espalhamento
(1,5,2,3,4,1) enquanto que para (b) temos o ciclo (1,3,4,5,2,1).

Para um torneio, o grau de saida de um vértice é chamado escore e a
sequiéncia dos graus de saida de todos vértices define a seqiiéncia de escores. A
partir desta seqiiéncia é possivel determinar a seqiiéncia de graus de entrada,
pois para um vértice v, temos 7 (v)+0~(v) = n—1. Note que se eliminarmos
a orientacao dos arcos que tém origem e destino em v, temos n — 1 arestas
incidentes a v. A seqiiéncia de escore para o torneio ilustrado na Figura 3.8(a)
é(3,2,1,2,2). Quando um vértice consegue alcancar qualquer vértice através
de um caminho direcionado de comprimento no maximo igual a 2, entao ele
é chamado vértice rei.

Em relacao a conectividade de vértices e arestas para grafos apresentada
nas secoes 3.3 e 3.4, os digrafos possuem conceitos similares. Um conjunto
separador é um conjunto de vértices de um digrafo D que quando removido
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2 4 2 4
1 7 5 1 5
3 6 3 6
() (b)
2 4 2 4
1 5 1 5
3 6 3 6

(c) (d)

Figura 3.7: Transformagcao de (a) um grafo conexo sem pontes em (d) um
digrafo fortemente conexo. (b) e (c¢) s@o os passos intermedidrios.

faz com que D deixe de ser fortemente conexo. Um conjunto de corte de
vértices de um digrafo é o conjunto separador minimal, ou seja, que nao
possui subconjunto proprio que seja um conjunto separador. A conectividade
forte de vértice de um digrafo D = (V, A), definido por (D) corresponde ao Conectividade
menor conjunto de vértices S C V tal que D — S nao é fortemente conexo Forte de Vértice
ou tem apenas um vértice. Se k(D) = k, entdo dizemos que D é um k-
vértice conexo ou k-conexo. Analogamente ao conceito de grafos, um digrafo
completo K,, possui k(K,) = n — 1. Se um digrafo D nao é forte, entao
k(D) = 0.
Um conjunto desconector é um conjunto de arcos de um digrafo D que
quando removido faz com que D deixe de ser fortemente conexo. Um con-
junto de corte de arcos de um digrafo é o conjunto desconector minimal, ou
seja, que nao possui subconjunto préprio que seja um conjunto separador. A
conectividade forte de arco de um digrafo D = (V, A), definido por A(D) cor- Conectividade
Forte de Arco
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(a) (b)

Figura 3.8: Exemplos de torneio forte para o grafo K.

responde ao menor conjunto de corte S C A tal que D — S nao é fortemente
conexo. Se A(D) = k, entao dizemos que D é k-arco conexo. Se D nao é
forte, entao A(D) = 0.

Existe relagao entre a conectividade de arco e vértices para digrafos da
mesma forma que para grafos. Esta relacao de dada pela seguinte desigual-
dade.

Teorema 3.9 ([8]). Para qualquer digrafo D,

#(D) < A(D) < min{6~(D),6*(D)}

As variacoes do Teorema de Menger para conectividade de vértice e arcos
em digrafos sao apresentadas abaixo. De forma similar ao apresentado para
grafos, estas conectividades estao intimamente relacionadas ao nimero de ca-
minhos direcionados disjuntos e arco-disjuntos para qualquer par de vértices
no digrafo.

Teorema 3.10 ([5]). Considere um digrafo D = (V, A) e dois vertices u,v €
V' nao adjacentes, o nimero minimo de vértices que separam u de v, i.e.,
vértices cuja remocao elimina todos os caminhos direcionados de u para v, é
igual a nimero maximo de caminhos direcionados disjuntos de u para v em

D.

Teorema 3.11. Um digrafo é k-vértice conexo se e somente se existem k
caminhos direcionados disjuntos entre qualquer par de vértices.

Teorema 3.12 (Teorema de Menger(Digrafos)[5]). Considere um digrafo
D=(V,A) e dois vertices distintos u,v € V, o nimero minimo de arcos cuja
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remocao separam u de v, i.e., vértices cuja remocao eliminam todos os ca-
minhos direcionados de u para v, é igual a nimero maximo de caminhos
direcionados arcos-disjuntos de v para v em D.

Teorema 3.13. Um digrafo D = (V, A) é k-arco conexo se e somente se ele
possui k caminhos direcionados arco-disjuntos entre qualquer par de vértices.

Em um digrafo, a conectividade entre dois vértices nao adjacentes u e v,
denotada por k(u,v), corresponde ao nimero méximo de caminhos direcio-
nados disjuntos de u para v, enquanto que a conectividade de arco entre dois
vértices u e v nao adjacentes, denotada por A\(u,v) é o nimero maximo de
caminhos arco-disjuntos de u para v. Para qualquer digrafo D, temos

k(D) = min k(u,v) e A(D) = min A(u, v)

considerando todos os pares de vértices nao adjacentes u e v.

3.6 Calculo de Componentes

Como comentado na se¢ao anterior, as fungoes de fechamento transitivo po-
dem ser utilizada para calcular os componentes conexos de grafos e os com-
ponentes fortes de digrafos. O seu uso neste cédlculo dé origem ao método
chamado Malgrange. Inicialmente, sera apresentada a aplicacao do método
em digrafos e em seguida em grafos.

Dado um digrafo D = (V, A) realizamos os seguintes passos:

e selecionamos um vértice v; € V' e calculamos as fungoes de fechamento
transitivo direto, It (vy), e inverso, I'"(v;), e em seguida calculamos a
intersecao destes resultados, ou seja, f‘+(v1)ﬂf‘ ~(v1). Estaintersecao da
origem ao conjuntos de vértices V; C V' que estd associado ao primeiro
componente forte D[V}].

e se V) =V entao o digrafo é fortemente conexo tendo como componente
forte ele préprio, i.e., D[Vj] = D[V]. Caso contrario, selecionamos um
vértice v, € V — V] e repetimos o processo calculando I't (vy) N T (vy).
Isto da origem ao segundo conjunto de vértices V5 e consequentemente
ao segundo componente forte D[V5].
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e na i-ésima iteracao, selecionamos

i—1
v; €V — U ‘/j
=1
repetindo o processo descrito anteriormente.

e O método para quando apds a n-ésima iteracao temos

Neste momento os digrafos induzidos D[Vi], D[Va],..., D[V,] corres-
pondem a todos os componentes fortes de D.

A aplicagao do método no digrafo D = (V, A) da Figura 3.9 é como segue.
Sorteamo§ um vértice v; do conjunto V', por exemplo, v; = 3. Calculamos
' (v1) e I (v1) que correspondem respectivamente a

[ (v1) = {2,3,6,8,9} e I~ (v1) = {3,5,6}

1 2 3

7 3 9

Figura 3.9: Digrafo fracamente conexo com quatro componentes fortes.

A intersecio destes resultados I'(vy) N T~ (vy) = V4 = {3,6} e D[V]
é o subdigrafo induzido pelos vértices em V; que corresponde ao primeiro
componente forte de D. Como V; # V, entao selecionamos o vértice vy do
conjunto V —V; = {1,2,4,5,7,8,9}, por exemplo v, = 2. Calculamos f*(vg)
e f‘*(vg) que correspondem respectivamente a

T () = {2,8,9} e I (vy) = {2,3,5,6,8,9}
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O resultado da interseao I't (v) NI~ (vy) = V3 = {2, 8,9} dé origem a D[V5]
que é segundo componente forte de D. Selecionando vs do conjunto V —
(V1 uV,) = {1,4,5,7}, por exemplo vz = 5, temos f+(U3) ={2,3,5,6,8,9},
I~ (vs) = {5} e V5 = {5}, onde D[V3] é o terceiro componente forte. Repe-
tindo o processo anterior, selecionamos vy de V — (V; UV, U V3) = {1,4, 7},
por exemplo, v, = 1, obtendo It (vy) = {1,4,7} e I (vy) = {1,4,5,7}. Logo
temos Vy = {1,4,7} e o quarto componente forte D[V,]. Como

ViulhhUVsUVy =V,

o processo para e temos D[V1], D[Vs], D[V3], D[V}4] como os componentes for-
tes de D.

A aplicacao do método de Malgrange em um grafo é sutilmente diferente
da utilizada em digrafos. Se analisarmos atentamente uma aresta {a,b} em
um grafo, ela tem a mesma funcionalidade que a presenca de ambos os arcos
(a,b) e (b,a) em um digrafo. Portanto, em grafos é usada apenas a fungao
de fechamento transitivo I" ao invés das funces I't e I'™ usadas em digrafos.

Considere um grafo G = (V, A), realizamos os seguintes passos:

e selecionamos um vértice v; € V' e calculamos a fungao de fechamento
transitivo I'(vy). O conjunto de vértices resultante Vi da origem ao
primeiro componente conexo G[V;].

e se V] = V entao o grafo é conexo tendo como tinico componente conexo,
o préprio grafo. Caso contrério, selecionamos um vértice v, € V — V)
e repetimos o processo. Calculando f(vg) que da origem ao segundo
conjunto de vértices V5 e consequentemente ao segundo componente

G[Va].
e na i-ésima iteracao, selecionamos

1—1
UiEV—UV}

=1

repetindo o processo descrito anteriormente.

e O método para quando apds a n-ésima iteragao temos

Jvi=v.

i=1
Neste momento os grafos induzidos G[Vi], G[V4], ..., G[V,] correspon-
dem a todos os componentes de G.
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A aplicagao do método no grafo G = (V, A) representado na Figura 3.10
é como segue. Sorteamos um vértice v; do conjunto V', por exemplo, v; = 3
e calculamos I'(v1). O conjunto resultante V; = {2,3,6,8,9} d4 origem ao
primeiro componente G[V;] do grafo.

1 2 3

7 8 9

Figura 3.10: Grafo desconexo com trés componentes conexos.

Como V; # V, selecionamos outro vértice v, do conjunto V — V; =
{1,4,5,7}, por exemplo vy = 5 e calculamos V5 = f(UQ) dando origem ao
conjunto Vo = {5} e portanto ao segundo componente G[V5]. Repetindo o
processo anterior, selecionamos v € V — (V; U V3) = {1,4, 7}, por exemplo,
v3 = 4 e calculamos Vi = I'(v3), 0 que nos leva a Vi = {1,4,7} e ao terceiro
componente G[V3]. Como V; UVoU V3 =V, 0 processo para com G[Vi], G[V3]
e G[V5] como os componentes conexos de G.

3.7 Exercicios

Exercicio 3.1. Mostre que se G = (V, A) é um grafo simples e §(G) >
[[V|/2] — 1 entdo G € conexo.

Exercicio 3.2. A partir do grafo mostrado na Figura 3.2(a), determine
0s grafos induzidos pelo particionamento das arestas que possuam apenas
o vértice 4 em comum. Faca o mesmo para Figura 3.2(b) considerando um
a um os vértices 4, 5 e 6.

Exercicio 3.3. Determine a conectividade de vértice e de aresta do grafo da

Figura 3.2(b)
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Exercicio 3.4. FEuxiste alguma relagcao entre conjunto de corte de arestas e
conjunto de corte de vértices? Se sim, comente.

Exercicio 3.5. Mostre que uma aresta € uma aresta de corte se e somente
se ela nao pertence aos ciclos do grafo.

Exercicio 3.6. Mostre que se G possui p vértices e 6(G) > [p/2], entdo
AMG) = 6(G).

Exercicio 3.7. Mostre que para todos os grafos com p vértices e q arestas,
a conectividade mdzrima € 0 quando g < p—1 e € [2q/p], quando ¢ > p — 1.

Exercicio 3.8. Qual o significado de k(G) =1 para o grafo G subjacente a
uma rede de computador?

Exercicio 3.9. Quantas ruas bloqueadas sdo necessdrias para fazer com que
um robo partindo de uma posi¢ao p; nao consiga atingir ps, considerando que
o grafo subjacente G ao mapa do ambiente possui \(G) = 4. Ezxiste alguma
situacao onde uma quantidade de cruzamento de ruas menor que N(G) pode
fazer o robo deixar de atingir seu objetivo? Se sim, desenhe um mapa que
tlustre esta situacao.

Exercicio 3.10. Mostre que se G ¢ um grafo k-aresta conexo, com k > 0, e
se A" € um subconjunto de arestas de G de tamanho k, entao Q(G—A") < 2.

Exercicio 3.11. Mostre que se G é um grafo r-reqular com x(G) = 1 entao

AG) < [r/2].

Exercicio 3.12. Mostre que um digrafo sem ciclos ou lagos possui pelo me-
nos um vértice fonte (ou sumidouro).

Exercicio 3.13. Mostre que um digrafo condensado D(D) nao possui ciclos
direcionados.

Exercicio 3.14. Determine a quantidade de digrafos simples fracamente co-
nexo que podemos obter a partir de um grafo simples conexo G = (V, A).

Exercicio 3.15. Dado V = {1,2,...,n}, um conjunto de vértices, determine
a quantidade de digrafos fracamente conexos ou ndao (com no mdzimo 1 lago
por vértice) que podemos gerar usando V.

Exercicio 3.16. Determine a quantidade de torneios que podemos obter a
partir de um grafo K,,.
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Exercicio 3.17. Mostre que todo grafo simples G = (V, A) com |V| > |A|
implica Q(G) > |V| —|A|.

Exercicio 3.18. Mostre que um grafo simples G = (V, A) tem uma quanti-
dade de arestas que satisfaz a sequinte desigualdade

1
VI =Q(G) < 4] = S(IV] = Q&))(V] - 2G) +1)
Exercicio 3.19. Utilize o método de Malgrange para calcular os componentes

fortes do digrafo ilustrado na Figura 3.11 e encontre o digrafo condensado
correspondente.

Figura 3.11: Digrafo Exemplo
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Capitulo 4

Relacionamentos V-A

Neste capitulo apresentamos alguns dos inimeros conceitos associados ao
relacionamento entre vértices e arestas, ou vértice e arco, que chamaremos
de relacionamento V-A. Inicialmente apresentaremos o relacionamento entre
vértices que da origem ao conceito de clique, i.e, de subgrafos completos ma-
ximais, seguido do conceito de conjunto independente que esta associado a
subgrafos totalmente desconexos. Em seguida mostraremos o relacionamento
entre arestas que da origem ao conceito de emparelhamento ou acoplamento,
finalizando com o conceito de cobertura de vértices que mostra o relaciona-
mento entre arestas e vértices de maneira especifica. Tentaremos sempre que
possivel fazer ligagoes com exemplos do mundo real.

4.1 Clique

O primeiro relacionamento V-A diz respeito ao relacionamento vértice-vértice
intitulado cliqgue. Um clique em um grafo G' é um subgrafo completo de
G. O fato de um clique ser um subgrafo completo implica que todos os
vértices no clique sao adjacentes entre si. Um clique é maximal quando
ele nao é um subgrafo préprio de outro subgrafo completo. O estudo de
cliques foca principalmente em cliques que sao maximais e maximos, portanto
varios autores quando fazem referéncia a cliques estao considerando cliques
maximais. Adotaremos esta mesma referéncia neste livro. Quando um clique
nao for maximal deixaremos explicita esta informacao. Um subgrafo é um
clique em um pseudografo(ou multigrafo) se e somente se ele for um clique
no grafo subjacente ao pseudografo(ou multigrafo). Em um digrafo(simples

This work is licensed under CC BY-NC-SA 4.0. To view a copy of this
license, visit https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0



Clique Maximo

Numero
de Clique

74 Relacionamentos V-A

ou nao), um clique maximal é um subdigrafo completo maximal, onde para
cada par de vértices u e v, existem dois arcos (u,v) e (v,u). Como um clique
é um subgrafo(ou subdigrafo) completo, ele pode ser descrito apenas pelos
seus vértices.

A Figura 4.1 mostra (a) um grafo e seus (b) quatro cliques formados
pelos seguintes conjuntos de vértices {1,5}, {5,6}, {1,2,3} e {2,3,4,6}, e
destacados usando linhas de diferentes espessuras e formatos. Observe que
uma aresta ¢ um subgrafo completo, e em diversos casos ela é clique nao
maximal. Este é o motivo para que a aresta {1,5} seja um clique maximal
e a {2,3} nao seja. Note que {2,3} estd contida propriamente no subgrafo
completo formado pelos vértices {1,2,3}, enquanto que {1,5} nao estd con-
tida em nenhum subgrafo completo. Outro ponto importante é que cliques
podem compartilhar tanto arestas quanto vértices. Este é o caso dos cliques
formados pelos vértices {1,2,3} e {2,3,4,6} que compartilham os vértices 2
e 3 e aresta {2,3}.

A Figura 4.2(b) mostra os cliques do digrafo em (a). Estes cliques estao
marcados com arestas grossas e pontilhadas e sao formados pelos seguintes
conjuntos de vértices {1, 3,5} {2,3,4,6} de tamanhos 3 e 4, respectivamente.
Diferente do exemplo anterior, apenas um tinico arco entre um par de vértices
nao forma um clique. Este é o caso dos pares de vértices 1 e 2, e 5 e 6.
Para que eles fossem candidatos a cliques maximais, eles teriam que ter nao
somente o arco (2,1), mas também o arco (1,2). O mesmo se aplica aos
vértices 5 e 6.

Um grafo ou digrafo G pode possuir varios cliques de diferentes tamanhos,
como foi possivel ver nos exemplos acima. O maior clique em G é chamado
clique mdzimo e define o nimero de clique de G, representado por w(G). Este
nimero ¢é igual ao tamanho do clique maximo, o qual é dado pelo ntimero
de vértices do clique. Mais formalmente w(G) = r onde r é o maior inteiro
tal que K, C (G. Esta medida é muito importante em problemas, como o de
coloragao de grafos como veremos no Capitulo 8. O grafo G na Figura 4.1 e
o digrafo D na Figura 4.2 possuem ambos ntmero de clique igual a 4, i.e.,
w(G) = 4 e w(D) = 4. Um grafo ou digrafo K, possui um tunico clique,
representado por si préprio. Logo, w(K,) = n.

This work is licensed under CC BY-NC-SA 4.0. To view a copy of this
license, visit https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0



4.1 Clique 75

Figura 4.1: Exemplo de cliques em grafos. (b) destaca através de linhas de
diferentes espessuras e estilos os quatro cliques do grafo em (a).
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(b)

Figura 4.2: Exemplo de cliques em digrafos. (b) destaca através de linhas
grossa e pontilhada os cliques do digrafo em (a).
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4.2 Conjunto Independente

Este relacionamento V-A é outro exemplo de relacionamento vértice-vértice,
porém oposto ao apresentado na secao anterior. Ele estd associado aos sub-
grafos totalmente desconexos maximais chamados conjuntos independentes,
ou simplesmente, co — clique. Um conjunto independente é um conjunto de
vértices que nao sao adjacentes entre si. Ele é maximal se nao é subconjunto
proprio de outro conjunto independente. De forma analoga, um grafo ou
digrafo G' pode possuir varios conjuntos independentes de diferentes tama-
nhos, sendo este tamanho definido pela cardinalidade do conjunto. O maior
conjunto independente é chamado conjunto independente mdzrimo e sua car-
dinalidade é usada para definir o nimero de independéncia de GG, denotado
por a(G). Analogamente ao nimero de clique, a(G) = r onde 7 é o maior
inteiro tal que K, C G. Um grafo ou digrafo K,, possui a(K,) = 1.

A Figura 4.3(b) ilustra um exemplo de conjunto independente dado pelos
vértices brancos do grafo em (a). Este grafo possui os seguintes conjuntos
independentes maximais: {1,2,3,6,7,8}, {1,3,5,7} e {4,6}. O conjunto
independente maximo é definido por {1,2,3,6,7,8}, logo o nimero de inde-
pendéncia do grafo é igual a 6. Note que o subconjunto de vértices {1,3, 7}
nao é um conjunto independente maximal, pois ele esta contido nos subcon-
juntos {1,2,3,6,7,8} e {1,3,5,7}.

Existe uma intima relacao entre conjuntos independentes e cliques. Um
clique maximal em um grafo G' é um subgrafo completo, que no complemento
de G se torna um subgrafo totalmente desconexo, i.e., um conjunto indepen-
dente maximal. Esta constatacao permite usar algoritmos aplicados a cliques
em conjuntos independentes e vice-versa.

A presenca de varios conjuntos independentes maximais dé origem a um
tipo especial de grafo chamado grafo K-partido. Um grafo G = (V, A) é
chamado k-partido se os seguintes critérios forem obedecidos

e for possivel particionar o conjunto de vértices em k conjuntos nao vazios
Vi, Vo, ..., Vi, de forma que eles sejam disjuntos dois a dois, i.e., V; N
V; = 0, para i # j, e a unido dos elementos destes conjuntos seja o
conjunto de vértices original, ou seja, ViUV, U ... UV, =V.

e cada aresta a € A, tem extremidades em conjuntos distintos, i.e., se
a={v,u}, entdo v € V; e u € V}, onde i # j, ou seja, os vértices de
cada conjunto nao sao adjacentes entre si.
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1 2
3 4 5 6
® @ ®
7 8
(a)

1 2

3 4 5 6
O @ O
7 8

(b)

Figura 4.3: Exemplo de conjunto independente em grafos.(b) ilustra um
conjunto independente, denotado pelos vértices branco, do grafo em (a).
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o
®
O

(a)

Figura 4.4: FExemplos de particionamento dos vértices do grafo na Fi-
gura 4.3(a) em trés conjuntos independentes, mostrados em cores distintas.

e k é o menor inteiro que ainda garante os critérios anteriores, caso
contrario qualquer grafo com n vértices seria um grafo n partido.

Cada conjunto V; é chamado particao do conjunto de vértices e corres-
ponde a um conjunto independente que pode ou nao ser maximal. Se existem
arestas entre qualquer par de vértices de conjuntos distintos entao temos o
que ¢ chamado de grafo k-partido completo, denotado por K, n, . .., onde Grafo K-partido
cada n; = |V;|. Ele pode ser visto como o resultado da jungao de varios Completo
complementos de grafos completos, i.e.,

-----

A Figura 4.4(a) e (b) ilustram o particionamento dos conjuntos de vértices
do grafo na Figura 4.3(a), através de cores distintas, onde vértices com a
mesma cor pertencem ao mesmo conjunto independente. Este grafo é um 3-
partido, possuindo em cada exemplo trés particoes onde algumas correspon-
dem a conjuntos independentes maximais. Por exemplo, na Figura 4.4(a),
temos {4,6} como conjunto independente maximal, porém {1,3,5} nao é
um conjunto independente maximal, ja que esta contido propriamente no
conjunto independente {1,3,5,7}. A mesma andlise pode ser feita na Fi-
gura 4.4(b).

Um caso particular de um grafo k-partido, é o grafo 2-partido. Este grafo
é composto por apenas duas parti¢oes, sendo comumente chamado de grafo
bipartido. O uso deste tipo de grafo é amplo e é focado em problemas de
emparelhamento. Um exemplo foi ja mostrado anteriormente na Secao 1.7.1
e corresponde ao problema de associacao de tarefas. Neste problema temos
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(b)

Figura 4.5: Exemplos de (a) grafo 3-partido completo e (b) grafo biclique.

que associar pessoas e tarefas de forma que cada tarefa seja realizada e cada
pessoa esteja vinculada a uma dada tarefa. Este problema é analisado uti-
lizando grafos bipartidos, onde um conjunto de vértices estd associado as
pessoas enquanto que o outro conjunto estd associado as tarefas. Existem
arestas apenas entre vértices de diferentes conjuntos, ja que o emparelha-
mento deve ser constituido por elementos de conjuntos diferentes.

Quando um grafo bipartido possui aresta entre qualquer par de vértices
de conjuntos distintos ele é chamado de grafo bipartido completo ou biclique,
sendo denotado por K, , onde r e s sao os tamanhos dos dois particiona-
mentos. O termo biclique é curioso e nao é facilmente identificado olhando
diretamente para o grafo, porém calculando K, ,, observaremos que os dois
conjuntos independentes serdao ambos cliques. As Figuras 4.5(a) e (b) ilus-
tram um grafo 3-partido completo K333 e um biclique K3 3 respectivamente.
Em ambos os casos, temos um particionamento do conjunto de vértices, onde
cada particao é um conjunto independente.

O seguinte Teorema permite verificar rapidamente se um grafo é ou nao
bipartido.

Teorema 4.1. Um grafo GG é bipartido se e somente se ele nao possui ciclos
de comprimento impar.

A definicao de digrafo k-partido é similar ao exposto anteriormente para
grafos, com a diferenga que estamos lidando com arcos ao invés de arestas.
Portanto, a origem e destino de cada arco devem situar-se em particoes dis-
tintas. A relagao entre grafos e digrafos k-partidos é a seguinte. Um digrafo
D é k-partido se e somente se seu grafo simples subjacente G é k-partido. Um
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(a) (b)

Figura 4.6: Exemplos de (a) digrafo 3-partido e (b) digrafo 3-partido com-
pleto.

digrafo é k-partido completo se para cada par de vérticesv € V; e u € Vj, com
i # j, existe pelo menos um arco entre u e v [9]. Ele usa a mesma notagao
empregada em grafos, i.e., Ky, n,. . n., onde cada n; = |V;|. A Figura 4.6
ilustra (a) um digrafo 3-partido, onde os vértices de uma mesma partigdo
possuem mesma cor. Enquanto que (b) é um digrafo 3-partido completo,
K311 pois existe pelo menos um arco entre cada par de vértices oriundos de
parti¢oes diferentes. O que difere entre os digrafos em (a) e em (b), é que
em (a) estao faltando alguns arcos entre vértices de partigoes distintas, por
exemplo, falta um arco entre o vértice preto mais a direita e o vértice cinza.
Um digrafo D = (V, A) é digrafo bipartido direcionado se o grafo subjacente
é bipartido com partigdes V] e V3, tal que para cada arco (u,v) € A, u € V;
e v € V,, ou seja, u é uma fonte e v é um sumidouro.
A adaptacao do Teorema 4.1 para digrafos é a seguinte

Teorema 4.2. Um digrafo fortemente conexo D ¢é bipartido se e somente se
ele nao possui ciclos direcionados de comprimento impar.

4.3 Cobertura de Vértices

Este relacionamento V' — A lida simultanecamente com vértices e arestas. Ele
é chamado cobertura de vértices e estd intimamente associado aos conceitos
anteriores. Dizemos que um vértice cobre uma aresta quando ele é uma de
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suas extremidades. Dado um grafo G = (V| A), sabemos que V' cobre todas
as arestas no conjunto A, porém o que é de interesse pratico é saber o menor
numero de vértices que conseguem cobrir todas as arestas.

Uma cobertura de vértices de um grafo GG é um subconjunto S dos vértices
de G, S C V, que cobrem todas as arestas de G, i.e., todas as arestas sao inci-
dentes a pelo menos um vértice de S. De forma similar, ao apresentado ante-
riormente, buscamos as coberturas minimais de vértices, ou seja, coberturas
de vértices que nao possuem subconjunto préprio que seja uma cobertura
de vértices. A menor cobertura de vértices é chamada cobertura minima de
vértices e sua cardinalidade define o nimero de cobertura de vértices, B(QG).

O relacionamento entre cobertura de vértices e conjunto independente
é direta. Considere o conjunto independente maximal I C V. Todos os
vértices em v € V — [ sao adjacentes a pelo menos um vértice em I, pois
se existe um vértice v que nao é adjacente a outro em I, entao o conjunto [/
nao é maximal. Portanto podemos pensar que cada aresta de G possui uma
extremidade em V' — I e outra em /. Porém algumas arestas sao incidentes a
vértices apenas do conjunto V' — I. Logo, os vértices em [ nao cobrem todas
as arestas de GG, porém os vértices em V — I cobrem. Este fato d4 origem ao
seguinte Teorema.

Teorema 4.3. Dado um grafo G = (V, A), um conjunto S C V é um con-
junto independente maximal de G se e somente se V' — .S é uma cobertura
minimal de vértices.

Este Teorema nos leva ao seguinte corolario

Corolério 4.1. Dado um grafo G = (V, A),
A(G) = V| = a(G)

A Figura 4.7 mostra um grafo roda Wy = (V, A) e exemplos de conjuntos
independentes maximais e coberturas de vértices. O conjunto [; formado
apenas pelo vértice f, destacado em cinza, é um conjunto independente ma-
ximal de tamanho |[;| = 1, enquanto que V' — I; é uma cobertura de vértices
de tamanho |V — I| = 5. Por outro lado, os vértices b e e, destacados em
branco, correspondem a um conjunto independente maximal I, de tamanho
|I;] = 2, enquanto que V — [y é uma cobertura de vértices de tamanho
|V —I,| = 4. O conjunto /5 é um exemplo de conjunto independente maximo
e consequentemente V' — I, é uma cobertura minima de vértices. Observe que

This work is licensed under CC BY-NC-SA 4.0. To view a copy of this
license, visit https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0



4.3 Cobertura de Vértices 83

os vértices em Iy sao adjacentes a todos os demais vértices do grafo, porém
eles nao correspondem a uma cobertura, ja que as arestas que unem vértices
do conjunto V' — I, como a aresta {d, c}, nao sdo cobertas pelos vértices em
Is.

d C

Figura 4.7: Exemplos de Conjunto Independente e Cobertura de Vértices.

O célculo da cobertura minima tem vérias aplicagoes praticas. Por exem-
plo, imagine que queiramos descobrir a quantidade minima de guardas que
devemos colocar no cruzamento de ruas em uma rede de estradas de forma
que cada estrada seja vigiada por pelo menos um guarda. A rede seria re-
presentada por um grafo, tendo como vértices os cruzamentos entre as ruas e
como arestas as ruas. Um guarda em um cruzamento seria capaz de monito-
rar as ruas que interceptam o cruzamento. A quantidade de guardas afetam
diretamente o custo da solucao, por isso, a quantidade minima é o foco prin-
cipal do problema. Caso contrario, poderiamos pensar em associar a cada
cruzamento um guarda. Esta solucao é direta, porém é a que causa maior
impacto financeiro. Outro exemplo é o problema para determinar o menor
nimero de cameras a serem utilizadas em um ambiente estruturado de forma
a inspeciona-lo completamente. O ambiente seria representado pelo grafo e
os vértices estariam associados as regioes de monitoramento. Similarmente,
queremos a solucao de menor custo. Em ambos os exemplos, buscamos mi-
nimizar uma func¢ao de custo, que é representada ou pelo ntimero de cameras
ou pelo nimero de guardas, portanto, estes problemas sao de minimizacao.

Para um digrafo, a definicao de cobertura minima ¢ a mesma da usada
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para um grafo, porém todos os calculos sao realizados utilizando seu grafo
subjacente. Notem que nesta definicao a orientacao dos arcos esta sendo
totalmente desconsiderada, pois o que importa é saber a menor quantidade de
vértices que cobrem todos os arcos. Em geral, esta definicao de cobertura de
vértices, para digrafos tem pouca importancia pratica, ja que caracteristicas
importantes sobre digrafos estao sendo desconsideradas.

Para contornar este problema, Ferro e Ferrarello [10] definem os conceitos
cobertura de fonte e cobertura de sumidouro. Dado um digrafo D = (V, A),
uma cobertura de fonte para D é um conjunto de vértices S C V, tal que cada
arco em D parte de algum vértice em S, i.e., para cada vértice v € S existe
pelo menos um arco a = (v,u) € A. De forma andloga, uma cobertura de
sumidouro para D é um conjunto de vértices S C V, tal que para cadau € S
existe pelo menos um arco a = (v, u) € A. Como buscamos sempre conjuntos
minimais, temos que considerar a menor cobertura de fonte(ou de sumidouro)
que nao esta contida propriamente em outra cobertura de fonte(ou de sumi-
douro). A partir dai definimos para um digrafo D, o nimero de cobertura de
fonte, 51(D) e o nimero de nimero de cobertura de sumidouro, B~ (D). O
primeiro esta associado ao tamanho da cobertura minima de fonte, ou seja,
a menor cobertura de fonte, enquanto que o segundo esta associado ao ta-
manho da cobertura minima de sumidouro. Considerando S e S’ coberturas
de fonte e sumidouro respectivamente para um digrafo D, se S NS = (),
com S # (e S #0, entao D é um digrafo bipartido direcionado, conforme
discutido na Secao 4.2.

Problemas de cobertura de vértices, fonte e sumidouro em digrafos, resi-
dem em problemas de contagem. Por exemplo, a partir de um digrafo quantos
ciclos direcionados de um dado comprimento sao necessarios para cobrir to-
dos os vértices[11] ou a quantidade de maneiras que i caminhos direcionados
podem cobrir todos os vértices do digrafo[12].

Um problema similar ao de cobertura de vértices, independente se é em
grafos ou nao, é ao invés de focar nas arestas/arcos para serem cobertos
focar nos vértices. Isto dd origem ao conceito de conjunto dominante que
sera apresentado na préxima sec¢ao.

4.4 Conjunto Dominante

Este relacionamento V' — A é um relacionamento vértice-vértice similar aquele
definido pela cobertura de vértices, porém com um foco sutilmente diferente.
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Uma cobertura de vértice é um subconjunto de vértice que cobrem todas as
arestas de um grafo. Por sua vez, um conjunto dominante é também um
subconjunto de vértices, porém, com a diferenga de que estes vértices devem
cobrir (ou dominar) todos os vértices do grafo que nao participam do con-
junto. A dominancia entre vértices em um grafo é definida pela relacao de
adjacéncia entre eles. Se um vértice v é adjacente a outro vértice u, entao
v, além de dominar a si préprio, também domina u e vice-versa. Portanto,
dizemos que v domina a si préprio e seus vizinhos, 7(v). De forma andloga
ao apresentado na secao anterior, os problemas associados aos conjuntos do-
minantes objetivam encontrar sempre os conjuntos dominantes minimais e
minimos.

Formalmente um conjunto dominante S para um grafo G = (V, A) é um
subconjunto de vértices S C V, tal que todo vértice v € V — S é dominado
por pelo menos um vértice de S, i.e., 7(v)NS # 0, Yv € (V—5). A Figura 4.8
ilustra dois conjuntos dominantes minimais, através dos vértices brancos e
cinzas, para um grafo G. O tamanho do menor conjunto define o nimero
de dominancia de um grafo G, o qual é denotado por 7(G). Portanto, os
vértices em cinza compoe o conjunto dominante minimo e definem o ntiimero
de dominancia y(G) = 3.

a b C d
O O
e f
O Q
g h 1 J

Figura 4.8: Exemplos de Conjuntos Dominantes.

Como é possivel observar neste exemplo, todos os vértices que nao partici-
pam do conjunto dominante sao dominados por pelo menos um vértice deste
conjunto. Por exemplo, considerando o conjunto dominante S = {e, ¢, i},
cada vértice em V — S = {a,b,d, f,g,h,j} possui um vizinho em S. Como
o conjunto dominante foca nos vértices, podem existir arestas descobertas,
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como as arestas {a, g} e {b, h}.

Os numeros de dominancia e de cobertura de vértices possuem a seguinte
relagdo v(G) < B(G) para qualquer grafo G que nao possua vértices isolados.
Neste caso, qualquer cobertura é um conjunto dominante que pode ou nao
ser minimal. As Figuras 4.9(a) e (b) mostram uma cobertura de vértices e
um conjunto dominante, respectivamente, destacados pelos vértices em cinza.
Notem que o conjunto dominante é um subconjunto préprio da cobertura de
vértices, logo v < . Em grafos estrelas S,,, v = 3, pois apenas o vértice
central é necessario para cobrir todos os vértices do grafo e todas as arestas.
A diferenca entre os tamanhos da cobertura de vértices e do conjunto de

dominante por variar bastante. Por exemplo, para um grafo completo K,
temos v(K,,) =1 e B(K,) =n— 1.

a b c a b Iy

g g
(a) (b)

Figura 4.9: Exemplos de Conjuntos Dominantes.

Em um digrafo, a relacdo de dominancia é definida pela orientagao de
cada arco. Em um arco (v,u), dizemos que o vértice v domina o vértice
u e u ¢ dominado por v. Notem que esta relacao nao ¢é necessariamente
simétrica, diferente da dominancia em grafos, onde em uma aresta qualquer,
um vértice domina o outro e (vice-versa). Devido a isso temos os conceitos
de dominancia de saida e dominancia de entrada [13].

Dado um digrafo D = (V, A), um conjunto dominante de entrada S é um
subconjunto de vértices S C V, tal que todo vértice v € V — S domina pelo
menos um vértice de S, i.e., 77 (v) NS # 0, Yo € (V —S). Enquanto que,
um conjunto dominante de saida S é um subconjunto de vértices S C V, tal
que todo vértice v € V — .5 é dominado por pelo menos um vértice de S, i.e.,
- (v)NS #0, Yv € (V—2.5). Os tamanhos do menor conjunto dominante
de entrada e do menor conjunto dominante de saida de um digrafo D sao
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chamados de nimeros de dominancia de entrada e de saida, respectivamente,
e denotados por v~ (D) e v (D). A partir da idéia de dominancia, um vértice
v €V de D é k-rei se todos os vértices puderem ser alcancados a partir de
v por um caminho de comprimento no maximo k. Se k = 1, v domina todos
os vértices.

A Figura 4.10 ilustra um digrafo D = (V, A) e dois conjuntos dominantes
minimais de entrada. Os vértices em cinza compoem o conjunto D; = {b, ¢}
e os vértices em branco compdoem o conjunto dominante Dy = {a,d, f}.
Todos os vértices que nao estao no conjunto Dj(ou D) dominam pelo menos
um vértice do conjunto D;(ou Ds). Por exemplo, considerando o conjunto
Dy, o vértice b é dominado pelos vértices a, ¢, d e f. Enquanto que o
vértice ¢ é dominado pelos vértices a, b e e. Notem que os vértices que
V — Dy ={a,d, e, f} dominam pelo menos um vértice de D;. Em relac¢ao ao
conjunto Dy, todos os vértices em V' — Dy = {b, ¢, e} dominam pelo menos
um vértice em Dy = {a,d, f}.

A partir de um conjunto dominante de entrada podemos extrair um con-
junto dominante de saida, porém este pode nao ser minimal. Por exemplo,
V — D; ={a,d,e, f} é um conjunto dominante de saida porém nao é mini-
mal, j& que ele possui um subconjunto préprio {a,e} que é dominante. O
mesmo acontece com o conjunto V' — Dy = {b, ¢, e} que possui um subcon-
junto proprio formado pelos vértices ¢ e e que é minimal. A obtencao de
um conjunto ndo minimal ndo é o dnico problema. E possivel que em al-
guns casos, um conjunto dominante de saida fique de fora do resultado. Esta
situacao serd ilustrada na Secao 5.3.4. Os vértices ¢ e e sao vértices 2-rei.

Uma variagao destas relagoes de dominancia para digrafos foi proposta
por Chartrand[14]. Ela é chamada relagdo de domindncia gémea, e é definida
como segue. Dado um digrafo D = (V, A), um conjunto dominante gémeo S é
um subconjunto de vértices S C V', tal que todo par de vértices u, v € S(onde
u pode ou nao ser igual a v), existem dois arcos (u,w), (w,v) € A para
todo w € V — 5. Ou seja, todo vértice em V — S domina e é dominado
por vértices do conjunto S. Notem que esta dominancia é uma combinagao
das dominancias de entrada e a de saida. O tamanho do menor conjunto
dominante gémeo de entrada de um digrafo D é chamado de ntimero de
dominéncia gémea, sendo denotado por v*(D). A relacao entre a dominancia
gémea e as outras dominancias ¢ dada por

max{y"(D),y" (D)} <v"(D) <7"(D) +~(D)

A dominancia gémea ¢ fortemente motivada por aplicacoes em redes de
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Figura 4.10: Exemplos de Conjuntos Dominantes de Entrada.

computadores. Como exemplo, considere que cada vértice no conjunto domi-
nante S esteja associado a um servidor que forneca servigos especificos para
outros computadores da rede. A comunicacao entre os vértices fora e dentro
do conjunto dominante é bidirecional, i.e., existindo a dominancia gémea,
pois, dados u e w, onde u € S e w € V — S, temos os arcos (u,w) e (w,u)
que denotam a direcao da comunicacao entre u e w. Como um servidor em
geral é muito caro, objetiva-se encontrar o menor nimero de servidores que
atendam todos os computadores da rede, ou seja, minimizar o tamanho do
conjunto dominante gémeo.

Ainda considerando o digrafo D ilustrado na Figura 4.10, um exemplo de
conjunto dominante gémeo minimal é o conjunto S = {b, ¢, d}. Observem que
os vértices em V — 5 = {a, e, f} dominam e sdo dominados pelos vértices do
conjunto S. Por exemplo, os vértices a e e dominam e sao dominados pelo
vértice c¢; enquanto que o vértice f domina o vértice b e é dominado pelo
vértice d, que participam de S. Para este digrafo v*(D) = 3.

4.5 Emparelhamento

Outro relacionamento V-A importante é o emparelhamento®, também cha-
mado de acoplamento ou casamento. Ele é um relacionamento aresta-aresta

!'Emparelhamento é a traducdo do inglés da palavra Matching.
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similar ao relacionamento vértice-vértice definido através dos conjuntos in-
dependentes. Ele considera a adjacéncia entre as arestas® e visa encontrar o
maior conjunto de arestas nao adjacentes entre si. Portanto, um emparelha-
mento M em um grafo G = (V, A) é um subconjunto de arestas, M C A, que
nao correspondem a lacos e que nao compartilham vértices entre si. Portanto
duas arestas a;,a; € A, onde a; = {v;,u;} e a; = {v;,u;} e i # j, pertencem
ao emparelhamento M, se v; # v; # w; # u,;. Esta mesma defini¢ao serve
para digrafos porém consideramos arcos e nao arestas. De forma analoga aos
relacionamentos anteriores, temos interesse em saber os emparelhamentos
maximais e maximo, ou seja, nos emparelhamentos que nao sao subcon-
juntos proprios de outros emparelhamento e nos maiores emparelhamentos
existentes. O tamanho de um emparelhamento M é definido pela quantidade
de arestas e representado por |M|, e o tamanho do maior emparelhamento
de um grafo G ¢é denotado por o/(G).

Quando uma aresta de M ¢ incidente a um vértice v € V', entao dizemos
que v é saturado por M. Quando o emparelhamento satura todos os vértices
do grafo, entao dizemos que o emparelhamento é perfeito. A Figura 4.11(a)
mostra um exemplo de emparelhamento maximal de tamanho 2 em um grafo
Ws5. Todas as arestas do grafo compartilham vértices com as arestas do
emparelhamento, porém este emparelhamento nao é perfeito pois existem
vértices que nao sao saturados, como os vértices b e d. A Figura 4.11(b)
mostra um emparelhamento méximo de tamanho o/(G) = 3 que satura todos
os vértices.

Na Secao 1.7.1, apresentamos um exemplo de emparelhamento envol-
vendo um conjunto de pessoas e um conjunto de tarefas. As arestas mais
grossas destacadas na Figura 1.15(b) compoem um possivel emparelhamento
do grafo mostrado em (a). Notem que ele é perfeito pois todos os vértices
estao saturados, i.e., as arestas sao incidentes a todos os vértices do grafo.
Este emparelhamento é maximo de tamanho igual a o/(G) = 4. Existem
outros emparelhamentos possiveis, como os mostrados nas Figuras 4.12(a) e
(b) através de arestas mais grossas. O que diferencia um emparelhamento
do outro, neste problema, é a soma dos tempos associados as suas arestas.
Portanto cada emparelhamento tem uma soma que pode ou nao ser diferente
da soma dos outros emparelhamentos. Como buscamos aquele com a menor
soma possivel, este problema em particular pode ser visto com um problema
de minimizagao.

2Duas arestas sdo adjacentes se compartilham vértices.
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(a) (b)

Figura 4.11: Exemplos de emparelhamentos de um grafo Wj.

Um ponto importante é como saber se um emparelhamento é maximal
Emparelhamento ou méximo. Ele é maximal se nao for possivel adicionar mais arestas de
Maximo x Em- forma a garantir que as arestas nao compartilham vértices. Portanto, apenas
parelhamento o conjunto formado pela aresta {t1, e4} na Figura 4.12(a) nao representa um
Perfeito emparelhamento maximal, j& que é possivel adicionar a aresta {t,, €1} neste
conjunto. Para saber se o emparelhamento é maximo, podemos inicialmente
verificar se ele é perfeito. Se for entao o emparelhamento é maximo, caso
contrario temos que verificar a existéncia de caminhos de aumento. Por
exemplo, nas Figuras 4.12 (a) e (b) os emparelhamentos sdo perfeitos, logo

$a0 MAaximos.

Antes de definirmos um caminho de aumento, precisamos definir o con-

Caminho ceito de caminho alternante. Um caminho alternante em um emparelhamento

Alternante M ¢é um caminho cujas arestas alternam entre aquelas que estao e aquelas que

nao estdo em M. Por exemplo, o grafo 4.11(a) possui varios caminhos alter-

nantes como p; = {d, {d, e}, e, {e,a},a,{a,b},b} e po = {b,{b,c},c,{c, f}, f,

{f,e},e,{e,a},a}. Notem que tanto em p; quanto em p,, as arestas do

caminho alternam entre aquelas que estao e aquelas que nao estao em M.

Quando as extremidades de um caminho alternante nao sao saturadas, entao

Caminho ele é chamado caminho de aumento. Por exemplo, as extremidades d e b do
de Aumento caminho p; nao sao saturadas. Logo, temos um caminho de aumento.

Quando um emparelhamento possui um caminho de aumento P, basta
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Figura 4.12: Exemplos de Emparelhamentos Perfeito.

substituir em M as arestas de P que estao pelas que nao estao em M. Isto
ir4 aumentar em uma unidade o tamanho de M. Se M nao possuir mais
caminhos de aumento entao M é maximo. Usando esta estratégia, a partir do
caminho p;, obtemos o emparelhamento ilustrado na Figura 4.13 de tamanho
3, enquanto que com a presenca do caminho de aumento p; o emparelhamento
tinha tamanho 2. A relacao entre caminho de aumento e emparelhamento
maximo foi mostrada por Berge, em 1957 através do seguinte Teorema.

Teorema 4.4 ([15]). Um emparelhamento M em um grafo G é maximo se
e somente se M nao possui caminhos de aumento.

Em problemas de emparelhamento envolvendo grafos bipartidos, podemos
ter situagoes onde os conjuntos independentes tém tamanhos diferentes. Por
exemplo, no caso ilustrado na Secao 1.7.1 o conjunto de tarefas e de pessoas
possuem o mesmo tamanho, porém podemos ter casos, onde o nimero de
tarefas é muito maior que de pessoas. Nesta situacao o que nos interessa
saber é se todo emparelhamento maximal nesta instancia do problema ird
associar todas as pessoas a alguma tarefa, i.e., se os vértices associados as
pessoas serao saturados. Para responder a este problema, Hall em 1935
provou o seguinte Teorema.

Teorema 4.5 ([16]). Um grafo bipartido, com dois conjuntos independentes
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d C

Figura 4.13: Emparelhamento Maximo

X e Y, tem um emparelhamento que satura X se e somente se para todo
SC X, [0S =15l

Quando | X| = |Y|, este teorema é chamado Teorema de Casamento (Mar-
riage Theorem).

Existe um relacionamento interessante entre cobertura de vértices e em-
parelhamento. Como foi visto anteriormente, uma cobertura de vértices é
um conjunto de vértices que cobre todas as arestas do grafo, i.e., as arestas
do grafo possuem pelo menos uma das extremidades na cobertura, enquanto
que um emparelhamento consiste em um conjunto de arestas que nao com-
partilham vértices® e que sao adjacentes a todas as arestas do grafo. Como
as arestas no emparelhamento sao adjacentes a todas as arestas do grafo,
entao podemos imaginar que a cobertura pode ser construida selecionando
pelo menos um vértice de cada aresta. Isso nos leva a concluir que o tamanho
de qualquer cobertura de vértices de um grafo G' é no minimo o tamanho do
menor emparelhamento maximal de . Para grafos bipartidos existe uma
prova matematica, que mostra que obtendo um emparelhamento e uma co-
bertura de vértices de mesmo tamanho, entao tem-se um resultado 6timo
para cada um deles. Esta prova segue os principios da relacao min-maz.

Uma relagao min-max prova que quando temos dois problemas duais sobre
a mesma classe de instancias(neste caso, grafos), a igualdade de resultados

3Notem que nenhum vértice pode cobrir duas arestas de um emparelhamento, j4 que
nesse caso as arestas seriam adjacentes
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destes problemas prova que ambos sao 6timos para a instancia analisada.
Neste caso, os problemas tratados sao o de maximizagao, associado ao empa-
relhamento, e o de minimizacao, associado a cobertura de vértices. Portanto,
se dado um grafo obtivermos como resultado o mesmo valor para ambos os
problemas, entdo o que temos é um resultado 6timo. As Figuras 4.12(a) e
(b) mostram a aplicagdo deste Teorema. Observe que o tamanho do empa-
relhamento méaximo é igual ao de cobertura minima para ambos os grafos.
Logo, os resultados sao 6timos.

Isto nos leva a relacao min-maz definida pelo Teorema 4.6, chamado
Konig-Egervary.

Teorema 4.6 ([17]). Se G ¢ um grafo bipartido, entao o tamanho do empare-
lhamento maximo de G ¢é igual ao tamanho da cobertura minima de vértices

de G, i.e., d(G) = B(G).

As Figuras 4.14(a) e (b) mostram o emparelhamento através de arestas
grossas e a cobertura de vértices através dos vértices cinza. Cada vértice
da cobertura foi escolhido a partir das arestas do emparelhamento. Note
que neste exemplo, qualquer uma das coberturas terda dois vértices de pelo
menos uma aresta do emparelhamento. Em ambos os casos a cobertura tem
tamanho igual a 4 que é igual ao S(W5) = 4, discutido através do exemplo
da Figura 4.7

(a) (b)

Figura 4.14: Emparelhamento e Cobertura
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Os conceitos de conjunto independente e de emparelhamento possuem
uma relagao interessante. O primeiro é um conjunto maximal(ou méximo)
de vértice que nao sao adjacentes entre si, enquanto que o ultimo corres-
ponde a um conjunto maximal(ou méaximo) de arestas que nao compartilham
vértices, ou seja, nao sao adjacentes entre si. O fato de um lidar com vértices
e o outro com arestas faz com que ambos consigam usar o mesmo método
de enumeragao. Por exemplo, o método que lista os conjuntos independentes
maximais em um grafo G é o mesmo método que lista os emparelhamentos
maximais de G, porém neste dltimo recebe como entrada L(G), que cor-
responde ao grafo linha de GG, ao invés de G. Na Secao 2.2.10 mostramos
que qualquer grafo G possui um grafo linha correspondente L(G), onde as
arestas de G sao mapeadas para vértices em L(G). Portanto, um conjunto
independente em L(G) estd associado a um conjunto de arestas em G que
nao sao adjacentes. Isto nos leva a o/ (G) = «(L(G)), i.e., o tamanho do
emparelhamento méaximo em G ¢é igual a tamanho do conjunto independente
méaximo em L(G). Usaremos este principio na Sec¢ao 5.2.4 para enumerarmos
os emparelhamentos maximais de grafos.

4.6 Exercicios

Exercicio 4.1. Mostre que um grafo completo K,, pode ser expresso como a
unido de k grafos bipartidos sse n < 2F

Exercicio 4.2. Mostre que o grafo de Petersen nao é um grafo bipartido, e
determine seu numero de independéncia e seu numero de clique.

Exercicio 4.3. Mostre que qualquer grafo k-cubo é um grafo bipartido.

Exercicio 4.4. Mostre que a(G) > A(‘(‘}/)lﬂ para qualquer grafo G.

Exercicio 4.5. Mostre que qualquer drvore T' tem no mdzimo wm empare-
lhamento que ¢é perfeito.

Exercicio 4.6. Encontre a menor darvore onde o nimero de dominancia e o
numero de cobertura de vértices seja diferente.

Exercicio 4.7. Determine o numero de dominancia de um grafo C,

Exercicio 4.8. Prove que se o diamétro de um grafo G é no minimo igual a
3, entao o numero de dominancia do complemento de G serd menor ou igual
a?2.
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Exercicio 4.9. Mostre que qualquer grafo G = (V, A) k-regular, tem um
conjunto dominante com no minimo |V|/(k + 1) vértices.

Exercicio 4.10. Determine quantos emparelhamentos perfeitos um biclique
K, s possui.
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Capitulo 5

Enumeracao

Neste capitulo apresentamos o método de Maghout que é utilizado para cal- Método
cular os relacionamentos V-A discutidos no capitulo anterior. Este método de Maghout
usa as leis da algebra booleana para encontrar os conjuntos minimais e ma-

ximais do problema de interesse o qual pode ter sido modelado usando tanto

grafos quanto digrafos. O método explora as inter-relacoes existentes entre

os relacionamentos V-A para a obtengao do resultado desejado. Por exemplo,

sabemos que um conjunto independente maximal em um grafo G' é um clique

em (. Portanto, o mesmo método pode ser utilizado tanto para enumerar

os cliques maximais quanto os conjuntos independentes de um grafo G. O

que difere é o grafo fornecido como entrada para o método que pode ser o

préprio G ou G.

5.1 Meétodo de Maghout

Para facilitar a compreensao, focaremos inicialmente no problema de cober-
tura minimal de vértices. A obtencao dos conjuntos independentes maximais
e cliques ¢ direta, tendo sido discutida anteriormente nas respectivas secoes.
Todavia, o calculo dos conjuntos dominantes e dos emparelhamentos, exige
uma pequena modificacao do método a qual discutiremos oportunamente nas
secoes subsequentes.

Considere um grafo simples G = (V, A) composto pelos seguintes conjun-
tos de vértices V' = {v1,vq,v3} e de arestas A = {{v1, v}, {ve,v3}}. Como
queremos saber as coberturas minimais de vértices deste grafo, entao deve-
mos selecionar para cada aresta uma de suas extremidades. Neste caso, para
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a aresta a; = {v1,vs2}, podemos escolher ou o vértice v; ou o vértice vy, €
para a aresta as = {vq,v3}, a escolha pode ser feita entre os vértices vy e
v3. Notem que no nosso exemplo, existem apenas duas coberturas minimais
possiveis: {vy} e {v1,v3}.

A escolha do vértice que ird cobrir cada aresta pode ser modelada pelo
operador logico ou. Considerando v; a variavel 16gica associada ao vértice v;,
podemos associar as seguintes somas légicas as arestas a; e ag, respectiva-
mente

(1.]1 + Ug) (§ (’UQ + Ug)

O produto destas duas somas (01 + 02).(02 + ©3) combina todas as possi-
bilidades existente de escolha de vértices, onde . representa o operador logico
e. Portanto realizando este produto encontramos,

V1.0 + V1.03 + 09.09 + 03.03

Cada um destes termos é uma possivel cobertura. Por exemplo, o termo
01.09 estd associado aos vértices v e vy e representa uma cobertura, porém
que nao é minimal. Por outro lado, o termo ¥;.03 contém uma cobertura
minimal definida pelos vértices v; e v3. A importancia da dlgebra booleana
aparece neste momento. O termo ©0,.05 possui uma referéncia repetida ao
vértice vy. Isto indica que vy é extremidade de ambas as arestas. Para
eliminar esta repeticao aplicamos a lei da idempoténcia' no termo 0,.05 que
leva ao termo 5. Logo, o novo resultado intermediario é

U1.03 + U1.09 + Vg + U2.03
O termo v5 ja representa nossa primeira cobertura de vértices. Todavia,
existem as coberturas ©1.09 € 05.03 que nao sao minimais e que devem ser

eliminadas do resultado final. Para eliminar estas coberturas utilizamos a le:
da absor¢do® nos trés dltimos termos do resultado anterior encontrando

01.03 + U9
Logo, para o primeiro termo temos a seguinte cobertura {vi,vs} e para

o segundo termo temos a cobertura {vs}. A obtengdo do conjunto inde-
pendente é direta, pois sabemos que se V' é o conjunto de vértices e C' é a

1A lei da idempoténcia diz que p A p < p e que p V p < p para qualquer proposicio
logica p.

2A lei da absorcao diz que pV (pAq) < p e que pA(pVq) < p para quaisquer proposigoes
légicas p e q.
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cobertura, o conjunto independente associado a C' éigual a I =V —C. Logo,
o conjunto independente associado ao primeiro termo é {vy} e ao segundo
termo ¢ {vy,v3}. Casualmente os conjuntos independentes e as coberturas
sao iguais ao resultado encontrado anteriormente, porém invertidos. Vale
ressaltar que isto nao é uma regra.

A versao geral deste processo é definida da seguinte maneira. Se G =
(V, A) é um pseudografo ou multigrafo, devemos considerar seu grafo simples
subjacente. Para cada vértice v € V, é criada uma variavel légica v e para
cada aresta a = {v;,v,;} € A é criada a seguinte soma légica (0; +©;) a partir
das variaveis légicas associadas aos vértices da aresta. Usando o produto de
variaveis légicas definido por

calculamos
A i+ ) (5.1)
(vi,vj)€EA

Lembrando que as operagoes . e + correspondem as operacoes légicas e
e ou, respectivamente. Esta expressao possuird varios produtos do seguinte
tipo (0; + 0;).(0k + Um), que através da lei da distributividade® da operagao
e, se tornard v;.0y + 0.0y, + ;.05 + U;.0,, ou simplesmente, 0;0; + 0;0p, +
00 + V0, para facilitar a visualizagao.

Quando um vértice v; for adjacente a varios vértices, ele participara de
varias somas logicas neste produto. Sem perda de generalidade, considere os
vértices ordenados wy, ws,. .., w,, que correspondem aos m vizinhos* de v;,
i.e., w; € 7(v;). Focando apenas em v; e sua vizinhanga teremos o seguinte
produto logico

/\ O + ;) = + /\wJ (5.2)

7j=1
Em algumas situa(;()es, teremos varias variaveis logicas participando de
diversas somas ao invés de apenas uma. Este € o caso do célculo dos conjuntos

3A lei da distributividade diz que pV (r Aq) & (pVr)A(pVq) equepA (rVq) <
(pAT)V (p A q) para quaisquer proposigoes logicas p,r e g.

4A ordem é imposta apenas para facilitar a compreensio do processo, pois dois vértices
consecutivos w; e w;41 podem corresponder a dois vértices no grafo original vy e v;, com
|k —1] > 1, i.e., com {ndices ndo consecutivos.
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dominantes minimais como veremos na Secao 5.2.3. Neste caso, teremos o
seguinte produto légico

K@+Rﬁ=S+KRj (5.3)

onde
. S . T]
S=2 % e Ri=3% 1y
i=1 =1

e k é a quantidade de termos que possuem em comum a soma logica S
constituida das varidveis légicas $;, com 1 <17 < s. Enquanto que o termo Rj
representa a soma das variaveis restantes no j-ésimo termo composta pelas
variaveis 7;, com 1 < [ < r;, onde r; representa a quantidade de varidveis
que nao participam de S no J-ésimo termo. Esta quantidade pode variar para
cada termo, pois podemos encontrar termos distintos cujas somas restantes
possuem tamanhos diferentes. A ordem imposta nos indices das varidveis
constituintes de S e R]’ visa apenas facilitar a compreensao do processo pois
duas varidveis consecutivas, como por exemplo, §; e $;,1 podem corresponder
a dois vértices no grafo original vy e v; com indices nao consecutivos. Um
caso particular deste produtorio é o seguinte

k—1
SN +R)=S (5.4)
j=1

onde S participa como sub-soma em varios termos e como um termo inte-

gralmente.

Apés sucessivas aplicagoes das leis da dlgebra booleana(distributividade,
absor¢ao, idempoténcia, etc.) no produtério da Equagao 5.1, encontramos
um somatério de termos, onde cada termo permite extrair as coberturas
minimais de vértices. Considere o n-ésimo termo P, = {p1,p2,ps3,---, 01},
representado na forma de conjunto, onde p, é a k-ésima variavel do termo.
A cobertura de vértices minimal C), associada ao conjunto P, é formada por
todos os vértices v; € V, tal que a variavel v; € F,, ou seja, a variavel
associada ao vértice v; aparece no termo. Formalmente, a cobertura C,, ¢é
definida como

C,={veV|veP,}

De forma similar ao ilustrado no exemplo no inicio desta se¢ao, a obtenc¢ao
do conjunto independente maximal é direta. Para cada cobertura C,, o
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conjunto independente maximal I,, = V — C),. Se consideramos novamente
o n-ésimo termo P,, o conjunto independente maximal é formado por todos
os vértices v; € V, tal que a varidvel v; ¢ P,, ou seja, a varidvel associada
ao vértice v; nao aparece no termo. Formalmente

I,={veV|o¢ PR}

Para sabermos se o resultado da simplificagao nao produziu conjuntos que
nao sejam maximais, temos que verificar se dados dois termos P; e P, as
variaveis de um termo aparecem completamente no outro termo. Se P; C P,
entao Py produzira uma cobertura de vértices que ndo é minimal (vice-versa).
Este principio pode ser utilizado durante a fase intermediaria do processo
para remover termos que sabidamente gerarao conjuntos independentes nao
maximais. Como a relacao entre cliques e conjuntos independentes é direta.
A obtencao dos cliques de um grafo G é feita obtendo os conjuntos indepen-
dentes maximais em G. Como sabemos, o conjunto independente em G é um
clique em G, e um clique em G é um conjunto independente em G.

5.2 Enumeracao em Grafos

Esta secao apresenta o uso do método de Maghout para o calculo de cobertu-
ras de vértices, conjuntos independentes, conjuntos dominantes e emparelha-
mentos. Em todos os casos, selecionamos grafos e digrafos para exemplificar
a aplicacao do método.

5.2.1 Coberturas de Vértices e Conjuntos Independen-
tes

A partir da descricao anterior, vamos aplicar o método de Maghout no grafo
G = (V, A)ilustrado na Figura 5.1. Os vértices a — e serdo representados
por A — FE, respectivamente. Usando a Equagao 5.1 encontramos o seguinte
produto

(A+B)(B+D)B+C)(A+E)D+ E)(D+C) (5.5)

O desenvolvimento deste produto pode ser feito por partes comecando pe-
las variaveis que aparecem com mais freqiiéncia nas somas, i.e., pela variavel
associada ao vértice com maior grau. Neste caso, temos os vértices b e d.
Selecionamos um deles por exemplo, o vértice b, e focamos o desenvolvimento
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d

Figura 5.1: Grafo exemplo

no produto das somas que contém B, ou seja, em (A + B)(B + D)(B + C).
Para facilitar as visualizacao das operacoes realizadas destacaremos os termos
usados a cada passo, colocando os em negrito.

(A+B)(B+D)(B+C)= distributividade

(AB+AD+BB+BD)(B+C)= idempoténcia

(AB+B+BD+AD)(B+C)= absorcao
(B4+AD)(B+C)= distributividade
(BB4+BC+ABD+ACD)= idempoténcia
(B+BC+ABD+ACD)= absorcao
(B+ACD)

Notem que o resultado encontrado é o mesmo aplicando a Equagao 5.2 em
(A+ B)(B+ D)(B+C). Usando a Equagao 5.2 no produto (A+ E)(D + E)
temos E + AD. Compondo os resultados e continuando o processo temos os
seguintes passos
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(A+B)(B+D)(B+C)(A+E)(D+E)(D+C) = Equagao 5.2
(BL-ACD)(E+AD)(D+C)= distributividade
(BE+ABD+ACDE+ACD)(D+C)= absorgao
(BE+ABD+ACD)(D+C)= distributividade

(BDE+ABDD+ACDD+BCE+ABCD+ACCD)= idempoténcia
(BDE+ABD+ACD+BCE+ABCD+ACD)= absorgao

(BDE+ABD+ACD+BCE)

Apés esta simplificacao, devemos verificar se ainda existe algum termos
que pode ser absorvido por outro. Se isto nao for possivel, entao chegamos
ao resultado final. Como temos quatro termos, o grafo possui as seguintes
quatro coberturas minimais de vértices.

Cy ={b,d,e},Cy ={b,c,e},C3 ={a,b,d},Cy = {a,c,d}

Logo, temos numero de cobertura de vertices 3(G) = 3. O conjunto indepen-
dente maximal [,, é obtido por I, = V — C),. Portanto, temos os seguintes
conjuntos independentes maximais

L ={a,c}, I, ={a,d}, I3 ={c,e}, I, = {b, e}

e numero de independéncia do grafo a(G) = 2.

5.2.2 Cliques

A aplicacao do método de Maghout para o cédlculo de cliques é direta. Se
queremos calcular os cliques de um grafo G, devemos encontrar os conjuntos
independentes maximais presentes em G. Isto nos levard diretamente aos cli-
ques em G. Portanto dado o grafo G ilustrado na Figura 5.1, primeiramente
temos que calcular o complemento de G. O grafo G é ilustrado na Figura 5.2.

Em seguida, é realizado o mesmo processo apresentado na se¢ao anterior.
A partir de G, realizamos as seguintes operacoes
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d

Figura 5.2: Complemento do grafo ilustrado na Figura 5.1

(A+D)(A+C)(C+E)(E+B) = Equagao 5.2
(A+CD)(E+BC)= distributividade

AE+ABC+CDE+BCD

Os termos encontrados correspondem as seguintes coberturas minimais de

vértices
{a,e},{a,b,c},{c,d e}, {b,c,d}

A partir destas coberturas encontramos os seguintes conjuntos indepen-
dentes maximais em G,

{b,¢,d},{d, e}, {a,b},{a, e}

que correspondem aos cliques maximais em G. Isto nos leva ao nimero de
clique do grafo igual a w(G) = 3.

5.2.3 Conjuntos dominantes

O uso do método de Maghout para o cédlculo dos conjuntos dominantes em
grafos segue uma légica muito similar aquela descrita na Secao 5.1. E impor-
tante considerar que para o cédlculo da cobertura de vértices, criamos uma
soma légica u + © para cada aresta {u,v}. Esta soma indica que podemos
selecionar ou o vértice u ou o vértice v para compor a cobertura de vértices.
Este mesmo processo de escolha serd usado para o cédlculos dos conjuntos
dominantes maximais.
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Dado o grafo G = (V, A), ilustrado na Figura 5.1, para cada vértice
criaremos uma variavel légica. Neste caso, os vértices a — f estao associados
as variaveis logicas A — F', respectivamente. Em seguida, para cada vértice
v criamos uma soma logica contendo todas as varidveis dos vértices que sao
dominadas por v®. Por exemplo, para o vértice a, criamos a seguinte soma
logica

(A+ B+ F)

para o vértice b temos a seguinte soma (A + B + C + D), e assim por di-
ante. Portanto para este grafo temos o seguinte produto destacando o vértice
dominante embaixo da sua respectiva soma logica.

(A+B+E)(A+B+C+D)(B+C+D)(B+C+D+E)(A+D+E)
a b c d e

Em seguida realizamos os seguintes passos

(A+B+E)(A+B+C+D)(B+C+D)(B+C+D+E)
(A4+D+E) = Equacao 5.3

(A+E+BD)(A+B+C+D)(B+C+D)(B4+C+D+E) = Equacao 5.4
(A+E+BD)(B+C+D) = distributividade
AB+AC+AD+BE+CE+DE+BD+BCD+BD = absorcao
AB+AC+AD+BE+CE+DE+BD

Cada termo encontrado representa um conjunto dominante minimal com-

posto pelos vértices que tém suas varidveis logicas presentes no termo. Por-
tanto, a partir deste resultado temos os seguintes dominantes para G

{a,b},{a,c},{a,d},{b,e},{c, e}, {d, e}, {b,d}

os quais indicam que o nimero de dominancia de G ¢ igual a v(G) = 2.

SUm vértice v domina um vértice u, se existe a aresta {v,u} no conjunto de arestas do
grafo. Além disso, é importante considerar que v domina a si préprio.
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5.2.4 Emparelhamentos

Na Secao 4.5, discutimos a relagao entre emparelhamento maximal e conjunto
independente maximal. Vimos que um emparelhamento maximal em um
grafo G corresponde a um conjunto independente maximal no grafo linha
L(G). Usando esta relagao, aplicaremos o método de Maghout no grafo linha
L(G) ao invés de utilizd-lo diretamente no grafo G original para enumerar
todos os seus emparelhamentos maximais.

Para facilitar a compreensao do método, reapresentamos o grafo G =
(V, A) da Figura 4.13 na Figura 5.3(a), dando énfase as suas arestas. A Fi-
gura 5.3(b) mostra o grafo linha L(G) = (Vy, AL) associado a G. As arestas
de G possuem rotulos a—j que serao usados como rétulos dos vértices corres-
pondentes em L(G). Dois vértices em L(G) sao adjacentes se compartilham
vértices em (. Por exemplo, as arestas a e b em G compartilham vértices,
logo os vértices correspondentes sao adjacentes em L(G), como podemos ver
na Figura 5.3(b). Por outro lado, como as arestas a e ¢ ndo compartilham
vértices, seus vértices a, ¢ € V, correspondentes em L(G) nao sao adjacentes.

Figura 5.3: Grafo Roda (a) W e seu grafo linha (b) L(W5) correspondente.

De forma similar ao apresentado na secao anterior, a partir do grafo
L(G), criaremos as variaveis logicas A —J que estarao associadas aos vértices
a — j, respectivamente. Em seguida, para cada aresta (u,v) € Ay criamos
a seguinte soma logica U + V e realizamos o produto das somas logicas
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associadas as arestas de L(G). Este produto é ilustrado abaixo
(A+B)(A+F)(A+J)(A+E)(B+F)(B+G)(B+C)(C+G)(C+H)(C+D)

(D+H)(D+I1)(D+E)(E+ID)(E+J)(J+F)(J+G)(J+H)(J+I)(F+G)(F+H)
(F+D(G+H)(G+D(H+T)I+J)

Como este produto possui varios termos, iremos focar inicialmente apenas
em algumas partes. Por exemplo, aplicando a Equagao 5.2 nas somas que
possuem em comum a variavel [’ obtemos

F+ABGHIJ

Realizando o mesmo processo porém focando nos vértices G, H, I e J, encon-
tramos G+ BCHIJ, H+CDIJ, I+ DEJ e J+ AFE respectivamente. O
produto original se transforma em

(A+B)(A+E)B+C)(C+D)(D+E)

Py

(F + ABGHLJ)(G + BCHIJ)(H + CDILJ)(I + DEJ)(J + AE)

Py

ou seja, P;.P,. Podemos simplificar P;, através dos seguintes passos

(A+B)(A+E)(B+C)(C+D)(D+E)= Equacio 5.2
(A+BE)(B+C)(C+D)(D+E)= Equacdo 5.2
(A+BE)(C+BD)(D+E) = distributividade
(AC+ABD+BCE+BDE)(D+E) = distributividade

ACD+ACE+ABD+ABDE+BCDE+ BCE
BDE+BDE = absorcao

ACD+ACE+ABD-+BCE+BDE

Realizando o mesmo processo com P, temos
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(F+ABGHI1J)(G+BCHI1J)(H+CDI1J)
(I+DEJ)(J+AE)=

(FG+BCFHIJ+ABGHIJ+ ABCGHILJ)
(H+CDIJ)(I+DEJ)(J+EA)=>

(FG4+BCFHIJ+ABGHIJ)(H4CDILJ)
(I+DEJ)(J+AE)=

(FG+BCFHILJ+ABGHLJ)
(HI+DEHJ+CDIJ+CDELJ)(J+AE) =

(FG+BCFHLJ+ABGHL))
(HI+DEHJ+CDIJ)(J+AE) =

(FG+BCFHILJ+ABGHLJ)
(HLJ+HIEA+DEHJ+DEHJA+CDIJ+CDIJEA )=

(FG+BCFHLJ+ABGHLJ)
(HLJ+HIEA+DEHJ+DEHJA+CDIJ)=

(FG4+BCFHIJ+ABGHI1J)
(HIJ+HIEA+DEHJ+CDI1J)=

FGHIJ+FGHIEA+FGDEHJ+FGCDIJ+BCFHIJ+
BCFHIJEA+ BCFHIJDE+BCFHIJD+ABGHIJ
+ABGHIJE+ ABGHIJDE+ ABGHIJCD=

FGHIJ+FGHIEA+FGDEHJ+FGCDIJ+ BCFHIJ+
BCFHIJEA+BCFHIJDE +BCFHIJD+ABGHIJ=

distributividade

absorc¢ao

distributividade

absorc¢ao

distributividade

absorc¢ao

absorcao

distributividade

absorcao

absorcao

FGHIJ+FGHIEA+FGDEHJ+FGCDIJ4+ BCFHIJ+ABGHIJ
O céalculo de P;.P, resulta nos seguintes passos. Devido a quantidade de
termos manipulados a cada passo, omitimos o nome das operacoes aplicadas,
entretanto, continuamos destacados os termos usados nas operagoes.
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(ACD+ACE+ABD+BCE+BDE)
(FGHLJ+AEFGHI4+DEFGHJ+CDFGILJ+BCFHIJ+ ABGHLJ )=

ACDFGHIJ+ACEFGHIJ+ABDFGHIJ+BCEFGHIJ+BDEFGHIJ+
ACDEFGHI+ACEFGHI+ABDEFGHI+ABCEFGHI+ABDEFGHI+
ACDEFGHJ+ACDEFGHJ+ABDEFGHJ+BCDEFGHJ+BDEFGHJ+
ACDFGIJ+ACDEFGIJ+ABCDFGIJ+BCDEFGIJ+BCDEFGIJ+
ABCDFHIJ+ABCEFHIJ4+ABCDFHIJ4+BCEFHIJ4+BCDEFHIJ+
ABCDGHIJ+ABCEGHIJ+ABDGHIJ+ABCEGHIJ+ABDEGHIJ =

ACEFGHIJ+ABDFGHIJ+BCEFGHIJ+BDEFGHIJ+
ACDEFGHI+ACEFGHI+ABDEFGHI+ABCEFGHI+ABDEFGHI+
ACDEFGHJ+ACDEFGHJ+ABDEFGHJ+BCDEFGHJ+BDEFGHJ+
ACDFGIJ+BCDEFGIJ+BCDEFGIJ+
ABCDFHIJ+ABCEFHIJ+ABCDFHIJ4+BCEFHIJ4+BCDEFHIJ+
ABCDGHIJ+ABCEGHIJ+ABDGHIJ+ABCEGHIJ+ABDEGHIJ=

ACEFGHIJ+ABDFGHIJ+BCEFGHIJ+BDEFGHIJ+
ACDEFGHI+ACEFGHI+ABDEFGHI+ABCEFGHI+
ACDEFGHJ+ACDEFGHJ+ABDEFGHJ+BCDEFGHJ+BDEFGHJ+
ACDFGIJ+BCDEFGIJ+BCDEFGIJ+
ABCDFHIJ+ABCEFHIJ+ABCDFHIJ+BCEFHIJ+BCDEFHIJ+
ABCDGHIJ+ABCEGHIJ4+ABDGHIJ+ABCEGHIJ+ABDEGHIJ=

ACEFGHIJ+ABDFGHIJ+BCEFGHIJ+
ACDEFGHI+ACEFGHI+ABDEFGHI+ABCEFGHI+
ACDEFGHJ+ACDEFGHJ+BDEFGHJ+
ACDFGIJ+BCDEFGIJ4+BCDEFGIJ+
ABCDFHIJ+ABCEFHIJ4+ABCDFHIJ4+BCEFHIJ4+BCDEFHIJ+
ABCDGHIJ+ABCEGHIJ4+ABDGHIJ+ABCEGHIJ+ABDEGHIJ=

ACEFGHIJ+ABDFGHIJ+BCEFGHIJ+
ACDEFGHI+ACEFGHI+ABDEFGHI+ABCEFGHI+
ACDEFGHJ+ACDEFGHJ+BDEFGHJ+

ACDFGIJ+BCDEFGILJ+

ABCDFHIJ+ABCEFHIJ+ABCDFHIJ+ BCEFHIJ4+ BCDEFHIJ+
ABCDGHIJ+ABCEGHIJ+ ABDGHIJ4+ABCEGHIJ+ABDEGHIJ=
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ACEFGHIJ+ABDFGHIJ+
ACDEFGHI4+ACEFGHI+ABDEFGHI+ABCEFGHI+
ACDEFGHJ+ACDEFGHJ+BDEFGHJ+

ACDFGIJ+BCDEFGILJ+
ABCDFHIJ+ABCDFHIJ+BCEFHIJ+
ABCDGHIJ+ABCEGHIJ+ABDGHIJ+ABCEGHIJ+ABDEGHIJ=

ACEFGHIJ+ABDFGHILJ+
ACDEFGHI4+ACEFGHI+ABDEFGHI+ABCEFGHI+
ACDEFGHJ+ACDEFGHJ+BDEFGHJ+
ACDFGIJ+BCDEFGIJ+

ABCDFHIJ+BCEFHIJ+
ABCDGHIJ+ABCEGHIJ4+ABDGHIJ+ABCEGHIJ+ABDEGHIJ=

ACEFGHIJ+ABDFGHIJ+
ACDEFGHI+ACEFGHI+ABDEFGHI+ABCEFGHI+
ACDEFGHJ+BDEFGHJ+

ACDFGIJ+ BCDEFGIJ

ABCDFHIJ+ BCEFHIJ

ABCDGHIJ+ ABCEGHIJ+ ABDGHIJ+ ABCEGHIJ+ ABDEGHIJ=

ABDFGHIJ+

ACEFGHI+ABDEFGHI+

ACDEFGHJ+BDEFGHJ+

ACDFGIJ+ BCDEFGIJ

ABCDFHIJ+ BCEFHILJ

ABCDGHI1J+ ABCEGHIJ+ ABDGHIJ+ ABCEGHIJ+ ABDEGHIJ=

ACEFGHI+ABDEFGHI+
ACDEFGHJ+BDEFGHJ+

ACDFGIJ+ BCDEFGIJ

ABCDFHIJ+ BCEFHILJ

ABCEGHI1J+ ABDGHIJ+ ABCEGHIJ=

ACEFGHI+ABDEFGHI4+ACDEFGHJ+BDEFGHJ+ACDFGILJ+
BCDEFGIJ+ABCDFHIJ+BCEFHIJ+ABCEGHIJ+ABDGHIJ
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Baseado no processo descrito na Secao 5.2.1, sabemos que os termos acima
representam as seguintes coberturas de vértices minimais em L(G).

{aﬁcﬁe7f7g7h7i}7{(I/?b?d?e?f?g?h?i}? {a’7c7d7e7f?g7h7j}7 {b7d7€7f7g7h7j}?

{a7c7d7f’g7i7j}7 {b767d767f7977:)j}a {a7bﬂc7d’f7h7i7j}7 {b7cﬂe7f’h7i7j}7
{&,b,C,e,g,h,i,j}, {a7b7d7g7h/72'7j}

Os conjuntos independentes sao obtidos calculando Vi, — C', para cada
cobertura C. Portanto, os conjuntos independentes maximais de L(G) sao

{b:d,j},{c, 5}, 40,1}, {a, ¢, i}, {b, e, h}, {a, b}, {e, g} {a, d, g}, {d, f}, {c,e, [}

os quais correspondem aos emparelhamentos maximais em G. Observe que
a(L(G)) = o(G) = 3, i.e, o numero de independéncia de L(G) é igual ao
tamanho do maior emparelhamento em G.

5.3 Enumeracao em Digrafos

Nesta secao aplicamos o método de Maghout em digrafos para obter as co-
berturas de vértices, conjuntos independentes, cliques, conjuntos dominan-
tes (entrada, saida e gémeos) e emparelhamentos. Em todos os casos, sele-
cionamos um digrafo e aplicamos o método apresentando passo a passo as
operacoes realizadas. Em algumas situagoes re-aproveitamos os resultados ja
calculados na secao anterior, que é o caso da secao de emparelhamento.

5.3.1 Coberturas de Vértices e Conjuntos Independen-
tes

A aplicacao do método de Maghout em digrafos é direta. Independente se o

digrafo é simples ou nao, utilizamos seu grafo simples subjacente. Note que Grafo Simples
o grafo subjacente a um multigrafo direcionado ¢ um multigrafo. Podemos Subjacente
aplicar o método neste grafo, porém existird redundancia de esforco ja que

multiplas arestas entre um mesmo par de vértices irao aparecer varias vezes

no produtoério. Para minimizar isto utilizamos o grafo subjacente ao mul-

tigrafo que é simples. Por exemplo, o digrafo D = (V, A) da Figura 4.2(a)
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possui os seguintes grafos: o grafo subjacente ao digrafo, que é um multi-
grafo, e o grafo subjacente a este multigrafo. Estes grafos sao ilustrados nas
Figuras 5.4(a) e (b), respectivamente. O produtério da Equacao 5.1 para o
multigrafo na Figura 5.4(a) é

(1+3)2(1+5)2(5+3)2(2+3)2(2+4)2(2+6)2(3+4)2(3+6)2(4+6)2(1+2) (5+6)

onde

(0 4+ )k = (0 +0)(0+1).....(0+ )

k vezes

e k corresponde a multiplicidade da aresta {v, u}. Enquanto que para o grafo
ilustrado na Figura 5.4(b), temos

1A+3)A+5)B+3)2+N2+H2+6)B+H)B+6)(4+6)(1+2)(54+6)

Usando a simplificagao mostrada na Equagao 5.2 juntamente com a lei de
idempoténcia do operador logico e, é possivel mostrar que as expressoes para
o multigrafo e para grafo sao equivalentes. Portanto, aplicando o método de
Maghout na expressao acima temos a seguinte seqiiéncia de passos.
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5+3)(2+3)(2+4)(2+6)

B+4)B+6)4+6)(1+2)(5+6)= Equagao 5.2

—~
ot
_|_
-
~—
—~
[—
_.I_
ot
~—
—~

(1+2)(5+6)= Equacao 5.2
(34 12456)(1 +5)(2+4)(6 +245)(1 + 2) = Equagao 5.2
(3 +12456)(6 +245)(2 + 14)(1 +5) = distributividade

(36 + 2345 + 12456 + 12456)(2 + 14)(1 +5) =  idempoténcia

(36 4 2345 + 12456)(2 + 14)(1 + 5) = distributividade
(36 4 2345 + 12456) (12 + 25 4+ 14 + 145) = absorcao
(36 + 2345 +12456)(12 4+ 25 + 14) = distributividade

12456 + 12456 + 12456 = idempotencia

-----

12345 + 12456 = absorcao

Apos este processo, obtivemos cinco termos indicando que temos as se-
guintes coberturas de vértices minimais

{1,2,3,6},{2,3,5,6},{1,3,4,6},{2,3,4,5},{1,2,4,5,6}

A obtencao dos conjuntos independentes maximais € feita como mostrada
na secao anterior. Dada uma cobertura minimal de vértices C', o conjunto

independente maximal é V' — C'. Logo, os conjuntos independentes maximais
de D sao

{4,5},{1,4},{2,5},{1,6}, {3}

e o numero de independéncia do digrafo é a(D) = 2.
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Figura 5.4: Enumeracao de Conjuntos Independentes em Digrafos. (a) grafo
subjacentes e (b) grafo simples subjacente ao digrafo ilustrado na Figura 4.2

5.3.2 Coberturas de Fonte e Sumidouro

Como as coberturas de fonte e sumidouro podem ser obtidas diretamente a
partir dos arcos do digrafo, o método de Maghout nao é utilizado nesta secao.
Dado um digrafo D = (V, A), as coberturas de fonte e sumidouro Cy C V' e
Cs C V, respectivamente, correspondem a subconjuntos de vértices tal que
para todo arco (u,v) € A, u € Cr e v € Cy, ie., para cada arco, o vértice
origem compoe a cobertura de fonte enquanto que o vértice destino compoe a
cobertura de sumidouro. Note que o fato de v € C, nao implica que v é um
vértice fonte. Isto indica apenas que existem arcos que tém v como origem.
A mesma idéia esta relacionada aos vértices em Cj.

Para ilustrar estas coberturas, considere os digrafos ilustrados na Fi-
gura 5.5. Para o digrafo D; em (a), as coberturas de fonte e de sumidouro
sao Cf = {a,e} e Cs = {b, c,d, f}, respectivamente. Como CyNCs = (), logo
D, ¢ um digrado bipartido direcionado com as particoes definidas por Cf e
Cs. Neste caso, para cada arco (u,v), u é vértice fonte e v é vértice sumi-
douro. Para o digrafo Dy em (b), C;y = {a,b,e} e Cs ={c,d,e, f}. Dy é um
digrafo bipartido, pois seu grafo subjacente é bipartido possuindo os seguin-
tes conjuntos independentes {a, e} e {b, ¢, d, f}. Todavia, Dy ndo é bipartido
direcionado pois Cy N Cy # 0, i.e., Dy ndo possui apenas vértices fonte e su-
midouro. O digrafo D5 em (c), possui Cy = {a,b,c,d,e} e Cs = {a,b,c,d, f}.
Este digrafo nao é bipartido, pois o grafo subjacente possui ciclos de tamanho
3. Ele é um digrafo 3-partido cujo conjunto de vértices pode ser dividido nas
seguintes partigoes {a, e}, {b,d} e {c, f}.
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a a
f% %c | |
c c

b b
¢ f
d d
(a) (b)

a b (c)
Figura 5.5: Cobertura de Fonte e Sumidouro

5.3.3 Cliques

O célculo de cliques maximais em digrafos é similar ao calculo realizado para
grafos. Inicialmente calculamos o complemento do digrafo e encontramos
seu grafo simples subjacente, pelos motivos apresentados na Secao 5.3.1. Em
seguida aplicamos o método de maghout. Considere, o digrafo D, ilustrado na
Figura 4.2. O Complemento deste digrafo D e seu grafo simples subjacente,
sao ilustrados nas Figuras 5.6(a) e (b), respectivamente.

1 2 1 2
: 6 5 6
(a)

(b)

Figura 5.6: Enumeracao de Cliques em Digrafos. (a) Complemento e (b)
grafo simples subjacente do digrafo ilustrado na Figura 4.2.
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A partir do grafo simples subjacente, temos os seguintes passos
1+2)A+HA+6)5+2)(5+4)(5+6) = Equacio 5.2
(14 246)(5 + 246) = Equagao 5.2
154 246
Os termos encontrados correspondem as seguintes cobertura de vértices
minimais
{1,5},{2,4,6}
Usando este resultado encontramos os seguintes conjuntos independentes

maximais em D,

{2,3,4,6},{1,3,5}

que correspondem aos cliques maximais em D. Logo, o nimero de clique
do digrafo é w(D) = 4.

5.3.4 Conjuntos Dominantes

O uso do método de Maghout para o calculo dos conjuntos dominantes em
digrafos segue uma logica muito similar aquela descrita na Secao 5.1. Ini-
cialmente apresentaremos o calculo dos conjuntos dominantes de entrada e
em seguida mostraremos como os conjuntos dominantes de saida serao cal-
culados. Finalizaremos com o célculo dos conjuntos dominantes minimais
gémeos. E importante considerar que para o calculo da cobertura de vértices,
criamos uma soma légica @+ © para cada aresta {u,v}. Esta soma indica que
podemos selecionar ou o vértice u ou o vértice v para compor a cobertura
de vértices. Este mesmo processo de escolha sera usado para o calculos dos
conjuntos dominantes maximais.

Dado o digrafo D = (V, A), ilustrado na Figura 4.10, para cada vértice
criaremos uma variavel logica. Neste caso, os vértices a — f estao associados
as variaveis logicas A — F', respectivamente. Em seguida, para cada vértice
v criamos uma soma logica contendo todas as varidveis dos vértices que sao
dominadas por v®. Por exemplo, para o vértice a, criamos a seguinte soma
logica

(A+B+C)

SUm vértice v domina um vértice u, se existe o arco (v,u) no digrafo. Além disso, é
importante considerar que v domina a si préprio.
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para o vértice b temos a seguinte soma (B + C' + D), e assim por diante.
Portanto para este digrafo temos o seguinte produto destacando o vértice
dominante embaixo da sua respectiva soma logica.

(A+B+C)(B+C+D)(A+B+C+E)(B+D+F)

a b c d

(C+D+E+F)(B+F)
€ f

Em seguida realizamos os seguintes passos

(A+B+C)(B+C+D)(A+B+C+E)(B+D+F)

(C+D+E+F)(B+F)= Equacao 5.4
(A+B+C)(B+C+D)(B4+D+F)(C+D+E+F)(B+F)= Equacao 5.4
(A+B+C)(B+C+D)(C+D+E+F) (B+F)= Equacao 5.3
(B+C+AD)(C+D+E+F)(B+F)= Equagao 5.3
(B+(C+AD)F )(C+D+E+F)= distributividade
(B4+CF+ADF)(C+D+E+F)= distributividade
BC+BD+BE+BF+CF+CDF+CEF+ CF+ACDF+

+ADF+ADEF+ADF= absorcao
BC+BD+BE+BF+CF+ADF+ADEF+ADF= absor¢ao

BC+BD+BE+BF+CF+ ADF

Portanto, os conjuntos dominantes de entrada para D sao

{b7 C}7 {b7 d}’ {b7 6}7 {b7 f}’ {C’ f}7 {a’7 d? f}

e o numero de dominancia de entrada é v~ (D) = 2. Calcular o conjunto
dominante de saida a partir do conjunto dominante de entrada através de
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Cy, =V —C, , onde C, é o conjunto dominante de entrada e C, é o conjunto
dominante de saida, pode levar a resultados incompletos ou nao minimais.
Por exemplo, os conjuntos obtidos a partir do resultado anterior sao

{a,d,e, f},{a,c,e, f}, {a,c,d, f},{a,c,d, e}, {a,b,d, e}, {b,c, e}

Note que o conjunto {a,d, e, f} ndo corresponde a um conjunto minimal
pois {a,e} é o conjunto dominante de saida minimal. Além disso, alguns
conjuntos que compoem o resultado correto, como {b, ¢, f}, ndo aparecem.
Este conjunto é dominante de saida e nao é subconjunto préprio de outro
conjunto.

Para obtermos os conjuntos dominantes de saida minimais, realizamos um
processo similar ao exposto anteriormente. Porém ao invés de escrevermos
para cada vértice v a soma légica das varidveis que sao dominadas por v,
escrevemos a soma logica das variaveis que dominam v. Para o mesmo digrafo
D, a soma associada ao vértice a é dada apenas por (A + C'). Em seguida
realizamos o produto das somas obtidas para cada vértice. Isto resultado no
seguinte produto

(A+C)(A+B+C+D+F)(A+B+C+E)(B+D+E)
a b c d

(C+E)(D+E+F)
w_/_;i

Em seguida realizamos os seguintes passos

(A+C)(A+B+C+D+F)(A+B+C+E)(B+D+E)

(C+E)(D4+E+F)= Equagao 5.4

(A+C)(B4+D+E)(C+E)(D+E+F)= Equacao 5.3
(A+C)(D+E+BF)(C+E)= Equagao 5.3
(C+AE)(D+E+BF)= distributividade
CD+CE+CBF+ADE+AE+ABEF= absorc¢ao
CD+CE+CBF+AE
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Portanto, os conjuntos dominantes de saida para D sao Conjuntos
minantes

Saida

{e.d}, {c, e, {e, b, [} {a,e}

e o nimero de dominancia de saida é v (D) = 2.

O calculo dos conjuntos dominantes gémeos minimais segue diretamente
do resultado obtido nos calculos anteriores. Sabemos que para um digrafo
D = (V, A), um conjunto dominante gémeo S é um subconjunto de vértices
S C V, tal que todo par de vértices u, v € S existem dois arcos (u, w), (w,v) €
A para todo w € V — S. Nos conjuntos dominantes de entrada S7, todos os
vértices em V' — 57 dominam pelo menos um vértice em S, enquanto que nos
conjuntos dominantes de saida S5, todos os vértices em V —.S; sao dominados
pelos vértices em V,. Portanto V' — (57 U Sy) correspondem aos vértices que
dominam os vértices em S; e sao dominados pelos vértices em Ss.

Considerando os resultados anteriores Ry =BC+BD+BE+BF+CF+ ADF
e Ry =CD+CE+CBF+AE associados aos conjuntos dominantes de entrada
e de saida respectivamente. Os conjuntos dominantes gémeos sao obtidos
através dos seguintes passos
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R,.R,=(BC+BD+BE+BF+CF+ ADF)
(CD+CE+CBF+AE)= distributividade

BCD-+BCE+BCF+ABCE+BCD+BCDE+BCDF+
ABDE+BCDE+BCE+BCEF+ABE+BCDF+BCEF+
BCF+ABEF+CDF+CEF+BCF+ACEF+ACDF+
ACDEF+ABCDF+ADEF= absor¢ao

BCD+BCE+BCF+ABCE+

ABDE+BCE+BCEF+ABE+BCEF+
BCF+ABEF+CDF+CEF+BCF+ACEF+ACDF+

ACDEF+ADEF= absor¢ao

BCD+BCE+BCF+

ABDE+ABE+

BCF+ABEF+CDF+CEF+BCF+ACEF+ACDF+

ACDEF+ADEF= absorcao

BCD+BCE+BCF+

ABDE+ABE+

ABEF+CDF+CEF+ACEF+ACDF+

ACDEF+ADEF= absorc¢ao

BCD+BCE+BCF+
ABE+CDF+CEF+ACEF+ACDF+
ACDEF+ADEF= absorc¢ao

BCD+BCE+BCF+ABE+
+CDF+CEF+ACDF+ADEF= absorcao

BCD+BCE+BCF+ABE+
CDF+CEF+ADEF

Conjuntos Portanto, os conjuntos dominantes gémeos para D sao
Dominantes

Gémeos {b7 C? d}? {b7 C? e}? {b7 C? f}? {a7 b7 6}7 {C7 d7 f}7 {C7 67 f}? {a7 d7 e? f}

e o nimero de dominancia gémeo é v*(D) = 3.
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5.3.5 Emparelhamentos

Na Secao 5.2.4, vimos explicitamente o relacionamento entre emparelhamento
maximal e conjunto independente maximal através da relagao entre um grafo
G e seu grafo linha L(G). Observamos que os emparelhamentos de G po-
deriam ser obtidos calculando os conjuntos independentes em L(G). Isto
permitiu o uso do método de Maghout em L(G) para enumerar todos os
emparelhamentos maximais de G.

Na Secao 4.5, discutimos que o conceito de emparelhamento para gra-
fos e digrafos era o mesmo, porém com a diferenca de que para o primeiro
consideravamos arestas enquanto para o ultimo consideravamos arcos. En-
tretanto, em ambos os casos, o emparelhamento buscava sempre um conjunto
de arcos ou arestas que nao compartilhavam vértices e nao correspondiam a
lacos.

Nesta secao iremos usar os resultados obtidos anteriormente para grafos
e apresentados na Secao 5.2.4. Considerando o digrafo D = (V, A) mostrado
na Figura 5.7, a enumeracao dos emparelhamentos é feita a partir do grafo
subjacente a D, o qual chamaremos de D’. Usando D’, aplicamos o método
de Maghout no grafo linha L(D’). O grafo D' é o grafo da Figura 5.3 que foi
utilizado na Sec¢ao 5.2.4 para exemplificar o calculo dos emparelhamentos ma-
ximais. Portanto os passos mostrados naquela se¢ao assim como o resultado
obtido sao também validos para o digrafo D. Assim, os emparelhamentos
maximais para D correspondem aos seguintes conjuntos de arcos

{b.d,j},{c, i} {b, i}, {a, ¢, i}, {b, e, h}, {a, b}, {e, g}, {a, d, g}, {d, [}, {c,e, [}

e o/ (D) = 3 indicando que o tamanho do maior emparelhamento de D é igual
a 3.

5.4 Exercicios

Exercicio 5.1. Liste todos os conjuntos independentes do grafo ilustrado na
Figura 4.1(a) e determine seu nimero de independéncia.

Exercicio 5.2. Liste todos os conjuntos independentes e cliques do grafo
tlustrado na Figura 5.8. Em sequida determine seus numeros de clique e de
independéncia.
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Figura 5.7: Digrafo usando para o célculo do emparalhamento.

Exercicio 5.3. Liste todos os conjuntos independentes e cliques do comple-
mento do grafo ilustrado na Figura 5.8. Em sequida determine seus niumeros
de clique e de independéncia. Compare os resultados obtidos com o0s do
exercicio anterior.

Exercicio 5.4. Quantos conjuntos independentes e cliques possui: (a)K, e

(b) Cn
Exercicio 5.5. Mostre para qualquer grafo G, w(G) = a(G) e a(G) = w(G)

Exercicio 5.6. Mostre que para qualquer inteiro positivo n > 2, o nimero
de Ramsey r(n,2) € igual a n.

Exercicio 5.7. Determine |V| e |A| de um grafo biclique K, s = (V, A).

Exercicio 5.8. Quantos automorfismos possui um biclique K, s com (a) r #

se(b)r=s?

Exercicio 5.9. Dado um grafo G = (V, A), mostre que

d(v;) d(v;)
N (i +uigg) = ui + N\ (uigy)
j=1 j=1

considerando que u; € a varidvel [6gica associada ao vértice v; € V e u;y; €
a varidvel l6gica associada ao vértice w; € 7(v;).

Exercicio 5.10. Determine os conjuntos independentes mazximais e 0s cli-
ques do digrafo ilustrado na Figura 5.9
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Figura 5.8: Grafo Exemplo

Figura 5.9: Digrafo Exemplo
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Exercicio 5.11. Dada uma aresta com multiplicidade k > 1, mostre que
(0 + )" = (0 + 1),
onde + € a operagao logica ou.

Exercicio 5.12. Seja G = G| + G, i.e., o resultado da operacao de junc¢ao
sobre os grafos G1 e Gy. Prove que w(G) = w(Gh) + w(Gy).

Exercicio 5.13. Mostre que um grafo G € bipartido se e somente se o(H) >
%|H| para todo subgrafo H de G, i.e., H C G.

Exercicio 5.14. Mostre que para qualquer k > 0, todo grafo k-regular bipar-
tido tem um emparelhamento perfeito.

Exercicio 5.15. Determine a quantidade de emparelhamentos perfeitos de
um grafo completo K.

Exercicio 5.16. Prove que para qualquer grafo G = (V, A), a(G) > <1 :

Exercicio 5.17. Mostre que max{y"(D),y (D)} < +*(D) < (D) +
7 (D)
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Capitulo 6

Arvores

Este capitulo apresenta os principais conceitos relacionados a um tipo parti-
cular de grafo chamado Arvore. Uma drvore pode ser vista ou como um grafo
conexo ou como um digrafo conexo sem ciclos. Arvores vém sendo estudadas
deste 1857 por Cayley em processos de contagem de componentes quimicos
e possuem intmeras aplicacoes praticas, sendo freqiientemente empregadas
em algoritmos que necessitam realizar buscas rapidas de itens em uma lista;
representar dados eficientemente para armazenamento ou transmissao; mo-
delar explicitamente um processo de decisao, entre outros.

6.1 Conceitos Basicos

Definicao 6.1. Uma arvore é um grafo conexo aciclico, i.e., sem ciclos de
qualquer tamanho.

Qualquer grafo simples conexo que nao possui ciclos é uma arvore. Quando
o grafo é simples e apenas aciclico, temos uma floresta, onde cada componente Floresta
conexo é uma drvore. Se ele possui apenas um unico componente conexo,
entao ele é uma arvore que consiste em uma floresta conexa. A Figura 6.1
ilustra vérios grafos aciclicos que representam arvores, em particular, (a) é
um grafo caminho Py e (b) é um grafo estrela Sg. Observe que em todos os
casos, o numero de arestas é uma unidade a menos que o niimero de vértices.
A uniao de todas as arvores nesta figura compoe uma floresta com 3 compo-
nentes conexos. O fato de uma arvore ser um grafo aciclico leva ao seguinte
Teorema.
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(a) (b) (c)

Figura 6.1: Exemplo de arvores. O grafo resultante da uniao das arvores (a),
(b) e (c) corresponde a uma floresta.

Teorema 6.1. Em uma arvore, existe um tnico caminho entre qualquer par
de vértices.

A presenca de um ciclo em um grafo leva a pelo menos dois caminhos
entre algum par de vértices na arvore. Como uma arvore nao possui ciclos
nem lacos entao o nimero de arestas é limitado pelo nimero de vértices.

Teorema 6.2. Uma arvore 7' = (V, A) possui |A| = |V| — L.

O fato do niimero de arestas ser limitado pelo nimero de vértices em uma
arvore T', nos leva ao seguinte teorema relacionado ao conjunto de arvores
que formam uma floresta.

Teorema 6.3. Uma floresta F© = (V, A) composta por n arvores T; =
(Vi, 4;), com 1 < i < n, possui uma quantidade de aresta igual a

n

Al =>_ Vil = n.

=1

Uma arvore possui inimeras caracteristicas que sao equivalentes entre si e
que a individualizam dos demais grafos. Estas caracteristicas sao destacadas
no seguinte Teorema.

Teorema 6.4. Para um grafo 7' = (V,;A) de n > 1 vértices, as seguin-
tes afirmacoes sao equivalentes e caracterizam T como uma arvore com n
vértices.

(i) T é conexo e tem n — 1 arestas;
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(ii) Para qualquer par de vértices v, u € V| existe apenas um tnico caminho
de v a u (e vice-versa) em T

(iii) 7 é minimamente conexo, i.e., T' é conexo porém a remogao de qualquer
aresta qualquer torna 71" desconexo.

(iv) T é maximamente aciclico, i.e., T' nao possui ciclos entretanto a adigao
de uma aresta entre qualquer par de vértices nao adjacentes gera um
ciclo em T

A partir do ftem (iii) do Teorema 6.4, temos os seguintes Corolarios
Corolério 6.1. Cada aresta de uma arvore é uma aresta de corte (Verifique!).

Corolario 6.2. Um vértice v de uma arvore é um vértice de corte se e
somente se d(v) > 1 (Verifique!).

Portanto qualquer arvore T com mais de n > 2 vértices possui conectivi-
dades de vértice e de aresta iguais a 1, i.e., A(T) = x(T") = 1.

E comum lidarmos com &rvores cujos vértices possuam rétulos. Uma
arvore com vértices rotulados com letras ou ntimero é chamada drvore ro-
tulada. Duas érvores rotuladas T = (V, A) e T = (V', A’) séo idénticas se
V=VeA=A, ie., se tanto o conjunto de aresta quanto o conjunto de
vértices forem iguais. Se ambas as arvores possuirem a mesma forma, porém
com conjunto de arestas distintos, devido aos rotulos, elas serao consideradas
diferentes. Neste caso, dizemos que sao drvores isomorficas, porém diferen-
tes. Isomorfismo em grafos é discutido em maiores detalhes na Secao 1.6.
As arvores mostradas na Figura 6.1 nao sao rotuladas. Por outro lado, as
arvores das Figuras 6.2(a) e (b) sdo rotuladas e distintas, mesmo que elas
representem grafos estrela Sg. O que difere nestas arvores é o conjunto de
arestas. A aresta {d, c} estd contida apenas na arvore em (a), enquanto que
a aresta {a,c} estd presente apenas na arvore em (b).

Na Secao 1.4 apresentamos o conceito de centro de um grafo que consiste
em um grafo induzido pelos vértices de excentricidade minima. Este conceito
é valido para arvores com adigao da informacao de que o centro de uma
arvore é um vértice ou uma aresta. Este resultado foi obtido por Jordan e
apresentado através do seguinte Teorema.

Teorema 6.5 ([18]). O centro de uma arvore é um vértice ou uma aresta.
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£ ®a pol ed

(a) (b)

Figura 6.2: Exemplo de arvores rotuladas.

Considerando a Figura 6.2, o centro da arvore em (a) é o vértice d, en-
quanto que o centro da drvore em (b) é o vértice a. O vértice d em (a)
possui menor excentricidade dentre todos os vértices, sendo igual a €(d) = 1,
enquanto que os demais vértices possuem excentricidade igual a 2. A mesma
situacdo é encontrada em (b), porém o vértice que possui a menor excen-
tricidade é o vértice a. Por outro lado, os vértices da arvore ilustrada na
Figura 6.3(a) possuem as seguintes excentricidades:

€(a) = 3,€(b) = 3,¢e(c) = 3,e(d) = 2,¢(e) =2,e(f) =3 e e(g) = 3.

Portanto os vértices d e e possuem os menores valores de excentricidade e
correspondem ao centro desta arvore.

6.2 Arvores Enraizadas

Em intimeras aplicagoes um dado vértice é designado para se tornar um
vértice raiz. A partir dele podemos associar uma direcao a cada aresta de
forma a criar um caminho direcionado do vértice raiz para cada vértice da
arvore. Isto leva ao conceito de drvore enraizada e também a definicao de
uma hierarquia entre os vértices. As Figuras 6.3(b) e (¢) mostram &rvores
enraizadas geradas a partir da arvore em (a), tendo como raizes os vértices a
e e respectivamente. E possivel alcancar qualquer vértice da arvore através
de um wnico caminho direcionado a partir do vértice raiz.

Se T'= (V, A) é uma &rvore enraizada e v,u € V sdo vértices quaisquer,
entdo u é pai de v e v é filho de u se existe um arco (u,v) € A. Dois vértices
sao chamados irmdaos quando possuem o mesmo pai. Um vértice u é ancestral
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C
®

Figura 6.3: Exemplo de arvores enraizadas. (b) e (c) sdo arvores enraizadas
geradas a partir de (a), com raizes a e e respectivamente
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de outro vértice v, se e somente existe um caminho direcionado na arvore
de u para v. Neste caso, v é um vértice descendente de u. Vértices que nao
possuem descendentes sao chamados vértices folha, e os demais vértices sao
chamados vértices internos da arvore. O vértice raiz é um vértice interno a
nao ser que ele seja o tnico na arvore. Neste caso, ele é considerado como
sendo um vértice folha.

Toda arvore com no minimo dois vértices tem no minimo duas folhas.
Um vértice folha v possui grau d(v) < 1, onde d(v) = 0, quando a arvore for
composta apenas por ele. Um vértice interno u de uma arvore possui grau
d(u) > 1. A remogao de uma folha de uma arvore com n vértices resulta
em outra arvore porém com n — 1 vértices. Portanto, para qualquer arvore
T=(V,A) nao trivial temos d(v) > 1 ,Vv € V. Usando esta informacao e os
Teoremas 1.1 e 6.2, temos o seguinte Corolario

Corolério 6.3. Para uma drvore 7' = (V, A), temos

> d(v) =2|A] =2|V| -2

veV

Uma subdrvore T" = (V'; A") de uma arvore T' = (V, A), i.e., denotada
por T C T, possui como raiz um vértice interno v de T e como vértices
internos todos os vértices descendentes de v e todas as arestas incidentes
a estes vértices em T. Formalmente, se 77 C T e v é raiz de T’, entao
u € V' seu € V e é descendente da raiz v em T, ou seja, se existe um
caminho direcionado em 7' com origem em v e destino em u. Em relacao
aos arcos, a = (z,y) € A’ se (x,y) € Aex,y € V'. As Figuras 6.4(a) e (b)
apresentam duas sub-arvores da drvore na Figura 6.3(b) com vértices raiz e
e d, respectivamente. Todos os vértices descendentes do vértice e da arvore
na Figura 6.3(b) compoem a sub-drvore na Figura 6.4(a), juntamente com
os respectivos arcos. O mesmo se aplica a sub-arvore da Figura 6.4(b).

Quando todos os vértices internos de uma arvore enraizada possuem no
maximo p filhos, entao dizemos que ela é uma &arvore p-aria. Uma arvore
enraizada é p-aria completa se todos os seus vértices internos possuem exa-
tamente p filhos. Quando p = 2, temos uma arvore binaria composta por
vértices com no maximo dois filhos. Nesta arvore, dizemos que um vértice
com dois filhos possui um filho a esquerda e outro a direita. A subarvore
enraizada com raiz no filho a esquerda é chamada subdrvore esquerda, en-
quanto que a outra subarvore é chamada subdrvore direita. Arvores binérias
sao comumente usadas para estruturar informagao para que esta seja aces-
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(a)

Figura 6.4: Exemplo de sub-arvores. (a) e (b) sdo sub-arvores da arvore da
Figura 6.3(b) com raizes e e d, respectivamente.

sada de forma eficiente. Nestes casos, elas sao chamadas de drvores bindrias
de pesquisa.

A arvore mostrada na Figura 6.3(c) é um exemplo de arvore 3-aria,
também chamada de ternaria. Esta arvore é completa pois todos os vértices
internos possuem exatamente 3 vértices filhos. Por outro lado, embora a
arvore mostrada na Figura 6.3(b) seja uma arvore terndria, ela nao é com-
pleta, pois o vértice e possui apenas dois filhos. Outro exemplo pode ser
visto na Figura 6.1(b) se considerarmos o vértice central como sendo um
vértice raiz. Neste caso, teremos uma arvore 6-aria. A arvore ilustrada na
Figura 6.1(c) pode também ser vista como drvore completa 3-aria se consi-
derarmos que o vértice do topo como vértice raiz.

O comprimento do caminho do vértice raiz até um vértice v qualquer
define o nivel do vértice v, denotado por [(v)!. O nivel de um vértice é
também chamado de altura do vértice na arvore. Por exemplo, considere a
arvore T' = (V, A) ilustrada na Figura 6.3(c). Os vértices de T' possuem os
seguintes niveis [(a) = 2,1(b) = 1,1(c) = 2,1(d) = 1,i(e) = 0 e l(f) = 2. Note
que o nivel do vértice raiz e é igual a 0, por outro lado o nivel do vértice a
é igual a 2. A partir desta informacao é possivel calcular a altura da arvore
T, denotada por h(T)?. Ela é definida pelo maior valor de nivel encontrado
considerando todos os vértices de T, i.e.,

h(T) = max [(v).

veV

Uma arvore p-aria de altura h é chamada balanceada se todos os vértices

116 a inicial da palavra level que corresponde & palavra nivel em inglés
2h é a inicial da palavra height que corresponde & palavra altura em inglés
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(b)

Figura 6.5: Exemplo de arvore balanceada. (a) é uma arvore ternaria balan-
ceada, enquanto que (b) é bindria porém nao balanceada.

folha possuem nivel igual ou a h ou h — 1. Se esta arvore é completa e todos
os seus vértices folhas estiverem a uma altura h, entao ela é chamada arvore
Arvore p-aria p-aria cheia. A Figura 6.5(a) mostra uma &rvore ternaria com raiz no vértice
Cheia a e altura igual a 3. Esta arvore é balanceada pois todos os vértices folha,
diferentes do vértice b, possuem altura igual a 3, enquanto b possui altura
igual a 2. Por outro lado, a drvore bindria em (b) nao é balanceada pois ela
possui altura igual a 3 e contém um vértice folha b com altura igual a 1.
A quantidade de vértices que uma arvore p-aria de altura h possui é obtida
somando o nimero de vértices a uma distancia 0, 1, ..., h da raiz. Assim
temos que

Teorema 6.6. Uma arvore p-aria de altura h possui no méximo p” vértices
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Figura 6.6: Exemplo de arvores de espalhamentos. (a) mostra um grafo G e
(b) e (c) mostram duas &rvores de espalhamentos de G.

(. 1l e
folha e no maximo "=} p’ = pfll vértices internos.

6.3 Arvores de Espalhamento

Como discutido na Se¢ao 1.1, qualquer grafo G possui um subgrafo, chamado
subgrafo de espalhamento ou subgrafo gerador, que contém todos os vértices
do grafo original. Quando este subgrafo nao possui ciclos ele é comumente
chamado de drvore de espalhamento ou drvore geradora. Quando o subgrafo
de espalhamento é desconexo, entao temos uma floresta de espalhamento,
onde cada componente conexo é uma arvore de espalhamento.

A Figura 6.6(a) mostra um grafo G' e duas arvores de espalhamentos de
G em (b) e (c). Cada drvore possui o mesmo conjunto de vértices de G e um
subconjunto das arestas que nao formam ciclos.

Uma questao que se colocar diretamente apds a apresentacao destas arvores
é quantas arvores de espalhamento podem ser obtidas a partir de um grafo
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G. Uma solucao simples e elegante para este problema foi dada por Cayley
através do seguinte Teorema.

Teorema 6.7. O nimero de arvores de espalhamento de um grafo G = (V, A)
¢ dado por
TG)=T(G—a)+T(G/a)

onde a € A e nao corresponde a um lago.

Através deste Teorema podemos observar que o numero de arvores de
espalhamento de G é obtido de forma recursiva. Inicialmente selecionando
uma aresta a qualquer e a usamos para realizar duas operacoes em G, ja
discutidas na Secao 2.2: a remocao de a, dada por G — a, e a operacao de
arco contracao em a, dada por G/a. A partir dai, o nimero de arvores de
espalhamento de G é igual a soma do ntimero de arvores de espalhamento de
G ap0s a remocao da aresta a, e de G apds a operagao de arco-contragao na
aresta a.

Para exemplificar este processo usaremos o grafo G = (V, A) ilustrado na
Figura 6.7 e a aresta a em destaque. De acordo com o Teorema 6.7, temos
que calcular G; = G — a e Gy = G/a, pois

T(G) = T(G1) + T(G)

Figura 6.7: Grafo G exemplo para o cédlculo do nimero de arvores de espa-
lhamento. A aresta em negrito é a selecionada para o Teorema 6.7.

Os grafos G e G4 sao ilustrados nas Figura 6.8(a) e (d), respectivamente.
Como estes grafos sao complexos, nao é possivel saber diretamente o niimero
de arvores de espalhamento de cada um deles. Devido a isto, utilizamos
novamente o Teorema 6.7 em G; e GG5. Para (G, selecionamos a aresta b,
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como ilustrado na Figura 6.8(a) a fim de obter G} = G7 — b e G| = G1/b,
ambos ilustrados em (b) e (c), respectivamente. Enquanto que para Go,
selecionamos a aresta ¢, ilustrada na Figura 6.8(d) para calcular G, = Gy —¢
e G = Go/c, ambos ilustrados em (e) e (f), respectivamente.

Dessa forma temos,

T(G)=T(G)+T(G]) e T(Gs)=TI(G,) + T(GS)

A partir destes grafos e analisando as Figuras 6.8(a)-(f), sabemos que
T(G}) =1e T(GY) = 2. Estes resultados se devem ao fato de G} ja ser uma
arvore, e Gf, para se tornar uma arvore deve selecionar uma das duas ares-
tas que sao incidentes no mesmo par de vértices. Cada uma destas arestas
juntamente com as demais da origem a uma unica arvore de espalhamento.
Portanto G possui exatamente duas arvores de espalhamento. Através des-
tes resultados obtemos 7 (G;) = 3. Usando o mesmo processo, sabemos que
T(G,) = 2 e T(GS) = 4, e consequentemente, T (G2) = 6. Utilizando os
resultados obtidos concluimos que 7(G) =9

(b) ()
(e) (f)
Figura 6.8: Arvores intermediarias utilizadas no clculo do nimero de drvores

de espalhamento do grafo G ilustrado na Figura 6.7. (a) G; = G —a e (b)
Gi=G1—b(c) Gl =G1/b(d) Gy =G/a (e) Gy = Gy — ¢ (f) GY = Gy/b.

X
(a)

X
(d)

Devido a recursividade, este processo pode ser muito complicado e demo-
rado quando o grafo é muito grande. Felizmente existe uma maneira mais
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direta de calcular o niimero de arvores de espalhamento de grafos genéricos.
Ele foi desenvolvido por Kirchhoff [19] e é baseado no calculo de determinante
de matrizes. Kirchhoff mostrou que o nimero de arvores de espalhamento
de um grafo G é determinado a partir do cofator® da matriz resultante da
subtracao da matriz de graus* pela matriz de adjacéncia, ambas do grafo G,
0 que é expresso através do o seguinte Teorema.

Teorema 6.8 (Teorema de Matriz-Arvore [20]). Dados um grafo G = (V, A)
sem loops com V' = {vy,vs,...,v,}, a matriz de adjacéncia D = [d; ;| de G,
onde d; ; representa o nimero de arestas entre os vértices v; e vj, e a matriz
de graus M = [m; ;] de G, onde m;; = d(v;) e m; ; = 0, para i # j, o nimero
de arvores de espalhamento de G pode ser obtido por

T(G) = (1) det Qs

onde (); ; ¢ a matriz resultante da eliminagao da linha ¢ e coluna j, relativos
ao elemento ¢; j, da matriz Q = M — D.

A aplicagao do Teorema 6.8 no grafo da Figura 6.7 é direta. Para facilitar
a visualizacao da solucao, os vértices serao associados aos rétulos de 1 a 5,
conforme podemos ver na Figura 6.9.

1 2

4 5

Figura 6.9: Grafo G exemplo para o cédlculo do nimero de arvores de espa-
lhamento.

Inicialmente calculamos sua matriz de adjacéncia D e a matriz de graus

3Dada uma matriz quadrada A = [a; ;] de ordem n, o cofator A; ; = (—1)"*7|D;;|, onde
|D;j| é o determinante da matriz resultante da remocéo da linha ¢ e coluna j da matriz A.

1A matriz de graus M = [m; ;] de um grafo é uma matriz diagonal tal que m; ; = d(v;)
em;; =0, para i # j, e d(v;) corresponde ao grau do vértice v;.
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M, as quais sao mostradas abaixo.

01100 20000
10100 02000
D=|11011|eM=|0042020
00101 00020
00110 0000 2

A matriz () resultante da subtracao da matriz M pela matriz D é dada
por
2 -1 -1 0 0
-1 2 -1 0 0
Q=1|-1 -1 4 -1 -1
o o0 -1 2 -1
0O 0 -1 -1 2
O célculo do cofator é realizado selecionando qualquer elemento da matriz

(), o qual, por conveniéncia, serd o elemento ¢;;. Portanto o ntmero de
arvores de espalhamento é dado por.

5 —1 0 0
-1 4 -1 -1
_ (1)L _
TG) = (=) det| 5 T [=9
o -1 -1 2

Quando o grafo é completo é possivel calcular facilmente o nimero de
arvores de espalhamento através de uma expressao simples desenvolvida por
Cayley [21] e apresentada pelo seguinte Teorema

Teorema 6.9 ([21]). Para um grafo completo K,,, o nimero de arvores de
espalhamento é dado por
7—( Kn> _ nn—2

Este teorema permite também obter a resposta para a seguinte pergunta:
quantas arvores rotuladas podemos gerar com um conjunto de n vértices, de
maneira que qualquer par de vértices possa ser adjacente. Observe que esta
pergunta é analoga a aquela que consiste em determinar o niimero de arvores
de espalhamento a partir de um grafo totalmente conexo com n vértices. Vale
ressaltar que o resultado obtido diz respeito ao nimero de arvores distintas,
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onde estas arvores podem ou nao ser isomoérficas entre si. Isomorfismo serd
discutido no Capitulo 1.6.

Se considerarmos o conjunto de vértices de K,, sendo definido por N =
{1,2,...,n} notaremos que n" 2 corresponde ao nimero de sequéncias de
tamanho n — 2 que podemos formar com os elementos definidos no conjunto
N. A relacao entre estas seqliéncias e as possiveis arvores geradoras associa-
das ao grafo K, é devido também ao trabalho de Priifer. Priifer [22] mostrou
que existe uma correspondéncia direta entre o conjunto de arvores de espa-
lhamento de K,, e o conjunto de todas as seqiiéncias de tamanho n — 2, de
maneira que cada arvore seja identificada de forma univoca por uma dada
sequiencia. A esta seqiiéncia é dado o nome codigo priifer.

O codigo Priifer é obtido através do seguinte processo. Considere uma
arvore T = (V, A) com n vértices rotulados de 1 a n. Por conveniéncia
denotaremos a arvore no instante ¢ > 0 por 7;, o vértice selecionado no
instante ¢ por s; e o vértice vizinho a s; por t;. Note que T} = T, i.e., no
instante 1 a arvore 77 é exatamente igual a arvore original 7.

Os vértices vizinhos assumem papel fundamental na construgao do coédigo,
pois eles compoem o cédigo Priifer. Por exemplo, para a arvore T', o cédigo
Priifer é dado por (tq,t,t3,...,t,_2). A questdao principal é como escolher
s;. Esta escolha é facil pois o vértice s; corresponde sempre ao vértice folha
de menor indice na arvore T;. Os passos abaixo descrevem o processo de
obtencao do cédigo Priifer:

1. No primeiro passo do calculo do codigo, s; é o vértice folha com menor
indice na arvore T'.

2. Em seguida, identificamos seu vértice vizinho t; para ser o primeiro
elemento do codigo Priifer.

3. Removemos s; e sua aresta incidente em 7} dando origem a arvore T5.
Nas demais iteracoes temos os seguintes passos. A cada instante 7,

1. O vértice s; é determinado e seu vértice vizinho t; passa a integrar a
1-ésima posicao do coédigo Priifer.

2. Em seguida, s; é removido da arvore T;, através da operagao T; — s;,
dando origem a uma nova arvore 7T;, .
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Este processo para apds a execucao da iteragao n — 2, i.e., quando sobrarem
apenas dois vértices na arvore. Neste momento temos todos os vizinhos dos
vértices selecionados e por conseguinte uma seqiiéncia de tamanho n — 2 que
corresponde ao codigo Priifer.

Figura 6.10: Arvore usada para o calculo do cédigo Priifer.

Os passos realizados para obter o cddigo Priifer da arvore ilustrada na
Figura 6.10 sao mostrados na Tabela 6.1. Esta tabela mostra a arvore cor-
rente T}, através apenas de seus vértices, o vértice selecionado s; e seu vértice
vizinho t;, e o codigo Priifer corrente. Como a arvore possui 9 vértices, este
processo tem apenas 7 iteragoes. Ao final da sétima iteracao temos o codigo
Priifer para T'. E importante enfatizar que este cédigo permite distinguir a
arvore das demais, i.e., nenhuma outra arvore de 9 vértices com os rotulos
de 1 — 9 possui este codigo.

Iteracao ¢ Arvore T; s; | t; | codigo Priifer
1 {1,2,3,4,5,6,7,8,9} | 1 | 4 | (4)
2 {2,3,4,5,6,7,8,9} 314 (4,4
3 {2,4,5,6,7,8,9} 6 |5 | (4,4,5)
4 {2,4,5,7,8,9} 712 (4,4,5,2)
5 {2,4,5,8,9} 8 [ 2] (4,4,5,2,2)
6 {2,4,5,9} 2 (4] (4,4,5,2,2,4)
7 {4,5,9} 45| (4,4,5,2,2,4,5)

Tabela 6.1: Passos realizados para obter o cédigo Priifer da arvore na Fi-
gura 6.10

Existem alguns pontos interessantes no cédigo que merecem destaque. Se

analisarmos o c6digo juntamente com sua arvore, veremos que cada vértice v
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aparece no codigo d(v) — 1 vezes, onde d(v) é o grau do vértice v. Isso ocorre
por alguns motivos. Primeiro é importante enfatizar que os vértices folha
sao usados apenas para a selecao dos vértices que irao compor o cédigo, os
quais correspondem aos vértices internos da arvore. Cada vértice interno v
possuird no maximo d(v) — 1 folhas, o que fard com que este vértice aparega
no cédigo exatamente d(v) — 1 vezes. Quando todas as suas d(v) — 1 folhas
forem removidas ele proprio se tornara folha. Neste momento, ele apenas
contribuird com o processo informando o seu vértice vizinho que ird compor
o codigo.

A partir de um cédigo Priifer P, podemos recuperar a arvore associada da
seguinte maneira. Primeiro, criamos um conjunto de vértices S que contenha
todos os vértices da arvore que nao aparecem no cédigo P. Como para uma
arvore com n vértices, temos sempre os rotulos de 1 a n, basta verificar
quais rétulos nao aparecem no cédigo e adicioné-los a S. A cada iteracao,
o conjunto S sofrera alteracoes na quantidade de seus elementos, por isso,
usaremos o termo .S; para representar o conjunto S no instante i. No primeiro
passo de iteragao, quando ¢ = 1, o conjunto S; contém todos os vértices
originais de S. De forma analoga, temos o codigo intermediario P; definido na
iteracao i, e quando i = 1, P; é exatamente igual ao codigo original P. Além
deles, usamos os termos s;, que corresponde ao elemento de menor rétulo do
conjunto S;, e o p; que corresponde sempre ao primeiro elemento do cédigo
P; | ie, o elemento mais a esquerda de P;. A partir destas informacoes,
a recuperacao da arvore associada ao codigo Priifer é feita pelos seguintes
passos:

1. No passo inicial, i = 1, selecionamos o vértice s;, de menor indice do
conjunto S, e o primeiro elemento p; do cdédigo P, para compor a
primeira aresta {s;,p;} da drvore que estd sendo recuperada.

2. Em seguida, removemos s; de S, gerando o conjunto Sy, e o primeiro
elemento p; de Py, gerando o cédigo Ps.

Os passos seguintes seguem a mesma légica, porém com uma sutil diferenca.

1. Na iteragao i, selecionamos o vértice s; do conjunto S; e o primeiro
elemento p; do codigo P;. Estes elementos irdo compor a aresta {s;, p;}.
Apoés isto, removemos s; de S; e o elemento p; de P;,. Isto gerara o
conjunto S; ;1 e o cédigo Pjyq.

2. Se p; nao aparecer mais em P, entao ele é adicionado a S;.1.
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O processo para quando o codigo P for completamente processado, i.e., ele
nao possuir mais elementos. Neste momento, existirao apenas dois elementos
no conjunto S;, os quais formarao a tltima aresta da arvore.

A partir do cédigo Priifer P = (4,4,5,2,2,4,5), gerado anteriormente, a
recuperacao da arvore associada é dada através da seguinte seqiiéncia de pro-
cessamento mostrada na Tabela 6.2. Observe que na iteracao 5, removemos
o elemento 2 do cédigo Priifer corrente, Ps. Como era a sua ultima apari¢ao
em P, ele foi adicionado ao conjunto Sg. O mesmo aconteceu com o elemento
4 na iteracao 6 que foi adicionado ao conjunto S;. Todas as arestas geradas
compoem o conjunto de arestas da arvore associada ao coédigo Priifer.

Iteragao i | P; i | S s; | Aresta
1 (4,4,5,2,2,4,5) | 4 | {1,3,6,7,8,9} | 1 | {1,4}
2 (4,5,2,2,4 5) 4 143,6,7,8,9} 3 | {3,4}
3 (5,2,2,4 5) 5 |{6,7,8,9} 6 | {5,6}
4 (2,2,4 ) 2 | {7,8,9} 71 {2,7}
5 (2,4, ) 2 | {8,9} 8 | {2,8}
6 (4,5) 1| {2,9} 2 | {2,4}
7 (5) 5 | {4,9} 4 | {4,5}
8 0 {5,9} {5,9}

Tabela 6.2: Recuperacao da arvore T a partir do cédigo Prufer

Como existe uma funcao bijetora entre a arvore e seu respectivo codigo
Priifer, cada permutacao dos elementos do cédigo levard a uma arvore distinta
da original, porém mantendo a mesma seqiiéncia de graus. Ou seja, as duas
arvores possuem 0s mesmos vértices com os mesmos graus por vértice porém
com conjuntos distintos de arestas, ja que existirao conexoes diferentes entre
os vértices. Por exemplo, se considerarmos o cédigo P’ = (2,4,5,4,2,4,5),
que corresponde a uma permutagao do cédigo P = (4,4,5,2,2,4,5), encon-
traremos uma arvore distinta da arvore mostrada na Figura 6.10. A arvore
associada ao cédigo P’, mostrada na Figura 6.11, é recuperada através dos
seguintes passos, mostrados na Tabela 6.3

A partir deste resultado concluimos que : Dada uma seqiiéncia de inteiros
positivos dy, ds, . .., d, totalizando 2n — 2, existem

(n—2)!
i (di = 1)
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Iteracao i | P, pi | S; s; | Aresta
1 (2,4,5,4,2,4,5) | 2 | {1,3,6,7,8,9} | 1 | {1,2}
p (4,5,4,2,4,5) |4 |{3,6,7,8,9} |3 | {3,4}
3 (5,4,2,4,5) 5 | {6,7,8,9} 6 | {5,6}
4 (4,2,4,5) 4| {7,8,9} 7 {4,7}
5 (2,4,5) 2 |48,9} 8 | {2,8}
6 (4,5) 4 12,9} 2 | {4,2}
7 (5) 5 | {4,9} 4| {4,5}
8 0 {5,9} 8 | {5,9}

Tabela 6.3: Recuperacao da &arvore associada ao cédigo Prufer P’ =
(2,4,5,4,2,4,5).

Figura 6.11: Arvore associada ao cédigo Priifer P’ = (2,4,5,4,2,4,5).

arvores que podem ser formadas a partir de um conjunto de n vértices tal
que o grau do vértice 7 € d;.

Vimos anteriormente que a partir de uma arvore 7' = (V, A) com |V| = n,
o codigo Priifer P tem n — 2 elementos, onde cada vértice v € V' aparecera
no cédigo exatamente d(v) — 1 vezes. Como cada permutagao dos elementos
de P corresponde a uma arvore, teremos uma quantidade de arvores igual ao
namero de permutagoes dos elementos de P, dado por

(n—2)!
T () — 1)

Portanto, a partir dos vértices da arvore da Figura 6.10, temos a seqiiéncia
de graus 4,3,3,1,1,1,1,1,1, onde o grau 4 esta associado ao vértice 4, e o
grau treés estd associado aos vértices 2 e 5. Portanto, o vértice 4 aparecera treés
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vezes no codigo enquanto que os vértices 2 e 5 aparecerao duas vezes cada. Os
demais vértices aparecerao zero vezes no codigo, pois correspondem a vértices
folha. Usando esta informacao, a quantidade de arvores que podemos gerar
com os vértices, mantendo os graus definidos acima, é igual a

7!
312121

As Figuras 6.10 e 6.11 ilustram duas arvores das 210 arvores possiveis. De
forma similar aos grafos, digrafos possuem arvores de espalhamentos, porém
elas sao orientadas. Uma arvore 7' é chamada de espalhamento orientada
de um digrafo D, se o grafo subjacente de T" é uma arvore de espalhamento
do grafo subjacente de D. Basicamente, estamos eliminando a orientagao
tanto de T' quanto de D para fazer esta verificacao. Além disso, em digrafos
encontramos os conceitos de arvore orientada de espalhamento de entrada
e arvore orientada de espalhamento de saida, também chamadas apenas de
arvore de espalhamento de entrada e drvore de espalhamento de saida. Uma
arvore T' é uma arvore de espalhamento de entrada de um digrafo D, deno-
tada por 7T, se possuir apenas o vértice s como vértice sumidouro, i.e., com
grau de saida d*(s) = 0. De forma similar, T é uma &rvore de espalhamento
de safda de um digrafo D, denotada por T.", se possuir apenas o vértice s
como vértice fonte, i.e., com grau de entrada d~(s) = 0. Neste tltimo caso,
esta arvore também é uma arvore enraizada tendo como raiz o vértice s. As
Figuras 6.12(b)-(d) mostram exemplos de arvores de espalhamento associa-
das ao digrafo em (a). A arvore em (b) é uma &rvore de espalhamento de
entrada com vértice sumidouro r, enquanto que a &rvore em (c) é uma arvore
de espalhamento de saida com vértice fonte s. Embora a drvore em (d) seja
uma arvore de espalhamento, ela nao é nem de entrada nem de saida.

De forma similar ao Teorema 6.8, o seguinte Teorema permite calcular a
quantidade de arvores de espalhamento de saida de um dado digrafo.

Teorema 6.10 ( [23]). Dados um digrafo simples D = (V,A) com V =
{v1,v2,...,v,}, sua matriz de adjacéncia L = [d; ;|, onde d; ; = 1 se (v;,v;) €
A e 0 se (v;,v;) ¢ A, e sua matriz de graus de entrada M = [m;;], onde
m;; = d (v;) e m;; = 0, para ¢ # j, o numero de arvores de espalhamento
de saida de D com raiz no vértice v; é dado por

T+(D7 Ui) = det Qz

onde Q); é a matriz resultante da eliminacao da linha i e coluna ¢ da matriz

Q=M — L.

= 210 arvores
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(a) (b) (©) (@)

Figura 6.12: Exemplos de arvores orientadas de espalhamento do digrafo
ilustrado em (a). (b) e (¢) correspondem as &arvores de espalhamento de
entrada e saida, respectivamente. (d) é uma arvore de espalhamento que nao
¢ nem de entrada nem de saida.

Para facilitar a visualizagao da aplicacao deste teorema considere o digrafo
ilustrado na Figura 6.13(a).

Vi Va2 vV V2 vy Vi Vi Va
V4 V3 V4 V3 V4 V3 V4 V3
(a) (b) (c) (d)

a C

Figura 6.13: Exemplos de arvores de espalhamento de saida do digrafo ilus-
trado em (a). (b)-(d) mostram as suas arvores de espalhamento de saida com
raiz no vértice vy.

Inicialmente calculamos as matrizes de adjacéncia L e de graus M, as
quais sao mostradas abaixo.

0110 200 0
0010 0200
L=11 1901 M=10g0930
1010 000 1

A matriz () resultante da subtracao da matriz M pela matriz L é dada
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por
2 -1 =1 0

0 2 -1 0

@= -1 -1 3 -1

-1 0 -1 1

A quantidade de arvores de espalhamento de saida de D com raiz no
vértice v; é dado

T+<D, 'Ul) = det Ql

onde ()7 é a matriz resultante da eliminacao da linha 1 e coluna 1, relativa
ao elemento ¢ 1, da matriz @, i.e.,

2 -1 0
THD,v)=det| -1 3 —1|=3.
0 -1 1

ou seja, o digrafo D possui 3 arvores de espalhamento de saida com raiz
no vértice vy, as quais sdo mostradas nas Figuras 6.13(b)-(d). O teorema
seguinte permite calcular o nimero de arvores de espalhamento de entrada e
saida de um multigrafo direcionado.

Teorema 6.11 ( [23]). Dados um multigrafo direcionado D = (V, A) com
V = {v1,v9,...,v,}, sua matriz de adjacéncia L = [d;;], onde d; ; é a quan-
tidade de arcos que partem de v; e atingem v;, com d;; = 0,V 7, e sua matriz
de graus de entrada M = [m; ;], onde m;; = d~(v;) e m;; = 0, para i # j, o
nimero de arvores de espalhamento de saida de D com raiz no vértice v; é
dado por

TH(D,v;) = det Q;

onde (); é a matriz resultante da eliminagao da linha ¢ e coluna ¢, relativos
ao elemento ¢;;, da matriz ) = M — L. Considerando a matriz de graus
de saida de D, como N = [n;;], onde n;; = d*(v;) e n;; = 0, para i # j,
o numero de arvores de espalhamento de entrada de D com sumidouro no
vértice v; é dado por

T=(D,v;) = det R;

onde R; é a matriz resultante da eliminagao da linha ¢ e coluna i, relativos
ao elemento r; ;, da matriz R = N — L.
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6.4 Exercicios

Exercicio 6.1. Determine o numero de vértices de wma drvore enraizada
p-dria completa de altura h.

Exercicio 6.2. Determine a altura h de uma drvore p-aria com | folhas.

Exercicio 6.3. Determine o numero de arestas de uma floresta que possui
t arvores e n vértices.

Exercicio 6.4. Mostre que se um grafo G € uma drvore com A(G) > k,
entdio G possui no minimo k vértices folha.

Exercicio 6.5. Mostre que toda drvore com exatamente dois vértices de grau
1 € um caminho.

Exercicio 6.6. Determine o numero de vértices internos e de folhas de uma
drvore p-dria cheia.

Exercicio 6.7. Determine o numero de vértices e de folhas de wma drvore
p-aria cheia com i vértices internos.

Exercicio 6.8. Determine o numero de vértices de uma drvore p-dria cheia
com | folhas.

Exercicio 6.9. Mostre que os vértices de origem e de destino do mais longo
caminho em uma drvore possuem grau igual a 1.

Exercicio 6.10. Determine o nimero de drvores de espalhamento que pode-
mos gerar com o conjunto de vértices V- = {1,2,3,4,5,6,7}, onde os vértices
possuem. 0s sequintes graus {3,1,2,1,3,1,1}, dados em ordem. Em sequida,
defina dois codigos Prifer e desenhe suas respectivas darvores.
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Capitulo 7

Planaridade

Este capitulo apresenta os principais conceitos e teoremas relacionados a area
de planaridade em teoria dos grafos. Uma das perguntas que tentaremos
responder com este estudo é a seguinte : é possivel desenhar um multigrafo
em um plano de forma que suas arestas nao se cruzem? Neste caso, como
estamos focando nossa atencao ao desenho do grafo no plano de forma que
o cruzamento das arestas nao ocorra, podemos entao levar os resultados que
serao apresentados para o dominio dos multigrafos direcionados considerando
sempre seu multigrafo subjacente, i.e., desconsiderando as orientagoes dos
arcos.

7.1 Multigrafos Planares

Antes de definirmos o que é um multigrafo planar, vamos imaginar o seguinte
problema: existem trés companhias que devem abastecer com gas, eletrici-
dade e agua trés prédios diferentes, os quais podem ou nao estar em frente
destas companhias, através de tubulagoes subterraneas. Estas tubulagoes po-
dem estar a mesma profundidade? Outro problema que poderiamos tentar
responder é: dada uma representacao logica de um circuito na forma de um
grafo, serd que ela pode ser impressa em uma placa fisica de forma que as
conexoes entre os elementos do circuito nao se cruzem? Responder a estas
perguntas equivale a verificar se o grafo associado ao problema é planar ou
nao.

Definigao 7.1. Um multigrafo G = (V, A) é planar sse existe uma fungao
de mapeamento f que mapeia G para o espaco R? de forma que a) cada
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vértice seja mapeado para um ponto distinto de R? e b) cada aresta (u,v)
seja mapeada para uma curva C(,,) com extremidades em f(u) e f(v), onde
nenhum par de curvas se intercepte, com excecao de suas extremidades.

Usando a definicao supramencionada, temos que

Definicao 7.2. Um multigrafo direcionado D = (V, A) é planar sse seu
multigrafo subjacente é planar.

Existem intimeras fungoes que mapeiam os vértices e arestas de um mul-
tigrafo para pontos em R? de forma que as estas arestas nao cruzem. Cada
mapeamento define um desenho de G em R?. Os desenhos que obedecerem
aos critérios definidos acima serao chamados de realizacao grdfica planar de
GG, ou simplesmente, realizacao planar de G. A Figura 7.1 mostra diferentes
desenhos do K35 no plano. Apenas as Figuras 7.1(b) e (c) sao realizagoes
planares. Note que é necessario apenas uma unica realizacao planar para
tornar um dado grafo planar.

(a) (b) (c)

Figura 7.1: Grafo K35 desenhado no plano. (b) e (c) correspondem a exem-
plos de realizacao planar de K.

A realizacio planar de um dado multigrafo G divide o plano R? em um
conjunto regioes maximais chamadas de faces de GG, onde qualquer par de
pontos dentro desta regiao pode ser conectada por uma curva sem interceptar
G. E natural chamar cada curva da realizacao planar de aresta. Cada aresta
faz fronteira com 1 ou 2 faces. A Figura 7.2 ilustra uma realizacao planar
onde as arestas a e b sdo as Unicas a fazerem fronteira com apenas uma tinica
face. Note que a regiao cinza nao é delimitada por uma face, porém ela faz
fronteira com a realizacao planar. Devido a isso, ela é chamada ou de face
ilimitada ou de face externa ao grafo. Assim, nesta realizacao planar temos
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Figura 7.2: Exemplo de Grafo Planar

tres faces F', I} e Fy, onde a face F' ¢é a face externa ao grafo.

Cada face f possui um grau, denotado por d(f) ' que é definido pela
quantidade de arestas que estao na sua fronteira. Na realizacao planar ilus-
trada na Figura 7.2, as faces F, F| e F, possuem d(F) =7, d(F}) = 6 ¢
d(Fy) = 3 graus, respectivamente. Uma aresta que esta na fronteira de ape-
nas uma face é contada duas vezes no calculo do grau daquela face, por isso
a face F' tem grau igual a 7, enquanto que a face Fy possui grau igual a 3.
Se somarmos o grau de cada face de um dado grafo, veremos que cada aresta
serd contada exatamente duas vezes, ou seja, duas vezes ou pela mesma face
ou uma vez por cada uma das faces que faz fronteira com a aresta. Assim
temos o seguinte teorema,

Teorema 7.1. Se G = (V, A) é multigrafo planar entao

> d(f) =2|4],

fer

onde F' é o conjunto das faces da realizacao grafica de G, incluindo a face
externa a (.

A partir da realiza¢do planar de um grafo planar G = (V, A) é possivel
encontrar um grafo geométrico dual,G* = (V*, A*) planar o qual é obtido da
seguinte maneira. Cada face f de (&, incluindo a face externa correspondera
a um vértice vy € V* em G*. Dois vértices v}, vy € V* serdo adjacentes
em G* se as faces associadas a eles, f e h, compartilharem pelo menos uma

Notacao similar & usada para expressar o grau de um dado vértice.
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aresta. Cada aresta a € A em GG dard origem a uma aresta a* € A* que sera
incidente aos vértices em G* cujas faces correspondentes em G compartilham
a. Como o grau de cada face f é definido pelo nimero de arestas que estao
em sua fronteira, o vértice v} associado a esta face tera grau igual ao grau
de f, ie.,

a(f) = d(v})

A Figura 7.3(a) mostra a realizacdo planar de um grafo planar G e o
(b) grafo dual correspondente. Para facilitar a legibilidade da figura, cada
aresta mostrada em (a) é apresentada com o mesmo rétulo em (b). De forma
similar, cada face em (a) estard associada ao vértice de mesmo rétulo em (b).
Neste exemplo, o grafo dual associado é um pseudo grafo ja que a aresta a,
em (a) faz fronteira apenas com a face F;. Como um grafo planar qualquer
pode possuir varias realizacoes planares, entao ele pode ter associado varios
grafos geométricos duais, um grafo dual para cada uma de suas realizagoes
planares. A Figura 7.4 mostra (a) outra realizagao planar do grafo G. Note
que o (b) grafo geométrico dual correspondente ¢é diferente daquele ilustrado
na Figura 7.4(b).

Figura 7.3: Exemplo de Grafo Geométrico Dual. (b) é o grafo geométrico
dual da realizac@o planar em (a).

7.2 Teorema de Euler

Euler propos uma expressao simples que relaciona o nimero de vértices,
arestas e faces de um grafo conexo. Embora esta expressao faca referéncia a
grafos simples, ela é diretamente aplicada a multigrafos.

This work is licensed under CC BY-NC-SA 4.0. To view a copy of this
license, visit https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0



7.2 Teorema de Euler 151

(a)

Figura 7.4: Exemplo de Grafo Geométrico Dual. (b) é o grafo geométrico
dual da realizagao planar em (a).

Teorema 7.2 (Teorema de Euler - Grafos Conexos). Seja G = (V, A) um
grafo conexo planar com f faces e n vértices, i.e., |V| = n, e m arestas, i.e.,
|A| = m, entao

n—m+f=2

Para grafos desconexos com p componente conexos temos o seguinte teo-
rema,

Teorema 7.3 (Teorema de Euler - Grafos Desconexos). Seja G = (V, A) um
grafo planar com p componentes conexos, f faces e n vértices, i.e., |[V| =n,
e m arestas, i.e. |A| = m, entao

n—m+f=p+1

Note que quando p = 1, o grafo é conexo, entao temos a expressao defi-
nida no Teorema 7.2. A partir destes teoremas podemos concluir que qual-
quer realizacao planar de um dado grafo particionars o espaco R? na mesma
quantidade de regioes,

Corolario 7.1. Todas as realizagoes planares de um multigrafo G' planar
conexo ou nao tém o mesmo numero de faces.

Além disso, usando os teoremas supracitados podemos encontrar ex-
pressoes que relacionam o ntimero de vértices ao de arestas de um dado
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multigrafo sem fazer referéncia explicita ao nimero de faces. Inicialmente,
vamos considerar um multigrafo conexo G = (V, A) planar com |V| > 3
com faces delimitadas por exatamente 3 arestas. Um exemplo é ilustrado na
Figura 7.5. Usando o Teorema 7.1 temos,

Figura 7.5: Exemplo de Grafo Planar com todas as faces com grau 3.

3f =2m

onde f é o nimero de faces de G e m = |A|. Se em G, algumas faces tiverem
grau maior que 3, sabemos que

3f <2m
A partir do teorema de Euler para grafos conexos, temos
f=2—m+m
o que nos leva a
3(2—n+m) <2m
resultando na seguinte desigualdade
m<3n—=6

Se usarmos esta desigualdade para testar a planaridade do grafo K5 ob-
teremos o seguinte resultado,

10<35—-6—10<09.
o que ¢ falso e mostra que K5 nao ¢é planar. Note que K5 possui 5 vértices e

10 arestas. Este resultado nos leva ao seguinte teorema.
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Teorema 7.4. K5 nao é planar.

Entretanto esta desigualdade nao se aplica ao grafo K3s. Como Kj3
possui 6 vértices e 9 arestas, a desigualdade acima resultaria em

9<36—-6—9<12

0 que nos leva a uma conclusao errada, pois K33 nao é um grafo planar.
Esta conclusao errada foi oriunda da desigualdade que aplicamos. Anterior-
mente assumimos que os grafos possuiriam faces delimitadas por no minimo
3 arestas, porém o grafo K33 nao possui faces triangulares. Ele é um grafo
bipartido e cada uma de suas faces é delimitada por no minimo 4 arestas.
Assim, a nossa desigualdade inicial deve ser alterada para considerar grafos
com faces que tenham grau no minimo igual a 4. Isso nos leva a

A4f <2m — 2f <m
Novamente usando o teorema de Euler para grafos conexos, temos
f=2—n+m
0 que nos leva a
22—n+m)<m
resultando na seguinte desigualdade
m<2n—4

Realizando novamente o teste de planaridade do grafo K33 com esta nova
desigualdade, encontramos

9<26—-4—-9<8
Assim, chegamos ao seguinte teorema
Teorema 7.5. K33 nao ¢ planar.

Um fato curioso é que os grafos K, com n < 4 assim como os grafos K, ,
com p < 3 e g < 2 sao planares. Porém grafos K, com n > 5 ou K, ,, com
p,q > 3 nao sao. Isso se deve ao fato de que K,,, com n > 5, contém um
subgrafo K5 enquanto que o grafo K,, com p,q > 3 contém um subgrafo

K373.
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7.3 Teorema de Kuratowski

Teorema 7.6 (Teorema de Kuratowski). Um grafo G = (V, A) ¢ planar sse
nao contém um subgrafo que pode ser contraido aos grafos K5 ou K3 3 através
de sucessivas operagoes de arco-contragao.

Dado um grafo G = (V, A), uma operacao de arco-contragdo em uma
aresta a = (v,u) € A onde ou d(v) ou d(u) é 2, leva a um grafo isomorfico
ao grafo reduzido a partir de G pela operagao de supressao do vértice (ver
Secao 2.2.8) de grau 2 que é extremidade de a (verifique!). Esta conclusao
leva ao seguinte teorema

Teorema 7.7 (Teorema de Kuratowski). Um grafo G = (V, A) é planar sse
nao contém um subgrafo homeomorfo a K5 ou Kj 3.

Dois grafos Hy e Hy sao homeomorfos se eles podem ser obtidos a partir
de um grafo G através de sucessivas operagoes de subdivisao e supressao(ver
Secao 2.2.8). Note que a operagao de subdivisao é a operacgao inversa da
operagao de supressao. A Figura 7.6(a) mostra o grafo de Petersen com as
arestas a-e em destaque. Se aplicarmos a operacao de arco-contragao nestas
arestas, obteremos o grafo K5. Logo, o grafo de Petersen nao é planar.
A Figura 7.6(b) ilustra outro exemplo de grafo nao planar. Se realizarmos
operacoes de arco-contracgao nas arestas a-d obteremos o grafo K 3. Note que
o resultado seria o mesmo se tivéssemos realizado a operacao de supressao
dos vértices em cinza.

7.4 Exercicios

Exercicio 7.1. Mostre que se G = (V, A) é um grafo planar conexo onde
cada face de G € um t-circulo entao

t(n —2)
2

m =

onden = |V| em = |A|

Exercicio 7.2. Mostre que se todas as faces de uma realizag¢ao planar de um
grafo planar G tém grau par entao o grafo geométrico dual G* correspondente
serd euleriano.
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e\

(a) (b)

Figura 7.6: Exemplos de grafos nao planares.

Exercicio 7.3. Mostre que se G = (V, A) um grafo planar com p compo-
nentes conexos, [ faces e n vértices, i.e., |V| =n e m arestas,i.e. |A| =m,
entao

n—m+f=p+1

Exercicio 7.4. Mostre que qualquer drvore T' com n > 1 vértices possui uma
unica realizagao planar.

Exercicio 7.5. Mostre que o grafo obtido a partir da remogdao de uma aresta
qualquer do grafo K33 € um grafo planar

Exercicio 7.6. Mostre que o grafo obtido a partir da remogao de uma aresta
qualquer do grafo K5 ¢ um grafo planar

Exercicio 7.7. Mostre que se todos os ciclos de um grafo conexo planar
G = (V, A) possuirem pelo menos k arestas entao

k
Al < m(\v\ —2)

a sequinte o grafo obtido a partir da remoc¢ao de uma aresta qualquer do
grafo K5 € um grafo planar

Exercicio 7.8. Mostre que todo grafo roda W, € isomorfico ao seu grafo
geométrico dual.
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Capitulo 8

Coloracao

Este capitulo discute os principais conceitos relacionados aos problemas de
coloracao de grafos. Algumas das perguntas que tentaremos responder sao
se dado um grafo G é possivel ou nao colorir seus vértices com uma quanti-
dade limitadas de cores de forma que cada vértice adjacente tenha uma cor
diferente; ou a partir de um grafo (G, a quantidade de maneiras que podemos
colorir as arestas de GG de forma que arestas incidentes em um mesmo vértice
tenham cores diferentes. Respostas a estas perguntas sao importantes em di-
versos problemas combinatérios. Um exemplo cléssico é o seguinte: imagine
que devamos reunir pessoas para participarem de um ou mais comités de ava-
liacao em uma determinada conferéncia. Qual deve ser o escalonamento de
horarios para o encontro dos membros destes comités para permitir que todos
os membros participem de todas as atividades realizadas por seus respectivos
comites?

8.1 Grafos Coloriveis

Embora o problema de coloracao de grafos seja abstrato, as cores usadas
para colorir um grafo podem ter iniimeros significados. Elas podem repre-
sentar diferentes tipos de informacao como horarios, recursos, atividades,
entre outros. Para o problema de escalonamento mencionado anteriormente,
temos que inicialmente modelar as instancias do problema como um grafo.
Cada comité correspondera a um vértice no grafo, e dois vértices serao ad-
jacentes sse os comités correspondentes possuirem pessoas em comum. A
Figura 8.1(a) mostra uma instancia deste problema. Nela existem 9 comités
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e cada um deles esta associado a um vértice do grafo. Pessoas que participam
de multiplos comités impoem restricoes que sao representadas pelas arestas
deste grafo. Por exemplo, a aresta entre os vértices 1 e 2 indica que existe
pelo menos uma pessoa participa de ambos os comités. O mesmo acontece,
por exemplo, na aresta entre os comités 5 e 4. Os triangulos existentes no
grafo podem estar indicando que uma ou mais pessoas participam dos trés
comiteés associados aos vértices destes triangulos. Este é o caso do triangulo
formado pelos vértices 5, 4 e 9.

2

Figura 8.1: Exemplo de Coloragao. (b) é uma possivel coloragao dos vértices
do grafo em (a).

A partir deste grafo devemos colorir seus vértices. Cada cor estara associ-
ado a um horario especifico. A solucao mais direta seria atribuir um horario
para cada vértice, porém nao seria a melhor solucao possivel. Cada horario
pode implicar em custos. Assim concentrar os encontros dos comites, fazendo
com que alguns sejam realizados em sessoes paralelas, fard com que a quan-
tidade de horarios usados seja menor impactando possivelmente a logistica
do evento. Como dito, as arestas impoem restrigoes ao nosso problema. Por
exemplo, a aresta entre os vértices 1 e 2 informa que pelo menos uma pessoa
participa destes dois comités. Assim eles devem ser reunir em horarios dife-
rentes. Note que este nao é o caso para os comités 5 e 6 ou 9 e 3. Portanto,
uma possivel coloracao do grafo ilustrado na Figura 8.1(a) é mostrada em
(b). Note que foram usadas apenas 3 cores, ou seja, 3 horarios diferentes é
o suficiente para que todos os comités consigam se reunir de forma que cada
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participante participe das reunioes dos seus respectivos comités. Na solugao
mais direta, a resposta seria 9 horarios.

Entao, os vértices deste grafo poderiam ser coloridos com no minimo 3 e
no maximo 9 cores diferentes. Existem intimeras maneiras de associarmos as
cores aos vértices de forma que vértices adjacentes tenham cores diferentes.
A Figura 8.1(b) mostra apenas um exemplo

Defini¢ao 8.1. Uma k-coloragao de um grafo G = (V, A) é uma uma fungao
de rotulamento f : V' — S, onde S correspondem a um conjunto de cores e
|S| = k. Os vértices associados a uma cor formam uma classe de cores.

Definicao 8.2. Uma k-coloracao é propria se os vértices adjacentes de um
grafo tiverem rétulos (cores) diferentes. Um grafo é k-colorivel se ele tem
uma k-coloragao prépria. O nimero cromdtico x(G) é o menor k tal que G
é k-colorivel.

Em uma coloracao propria, cada classe de cores corresponde a um con-
junto independente. Na Figura 8.1(b), podemos notar que os vértices 2,5,6
e 8 nao sao adjacentes entre si e por isso possuem a mesma cor. Logo se
um dado grafo G é k-colorivel, entao seu conjunto de vértices esta sendo
particionado em k conjuntos independentes.

Note que o fato de um grafo ser k-colorivel nao implica que ele seja um
grafo k-partido. Como vimos na Secao 4.2, para que um grafo seja k-partido,
ele deve obedecer a alguns critérios, entre eles aquele que define que &k é o
menor nimero de particionamentos dos vértices do grafo de forma que cada
particao corresponda a um conjunto independente. Essa restrigao ¢ impor-
tante, caso contrario terfamos classificacbes problematicas. Por exemplo,
qualquer grafo com n vértices pode ser colorido propriamente com n cores,
entretanto isso nao o torna n-partido. Um grafo ciclo C),, com n par, é
um grafo bipartido e pode ser colorido propriamente com n cores diferentes,
porém sabemos que x(C,,) = 2 para n par. Note que como as defini¢oes acima
focam na adjacéncia e coloragao dos vértices, elas sao diretamente aplicadas
a multigrafos , porém nao a pseudografos. Pseudografos permitem lagos e
por isso nao sao coloriveis.

Apesar de termos destacado que um grafo k-colorivel nao implica que
ele seja um grafo k-partido, temos que um grafo G com niimero cromatico
X(G) = k implica que o grafo seja k-partido. Neste caso, x(G) define a menor
quantidade de cores que podemos usar para colorir um grafo propriamente, e
consequentemente o menor particionamento dos vértices de G de forma que
cada particao corresponda a um conjunto independente. Assim temos que
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Teorema 8.1. Um grafo G é k-partido sse seu nimero cromético for igual
ak,ie., x(G) =k.

A Figura 8.2 ilustra uma possivel coloracao para o grafo de Petersen.
Este grafo é 3-partido logo seu niimero cromatico é 3. Se olharmos apenas
os ciclos destacados nesta figura veremos que eles possuem uma quantidade
impar de vértices, e devido a isto necessitam de 3 cores para serem coloridos
propriamente.

Figura 8.2: Exemplo de Coloragao - Grafo de Petersen.

Analisando as propriedades e caracteristicas de cada grafo podemos deri-
var algumas relagoes envolvendo o ntimero cromatico. Por exemplo, a prin-
cipal caracteristica de um grafo colorido propriamente é que seus vértices
adjacentes devem ter cores diferentes. Baseado nisto, qual seria a relacao
entre o nimero cromatico e o grau dos vértices de um dado grafo? Conside-
rando um grafo simples G = (V, A) com n vértices, saberemos que o grau de
qualquer vértice estara no seguinte intervalo,

0<dv)<n-—1

o que indica que um dado vértice v pode ter nenhum vizinho ou ser vizinho
de todos os outros vértices no grafo. O primeiro caso pode ser facilmente
ilustrado por um grafo totalmente desconexo, enquanto que o ultimo por um
grafo totalmente conexo. No primeiro caso, a quantidade minima de cores
para colorir propriamente este grafo é igual a 1. Enquanto que no tltimo,
a quantidade seria igual a quantidade de vizinhos de v, ja que cada vértice
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é adjacente aos demais, mais uma unidade, que seria a cor atribuida a v.
Assim, temos o seguinte teorema.

Teorema 8.2. Para qualquer grafo G, o nimero cromatico x(G) é no maximo
uma unidade a mais que o maior grau, A(G), de G, ou seja, x(G) < 1+A(G).

Continuando, qual seria a relacao de um clique com o nimero cromatico
de um grafo? Um clique é um subgrafo completo maximal, i.e., é um subgrafo
onde cada vértice é adjacente aos demais. Assim se um grafo possui um clique
de tamanho 4, ele precisara de pelo menos 4 para ser colorido propriamente.
Como um grafo pode possuir intimeros cliques, convém relacionar o niimero
cromatico do grafo com o tamanho do maior clique. Portanto,

Teorema 8.3. Para qualquer grafo G = (V, A), x(G) > w(G) onde w(G) é
o ntimero de clique! de G;

A Figura 8.1(a) mostra um exemplo onde o maior clique tem tamanho 3
dado pelo subgrafo que forma um triangulo. Na Figura 8.2, temos o grafo de
Petersen com dois ciclos C5 que nao compartilham arestas. Focando nossa
atencao apenas para um dos ciclos veremos que o maior clique é definido por
qualquer uma das arestas, ou seja, o maior clique terd tamanho igual a 2.
Porém como o ciclo tem comprimento impar, ele serd colorido propriamente
com no minimo 3 cores.

Em relagao aos conjuntos independentes, qual seria sua relagao com o
nimero cromatico? Sabemos que particionando os vértices de um grafo em
conjuntos independentes encontraremos a quantidade de cores que podemos
colorir propriamente os vértices do grafo. Neste caso, cada cor distinta serd
atribuida a cada conjunto independente. Considere que tenhamos um grafo
G = (V, A) e queiramos saber aproximadamente a quantidade de conjuntos
independentes que ele possui, tendo como uma tnica informagao o tamanho
do maior conjunto independente. Se o maior conjunto independente tem
tamanho «(G) e este grafo possui n vértices, i.e., |V| = n, entdo podemos
assumir alguns cenarios. O primeiro é que todos os conjuntos independen-
tes tém o mesmo tamanho, o qual é igual a a(G), assim a quantidade de
conjuntos independentes de G serd igual a |V|/a(G). Esse é o caso de gra-
fos k-partidos completos com conjuntos independentes de mesmo tamanho.

'Ntmero de clique é definido na Secdo 4.1 e corresponde ao tamanho do maior clique
de um grafo.
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Porém, sabemos que esta situacao ideal é bem especifica e é bem provavel
que existam mais conjuntos independentes com tamanhos inferiores a o(G).
Um exemplo direto é o grafo ciclo C, destacado em vermelho na Figura 8.2.
O tamanho do maior conjunto independente € igual a 2 e qualquer particio-
namento dos vértices em conjuntos independentes resultard em 3 conjuntos
independentes maximais. A partir desta analise, temos o seguinte teorema
como resultado.

Teorema 8.4. Para qualquer grafo G = (V, A), x(G) > |V|/a(G), onde
a(@) é o nimero de independéncia? de G.

8.2 Grafos Aresta-Coloriveis

Até o presente momento discutimos a coloracao de vértices de um grafo.
Porém, existem intimeros problemas do mundo real que focam na coloracao
das arestas. De forma similar a coloracao de vértices, as cores associadas
as arestas podem possuir intimeros significados, como capacidade, tempo,
energia, etc. Abaixo temos algumas defini¢goes que sao muito parecidas com
aquelas apresentas na se¢ao anterior.

Defini¢ao 8.3. Uma k-coloragao de aresta de um grafo G = (V, A) é uma
fungao de rotulamento f : A — S, onde S correspondem a um conjunto de
cores e |S| = k. As arestas de uma mesma cor formam uma classe de cores.

Definicao 8.4. Uma k-coloragao de arestas é prdpria se arestas incidentes
em um mesmo vértice de um grafo tiverem rétulos (cores) diferentes. Um
grafo é k-aresta colorivel se ele tem uma k-coloragao propria de arestas. O
nimero cromatico de aresta x'(G) é o menor k tal que G é k-aresta colorivel.
Este nimero também é chamado de indice cromdatico.

Cada conjunto de arestas que possuem a mesma cor em uma k-coloracgao
propria de arestas é formado por arestas que nao compartilham vértices entre
si. Isso nos leva a relacionar este conjunto ao conceito que vimos anterior-
mente sobre emparelhamento na Secao 4.5, j4 que um emparelhamento de
um grafo G' é um conjunto de arestas que nao compartilham vértices entre
si. Como em uma k-coloragao propria de arestas, arestas incidentes em um

2Ntimero de independéncia ¢ definido na Secdo 4.2 e corresponde ao tamanho do maior
conjunto independente de um grafo.
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mesmo vértice devem ser coloridas com cores diferentes, podemos concluir di-
retamente que para qualquer grafo G = (V, A), X'(G) > A(G). Os teoremas
abaixo definem mais precisamente a relagao entre x'(G) e A(G).

Teorema 8.5 ([24]). Se G é um grafo bipartido, entao x'(G) = A(G).
Teorema 8.6 ([25]). Se G é um grafo simples, entdao x'(G) < A(G) + 1.

Teorema 8.7 ([26]). Se G = (V, A) é multigrafo entao x'(G) < A(G)+u(G),
onde p(G) é a multiplicidade maxima de aresta, i.e., u(G) = max,e 4 pu(a)’.

8.3 Polinomio Cromatico

A partir de um conjunto de cores disponiveis é possivel determinar a quanti-
dade de maneiras que um grafo pode ser colorido propriamente. Por exemplo,
se tivermos disponivel um conjunto de cores S de tamanho k, a quantidade de
maneiras que podemos colorir um vértice é igual a k. Se um grafo G = (V, A)
é totalmente desconexo e tivermos que colorir seus vértices com as cores deste
conjunto, G podera ser colorido de k™ maneiras diferentes, onde |V| = n. Ou
seja, como para cada vértice temos k possibilidades e temos n vértices, entao
a quantidade de maneiras é definida como

kkk.. k=Ek"
—_———

n vezes

Esta expressao relaciona o nimero de vértices com o nimero de cores
disponivel na forma de um polinémio. Para um grafo mais geral, temos que

Definicao 8.5. Dado k € N, onde N é o conjunto dos niimeros naturais, e
um grafo G = (V, A), x(G; k) é o nimero de maneiras que podemos colorir
propriamente G' com um conjunto S = {1,2,...,k} de cores de forma que
nem sempre todas as cores sejam usadas pela funcao f: V — S.
Polinémio

A funcao x(G; k) também é chamada de polindomio cromdtico de G quando Cromético
é definida em funcao de k. No caso do grafo desconexo com n vértices
ilustrado anteriormente, temos

X(Kpi k) = k"

30 conceito multiplicidade de aresta é definido na Segao 1.1.
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Quando k < x(G) entao x(G; k) = 0, i.e., a quantidade de cores disponiveis
para colorir propriamente o grafo é menor que seu nimero cromatico. Porém,
se k > x(G) entao x(G; k) > 0.

Como exemplo, vamos considerar que existam k cores disponiveis no con-
junto S, i.e., |S| = k, para colorir o grafo GGy ilustrado na Figura 8.3(a). Para
determinar o polinémio cromatico x(G1; k) temos que saber a quantidade de
maneiras que temos para colorir cada um dos vértices de GG;. Neste exemplo,
o vértice a pode ser colorido por qualquer uma das k cores. Porém, o vértice
b s6 pode ser colorido por k — 1 cores, ja que uma das cores do conjunto S
ja foi atribuida ao vértice a. Como o vértice c é adjacente apenas ao vértice
b, podemos considerar que existem disponiveis £ — 1 cores ja que uma das
cores de S foi atribuida ao vértice b. Assim, multiplicando estes resultados
temos o seguinte polinomio croméatico

(G k) = k(k — 1)(k — 1) = k(k — 1)%

(a) (b)

Figura 8.3: Coloracao de Grafos. (a) arvore com 3 vértices. (b) grafo com-
pleto K3.

Por outro lado, o grafo Gy, ilustrado na Figura 8.3(b), é um grafo com-
pleto K3. De forma similar ao processo feito anteriormente, podemos comecar
determinando a quantidade de cores que podemos associar ao vértice a.
Como ainda nao atribuimos nenhuma cor a qualquer vértice, o vértice a
pode ser colorido por qualquer uma das k cores, enquanto que o vértice b s6
pode ser colorido por k — 1 cores, j4 que uma das cores do conjunto S ja foi
atribuida ao vértice a. Porém para o vértice ¢, temos uma pequena mudanca
em relacao a solucao anterior. O vértice ¢ é adjacente agora aos vértices a
e b, e ja4 associamos uma cor a cada um destes vértices. Entao temos agora
apenas k — 2 cores disponiveis. Assim, multiplicando estes resultados temos
o seguinte polinomio cromatico

X(Goi k) = k(k — 1)(k — 2) = k% — 3k* + 2k.
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Generalizando este tltimo resultado para grafos completos com n vértices,
K, temos
X(Kn k) =k(k—=1).(k—2)...(k—n+1),

(i k) = ( " )m

Teorema 8.8. Se T'= (V, A) é uma arvore com n vértices, |V|=mn,ek éo
nimero de cores disponiveis, k € N, entao

ou seja,

(T k) = k(k —1)"1.

Considere a arvore ilustrada na Figura 8.4 e um conjunto S, com |S| = k
e k > 2. Escolhemos inicialmente qualquer vértice. Para facilitar a aplicacao
do teorema acima, iremos escolher o vértice a. Este vértice pode ser colorido
com qualquer uma das k cores disponiveis. Os demais vértices serao coloridos
tendo como base este vértice inicial. Assim, o vértice b por sua vez pode ser
colorido com qualquer uma das k — 1 cores restantes disponiveis, ja que uma
das cores de S ja foi atribuida ao vértice a. Seguindo a ordem, o vértice ¢
pode ser colorido com também k — 1 cores, pois ele é adjacente apenas ao
vértice b, entao ele pode repetir a cor do vértice a porém nao pode usar a cor
atribuida ao vértice b. Seguindo este raciocinio, os demais vértices poderao
ser coloridos com k—1 cores, e portanto, o polindomio cromatico para a arvore
T com 9 vértices, considerando |S| =k é

(T k) = k(k — 1),

Uma das maneiras para calcular o polinomio cromatico de um grafo
genérico é através da seguinte equacdao de recorréncia cromdtica,

Teorema 8.9. Se G = (V, A) é um grafo simples e a € A entdo

X(Gi k) = x(G —a; k) — x(G/a; k).

Esta equacao indica que o polinomio cromatico de um grafo genérico G
pode ser encontrado considerando o polindmio cromatico de G' sem uma dada
aresta a subtraido do polinomio cromético do grafo resultante da operacao de
arco contracao da aresta a de G. Note que uma aresta a = {u, v} impoe uma
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Figura 8.4: Coloracao de Arvores.

restricao as possibilidades de cores que podem ser atribuidas aos vértices u
e v. A operagao GG — a leva a um grafo onde os vértices u e v podem assumir
quaisquer cores inclusive a mesma cor. A operagao G/a, como definida an-
teriormente na Segao 2.2.7, contrai a aresta a unindo os vértices u e v. No
calculo do polinomio cromaético, a intencao é fazer como que u e v tenham
a mesma cor. Assim, neste cdlculo temos x(G — a;k) como o polinémio
cromatico onde u e v podem ter a mesma cor, o que nao ¢ permitido em G,
pela prépria presenca de a, e o x(G/a; k) como o polinémio cromético onde
u e v possuem a mesma cor. Embora a expressao recursiva definida pelo
teorema possa ser trabalhosa para grafos genéricos, ela facilita a obtencao do
polindmio cromatico de maneira mais sistematica.

O exemplo seguinte mostrard a aplicacao da equacao de recorréncia cromatica.
Considere o grafo G ilustrado na Figura 8.5(a). Selecionando a aresta a em
vermelho e calculando G — a e G/a obtemos os grafos ilustrados em (b) e
(c). Embora o resultado em (c) seja um multigrafo, como comentando ante-
riormente, podemos desconsiderar as multiplas arestas entre um mesmo par
de vértices e focar nossa atencao a apenas na adjacéncia entre os vértices.
Neste caso, o grafo em (c) seria visto como uma arvore e portanto

V(G/a) = k(k — 1)
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(a) (b) (c)

Figura 8.5: Aplicacdo do equacao de recorréncia cromatica no grafo G em
(a) resultado inicialmente nos grafos (b) G —a ¢ (¢) G/a.

O grafo ilustrado na Figura 8.5 (b) é um ciclo Cy e o seu polinémio
cromatico é obtido usando novamente a equacao definida no Teorema 8.9. O
célculo de x(Cy; k) é feito selecionando uma aresta, por exemplo, a aresta b
como mostrado na Figura 8.6(a). Isso nos leva, a

X(Cu; k) = x(Cy = by k) — x(Cu/b; k).

Os grafos Cy — b quanto Cy/b sao ilustrados respectivamente em (b) e (c).
Como Cy — b é um caminho de comprimento 3, seu polinomio cromatico é
igual a

X(Cy — b k) = k(k — 1)%.

Por outro lado, Cy/a é um grafo completo K3 e polinémio cromatico é

X(Ca/b; k) = k(k —1)(k — 2).

(a) (b) (c)

Figura 8.6: Aplicacao do equacao de recorréncia cromatica no grafo G' em
(a) resultado inicialmente nos grafos (b) G —a e (¢) G/a.

A partir destes resultados intermediarios, temos

X(Cuk) = k(k —1)° — k(k — 1)(k - 2)

This work is licensed under CC BY-NC-SA 4.0. To view a copy of this
license, visit https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0



168 Coloracao

Substituindo este resultado
X(Cu; k) = k(k — 1)(k* — 3k + 3)
Combinando estes resultados, temos

X(Gi k) = k(k — 1)(k* — 3k + 3) — k(k — 1)2

X(G; k) = k(k — 1)(k* — 4k + 4)

que corresponde ao polinémio cromético do grafo ilustrado na Figura 8.5(a).

8.4 O teorema das quatro cores

O teorema das quatro cores foi inicialmente posto como uma conjectura em
1850, e provado mais tarde em 1976 por Appel e Haken. Anterior a esta prova,
muitas solugoes incorretas foram propostas, em geral, muito dificeis de serem
contestadas. Alguns afirmam que a prova mais notéria é aquela publicada em
1879 por Alfred Kempe. A prova elaborada por Kempe foi aceita como valida
até 1890, quando Heawood encontrou um erro que tornava os argumentos de
Kempe incompletos. Mesmo possuindo falhas a solucao de Kempe foi a base
para a proposta de Appel e Haken. A prova proposta por Appel e Haken
foi muito controversa pois ela realizou uma andlise minuciosa de iniimeros
tipos de grafos um a um com o auxilio de um computador. A controvérsia
decorreu do uso do computador. Alguns argumentavam que poderia existir
um erro no programa usado para realizar os testes o que poderia levar a um
resultado errado.

O teorema como enunciado abaixo pode ser aplicado apenas a grafos pla-
nares. A Figura 8.7 mostra um exemplo de grafo planar colorido com apenas
4 cores. Grafos nao planares podem ter ntimeros cromaticos arbitrarios.

Teorema 8.10. O ndmero cromético x(G) para um grafo planar G é no
maximo igual a 4.

O problema das quatro cores esta intimamente relacionado ao problema
de coloracao de mapas. Se considerarmos cada regiao do mapa como uma
face de um grafo planar, conseguiremos extrair um grafo geométrico dual
o qual é planar, onde cada uma destas regides estd associada a um vértice
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Figura 8.7: Grafo planar colorido com 4 cores.

no grafo dual. Como o grafo dual é planar, pelo Teorema 8.10, os vértices
deste grafo podem ser coloridos propriamente com no maximo 4 cores. Por
conseguinte, as regioes do mapa também poderao ser coloridas propriamente
com no maximo 4 cores. Note que o grafo dual resultante nao serd um
pseudografo, i.e., ele nao possuird lagos, pois nao existirao no mapa uma
aresta fazendo fronteira com apenas uma unica face, como nos exemplos
ilustrados nas Figuras 7.3 e 7.4.

8.5 Exercicios
Exercicio 8.1. Prove que x(G) = A(G) + 1 sse G € ou um grafo completo
ou um ciclo de comprimento impar

Exercicio 8.2. Mostre que se G contém exatamente um ciclo de compri-
mento impar entdo x(G) = 3

Exercicio 8.3. Mostre que para um grafo simples G, se x(G) = 2 entio G
€ bipartido

Exercicio 8.4. Qual € o nimero cromdtico de um grafo K, ,,?

Exercicio 8.5. Dé exemplo de grafos que possuem nimero cromdtico igual
al.
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Exercicio 8.6. O que podemos dizer sobre um grafo que possui um subgrafo
isomorfico a K, ?

Exercicio 8.7. Mostre que qualquer grafo G com cintura g(G) = 2p, para

p € N tem x(G) > 3.
(b)
1 2
7

Exercicio 8.8. Dados os grafos abaizo

=@
Oy

() (d)
Figura 8.8: Grafos Exemplo. (a) G; (b) Gs (¢) G3 (d) G4

Determine o niimero cromatico e o polinomio cromatico considerando um
conjunto de k cores.
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