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Introducéo

Estas notas de aula tém como objetivo apreserdaigrcha resumida, o conteddo integral das dis@plin
Circuitos Elétricos B e Circuitos Elétricos Il — Hfie correspondem ao segundo curso de andlise de
circuitos elétricos para o curso de graduacdo emetdraria Elétrica. Estas notas ndo detalham em
profundidade todos os aspectos relacionados coema,tmas podem ser utilizadas para balizar estudos
nesta area, cuja bibliografia qualificada € bastabundante até mesmo em portugués.

O curso de Circuitos Elétricos B, para o qual estatas foram elaboradas, é ministrado apds um curso
inicial no qual se estuda o comportamento de ¢osulétricos compostos por fontes de tenséo erderr
controladas ou n&o, resistores, indutores e capesjt aplicando-se as diversas técnicas de analise
conhecidas para analise no dominio do tempo. Tanmeste curso inicial, analisa-se o comportamenso do
circuitos RL, RC e RLC no dominio tempo e em regimemanente senoidal. Desta forma, estes sdo os
requisitos para o bom desenvolvimento dos conteddst disciplina, juntamente com o conhecimento da
Transformada de Laplace (requisito para o Caphilile da Série de Fourier (requisito para o Cap#jilo
Esta disciplina esta dividida em seis capitulosc@didos e uma revisdo, conforme descrito a seguir.

A Revisdo abrange a geometria do triangulo e ag@ek trigonométricas; os nimeros complexos; &étung
senoidal; a resposta completa de circuitos RL@mradise nodal e de malhas.

No Capitulo | a analise fasorial € aplicada parandlise do regime permanente senoidal em circuitos
elétricos. Sao desenvolvidos os conceitos de tasséo e corrente; impedancia e admitancia e teseas
principais técnicas de analise de circuitos el@sri¢superposicdo, circuitos equivalente, transfoéma
estrela-triangulo, circuitos divisores de tens@oreente, diagrama fasorial e 16cus) e apreserdadmceito

de ressonéancia senoidal.

No Capitulo Il séo desenvolvidos os conceitos dérqma e energia de forma geral e em regime pemmtane
senoidal. Utilizando a definicdo da poténcia comgplesdo definidas as poténcias aparente, ativativaee
apresentadas as condicbes de maxima transferéngaténcia. Uma secdo adicional é dedicada a andlis
das relagdes entre a poténcia desenvolvida nastoselétricos e nos seus equivalentes.

No Capitulo Il sdo apresentados os circuitos @siifos juntamente com suas respectivas definicbes e
técnicas de solucdo. Apresenta-se, também, o ¢omtepoténcia polifasica.

O Capitulo IV é dedicado a andlise dos circuitas esoplamento magnético. O conceito de auto-indiaan
€ revisado e o de indutancia mltua apresentadanp@mite com 0s circuitos equivalentes utilizados par
andlise do regime permanente senoidal. Sdo detalwscircuitos equivalentes do transformador linda
transformador ideal e do autotransformador ideal.

O Capitulo V é dedicado a analise de circuitosrie® por intermédio da transformada de Laplace.
Inicialmente, apresenta-se um resumo sobre a tranatia de Laplace direta e inversa e suas priscipai
propriedades. A seguir descreve-se a aplicacamadsformada de Laplace na analise de circuitodast
inclusive com acoplamento magnético. Define-se,btam funcdo de transferéncia e apresenta-se uma
introducéo a resposta em frequiéncia e ao diagrdenBsde.

No Capitulo VI desenvolve-se a aplicacdo da séiéalrier na andlise de circuitos elétricos emnmegi
permanente ndo senoidal. O conceito de poténcitacalémédia é generalizado para qualquer fungéo
periodica, bem como o de valor RMS. Para finaléer apresentados os principais fatores de distorcdo

O curso de Circuitos Elétricos Il — EE é o seguadiso de uma série de trés e abrange os quatreipysn
capitulos descritos anteriormente.

A partir de 2004, foram introduzidos resultadosieulacdes de alguns exemplos e exercicios proposto
plataforma utilizada para simulacéo foi aMAB® com SMULINK © em funcdo de dois fatores principais:
versatilidade (pois uma grande variedade de praideralacionados com a area de Engenharia pode ser
resolvida com este programa) e disponibilidade edracadémico. Os arquivos utilizados nas simukcde
estdo disponiveis entit t p: / / sl haf f ner . phpnet . us/ ci rcui t os_b/ mat | ab/

® MATLAB e SMULINK sd0 marcas registradas da The MathWorks, Inc.
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Reviséo

1 — Relacgdes de triangulo

1.1 — Tridngulo qualquer

Para o triangulo qualquer da Figura 1, sdo vabdaseguintes relacdes:

a b _ ¢
serA serB  serC
a? =b? +c? - 2bccosA
A+B+C =180

Figura 1 — Triangulo qualquer.

1.2 — Triangulo retangulo

Para o tridangulo retangulo da Figura 2, sdo vakdaseguintes relacdes:

b
senay = —
a
C
cosy =—
a
b
tana = —
C
a
b
a []

Figura 2 — Triangulo retangulo.

1.3 — Triangulo inscrito em uma semicircunferéncia

Todo tridangulo inscrito em uma semicircunferénciang triangulo retangulo, conforme mostra a Figura 3
Observar que o raio da semicircunferéncia corredpaos lados de dois triangulos isésceles queittgmt
o tridngulo maior inscrito na semicircunferéncia.

Revisao — SHaffner/LAPereira Versao: 11/9/2007 Pagina 1 de 20
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Figura 3 — Tridangulo retangulo inscrito em uma s@cinferéncia.

Da relacao do triangulo:

B+(B+A)+A=180
2A+2B =180
A+B=90e A+B=C

portantoC é um angulo reto e o tridngulo inscrito é retdagul

2 — NUumeros complexos
2.1 — Forma retangular

Sejaz=x+ jy, onde:

x = Re(z) é a parte real dee

y=Im(z) é a parte imaginéaria de
O complexo conjugado de é dado por z =x- jy. Graficamente, os nimeros complexos podem ser
representados no plano complexo no qual as abaissesspondem a parte re&tﬁ(z) , € as ordenadas a
parte imaginarialm(z), conforme ilustra a Figura 4.

A Im(z2)

Figura 4 — Plano complexo.

Paraz =x, +]y, e z, =X, +jy,, séo validas as seguintes relagoes:

L=, <= X=X €Y =Y,

3+ 7, =(X1+X2)+ j(Y1+Y2)

47 =(X1_X2)+ j(yl_yZ)

4z, = (X1 + jY1)(X2 + jYZ) = (X1X2 - Y1YZ)+ j(x1y2 + X2y1)

Revisao — SHaffner/LAPereira Versao: 11/9/2007 Pagina 2 de 20
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(% + iya) (% = jyz) :[XlXZ + Y1y2J+ '(XZyl - X1Y2J

4
2.2 2 .2
X;tY; X5 tY;

Z, (Xz + jyz) (Xz - Y,

2.2 — Forma Polar

Na forma polar o nimero complexp= x+ jy é dado porz=|Ze'’ = |z||_6’ onde:

|Z=4/x*+y? € o valor absoluto (mddulo) dee

6= tan‘l[iJ € 0 argumento (angulo) de
X
O complexo conjugado de é dado por z' =|Ze”'’ =|7| ~6. Os nimeros complexos na forma polar
também podem ser representados no plano complextorme ilustra a Figura 5.
A Im(2)

|Z|S€'nt9-- —————————— Z:|Z|ej9

doot ey

7 =[ze "

~|2sens

Figura 5 — Forma polar dos nUmeros complexos.

Pela identidade de Euler, tem-se:

el? =cosf + jserd

e 1% =cosd - jserd
logo:

z=|Ze'? =|7(cosd + j serd) =|4cosd + j|4send
sendo:

Re(z)=|4cos8 a parte real dee
Im(z) =|4serd a parte imaginaria de

Para z =|z|| 6, e z, =|z,|| 6, s&o validas as seguintes relagdes:

2 =2, - |Zl|=|22| eﬁlzﬁz
2,2, =|z|e'%|z,]e! =|z,|z,e!®*%) =[z]z]| 6, +6,

z _|ze" |2 j(e—e)_|21|
A -1alk - Aleie-e) -9l g _g
2, |z,e% |z |z,|——
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3 — Funcdes senoidais

3.1 — Defini¢des

Qualquer funcao do tipo senoidal pode ser repradariela funcao
o(t) = Geodut +¢)

através da escolha dos valores adequados para:

G — valor maximo (amplitude);
w=27f =2?7T — velocidade angular [rad/s];

f —freqléncia [Hz];
T — periodo [s];
¢ — angulo de fase [rad].

A Figura 6 apresenta o grafico de uma funcao sahgehérica, indicando os valores@e ¢

ek U

- t
| \,/ v [r(gd]
G +— [ —

Figura 6 — Funcao tipo senoidal.

Observar que quando o angulo de fasé igual a-7%, a fungdo cosseno transforma-se em um seno,
conforme mostra a Figura 7, ou seja, sdo validas@sintes relacdes:

cosut = ser[ax +7—sz senat = co{ax —%Tj

w2 wt [rad]

Figura 7 — Relacéo entre as funcdes seno e cosseno.
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3.2 — Defasagem

Define-se como defasagem a diferenca entre os@hndel fases de duas fungdes do tipo senoidal dmanes
- /L
velocidade angulam Sendog,(t) =G, codat +¢3) e g,(t)=G,co3 at +@ —a |, a defasagem entrg, (t)

e g,(t) é dada pos - =g - (g —a)=a, conforme ilustra a Figura 8.

9:() 9(1)

wt [rad]

Figura 8 — Defasagem entre duas funcdes senoidais.

Assim, pode-se dizer que:

0,(t) estéadiantada em relagéo &y, (t) do anguloze
g, (t) estaatrasadaem relagéo &, (t) do angulog.

4 — Resposta completa de um circuito RLC série

Nesta secdo sera obtida a resposta completa deircuitce linear excitado por uma fonte senoidal de
frequéncia e amplitudes fixas. Seja o circuito Rigdle com energia armazenada apresentado na Bigura

i) R C

A A

I 1

t=0

+ ve(0) -

+

v(t) =V,, senat <> L

Figura 9 — Circuito RLC série com energia armazanad

A equacéo de malha deste circuito € dada por:

0=RE e 0)+ & [ile)or +1 () o

Sabe-se que a corrente no circuito é formada e parcelas:

i(t)=i,(t)+i () )
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* Uma depende dos elementos do circuito e da enargiazenada neles previamente e é denominada
resposta natural i (t);

» Outra relaciona-se com o que é imposto pelas fattesites e € denominadsposta forcada i (t)

4.1 — Determinacédo da resposta natural (regime tran  sitério)

Neste casoi(t) =i, (t) e considera-se qudt)=0. A expressao (1) simplifica-se para:

L
R r—’%

0=Ri,(t)+v.(0 j| dr+L—|() (3)

Derivando (3) em relacdo ao tempo e reordenandgache a seguinte equacao diferencial:
d?. d. ,
L—i,(t)+ R—i,(t)+&i,(t)=0
)RS0 +41,0)

t2“

Utilizando o operadoD :%
LD, (t)+ RDi, (t)+ i, (t)=0
(Lp? +RD+2).(t)=0
Para esta igualdade ser véllitﬂIaD2 +RD +%) precisa ser nulo uma vez que supée’aﬁ(;téi 0, ou seja:
LD*+RD+1=0
ou
La®*+Ra+1=0
A expressdo anterior é denominadaquacdo caracteristica da equacdo diferencial

2
de i (t)+R— d i, (t)+2i,(t)=0 e suas raizes, dadas por,

t2 " dt
2 4L
—R+ R _ 2
V __R+

2L LC

_“ROIRY
2L 2L LC

_-R_|(RY_1
% 2L 2L LC

determinam o tipo de resposta que o circuito irésentar. Ses; Z s, a resposta do circuito pode ser:
« Subamortecida ses, =g+ jw=s,. Neste caso a corrente sera dada pela seguirmessesip:

i (t)=e” (A cosut + A, senut)

* Superamortecida se s, e s, sdo reais e distintas. Neste caso a corrente dsgta pela seguinte
expressao:
i(t)= Ae™ + Ae™
Se s, =s, a resposta do circuitockiticamente amortecida Neste caso a corrente sera dada pela seguinte
expressao:

in(t) = (At + A, Je™
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4.2 — Determinacéo da resposta forcada (regime perm  anente)

Como o circuito € linear, invariante com o tempoe&a sendo excitado por uma fonte senoidal,
v(t) =V, senat, 0 regime permanente de todas as correntes @e®nmmbeém sera senoidal com a mesma
velocidade angulat. da fonte, ou seja, pode ser expresso pela seggntEao:

i (t)= A, cosat + A, senat (4)

cujas derivadas séo:

%if (t) = —aA, senat +wA, cosat = w(- A, senat + A, cosat) (5)
::Tzzif (t) = -w? A, cosat — w?A, senat = w? (- A, cosat — A, senat) (6)

Derivando (1) em relag&o ao tempo e consideraftdisi; (t), chega-se a:

L9 0+ R ST )+ 21, 0= v )
dt? dt ¢ dt
com
d . d _
—V(t)=—V, senat = wV,, cosat
dt dt
Logo,
(6) (5) (4)
La?(~ A; cosat — A, sernat) + Raf(- A, senat + A, cosat) +%(A3 cosat + A, senat) = oV, cosat (8)

Dividindo porwe agrupando os termos semelhantes, chega-se a:
[—aj_A3 +RA, +% ASJcoswt +[—aj_A4 - RA, +%A4Jserm =V,, cosat

=F, =0

Resulta no seguinte sistema de equacfes:

(L_@JMRAA:V ©
CLC m
1
- —-al |A, =0
RA‘gJ{wC jA“ (L0)
E—t
cuja solucdo pode ser obtida por substituicao, €iri)9):
2
. (wlc—ca_) [Ci:—aj_j +R?
e N
A=, 12)
ERE
aC
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e (12) em (11):

o e R
A3: R A4: = 5 Vm
o)
Lo
A = 7 Vnm (13)
]
Assim,
A
A,
1, .
i (t)= 1“C ——V,, cosut + ——V, serut
(—wl_j +R? —ij +R?
aC

4.3 — Determinacéo da resposta completa (supondo re  sposta superamortecida)
A resposta completa é dada por:

i(t)=i,(t)+i, ()

Considerando que os componentes do circuito s&oqte s, e s, sdo reais es, #s,, de modo que a
resposta seja superamortecida, tem-se:

i(t)= AeX + Ae* + A, cosat + A, senwt (14)
vl

Respostatransitdia Regimepermanente

Condicéo inicial(t = O+)

V= | +

+ vc(0) —

v(0h=0

Oo—O

L vi()

Figura 10 — Circuito para determinagéo da condig@aal

Para o circuito da Figura 10 pode-se escreverq@srges expressoes:

V(0" )=V, senw0=0
i(0")=0 (15)
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Equagéo de malha: v (0)+v,(0)=0

d. _ d. _-v:(0)
v (0)+ L |(tLO+ =0 = " it » C (16)

De (14) e (15):
0 )=m+A+A=0 = A+A=-A (17)

Derivando (14):

%i(t)z sAe* +s,Ae% — A, serut + wh, cosat (18)
Parat=0"

ii(t){ = A 5, A, + A, (19)

at oy

Igualando (19) a (16) chega-se a:

SA+S,A, +aA, :—_V‘[(O) SA+S,A, :—_VE(O) -, (20)
As expressoes (17) e (20) formam um sistema degégqaa
A+A =-A @1
sarsp ="l @2
Cuja solugéo pode ser obtida por substituic&o:
A=Ay A
s-a-A)rsa = p,
(5 - =-s.A, +VCT(°)+aA4
~sa+ Y san
- L 23
A, —s (23)
Substituindo (23) em (21), chega-se a:
) IR T WV L RPN A
ATTATAS S-S ah 5 -5,
-0,
A= (24)
$S
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Exercicio 1: Determinar a resposta completa do circuito dargigy considerando qug =S, (resposta
criticamente amortecida).

Exercicio 2: Determinar a resposta completa do circuito darai§y considerando qug = S.2 (resposta
subamortecida).

Exemplo 1: Utilizando o MaTLAB® com SMULINK © determinar a forma de onda da corrente do circuito
RLC série excitado por uma fonte senoidal da Figmrquando:v(t):losert, R=1Q, C=005F,

L= % H ev¢(0) = 0. Arquivo de simulagcadd®LC Seri e. ndl *.

Solucdo: Para os valores d@ L e C dados, as raizes do polinbmio caracteristico adagpor:

_-R (RJZ 1 -1 (1Y 1 _-9 (9)2 9
S, || =% | =] - =+ || -—
2L \l2L) Lc 28 \l28) soos 10 \l10) 025

s,, =—09+ 593
Desta forma, o circuito apresentard uma resggiamortecida pois raizes do polindmio caracteristico $do
complexas.

Apés a simulagéo, obtém-se o grafico da corrgtitemostrado na Figura 11, no qual observa-segane
transitorio oscilatério (subamortecido) no primeiro ciclo eegime permanentesenoidal (com um periodo
igual a2n = 628s, poisa =19, = f =¥ Hz—=T =27 S) a partir de um tempo préximo a 5 s.
1 .

a 5 10 15
Figura 11 — Forma de onda da corrente em fungdendpo para uma resposta subamortecida.

5 — Resposta completa de um circuito RLC série/para  lelo

Nesta secdo sera obtida a resposta completa deircmnitac linear excitado por uma fonte senoidal de
freqiéncia e amplitudes fixas. Seja o circuito RiéTie/paralelo sem energia armazenada apresergado n
Figura 12.
i(t) L
—>

t=0

+

v(t):Vm senat <> i(t) R § io(t) __C

Figura 12 — Circuito RLC série/paralelo sem eneaginazenada

® MATLAB e SMULINK S30 marcas registradas da The MathWorks, Inc.
! Disponivel emht t p: / / sl haf f ner. phpnet . us/ ci rcui t os_b/ mat | ab/
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As equacbes das malhas deste circuito sdo dadas por
L

=L 51,6)+ R0 -70) @)
OO 2 fulkr  comove@=0, AHLO=2fulkr @

Sabe-se que as correntes no circuito sao formamtatups parcelas:
i(t)=in(t)+i:(t) (27)
* Uma depende dos elementos do circuito e da enargiazenada neles previamente e é denominada
resposta natural i (t);

» Outra se relaciona com o que é imposto pelas fattesites e € denominadesposta forcada i ¢ (t)

5.1 — Determinacgdo da resposta natural (regime tran  sitorio)

Neste casoi(t) =i, (t) e considera-se qudt) = 0. As expressdes (25) e (26) simplificam-se para:

L
—— R

0=Lir0)+RIr0-i50] @8)
R|i1”(t)— E [ (e (29)

Derivando (29) em relacéo ao tempo e reordenaidgacse a seguinte equacao diferencial:

R Git0)-5i20)|-i20)=0 (30

Assim, (28) e (30) constituem um sistema de equagiderenciais:
L%if(t)+ Rif(t)-RiZ(t) =0
d. d. ,
Ra'f(t)‘ Ra'g(t)‘%'g(t)zo
Utilizando o operadoD :% , pode-se escrever:
LDi[(t)+Ri" (t)-Rif(t)=0 = (LD+R)' (t)-Riz(t)=0
RDI(t) - RDIJ (t)-£i7(t) =0 = RDI(t) - (RD +L)iJ(t

C

Isolandoi';(t) na segunda expressao e substituindo na primeimase:

. RD .
'S(t)zm'ln(t)

0y 5 RD gy _ R°D |
(LD +R)i"(t) R—RD+é|1(t)—O = (LD+R —RD+éj|l(t)-o

Multiplicando ambos os lados da igualdade R+ e simplificando, chega-se a:

LD . R
(LRDZ +?+EJ'1 (t)=0
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Para esta igualdade ser véllicﬂlaRD2 +L2 +§) precisa ser nulo, ou seja:
LD | R 1 1

LRD?+—+—-=0 = D?’+—D+—=0
cC C RC LC
ou
a2+ia+i:0
RC LC

A expressao anterior € denominadguacao caracteristica(ou polinbmio caracteristico) da equacéao
diferencial dei, () =i/(t) e suas raizes, dadas por,

2
N 0 (! jz_i
2 2RC |\ 2RC LC
-1 1) 1
Sl = + _—— | -—
2RC 2RC LC
_olo iyt
2RC 2RC LC
determinam o tipo de resposta que o circuito irésgntar. Ses; # s, a resposta do circuito pode ser:

« Subamortecida ses, =0+ jw=s,. Neste caso a corrente serd dada pela seguinesssip:
i"(t) = e” (A cosat + A, senut)

* Superamortecida se s, e s, sdo reais e distintas. Neste caso a corrente degta pela seguinte
expressao:

ir(t)= Ae™ + A
Se s, =s, a resposta do circuitodkiticamente amortecida Neste caso a corrente sera dada pela seguinte
expressao:

i (t)= (At + A, Jet
Por exemplo, para(t) =10sent, R=1Q, C = 005F e L = )¢ H, tem-se:

2
s, ~1 \/( L J 1 o _10+.100-36= -2

= + -
2x1x 005 \(2x1x005) $x005

2x1x 005 || 2x1x 005/ 5x 005
Neste caso, a expressdo da corrente correspormnda eegposta superamortecida.

2
s =1 \/( 1 J 1 10-100-36=-18

5.2 — Determinacédo da resposta forcada (regime perm  anente)

Como o circuito é linear, invariante com o tempcestd sendo excitado por uma fonte € senoidal,
v(t) =V, senat, o regime permanente de todas as correntes @e®nsmmbém sera senoidal com a mesma

velocidade angulat. da fonte, ou seja, pode ser expresso pela segqotegao:

i) (t)= A,cosat + A, senat (31)

il (t) = By cosat + B, senat (32)
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cujas derivadas séo:
d.

alf (t) = —aA, senat + wA, cosat = w(- A, senut + A, cosat) (33)
%zf (t) = —aB;senat + aB, cosat = w(— B;senut + B, cosax) (34)

De (25) e (30), considerandfi) =i, (t), chega-se ao seguinte sistema de equacdes difdsenc

L%if 1)+ R, ()-Ri, (1) =v(t)

d. d. :
Ra'f (t)- Ra'zf (t)-2i;(t)=0
Substituindo as expressdes (31-30), tem-se
(33 (31) (32)
La(- A, senat + A, cosat) + R(A, cosat + A, senat) - R(B, cosat + B, senut) =V, senat
(39 (34) (32)

Raf~ A,serut + A, cosat) — Ref~ By serut + B, cosat) - 1(B,cosut + B, serut)=0

Agrupando os semelhantes e dividindo a segundaess@o porw, chega-se ao seguinte sistema de
equacgoes:
(- LA, + RA, - RB, )senut + (alA, + RA; - RB, )cosat =V, senat

=Fn, =0
- RA; +RB. —iB senu +| RA, —RB, —iB cosat =0
3 oC 4 4 oC 3
=0 =0
Isto resulta no seguinte sistema de equacdes:
-alA; +RA, -RB, =V,
RA, +alA, -—RB; = 0
1
- +RB;, -—B, = 0
RAS 3 «C 4
1
-—B; -RB = 0
RA4 CLC 3 4

Parav(t) =10sert, R=1Q, C = 005F e L = J{ H, tem-se:

-3A *A, -B, =10
A +3A -B = 0
- A +B, -20B, = O

A, -20B, -B, 0

e a solucéo do sistema € dada por:

A, = -40431
A, = 79754
B, = 03877
B, = 02215

Assim,
i, (t) = -4,0431cosat + 7,9754senut

il (t)=0,3877cosut +0,2215enut
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Exercicio 3: Determinar a resposta completa do circuito dargidi2, considerando qug = s, (resposta
criticamente amortecida).

Exercicio 4: Determinar a resposta completa do circuito dargid2, considerando qug = s2 (resposta
subamortecida).

Exercicio 5: Determinar a resposta completa do circuito dargigi2, considerando qug # S, (resposta
superamortecida).

Exemplo 2: Utilizando o MaTLAB® com SMULINK © determinar a forma de onda da corrente do circuito

RLC série excitado por uma fonte senoidal da Figlﬁaquando:v(t)zlosert, R=1Q, C= 005F e
L =% H. Arquivo de simulacAdRLC M st o. ndl 2.

Solucéo: Para os valores d& L e C dados, as raizes do polinémio caracteristico aéasipor:

S S e e

- = +
LC 2x1x 005

2rC |\ 2RC 2x1x 005) $x 005
5 =2
-1 1\ 1 -1 1 )Y 1
= 1 L S - = -10-/100-36
%2R \/(2ch LC ~ 2x1x 005 \/(lex 0,05j 5x 005
s, =-18

Desta forma, o circuito apresentara uma respgagiaramortecida pois raizes do polinbmio caracteristico

sao reais e diferentes.

Apoés a simulacdo, obtém-se os graficos das cosaftieei,(t), mostrados na Figura 13, no qual observa-se

0 regime transitorio exponencial (superamortecido) no inicio do primeiclo — mais evidente na form
de onda de,(t) — e oregime permanentesenoidal (com um periodo igual2n = 628s) a partir de um

tempo proximo a 2 s.

i1(t)

i(t)

0 2 4 B 8 1 1z 14 16
Figura 13 — Formas de onda das correntes em fudté&mpo para uma resposta superamortecida.

05 L 1

2 Disponivel emht t p: / / sl haf f ner . phpnet . us/ ci rcui t os_b/ mat | ab/
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6 — Analise nodal e de malhas

6.1 — Analise nodal

Considerando que um circuito elétrico apresentéagrdma da Figura 14, nos quais os componentes sdo
identificados por A-B-...-F, a analise nodal segaseguintes passos.

B D

Figura 14 — Diagrama de um circuito elétrico.

6.1.1 — Numerar os nos, identificar as tensdes noda is e definir o n6 de referéncia

O circuito possui 4 no6s (identificados pelos popntdes quais um é selecionado como referénciardsioe
(resultando em trés tensdes nodais identificadas vpb),v,(t)ev,(t)), e 6 ramos identificados pelas

correntes de ramiy (t).ig(t),--ic (t) (cujo sentido pode ser livremente arbitrado), oomé mostra a Figura
15.

Figura 15 — Definicbes de tensao e corrente patisamodal.

6.1.2 — Determinar as equagdes da 12 Lei de Kirchho ff

Considerando as variaveis definidas na Figura Hpliaacdo da 12 Lei de Kirchhoff resulta nas segsi
expressoes:

NG 1: i(t)-ig(t)=0
NG 2: ig(t)+ic(t)-ip(t)=0
N6 3: ip(t)+ig(t)+is(t)=0

Revisao — SHaffner/LAPereira Versao: 11/9/2007 Pagina 15 de 20



Circuitos Elétricos B

6.1.3 — Substituicdo das relacdes tensdo/corrente d  0s ramos

O estabelecimento das relagfes tensao/correnteanws depende do tipo de componente que existe em
cada ramo. Considerando apenas componentes sirfiplsténcias, indutancias e capacitancias) e as
polaridades indicadas na Figura 16, as relac6edvyais no dominio do tempo séo a seguir descritas.

. v, (t) Tensdes nodais

Tens&o no ramo —p v, (t) l iy (t)
X

Vi (t) =vic(t) - v t)
Vi (t)

Figura 16 — Sentido de referéncia para as relaedsdo/corrente.

A resisténciaideal caracteriza-se por apresentar aeresao proporcional acorrente, conforme ilustra a
Figura 17.

4 VR(t) = RiR(t)

>

ir (t)

Figura 17 — Tenséao na resisténcia ideal em fungamrente.

A indutancia ideal caracteriza-se por apresentar fluro concatenado W(t) proporcional acorrente,
sendo a tenséo igual a derivada deste fluxo, cowfdustra a Figura 18.

P ow=Li

Figura 18 — Tensédo na indutancia ideal em func&mdante.

A capacitanciaideal caracteriza-se por apresentar uaa@a q(t) proporcional &ensaq sendo a corrente
igual & derivada desta carga, conforme ilustrayargil9.

Y al)=cvl)

)=

qlt)

ve(t)

Figura 19 — Tens&o na capacitancia ideal em fudg&mrrente.

d

ic(t) =C—Ve

dt

(®)
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De forma resumida, para a resisténcia, indutancapacitancia ideais, tem-se:

Resisténcia: ve(t) = Rig(t) ig(t)= %VR(I)
Indutancia: v (t)= L%iL t) i (t)= %J-;vL (r)dz +i (0)

CivC

Capacitancia: i (t) a (t)

()= [oic(rlar +v 0)

Os sentidos relativos para a tensao de rar;g(ﬁ) e corrente de ramo, (t) mostrados nas Figuras 16 a

19, sdo denominadasentidos de referéncia associadgguando a corrente de ramo positiva entra pelo
terminal positivo da tensdo de ramo). Embora segsipel escolher polaridades arbitrarias e indegraed

para a tensao e a corrente, quando séo utilizexdlesntidos de referéncia associados,

representara poténcia entregue ao elementno instante.

Y provly(b) I (t)

Por outro lado, para fontes de tenséo e correotam@éim e conveniente usar sentidos de referéncagar
tensdo e a corrent@postos dos sentidos associagaonforme mostrado nas Figuras 20 a 22. Assim, 0

produtoV, (t) Iy (t) representara @oténcia entregue pela font@o circuito no instante

® V(1)

Tens&o no ramo——» v, (t) CDT ix (t)

Vi (t) = vic(t) = v (1)

+ Tensdes nodais

o Vult)

Figura 20 — Sentido de referéncia para a tens&oreemte em uma fonte.

A fonte de tensaoideal caracteriza-se por manter um determinador\@g¢ tensdo independentemente da

corrente, conforme ilustra a Figura 21.
)=V
V

v

t

i (

~—

Figura 21 — Tens&o na fonte ideal de tenséo endifudag corrente.

A fonte de correnteideal caracteriza-se por manter um determinadur ¢k corrente independentemente da

tensdo, conforme ilustra a Figura 22.
A
v (t)

[
>

! i (t)

Figura 22 — Tens&o na fonte ideal de corrente eigéfu da corrente.

vit) 1 QD

T i (t)
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Considerando que o circuito possua 0os componentésatos na Figura 23, as equacdes da analise nodal
sdo as seguintes:

Figura 23 — Defini¢cdes de tenséo e corrente paiksamodal.

ia(t)

NG 1: ﬁ [{(0-w(e))dr +i,(0)-i,{t)=0 (35)
ic(t) in (t)
NOZ iglt)+ = (0-v,0) - C-S () -w(0) =0 (36)
in(t) i (t)
NG 3: cf~§(v2(t)—v3(t))+i5(t)+Li [!0-v(r)dr +ic (0)=0 37)

Da expresséo (35) pode-se escrei\ée(t)zéj; (0-v,(z))d7 +i,(0) e substituir em (36). Considerando

queig(t)=-1 (fonte de corrente),(t)=v,(t)+V (fonte de tens&o) chega-se a um sistema com g@egia
a 3 variaveis (lembrar qug (0) e i, (0) s&o definidos pelas condigées iniciais do cirduito

is(t)

ij;(o_vl(r»dr+iA(O)+%(0_V2(t»_C%(Vz(t)—vs(t)) =0 (38)
C 2 uf)-wlt)-1 +L [0 wle)er+i-l0) =0 -
Vz(t)zvl(t)+V o

O passo final é a solucao do sistema de equadi@gsadiferenciais (38—40).

6.2 — Analise de malhas

Considerando que um circuito elétrico apresentaagrdma da Figura 14, a analise de malhas segue os
seguintes passos.
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6.2.1 — Numerar as malhas e identificar as corrente s de malha

O circuito possui 3 malhas (identificadas pelasemies de malh(t).i,(t)ei,(t)) e 6 ramos identificados

pelas tensdes de ramq(t),vg(t). -,V (t) (cujo sentido pode ser livremente arbitrado), cong mostra a
Figura 24.

Figura 24 — Defini¢cBes de tenséo e corrente palsarte malhas.

6.2.2 — Determinar as equacoes da 22 Lei de Kirchho  ff

Considerando as variaveis definidas na Figura Zfliaacdo da 22 Lei de Kirchhoff resulta nas segsi
expressoes:

Malha 1: v, () +vg(t) +ve(t)=0
Malha 2: Ve (t)+vp(t) +ve(t)=0
Malha 3: —ve(t)+ve(t)=0

6.2.3 — Substituicdo das relacdes tensdo/corrente d  0s ramos

Considerando que o circuito possua 0os componentisados na Figura 25, as equacdes da andlise de
malhas sdo as seguintes:
s (t)

V
et
\_

<

Figura 25 — DefinicGes de tensao e corrente patisarde malhas.
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valt)

ve (t)
Malha 1: . [- Lliil(t)} vy 1)+ RO -1,@)=0 (41)

Vb (t)

ve(t)

Malha 2: -F(il(t)-T(t))% [,z +v5 (0) + ve ()= 42)
VF(t)
Malha 3: —ve (t)+ LZ%is(t)zo (43)

Da expressao (43) pode-se escrev,g@): LZ%ie,(t) e substituir em (42). Considerando qube(t)z—v

(fonte de tens&o)i,(t)—i,(t)=1 (fonte de corrente) chega-se a um sistema conu&cégs a 3 variaveis
(lembrar queiz(O) € definido pelas condi¢des iniciais do circuito):

SR RAGCORAORE (44)
ve(t)

- R 1)1+ 2 [ iz +vp (0) + Ly i) =0 (45)

iz(t)_is(t)zl (46)

O passo final é a solucdo do sistema de equag@egsadiferenciais (44—46).
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Circuitos Elétricos B

| — Andlise de redes no dominio da freqiiéncia

Este tipo de andlise aplica-se a circuitos as$iatviente estaveispara o estudo do seu regime permanente.
E oportuno salientar que os circuitos elétricos mmstos por componentes lineares e invariantesmpage
guando excitados por fontes senoidais de mesmaéinetp, apresentam regime permanente senoidal, ou
seja, todas as correntes e tensdes sdo fungbesladsmmm a mesma frequéncia das fontes, conforme
ilustrado na Figura I.1.

_ |

Figura I.1 — Condicdes para o regime permanentaicn

Correntes e tensdes sao
senoidais com a mesma
frequéncia da fonte

.1 — Anélise fasorial

Nos circuitos elétricos assintoticamente estaeaalise do regime permanente senoidal pode aerada
através da simples operacdo com numeros complexogtermédio da transformada fasorial, conforme
ilustra a Figura 1.2. Na analise fasorial, todas@sentes e tensdes senoidais sdo representadasrperos
complexos que quantificam a amplitude e o angulofad® das sendides, sendo a frequéncia destas
considerada implicitamente.

Transformada Equr?gcéism(;:ﬁingﬂzxas Transforada
Fasorial A ' Fasorversa
frequéncia
Solugéo
temporal

Figura 1.2 — Andlise de circuitos elétricos pelarisformada Fasorial.

! Circuitos assintoticamente estaveis sdo aqueles mAp apresentam nenhuma das raizes deegquag&o
caracteristica (vide definicdo na pagina 6 do Capitulo Revisamkixo imaginario ou no semiplano direito do plano
complexo. Neste caso, a resposta natural tend®a ze
lim, ., yn(t)ZO
e a resposta completa tende a sua resposta forcada:
lim, ., y(t)=lim, .. ya(t)+ v )=y, (t)
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Circuitos Elétricos B

I.1.1 — Representacéao fasorial

Considere a funcéo senoidal geral:
Y(t) = Yonax Ot + ) (1)
Note que a funcdo tem trés parametros: Y, ,, — amplitude
« — velocidade angular

¢ — angulo de fase

Observar que qualquer fungdo senoidal pode sexseptada através da escolha adequadg e« e ¢.

Utilizando a identidade de Euler: e!? =cosf + jsend

y(t)

Ymax COS(C(I + ¢) = RéYmax COS(&I + ¢)]
Rd:Ymax COE(C‘I + (0) + ijax Ser(a-I + ¢)] = R4Ymaxej(m+¢)] = R4Ymaxewejwt ] =

Y
—

Yoo
\/ER max ¢ qjat
V2

y(t) =2 Re{ve“ 2)

ondeY :%ej"’ é definido como aepresentacao fasoriade y(t) ou atransformada fasorial da funcdo

senoidaly(t).

Observar que a transformada fasorial transferegéfu senoidal ddominio do tempopara odominio dos
nimeros complexos que também é chamada deminio da freqiéncig jA& que a resposta envolve
implicitamente uma fung&o senoidal de freqUéncR v, .

e ¢ . Considerandoy :ﬁ, o valor RM$

V2

Notar queY contém?/s das informagdes dg(t) a sabery,

max

de y(t), tem-se:
Y=Ye?=Y| g )

Fasor # vetor porque a posicao angular do fasor representagmsigtempao; N0 noespaco

Resumo:
Y(t) = Y, cOqt +9) ou y(t) = V2 Relyel )
v; j Y
Y=Ye?=Y Forma polar Y = —max
Lo P 2
v; Y
Y =Y cosp+ jY se Forma retangular Y =&
SP+ | np gu 72

2“Root Mean Square” ou valor quadratico médio @fjc A definicdo detalhada encontra-se na SecZonib. Capitulo
seguinte.
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Circuitos Elétricos B

Y seng

>

Y cosp Re

Figura |.3 — Representacéo grafica do fasor

Exemplo 1.1:

1. Transformary(t) =100cog377 - 30° ) para a forma de fasor.
100

NG

Y ===| -30° =707| -30°

2. Transformary =100| 20° para a forma no tempo:

y(t) =100V2 codat + 20° )= 1414 codat +20°)

3. Adicione duas fungdes senoidais de mesma fregaiétilizando o método fasorial:
alt) = AV2 codut +a) = V2 R Aei“)| = A= Ae“
b(t) = Bv2 codat + 8) =+/2 RdBe!“*4) | = B=Be”

ct)=aft)+b(t)
c(t)

\/E R Aei(f‘“”) + Bei(fd’fﬂ)]
J2Rd(Aei® +Bei” i ]
V2R z\+§)ej"‘]

FazendoC = A+B

c(t) =\/§Re[6ej“‘J

Assim, podem-se somar fun¢cBes senoidais de mesupaéincia expressando-as por fasores e entdo semar o
fasores pelas regras da algebra complexa.

Exercicio I.1: Demonstrar o teorema fundamental: “A soma algéhdie qualquer nimero de sendides de
mesma velocidade angular com suas derivadas de qualquer ordem é tambémsant@de de mesma
velocidade angulan.” Dica: Vide Desoer & Kuh (pagina 254).
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Circuitos Elétricos B

Quando as correntes e tensdes sao expressasqresfas duas leis basicas da teoria de circuitms s

« 1" Lei de Kirchhoff ou Lei de Kirchhoff das Corrent@s<C): A soma algébrica dos fasores corrente que
chegam em qualquer n6é de um circuito é nula:

N
Z|j:0
=1

« 2 Lei de Kirchhoff ou Lei de Kirchhoff das Tens8éX{[): A soma algébrica dos fasores queda de
tensdo em qualquer caminho fechado de um circuitda@

N p—
dVi=0
j=1

Observar que € necessario determgmantidos positivos para as correntes e tensfes

Exemplo 1.2:

Para o circuito da Figura 1.4 tem-se:

1 _

LKC: l1 - 2—|_3 =0 = |_1 =|_2 +|_3
LKT: Vi1-V2.=0 = V1=V
LKT: V1i-V3=-V4=0 = Vi=V3+V,

.1.2 — Impedancia [ Q] e admitancia [ Q* ou siemens]

A impedancia Z de um componente ou circuito € a relacdo entréassres tensdo e corrente (vide
convencéo de sinais da Figura 1.5):

=/, \AV . R resisténa

Z(jw)===R+ jX . 4)

| X reatancia

A admiténcia Y de um componente ou circuito é o inverso de spadancia:

—/. \A ) G = condutan&a
Y(jw)= =—=G+jB _ . ()
7 B = susceptana
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Circuitos Elétricos B

i(t)=+2 Rdfle'“]
—
Circuito +
linear .

invariante () _ — .
em regime Z(Jw)_$ v(t)=\/§Re|.\/e”“]
permanente

senoidal

Figura 1.5 — Definicdo de impedéncia e admitancia

« Caso resistivo — Para um resistor puro, tem-se: v(t) = Rit)
Utilizando as expressdes da Figura |.3, chega-se a:
v(t) ift)
J2ReVel*]=RV2RdIe =2 ReRTe! |

Logo’,
V=Rl (6)
e
Za(jw)=R = h(;@:%
« Caso indutivo — Para um indutor puro, tem-se: v(t) = Lii(t)

Utilizando as express@es da Figura |.3, chega-se a:

v i)
x/EReT\?ej"‘ E L% J2Rele! ||=+2 R{LI_%(ej“)} = V2Rdjatle!]

Logo,
V= jabll = X, =al (7)
e
= . S 1 o1
A W)= jal = Y W)=—""—=—-j—
(jw)=] liw)=sor=-igy
» Caso capacitivo — Para um capacitor puro, tem-se: i(t) = C%v(t)

Utilizando as expressfes da Figura 1.3, chega-se a:

it) v(t)
2Rl ] c%iﬁ Relve'])= 2 Re{C\_/%(e"“‘ )} = V2 Rejacve!]

Logo,

c=songen — 1
| = ieC - V= = X. =— 8
| jaC c (8)

% Re[Ae’“J = Re[Be‘“J para todd, entdo os numeros complexd® B séo iguais A = B). Vide demonstracéo do

Lema 3 (pagina 258) do livibeoria basica de circuitos linearee Charles A. Desoer e Ernest S. Kuh (1979), Ealito
Guanabara Dois.
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Circuitos Elétricos B

Um resumo das relagdes entre tenséo e corrent@patamentos simples encontra-se na Tabela I.1.

Tabela I.1 — Relacao tensao/corrente dos elemeimses.

B Forma fasorial: _ B
Elemento Equacdes Rel?;;:: de | i4)=y2 Re[ leml D;:Sgéﬁr;a Retlgr%?ono
vit)=~2Rever |
L :
+ =Veodet+6) | 0 ) _ v .
0 A V=RI v
v i(t) =1 e cOqct + ¢) em fase ¢
it) v
= t) = Vo cOgact + V=jal .
* )=V ot +) i(t) atrasada V=jakl .
vt) S 0 e eof a2 de v(t) de 90 X, =ad . v
it) g__1 7
10 V= i)
t) =Viax t+ i . i 1 vi v
* ) =V G0t +4) i(t) adiantada Jat | v !
V(t) ::C I(t) = nax CO{M+$+EJ de V(t) de 96 1 M
2 XC =
_— aC

1.1.3 — Associagao de impedancias

Para a associac&®rie de impedancias (vide Figura 1.6), a impedanciavedente é dada pela soma das
impedancias de cada um dos componentes, ou seja:

Zeq=21+22 +...+Zn (9)
[ \71 - + \72 - + \7n - I
 I—
+ _ _ _ +
Z1 Z> Zn
v = v Zeo

Figura .6 — Diagrama para associacao série dedémueas.

A expresséao (9) pode ser demonstrada utilizandolss de Kirchhoff das Tensdes, da forma como segue

KTVi4Vat. . +Va Vi Vo

<|

Zeq: nZZl'l'ZZ +...+2Zn

—1| <
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Circuitos Elétricos B

Para a associacgmralela de impedancias (vide Figura 1.7), a impedanciavedente é dada pelo inverso
da soma dos inversos das impedancias de cada ucomp®nentes, ou seja:

- 1
Zeq= 1 1 1 (10)
S T TR
Z1 Z> Zn
I
—> —»

Zeq

<|
\
\
\
<|

Figura .7 — Diagrama para associagdo em paragelmpgedancias.

A expresséo (10) pode ser demonstrada utilizand®d-kei de Kirchhoff das Correntes, da forma como
segue:

E LKC V2 V; _ 1
T = =

1 1 1
=

Zeq =

v E
7. 21 Z: Zn

Exemplo 1.3: Para uma fonte senoidal de amplitude igual a 10@'&& =100\/§V) em série com um
resistor de X2, um capacitor de @ e um indutor de &, determinar:

a) O diagrama do circuito.
b)  Aimpedancia série.
c) O fasor correntd e a correnté(t).

d) Um diagrama fasorial contendd, |, Vg, Vc eV .

Solucéo:

a) O diagrama do circuito encontra-se na Figura |.@eosdo mostrados em destaque alguns pontps de
interesse para construcao do diagrama fasorial.

1 + \7R _B+ Ve — c
A' _> /\HI\ ® || =Y
+
3 —j4
+
\7:10@() j8 %\/L
De

Figura I.8 — Circuito RLC série.
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Circuitos Elétricos B

So
b)

c)

d)

lucdo (continuacgéao):
A impedancia equivalente da associagao série émtada

Zeq =Zzi =3-j4+(8=(3+(4)Q=5/531"Q

O fasor correntd ¢ dado pela relagéo:

T 10d0
=Y OL=2o _531° A

Como 53,1 correéponde a 0,927 rad, a expressédo da correnéenpo é:
i(t) =2 Rel20e71027e 14 ) = 20y2 codat - 0,927) A = 20v/2 codat ~531° ) A

O diagrama fasorial encontra-se na Figura 1.9.

E:\7L +\70 +\7R :\7AD

\7R :\7AB :3T
\7c :\7|3c :—j4T
\7|_ :\7CD = 18T

Figura 1.9 — Diagrama fasorial do circuito da Fayu8.

Solucédo alternativa:
resultados obtidos anteriormente. Para simulacacirdaito foi utilizado ao arquivd 1. ndl do qual

pode-se extrair os graficos da tenséo da fontecerante, em funcdo do tempo, dados por:

Utilizando os arquivos de simulacdo doaMaB” é possivel reproduzir gs

150 ! ! ! ! |
k.t .......... .......... ........ ...........
7] T VI U TR A A I AT L R S R B

it)

\\\‘
o
N
e A
S
=
ST
(,/
N

o] TIPS A Ao U R S RO O USRS Y
.-||:||:|_.........; .......... .......... .........
150 : : '

0

0.0z 0.04 0.06 0.0g 01

Conforme esperado, observa-se que o0s valores deerggermanente apresentam valores de picg

100\/5 =1414V e 20\/5 =283A, respectivamente, para a tensdo da fonte e payaente, correspondenc

aos valores eficazes de 100 V e 20 A. Observas®édm, que a corrente de regime apresenta um auheg

fase atrasado com relac&o ao angulo da tensdondrhee a velocidade angular da fonte é 200 um

-1 —-_1 —27 =21 —
ciclo que corresponde a 368presenta um periodo=+ =_1- =27 =22 = (,016s. Desta forma, o atraso fda

10
ulo

corrente de 53Icorresponde §32—§0,016= 0,002s.

4 Disponivel emht t p: / / sl haf f ner . phpnet . us/ ci rcui t os_b/ mat | ab/
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Circuitos Elétricos B

Solucao alternativa (continuacéo): Para o tragcado do diagrama fasorial, a partinéares calculado

192}

anteriormente, sao utilizados os seguintes arquivabm me Ar r ow3. m obtendo-se o seguinte diagrama.

<y

VL

o al 100

140

l.1.4 — Superposicéo

De acordo com o principio da superposi¢cdo, em @@ composta por elementos lineares a respostd@uan
varias fontes atuam simultaneamente é igual a sdas componentes da resposta de cada fonte

individualmente, conforme ilustra a Figura 1.10.

Rede
Xl(t) —>> Linear —>> yl(t)

Rede
X5 (t) —> Linear —> \Z (t)

Ky X (t )
+

Ky X, (t)

e

Rede
Linear

Figura 1.10 — Superposicao aplicada a uma redarline

Observacoes:

K1Y (t)

) +

KyY, (t)

1. O principio da superposicéo é unmnseqiiéncia diretadalinearidade® dos elementos da rede.

2. Quando as fontesao possuem a mesma velocidade angulaas impedancias observadas pelas
fontes saodiferentes (Z(ja))éumafungéodea)). Alem disso, a soma de ondas senoidais de

frequéncias diferentesio é uma senoide.

® Sef é uma funcéo linear, entdo:
1. f(x)= y = f(a'x)=ay

2. f(Xl)ZY1ef(X2)ZY2 = f(x1+x2):y1+y2
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Circuitos Elétricos B

|.2 — Métodos de solucéo fasorial

[.2.1 — Circuitos equivalentes

Qualquer rede linear contendo fontes independentiependentes pode ser representada a padaigidos
seus terminaiscomo uma associaca&®rie (paralela) de umafonte ideal de tensao(corrente) e uma
impedancia, conforme mostra a Figura I.11.

Zth
a ~
— Tensaode
+ Vi -
circuito aberto
VH danciad
Circuito linear | g 2 b 7., - mpedanciade
em regime entradado circuito
permanente
no dominio

a - Correntede

dafreqiiéncia | — ¢ b T
curto circuito
- I ZN = Impedéanciade
b VAN L
entradado circuito

Figura .11 — Circuitos equivalentes de Thévenhoeton.

A fonte detensdodo equivalente dé&hévenin corresponde ao valor dansao de circuito aberto(\_/oc,
open circuij entre os terminaia eb. A fonte decorrente do equivalente dilorton corresponde ao valor da

corrente de curto circuito (I sc, short circui) entre os terminaia eb.

A determinacéo dempedanciados equivalentes de Thévenin e Norton segue aiseguegras:

1.

Apenas fontes independentes — Substituir:

Fontes de tensédo por curto circuito
Fontes de corrente por circuito aberto

e determinar a impedancia equivalente entre odriarsa e b.

Fontes dependentes e independentes — Determinar a impedancia equivalente através da
relacéo:

- = .V v
Zm =7y = /tH _Voc
I'n I sc

Somente fontes dependentes — Inserir uma fonte artificial nos terminai€ b e fazer:

Y Y3 S V ARTIFICIAL
Voc =VarTFICAL = ZTH=——""—
| ab
ou
T - > _ V ab
lsc=larTFICAL = ZN==0—"—"
| ARTIFICIAL
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Circuitos Elétricos B

Exemplo 1.4: Para o circuito em regime permanente a seguire-sabque v, (t)=2005(40(1+45°),

i (t)=3/2cod0a-30°), R =05Q, R,=03Q, L, =5 mH, L, = 25 mH e C = 75 mF. Determinar
o solicitado:

R c
W——F——|
+ R,
w) () il(t)l Ly @) w0
Lo
b

a) Os circuitos equivalentes de Thévenin e Nortoreda ique esta conectada ao indutpr
b) O fasor correntd: e a correntd, (t) correspondente.

Solucéo:

a) Agdeterminagéo dos circuitos equivalentes de ThéverNorton compreende a determinacdo da te
de circuito aberto,\7TH, da corrente de curto circuitd_,N, e da impedancia equivalente da re
Zmw =Zn. Inicialmente, determina-se o circuito equivalente dominio da frequéncia aplicandd
Transformada Fasorial.

-j1/3Q

0,5
[|
I

%%

0,3Q
+

Ve =42|45 <> 20 CD Tr =3/-30

i1Q

b

Para determinar a tensédo de circuito aberto, atfliz 0 circuito equivalente no qual a indutarciaé
removida. Inicialmente, a fonte de corrente asateina figura a seguir é convertida no seu equitalem
fonte de tens&ov | = (03+ j1)x3|-30° =313214330° V e Z; =03+j1Q.

050 —j1/30
g a C
ANA o I
+
. 0,30
Ve =42|45 <> v CD e =3-30
i1Q
b, d
I 050 —13Q 0,30
—> A % I ‘e
+ .
_ + 1Q
Ve=V2les () Vo
+
B V) =313214330°
b. d.

No circuito anterior, a tensdo de circuito abexidgser obtida diretamente por:
Ve-V, /2|45 -313214330
05-j%+03+jl 08+ 2%

=1650718210° = (~16496~ j0,0604 A

Nsao
de,

Vin =V - 05x1 =+/2|45 - 05(~16496~ j0,0604) = 2,09552945 = (18248+ [1,0302 V

Andlise de redes no dominio da freqiiéncia — SHaffner/LAPereira Versao: 11/9/2007 Pagina 11 de 33



Circuitos Elétricos B

Solucdo (continuacao): Com pequenas alteracdes, o circuito anterior gedeitilizado para a determinar
a corrente de curto-circuito. Neste caso, baste-mircuitar os terminaigb, conforme mostra a figura |a
seguir.

05 —j1/3Q 030
) a I c )
AN [ 1
B . i1Q
Ves2ls (7 Ty -
V), =313214330° V
b de
_ g v V2|45 313214330
n=Ye, Vi | + 1 —— =5970 348 =(59590+ j0,3624) A
05 -jX+03+]j1 05 03+ )2

Como o circuito s6 possui fontes independentempedancia equivalente pode ser obtida pela as$ociag
série/paralela das impedancias existentes no wragtando as fontes de tensdo substituidas pto- ¢ur
circuito e as fontes de corrente por circuito abekssim, para obtencdo da impedancia equivaletiteza-
se 0 seguinte circuito:

050 -j1/3Q

W I

0,3Q

)
@

o

* ji1Q

05x(08+ %) _ OL5* i J3 _ ¢ 5c 4 p5g7 =(0,3156+ j01537) Q
05+03+]j% 08+ %
Observar que a impedéancia equivalente também @otiersido obtida através da relacdo entre a tetesao
Thévenin e a corrente de Norton, ou seja,
_ _ V., 209542945
Zmi=Zn=—2=
I'n 59700 348

Assim os circuitos equivalentes de Thévenin e Nostio dados por:

Zt =Zn =Za = 05//(03+ j1- | %)=

=0,35104 2597° =(0,3156+ j01537) Q

031560 10:1537Q a
! @
a
0,3156Q
B * I'n =59700 348 CD
Vi = 209552945 <> 10.15370
b
be °
Equivalente de Thévenin Equivalente de Norton

b) Para determinar a corrente que circula na induéihcibasta empregar qualguer um dos circujtos
equivalentes obtidos no item anterior. Caso a opsgja pelo equivalente de Thévenin, o circlito
equivalente é dado por:

0,3156Q j0,1537Q

+ _
Vi =2,0955 2945 C) I l % i2Q

b
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Circuitos Elétricos B

Solugéo (continuagao):

Vi 2,09552945 ,
= = =09627-522T1 =(05899- j0,7608 A
Zm +j2 03156+ 21537 1-5221 =( 07608

Caso a op¢éo seja pelo equivalente de Nortoncaitirequivalente é dado Sor

l1=

a
0,31560
I'n =59700 348° (‘) I1 i 20
j0,1537Q
b

- Zn  + _ 03156+ j01537 . .
l1=— In = 59700 348 =0,9627 -5221 =(0,5899- j0,7608 A
"TZu+j2 | 03156+ (21537 {38 71-5221 =( jo760q

Utilizando a Transformada Fasorial inversa, tem-se:
i,(t) = 09622 cod40a - 5221 ) A =13614c0d40a ~5221 ) A

Solucao alternativa:  Utilizando os arquivos de simulacdo deMAB é possivel reproduzir os resultad
obtidos anteriormente. Para determinacdo dos ticeiquivalentes de Thévenin e Norton, respectingm
foram utilizados os arquivds 2Vt h. ndl el 2l n. ndl , obtendo-se os seguintes gréficos da tens§
circuito abertos(t) e da corrente de curto-circuitgt), em funcéo do tempo, juntamente com a tensd
fonte ideal

0.0z

0.01

-10

1] o1t o002 003 004 005 008 007 008

® Vide expressdo do divisor de corrente na Sec&® CRcuitos divisores.
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Circuitos Elétricos B

Solucéo alternativa  (continuacéo): A partir destes gréaficos, pode-se determinar dsres de regime

permanente dos fasor®sy e | n, cujos valores de pico atingeﬂ,O955/§ = 296V e 59700/2 = 844A,
respectivamente. Os angulos de fase destes fagodesn ser estimados a partir da comparacdo de| suas
respectivas formas de onda no tempo com outrizadd como referéncia angular, cuja fase seja ©ihdne
Utilizando-se a forma de onda da fonte ideal des&en-(), cuja fase é 45 observa-se que os valores

méaximos do regime permanente da tensdo de cirabiéoto (tensdo de Thévenin) ocorrem ligeiramente
depois dos valores maximos do regime permanentergdo utilizada como referéncia. De fato a fase da
tensdo de Thévenin estd atrasada £5¢6Bn relacdo a tensdo de referénc®45-45=-1555) que
correspondem a um tem7p'cgual a 0,0007 s, dificil de ser observado. Olser;, ainda, que os valores
maximos do regime permanente da corrente de cumaito (corrente de Norton) ocorrem depois dos
valores maximos do regime permanente da tens&aadal como referénciasH De fato a fase da
corrente de Norton esta atrasada 471,6348-45=-4152") que correspondem a um terfipgual a

0,0018s.

A simulacdo do circuito completo foi realizada inido ao arquivd 2. ndl do qual pode-se extrair|a
forma de onda da correnitét), em funcdo do tempo, dado pelo grafico a seguir.

2 T T T T T T T T

i1(t)

0 0 002 003 004 005 006 007 008
Como anteriormente, a amplitude do regime permandotfasorl_l, corresponde a um valor de pico |de
096272 =136A. O angulos de fase deste fasor pode ser estingagadir da comparacgéo de sua fase ¢com

a tensdo de referéncia(()), o que indica o seu atraso de 97,245221-45=-9721) que correspondem
a um tempdigual a 0,004.

Exemplo I.5: Para o circuito em regime permanente a seguirmatar o circuito equivalente de Thévenin
em relacdo aos terminab.

—j40Q

+

1200° V <> §\7x +
60Q

" Lembrar que o periodo de uma funcao cuja veloeidadjular é de 408/, é igual ar =21 = 21 = 0165 € este tempo
corresponde a um ciclo completo, ou seja’3b@sta forma, um angulo de 15)58rresponde #50,016= 0,0007S.

8 Um angulo de 41,3Zorresponde d520,016= 0,0018S.

® Um angulo de 97,2kcorresponde 8210,016= 0,0047S.
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Circuitos Elétricos B

Solucdo: Como o circuito é constituido por fontes indepenele e dependentes, a determinacag
impedancia de Thévenin sera calculada atravéslag@meentre a tensdo de circuito aberto e a cermat
curto circuito. Inicialmente determina-se a tend@aircuito aberto, por intermédio do método dasetdes
de malha.

Para as correntes de malha indicadas no circgiggair, as equacées de malha sdo dadas por:

—j40Q
120 .

"MW———| 0
. 1200
1200° V () 1 §\7 1
qo ‘600 T ? o
10V x
_ b

@
M1 -1200°+121,+60(11-12)=0
M2: 60(I2 ~11)+ (120~ j40)i , +10Vx =0

Substituindo a expressao Ve = 6OG 1 —I_z) na expressdo anterior e arranjando os termosadce@o
seguinte sistema:

7211 -601 ; =120 0°

420+ j40|—

— |2
54C

Substituindo a expresséo tle na equagéo anterior:

420+ )40~ = 16}
72W|2—60|2-120|3 = (4+J§j|2—120

54001 +(-420- j40)l. =0 =  I1=

Dai,
T, :Lole =1823313 = (-108- j144) A
-4+ J -~
3
1,=42000407 7 2420080 105 j14.4)=1406(23857 =[ 222~ j12| A
540 540 3

Observar que este valor pode ser obtido diretantEns®lucéo do sistema anterior.
Da malha que inclui os termina$, pode-se escrever a expressém_/due:

Vin =120 +10V x =1201 2 +10x60(11 ~12)= 60011 - 4801 2
Substituindo os valores das correntes, chega-se a:

I1

22 ———
<7 - . . _ o _ .
Vi =600 —= - 112) -480-108- j14,4) =83522| - 2017 =(784- j288) V

I2

Para determinar a corrente de curto-circuito € $&ug@ curto-circuitar os terminaa®, conforme mostrado
na figura a seguir. Observar que a propria corréatmalhal 3 é a corrente de curto-circuito.
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Circuitos Elétricos B

Solucdo (continuacgéo):

120 e .
AN———] 0
N 120Q
edov (O B YSw oV T Ny
10V x
_ y

Considerando as correntes de malha indicadas ua fagterior, tém-se as seguintes equacfes de:malha

M1 -1200 +1211+60(11-12)=0

Vx
M2: 6012 ~11)- 400 > +120(1 2 ~15)+10x 6011 ~12)=0

Vx
M3: -10x601:~12)+1201s~12)=0

Tais equacdes resultam no seguinte sistema dedgiac
7211 - 6012 =124 0°
54001 + (- 420- j40)I 2 —12015 =0
~600 1 +480 2 +12013 =0
cuja solucao é dada por:
11=2915/423 =(2157+ j1,961) A

12=2425759 =(0,588+ j2,353 A
13 =8440 27 =(8431+ j0,392) A
Assim, Iy =13 =844027° =(8431+ j0,392) A e

Vi _ 784- (288
In 8431+ 0,392

Zm = =9895 - 2283 =(912- j384) Q

Solucdo alternativa: Para determinacdo dos circuitos equivalentes devertin foram utilizados o
arquivosl _3a. ndl el _3b. ndl , respectivamente, para a obter a corrente de cuciaitoiy(t) e a tensag
de circuito abertorr(t) mostradas nos gréaficos a seguir. Foi utilizada welacidade angular de 46,
para a fonte independente de tenséo e o valorp@it@ncia ajustado para o da reatancia dada)(40

15 . . .
IN(t) 10} - :

1] 0.m 0.0z 0.03 0.04 0.05

(2]
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Circuitos Elétricos B

Solugéo alternativa (continuagéo):

1500 , ; : !

1000} ' ' : :

R00

a

500

-1000

-1500

Vrn(t)

0 0.01 0.0z 0.03 0.04 0.05

Observa-se que os valores de pico da correntetend@o correspondem aos obtidos anteriormentegjay s

8,440\/§=1L9A e 835,22\/§=1180V. Observa-se, também, que o angulo de fase dadeates Thévenirn

esta atrasado com relagdo a tensdo da fonte indmptende tensdo em um angulo de 20gLié correspond

a 24727.=0,0009s. Além disto, a corrente de Norton esta adiantadarelagdo a tensdo de Théver

(4

nu

conforme calculado anteriormente, ou s&jd,+ 2017=2287" que corresponde 6%7% =0,0010s.

Exemplo |I.6: Determinar o circuito equivalente para os ternsigab do circuito da Figura 1.12.

00 2
C a
Y
U 1 °
590" CD 2 1
d b
@ @

Figura 1.12 — Circuito elétrico com fontes indepemnigs.

Em outras palavras, a fonte de corrente (em parateh uma impedéancia) é substituida por uma foate d
tensdo equivalente (em série com uma impedancesteNcaso, a tenséo de circuito aberto e a impiedanc
equivalente sdo dadas por:

Vi =Voc =1Z =5 90° x2| 90" =10 180" =-10V
Zm =j2=290°Q

Solucdo: Inicialmente, o circuito cujos terminais sée d é substituido pelo seu equivalente de Thév%\in.

A Figura I.13 ilustra a transformacéao da fonte dieente pela sua fonte de tensdo equivalente.

5@C

°
Figura 1.13 — Transformacgé&o de uma fonte de ccerent fonte de tenséo.
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Circuitos Elétricos B

Solucdo (continuacéo): Substituindo o circuito cujos terminais sée d pelo seu equivalente (mostra
na Figura 1.13), chega-se ao circuito da Figurd.ILlbgo, o circuito elétrico da Figura .12 é eglénte a
um curto circuito.

j2 oo 2

e (| . e
e = 202 =

d b b b
@ @ —e

Figura 1.14 — Circuito elétrico equivalente paraeysninaisa eb.

jo}]
Q
jo}]

Solucdo alternativa: Para determinacdo dos circuitos equivalentes devertin foram utilizados o
arquivos! _4a. ndl el _4b. ndl , respectivamente, para a obter a corrente de cinduoito in(t) (cuja
simulacao nao revela um valor definido) e a temgicircuito abertey(t), mostrada no gréafico a seguir. R
utilizada uma velocidade angular de Aigpara as fontes independentes de tens&o e coerestealores d
capacitancia e da indutancia ajustados para a@natdadas.

5 . . . ! . .

Vr(t)

_5 ! 1 1 ! i !
1] 01 o002 o003 004 005 008 007

Observa-se que o valor de regime da tenséo detoietoerto é nulo (0 V), implicando em uma impedar

oi

c

de Thévenin também é nula, pdsH =V%, 0 que comprova o curto circuito obtido nos césudnteriores.
N

Exemplo I.7: Determinar o circuito equivalente para os ternsiaab do circuito da Figura 1.15.
v .
X v[o
- . Or - NA_q
N2
R
1| -90° CD X % X ——

X

d f b
° o} )
Figura 1.15 — Circuito elétrico com fontes de tens&orrente.
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Circuitos Elétricos B

Solucdo: No circuito da Figura 1.15, observar que emboiiatam fontes que sejam funcdes\e X, tais
fontes ndo dependem de correntes e tensdes daasendo, portanto, fontes independentes. Destnwm
procedimento é similar ao exemplo anterior, ou,sSejaialmente determina-se o circuito equivaledbs
terminaisc ed. Diversos componentes desta fragdo do circuit@iposkr eliminados pois encontram-se
série com uma fonte de corrente, conforme moskigwaa 1.16.

O circuito equivalente dos termin&@i® d encontra-se na Figura .16, sendo seus parametdos ghor:

- o =V
Vi =Voc =1Z =—| -90" xX| 90° =V| 0° =V V
TH ocC X |_

Zmw = X =X|90°Q

X
S S a'e oW

E i % = v@i)

d d
R — e e
Figura 1.16 — Circuito elétrico equivalente dosrtiraisc ed.

Aplicando o circuito da Figura .16 no circuito @agura 1.15, obtém-se 0s circuitos equivalentes
Thévenin e Norton para os terminaigf, mostrados na Figura 1.17, cujos parametros s&o:

V1h =Voc =v|£°+v|£’=2v|£°=2vv

_ o

INzlscz :ﬂ —gooz—JﬂA
x| o0 X X

Z =Zn = X =X|90° Q
X v[o ix

N\ C :+ e AN e .
e O) = () D= ® Cx

d f f f
® ° - o o
Figura .17 — Circuito elétrico equivalente dosriraise ef.

Finalmente, aplicando o circuito equivalente detdloda Figura 1.17 no circuito da Figura 1.15, obtge o
circuito equivalente para os terminaig b, mostrado na Figura 1.18.

e R a R a a
= Afips =
oo ®OrE wF DHe® D= ®

f b b b
o ® e —e

Figura 1.18 — Circuito elétrico equivalente paraeysninaisa eb.
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Circuitos Elétricos B

Solucéo alternativa: Para determinacéo dos circuitos equivalentes adtoh@oram utilizados os arquiva
I 5a.ndl el 5b. ndl, respectivamente, para a obter a corrente de cintaito iy(t), mostrada ng
gréfico a sequir, e a tenséo de circuito abest¢t) (cuja simulacéo revela um valor sempre crescehts)
utilizada uma velocidade angular de A0para as fontes independentes de tens&o e coer@steeguinte

valores pard&, XeV: R=X=10Q eV =%’V.

40 : : , :

in(t) 20

-20

-40)

1] 0.m 0.0z 0.03 0.04 0.05

Observa-se, no gréfico anterior, um valor de piedd A para a corrente. Tal valor pode ser compglo
utilizando-se a expressao obtida anteriormentebetiwindo -se 0s valores definidos p&aX e V. Desta

= = f/ =32 A. Por outro lado, como a tenséo de circy
aberto tende para infinito, a impedancia de Noetmflnlta, sendo representada por um circuitotaber

|92}

lito

|.2.2 — Transformacéo estrela-triangulo

Se os dois circuitos da Figura .19 sdo equivatecten relacdo aos seus quatro terminais entadogem-s

21 =i (11)
Za+Zg+Zc
22 :i (12)
Za+tZg+Zc
23 ZL (13)
Za+tZs+Zc
e
Za= lez+2123+ZZZ3 (14)
Z3
7 = lez+Zi23+Zzz3 (15)
Z2
Ze = lez+Zl_Zs+Zzzs (16)
Z1
Z1 Z3 Zs

Figura 1.19 — Equivaléncia entre circuitos em éatestriangulo.
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Circuitos Elétricos B

As expressoes (11), (12) e (13) podem ser facilewistradas, considerando que:
Z1+Z3= ZB//(7A +Zc) ZB(ZA +ZC) ZaZB+ZBZcC

(17)
ZA+ZB+ZC ZA+ZB+ZC

Z1+Zo = ZA//ZB+ZC) ZA(ZB+ZC) ZnZs +ZaZc (18)
ZA+ZB+ZC ZA+ZB+ZC

Z, 475 = ZC//(ZA+ZB) ZC(ZA+ZB) Z_AZC_+ZB_ZC (19)

Za+Zp+Zc Za+Zs+Zc
Somando (17) com (18) e subtraindo (19), chegaesgoiessao (11):
ZaZs+ZsZc +ZaZs +ZaZc —\ZaZc +ZBZc)
Za+Ze+Zc
27, =—2A%s o 7o ZAZE
Za+Zs+Zc ZatZe+Zc

A expressao (12) pode ser obtida substituindo €bi)(18); a expressédo (13) pode ser obtida sulvstiui
(11) em (17).
As expressoes (14), (15) e (16) podem ser mostimgastir das expressdes (11), (12) e (13). Iniwaalte,
isolandoZc nas expressoes (12) e (13), ja demonstradas gem-s

Z1+Zs+Zl+Zz—(Zz +Zs)

Zo=—ZR2C o Z,[Za+Ze+Zc)=ZaZc = ZoZa+Z6)=Zc(Za-Z2)
Za+Zp+Zc

— 22 (—

Zc=—"2_(Za+Zs 20
Za-— Zz( ) (20)

23=$ = Zs(zA"'ZB"'ZC):ZBZC = 23(2A+2B)=ZC(ZB—23)
Za+ZB+Zc

= Z

Zc :—S(ZA"'ZB) (22)
Zg—-Z3

Da igualdade de (20) e (21), tem-se:

zch(EA*'ZB):Z—g—(ZA*'ZB) = _ZZ_ :_Zs_

Zan—-27Z2 Zg —27Z3 Za—2Z2 Z-—-2Z3

22(28_23)=23(2A_22) = Z2Zg=2Z3Za

Ze=2274 (22)
Z>
Da mesma forma, isolandoa nas expressdes (11) e (12), tem-se:
Zl-_L = 21(2A+ZB +ZC)=ZAZB = Zl(ZB +Zc)=ZA(ZB—Zl)
Zpat+tZs+Zc
— Zl (—
Za=—"_|(Zs +Zc 23
ZB—Zl( ) @3)
ZZ‘L = 22(ZA+ZB +2C)=2AZC = 22(23 +2C)=2A(2C —22)
Zpa+ZB +Zc
Za _L@B +Zc) (24)
Zc—2Z2
Da igualdade de (23) e (24), vem:
2A=Z—ZB +Zc) L(ZB+ZC) = _Zl_ == ZZ_
ZB—71 Zc—-7Z2 Zg—-21 Zc-2Z2
21(2(:—22):22(25—21) = ZiZc =Z27s
Zc —QZB (25)
Z1
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Circuitos Elétricos B

Substituindo (22) em (25), tem-se:

Zc=237, (25)
Z1
Finalmente, substituindo (22) e (25) em (11), clfmga'
- - Za237, 233, 237,
21 = Zals = Z2 = Z> = Z2
ZatlptZc ZA+§ZA+QZA 1+§+§ ZlZZ+E153+ZZZ3
Z2 Z1 Zo Z1 Z1Z>
21:__ EgEA _ N 21 Z1Z> +ZiZQ,+Zzzs :ZSZA
Z1Z2+Z123+2273 Z1
Z1

gue confirma a expressao (14) ou seja:

= lez+leg+Zzz3
Zp=
23

Substituindo (14) em (22) chega-se a expressaogab3tituindo (14) em (25) chega-se a expresgjo (1

[.2.3 — Circuitos divisores

Sao dois os circuitos divisores bésicos: divisortatesdo e divisor decorrente. No circuito divisor de
tensdo, ilustrado na Figura 1.20, a tenséicé aplicada a associac&@érie de impedanciaZ: e Z> e o
problema consiste em expressar a tensdo sobreafmmpedanmaszl por exemplo, em fungéo da tenséo
total V e das impedancias do circuito, ou séja,e Z».

—> Y
+ Zl+22
> _ B — B L _
+ ! Vi Vi=Z1l =Z1= = Vo=Z21=27> v

<l

()

N

+
N
A
+
N
N
NI
+
N |
N

Z> — _ b
VZ Vl_i V _L
- Z1+27Z> Z1+2Z>

<l
I
<l

Figura 1.20 — Circuito divisor de tenséo.

No circuito divisor de corrente, ilustrado na Fgur21, a corrente é aplicada & associacf@aralela de
impedanciasz: e Z» e o problema consiste em expressar a corrente swha das impedanciag; por
exemplo, em funcéo da correritee das impedancias do circuito, ou s&a.e Z».

+ + VZZPT szlezj
fll Z1+7Z>
_ 7.7, _
_ /A _ _ — _ _ - V=—c——I 2172
I Z1 Zs \% |:>| Zp v Z1+7Z> = Zili==———%—I
= - Z1+2Z>2
V =2Z1l1
_ - Zy - - Zi -
l1=———1 lo=———1
Z1+2Z> Z1+2Z>

Figura .21 — Circuito divisor de corrente.
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Circuitos Elétricos B

1.2.4 — Métodos analiticos de solugéo

Aplicam-se os principios da andlise nodal (tenstekis) e analise de malhas (correntes de malBaja

um circuito genérico formado p& nés eK ramos, tem-se entadvariaveis,K correntes & tensoes,
relativas a cada um dos componentes que estam@Eeses ramos cujos extremos constituem os ndés do
circuito. Pode-se, entdo, escrever as seguinteg;ées de interconexao:

. N -1 equagOes de no, ou seja, expressoes relativaseinarLei de Kirchhoff;
. K—(N —1): K-N+1 equacdes de malha, ou seja, expressbes relatigaguinda Lei de
Kirchhoff.

Além disto, cada ramo possui a sua equacao casittar

ve=tl) Tl

totalizando(N -1)+ (K - N +1)+ K = 2K equagdes.

Exemplo 1.8: Para o circuito abaixo determinar:

Figura 1.22 — Circuito exemplo no dominio do tenepda frequéncia.

a) A expressdo d¥, em funcdo dé/; .

Vo

b) A expressao do ganho de tenséo, dadd3gor

c) Adefasagem entré, e V.

Solucao:

a) Redesenhando o circuito tem-se o0 diagrama da Fig28a para o qual sdo validas as seguintes
equacdes de né e de malha:

LKC : KV g = Yo com Zp = 1 = 1 (26)
Zp i+i+ 1 i+i+jac
Rl RZ _J 1 2
LKT : Vi=Vg+Ve = Vg=Vi-V, (27)
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Circuitos Elétricos B

Solugéo (continuagao):

1 k\7 A
Vi il s—T—FRe Vo N g

Figura [.23 — Circuito exemplo no dominio da freggié redesenhado.

Substituindo (27) em (26) tem-se:

v vo)_— - (_i+k)vo=kvi > Vo= k¥

Zp o4k
Zp
Vo= Vi= Vi (28)
i+i+k+j(uC R1+R+kl-'x’1R2_|erC
R, RR,
b) Da expresséao (28) tem-se:
k —
v R+R+kR R, + aCVI‘ ‘ ‘ k
G, =|Lol=|_rR " _ k K
Vi Vi ‘ ‘R].+R2 KRR, | ch‘ R1+Rz+kR1Rz) +(aC)?
c) Da expressao (28), tem-se p&ra0:
\/ k \ 7 _ \ 7 —1 C(E _ N7 —1 aﬁRle
Vo =0 Vi =0V -t ——— =0V -t —_—=
RAR KRR, | T RIR KRR, o (R1+R2+kR1R2J
RR, RR,

Logo a defasagem é dada por:

p=0V, -0V, =—tan™ WLRR,
R +R, +kRR,

Solucéo alternativa: Para realizar a simulacao do circuito anterioutdizado o arquivd _6. ndl , para

a obter as formas de onda das tensdes de em(Bda de saida, (i), mostradas no gréfico a seguir. F

utilizada uma freqiiéncia de 6z para a fonte independente de tensdo de entrad&0(7,), cuja
amplitude foi de 100 de pico e os seguintes valores para os compmieRie500Q, R=375Q,
C=25mF,k=5.

100

vi(t) B0
0

-50

-100
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Circuitos Elétricos B

Solucdo alternativa  (continuacdo): Substituindo-se os valores adotados nas expressbtidas
anteriormente, tem-se:
Vo= X - > v
°" R +R,+kRR, il 500+ 375+ 55600875 '
RR, : 5000875

Vo= o,468q -6203V;

Desta forma, o valor de pico do regime permanentstiado no grafico (aproximadamente 47
corresponde ao valor calculado e o angulo de fas@ateaso da tensdo de saida de 62¢@8responde i

6203 2r_=(,003s.

360 27160

Vi
+ j2r160[25x 1073

V)

5%

Exercicio .2: Determinar o valor d&, em funcéo d&/; das redes da Figura 1.25.
21 Z;

R=0,06Q
L=12mH
C=3mF

w= 20029,

Figura 1.25 — Circuitos “Ladder” do exercicio.

|.2.5 — Diagrama fasorial

O diagrama fasorial consiste em representar osgfasensdo e corrente de um determinado circiétoica

no plano complexo. Tal diagrama é empregado paxdisaue simplificar trabalhos analiticos pois

as

operagOes de soma e subtracdo podem ser facilmestatadas e visualizadas. O diagrama fasoriabgem

seguintes caracteristicas:
. 0s eixos (real e imaginario) podem ser omitidos;

. E utilizada uma referéncia angular Unica param@ses e as correntes;

. As escalas para os fasores tensdo e corrente pseleindependentes, ou seja, uma para as

tensdes e outra para as correntes (por exerno: 10V e Icm=5A)

. Os fasores podem ser colocados na origem ou rnen@gide de outro fasor (para “somar”).

Para uma impedancia qualquer, mostrada na FiggBadcorrente pode estaadiantada ou atrasada em
relacédo daensdode acordo com a natureza desta impedanajaaCitiva ouindutiva, respectivamente).
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Vo=21 L Ve
G T I
'+—%'—_’ Vel sE1=E = ey
Ww=0f1)=0Z+07 = DI_:D{\%’DJ:DVab—DZ
« & (senidopositvo)
T (Z capaiivo)
e

1 (z indutivo )
Figura 1.25 — Circuito com impedancia e seu diagréasorial.

Caso a impedancia do elemento da Figura |.25 teatumeza exclusivamentesistiva (Z = R), tem-se:

Va =RI - 1=t
I LA
N Fulfale ~ 2]
* Ve B Ve =0R)=01 = DT:D[\%’]:D\_/ab
(\ @ (sentido positivo )
b [} (em fase) a
@ [ = ”\7ab

Caso a impedancia do elemento da Figura 1.25 teahareza exclusivamentedutiva (Z =jal = jXL),
tem-se:

V= iX,0 S iete
T XL A J)il_ ‘\_/ ‘
a—»p — 1 |y T_ —| - _[Ya
M el -]
’ e B Ve =0(jX, 1)z0T+90° = Oi=0 \j/Xab = (Vo 90
L

(\ @ (sentido positivo )

PO\ 4
-90°

(atrasadade 90° )
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Caso a impedancia do elemento da Figura 1.25 temladureza exclusivamentecapacitiva
= 1 .

Z=-j—=-jXc |, tem-se:

( JaC J cj

- - - 7 Iy
T -jXc Vab ==Xl = I_—j:(bC_J|\)7(;::b|
a_— » b ~ o ) 0 ©
i | s 2R R S B RS-
+ V ab - Dvab:D(—jXCI_):EII_—90° — 0O =0 ij ]:Dvab—(—90°):D\7ab+90°
—Ihc

(\ @ (sentido positivo )

(adiantada de90° )

Um caso um pouco mais geral ocorre quando a impédanalisada corresponde a uma associacao série de

uma resisténcia e uma indutancia. Neste cAsoR + jal = R+ jX,| =/R? + X2 tan‘l(x%zj e tem-se:

Z=R+jX, Vae =V +Voe = (R+ X )T - T:R\:TX
_ L
I —
a_—p b C _ ] _ _ _ v ab
Y T [ ey N B L
— — +
+ Va - + Ve -— B o (X, ) ) G - L (X,
+ Va - DVab:D((R+JXL)I)=tan [ijl = 01=0 T IX. =0V ap —tan (Rj

« @ (sentido positivo )

Observar que o fasaf,c corresponde & soma dos fasoves e Vi .O fasor tensay . estéem fasecom o
fasor correntel pois corresponde a uma queda de tensdo enresiséncig o fasor tensdw . esta 90
adiantado do fasor correntd pois corresponde a uma queda de tensdo emindu#ncia. Assim 0s
fasoresVa e Ve formam um angulo reto e o portt@ncontra-se na semicircunferéncia cujo diameto é
fasorv .
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Exemplo I.9: Para o circuito abaixo determinar o diagrama fakopntendo o fasor corrente e os fasores
gueda de tensdo em todos 0s seus componentes Enodasor tenséo da fonte.

60 100pF
ANA——]
| |
+
v(t) =100/2 cosL00a <>
40 pF 40
||

10Q

0,02H

Solucdo: Inicialmente determina-se o circuito equivalentedominio da freqtiéncia. Os capacitores
indutor séo transformados nas suas impedanciagadepies para a freqiiéncia da fo(ne: 1000fa%):

100uF - j; =-j10
H - 1000x100%x107°
0,02 H - ~j1000x 002 = j20
. 1 .
o -j———=-j25
A40uF Jloooxaox10®

e alguns pontos sdo adicionados para identificajuaslas de tens@o nos diversos componentes, c@nform

ilustra a figura a seguir.

. 5 ) -j10
C
a —/\\\—e H
10
+
() d
. j20
—j25 4
| |
|| ’f W .

A corrente do circuito € dada por:
\73g 100| 0° 10q 0° 10q 0°

Zeg 6-j10+10+j20+4- 25 20-j15 25 -3687

4| 3687

As quedas de tensdo nos componentes sdo dadas por:
Vi =Zxyl

\7ag :\7fg +\_/ef +\_/de +\_/cd +\7bc +\_/ab

conforme ilustra o seguinte diagrama fasorial.
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Solugéo (continuagao):

|
S e w2V a9 =100 0°
NS

[72)

Solucdo alternativa: Para realizar a simulacdo do circuito anteriorariorutilizados os arquivo
| _7a.mdl el _7b. ndl; para realizar o tracado do diagrama fasorial radseta seguir foi utilizado

arquivol _7m m

O

VR_10

Iret

¥<

1ot VL _Z20m
VC_100u

a 20 40 B0 a0 100

I.3 — Locus de tenséao, corrente e impedancia

O lugar geométrico ou “Locus” consiste em repremento plano complexo, a variacdo de uma grandeza
(tensdo, corrente, impedancia) quando um parandetrcircuito é alterado (por exemplo, uma resis&nci
capacitancia, indutancia, freqiiéncia, etc.).
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Exemplo [.10: Para o circuito abaixo determinar:

—>
RZ Rl
+
\79 <> b - \7 s + é
R - C
d

a) O lbcus do fasor tensats =V a paraR, variando de zero a infinito.
b) OfasorVs,seR =0 e seR =o.

c) Ovalor deR, parao qual7S estag90’ atrasado em relagéd\_/ée.

d) A expressao do angulo entve e Ve.

Solucao:
a) Inicialmente, supfe-se que o fasor tensdo de enteatha angulo de fase nulo, ou sMa;’Ve

o,

tendo nos seus extremos o0s port@sd. As extremidades do fasdfs =V a S50 0S pontos e b que
sdo determinados da seguinte maneira:

. O pontob pode ser facilmente localizado, pois se enconiataenente entre os pontog d (observar,
que o divisor resistivo é formado por duas res@édnguais).
. O pontoa exige uma analise um pouco mais cuidadosa. A m@rigue percorre este ramo do circu

11, estédadiantada em relacéo & e, pois a natureza da impedancia é capacitiva. qatguer valor
de R, este fasor encontra-se no primeiro quadranteefaj sua fase pertence ao intervbl‘b;%"].
Considerando este fato, o sentido dos fasores cﬂ&eﬁmsé&ad eV podem ser estabelecidos
seguinte maneira: 0 fasdf.a encontra-se 90atrasado em relacdo & correnter; o fasor Ve

encontra-sem fasecom a correntd 1. Assim,Vas € Ve sdo perpendiculares e v&o constituir um

tridngulo retdngulo com o faswfe .

O fato do pontoa ser o vértice reto de um triangulo retangulo famncque seu locus seja un

semicircunferéncia, conforme ilustra a figura ausegdssim, o locus do fasdvs =V a compreende todg
0s raios desta semicircunferéncia.

11 -
Vcd
Ve
d / c
\ 7 || R0
/ | 7 Va =R
R - \\ \ //
\ /
\ /
Vad:_jiTl S
Locus do
ponto a

na

[72)
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Solugéo (continuagao):
b) ParaR - «, 0 pontoa tende para o ponto e o fasorVs tende para o fasore; paraR, —» 0, 0
pontoa tende para o pontoe o fasolV s tende para o fasof o .

c) ParaVs estar90° atrasado em relagé()?ag € necessario qLE ad‘ :’\7ca , OU seja:
1| L 1 o _ 1

‘—JEM =R = EM_ R = R= =

d) Paraa determinacdo do angulbasta verificar as relacées do seguinte triangaiéngulo.
b
Cc
Assim, tem-se:
y+90° +p5=180 = y=90-p (a)
a+28=180 = /3:90°—% (b)
Substituindo (b) em (a), chega-se ay =90° —(90" —%j =% = a=2 e
I1
tany = ‘ ‘ - R =eRC = y=tan(aRC)
‘— j—11 }/aC

Logo, a = 2tan Y (aR,C)

Solucao alternativa: Para realizar a simulagéo do circuito anterioafioutilizados os arquivds 8. ndl
el _8m m considerando os seguintes valores para os comgpm& =10 Q, R=50 Q, C=100 pF e

Ve =50\/§\£V (igual a 100 V de pico). Para estes valores,naéevyt) de saida € dada pelo segui

grafico (com um angulo de fase que corresponde 1334, resultando no diagrama fasorial dado.
demais pontos do l6cus podem ser obtidos variaadm-galor da resisténcid, (observar que o gréfic
apresenta escalas diferentes para o0s eixos).

V(t)

nte
Os

O

; H L 235 i i i f ;
1] 0.01 n.az2 0.03 n.04 .05 o 20 40 =] a0 100
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|.4 — Ressonancia senoidal

1.4.1 — Defini¢cbes

s

Ressonéncia é um fendmeno que pode ocorrer emitaegrcgue contém, simultaneamente, indutores e
capacitores. De modo simplificadosesssonanciapode ser definida como a condigéo que existe elgger
sistema fisico (por exemplo, elétrico, mecanicajrdiilico e acustico) quando uma funcéo excitacdo
senoidal’ de amplitude fixa produz uma respostad®litude maxima.

A frequéncia de ressonéncia(fo) é a frequéncia da funcéo excitacdo que produnméssia neste sistema

guando os demais parametros permanecem inalterBalofeqiéncia corresponde a freqiiéncia natural do
sistema e s6 depende dos parameRb€) do circuito.

Em uma rede elétrica com dois terminais contendim ipenos um indutor e um capacitagssonanciaé a
condicdo que existe quando a impedancia destaéquegamenteesistiva, ou seja, quando a tenséo e a
corrente nos terminais de entrada da rede estdasem

l.4.2 — Ressonancia paralela

Para o circuito paralelo da Figura 1.26, tem-se:

TCD R% Lé c__ v :(}CDZ[

| |
<l

Figura 1.26 — Circuito ressonante paralelo e selivatpnte.

= 1 _ 1
Z'£+ 1, 1 - eilac- L

R jaL -jb J
v=z0

A corrente no circuito é imposta pela fonte, maasworv depende do valor d& . Assim, ’\_/‘ € maximo

quando‘z

€ maximo, isto é, quandén j(a(: —ij € minimo.

Para uma dada freqiiéncia fixa, o valor minimo @cpara:

-t -0 - c=_1
ol w’L

. ~ (. Wy . .
Para valores constantesild. e C, a frequiéncia de ressonanEm =f,= Z_OJ € obtida de:
T

awyl JLC

|.4.3 — Ressonancia série

Para o circuito série da Figura .27, tem-se:

19 Entretanto, freqlientemente, fala-se em ressonaresano quando a funcédo excitacdo nédo é senoidal
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10 c™= = v() 7z

A tensdo do circuito é imposta pela fonte, massorfa depende do valor d& . Assim, m € maximo

quando‘z

€ minimo, isto é, quandR + j(aj_—%] € minimo.

Para uma dada freqiiéncia fixa, o valor minimo @cpara:

aL—i:O = C= 1
aC w?L

A ~ [ Wy ) < v
Para valores constantesid. e C, a frequiéncia de ressonanEm =f,= Z_OJ é obtida de:
m

wOL_ j—t 0)0:_

"
w,C

Na Tabela I.2 encontram-se sugestdes de exerciefesentes aos assuntos tratados neste capitulo.

Tabela .2 — Sugestdes de exercicios referent€apiulo |.

Livro Capitulo Pagina: Exercicios

350: 9.1; 9.3; 9.6; 9.9; 9.10; 9.14; 9.15;183
351: 9.22; 9.24; 9.25; 9.26; 9.28; 9.29; 9.39.33

Alexander&Sadiku 352: 9.40; 9.41; 9.44; 9.45 353: 9.47; 9.48; 9.50; 9.52; 9.54
(2003) 354: 9.60; 9.61; 9.62; 9.66; 9.67 355: 9.70; 9.71; 9.72
383: 10.4; 10.5; 10.9; 384: 10.16; 10.17; 10.19; 10.23; 10.24

10 385: 10.30; 10.33; 10.35; 10.36 386: 10.41; 10.42; 10.46
387: 10.50; 10.52

224: 9.1; 9.2
225: 9.3; 9.4, 9.6; 9.9; 9.11; 9.12; 9.8314, 9.15; 9.16; 9.17

Nilsson&Riedel 9 |226: 9.19: 9.21: 9.23: 9.24 9.25: 9.26: 9.27

(1999) 227: 9.28; 9.31; 9.32; 9.33; 9.35 228: 9.9810; 9.43; 9.44; 9.45; 9.46

229: 9.50; 9.53; 9.54; 9.55 230: 9.57; 9.9%1
375: 9.3; 9.4; 9.5; 9.6 376: 9.9; 9.10;19.1
377: 9.12; 9.13; 9.16; 9.17 379: 9.24; 9.9%6

9 380: 9.27; 9.28; 9.29 382: 9.37; 9.38; 9.941
384: 9.48; 9.49; 9.50; 9.51 385: 9.53; 9.946

Irwin (2000) 386: 9.59; 9.60; 9.61

413: 10.4; 10.5; 10.6 414: 10.8; 10.9; 10.11

10 415: 10.18; 10.19 418: 10.25; 10.26
420: 10.31; 10.32 422: 10.39; 10.40; 10.41
424: 10.52; 10.53; 10.58 425: 10.62; 10.63
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Il — Circuitos polifasicos

[11.1 — Conceitos basicos

Um sistema polifasicoé constituido por duas ou mais tensdes iguais, difenencas de angulo de fase
(defasagens) fixas, conforme ilustra a Figura.lll.1

100

50

-50

-100
0 90 180 270 360 450 540 630 720

Van=V,|0 I

A h

() I
Ven =V 90

@ >
_/ Van =V, 0
N Y Ven =V,| -90°
(a) Sistema bifasico.
Voan :Vq,u) Ven =V,| 120
) i
I\ I - ‘\\\\ f\“
/
Ven =V,| -120 / N
+ /
- / \

_/ ! >— o
= Van =V
Ven =V, | 120 \ // =V 0

\\\ //
N \73N :V(p -120

(b) Sistema trifasico.

Figura 1ll.1 — Exemplo de sistemas polifasicos.

Denomina-séasecada um dos elementos ou dispositivos que desareugpertencem a cada um dos ramos
gue compreendem o circuito polifasico. Para omiatiifasico de tensdes, ilustrado na Figura Itein-se3
fases(que correspondem a cada uma das 3 fontes)reeutro (que corresponde ao condutor de retorno das

fases).

A seqUiéncia em gue as tensdes de fases atingeralsemaximo denomina-seqiéncia de faseA Figura
1.2 ilustra as duas sequéncias possiveis paraistema trifasico.

o w P S w
vid N ﬁ yid N ﬁ
/ N\ / N
/ \ / \
/ \ / \
/ \ / \\
[ [
! >— |\ >—
\ // V an :V¢,u) \ // V an :un’
\ ; N /
N 4 N 7
N /// NI ///
Ven =V, | 120 Ven =V, | -120
Sequéncias: Sequéncias:

ABC - BCA-CAB

ACB -BAC - CBA

Figura 1.2 — Seqiiéncias de fase possiveis paraistema trifasico.
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Um sistema polifasico é diteimétrico quando apresenta a mesma amplitude em todasessddedos 0s
defasamentos iguais. Exemplos de sistemas trifisiowétricos e assimétricos encontram-se na FlfjiBa

v

T N e

/ \\\ IVAN|:|VBN|=|VCN|:V¢
/ a \
— o>

\Y

\ a )Y a=3%" _1op

N J/ 3

~ ///

\73N

Ven (\a VCN//__‘\\ (\a
s N
/
/ N
a / a \
|
a ) > T \\ >—
a V an \\ B // V an
\ J/
\\\ -
Ven Ven

|\7AN|¢|\73N| azp

(b) Sistemas trifasicos assimétricos.
Figura Ill.3 — Sistemas trifasicos simétricos araéfricos.

Tensao de faseorresponde a diferenga de potencial existente eatla uma das fases (que constituem os
dispositivos polifasicos) e o neutro (ou a refei@mie tensdo)Tenséo de linhacorresponde a diferenca de
potencial entre os condutores das linhas que cameatfonte a carga. A Figura Ill.4 ilustra as difeées
tensdes de fase e de linha de um sistema polifésimaneutro genérico.

Sistema

| Polifasico

Figura Ill.4 — Tenséo de fase e de linha em unemsiatpolifasico.
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Quando os sistemas polifasicos sao simétricossgiym estabelecer relagédo (ou relagcdes) entnesddede
fase e a tensdo de linha (ou tensdes de linhajoroam ilustrado para o sistema trifasico na Figlira.

Observar que existem 3 tensfes de I(a’se«;\_/BN;VcN) defasadas de 12@ seis tensdes de linha (dois

conjuntos de 3 fasores defasados d&:120ss;V ac;Vca €Vea;VesV ac).
\7CN

Vea ¥ Vs
A w
| A\
V an Vea Ven | V ae
Ve |
Ve |
Van V an
e N
e ~
\/ — AC
V Ba Ven
QBC
(a) Tensodes de fase e de linha (seqtiéncia ABC).

/4 -Van

VL :‘VAB‘ :4\7“\1‘008300 :\/5’\7AN‘
V=43,

(b) Relacéo entre a tenséo de fase e de linha.
Figura Ill.4 — Tenséo de fase e de linha em uremiattrifasico simétrico (sequéncia ABC).

A relacdo entre os valores de fase e de linha diepgm nimero de fases que compreende o sistenaaumar
sistema trifasico simétrico, ilustrado na Figuiad(b), a relagéo entre qualquer tenséo de IvMhe de fase

V,, € dada por:
Vv, =43V,

Exemplo Ill.1: Para um sistema trifasico com as seguintes tensbizse, determinar:
V() =V, codat)
Von (t) =V codat ~120°)
Ve (t) = Vo codat +120)
a) O valor eficaz das tensées de fagg(t), vgy (t), vy (t).
b) A expressio das tensbes de linha,g(t)=vu(t)-Ven(t), Vec(t)=ven(t)-vey(t) e
Vea(t) = Ven (t) = Van (t) -
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c) O valor eficaz das tensdes de linha (t), Ve (t), Vealt) -

d) O diagrama fasorial contendf,Vgy:Ven:Vag: Vac: Vea -
e) A seqléncia de fase.

Solucao:
a) Considerando a velocidade angular das tensées,dagasiodo € igual & =2—7T. Desta forma, o valor
w

eficaz pode ser obtido através:de

i = T et = 2 [ ot = 2 [ 52, co2 ek =

2
\/a)‘/’"ax J‘71+ cod2ut) dt \/W"Z'ax I%”[1+ cod2at)]dt = N [t + ser(2a1)} @
2 4 Jo 4 o

2w

o[ = (o] B = ]

2w 4T | W 2w 4T | w

Vrr21ax - Vina

Como as formas de onda sao idénticas, tem-se:
V

max

J2
b) Para a tenséo de linhgg(t)= v,y (t) - vey () , tem-sé:
Vas(t) = Vyacodat) -V, 4 codat -12¢°) =V, fcodat) - [codat)cod-120°) - ser{at)ser(-12C°)]}

—vm{cosw)—[—cos(ax){ser(a)ﬂ o Soota) o)
_ f&/méx(\/zécos(ai)—;ser(ai)J _ v, codat +30)

eficaz _ eficaz _ eficaz _
Vil = =

Vas(t) = V3V, codat +30°)
Analogamente
Vec (t) = \/g’vmaxcos(aI - 900)
Vea(t) =3V, codat +150°)
c) Determinar o valor eficaz dgg, vBc eVea

V:gcaz = \ 7." [VAB ]zdt _\/ [f max COiCut +300 )]Zdt - \/26(712'." ¢ 3\/rﬁax CO§(&1 +30° )dt =

Mdt _\/3\/2 7."0%[1+cos(2ax+60°)dt =

ma max

\/ Xi
I'[
2 2 2000+~
3\/ax£ +se 2at +60° _ anaxﬂ 2771+ser(a)w 3)_ 0+ser{ 3) _
am 2w 0 4T 2w 2w

21 ser{47r+ ) ser( )} [277} V2, \fs\/max
max AT N

max

2 V2

2w

! Lembrar quespg 4 = 10822

2 cos@+b) = cosacosb - senasenb
Lembrar que 3

cos@+30°) = > cosa-— % sena

Circuitos Polifasicos — Sérgio Haffner  Versao 11/9/2007 Pagina 4 de 25



Circuitos Elétricos B

Solugéo (continuagao):
Como as formas de onda sao idénticas, tem-se:

VNV _

V:gcaz — VBe(f:icaz — Vceﬁcaz — \/E \/§V:£caz
d) O diagrama fasorial das tensdes € dado pela figura.
by Ve
Vea Vag

Yan

VBN

VeC

e) A sequéncia de fase é ABC (direta).

Exemplo 111.2: Verificar a(s) relagdo(des) entre a(s) tensdo(@esinha e a tensdo de fase para os sistemas
tetrafasico.

Solucéo: Para a seqiiéncia de fase ABCD (direta), tem-gguirste diagrama fasorial das tensées de fase e
de linha. Neste caso, observar que existem dosesldistintos para a relacdo entre a tenséo decfae

linha: para as fases adjacentes a tenséo de lithaleaV, =\/_2V¢ (diagonal de um quadrado cujo lado é
igual aV,) ; para as fases opostas a tenséo de linha eajliat 2V,,.

Como o sistema € constituido por 4 tensdes de éaggtem 12 tensdes de linha possiveis, oriundad 2a
formas de arranjar tais tensdes dois a dois, pgis=4/(4-2) =4@=12. Utilizando-se parte destas tensfes
de linha é possivel constituir dois sistemas siggdrformados por quatro tensées de linha. O netisral
deles é dado pov s;Vec;Veo;Voa (@s primeiras letras do indice correspondem aésmigi das tensées de
fase, ou seja, ABCD; as segundas letras do indiciain pela segunda letra da sequéncia de fassegjay
BCDA).
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Exercicio lll.1: Verificar a(s) relacdo(des) entre a(s) tensao(@esnha e a tensdo de fase para os sistemas
pentafésico e hexafasico. Utilizar representacéificgs, como as mostradas na Figura 111.4.

Simulacdo M ATLAB: Os gréficos da tensdo instantdnea e o respectagragna fasorial do sistema
hexafasico podem ser produzidos em simulacdo norLMB/SIMULINK utilizando-se o0s arquivos

111 _1.ndl elll _1m n?. As tensdes de fase tém amplitude de 1QQ & o angulo entre tensdes de fases
adjacentes é de 60°. Utiliza-se como referénaimséio da Fase 1 (assume-se que seu angulo deztasg,
representada ema=no. Emvermelho, esta a tensdo de linha entre as Fases 1 e Zropjgude é a mesma

da referéncia, porém com um atraso de 60° (quead &%=/ do periodo, correspondendo a 0,00278 s)
com relacdo a referéncia. Emarde, esta a tensdo de linha entre as Fases 1 e 3emuamplitude igual

100\/1_% V,ico € defasagem de 30° atrasada (correspondendo £30,8D Por ultimo, erazul, esta a tensép
de linha entre as Fases 1 4, cuja amplitude € maizbreferéncia (200,\,), pois essas fases séo opostas.

200

150
50
0
50
100

-150

Vi

1
004 0045 005

/

1 1
0025 003 0035

J

1 1
0o oms 002

-200

1
o 0.005

O diagrama fasorial do circuito esta mostrado mpuréi a seguir (observar que as cores nao |tém
correspondéncia com o grafico anterior).

100
Gl
B0
40

20

=

=20

-40

60

B i b o T ________ .. S AR -

-100 : : : ' : '
25 00 75 A0 25 00 25 50 75 100 125

3 Disponivel emht t p: / / sl haf f ner . phpnet . us/ ci rcui t os_b/ mat | ab/
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Circuitos Elétricos B

Em um sistema polifésico, os dispositivos podenteeaectados de diversas formas distintas, em fudgéo
diversidade de fases disponiveis. Dois tipos badieligacoesse destacam: esstrela (quando cada uma
das fases é conectada entre uma linha e um pontonedd) e emmalha (quando cada uma das fases é
conectada entre duas linhas). A ilustracdo dagdiem estrela e malha para uma carga polifasica esta
mostrada na Figura IIl.5.

l1 Z1
A . < p—
O L
Sistema 1 Z,
e, . L % N % ] ® O
Polifasico ~ L
ng
[ Zn
com ou
sem % o —2 ]
Neutro :
N ]
(a) Ligacao estrela.
I
a °o—> »
|_2 212
Sistema % o —> r
Polifasico Ts Z2 D 5
ng 9% o0 —> —?— "
com ou i
sem o _
Neutro ' I'n Z(n—l)n
% ~—> -
N

(b) Ligacdo malha.
Figura lll.5 — Tipos de ligacdes possiveis para garga polifasica.

Uma carga polifasica é ditquilibrada quando for constituido por fasenticas Neste caso, quando o
sistema de alimentacdo é simétrico é facil obtea arpressao de equivaléncia para os dois tipogaigib
(estrela e malha) como sera mostrado a seguimSeja

Zv =Z1=2Z,=...=Zn aimpedancia correspondente a ligagao estrela;
Zpn=Z12=Z23=...=Zm aimpedancia correspondente a triangulo.
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Circuitos Elétricos B

Para a ligagdo emalha, a corrente da linhg € dada por:

- _V 1 VIR vy

IIA =_—12+_1n :_—VlN _VZN +V1N _VnN)
Zn Zpn Za

_ 1 [ — _ _

l1a =_—(2\/1N -V N —VnN) (1)
Za

Considerandd@ =ﬂ, onden é o nimero de fases do sistema, tem-se:
n

\ZlN =V¢|_0 (2.a)
V2N :V(ﬂl;g (2.b)
Von =V,| 8 (2.c)

Aplicando (2) em (1),

Yo

v+ = oy kb o 1)

= \_/—”’[2 ~(cosg - jsend) - (cosf + j serd)| =

=2 [2-2cos]
Za Zna

I = % [1-cost] ©)

liy == = = 4
Zy Zy Zy )
As cargas serao equivalentesl_se=l_1y . De (3) e (4), tem-se:
Y Vv
—li-cosd]==2 = _i[l—cose] -1
Za Zy Za Y
Ay B2y [1—C089] )

Observar que a expressédo (5) pode ser aplicadagpatgquer sistema polifasico. Em patrticular, para o
sistemdrifasico, no qualn =3, tem-se:

Zn = 22{1— co{s—goﬂ = 2Zv[1-cost20 | = 27+ [1- (3]

Za =37y (6)

FreqUentemente, os sistemas polifasicos podemeselvidos com a utilizacdo de circuitos equivalente
monofésicos, independentemente do nimero de fassterges. Isto pode ser observado no exemplo da
Figura 1.6, no qual dois sistemas trifasicos wifdes (ligacao estrela com neutro e malha ouguiéh séo
subdivididos nos seus circuitos equivalentes.
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¢a TA;
Sistema O
D . Za
_ _ mais NE I'n
(N Za Neutro o
Ya —>»
S. ~ I—I |
istema — —
Is Zs ¢s I
Trifasico. . %8 o —>» — ¢ Sistema o ==
3@ - — .
lc Zc @ , Zs
coMm Ffe o =—> — 4 mais | N2 I
_ Neutro o
Neutro I'n
N —> |
% lc
Sistema O }
_ — _ _ 1 -5 s % . Zc
IN==la-lg=lc=In+INn+IN mais NE I N
Neutro ‘e
(a) Ligacao estrela.
1 fl
Ea A)
Sistema O
D i Z re
mais ¢é s
TA Ds O
b —>
Sistema o - , T2
I's Zn _ ¢ E
Trifasico ' ¢5 —> |:| Zen Sistema o
3¢ _ _ Al
lc Zsc @s ! Zec
comou ¢ _ —> mais @2 lc
sem @ o
Neutro 1N
N_ = , 2
¢ C)
Sistema O
- _*l -3 il
la=latla @ i AR
le=ls+ls mais @ I'a
- -2 -3 Dn O
lc=lc+lc

(b) Ligacdo malha ou tridangulo.

Figura 111.6 — Subdivisdo em circuitos equivalerdesum sistema trifasico.
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Circuitos Elétricos B

Para a conexdo emstrela com neutro(Figura lll.6a), o sistema polifasico é dividido dms sistemas
monofasicos nos quais as impedéancias das cargasudfinetidas aensdo de fasedo sistema de
alimentacdo. Observar que a corrente que circ@#asasdo circuito égual a corrente que circula nas fases
dos circuitos equivalentes (vide Figura lll.6a)r Botro lado, a corrente que circula no condatutro (N)

é igual & somadas correntes que circulam nos condutores nedt®grés circuitos equivalentes, ou seja,

- -1 -2 =2 - - =
IN=In+In+tInN=-la-lB-lc.
Para a conexdo emalha ou triangulo (Figura 111.6b), o sistema polifasico é dividido dn@s sistemas

monofasicos nos quais as impedancias das cargasutipetidas densdo de linhado sistema de
alimentag&o. Observar que a corrente que circiddaz®s do circuito i§ual a soma da corrente que circula

. . . . - -1 -3
nas respectivas fases dos circuitos equivalenteeemplo,l A =1 a+1a).

Define-se com@orrente de fase(cujo médulo € notada pdr,) como a corrente que percorre as fases que
constituem os dispositivos polifasicos de geragdm® cargas. Define-se comorrente de linha (cujo
modulo é notada por, ) como a corrente que percorre as linhas que cameas dispositivos polifasicos ao
restante do circuito. A Figura 1.7 ilustra asremtes de fase e de linha para as ligagdes estratdha.

Tu | Z1 B B
a > 5 > lu = la
O L B B
Sistema 1 |_¢72 7, Iz = Ig
PP 2 O 2 e O
Polifasico - . _ _
ngy ' ltn = | m
I_Ln ) I_w zn
com ou
sem ¢n 2 O 2
L
Neutro _ | _
I'n I L = 1y
N = ]
(a) Ligacao estrela.
I_Ll
“a —
|_L2 I @z i 212 — — —
Sistema (% —>» Il = Taz—Im
_ — — |_|_2 = |_¢723 —|_¢712
Polifasico s s i Z2 > N e
ng B —> n Itz = lgea—1lge3
! .
com ou ' _ _ _
sem _ — _ Fin = T =l g(n-)n
Neutro I | w(n—l)ni Z (n-1)n | g
b —>»
N

(b) Ligacao malha.

Figura Ill.7 — Correntes denha e defaseem sistemas polifasicos.

Circuitos Polifasicos — Sérgio Haffner  Versao 11/9/2007 Pagina 10 de 25



Circuitos Elétricos B

Exercicio I11.2: Para a carga desequilibrada conectada em trijrdptierminar o equivalente em estfela

5 +i15 10 + j30

1
| S |

15 -5

Simulacéao M ATLAB : Utilizando os arquivos de simulacao € possivelfieari os resultados obtidos. Para a
simulacao deste circuito foi utilizado o arquivé| 9. ndl . Observa-se que quando as duas cargas
equivalentes sédo conectadas a uma mesma fontsidaifas correntes séo idénticas, razdo pela qual as
poténcias fornecidas pelas fontes individualmeidte as mesmas para ambas as conexfes. Embora a
poténcia desenvolvida em cada uma das impedarejmsliferente, as fontes “enxergam” o conjunto camo
uma coisa so, estando a carga ligada em trianguéroestrela. Por isso, 0 somatorio das poténeiasuy

€ igual nas duas situacoes.

Exercicio Il1.3: Um sistema ABC trifasico equilibrado a trés comﬂ;,\_/AB =110120 V, alimenta uma
carga em triangulo, constituida por trés imped&nigaais deZ, =5/45 Q. Determinar as correntes de

linha I A, Iselc®.

Simulacédo M ATLAB: Utilizando os arquivos de simulagdo é possiveladyzir os resultados. Paral a
simulacdo deste circuito foi utilizado o arquivd! 2a. ndl do qual obtém-se os valores de regime
permanente (“Steady state”) por intermédio do blpoavergui”.

+ Steady State Computations - System:iii_2a =10l x|

lii_za * i =1l x| @ ‘“oltage and Current Sources
File Edit Wew Simulstion Format Tools
D& reze2zr = R
— State
o N[ Il Series BLC Branch 31 11
Ll Lat m ol x I1_Series RLC Branchl 31.11 -105. 00"
= Il_Series RLC BranchZ 3111 15 007
12 (amarels)
1B (rosa) W System ~
IC (azul) Y |
ii_2a
— “oltages and Currents of Nanlinear
Sat stats variables 5|
- CETTE Steady state
WCN =
Maching oad flow - |
Close | l—_l
Displ lts at 60 Hz ~ Close
Ready [100% I I [odets Y 1spiay reslis aled iz _Close |

Observar que no arquivo de simulacao foi utilizade fonte em estrela, razao pela qual as magniueigs
tensdes das fontes correspondem aos valores de €sséngulos de fase foram ajustado$ |§@6a a fase A),
Além disto, todos os valores das tensdes e dasrtes correspondem aos valores de p%n/ﬁ =g9g1 Ve

38142 =5388 A). Um equivalente por fase (para a fase A) emeesg no arquivb| | 2b. ndl .

Exercicio Ill.4: Um sistema CBA trifasico equilibrado a quatro cmimies,\_/AB =208 -120 V, alimenta
uma carga em estrela, constituida por impedén«a’agyd: 20-30 Q. Calcular as correntes de linha e a

corrente de neutrda, I s, lc eln®.

4 Respostasz, :5&9, Z,=10/90° Q, 7, :10B Q.
® Respostas| , = 381/45 A, 15 =381|-75 A€ Ic =381|165 A
6 Respostas:| , =6/ -60 A, |5 :G@A, Tc=6l180A€eIn=0
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Circuitos Elétricos B

Simulacdo M ATLAB: Utilizando os arquivos de simulagdo é possiveladyzir os resultados. Paral a
simulacao deste circuito foi utilizado o arquivd|l 3. ndl do qual obtém-se os valores de regime
permanente (“Steady state”) por intermédio do blpoavergui”.

4 Steady State Computations -- System;ziii_3 — 1ol x|
10l x| [ Voltage and Current Sources
File Edit Yiew Simulstion Format Taools Wj
. U_VCH 169.7 150.00°
D EE&| =Ry o | B
|
N
[~ ‘Yolage and Current Measurements ————————————— |
] 3 ET
+ R I_Rano RC Série-It 85 N
W U_Ramo RC SériesVCt 84.85 -150.00°
—— U_Ramo EC Série VRt 147 —60.00°
WAN I_Ramo RC Sériel It 9.485 60.00° j
FBoes DA Ezoiod e a4 at 2n ane
— -
—»—@*—r e -
W = =
1o Ramo RC SériesC
VBN L Uc_Ramo RC Sériel C
14 (amarelo) Uc_Ramo RC Série2/C
— 1B (rosa)
» (:)+ » m IC (azuly =
IM tvermelha]
» s 1 =
WCN P Woltages and Currents of Nanlinear
- Meutro
" =
-]
F|100% | | |0da45 Vi Display results ath0 Hz  ~ Close

Exercicio 11l.5: Um sistema CBA trifasico equilibrado a quatro ,ﬁgSAB =208 -120 V, alimenta uma
carga em estrela COrA =6\E Q, Zs=6/30Q e Zc =545 Q. Determinar as correntes de linha e a

corrente no neutrda, g, lceln’.

Simulacdo M ATLAB: Utilizando os arquivos de simulagdo € possiveladyzir os resultados. Paral a
simulacdo deste circuito foi utilizado o arquivé| 4. ndl do qual obtém-se os valores de regime
permanente (“Steady state”) por intermédio do blpoavergui”.

4 Steady State Computations -- System: I 4 i [
;IEIEI  “oltage and Current Sources
File Edit Wiew Simulation | Format  Tools =
- . U_VEN 169.7 30.00°
HD|BH§|%E‘DQ|P '|H iR 1697 150.00
7 — Voltage and Current Measurements ———————————————————
+
wp =
e . I_5[45° Ohms It 33.94  105.00° 3
VAN T U 5|45 Ohms-VLt 120 -165.00°
L5 TU_5|45" Ohn=s¥Rt 120 105.00%
T - I_6 Ohns/I 28.28  -90.00" =
. -~ Al 2T Yo7 an nn-
Wl
»
el 530" Ohms | (amarelo) 105.00°
T 1B (rosa)
+ R IC (azuly
WL IN trermelha) =
WEN 5]45° Ohms
— ‘oltages and Currents of Nonlinear
2
Heutro N
i} = 1 - l
panegui -
~ Cl
F|100% |Ud345 7 Display results atB0 Hz ose

[ll.2 — Técnicas de resolucéo de circuitos

O equacionamento de um circuito polifasico, tendowsta determinar correntes e tensdes, depende da
determinacéo das relagdes tenséo/corrente dasdases constitui. Tais relacdes dependem do motip pe
qual os componentes estdo conectados. Caso adigag® emestrela com neutrg o circuito polifasico
pode, facilmente, ser dividido emcircuitos monofasicos, conforme descrito na Fidliréa.

7 _ — — —
Respostas:| , =20/-90° A, I :zqu, lc :24105“ Ae |y =141-167 A
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Circuitos Elétricos B

Quando a ligagéo é realizada estrela sem neutrga rela¢éo tensao/corrente vai depender do faseéo
do pontoO com relacdo ao neutr®,on, conforme ilustra a Figura II1.8.

Vin “ l1 Z1 _ _
—F e o= VYV
\72N+ . s 7, T, = VZN:VON

v o) =2 140 .z
\7 _ z Tn - \7nN:\70N

‘dJr 6 T Z,

Figura 111.8 — Circuito polifasico conectado emrekt sem neutro.

Para determinar o fasdfon, utiliza-se o circuito equivalente de Norton, aonfie mostrado na Figura I11.9.

O O _
+ 0 ZTH @)
> > > 3 0
Z1 Z> Zn + +
v - A\ S r o
flT TzT C T"T Von :> | sc <> ZNORTON|_:| Vo VTH <> Von
+ + + -
\71N \72N \7nN d o
- N N
o N
Figura 111.9 — Circuito equivalente para a deteragi@o deVon.
Para o circuito da Figura 111.9 tem-se:
Von =V1H =1 scZnNorToN (7)
onde:
I_SCZV—ﬂ+V—2N +o (8.2)
Z1 Z> Zn
ZnorToN=Z1H =Zall Z2 -+ 1 Zn (8.b)

Observar que este resultado poderia, também, fdo@plicando-se a LKC no pon@,
l1+l2+...+1, =0

Substituindo as expressdes das correntes (videdFi8), tem-se:
Vin —Von +V2N —Von + +VnN —Von

— =0
Z1 Z> Zn
Vav  Von o Vi —\70N(_i+_i+...+_ij=0
Z1 Z> Zn Z1 Z» Zn
IsolandoV o, chega-se a mesma expressao anterior, ou seja:
Z NORTON _ _ | sc _
Von = ! (V_lN ML
_i+_i+.,_+_ik Z1 2Lz Zn
Z1 Z» Zn
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Quando a ligagéo é realizada emalha, a relacdo tensdo/corrente pode ser obtida diegtianconforme

ilustra a Figura 111.10.

Vi 11
(O—t=o—
V2 I i = lio-lm = & \Z“l
Voan I2 12 i Z1 Ziz Znm
- v T T T Vo Vi
hd l2 = l23 =112 = ==
N T - 1 l 7 Zz Zi2
23 23 - B B B
V3N+ % j) T |::| Zn ls = laa—-l2a = Q—g
® N Z3 Zo23
| H I m
| H L
> - T \Y% V (n-
\7 T n Z (n-n n = Ilm—=l@an = i 7(n Un
A I Zin  Z(n-1n
SPR SRE by

Figura I11.10 — Circuito polifasico conectado emlhza

l11.2.1 — Relacéo tenséo/corrente em sistemas trifa  sicos

A partir das expressdes mostradas anteriormenpessivel particularizar para o caso mais frequeete

sistemas polifasicos que corresponde aos sistenf@sicos compostos por cargas equilibrad
alimentado por fontes simétricas.

as oueaao

Para a ligacaestrela com neutrqg cada fase estard submetida a tensdo de fasermenfostra a Figura

1.11.
“ [ Twl Z3
=20 o= Ta=2 Ve
Sistema TLz T¢2 22 - \7221N \;/12
¢2 > O 2 l = l T =7w
Trifasico L__T—9 ; ” Z2 £z
: - - - o L
@ . I3 ] Zs lis = |¢3=V23N =V27¢3
3 O
com == 4 v = Ta-lp-ip=
Neutro T = Ijjl Ifa Tw
N = L1 L2 L3

Figura lll.11 — Carga trifasica em ligacao estmen neutro.

Observar que independentemente da carga ser egdditem-se:
I_L = |_¢

Supondo que as tensdes de alimentacdo sdo sireétrtean-se, para uma carga
21 222 :Zs :ZZ

Vo

1 =[1o]=[1] =10 T \/\é‘%‘

IN==l@g—lp2—1g =0
pois as correntes possuem o mesmo maodulo e edtisadas de 120

equilibrada,
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Exercicio Il1.6: Utilizando o diagrama fasorial das correntes de fade linha da carga trifsica da Figura
l11.12, demonstrar geometricamente a expres4ae 2V, cos30" = V3 ,.

Simulacdo M ATLAB: Utilizando os arquivosl Il 5. ndl e IIl _5m m é possivel reproduzir qs
resultados. No grafico e no diagrama fasorial alisegbservam-se as tensfes de fase das Fases M

), 2 (Van emvermelho) e 3 Van em ) e a tensdo de linha entre as Fases 1\a2dmazul). E
possivel observar a defasagem de 120° entre &¥eteds fase e que a tensdo de liha esta adiantada
30° em relacéo a referén((}zlm).

WDD_ ............ ........ ....... ....... CLELELLLLELY: ........ ....... S
. e

200 S 0
150 SR S RS 4 WO SO
100

401
20
a0

0
-B0
-100

ol
2L : T

ol
150
200

80

0 0005 0 005 002 0025 003 0035 004 0045 005 £0 40 -0 0 20 40 alu alu 160

00 I L A i i |

Para a ligagatriangulo, cada fase estara submetida a tenséo de linhayeenmostra a Figura 111.12.

1

Sistema 4 —> _ B -

_ Vo

_ — — — _ _ I @12 —_ ——

Trif4sico I a2 i Z1z Il = lag2—lg yAY:

3¢ ¢2 % ~_ — T_ - - _ — a V23

O Z Il = lgs—lg2 lgoz = =—

_ — _ o ! guz — — — Zas

com ou Iz g3 i Z 23 Itz = lgar—1lg23 T _ Va

sem & —> B = 7
Neutro

Figura lll.12 — Carga trifasica em ligacdo malhar@angulo.

Supondo que as tensdes de alimentacdo sdo simgtrtemn-se, para uma carga equilibrada,

Z1w=Zn=2u=27:
_IT =V
|¢,_M_E

‘l_Ll‘ = ‘l_mz _|_¢81‘
21,,c0s30° =431,

I

| a-1, ailZO"‘: | a+1,| a+60

Exercicio II.7: Utilizando o diagrama fasorial das correntes de fade linha da carga trifasica da Figura
l11.12, demonstrar geometricamente a expredsae 21 ,cos30" = NEY 0
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Para a ligac@estrela sem neutrp cada fase da carga esta submetida & diferengatelecial entre o fasor
tenséo de fase e o fasor tenséo do centro dasegiogitoO), conforme mostra a Figura 111.13.

T _ = _Voo _\_/,,m -Von
lu = la=—=—=—"=
Zr  Z1
I |_¢7_L Z1 [, = |_¢2 _V_zo _V(ﬂZ__VON
Sistema | A —> _—> — Z: 7,
- = Voo _Vg-V
Trifasi T T > lis = |¢;3:_30— g3 _ Y ON
rifasico L2 loe  Z2 7. 2
e B e e
com ou Tis 1w Zs Von = | 'scZnorron
sem & —> ,—> T - Va Ve Ve
Neutro I < Z. 7, 7,
- == = 1
Z = ZillZ:llZ3=————
NORTON 1 2 3= 1 I
Z1 Z» 13

Figura Ill.13 — Carga trifasica em ligacdo estsslen neutro.

Neste caso, inicialmente, é necessario determinfasor tensao deslocamento de neut?@;N, para,

posteriormente, determinar os fasores das correetésse que sdo iguais aos fasores das correntedd:
|¢ I

Supondo que as tensdes de alimentacdo sejam simsétriem-se, para uma carga equilibrada,

Z1=2,=23=2, logd"

Vi Va +V_¢,2 Vs _

=0
1

Von == +V 2 +V 0

R le V)=

e, portanto, o pont® coincide com o neutro do sistema e as correntéasgee de linha podem ser obtidas
diretamente atraves de:

—_ _ —_ V@-
Il = la; —
z

|_L2 = TZzM
Tz

Tis = Te=Ye
©TZ

Exercicio 111.8: Um sistema trifasico CBA equilibrado a trés fiveys =208 -120' V, tem carga ligada em
estrela comZ a =6E Q, Zs =630 Q e Zc =5/45 Q. Determinar as correntes de Iinﬁa, |_B el_c eo

fasor tensdo em cada impedancia. Determinar, tamiéensao de deslocamento do neutrey °.

Simulacdo M ATLAB: Utilizando o arquivo de simulagdo é possivel rdprir os resultados. Para|a
simulacdo deste circuito foi utilizado o arquivé| 6. ndl do qual obtém-se os valores de regime
permanente (“Steady state”) por intermédio do blpmwergui”. Observar que a tenséo de linha corteeci
foi transformada em tensdes de fase, conformealgéb a seguir.

8 Vide expresséo (7).
9 — — — — —

Respostas:| , =233|-989° A, g =1545|- 25 A, 1¢c =265/1166° A V a0 =1398|-989° V, Vo =92,7[275 V,
Vo =1325(1616° V. Von =281/398° V.
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Simulagdo M ATLAB (continuag&o):

— w
Ven A\
\7AB
V an
Ven
Sequiéncia ACB com V an :VWLO Sequéncia ACB com V as =V, |-120

Como exemplo, na figura a seguir a corrente na dtzﬁlpeiaZc =5/45, em destaque na janela “Stedady
State Computations -- System: Exer_II1.6", € dadh [seu valor de pic@. :26,5\5\116,6’ :37,47\116,6°A
(pico).

4 |Steady State Computations — System: 116 9 ] 9]
oy [ 3} [ Valage and Curent Sources
Fle Edit Wew Smulation Format Taols B
U_VBN 169.7  30.00°
D@ &| see|=er = | & w_vCH 1637 150 00"

[~ “Yoltage and Current Measurements

= o
5 kY 116 42

_& =/ VLE 1325 -153 587

545" Ohms-VRt 132.5 116.42°

_& OhmssT 32.87 -98.93" ﬂ
& Al A ia7

nnnnn

s VL

N[

14 (amarelo)

18 (rosa) —
IC (azul) State

» =
> [ Woltages and Currents of Nonlinear
: ot
VBO (azul)
WCO (vermelho) =l
VON (ro3)
i - Cl
Ready [too% T ‘ oo y Display results at 60 Hz ose

Exercicio 11l.9: Refazer o Exercicio 1.6 considerando um sisteriasico ABC equilibrado a trés fios
comV xg =208 -120 *°.

Simulacédo M ATLAB: Para verificacdo dos resultados, pode ser utilizandnesmo arquivo do exercicio
anterior, alterando-se as fases das fontes deoteps& a tensdo de linha conhecida deve ser tnanatia
em tens@es de fase, conforme ilustracéo a seguir.

_ w _
Ven ‘(\ Ven
\7AN _
— V ag =208 -120
V a8
Ven Vo Von
Seqiiéncia ABC com V an :V¢’B Sequiéncia ABC com V as =V, | -120

10 - - - —
Respostas:| , =2000-16507° A, |5 =2493/6460° A 1c =1940-6358 A, V 50 =12000/-16507° V,

Veo =14958/9460° V, Vo =97,00/-1858 V, Von =3148 -67,70° V.
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[11.3 — Poténcia polifasica

Considere um sistema genérico conectaddias e alimentado por tensdes e correntes segotteiforme
ilustra a Figura 111.14.

ip (t)

vi(t) >
é& 2\71 jl
i, (t) SISTEMA
V, (1) _2> k
éz 2\72 jz
ng
(com ou
o sem
I (t neutro
O ) *
L gn :\7n jn

Figura Ill.14 - Sistema elétrico genérico ios

A poténcia polifasica complexale um circuito an fios é:

§n¢=\_/1|:]_1+\_/2[|_2+...+\7n|j_n=Pn¢7+an¢ ©)
n termos

Fazendo:
V1i=Vix +Vx
\72 =\72x +\7x

Vin=Vnx +Vx
chega-se a:
Sup=Vax 0 1+Vox 0 2+, +Vix 0 o+ (et T2+ +Tn) Vy
mas, para um circuitorafios, tem-se:
[1+l2+...+1n=0 (lei dos nos)
e pode-se escrever:
Snp=Vix 0 1+Voax O 2+...+Vnx O n
FazendoX =n (n-ésimo condutor), tem-9¢.x =V m =0 resultando em:

—

§n¢ =V |:|_*1 +V 2n D_*z T +\7(n—1)” O () o

(n-1) termos

<

Os produtos/ i, 0 « correspondem a:
Via Ok =Vin| @0 Oy | = B =Vin O i =Vin O [BOSY; + [V, O, Seny (11)
sendoy, o angulo entre o fasor tenséle, e o fasor correntéx , conforme ilustra a Figura 111.15.

Im Via

W

Ik

2

Re

Figura I11.15 - Fasore¥'w e |« no célculo da poténcia complexa &os
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Substituindo (11) em (10) chega-se a:

§n¢7 = in + anw

Pp = Re(éw):vml 1€08; +V,,1,C08), +... + Vgl (1) COSY (g (12)
(n—l) termos

Ol = Im(§n¢) =Vl seny; +Vy 1, seny, +...+ Vi )l (n-g) SEMV(ny) (13)
(n-1) termos

CONCLUSAO (Teorema de Blondell): “A poténcia ativle um circuito an fios pode ser determinada
através da soma algébrica das leituras rdé) (wattimetrosdesde que os sensores de corrente sgjam
colocados emn(l) fios diferentes e todos os sensores de potesgjam referidos ao fio restante”.

De forma analoga, pode-se estender tal teoremaagaoténcia reativa: “A poténcia reatida um circuito

n fios pode ser determinada através da soma algéteie leituras da{l) varimetrosdesde que 0s sensores
de corrente sejam colocados awl] fios diferentes e todos os sensores de polesgjmm referidos ao fi
restante”.

A poténcia aparente polifasica dada por:

S\p =|Sno =1/Pn2¢+ Q7

e ofator de poténcia médiodo conjunto é dado por:

FPge = 10 =0

medio — o T T
Sn¢’ v Pnzrp + JQﬁw

Para unsistema trifasicoqualquer (a trés ou quatro fios, ou seja, comemn condutor neutro), conforme o
ilustrado na Figura 111.16, a poténcia complexanémida peldistema Apara oSistema Bé dada por:

%

<
z

Sistema B

& \ZZN —>
Sistema A _
|

¢ VN >

Figura 111.16 — Sistema trifasico para a determiitaga poténcia complexa.

§3¢7 :\71N [T; +\_/2N j*z +\73N [T*s

logo,
Py, = Re{Sap) Vi 1, COSB, +Vyy I, COSB, +Va |5 COSH,
Qs = 1M(Sap) = Vi S€1B, +V 1, SEMB, +Vy 1, SET6,
Ssp = Py + [Qs,
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e o fator de poténcia médio é dado por:
P

FPredio :Ssi:
As poténcias aparentes fornecidas pelas fasesasi@s gor:
S = YR*+Q7 =Vl
S = \/Pzz"'sz =Vou 15
=V, |

%:\/Psz"'Qsz anl3

e os fatores de poténcia sdo dados por:

FR = ﬂ:cosel
S

FP, = &zcosé’z
S,

FR, = &zcosﬁs
S

Exercicio 111.10: Dois sistemas trifasicos em equilibrio,e Y, estdo interconectados por linhas cuja
impedéancia é igual aZ:(1+j2) Q. As tensbes de linha dos sistemas Y sdo, respectivamente,

Vab =12\E kV eV as :12\3" kV, como mostrado na figura abaixo. Determinar gigtema é a fonte, qual é
a carga e a poténcia média fornecida pela fontesgpdda pela carda

V ag

Sistema X Sistema Y

—
L |
z
I
L |
z
—
L |

Simulacdo M ATLAB: Utilizando o arquivo de simulacdo € possivel repeados resultados. Para|a
simulacao deste circuito foi utilizado o arquivd! 7. ndl do qual obtém-se os valores de regime
permanente (“Steady state”) por intermédio do blpmwergui”. Observar que a tensao de linha comfzeci
foi transformada em tensfes de fase, conformealgib a seguir. Para as fontes do Sisténas tensdes de
fase devem ser adiantadas fle 5

_ w _
VcN ﬁ VCN
Van
\7ab \7bN \7aN
Vo Va =12/ 0°
Seqiiéncia abc com Van =V,,,B Sequiéncia abc com Vab =V, m

1 Respostas: O Sistenvgdfonte) fornece poténcia para o Sistenfaarga). A poténcia média fornecida pelo Sist&me5,13 MW,
a poténcia média dissipada pelo Sisterdad, 91 MW; a diferenca entre os valores anteriémissipada na linha de transmissao.
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Simulacédo M ATLAB (continuacao): Na figura a seguir observa-se em destaque o dalpoténcia médi
fornecida para cada um dos sistemas.

j2

U_X Ven 9738 90.00°
=lolx| Y VAN 9798 -25.00°
File Edt Yiew Smulstion Format Tooks U_3 VBN 3798 -145.00° El

D& tma|zzr | &

[~ “Yoltage and Current Measurements

I Tiz 382 3 179 07"
T_VAE 1 697=+004 o.on*
U_Val 9798 —30.00°
U _¥ab 1.637=+004 c.o00°
U_Van 9798 -25.00 =
i — State
Medidor de MagnitudeAngle Complexts
Foténcia Aparente o Complax  Feabimag [T T T T |
I1_B 382.3 £9.07°
I1_c 382.3 -60.93°
F
. -
Medidor de MagnitwdeAngle Cemplaxto Woltages and Currents of Nanlinear
Foténcia Aparente to Complext  Reakimagt =
= E
H VAR (rosa) =
1053 i -
Display results at 60 Hz Close
Fieady 10 T I adeds 7 Py _Close |

Exercicio lll.11: Um sistema simétrico de tensdes trifasicas AB@exlita uma carga conectada em estrela
com neutro. Sabendo qux = (4+ j3)Q, Ze =(3-j4)Q, Zc =5Q e VL =503V, determinar:

a) As poténcias complexas e os fatores de poténaiadmfasegA, Sg, Sc, FP,, FP; e FR..

b) A poténcia complexa total e o fator de poténciaiméss, e FP,,".

Simulacédo M ATLAB: Utilizando o arquivo de simulacdd | 8. ndl ¢é possivel reproduzir os resultados
gue sdo mostrados em destaque a seguir.

_|olx|
File Edt Mew Simulation Format Tools
D& sz = | &
+ R
-'—(: F—» ﬁ-“+ A D [ s [_us
= | ) | FasA ) —
AN Tl - == > o
+ A » e <[
e TN T :
— L —» e —
VEN L faefyrpl fase iy
ZB=3-j4 & 4 FFE
L ST
+ i I =eal
Vo mad > 1
v b e | e P o | K::I
] -
eN zZt=s i l > o
sC
[
Meutro N [ 00—
Faz B J [ osges]
> o] w | =)
FPmédio
Ready 100%: ode23s
v

Exercicio Ill.12: Refazer o Exercicio lll.11 removendo o condutartre

12 Respostas: a) S = (400+ j300 VA, Ss =(300- j400)VA, Sc =500W, FP, = 08, FP, = 06 € FP. =1.
b) Ss, =(1200- j100 VA € FP,, = 0,9965.
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Para um sistermiifasico simétrico alimentando umaarga equilibrada, tem-sé*

v, (t) =V, codat +¢) i,(t)=1,codat+¢-6)
Vg (t) =V, codat + p-120 ig(t)=1, codat + p-120 -6
Ve (t) =V, codat + p+120 ic(t)=1, codat +p+120 -6

Utilizando a definigéo de poténcia instantanea;tem
PA(t) = Va(tialt) =Vinl  codat + g)co{at + - 6) (14)
Ps () = Ve (t)ia (t) = Vil codat + 9-120 )codat + p-120 - 0) (15)
pe (t) = ve (t)ic (t) = Vil codat + p+120 )codat + g+120 - 8) (16)

sendo a poténcia total dada por:
p3¢(t) = pA(t)+ pB(t)+ pc(t)
Pa,(t) = V! mlcos(ax + g)codat + ¢-6) +codat + 9120 Jcodat + p-120 - 6)+
+coqat + qo+120°)cos(wt +@p+120 -6
Das expressoes (14), (15) e (16), téii:se
codat + @)codat + ¢-6) = %[cose +cod2at +2p- 6

7

cos(cut + ¢—120’)cos(a1 +@-120 - 6)

2loost+ codut + 29~ 240 - 6] -
- % [cose + cod2at + 29~ 0+120 )]

codat +¢+120 Jcodat + p+120 -6) = Z[coss + codzut + 2+ 240 -6 =
= “Jeose + codzat + 29-6-120]]

Substituindo as expressdes anteriores na exprésgaachega-se a:
=0

py,t) = lem% 3cosf) + cod2at + 29— 6) + cod2at + 29— 8 +120 )+ cod2at + 29— 6120 ) | =

V.l m%BcosH = 3%0059 =3P, =3I cost

Deste modo, @oténcia trifasica instantaneafornecida para um sistema equilibr&datravés de tensées
simétricas, &onstante Assim, embora a poténcia instantanea fornecidanpermédio de cada uma das
fases seja varidvel, o somatorio de todas as baigfies é constante.

Exemplo I11.3: Para o circuito em regime permanente da Figurh/llideterminar:

Vin 7, I
T 1—20 Vin 1260 OV
Vw7, T, Tni s \ZZN =12600 -120 V
N f =8 5. D Vsn =12600 120 V
Voo 7 T sl ] Zmg ] ZTZm2sRri0
y 3¢ T Z12=Z2=Z3=(2514- j900) Q

Figura Il1.17 — Circuito trifasico equilibrado corarga em triangulo.

13 Foi utilizada a sequiéncia ABC, mas o resultado peecevalido para a seqiiéncia ACB.
1
4 Lembrar que: cosacosb = 3 [coda -b)+coda+b)]

15 Observar que o resultado obtido pode ser estepdidoqualquer sistema polifasico simétrico queeiitm cargas equilibradas, ou
seja, a poténcia polifasica instantanea fornecila pm sistema equilibrado, alimentado por tensiBestricas, é constante.
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a) O circuito equivalente por fase e as correntegnthe lde todas as fases.
b) Astensfes de fase e de linha na carga.

c) As correntes de fase na carga.

d) A poténcia ativa total fornecida pela fonte tri€&sao circuito.

e) A poténcia total dissipada na carga que esta cade&m triangulo.

f) O percentual da poténcia fornecida pela fonte qlisstpada pela carga.

Solucao:
a) O circuito equivalente para a Fase 1 € dado por:
21 1 a
— >
L e
’ i = _Za :
Vi Van Zy :?:838— j300

O

A partir do circuito equivalente pode-se determi;acrorrente de linha da Fase 1, sendo as corrdas
demais fases obtidas aplicando o mesmo defasamkeséovado nas tensdes, ou s@jzapleve estar atrasa
de 120 com relacéo a1 e |3 deve estar adiantado de 120m relacéo ar:
T.- Vv _ 12600 _ 12600
Z1+Zy 2+ )20+838-j300 840- 280
12 =14,2302] -10157 =-2,8529- j139413

I3 :14,2304 13843 =-10,6471+ j9,4413

=14,2302 1843 =135+ j45

b) Como o circuito € equilibrado, as tensfes de faseanga para a Fase 1 podem ser obtidas a pa|
circuito equivalente, empregando divisor de tensao:

5 _ Iy o _ 838-j300

Van ==——=Vin = - .
Z1+Zy 2+ j20+838- j300
Para as demais fases € aplicada a mesma defastilggadaina determinacao das correntes:
Vin =1266607| 12126 = -657312- j1082698

Ve =1266607| 11874 = -608988+ j1110598

As tensdes de linha podem ser obtidas pelas difaseentre as tensfes de fase:

Vab =Van —Vin = 2193828 2874 =1923571+ j1054871

Ve =Von =V = 2193828 9126 = -48241- j2193297

Ve =Ven —Van =2193828| 14874 = -1875330+ j1138426

12600=1266607| — 126" =12663- j279

Observar que as tensfes de linha apresentam umloyguate é+/3 vezes o médulo das tensdes de fa
uma fase adiantada de°3n relacéo as respectivas tensdes de fase (iétmlé para a seqiiéncia ABC).

ES

rtir do

Se e

c) As correntes de fase na carga podem ser obtidavelssas formas. Inicialmente sera determinada a

partir das tensdes de linha, sendo dadas por:
~ _Va _1923571+ j1054871

l12

=8,2158 4844 =54507+ j61473

Z1 2514~ j900

Vi _ —48241- j2193297 . .
l3==%= =8,215¢ - 7156’ = 25984~ j7,7941
® 7 2514~ j900 > J

Ve _ —1875330+ j1138426 . .
la==2= =8215d 16844° =-8,0491+ |1,6468
T Za 2514~ j900 5
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Solugéo (continuagéo):
Outra forma, vélida inclusive para circuitos ded$idgrados, € a partir das equagdes de malha doitrque
sdo dadas por:

O=="
L | o—
- Y
I A B
Van Z> 2 b i
N ._©+ L \; — ®
| 23
) 2
n O
Van Z3 1 |
o léf(\: ®
L 1 ~
~Vin +Z1l A+212( c) ( A_l_B)+\_/2N =0
—V2N +Zz( I8 —|A) alle—lc)+2Zsls +\_/3N =0
Zza(lc—|5)+212|_ TA)"'ZSII_C:O

(21 +212 +22)TA _ZZTB —lel_c =\_/12
~Zala+ (22 +Z23+Z3)ls—Zoslc =Vas
_lel_A —Zzsl_s + (212 +223 +Z31)TC =0

(2518~ j860)1 A~ (2+ j20)1 & ~ (2514~ j900)I ¢ =1260G/3| 30°
—(2+ j20)I a + (2518~ j860)I 5 - (2514~ j900)I c =1260Q/3| —90°
~ (2514~ j900)1 A - (2514~ j900)I & +(7542- 27001 c =0

As correntes de malha sdo dadas por:
1'a=14,2302 1843 =135+ j45

Is =14,2304 -4157 =10,6471- j9,4413

Ic =8,215q -1157 =8,0490- j1,6471
e as correntes de fase na carga podem ser obtdairadas correntes de malha, sendo dadas por:
li2=1a~lc =82158 4844 =54507+ 61473

los=lg-lc= 8,215&1 - 7156 =2,5984~ j7,7941

ls1=~lc =8215¢ 16844' =-80491+ j1,6468
Uma terceira forma de obter as correntes de fasmgiderar que em um circuito equilibrado a relagdtog

as magnitudes das correntes de linha e de fasarenligacdo em malha (triangulo) é iguak/é. Desta
forma, a magnitude de todas as correntes de faseanga conectada em triangulo é dada
_ 1, _ 142302

BB

diferenca de fase de B6om relagdo aos respectivos fasores correntenda, lestando as correntes de
na carga em tridnguloli2, 123 els adiantadas em relagdo as correntes de lihha l2 els,

| =8,2158. Com relacdo ao angulo de fase dos fasores cerdenfase, observa-se u

4

1
por

ma

fase

respectivamente, conforme mostrado no diagramaidsoseguir.
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Solugéo (continuagéo):

d) Em fung&o do equilibrio do circuito, a poténcianferida pela fonte trifasica corresponde a tréssvaze

poténcia fornecida pelas fontes individualmenteaRafonte da Fase 1, tem-se:
VAR =12600[¢14,2304 18,43‘7 =17930Q -1843 = (170104 j56685 VA
Assim, a poténcia ativa total da fonte trifasicaéa por:
P, = 3RES:| = 3x179300= 510312W

e) Em funcdo do equilibrio do circuito, a poténciasiiada nas trés fases do circuito é idéntica, sapdo
poténcia total dissipada na carga igual a potétisgEipada em uma das fases, que pode ser deteaninad

no circuito equivalente por fase:
R, =R, Iy =838x142307 =169693W

P, = 3R, = 3x169693= 509081W

Observar que o mesmo resultado pode ser obtidoagpeaaga conectada em triangulo, pois a poténisia
dissipada em cada carga, neste caso, € dada por:

— 2
R, =Ry [T1z| =2514x82158 =169693W

f) O percentual da poténcia fornecida pela fonte quéssipada pela carga € determinado a parti
resultados obtidos nos Itens (d) e (e):
P(%) = S09081) 63, = 99 75%
51031:

Na Tabela lll.1 encontram-se sugestdes de exescigferentes aos assuntos tratados neste capitulo.

Tabela lll.1 — Sugestdes de exercicios referemtéSagitulo Il1.

at

dos

Livro Capitulo Pagina: Exercicios
465: 12.1; 12.2; 12.4; 12.5; 12.6; 12.9 46B2.11; 12.13; 12.14
AlexandergSadiku 467: 12.17; 12.20 468: 12.21; 12.22; 12.22.27
2003) 12 469: 12.32; 12.34; 12.36; 12.39: 12.40; 12.41.43
470: 12.45 471: 12.55
472: 12.63; 12.64; 12.66; 12.67: 12.68; 12.62.70
Nilsson&Riedel 11 272 11.1; 11.3; 11.5;11.6; 11.9 273: 11.12:14; 11.16; 11.17
(1999) 274: 11.21; 11.23; 11.25: 11.26; 11.27; 11.28.29
506: 12.1; 12.2 507: 12.6; 12.10; 12.18:212.12.22
. 508: 12.23; 12.28; 12.31: 12.34
Irwin (2000) 12 1509: 12.39: 12.40- 12.41: 12.44: 12.46: 12.47
512: 12.63; 12.64; 12.65
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IV — Circuitos acoplados magneticamente

IV.1 — Auto indutancia

Para o indutor da Figura IV.1 excitado por umaete variavei, (), tem-se:

Sentido— regra da mé&o direita

B — inducdo média sobre uma espire
/ A — area de uma espirajm

i
L
i
|’
v (t) \
|
\
\
\
\

\
\
|
‘n
* ¢1(t) = ¢11(t)

|
|
|
|
|

/

N, espiras \\ T v

~
~
~
~

Figura IV.1 — Fluxo magnético e a auto-indutancia.

wilt)=Lif) ®

wl) =3 ¥t = <Ll = L) (Lei de Faraday) @

L, — auto-induténcia [henry, H]J;
(al(t) — intensidade do fluxo magnético através de umaappeber, WD];

W (t)=N,g(t) — fluxo concatenado no enrolamento [weber, Wh];

De (1), tem-se a expressao da auto-indutancia deboinina comN,; espiras:

AOR0 ©

Neste Capitulo seréo considerados apenas cirenédgsaéticos lineares.

IV.2 — Indutancia mutua

Indutancia matua é o parametro que relaciona eefgado fluxo concatenado em um enrolamento com a
corrente no enrolamento que produziu este fluxo.
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Ve SN
Vad NG
Vayd <\
@ TN @
’/ W\
¢11(t) // \ O\ ¢22(t)
/f\\ // /f\\ /f\ \ \ /f\\
/N i N AN VAR
/ Ny \ / VO \ .
| 1(t) I/ \\ 7 ’/ /l \\ I/ \\ '\ \ II \\ |2(t)
—> .' A \ | e z +—
I [ | I Py |
oot Gty L
| h Ll
v (t) Y T MkAD Y A QY[ 4wl
| =TT 1 | -TthEr |
[l | |
D AP
- | Ll | \ C_.L’_/_.\. I -
\ [N / \ Y "
\ ;g
. ] I / \ 7 1 N ir
N, espiras /W / \ [ \ 2 €SpIras
/ W\ \ 7!/ \
N/ \ )\ N/ N N_/
\ \\ / /
\\ \ /7
Fluxo em 1 NN ya Fluxo em 2:
N %
- NoN s —
alt) = aut)+ a.lt) Sl o(t)=2.(t)+ 2ilt)
< = pa

Figura IV.2 — Bobinas magneticamente acopladas.

De acordo com a Figura 1V.2, quando existe a cugitd de uma correnti@(t) no enrolamento 1 ocorre o
surgimento de um fluxo no enrolamento@l(t) é o fluxo que passa pbg e é produzido pok;). A tensdo
induzida em 2 é proporcional & variagéo do fluxo concateriéig|(t) = N, g, (t):

~——

LIJZl(t

- (pela definicdo de fluxo concatenado) M =— (t) (4)
ly

(1) = 5 Walt) = S (ML)

. d.
Vs, (t) =M all(t) (5)

De forma analoga, aplicando uma correhztét) no enrolamento 2 ocorre o0 surgimento de um flugo n
enrolamento 14, € o fluxo que passa pby e é produzido pak,). A tensddnduzida em 1 é proporcional a

variagdo do fluxo concatenad,(t) = N,@,(t):

~—

quZ (t

- (pela definicdo de fluxo concatenado) M =— (t) (6)
P

(1) =5 Wlt) = S M)

wu(t)=M2i,() (7)
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Circuitos Elétricos B

O fluxo produzido por um enrolamento néo é totak@excoplado pelo outro. A relacdo entre o fluxouaut
concatenado nos enrolamento®,{(t) = N,@,(t) e W,(t)=N,@,(t)) e o fluxo concatenado total no

enrolamento produtor¥,(t)= N,g(t) e W,(t)=N,e(t), para os enrolamentos 1 e 2, respectivamente) é
denomina-seoeficiente de acoplamentaepresentado pdt (Os K sl):

Walt)

_ Fluxomdtuo _ g,(t) N, _ N, W,(t) N,
~ Fluxototal  g(t)  Wilt) N, wt) Vault)= N, k(1) 8.1)
Nl
(t) S )
_ Fluxomatuo _ ¢g,(t N, _N_‘P t _ Ny
~ Fluxototal @ (t)  Waolt) N, W,(t) Yaelt) N: Ke,() (8.2)
N
Aplicando (8.1) em (4) e (8.2) em (6),2chega-se a
N
N )
_Wult) DN TN, KL
M = |12(1t) = lil(t) "N |1(t1) Nj KL, (consideranda,(t) = 0) 9)
W, (t) r,::leZ(t) N, KL,i,(t) _ N
M = ilzt) = 2i oI Nl iz(tz) =N—1KL2 (consideranda, (t) = 0) (10)
2 2 2 2 2

Multiplicando (9) por (10), tem-se:

M2 =ﬁ|<|_1><ﬁ|<|_2 =K2LL,
Nl N2
M =K,L,L,

Assim, a indutédncia mutud de dois enrolamentos é proporcional ao coeficidatacoplament& e a média
geométrica de suas indutancias prépiasL.,.

IV.3 — Polaridade das tensdes induzidas

Na Figura V.2, quando existe circulacdo de comeetn ambos enrolamentos, tem-se um fluxo total
concatenado nenrolamento 1formado por uma parcela propri(;) e uma parcela mutuad,) produzida

pelo enrolamento 2W,(t)= W, (t)+W,(t). Analogamente, para enrolamento 2 tem-se um fluxo total
concatenado formado por uma parcela prop#e, § e uma parcela matuad,,) produzida pelo enrolamento
1: W, (t)=Ww,,(t)+ W, (t). De acordo com a Lei de Faraday, em ambos enralasiea tenséo induzida seréa
igual & derivada do fluxo concatenado com relagéempo:

)= S0 = S 190+ b = S wial) W)= L+ [ 0] 1)
1) =S () = S0+ wa 0] = S w0+ gtw21(> Sl Sl @2
W)= L)+ -S,(0) (13
v,(t)=M %il(t)+ LZ%iz(t) (14)

Para o regime permanente senoidal, podem-se esa®egeguintes expressées no dominio da frequéncia:
Vi=jali+ jaMl?
\72 = JaM|_1 + jaL2|_2
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Circuitos Elétricos B

Sendoal, = X,, aL, =X, e aM =X,,, tem-se:

Vi= X1+ jX,, 12 (15)
Vo= iXu I+ jX2|_2 (16)
Xy =M =aK,/LL, =K aL,al, = Xy =KX X,

que corresponde ao circuito elétrico equivalentBidara 1V.3.

l1 I 2

Figura IV.3 — Circuito equivalente das bobinas naigamente acopladas da Figura IV.2.

Caso o sentido de um dos enrolamentos (por exemgorolamento 2) fosse invertido, o fluxo prémtéecada
enrolamento se oporia ao fluxo matuo acoplado petoo e a tenséo induzida teria polaridade opospaeda
de tensdo propria, resultando nas seguintes eggEss

Vi= le|_1 = 1 Xm [P (153)
Vao=—jX, l1+jX,12 (16a)

cujo circuito equivalente é dado pela Figura IV.4.

l1 I 2

%X X,

jXMl_z jXM|_1

Figura IV.4 — Circuito equivalente com uma das habiinvertidas.
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Para duas bobinas, s6 existem duas posi¢oes aslgtara os fluxos produzidos: ou estdo no mesnimsen
em sentidos opostos. Deste modo, a posicao relddivdobinas pode ser representada através dancéoveu
regra dos dois pontos:

Corrente entrando pelo ponto no indutor 1 induz tes&o no indutor 2 com o positivo no ponto de 2. \

Para dois indutores, sdo possiveis as quatro 8#salustradas na Figura IV.5.

— > <«
+ . + .
” X
Vi § Kg V2
[ ] 1 J—
- - Xy 2

Figura IV.5 — Posicdes relativas entre indutaneiagegra do ponto.
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Circuitos Elétricos B

Exemplo IV.1: Sabendo que o circuito a seguir encontra-se eimeggermanente, determinar as correntes de

malha e a poténcia dissipada nas resisténcias.

50 12,5 mH

W

()
/

v(t)=100V2 cod40at) L) =08 i) =100

25m 50 mH

Figura IV.6 — Circuito com indutancias magneticataeeatopladas.

Solucdo: Considerando as polaridades indicadas na Figuf d/circuito equivalente em regime permang
€ dado pela figura a seguir. Os valores das impégicorrespondentes as induténcias proprias eansatol
dados por:

propria de 12,5 mH: j400x125x10°2% = j5Q
propria de 25 mH: j400x 25x107° = j10Q
propria de 50 mH: j400x50x107° = j20Q
mutua de 25 mH e 50 mH cok = 08: j08/10x20 = j8/2 Q

Com relacdo a polaridade das fontes de tenséo epresentam o acoplamento magnético, observar ¢
correntel1 entra no ponto da reatangid, portanto a polaridade da fonte posicionadeojanteatancig20 é

no ponto (parte inferior da fonte); a corremteentra no ponto da reatan¢2d, portanto a polaridade da forjte

posicionada junto a reatangiid é no ponto (parte superior da fonte).
5Q j5Q

W

j100 j20Q

+
V=104 0 <> I . > T, § 10Q
jsv2l, jsv2l,

+

Figura IV.7 — Circuito equivalente em regime perprae senoidal.

As equagOes de malha do circuito sédo dadas por:

M1: -100+(5+ j5+ j10)I1 + j8J212=0 =  (5+j15)l1+ |8/21, =100
M2:  j8V211+(10+j20)I,=0

Cuja solucao é:

11 = 48847~ |6,3837=80382 -5258 i,(t)=1137cod40a - 5258 ) A

12 =-36550+ j1,7837= 4,0670 15399 i,(t) = 575coda0a +15399) A
As poténcias dissipadas nas resisténcias séo gadas

R, =5x% \Tl\z =5x8,0382 =323W Pog = 10><\T2\2 =10x 4,067C =165W

Como nado existem outros componentes que dissipgAngia no circuito, observar que a poténcia ati

fornecida pela fonte é igual, + P, =488 W

Ponte = Rééfonte} = Rem;}z R410d4,8847— ] 6,3837)*}2 488W
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Circuitos Elétricos B

Solucao alternativa:  Os graficos das correntes instantdneas de malha poténcias dissipadas nas
resisténcias podem ser obtidos por intermédio ehellatdo no MTLAB/SIMULINK utilizando-se o arquivo
| V_7. ndl *. No gréfico a seguir a corrente da Malha 1 esifesentada emzul, e a corrente da Malha 2 ém
, apresentando os valores de pico aproximados,deAld 5,8 A, respectivamente.

10

i1(t) [A] ®

0 0.m 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 01
Correntes de malha do circuito magneticamente adopl

Na janela de simulagéo séo apresentados os valasgsoténcias dissipadas nas resisténcias QeelBQ que
correspondem ao valor médio da poténcia instant@lestacados na figura a seguir.

~=1ol |
File Edit Yew Simulation Format Taools
D& sy =B
: ]
WR T
: < = <
& ohms Medidor de G Poténcia média W]
12.5 mH Foténeia
* ¥V
: P
V' 25mH| £ £
50 mH 10 ohms
i) =1007sq i Z)cosd00t _ T o
s 53 =
¥y
- -+
- . ]
W
<
ity amarelo Medidor de Poténeia média W]
i2(t) rosa Foténcia e
Ready [100% [ [ |ode4s v

Exercicio 1V.1: Refazer o Exemplo IV.1 considerando que o acoplémnentre as bobinas foi reduzido pela
metade, ou sejak = 0OAVerificar e comentar as diferengas obtidas ndénpias dissipadas em funcdo da

variacdo do coeficiente de acoplamento.

Exemplo IV.2: Determinar a impedancia de entrada (regime pemta@nsenoidal) do circuito a seguir,
estando a chave aberta ou fechada.

R

Lio
j4 . j4

N\%
/y.
.

Figura IV.8 — Indutancias magneticamente acopladas.

! Disponivel emht t p: / / sl haf f ner. phpnet . us/ ci rcui t os_b/ mat | ab/
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Circuitos Elétricos B

Solucéo: Para as reatancias e coeficientes de acoplameriguia 1V.8, tém-se:
X1 =KX X, =05v2%2=1Q
Xuz =Ky X X, =05v4x4=2Q

Chave aberta: Utilizando a definicdo de indutédncia muatua, o wik@ equivalente quando a chave esta ab
€ dado pelas Figuras a seguir.

T 2 Xyl 2 Xyl

Figura IV.9 — Circuito equivalente quando a chasté @berta.

T j2 il i2 il ] j2 -1 2  -i
—» + + —> YY\L_| | /YY\_H_
* Lh=i i '

1:

j4§ = v j4§

<l

Figura IV.10 — Circuito simplificado para determjéa deZ.
Do circuito da Figura IV.10, tem-se a seguinte e§oade malha:
V=j2l —jl +j2l = jl +j4l = jél
Pela definicdo de impedancia:
- _V _jél _

Considerando as polaridades da corrente e dasetemsd circuito da Figura 1V.10, observar que adef®

=}

erta

controladas que representam o acoplamento mutue est indutores comportam-se como reatancias de

natureza capacitiva.

Chave fechada: Utilizando a definicdo de indutdncia mutua, o wit@ equivalente quando a chave e
aberta é dado pela Figura a seguir.

T 2 Xyl 2 Xyl

O S
¥

z jXMZTZ jXMZTl

I | Lis

4

Figura 1V.11 — Circuito equivalente quando a chest fechada.

sta
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Solucao (continuacao): Analisando a malha dos componentes que estao ielpatem-se:

j4|_1+j2|2=j4|_2+j2|_1 = j2|_1=j2|_2
|_1:|_2:|—
2
Q2 gt ji2 gl ] i2 -1 2 -i

j2l2 211

NI

Figura IV.12 — Circuito simplificado para deternjéa deZ.

Do circuito da Figura IV.12, tem-se a seguinte e§oade malha:

iR I

V=j2l -jl+j2l - jl + j4—+ j2—= j5I

J Jh+) Jh+] 5 J 5 J

Pela definicdo de impedancia:
Considerando as polaridades da corrente e dasetemkd circuito da Figura 1V.12, observar que agefon
controladas que representam o acoplamento mutumda®res em paralelo comportam-se como reatadeias
natureza indutiva.

Solucéo alternativa: Os valores das impedéncias de entrada para as@as de chave aberta e fechada
podem ser determinados por intermédio de simulaQadATLAB/SIMULINK utilizando-se, respectivamente, [0s

arquivos |V _la.ndl . e IV 1f . ndl . (ATENCAO: em ambos casos, foi necessario introduma
resisténcia em série com o circuito para a obtedgdieegime permanente.) Utilizando-se o primeiiquaro,

sdo obtidos o seguinte grafico para a tensdo eerdgerr Da simulacdo, obtém-se qﬁez%m V e

=251 -3693 A, logo Z=L=(8+j6)Q. Como o valor da resisténcia adicionada foi d&8a

impedéancia de entrada do circuito da Figura IV 8 eochave aberta tem de ser igugd 8.

1] [ T e S R JSoeroe LTV SRR R
150k S ........ ........ ........ S ......... Honocoy 4

STo/v] O U T ......... Toeoa: ........ ......... Lo ........ Lo .......
V(t) [V] EOH - ........ ........ ........ ....... ........ ........ ....... ......
obeT Jions (NI e T —_— o A S - A
] O ke S g ST . S ) Eo e
ook S ....... (RN ......... SRUUUROS SUR - ........
50 ........ L ......... . R L ........ A

sooks S L | ......... VR N P S | ...... ERN— _
1] 0.00%

1 1 1 1 1 1
oot oms 002 0025 003 003 004 0045 005

Utilizando-se o0 segundo arquivo, sdo obtidos oiseéggrafico para a tenséo e corrente. Da simulaxiitém-

se queV =%m Ve fz% -3203 A, logo Z =L =8+ j5) Q. Como o valor da resisténcia adicionada

foi de 8Q, a impedancia de entrada do circuito da Figur8 tém a chave fechada tem de ser igyal@.
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Solucéo alternativa (continuagao):

200

150

100

Wy V] =
a

A0

-100

150

-200

0 ooos o 0ms 002 0025 003 003% 004 0045 005

IV.4 — Circuitos equivalentes

Considere o circuito magneticamente acoplado dar&ity.13 em regime permanente senoidal.

l2
4_
K
vV N .
B +
g]szz z [ e _
~ + Vo 7,
Xyl
Xy =KX X, -
Figura IV.13 — Circuito exemplo.
Para o circuito equivalente da Figura IV.13 tem-se:
- =Xyl
l2= :
Zz + |X,
p— p— p— — — 1 T — 2 — 2 | —
V1=jX1|1+jXM|2:jX1|1+jXM_LN_|Il:jX1|1+¢|1= jX1+¢ l1
Zz + )X, Zz + )X, Zs+ X,
Z
o\ 2
Zl :ﬁ = le +%
1 Z2+ X,
%/—J
—ref
Z;
—ref X,\z,l . A - . . « Ly .
Z; =————— (impedancia do circuito 2 “refletida” para o ciitoul)
Zz + X,

Assim ocircuito equivalente para os terminais do circuito que séo alimentgads fonte (indutor 1) é dado
pela Figura 1V.14.
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7 11 I 2

—> K <4
— ——V¥ ¥
+ . . +
+
v(O) W jx1§ g]xz\72 22[
_ Xa
Xy =KX, X, Z2+ jX,

Figura IV.14 — Circuito equivalente a partir datian

Para os terminais da carga (indutor irguito equivalente pode ser determinado a partir do equivalente de
Thévenin, como mostrado na Figura IV.15.

Figura IV.15 — Circuito equivalente a partir dagaar

Para determinar a tensdo de Thévenin considera-se aberto o circuito da carga e, pmr,trmtorrentel_ 2 é
nula (Tz = 0). Tem-se, assim, o circuito da Figura V.16, egusge expressao:

12=0

- LT v iXu o
Vi = Xy 112 Xy = =2y 17)
Z+ X, Z+ X
f
I1

A determinacao da corrente de curto-circuito perméterminar a impedancia de Thévenin/Norton.
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Figura IV.17 — Circuito equivalente para determﬁmdel_sc :

De acordo com a Figura IV.17, tem-se para o cioadferente a carga:

I = JXM & =X—M|_1 (18)
X, X,
|_2 =—|_sc == XM |_1
X2
Para o circuito da fonte, tem-se:
[
—
_ X, — _ 2 _
_ _ V—JXM(—MMJ V+joMy
|—1:V_JXM |2 Xz — 2
Z+ X, Z+ X, Z+ X,
|1(z+jx1)=v+jX—M|1 = l1 Z+jX1—jX—M =V
X2 x2
_ \_/ X _
l1=— <2 X (Z+'X2)— v (19)
Z+ X, —jom 2 IA1)7 1AM
X2
Substituindo (19) em (18), tem-se:
I1
I_S(:=XM( ' ,XZ- _2\7} ._>,<M‘ ——V (20)
X, X2E+JX1)_JXM XZ(Z+JX1)_JXM
De (17) e (20) tem-se:
_ Sy .
ZTH =ZN :YTH - YA JXl - XZ(Z_JXI) JXM
| sc Xy, v Z+ X,
X,(Z+ %, )- X2
_ _ X 2
Z =Zn = jX, +=M (21)

Z+ )X,
Diretamente, a partir de (15), (16), (15a) e (1pajle-se escrever as seguintes expressoes narfaimeial:

CHE SR R

gue podem ser obtidas, respectivamente, a parsir al@guitos passivos T equivalentes (vide teoria de
quadripdlos) da Figura IV.18. Observar que embaraetacdes entre tensdes e correntes sejam idéndica
equivaléncia entre os circuitos da Figura IViE® € perfeitaporque no circuito T existe uma ligacao elétrica

entre os circuitos dos dois indutores que naomstente no circuito original (no qual os dois iodes estao
isolados eletricamente).
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I J(Xl_XM) j(XZ_XM) I 2
7 7 <+
L L
+ +
\71 jXM \72
11 j(X1+XM) j(xz"'XM) l2
—> — | — .
L L
+ +
\71 _jXM \72

Figura V.18 — Circuito equivalente T de dois inahels acoplados magneticamente.

Exemplo IV.3: Para o circuito da Figura 1V.6, determinar a infpeza da cargé que quando colocada no
lugar da resisténcia de T absorve a maxima poténcia do circuito. Determitaanbém, a poténcia dissipada

emZ.

Solucado: Para determinar a impedéancia de caZggue produz a maxima transferéncia de poténcia (MTP
necessario calcular a impedancia de Thévenin dmitir a partir dos terminais que tal impedancida ser

conectada. Como também se deseja determinar acjgotfissipada en¥ , é necessario conhecer o circyito
equivalente (Thévenin, por exemplo) a partir dositeais da resisténcia de @que sera substituida por uma

impedanciaZ , conforme ilustrado a seguir.
5Q j5Q Z

+
\7:100|£<

No circuito anterior, considerandoe =0 (circuito aberto), tem-se:
Iy
= , 100 .
Vm =—-j8V2| ——— |=(-67,8822- j22,6274)=7 5544 -16157"V
™ Jg\/_(5+j5+j10j ( : 9=11 e
Utilizando-se a equacéao (21), pode-se mostrar que:
2
Zm = j20+ 8‘/5 = j20+ 256~ | 768=(256+ j1232) =125832 7826" Q
5+ j5+j10
Logo, para MTP, é necessario que:Z = (ZTH ) = (256~ j1232)=125832 - 7826’ Q
A poténcia dissipada na impedénaacorresponde a poténcia dissipada na sua partesesalo igual a:
2
Y 715542 -16157
P=Rdzfi[ = 25 ; 3 _ |
256+ j1232+ 256- 112,32‘

= 256x139754 =500W

Circuitos Acoplados Magneticamente — SHaffner/LAPereira  Verséo: 11/9/2007 Pagina 13 de 29



Circuitos Elétricos B

Solucéo alternativa: O valor da impedancia de carga para MTP e a pet&hssipada nesta impedan
podem ser obtidos por intermédio de simulagdo mraLB/SIMULINK utilizando-se os seguintes arquiv
IV 9. mdl, IV 9n ndl elV 9Vth. ndl. Utilizando-se o segundo e terceiro arquivos deteam-se,
respectivamente, a corrente de curto circuito érder de Norton) e a tensdo de circuito aberto teme

Thévenin), cujos valores estdo em destaque namfiguseguir.
i J (=] B

T]I¥_9In *
Fle Edt Yew Smuation Format Tools

DsR&| i@z = [ &

=10l x|

Fil= Edit ‘iew Simulation Format Tools

DzEs tmd|az)r = (&

M
| Fat <ignabeg 2003

Medidor de povry Poténcia média W]

vf
i) =10075q Z)c0s400t Peténcia

magnhude

v
) =100%sq HZ)cos400t

Ready 100 [ |odeds 4| Ready 100 |odeds 4

Assim, a impedancia de Thévenin sera dada por:
Vi 7191

Zm ==t = 2L ~(263+ j1226)=1254 7789 Q
I'n S -1498°

que é bastante proximo do resultado exato obtidoaddculos anteriores. Observar que 0s angulosasks
obtidos nas simulacdes apresentam uma diferenfaseale 99 pois na simulagéo estes angulos tomam ¢
referéncia a fungdo “seno”. Assim, para obter culinge fase correto é necessario subtraird#® angulos
apresentados, ou seja:

—-149,8 em seno correspondem a —239120,2 em cosseno

—71,92 em seno correspondem a —-161 &h cosseno

No primeiro arquivo a impedancia de carga para N('@= (ZTH ) =(2,63—j12,26) Q) € colocada ng

circuito, obtendo-se os resultados mostrados gasa$ a seguir para as correntes das malhas 1 mt e

poténcia dissipada na carga.
20 ! ! ! ! ! ! ! ! : |

15
10

11(t) [V

0 oo 002 003 004 005 008 007 008 009 0.1
(ol x|

Eile Edit Yiew Iimulation Format Tools

DzE&| ted oy = | &

R v
VL} | Rt signabvg ELE]

5 ohms Medidor de e Poténcia média (]
12.5 mH Poténcia

+

ik 25 mH
bl 50 mH
ity =100"sqrtEZ )e0sA00t =08

Carga caloulada
gy |para ocurrer MTR

ot Il et

{2
Fy

W

ity amarelo Medidor de Poténcia média [W]
izf) ross Poténcia e

sia
DS:

0MO

Ready 1008 [ [ |odeds v

Circuitos Acoplados Magneticamente — SHaffner/LAPereira  Verséo: 11/9/2007 Pagina 14 de 29



Circuitos Elétricos B

IV.5 — O transformador linear

Um transformador é um dispositivo constituido poiscdbu mais enrolamentos magneticamente acopl&los.
transformador linear da Figura IV.17 é utilizadonoodispositivo de acoplamento entre a fonte e gacar

R, K R, | 12

Zr I
== A N —W A2
<> Transformador j:' |::> Ve jxlg g iX, Zc |:|

Fonte Carga

Xy =KX X,

Figura 1V.17 — Transformador como dispositivo deamento e seu circuito magnético equivalente.

O enrolamento ligado a fonte € denomingdiméario e o enrolamento ligado a cargacundario sendo o
transformador definido com os seguintes parametros:

R, e X, — Impedancia propria (resisténcia e reatanciagriolamento primario;

R, e X, — Impedancia propria (resisténcia e reatanciagriolamento secundario;

X\ — Reatancia relativa ao acoplamento matuo entesmadamentos.

Substituindo o acoplamento matuo pelas fontes spordentes, chega-se ao circuito elétrico da Fijuis.

Z _
F |1 R1

() Transformador |:>

Fonte Carga

Figura IV.18 — Circuito elétrico equivalente donséormador linear.

<|

F =(ZF +R1+le)T1—jXMT2 (22)
JXM Il_ — JXM _ (23)

R,+jX,+Zc R, +jX,+Zc

Substituindo (23) em (22), tem-se:

= _= : , Xwu -
Ve =lZF+R + X 1 - jXy ——————11
( J MR2+jX2+Zc

l1

|2 =

< _[= , Xy -
Ve =|ZF+R + X, +—% I,
R, +jX,+Zc

Dai, a impedancia total vista pela fonte de tetid@al é:

2
_ . — Z
\7 LZF + Rl + le ++)§(M+ZJI 1 lfBLte Impedancia do primario f—x’%
Z:_—F: _RQ 1R2 c :ZF + R1+jX1 +$
l1 l1 R+ X, +Zc

que corresponde a impedancia interna da fonte iassoem série com a impedancia propria do primgmio
série com uma parcela que corresponde a impeddmaieacundario refletida para o circuito primario.

Circuitos Acoplados Magneticamente — SHaffner/LAPereira  Verséo: 11/9/2007 Pagina 15 de 29



Circuitos Elétricos B

Exercicio IV.2: Os parametros de um transformador linear $§6= 200Q, R, =100Q, L, =9H, L, =4H

e K =05. O transformador é usado para acoplar uma impéé&oaostituida por uma resisténcia de @Gfn
série com um capacitor deifl a uma fonte de tens&o senoidal de 300V (roos%00°Y;, cuja impedancia
interna € (500/100X2.

a)
b)
c)
d)
e)
f)
9)

Determinar o circuito equivalente no dominio dajfréncia.

Calcule o valor eficaz (rms) das correntes no miimné no secundario.

Calcule a impedancia refletida do circuito secuinddara o primario.

Calcule a impedancia do ponto de vista dos termidaipriméario do transformador.

Calcule o valor eficaz (rms) das tensfes nos texisiitha carga e da fonte.

Calcule a poténcia média dissipada pelo resist&0da.

Que porcentagem da poténcia média fornecida peta o transformador é fornecida para a carga?

Solucao alternativa: Parte dos resultados do exercicio podem ser abtitetamente por intermédio de
simulacdo no MTLAB/SIMULINK utilizando-se o seguinte arquiv®/ 2. ndl , estando indicados em destad
na figura a seguir.

=101 x|

File Edt Yew Smulaton Format Tooks

D& sed|=e]r |

__oosaaz]

A RMS de i1(%) [A]

(800+}100) Ohms

2 [l

0.05961 I

Poténcia média
no resistor de
800 Ohms [W]

RMS de v1(t) [V] RMS de v2(t) [V]

Ready [100% [ [ [ode4s v

IV.6 — O transformador ideal

IV.6.1 — Expressdes gerais do transformador ideal

ue

Um transformador ideal é um caso particular deuttive magneticamente acoplados no qual as indatéinci
prépriasL, e L, sdo muito grandes (tendem a infinito) e o codfitleiele acoplamento é igual a unidade=1.
Para as polaridades indicadas na Figura IV.19y&Bdeas as seguintes expressoes:

W)=t Sl - M S ) (24
(25)
M =K,/LL,

M = /L,L,

Figura IV.19 — Transformador ideal representadogouito magneticamente acoplado.
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Isolando%iz(t) em (25) e substituindo em (24), tem-se:

9= (M 2i)-wl)

L2
d. 1 d. M2\)d . M
=L —ift)-M—=| M—i.[t)- =L -4 |= - 26
Vl(t) let '1(t) M B (M ™ '1(t) Vz(t)) (Li L Jdt '1(t)+L2 Vz(t) (26)
Como K =1, pode-se escrever:
2
M=/LL, = M?=LL, = Ll—ML—zo (27)
2
LaN?
[ 2 2
L, L, L, L N2 £

pois as auto-indutancias séo proporcionais ao gdadio nimero de esplr% , com g (t)= PNy, (t),

sendo P a permeancia do espago atravessado pelpdhtaol, = [P'Ell)'l( )] ]
Substituindo (27) e (28) na expresséao (26), tem-se:
d. N N v(t) N
t)=0—i,(t)+—2v,(t) =Lt Le=—1 29
V1( ) ™ '1( ) N, Vz( ) N, Vz( ) Vz(t) N, (29)

Como o transformador é ideal, a poténcia instaatéheeentradapl(t), € igual a poténcia instantdnea de saida,
p,(t) pois as perdas s&o despreziveis, ou seja:

| pt)=pt) = wlt)E)=v))
0go,

40) vl _N,

ilt) _volt) (30)
'2(t) Vl(t) Ny
As expressoes (29) e (30) definem o modo de opedasitransformadores ideais.

IV.6.2 — Transformador ideal em regime permanente s  enoidal

A Figura V.20 apresenta o circuito equivalentaidetransformador ideal, em regime permanente sahoid

11 [P
— — > N,:N, >

Transformador —
Ideal :> Vi

- Ideal , -

Figura IV.20 — Transformador ideal.

Considerando as polaridades indicadas na Figued ¥ as expressdes gerais (29) e (30), o reginneapente
senoidal do transformador ideal pode ser descaitop p

A = Vo =Ny, (31)
V2 N, N,

e ~ N,

_—l:& = lo=—214 (32)
I N, N,
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N ~ . :
fazendoa =N—2 , a relacéo de espiras do transformador ideal,-pedscrever:

1
Ve =avy = Vi=1v,
a
|_2 = 1|_1 = |_1 = a|_2
a
No caso do circuito secundario possuir uma impedane , tem-se:
_ V _ _ \/
|2=_—2 = |1:a|2:a¥
Zc Zc
e a impedancia de entrada do transformador idegke@ancia refletida) € dada por:
_ V2
J— ef J— . .
g=Yro_a 17 = 7 e
l1 sz a a
Zc

Assim € possivel, através da relacdo de espiréerala magnitude da impedéancia “vista” pela fonte
objetivando maximizar a transferéncia de poténmagmento de impedancias).

Exemplo 1V.3: Determinar a relagédo de transformacdo que umftnanador ideal deveria possuir para que
um alto-falante cuja impedancia @ ®ossa receber a maxima poténcia de um amplificagarimpedancia de
saida é 60Q.

Solucdo: Neste cas&c‘ =6 Q e a impedancia refletida deveria ser igual a deef@amplificador), ou seja:

ze =|z+|= 6000
Mas: 2? =i2c = :i
a2 10
N _ 1 ou Ny
1 10 2

Simulacéo M ATLAB : Utilizando-se o arquivbV_3. ndl , pode-se verificar que a melhor relagdo ocorra par

N> -1 Na simulacao é possivel alterar os valorebdlde N, e verificar que a poténcia sera sempre inferior
N, 10

ao valor obtido com a relagédo determinada para MTP.

=1oj =]

File Edt Wiew Simulation Format Tools

[DzRa|i=a =y = | &

1211-600 ?'”“5 \ Block Parameters: Transformador Ideal |
\r\'/RL 0.007674 I i~ Tratoldeal (mask)
Tranformador ideal de dois enralamentas.

Valor RMS da
poténcia na carga

Obs.: Esse modelo supfe ambas as comentes nos enralamentos entranda
ou saindo do ponta.

+

Outl  Int

i
o Farameter
Indutancia do enrolamenta 1 (H):

Amplificadar

Trafoldeal (mask): "Transformador Ideal” edidor = Rrrg
e M* de espiras do enrolamenta 1

MN1=10
M2=1 10
N* de espiras do enralamenta 2
+ +
gy O I
w1 Woltimetrad Woltimetro vz
Ready 100% [ [ [odess 4 S I Cancel I Help | el |
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Observar que o sinal das relacdes de transforndgéimnsformador ideal, dadas pelas expressde (&ED),
depende do sentido arbitrado para as correntenséds terminais em relacdo aos pontos de polaridade
Tabela IV.1 sintetiza as relacGes possiveis quandam dos enrolamentos a polaridade da tensaoaidain

com o ponto e a corrente entra p6|0 ponto.

Tabela IV.1 — Relacdes de transformacéao do tramsfdor ideal.

Polaridades Relacdes de transformacéo
| Iz \/
— NN, —> Vi Ny
. . V2 Nz
Vi V. _
LN,
- Ideal ‘ - |_2 1
[ ] Vi
R T— Vi N,
T —
. . 2 2
Vi V. -
i _ N,
- Ideal ‘ - |_2 - Nl
| l2 \/
—> Np:N, —> A |
il . 2 N,
Vi Vo _
l1 _ N,
- Ideal | + |_2 - N,
| l2 \/
—> N, N, - — Vi__ N,
. . V2 N2
Vi Vo -
i _ N,
- Ideal | + |_2 - N,

I\V.7 — Circuitos acoplados representados atraves de transformador ideal

Uma aplicacdo bastante freqliente para os transfiomesiideais € a representacao de circuitos magnette
acoplados. Considere o circuito eletromagnéticbidara IV.21.

—_ - 'X -
la B I'p [W\ |2I
+ +

Vb Vo

— Ideal — —

Xy =Ky XX, Vb =aVa 12 =lali

Figura IV.21 — Circuito equivalente utilizando tsformador ideal.
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Como visto anteriormente—vide equactes (15) e (@83ervando que a polaridade He esta trocada—as
relacbes entre a tensdo e a corrente do circuijglado da Figura IV.21 sao:

\_/1 = jX1|_1 - jXM |_2
\_/2 = jXM |_1 - jX2|_2
Paral» =0 (circuito aberto), tem-sép = | o =0 e sdo validas as seguintes expressoes:

Circuito elétrico Equivalente com transformador ideal
Vi= Xl Vi=jXali+ jXgla Vi=j(X,+Xg)h
Vy = IXm I V2=Vp=aVa =a(jXBI_1) Vy = j(aXB)I_l
Analisando a semelhanca das expressoes, tem-se:
1
aXg = Xy, = Xg == Xpu
a
1
Xat+Xg =X, = Xa=X; = Xg = Xa=X;==Xpu
a
Paral, =l « (curto circuito), tem-s&/ > =0 e séo validas as seguintes expressoes:
Circuito elétrico Equivalente com transformador ideal
O:jXMll_jXZIZ TZ:Tb:_\/b
2= 1 — —
X, Va Xy I2
Vo =aVa=aljXg(l1-Ta)|= jaXq| 11 -als |= jX, (1 -al )
TZ — jXM (Tl —afz): XM (Tl —a|72)
iXc Xc
Xela=Xyli—aXyla = (Xe+aXy)l2 =Xy 11
— XM
l2= l1
X +aXy,
Analisando a semelhanca entre as expresséesdmaisrrenteT 2 tem-se:
X, =X +aXy = Xc =X, —aXy
Assim, o circuito equivalente utilizando um trangfiador ideal, € dado pela Figura 1V.22.
T J(Xz —aXy ) T,
0. —» (YL —»
)| U + +
Vb Vo
Ideal - -
Xy =KX X, i -av. 1. -EIe

Figura IV.22 — Valores das indutancias no circeijoivalente.
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Caso as indutanciaX ,, Xz € X sejam dispostas de outras formas, outros circeijos/alentes sdo possiveis

mas 0 modo de determinacdo dos valores destasamumias em funcdo dos parametros do circuito
(X,,X, eX,,) é semelhante.

V.8 — Autotransformadores ideais

Um autotransformador é um transformador no quainallo acoplamento magnético entre os enrolamentos,

existe umaconexao elétricaconforme mostra a Figura 1V.23. Sdo duas as forpwssiveis de conexao
elétrica:aditiva ousubtrativa.

|_2 N
—> =_2
+ 1:a + a 1
Vi N _1
Vi1 \72 Vo, N, a
1 _Np o
- Ideal | — I 2 N
Conexdes Aditivas Conexdes Subtrativas

Figura IV.23 — Transformador ideal conectado comtoteansformador.

Em geral utiliza-se a conexadlitiva nas duas formas de operacado possiveis, ou seja, @atotransformador
elevador ou rebaixador, conforme ilustra a Fig\r.24.

—_
x

I 2 Iy

—> —> —>
+ 1, + + +

X
ey _ _ | —
Vy Vx + +

+
Ve V. ST 7. ¢h. v,

Autotransformador elevador Autotransformador rebaixador

Figura V.24 — Autotransformador elevador e rebdora
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Para o autotransformador elevador, tem-se:

I_x =|_1 +|_2 =|_1 +l|_1 =(1+1j|_1
2 a

\_/y =V1i+V; =ﬁ\_/2 +V2 =(1+1)\72
N, a

Dai, as poténcias complexas de entreﬁ:la,e sal’dagy, sdo dadas por:
S =V, =v1[[1+1jn} :V{uljl‘; :(uly‘ll‘; _ (uijél
a a a a
S, =Vy0) = [uly‘zr; =(1+£j§2
a a

onde S; e S; sd@o as poténcias complexas de entrada e said@a®loth conexdo como transformador ideal.

Assim, comaa é sempre positivo, para a ligacdo aditiva, o aamsformador permite a transformacéo de maior

quantidade de poténcia elétrica do que a conexdm ¢ransformador. A desvantagem é a perda de &wlag
elétrica entre o primério e o secundario.

Exercicio IV.3 : Repetir o equacionamento da poténcia do autotranafior para a conexao rebaixadora.

Simulacdo M ATLAB: Utilizando-se o arquivd V_4. ndl , pode-se verificar o funcionamento de

m
transformador com relacdo de espieas 1/2 que foi conectado como autotransformador xelo@ir. Nos
graficos a seguir observa-se a forma de onda dadeto primario e do secundario.

300 100 ' ' !
200
100 50
1] 1]
-100
0
-200
300 ; : : - UL . ; :
1] 0.02 0.04 0.06 0.03 1] 0.02 0.04 0.06 0.03
Tensao do primarig(t) Téaonsdo secundariay(t)
Apesar da relacéo de espiras set/ga tens&o foi transformada na razé&?}% V no primario parélyﬁ \%
no secundario (vide gréficos anteriores), em fung@csua conexdo como autotransformador com conexao

rebaixadora. Por ser um autotransformador idept@ncia de entrada é exatamente igual & potéeciaida,
como pode ser observado na figura a seguir.

E =1aix]
Eile Edit Yiew Smulstion Format Tools

[DzE& iealser = |

(]
i
30

Y e 3733

g oté rMs  5_entr. [VA]rms
‘ de entrada
= s
=
b
=) Y

v
=330 Wpico
wea00 radls

Al
H (Jul1|n1<—‘

=
Poténei

eeeee rMs S saida [VAJrms
vz v2(t) [v] de saida - Ao

Ready

lode4s 4
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Exemplo IV.4: Sabendo que o circuito a seguir encontra-se eimeegermanente, determinar a poténcia
total dissipada no circuito e em cada uma dastéesiss.

N, =100
8Q 144Q !

AN, AN, (YYY
.V/j40§2 \4

+
102 0 <> B
i6Q § j3009§ N2 _2oo§

Figura IV.25 — Circuito com indutancias magneticataeacopladas e transformador ideal.

§ 8500Q

Solucdo: Considerando as polaridades indicadas na Figur@5JVo circuito equivalente em regime
permanente é dado por:
- \78 + —
144Q . s
AN (Y'Y —»
. , =100
P j3000
1020 < - < 85000
+ I2
j4011

Figura IV.26 — Equivalente em regime permanenteilito da Figura 1V.26.

As equacgtes de malha e do transformador ideal s&o:

M1: -102+ (8+ j6)|_1 - j4OI_2 =0

M2: — j40I1 +(144+ j300) 2 +V A =0

M3: -V a-Vg+85003=0

Transformador idedl Va_ N, _200_ 2 VA= Ve =03Va
Vs N, 100
I__A:&:E):1 |_A=O,5|_B |_B:2_A
s N, 200 2

Observar que as relacdes do transformador apreseaitais positivos em funcéo das polaridades dkfinno
circuito, caso sejam definidas outros sentidos podeorrer relacées negativa. Substituindo as ctasede
malha na equacao da corrente do transformadors¢em-

Ia e

_ — == == _ —
la=05lg l2-13=05l3 l2=15I3
Substituindo a equacéo da tenséo do transformadequacdo da Malha 3, tem-se:
Vg

_ —= _ _ _
-VaA-05/4+85003=0 85003-15VA=0
Assim, tem-se o0 seguinte sistema de equacbes:

M1: (8+j6)I1- j4012 =102

M2: — j4011 +(144+ j300)l 2 +V A =0
M3+TV:  85003-15/A=0

TI: 12-1513=0

! Observar que as relagdes do transformador ideabaptam sinais positivos em fungdo das polaridddésidas no circuito. Caso
sejam definidas outros sentidos para as tenadgse(V g ) e correntesi( € | g ), podem ocorrer relagdes negativas.
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Solugéo (continuacao): Cuja solucao é dada por:
l1=80669- j57284= 9,893&'{ -3538 A
12=0,0643+ j0,0774= 0,10061 5025 A
'3 =0,0429+ j0,0516= 0,0671[ 5025 A
V A = 24308+ j29223=38011 5025 V
Assim, a poténcia dissipada em cada uma das msEstéé dada por:
R =8l1| =8x9893¢ =78311W
— 12
R =14412 =144x01006" =1458W

Psoo =850(1s| =8500% 0,067F =38275W
A poténcia complexa fornecida pela fonte de temséa o circuito pode ser determinada por:

Stonte =V fore 1 =1o:4£(9,8939{ ~3538 | =82281+ }58431=100918 3538 VA

Observar que a soma das poténcias dissipadas siagmeias (783,11+1,458+38,275=822,84) é fgas

poténcia ativa (parte real (Eome) fornecida pela fonte (conservacao de poténciakti

Solucéo alternativa 1:  Utilizando-se o arquivdV_10. ndl , pode-se reproduzir os resultados obtidos
célculos anteriores, conforme mostrado na figwsegair.

-10] x|
Eile Edit Wiew Iimulation Format Tools
[DzE&| a2z r = |
ol
o N 1
Medidorde aua  Pot. Média [W]
Poténcia

¥
WISHISE 3600 ohms

W

Medidorde m Pot. Média [W]

Foténcia

Medidor de
Poténcia Aparente

nos

Ready 100% [odeds v

Solucao alternativa 2: O circuito poderia ser resolvido por intermédio siecessivas reflexdes (
impedancias. Inicialmente a resisténcia de 8%DOpode ser refletida para o circuito primario
autotransformador, por intermédio da seguinte esgae

g = owe = 8500 5777960

2 2
1+& (1+100j
N, 200

ApOs esta simplificagdo (substituicdo do transfatona carga pelﬁg‘ggog ), O circuito equivalente é dado po

e
do

2 As pequenas diferencas sdo ocasionadas pelogsmrdd@tdentos e truncamentos.
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Solugéo alternativa 2 (continuag&o):

8Q 144Q

Figura IV.27 — Circuito com a impedancia de cargdrdnsformador refletida para o primario.

A seguir o acoplamento magnético poder ser retidadoircuito equivalente refletindo-se a impedampaea a
malha da fonte de tenséo, sendo a impedéanciaidefieto circuito equivalente dados por:
Sref X,\ZA 402

Z = == =0,4056- j0,0310=0,4068 - 437 Q
iX,+Z j300+144+377778 : q—s

8Q

+ .
5 16 Q
104 0 _
<> l1

0,405¢ - j0,031(

Figura IV.28 — Equivalente com o acoplamento magaéubstituido por uma impedancia refletida.

Utilizando-se o circuito anterior, pode-se deteanidiretamente o fasor corrente:
102

I1= =8,0669- j57284=98939 -3538 A
'~ 8+ [6+0,4056- j0,0310 : 9-3538
Substituindo-se o valor desta corrente nas equalgdbtalha 2 do equivalente da Figura V.27, tem-se:
- j40|_1 _ . _
l2= =0,0643+ j0,0774=01006 5025 A
® 7 |300+144+377778 : q5025

A corrente da Malha 3 pode ser obtida utilizanda-selacéo de transformador do autotransformad&iglaa
IV.26, conforme realizado na solucéo anterior ggseiitou na relacéb. =15l 3.

- [ .
I3 =—=0,0429+ |0,0516=0,0671 50,25 A
3 15 ) L

Exemplo 1V.5: Determinar a poténcia complexa por fase e triga$wwnecida pela fonte ideal de tenséo
trifasica do circuito. Determinar também o fatompaééncia por fase e trifasico.

A LN 6+i8
. | N Vav =100 30° V
Ve .'df,:a' Sequénci@BC
. Koc N:=10
{\/5+ ¢ K.’\Q{Y\ ]
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Solucao: Considerando as polaridades indicadas, o ciregjtivalente em regime permanente é dado por

100 30

Das relagfes do transformador ideal, tem-se:
Va _ N, 20 _ = =

—=—2=—=2 = Va=2p
Vo N, 10
I_—AZ&:E=O,5 = 1g=2la = l2-11=2l17 = 12=3l1
le N, 20
As equagtes de malha do circuito sdo dadas por:
N -2, 3 -2,
~1000 30" +Va +(6+ &)1 +(6+ &)~ T2)+ j08I 2 + j4{lL —T2)+Vs +100 -90° =0
201 3l 211 3l -211 31,

_ = p— - — p— ~ = — -
-100 -90° -Vp + j4{l2 - 11 —j0,8I2+(6+j8)i|z—ll>+(6+j8)I2+j0,8I1—I2 +j41,+100 150 =0

(-6-j136)11 +3Vp =104 30 -10q -90° =100V3| 60°
(30+ j56)11 -V =100 —90" 100 150 =100V3| - 60°
Cuja solucéo é:
1 =-05574- j25468= 2,607]\ -10234 A
Vb = 39,2984+ j42,3794=57,796Q 4716" V
Utilizando as relacdes de transformacao, tem-se:
l2=3l1=-16722- 7,6405= 7,8214| -10234° A
Va=2Vp = 785968+ j84,7587=1155919 4716" V

As correntes de linha sdo dadas por:
I a=11=-05574-j25468= 2,607][ -10234° A

Ie =12-11=-11148- j50937= 52143 -10234 A
~I2 =16722+ |7,6405= 78214 7766 A

lc
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Solucao (continuacao): A poténcia fornecida pelas fontes é dada por:
Sa=Vanla=100 30 (2,607] —10234‘7 = -17562+ j19269= 260,71 13234 VA
Se =Vl =100 -90 (5,2144 -10234 ) =50937+ j11148=52143 1234’ VA
Sc =Venlc =100 150 (7,8214 7766 ) =23721+ j74530=78214 7234 VA

e a poténcia trifasica é:
Sap =Py, + jQs, = Sa+ Se + Sc =57096+ j104947 =119474| 6145 VA

Observar que a poténcia ativa total consumida getoito pode ser também calculada a partir da ihadg
das correntes que percorrem as resisténcias saddqdr:

Py, =6l A+61 5 +6lc = 6x2607F +6x5214F + 67,8214 =57096 W

Por outro lado, a poténcia fornecida para as fod&gmendentes de tensdo que representam o acoptament
mutuo entre os dois indutores s6 apresenta compmiteaginaria (poténcia reativa) e é dada por:

* p— p— R E—

SACOPLAMENTO = jO,8T2(T1 —I_z)* + jO,8(T1 ~l2)l2= jO8l211—j0O8l212+ jO8l1l2— j0O8l 212 =
= jog12n +|‘J;)- j267[ =
= jog(78214 ~10234 2607 10234 +2,6071 ~10234 7,8214 10234 )~ j16x 78214 F
= Pacopiamento * 1Qacopiamento = —16525=6525 - 90" VA

QacopLamento =~ 6525var

A poténcia reativa fornecida para a carga e pargeatincias que representam a indutancia prépsg do
indutores magneticamente acoplados € dada por:

Qearanspropma =81 A +(4+8)1 5 +(4+8)lc =8x 2,607F +12x 52143 +12x 7,8214 =111473var

Desta forma, a poténcia reativa trifasica fornegielas fontes também pode ser obtida por:
Q3¢ = QACOPLAMENTO + QCARGA+PROPRIA = _65,25+ 1114,73:1049,47 var

O fator de poténcia de cada fonte individualmente é
FP, =E—A =L5'62 =-0,6739 FP, :E_B :@ =0,9769 ==X :f_c - 23721
‘SA‘ 26061 ‘SB‘ 52143 ‘sc‘ 78214

=0,3033

e o fator de poténcia médio € dado por:
P
P, =% = 57096

o = = = = 0,4779
edo s 119474

Exercicio V.4 : Um transformador de 5 kVA, 110 V/220 V sera coadota uma carga de 330 V que sera
alimentada por uma fonte de 110 V.

a) Determinar o diagrama apropriado.
b) Determinar a carga maxima que pode ser alimentadaaptotransformador.

Simulacéo M ATLAB : Utilizando-se o arquivdVV_5. ndl , pode-se realizar a simulagéo do funcionamentp do
transformador conectado como autotransformadoradt@vcom relacdo 110 V (fonte) para 330 V (carga).
Nesse caso, a poténcia na carga é maior que acf@ot@minal do transformador, como pode-se obseraar
figura a seguir (a poténcia limite dos enrolamegtds 5 kVA e a poténcia na carga é de 7,5 kVA).
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Simulagdo M ATLAB (continuagéo):

Fle Edt Wiew Smulation Format Tools

=101 x|

hee&E tma|=zr = | &

Ready

Smax Enrolamento 1

5000 |4
5000 |4

Smax Enrolamento 2

rMs  S5_saida [VA]rms

[100%

[odeds

Exercicio IV.5 : Um transformador trifasico € constituido por 3 mlod monofasicos idénticos coM, =

e N, = 400espiras. Determinar:

a) As relacoes de transformacao (em termos das tededata) possiveis de serem obtidas.

100

b) Considerando como referéncia angular o fasor tedsdase da Fase A do enrolamento de menor nivel de
tensdo, desenhar o diagrama fasorial das tensoeselelo primario e do secundario para cada uma das
configuracdes possiveis do transformador. Pararalaanento de menor tensdo, sabe-se que a tensdo de
linha igual a 220 V e sequéncia de fase ABC.

¢) O diagrama fasorial das correntes de linha noslddas do transformador, quando uma fonte trifasica
tensdo de linha igual a 220 V é conectada ao enesltb de menor tensdo e uma carga trifasica coialstit
por R=240Q e X =100Q, ligacdo estrela, é conectada ao outro.

Simulagédo M ATLAB: Utilizando-se os arquivosV _6a. ndl , 1V 6b. ndl , 1V 6c.ndl elV 6d. ndl,
pode-se realizar a simulagdo do funcionamento rdosformadores trifasicos conectados em triangstiele,
estrela/triangulo, estrela/estrela e trianguladgiflo, respectivamente. Em funcdo da conexdo erapgee@s

relacbes de transformacéo possiveis sdo as segjuinte

triangulo-estrelaX-Y):

estrela-estrela (Y-Y):

Os diagramas fasoriais das correntes e tensdeadadetipo de conexdo podem ser obtidos utilizandosse

Moo 1
Vi, 43
VvV, _1
vV, 4

L2

estrela-triangulo (\):

triangulo-triangulo 4-A):

arquivosl V. éam m |V 6bm mIV 6cm mel V_6dm m

<

b|$|

<

N

<

| IS
AHﬁ‘\

Na Tabela IV.2 encontram-se sugestdes de exerciei@sentes aos assuntos tratados neste capitulo.

Tabela IV.2 — Sugestdes de exercicios referent€@apdulo IV.

(1999)

305: 12.43; 12.44

303: 12.26; 12.27; 12.28; 12.30

Livro Capitulo Péagina: Exercicios
516: 13.1; 13.2; 13.3; 13.5 517: 13.6; 13.¥3.8; 13.10; 13.11; 13.14
. 518: 13.18; 13.21; 13.22 519: 13.25; 13.23.30; 13.31; 13.33
A'exa”(gggggad'k“ 13 |520: 13.34: 13.36; 13.37; 13.38; 13.40
522: 13.48; 13.49; 13.50; 13.53; 13.54
523: 13.55; 13.56; 13.58 525: 13.74; 13.75; 13.76
300: 12.1; 12.3; 12.4 301: 12.6; 12.7; 128;9; 12.10; 12.11; 12.12
Nilsson&Riedel 12 302: 12.15; 12.17; 12.18; 12.20; 12.22; 12.23

304: 12.32;34; 12.35; 12.36; 12.34

)

Circuitos Acoplados Magneticamente — SHaffner/LAPereira

Versdo: 11/9/2007

Pagina 28 de 29



Circuitos Elétricos B

Tabela IV.2 — Sugestdes de exercicios referent€apéulo 1V.

Livro Capitulo Pagina: Exercicios
550: 13.1; 13.2; 13.3 551: 13.4; 13.5; 1318.7
553: 13.13; 13.14; 13.16 554: 13.17; 13.18
Irwin (2000) 13 556: 13.28; 13.29; 13.30; 13.31 557: 13.38;35; 13.37
559: 13.42; 13.43; 13.44 561: 13.50; 13.53;53
563: 13.59; 13.60; 13.62; 13.63; 13.64; 13.65
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Circuitos Elétricos B

V — Analise de circuitos pela transformada de Lapla ce

V.1 — Introducéo

De forma anédloga a transformada fasorial, apligaal@ determinacdo do regime permanente senoidal de
circuitos elétricos lineares e invariantes no temparansformada de Laplace pode ser empregada para
determinar a resposta completa desta mesma classecditos para uma gama bastante variada de dégro®
excitacdo. De uma maneira geral, as equag0es rtifare lineares invariantes no tempo que descreagm
correntes e tensdes destes circuitos podem sdvidesoseguindo 0s passos esquematizados no diagtam
Figura V.1.

Equacdes algébricas Transformada
nodominioda |~ inversade
frequéncia Laplace
Solug&o
temporal

Figura V.1 — Esquema de solucdo de equacles difareempregando Transformada de Laplace.

V.2 — Definicéo
A transformada de Laplacede uma funcéd (t) é definida pela equag&o:

L[f ()] = F(s)= [ F(t)eat 1)
0
ondes é a freqiéncia complexa
S=0+jw 2)
e assume-se que a fungﬁ(I) possui a seguinte propriedade

f(t)=0 parat<0

Observar que se ignora o comportamento fc(e) para valores negativos de sendo esta denominada

transformada de Laplace unilateral O funcionamento do circuito para instantes amtesi at= 0é
incorporado por intermédio da consideracao dascuadicdes iniciais.
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Circuitos Elétricos B

Exemplo V.1: Determinar a transformada de Laplace da seguinigib:
A )
A -

Solucéo: Pela definicéo,

L[t ()] = [ Ae™tedt= A[ "el=tdt= A{_e:j);)}: - {_ ?s+ a) (ZS+ a)}

SupondoRe{s+a} =g +a>0, e~ _ 0

4“ﬂ:4f@f@+@ig}gfa
A

ou F(s)=

st+a

Solucéo alternativa: A transformada de Laplace pode ser obtida por fumgéio do MTLAB® utilizando-se
0 arquivoV_1. m

A transformada inversa de Laplaceé definida pela relagéo:
C+joo
LY F(s)| = f(t)=i, J-F(s)eS‘ds parat> 0 (3)
217 e jem
sendoc a abscissa de convergéncia Eés) gue € uma constante real maior que as partesdeamdos 0s
pontos singulares de (S)

Usualmente ndo é efetuada esta integracéo; édetgpansdo dd- (S) em fragOes parciais de modo que a
transformada inversa de cada termo seja conheséd@ioela).

Exemplo V.2: Determinar a transformada inversa de Laplace gairse funcéo:
1
F(s)=————= coma#b
Sy

Dica: Notar que:
1 __ A, B _As-b)+B(s-a)_(A+B)s- Ab-Ba

(s—a)(s—b)_s—a+s—b_ (s-a)(s-b) (s—a)(s-b)
para que a igualdade anterior seja vélila B=0= B=-A

- Ab-Ba=1=-Ab-(- AJa=1= Ala-b)=1= A=a—ib e B=_—1b, logo

(s—a)l(s—b) - aib[s}a_ sibj

! Disponivel emht t p: / / sl haf f ner. phpnet . us/ ci rcui t os_b/ mat | ab/
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Solucéo:

] = L [alb(sla o =y
Sl Tl

LYF(s)] = a—ib(ea‘—ebt) parat= 0

N— |

1

ﬁ(e"’“ - ebt) parat= 0

ou ft)=

Solucédo alternativa: A transformada inversa de Laplace pode ser olgmlauma funcdo do MILAB
utilizando-se o arquivd 2. m

V.3 — Algumas funcgdes especiais
V.3.1 — Funcao degrau unitario  u(t)

A funcéo degrau unitario é dada por:

>

t

Observar que esta fung¢do néo é definida para podendo assumir dois valores diferentes (0 erityeEanto,
€ possivel definir uma aproximacao linear (porgsrpara a funcdo degrau utilizando-se os instantese
+ ¢, conforme ilustra a Figura V.2.

| >

—£ t

Figura V.2 — Aproximacéao linear da funcao degrau

A transformada de Laplace da fun¢éo degrau uniéadada por:

—S00

L] = [ultle "ot = { e dt= {e__sl i {_eT ' e_sso}

Llut)]=

= o
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Como podem ocorrer descontinuidades para instdiferentes do tempb= ,Gem-se:
A ult-a)
I I

A transformada de Laplace da funcdo degrau unitisbocada no tempo € dada por:

00 a o B © ~ B
L[u(t —a)] :.[u(t _a)e_StdtZIOG_Stdt+Ile_Stdt:{e St:| :|:_£ . e sa:|
0 0 a

-S S S
a

e— as

<

<

L[ult-a)|=

Exemplo V.3: Escreva uma expressdo matematica para a fungéiguta V.3, com auxilio da funcéo degrau.
A )

2 L

Figura V.3 — Func¢éo do exemplo.

Solucao: As expressodes das equacdes de reta que descremnportamento da funcéo da Figura V.3 sao:

0 t<0
2t O<t<1

ft)=4-2t+4  1<t<3
2t-8 3<t<4
0 t>4

A funcéo degrau é utilizada para “ligar” e “destigas segmentos de reta para compor a funcao deafig

tt) = 2tfult)-uft -2+ (- 2t + 4fult -1) - uft - 3]+ (2t - 8)ult -3) - u(t - 4)] =

2tu(t) + (- 4t + 4)u(t 1) + (4t -12)u(t - 3) + (- 2t +8)uft - 4)

Solucao alternativa: O gréfico da funcdo anterior pode ser obtido péermédio do MTLAB/SIMULINK
utilizando-se os arquivog 3m meV_3. ndl .
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V.3.2 — Funcao impulso unitario ()

A funcdo impulso unitario pode ser representaddimite pelo pulso retangular da Figura abaixo, @ican

& - 0. O impulso unitario é zero, exceto para 0, onde seu valor tende a infinito, porém sua area é
unitaria:

A Ot A o)

at)=0 t#0 2¢ A Area=1
[olt)dt= [s(t)at=1

£

—£| & t t

Analisando a Figura V.2, observar-se qiaﬁj?u(t) = J(t).

Como a funcao degrau unitario, o impulso tambénesed definido para instantes diferentes de zero:
A S(t-a) A S(t-a)

ot-a)=0 t#a 2 | Area=l
at+e

+jiod(t -a)dt= {4t -a)dt=1

a-&

AN | >
3 t a t

Uma propriedade importante da funcao impulso unigiapropriedade de amostragem ou filtragem

+o0

[ 1(t)s(t - a)dt= 7 (a)

—00

Observar que a fungéo impulso filtra tudo menoalonde f (t) emt=a, pois

[ 10t -a)ot= | f @l -a)dt=[ t(@)ote~aldt=fa) [ o - a)ot= 1 o

A transformada de Laplace da fun¢éo impulso unitdrdada por:

L[at)]= [ ateat = [e oot = [e2altat = [ al)at=1

L[ot)]=1
A transformada de Laplace da funcdo impulso unitdeislocada no tempo é dada por:
© ate a+e a+e
L[o(t - a)]= I ot -a)e™tdt = I Ot -a)e™tdt = I et -a)dt=e™ jd(t -a)dt=e™
0 a-¢& a-¢& a—¢&

L[o(t - a)]=e™
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V.4 — Transformadas funcionais

V.4.1 — Co-seno e seno
Lembrar queL[Ae‘at] :STAa paraRe{s +a} =0 + Re{a} >0

B
Hoosat] = L[%}:%'—[ew+e_i“]=%(L[ei“]+L[e‘i“])z
=2 1- + 1. = parac >0
2(s-jw s+jw
_ 1fstjw+s-jw)_ s
S 2 s?+w’ T+ parag >0
Dai,
s
L[coswt]-szﬂu2
Userad] = 1@ Lo ] L o] o)
j2 j2 j2
i i[ 1' B 1‘ j: parac >0
j2ls-jow stjw
A(s+jw-(s—jw))_1( j20 \_ w
jZ( 2 + ? j_ j2(82+a)2j_32+a)2 parac >0
Dai,
. o
L[senut] = o

V.4.2 — Funcdes usuais

A Tabela V.1 apresenta algumas transformadas foaisanuito utilizadas na analise de circuitos ielés:

Tabela V.1 — Transformadas de Laplace de algumadés

Nome

Dominio do tempo:
f(t), t>0

Dominio da frequiéncia complexa:

F(s)

Impulso unitério

Degrau unitéario

kR

Rampa

Parabola

Polindbmio

Exponencial
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Tabela V.1 — Transformadas de Laplace de algunmaés

Dominio do tempo:| Dominio da freqiiéncia complexa:

Nome f(t), t>0

Co-seno

Seno serat

Rampa amortecida

Polinbmio amortecido —e

Co-seno amortecido

Seno amortecido e ¥ senut

V.5 — Algumas propriedades da transformada de Lapla ce

V.5.1 — Linearidade

L[Af(t)+ A £, ()] = A L[E (O] + A L, (] = AR (s) + AF,(s)

T[Alfl(t) + A, fo(t)etdt = Aj f,(t)e s'dt + AQT f,(t)e'dt =
ALILO)+ A LLE0]= AR+ AF, ()

o LALD*ALE)

V.5.2 — Derivacao no tempo

L{df (t)}sF(s)- ((0)

dt

Prova:  L[f(t)= I f (t)edt
0
Integrando por parte%‘udvz uv—jvdu , com:
)

u=f(t) = du=df{t)=—"Ldt

—st

dv=eSdt = v=2

] = |70 | [ Ia={ 1= 10 |+ 00ear-
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L[f@)] = f£0)+lL[df(t)}

s | dt

df (t)

Isolando o termd{w} , tem-se:

L[%t)} = sL[f (1] - 1(0)=sF(9)- £(0)

Para derivadas de ordem superior, tem-se:

- < (g)-sf(0) - 20

1] L (t) =s"F(s)-s"*(0)- s”’z—df(o) = sdn_zt(o) - dn_lf_(o)
dt" dt clnilas cliiis

V.5.3 — Integracao no tempo

L tfxdx =@
InGS

S

V.5.4 — Deslocamento no tempo

fit)y = ft—a) 4

v
v

L[f(t-a)u(t -a)]=e™F(s), a>0
V.5.5 — Mudanca de escala no tempo
1 (s
L[ f (at)] F(Ej’ a>0

a

V.5.6 — Convolug&o no tempo

e fz(t)]=L[j 016 —x)dx]= ()

Andlise de Circuitos pela Transformada de Laplace — Sérgio Haffner — Versdo 11/9/2007 Pagina 8 de 59




Circuitos Elétricos B

V.5.7 — Derivacao em frequéncia

L 1] =- 28

Para derivadas de ordem superior, tem-se:

e )] = -2y °FS)

ds’

V.5.8 — Deslocamento em frequiéncia

Lle ™t (t)=F(s+a)

V.5.9 — Resumo das propriedades da transformada de  Laplace

Algumas propriedades Uteis da transformada de tagacontram-se na Tabela V.2.

Tabela V.2 — Algumas propriedades da transformadaaglace

Propriedade ou operagdo

Dominio do tempo:

Dominio da freqiiéncia complexa:

Multiplicacdo por
constante

Adicao/subtracéo

Linearidade

Primeira derivada no
tempo

Derivada de ordem no
tempo

Integracéo no tempo

Deslocamento no temp

Mudanca de escala no
tempo

Convolucéo no tempo

Primeira derivada em
freqiéncia

Derivada de ordem em
frequiéncia

Deslocamento em
freqiéncia

e f(t)
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Exemplo V.4: Utilizando as transformadas e propriedades ddaatleterminar a transformada de Laplace da

funcdo dente de serra da Figura a seguir.
f A

| >
T t
Figura V. 4 — Funcédo dente de serra.

Solugdo: Para descrever a fungdo dente de serra seré@déiliz funcéo portay(t —a)=u(t —a)-u(t-a-r)

U(t'a) A
— ut-a-1)
1 decmee o
a+t
a t
B, [ IS IS
gt-a) &
I P,
a a+t t

Deste modo, a fungéo dente de serra pode ser sapyes
()= 2t(u) -l -T) = S0 -t )

Para utilizar diretamente a propriedadeddslocamento no temp@ necessario escrever a funcédo no ten
na forma:L[f (t - a)u(t - a)] = e *F(s), logo:

() = Slul)-¢-T+7)ut-T)-
= Zf()- ¢ -Thle-T)-Tue-T)

Utilizando as transformadas da Tabela V.1 e coraid® a propriedade de deslocamento no tempo,dem-g

Funcéo no tempd (t) Transformada no dominio da freqiiéncia compléﬁe)
tuft) 5—12
(t-The-T) el
Tult-T) Te™ %

Dai, a transformada da funcéo dente de serra é:

npo,

AL sl s AL (196
F(s)—_l_(Sz e Te sj T32[1 (1-Ts)e ]
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Solucédo alternativa: A transformada inversa de Laplace pode ser olgmlauma funcdo do MrLAB
utilizando-se o arquivd 4. m

V.6 — Teoremas do valor final e do valor inicial
Os teoremas do valor final e do valor inicial sé@siporque permitem prever o comportamentof(ié em

t=0 et=co a partir deF(s).

V.6.1 — Teorema do valor final (TVF)
De acordo com o teorema do valor final,
lim f (t)= lim sF(s)
ou seja, o comportamento em regime permanenti{eé o mesmo dsF(s) na vizinhanca ds= 0
Condicdes nas quais o TVF é valido:
. f(t) e sua primeira derivadgfdg—t) possuam transformada de Laplace;

. f(“):!‘IE! f(t) tem de existir.

Exemplo V.5: Utilizando o TVF, determinar o valor dilt) parat — .
f(t)=e ™ cosat uft)

Dicas:  Lembrar a propriedade do deslocamento em fredgiéble™ f (t)| = F(s+a).
_ s
L[cosax] = 1ot

Solucao: A transformada de Laplace da fungﬁ(l) é dada por:
- s+p
Flg)]=—=2>_F
o (s+p)° +o?
Dali, o valor def (t) parat - o, é
lim f(t)= IingsF(s)

lime™ cosat u(t) = I el YR O*p | P__|=0
t|f13°e co U() ;T){(s+p)2+a)2 (0+p)2+a)2 p2+a)2

Solucéo alternativa: O limite pode ser determinado através de uma fumgh MATLAB utilizando-se @
arquivoV_5. m
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V.6.2 — Teorema do valor inicial (TVI)

De acordo com o teorema do valor inicial,

t(0*)=lim sF(s)

S0

ou seja, o valor def (t) imediatamente apés= ,0(0*), corresponde ao valor do limite d#(s) quando

S - 00,

Condicdes nas quais o TVI é valido:

. f(t) e sua primeira derivadg:jg—t) possuam transformada de Laplace;
. f(0)= lim f(t) tem de existir.

Exemplo V.6: Utilizando o TVI, determinar o valor dé(t) parat=0".

f(t)=e ™ cosat uft)

Dicas:  Lembrar a propriedade do deslocamento em fredgiéble™ f (t)| = F (s +a).
_ s
L[cosax] S 1o

Solucao: A transformada de Laplace da fungﬁ@) é dada por:
s+p
(s+ p)* + o’
Dali, o valor def (t) parat - o, é
lim f(t)= LiplsF(s)

o . s+ . s?+ps 2
lime P cosat u(t) = lim g — P | = lim| — P 1=2 =
t-0 S0 (S+ p) +C()2 s-»| g +2pS+ p +

F(s)=

[oe)

Aplicando a regra de |"Hopital:
lime ™™ cosat u(t) = Iim[ 25+ p } = Iim[g} =1
t-0 s-o 25+2p | s-w| 2

De forma alternativa, o valor do limita pode setiddy dividindo-se 0 humerador e 0 denominar petmb de
maior grau, ou seja,

P

s? + ps s 1+3 _1+0 _

2 2 = lim 2 2 |~ -
S +2ps+ pPHat | sow 142p, PP+’ | 1+0+0

2

S

lim e cosat ut) = Iim{

S S

Solucao alternativa: O limite pode ser determinado através de uma fumgi MATLAB utilizando-se g
arquivoV_6. m
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Circuitos Elétricos B

V.7 — Determinagéo da transformada inversa

De uma maneira geral, em todos o0s circuitos lireediee parametros concentrados cujos componentes nao
variam com o tempo as correntes e tensdes no dmeidnireqiiéncia complexa sao funcdes racionas de
seja, podem ser escritas na forma de uma razd®dwis polinGmios do tipo:

_N(s) _a,s"+a,,s"+...+a5+a,
F(S)_ - m m-1
D(s) b s"+b, ,s™+...+bs+h,

onde os coeficientes e b sdo constantes reais e 0s expoenta&sn sdo numeros inteiros positivos. A razéo

N(s)

m € chamada dRincéo racional propria se m>n. Neste casqode ser expandidacomo uma soma de
S
fragcOes parciais.
. N(s) . : o « .
Sem<na razaom € denominad&uncéo racional impropria e ndo pode ser expandida como uma soma
S

de fracdes parciais. Neste caso, € necessariodaaeeducdo para uma soma de uma fung¢ado polinamial
um resto que é uma funcéo racional prépria.

Exemplo V.7: Escrever a funcéo racional impropria como a somarda funcédo polinomial mais um resto
que € uma funcdao racional propria.

_ s* +13s% +66s% + 2005+ 300
F(S)_ 2
s°+9s+20
Observar quan=2<n= 4

Solucao: Basta dividir o numerador pelo denominador, deitggndo a parte inteira e o resto da diviséao.

s + 13® + 66s° + 2005 + 300 |s® + 9s + 20
-s* - 98 - 20§ s + 4s + 10
4s®* + 468" + 2005 + 300
-4s® - 368 - 80s
10s* + 1206s + 300
-10s® - 90s - 200
30s + 100
Parte inteira: s®+4s+ 10 Resto: 30s+ 100
Tem-se, entéo:
30s+100
F(s)=sz+4s+10+2—
s°+9s+ 20
. .9 e 30s+100
Observar que a transformada inversa do termo pulados® +4s+ 10 é trivial e termom € uma
s +09s+

funcgéo racional prépria.

Solucéo alternativa: O calculo anterior pode ser realizado atravésnde funcéo do MTLAB utilizando-se
0 arquivoV_7. m

Assim a transformada inversa de fungdes racioraiai Isempre na expansdo em fragdes parciais déesing
racionais préprias.
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Circuitos Elétricos B

V.7.1 — Expanséo em fracdes parciais de funcdes rac  ionais proprias

O primeiro passo para expandir uma fungdo raciprigria em fracdes parciais é escrever um termonaa
série de termos para cada uma das raizes do paimiandenominadoD(s):

{ r termogparacadaraizdemultiplicidader

1 termoparacadaraizsimples

r termos 1termc
N(s) N(s) K K K K
F(s)= = r e e T (5)
D(s) (s-p) (s-pn) S—P (s-p) (s-p1) 5= P,

onde p,, p,,---, P, S0 as raizes do polindbmio do denominador quenpaee NUMeros reais ou complexos.

Exemplo V.8: Determinar os termos da expansao em fracdes {gagleiduncao:
= (S) — s+6 =, S+6 .
(34 +58°+7s% + 35) s(s3 +55% +7s+ 3)

Solucéo: Determinando as raizes do polindmio do denominddor-se:
0
-3
-1
-1
Deste modo a fung&o pode ser escrita da seguimt&fo
S+6
F(§)=—————
s(s+3)(s+1)
Como duas raizes distintas e uma raiz multipla con?, serdo quatro os termos da expansdo em frg
parciais:
F(S)ziz:ﬁJ, Ko (Ko, K322
S(s+3)(s+1)? s s+3 s+l (s+1)

icOes

Solucao alternativa:  As raizes e os coeficientes da expansédo em frapgdemis podem ser obtidos atra

és

de uma funcéo do MLAB utilizando-se o arquivd_ 8. m

A determinagdo do numerador de cada uma das fragdeisis depende do tipo de raiz a que se refesgm,
sendo quatro as possibilidades existentes:

Possibilidade Tipo Multiplicidade
1 Real Simples
2 Real Multipla
3 Complexa conjugada Simples
4 Complexa conjugada Mdltipla
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Circuitos Elétricos B

V.7.2 — Raizes reais e simples

Neste caso, basta multiplicar os membros da igdaldia expressdo (5) pelo denominador do termo gue s
deseja calcular o valor dkee substituir & pelo valor correspondente a respectiva raiz.

Assim, para a raiz, , tem-se:

{(S— pl)(s_ pl)(S_Np(ZS))...(S_ pm)LFpl :{(S_ pl)[(:lpl) * (35702) et (S—Krlrf;m)ﬂs:pl

e, 1wl

N(p,) *JL( K, K

(- p) (o -p) O (o-p2) " oy —mpm)]: “

_ N(pl)
A (Y ey

De um modo mais geral, tem-se:

K, = lim {(3— o )w} (6)

s—p D(S)

e a transformada inversa de cada ummdésrmos é dada por:
L‘l[L} = Ke'u(t)

S=p

+
Exemplo V.9: Determinar a transformada inversa da seguintéifungcional: F(s) __ st

Solucéo: O denominador possui trés raizes reais distintas:
0

S=42
-3
logo a fungéo pode ser escrita como

F(S)= s+1 _ s+1 —
ss+s?2-6s s(s-2)(s+3)

%) |H7<
+

De acordo com a expresséao (6) tem-se:
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Solucdo (continuacao):

=t 053 [ S I e o K
= [ Fe e P

Ky = S'L"_‘g[(m)%} l[fﬁg{@”)ﬁ)éw)}i'l"_‘s{s(?-lz)}:-3_(-3;—12):‘%5

De modo semelhante, pode-se fazer com que os ndomesada expressao abaixo sejam iguais,
s=0,s=2es=-3:

9= stl _ K,(s-2)(s+3)+K,s(s+3)+K,s(s-2)
F8)= qo-Yse3) 5= 2)(s+3)

ou seja,

K,(s—2)(s+3)+K,s(s+3)+K,s(s-2)=s+1, paras=0,s= 2es=- 3

s=0 K,(0-2)(0+3)+K,0(0+3)+K,0(0-2)=0+1 Kl:y_G:_%
s=2 K,(2-2)2+3)+K,2(2+3)+K,2(2-2)=2+1 Kz:%o

s=-3  K;(-3-2)(-3+3)+K,(-3)(-3+3)+Ky(-3)(-3-2)=-3+1  Ky="3=-2/

Assim, a funcdo expandida em fra¢des parciais & gad

F(s)= s+1 =_%5+%0+_%

s®+s?-6s s—-2 s+3

Da Tabela V.1, tem-se:

LH = uft)
L[L} - ey(t)

s+a

Portanto, a transformada inversa é dada por:

] Lll% 3o, %](_1 Fen- 2oy

S 32 s+3 6 10 15

Solucao alternativa: A transformada inversa de Laplace pode ser obtidevés de uma fungdo doaM.AB
utilizando-se o arquivd_9. m

para
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V.7.3 — Raizes reais repetidas

A determinacao do coeficienkede maior grau relativo a raiz de multiplicidadé realizada da mesma forma
que as raizes reais simples, ou seja, multiplicararsbos os lados pcﬁs— p)r. Os demaisr —1coeficientes
sdo obtidos através das-1 derivadas sucessivas da expressao obtida patarendecao do termo de grau

Assim, para a raip,, tem-se:

) e pm)Lpl {( o e Em)ﬂszpl

Determinagao dé&,; :

P = pm)L:pl {K S [ R O A (S_r;m)]Lpl
=0

N r— r— r= Km —
(py) =Ky +(p, - pl)[(pl =p) Ky + (b = p) Ky o+ (P py) lf]_ Ky

(P, = Povee )+ (Py = P)

_ N(p)
A )-P-(pl - Pn)

De um modo mais geral, para a rgazde multiplicidade, tem-se:

K, = lim {(3— B ) w} (72)

S-p D(S)
e
1 d [ v N(g) N
K el [(S p) D(S)} paraj=r-1r-2-- 1 (7b)

e a transformada inversa de cada umrdesmos referentes ao polo real de multiplicidadedada por:

n-1)!

10(s+3)

E lo V.10: i i intea i : =
xemplo V.10: Determinar a transformada inversa da seguinteégfunacional F(s) (s+1)3(s+2)

Dica: Lembrar que: d[EJ
v

_ vdu-udv

V2

d(uv) = udv+vdu
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Solucao: ExpandindoF(s) em fragBes parciais, obtém-se:

F(S)= 1d3+3) _K11+ Ki + Kis + K,

(s+1(s+2) s+1 (s+1)* (s+1)° s+2

De acordo com a expresséao (7) tem-se, para agaiuttiplicidade 3(r = 3):

Iim‘{(s+1)3(lo(s—+3)} = |im‘[10(3+3)} _10001+3)

s s+1)%(s+2)| s-1 s+2 -1+2

K13

o = Ly d {(Sﬂ)s _10(s+3) }_“m d [10(S+3)}:”m‘{(3+2)10—10(s+3)1}:

(s+1)’(s+2) Cseids| s+2 (s+2)°

S——

-10 | -10

(s+1°(s+2)| 25-1ds?| s+2 | 2s--ds| (s+2)
1. d -10 |_1, [ 20 ]_1 20

= ~lim S (-2 =2 -1 =10
23'~”-‘1ds{( )(s+z)3} 2s'~"—‘[(s+z)3} 2 (12

Para a raiz simples, utiliza-se a expresséao (5):

K, = "m{(ﬁz) 10(s+3) }zsllmz{lo(s+3)}:10(—2+3)=_1O

= (s+)(s+2) (s+2)° | (-2+2)

Ko = L fim o|3'_l {(S+1)3M}_1”md_2{10(s+3)}_1”m d{ -10 }:

Assim, a funcdo pode ser expressa por:

(s+1P(s+2) s+1 (s+1)? } (s+1° s+2

F(9)= 10(s+3) _ 10 10 20 10

cuja transformada inversa é:

4 _,a 10 10 20 _ 10 |_ _ t2) a2t
LY[F(s)] =L e (s+1)2+(s+1)3 S+2} Hlo 10t+202Je 10e }u(t)

L[F(s)] =|ho-10 +102 e —2067 u(t)

Solucao alternativa: A transformada inversa de Laplace pode ser obtidevés de uma fungdo doavLAB
utilizando-se o arquiv®_10. m
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Circuitos Elétricos B

V.7.4 — Raizes complexas conjugadas distintas
Os coeficientes relativos as raizes complexas gadps podem ser obtidos de forma semelhante aoaides

reais, tratando o par conjugado como duas raiztistdis € operando com nimeros complexos. No entant
possivel operar com o par conjugado, como seraatusa seguir.

O par conjugadg, =0+ jw € p, =0 — jw que € proveniente do seguinte polinémio:

(s-p)s-pi)=[s-0)- ialdls-0)+ jl=(s- o) +a?

origina o seguinte termo na expansao em fragdes:

K0 +K K;;0 +K
Kus+Ky, _ Ki(s-0)+ Ko +Ky, — Kyy(s-)+ = w Fow _ Ky, (s-o) N - w Fw
(s-0) +a? (s-0) +a? (s-0) +a? (s-o)+a? (s-0) +a?
cuja transformada inversa corresponde a:
Kpo + Ky, w
Lt Kus+Ky | L2 Ky(s-o) + w - em(Kll cosut + Ko + Ky, sermj
(s-0) +a? (s-0)+a? (s-o)f +a? w

Os coeficienteX;, e K,, sdo obtidos resolvendo-se a seguinte equacao exapl

e e e [ LSVl (o e

el pl{K“S*K”*(S‘"1)(5‘pi(%*“*(s—"ém)ﬂ;pl

=0
N . K- K
( s 2)(p12 )_K11p1+K12+(p1-p1)(p1-pl{%#.ﬁ—mJ:Knpﬂ'Klz
m-

Py~ Prnz) (P = Prm)
(pl)

(P1 = P )+ (P1 = Prn)

Kup + Ky, =

De um modo mais geral, tem-se:

S- P

: el oy \N(S) ] N(s
lm[KuS'{' Kiz] = slm{(s pl)(s Py )D_(S} = lim “(S U) +w’ S)} 8
e a transformada inversa de cada um destes cosjémtada por:
Ko +Kj,

_ = T N2 gy
L-l{(KilS)—J;KiZZ} Tk ( Kil(sz g s (K,l cosat +Msermju(t)
s-o)f +w

s-of +w? (s-o)f +a?
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__100s+3)
(s? + 65+ 25)s+6)

Exemplo V.11: Determinar a transformada inversa da seguinteifungcional: F(s)

: _ + _ _ _
Dica: Lembrar que: L™ s—zaz = e ™ cosut L* —az)z = e senut
(s+a)* +w (s+a)’ +w
Solucao: ExpandindoF(s) em fragBes parciais, obtém-se:
—3Ky t Ky,
10((3"'3) KustKy, o K, K11(S+3) + 4 4+ K>

"= - ke

s?+65+25(s+6) (s+3)7+42 s+6 (s+3)2+4% (s+3)°+42 s+6
pois as raizes d&” +6s+ 2&0:p, =-3%| 4

De acordo com a expresséao (8) tem-se:

lim {(32 +65+ 25)' 10ds+3) } = SJL2,4{M}

lim [K115+ K12]

s--3+j4 s--3+j4 (s? + 65+ 25)(s+6) (s+6)
—3Kyy +jAK, + Ky, = 1OC(J.4) = J4q0 3 J.4 - 1600+ J1200_ 64+ j48
3+j4 3+j4\3-j4 9+16

Separando as partes real e imaginaria, tem-se:

-3K,+tK, = 64 K11:£3:12

=
jaK, = j48 K,, = 64+3K,, =100

Para a raiz simples, utiliza-se a expresséao (5):

K, = lim|(s+6) 100s+3) _ ”m{ %oo(s+3) }z 120(—6+3) _-300__,,

59 (s? +6s+25)s+6)| s--6 s2+65+25] (-6)2+6(-6)+25 25
Assim, a funcdo pode ser expressa por:
—3[12+1004
F(9)= 4 100s+3)  _ 1%s+3) | 4 Lo12_ 1%s+3) | 1604 12

(sz +6s+ 25)(s+6) B (s+3)°+4% (s+3)*+4> s+6 - (s+3)*+42 (s+3)* +42 T 5+6
cuja transformada inversa é:

12ls+3 164 12 _ _ _
s +2;(3)2 +112 + i 7 - s+6} = [12e % cod4t) +16e ser{4t) -12e7 u(t)

L [F(s)) =L

L[F(s)] =[e™ r2coq4t) + 16ser(at)] - 126 Ju(t)

Solucao alternativa: A transformada inversa de Laplace pode ser obtidevés de uma fungdo doaM.AB
utilizando-se o arquivd_11. m
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V.7.5 — Raizes complexas conjugadas repetidas

O procedimento para determinar os termos e coefeserelativos as raizes complexas conjugadasidape
uma extensdo do procedimento apresentado para raks repetidas utilizando a técnica descrita paizes
complexas.

V.8 — Plano sdiagrama de polos e zeros

O planos € empregado para representar as singularidadéass (p6zeros) de um quociente de funcdes
polinomiais tais como:

_N(s)_as"+a,,s" +..+as+a, _ . (s=z)(s-2)(s-z)
F(s)= == — =K
D(S) b,s" +b,4S" " +...+bs+hy (3_ pl)(s_ pz)--'(S— pm)

onde:

z,i=1---,n — oszerosde F(s), ou seja, agizes do numeradorN(s) que tornam nulo o valor dé(s);

o i=1..m ~ Ospolosde F(s), ou seja, amizes do denominadorD(s) que tornamF(s) infinitamente
I ’ grande;

K=2n

m

— Constante.

o

Tanto z quantop; sdo grandezas reais ou complexas.

O diagrama de poélos e zeros de uma funcao raclé(@lconsiste na representacao das raizes do polirdomio
numerador (zeros) e do denominador (polos) no pleoraplexo. Oszeros sdo representados por uma

circunferéncia@) e ospolospor um xis X). A multiplicidade das singularidades é represgafor um namero
entre parénteses, nas proximidades da mesma st € indicada a parte.

Exemplo V.12: Determinar o diagrama de poélos e zeros da seduin¢éo racional:

_100s® + 20005 +10000
F(S)_ 3, 2
S°+s°+4s+4

Solugdo: Os pélos e zeros da funcéds) s&o:

-1
~10 ] _
Z=1_10 p, =1 j2 K =100

_12

Logo F(s) pode ser escrita como:

(9)= 100s+10°  _ 100s+10)°
(s+2s-j2s+12)  (s+1)fs? +2?)
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Solucao (continuacao): e o diagrama correspondente é:
A Im

K =100

(2)

Representacgéo grafica de polos e zeros no planplerm

Solucao alternativa: O diagrama de polos e zeros pode ser elaborageéatde uma funcado doAVLAB
utilizando-se o arquivd_12. m

V.9 — A transformada de Laplace na analise de circu itos
V.9.1 — Relagao tensao corrente nos elementos simpl  es

Para unresistor no dominio do tempo tem-se:

it) R
M/\/\; v(t) = Ri(t)
+ v(t) -

Aplicando transformada de Laplace:

V(s) = Lv(t)] = L[Ri(t)] = RL[it)] = RI(s)

Assim, nodominio da frequéncia complexa tem-se:

I(s) R
% v(s)=RI(s)
+ V(s) -

Para umndutor no dominio do tempo tem-se:

i(t) L
—=> VN v(t)= Lii(t) i(t)=ijgv(r)dr +i(0)

+ V(D) -

Aplicando transformada de LaplaEhembrarque: L{%ﬁt)} =sL[f(t)- f(0)=sF(s)- f (O)J:
)

V()= b= L6 = L] 6] = LoLll-if0)= s i) = s 19 -1

dt dt

Andlise de Circuitos pela Transformada de Laplace — Sérgio Haffner — Versdo 11/9/2007 Pagina 22 de 59




Circuitos Elétricos B

Assim, nodominio da freqiiéncia complexa tem-se:

sL

o N

= | O 1 V(s)=sL(I(s)—Lg)J
N
N/

+ V(s) —
-Ei sl Li(0)
— V() v(s)=sLi(s)-Li(0)
+ V(s) -

Para untapacitor no dominio do tempo tem-se:
i(t) C
—> | |
. d
| 1 (t)= CV
+ v(t) -

(t) v(t):é [i(r)ar +v(0)

Aplicando transformada de LaplaEtembrarque: L{Lgt)} =sL[f(t)]- f(0)=sF(s)- f (O)]:

19)= L= e St | = o1 )] = clstbl-vio) = s Ll - 42 = sclv(9) 1)

vig= L1+

Assim, nodominio da freqiiéncia complexa tem-se:

1 v
I_(SL sC S
+
— 0O V9= 16+
+ V(s) -
1
sC
| |
I(s) |
—>

2
E)
<
«
|
n|'—‘
o«
+
@)
=
=3

s ®

As relagbes tensdo/corrente dos componentes siemptesitram-se resumida na Tabela V.3.
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Tabela V.3 — Relacédo tenséo corrente dos elemsimpdes no dominio do tempo e da frequiéncia comaplex

Dominio do tempo Dominio da freqUéncia complexa
Elemento
Diagrama Relacéo Diagrama Relacdo
i) R 1(9) R
Resistor | —= W V(t)= Ri(t) — W V(S)=RI(S)
+ v(t) — + V(s) -
sL
YN
> W 0
—> i(0 0
vt)=L%i) [ v
it L dt @
Indutor — /N
+ V(s) -
+ v(t) - |. _i t .
)= L jov(r)dr+|(0) 9 o Li(0)
—>
LN — | y(9)=sLI(s)-Li(0)
+ V(s) -
1 v(0)
I(s) sC S ( )
- + _ 1 v(0
= O | vi9=Li+ M
t, + V(s) -
" c v(t) = —IOI (r)dr +v(0)
Capacitor — | 1
[ o
+ v(t) - i(t):c%\,(t) © I I .
— V(s)=—-[1(s)+ o]
— — sC
cvo)
/7
K/
+ V(s) -

Exemplo V.13: Para o circuito RLC série com energia armazenaggair, determinar:

a) O circuito equivalente no dominio da frequiéncia glaxa.
b) A expresséo da corrente no dominio da frequénciphlxxal (s)

c) O diagrama de pélos e zeros s).

d) Utilizando o TVI e TVF, determinar o valor df9) e i(w).
e) A expansdo dé(s) em fragdes parciais.

fy A expressao dét)=L7I(s)].
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it) R ICI
—
o AN— |
t=0

+ Vc(O) -

+

w O :

Sendo: v(t) =10sent
R=30Q C = 005F L=10H
ve(0)=5V

Solugéo: O circuito equivalente no dominio da frequéncimptexa é:

1 Vc(o)
5 NI
_> +
AN O

+

v O *

1S
N—

Substituindo os valores @& C, L, v (0) e V(s), tem-se:

_ _ 11
V(s) = L[v(t)] = L[10sent] =105 =105

20 5

30 s s

I(s)

+
10
i@ 105

Da equacao da malha, tem-se:

210 —§:|(s)(3o+§)+105j
s“+1 s S

I(s):( 10 _§j 1 _ 10575(32\+1) s _(-5s°+10s-5) 1
241 5)50,20, 10 | sls?+1) )30s+20+10s? (s2+1) J1ds? +3s+2)
S
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Solucdo (continuacao):
()=, 2055 #5085 _ - oss?-2s+1) _  -05(s-1?
(2 +1)s? +3s+2) (s+1)(s+2)s?+1) (s+1)(s+2)(s? +1)
()= ( - 05(s-1)°

s+1)(s+2)(s? +1)

I(s) tem as seguintes singularidades:

-1
, - 1 -2
I P; i
-j1
resultando no seguinte diagrama de pdlos e zeros:
A m K =-05
j1
@)
6 >
-2 1 1 Re
_j]_
De acordo com o TVI, tem-se:
_ —1)? _ 32 _ I'Hopital _ 2 2 _
(07)=timsi(s)=lims 05(s ;)2 = lim— 0,5:;: +s’ 05s Hopial . 1,353 +223 05 _
s-o soo (s+1)(s+2)(s? +1) s-=s®+35> +352 +35+2 s-» 4% +9s? +65+3
Aplicando I"Hbpital,
-— 2 — -— —
i07)=tim 1S *28705 _ypy  38*2 73
s-»45% +9s” +65+3 s-=125° +18s+6 s-»24s+18

De acordo com o TVF, tem-se:

i(c0)=limsl(s)=lims -05(s-1)°
() Isﬁo I(s) Isqo (S+1)(S+2)(SZ +1) :

O TVF nao se aplicgporque existem poélos no semi-plano dire(itojl) gue correspondem ao terr(t& +1).

Para a expressao da correh(s) tém-se o0s seguintes termos na expansao em frageais:

__ -05(s-1P | Ky K, | KyS+Ky
(5)= (s+1)(s+ 2)(32 +1) - S+l+ S+2 * s? +12
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Solucdo (continuacao):

Kﬁg'[ﬂj‘[(sﬂ)( - 05(s-1)? }:”m‘[ 5(s - 1)2}_ -05(-1-1)° 72:_1

s+l)(s+2)s?+1)| = (s+2?+1)| (1207 +1)
im| (s+ - 05(s-1)° - 5(s-1)° |_ -05(-2-1 _—45_
“ _SI*‘Z[( 2 (s+1)(s+2)fs’ +1J S*‘Z{(S’fl)(s +1)} (-2+1)(-2° +1) -5 »

e e e B [ =

_ Y S . . .
Ky + K, = _o,5(11_ 1) _-o5( 1 j2+1) i (1-j8)_3+11_gs0 0
(jr+1)(j1+2) -1+j3+2  1+j3\1-j3) 1+9
Kg =01
Ky, = 03

Dai, a expansao em fraces parciais é dada por:
|(S):( _0,5(3—1)2 _ K1 + Kz + K313+ K32 _ -1 + 09 0ls 03

= - +
s+1)(s+2)(32+1) s+l s+2  s*+1° s+1 s+2 2417 s?+17

A transformada inversa des), vélida parat > Qé:

. _ 4 -1 09 01s 03 - _
itt)=L21(s)| =L +— + — =—e' + 09 + 0lcost + 03sent
() [()] |:S+1 S+2 SZ+12 SZ+12:| ’1

ou
i(t)=(-e" +09e +01cost + 03sert )

O gréfico da corrente esta mostrado na figura aiseg

0.4

! { !
N
0.2 ‘ ‘ ‘

0.1]
iAo
0.1

0.2

-0.3

| | | | |

| | | | | |

| | | | | |

_0.4 1 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Observagéo : Notar que dorma de ondade i(t) s6 depende dgslosde I(s) (que véo definir a forma das
fracOes), isto €, ddenominador; aamplitude de cada uma destas fra¢des (coeficiektgsdepende também
do numerador dé(s).
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Solucao alternativa:  Por intermédio de simulacaoAViLAB/SIMULINK utilizando-se os arquivog 13m m
eV_13. ndl é possivel reproduzir parte dos resultados obadtsriormente. O diagrama de poélos e zeros de
I(s), a expressdo dé) e a forma onda séo obtidos utilizando-se o amMivi3m m obtendo-se 0s seguintes
gréficos:

Diagrama de pélos (x) e zeros (o) 0 Grafico da corrente i(t)
L ' ; ; *it . I B S R

Im

%

*

o
ift) [A]

P i i i S i 04 i i i i i i i i i
5 TE 5 e g e ¢ o 2 4 6 8 1@ 12 14 1B 18 ™
Re ths]

A simulacdo do circuito pode ser realizada comleugb arquivoV_13. ndl . Neste caso, observar que foi
introduzida uma fonte de tensé@o continua (validaeste para tempos menores que zero) para realigar a
condicéo inicial de tensdo no capacitor.

Exemplo V.14: Considerando que o circuito a seguir se encomtreegime permanente senoidal no instante
em gue a chave muda de posicdo, determinar otadlici

R i)

t=0
o<l e ANN—

C =100mF
R =40
LR, =100
+ + — C L = 10H
v t) C) v, t) R, w(t) = 100co Zilv
6
v,(t) = 50J3u(t-2) v

a) Os valores iniciais da corrente no indutor e dademo capacitor.

b) A energia armazenada no circuito ém . O

c) O circuito equivalente pare> Mo dominio da frequiéncia complexa.

d) A expresséo da correntds).

e) A partir da expressdo d(s), os valores da correntét) parat= Oet - «. Os valores encontrados
concordam com os valores esperados a partir deseaffigica do circuito? Justifique.

f) A expresséo da correntft).

g) O gréfico deilt).

h) A poténcia entregue pela fonte ao circuito em rega@rmanente.
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Solucéo:
a) O regime permanente senoidal que antecede o dewata da chave erh= Qode ser descrito pe
seguinte circuito equivalente no dominio da fregign

NG EN
M—

Considerando que:

1 . R, L L .R
B (—JJE(RZHC«L) (‘J—J j o
zp:[_jiJ//(R2+jaj_): aC = aC C/__ C "uaC
wC Ro+jal-j— R+j aj_—lJ R2+j[cd_—1j
aC e aC
R 10 . 10
—-j—= IYERET Y © 600
ZP: C C(C - 0,1 EO,]. - 100_17
. 1 1 10+ j 57-180
+ | ab——— il 710- 3
R, J[ wcj 1o+1[610 gO;J
Zp =124843- j17921=126123- 817 Q
. 1
_ _ +il e ———
7= Vi _ Vi _ i J[ aﬁJ A
R +Zp LR . (a—lj LR
R+ C I RR, + R <)l
R2+J[aj_—lj
e
R+l al-—1 10+ j| 710- 1
= aC V.= 0L 3%
L 1 ' 10 . 1 ﬁ'—
RR+o*i|aRL- " (R*+R)|  4x10+ "+ j 74x10- ~ (4+10)
01 701

10+ j 57180 100
140+ | 20n23;T2520 N2
| = 4,2395+ j0,4609= 4,26411 620" A
Os fasores que definem as condic¢des iniciais séo:
Ve =— Zp V.= 12,4843T 11,7921 G@LO: 124843~ 1_17921&&)
Zp+R 124843 j17921+4 /2 16,4843- j1,7921 /2
Vc =537528- j1,8436= 53,7844 =196 V
1 o1
= Ry 0
aC 1= s 01

: 1 1
+j| ab —— il 710-
R, J( wcj 10+J[610 go;J

. 60
p— —Ji
L= u

(4,2395+ j0,4609 = (4,2395+ j0,4609

10+ j 57180
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Solugéo (continuagéo):
L =41430- j2,3536= 4,76481 -2960° A
Retornando para o dominio do tempo, tem-se:
ve (t) =537844/2 codzt - 196°) v
i, (t) = 4,7648/2 codzt - 2960°) A
Assim, parat = Qtem-se:
v¢ (0)=537844/2 codz0- 196 )= 76,02V
i, (0)= 47648/2codz0-2960°)~5,86 A

b) A energia armazenada no circuito ém c@responde a energia armazenada no indutor epaxitor,

sendo dada ptr

:2 2
w, (0)= L{I éo)} =10 5’826 =17170 J

2 2
W, (0) = C{VT(O)} = o;t% = 28895 J

c) Parat> Q o circuito equivalente no dominio da freqiéncimplexa € dado por:

v, (5)= 508\/5 025 < 868,608_25 B .
( L0 Li, (0)
\Z (S) > /
R,
d) As equacdes de malha séo:
Vil R+ (18- 1,(6) + e <o

el L9 L) (R - 0)=0

S

2010w

AICR PR SR R I
[S+$J'1(s)—$ 1(s)= Svél(s) ) VCRSO) = (s+25)1,(s)- 251,(s)=125/3e*° 190

+5.(0) = —1y(s)+(s? +s+1)i,(s)= 5865+ 76

Isolandol 2(s) na primeira expressao e substituindo na seguechase:

L vide Capitulo II.

Andlise de Circuitos pela Transformada de Laplace — Sérgio Haffner — Versdo 11/9/2007 Pagina 30 de 59



44984-06 — Circuitos Elétricos B

Solugéo (continuagéo):
_ -125\3e2 +190+(s+ 25)1,(s)
1,(s)= 55

= —5\/§e_25 +76+ 0,4(S+ 215)| 1(3)

1(s)
~1,(s)+(s? + s+1]-5/3e% + 76+ 04(s+ 25)1,(5)] = 5865+ 76
~1,(5)+(s? + s+1)0a(s+ 25)1,(s) = 5865+ 76~ (s> + s+ 1)~ 51367 + 76)
|04(s+ 25)(s? + s+1)~1)1,(s) = 5865+ 7,6~ (765 + 765+ 76)+5v3(s> + s +1)e ™
|04(s® + 2 +5)+(s? + s+1)—1]| (s)=-765% - 1745+ 5/3(s? + s+1)*
(04s® + 145% + 14s)1,(s) =~ 7,657 - 1745+ 5/3(s? + s+1)e >
(s + 355 + 3581, (s) = ~195? - 4355 +125/3(s? + s+1 >
| (g)= 1% - 4355 +125v3(s? + s+ %
s® +35s” + 35s
~10s® - 4355 +125/3(s? + s+1f™™
1(s)=1,(s)= & + 3552 + 3E53 )e

e) Utilizando-se os teoremas do valor inicial e finaim-se:

- 4355+125V3(s? + s+ 1 _ . 195" —4,353+125\/_(s rs+1e®,

_ 2
i(O) = l'fil sl (s) = IS'I?OS 195

33+3532+3,53 S—® g2 +35s+ 35
1 4,35
*3 -19-——
. . —19s® - 435s &
il0)=Ilim = |j =-19 A
() s-» g% +355+35 s-e 35 35
S 32
- 2 2s _ 2 _ 2 -2s
(oo )—Ilmsl( s)=lims 195" - 4’35S+125‘/_(S +s+1)e 19s 4,35§+12,5\/§(s +s+1)e
s-0 s-0 s +35S + 35s sao s? +35s+ 35
_ 2 _ 2 2x0
() = 219X 4,352><O+12,5\/_ 3(02 +0+1)" 12503 g e
0°+35x0+ 35 35

Em t = 0 a tens&o sobre o capacitor é igual a 76,02 V,osaridntevl(t) removida e substituida por um curto-
circuito (observar que a fonlsq(t) sé é ligada emt = 2tendo tensdo nula etn= ).0Como a tenséo sobre| 0
capacitor ndo varia bruscamente, esta tenséo 62 Yefica instantaneamente sobre a resistéRgjdazendo
-v.(0) _-7602 _

R 4
Emt - o 0 circuito j& estd em regime permanente paratefmg(t). Desta forma, o capacitor se comparta
como um circuito aberto e o indutor como um cuitouito. Nesta situacdo, a corrente é dada por:
i(e0) = V() _ 5043

R+R, 4+10

-19A.

circular uma corrente igual &@{0) =

=~ 6186 A .

% Observar que os termos que aparecem multiplicaolos>® possuem valores iniciais nulos. Para 0, lembrar que:

n

. _ . s
lims"e™ =lim—

So0 sow @3
Aplicando a regra de I'H6pital de modo recursivé eliminar o termo erado numerador, tem-se:
lims"e™ =lim =0
S— o0 S—o0 aneas
Por exemplo, para =2, tem-se:
2
. - s 2s 2
lim s”e™ = lim — = lim — =lim =0
$=o0 s-we®  s-wge® s-og’e®
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Solugéo (continuagéo):

f) A corrente pode ser dividida em duas parcelas,aonmmo termoe ™ e outra sem:

(g)= 195 - 4355+125V3(s> +s+1™ _ 10574355 | ,,1253(* +5+1)

s® +35s% + 355 s® +35s% + 3,53 s® +35s% + 355
()= 195435 o 125V3(s? +s+1)
s?+35s+35 s® + 35s% + 355

s 12,5\/5(32 +5 +1)

s’ +35s” + 355
L e =F(s)| = f (t-a)ut - a), paraa>0.

A segunda parcelae , corresponde a uma funcdo com deslocamento nootepuis

A expansdo em fracBGes parciaisptieneira parcela € dada por:
s*+35s+35 (s+175) + 0667

Por inspecéo, tem-se:
K, =-19
1, =—435

A expansdo em fragfes parciaissegunda parcelaé dada por:
12,5\/§(s2 + s+1) _Ky, KystKy,
s°+35s°+35s s (s+175) + 066
K, =lim 125V3(s +5+1) _ 125\/_(3 +s+1) 1253

s-0 s°+3552+355 -0 s2+355+35 35

=~ 6,186

2
lim [K213+ Kzz] = lim (Sz + 355+ 35\125\/_(3 +s+1) jim 12,5\/§(s +s+1)
s —175+j 066 s-—-175+j 0,66 + 355 + 3’55 s--175+j 066 S
K[ 175+ 086)+ K, = 125V3((~ 175+ j 066)° + (- 175+  066) +1) _ 27,069+ {10204

— 175+ j 066
— 175K 5, + K, + | 066K ,; = 27,069+ 10,204

Portanto,
10,204

K, =———=1546
066

K,, =—27,069+ 175K ,, =0
Assim, a expressao de{s) pode ser reescrita como:
()= T1%5-435 | o, 125V3(s? +s+1) | -10s- 435 oo 6186, 15465

s? + 355+ 35 s*+35s° +35s  (s+175) + 066 s (s+175)°%+ 066
cuja transformada inversa é dada por:

i(t) = e [-19coq 066t)+4379ser{ 066t )[uft) +
+{6186+ -2 (15 46c04 066(t - 2)] - 4099ser] 066t - 2)]Ju(t - 2)

3 Vide propriedades da Transformada de Laplace c5¢¢5i4.
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Solugéo (continuagéo):

g) Ultilizando a expressao anterior, o grafico da cae€ mostrado na figura a seguir.

30

T
|
|
|
L

20

10
i(t) [A]

h) A poténcia entregue pela fonte em regime permargedssia por:
P =V, (e0) () = 503 6,196=53659 W

Solucao alternativa:  Por intermédio de simulacdoAviL.AB/SIMULINK utilizando-se os arquivog 14m m
eV_14. ndl é possivel reproduzir parte dos resultados obadteriormente. Alguns resultados e o gréficg

da

corrente sao obtidos utilizando-se o arquiwdl4m m Os graficos dos valores instantaneos das cos,gnte
tensdes e poténcia sdo obtidos utilizando-se ovard 14. ndl . Os valores obtidos em simulagédo para a

correntei(t) e para a poténcia fornecida para o circpftpsao dados, respectivamente, por:

| T PR PR E .............

211 P S ............. .............

al.. .7 STTPR S bbonanodascd

Aokl ZTPITRPRIS U Soonboonon: ]

20 L i i

2000 , , ,
1500 : : :
1000
500
0 : |
SO0k ............. ............ ........... J

-1000 i : ;

5 a 5

Nos gréficos anteriores € possivel observar ogaslde regime obtidos para a corrente (6,186 Adra p
poténcia (536,59 W). Observa-se que a forma de dadeorrente obtida por simulacédo € idéntica a&ar
calculada na solucéo do Item (f). Observa-se, tamiggie no periodo de 0 a 2 segundos ndo existaqiat
fornecida para o circuito, pois neste periodo anasafontes estdo inoperantegt] desligada pela chave ¢

%

t=0 ew,(t) ainda nao ligada, pois esta multiplicada por @grdu deslocado de 2 segundos).
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V.9.2 — Representacao de circuitos acoplados magnet icamente

Como ja mostrado no Capitulo IV, o circuito acopladagneticamente da Figura V.5 e obedece as seguint
equacdes diferenciais:

wt)=L i, 0)+m2i,()

dt dt
_od. d.
Vz(t)—Mah(t)'H-zE'z(t)
i, (t) i, (t)
—> (_ M N <4—
+ [ ] [ ) +

uld § L § SIRA(

Figura V.5 — Circuito magneticamente acoplado.

Calculando a Transformada de Laplace em ambos tedosquacdes anteriores, chega-se a:

Vi(8) = Li[s1,(8) =1, (0] + M8t (8) -i,(0)] = sLl[Il(s)—iso)} oM {. - '—S’}
V,(s) =M[sl,(s)-i,(0)] + L,[sl ,(s) =i,(0)] = s [|1(S)_iso)} + SLZ[I Z(S)_iz_(o)}

S

Na forma de circuito equivalente, o circuito magrehente acoplado da Figura V.5 pode ser repretemia
dominio da freqiiéncia complexa pelo circuito daiFigv.6.

1,(s) 1,(s)

SM[IZ(S)—”(O)} SM[II(S)—il(O)}

S

Figura V.6 — Circuito magneticamente acoplado noid®m da freqtiéncia complexa.

Exemplo V.15: Determinar a expresséo da corre‘q(e) sabendo que a chave permaneceu fechada por um
longo tempo antes de abrir eéns 0.
t=0

= 4mF
= 10Q
= 2H
= 2H
= 4H
= 50Q
12v

IS 2030
|

<
—_
=

1
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Solucdo: Para a determinacdo das condi¢des iniciais dewdbservar que 0 circuito encontra-se em reg
permanente e a corrente é continua (imposta peda fonte).

Como nesta situagéo néo existe variagédo na coreemtelacéo ao tempo ndo existe tensdo induzida ema
corrente inicial nesta malha é nula, ou sgjf) = 0.

Com relagéo ao indutdt, , observar que a queda de tensdo em seus ter@ndiém € nula, pois as variagg
temporais das correntédt) e i, (t) parat <0 sdo nulas. Deste modo, como o capacitor est4 Em@rcuito,

12_ 12A.

toda a tens&o da fonte esta soByee a corrente inicial é dada pg(0) = 10

Parat = 0, o circuito equivalente no dominio da freqiéncimplexa é dado por:

250
s 100 1y(y) 1,(s)

ANN_—> o

2s — 4s

Da malha del, , pode-se escrever a seguinte expresséol@és)a

__2{11(3)—13_ 2425 (9

I,{s)= = -

(9 4s+50 4s+50 4s+50 '
Substituindo a express&o tigs) na fonte controlada da malha tg e substituindo a fonte de corrente por
equivalente de Thévenin, chega-se ao seguintdtoireguivalente.

250
< 10 |1(S

4| —»

PAS
20)
S +

£ 48s 4s?
- I 1(5)
4s+50 4s+50

A equacdo de malha do circuito equivalente antéridada por:
- 2
T12+(23+10+2—§)j|1(s)—2,4+ 48s __4s” (s)=0

4s+50 4s+50 :

2
25+10+ 22045 | (=12, 54 488
s 4s+50 S 4s+50

ime

es

seu
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Solucao (continuacao): Multiplicando-se ambos os lados ps(ﬂs+50) =4s? +50s, tem-se:
(Bs® +100s? + 40s? + 5005+ 10005 +12500- 45° I, (5) = 485 + 600+ 9652 +1205 - 48>
(4s® +1405? +15005+1250Q), (s) = 48s% +1685 + 600

1,(s)= 48s° +168&+600 125’ +425+150
! 4s® +140s% +1500+12500 s° +35s% +375+3125
128 +42s+150 _  12s*+42s+150

| = =
(5 s° +355% +375%+3125 (s+25)(s+5)? +107)

Expansdo em fractes parciais:
1,(s)= 125° +425+150 _ Ky | Kys+Ky
S (s+25)(s+5)2 +107) s+25 (s+5) +10?

125 +425+150 _ 12(- 25) +42x (- 25)+150 _ ~150 _ 03

K;; = lim =
Mosi2s (5452 4107 (-25+5)% +10? 500
2
lim K,s+K,,= lm =25 +425+150
s -5+j10 s--5+j10 <+ 25
_12(-5+ j10f +42(-5+ j10)+150 _ —150+ j300 _ e

K21(_5+ j10)+ Kz (_5+ j10)+ 25 20+ j10

10K, =15 = K, =15
~5K, +K, =0 = K, =5K, =75

Desta forma, tem-se:
_-03, 15s+75 _ -03,  15s+5)

(s)= s+25 (s+52 +10° s+25 (s+5)? +10?
Cuja transformada inversa € dada por:

MO [— 03e® +15e7™ cosl(l]u(t)
O gréfico da correntg(t) é dado pela figura a seguir.

15

it) [A] 0.5

-0.5
0

possivel reproduzir os resultados obtidos antegatm

Solucao alternativa:  Por intermédio de simulagdoAVLAB/SIMULINK utilizando-se o arquive_15. ndl é
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V.10 — Funcéo de transferéncia

Para um sistema linear, invariante no tempo, adfoirde transferéncia € umalacdo entre o valor de uma
variavel desaidae uma variavel dentrada, considerandmulas todas as condig¢des iniciaido sistema em
analise. Por exemplo, se ambas variaveigeadedes(ou correntes), a funcdo de transferéncia éganho de
tensdo (ou corrente); se a variavel de saida é uersdo e a de entrada umeorrente, a funcdo de
transferéncia é umenpedancia

Na analise de circuitos no dominio da freqiénciapiexa, afuncao de transferénciaou funcao de rede
G(s) é dada pela relacdo entre a transformada de leagtasaiday (s) (funcéo resposta) e a transformada de
Laplace da entradz((s) (funcéo excitacdo), considerando nulas todas rdigies iniciais:
a(s)=Y18)
X(s)

Exemplo V.16: Determinar a fungéo de transferén6ifs) = Ve(s)

para o circuito da figura a seguir.

Ve(s)
01H 0,5Q 0,2H
N A\N—"MN .

| ez
vit) <> 050 § v(t)

0,1F —/—

Solugéo: O circuito equivalente no dominio da frequéncimptexa € dado por:
0,1s 0,5 0,
YN W VYN .
+
1
+
CI@) V(9 05 0
10
T s
Do divisor de tenséo tem-se:
05 05 5
Vis)=——V,(s)]=————V,(s)= V,(s
(9 05+ 05+ 0,2s 2(s) 02s+1 2(s) 2(s+5) 2(s)
Denominandoz,(s) a impedancia equivalente que esta submetida aagatV,(s), tem-se:
10
1+ 1+ 02s) 140402542 02s+3+%° )
(., 10 s s _ s (5s)_ s*+15s+50
z,(s)=]1+= |/I(1+ 02s) = 0 = o - Bl T e
S 1+70+1+02s  02s+2+—~  02s+2+- 108/ S +10s+50
s s s
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Solucao (continuacao): Do divisor de tenséo, tem-se:

V(S) - Zz(s) V(S)= s? +10s+50 V(S s? +10s+50 _
: 2,(s)+ 01s w+0,13 el s2 +10s+50
s? +10s+50
_ s’ +155+50 _ s?+155+50 10\ _
- 2 [ 2 ‘Ve(S)— 3 2 Ve(S) — | =
s° +156-+50+ O1s{s” +10s+ 50) 01s® +2s% +20s+50 ° \10

_ 10(s? +15s+50)
V2ls) S® +20s? + 2005 + 5ooVe (s

Substituindo a express&o Wg(s) na expressao dé,(s), tem-se:

_ 5 _ 5 10[s?+155+50)
(s)= Vo(s)= 2(s+5) s° +20s? + 2005 + 500Ve(s)

28s? +155+50)
s+5)(s° + 20s? + 2005+ 500)Ve(s)

VS(S) = (
Observando as raizes do polinbmio do numeradorseem

s® +155+50=0 = s, =-5-10
logo

s? +15s+50=(s+5)(s+10)

Substituindo na express&o dg(s) :

v.(s)= 25s+5)(s+10) V.(9)= 25(s+10) v.(s)

(s+5)(s* +20s? +2005+500) ©'  s*+20s? +2005+500 °

Portanto a fungéo de transferéncia é dada por:

V,(s) 25(s+10 ) . . -
G(s)= V:(s) = 2032(+ 200)s+500 raizes do denominados; = -  352s,, = —824+ | 861
G(s)= 25s+10) = 25s+10)

(s+352)((s+824)* + 867%) (s+352)(s+ 824~ j861)(s+ 824+ j861)

O diagrama de pélos e zeros @és) é dado por:
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Solucdo (continuacao):

K =25
Yot ——— - 8,61
|
|
-8,24
O . >
410 | |-3.5 Re
|
i
Y—d———_| -i8,61
Paras=j 1Q tem-se:
alit) = | 25(j19+1o)_ .
(j10+ 352)(j10+ 824~ j861)(j10+ 824+ j861)
_ 2510+ jloi _
(352+ j10)(824+ j139)(824 + j1861)
_ 25x1414 45
~1060| 7061 x 836| 958 x2035 6612
G(j10) = 0196 2587° =0196 -1013'
o(jro) = —2>1414 4196
1060x 836x 2035

0G(j10) = 45 -7061 - 958 -6612° =-1013°

Notar que omddulo da funcéo de transferéncia € dado pelo produtmddulo das contribuicbes dos zel
dividido pelo produto das contribuicbes dos pésingulo de faseda funcdo de transferéncia € dado |

soma das contribuicbes angulares dos zeros memosuicoes angulares dos polos.

Im K =25
836 958
s5j10
1414] 45
1060 7061

v

2035 66;L2'/ Re
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44984-06 — Circuitos Elétricos B

A determinacdo da funcdo de transferéncia do exemplerior também poderia ser obtida utilizandmse
método das correntes de malha, como mostrado &.segu

Solucao alternativa 1: A representacdo equivalente no dominio da freqaé&muarnplexa é dada por:

0,2

Vi) 6) i % Q Vi)

S

Escrevendo as equac¢fes das duas malhas, tem-se:

035,912,016 = [ose1e2)09- (14226 -v. 0
i+ 0295+ 1422009 1e) =0
Deseja-se isolat, (s) na segunda expressao:
0+ 02918 # 1+ 2210 1+ 22 (0)=0
(1+023+1+£)j| ()= (1+%)j|1(s)

10
u@)—Wuz(s) =
g sl g

5(s+10)

Da equacdo da fnalha, tem-se:

(0,15+1+%)jl (s)- (1+%)j|2(s)=ve(s) (2 +10s+200),(s) - 10(s+10)1,(s) =108V, (s)

Substituindo a expressao die(s) na equacao anterior, chega-se a:
14(s)

2 s” +10s+50 ~ _
(s +103+1oo)£—)5(s+10) I,(s)-10(s+10)1,(s) =10sV,(s)
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Solucao alternativa 1 (continuacéo): Colocandol 2(s) em evidéncia:

(s? +10s+100)s? +105+50) _ i
{ 5(s+10) 10(5““10)}' ,(s)=10sV,(s)
(S2 +10s+ 100X82 +10s+ 50) — 5((8 + 10)2

5(s+10) 1,(s)=10sV,(s)

50s(s+10) v.(9)=
(s? +10s+100|s* +10s+50)-50(s+10)* °
_ 5OS(S+10) ] RY; ( )=
s* +20s® + 25052 +15005 + 5000~ 50{s” + 20 +100] °
503(8 + 10) v (S)
s* +20s® +20Cs® +50Cs

O s BN

s® +20s? +200s+500 °©

Iz(S)

Dai, pode-se escrever a expressavds)

_ e 50(s+10)
Vo(s)= 051 (s) = 05 & + 2052 + 2005+ 500 © )

V()= 25s+10) v.(s)

3 +20s% +2005+500 °

Portanto a fungéo de transferéncia é dada por:

G (s) _Vs (s) _ 25(s+10)

V,(s)  s®+20s? +200s+500

Solucao alternativa 2:  Por intermédio de simulacaoAVLAB/SIMULINK utilizando-se o arquiv_16. ndl
€ possivel reproduzir em parte os resultados abtdteriormente.

Dada a fungéo de transferéncia e o valor da entéaglassivel determinar a saida através da expressa
¥(s)=G(s)x(s)
Observar que se a entraddt)=4(t) é um impulso, X(s)=1 = Y(s)=G(s)1=G(s), portanto,

y(t)=L¥(s)]=L*[c(s)| = glt), ou seja, a resposta ao impulso corresponde risftranada inversa de
Laplace da funcao de transferéncia.
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Exemplo V.17: Se a resposta ao impulso de uma regé k= g(t) =e™, determinar a respostt) para uma
entradax(t) =10eu(t).

Solucéo:

a(9)= Lol =Lle]= L

(o) = L) = Lpoeuf]= 22
Logo:

Y(8)=GEX(8) = =

Cs+ls+2  (s+1)(s+2)

A expansédo em fragfes parciais é dada por:
10 K K
()= =ity
(s+1)(s+2) s+1 s+2

s L T ﬂ _i:
| U =m0

o 10 ]_,. 1] 10 __
2 _S!LWZ[(S+2)(S+1)(S+ 2)} _sltn—]z[sﬂ} EE TSR

Assim,
_ 10 _ 10 10 _ 1 1
Y(s)= (s+1)(s+2) s+1 s+2 1({s+1 s+2J

Cuja transformada inversa é:

yt)=10e - e )

Solucao alternativa: Por intermédio de simulacaoAVLAB/SIMULINK utilizando-se o arquivy_17. mé
possivel reproduzir os resultados obtidos antegatm

V.11 — Resposta em freqUéncia

A resposta emegime permanentea uma entrada do tipm(t) = XMej"‘ pode ser obtida a partir da funcdo de
transferénciaG(s), calculada para = ja , ou sejaG(jw). Assim:

Y(s)=G(s)x(s) = G(jw)x(s)

Para x(t)= X, e'“, tem-se X(s)= Xu_ . De modo semelhante, part) = X, e/ = X,, (cosut + j senat),
s-jw

i S W ~ S+ jw _ Xm
. _ _ = .
em-se X(S) XM£52+w2+JSZ+w2J XM((S+ja))(S_jCU)J S—ja)
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Assim:
Xl
Y(s):G(s)( Xu j: Xu_g(s)

sS-jw) s-jw

a expansao em fracdes parciais nos leva a:

Y(s)= . Kl_w + termosrelacionads com os pélos de G(s)
—

SendoK; dado por:

Ky = Slgrpw{(s—Jw)G(s{ Xu H= lim [X,, G(s)] = X, G(jw) = X, [6(j )| 0G(j @)

s-jw)| s-iw

Supondo queﬁ(s) nao possua nenhum polo no semi-plano direitdo plano complexo, a resposta em regime
permanente existe e é dada por:

Ky

Y(S):s—ja)

cuja transformada inversa é dada por:

" o(ie)
Yee(t) = Ko =X, G(jw)e'® = X,,[G(jw)e! @i el = X, |G(jw)e!(«Ce(iv)

Generalizando, para uma fungéo de excitaqfip= X,, codat +¢) , tem-se:

yRP(t) = Xwm |G(J w)| COE[C‘I t@+ DG(j ‘U)]

Ou seja, amplitude da resposta estacionari@ igual ao produto da amplitude do sinal de entrdg pelo
modulo da funcao de transferénc|ﬁ(jw)|; o angulo de fase da resposta estacionar@ igual a soma do

angulo de fase do sinal de entrdda+ @) com o angulo de fase da fungdo de transferéiGéjw). Neste

caso, tanto o modulo da funcao de transferénciatquaangulo de fase devem ser calculados paegéaéncia
< = ja do sinal de entrada.

Exemplo V.18: Determinar a expressao da tenséo de saida errerpgimmanentels(t) sabendo que:

_V/(s) _  1004s+5000
Gls)=23 =
V,(s) s?+6000s+ 25000000
v, (t) =120c0d500a + 30" Jv
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Solucdo: Como a freqiiéncia da fonte é 560Q deve-se caIcuIaG(s) paras= ja = j 5000

(5000 = 1004 j5000+ 5000 :1+j1(—j6J: 6-i6_1-j1_v2| _,
(j50007 +6000C]5000+ 25000000 j6 (-j6) 36 6 6
Assim, tem-se:  |G(j5000) :% 0G(j5000 = -45 e

Vero(t) = 120% cod5000 +30° - 45 ) = 20y2 cod500 ~15 )

Solucao alternativa: Por intermédio de simulacdoAVLAB/SIMULINK utilizando-se os arquivog_18m m
eV _18. mdl é possivel reproduzir os resultados obtidos anmtadnte, sendo a tenséo de saida dada por:

€l , _ , _
1] T .......... SO S
111 T 1 I S P ......... (SRR |
o b ........ 0053 boceon ]
Aank.oh g .......... Sl SO .........
o R AR W e T A

a0 L A i i 3
] 1 2 3 4 =10

Embora o angulo de fase néo seja faciimente idesdié, a amplitude deoy/2 =2828V pode ser verificada
no valor de pico da funcéo senoidal.

V.11.1 — Curvas de amplitude e fase em frequéncia

Como visto anteriormente, a resposta em regimendsistema submetido a uma excitagcdo senoidal pade s
facilmente determinada através do conhecimentoathr da funcéo de transferéncia (em mddulo e angeillo
fase), calculado para a frequéncia da fonte. Desdo, 0 conhecimento do comportamentontdadulo e do
angulo de faseda funcéo de transferéncia de um sistema é mtiltmalandlise de seu comportamento em
regime permanente senoidal.

Seja uma fung?o de)t(ransf(irér(lcia d? forma:
_Kis—-z)is-z,)---(s—z,
Gls)=
= to=ps-p.) (s o)
O valor do médulo e do angulo de faseGls), paras = j. é dado por:
6(jw)= K(je-z)ie-2)(ja-z)
(iw-pNiw=p,)-(iw= py)
e cada termo do tipo(ja)—zi),i =12---,n e (ja)— p; ),j =12---,m € um nuimero complexo que possuli

maodulo e angulo de fase. Portanto pode-se escrever:
Kiz,| 6,\2,| 6,)--\Z,,| 6
sli)= LA Le) 8 a2z, g oy g

o ka'ﬁx%lﬁ)”'kpmlﬁ) PP,--P

ou, de modo mais compacto, tem-se:

n

Z,

Gjw) =KL

— )
i=1 j=1

[]7

j:
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Ve(ie) 4o

Exemplo V.19: Determinar os graficos de modulo e fase da fum;eimransferénciaG(ja))zv ( )
e\J &

circuito a seguir, para: variando de 0 & .

. R, R,
ve(t) <> O
R, —rs

Solugédo: No dominio da frequiéncia complexa, o circuito eglgnte € dado por:

. R, R
Ve(s) <> ~ V(s
Ry — %

Aplicando divisor de tenséo tem-se:

S L R+R, 12 1
e " he he
1 1
1 3_@ (s) (s) Vi(s)__1 S_@
Dai: Vs(s):__ .s G(s)=== -
2l g4 L Vels)  2/g, 1
RC RC
197Rc|_ 1) TR
Logo, paras = ju : G(jw)=-= —R11 — ?1
jw+—— 2 — +ijw
RC RC

Utilizando o diagrama de pélos e zeros da funcéathesferéncia é possivel construir um gréfico leangara
a determinagdo do modulo e do angulo de fase dgiéude transferéncia, em funcéo da frequéncia an
j& .

180° - tan*(wR,C)

gul
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Solugéo (continuacao): Do gréfico anterior e da expresséo@(ej a)), tem-se:

0G(jw) =180 +180 - tan(wR C)-tan™(wR,C) = —2tan*(«R,C)
Isto leva aos seguintes graficos de modulo e deléng fase:

1 T T T T
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
l l l l
. | | | |
|C;(JCUX | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
l l l l
0 | | | |
0 1 2 3 4 5
w
0 I I I I
| | | |
l l l l
| | | |
A5 - - =N - ——— === ——— === T === === === ===
| | | |
l l l l
. | | | |
0G(jw) s0f---—----> Gkt SRESEELEE SELEEEEEE oo
| | | |
l l l l
L - R Pemmmm——- e
| | |
l l l ‘
| | | |
_180 | | | |
0 1 2 3 4 5
w

Solucéo alternativa: Por intermédio de simulacaoAVLAB utilizando-se os arquivog 19. mé possive
reproduzir os resultados obtidos anteriormente.

Diagrama de pélos {(x) e zeros (o)

5 1 T T T T T T T T
Al A I PO : E
3 : = :
: Eo0s H
b O 0
1 : i
] o i

0 0s 1 15 2 25 3 35 4 45 5

o]

1 T T D T T T T T T T T
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V.11.2 — Diagramas logaritmicos (Bode)

Quando a funcéo de transferéncia for uma granddinaeasional pode-se utilizar o diagrama de Bodeacom
forma alternativa para se representar a variacsta fiencdo ganho com a frequéncia do sinal dedmntra

No diagrama de Bode, 0 modulo da fungéo de traérsfea € expresso em decibéis (dB):

|G(ja)]OIB = 20l0g, |G(j w)
e é utilizada uma escala linear para as ordenadédu(o e fase) e logaritmica para as abcissasnddsa
possibilitar a representacao de um espectro maifreqiéncias.

Historicamente, o fator 20 é devido a definicdaBecomo ganho de poténcia. Como a poténcia é prpa
ao quadrado da magnitude da corrente ou da tenséo,
|2 ,
Y(iw)|" _ Y(jw)
- = 20log,, -
X(jw) X(jw)

Algumaspropriedades das grandezas expressas em dB sao as seguintes:
a) [10G(jw),, = 20log,[10G(jw) = 20l0g,,[10G(j )] = 20l0g,, 10+ 20l0g,,/G(j )
10G(jw),, =20+20l0g,0|G(jw) = 20+|G(jw)

10log,

b) [2G(jw),, =20l0g,0|2G(jw) = 20l0g,,|2G(jw)] = 20l0g,, 2+ 20l0g,,|G(j )
2G(jw) ,, 06+ 20l0g,0|G(jw) =6+|G(jw)
1
G(jw)

1
G(jw)

= 20log,,

dB

1 | 1 _ _ .
m‘—ZOIogl{—p(jwﬂ 20l0g,1- 20l0g;0|G(jw)

= _|G(jw)|ds

dB

Algumas defini¢bes:

. Década — Faixa de freqiéncia enttg =k e w, =10k . Exemplo:w, =10 Hze w, =10x10=100Hz.
Sendon 0 numero delécadasentrew, e «, tem-se:

n oG

Wy

. Oitava — Faixa de frequéncia ente, =k e w, =2k. Exemplo: @, =10 Hze w, =2x10=20Hz.
Sendon 0 numero deitavasentrew, e w;, tem-se:

w,=10"wy, = 10 — n:|091o%

W,
w log,,—=
w,=2"w, = 2"="2% = n:Iogz—Z:—w1
w @ log,,2
Exemplo V.20: Tragar o diagrama de Bode (somente mddulo) dasrgeg funges de transferéncia:
: , K
a)G(jw) =K ) G(jw)=—
jw
K

b) G(jw)= juK d) G(jw)=

(i)
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Solucéo:
a) G(jw)=K

G(jw), = 20l09,0|G(jw) = 20l0g,0|K|

w

|(3(J deB

W

20log, /K|

200,

20log, /K|

100

20log, /K|

b) G(jw)=jaK
G(jw), = 20l09,0|G(jw) = 20l0g,0| j kK| = 20l0g,¢|K|w = 20l0g,, K + 20l0g,, @

20log, K|

10 100 1000

w |G(ja))| * 20dBdécad
dB
@, | 20logo|K|+20l0g,, w, 20logyo|K|
2w, | 20logy,|K| + 20log,, @, +6
10w, | 20l0g,,|K |+ 20l0g,, w; + 20 ! ! ! ! >
1 10 100 1000 w
. K
Gljw)=—
o G(jw) i
. . K
G(jw), =20l0g,(|G(jw) = 20log,, —‘ = 20Iogm% = 20l0g,o|K| - 20l0g, o @
-204B/
; décad
w |G(Jw]ds 20log; K| eea
@, | 20log,|K| - 20log,, @y
2w, | 20l0gy,|K| - 20log,,w; — 6
10w, | 20log,,|K| - 20l0g;, w;, — 20 ! ! ! ! >
1 10 100 1000 w
. K
d Gliw)=
G(jw),, = 20l0g,0|G(jw) = 20l0g,, W‘ = 20I0g10§ = 20log,, K - 20l0g,, " = 20l0g,, K - 20nlog,, w
-20dB/
; décad
w |G(Jw]dB 20|0910|K| eca
@ | 20l0g,e|K|-20nlog,, ay VK
2w, | 20log,o|K| - 20nlog,, @, - 6n
10c; | 20l0g,6|K| - 20nlog,, &y 20N ! ! ! >
1 10 100 1000 w
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Solucao alternativa: Por intermédio de simulacdoAVLAB utilizando-se os arquivog 20. mé possive
reproduzir os resultados obtidos anteriormente.
20log,, K| 200y, joK|
100
40
g0
20 &0
u] 40
10 100 1000 10 100 1000
20log,, K/ (o)l 20log,, [K/(je)"|
40 50
0
20
-50
]
-100
20 -150
10 100 1000 10 100 1000

V.11.3 — Tragado do diagramas de Bode

Seja a funcdo de transferéncia, cgn# 0,0i =12,---,n e p; #0,[Jj =12,---,m:

1+ 5 1+ 5 | |1+ 5
Gl ) [EAJ][E % B jJ
! ~ P2 ~ Pm

onde;:

Fazendos = ja e calculando em dB, tem-se:
Gljw),, = 20log,g|K’|+20Nlog,g|jaf+

+20log, 1+ j—2 +20l0g,, +...+20l0g,, +
-z

1+j-2

1+ -2

1+ |

1+ |

—...—20log,o[1+ ]

- 20log;, - 20log;,

1 2 m

Na expressdo anterior, observar que cada termo sErdealculado independentemente do outro, totalza
quatro tipos de fatores, com as seguintes con¢desiem modulo e angulo de fase:

. Fator constante: K (ganho)
Modulo:  20log,,|K| dB
0, K>0
Fase
+180, K<O
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. Fator derivativo/integrativo: Zeros (fatores derivativos) e polos (fatoresgraévos) na origem, isto €,
(s)'™™ =(jw)™ para zeros ¢s)™ =(jw)™ para pélos.

Derivativo: ja (zero na origem):
Médulo:  +20logyg|jed = +20logow dB = +20dB7, =+6dB/

Fase: +90°
Integrativo: ia) (polo na origem):
J
Moédulo:  -20log,g|je] = —20log,w dB = - ZOdBdécad = _Gd%itave

Fase: -90

. Fator de primeira ordem: Zeros ou polos simples ou multiplos na forEﬂa ]—J.
w

n

n

Zero real simples: (1+ jﬂj :
17

2
Médulo:  +20logy L+ j 2| = +20l0g,, 1+[ﬂ}
wn wn
ABF:  w<<w,  =20log,,1=0dB
w=w,, = 20l0g,,+/2 = 3dB
: ~ w dB
AAF: w>>w,, = 20Ioglo‘;n‘ dB = +20 década
: _1[;::} - —1( a)]
Fase: tan”| — |[=tan"| —
1 w,
ABF:  w<<w, =tan(0)=0
w=w,, =tan*(1) = 45
AAF:  w>>w,  =tan?(o)=90
Pdlo real simples:
1+j—
a)ﬂ
2
Médulo: - 20logy 1+ j-2| = —20log,, 1+(3J
wn wn
ABF:  w<<w,  =-20log,,1=0dB
w=w,, = -20log,,v/2 = -3 dB
: . w —20dB
AAF: w>>w,, = 20Ioglo‘wn‘ dB = -20 década

w
Fase: - tan’{ﬂj = —tan’l[ﬂl
1 w,
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ABF: w<<w,  =-tan(0)=0
w=w,, = -tan*(1) = -45
AAF:  w>>w,  =-tan’(o)=-90°

. . \2
. Fator quadratico: Zeros ou polos quadraticos na fo{ma 2£M+[E] ] . Neste casoz=0+ jw,
wn a)n

h w, h

2
e Z =0-jw,, portanto, (s—z)(s—z*)=sz—203+a)§=w§[[i] _2_33+1]- Fazendo& = -2,
W

tem-se:

2
(s- z)(s— z*)z wﬁ[[iJ +2<(i+1] = s% + 28w, S+ WP

n

Paras= j«,

N2 .
NN PR N T 2 jw
(jw z)(ja) z) a)n[ wj +28- +1]

n n

. . N2
Zero complexo conjugado: |1+ 2{£+[ﬁj ] :
wﬂ wﬂ

. . 2 2 2
Médulo:  20log, L+ 2fﬂ+(ﬂ)J = 20l0g,, [1—(3J ] +(253J
a)n wn a)n a)n
ABF: o <<w,, = 20log,,1=0dB
0=, = 20log,,|2¢] dB
w) w
. = R = — dB
AAF: w>>w,, 20Ioglo(wn] 40log;, o, dB = +40 Aécada
25 %
Fase: tan™ —w"z
wl"l
4(0
ABF: o << Ww,, = tan EJ:O
o =w,, =tan' 2—';(j=90
0
AAF: w >>w,, ~ tanl| -2 zj =180 (Parterealnegativae>>queimaginarig
— 00
. . 1
Polo complexo conjugado: 5
1+28 194 [J‘"}
wl"l wﬂ
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2
Modulo:  —20log,,1+ 25—+(i)wj

I"I n

272 2
= —20l0g,, [1—(2” +(252J
wn a)n

ABF:  w<<w,  =-20l0g,1=0dB
o =, = —20log,,|2¢] dB
2
. - w _ dB
AAF: w >> W, = 20Iogm[wﬂj 40Ioglo dB =-40 Aecada
o5 @
Fase: —tan™ —w"z
a)n
(0
ABF o << —tan [Ej =0
= W, —tan‘l[z—fJ =-90
0
=] (o]
AAF o >>w, —tan > | =180
— 00
Exemplo V.21: Seja a fungéo de transferéncia dada por: G(s)= 100qs +10)(s +100)

(s+1)(s +s+100)
a) Desenhar o diagrama de pélos e zeroé%(k).
b) Tragar as curvas assintéticas (diagrama de Bod®@ssn) de modulo e de fase (E(s)

c) Efetuar as correcbes no diagrama assintético camaside a contribuicdo de cada termo somente na
singularidade{w = @, ).

Solucao: O diagrama de pdlos e zeros@és) é dado pela figura a seguir.
4 m K =1000
j9,99
o—AN—o— >
-100 -10 -1 -0,5 Re
9,99
E a funcéo de transferéncia apresenta as seguimgesasidades:
Zeros (2): -10,-100
Pélos (4): 0;-1, —05+j999,-05- ) 999
s?+s+100=0 = S, = 1t “12;Dﬂ00 -05% j4/99,75=-05% j 999
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Solucao (continuacao): As expressdes das curvas assintéticas de modiddase sdo dadas por:
100q10)(100) _ 10° _10*

s()aoo) 10*s s

. B 10*
G(jw),, = 20|Ogloj_a)

w<<l = G(s)=

= 20log,,10" - 20log,, w = 80— 20log,, w

1
06(jw) = D[l_iJ =0-90° = -90°
Jw

100d10)10g) _ 10° _10*
s(s)100 1028 &

1<<w<<10 = G(s)=

104

G(jw), = 20log,, = 20lo0g,,10* - 20l0g,, @* =80-40log,, w

(jw
4
06(jw [10 Jzo 2x90° = -180°

100ds)(100) _10°s _10°

10<<w<<100 = G(s)= W) e s

5
|G(ja)] = 20109, |- 10

(jw)

5
06(jw) = D[iJ =0-3x90" =270

= 20lo0g,,10° - 20l0g,, @’ =100-60log,, w

(i)
100ds)s) _10°s* _10°
100 G —
“w = o= ) P
10°

G(jw), = 20l0g,0|—;]| = 20l0g,,10° - 20l0g,, w” = 60~ 40l0g;, w

(jw)?
3
06(jw)=0 _1L2 =0-2x90° =-180
(iw)
Assim, as curvas assintéticas de mdodulo e de fasdadas pela figura a seguir.

-20dB/
100 dB _--./fi‘i"

e |

80 dB —+------7 N---_40 dB/ -mm-k-------- i
] |
I‘ ______ I' F- Tttt T TTT T T
1 1 1
40 dB — oo IR b
] | ]
] | ]
I I I e T r T
H 1 1 1 1
6(je) 0dB fommmeee I N A
] | ] 1
_40dB
20 dB—f-------- AR R - 40 9B/
I Lo Lo Lo N
] | ] 1 ]
] | ] 1 ]
60 dB—--------- A R SR '
i i i i i
] ] ] 1 ]
S S S S S—
0G(ja) 186 hee ‘o ' i
] | ]
-270 (R (AR S i
i i i ! i .
[ | [ | [ »
0,1 1 10 100 1000 &
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Solucdo (continuacéo): As corregfes considerando apenas a contribuicdmadea termo na singularidade
(w=aw,) s&o:

. . Contribuicéo
w Singularidade Modulo [dB] ¢ Fase ]
1 Polo simples -3dB —45°
2
Polo complexo conjugadgl1+ ZEM + [Mj -20log,, 2¢
“n G — 20l0g,, 01
N2 . _ jw 21 jw -90
10 | (jw)’ +jw+100=10 (E) +E(E) +1
+20 dB
26=01 w, =10
Zero simples +3 dB +45°
Total +23 dB —45
100 |Zero simples +3 dB +45°

G(iw) 45
0G(j«)
a

Solucao alternativa: Por intermédio de simulacdoAVLAB utilizando-se os arquivog 21. mé possive

reproduzir os resultados obtidos anteriormente.
Diagrama de pdlos (x) e zeros (o)

W L T TR T

L s e O L0 )

1G]

01 1 1a 100 1000

Im

-90°

-180° p---

<Gijo)

2700 -4
0.1 1 10 100 1000
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Exemplo V.22: Para o circuito da figura, determinar a fungéctrdasferénciaG(s):

poélos e zeros e o diagrama de Bode.
2C 2R

— AW +

ve(t) R c == V()

J(s
(s

RC =50 ms

~—

Solucao: O circuito equivalente no dominio da frequéncimptexa é dado por (como se deseja determ

apenas a funcao de transferéncia, as condi¢cdémisniéo sao relevantes):

1
2sC 2R

— VWA +

Vi) R =T o
Substituindo o trecho em vermelho pelo seu circegfoivalente, tem-se:
1
2sC 2R Zpy (9)

2R

i AW + W

Ve(® R = IVC R my RVNE

Bl

—_ V9

_ R 2RCs
(9= V) oyl
2sC
1
R—
__2Cc __R
ZTH (S) R+i 2RCs +1
2sC
Aplicando a expresséao do divisor de tenséo noitiregyuivalente, tem-se:
1
N B e A R v.(9
2R+ + S 2R+~ |2RCs+1)+R
sC 2RCs+1 Vi (s) sC
Zmy (s)
V(g —— () T v (y)

= _ g
AR?Cs +5Rs + ;: 4(RC)?s® +5RCs+1

Andlise de Circuitos pela Transformada de Laplace — Sérgio Haffner — Versdo 11/9/2007

Pagina 55 de 59

, 0 diagrama de

inar



Circuitos Elétricos B

Solucdo (continuacao): Ajustando o coeficiente do termo de maior graudéaominador (tornando sg
coeficiente unitario), chega-se a:

1
-
V,(s)= 2i V()= 2RV,
2l 2, ® 1 s%+ S+
4(RC) [s + ARC s+ 4(RC)2J ARC 4(RC)2
1
_ 2RC
VS(S)_ . 5 1 Ve(S)
s+ s+
4RC ~ 4(RC)?
Substituindo o valor d&RC =50x10° dem-se:
10s
Vi(s)=5————V.(s)

~ §?+255+100 °
Dai, a funcao de transferéncia é dada por
G(s):VS(S): . 10s
V.(s) s?+255+100
Determinando as raizes do polinbmio do denomingume-se determinar o diagrama de polos e zerd

G(s) =&—§Sg. As raizes sao -5 e —20 e a funcéo de transfarode ser reescrita da seguinte forma:
S
e

I Im K=10
X X >

goVale)_  10s ~20 -5 T Re
SV o+ 5)sr 20

Em funcéo das singularidades da funcéo de tramsfier,éas expressdes das curvas assintéticas ddorede

fase do diagrama de Bode s&o dadas por:
w<<h = G(S)zﬁzi
5x20 1C

G(jw), =20l0g,,

%" = 20l0g,, - 20l0g,,10= 20l0g,, w—- 20 dB

06(jw) = D(j—“’j =90° -0=90°
10

5<<w<<20 = G(s)= -

. 1

Gljw), = 20l0gy, 7| = =6 dB
. 1

DG(]&))=D(EJ:0

w>>20 = G(s)

SXS S

G(jw), =20l0gy,

E‘ = 20log,,10-20log,, w = 20-20log,, w dB
jw

06(jw) = D(E} =0-90" =-90°
jw

U

s de
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Solucdo (continuacao): Utilizando a expressdo das assintotas, obtidari@ambente, pode-se esbocalr
seguinte diagrama assintético de médulo e de fasergtdo de transferéncia.

>
a

As correcdes considerando apenas a contribuicaadietermo na singularidatﬂ@: a)n) sdo:

Contribuicéo

w Singularidade Médulo [dB] Fase °]
5 Polo simples —3dB 25
-3dB —45

20 |Polo simples

O diagrama de Bode corrigido € dado por:

B/,
déc
|G(jw)|dB
0G(je)
>
7

Solucao alternativa: Por intermédio de simulacaoAVLAB/SIMULINK utilizando-se 0s arquivog 22m m
eV_22. mdl é possivel reproduzir os resultados obtidos amtaente.

Diagrama de pdlos (x) e zeros {0)
T

Diagramas de Bode

1G]l
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Exemplo V.23: Para o0 circuito anterior, determinar a expressae vls(t), sabendo que

V,(t) =10u(t) -10u(t —1) e que o circuito esta descarregadoten®.

Solucao: A transformada de Laplace da funcéo de excitagharé por:
v, (t) =10u(t) -10u(t -1)

Vo(o)= Ll (0] = Liout)-20u(e -1 = - e = a-e)

Utilizando a funcéo de transferén@(s), obtida anteriormente, pode-se obter a expresadimdsformada d
Laplace da tenséo de sal’da
10 0 _
V. (s)=G(sM.(s — 1-e°
o(s)=GlsMels)= (s+5 s+ 20) s(1 ) (s+5) s+20)( )
G s)

Para determinar a transformada inversa/g(e) € necessario obter a expansédo em fragcdes patoiagisguinte
quociente:
100 K, K,
= +
(s+5)(s+20) s+5 s+20

sendo os coeficientes, e K, dados por:

100 b {100}_ 100 _100_ 20
(s+5)(s+20)| s--9s+20] -5+20 15 3

K, = lim (s+20)¢ Iim{loo} 100 100 _-20
o (s+5)(s+20)| s--9 s+5| -20+5 -15 3

= im] (549

Utilizando estes coeficientes, a expresséo daftianada de Laplace da tenséo de saida pode serit@es
2 20
(2% 2%
vi( s+5 s+20

cuja transformada inversa é dada por:

vo(t) = [E) e™ —2?06‘20‘ ju(t) - (@ e 5t —2—30e‘2°(t‘ )ju(t -1)

3 3

O gréfico da tenséo de saida em funcdo do temporesttrado a seguir:

vs(t)

I
|
4
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
e g —— —
|
|
|
|
e
|
|
|
|
|

|l
|
|
|
|
L1
|
|
|
|
|

1.6

=
©
N

1]

I
l

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4
t
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Solucao alternativa:

Por intermédio de simulacdoAVLAB/SIMULINK utilizando-se os arquivog 23m m
eV_23. mdl é possivel reproduzir os resultados obtidos amtagnte. O gréafico da tensdo de saida em fu

do tempo obtido na simulag&o é dado por:

Ncao

Na Tabela V.4 encontram-se sugestdes de exerdiefesgntes aos assuntos tratados neste capitulo.

Tabela V.4 — Sugestdes de exercicios referent€apitulo V.

Livro Capitulo Pagina: Exercicios
634: 15.2; 15.3; 15.4; 155; 15.6 635: 15.11; 15.12; 15.15
Alexander&Sadiku 636: 15.21; 15.22; 15.24; 15.25; 15.27; 15.3B.34; 15.35
(2003) 15 637: 15.36; 15.37; 15.38; 15.40; 15.43; 15.44%6.45
638: 15.46; 15.48; 15.49; 15.50; 15.51; 15.8%.55; 15.56; 15.57
640: 15.71; 15.72; 15.77 641: 15.83; 15.84
324: 13.1
13 |325: 13.2; 13.3; 13.11; 13.12; 13.16; 13.17
326 13.22; 13.23; 13.24; 13.25; 13.26 323:28; 13.31; 13.40
. . 355 14.4; 145
N"Ss(‘igg‘gR)'ede' 356 14.7: 14.8; 14.9; 14.10; 14.13; 14.18:16
14 |357: 1417; 1418; 14.19; 14.20 358: 14.28:26; 14.27; 14.29: 14.30
359: 14.31; 14.34; 14.36; 14.37; 14.38; 14.39
360: 14.40; 14.45 361: 14.47; 14.49
362: 14.55. 14.56
711: 16.1; 16.2; 16.4; 16.5; 16.8 712: 16.11; 16.12; 16.13; 16.14
16 715: 16.28; 16.29; 16.30; 16.31; 16.32; 16.36:37
716: 16.51; 16.52; 16.53 717: 16.54; 16.56;56
Irwin (2000) 748: 17.1; 17.3, 17.4, 175, 17.6; 17.7,81717.9; 17.10; 17.11
17 750: 17.19; 17.20; 17.21 751: 17.22; 17.24; 17.26
754: 17.38; 17.39; 17.40; 17.41; 17.42; 17.43
755: 17.45; 17.46; 17.47 756: 17.55; 17.%9:60
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VI Analise de Fourier

VI.1 Introducéo

No curso de circuitos elétricos, dedica-se grarsfm@ para a andlise de circuitos elétricos suboset
excitagéo do tipo senoidal. Isto se deve a postalié de estender os principais resultados deatsamesmo
quando o tipo de excitacdo ndo € senoidal. Utitlease a série de Fourier é possivel determinas@osta em
regime permanente (resposta estacionaria) de wieaarema entrada periddica ndo-senoidal. A tramsfda
de Fourier permite analisar circuitos com entradasperiddicas de forma similar a transformada ajgdce,
ou seja, através de uma representacéo equivalerdeminio da freqiiéncia para a qual sdo obtidaagégs
algébricas que sao, posteriormente, convertidasgdominio do tempo.

VI.2 Série de Fourier

Através da série de Fourier € possivel transforfumacdes periddicas ndo-senoidais em um somatério de
funcdes periddicas senoidais, conforme ilustragarai VI.1.

Série de Fourier

Figura VI.1 — Esquema de aplicacédo da série deiéfour

Uma funcéo periodicaé qualquer fungcdo que se repete a intervalos neguldenominadogeriodos Toda
funcao periddica satisfaz a equacéo:

f(t)=f(txnT) (1)
onde n é um ndmero inteiro positivo maior que zerdll,n>0) e T é uma constante real denominada
periodo. Por exemplo, a funcéo seno é periodica,prriodoT = 271, pois:

ser(x) = ser{x+ 10{277)] = ser{x + 2[{277)] = ser{x+ 3({277)] = ..

Fourier mostrou que uma funcéo peri()dibén) pode ser representdgsor uma soma infinita de sendides e co-

sendides com periodos mudltiplos inteiros (harm@&)icdo periodoT da fungdo periddica (periodo
fundamental), constituindo a chamégixie Trigonométrica de Fourier, dada por:

! Para que seja possivel expressar uma funcéo 'mraridc(t) como uma série de Fourier devem ser satisfeitas as
condicdesde Dirichlet (suficientes mas ndo necessarias):

. f(t) deve ser univoca;
. f(t) deve ter um numero finito de descontinuidadesrdete cada periodo;
. f(t) deve ter um numero finito de maximos e minimosgrdette cada periodo;

«  Aintegral LHT |f(t)dt deve existir.

Toda fungéo periddica produzida por uma fonte satisfaz as condigdes de Dirichlet mas ainda néaceéhecidas as
condigfes necessarias para que uma fun‘dﬁbtenha representacdo em série de Fourier.

Andlise de Fourier — SHaffner/LAPereira Versao: 11/9/2007 Pagina 1 de 44



Circuitos Elétricos B

f(t)=a, + ian codnat) +b, ser{nat) (2a)
n=1

sendo a,, a, eb,, os coeficientes de Fouriere w, = 27TT a freqiiéncia fundamental da funcdo periddica

f(t). Os multiplos inteiros dey, , isto &, 2c,,3w, ,4a,, -, S&o denominaddsarmonicosde f(t): 2a, é o
segundo harmdnicdBw, é o terceiro harmdnico e assim por diante.

Os coeficientes da Série Trigonométrica de Fosderdeterminados através das seguintes expressoes:

__J'IO+T dt__j (Zb)

a, == J-ton t)cogkayt)dt = 2 jo f (t)cogdkayt)dt k=12 20)
tO+T 2T

__J' f (t)ser(kayt)dt ?J'O f (t)ser(kayt )dt K=12... 2d)

Alguma simplifica¢@o na notacéo pode ser obtidavas da redefinicdo do ternag, da seguinte forma:

f(t)= % + i a, codnayt) +b, ser{nat) (3a)
n=1
e
——J. T £ () codkant)dt == j (t)codkeut )dt k=012 (3b)
=2 j o £ (t)ser{kayt)dt = = j (t)ser{kayt)dt k=12, (3¢)

Neste caso, observar que a mesma expressao \#ilpgad determinag, pode ser utilizada para determinar
a, pois, quandk = Ocos(ka)ot):l. Embora isto simplifique a notacawio serd empregadmo restante do

texto para evitar possiveis confusdes. Desta fooraeficientea, da série de Fourier sera sempre igual ao
valor médio da fun¢aq conforme Equacéo (2b).

A expressao (2b) pode ser obtida multiplicando amb® lados de (2a) paros(ka)ot) e integrando em um
periodo, e simplificando da forma como segue (Ndsson&Riedel, pag. 437):

[ # (O)codkenyt)at

J.:N a, cogkayt)dt + i _[ :°+T [a, codney,t)codkat) + b, ser{nayt)codkat )dt
0 et b

0+ a{%)+0

De modo similar, a expressao (2c) pode ser obtidhipticando ambos os lados de (2a) mm{ka)ot) e
integrando em um periodo, e simplificando da foomao segue:

[ f (O)ser{ket)t

I :0+T a, ser{kayt)dt + ij. :0+T [a, cognast)ser(keut) + b, ser{nast)ser{keot)dt
0 n=1" °

0+0+bk[%]
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Exemplo VI-1: Utilizando as expressdes (3), determinar a sériealgier da tensdo periddica da Figura a
seguir.

f 1 1 >
T T 27 t

Solugdo: Inicialmente, definem-se os limites de integraftoe t, +T) e a fungad (t):

t,=0 = t,+T=T = C,_)O:?I__ﬂ

Pela expressao (2b),tem—se pera : O

27" 2
_J' cos(Oa)Ot dt——j ( Jtdt——j tdt = \'I{Z{%} :%{%—0}:
0

2

Para unk qualquer, tem-se:

= —I (t)codkeut)dt = .[ ( Jtcos(ka)0 t)dt=m .[ tcogkayt dt

a,

Para a determinacéo da integ.fabos(kwot)dt utiliza-se integrac&o por partesendo:

u=t = duzd;[( )
Keopt
dv=codkeyt)dt = = Skl
° K,
Assim,
Itcos(kwt)dt = tser(k%t)—jser(k%t)dt: t ser(ka)t)—ij'ser(kwt)dt:
0 ke, ke, ke, 7 ke, 0
= U serkay)- 1 {—cos(ka)ot)}:
ke, ke, Kew,
t 1
= ——senkwyt)+-——- cogka,t
ka)o r( 0 ) (kwo)z 5( 0 )

Substituindo a expressao anterior, na equacéa® deem-se:

Z Integrac&o por partes: Iudv= uv—J.vdu
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Circuitos Elétricos B

Solugéo (continuagao):

jg tcod ket )dt
=
2V, | t 1
= Kept ) + ———codkawpt) | =
= Byt et )L
2V, | T 1 0 1
= ke, T kew,T ) - ke, 0) + ——~ codkaw,0
e T )
Nas expressdes trigonométricas, consideranquw%,
B =0 =1 =0 -1
a = 2\/;‘ T ser{kz—ﬂTj+ 1 2cos(kz—”Tj— 0 ser{kz—ﬂoj+ 1 zcos{kz—ﬂoj =
T2 | kay, T ) (keyy) T ke T ) (k) T

o
]
x

O valor deb, € dado por:
_2¢T _2¢7(V, _ N (T
b = — I . f(t)ser(ka)ot)dt—?j0 (?jtser(ka)ot)dt— = I . tser{kayt)dt
A integral I tser(ka)ot)dt também pode ser determinada por partes, comaadalianteriormente, ou atravies
de alguma expresséo de tabela

1 ~ser{kapt) - b codkat)

(ke) kay

Assim, a expresséo dg fica sendo:

I tser{kayt)dt =

jgtser(kwot)dt

{ L cerfient)-

t
(keop)® Koy

ser{ka,T) - Lcos(ka;OT) - (ﬁ ser{ka,0)- % codkaw, 0)}]
0
Nas expressdes trigonométricas, consideranquw%,

T

cos(ka)ot)} _

0

o
I
_|
3
&

—

(ka)o )2 kC()O 0

® Algumas integrais Uteis: J- xser(ax)dx = izser(ax) - g cos(ax)
a

J- xcos(ax)dx = iz cos(ax) + éser(ax)
a a
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Solugéo (continuagao):

=0 =1 =0 =1
——

—_— —_— —_—
b, = lzm ! 2ser{k2—7TTJ—Lcos{k2—”Tj— ! zser{kz—ﬂoj—ico{kz—ﬂoj =
T2 | (kewy) T ke, T (kewy) T ke, T

T? ke,
bk = _Z\/m = _2\2/; = _Vm Ok
Tka, Tk? kmr

Utilizando os coeficientes,,, a, e b, anteriormente calculados, tem-se a representm;irét) em série de
Fourier:

v(t)

a, + ian codnait) + b, ser{nat) =

n=1
= \%"‘ —VF’“ n:l%ser(na)ot) = sendow, :2?”
= Vo _Vm _Vn _Vn _
== ser{apt) 2ﬂser(Za)Ot) 3ﬂser(3wot)

A seguir apresenta-se o grafico dpsatro primeiros termos da série, esmul, e 0 valor da sua soma, ém
vermelho, considerand®/,, = ® T =1. Observar que com apenas estes termos a fungfmesema bastante

da funcdo original. A medida que o numero de termmssiderados aumenta, a representacdo em |série
aproxima-se mais da funcdo original. Neste caswalor parat = Odifere do valor original mas deve-se
lembrar que na funcéo original tal vatgio estava definido(entre 0 eV,,).

v(t)
Vo(t)
vi(t)
Va(t)
va(t)

Solucéo alternativa: A série de Fourier pode ser obtida por interméfdicsimulacio MTLAB/SIMULINK *
utilizando-se o arquivdl _1. ndl . Supondd/,, = 1 eT = 1, tém-se 0s seguintes graficos para as companente
e para a aproximacao.

4 Disponivel emht t p: / / sl haf f ner . phpnet . us/ ci rcui t os_b/ nat | ab/
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Circuitos Elétricos B

Solugéo alternativa (continuagéo):
Sinal decomposto Aproximacéo do sinal considerarw®
06 - ; ; ; ! 1 ! ; ! ! i

0.4

0.2
nk.

0.2

0.4 : ; !

DC, , 2° Harmonico, 3° Harmonico

VI.3 Andlise de circuitos elétricos em regime perma  nente n&o senoidal

O processo de analise do regime permanente deteg@ubmetidos a excitacdes periddicas utilizasela
série de Fourier ndo acrescenta novas técnicassdiicdo. Inicialmente sdo determinados os coefesede
Fourier e a fonte periddica ndo-senoidal é suliddtipor uma associacdo de uma fonte continua (com
amplitude proporcional ao terma,) e uma série de fontes co-senoidais e senoidais @mplitudes
proporcionais &, e b,, respectivamente). A resposta em regime permaesidéida utilizando-se o principio
da superposigéo, conforme ilustra a Figura VI.2jmal determina-se a correrit(e). A parcela relativa a cada

uma das fontes pode ser determinada utilizando,epemplo, o método fasorial e a resposta completa
corresponde a soma das parcelas.

Fonte original Fontes equivalentes Superposicao

I ()

—»

Rede

para
w=0

i (t)

Rede
para
w=w,

@ Rede

in t)

—>

0)=210) sera

n=0 w=Nw,

Figura V1.2 — llustrag&o do processo de solucioreggmdo série de Fourier.
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Circuitos Elétricos B

Exemplo VI-2: Determinar a expressdo da corrente de regime pertei (t) considerando que a tenséo da

Figura a seguir é aplicada a uma associacdo sérient resisténcia de @ e uma indutancia d&, H.
Considerar apenas os termosaté . 3

Solucao: Utilizando o resultado do exemplo anterior, coesattdoV,, = 3T =3 e w, = 27%. = 2”3, tem-
se:

V.V V \V
vit) = 2 -Tsenwt)-—"ser2w,t)-—"sen3wt)-...
£) = Yo-Yoserfa) - on serfoy) - 1 serf3a)
_ 3 323 o 527 3 el 37
2 T 3 271 3 371 3
3 3 2T 3 4 3 6
= ——-—sen—t|—-——sen—t|—-——sen—t |-
2 r[ 3 21T 3 3 3

De acordo com o teorema da superposicdo, a respestarias fontes atuando simultaneamente é a dama

resposta individual de cada fonte. Considerandoages termos até= , 3em-se:
vit) = 3 _Bsed |- sed |- 3 sed 874 =
2 3 2 3 3 3
= VotV +V, Vg

A resposta para, =g é:
A 2 3 2 : A . L
Para a freqiiéncia angulay = 3 da fontev, = ——se ?t a impedancia equivalente da carga € igual
T

Z1=R+jwl =1+ j%ﬂ§=1+ j2=224 634 Q
T

e a corrente sera dada por

e

i, = L 634" |=-0,426se —t—634
224 3

Para a freqliéncia angulax, =4?, da fontev, = —Ziser[%tj a impedancia equivalente da carga é igua
T

Z: =R+ jw,l = 1+J—§ =1+ j4= 413 760° Q

®> O médulo da corrente seré igual ao médulo da tedisddido pelo médulo da impedancia e o anguldase da corrente
estara atrasado, com relacdo a tenséo, de um dggalao angulo de fase da impedancia.
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Circuitos Elétricos B

Solucao (continuacdo): e a corrente sera dada por:

i, = /Zﬂser{—t 760} OllEserE—t—?GOj

414
A 617 3 617 . A : .
Para a freqiiéncia angulax :? , da fontev, = —3—se ?t a impedancia equivalente da carga € igug
7T

Z3=R+jwl =1+ j%T§=1+ j6=608 805 Q
T

e a corrente sera dada por:

“an,

i3 = L 805) -0,0524se —t 80,5°
608 3

Considerando estes termos, a resposta em regmnmpemte sera:
it) = ip+i,+i,+ig=

—O426887[—t 634} 0115887{—t 760) 00524ser(—t 80,5°j

o

N w

3

2.5

it)
V() 15

0.5

QJI.-p

Observar que os gréaficos das fungées/tipe i(t) ndo apresentam a mesma forma de onda.

Solucao alternativa: A solucdo deste exercicio pode ser obtida porrrivdio de simulacdp
a
gime

MATLAB/SIMULINK utilizando-se os arquivogl _2a. ndl e VI _2b. ndl . No primeiro arquivo realiza-se
reproducdo dos resultados obtidos anteriormenteseja, determina-se a tensdo e a corrente de rg
considerando os termos até3, obtendo-se o0s seguintes graficos para a tens@wmente, respectivamente:

3 : : : : 25 ;

; : ; ; | :
15}
1t

05t

L R L ] | A | L
a 2 ) B g 10 I 2 4 B 8 10

O segundo arquivo realiza a simulacdao da funcatedds serra exata aplicada ao circuito RL, obtesalo-

grafico da corrente considerando a forma de onidgnat e ndo mais uma aproximacgao desta. Compars@ao

os graficos obtidos para a corrente, observa-sa doena de onda do valor de regime obtido na apragéo é
bastante préxima ao valor exato, sendo as maidlergidcas localizadas nas vizinhancas dos instamegue

a tensao varia bruscamente.
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Circuitos Elétricos B

Solugéo alternativa (continuagéo):

Os termos em co-seno e em seno da expressao @nps®t combinados em um Unico termo, possibilitando
representar cada um dos harmﬁnicos‘(té através de um coeficiente Unico. A combinacédo sedeealizada

em termos de seno ou co-seno, sendo a segundadpresentada a seguir:
=8, + Y A codnat +6,) (4a)
n=1
sendo

A6 =3~ b =/a; +b? |6, k=12 (4b)
Observar queAk@ =a, — jb, corresponde ao numero complexo cuja parte regu#@l ia a, e cuja parte
imaginaria é igual a b, .

A expresséao (4) é obtida a partir da expresséo s(ﬂb)stituindo-seser(na)ot) por cos(na)ot —90"),

=%t ian codnet) + b, ser{nayt) = 8, + ian cognayt) + b, Cos(na)ot - 90°)

n=1 n=1

Fazendo a transformada fasdtidé um dado termkda série, chega-se a:

a, cogkawyt) - a0 = a
+ b, codkegyt ~90') . bl-9%0 = - jbk
a, codkayt)+b, cos(ka)ot -90 ) - A @

ondeAkl_ a, — jb, =+/af +b? | tan™ b/ =.Jaf +b? tan’lb/

Fazendo a transformada fasorial inversa do teAod, , tem-se:

A @ - Accodkayt+6,)

Deste modo, o termoancos(na)ot)+bn cos(na)ot—QO") da expressdo (2a) pode ser substituido por
A, codnayt +86,) , resultando na expresséo (4).

Exemplo VI-3 : Utilizando as expressoes (4), determinar a sériealirier de co-senos da tenséo periddica do
exemplo anterior.

® Observar que a transformada fasorial foi feitastterando o valor de pico.
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Circuitos Elétricos B

Solucao: Da solucédo do exemplo anterior, tem-se:
Y/

8 = Y
a = 0 Ok = 123,---
-V
= m Ok = 23
B k7 123
Assim,
Ak@:ak—jbk k=12

Vy _Va
Akli O—j( j—jG o +90°

. - V N .
Utilizando os coeficientesA, =k—"‘ e os angulos de fasé, =90°, anteriormente calculados, tem-se a
T

representacéo deft) em série de Fourier de co-senos:

=%+iAmdMM+%)

v(t) = a, + z A codnayt +6,)=-m + z cos(na)ot +90° )

= Y +Vm cos(na)ot +90° ) sendow, =2n
2 71 e T

vit) = \%m + 7mcos(a)0t +90° ) + icos(Za)ot +90° ) + ng;COS(%Ot +90° ) +

Na expressédo acima, substituindof(na)ot +90°): —ser(na)ot) chega-se a expresséao obtida anteriormente|

Por outro lado, empregando a identidade de Eulgossivel escrever a série de Fourier de forma mais
compacta, como mostrado a seguir. Da série trigétrara, tem-se:

=g, + ian codnat) + b, ser{nat)
n=1

elnwot e_Jn%t e]nwot e‘anot

e sel(na)o) —————— a série de Fourier pode ser

Considerando quecos(na)0 ) 5 2
]

rescrita como:

=g+ a,
n=1

ejnwbt + e—jn%t ) ejnwbt _e—jnwbt
T LT
n=1 J
Agrupando os termos egl"® e e "' tem-se:

f(t) = a +Z;( : Je'”“’ot +Z;( . Je inaat _
a, + Z( jem%t N 2( je inaay

Substituindo os termc{s?— Jb—z"j e (a—zn + Jb—z"j por C, e C_,, respectivamente, e definind®, = a,’, tem-

se:

f) = Co+Y G+ C e =Y c el 43 el
n=1 n=1 n=0 n=1

" Observar que, pam =0, elnat — gi0mt — 1
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Circuitos Elétricos B

zc e

+ ZC ghatt = Z.o“cr]ej““*’t

n=—oo n=-co

Define-se, assim, @érie Exponencial de Fourier

icnej“%t

onde;:
Co=2a,
a .b
C =|=Xx-jXk
K (2 sz
a b
C =| 2k 42k
-k (2 sz

Co+ D Ce" +> C_ el

= (5a)
n=1 n=1

(5b)

k=12, (5¢)

k=12, (5d)

Observar que os coeficient€ sdo numeros complexos e podem ser determinadasiados coeficientes da

série trigonométrica.

Exemplo VI-4: Utilizando
anterior.

as expressoes (5), determinar a sériealgier da tensédo periddica do exemplo

Solucao: Da solucédo do exemplo anterior, tem-se:
= Vn
% 2
a = 0 Ok =123, o
b, = —om Ok = 123 @7
k7 '
Assim
Y/
C.=a.=-"1
0~ 8 5
—V
a .b 0 / .
C =| Zx-jx|=| 2= Kt | = m_| 9o k=12,
s (2 sz 2 J2sz 2kn|— a
-V
a . .b 0. . % -V V
C_ = _k+ _k = —+ —IT = - _m:_m —90O k: 2,..
“ (2 sz 21T Vo 2knL a

Utilizando os coeficiente€
exponencial de Fourier:

0 V . 0 V .

vt) = Co+) Ce"™ +) C e = m+ Mol +) M| 9@ e " =
Y zl Z " E‘Zm ;2711

= V_m +V_mi 1 ej(ﬂ%t+9(f) +_mM Vm le—j(nwot+90°)

2 2men 2ren

_ Va Va1 faweo) o il Hg@)]
vit) = Im 4 Ym [elnwo +e il
() 2 ZHZI’]

Observar que:
ei(n%t+90°) + e—i(nwot+90’ )

o» C, e C_, anteriormente calculados, tem-se a representm;&()t) em sérig|

ZCos(na)Ot +90° ) = 2[cos(nwot)coe(90° )— ser(na)ot)ser(90° )] =
-2ser(nat)
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Solucao (continuaqéo)' Substituindo na expresséo do exemplo, chega-sprassao da série trigonométriga:

vit) = 7"‘ ﬂz [ 2ser{nayt)] =

= 7‘“— 7";2 ser(na)0

Através das expressdes (2), (4) e (5) pode-sendigt@r a seguinte tabela de equivaléncia entre rmsafo de
apresentacdo da série de Fourier.

Tabela V.1 — Formas de apresentacdo da série dieFou

Série de Fourier
Forma trigonométrica 1 Forma trigonométrica 2 Forma exponencial
f(t)=a, + > a,codnayt) +b,sernayt) | f(t)=ao+ > Acodnayt +6,) | f(t)=D Ce
n=1 n=1 n=-co
o t0+T t0+T _
SN % =7, =2
to+T = i - &
i ——J (t)codkeut )dt Cy -( 5 2}
‘—f A L a, — jb, =ya¢ +b¢| 4 L
x b, = '[to (t)ser{(keyt)dt c, =| 34
o 27
Sendow, = 27TT a frequéncia fundamental da funcéo periédic(e) cujo periodo & f(t)= f(tt nT),Dn inteiro
Os limites de integracadevem abranger 1 periodo completomas podem iniciar e terminar onde for 1
conveniente.

VI.4 Influéncia da simetria nos coeficientes de Fou  rier

A determinacéo dos coeficientes de Fourier podsisglificada quando se consideram os efeitos mados
pelos diferentes tipos de simetria da funcao quieseja obter a representacédo em série de Fourier.
VI.4.1 Simetria de funcdes pares

Uma funcéo é ditaar® quando:

f(t)=f(-t) (6)

O grafico de funcdes pares € simétrico com relagaeixo dog, conforme ilustra a Figura VI.3.

8 O termopar é oriundo do fato das funcbes polinomiais que yerss apenas coeficientes pares apresentam esta
caracteristica. Observar qu8 = (—x)*", 0 n inteiro.
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Figura VI.3 — Funcéo par.

Para funcdepares as expressodes utilizadas para calcular os cesfes do Fourier se reduzem a:

{(t) =20+ a, coney) f(t) par
n=1
com:
L1t 1T _ 2%
ao_?jto f(t)dt—?'[o f(t)dt—?Jo f (t)dt
2 (T 2T _4 1/2 —
ak—?J-to f(t)cos(ka)ot)dt—?j0 f(t)cos(kwot)dt—?jo f (t) codkenyt)dt k=12,
bk — k=l21
ou
f(t) = icne"“"Ot f(t) par
onde: -
Co=3
:i—'&:i—'g :& =
C. (2 jzj (2 jzj - —~ ¢,00 k=12
a . .b 0
C_k:(zk+J2kj=(a2k+JEj=%=Ck = C,00 k=12,

VI.4.2 Simetria de fungbes impares

Uma func&o é ditanpar® quando:

f(t)=-f(-t) ()
A Figura VI.4 mostra o grafico de uma funcao impar.
4 1)
Fm
I >
2 T2 T t
-F.,

Figura VI.4 — Fun¢do impar.

Para funcdesmpares as expressdes utilizadas para calcular os cesfes do Fourier se reduzem a:

°® O termoimpar é oriundo do fato das funcdes polinomiais que yEssapenas coeficientes impares apresentam esta
caracteristica. Observar qu8™ = — (—x)*™"*, O n inteiro.
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f(t)=ibn ser{nat) f(t) impar
n=1

com:

a =0 k=012,

2 (Lt 2T 4.7

0 =2 t@)serkeatar=2 [ (dserkaytlot =2 [ 72t @)serlaat)at k=12,
ou

f(t) = icne"”“’Ot f(t) impar
onde: -

a . b 0 .b .b
C:_k—_k:_——kz——k
k (2 sz (2 sz 15

a. b)) (0 .b)_.hb
C_ oy i SR S N I e S I B 8 —-C
K (2 sz (2 sz 12 k

Observar que o simples deslocamento da funcdongo ldo eixo do tempo pode fazer com que uma fusgéo
torne par ou impar, ou seja, € possivel, com dresepropriada da origem do eixo dos tempos, feaer que
uma dada funcéo se torne par ou impar, conforrarala Figura VI.5.

k=12,---

k=12.--

4 1) Versdo PAR
Fm
Funcéo original l T >
12 R N 2 1 T t
A f(t) —Fm
Frm
<« >
T T T >
—T1/2 I T/2 L t
—Fm
A ) Versdo IMPAR
Fim
T >
=12 L LI t
_Fm

Figura V1.5 — Deslocamento no eixo dos tempos fmarear uma fungéo par e impar.

VI.4.3 Simetria de meia onda

Uma funcao apresensametria de meia ondase:

f(t)=—f(t—T/2)

(8)

De acordo com a expressao (8), uma funcao periégicesenta simetria de meia onda se depois decddalo
de meio periodo e invertida torna-se igual a fungdginal, conforme mostra a Figura VI.6. Obsergae a
simetria de meia onda ndo depende da escolhaghnodo eixo dos tempos.
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i f(t)
—> —>
| | | >
=T/2 I D T/2 T t
—Fn
_T Deslocamento % periodo
e A 1-T7)
T T T >
L7 N R T2 . T t
—Fm
A — f(t _T ): f(t) | Inverséo
Fm 2
T T T >
=T/2 I T/2 I N t
—Fm

Figura VI.6 — Func&do com simetria de meia onda.

Para funcdes corsimetria de meia onda todos os coeficientes, e b, s&o nulos para valores pareskde
Como o valor médio de qualquer fungdo com simeteaneia onda € igual a zera, = e0as expressoes
utilizadas para calcular os coeficientes do Fowgereduzem a:

f(t)=a, + > a,codnat) + b, ser{naxt) f(t) com simetria de meia onda
n=1
com:
a =0 k= 0246, (kpar)
_4 _ ]
a, —?JO f (t)codkeut)dt k= 1357, (k impar)
b, =0 k= 2468, (kpar)
_4h _ ]
b, —?J.O f (t)ser{keayt)dt k= 1357, (k impar)
ou
flt) = D .Ce f(t) com simetria de meia onda
onde: )
Co=8,=0
a .b 0 .0
c =22 ]=(2-2)=0 k= 2468, (kpar
k(zlzj(z JZJ (k par)
c, =| & - b k= 1357, (k impar)
2 2
a . .b 0,.0
c. =B+ ]=(24+;2)=0 k= 2468, (kpar
« [2 JZJ (2 JZJ (k par)
C. =(a—2k+ jb—zkj k=1357,--- (kimpar)

As simplificacdes que ocorrem nas expressdes dueedeos coeficientes de Fourier em funcao da siemda
funcao original estdo resumidas na Tabela VI.2.
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Tabela V.2 — Coeficientes de Fourier de funcemgieas com simetria.

;'rﬁ(ét?ii Condicéo Forma da série de Fourier Expressdes dos coeficientes
_2(%
ay -?jo f (t)dt
= Ok =123,
f(t)=a, + ) a,codnmp) e
) n=1 8 == J' Ut f (t)codkayt)dt
Funcgéo f(t)= f(—t)
par b, =0
Co=2g
()= 3 c el = 23k
= G, =€, =a—2" = Real
[k = 012,---
f(t) = an ser(na)ot) Ok =123,
=il T
by :$ | 0/2 f (t)ser(keayt)dt
Funcéo i
impar f)=-(-) C,=0
Ok =123
f(t)= Z‘,CnejnwOt Cy :—jb—zk = Imaginario
n=-co
. b
Cx= J7k =-Cy
2, =0
k=246, (kpar):
a =0
00 bk =0
f(t) = Z a, cos(nwot) +b, ser(na)ot) k= 1357,--- (k impar):
n=1 4 1/2
8 == j . f (t)codkayt)dt
T
b =2 | V2 (t)ser{ket)dt
Simetria de f(t):—f(t—T/) TJo
meia onda 2 Co=0
k= 2468, (kpar):
C,=0
3 C_k =
f(t)= Z:Cnej"“’bt k= 1357,--- (k impar):
n=re a b
C, = Tk ik
k [ > J 5 j
a b
C_, = _k+ i K
k ( > J 5 j
Sendoay, = ZﬂT a freqiiéncia fundamental da fungéo peri(’)di(fa) cujo periodo g f(t) = f(t * nT),Dn inteiro
Para utilizar as expressdes que levam em cagitaedria, o limite inicial de integracdo deve sero.
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Exemplo VI-5: Determinar a expansédo em série de Fourier da teres#mlica da figura a seguir.

Solucéo: Pela analise do grafico, observa-se que a fung@od@screve/(t) ndo é par nem impar, m
apresenta simetria de meia onda pdt$=-v(t - 2), logo:

V(t) = ia” cos(na)ot) +b, ser(na)ot) wy = % - 2_: _%
n=1
Parak = 246,--- (k par):
a, =0
b, =0

Parak = 1357,--- (kimpar):

_ A7 _4¢2 T\ _of2 krr )\, _
a, = ?jo v(t)cos(ka)ot)dt—zj'o&cos{k;t}dt—Sjotco{7tjdt—
r 2
=3 12co{k—ntj+%ser{k—ﬂtJ =
@ 2 ) 2
i =0 ’ =1 =0
=3 L co{k—nZJ+£ser[k—nZJ— S co{k—n J+£3e,—[k_’TJ =
@F 2 7) 2 bn 2 ) 2
J 5 2| =10k impar 5 2 o4
= {G} COS(k7T> -1 :{GJ (— 2)= (kﬂ)2
_ A7 _42 T\ o of 2 k), _
b, = ?J'O v(t)sedkwot)dt—zjo&ser{k;t}dt—qotser{?tjdt—

2

w

1 krr
sen—t |-
:2

t {kﬂ j

+-C0g —t

- 2
/_j;\

0
ser{k—ﬂ 2) - k—ico{k—n 2
2 = 2
2
4 =-10k impar 12
—Zlcodkm) ===
3( knj E( kmr

Deste modo, tem-se:

-0
=0

kﬂoj —k—(,)Tco
2

- (éfser{7
2

=0

70

1

2

w

0 5 [fef) ety
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Solugéo (continuagao):

n=1 n=3

0 = [l 5)- ol [ oA 5ol 5

n=5 n=7

{ﬁ}o{%ﬂq{;_ﬂse@t){%}o{gt){%}e@j+...

O gréfico a seguir ilustra o valor calculado ddesgara os trés primeiros termos (edaul), calculados par
n= 1,3e5 e a soma destes (emrde).

v(t)
vi(t)
va(t)
Vs(t)

152

Solucao alternativa: A solucdo deste exercicio pode ser obtida porrrirddio de simulaca
MATLAB/SIMULINK utilizando-se o arquiv®/l 5. ndl . Assim os graficos dos componentes até n=5
aproximacao sdo dados respectivamente por:

Sinal decomposto Aproximacéo do sinal consideramo
5 . : . B . . .

DC, , 3° Harmonico, 5° Harmonico

O

e da

Exemplo VI-6: Determinar a expansdo dos trés primeiros termosnuéms da corrente que circulara
associagdo RC série, quando esta é alimentadarpmversor cuja forma de onda € dada pela figuegair.

4 ) i(t)
—>
200017 |~~~ TTTTTTTT " - N
106- e [ — R R=1Q
i i C =250 uF
— > _
T, T v(t) T =16ms
t —— C
~100[ T
—200}----mmmm e =
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Circuitos Elétricos B

Solugdo: Pela analise do gréafico, observa-se que a fungéodgscrever(t) é impar, poisv(t)=-v(-t), e
apresenta simetria de meia onda, pu{s)=-v(t—2), logo sera representada por uma Série de S
(a, =0, 0k) com todos os termos pares nulos.

-3 _2n_2n_n
—nzfl:bn ser{nayt) @ ===
Parak = 246, -- (k par):

b, =0
Parak = 1357,--- (kimpar):

b, = $ j T/Zv(t)ser(ka)ot)dt=iD-C)%looser(ka)ot)dt+ j %ZOOSer(ka)ot)dH j TT//ZlOOser(ka)ot)dt} =
_ 4 [ —100codkayt) % . | ~200codket) 4 —100cogkat) g
ke, ke, % ke, T/

T
= ki?o {[—Cof(ka)o ]43 +[- 2codkat) ] +[—C0§(kwot)]1/2}:

- 20 Lo )bl 2ok 1) sk oo oo
= %)[— cos(kg)+1— 2cos(ki3”)+ ZCOS(k%’)— cogkr) + Cos(k%”)] B

- %)[1+ cos(k%’) - COS(kz—:) - COE(kﬂ)]

Como apenas os termos impares ndo sao nulos, tarsegpiinte sequéncia de valores:

0

k | codkz) |-codkzz)| -codkn) |1+ cos(kg)— cos{k i;’)— codk) by
1| 05 05 1 3 2005 19099
3| 1 1 1 0 5
5| 05 05 1 3 ?3 3820
71 o5 05 1 3 ?3 2728
9| -1 1 1 0 0
11| 05 05 1 3 %(33 1736
13| 05 05 1 3 %’3 1469
5] -1 1 1 0 0

Observar que todos os termos mdltiplos de 3 apt@sevalor nulo e os demais séo iguais a:
b, = %’ Ok impar, k # maltiplode3
T
Deste modo, tem-se:

v(t)

I
M
o

S

3 ‘8
|

»

®
N

>3
N
_|.|F'
N——

T

n=1
nimpar
n ndomultiplode3
n=1 n=5 n=7 n=11

S (BT (B
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Circuitos Elétricos B

Solugéo (continuagao):

Os trés primeiros termos nao nulos da tensdo sfusqeor:
n=1 n=5 n=7

vatemogt) = 190995er£2?”t) + 38,203er{52?ﬂtj + 27,2839{72?”t)

O gréfico a seguir ilustra o valor calculado ddesgara os trés primeiros termos (edaul), calculados par
n= 15e7 e a soma destes (emrmelho).

250

200
150
\/3 termO‘(t) 100
Vi(t) 50
Vs(t) 0
v (t) 50
-100
-150
-200

250,

t [ms]

De acordo com o teorema da superposicdo, a respestarias fontes atuando simultaneamente é a dar
resposta individual de cada fonte. Considerandmapes trés primeiros termos n&o nulos, tém-s
componentes calculadas a seguir.

Para a freqiiéncia angulag =?ﬂ:%=1257, da fontev,(t) :—Oser(1251t) a impedancia equivalen
da carga é igual a:
= 1 . 1 .
Z1i=R-|—=1-]———=1-j1019=1023-8439 Q
' Vac = ' 125msox10® ! q-8439

e a corrente sera dada P3or

60
i(t) = ﬁser(lzm +8439') =1866ser{1257 +8439 )

10,23
. 21T 21T 600 . .
Para a freqiéncia angul =5—=5——=6257, da fonte v.(t)=——sen625t) a impedancis
q qulasy =577 =5 s(t) = ~ser(625) p
equivalente da carga € igual a:
= 1 . 1 .
Zs=R-j—=1-j——————=1-j204=227|-6385 Q
° Vac ™ Veasmsoxio® ! |-6385

e a corrente sera dada por:

60
i (t) = %Tser(&&t +6385 ) =1683ser{6257 + 6385 )

152

(e

%0 médulo da corrente seré igual ao médulo da tedsédido pelo médulo da impedancia e o angulofate da
corrente estara adiantado, com relacdo a tensammdagulo igual ao angulo de fase da impedancia.
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Circuitos Elétricos B

Solugéo (continuagao):

. 27T 27T 600 . .
Para a frequéncia angul =7—=7———=8757, da fonte v,|t)=——sen875%t) a impedancia
q qulaw, =7 =7 7(t)=—ser(8751) p
equivalente da carga é igual a:
= .1 . 1 .
Z7=R-j—=1-j————————=1-j146=176/-5550" Q
! Voc = Vermmsox10® ! |~5550

e a corrente sera dada por:
60
i, (t) = %ser@?&t +5550 ) =1545ser{g757 +5550')
Considerando estes trés termos, a resposta emergginmanente sera:

i3termos(t) = i]_ +i5 +i7 =
= 1866ser{l257t + 8439 ) + 1683ser(6257t + 6385 )+ 1545ser(g757t + 5550 )

60

40
i3 Iermo:(t)

i(t)
|5(t) ok
i7(t)

-20

20

-40

-60

t [ms]

Embora a amplitude dos harménicos de tensdo demofde 7 sejam bastante inferiores a amplitude
fundamental (20% e 14%, respectivamente), obsequer os harmonicos de corrente corresponde
apresentam amplitudes muito semelhantes a da fuemdah(90% e 83%). Isto se deve ao fato de que
harménico de tenséo “enxerga” uma impedancia difergque decresce quando a frequéncia aumenta,

caso. Observar, também, que os gréficos das funighes) e i(t) ndo apresentam a mesma forma de ondd.

Solucdo alternativa: A solucdo deste exercicio pode ser obtida porrrrddio de simulaca
MATLAB/SIMULINK utilizando-se os arquivogl _6a. ndl e VI _6b. ndl . No primeiro arquivo realiza-se
reproducdo dos resultados obtidos anteriormenteseja, determina-se a tensdo e a corrente de rg
considerando os trés primeiros termos, obtendoseseguintes graficos para a tensdo e corrg
respectivamente.

200f -
100
i

-100

200 F

B0

2 da
ntes
cada
neste

a
gime
ente,

002 0025 003 0035 004 0045 002 0025 003 0035 004 0045
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Circuitos Elétricos B

Solucao alternativa (continuacao): O segundo arquivo realiza a simulacdo da func@baeaplicada a
circuito RC e permite obter o grafico da correnbasiderando a forma de onda original e ndo mais
aproximacao desta. Comparando-se os graficos sbpida a corrente, observam-se diferencas signtisa
indicando que a aproximacdo empregada ndo € capazpdesentar com fidelidade o funcionamento d
circuito.

200

100
JIASSAS

-100

-200

002 0025 003 0035 004 0045

Observar que a forma de onda da tenséo originakapta variacoes instantaneas ( 208mt=0 s, + 100V

emt="/s, —100 V emt="/5, - 200 V emt="/,, =100 V emt=*"/5, +100 V emt=""/;, e assim sucessivament
gue sdo aplicada a uma associagdo série de unoresism capacitor sendo, portanto, a correnteqooignal
a derivada da tensdo aplicada no capacitor e tilmipelo resistor (observar que existe corresporaéntre og
picos de corrente obtidos na simulacdo e a magnitiag variacdes instantaneas pois a resisténciaakom
unitario). Por outro lado, na aproximacao por séeid-ourier, estas variacdes instantaneas na@exipbis as

O

uma

este

e)

fungbes que representam os termos desta séri@stiouas.

VI.5 Poténcia média de fun¢Bes periddicas

A poténcia média fornecida para um sistema ou coemte pode ser facilmente determinada quando péed

is

das representacdes em série de Fourier da tenddacerrente dos seus terminais. Sejam as repreéenta

trigonométricas em co-senos da corrente e da tensao

v(t) =Vec + DV, cos(na)ot +6" ) 9)
n=1
i(t)=ICC+ZIncos(na)Ot+¢9;) (10)
n=1
sendo
V. — Valordacomponente continua da tenséo [V];
V, - Amplitude do harmonico de ordemda tensao [V];
g - Angulo de fase harménico de ordarda tens&o [radianos];
lcc — Valor da componente continua da corrente [A];
|, — Amplitude do harmdnico de ordenda corrente [A];
g - Angulo de fase harménico de ordarda corrente [radianos].

it)

—

v(t) SISTEMA

Figura VI.7 — Sistema elétrico a dois fios em regimermanente.
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Circuitos Elétricos B

Para os sentidos de referéncia da Figura VI.7 siderando o period® da tensdo e da corrente, a poténcia
média fornecida para o sistema é dada‘por

_ _ 1 t0+T to’fT .
P= pmédia—?jto t—_'[ (11)

sendo a tensdo dada pela expressdo (9) e a copelateexpressdo (10). Embora o calculo envolva a
multiplicacdo de duas séries infinitas, a integoag@ um periodo elimina todos os termos nos quiERsHo e
a corrente possuem freqiéncias diferentes. Assipressao (11) simplifica-se para:

n=1" °

Mas'
cos(@" 2 )+ cos(Zna)Ot +6) +6! )
2

cos(na)ot + H")cos(na)ot +6 )

logo

_ %{[\/CCI o] T+ 2\’7' [ eodey -6+ codenaat + ey + Hﬁ,)dt}
Observando que a integragaocm(znwot +6! +6.) a0 longo de um perfodo é nula, tem-se:
btcals” + 35 oot -k -
Vecleet] &7 + z cos(é’" o )j t dt} =
et + 3 codey -t 415 |

P =

—|||—\ —|||—\ —|||—\

Substituindo os limites de integragdo, chega-sgéesséo final:

P = Veleet ZV”ZI” cos(é’rY —Hri,) (12)
n=1

Assim, a poténcia média total fornecida para esiaté igual a soma das poténcias médias assoeiadas
diferentes harmdnicos de tenséo e de corrente.

Exemplo VI-7 : Considerar apenas os termos até , d8terminar a poténcia média total fornecida para
associacao série (resisténcia de & indutancia d&, H), sabendo que:

vit) = §—%ser{ZHJ——ser[ j——ser((zrtj

2
it) = 2—04263er(—t 634} 0115ser{—t 760) 00524ser(—t 805}

' vide Capitulo Il das Notas de Aula.
coda-b)+coda+b)
2

12 pois cosacosh =
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Solucao: Inicialmente, escrevem-se todos 0s termos derttereetensdo em série de co-senos:

vit) = E—Eser{ZHt)—i {ﬂt]—iser{&rt]
—+ ser[—t+180°]+—ser[—t+180’)+—ser(—t+180’]
3,3 co{_wgo]+_CO{_H90J+_CO{_HQO]

—0,4265e{—t -634° ] OllSSer{—t -760° ] 00524ser(—t 80,5° )

l

. 3
it) = =
6 = 3
= 2 0426ser(—t +1166° ]+0115ser{—t +1040° ]+00524ser{—t +995° )
= g+0426co{—t+266 )+0115c0{—t+140 ]+00524ser[—t+ 95° )

Lembrando que:
—-sena = ser{ai 180 )
sema = cos(a— 90°)
De acordo com a expressao (12), tem-se, pararoesatén = 3

P = vccicc+i\/”2in cos(H,Y—H,i])=

n=1
3 3 3
30,426 3 0115 30,0524
- gg — codoo’ - 266°)+ WTTcos(go’ —14,0°)+3”Tcos(90° -95°)
- % +0,203c04634° )+ 0,0274c0d76,0° )+ 0,00834c04805° ) =
% +0,0911+ 0,00664+ 0,00138=
P = 235W

assinalado (correspondeP= 235 )W

6

p(t)
v(t)

it)

A figura a seguir mostra o grafico da tenséo &) e da corrente (emermelho), juntamente com o valor @
poténcia instantédnea (emerde). O valor médio da poténcia instantanea ao lorgam ciclo também est

representada pela curva emul, a tensdo em e a corrente ewermelho.

Solucao alternativa: A solucdo deste exercicio pode ser obtida porrrimédio de simulaca
MATLAB/SIMULINK utilizando-se o arquiv&l 7. ndl , obtendo-se o0 seguinte grafico, no qual a potéég

"
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Circuitos Elétricos B

Solugéo alternativa (continuagéo):

VI.6 Valor RMS de uma funcao periddica
Como ja observado no Capitulo 2, o valor RMS de fumeao periddica é dado por:

1T
FRMS = I:eficaz = ?J.O [f (t)]zdt

Casof (t) seja representada por sua expansao em série derfFtmm-se:

=1 (t) 2

1,7 = 1 © T
SO Lo P
n=l n=1

TJo

00 2 © 2
FRMszwfag +Z% =1,a§ +Z(%} (13)

Em outras palavras, o valor RMS de uma funcéo gieadé igual a raiz quadrada da soma dos quaddiios
valores RMS dos harmdnicos com o quadrado do teonstante.

Exemplo VI-8: Determinar o valor RMS da tenséo periddica, repitasia pelos 4 termos da série de Fourier,
a seguir discriminados:

_ 3 3 2T 3 4 3 67
vit) = =-Zsend ot |-——sen—t |-——sen —t
2 3 2 3 3 3

Solucéo: De acordo com a expresséo (13), tem-se:
2 2 2
o = (34 n] o 2] o[ B
2) "\ 2] T\ V2 | T2
~ 1507 + 0,675 + 0338 + 0,225 =
~ /225+0,456+ 0114+ 0,0507 =
Veys = 169V

O

Solucao alternativa: A solucdo deste exercicio pode ser obtida porrrimddio de simulaca
MATLAB/SIMULINK utilizando-se o arquivdl _8. ndl .
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No exemplo anterior, observar que o valor RMS egatéuncgéo triangular original € dado por:

1,7 1,9 1] [127
veus = [ l10Fa = [ = B = 12T =5 a7ay

Assim, o erro percentual do valor RMS é dado por:

Ey, = Mlo@/o =-231%
173

VI.8 Espectros de amplitude e de fase

Denomina-seespectro de amplitudede uma fungéo periédica(t), o grafico daamplitudes dos termos da
série de Fourier em funcdo da frequéncia; denoserespectro de fasede uma funcdo periddicd (t) o]
grafico dosingulos de fasalos termos da série de Fourier em funcéo da fredgié

O espectro de amplitude e de fase sdo construigagiadas equacgdes (4) e (5) sendo, também, deados
espectros de linhas pois os valores de ampli(uqeou Cn) e angulo de fase sédo especificados apenas para
valores discretos da frequiéncia angulay ,Rw, 3w, ). No caso do uso da forma trigonomeétrica da equaca
(4), séo considerados apenas os valores posito®barmonicos, ou sejar = w,,w = 2w,,w = 3w,,--; para a
forma exponencial da equacéo (5), sdo considemr@sloalores positivos e negativos dos harmonicosefa
W=*Wy, W= 120, W= *3wWy," - .

Exemplo VI.9: Para a corrente do grafico a seguir, determinaxparesdo em série de Fourier, na forma
exponencial, juntamente com 0s espectros de ampléwde fase.

L)

0—2?”—2—”—0,477
2 v 2025 e 2
a, ?ZJ'O |(t)d2t EJO |(t)dt—gj'06dt—
_ 12pp 127
- L2y 12y g
:1_2
0T

Parak =12,---, tem-se:

4T 425 2w\, _4r1 2k, .
a = ?jo |(t)cos(kwot)dt—gj0 '(t)co{k?tjdt_EIOGCO{?tJdt_

1 -

f_/%
_ 24 1 2k7T _ 24| 5 2krr 5
= 2 ——sen =5t || =55 —se -—ser{0)
5| 2kmr 5 51 2k 5 2k

5 0

% krr 5
b

. = 0

Andlise de Fourier — SHaffner/LAPereira Versao: 12/9/2007 Pagina 26 de 44



Circuitos Elétricos B

Solucao (contlnuagao) Deste modo, a corrente pode ser expressa pelategérie de co-senos:

a, +Zan codnayt) +b ser(na)ot)—7 +Zchos(na)o t)=

n=1

12+z 12 ser{ZHnj CO{Zﬂntj
5 nir 5 5

—
N—
1

n=1 n=2 n=3 n=4
it) = 24+ 363&0{2?”tj + 112300{%%) +(- 0,748400{%%) +(- 0,9082)00{%t) +
n=5 n=6 n=7 =8
" 0co{%ﬂj " 0,6055co{1§” j +0 3207co{1‘;” j ~0,2808)co {16” j
n=9 n=10

+ (— 0,403@00{%”t} + Oco{ Zgﬂtj

A Figura a seguir mostra o gréfico da aproximagéosgrie de Fourier, indicando exnul os quatro primeiro$

termos e emerde o somatorio dos termos ane= .10
8- — T~ ——— — T T — = — = — 4

i
io(t)
i1(t)
i(t)
i5(t)

Os coeficientes da série exponencial sédo dados por:

C, = -12_ 54
5

12 ’{ZKIT)
& kL5 ) oo

2 2 krr 5

Assim, parak [ [—1010], tem-se os seguintes espectros de amplitudeasde f

Espectro de Amplitude Espectro de Fase
3 200
25 )
2 @ 1501
— =
515 &5 1001
1 [}
@ 50
0,51 L
04 o+——4—r—+——
10 -8 6 -4 -2 0 2 4 6 8 10 10 8 6 4 -2 0 2 4 6 8 10
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Solucao (continuacao): Observar que, para valores menultiplos de 5 o coeficiente tem amplitude nula e,
portanto, seu angulo de fase é indeterminado.

A série exponencial de Fourier equivalente é dada p

it) = Co+ icnei"‘*’ot + Zm“c_ne‘i"‘*’ot =
=1 n=1

o [ 7 .2 ) _.2r
24+ iser{z—”nj es"+y ise{z—”nj e's" =
merd /4 5 = nm 5

o [ T 2m 2
6 21T j=nt -j=nt
2,4+§ —sen—n|le°> +e °
—
~\nmt 5

Solucdo alternativa: A solucdo deste exercicio pode ser obtida porrrimddio de simulacap
MATLAB/SIMULINK utilizando-se os arquivogl _9. mdl e VI _9m m Com o primeiro arquivo é possivel
determinar o grafico da corrente. Mostrado a seguir

2 : i ;
] 2 4 B 8

Com o segundo arquivo obtém-se o espectro de aniplé de fase desta corrente.

Espectro de Amplitude
2.5 . .

2

15

[Cn|

1

0.5

0

n
Espectro de Fase
200 T T T

100 b

Fase Cn [graus]

a1
o
T
I

o

-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

VI.9 Fatores de distorcéo

De posse dos coeficientes da série de Fourier epregentam as formas de onda de tensdo ou deteorren
periddicas ndo senoidais, é possivel gquantificar diferenca com relacdo a uma onda senoidal pura po
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intermédio de diversos fatores, entre os quaisstadam a distor¢cdo harmdnica toBH[)™, o fator de crista
(FC) e o fator de formaHF). Para uma forma de onda de tensdo ou corretieadta (com valores médios
nulos), representadas pelas seguintes séries:

vit) = ivn cos(na)ot + 49:)

n=1

i(t):Z:‘Incoe(nwot +H,2)

adistorcdo harmonica totalem percentuaDHT%, é dada por:

DHT, % = "2 V2 x100% = V2 V2 x100%

M Vi
V2 V2
) e
z In —2 | + 3} +...
DHTi%zﬁxlo(%: V2 i V2 x100%
i 11
V2 V2

Alternativamente, as expressdes anteriores podermasseatas em funcdo dos valores eficazes da temsho
corrente, respectivamentéy,,s € | s, da seguinte forné

e (3]

2
DHT, % = v x100%0 = V¢32_1x100%
M v,
V2 [fzJ
2
|2 _(IlJ
RMS 2
DHTi%= ﬁ x100% = Iisz—lxlocp/o
i l,
V2 L@

Obviamente, para os sinais senoidais puros queu@ussipenas a fundamentdl, (e 1), os valores de
distor¢éo harmonica sé@o nulos, ou s&#T, %= e DHT %= 0.

O fator de crista corresponde a uma relacao entre os valores maXonade pico) de tensa¥(.,) e corrente
(1,ic0) € 0s valores eficazes correspondentes:

' VRMS
FC, = oo
I RMS

3 Em inglés Total Harmonic Distortion (THD).
4 Lembrar que quando os valores médios da tensaaertente s&o nulos, tem-se:

R ERERER

e B ) ()
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Para uma tensédo ou corrente senoidal pura, uBlizawino pardmetro de comparacdo, o fator de crista

corresponde a':”ﬂ = @ = \/E = 141.

RMS J2

O fator de forma corresponde a uma relacao entre os valores efichz@ma tensao ou corrente e os valores
médios calculados em ¥ peridticorrespondentes:

|:|:v — &
VmédioemT/z

FFi = hA
I médioem7/

Para uma tensdo ou corrente senoidal ‘futdilizada como parametro de comparacédo, o fatofaima

Fmax

F J2
corresponde a5 = =111
I:médioemT/z ZF,?aX 2\/_

Exemplo VI.10: Utilizando as expressdes (3), determinar a sérieadeier da tenséo peridédica da Figura a
seguir juntamente com seus fatores de distorcao.

4 )

Vi -f--

S S

Solucao: Inicialmente, determinam-se os limites de inte@oa(IO etO+T) e a velocidade angular pa
fundamental:

2ir

t0=0 = t0+T=T = a)oz?

Pela expresséo (3b), tem -sepka : O

2
aO:

/0 9%0 4T 9T,
=K (oo - 2| 17 [ v | =Y 7+ ] = gt )

Como a, corresponde ao valor médio, poderia ter sido oet@do por inspecdo no grafico dt(t)

observando-se que esta tensdo tem valor médio(audoea da funcdo sobre o eixé igual a area que esta
abaixo deste eixo).

!5 Calculado em Y% periodo pois o valor médio em um peréodalo (lembrar que os sinais tratados nesta Secéo s&o
considerados alternados).
1 Neste caso, o valor médio em meio periodo é dado por

_ o+ \17%
s =2 ZHEY oot - i
0

2
= 2ir

Al
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Circuitos Elétricos B

Solucéo (continuagéo)' Para unk qualquer, tem-se:
a, = —J- (t)codkaut)dt = [J- “V._codkayt )dt+J- //0( m)cos(ka)ot)dt}z

o, Hser{ka)ot)} /0_{%}%]: )

T ke, ke, o/

= e sertay 40 - serf, 740~ [serfa, 74) - serfhan 740

Substituindo o valor dey,, tem-se:

A,
% = gy el -serlkr)- [serfr ) - see i) =

= ﬁ[ser(k 0877) - ser(k0,277) - ser{k1877) + ser{k1,277)|

10

Agrupando de forma conveniente e considerandolasdes trigonométricas tem-se:

r{errJ {—kOAnJ r{errj {—k O,677J
=2se co! =2se co§ ———
2 2 2 2

a, = \k/_;; ser(ko,8n)+ser(k12n)— ser(kO,Zn)+ser(kJ,8n) =

- \k/_;nT [2ser{k7)cod - k0,277) - [2ser{kr) cod - k0377]]]

Comok é inteiro, chega-se a:

=cogk0,277)
\k/ {ZSer(kn)cos( k0,277) -

a,

Zsmcosc(oﬁooggﬂ)ﬂ

a =0 Ok

Como a funcéo que descrevét) é impar, os valores dey, néo precisariam ter sido calculados pois, sab
de antemao que serédo todos nulos — vide Seca@VI.3.

O valor deb, é dado por:
b = = j (t)ser{kat ot ——[ j V., ser{(keayt)dt +J- 2( )ser(ka)ot)dt} =
e

T Kew, Kew,

6T,
10

= e codkan 74) + cosayFio) - - o 74)  codhen 7o)

Substituindo o valor dey,, tem-se:
b, = an ( COE(k 277 4T ) + cos(k o7 T ) [_ cos(k 27 9T ) + COE(k 27 6T )])

T 10
= ﬁ[_ codk087) + codk0.277) + codk187) - codk1,277)]

' ser(c) +ser(d) = 25er[0+2dj co{ i dJ

2
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Circuitos Elétricos B

Solucédo (continuacéo): Agrupando de forma conveniente e considerandelasées trigonométrics tem-

se:
e tiui sl M
b, = \li—;; cos(kO,er)—cos(k0,8ﬂ)+cos(k],gn)_cos(klz,-[) =
i -sen(k0,37)
- \I%m —Zser[ jm Zse’{kjse'(k%”} { r[ ;Tjsef(ko,?ﬂ)—se{k?jser{ko,:%ﬂ)}

b = %SH(kOﬁﬂ)_ser{k ;Tj ,{k?v_ﬂj

Comok é inteiro, chega-se a:

h =0 Ok par
_ser{k 727) r{ks—ﬂj

2V,
= —Msenk0,37
b = ser(k037)
~ . T 3Ty " .
Na expressao anterior, observar que o teEmatEkE) —ser[k7J sé assume trés valores diferentes (2,

—-2), conforma mostra a tabela a seguir onde é apeskEruma expressao alternativa para obter
coeficientes para valores impareskde

k ser[kgj ser[kg?nj ser{kg) —ser(ks?ﬂ] 2(- 1)% Ok fmpar
1 1 -1 2 2

2 0 0 0 —

3 -1 1 -2 -2

4 0 0 0 —

5 1 -1 2 2

6 0 0 0 —

7 -1 1 -2 -2

8 0 0 0 —

Como a funcéo que descrev@) temsimetria de meia onda os coeficientes pares da série sao todos nu

o célculo poderia ter se limitado aos coeficiedigstermos impares — vide Sec¢éo VI1.3.3.

Deste modo, a tenséo pode ser expressa pela segéiig de senos:
=0 =0

v(t) = 5; + ia:cos(na)ot) +b, ser(na)ot) = ibn ser(nwot)
n=1 n=1

vt) = Y %ser(no,\?ﬂ ser[n]—Tj—ser{nB—nj ser[nz—ntj
e | nT 2 2 T
n impar
Os 6 primeiros termos nao nulos desta série sausqaat:
n=1 n=3 n=5
a, 2r 4, 67 N, 101
vit) = —™sen0,37)se t |-—™sen097)se t senl5r)se
() = “sedoamsed 21t - Snsedosmser 47t |+ Foseasn)sed 107 |+
n=7 n=9 n=11
VIS 14 4, 1871 4, 22ir
-—Msen2l7)se +—"sen 2,77)se t | —-—"sen33rr)sen —t
e 51 Ttz 2 - S 21

Oe

tais

los e

c—-d
2

e cos(c) - cos(d) = —Zser(czdj ser{

)
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Circuitos Elétricos B

Solucdo (continuacao):
n=1 n=3 n=5

vit) = 1,030% ser{z?”tj 01312/ serﬁ” j 02546/ ser{l_?_ﬂ j

n=7 n=9 n=11

~ 0,056/ ser(lfll_ﬂ j+01144/ ser{l_?_ﬂ j

+0,0936/,, ser{ Ziﬂtj

A Figura a seguir mostra o gréfico da aproximagdiosgrie de Fourier, indicando eamul os trés primeirog
termos e emermelho o somatorio dos termos ate= ,Ibnsiderand®/,, = & T =1.

i T e et T

v(t)
Vi(t)
Va(t)
Vs(t)
V(1)

Para se determinar os fatores de distor¢céo, € s@tesleterminar primeiro os valores de pico, efieanédio
em %2 periodo da tensao:
Vo =Vin

pico

TS e = (2 v =y, [2 v oy |2[4T _T
VRMS_\/?JOV \/T/J dt_\/?f%ov’“dt _V’“\/? Vo \/ i =v [10 10}
RMS=\/_6V = 0,774V,

Vv dt——J' 1°v dt = m[t]‘”/0=

Np[4T T 2v, 37
10 10

medloemT/2 V .[ T - ?E

Vingcioem; = 08V,

médioem

Assim, os fatores de distor¢cdo sédo os seguintes:

2

DHT, %= |—S_-1x100%= |\ 06 S —1x100% = 06 > —1x100% = 06 _1x100%
A 1030V, (07284 05306
%) %)

DHT, % = 36,2%

EC _Vp.co Vi 1

EG - 12D

o Ve 0B, _ |05

’ VmédioemT/2 01Wm 06
FF, =129
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Circuitos Elétricos B

Solucao alternativa 1: A solugdo deste exercicio pode ser obtida porrrvédio de simulaca

D

MATLAB/SIMULINK utilizando-se os arquivo¥l 10. ndl e nynmax. m (funcdo definida necessaria para

execucdo do arquivo anterior). Com a simulacdo eggmdo o primeiro arquivo € obtido o gréfico

aproximacao mostrada a seguir (supoligle= 1 eT = 1) e séo reproduzidos os fatores de distorcaaabti

anteriormente.

15 T
1t
0.5
0k

0.5

da

Os coeficientes da série de Fourier do Exemplo pd&em ser obtidos de forma alternativa confornserite
a seguir.

Solucao alternativa 2: Escrevendo-se os limites de integragéo de modoedife, os coeficienteg, e b,
podem ser determinados da forma ligeiramente difere

Para unk qualquer tem-se:

a = = j t)cogkeyst )t —EUYZ /°V os(ka)ot)dt+J-( /0))( )cos(ka)ot)dt} =

T 1o VA
_ Z\/m {ser(kwot)r Tho {Ser(kwot)T%o _
T kay |, Ko Jirjum
- kzav)onjl' (SEr(ka)O (T/z - TAo)) - Ser(kwo TAo) - [Ser(kwo (T - TAo)) Ser(k‘%( +% 0))])

Substituindo o valor dey,, tem-se:
o044 serfzri) sz ) -serfiz 4+ 7)) =

= ﬁ[ser(kn— k0,277) - ser{k 0,277) - ser{k277 - k0,277) + ser{krr + k0,277))]

Agrupando de forma conveniente e considerandolasdes trigonométrica$ tem-se:

=ser{krr)cogk 0,277)-cogkrr)ser(k 0,277) =ser(k277)cogk0,277)-cogk2m)ser(k0,27r)  =ser{krr)cogk 0,277)+cogkr)ser(k0,277)
a = - ser{krr-k0,27) -ser(k0.277) - ser(k277-k0,27) + ser{krr+k0,27) =

krmr

= \k/*’mT[Ser(kﬂ)COS(k 0277) - codkr)ser(k0.277) - ser{k 0,277) - (ser{k277) cogk 0,277) - codk277) ser{k 0,277)) +
+ser{kzr) codk0,277) + cogkr) ser(k0,277)]

10 ser{a +b) = ser(a)cogb) + coda)ser(b)
ser{a-b) = ser(a)cogb) - coqa)ser(b)
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Circuitos Elétricos B

Solucao alternativa 2 (continuacao): Comok é inteiro, chega-se a:

a = \k/—:‘T S?I’:{T(_]T) cos(k 0,271) - cos(kn)ser(k 0,271) - ser(k 0,271) - (seﬁ(@ cos(k 0,271) - (E(fla)sedk 0,271) +
+ s?:(%T)cos(k 0,271) + cos(kn)ser(k 0,271)] =

= \k/—’]“T [— cogkr)ser(k0,277) - ser{(k0,277) + ser{k 0,277) + cogkrr)ser(k 0,271)] =0
a =0 Ok
O valor deb, é dado por:
_ 2 (/2 Ao (T_TAO) _
b, = —J- (t)ser{kayt ot —?U/ V,, ser{kat )t +J'(T/2+%0)(—Vm)ser(ka)0t)dt} =
A [— cos(ka)ot)}/2 o _[— cos(ka)ot)T_%0 ] _

T kay Iy, Kao Ly,
= kzav)oT{ codka (75 ~ o)) + codka, 7o) [~ codkau, (T = 74,)) + codkay (7 + o))}

Substituindo o valor dey,, tem-se:
by = kz,TT{ codk 3 (7 ~ T4o)) + codk #74,) - [~ codk 32 (T - 74) + codk 3z (7 + 74o))} =

= ﬁ[— codkrr - k0.277) + codk 0,277) + codk27r — k0,277) - codkrr + k0.277)|

Agrupando de forma conveniente e considerandolases trigonométricas tem-se:
Vv |: =cogkrr)cogk0,277)+ser{krr)sen(k 0,277) =cogk277)coqk0,277)+ser(k2m)sen(k0,277)  =coqkr)cogk 0,277)-ser(krr)ser{k 0,277)

b, = & codkrr- k0,27) +codk027) + codk2/7-k0,27) - codkrr+k0,27) =

krmr

= Y [~ (codkr)codk0,277) + ser{krr)ser{(k 0,277)) + codk 0,277) + codk277)codk 0,277) + ser{k277)ser{(k 0,277) +
- cos(kﬂ)cos(k 0,271) - ser(kﬂ)ser(k 0,277))]

Comok é inteiro, chega-se a:

by \k/;“{— [cos(kﬂ)cos(k 0,277) + gz(%r)ser(k 0,277)} + cos(k 0,277) + cos(zliZIT)cos(k 0,277) + ser(:IEZIT)ser(k 0,271) +

- [COS(k]T) cos(k 0,271) - g:(%r)ser(k O,ZH)H =

\k/—’]“_[ [- codkr)coqk0,277) + cogk0,277) + codk 0,277) - cogkrr) codk 0,277)]

b= 2;/—7”7‘ cogk 0,277)[1- codk7)|
b, =0 Ok par
Observar que a expresséo para os coeficiditegmbora equivalente a obtida anteriormente, érdigeente

diferente. Neste caso, o terrhie cogk7r) s6 assume dois valores diferentes (2 e 0), corfonstra a tabela ja
seguir onde € apresentada uma expressao alterpatav@bter tais coeficientes para quaisquer valdek.

20 cos(a + b) = cos(a)cos(b) - ser(a)ser(b)
coda-b) = coda)cogb) + ser{a)ser(b)
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Circuitos Elétricos B

Solugéo alternativa 2 (continuag&o):

k codkr) 1-codkrm) 1+ (-1 ok
1 -1 2 2
2 1 0 0
3 -1 2 2
4 1 0 0
5 -1 2 2
6 1 0 0
7 -1 2 2
8 1 0 0

Assim, tem-se a seguinte série de senos:

=0 =0 o
vt) = 3 + Za:cos(na)ot) +D, ser{nayt) = > b, ser{nayt)

n=1 n=1

vit) = i [%cos(nO,Zn)[l—cos(nn)]}ser{nz?ﬂtj

n=1
n impar

Os 6 primeiros termos nao nulos desta série sausqaat:
n=1 n=3 n=5

~ Hn 2] 4 W 67, Mn 107
v(t) cos(O,Zﬂ)ser{ = tj + cos(O,Gn)ser[ = tJ + o cos(ﬂ)ser[ = tj +

T
n=7 n=9 n=11

Nn 14, A 18m, ) Ao 22n
+— I cos(l4ﬂ)ser[ e tj 5 cos(lSn)ser{ : tJ+ 11”005(2,2”)86!{ = tJ

+
T
resultando na mesma série obtida anteriormenteprard expressdo dos coeficientes tenha sido obdiohg
uma apresentacao diferente mas com valores idéntico

Exemplo VI.11: No circuito a seguir considera-se que o triaced@lia cada meio ciclo, entra em conducéo a
partir do seu angulo de dispasg comportando-se como um curto-circuito até o imst@m que a corrente
atinge valor nulo). Determinar:

< A R = 100Q
180ser(at) V

vt) +<> Ve(t) §R ? _ 3;7;0: 7
a =7,

<
—
S—

1

a) As formas de onda da tenséo e da corrente naémdsist juntamente com as funcdes que as definem.
b) Os valores eficazes da tenséo e da corrente Istérsn.
c) A poténcia média dissipada na resisténcia em W @engentual da poténcia maxima que ocorre quando
a =0 (triac substituido por um curto-circuito).
d) As expressOes das séries de Fourier da tensdoardate na resisténcia.
e) As expressfes dos 3 primeiros termos ndo nulosétaes de Fourier da tensédo e da corrente naémecist
e os valores eficazes correspondentes. Verifiearmpercentual com relagéo aos valores obtiddseno
(b).
f) Utilizando as séries truncadas do Item (e), deteama poténcia média dissipada na resisténciafitéard
erro percentual com relacdo aos valores obtiddgeno(c).
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Circuitos Elétricos B

Solucao:
a) Para o primeiro periodo, as fungfes que descrevensao e a corrente sao:
0 0<t<T7, 0 0<t<T7,
180ser{2zt)  T<t<T4 o valt) 18ser(2zt)  T4<t<74
VR(t): T T IR(t): = VR() - ar
0 V<t <3, R 0 T/ <t <3
180ser{2rt)  s4<t<T 18ser{2rt)  ay<t<T
T=2y =2m7..=16,7 ms = a=T,=2y =2y .= 417 ms

200
150

100

50

VR(t)
50

-100

-2
0 0.002 0.004 0.006 0.008t f)(il 0.012 0.014 0.016 0.018

t[s]

b) De acordo com a definicdo, os valores eficazeslados por:

v = 2 el e

Como a funcéo tem simetria de meia onda, pode-wsgndi@ar o valor RMS integrando-se em apenas I
periodo, ou seja:

V2 iz 2 (%
Ve = \/T/j A ]zdt—\/ I, T180ser(zzt )P dt =18 Tj “sert (2ot =
T g ” A
:180\/ jf{l cod2¥ t}dt 180\/ I/z[l cos(“”t]dt—lso\/ { r(4 t)} -
% 2 v
_ 1go 2| T _set#3) (1 _sedri))|_ gq (2 _seren) |1 _sedm)|_
T2 T 4 F 2 ar 4 A
= 180\/1—71 :180\F:1801
2 4 4 2
VEMS = 90 Vv

Como a corrente apresenta a mesma forma de ortdasin, tem-se:

= 1,8£= 09 A
2
¢) A poténcia média na resisténcia é dada por:
_1cT VR(t)
_—J' t)ot = —J' dt—?.[o vi(t)

p=1 fyrusy = igz =81 W

Quando a= Q a tensdo na resisténcia corresponde a uma serdige valor eficaz é dado pq

ENAOTE ( o ]Zdtj

VAR 180 _1o7v , sendo a poténcia dissipada na resisténcia igual a

V2

neio

Andlise de Fourier — SHaffner/LAPereira Versao: 12/9/2007 Pagina 37 de 44



Circuitos Elétricos B

Solucdo (continuacao):
180

pmax — 1 (VRMSmax) _; -162 W

P 81

Assim, a poténcia percentual é:  P%= 100% _Eloo% 50%

P max

d) Observando a forma de onda da tensdo (por consegiancorrente também), observa-se que estg
apresenta simetria par ou impar, mas possui sarggrmeia onda. Assim, tem-se:

a,=0
8 = j/zf ()oodart)et =2 21803er(2”t)cos(k2”t)dt 18H ser(2zt)codk2zt)dt =

= 180 j;fse'{(zn kz”)t];-ser[(z” kN :180?j 5 ser{l—k 2]+ serf(L+ k) 2zt

Parak = 1 tem-se:

a = 1802j;/2 ser{ (1-1) Et] + ser{ (1+1) Et] dt = 180_%!%(3&{0%@ + ser{z%t])dt =

180-] /Zser(“”t)dt 1801—_{_005(4”)} 180_[ C0$(4nt)]/2_
Va

10 |- el -cofe 10 -G o) =102 -

180" 1= -5730
Vg

&

Parak > 1tem- se

a = 18(%‘[ ser{l k) 2’Tt]+ser{1+k 2’Tt])dt

2_—005{1 k 2’Tt]+—cos{(1+k)%”t] V2 —cod(t-k)2t] cod(L+k)2rt] v _
107 [rk)Z } 18%{ (k) = } -

L T T %
st olia]_eofte ) -cofporin]_cofte)z])
B () N 5[({ )](1 k){( ; k) H
-co 1 cogll+k)m|  cog(l-k)5|  cogll+k)J||_
:180%: (51{(1k)k) - }[ﬁkﬁ) L =) ' D) }‘
- 18 01 mcoik ( s:/r(?)ser(kﬂ) : E?E)cos(kiz)— s)er(r[ ser(kn) +
Vs k 1+k

=0
mcoik + ;R;)sedk ag)cos(k ;R;)sedk
2

(1-k) (1+k

= 1801{005(1(”) codkr) , serlkz) _serlkz )} [coikn)

-k @+Kk)  @-K)  @+K)

= [cos(kr[) lk ser(k) kz}

2k +serfir ) 2k }:

k2
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Circuitos Elétricos B

Solugdo (continuagéo): Em fungéo da simetria, quanki@ par os coeficientes, e b, sé@o todos nulos, logg:

=-10k impar
a, = 1802 cos(k;f)l 1k +serfkZ ) k] 1802{1 2 ~+serfkZ ) o }z
a = 18%[1—kser{k’—2’)] Ok=3, k impar

b, = I/Zf (t)ser{keut)dt = j//zl803er(2”t)ser(k 2t )dt = 180—] Zser(ﬁt)ser(k 2nt)t =

= 180—!%2005{ Sl ”)t]zcos{ Sl ”)t]dt=180?j%2(005{1—k %t]—coﬁ{(h k)%t])dt

Parak = 1 tem-se:

b, = 18(LJ‘/ cos{l 1) 2”t] cos{1+1 2”t])dt 18(%[ co Oz”t] cos[zz”t])dt

_18mj/[1 cod4zt)|dt = 18%[ ser(“”t)}/z TL ser(“’”) [T se“T”I,)H_

A 7 4 7
1802|T _s er(zn) T ser(n) cﬁ[ } _ 180t
T2 4 ra T4 2
b, = 90

Parak > 1tem-se:

b, = 18(%2IT/2cos{1—k @t]—cos[1+k 2”t])dt:

?

_ [sef(l-K)2t] sed(t+k)zmt V2 serf(L-k)27t]  serf(L+k)27t] V2
- 180%_ (e N (PR L‘lw{ = (+k) L
_ [serf(1-k)2z1] ser{1+k 1] (sed-k)2rT] sef+k)2zT]\]
P it sefsosi] r{{ ] 9 e )
_ 1[sed(-k)] _sed(+K)n] sen{i-k)z Lsenid+k)z | _
- %% DR TR SR ) }
_ 1801 s??(?)cos(kz(r msedkﬂ mcoik +5/5(7)ser(kr[

m (1+k)

;R;)coik( msedk sre;{;)cos(k( +$;;)ser(k

1-k) 1+k)

7l (-k)  (1+k) (1-k) (1+k) k>

a2l K
= 1807—7[ cos(kz)l_kz}

Em funcéo da simetria, quankl@ par os coeficientes, e b, séo todos nulos, logo:

=00k impar
b, = Og{—cos(k”) k] 180—[0]

:wﬁrer(kn)+ser(kn)_cos(k;f)+cos(k2)} (ﬁ[m 2 s cods) zk]

T

b, =0 k=3 k impar
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Circuitos Elétricos B

Solucao (continuaqéo)' Assim, para a tensao, tem-se a seguinte série:
-1 n=35,.

= ~180odzrt)+ goser(zzt) + > 18 1- 21y
cos( )+ ser( n3 Oﬁ[ nser(n ]cos(n )

n impar

12}

Observar que a série infinita que descreve a fupgdsui apenas um termo em sé%ser(%t)) , sendo todo

os demais em cosseno. Desta forma, caso este ¢enmseno fosse subtraido da funcée: g, ou da série qu
a representa, estas passariam a apresentar tasinbétria par, sendo a série constituida exclusivamente|por

termos impares em cosseno. Denommav@‘tfi'““ada() a tensdo modificada obtida a partir da funcaoirmaig

11

Vi(t), descontando-se o termo em seno, ou sEfA™(t) = v (t) - 90ser{27t), obtém-se o grafico da figurala
sequir.
200

150

VR(t) 100
90senf;t)  *°
VRmodificada(t) 0

-50

-100

-150

-200

|

|

-

|

|

1
0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012 0.014 0.016 0.018
t[s]

No gréfico anterior pode-se observar que a tensgmal encontra-se emizul (com simetria de meia onda), 0
termo a ser descontado emrde (com simetria impar) e a tensdo modificada chmetrias par e demeia
ondaemvermelho

Em funcdo da semelhanca entre as formas de ontkng@o e da corrente, que sé diferem por um faor d
escala, a série que representa a corrente é dada po

=

n=1 n=35,-
-18 c 2
i(t) =2 cos(z”t)+ 09ser(2rt)+ Z::g lSm[l—nser(ng)]cos(n%t)
n impar

e) Considerando apenas os trés primeiros termos riée da série, a aproximagao que representa a teasao
resisténcia é dada por:

n=3
n=1
=-1
viermost) = focos(%t% 905er(%t)+180a?%) 1—35er(3g cos(3%t)+
: n=5 ~
+180;(52—_1) 1-5ser(52) [cod527t)

n=3 n=5

n=1
viemo{t) = ~5730cod2rt)+90ser(2xt)+5730cod32t)-1910cod527t)
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Circuitos Elétricos B

Solucao (continuacéo): Para esta aproximacdao, tem-se o gréafico a seguigual emazul sdo mostrados gs

trés primeiros componentes (fundamental, terceqoieto harmonicos) e emermelhoa resultante.

L e L e B it Ay i

150f - - -
VR3 termOS(t) 100

Vl(t) O NN N T T

0
V(1) -50

Vs(t) 200 -7 F--
B i A S S I
| |

| | | | | |
e i A

-200 I I I I I I I I |
0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012 0.014 0.016 0.018

t[s]

O valor eficaz (RMS) correspondente é dado por:
A =1/aZ +b? =/57307 +907 =10669

A, =+/a +b2 =,/5730° =5730
A, = /a2 +12 =4/(-1910 =1910
= () () - (2 ()

Varames=8669 V

Assim, o erro percentual é dado por:

Varamos_\/ 86,69-90

%= S100% = 100% = E%=-37%

RMS

Os fatores de distor¢cdo desta forma de onda sGegusntes:

2 _~
—2_ —1x100% = 90 —-1x100% DHTV%~ 279%
Jz 8669

A
FC, = —peo - 180 FC, = 208
Vays 8669
% =1 =0
1% 2 % 2x180[ —cod27t)]* 180 o) + coder)
VmédioemT/2 :-l—_/zj0 V(t)dt :?J-%lsoser(%t)dt = T |: %T =7 - COS(%IZ + COE(%%
A
180
VmédioemT/Z = 7 =5730
r o Veus 8669 FF, = 151

'
VmédioemT/2 5730
Em funcdo do contelddo harmonico desta tensdo,v@bserque com apenas 0s trés primeiros termosriga|
de Fourier a forma de onda ndo se apresenta muitonm da funcdo original. Acrescentando-se mais
termos, tem-se a seguinte aproximacao:
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Circuitos Elétricos B

Solugéo (continuagéo):

n=3
n=1 -
vioemogt) = _1”80005(2T”t)+905er(2{7t)+180;(?%){1—3se 3’2’}05(32T”t)+
n=5 n=7
= — —
+18 53_1 1-5sens7)|co 52¥Tt)+l80;(%){1—75e 7gi}cos(72{’t)+
" n=9 B n=11
i =1 ] =1
+18 92:‘2-1 1-9ser(9Z) cos(gzgt)+180;(1§—_l) 1—1Jser(11g]cos(112gt)+
) n=13 n=15
i =1 =1
+18 1322 - 1—135er(13’27}005(132}’%)+180;(1522—_1){1—158er(15’27}co{lSzT’Ttﬁ
~ n=17 n=19
i =1 =1
+18 1722 - 1—l7ser(17’27)]coil??t)+180;(w22—_l){l—l%er(19’2’}cos(lg'é}”t)
n=1 n=3 n=5 n=7
vioemst) = ~5730cod27t)+90ser(2zt)+ 57 30cod327 t)-1910cog5 22 t) +1910cod7 22 ) +
n=9 n=11 n=13 n=15
~1146c04927t) +1146c0d1127t) - 818cod132 1)+ 818cod1527t )+

n=17 n=19

- '637cod172xt) + 637cod19271)

Para estes 10 termos, o grafico comparativo commnegab original apresenta maior proximidade confo

mostrado na figura a seguir.

200
150
100

VRlo termOS(t) 50

0
VR(D) 50
-100

-150

-200

0 0.002 0.004 0.006 0.008 [O.j)l 0.012 0.014 0.016 0.018
t[s

Como anteriormente, para a corrente os resultansesnelhantes:

n=3
n=1
=-1
jdemogt) = _—]]T'scos(%t% o,gser(%t)+ 18;(322—_1) 1—3ser(3g cos(3%t)+
n=5
=1
+1,8;(53—_1) 1-5ser{52) | cod527t)
n=1 n=3 n=5

i2emot) = -0573cod2rt)+ 09ser(2rt)+ 0,573c0g327t)- 0191c0d527t)
O valor eficaz (RMS) correspondente é dado por:
A =+a?+b? =,/057F + 09° =1,0669

rme
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Circuitos Elétricos B

Solugéo (continuagéo):
A =+a2 +bZ =,/057F =0573
A =Ja2 +b2 =|/(-01917 = 0191
jma ) (jma\? (Gma\® 010566 (0573) | (0191)
3termos _ 1 3 5 - ! ! =
i CRCIRCR & RC R C R

| 3emos— 0,8669 A

Assim, o erro percentual € dado por:
| 3termos

% :WSI—_IR'Vlsl()(p/O :M

RMS '

100% = E%=-37%

f) Considerando os trés primeiros termos nao nulpsténcia média dissipada na resisténcia € dada por

patermos _ 1 0 Vi o Vs ) 10669x10669  5730%0,573 1910%0191

i 75125 W i i i
Assim, o erro percentual é dado por:

%= $100’/0 = %1_81100’/0 =-72%

Solucao alternativa: A solucdo deste exercicio pode ser obtida porrrimddio de simulaca
MATLAB/SIMULINK utilizando-se os arquivogl _11. ndl . As formas de onda da tensdo e da corrent
resisténcia sdo dadas, respectivamente, pelosagéfiseguir.

Gréfico da tensawa(t) Grafida correntéx(t)
200 . : , 2 . .

100

0

100

200 . i 1 . i 1
1] 0.005 0.0 oms 1] 0.005 0.m 0ms

As aproximac¢des considerando trés termos pararam$ode onda da tenséo e da corrente na resiss&uw|

dadas, respectivamente, pelos graficos a seguir.

200

Grafico da tensaa:’ ™ {t) Gréfida correntés’ *™{t)

100
1]

100 -

-200

e na

1a

1] 0.005 0.01 0.m5 1] 0.005 0.0 0.05
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Circuitos Elétricos B

Exercicio VI.1: Sabendo que o circuito estd em regime permandeterminar a poténcia dissipada na
resisténciaR; considerando inclusive até o segundo harméniceéde que descreve a tensdo da fonte &
definida por:

@y =509,
0= N 2%
=107 \W—=

n ~,

Y74
bnz? + \.
R = 10Q v(t) C) Ly R, %
R, = 150
L, = 90mH
L, = 40mH
k = 05

Exercicio VI.2: Um sistema trifasico simétrico de tensdes alimemtea carga equilibrada conectada em
estrela com neutro. Sabe-se que a corrente ddféstada por:

i ,(t)=6coq40a) + 4cod120a) + 2cog200a)
Determinar:

a) A expressao da corrente nas demais fases.
b) A expressao da corrente de neutro.
¢) O valor eficaz da corrente nas fases e no neutro.

Na Tabela VI.3 encontram-se sugestfes de exercfefesentes aos assuntos tratados neste capitulo.

Tabela VI.3 — Sugestdes de exercicios referent€@apdulo VI.
Livro Capitulo Pagina: Exercicios
684:. 16.1; 16.2; 16.3; 16.6
685: 16.8; 16.9; 16.10; 16.11; 16.12; 16.14
16 686: 16.16; 16.19; 16.20;16.23 687: 16.24; B5.26.27; 16.28
688: 16.31; 16.32; 16.34; 16.35 689: 16.43.44; 16.47; 16.49
690: 16.56; 16.57; 16.59; 16.60
453: 17.3; 17.8 454: 17.9; 17.10; 17.11; 17.12; 17.15
455: 17.18; 17.22; 17.23; 17.24; 17.25
17 456: 17.26; 17.27; 17.28; 17.29; 17.30

Alexander&Sadiku
(2003)

Nilsson&Riedel

(1999) 457: 17.31; 17.32; 17.34; 17.35 458: 17.87,38; 17.40
459: 17.47; 17.48
801: 18.2; 18.3; 184 802: 18.12; 18.13; 18.15
Irwin (2000) 18 803: 18.16; 18.17; 18.19 804: 18.21; 18.28;23; 18.24
805: 18.15; 18.26; 18.27, 18.28 18.30
806: 18.32; 18.33 807: 18.34, 18.35; 18.36
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