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Aos alunos:

Esta lista de exercicios destina-se aos alunos da disciplina de Introducao a Topolo-
gia e a Andlise Funcional da Licenciatura de Matemdtica da Faculdade de Ciéncias e
Tecnologia da Universidade Nova de Lisboa. Nesta disciplina pretende-se que os alunos se
familiarizem com os conceitos basicos, principios e métodos em Topologia e Anélise Fun-
cional. Embora seja dada uma énfase especial aos espacos lineares normados de dimensao
arbitraria, sao desenvolvidas ideias e estabelecidos alguns resultados fundamentais em
espacos lineares topologicos. As bases da teoria mais avancada dos espacos normados,
espacos de Banach e espacos de Hilbert sao aqui analisadas.

A lista de exercicios encontra-se organizada do seguinte modo:

A primeira secc¢ao retine os exercicios propostos para as aulas praticas da disciplina.
Estes foram cuidadosamente escolhidos pelos docentes de modo a consolidar a matéria
leccionada nas aulas teéricas e abordar todos os topicos mencionados no programa da
disciplina. Grande parte dos exercicios propostos constituem lemas, proposicoes e teore-
mas de Topologia ou Anéalise Funcional, preparados e organizados em alineas de modo a
facilitar e encorajar o estudante a resolvé-los por si s6. A segunda sec¢ao reune testes e
exames apresentados para a avaliacao dos alunos em anos anteriores. Por fim, na terceira
seccao, analisam-se e comentam-se alguns exercicios que por razoe pedagogicas nao serao
efectuados nas aulas praticas.

Programa da disciplina:

1. Espacgos métricos. Sucessoes. Sucessoes de Cauchy e sucessoes convergentes. Espacos
meétricos completos.

2. Espacos topologicos. Subespagos. Topologia relativa. Separabilidade. Espacos de
Hausdorff. Espacos conexos

3. Continuidade. Funcoes continuas. Homeomorfismos. Compacidade. Conjuntos com-
pactos.

4. Espacos lineares normados. Espacos lineares normados de dimensao finita. Compaci-
dade e dimensao finita. Operadores lineares limitados e operadores lineares continuos.
Espacgos de Banach.

5. Espagos lineares com produto interno. Espacos de Hilbert. Conjuntos ortonormados
e ortonormados maximais. Séries relacionadas com sucessoes e conjuntos ortonormados.
Complementos ortogonais e somas directas. Representacoes de funcionais em espacos de
Hilbert.

6. Algumas aplicagoes a teoria da aproximacao. Aproximacao em espacos de Hilbert.

7. Teoremas de Hahn-Banach.

BOM TRABALHO!
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PARTE 1
EXERCICIOS PROPOSTOS

1l



1 Espacos métricos

1.1 Generalidades

Exercicio 1. (Métrica discreta)

Seja X um conjunto nao vazio. Considere a aplicacao

0 se r =1y

dy: X x X - R, definida por ds(a:,y):{ 1 serty

Mostre que dy é uma meétrica.

Exercicio 2.

Seja IR¥, com k € IN, o espaco linear constituido pelos elementos = = (1, s, ..., 1)
com z; € IR para i =1, ..., k. Considerem-se as aplicacoes

dy : R x R* - IR, doo(,y) = igllanh?z‘ — il

d IRkXIRk—)IR d1$y Z'xz yz

com r = (x1,Ta,...,Tx) € y = (Y1, Yo, ---, Y ). Mostre que estas aplicagoes definem meétricas
em IRF.

Exercicio 3.

Seja C'([a, b]) o espago linear das fungoes reais continuas e definidas no intervalo [a, 0],
com a,b € IR tais que a < b. Mostre que as aplicagoes

doo - C([a,0]) x C[a,b]) = R, deo(f, 9) = m@)g}lf( z) — g(x)],

dy : Ca,b]) x C([a,b]) — R, di(f,q) / f(z) — g()|da,

definem métricas em C/([a, b]).

Exercicio 4.

Seja (X, d) um espago métrico. Mostre que fica bem definida em X uma outra métria

c?, pondo
gt d(z, y)
d(z,y) = ——— Vx,y e X.
S e B
Sugestao: Para estabelecer a desigualdade triangular use o facto da funcdo f(t) = m ser

crescente no seu dominio.



Exercicio 5. (Bolas abertas. Alguns resultados)

Seja (X, d) um espago métrico. Para o € X e § > 0 representa-se por Bs(z) a bola
aberta de centro em z( e raio 9, definida por

Bs(zg) ={z € X : d(x,x0) < 0}.
Dados xg, yo dois elementos distintos de X, mostre que:
(a) Existem d; > 0 e d2 > 0 tais que B, (z) N By, (yo) = 0.
(b) Dados d; > 0 e d2 > 0, existe d3 > 0 tal que By, (z9) U Bs,(yo) C By, (o)
(c) Dado § > 0, mostre que

Vo € Bg(l’o), 351 > 0, B(;z ($) g Bg(.%o).

(d) Dados d; > 0 e d5 > 0, suponha-se que B, (x¢) N Bs,(yo) # 0. Mostre que:

\V/l' € B<51 (1’0) N B(gz(y[)), 3590 > 0, B(sz (ZL‘) Q B51 (ZL’()) N 352 (yg)

Exercicio 6.

Considere em IR? as métricas d; e dy, definidas no Exercicio 2. Considere ainda a
métrica euclideana

dy : R* x R* = R, dy((1,22), (y1,52)) = /(21 — 11) + (72 — 12)*.
Dado um ponto (29, ) € IR? e um real positivo § > 0, defina os conjuntos
Bg('r07y0)7 Bgo(x(hy())a B;(x07y0)7

onde Bi(zo, o), com i = 1,2, 00, designa a bola aberta de centro em (zg, yo) e raio 6 > 0
para a métrica d;.

Sugestao: Observe que dependendo da métrica se obtém os conjuntos

O YN

r
e
¥
=
=
.
—
e
s

}(1r 1



Exercicio 7. (Conjuntos limitados)

Num espago métrico (X, d) um subconjunto nao vazio A C X diz-se limitado se
dzp € X, 30 >0, A C Bs(xo).
Mostre que sao equivalentes as seguintes condigoes:
(a) A é um conjunto limitado;
(b) Vx € X,36 >0, A C Bs(z);
(¢) AM > 0,Ya,b e A, d(a,b) < M.

Exercicio 8. Seja (X, d) um espago métrico.

(a) Mostre que se A C X e B C X sao subconjuntos de X limitados, entdao A U B
também é limitado.

(b) Suponha-se que X = IR e considere-se em X a métrica usual, isto &,
d(l’,y):|$—y|, $7y€IPL~

Mostre que um subconjunto A C IR é limitado se e s6 se ¢ majorado e minorado.

1.2 Desigualdades de Holder e Minkowski

Exercicio 9. !

1 1
Sejam p e ¢ dois nimeros reais tais que p > 1 e — 4+ — = 1. Considerem-se os n—uplos
q
de ntimeros reais (aq, ag, ..., a,), (b1, ba,...,b,) € (¢1, ¢, ..., ¢) comn > 1. O objectivo deste

exercicio é mostrar que sao validas as seguintes desigualdades:

1. Desigualdade de Hélder para o caso finito

n n n 1/p n 1/q
zaicigzmicim(zmm) (Zw) ;
=1 =1 =1 =1

2. Desigualdade de Minkowski para o caso finito

n 1/p n 1/p n 1/q
<Z|ai+bi‘p> < (Z|ai|p> + <Z|bz’|p> :
i=1 i=1 i=1

Para tal responda as seguintes questoes:

Ver Anexo 10.1



Comece por verificar que p e ¢ satisfazem as condicoes

F:q—l e (p—1)g=p

Mostre que para quaisquer niimeros reais o, 3 € R™, se tem

Oép q
aff < — + —.
p q
Para cada ¢ = 1, ..., n defina-se
~ |a;] ~ il
a; = e ¢ =

- el (Dies leil )/

e conclua que
n

Sao1 S
i=1 i=1
Utilizando (b) majore a soma

a;C;
i=1

e estabeleca a desigualdade de Holder para o caso finito.

Justifique agora que

D lai+bil” <D lai+ bl (Jas] + (b))
i=1 i=1

=Y lai bl il + > lai + 0P bl
=1 =1

e, utilizando a desigualdade de Holder e o facto de (p — 1)g = p, mostre que
n n 1/q n 1/p n 1/p
i=1 i=1 i=1 i=1

Finalmente, atendendo a que 1 —1/g = 1/p estabeleca a desigualdade de Minkowski
para o caso finito.



1.3 Nocgoes topolégicas

No que se segue, dado um espago métrico (X, d) e A # () um subconjunto de X, representa-
se por intA, ext(A), ad(A), A’ e pi(A), respectivamente o interior, o exterior, a aderéncia,
o conjunto dos pontos de acumulacao e o conjunto dos pontos isolados do conjunto A em
X.

Exercicio 10.
Seja (X, d) um espago métrico, A # () um subconjunto de X. Mostre que:
(a) ad(A) =AUA"
(b) ad(A) = A’ Upi(A).

Exercicio 11.

Sejam (X,d) um espago métrico e A, B C X, dois subconjuntos de X nao vazios.
Prove que:

Com um exemplo em IR, mostre que se pode ter int(A U B) # int(A) Uint(B);
(g) ad(AU B) = ad(A) Uad(B);

(h) ad(AN B) C ad(B) Nad(B);
Com um exemplo em IR, mostre que se pode ter ad(A N B) # ad(A) Nad(B);

(j) ad(A) é o menor conjunto fechado que contém A, i.e, prove que

(1) ad(A) é um conjunto fechado,
(2) ACad(A),

(3) se B O A éfechado, entao B D ad(A). Conclua ainda que ad(A) é a intersecgao
de todos os conjuntos fechados que contém A.



Exercicio 12. (Algumas propriedades dos conjuntos abertos e fechados)
Seja (X, d) um espago métrico. Mostre que:
(a) X e () sao subconjuntos de X simultaneamente abertos e fechados.
(b) Se {A;};es designa uma familia de subconjuntos abertos de X entao ,UJAj ainda é
JE

um subconjunto aberto em X.

(c) Se Ay, A, ..., Ay, sdo subconjuntos abertos de X entdo N7_; A; ainda é um conjunto
aberto em X.
(e) Se {F;}jes designa uma familia de subconjuntos fechados de X entao 'ﬂJ.Fjj ainda é
J€
um subconjunto fechado em X.

(d) Se Fy, Fy, ..., F,, sdo subconjuntos fechados de X entdao Uj_, A; ainda ¢ um conjunto
fechado em X.

(e) Mostre com um exemplo que as alineas (¢) e (d) nao sao em geral verdadeiras se
considerarmos familias infinitas de conjuntos.

Exercicio 13. (Subespagos métricos)

Sejam (X, d) um espac¢o métrico e Y # () um subconjunto de X. Considere-se em Y a
métrica induzida pela métrica d, isto é, considere-se em Y a métrica

dy : Y xY — IR, definida por dy(z,y) = d(z,y).

(Y, dy)?* diz-se entdao um subespago métrico de X. Sendo 2o € Y C X e r > 0, considerem-
se 0s conjuntos

Bf((:vo) ={z e X: d(x,zg) <r} (Bolaaberta, em X, de centro em zg e raio r),
BY (z0) = {zx €Y : dy(z,10) <7} (Bola aberta, em Y, de centro em z e raio r).
(a) Mostre que BY (z9) = BX(zo) NY.
(b) Seja A CY(C X). Mostre que
ady (A) = adx(A)NY.

Verificar-se-4 uma igualdade idéntica para o conjuntos dos pontos interiores? Sera
que
inty (A) = intx(A)NY?

(¢) Mostre que se A C Y(C X) é um conjunto fechado em X entdao A é fechado em Y.

(d) Recorrendo a alinea anterior justifique que se A C Y(C X) é um conjunto aberto
em X entdao A é aberto em Y.

2Quando néo existir perigo de confusdo representa-se dy apenas por d.



Exercicio 14.

Considere em IR a métrica usual. Seja

n

1
A:]Q,S]U{—— :nG]N}.
(a) Determine o interior, a fronteira, a aderéncia, os pontos isolados e os pontos de
acumulacao do conjunto A.

(b) Considere o conjunto

y = {—1 ne ]N}U]l,?)] U {oy,

n

no qual se fixou a métrica induzida pela usual de IR. Determine o interior, a fron-
teira, a aderéncia, os pontos isolados e os pontos de acumulagao do conjunto A
relativamente ao espago métrico Y.

(¢) Indique um subconjunto B C Y (C IR) tal que B é aberto em Y mas nao é aberto
em IR.

(d) Indique um subconjunto B C Y (C IR) tal que B é fechado em Y mas nao é fechado
em IR.

Exercicio 15.

Considere em IR? a métrica euclideana. Seja
A={(z,y) e R?: 2* + 9> <1} U{(z,y) e R* 1z > 1Ay =0}

(a) Determine o interior, a fronteira, a aderéncia e o conjunto dos pontos de acumulagao
do conjunto A.

(b) Considere o conjunto
Y ={(z,y) eR*: 2+ <4} U{(z,9) e R*: 2 >2Ay =0}

no qual se fixa a métrica induzida pela métrica euclideana de IR?. Determine para
A o interior, a fronteira, a aderéncia e o conjunto dos pontos de acumulacao, agora
relativamente ao espaco métrico Y.

1.4 Sucessoes

Exercicio 16.

Seja (X, d) um espago métrico.

(a) Mostre que o limite de uma sucessao (z,), de elementos de X, se existir é tnico.



(b) Mostre que toda a sucessao (x,) de elementos de X que seja convergente entdo é
limitada.

(¢) Mostre que qualquer subsucessao (z,,) de uma sucessao convergente (x,), de ele-
mentos de X, é convergente e o seu limite coincide com o limite de (z,) .

Conclua que:

Se (z,,) é convergente e xp € X é o limite de uma subsucessao (z,, ), entdo o limite
de (z,) é também x.

(d) Seja (x,) uma sucessdo de elementos de X e zg € X. Considere (z2;) e (Tor—1)
respectivamente as subsucessoes dos termos pares e impares de (x,). Mostre que

Ty — Ty < Tok ? Tg € XTop—1 ? xg.
n

Exercicio 17. (Sucessoes de Cauchy)

Seja (X, d) um espago métrico.
(a) Mostre que toda a sucessao convergente em X é de Cauchy em X.
(b) Mostre que toda a sucessao de Cauchy em X ¢é limitada.

(¢) Mostre com exemplos que as reciprocas das duas alineas anteriores nao sao em geral
verdadeiras.

(d) Mostre que se uma sucessao de Cauchy em X possuir uma subsucessao convergente
entao também é convergente tendo por limite o0 mesmo limite que a subsucessao.

Exercicio 18. (Pontos aderentes e sucessoes)

Sejam (X, d) um espac¢o métrico, F' # () um subconjunto de X e x € X. Mostre que:

(a) x pertence a ad(F’) se e 86 se existe uma sucessao (z,) de elementos de F' convergente
para .

(b) F' é um conjunto fechado se e s6 se F' contém os limites de todas as suas sucessoes
convergentes, ou seja, se e sO se é verdadeira a situacao:

(VneN, z,€F) N x,—z(reX)) = zel.

Exercicio 19. (Pontos de acumulacao e sucessoes)

Sejam (X, d) um espago métrico, F' # () um subconjunto de X e x € X. Represente
por F’ o conjunto dos pontos de acumulacao de F.



(a) Mostre que x € F” se e s0 se para todo o § > 0, real positivo, se tem que

(Bs(z) N F') tem infinitos elementos.

(b) Mostre que = é ponto de acumulacdo do conjunto F' se e s0 se existe uma sucessao
em F, de pontos todos distintos, convergindo para x.

Exercicio 20.

Seja (X, d) um espago métrico.

(a) Considere (z,), (y,) duas sucessoes em X tais que d(z,,y,) — 0. Mostre que:
n

(i) Se (z,) é convergente para um elemento zy € X, entao (y,,) também é conver-
gente para .

(ii) Se (z,) ¢ uma sucessao de Cauchy, entao (y,) também é uma sucessao de
Cauchy.

(b) Suponha-se agora que (z,), (y,) sao duas sucessoes de Cauchy em X. Mostre que,
Vn,m e N, |d(zn, Yn) — AT, Ym)| < d(@n, Tm) + (Y, Yn),
e conclua que existe lim d(z,,, yy).

n—oo

Exercicio 21. (Distancia de um ponto a um conjunto)

Sejam (X, d) um espac¢o métrico, A C X um subconjunto nao vazio de X e zy € X.
Define-se a distancia do ponto xy ao conjunto A, e representa-e por d(zg, A), o nimero
real

d(zg, A) = inf d(x¢,a) > 0.
acA

Mostre que:
d(zg,A) =0 < zo € ad(A).

1.5 Meétricas num produto cartesiano

Exercicio 22.

Sejam (X, dx) e (Y, dy) dois espagos métricos. Considere o produto cartesiano X x Y
e a aplicacao

doo : (X XY) X (X xY) =R, dol(z,y),(2,y)) = max{dx(z,2"),dy(y,y")}.
(a) Mostre que do, ¢ uma métrica em X x Y .

(b) Sejam (z,,y,) uma sucessao de elementos em X x Y e (z,y) € X x Y.



(i) Mostre que

(Tn, yn) — (2,y) (em X xY) & 2, >z (em X) € yp —y (emY).

(ii) Mostre que
(Tn, yn) & de Cauchy em X XY & 1z, é Cauchy em X e y, é Cauchy em Y.

(c) Se A C X é fechado em X e B C Y é fechado em Y, entdao A x B é um conjunto
fechado em X x Y.

(d) Se A C X é aberto em X e B C Y é aberto em Y, entdao A X B é um conjunto
aberto em X x Y.

Sugestao: Utilize o facto de

(X xY\AXxB)=((z\A) xY)U(X x (Y\ B)).

Exercicio 23.

Sejam (X, dx) e (Y, dy) dois espagos métricos. Mostre que as aplicagoes definidas por

dy s (X xY)x (X xY) =R, di((z,y),(2",y)) = dx(z,2) + dy (y,9/),

dy: (X X Y)x (X xY) =R, dof(z,y),(«,1)) = \/[dX(;c,x')}Q + [dy (y, 9",

definem duas métricas em X x Y.?

1.6 Conjuntos completos e compactos em espagos métricos

Exercicio 24. (Conjuntos completos vs conjuntos fechados)

Sejam (X, d) um espago métrico. Prove que:

(a) Se X é completo e F' # ) & um seu subconjunto fechado, entdao F' também é um
conjunto completo;

(b) Se F' # ) é um subconjunto nao vazio e completo de X entao F é fechado.

Exercicio 25. (Produto de espagos métricos completos e compactos)

Sejam (X, dy) e (Y, dy) dois espagos métricos. Considere no produto cartesiano X x Y’
a métrica (usual) definida no Exercicio 22,

doo : (X XY) X (X xY) =R, do((z,y),(2,y")) = max{dx(z,2"),dy(y,y")}.

3Quando nada se diga em contrario consideraremos sempre num produto cartesiano de espacos métricos
X XY a métrica definida no Exercicio 22. Estas duas métricas satizfazem no entanto todos os resultados
estabelecidos no exercicio 22.

10



(a) Mostre que se os espagos métricos (X, dx) e (Y, dy) sdo completos entao o mesmo
sucede ao espago mético (X x Y, dw).

(b) Se (X,dx) e (Y,dy) sdao campactos que pode afirmar sobre (X X Y, d)? Justifique.

Exercicio 26. (IR como espago métrico completo)

Considere em IR a métrica usual.

(a) Com este exercicio pretende-se mostrar que em IR todo o conjunto fechado e limitado
é compacto. Para tal fixe-se A # () um subconjunto X, simultaneamente fechado e
limitado, e responda as seguintes questoes:

i. Seja (z,) uma qualquer sucessao em A. Justifique que existem a,b € IR tais
que
VnelN, a<ux, <D

Para cada k € IN, defina-se o conjunto Ay,
ii. Justifique que para todo k € IN, Ay é um conjunto limitado.

Seja
cp = sup Ag.

iii. Justifique que
VkE e N, a<uzp <c.

Seja ¢ = inf{c; : k € IN}. Prova-se a seguir que ¢ é limite de uma subsucessao de

iv. Atendendo a que ¢+ 1 > ¢, justifique que ¢ + 1 nao é minorante do conjunto
C ={cp : k € IN}, e conclua que

dpelN,c-1<c<c,<c+1.
Usando o facto de ¢, ser o supremo de A, e de ¢ — 1 < ¢, justifique ainda que
dny >p, c—1<x, <c+ 1
v. Dado que ¢ + % > ¢, justifique que
dp € IN, cp<c+%.

Seja p = max{ny,p} + 1. Tem-se obviamente que ¢ — % < ¢ < ¢p. Justifique
que como cj > ¢ — % entao ¢ — % nao é majorante do conjunto Az, logo

~ 1
dns > p, ¢ — 3 < Tpy-
Dado que z,, € A,, tem-se que

1 1
c—§<xn2<c+§.

11



vi. Mais geralmente, para cada k > 2 justifique

1 1
dp € IN, C—E<C§CP<C+E.

Sendo p = max{n,_1,p} + 1, e atendendo a que ¢ — % nao é majorante do
conjunto Az, justifique que

- 1 1
dng > p, C—E<xnk<c—E.

Assim se garante que existe uma subsucessao (x,, ) de (z,) tal que

1
Vk e N, |z, —c| < o

ou seja, (z,,) é convergente para c.
vi. Conclua que A é compacto.

(b) Usando a alinea (a), mostre que IR é um espa¢o métrico completo, isto é, toda a
sucessao de Cauchy em IR é uma sucessdao convergente. Justifique ainda que IR?,
com a métrica euclideana, é ainda um espaco métrico completo.

Exercicio 27. (Conjunto compacto vs conjunto completo)

Sejam (X, d) um espago métrico e A C X um subconjunto de X nao vazio. Mostre
que:

Se A é compacto entao A é completo.

E a reciproca desta afirmagao verdadeira?

Exercicio 28. (Conjuntos compactos vs conjuntos totalmente limitados)

Considere um espago métrico (X, d). Um conjunto nao vazio A C X diz-se totalmente
limitado se

Ve > 07 33/17y27 TS A7 A - (Bﬁ(yl) U B€<y2) u...u Be(yk))

O objectivo deste exercicio é mostrar que todo o conjunto compacto e nao vazio é total-
mente limitado. Para tal considere A C X um subconjunto nas condi¢oes anteriores, isto
¢, compacto e nao vazio e suponha, com vista a um absurdo, que A nao é totalmente
limitado. Nestas condi¢oes responda as seguintes questoes:

(a) Justifique que
de > O,Vyl,yQ, e Yk < A, A g Be(yl) U Be(yg) U...uJ Be(yk>

Fixe a; um elemento de A.

(b) Justifique que existe um elemento as € A tal que ay ¢ B.(ay).
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(c) Justique que existe um elemento az € A tal que a3z ¢ B.(a1) U Bc(as).

Repetindo o raciocinio das alines (b) e (c¢) construimos uma sucessao (a,) de elementos
de A tal que

Vn e N, a, ¢ Bc(a1) U Be(az) U...U Be(ap-1).
(d) Para a sucessao (a,) justifique que
Vn,Ym € N, n# m = d(a,,an) > ¢,
e conclua que (a,) ndo é uma sucessao de Cauchy.

(e) Justifique ainda que (a,) nao possui nenhuma subsucessao de Caunchy e conse-
quentemente nao possui nenhuma subsucessao convergente.

(f) Sendo A um conjunto compacto, conclua das alines anteriores que A é totalmente
limitado.

Exercicio 29. (Conjuntos compactos vs conjuntos fechados e limitados)

Sejam (X, d) um espago métrico e A C X um subconjunto nao vazio. Mostre que:
SeA é compacto entao A é fechado e A é limitado.

Sugestao: Para provar que A € limitado recorra ao Ezxercicio 28.

Exercicio 30. (Uma condigao suficiente para um espago ser completo)

Seja_(Z, d) um espaco métrico e seja X um subconjunto proprio de Z tal que X = Z
(onde X designa o fecho ou aderéncia de X). Admitamos que X tem a propriedade:

"Toda a sucessao (z,) de elementos de X, de Caunchy, converge para um elemento de
Z, isto é, existe u € Z tal que u = lim x,. "

n—oo

Com este exercicio pretende-se provar que Z é completo.
Seja entao (z,) uma sucessao de Cauchy em Z.

(a) Seja n arbitrariamente fixado em IN. Justifique que
Vr e RT3z € X, z € B.(2,),

sendo B,(z,) = {2z € Z : d(z,z,) < r}. Justifique ainda que é possivel obter uma
sucessao (z,) de elementos de X tal que

1
Vn e N, d(z,,z,) < —
n
(b) Justifique que para todo o n € IN e todo o m € IN,

(T, Tm) < d(Tp, 20) + d(2n, 2m) + d(Zm, Tm)

e prove que (z,) é sucessao de Cauchy em X.
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(c¢) A hipotese formulada garante que existe u € Z tal que u = lim z,,. Prove que a

n—oo

sucessao (z,) também converge para u € Z, isto &, prove que

lim d(z,,u) =0,

n—o0

ficando assim concluida a demonstracao de que Z é completo.

Sugestao: Utilize convenientemente a desigualdade triangular.
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2 Funcoes continuas em espacos métricos

Exercicio 31. (Imagem e Pré-imagem)

Sejam X, Y conjuntos nao vazios e f : X — Y uma aplicacao. Sejam AC X e BCY
subconjuntos nao vazios de X e Y, respectivamente. Chama-se imagem do conjunto A
pela aplicagao f, ao subconjunto de Y dado por

flA)={yeY FTre X y=f(o)}={f(x) €Y :z € X}.

Chama-se imagem inversa do conjunto B por f, ao subconjunto de X dado por

fY(B)={xe€ X : f(z) € B}.

Mostre que:

(a)
(b)
(c)

(d)

Se Q) §é A1 Q AQ Q X entao f(Al) Q f(AQ)
Se ) £ By C By CY entao f1(By) C f1(By).
Se Bi, B, C'Y sao conjuntos nao vazios entao

JTHUBIUBy) = fH(B)Uf By e fH(BiNBy)=f""(B1)N [ (Ba)

Se Aj, Ay C X sao conjuntos nao vazios entao
f(AIUAg) = f(A) U f(A2) e f(AiNAy) C f(A)N f(A2).

Diga que condi¢ao tem de satisfazer a funcao f para que se tenha f(AlN As) =
f(AL) N f(Az), quaisquer que sejam os subconjuntos Ay, A de X.

Se B CY énio vazio entdao f~ (Y \ B) = X \ f1(B).
Se AC X e B CY, sao conjuntos nao vazios, entao
fHfA)2A e f(fH(B)CB

Diga que condigoes se tém de impor a fun¢ao f para que as anteriores desigualdades
se transformem em igualdades, quaisquer que sejam os conjuntos A C X e BCY.

Exercicio 32. (Algumas fungées continuas)

(a)

(b)

Seja (X, d) um espaco métrico e I : X — X a fungao identidade, isto é,
I(x)=2z, VzelX.
Mostre que I é uma funcao continua.

Sejam (X, dy) e (Y,dy) dois espagos métricos e yo um elemento de Y. Considere a
funcao constante

f: X =Y f(x)=uyo.

Mostre que f é continua.
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(c¢) Dados dois espacos métricos (X, dx) e (Y, dy), uma fungao f : X — Y diz-se uma
1sometria, se satisfaz a condigao

dy (f(2), f(y)) = dx(x,y), Vaz,y€e X.

Mostre que qualquer isometria f de X em Y é uma funcao continua.

(d) Dados dois espagos métricos (X,dx) e (Y,dy), uma funcao f : X — Y diz-se
lipschitziana, se satisafaz a condigao

aC > Ovvx>y S X> dY(f<x>7f(y)) S CdX(x7y)
Mostre que qualquer fun¢ao lipschitziana f de X em Y é continua.
(e) Considere a fungio f : IR> — IR? definida por

1 1

flzy,20) = (—ﬁxg, —§x1> . (x1,29) € R.

Considere em IR? a métrica euclideana. Diga se f é uma funcio continua.

Exercicio 33. (Métrica discreta. Algumas consequéncias)

Seja X um conjunto nao vazio no qual se fixou a métrica discreta d;.
(a) Fixe 2o € X. Determine as bolas abertas

Bi(xzg) e B%(xo).

3
Mais geralmente indique as bolas abertas Bj(zg), para § > 0.

(b) Indique quais os subconjuntos de X que sdo limitados.

(c) Diga quais dos subconjuntos de X sdo conjuntos abertos. E os fechados?

(d) Sendo (z,) uma sucessao de elementos de X e xy € X. Mostre que:

(xn) — 29 < (Fpe N, n>p=x, =)

(e) Indique quais dos subconjuntos de X sao conjuntos compactos.
(f) E X um espaco métrico completo?

(g) Seja (Y,d) um outro espa¢o métrico. Mostre que qualquer que seja a funcao f :
X — Y, entao f é uma funcao continua.
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Exercicio 34. (Continuidade vs continuidade sequéncial)

Sejam X e Y espacos métricos e f : X — Y uma aplicacao. Dado xy em X, prove
que as seguintes condicoes sao equivalentes:

(a) f é continua em zg;

(b) Para qualquer sucessao (x,) de elementos de X convergente para xo, a sucessao das
imagens, (f(z,)), é convergente para f(xg).

Exercicio 35. (Composta de fungdes continuas)

Sejam X, Y e Z trés espacos métricose f: X — Y e g:Y — Z aplicacoes continuas.
Mostre que a fungao composta (go f) : X — Z é continua.

Exercicio 36. (Igualdade de fungbes continuas num conjunto denso)

Sejam X e Y dois espacos métricos, f : X — Y e g: X — Y duas funcoes continuas
e A C X um subconjunto de X tal que

Ve € A, f(x) = g(x).

Mostre que se A for denso em X, ou seja, se ad(A) = A, entao as fungoes f e g coincidem.

Exercicio 37. (Continuidade. Conjuntos abertos e conjuntos fechados)

Sejam X e Y dois espagos métricos e f: X — Y uma aplicacao de X em Y.

(a) Mostre que:

f € continua em X < (VA CY, (A aberto em Y) = (f~'(A) é aberto de X)) .

(b) Mostre que:

f & continua em X < (VF CY, (F fechado em Y) = (f~'(F) é fechado de X)) .

Sugestao: Para estabelecer (b) utilize a alinea (a) e o Exercicio 31(e).

Exercicio 38.

Considere um espac¢o métrico (X,d) no qual se fixa um ponto a € X. Considere a
aplicacao
do: X = R, du(x) =d(z,a).

(a) Mostre que d, é um fun¢do continua quando se considera em X a métrica d e em
IR a métrica usual.
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(b) Justifique que para todo o d > 0, a bola aberta
Bs(a) ={zr € X : d(z,a) < d}
¢ um conjunto aberto, e a bola fechada
Bs(a) = {x € x : d(z,a) < 5§}

¢ um conjunto fechado em X.

Exercicio 39. (Continuidade e conjuntos compactos)

Sejam X e Y dois espacos métricos e f : X — Y uma aplicacao continua de X em Y.
Mostre que:

Se A C X & compacto em X, entdo f(A) é compacto em Y.

Exercicio 40. (Homeomorfismos)

Sejam X e Y dois espacos métricos com X compacto e T : X — Y uma aplicacao
continua e bijectiva de X em Y. Mostre que 7" é um homeomorfismo, ou seja, é uma
aplicacao bijectiva tal que T e T~ sdo continuas.

Exercicio 41. (Teorema de Weierstrass)

Seja X um espaco métrico e f : X — IR uma funcao continua. Mostre que se A C X
¢ compacto e nao vazio, entao f tem um méaximo e um minimo no conjunto A, isto é,

Imi,my € A,Vx € A, f(ma) < f(x) < f(ma).

Sugestao: Mostre que o supremo e o infimo de um subconjunto de R, ndo vazio, fechado e
limitado sdo pontoa aderentes ao conjunto.
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3 Completacao de um espaco métrico

Exercicio 42. (Teorema da Completagao)*

Seja (X, d) um espago métrico nao completo. O ObJQCthO deste exercicio ¢ mostrar
que existe sempre um espago metrico completo (X d) e uma isometria ¢ : X — X tal
que ¢(X) é denso em X. Para tal responda as seguintes questoes:

1. Represente por Xo conjunto de todas as sucessoes de Cauchy em X, e defina em
X a seguinte relagao:

() ~ (2)) se e s6 se lim d(x,, ) =0.

n—oo

(a) Mostre que "~" define uma relagao de equivaléncia em X.

(b) Justifique que dadas quaisquer duas sucessoes de Cauchy (z,) e (y,) em X,
existe sempre lim d(x,, y,).

2. Seja X = ()?/ ~) o conjunto de todas as classes de equivaléncia para a relacao "~",
isto é _ R
X = {[(@a) : () € X},

Considere em X a correspondéncia d: X x X — R dada por

d ([(zn)]; [(yn)]) = lim d(zn, yn),  [(2n)], [(ya)] € X

n—oo

(a) Verifique que d define uma aplicacdo, ou seja, verifique que se (z,) ~ (2]) e

(yn) ~ (y,) entao
lim d(z,, yn) = hm d( T Yn)-

n—od
(b) Mostre que d define uma métrica em X.

3. Para cada © € X, represente-se por [(z)] a classe de equivaléncia da sucessao
constantemente igual a x. Defina-se a aplicagao

0: X =X, z [(2)]

(a) Observe que o contradominio da funcdo ¢ é

o(X) = {[(:c)] eX e X}

e justifique que a aplicacao ¢ é uma isometria.

(b) Mostre que ¢(X) é denso em X.

4. Mostre que X é completo.

“Ver Anexo?2.
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4 Espacos lineares normados

De agora em diante K designara sempre o corpo dos niimeros reais, IR, ou dos nimeros
complexos, C.

4.1 Generalidades

Exercicio 43.

Sejam (X, ||.||) um espago linear normado sobre o corpo K, (z,), (y,) duas sucessoes
de elementos em X, e xg,yo € X. Mostre que:

(a)

z, — 0 (em X) < |x,]| — 0 (em R)
(b) Se x, — xg € Y, — Yo, entao

xn+yn—>x0+y0

(c) Se x, — xg e (A,) é uma sucessao em K convergente para A\g € K, entao
n

A, - AoZo-

(d) Se a série Y ° | x, é convergente em X, entdo x, — 0.
n

(e) Serd a série Y " | Jxo convergente em X7

Exercicio 44.

Seja (X, ]|.]]) um espago linear normado sobre o corpo K. Mostre que:

(a) Para quaisquer z,y € X se tem
izl = llylll < llz = yll.

(b) A norma ||.|| : X — IR é uma fun¢ao continua quando se considera em X a métrica
induzida por ||.|| e em IR a métrica usual.

(¢) O conjunto S = {z € X : ||z|]] = 1} é fechado e limitado. E S um conjunto
compacto?
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Exercicio 45. (Critério de compacidade em dimensao finita)

Seja (X, |.]|) um espaco linear normado sobre K tal que X tem dimensao finita. Neste
exercicio vai mostrar-se que os subconjuntos compactos de X sao exactamente os subcon-
juntos fechados e limitados. Para tal responda as seguintes questoes:

(a) Justifique que qualquer subconjunto compacto A de X, é fechado e limitado.

(b) Considere agora A um subconjunto de X simultaneamente fechado e limitado.
Suponha que dim X = k e seja (eq, €9, ..., ;) uma base de X. Fixe-se uma sucessao
(ay) de elementos de A.

(i) Justifique que existem sucessdes (a{™), (a{™), ..., (a\™) em K tal que

VneN, a,= ozgn)el + ozén)eg + ...+ oz,(gn)ek.
Sendo eq, e, ..., €5 elementos linearmente independentes, pode mostrar-se que existe
uma constante C' > 0 tal que qualquer que sejam os escalares 3, € K (j =1,2,..., k),
se tem

Vn e N, |pier + Baea + ... + Brell = C(|B1] + | 52| + .- + | 5k])-

(i) Justifique que as sucessoes (a{™), (a5"), ..., (a!™) sdo limitadas.

(iii) Sabendo que qualquer sucessao limitada em K admite uma subsucessao conver-
gente, justifique que existem elementos a?, a9, ...,a? em K e uma subsucessio

(aj,) de (a,) tal que

(Jn)

0 0 0
a; e+ ... + g ek7a161+a262+...+akek.

n

(iv) Justifique que o elemento ag = oz?el + 05362 + ...+ agek estd em A e conclua
que A é compacto.

Exercicio 46. (Normas equivalentes)

Seja X um espago linear sobre o corpo K e || - ||1 e || - |2 duas normas em X. Diz-se
que as normas || - ||; e || - ||2 sAo normas equivalentes se existem constantes positivas k e
K tais que

Vee X, klzll < lzlls < K|zl

(a) Represente por X o conjunto de todas as normas que se podem definir no espaco
X. Mostre que a relacao ” ~ 7 definida por

Il ~ 1l-ll2 < |Ill1 e |]-]]2 sao normas equivalentes,
¢ uma relacao de equivaléncia no conjunto X .

(b) Sejam || - ||1 e || - ||]2 normas equivalentes em X. Nestas condigdes prove que:
(i) Se (x,) é uma sucessdo de elementos de X entdo (z,) é convergente para

o € X, relativamente a || - ||1, se e s6 se (z,) é convergente para rg € X,
relativamente a || - ||2;
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(ii) Se verifica 0 mesmo que na alinea anterior mas quando (z,) ¢ de Cauchy ou
limitada;

(iii) Se Y é um espaco linear normado sobre K e f : X — Y é uma aplicagao entao
f é continua relativamente a || - ||; se e s6 se o for relativamente a || - ||2.

(¢) Seja n € IN, considere o espaco linear K". Justifique que

(@1, ..., Z0)|loo = max{|xy|,..., |zal},
|(z1,.. . 20|l = || + o+ |20,

(@1, - @)l = Ve + .

sao normas equivalentes em K".

Sugestao: Observe que para qualquer x = (z1,...,2,) € K" se tem

[2lloe < lllls < nllzllz < nv/nllz]lo.

Exercicio 47. (Equivalencia das normas em dimensao finita)

Seja X um espaco linear sobre K, de dimensao finita. Pretende-se com este exercicio
mostrar que quaisquer duas normas em X sao equivalentes. Para tal, suponha-se que
dim(X) =n € IN e fixe-se uma base (eq,...,e,) em X. Responda as seguintes questoes:

(a) Prove que a aplicagdo Ny : X — IR, definida por
Ny (aner + ... ane,) = max{|ay|, ..., |am|}
¢ uma norma em X.

eja N uma qualquer outra norma em X. Prove que existe uma constante positiva
b) Seja N 1 t X.P ist tant iti
M tal que
Vee X, N(z) < MNy(x).

(c) Justifique que o conjunto S = {z € X : Ny(z) = 1} é compacto em (X, Nu).
(d) Mostre que N : (X, N) — IR é continua e justifique que existe sy € S tal que
N(sp) < N(s)
qualquer que seja s € S.

(e) Mostre que, qualquer que seja x € X, se tem

(f) Conclua que N é equivalente a Ny e ainda que quaisquer duas normas em X, sao
normas equivalentes.
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4.2 Operadores lineares limitados

Exercicio 48. (Propriedades bésicas)

Sejam X e Y espacos lineares normados sobre o mesmo corpo Ke 7T : X — Y um
operador linear.

(a) Mostre que T'(0) = 0.
(b) Seja KerT = {z € X : Tx = 0}. Mostre que
T & injectivo < kerT = {0}.

(c) Mostre que ker7T é um subespaco linear de X e Im7 = {Tx : z € X} é um
subespaco linear de Y.

(d) Mostre que se {e1, €, ...,ex} € um conjunto de vectores linearmente independentes
de X e T é injectiva, entdao {Te;,Tes, ..., Te,} constitui um conjunto de vectores
linearmente independentes de Y.

Exercicio 49. (Continuidade de operadores lineares )

Sejam X e Y espacos lineares normados sobre o mesmo corpo Ke 7' : X — Y
um operador linear continuo num ponto xy € X. Neste exercicio vamos mostrar que a

continuidde no ponto zy vai implicar a continuidade do operador 7" em todos os pontos
de X.
Fixe-se 1 € X, um qualquer elemento de X e responda as seguintes questoes:

(a) Dado § > 0 justifique que existe € > 0 tal que
|z — x| < €= ||Tx — Tao|| <.
(b) Justifique que
|z — 21| < e=||T(x+x0 — x1) — Txol| <.
(c¢) Conclua que T é continuo no ponto z; € X.

Assim se garante que se T é continuo num ponto de X entao é um operador continuo
(continuo em todos os pontos de X).

Exercicio 50. (Norma de um operador linear limitado)

Sejam X, Y espacos lineares normados sobre K e T': X — Y um operador linear de
X em Y. O operador T diz-se limitado se,

IM >0, Vz € X, ||Tz| < M|zl
(a) Mostre que T é um operador limitado se e 86 se existe e é finito

e
P .
rex ||z
z#0
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Seja g : L(X,Y) — IR{ a aplicacdo definida por

T
o) =sup 2L e pixv),

Tl
(b) Mostre que g define uma norma em L(X,Y).
(¢) Mostre que se T' é limitado entao
Ve e X, [[Tz]| < g(T)|[|
Nota: De agora em diante vamos escrever ||T|| para designar g(T).

(d) Sendo T" um operador limitado, mostre que

|IT|| =min{M >0: Ve e X, ||Tz| < M|=z|}.

(e) Sendo T um operador limitado, mostre que

T T
71 = supl Tl _ o I
cex ||z zeX 9O
20 l=l=5

Exercicio 51. (Soma, produto e composi¢do de operadores limitados)

Sejam X, Y e Z espacos lineares normados sobre o mesmo corpo K. Sejam
T.S: X —=Y e U:Y—>Z
operadores lineares limitados.
(a) Mostre que o operador linear (7' + S) : X — Y, definido por
(T'+ S)x=Tx+ Sz, VrelX,

é limitado tendo-se |7+ S|| < [|T]| + ||S]l-

(b) Dado 8 € K, considere o operador (87") definido por,
(BT)x = B(Tx), VrelX.

Mostre que (67") é um operador linear limitado, tendo-se ||BT|| = |5]]|T|-

(¢) Seja (UT) : X — Z o operador linear definido por,
(UT)(x) =U(Tz), VrelX.

Mostre que UT' é um operador limitado, tendo-se |[UT|| < ||U||||T]].
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Exercicio 52. (Operadores limitados e operadores continuos)

Sejam X e Y espacos lineares normados sobre o mesmo corpo Ke 7T : X — Y um
operador linear. Mostre que as seguintes condigoes sao equivalentes:

(a) T é limitado;

(b) T é lipschitziano;
(
(d

)
)
¢) T é uniformemente continuo;
) T é continuo;

)

(e) T é continuo num ponto g € X.

Exercicio 53. (Continuidade de operadores lineares em dimens3o finita)

Sejam X e Y espacos lineares normados sobre o mesmo corpo Ke 7T : X — Y um
qualquer operador linear de X em Y. Com este exercicio vai mostrar-se que se X tem
dimensao finita entao 7" é um operador limitado, ou seja, T é continuo.

(a) Comege por justificar que se T" é o operador identicamente nulo entao 7" é continuo.

Suponha-se entdo que 7' # 0 (onde 0 representa o operador nulo) e designe-se por ||| x e
||.|ly respectivamente as normas definidas em X e Y. Suponha que dim X =n € IN e seja
(e1, €3, ..., e,) uma base de X.

(b) Considere em X a funcao,
i=1

com T = qie1 + ages + ... + ape, € X, onde aq, ao, ..., a, € K.
Mostre que ¢(.) define uma norma em X.

De agora em diante represente-se a norma g por |.||o

(¢) Mostre que
I >0, Ve e X, ||Taly < Mzl

(d) Justifique a as normas ||.|[x e [|.]|o sdo equivalentes e que

dL >0, Ve € X, ||Tz|ly < L||z|x.

Assim se garante que 7' é um operador linear limitado, logo continuo.
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4.3 Operadores lineares. Exemplos

Exercicio 54. (Operadores de deslocamento)

Seja [*° o espago linear sobre K constituido por todas as sucessoes x = (o) em K que
sao limitadas. Considere-se em [* a norma ||.||« definida por,

Ve = (ag) = (a1, @y ooy Oy .n) €1, ||2]|o = sup|ayl.
keIN

Considere os operadores de deslocamento S, e S, definidos por
Sq 1 =1, onde Sy(aq, g, ...y, ...) = (0,09, gy ooy g,y ),
Se 1% — 1%, onde S.(a1, g, ..., O, ...) = (2, ..oy A, ...
(a) Mostre que Sy e S, sao lineares.
(b) Determine KerS; e KerS.. Sao estes operadores injectivos?

(c) Mostre que Sy e S, sdo operadores limitados e determine a sua norma.

Exercicio 55.
Seja [*° o espago linear sobre K constituido pelas sucessoes © = (o) em K que sao
limitadas e no qual se considera a norma definida por

||95||oozsup|04k|, T = (al,ozg,...,ozk,...).
kelN

Seja T : [>° — [*° o operador linear definido por
Tr=T(aq,a,....;ak,...) = (a1, 00/2, ..., au [k, ...).

a) T é um operador linear injectivo?

(a)
(b) E T sobrejectivo? Caracterize o contradominio do operator 7.
(c)
(d) Determine ||7T||.

Justifique que T' é um operador linear limitado e que ||T']] < 1.7

Exercicio 56. (Operador de multiplicagao)

Seja C([0, 1]) o espago linear constituido por todas as fungdes reais e continuas definidas
no intervalo [0, 1], no qual se fixou a norma

£l = max|F(2)]. ¥F € C(0.1]

Sendo g € C([0, 1]) uma fungao continua que nunca se anula em [0, 1], considere o operador
T, definido em C([0, 1]) por,

T, - C([0,1)) = C([0,1]), T4(f) = g9,

onde gf designa a funcao dada por

(9)(x) = g(x)f(x), = €[0,1].
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(a) Mostre que 7, ¢ um operador linear. Supondo que g(z) # 0 para todo o z € [0, 1],
mostre que 7, é injectivo. E T} sobrejectivo?

ostre que < 1|9]lo0, 0 que permite concluir que 7, é operador limitado.
b) M Ty < i lui T, é dor limitad

(c) Determine ||7,]|.

Exercicio 57. (Operador de derivagao)

Seja P([0,1]) o espaco linear constituido por todos os polindmios reais definidos no
intervalo [0, 1], no qual se fixou a norma

[flloe = max[f(#)], V[ e P([0,1]).

tel0,1]
Considere o operador de derivagao D definido em P(|0, 1]) por,
D: P([0,1]) = P([0,1]), f— D(f)=f"
Considere a sucessao de polinomios (f,,) onde, para todo o n € IN,
fa(t)=t", te]0,1].
1. Para cada n € IN, determine || f,.||oo € [|D(fn)]co-

2. E D um operador limitado?

4.4 Lemma de Riesz

Exercicio 58.

Sejam X um espago linear normado e (M,) uma sucessao de subespagos lineares
proprios e fechados de X, tais que

MyCMyC...CM,C...

com M1 7é {0} e ]\4Z 7& Mi—i—l-
Mostre que existe uma sucessao (y,) de elementos de X tal que

(i) y1 € My e [l = 1;

(i) yn € My, ||lynll =1 e infyenr, , lyn —yll > %, para todo o n > 2.

Exercicio 59.

Seja X um espaco linear normado sobre K, de dimensao finita e Xy um seu subespaco
proprio. Pretende-se com este exercicio mostrar que

daz* e X, |lz¥]| =1 A (||Jz" —z] > 1, Vo € Xj).

Para tal responda as seguintes questoes:
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(a) Justifique que Xy é um subespago fechado de X.

(b) Justifique que existe uma sucessao (x,) de elementos de X tal que,

1
Vn €N, [lea] = 1A (Jon —af = 1 ~, Vo € Xy).
n

(c) Justifique que é possivel extrair de (x,) uma subsucessao (x,,) convergente para
um elemento z* € S, onde

S={zreX: |z] =1}

(d) Mostre que o elemento x* estd nas condi¢oes pretendidas, i.e, que

2" = 1A (la" — 2| > 1, Vo € Xo).

Exercicio 60. (Uma condigao suficiente para o espago ter dimensao finita)

Seja X um espaco linear normado sobre K e S o conjunto,
S={zxeX: |z]| =1}

Suponha que S é um conjunto compacto. Com este exercicio pretende-se mostrar que X
¢ um espaco linear com dimensao finita. Ora, sendo S compacto sabe-se que 5 se (A;)icr
é uma familia de subconjuntos abertos de X tais que S C 'UIAi entao existe p € IN e

(S

iy, iy, iy € 1, S CUL_ Ay,

(a) Prove que S C USB (x). Justifique que existe um conjunto finito D,
S

1
4
D= {.1'1,1'2, ,.Tn} g S,

tal que
S C UL

1=

1B1(z;).

Seja Z = (x1, X2, ..., T,) 0 subespaco linear de X gerado pelo conjunto D.

1
1

(b) Que pode afirmar relativamente 4 dimensio de Z? E Z fechado?

Vejamos no que se segue que X = Z. Para tal admita-se que X # Z. Nesta situacao Z é
um subespaco proprio e fechado de X.

(c) Justifique que existe z* € S tal que

i=1,2,....n.

. 1

(d) A partir das alineas anteriores, justifique que se chega a um absurdo, concluindo-se
assim que X = Z, logo, X é um espaco linear de dimensao finita.

5Ver inicio do Anexo 3
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4.5 Espacos de Banach. Alguns exemplos
Exercicio 61. (C([a,b])- Espaco das fungGes reais continuas e definidas em |[a, b])

Seja C([a, b]) o espaco linear constituido por todas as fungoes reais continuas definidas
no intervalo [a,b] (b > a), no qual se fixou a norma

[fllee = max|f ()], V[ € C([a,b]).
tela,b]
Mostra-se a seguir que este espago linear normado é completo.
Seja entao (f,,) uma sucessao de Cauchy em C([a, b]).
(a) Mostre que
Ve>0dpeIN, n>pAm>p= (Vt€la,b], |fult) — fi(t)] <e).

(b) Seja t, um ponto arbitrario de [a, ] e (x,) a sucessao de nimeros reais definida por
Vne N, z, = fu(ty).
Mostre que (z,) é uma sucessao de nimeros reais convergente.
(c) Seja f a fungao definida por
Vt € [a,b], f(t) = lim f,(to).

n—oo
Mostre que

Ve>03dp e N, n>p= (Vt €[a,b], |fult) — f(t)] <e).

(d) Mostre detalhadamente que f é uma fungao continua em qualquer ponto de [a,b] e
justifique que
f= lim f,.

n—oo

Assim se garante que a sucessao de Cauchy (f,) é convergente para uma fungao f €
C([a,b]), ou seja, que C([a,b]) é um espago completo.

Exercicio 62. ([**-Espago das sucessoes limitadas)

Seja [*° o espaco linear sobre K constituido por todas as sucessoes
r = (ag) = (a1, a9, ..., O, ...)
em K, que sao limitadas. Considere-se em [*° a norma ||.||o, definida por,

Vo = (ar), [[2fleo = suplol.
keIN

O objectivo deste exercicio é mostrar que [*° é um espaco completo. Para tal fixe-se em
[*° uma qualquer sucessao de Cauchy (z,,),

zn = (@, alM ).
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(a) Justifique que
V6>0,3pe N, n,m>p= (Vke N, |o” —al™| < §).
(b) Mostre que para cada k € IN, a sucessao (a,(cn)) ¢ uma sucessao de Cauchy (em K)

e justifique que
Vk € IN, Ja; € K, lim a,&n) = aj.

n—oo
Considere o elemento z* = (o, a3, ..., af, ...).

(c) Justifique que existe M > 0 tal que

VneN, Vke N, [al"| < M.

(d) Justifique que x* € [*°.
(e) Mostre que
V6>0,3peN, n>p= (Vke N, |[al” —af| <6),
e que

lim ||z, — 2"]|ec =0
—00

(f) Conclua que [* é completo

Exercicio 63. (/’- Espago das sucessOes p-somaveis)

Seja 1 < p < oo. Represente-se por [P o espacgo linear sobre K constituido pelas
sucessoes de niimeros em K

r= () = (1,9, ..., q, ...)

tal que a série > .- |ag|P é convergente. Considere em [P a aplicagao ||.|, : ¥ — R
definida por

||$||p =

Com este exercicio vamos mostrar que a aplica¢do [|.||, define uma norma no espago [”
que o torna um espaco de Banach. Seja p > 1.

(a) Mostre que ||.||, ¢ uma norma em 7.

Sugestao: Para estabelecer a desiguldade tridngular recorra & desigualdade de Minkowski.

Assim, (I7,]|.]|,) constitui um espago linear normado. Considere-se agora uma sucessao
de Cauchy (z,) de elementos de [?,

n n n
T, = (af,ad, ...,aq, ...).
Vejamos que existe um elemento z* € [P, com z* = (aj, a3, ...,af,...), por forma a que
. ‘o
lim ||z, — 2*||, = 0.
n—oo
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(b) Mostre que

Vo>0,3peIN, nnm>p=r Z|a2—a2”|p<5,
k=1

e ainda que
V6>0,93p e N, n,m >p= (lag —af'| < o”, Vk e NN).

c) Para cada k € IN, justifique que (a}) é uma sucessao de Cauchy em K e que existe
J k y
aj € K tal que lim o} = aj.
n—oo

Fixe o elemento 2* = (af, o3, ..., af, ....).

(e) Justifique que

dM > 0,Vn € IN,

(o ¢]

> lajlr <M
k=1

e ainda que

IM >0,Vne NVie N, Y |afP < M”.
k=1
(f) Para cada ¢ € IN justifique que

i

> lajlr < M

k=1
e ainda que Y .- |af[P é convergente.
Assim se garante que x* € [P.

(g) Com o auxilio de (b) mostre que

Vé>0,3peIN, nm>p= |VieN, [} laf —a'|p < ¢

e que

Vo >0,3peIN, n>p= |VielN, [} laf — P <6

(h) Finalmente conclua que

V6>0,3peN, n>p= 2 o —aip <6
k=1

ou seja, que
V6>0,I3pe N, n>p= |z, —x%|| <4,

0 que permite afirmar que a sucessao de Cauchy (z,,) é convergente para um elemento
T* e [P
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Exercicio 64. (L(X,Y)-Espago dos operadores lineares limitados)

Sejam X,Y espagos lineares normados sobre o mesmo corpo K e £(X,Y) o espago
linear constituido por todos os operdores lineares limitados de X em Y, no qual se fixa a
norma habitual, isto é,

|7
|T|| = sup Tzl VT € L(X,Y).

Suponha-se que Y é um espaco de Banach. Pretende-se neste exercicio mostrar que
L(X,Y) também é um espago de Banach.
Fixe-se uma qualquer sucessao de Cauchy (4,) em L(X,Y).

(a) Mostre que
Vo >0,dp € N, n,m>p= (||[Ax — Apz| < dlz], VreX).
(b) Para cada x € X, mostre que a sucessao (A,(z)) é de Cauchy em Y e justifique que
(A, (z)) é convergente.
Considere o operador A : X — Y definido por
Az = lim A,z.

n—oo

(¢) Mostre que A é um operador linear.

(d) Justifique que
IM >0,Vn € N, ||A,|| < M.

(e) Utilizando a alinea anterior prove que o operador A é limitado.
(f) Dado § > 0, justifique que
dJpeN, n>p= (|Ax— Az| <d||z|, Vze X)

e ainda que
V6>0,9pe N, n>p= |4, — Al <.

(g) Conclua finalmente que £(X,Y") é completo.

Exercicio 65.

Sejam X, Y espacos lineares normados, nao nulos, sobre o mesmo corpo K e £(X,Y)
o espago linear constituido por todos os operadores lineares limitados de X em Y, com a
norma

[Tz ||
7] = sup T VT € L(X,Y).
s

Suponha-se que £(X,Y') é um espago de Banach. Com este exercicio pretende-se mostrar
que Y também é um espaco de Banach e a demonstracao vai ser feita por reducao ao
absurdo.

Sendo £(X,Y) um espago de Banach, suponha-se que Y nao o é:
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(a) Justifique que existe uma sucessao (y,) de elementos de Y de Cauchy que nao é
convergente.

Se X # {0} pode provar-se que existe um operador linear nao nulo e continuo ' : X — K.
Considere a sucessao de operadores 7T, : X — Y definidos por

VnelN, Ve e X, T,(z)=F(x)y,, nelN.
(b) Para cada n € IN, mostre que T,, ¢ um operador linear limitado.

(c¢) Fixe n,m € IN. Mostre que
Ve e X, [[Tu(z) = Tn(2)| = |F@)/lyn = ymll,

e conclua que
1T = Toall = [1E'[[yn = ml|-

(d) Justifique que (7},) é um sucessao de Cauchy em L£(X,Y) e que existe Ty € L(X,Y)
tal que
lim T, = T.

n—oo

(e) Para cada x € X mostre que

lim T,,(x) = To(x).

n—oo

(f) Recorrendo a alinea anterior justifique que se chega a um absurdo.

Assim se conclui que se £(X,Y) é um espaco de Banach entdao o mesmo sucede ao espago
Y.

33



4.6 Séries em espacos de Banach

Exercicio 66.

Seja X um espaco de Banach e (x,) uma sucessao de elementos de X.

(a) Mostre que se a série Y . ||z,]| é convergente em IR, entdo a série Y >~ x, é
convergente em X.

(b) Seja (y,) uma sucessao de elementos em X tal que

VneN, |yl <3

(0.9}
1
Justifique que a série E —Yn é convergente em X.
n!

n=1

(c) Seja (yn) uma sucessdo limitada de elementos em X e (),) uma sucessao de elemen-
tos em K tal que a série >~ |\,| € convergente. Mostre que a sucessdo das somas

parciais da série
o
D Ayl
n=1

é limitada e conclua que a série )~ | \,y, é convergente em X.

Exercicio 67. Sejam X e Y dois espacos de Banach sobre K, 7": X — Y um operador

linear limitado e (z,) uma sucessao de elementos de X. Mostre que se a série Y | x, é
convergente em X entdo a série > - Tz, é convergente em Y, tendo-se

T (i a:n> = f:Txn.
n=1 n=1
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5 Espacos lineares com produto interno

Exercicio 68. Considere C([0,1]) o espago linear sobre K constituido pelas fungoes f :
[0,1] — K continuas. Mostre que a aplicagao

(:[) = €([0,1]) x ([0, 1]) — K, (flg)Z/Olf(Sv)@dx,

define um produto interno em C([0, 1]). Indique a norma associa a (.|.).

Exercicio 69. (Continuidade do produto interno)

Seja X um espaco de produto interno. Considere (x,,), (y,) sucessoes em X e z,y € X.
Mostre que se ©,, — x e Y, — y entao (T,,yn) — (z,y).

Exercicio 70. (Complemento ortogonal. Algumas propriedades)

Seja X um espaco linear sobre K, no qual se fixou um produto interno. Dado M um
subconjunto ndo vazio de X, represente-se por M~ o complemento ortogonal do conjunto
M, isto é,

M*={z € X : (z|m)=0,Ym e M}.

Se x € M+ diz-se que x é ortogonal ao conjunto M e representa-se por x L M. Mostre
que:

(a) Para qualquer subconjunto nao vazio M de X, o seu complemento ortogonal, M,
¢ um subespaco vectorial fechado de X.

(b) {0}t =X e X+ ={0}.
(¢c) Se M e N sdo subconjuntos ndo vazios de X tais que N C M entdo M+ C N+
(d) Se M e N sio subconjuntos nio vazios de X entdo (M UN)+t = M+ N N-L.

)

Se M ¢é um subconjunto nao vazio de X entdao M C (M*)*.

Diga que condigoes teremos de impor ao conjunto M para que se possa ter a igual-
dade M = (M*)*+.

(f) Se M & um subconjunto nio vazio de X entdo M N M+ C {0}. Caso M seja um
subespago vectorial de X entao M N M+ = {0}.

(g) Se M & um subconjunto nao vazio de X e x € X entao

rIM = L <M> e xl<M>= xl<M >,

Conclua que M+ =< M >t=< M >L, onde < M > designa o espaco linear gerado
pelo conjunto M e < M > designa a aderéncia (ou fecho) do conjunto < M >.
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(h) Se M ¢ um subconjunto nao vazio de X e < M > é denso em X entdo < M >*= {0}.

Exercicio 71. (Identidade do Paralelogramo)

Seja X um espago linear com produto interno e || - || a norma associada a esse produto
interno. Prove que a norma verifica a identidade do paralelogramo, isto é,

Vo,y € X, o+ yll* +llz —yl* =2 (l=l” + lyl1*) -

Exercicio 72.

Seja C([0,1]) o espago linear das fungoes reais definidas e continuas em [0, 1], no qual

se fixou a norma

[£]le = max |2(t)], Ve C([0,1]).
z€[0,1]

A norma ||.|| esta associada a um produto interno?

Exercicio 73. (Norma associada a um produto interno)

Seja (X, ||.||) um espago linear real, normado.

(a) Mostre que se ||.|| esta associada a um produto interno entdo o produto interno é
dado por,

1
(ely) = (e +9I° = lle = yl*), VoyeX. (D)

(b) Suponha-se agora que a norma ||.|| satisfaz a identidade do paralelogramo. Considere
a aplicagdo g : X x X — IR definida por (1), isto é,

1

No que se segue vamos provar que g define um produto interno cuja norma associado
&1l

(a) Comece por verificar que
Vee X, [zl = vyl ).

(b) Prove que:

i. Vo,y € X, g(—z,y) = —g(z,y);
i. Vao,y,2 € X, gl +y,2) =gz, 2)+ gy, 2).

Sugestao: Da identidade do paralelogramo conclui-se que
o +y + 2l + || =z +y + 2]° = 2||=]* + 2|y + 2%,
| =2 —y+2?+ | —z+y+zl =2yl + 2 — =+ [

Subtraindo estas igualdades termo a termo, vem

1
9@ +y,2) = S(l=l* = Iyll* + lly + 21° = ll= = =[1*).
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iii. Ve,y € X,Vn €Z, g(nx,y)=ng(x,y);
iv. Ve,y € X,VA € R, g(Az,y) = Ag(x,y).

Sugestao: Comece por estabelecer o resultado para N € Q e atendendo a
que todo o niumero real € o limite de uma sucessao de mimeros racionais
estabeleca o resultado para os numeros reais.

(c¢) Conclua que g é um produto interno cuja norma associada é a norma ||.|| dada
inicialmente.

Assim se conclui que se a norma de um espaco linear real satisfaz a identidade do
paralelogramo, entao esta associada ao produto interno definido por (7).

Exercicio 74.

Seja X um espaco linear com produto interno.
(a) Mostre que se u,v sdo dois elementos de X tais que
Ve e X, (ulz) = (v|x),
entao u = v.

(b) Mostre que se {x1, 3, ...,x,} é um subconjunto finito e ortogonal de X \ {0} entao
x1,Zo, ..., T, sao linearmente independentes.

(¢) Mostre que se {x1,xa,...,2,} € um subconjunto finito e ortogonal de X entao
21 + 22+ o 2P = [P+ o]+ [
Usando este resultado demonstre o Teorema de Pit4goras.
(d) Dados dois elementos u,v € X mostre que

ulv & |lu+av|| > Jjul|, VaeK.

Exercicio 75. (Aproximacao 6ptima. Um critério de identificagao )

Sejam X um espago com produto interno, x € X e Y # {0} um subespaco de X.
Diz-se que zy € Y é uma aproximacao Optima de z em Y se

— = inf ||z_y||.
o~y = inf oy
(a) Prove que se existe uma aproximacao 6ptima de z em Y esta é tnica.

(b) Mostre que sao equivalentes as seguintes condigoes:

i) xy é a aproximacao 6ptima de zp em Y';
¢
(i) v —oy LY.
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Exercicio 76. (Aproximacao 6ptima em espagos de dimensao finita)

Sejam X um espago com produto interno e Y # {0} um subespago de X de dimensao
finita. Seja (eq, e, ..., €,) uma base ortonormada de Y. Fixemos x € X e seja xy o elemento
de Y definido por

ry = (z|er)er + (zlex)es + ... + (x]en)en.

(a) Justifique que xy € Y.

(b) Mostre que:
vj =1,.,n, ([L’Ylej) = (.CC‘BJ').
Conclua que (z — xy) LY.

(¢) Indique o elemento de Y que esta a distancia minima de z.

Exercicio 77. (Teorema da aproximagao 6ptima. Caso Geral)

Seja X um espago com produto interno e Y # {0} um seu subespago proprio completo.
Seja ainda o € X \ Y um elemento arbitrariamente fixado. Pretende-se provar que existe
um e um s6 elemento yy € Y tal que

lzo = yoll = Inf [|lzo — y[| = min [lzo — y]l,
tendo-se ainda que
To— Yo €Y

(a) Mostre que d = inf ey ||zo — y|| > 0.

(b) Justifique que existe uma sucessao (y,) de elementos de Y que verifica
1
d < H:UO _ynH < d‘*’ﬁa

qualquer que seja n € IN.

(c) Seja (an) a sucessdo de elementos de X definida por a, = xy — y,. Mostre que,
quaisquer que sejam n, m € IN,

lan + an| > 2d.

(d) Utilizando a identidade do paralelogramo mostre que,
Vn,m € N, [|yn — ymll* < 2 (llzo = yall® + [l20 — ym|*) — 4d*.
Justifique ainda a existéncia de yg € Y tal que limy,, = yo.
(e) Mostre que ||zo — yol| = d.

(f) Mostre que yo ¢ o unico elemento de Y nas condicoes da alinea anterior. Para tal
considere g, um outro elemento nas condigoes da aliena anterior e utilize a identidade
do paralelogramo com = = xo — yg e y = g — Y-

(g) Justifique que zg — yo € Y.
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Exercicio 78. (Decomposi¢ao ortogonal)

Seja X um espaco de Hilbert e Y um seu subespaco linear fechado. Com este exercicio
val mostrar-se que:

. X=YopYt
2. Y = (Y1)
(a) Comece por mostrar que as condigoes 1. e 2. sao verdadeiras no caso de Y = X.

Suponha-se entao que Y # X, ou seja, que Y é um subespago proprio e fechado de X.
(b) Mostre que Y N Y+ = {0}.
(c) Mostre-se agora que X =Y + Y. Para tal comege por justificar que X DY + Y.

i. Dado = € X, justifique que se € Y entdo existe z € Y- tal que x =y + z e
portanto x € Y + Yt

ii Dado z € X, justifique que se x ¢ Y entdo existe 2 € Y- tal que x =y + z e
portanto x € Y + Yt
Sugestao: Recorra ao teorema da aprorimacao optima.

Assim se garante que X = Y +Y* e, atendendo a alinea (b), tem-se que X = Y @Y+
ficando estabelecida a igualdade 1.

(d) Prove-se que Y = (YL)L. Para tal fixe-se z € (V)1
i Justifique que existe y1 €Y e yp € Y tal que © = y1 + 1.

ii. Recorrendo a alinea anterior justifique que x —y; = 0, ou seja, que x = y; € Y.

iii. Justifique que Y = (Yl)L, ficando estabelecida a igualdade 2.

Exercicio 79. (Séries relacionadas com conjuntos ortonormados)

Seja X um espaco de Hilbert sobre o corpo K, ou seja, um espaco linear sobre K com
produto interno, completo, e seja S = {ex : £k € IN} C X um conjunto ortonormado
numeravel onde se admite que para k # [ se tem e # e;.

(a) Seja (A,) uma sucessao de elementos em K e considere a série >~ A,e,. Mostre
que:

(i) Seasérie Y >~ A€, € convergente em X entao a série y .- |A\,|* € convergente
em IR.

(ii) Reciprocamente, se a série » - |\,|* é convergente em IR entdo a série
> o | An€y € convergente em X.

Sugestao: Para ambas as alineas relacione ||s, — s,,]|> com [S,, — S,,|, onde
n n
Sp = E e, e S, = E IM?, n €N
k=1 k=1
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(b) Seja x € X e (,) a sucessao de elementos de K definida por
Vn e N, 3, = (z|e,).

Pretende-se nesta alinea provar que a série

Z(z|en)en = Z ﬂnen
n=1 n=1

é convergente em X. Para tal responda as seguintes questoes:
(i) Mostre que
n
VneN, Y |8 < [l

k=1

(ii) Justifique que a série > o |Bk|? é convergente, tendo-se

> l(zlew)]” < |lz]* (Desigualdade de Bessel).
k=1

(iii) Conclua que a série Y- (z|ey)ex é convergente em X.

Exercicio 80.

Seja X um espaco de Hilbert e S = {e; : K € IN} C X um conjunto ortonormado
numeravel onde se admite que para k # [ se tem ey, # €;.
Dado = € X represente-se por zg a soma da série Y . (z|ey)ey, i.e.,

oo
g = Z(x]ek)ek.
k=1

(a) Justifique que x5 € M, onde M = (5).

(b) Mostre que
VjieN, (zsle;) = (zle;).

(¢) Mostre que z—xg é ortogonal ao conjunto S, bem como aos conjunto (S) e M = @

(d) Justifique que se S é um conjunto ortonormado maximal entdo z = xg e conclua
que neste caso X = M.

(e) Suponha agora que X = M e conclua que neste caso S é um conjunto ortonormado
maximal.

Exercicio 81.
Sejam X um espaco de Hilbert e
Slz{ek:kE]N}gX, ng{fkk’é]l\]}gX

dois subconjuntos de X ortonormados numeraveis onde se admite que para k # [ se tem

ex 7 e e fr # fi. Sejam,



(a) Admita que para todo o n € IN se tem

[e.o] [e.9]

en=> (ealfi)fi € fu= (fuler)er.

k=1 k=1
Mostre que M; = M,.

(b) Reciprocamente admita que M; = M. Mostre que neste caso se tem, para todo
n € N,

[e.e] [e.e]

€n = Z(en|fk)fk e fon= Z(fn|€k)ek-

k=1 k=1
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6 Funcionais lineares limitados

6.1 Generalidades e exemplos

Exercicio 82.

Seja X # {0} um espago linear normado sobre K e ¢ : X — K um funcional linear
nao nulo. Mostre que ¢ ¢é sobrejectivo.

Exercicio 83.

Seja C([0,1]) o espaco linear constituido pelas fungoes reais definidas e continuas em
[0, 1], no qual se fixou a norma

[flloe = max[f(#)], Vf e C([0,1]).

t€[0,1]

Seja g € C([0,1]) e G : C([0,1]) — IR a fungao definida por

G(f) = / f(@)g(x)de, Vf € C(0,1)).

Mostre que GG é um funcional linear limitado.

Exercicio 84.

Sejam 1 < p < 00, e [P 0 espaco linear constituido pelas sucessoes de niimeros reais
r = (a,) = (ai,az, ..., ap, ...)

tais que a série Y .~ |a;[? é convergente. Considere-se em [” a norma

1 1
Seja 1 < ¢ < oo o numero real tal que — + — = 1. Fixe-se uma sucessao y* = (b,) € l? e
p g

defina-se a aplicagao [~ por
Fp: P =1, z=(a,) — Zaibz’-
i=1

1. Esta Iy~ bem definida? Justifique.

2. Mostre que Fy~ é um funcional linear limitado.

42



Exercicio 85.

Sejam X um espaco onde foi definido um produto interno e xy € X. Mostre que
aplicacao
2 X — K7 (10(33) = (.1"370),

é um funcional linear limitado definido em X. Determine a sua norma.

Exercicio 86. (Teorema da representacao de Riesz)

Seja X um espaco de Hilbert e /' : X — K um funcional linear limitado definido em
X. Pretende-se com este exercicio mostrar que existe um e um s6 rg € X tal que,

Ve e X, F(x)=(x|xg),
tendo-se ||F|| = ||zo]|-
(a) Comece por justificar que se F' é o funcional identicamente nulo entdo xy = 0.
Suponha que F' # 0, ou seja, suponha-se que F' nao é o funcional linear nulo.
(b) Mostre que Ker F' é um subespago linear proprio e fechado de X.
Considere um elemento z* € X tal que z* ¢ Ker F.
(c) Justifique que existe um elemento yy € Ker F tal que *—yy # 0 e (z*—yo) L Ker F.

Defina-se i}
« T —UYo
:I/‘l — *—7
| 2* —yo ||

tendo yo o significado referido em (c).

Para qualquer z € X, justifique que:

(d) O elemento
(F(a))x — F(x)z]) € Ker F,

e que (F(z})x — F(x)xf|zy) =0
(e) Utilizando a alinea anterior determine xy € X tal que se tenha
Vee X, F(x)=(z|xg).

(f) Finalmente, justifique que z( é o tnico elemento que satisfaz a condigao anterior e
que [|F| = [lzol|.

Exercicio 87.

Considere em IR™ (n € IN) a métrica euclideana.

(a) Indique o produto interno associado a norma euclideana. E R" um espaco de
Hilbert?

(b) Caracterize o dual, (IR")", de IR", isto é, indique a forma de todos os funcionais
lineares limitados definidos em IR".
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6.2 Teorema de Hahn-Banach

Exercicio 88.

Seja X # {0} um espago linear normado e zg € X tal que xy # 0. Utilizando o
Teorema de Hahn-Banach mostre que existe um funcional linear limitado F': X — K tal
que,

F(xo) =5zl e [IF] =5.

Exercicio 89.

Seja X # {0} um espaco linear normado e zo € X \ {0}. Mostre que para qualquer
K € IR*, existe um funcional linear limitado F' : X — K tal que

k
IEll =
[[oll

Exercicio 90. Seja X um espago linear normado e {1, x2, 23} € X um subconjunto de
X constituido por vectores linearmente independentes. Mostre que existe um funcional
linear limitado F': X — K tal que

F([L’l) = 2, F(ZL’Q) = 1, F([L’g) =5.

Generalize o resultado anterior a qualquer conjunto finito {x1, s, ..., z,} € X de vectores
linearmente independentes e a quaisquer escalares aq, as, ..., a,, € K.

Exercicio 91.

Seja X um espaco linear normado sobre K. Represente-se por X’ o espaco dual de X,
i.e., o espaco linear normado constituido pelos funcionais lineares limitados definidos em
X. Pretende-se com este exercicio mostrar que

F(x
Vo € X, |zl = sup| (zo)l
rex |||
F#0

(a) Comece por verificar que o resultado se verifica para xo =0
Considere-se entao xg # 0.
(b) Mostre que para qualquer funcional F' € X' se tem
Vee X, [F(x)] <|F|ll=|
e conclua que |F'(zo)| < ||F||||zo]l-

(c) Justifique que

F£0



(d) Justifique que
[F'(o)| o [F(x0)] :
sup > , VF e X"\ {0},
PR TFT 2 TR

e justifique que existe um funcional linear limitado F™* € X’ tal que

|F™ (20)]

e = ol
1]

Conclua o pretendido.

Exercicio 92.

Seja X um espago linear normado sobre K tal que X # {0}. Mostre que se x € X ¢é
um elemento tal que
VG e X', G(z) =0,

entao x = 0.

Exercicio 93.

Mostre que num espaco de Hilbert X,

Voo € X, o] = sup &L

vex |yl
y#0

Exercicio 94. (Teorema de Hahn-Banach em espagos de Hilbert)

Sejam X um espaco de Hilbert sobre K, M um subespaco linear fechado e nao nulo
de X e f: M — K um funcional linear limitado definido em M.

Com este exercicio pretende-se mostrar o Teorema de Hanh-Banach, ou seja, que existe
um funcional linear limitado F': X — K tal que,

(i) Ve e M, F(z) = f(z),
(@) [[EN = 11711 '

Para tal considere conhecido o seguinte resultado®:
"Sendo M um subespaco linear fechado, de um espago de Hilbert, entdo, qualquer
elemento x € X admite uma inica decomposicao da forma

t=y+z comyeMezec ML

Seja entao M um subespaco linear fechado do espaco de Hilbert X, sobre o corpo K, e
f: M — K um funcional linear limitado de dominio M.

Dado x € X, considere-se a decomposicio r =y + 2z, y € M e z € M*.

6Ver Exercicio 78
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i. Prove que
=1 = llyll* + N2>

Defina-se em X o seguinte funcional linear
Vee X, F(z)=f(y) (sendoz=y+z2, ye M,ze M?t).
ii. Prove que, em relacao ao funcional que foi definido
Vee M, F(z)= f(x)
e ainda

|F' ()]

1] = sup——= > || f].
rex |||
x#0

iii. Prove que

Ve e X, [F(x) < £yl < If1lzl

e que

IEN < (A1
Pode entao concluir-se que || F'|| = ||f||, ficando assim provado o teorema de Hanh-
Banach.

Exercicio 95. (Extensao tinica de funcionais limitados em espacgos de Hilbert)

Sejam X um espaco de Hilbert, M um subespaco linear nao nulo e fechado de X e
f+ M — K um funcional linear limitado de dominio M. Com este exercicio pretende-se
mostrar que existe uma e uma sé funcional linear limitado F': X — K tal que,

(i) Ve e M, F(z) = f(z),
(@) NEN= 1715 ‘

Para tal considere-se conhecido o seguinte resultado’:
"Sendo Z um espaco de Hilbert e h : Z — K um funcional linear limitado, entdo existe
um elemento w € Z tal que

Ve e Z, h(x)= (x| w).”

Sendo M um subespaco linear fechado do espaco de Hilbert X entao M é também um
espaco de Hilbert e existe a € M tal que

Vee M, f(z)=(x|a).

i. Justifique que
Ve e M, [f(z)] < zl[all,

e prove que
11 = sup T < .
ven ||z||
x#0

"Ver Exrcicio 86
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ii.

1il.

iv.

Determine % e conclua que ||f]| = [|a||.

Seja F* o funcional linear de dominio X definido por
Vee X, F*(x)=(z]a),

sendo a € M, com o significado referido anteriormente. Prove que ||F*|| = ||a|| =

ILF1I-

Seja G um qualquer funcional linear de dominio X, limitado, extensao de f, isto &,
satisfazendo

Vee M, G(z)= f(x)
e verificando |G| = ||f|| = |la]|-

Com este exercicio pretende-se provar que G = F™, ficando assim demonstrada a
unicidade de uma tal extensao linear de f.

Sendo G um funcional linear limitado de dominio X entao existe b € X, tal que
Vee X, G(x)=(z]|b).

Justifique que
Vee M, (b—a|z)=0

e que
1811 = llall* + [[b — al|*.

Conclua que b = a, ou seja,
Vee X, G(z)=F*(z),

ficando assim provado a unicidade referida.

Exercicio 96.

Seja X um espago linear normado, Y um subespago proprio fechado e o € X \ Y. Se
Z = (Y, zy) espago linear gerado por Y e {z(} e considere o funcional f definido em Z

por

f:Z =K, fz) = fly+az) = ainf |z -yl = ad,

———
d

qualquer que seja z € Z.

(a) Mostre que f é um funcional linear nao identicamente nulo.
(b) Mostre que f se anula em Y, que é limitado e determine a sua norma.

(c) Justifique que existe um funcional linear F', limitado, definido em X, tal que || F'|| = 1

e que se anula em Y.
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Exercicio 97.

Seja X # {0} um espago linear normado e z1,xs,...,z, € X elementos linearmente
independentes. Mostre que existem funcionais Fi, Fs, ..., F,, € X' tais que

1 sej=k .
Fi(x,) = ., L k=1,..n.
() {O se j =k J

Justifique que os funcionais F}, Fy, ..., I, sao linearente independentes e que se x = aqx1+
a9y + ... + apx, entao

r = Fi(x)x) + Fo(2)xe + ... + Fo(2)x,.
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7 Espacos topologicos.
Generalidades e conceitos basicos

7.1 Generalidades

Exercicio 98. (Topologia discreta e topologia caética)

Dado um qualquer conjunto X # () considere as duas familias de subconjuntos de X
que se seguem:

7= P(X), 7.={0,X}
(a) Mostre que 74 e 7 definem duas topologias em X.

(b) Indique os conjuntos abertos e os conjuntos fechados de X, para cada uma das
topologias.

(c) Defina em X a métrica discreta ds, introduzida no exercicio 1, compare o espaco
topologico (X, 7;) com o espaco métrico (X, ds) do ponto de vista dos conjuntos
abertos.

Exercicio 99.

Seja X = {a,b,c,d,e}. Considere as seguintes familias de subconjuntos de X :
(i) n =4{X,0,{a},{c,d}, {a,c,d},{b,c,d, e}};
(i) = ={X,0,{a,b,c},{a,b,d},{a,d, c,d}};
(iii) 73 ={X,0,{a},{a,b},{a,c,d},{a,b,c,d}}.
(a) Indique qual ou quais das familias definem topologias em X.

(b) Para cada uma das topologias referidas na alinea anterior indique os conjuntos
abertos e os conjuntos fechados.

(c) Para a topologia 71 indique o conjunto ¥, ,, de todas as vizinhangas do ponto a.

(d) Para a topologia 73 determine o interior, o exterior e a aderéncia do conjunto A =
{a,c,d}.
Exercicio 100. (Topologias co-finita e co-contavel)

Seja X um conjunto nao vazio. Considere as familias de subconjuntos de X definidas
por
C={ACX:A=0 Vv X\ Aéfinito} (topologia co-finita)

L={ACX:A=0 VvV X\ Aécontavel}  (topologia co-contéavel)

Mostre que C e L definem topologias em X. Para cada uma das topologias indique os
conjuntos abertos e os conjuntos fechados.
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Exercicio 101. (Propriedades das vizinhangas)

Seja (X, 7) um espago topologico. Para cada = € X, repesente-se por ¥, o conjunto
de todas as vizinhancas do ponto x. Fixando x € X, mostre que:

(a) ¥, é nao vazio;

(b) Se Vi, V5 € 9, entdo Vi NV, € 0,5

(c) Se Vi €9, e Vo C X tal que V) C Va, entao Vy € 0,

(d) Se V € ¥,, entdo existe W € 9, tal que V' € 9, para todo y € W.

Exercicio 102. (Interior e aderéncia de um conjunto em espagos topologicos)

Seja (X, 7) um espaco topologico e A um subconjunto de X. Designe por int(A) e
ad(A) respectivamente o interior e a aderéncia do conjunto A em X. Mostre que:

(a) int AC Ae ACad(A).

(b) O interior de A é a uniao de todos os conjuntos abertos de X contidos em A, isto é,
int(A) = U B.

Ber
BCA

Conclua que int(A) é um conjunto aberto de X, ou seja, int(A) € 7.

(c) O conjunto A é aberto se e 86 se A = int(A).

(d) A aderéncia do conjunto A é a interse¢ao de todos os conjuntos fechados de X que
contém o conjunto A, isto é,

ad(A) = . QL . F.
Tedhade

Conclua que ad(A) é um conjunto fechado de X.

(e) O conjunto A é fechado em X se e s6 se A = ad(A)

Exercicio 103. (Subespagos topolégicos)

Sejam (X, 7) um espaco topologico e Y um subconjunto de X. Considere a familia de
subconjuntos de Y definida por

v ={UNY:U €T}
(a) Mostre que 7y define uma topologia em Y (topologia induzida de 7 em Y').
(b) Tendo em conta que um conjunto A C Y é aberto no subespago (Y, 7y) se e s0 se
JAer, A=ANY,

mostre que um conjunto F' C Y ¢é fechado no subespaco (Y, 7y) se e sO se existe ﬁ,
fechado em X, tal que B
F=FnNY.
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7.2 Sucessoes

Exercicio 104.
Sejam X um conjunto e (z,) uma sucessao de elementos de X.
(a) Considere em X a topologia cadtica. Mostre que (x,) converge para todos os ele-

mentos de X.

(b) Considere em X a topologia discreta. Mostre que (z,,) converge para um elemento
x* € X se e so se
Ipo €N, n>py = x,=21a".

Exercicio 105. (Espagos Hausdorff)

Um espago topoléogico (X, 7) diz-se Hausdorff se dados =z € X, y € X com x # v,
entao

IV ed,, IV €d,, VW =40.

Mostre que num espago topologico Hausdorff (X, 7) o limite de uma sucessao se existir
¢é unico.

Exercicio 106.
Considere em IR a topologia co-contével L, definida no Exercicio 100.
(a) E (IR, £) um espaco Hausdorff?
(b) Sendo (z,) uma sucessao de elementos de IR e =y € IR, mostre que

(xp) =29 < dpp €N, n>py = z, = .
n

(c) Determine o interior e a aderéncia do conjunto A =0, 1] em (IR, £).

Exercicio 107. (Problema das sucessoes em espacos topologicos)
1. Seja (X, 7) um espago topologico.
(a) Sejam A C X e xy € X. Mostre que se existe uma sucessao (z,) de elementos

em A convergente para xg entao xy € ad A.

(b) Sabe-se que num espac¢o métrico (X,d) o reciproco do resultado anterior é
verdadeiro. Mostre, com um exemplo, que o mesmo nao tem de acontecer num
espago topologico (X, 7) geral.

2. Seja (X, 7) um espago topologico.

(a) Sejam A C X. Mostre que se A é fechado, entdo A contém o limite de todas
as suas sucessoes convergentes.

(b) Sabe-se que num espac¢o métrico (X,d) o reciproco do resultado anterior é
verdadeiro. Mostre, com um exemplo, que o mesmo nao tem de acontecer para
um espago topologico (X, 7) geral.
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7.3 Funcoes continuas

Exercicio 108.

Considere os conjuntos X = {a,b,c,d} e Y = {z,y, z,w} nos quais se fixou, respecti-
vamente, as topologias

7 ={X,0.{a}.{a,b},{a,b,c}} e O0=A{Y,0,{c} {y}.{z,u} {y, 2 w}}

Considere as funcgoes f,g: X — Y definidas pelo diagrama em baixo:

g

Estude a continuidade de f e g no ponto c. E f uma funcio continua?

Exercicio 109.

Sejam X e Y dois conjuntos nao vazios e f : X — Y uma funcao.

(a) Considere em X uma qualquer topologia 7 e em Y a topologia cadtica. Mostre que
nestas condicoes f é uma fun¢ao continua.

(b) Considere agora em Y uma qualquer topologia 6 e em X a topologia discreta. Mostre
que nestas condicoes f é uma funcao continua.

Exercicio 110.
Sejam (X, 7) e (Y, 0) espacos topologicos e f : X — Y. A semelhanca do exercicio 37,
para espacos métricos, é conhecido o seguinte resultado:

"f € continua em X sse dado um qualquer conjunto aberto A C 'Y, a imagem inversa,
f7Y(A), € um conjunto aberto em X"

Mostre que as condicoes sao equivalentes:
(a) f é continua em X;

(b) Para qualquer conjunto fechado F' C Y, a imagem inversa, f~'(F), é um conjunto
fechado em X"

(c) VAC X, f(A) C f(A).
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Exercicio 111. (Continuidade e continuidade sequéncial)

Sejam (X, 7) e (Y, 0) dois espagos topologicos e f: (X,7) — (Y, 60) uma funcdo de X
em Y.

(a) Mostre que se f é continua num ponto xy € X e (z,) é um sucessdo em X entao

B = w0 = () = flw0).

(b) Num espago métrico (X,d) sabe-se que o reciproco do resultado anterior é ver-
dadeiro. Mostre com um exemplo que o mesmo nao tem de suceder em espacos
topologicos.

Sugestao: Considere a aplicacao identidade idRr : (IR, £) — (IR, 74), onde £ designa
a topologia co-contavel e 74 a topologia discreta.

Exercicio 112. (Hierarquia nas topologias)

Sejam X um conjunto e 71, 7> duas topologias em X. Diz que que a topologia 7, é mais
fina que 11 se T C 75 (ou 7 é menos fina que )

1. Indique a a mais fina das topologias que se pode definir em X. Qual a menos fina?
2. Suponha que 7y é mais fina que 7.

(a) Dado A C X, represente por int; (A) (ad;(A)) o interior (resp. aderéncia) de
A para a topologia 7;, ¢ = 1,2. Mostre que

int; (A) Cinty (A) e ady(A) Cady (A).
(b) Mostre que se (z,,) é uma sucessao de X e zp € X, entao
Tp — X0 (T2) = X, — 2o (T1).

(¢) Sejam (Y,0) um outro espago topologico e f : X — Y uma fungao. Mostre
que:

[ (X,m) — (Y,0) continuaem X = f:(X,7)— (Y,0) continua em X.

7.4 Conjuntos compactos

Exercicio 113. Seja (X, 7) um espago topolégico.

(a) Suponha que 7 = 7. é a topologia caotica. Mostre que com esta topologia X é um
espaco topologico compacto.

(b) Suponha que 7 = 74 é a topologia discreta. Mostre que com esta topologia X é um
espaco topologico compacto se e s6 se X ¢é finito.
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Exercicio 114.

Seja (X, 7) um espago topologico.

(a) Mostre que se (x,) for uma sucessao de elementos de X convergente para xy € X,
entao o conjunto

C={zn: neN}U{xo}
¢ compacto.
(b) Se X é compacto entao qualquer subconjunto fechado F' de X é compacto.
(c) Se X & Hausdorff e F' é compacto, entao F' é fechado em X.

(d) Se (Y,0) é um espaco topologico e f: X — Y é continua, entdo dado um qualquer
conjunto compacto C' em X tem-se que f(C') é compacto em Y.

Exercicio 115. (Homeomorfismos)

Mostre que se (X, 7) é compacto e (Y,0) é Hausdorff entao toda a funcao f: X — Y
bijectiva e continua é também um homeomorfismo (cf. com exercicio 40).

7.4.1 Conjuntos compactos, contavelmente compactos e sequencialmente com-Jj
pactos

Nota: c¢f. com Anexo 10.3

Exercicio 116. (Conjunto compacto vs contavelmente compacto)

Seja (X, 7) um espago topologico. Um subconjunto A C X diz-se contavelmente
compacto se:
Todo o subconjunto infinito B de A tem pelo menos um ponto de acumula¢ao em A.

O objectivo deste exercicio é mostrar que num espago topologico (X, 7) qualquer sub-
conjunto A C X que seja compacto é necessariamente contavelmente compacto.

Para tal fixe-se A um subconjunto de X compacto e suponha-se que existe um conjunto
infinito B C A que nao tem pontos de acumulacao. Responda as seguintes questdes:

(a) Justifique que para qualquer ponto a € A existe uma vizinhanga aberta V, do ponto
a tal que V, N B contém no maximo um elemento.

(b) Considere a familia de conjuntos abertos {V,}.c4 € justifique que

Elal,ag,...,akeA: AQVGIUVGQU...UV%.

(c¢) Atendendo a que B C A conclua que B “é um conjunto finito, o que contradiz a
hipotese.

Como consequéncia B tem pelo menos um ponto de acumulacao ficando provado que se
A é compacto entao A é contavelmente compacto.
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Exercicio 117. (Conjunto sequencialmente compacto vs contavelmente com-
pacto)

Seja (X, 7) um espago topologico. Um subconjunto A C X diz-se sequencialmente
compacto se:

Toda a sucessao de elementos de A tem pelo menos uma subsucessao convergente para
um elemento de A

Com este exercicio mostra-se que num espaco topologico (X, 7), se A C X é sequen-
cialmente compacto entao A é necessariamente contavelmente compacto.

Para tal fixe-se A, sequencialmente compacto, e seja B um seu subconjunto infinito.
Responda as seguintes questoes.

(a) Justifique que existe em uma sucessao (b,) de elementos de elementos em B com

termos todos distintos.

(b) Justifique que a sucessao (b,) tem uma subsucessao convergente para um elemento
a€ A.

(c) Justifique que a a é um ponto de acumulacao de B, garantindo-se assim que A é
contavelmente compacto.

8 Conjuntos conexos

8.1 Generalidades

Exercicio 118. Seja (X, 7) um espago topologico. Diz-se que um conjunto A C X é
desconexo se existem conjuntos G e H abertos de X tais que:

(1) ANG#0e AN H # 0;
(2) (ANG)N(ANH)=0 (ou equivalentemente, AN (G N H) = 0);
(3) A=(ANG)U(ANH) (ou equivalentemente, A C (GU H)).

Um conjunto B C X diz-se conexo caso nao seja desconexo.

(a) Mostre que se x € X entao o conjunto {z} (conjunto singular) é um conjunto
COnexo.

(b) Suponha que X = {a,b,c,d,e} e 7 = {X,0,{a,b,c},{c,d, e}, {c}}. Mostre que o
conjunto A = {a,d, e} é desconexo

(c) Suponha agora que X = {a,b,c,d,e} e 7 = {X,0,{a},{c,d},{a,c,d},{b,c,d, e}}.
Mostre que o conjunto X é desconexo.

Exercicio 119. (Conjuntos desconexos vs conjuntos separados)
Seja (X, 7) um espago topolégico. Dois subconjuntos A e B de X dizem-se separados

Sse . .
ANB=0 e ANB=0.

Com este exercicio pretende-se mostrar que um conjunto C' C X é desconexo se e s6 se é
a uniao de dois conjuntos nao vazios e separados, A e B.
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(a) Comege-se por supor que C' = AUB, com A # (), B # () e A, B separados. Fazendo
H=X\BeG=X\ A, justifique que H, G sao conjuntos abertos de X tais que:

(H)CNG#DeCNH#D;
(2) (CNG)N(CNH)=0;
(3)C=(CNG)U(CNH),

o que permite concluir que C' é desconexo.

(b) Suponha-se agora que C' C X é um subconjunto de X desconexo. Nesta situacao
existem conjuntos abertos GG, H tais que:

(1) CNG#DeCnNH #D;
2) (CNnG)N(CNH)=;
3)C=(CNG)U(CNH).

Faca-se A=CNGe B=CNH.

i. Justifique que A e B sao nao vazios e que C = AU B.

ii. Suponha que AN B # (). Existe entdo um elemento z € X tal que x € B e
x € A. Justifique que neste caso

HNA#0D

e que se chega a um absurdo. Assim se conclui que AN B = .

iii. Conclua que A e B sao separados.

Exercicio 120. (Aderéncia de um conjunto conexo)

Seja (X, 7) um espago topologico e A C X conexo. Mostra-se neste exercicio que a
aderéncia de A, A, é também um conjunto conexo.

Para tal admita-se que A = BUC com B e C dois conjuntos separados.

(a) Justifique que
A=(ANB)U(ANC),

eque ANB=0ouANC = 0.
Suponha-se, sem perda de generalidade, que AN B = ().
(b) Na situagao anterior conclua que A C C.

(c) Dado z € A entdo x € C. Justifique que se x € A, entdo v ¢ B. Justifique ainda
que B = 0.

Assim se garante que A nao é a uniao de dois conjuntos separados e nao vazios, logo,
A & conexo.
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Exercicio 121.

Sejam (X, 7) um espaco topologico e F = {A;}ic; uma familia de subconjuntos de X
conexos tais que

3206[V]€I\{20}, AzomA]#(Z) (*)
Pretende-se com este exercicio mostrar que o conjunto A = ‘UIAj ¢ ainda um conjunto
je

COnexo.
Para tal suponha-se que A = B U C com B, dois conjuntos separados e mostre-se
que B =0 ou C = ). Responda as seguintes questdes:

(a) Justifique que
Ay = (BN A;) U (CN A,

e que BN A;, e C'N A, sao conjuntos separados.

Como A;, é conexo, tem-se que BN A;; = 0 ou C' N A;, = 0. Suponha-se, sem perda de
generalidade, que BN A;, = 0.

(b) Justifique que nas condigoes anteriores A;, C C.
(c) Fixe-se agora um qualquer j € I\ {ig}. Justifique que
Aj = (BNA;)U(CNA4),
e ainda que BN A; = ().

(d) Conclua que
Viel, Aj C C,

logo A = 'UIA]- C C, o que implica que B = 0.
J€

Assim se garante que A = U A; nao é a uniao de dois conjuntos separados nao vazios, ou
jeI

seja, que A é conexo.
(*) Observe a figura

8.2 Espacos topolbégicos conexos

Exercicio 122.
Seja (X, 7) um espago topologico. Mostre que X é um conjunto desconexo se e so se
existem conjuntos abertos G e H de X tais que:

(1) G#0e H # 0
2)GNnH=0;
(3) X =GUH.

ou seja se X for a uniao de dois conjuntos abertos nao vazios e disjuntos.
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Exercicio 123. (Espagos topologicos conexos. Diferentes caracterizagoes)
Seja (X, 7) um espago topologico. Mostre que sao equivalentes as seguintes condigoes:

i. X é desconexo.

ii. Existem subconjuntos C' e D de X, fechados, disjuntos e nao vazios tal que X =
CubD.

iii. Existem subconjuntos de X, diferentes de () e de X, simultaneamente abertos e
fechados.

Exercicio 124. (Conjuntos conexos vs espagos conexos)

Seja (X, 7) um espago topologico e A C X um subconjunto nao vazio de X. Considere
em A e topologia induzida por 7 em A, que representaremos por T4.
Mostre que sao equivalentes as afirmacoes:

(a) A é um subconjunto de X conexo.

(b) A com a topologia 74, € um espago topologico conexo.

Exercicio 125. (Continuidade vs conjuntos conexos)

Sejam (X, 7) e (Y,0) espagos topologicos e f : X — Y uma funcao continua.
(a) Sejam A um subconjunto ndo vazio de X e f|, a restricao de f ao conjunto A, isto
e,
fia i A— f(A), onde f,(x)= f(z), Vxe A

Mostre que se colocarmos em A e em f(A) as topologias induzidas, respectivamente,
por T em A, e 0 e f(A), que designamos por T4 e 04, entdo f|, é continua.

(b) Mostre que a fungao f transforma conjuntos conexos em conjuntos conexos, isto é,
se A C X é conexo entdao f(A) é conexo.

Exercicio 126. (Conjuntos conexos em IR)

Considere-se em IR a topologia usual. O objectivo deste exercicio é provar que os
conjuntos conexos em IR sao exactamente os intervalos. Comece por assumir a seguinte
definicao de "intervalo" em IR :

"Um subconjunto I C IR diz-se um intervalo se e so se para quaisquer dois elementos
a,b € I tal que a < b, entao

VeeR, a<x<b=zel’”

Responda as seguintes questoes:
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1. Comece-se por mostrar que se A é um subconjunto conexo de IR entdao A é um
intervalo. Para tal considere-se A um subconjunto nao vazio de IR que nao é um
intervalo. Vejamos que A é desconexo.

(a) Justifique que existem elementos a,b € A com a < b e existe um elemento
deRtal que a <d<bmasd¢ A.

(b) Considere os conjuntos A; = (] — 00,d[NA) e Ay = (]d, —oo[NA). Justifique
que:
(i) Ay e Ay sao abertos em A;
(ii) Ay e Ay sdo nao vazios e disjuntos;
(iii)) A= A; U Ay,

o que permite concluir que A é desconexo.

2. Fixe-se agora um intervalo nao vazio A em IR. No que se segue vamos provar que A
é conexo e a demonstracao vai ser feita por reducao ao absurdo. Suponha-se entao
que A é um intervalo em IR que é desconexo.

(a) Justifique que existem subconjuntos B e C' de A tais que
()B#£0eC#0; (2) BNC=0; (3)A=BUC.
Fixe-se b € B, c € C e suponha-se que b < c. Como A é um intervalo entao
VieR, b<x<c=uxe€ A
(b) Considere-se o conjunto D = B N [b, c]. Justifique que existe d € IR tal que
d=supD.

(c) Justifique que d € adr(D). Justifique ainda que d € adr(B) N [b, c| e conclua
que d € B, logo d ¢ C.

(d) Sabendo que d € A e que d ¢ C = ada(C) conclua que d ¢ adr(C), logo
de >0, |d—e¢,d+€eNC = 0.

(e) Seja t um elemento do intervalo aberto |d,d + €[. Justifique que ¢t ¢ C' mas
t € [b,c]. Conclua que t € D e diga porque razao se obtém um absurdo.

Assim se garante que se A é um intervalo entao A é conexo.

8.3 Componentes conexas e conjuntos conexos por arcos

Exercicio 127. (Componentes conexas)

Sejam (X, 7) um espago topoléogico. Diz-se que um conjunto C' C X é uma componente
conexa de X se:

(1) C é conexo;

(2) Se B C X é conexo e C C B entao C' = B.
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(a) Justifique que se C' é uma componente conexa de X entao C' # ().
(b

Mostre que todo o conjunto conexo de X esti contido numa componente conexa.

(c) Justifique que se X é conexo entao existe apenas uma componente conexa de X.

)
)
)
(d) Mostre que toda a componente conexa de X é um conjunto fechado.

Exercicio 128. (Componentes conexas. Parti¢ao de X)
Sejam (X, 7) um espago topologico. Para qualquer ponto p € X considere F, =
{Ai}ier, a familia de todos os conjuntos conexos de X que contém o ponto p.

(a) Para cada ponto p € X, justifique que a familia F, é ndo vazia.

Defina-se o conjunto C), = J A;.

1€ P
(b) Justifique que C}, é um conjunto conexo.

(c) Justifique que se B é um conjunto conexo que contém C, entdo C, = B.
Por (a) e (b) conclui-se que C), ¢ uma componente conexa de X (componente conexa
do elemento p).

(d) Seja C'={C, :p € X}. Mostra-se a seguir que C' define uma parti¢ao de X.

i. Mostre que X = U C,.
4 peX p

ii. Mostre que se p,q € X sao elementos tais que ¢ € C), entao C, = C,. Este
facto permite concluir que

Vp,ge X, C,NCy=0ou C,=C,.

Por i. e ii. conclui-se que C' define uma particao de X.

(e) Defina-se em X uma relac¢do binaria, ” ~”, do seguinte modo:
p~q seesodse existe um conjunto conexo C' C X que contém p e q.

7

i. Mostre que ” ~ 7 é uma relacao de equivaléncia em X.

ii. Para cada p € X seja
Pl ={zeX:p~q},

a classe de equivaléncia do elemento p. Mostre que [p] = C,,.

Exercicio 129. (Conjuntos conexos por arcos vs conjuntos conexos)

Sejam (X, 7) um espago topologico.
Um subconjunto £ C X diz-se conexo por arcos se para quaisquer dois pontos a,b € H
existe uma func¢ao continua

fap:[0,1] = X
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tal que:
(1) fap(0) = a, fap(1) = b;

(2) fas([0,1]) C E.

O objectivo deste exercicio é mostrar que se E # () ¢ um conjunto conexo por arcos entao
E é ainda um conjunto conexo em X. Fixe-se p € F.

(a) Para cada ponto a € E, justifique que existe uma funcao f,, : [0,1] — X tal que:

(1) fa,p(o) = a, fa’p(l) = p;
(2) fap([0,1]) € E.

(b) Justifique que para cada a € E o contradominio f,,([0,1]) é um conjunto conexo
em X.

(¢) Mostre que

E = | fap([0,1])

e justifique que E é conexo.
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TESTE DE TOPOLOGIA E INTRODUGAO A ANALISE FUNCIONAL
LICENCIATURA EM MATEMATICA
6 DE MAIO DE 2010
1*PARTE

Seja Z um espaco métrico e seja X um subconjunto préoprio de Z tal que
X = Z (onde X designa o fecho ou aderéncia de X). Admitamos que X tem a
propriedade:

"Toda a sucessdao (z,) de elementos de X, de Caunchy, converge para um
elemento de Z, isto é, existe u € Z tal que u = lim z,,. "

n—oo

Com este exercicio pretende-se provar que Z é completo.
Seja entao (z,) uma sucessao de Cauchy em Z.

(a) Seja n arbitrariamente fixado em IN. Justifique que
Vr e R", 3z € X, z € B.(2,),
sendo B,(z,) = {x € Z : d(x,z,) < r}. Justifique ainda que é possivel
obter uma sucessao (z,) de elementos de X tal que
Vn € IN, d(z,,z,) < %
(b) Justifique que para todo o n € IN e todo o m € N,
AT, Tm) < d(Tp, 2n) + d(2n, 2m) + d(2m, Tm)

e prove que (z,) é sucessao de Cauchy em X.

(c¢) A hipotese formulada garante que existe u € Z tal que u = lim z,,. Prove
n—oo
que a sucessao (z,) também converge para u € Z, isto é, prove que

lim d(z,,u) =0,

n—oo

ficando assim concluida a demonstracao de que Z é completo.
Sugestao: Utilize convenientemente a desigualdade tridngular.

Seja Y um espaco linear normado e seja A C Y um subconjunto nao vazio e
fechado de X. Seja b um elemento fixado em Y e seja

0 = inf||lz — 0.
€A

Com a primeira parte deste exercicio pretende-se provar que existe uma suce-
ssao (x,) de elementos de A tal que

6 = lim ||z, — b||.
(a) Justifique que para todo o n € IN, o conjunto
1
C,={ze€A: |z <5+ﬁ}

é diferente do conjunto vazio. Assim é possivel obter uma sucessao (x,)
de elementos de A tal que

1
Vn €N, [, — bl <3+ .
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(b) Justifique que
1
vnelN, ¢ <l|z, —bl <+ —,
n
e conclua que 0 = lim ||z, —b||.

(c) Admita agora que 6 = 0. Prove que b € A.

IT. Seja X um espaco linear normado sobre o corpo K. Seja 7" um operador linear de
X em X e seja [ uma constante real positiva tal que

Vo e X, 0< || < 1|7,

(a) Prove que se 71 € X, 29 € X e Txy = Ty entdo x; = x4, isto é, mostre que T’
¢ um operador injectivo.

(b) Seja R C X o contradominio de 7. Indique uma constante real positiva C,
relacionada com [, tal que se possa escrever

vy e R, Tyl < Cllyll,

ficando assim demonstrado que 7! é um operador limitado.

(c) Admita que, para além de T~! ser limitado o operador 7" também é limitado.
Seja M uma constante real positiva tal que

Ve e X, ||Tx|| < M|z
i. Justifique que ||T'|| < M e ainda que
Ve e X, |[Ta| < [T,

onde,

Tx
I = sup 2l
sex ||z
x#£0

ii. Prove que
Vo e X, |zl =T~ (T=)ll < 17T ]|

e conclua que

1
177 = o
I
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[TI. 1) Seja X um espago linear sobre o corpo K, de dimensao infinita, normado. Seja
S o conjunto

S={zxeX:|z|| =1}
Com este exercicios pretende-se provar que S nao é compacto.
(a) Justifique que
Ywe X, we B%(w)
e que
S C U Bi(x).

zeS 3

Seja D um subconjunto finito de S, isto é, um conjunto constituido por um
ntmero finito de elementos

D = {xy,29,....,2} C S,
e seja X o subespaco linear de X gerado por D.

(b) Justifique que existe z* € X tal que

|z*]| =1 e Vx € Xy, |[z"—z] >

Wil

(c) Justifique que

().

(d) Conclua, obrigatoriamente a partir das alineas anteriores, que S nao é
compacto.

¢ U B
7j=1

1
2,k 3

2) Seja X um espaco métrico e A C X um subconjunto compacto. Prove que A
é fechado.

IV. Seja X um espaco linear sobre o corpo K, onde foi definido um produto interno e a

norma a ele associada,
Ve € X, ||z| =/ (z|x).

Admita ainda que X é um espaco de Hilbert.

(a) Prove que
vo,y € X, |z —yl* = ll2l® + lylI* — 2Re(zly).

(b) Com esta alinea pretende-se provar que o produto interno é uma fun¢ao conti-
nua, isto é, pretende-se provar que se (x,) e (y,) sdo sucessoes de X tais que
Ty — T e Yy — yentdo (T,|yn) — (z|y).
Justifique que, para todo o n € IN,

0 < [(@alyn) = (@ly)| = [ (@0 — 2) + D) (0 — ) +y)) — (z]y)|
< lwn = 2llllyn = yll + llzn = 2lllyll + [y, =yl

e ——
e conclua o pretendido. V.S.F.F.
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(c) Seja S ={u, :n € N} C X ( com uj, # uj;, sempre que j; 7 j) um conjunto
ortonormado e seja x € X. Seja ainda a; = (x|u;).

i. A partir de

((z = BJ_ ogu )| (v — B aquy))

deduza que
n
> layf? <
j=1
e justifique que a série
o0
> l(aluy)P?
j=1
é convergente.

E sabido que a série Z;; aju; € convergente. Seja x* a soma da série, isto €,
T = Zj:l Q.

ii. Desenvolva
n n
(Z ajug| Z ;)
j=1 i=1

e prove que
o

l27* = (27]a7) = Y lay .

J=1

(d) Seja Y um subespaco linear de X. Seja z um elemento arbitrariamente fixado
em X e seja yp € Y tal que

lz = yoll = minfjz —y].
Com este exercicio, pretende-se provar que
YyeY, (x—wyly) =0.

i. Justifique que para todoo A € Ketodooy €Y, (yo+ \y) €Y.
ii. Seja y # 0. Tem-se

AEK, [z —yo—MylI* = llz —woll® + IAllylI* — 2Re(z — yo|Ay).

Particularizando
N\ —

1
||?JH2 (l’ - y0|y>

deduza que
vyeY, (z—uwly)=0.

Fiv!
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1. (a) Seja (a,) uma sucessao de Cauchy num espago métrico (X, d) e seja (c,) uma
sucessao de elementos de X tal que

1
VnelN, dan,c,) < —.
n
O objectivo deste exercicio é provar que (¢, ) também é uma sucessao de Cauchy.
Seja e € IR*.
i. Justifique que

dpp € N, m > py An>p; = dlay, an) <

Wl ™

ii. Justifique que
dpy € N, n > py = d(ap, ¢,) <

Wl o

iii. Justifique que
Vn € N,Vm € IN, d(cm,cn) < d(Cims @) + d(am, an) + d(an, c,),
e indique p3 € IN, relacionando-o com p; e ps, por forma a que
n>psAn>p3 = d(cy, cn) <€

(b) Seja X um espago linear normado, completo. Pretendende-se, com este exer-
cicio, provar que se (z,) for uma sucessao de elementos de X tal que a série
o0 2 ~ s o , . ~
> o2 |l € convergente entao a série » - |z, é convergente. Admita entio
o0 ’ . ~
que > >, ||z, || é convergente. Designe-se por (s,) e (S,) as sucessoes

n n
n=1 n=1

i. Prove que com m € IN e m € IN se tem
||Sn - SmH < |Sn - Sml'

ii. Justifique que (S,) é sucessao de Cauchy, o mesmo sucedendo a (s,). Jus-
tifique ainda que (s,) é convergente o que garante que a série Zf;l Ty €
convergente.

2. (a) Seja (X,d) um espago métrico e seja ® um subconjunto de X. Mostre que se
® é completo entao ® é fechado.

(b) Seja (X, d) um espaco métrico e A C X. Seja A = AU A, onde A’ designa o
conjunto dos pontos de acumulagao de A. Seja z € X e defina-se ¢ = infld(x, a).
ac

Pretende-se, com este exercicio, provar que se € = 0 entao = € A.
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i. Prove que dado n € IN, o conjunto C,, definido por
1 1 1
Co=DB(z;—)NA  (com B(x;—) ={z€ X :d(z,2) < —=})
n n n

é diferente do conjunto vazio.

Sugestao: Comece por justificar que se C, fosse o conjunto vazio entdo para
todo 0 a € A ter-se-ia a ¢ B(z; 1) ou seja d(z,a) > L o que conduziria a
gggd(:c,a) # 0 o0 que seria absurdo.

ii. Utilizando a alinea anterior mostre que existe uma sucessao (z,) de ele-

mentos de A tal que
1
d(z,,r) < —.
(50, ) < -

Conclua que lim, ., x, = , 0 que permite afirmar que x € A.

3. (a) Sejam X e Y espacos lineares normados sobre o mesmo corpo K e seja T um
operador linear de X em Y. Admitamos que existe b € IR™, tal que

Ve e X, bllzf| < [[T=|.
i. Prove que , com z; € X, x5 € X, se tem
Ty =Txzyg = x1 = X2,

isto é, 1" é um operador injectivo.

ii. Considere o operador inverso 7. O operador 7! tem por dominio R C Y,
onde R designa o contradominio de 7.
Indique L € IR" tal que se possa escrever

vy e R, T 'yl < Llly|

(b) Considere o espago linear X constituido por todas as sucessoes («,) de niimeros
reais ou complexos, limitadas, onde foi definida a norma

[z]| = suplay|.
nelN

Seja T o operador linear de X em X definido por

Qg Q3 Qn
Ty = T(Oél,Oég,Oé37 ceny Oy ) = (Oél, ?, g, ceey 7, .

Diga, justificando, se 77! é um operador limitado

4. Seja X um espaco linear normado sobre o corpo K. Admita que existe uma sucessao
(x,) de elementos de X tal que

(1) VneN, [l = 1
(2) Vne N, Vm e N, m#n= |z, —z,| =1

Seja A ={z, :n € N}
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(a) Prove que A é um conjunto limitado.

(b) Pretende-se com esta alinea, provar que A ndo tem pontos de acumulagio e
a demonstracao feita provando que se obtém uma contradicao se se admitir
que A tem pelo menos um ponto de acumulacao. Seja entao a um ponto de
acumulacao de A.

i. Justifique que definindo
1
D= Bla: )N A\ {a}

onde B(a; 5) = {x € N : ||z —al| < 3}, se tem D # 0.
Seja p € IN tal que z, € D e defina-se

D, = B(a;r) N A\ {a}

com r € R" tal que

<y —al < -
T T, — Q —.
P 3

ii. Mostre que Dy # 0 e seja x, € D;. Prove ainda que

J— <_
lzy — )l < 5

e que x, # x, 0 que é uma contradicdo com a hipotese (2).
Ficou assim provado que A nao tem pontos de acumulagao.

¢) Justifique que A= A, ou seja A é um conjunto fechado.
)
)
)

f) Que pode garantir sobre a dimensao do espaco X7 Justifique.

(
(d) Diga, justificando, se (x,) tem alguma subsucessao que seja de Cauchy.

e) E A um conjunto compacto? Justifique.

(
(

TOPOLOGIA E INTRODUGAO A ANALISE FUNCIONAL
1*PARTE-PROVA GLOBAL
29 DE JUNHO DE 2010

I. Seja X um espaco linear sobre o corpo K, onde foi definido um produto interno e a
norma a ele associada, ||z|| = 1/(z|x). Admitamos que X é um espago completo e
sejam C' e D subespacos lineares de X, ortogonais, isto é, tais que

Vee C,¥Vd € D, (c|d)=0.

(a) Prove que
Vee C,VdeD, etd|* = |le]* +

(b) Admita que C' e D sao fechados. Com este exercicio pretende-se provar que o
subespaco Z, Z = C' + D também é fechado.

Seja (z,) uma sucessao de elementos de Z, convergente. Entao, existem suce-
ssoes de elementos de C' e de D, respectivamente (c,) e (d,), tais que

vnE]N, Zn:Cn+dn
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i. Justifique que (z,) é uma sucessao de Cauchy. Utilizando,
Vne N,Ym €N, ||z, — 2mll* = |len — cmll* + ||dn — dinl|?,
e justificando que
len = cmll < Iz = zmll € lldn = dnll < [l2n = 2l
prove que (¢,) e (d,) sao sucessoes de Cauchy.

ii. Justifique que existe ¢* € C' e d* € D tais que lim¢, =c* e limd, = d*.

n—0o0 n—oo

Justifique ainda que (z,) converge para um elemento de Z.

II. Seja X um espaco linear normados sobre o corpo K e seja T um operador linear
limitado de dominio X e tendo X por contradominio.

(a) Justifique que
Ve e X, ||Tx|| <||T]|[|],

sendo

T
17 = supl -2

X el
(b) Admita que ||T|] < 1 e seja V' o operador linear de dominio X definido por
V=I-T,
onde I designa o operador identidade. Tem-se,
Vee X, Ve=x—"Tx.

O objectivo das alineas que se seguem & provar que V é injectivo e V! ¢é
limitado.

i. Prove que
V| = (@ =T
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ii. Justifique que se Vx = 0 entao x = 0, o que permite afirmar que V' é um
operador injectivo.

iii. Seja V! o operador inverso de V. Indique uma constante real positiva L,
relacionada com ||T'||, tal que

V-1
vt = supl_l
weX ||1UH
w#0

< L.
ITI. Seja X um espago linear sobre o corpo K, normado.
(a) Seja xy # 0 um elemento de X. Considere o subespaco M gerado por {zo},
M ={axy: a € K},

e a aplicacao f de dominio M definida por

Vo eM, f(z)=flaz) = —0.
o
i. Determine || f||, sendo
flx
171 = sup 7L
zeM ||2|]
T#£0

ii. Justifique que existe um funcional linear F, de dominio X, limitado, tal
que F(zo) = oo e |[FI| = || £l

ol

(b) Seja Z um subespaco linear de X tal que Z # X. Seja 79 € X \ Z. Seja ainda

d = infllzy — 2.
i. Justifique que, para todo o n € IN, o conjunto C,,
1
Co=42€Z: |lxzo—z||<d+ =}
n

nao é o conjunto vazio.
ii. Justifique que é possivel obter uma sucessao (z,) de elementos de Z tal
que

1
VnelN, d<||zg— 2z, <d+ —,
n

0 que permite concluir que d = lim ||zg — 2,]|.
n—oo
iii. Utilizando ii. prove, por reducao ao absurdo, que d # 0.

Seja W o subespago linear gerado por Z e {x,}, isto é,
W={weX: w=z+axy, z€Z ackK}
Seja f o funcional linear de dominio W definido por

f(w) = f(z+ axy) = a.
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1v.

vi.

Seja (z,) uma sucessao nas condigoes referidas em ii. Justifique que

n — 1
vneNN, |f| > |f(= )| _
[ |20 — o]

e justifique ainda que || f|| > é.
Prove que

[fw)| _ [f(z+ax)| _ 1

Vw e W\ {0}, = < -
[[w] Iz + axol| ~ d

Prove que existe um funcional linear F, de dominio X, tal que

1

F(zg) =1, F(z)=0paratodooz€ Z, elF| = 7

BoM TRABALHO!
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I. Seja X um espaco linear sobre o corpo K, normado.
(a) Seja xp # 0 um elemento de X. Considere o subespaco M gerado por {z¢},
M = {ax,: a € K},

e a aplicacao f de dominio M definida por

Ve M, f(x)=f(az) = .
[
i. Determine || f||, sendo
flx
171 = sup 7L
zent |||

T#£0

ii. Justifique que existe um funcional linear F, de dominio X, limitado, tal
que F(zo) = = e [|F|| = [I£]|.

(b) Seja Z um subespaco linear de X tal que Z # X. Seja 79 € X \ Z. Seja ainda
d = nfllzy — .
i. Justifique que, para todo o n € IN, o conjunto C,,
1
Con=42€Z: |xo— 2z,| <d+ﬁ}

nao ¢ o conjunto vazio.

ii. Justifique que é possivel obter uma sucessao (z,) de elementos de Z tal
que

1
VneN, d< |lzg— 2| <d+ -,
n
o que permite concluir que d = lim [|zg — z,]|.
n—oo
iii. Utilizando ii. prove, por reducao ao absurdo, que d # 0.

Seja W o subespaco linear gerado por Z e {xg}, isto é,
W={weX: w=z+axy, z€Z ackK}
Seja f o funcional linear de dominio W definido por
flw) = f(z 4+ axy) = a.
iv. Seja (z,) uma sucessao nas condigoes referidas em ii. Justifique que

Hzn - mOH N Hzn - 1‘0”

e justifique ainda que ||f| > .
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v. Prove que

)] |Gz + o)
e WAL Tl T e taml <

1
7
vi. Prove que existe um funcional linear F, de dominio X, tal que
1
F(zg) =1, F(z)=0paratodooz€ Z, e||F| = 7

IT. (a) Mostre que se (X,7x) e (Y,7y) forem espagos topologicos e se f for uma
aplicacao continua de X em Y entao a imagem inversa de qualquer conjunto
fechado contido em Y ¢ um conjunto fechado em X.

(b) Seja X um espago e sejam 71 e Ty topologias definidas em X. Seja
I:(X,n)—(X,n), Ir=m=x,

o operador identidade. Diga, justificando, se no caso de I ser um operador
continuo entao todo o conjunto pertencente a 7, também pertence a 7.

IT1. Seja (X, 7) um espaco topoldgico compacto e seja A C X um subconjunto fechado.
Com este exercicio, pretende-se provar que, se se considerar a topologia relativa de
T a A, entao A é um conjunto compacto.

Considere uma cobertura aberta de A, isto é, uma familia de conjuntos

{Hy: €1}
tal que
AC UH,
a€cl

e sendo H, = G, N A onde G, designa um conjunto aberto em (X, 7).
(a) Justifique que
X = (UIGQ) U(X\A).
ac
(b) Justifique que existe um conjunto finito {ay, as, ..., a,} tal que
A g Uf:lGOéi

€ que
A g U?:IHO%

o que permite concluir que A é compacto.

BoM TRABALHO!
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IV. Seja X um espaco linear sobre o corpo K, onde foi definido um produto interno,
completo. Seja z € X eseja S = {u, : n € N} C X (com u; # uj, sempre que

i # j), um conjunto ortonormado. A série Y o |(z|u;)|* ¢ uma série convergente.

(a) Considere a série Y .~ a;u; com oy = (x|u;).
i. Prove que paran € IN e m € IN se tem
157 = $mll* =[S0 — Sl

_ N _ Ny 2
com sy, =Y ity e Sp=3 00 ol

ii. Sabendo que a série Y .-, |(z|u;)|* é convergente e utilizando i. justifique
que a série Y_.° o,u; € convergente

Seja z* =Y 2 au;. Sejay € X e y* = > Biui, com §; = (y|uy).

(b) Desenvolva
(Z o | Z Bju;)
i=1 j=1

e prove que
o
(') = Y aild:
=1

(c) Seja k € IN. Prove que, com n > k,

n
(Z Uy |Uk) = O
i=1

e justifique que
(x*|ug) = .

Conclua que
(x —a2") LS

e que se S for um conjunto ortonormado maximal entao x = x*.

(d) Admita que se S é um conjunto ortonormado maximal. Justifique que
(zly) = Z ;3.
i=1

(e) Prove que se S for um conjunto ortonormado tal que

Vze X,Vw e X, (zlw) = Z(fz’uz)(wlul)

=1

entao S é um conjunto ortonormado maximal.
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V. Seja (X, 7) um espago topologico.

(a) Seja A C X um conjunto desconexo. Entdo existem G e H conjuntos abertos
tais que
(1) ANG#De ANH#0D
(2) AC(GUH)
(3) AN(GNH)=0.

Seja B C A. Prove que
BC(GUH) e BN(GNH)=A.
Prove ainda que se B for um conjunto conexo entao ou
BNG=0 e BCH,

ou

BNH=0) e BCQAG.

(b) Seja D C X e E = D onde D designa o fecho de D, isto é, a interseccao de
todos os conjuntos fechados que contém D. Com este exercicio, pretende-se
provar que se E for desconexo entao D também o é.

Admita-se entao que E é desconexo e sejam (7 e H; conjuntos abertos tais
que

(1YENG,#0e ENH, #10

(2") E C (G1UH,)

(3/) E N (G1 N Hl) = (Z)

i. Justifique que nestas condigoes se D fosse um conjunto conexo, entao, ou
DN Gl = @ e D g Hla

ou
Dﬂle(Z) [§] DQGl

ii. Considere a situagao em que
DNG,=0 e DCH,.
Justifique que, definindo Go = X \ Gy, se tem
DCGy e E=DCQG,.

Justifique ainda que se obtém uma contradicao.
Conclusao anéloga se pode tirar no caso de DN H; = () e D C G4, ficando
assim completa a demonstracao de que D é desconexo.
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1. (a) Seja (X,d) um espago métrico. Admitamos que (x,,) é uma sucessao de Cauchy,
em X, que possui uma subsucessio (z,, ) convergente para x € X. Pretende-se,
com este exercicio, provar que (x,) é convergente e o seu limite é z.

Seja e € R™
i. Justifique que existe p € IN tal que
(n>pAm>p)=dx,z,) <e€/2.
Justifique que é possivel escolher ng € IN com ng« > p tal que
d(n,.,x) < €/2.
ii. Mostre que, tendo p o significado referido em i.
n>p=d(z,r)<e

0 que permite afirmar que lim,,_,. z, = x.
Sugestao: Utilize a desigualdade triangular.

(b) Admita que (X, d) é um espago métrico compacto. Diga, justificando, se X é
completo

2. Sejam X e Z espacos lineares normados sobre o mesmo corpo K e seja T" um operador
linear limitado de X em Z. Admita ainda que o operador 7' é injectivo e que o
operador inverso 7! é continuo.

(a) Justifique que
Ve e X, |[Tz|| <[|T[[«]-

(b) Designe-se por R o contradominio de 7. Prove que
vze R, |T(T ) < ITINT =]

(c) Utilizando a alinea (b) justifique que |77 > ﬁ
3. Seja X um espaco linear sobre o corpo K, normado.

(a) Seja xy # 0 um elemento de X. Considere o subespaco M gerado por {zo},

M ={axy: a € K},
e a aplicacao f de dominio M definida por
Vee M, f(z)=f(azo) = azol.

i. Prove que f é linear.
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ii. Determine | f||, sendo

171 = sup 2,
reM H$|
x#0

iii. Justifique que existe um funcional linear F, de dominio X, limitado, tal
que F(zo) = [[zo]| e [[F]] = 1.

(b) Seja A um subespaco linear de X tal que A = X. Dado z € X, existe uma
sucessao (x,,) de elementos de A convergindo para z. Seja g um funcional linear
limitado de dominio A.

i. Prove que g(z,) é uma sucessao de Cauchy e justifique a sua convergéncia.

ii. Sejam (a,) e (b,) sucessoes de elementos de A convergindo para = € X.
Diga Justificando se lim g(a,) = lim g(b,).

Seja G' o funcional linear de dominio X definido por

G(z) = lim g(x,),

n—oo

em que (z,) é uma qualquer sucessdao em A de limite z.

iii. prove que G é uma extensao de g e justifique que

G(x g(x
1G] = suplG@ 5 gpla@l o
e AT T
x#0 x#0

iv. Justifique que
lg(zn)] < [lgllllznll

e que
G(2)] < lgllll]-

v. Justifique que |G| = ||g]l-

BoM TRABALHO!

78



o FACULDADE DE
£ t CIENCIAS E TECNOLOGIA
UNIVERSIDADE MOWA DE LISEOA

Departamenta de Matematica

TOPOLOGIA E INTRODUGAO A ANALISE FUNCIONAL
LICENCIATURA EM MATEMATICA
2*PARTE-PROVA GLOBAL/PARCIAL
27 DE JUNHO DE 2009

4. Seja X um espaco linear sobre o corpo K, onde foi definido um produto interno,
completo. Seja z € X eseja S = {u, : n € N} C X (com w; # u;, sempre que
i # j), um conjunto ortonormado.

(a) Sabendo que
n
Vo e N, Y |(zlu)® < ||z,
i=1
justifique que a série > - |(x]u;)|? é convergente.
(b) Considere a série > .~ a;u;, com a; = (x|u;).

i. Prove que paran € IN, m € IN e n > m se tem
s — SMH2 = |Sn — Sl

_ N _\n 2
com sp, =) ;g it € Spo= i o]
ii. Utilizando i. justifique que a série Y.~ a;u; é convergente.

iii. Seja 7 € IN. Tem-se
(@ = snlu;) = (z|ug) — (snluy).

Determine (x — s,|u;). Prove que (z — ylu;) = 0, sendo y = > .o, a;u;.
(¢) Seja S* = {v, : n € N} C X (com v; # vj, sempre que ¢ # j), um conjunto
ortonormado. Designe-se por M e M* os fechos dos espacos lineares gerados
por § e §* respectivamente.
Admita que M* C M.
i. Diga justificando se se tem

[e.o]

Vk e N, v, = Z(vkluz)uz

=1

ii. Diga ainda, justificando, se no caso de &* ser maximal o mesmo sucede a

S.

5. Seja (X,7) um espago topologico e sejam A; C X e Ay C X conjuntos conexos tais
que A; N Ay # (). Pretende-se, com este exercicio, provar que o conjunto A = A; U A,
é conexo e a demonstracao vai ser feita por reducao ao absurdo. Admitamos entao
que A é desconexo e sejam GG e H conjuntos abertos tais que

(1) ANG#De ANH #(
(2) AC (GUH)
(3) An(GNnH)=0.
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(a) Justifique que A; C (GUH) e Ay N (G N H) = (. Justifique ainda que
AlﬂGZQ eAlgH,

ou
AlﬂH:(ﬁ eAlgG.
Analogamente tem-se AosNG =0e Ay C H ouentdao AsNH=0e Ay CG.

(b) i. Considere a situa¢ao em que
Al NG = @ e Al g H

AQQG:(Z) e A2QH

Comecando por determinar ANG justifique que se obtém uma contradicao.
Tudo se passa de modo analogo no caso em que Ay, N H = 0, A; C G,
ANH=0e A, CG.

ii. Considere agora o caso em que
Al N G == @ [§] Al g H

AQQH:Q) € AQQG

Determine ANG, ANH e justifique que também se obtém uma contradicao.
Conclusoes andlogas se podem tirar no caso de AyNH = 0, A; C G,
Ay NG =10, Ay C H, ficando assim completa a demonstracao de que A é
conexo.

Fiv!
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1. Seja X um espaco linear sobre K, normado.
(a) Seja xo # 0 um elemento de X. Considere o subespaco M gerado por {z¢},
M ={axy: a € K},

e a aplicacao f de dominio M definida por

Vee M, f(x)= f(axo) = al[z.
i. Prove que f é linear.
ii. Determine || f||, sendo

11 = sup L)

w el
x;ﬁO

iii. Justifique que existe um funcional linear F, de dominio X, limitado, tal
que F(xzo) = [|zo|| e [[F]] = 1.

(b) Seja A um subespaco linear de X tal que A = X. Dado z € X, existe uma
sucessao (x,,) de elementos de A convergindo para . Seja g um funcional linear
limitado de dominio A.

i. Prove que g(x,) é uma sucessao de Cauchy e justifique a sua convergéncia.

ii. Sejam (a,) e (b,) sucessoes de elementos de A convergindo para z € X.
Diga Justificando se lim g(a,) = lim g(b,).

Seja G o funcional linear de dominio X definido por

G(x) = lim g(z,),

n—oo
em que (z,) é uma qualquer sucessao em A de limite z.
iii. prove que G é uma extensao de g e justifique que

1l = sup @ 5 guplg@l oy

zex ||zl _zeA ||
xz#0 x#0

iv. Justifique que
lg(zn)| < llgllllznll,
e que
1G(2)] < llglll=]l-

v. Justifique que |G| = ||g]|-
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2. Sejam (X, 7x) e (Y, 7y ) espagos topologicos e seja p € X tal que {p} é um conjunto
aberto em (X, 7x). Diga, justificando, se qualquer que seja a aplicacao f de X em
Y, f é continua no ponto p.

3. Seja X um espago topologico de Hausdorff. Seja z € X e seja C' C X um conjunto
compacto de X tal que z ¢ C. Pretende-se, com este exercicio, provar que existe
um conjunto aberto A* contendo {z} tal que A* C X \ C.

(a) Seja y um qualquer ponto de C. Justifique que existe um conjunto aberto A,
com x € A, e um conjunto aberto B, com y € B, satisfazendo

AN B =0.

Fixando z e fazendo y percorrer C' obtém-se conjuntos abertos A®) e BW tais que
re AW y e BW e AW N BW =

(b) Justifique que

cc U B
yeC

e justifique ainda que existe um conjunto finito {y1,y2, ..., y,} C C tal que

cCc U BWi)
i=1,...,p

Seja A* = AW N AW N 0 AW,

(¢) Justifique que A* é um conjunto aberto contendo {z} e tal que A* C X \ C.

BoM TRABALHO!
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1. (a) Sejam (X,7T) e (Y, F) espacos topologicos. Seja f uma aplicagao constante de
X em Y, isto é, tal que
vxeX? f(x):yo
com yp um elemento determinado em Y. Prove que f é continua.
Sugestao: Determine a imagem inversa de qualquer conjunto aberto C C Y con-
siderando separadamente os casos em que yp € C e yog ¢ C.
(b) Sejam (X, 77), (X, 7z) espacos topologicos. Admita que se A C X é aberto em
(X, 73) entao A também é aberto em (X, 77), isto é, 7o C 7;. Diga, justificando
se a aplicacdo identidade I de (X,77) em (X, 73), é uma aplicagdo continua.

2. (a) Seja (X,7) um espago topologico. Prove que a reunido de um namero finito
de conjuntos fechados é um conjunto fechado.
(b) Seja (X,7) um espago Hausdorff.

i. O objectivo deste exercicio é provar que, sendo = € X, o conjunto D = {x}
nao tem pontos de acumulacao. Consequentemente, D é fechado.
Seja y um elemento pertencente ao complementar de D, C(D).

I. Justifique que existem conjuntos abertos A e B taisque z € A,y € Be
ANB = (). Justifique que DNB = () e que y nao é ponto de acumula¢ao
de D.

I1. Justifique que o conjunto dos pontos de acumulagao de D é o conjunto
vazio e conclua que D é fechado.

ii. prove que qualquer subconjunto finito de X é fechado.
3. Seja X um espago linear sobre o corpo K, normado.

(a) Seja xp # 0 um elemento de X. Seja M o subespago de X gerado por {z¢},
M = {ax,: o € K}.

i. Defina um funcional linear f de dominio M satisfazendo f(z) = 1. De-
termine || f|].
ii. Justifique que existe um funcional linear F', de dominio X, limitado, tal
que
1
ol

(b) Seja Z um subespago linear proprio de X tal que o fecho de Z & X, isto ¢
Z = X. Seja h um funcional linear continuo de dominio Z. Prove que existe
um tunico funcional linear continuo H, de dominio X tal que

Fzo) =1 e |[F|| =

Ve e Z, H(x)=h(x).
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1. Seja (X, d) um espa¢o métrico. Admitamos que (z,,) é uma sucessao de Cauchy, em
X, que possui uma subsucessao (z,,) convergente para © € X. Pretende-se, com
este exercicio, provar que (z,) é convergente e o seu limite é x.

Seja e € R™
(a) Prove que existe p € IN tal que
(n>pAm>p) = d(z,,Tm,) < €/2
Justifique que é possivel escolher z,,. € IN com ng- > p tal que
d(Tn,.,x) < €/2
(b) Mostre que, tendo p o significado referido em a)
n>p=—d(z,x) <e

o que permite afirmar que lim,,_.,, = .

Sugestao: Utilize a desigualdade triangular.

2. Sejam X e Y espacos lineares sobre o mesmo corpo K, normado e seja T um operador
linear de X em Y. Designe-se por R o contradominio de 7. Admita-se que existem
l€eR" e L € R" tais que

Ve e X, lz]| < ||Tz|| < Llfx]| (1)
(a) Seja 0 € R". Indique € € IR™ tal que
|z|l < e = |[Tz|| <6
Prove ainda que, com x( arbitrariamente fixado em X,
||z — xo|| < e = ||Tx — Tapl| <9

(b) Considere o operador inverso do operador T'. Justificando, indique k& € IR™ tal
que se possa escrever

Tfl
, sendo ||T’1H:sup—|| yll
ver ||yl
y7#0

1774 <

~

(c) Mostre que se A C X for um conjunto compacto, o conjunto B, B = T(A) =
{Tx:2z e A} CY é compacto.

Sugestao: Seja (y,) uma sucessao de elementos de B. Comece por provar que
a sucessao (x,) tal que y, = Tz, para todo o n € IN, tem uma subsucessao
convergente.
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3. Seja X um espago de Hilbert e seja S = {u; : £ € IN} C X um conjunto ortonor-
mado numeravel (onde se admite que para k # [ se tem ug # uy).

(a) Com este exercicio pretende-se provar que

Vo € X, Z |(I|Ug)|2 = ||x||2
=1

se e s se S for maximal.

i. Admitamos que S é um conjunto ortonormado nao maximal. Justifique
que existe z 7 0 tal que > °7, |(z]u;)|* = 0 # [|z[*.

ii. Admita agora que S é um conjunto ortonormado maximal. Dado = € X,
seja xg definido por

Tg = Zajuj com «; = (z|u,)

e seja
n
Sp — E QU .
j=1

Tem-se, com K arbitrariamente fixado em IN
(@ — splur) = (xfug) — § :%Uﬂuk

A. Prove que com n > K, (z — s,|lur) = 0. Justifique ainda que (z —
xg|ur) = 0 o que permite escrever (z — xg) LS.
B. Justifique que z = zg.

a

Mostre que
Ve e X, |z|* = Z |(|u;)|?

(b) Admita novamente que S nao é maximal e seja M o fecho do espago linear
gerado por S. Seja z € X. Mostre que

lzs |l = minflz — 2.

Sugestao: sendo z € M, relacione ||z — z||? com ||z — zs|| tendo em conta que
(x — xg) & ortogonal a S.
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4. Seja (X,7) um espago topologico e seja B um subconjunto de X. Pretende-se,
com este exercicio, provar que se o fecho de B, B for desconexo entdo B também
¢ desconexo. Admitamos que B é desconexo. Entdo, existem conjuntos abertos
G €T, HeT, tais que com B = BNGe By,=BNG se tem

(1) By#£0 e By £ 0
(2) BN By =10
(3) B= B, U B.

(a) Designemos por B’ o conjunto dos pontos de acumula¢ao de B. O objectivo
desta alinea é provar que se B'NG # () entao BNG # (). Admita que B'NG # ()
e sejax € B'NG # (). Justifique que BN G # ().

(b) Utilizando (a) e sabendo que B = BU B’ prove que BNG # (. Analogamente
se prova que BN H # 0.

(c) Justifique que definindo Bs = BNG e By = BN H entao
BsN By C BN By

e justifique que Bs N By = 0.
A partir de (3) prove que B C G U H, e B3N By = B. Conclua, justificando,
que B é desconexo.

Fim!
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I. Seja X um espago linear sobre o corpo K e seja A C X. Seja A’ o conjunto dos
pontos de acumulagao de A e seja A =AU A'.

(a) Pretende-se, com este exercicio, provar que se x € A entao existe uma sucessao

() de elementos de A tal que lim z,, = z.
n—oo

i. Considere em primeiro lugar a situacdo em que x € A. Indique uma
sucessao de elementos de A que seja convergente para x.

ii. Admitamos agora que z € A’ e que x ¢ A. Justifique que existe uma
sucessao (z,) de elementos de A tal que,

1
Vne N, 0<d(xz,,x)<

™
n

e conclua que lim x, = x.
n—od

(b) Admita que A é um conjunto satisfazendo,
"Se (z,) for uma sucessdo de elementos de A convergente para z entdao xr € A."

Utilizando o exercicio anterior prove que A = A (o que permite afirmar que A
¢ fechado).

II. Sejam X e W espacos lineares sobre o mesmo corpo K, normados e seja D C X
um subespaco linear. Admitamos que W é completo e seja T' um operador linear
limitado de D em V. Pretende-se provar que existe um operador linear limitado 7',
de dominio D, limitado, que é extensao de 7.

Dado z € D, existe uma sucessdo (x,) de elementos de D tal que lim x, = x.

n—oo

(a) Justifique que existe uma constante real positiva M, tal que

Vn € IN,m € N, ”Txn - T$m|| < MHxn - xm”

(b) Justifique que (T'z,) é uma sucessao convergente.

(¢) Seja T o operador linear definido por

Vo € D, Tz = lim Tx,,

n—oo

sendo (z,) uma (qualquer) sucessao de elementos de D convergente para x.

Prove que _ ~
Vee D, [[Tz| < [T,

ficando assim demonstrado que T é limitado.
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III. Seja X um espago de Hilbert. Seja & = {u, : n € N} C X (com uj, # uj,, sempre
que ji # ja), um conjunto ortonormado. Designe-se por M o fecho do espago linear
gerado por S. Seja € X e seja o = (x|u;) para todo j € IN.

(a) A partir de
n n
((z = Z%’Uj) | (z — Zaiui)),
j=1 i=1
deduza que
n
Vne N, Y ay* < la|?
j=1
e justifique que a série
oo
> @)
j=1
é convergente.
E sabido que a série Z;L aju; é convergente. Designe-se por z* a soma da série,

1 2 f— o0 T
isto &, 2" = .7, aju;.

(b) Seja k € IN. Prove que, com n > k

n
O aju; ) =
j=1

e justifique que
(x%|ug) = .
Conclua que (z —x*) L S.
(¢) Justifique que x* € M e prove que se S for um conjunto ortonormado maximal
entao X = M.
IV. Seja X um espaco linear sobre o corpo K, normado e seja S o conjunto

S={zxeX:|z|| =1}

Admitamos que S é um conjunto compacto. Com este execicio pretendemos provar
que X tem dimensao finita.

(a) Prove que
Vwe X, we B%(w)

e que

SCuUB

utl=

U
z€eS

(b) Justifique que existe um subconjunto finito de S, {xy, o, ..., 2}, tal que
Seja A o subespaco linear de X gerado por {z1, xs, ..., T)}.
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(c) Justifique que A é um subconjunto fechado de X.

(d) Pretende-se provar, em seguida, que a dimensao de X coincide com a dimensao de
A. Admitamos, por reducao ao absurdo, que tal nao sucedia.

Justifique a existéncia de um elemento = € S tal que
T ¢ UL, B (),
e justifique ainda que se obtém uma contradicao.
(e) Conclua que a dimensao de X ¢é finita.

BoM TRABALHO!
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V. Seja X um espago linear sobre o corpo K, normado.

(a) Seja xg # 0 um elemento de X. Considere o subespago M gerado por {zo},
M ={axy: a € K},
e a aplicacao f de dominio M, definida por

Vee M, f(x)= f(axy) = a.

i. Determine || f||, sendo

1] = sup L
S ]
x#0

ii. Justifique que existe um funcional linear F, de dominio X, limitado, tal
que F(zo) = 1 e [[F][ = [|f]]

(b) Considere conhecido,

"Sendo M um subespaco linear fechado, de um espacgo de Hilbert, entao, qual-
quer elemento r € X admite uma tnica decomposicao da forma

r=y+z comyeEMezec M

Seja entao M um subespaco linear fechado de um espaco de Hilbert X, sobre
o corpo K.

Pretende-se, com este exercicio, provar o Teorema de Hanh-Banach, isto é,
sendo f : M — K um funcional linear limitado de dominio M, pretende-se
provar que existe um funcional linear F* de dominio X, satisfzendo

[E = 1IfI] e Voe M, F*(x) = f(x).

Dado x € X, considere-se a decomposicdo x =y + 2,y € M e z € M~.

i. Prove que
1 = llyll* + 211>

Defina-se em X o seguinte funcional linear
Vee X, F*(x)= f(y) (sendoz =1y+ z2).
ii. Prove que, em relagao ao funcional que foi definido

Ve e M, F*(x)= f(x)

e ainda (@)
. T
[ F7]| = sup——= > || f]|.
vex ||z]|
x#0
e ——
V.S.F.F.
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iii. Prove que
Ve e X, |F*(z)| < [|f[Hlyll < A 1Hl]

e que
IE= < [If]]-

Pode entao concluir-se que ||F™*| = || f]].
VI. Seja (X, 7) um espago topologico.

(a) Seja A C X um conjunto desconexo. Entao existem conjuntos abertos G e H
tais que
(1) ANG#0e ANH#D
(2) AC(GUH)
(3) AN(GNH) =40.
Pretende-se, com esta alinea, provar que os conjuntos AN G e AN H sao
separados.

Admita que p é ponto de acumulacao de A N G. Justifique que se se tivesse
p € AN H entao
HN(ANG) #0,

o que seria uma contradicao. Conclua que ANG e AN H sao separados.

(b) Admita agora que que
B=CUD,

em que C # (0, D # () com C C X e D C X conjuntos separados, isto &, tais
que CND=0eCND=10. Com esta alinea pretende-se provar que existem
conjuntos abertos G e H; tais que

(1/) BHG1#@GBHH17£®
(2") B C (G1UH,)
(3) BN(GinHy) =10.
Seja G = X\Ce H = X\D.
i. Prove que C C H; e C NGy = 0. Analogamente se provaria que D C Gy e
D N H1 = (Z)

ii. Prove que
BNnGy=D e BNH, =C.

Justifique que se verifica (1), (2') e (3').
VIL. Sejam X e Y espagos topologicos, com Y espago de Hausdorfl. Seja ¢’ C X tal
que C = CUC" = X. Seja f uma aplicacao continua de X em Y. Mostre que se f

satisfazer
Vee O, f(x)=0,

entao
Vee X, f(x)=0.

Sugestao: Efectue a demonstracao por reducao ao absurdo.

FIM!
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