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Prefacio

O trabalho em questao aborda os topicos a serem apresentados na disciplina Fundamentos
de Processamento Digital de Sinais.

O material completo encontra-se dividido em quatro volumes. O contetdo tedrico pode
ser encontrado no volume entitulado Apostila de Teoria para Fundamentos de Processamento
Digital de Sinais. O contetido pratico pode ser encontrado no volume entitulado Apostila de
Cédigos de Programas Demonstrativos para Fundamentos de Processamento Digital de Sinais.
As especificacoes dos trabalhos extra classe propostos na disciplina podem ser encontradas no
volume entitulado Apostila de Trabalhos Extra Classe de Exercicio e de Cédigo (TEC) para
Fundamentos de Processamento Digital de Sinais. Uma abordagem integradora dos tépicos de
interesse da disciplina, de forma simples e direta, utilizando o sistema de média moével como
exemplo, pode ser encontrado no volume entitulado Tutorial sobre Sistema de Média Mével
para Fundamentos de Processamento Digital de Sinais.

Os documentos foram escritos com o intuito de servir como uma referéncia rapida para
os alunos dos cursos de graduacao e de mestrado em Engenharia de Telecomunicagoes da
Universidade Federal Fluminense (UFF).

O material basico utilizado para o conteido tedrico foram as minhas notas de aula, que,
por sua vez, originaram-se em uma coletanea de livros sobre os assuntos abordados.

Os cbédigos de programas demonstrativos e as especificagbes dos trabalhos propostos sao
completamente autorais.

A motivagao inicial para o desenvolvimento desse trabalho foi a de aumentar o dinamismo
das aulas. Logo, deve ficar bem claro que os documentos produzidos nao pretendem substituir
os livros textos ou outros livros de referéncia. Pelo contrario, espera-se que eles sejam utilizados
como ponto de partida para estudos mais aprofundados, utilizando-se a literatura existente.

Espero conseguir manter o presente texto em constante atualizagao e ampliacao.

Corregoes e sugestoes sao sempre bem-vindas.

Alexandre Santos de la Vega
UFF / TCE / TET
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Apresentacao do material didatico

e O material aqui apresentado nao é fruto de um projeto educacional envolvendo idealizacao,
planejamento, pesquisa, estruturacao, desenvolvimento, revisao e edicao.

e Pelo contrario, ele nasceu, evoluiu e tem sido mantido de uma forma bem organica.

e Em 1995, o autor ingressou no Departamento de Engenharia de Telecomunicagoes (TET)
da Universidade Federal Fluminense (UFF) e, desde entdo, tem sido responsével por
diversas disciplinas oferecidas pelo TET para o Curso de Engenharia de Telecomunicagoes,
da Escola de Engenharia da UFF (TCE/UFF), e para o Curso de Ciéncia da Computacao,
do Instituto de Computagao da UFF (IC/UFF).

e Na época do seu ingresso, o Processamento Digital de Sinais ja era um assunto presente
na area de Telecomunicacoes. E com importancia crescente. Apesar disso, ainda nao era
oferecida pelo TET uma disciplina formal sobre a matematica que o fundamenta.

e Com essa percepcao, ele criou a disciplina optativa “Introducao ao Processamento Digital
de Sinais”, em 1998.

e Para dar suporte as aulas, foram elaboradas as primeiras notas de aula (manuscritas)
para a disciplina optativa criada no TET. Nessa primeira tentativa de implantacao da
disciplina, foi usada a referéncia [Mit9§] como livro texto.

e A disciplina optativa foi oferecida pelo autor apenas durante dois periodos letivos, em
virtude do seu afastamento para finalizacao do seu doutoramento.

e Durante o afastamento, e mesmo algum tempo depois, a disciplina optativa foi oferecida
por outro professor do TET. Nesse periodo, o autor langou uma outra disciplina optativa,
vinculada a primeira, tratando do Projeto de Filtros Digitais.

e Na primeira década de 2000, o TET realizou uma reforma curricular e a disciplina optativa
“Introducao ao Processamento Digital de Sinais” tornou-se obrigatoria, sob o nome de
“Processamento Digital de Sinais”.

e Tendo voltado a ministrar a disciplina, o autor decidiu ampliar as notas de aula manus-
critas, baseando-se em diversos outros livros.

e Em 2008, com o0s objetivos iniciais de melhor organizar os manuscritos e de atender aos
apelos dos alunos por cépia dos manuscritos, eles foram apenas transcritos para o Sistema
de Preparacao de Documentos KTEX [KD04] , [MGO4]. Assim, surgiu a primeira versao
da apostila de teoria.
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A partir dai, com a maturacao gradual que a disciplina foi ganhando a cada periodo letivo,
novos conteudos foram surgindo. Ora por curiosidade do autor, procurando incorporar
um determinado tépico na disciplina. Ora por curiosidade dos alunos, por demandarem
algum assunto em especial. Ora por necessidade pedagogica, pois, ao se perceberem
duvidas recorrentes dos alunos, novas formas de abordagem tém sido testadas.

Além disso, como filosofia educacional do autor, as questoes que fazem parte de toda e
qualquer forma de avaliagao formal da disciplina (testes, provas, trabalhos) sdo anexadas
ao conteudo, na forma de exercicios propostos.

Também como filosofia educacional do autor, a apostila de teoria nao apresenta figuras
que ilustrem os assuntos abordados. Pelo contrario, é demandado aos alunos que eles
gerem as suas proprias figuras, a partir de um aplicativo computacional adequado.

Para incentivar os alunos a modificarem cédigos existentes e a gerarem seus proprios
codigos, a partir de 2011, uma nova apostila tem sido elaborada, contendo cédigos de
programas demonstrativos, relativos aos topicos abordados na apostila de teoria, em sala
de aula e/ou em alguma forma de avaliagao formal da disciplina.

A partir de 2016, com a incorporacao de trabalhos semanais na pratica da disciplina, uma
nova apostila tem sido elaborada, contendo os trabalhos propostos a cada periodo letivo.

No final da década de 2010, o TET realizou uma nova reforma curricular, a qual acarretou
uma reducao na quantidade e na carga horaria das disciplinas. Isso provocou uma
reformulagdo na abordagem dos tépicos da disciplina, que passou a ser denominada de
“Fundamentos de Processamento Digital de Sinais”.

Em 2018, foi percebido que, utilizando o sistema de média mével como exemplo, é possivel
abordar e integrar os topicos de interesse da disciplina de forma simples e direta. Além
disso, com ele, também é possivel gerar exemplos, exercicios e aplicagoes praticas, com
certa facilidade. Assim, teve inicio a elaboracao do tutorial sobre o sistema de média
movel.

Dessa forma, desde o inicio da sua confeccao até o presente momento, sempre foram
preparadas diversas versoes de cada documento ao longo de um mesmo periodo letivo.
Por essa razao, o identificador “Versao A<ano>M<més>D<dia>" aparece logo abaixo
do titulo de cada apostila.

No tocante a apresentacao do contetido tedrico, os manuscritos originais continham apenas
topicos, destinados a abordagem do contetido programatico durante as aulas. Pode-se
dizer que tais manuscritos representavam apenas um roteiro de aula. Gradativamente,
com a evolucao da apostila de teoria, os topicos tém sido trocados por textos dissertativos,
relativos ao contetido abordado.

No ponto de vista estrutural é que o aspecto dindmico dos documentos mais se tem feito
presente. Os mais diversos seccionamentos de texto (capitulos, segoes, subsegoes, etc.)
surgem, sao mesclados e desaparecem, a cada nova versao.

Por tudo isso, pode-se asseguradamente dizer que todo o material produzido encontra-se
em constante atualizacao.



pel

e Na preparagao das aulas, tém sido utilizados os seguintes livros:

— Livros indicados pela ementa da disciplina: [DASNT0], [Mit9§].

— Outros livros indicados: [Rob09], [PM06], [Jac96], [She95], [SK89], [Ant86], [SDD&4],
[OWY83], [PL76], [OS75], [Cad73].
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Teoria abordada no material didatico

e Introducao <2 horas>
— Conceitos basicos: que busca contextualizar a disciplina no ambito do curso e
apresentar conceitos que serao necessarios ao longo do texto. <2 horas>

— Amostragem e interpolacdo: que apresenta um resumo das representacoes dos sinais
analégicos no dominio da freqiiéncia e aborda as duas formas de conexdo entre os
dominios analégico e digital. [Opcional]

e Sinais e sistemas (com tempo discreto) no dominio do tempo <10 horas>
— Sinais no dominio do tempo: defini¢des, classificacoes, operacgoes, exemplos e
caracterizagoes. <4 horas>

— Seqiiéncias exponenciais: caracteristicas relevantes de exponenciais, fun¢des com
dependéncia exponencial, decomposicdo de fungoes usando exponenciais, amostra-
gem de sinais continuos no tempo. <2 horas>

— Sistemas no dominio do tempo: definicoes, classificagoes, operacoes, exemplos e
caracterizagoes. <4 horas>

e Representacoes de um Sistema Linear e Invariante ao Tempo (SLIT) <12 horas>

— Resposta ao impulso.

— Equacao de diferenca.

— Diagramas de blocos de complexidade genérica.

— Diagramas de sistema (ou estruturas ou realizagoes).

— Operador de transferéncia.

— Diagrama de pélos e zeros do operador de transferéncia.
— Equacgoes de estado.

— Relagdes e mapeamentos entre as diversas representagoes.
e Respostas de um Sistema Linear e Invariante ao Tempo (SLIT) <10 horas>

— Calculos da resposta de um SLIT <8 horas>

* Calculo da resposta de um SLIT baseado na solugdo das equacoes de estado.
x (Célculo da resposta de um SLIT baseado no uso do operador de transferéncia.

x Calculo da resposta de um SLIT baseado na solugdo convencional da equagao
de diferenca.

% Calculo da resposta de um SLIT FIR (Resposta ao Impulso Finita) com entrada
de comprimento indefinido.
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— Tipos de resposta de um SLIT <2 horas>

* Resposta completa.

* Resposta homogénea + resposta do sistema relaxado (resposta particular +
resposta complementar).

*

Resposta ao estado + resposta a entrada.

*

Resposta natural 4 resposta forcada.
* Resposta transitéria + resposta permanente.

e Nocoes da representacao em dominio transformado para sistemas de primeira ordem
[Opcional]

— Resposta em Freqiiéncia: baseado no calculo da resposta de um SLIT de primeira
ordem, para um determinado tipo de sinal de entrada, pode-se identificar um novo
tipo de representagao para o sistema.

— Funcao de Transferéncia: baseado no calculo da resposta de um SLIT de primeira
ordem, para um determinado tipo de sinal de entrada, pode-se identificar um novo
tipo de representacao para o sistema.

e Sinais e sistemas (com tempo discreto) no dominio da freqiiéncia <20 horas>

— Sinais <12 horas>

x Motivacoes para a mudanca de dominio de uma representacao.

x Revisao das representacoes em freqiiéncia com tempo continuo
(Série de Fourier, Transformada de Fourier e Transformada de Laplace).

Série de Fourier de Tempo Discreto (DTFS).
Transformada de Fourier de Tempo Discreto (DTFT).
Transformada de Fourier Discreta (DFT).

Transformada Z.

* Xk X X X

Relagoes entre as diversas representagdes em freqiiéncia, parametros e efeitos
importantes.

— Técnicas bésicas para aceleragao do calculo da DFT. [Opcional]

— SLIT de ordem qualquer <8 horas>

*

Tipos de respostas de um sistema.

*

Resposta completa em dominio transformado.
Resposta em Freqiiéncia.
Seletividade em Freqtiéncia.

Func¢ado de Transferéncia ou Fung¢do de Sistema.

* X X %

Representagoes de um SLIT no dominio da freqiiéncia.

e Aplicagoes: exemplos de aplicagdes sao distribuidos ao longo do texto e exercitados na
forma de trabalhos.



Objetivos da disciplina

e Apresentar a base matemaética que fundamenta o Processamento Digital de Sinais.
e Trabalhar com sistemas que apresentem as seguintes caracteristicas:

— Sistema Linear e Invariante ao Tempo (SLIT).

— Sistema Single-Input Single-Output (SISO).

— Sistema operando com tempo discreto.

— Sistema operando com sinais definidos em tempo discreto, quantizados (digitais) ou

nao (amostrados).

e Trabalhar com sinais basicos que sejam simultaneamente dependentes das variaveis tempo
e freqiiéncia, utilizando-os na composicao dos demais sinais envolvidos.

e Discutir a analise de sistemas no dominio da variavel tempo e no dominio da variavel
freqiiéncia. No dominio do tempo, o foco estd na FORMA que os sinais apresentam.
No dominio da freqiiéncia, o foco estd na COMPOSICAO que os sinais apresentam.

e Discutir a aplicagao dos conceitos de Operador de Transferéncia (no dominio do tempo)
e de Funcao de Transferéncia (no dominio da freqiiéncia), bem como a relagao existente
entre ambos.

e Discutir a aplicacao do conceito de estado de um sistema e da analise do sistema no espaco
de estados.
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Parte 1

Introducao






Capitulo 1

Conceitos basicos

Nesse capitulo, sao brevemente abordados alguns itens genéricos sobre modelagem matema-
tica, teoria de sistemas, sistemas de comunicacao, processamento de sinais e implementagoes
analogicas e digitais, porém sem o rigor matematico exigido por uma literatura especializada
no assunto. Primeiramente, a modelagem matematica é brevemente citada, bem como sao
apresentadas uma definicdo e algumas classificagoes sobre sinais e sistemas. Para auxiliar em
tais classificagoes, a discretizacao de sinais é brevemente apresentada, bem como os conceitos
de estado e de variaveis de estado sao abordados. Em seguida, é apresentada uma visao ge-
ral dos sistemas de comunicacao, do processamento de sinais e da arquitetura de sistemas de
processamento digital. Finalmente, ¢ apresentada uma comparacgao entre as implementacoes
analogicas e digitais.

1.1 Modelagem matematica

Na solugdo de um problema (fisico ou matemético) é comumente empregado o processo
sistematico descrito a seguir. Inicialmente, o problema original é mapeado em um sistema
matematico equivalente. Em seguida, o problema matematico equivalente é resolvido. Por fim,
¢ realizado um mapeamento do resultado matematico em uma solugao para o problema original.
As motivagoes mais comuns para o emprego desta metodologia sao as seguintes: simplificar a
formulacao do problema original, buscando simplificar a sua solugao, ou mapear o problema
original em um problema mateméatico com solug¢oes ja conhecidas.

1.2 Teoria de sistemas

O ramo matematico da Teoria de Sistemas trata do estudo de elementos abstratos denomi-
nados de Sinais e de Sistemas. Ela representa um poderoso sistema formal de modelagem para
os mais diversos tipos de sistemas (fisicos ou mateméticos).

Tanto na andlise quanto na sintese (ou projeto) de sistemas fisicos, é comum que, em uma
primeira etapa, eles sejam matematicamente modelados. Em seguida, o trabalho em questao é
realizado sobre o modelo matematico adotado. A Teoria de Sistemas ¢ largamente empregada
nesses casos.
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1.3 Definicao de sinal
Em relacao aos sinais, podem-se destacar as seguintes defini¢oes e consideragoes iniciais:
e Sinal: entidade que carrega informacao.

e Visao matematica de sinal: variavel funcionalmente dependente de uma ou mais variaveis
independentes. Ex.: y = f(x), z = f(x,y), w = f(x,y, 2).

e Visao fisica de sinal: grandeza fisica.

e Tipos de sinais de acordo com o niimero de variaveis independentes:

Unidimensional. Ex.: dudio = f(¢).

Bidimensional. Ex.: imagem = f(x,y).
— Tridimensional. Ex.: video = f(z,y,1).

— Multidimensional. Ex.: tomografia/sismologia = f(vi(t),va(t), -+ , vy (t),1).

1.4 Definicao de sistema

Entre as inimeras defini¢oes de sistemas existentes, pode-se destacar a seguinte:

“Um sistema é um conjunto de elementos que interagem entre si,
a fim de realizar uma determinada tarefa.”

Notam-se, na defini¢ao acima, trés partes: os elementos, a interacao e o objetivo.

Primeiramente, a existéncia do sistema esta vinculada a existéncia de uma funcdo a ser
realizada. Porém, para alcancar o objetivo desejado, nao basta apenas que se reunam elementos.
Pelo contrario, eles devem, sobretudo, apresentar alguma forma de interacdo. E, para que os
elementos interajam entre si e com o exterior, alguma forma de conexao interna e externa deve
existir. Portanto, a interacdo carrega trés significados: a existéncia de uma informacao a ser
trocada, a troca de informacao em si e a presenca de conexdes que possibilitem a troca.

Em resumo, um sistema, como definido acima, pode ser caracterizado pelos seguintes itens:

e Elementos: que interagem, trocando informagcao, para cumprir o objetivo do sistema.
e Conexao: que possibilita a comunicagao entre os elementos.

e Variaveis: que armazenam as informagoes manipuladas pelos elementos.

e Funcao: que é razao pela qual o sistema deve ser implementado.

Uma descri¢ao pictérica de um sistema é mostrada na Figura [I.1} Tal descri¢ao é definida
como Diagrama de Caixa Preta (Black Box Diagram), uma vez que nao apresenta qualquer
descricao interna do sistema. Nesse caso, definem-se apenas as relagoes entre as variaveis
externas do sistema (entradas e saidas).
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Figura 1.1: Diagrama de caixa preta de um sistema.

Os sistemas fisicos elétricos costumam ser definidos da seguinte forma:

Variaveis: usualmente a informacgao é codificada nas grandezas fisicas tensao e corrente.
A tensao é associada ao acimulo de carga elétrica ou a energia potencial. A corrente, por
sua vez, € associada ao movimento de carga elétrica ou a energia cinética. A associacao
de ambas permite definir poténcia e energia.

Elementos: a fim de modelar as fontes fisicas de energia elétrica e os efeitos fisicos de
resisténcia, capacitancia e indutancia, sao utilizados os respectivos elementos ideais de
circuito: fontes independentes, fontes dependentes, resistor, capacitor, auto-indutancia
e indutancia mutua. A forma como cada elemento manipula as variaveis do circuito é
descrita na equacgao de definicao de cada elemento.

Conexao: em circuitos de baixa freqiiéncia, sdo utilizadas as leis de tensao e de corrente
de Kirchoff para descrever as conexdes entre os elementos. A fim de sistematizar a analise
e o projeto de circuitos, é comum que se utilize a teoria mateméatica de grafos para
descrever matematicamente os circuitos e, portanto, a conexao existente nos mesmos.

Os sistemas matematicos digitais costumam ser definidos da seguinte forma:

Variaveis: a informagao mais fundamental é codificada em nimeros, os quais sdo repre-
sentados em um determinado Sistema de Numeracao, com um nimero finito de simbolos.
Tipicamente, é utilizado o Sistema de Numeragao Posicional Convencional (SNPC), com
base b = 2 e codificacdo em complemento a 2.

Elementos: os elementos mais fundamentais sao as denominadas portas légicas, que
implementam as fungoes basicas da logica classica. A partir delas, sdo construidos todos
os demais elementos, inclusive os elementos armazenadores de informacao.

Conexao: sao utilizadas equacoes logicas para descrever as conexoes entre os elementos.

1.5 Discretizacao de sinais

1.5.1 Definicao e classificagoes

A discretizacdo pode ser definida como a selecao de alguns valores individuais dentro de
uma extensa faixa de valores (continua ou ja discretizada).

De acordo com a forma segundo a qual a selecao de cada valor é realizada, a discretizagao
pode ser classificada como: uniforme (ou periédica) e nao uniforme (ou nao periédica). Na
discretizagdo uniforme, existe uma regularidade (periédica) na selecao de cada valor. Nesse

caso,

h& um intervalo tinico, fixo e minimo, que representa um periodo fundamental, segundo

o qual cada valor é selecionado. Esse intervalo fundamental é denominado de resolugao da
discretizacdo. Em outras palavras, dentro da faixa de valores considerada, sao selecionados
apenas aqueles valores que sao multiplos inteiros da resolugao, ignorando-se os demais valores.

TET / UFF
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Por sua vez, na discretiza¢ao nao uniforme (ou nao periédica), ndo hd um periodo fundamental
na selecao de cada valor individual. Nela, a selecao pode ser realizada nos mais diversos padroes.

Na discretizagao uniforme, os valores individuais sdo multiplos inteiros do valor da resolugao
(v =N Vpes;n € Z). Caso seja realizada uma normalizagao sobre o conjunto de valores discretos,
empregando-se o valor da resolucao, sera obtido um novo conjunto de valores, que serao inteiros
e adimensionais (Unorm = V/Ures = n). Por essa razdo, costuma-se dizer que a discretizacao
uniforme pode transformar uma faixa de valores em uma grade (grid) de valores inteiros e
adimensionais. Nesses casos, é importante nao perder a informacao sobre o valor da resolucao.

A Figura ilustra graficamente o processo de discretizacao uniforme, para dois valores
de resolugao diferentes, dentro de uma faixa unitaria continua. Na Figura [1.2/(a), é obtido um
nimero inteiro de intervalos na discretizacio da faixa considerada. Na Figura[1.2](b), isso ndo
é possivel, fazendo com que a parte final da faixa encontre-se dentro de um intervalo de valores
nao selecionados.

0 1 2 3 4 0 1 2 3
0.00 025 050 0.75 1.00 0.0000 0.3125 0.6250 0.9375

L EX EY EX L L EX EY o |
Y Ng \% \% Y Y Ng \% ¥

0 1 0 1

(a) Numero inteiro de intervalos. (b) Ntimero nao inteiro de intervalos.

Figura 1.2: Exemplo de discretizagao uniforme, para dois valores de resolucao diferentes, dentro
de uma faixa unitaria continua.

Vale ainda dizer que o valor da resolucao pode ser dado indiretamente, definindo-se uma
faixa de valores e o niimero de intervalos uniformes que divide perfeitamente essa faixa.

Em uma relagdo funcional do tipo y = f(z1,xe,x3,...), definem-se y como variavel depen-
dente e x;, como variaveis independentes. O processo de discretizagao das variaveis indepen-
dentes z, é denominado de amostragem. Por sua vez, o processo de discretizacao da variavel
dependente y é denominado de quantizagao. Isso é brevemente descrito a seguir.

1.5.2 Amostragem

Dada a funcao y(x), o processo de amostragem da varidvel dependente y envolve as seguintes
etapas: a discretizacao de todos os possiveis valores da variavel independente x e a selecao dos
valores de y, em tais valores discretos de .

Comumente, ¢ adotada a seguinte convengao: no caso de uma fun¢do continua y(x), se a
amostragem for efetuada em um ponto x, onde ocorre uma eventual descontinuidade, o valor
da amostra deverd ser y(z4) = lim._,oy(xq + €), € > 0.

E importante observar que a amostragem realiza uma conexio entre a funcéo no seu dominio
original e a nova func¢ao no dominio discreto. Para que a fun¢ao no seu dominio original tenha
uma relacdo biunivoca com a nova funcdo no dominio discreto, alguns requisitos devem ser
atendidos. Tais requisitos serao discutidos posteriormente.
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1.5. Discretizacao de sinais 7

1.5.3 Amostragem uniforme

Considerando a funcao y(z), a amostragem é denominada de uniforme quando cada valor
discreto de x é obtido de acordo com um intervalo minimo de discretizacao. Esse intervalo
minimo é a resolu¢do da amostragem x,.;. Desse modo, obtém-se y(nz,.s) a partir de y(z).

Os valores discretos xp = n s ainda podem ser normalizados pela resolugdo, gerando um
novo conjunto de valores Zpnorm = Tp/Tres = N, que serdo inteiros e adimensionais. Assim
sendo, obtém-se y[n] a partir de y(ne,.s).

A amostragem pode ser matematicamente modelada por um processo de multiplicacao de
uma fungdo y(z) por um trem de impulsos unitarios dg(z), com periodo igual a resolucao
R = ., seguida do calculo da area (integracao) de cada impulso resultante.

Considerando a fungao y(t), a amostragem é denominada de uniforme (ou periédica) quando
cada amostra é obtida de acordo com um intervalo minimo ou periodo fundamental de amostra-
gem Ts. Da mesma forma, pode ser definida uma taxa ou freqiiéncia de amostragem Fg = T—IS

A quantidade de pontos armazenados N,.., considerando-se uma amostragem uniforme, com
intervalo Ty, durante uma faixa de tempo T,.., é dada por

TT’BC
Nyee = {z’nt ( ) + 1] amostras,
Ts

onde int(x) é a parte inteira de .
A Figura pode ser usada para ilustrar graficamente o calculo de N,... Na Figura .(a),
podem ser considerados T;.. =1 e Ts = 0.25, o que fornece

T’I‘EC . ]- .
Nyee = int ( T ) +1=1int (025) +1=1int(4)+1=(4) + 1 =5 amostras.

Na Figura [1.2](b), podem ser considerados T.. = 1 e Tg = 0.3125, o que fornece

TT’GC .
Nreczmt<T >+1:mt<

) +1=1int(3.2) + 1= (3) + 1 = 4 amostras.
s

1
0.3125

1.5.4 Quantizacao

Dada a fungao y(x), o processo de quantizagao Q{-} da varidavel dependente y envolve as
seguintes etapas: a discretizacao de todos os seus possiveis valores e a aproximacao de um
determinado valor de y para um dos dois valores discretos mais proximos Qins{y} € Qsup{y}. A
representacao de y por Qinr{y} ou Qsup{y} vai depender da técnica de aproximacao utilizada.
Uma vez que a quantizagao substitui o valor real de y por um valor aproximado yo = Q{y},
ela sempre vai apresentar um denominado erro de quantizacao eg = (y — yg), definido pela
técnica de aproximacao utilizada. As técnicas de aproximacao mais comumente utilizadas sao
o truncamento e o arredondamento.

1.5.5 Quantizagao uniforme

A quantizacao Q{y} ¢ denominada de uniforme quando cada valor quantizado yq ¢ obtido
de acordo com um intervalo minimo de quantizacdo. Esse intervalo minimo ¢é a resolucao da
quantizagao Qes.

Os valores quantizados yg = n Qres ainda podem ser normalizados pela resolucao, gerando
um novo conjunto de valores yYgnorm = Yo/Qres = 1, que serdo inteiros e adimensionais.
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1.6 Classificacoes de sinais

De acordo com os tipos das variaveis envolvidas, podem-se identificar as seguintes classes:

Sinal analdgico: todas as variaveis sao continuas.

Sinal amostrado: discretizagao das variaveis independentes (amostragem).

Sinal quantizado: discretizagao da varidvel dependente (quantizagao).

Sinal digital: todas as varidveis sdo discretas (amostragem + quantizagao).

Para um sinal amostrado e um sinal digital, cabe ressaltar que ambos podem ser representa-
dos por um conjunto ordenado, cujos elementos sao valores numéricos. Portanto, nesses casos,
o sinal é interpretado como uma seqiiéncia indexada (ou um vetor) de niimeros. Para um sinal
amostrado, pode-se considera-lo um vetor com indice inteiro e elementos reais. Para um sinal
digital, pode-se considera-lo um vetor com indice inteiro e elementos inteiros.

1.7 Classificacoes de sistemas

Ao se classificar um sistema, procura-se por alguma caracteristica que possa ser 1til na sua
andlise e/ou no seu projeto e/ou na sua aplicagdo. Algumas classificagoes possiveis sao:

e Tipo de sinal manipulado: Analégico x Amostrado x Quantizado x Digital x Hibrido.

Causalidade: Causal x Nao causal.

Variancia ao tempo: Variante X Invariante ao tempo.

Linearidade: Linear x Nao linear.

Armazenamento: Instantaneo (sem memoéria) X Dindmico (com memoria).

Os sistemas abordados no presente texto serao classificados, na sua grande maioria, como
sistemas dindmicos, lineares, invariantes ao tempo, causais e amostrados/digitais.

1.8 Estado e variaveis de estado de um sistema dinamico

O estado de um sistema, em um determinado instante, pode ser descrito como o conjunto
formado pelos valores que cada uma de suas variaveis assume nesse instante. Porém, assim
como todos os elementos de um determinado espaco vetorial podem ser descritos por uma
combinacao linear dos elementos de uma de suas bases, pode-se mostrar que todas as variaveis
de um sistema podem ser definidas por uma combinacao linear de um conjunto minimo de suas
variaveis. Logo, o estado de um sistema pode ser determinado por um dos possiveis conjuntos
minimos de suas variaveis. Surge, entao, o conceito de variaveis de estado, definidas por:

“Variaveis de estado de um sistema é o conjunto minimo de variaveis
(linearmente independentes entre si) do sistema que, conjuntamente
com as entradas do sistema no instante ty, é capaz de definir as saidas
do sistema para t > ty.”

AS.V.
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Define-se como ordem de um sistema o nimero de varidveis que compoem o conjunto de
variaveis de estado do sistema.

Assim como as bases dos espacos vetoriais nao sdo unicas e algumas delas apresentam
caracteristicas especiais (bases candnicas, bases ortogonais, bases ortonormais), o conjunto de
variaveis de estado também nao ¢ tinico e alguns deles apresentam caracteristicas especiais que
facilitam tanto a andlise quanto o projeto de circuitos.

Nos circuitos elétricos, os capacitores e os indutores sao os elementos capazes de armazenar
energia. Logo, as tensoes dos capacitores e as correntes dos indutores sao candidatas naturais
para o conjunto das variaveis de estado de um circuito analdgico. Deve-se ter atencao para os
seguintes casos: malhas que contenham apenas capacitores e nés onde estejam ligados apenas
indutores. Em ambos os casos, uma das variaveis serd uma combinagao linear das demais, nao
podendo fazer parte do conjunto de variaveis de estado do circuito.

De acordo com a capacidade de armazenar informacao, os circuitos digitais podem ser
divididos em dois grandes grupos: circuitos combinacionais e circuitos seqiienciais. Como o
nome indica, a saida de um circuito combinacional é fun¢ao de uma simples combinagao logica
das suas entradas. Logo, essa classe de circuitos nao consegue armazenar informacao. Por sua
vez, a denominagao seqiiencial indica que a ordem segundo a qual as entradas foram aplicadas
ao longo do tempo influencia a saida do circuito. Isso indica que, nessa classe, existem elementos
que conseguem armazenar informacao. Portanto, as saidas dos elementos armazenadores sao
candidatas naturais para o conjunto das variaveis de estado de um circuito digital. Porém, assim
como no caso analégico, pode haver redundancia em relacao aos elementos armazenadores de
informagao, sendo necessario garantir a escolha de um conjunto minimo.

1.9 Exemplo de aplicacao de processamento digital

A seguir, é apresentada uma visdo geral para um exemplo de aplicacao de processamento
digital em sistemas de comunicacao.

1.9.1 Sistemas de comunicacao

O ato de comunicar pode ser definido como o transporte de uma informacao, através de um
meio adequado, de uma fonte a um destino. Por sua vez, telecomunicacao significa comunicar
a distancia, onde deve ser ressaltado o carater relativo que possui o conceito de distancia.
A Figural[L.3]ilustra o processo de comunicagao através de um sistema de comunicagao genérico.

Sistema
Fonta N Dizstine
de Transmiszao
Info a transmitir Info transmitida

Figura 1.3: Sistema de comunicagao genérico.
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10 Capitulo 1. Conceitos basicos

1.9.2 Subsistemas de comunicagao

A Figura ilustra uma possivel composi¢cao para um sistema de comunicagao com um
sistema de transmissao genérico. A divisao apresentada para o sistema de transmissao é apenas
didatica e genérica. Porém, alguns pontos merecem destaque, os quais sao apresentados a
seguir.

Fonte Tran=mi=or Sinal a tran=muitiz

Info a transmutir

M=o oun Canal
Rufdo ——3 ;
de Transmissao
Info transmitida
Destino Receptor Zinal ransmitido

Figura 1.4: Sistema de comunicac¢ao com sistema de transmissao genérico.

Na Figura [I.4, deve-se observar a presenga de um novo elemento denominado de sinal,
que é definido como uma entidade que carrega informacao. Assim, a func¢ao do transmissor
é, basicamente, adequar a informacgdo a ser transmitida ao meio de transmissao escolhido.
Isso é feito através da codificacdo da informacao em um sinal que o meio possa transmitir
eficientemente. A fim de modelar as imperfeicoes do processo de transmissao, um sinal nao
desejado (ruido) é anexado ao meio. Finalmente, a fun¢do do receptor é tentar recuperar a
informacao original, através da decodificacao do sinal transmitido.

Dependendo do sistema de transmissao modelado, inimeras outras divisdes podem ser
propostas, onde varios subsistemas diferentes podem ser utilizados, possuindo os mais diversos
nomes e fungdes. A titulo de exemplo, a Figura [1.5] apresenta o diagrama de blocos de um
sistema de comunicac¢ao com um sistema de transmissao digital genérico.

Fonte Comversor Codificador Codificador
. Modulader
Analogica aAlD dez fonte de canal
Fonte Digital Proceszamento Digital
Canal
Buide —
Destino Amnalogico
Digital
Desting Comversor Decodificador Decodificador
. Demeodulader
Analogico Nt de fonte de canal

Proceszamento Digital

Figura 1.5: Sistema de comunicacao com sistema de transmissao digital genérico.
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1.9.3 Sinais e meios de transmissao

Diversas sao as possibilidades de implementacgao, tanto dos sinais que carregam a informagao
desejada quanto do meio ou canal que transmitira tais sinais.

Naturalmente, existe uma grande relacao entre o sinal a transmitir e o meio ou canal de
transmissao. Assim, a escolha de determinado sinal implicara a utilizacdo de uma determi-
nada classe de canais. Da mesma forma, a escolha de um determinado meio de transmissao
possibilitard o uso de uma classe especifica de sinais.

Nas situagoes onde nao é possivel um casamento adequado entre sinal e canal, um ou mais
subsistemas devem ser adicionados, com a finalidade de gerar um sinal mais adequado ao meio
disponivel, a partir do sinal original. Isso é ilustrado na Figura [I.5] onde os blocos Modulador
e Demodulador sao responsaveis por compatibilizar a transmissao de sinais digitais através de
um canal analégico.

Nos casos onde diversas técnicas sao empregadas, com o intuito de melhorar a qualidade
e a eficiéncia da transmissao, diversos sinais intermediarios podem ser gerados. Isso também
é exemplificado na Figura [1.5| onde os conversores A/D (Analégico/Digital) e D/A (Digi-
tal/Analdgico) sao utilizados a fim de permitir que técnicas de processamento de sinal digital
possam ser empregadas em um sinal originalmente analdgico.

1.10 Processamento de sinais
Algumas das defini¢oes béasicas em processamento de sinais sao as seguintes:

e Objeto do processamento: sinal (definido como uma entidade que carrega informacao).

Agente do processamento: sistema.

— “Um sistema é um cojunto de elementos, que interagem entre si, com o objetivo de
realizar uma determinada funcao”.

— Arquitetura de um sistema: variaveis, elementos, topologia e funcao.

Dominio do processamento: dominio no qual a fun¢do do agente é definida.

— Tempo/espago (forma) x freqiiéncia (composigao espectral).

Acdo do processamento: fungao exercida pelo agente sobre o objeto.

— Conformacao (tempo/espago) x Alteracao espectral (freqiiéncia).

Arquitetura genérica do processamento:

Sinal de entrada (ou estimulo ou excitagdo ou perturbagio).
— Condigoes iniciais ou estado inicial.
— Sistema.

— Sinal de saida (ou resposta).

e Nomenclatura usual: “Sinal” (sinal desejado) x “Ruido” (sinal indesejado).
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12 Capitulo 1. Conceitos basicos

1.11 Arquitetura de sistemas de processamento digital

A arquitetura genérica de um sistema hibrido de processamento digital de sinais é formada
pelos seguintes elementos:

e Sinal de entrada analédgico x,(t): comumente, um sinal elétrico (tensdo ou corrente).
e Pré-processamento analdgico:

— Filtro analdgico anti-aliasing: com seletividade em freqiiéncia do tipo passa-baixa.

— Sinal de entrada analdgico filtrado z(t): sinal analdgico, gerado pelo filtro anti-
aliasing, a partir do sinal z,(t).

— Amostragem e retengao (Sample-and-Hold ou S/H): responséavel por obter amostras
do sinal de entrada analdgico e por manter fixo o valor de cada amostra durante um
determinado tempo. Ele é utilizado para que a amostra seja diretamente processada
por um sistema a dados amostrados ou para que ela seja convertida em um nimero
a ser processado por um sistema digital.

— Sinal de entrada analdgico (amostrado e retido) x;(nTs): sinal analégico, gerado
pelo S/H, a partir de amostras do sinal z;(¢). Também é denominado de sinal de
dados amostrados (sampled-data signal).

— Quantizador: condiciona os valores das amostras a valores representaveis no sistema
digital.

— Codificador: converte o valor de cada amostra em uma representacao valida no
Sistema de Numeracao utilizado no sistema digital. Tipicamente, é utilizado o
Sistema de Numeracao Posicional Convencional, com base b = 2 e codificacdo em
complemento a 2.

— Conversor Analdgico-Digital (Analog to Digital Converter ou ADC ou A/D):
definido como um bloco funcional, formado pela uniao “Quantizador + Codificador”
ou “S/H + Quantizador + Codificador”. O sinal SOC (Start Of Conversion) provoca
o inicio de uma conversao, enquanto o sinal EOC (End Of Conversion) notifica o
seu término.

e Sinal de entrada digital {x[n]}q: seqiiéncia numérica quantizada que possui uma repre-
sentagdo numérica computacional.

e Processador de sinal digital (Digital Signal Processor ou DSP): implementado por um
circuito digital, que pode ser fixo, configuravel ou programavel.

e Sinal de saida digital {y[n]}q: seqiiéncia numérica quantizada que possui uma represen-
tagdo numérica computacional.

e Pos-processamento analégico:

— Decodificador: converte uma representacdo valida no Sistema de Numeragao
utilizado no sistema digital em um valor de amostra do sinal de saida analégico.

— Gerador de impulso/pulso: responsavel por gerar um elemento para cada amostra.
No caso de um impulso, o valor da amostra é relacionado com a sua intensidade
(strength). No caso de um pulso, o valor da amostra é relacionado com a sua ampli-
tude.

AS.V.
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— Conversor Digital-Analdgico (D/A): (Digital to Analog Converter ou DAC ou D/A):
definido como um bloco funcional, formado pela unido “Decodificador + Gerador de
impulso/pulso”.

— Sinal de saida quantizado {y(nTs)}q: sinal quantizado, gerado pelo D/A, a partir
da sequéncia numérica quantizada {y[n]}o. Comumente, um sinal elétrico (tensdao
ou corrente).

— Filtro analégico de suavizagao (smoothing): com seletividade em freqiiéncia do tipo
passa-baixa.

e Sinal de saida analégico y,(t): comumente, um sinal elétrico (tensdo ou corrente).

A cadeia de processamento descrita acima pode ser visualizada nas Figuras[1.6] a [L.8]

Za(t) z4(t) y(nTs) {z[n]}o

ADC

Filtro : :
— nti-a liasing S/H Quantizador Codificador >

Clock (Ts) SOC EOC i

Figura 1.6: Cadeia de pré-processamento analdgico.

{z[nl}tq {ylnlte

—> DSP =

Clock (Ts)

Figura 1.7: Processador de Sinal Digital.

{ylnlte {y(nTs)}q Ya(t)

DAC

Gerador Filtro
de pulsos Smoothing

Decodificador

Clock (Ts)

Figura 1.8: Cadeia de pos-processamento analdgico.
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1.12 Implementacoes analégicas e digitais

A seguir, é realizada uma breve discussao sobre a escolha de uma solu¢ao analégica ou digital
para o problema de implementacao de um sistema de processamento de sinais. Inicialmente,
o problema ¢é definido. Em seguida, ¢é realizada uma comparagao entre as caracteristicas das
implementagoes analogicas e digitais.

1.12.1 Definicao do problema

Dado que um mesmo sistema pode ser implementado por sinais/componentes anal6gicos e
digitais, naturalmente surge a questao de qual das op¢oes é a melhor.

Diversas sao as comparacoes encontradas na literatura técnica entre implementacoes de
sistemas que empregam sinais/componentes analégicos e digitais.

Adeptos de ambos os tipos de implementacao facilmente definem parametros que os favo-
recem e normalmente estabelecem comparagoes tentando mostrar que a sua implementagao de
preferéncia é, realmente, a melhor opcao.

Antes de tecer meras comparagoes absolutas, muitas vezes passionalmente polarizadas,
por um tipo ou outro de implementacgao, deve-se lembrar que estao sendo comparadas duas
alternativas de implementacao essencialmente diferentes. Logo, os parametros de comparagao
normalmente empregados fornecem apenas caracteristicas individuais de cada tipo de imple-
mentacao, ao invés de estabelecer bases reais de comparacao.

Por um lado, uma implementagao analégica mapeia sinais matematicos em sinais fisicos
e realiza as operagoes matematicas através de componentes fisicos que possuem equagoes de
definicdo capazes de realizar os cédlculos necessarios, isolada ou conjuntamente com outros
componentes. Pode-se dizer que o problema matematico é transformado em um problema
fisico e implementado por sinais/componentes fisicos.

Por sua vez, uma implementacao digital, apesar de obviamente empregar componentes
fisicos, nao utiliza os seus sinais e as suas equacoes diretamente. Ao invés disso, é realizada
uma codificacdo mais complexa, de tal forma que a implementacdo simula diretamente as
operagoes e os operandos matematicos. Nesse caso, pode-se dizer que o problema matemético
nao é mapeado em um problema fisico, sendo apenas simulado em uma implementacao fisica,
mas que é virtualmente matematica.

A comparacao direta torna-se ainda mais sem sentido a partir da constatacdo de que
sistemas digitais podem ser implementados por software, por hardware digital ou por ambos
simultaneamente.

Com tais conceitos em mente, nao é dificil perceber que qualquer tentativa para estabe-
lecer parametros de comparacao entre implementacoes analogicas e digitais conduz apenas a
defini¢oes de caracteristica relativas de cada uma das opcoes consideradas.

Também nao é dificil perceber que, devido as caracteristicas proprias de cada uma das
implementagoes, cada uma delas podera ser proposta como a melhor solugao para problemas
especificos, os quais necessitem de tais caracteristicas. Por vezes, até mesmo uma solugao que
misture ambos os tipos de implementacao pode ser a melhor escolha.

Finalmente, é importante ressaltar que o levantamento de parametros comparativos é im-
portante e deve ser efetuado. Nao para que se defina qual das duas opcoes de implementacio é
absolutamente a melhor, mas para que se possa estabelecer uma base de dados que fundamente
a decisao de projeto diante de cada problema diferente.
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1.12.2 Caracteristicas das implementagoes analégicas e digitais

A seguir, levando-se em consideracdo uma implementacao eletronica, sao apresentadas al-
gumas caracteristicas da implementacao de sistemas para os casos analogico e digital.

e Sinais

— Analdgico: valores continuos de tensao e de corrente.

— Digital: seqiiéncias de numeros, representados por uma determinada codificacao,
contendo um nimero finito de simbolos. Normalmente, ¢ utilizada uma codificacao
binaria.

e Componentes basicos

— Analdgico: componentes passivos (resistor, capacitor e indutor) e componentes ativos
(transistor, OpAmp e OTA).

— Digital: atrasador unitério (registrador), multiplicador e somador.
e Armazenamento de sinal por longo prazo

— Analdgico: por ser um processo que envolve valores continuos de grandezas fisicas,
sofre grande degradacao.

— Digital: uma vez que, geralmente, envolve codificagao binaria, sofre pequena degra-
dacao.

Ocupagao de area

— Analogico: de forma geral, menor ocupacao.

— Digital: de forma geral, maior ocupacao.

Repetitibilidade/reprodutibilidade
— Analdgico: uma vez que os parametros sao fisicos e continuos, necessita de um bom
processo de fabricacao.

— Digital: dado que os parametros sao matematicos, a fabricacdo é repetitivel por
construcao.

Variabilidade na fabricacao

— Analdgico: os componentes possuem um valor nominal e uma incerteza associada
ao processo de fabricagao. Devem ser utilizadas técnicas de projeto de sistemas que
controlem a sensibilidade a variacao dos valores dos componentes.

— Digital: valor matematico fixo, associado a quantidade simbolos utilizados na codi-
ficagao numérica.

e Variabilidade na operacao

— Analdgico: os componentes sao influenciados por fatores ambientais (temperatura,
humidade, etc.), podem ser sujeitos a envelhecimento (aging) e podem sofrer desgaste
por uso. Devem ser utilizadas técnicas de projeto de sistemas que controlem a
sensibilidade a variacao dos valores dos componentes.
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16 Capitulo 1. Conceitos basicos

— Digital: operagao baseada em valores matematicos fixos, representados por uma
quantidade finita de simbolos utilizados na codificagdo numérica.

e Variabilidade com as freqtiéncias envolvidas nos sinais
— Analdgico: as dimensodes e a funcionalidade dos componentes podem ser fortemente

afetadas pela faixa de valores de freqiiéncia utilizada.

— Digital: nao afetado.
e Fontes de erro

— Analégico: além da variagdo provocada por fatores ambientais, os componentes sao
diretamente afetados por ruidos dos mais variados tipos, provocados pelos mais
diversos mecanismos, sendo intrinsecos aos préprios componentes e/ou induzidos
por fontes externas.

— Digital: devido ao ntimero finito de simbolos usado na codificagdo numérica, sur-
gem os seguintes problemas de aproximagao numérica: quantizagao dos valores das
seqiiéncias, quantizacao dos valores dos coeficientes dos multiplicadores e aproxima-
cao dos valores finais das operagbes (soma e multiplicagao).

e Programabilidade

— Analégico: componentes podem ser fixos e/ou varidveis. No caso de componen-
tes fixos, devem ser desenvolvidas técnicas de projeto de sistemas que permitam o
controle da variagdo de um ou mais parametros do sistema.

— Digital: naturalmente programavel.
e Complexidade funcional

— Analégico: implementada com dificuldade.

— Digital: facilmente implementada.
e Multiplexagao temporal de sinais

— Analodgico: dificil implementacao.

— Digital: facil implementacao.

AS.V.
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1.13 Exercicios propostos

1. Um aluno de Processamento Digital de Sinais, decidiu digitalizar o contetido musical
de alguns dos seus discos de vinil, do tipo LP (Long Play). Os dados provenientes da
digitalizagao, além de serem armazenados, também serao transmitidos a alguns de seus
amigos. Os LPs 1, 2 e 3, contém 14, 16 e 18 musicas, respectivamente. Cada misica tem
uma duracao média de um minuto e trinta segundos. Ele decidiu realizar uma amostragem
uniforme com freqiiéncia de amostragem Fg = 44 kHz e converter as amostras para um
padrao digital com 10 bits. O sistema de transmissao que o aluno vai utilizar trabalha
com quadros de 8 bits de informacao mais 3 bits de controle, para cada transmissao. A
taxa de transmissao é de 9600 bits/s. Suponha que os dados de amostras diferentes nao
possam ser combinados para realizar uma tnica transmissao. Suponha ainda que o custo
de transmissao é de 1,20 R$/min. Calcule os seguintes parametros:

(a) O total de amostras a serem armazenadas. (Resposta: 190.080.048 amostras.)
(b) O total de bits a serem armazenados. (Resposta: 1.900.800.480 bits.)

(¢) O tempo minimo para transmissao de todos os dados, expresso em horas, minutos e
segundos (HH:MM:SS). (Resposta: t7, = 435.600 s = 7.260 min = 121 h.)

(d) O custo total minimo para transmissao de todos os dados. (Resposta: R$ 8.712,00.)

2. A memoria de um computador digital convencional é composta por R registros, onde cada
registro ocupa B digitos bindrios (bits). Logo, ela pode ser especificada como um disposi-
tivo de armazenamento de R X B (bits). Um sinal de voz inteligivel possui componentes
senoidais com freqiiéncias na faixa 0 < f < 3.9 kHz. Suponha que um sinal de voz seja
amostrado com Fg = 8 kHz, durante um intervalo de T}.. = 40 s. Suponha que o sinal
foi normalizado antes da amostragem, de tal forma que a sua amplitude reside na faixa
0 < |A| < 1. Considere um grid de quantiza¢ado uniforme com intervalo minimo (reso-
lugdo) igual a 0.003 e que as amostras quantizadas sdo representadas em complemento a
dois. Especifique o espago de armazenamento (R X B) necessario.

3. Suponha que quantidades numéricas sao representadas por um Sistema de Numeragao
Posicional Convencional (SNPC), com base b = 2 e nenhuma forma de codificagao adici-
onal. Suponha ainda que, nesse caso, as quantidades numéricas sdo representadas com 8
digitos bindrios (bits). Atenda aos seguintes itens:

(a) Calcule quantos niimeros poderao ser representados.

(b) Calcule, para a faixa de valores q = [7; 23], quais valores numéricos serao represen-
tados e qual sera a resolucao.

4. Um aluno de Processsamento Digital de Sinais garante que consegue transformar qualquer
seqiiéncia periddica p[n], com periodo fundamental Ny, em Ny seqiiéncias ¢ [n], todas do
mesmo tipo e escaladas entre si, tal que ¢;[n| = A;; ¢;[n], onde 0 < (¢,7,k) < (Ny —1).
Para isso, ele diz utilizar um arranjo de (Ny—1) atrasadores unitarios em cascata, gerando
as seqiiéncias di[n]. Por sua vez, cada seqiiéncia di[n] é utilizada como entrada em um
sistema downsampler (] L), com fator de downsampling L = Ny, gerando as seqiiéncias
ck[n]. Atenda aos seguintes itens:
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(a) Se vocé discorda dele, JUSTIFIQUE !!!
Se vocé concorda com ele, identifique o tipo das seqiiéncias cg[n].

(b) Para fundamentar sua decisdo, apresente as seguintes relagoes funcionais:
di[n] = f(k,pln]) e ckln] = g(k,p[n]).

AS.V.



Capitulo 2

Amostragem e interpolacao

2.1 Introducao

A ideia do Processamento Discreto de Sinais Analdgicos baseia-se em transformar o sinal
analégico em um sinal discreto, processar o sinal discreto e transformar o sinal discreto
processado em um sinal analégico.

A ideia do Processamento Digital de Sinais Analégicos baseia-se em transformar o sinal
anal6gico em um sinal discreto, transformar o sinal discreto em um sinal digital (ntimeros),
processar o sinal digital, transformar o sinal digital processado em um sinal discreto e
transformar o sinal discreto processado em um sinal analdgico.

Para garantir que ambos os tipos de processamento produzam resultados satisfatérios,
deve-se recorrer a uma fundamentacao matematica que descreva como a informacao
carregada pelos sinais envolvidos é afetada em cada etapa do processo.

A modelagem de sinais e sistemas analégicos fundamenta-se na matematica continua.

A modelagem de sinais e sistemas discretos/digitais baseia-se na matemaética discreta.
Estes dois tipos de modelagem coexistem, independentemente um do outro.

Porém, é possivel que se estabeleca uma relacio entre eles. Com isso, pode-se representar
um deles por meio do outro, pode-se teorizar um deles por meio do outro e pode-se realizar

calculos de um deles por meio do outro.

Em alguns casos, essa representacao muitua ¢ uma relagao biunivoca exata. Em outros,
isso nao é possivel, obtendo-se apenas uma aproximacao inexata de um modelo pelo outro.

Os mecanismos que permitem a conexao entre os modelos analégico e discreto/digital sao
a amostragem e a interpolacao.

A amostragem permite a conexao “Analdgico — Discreto” e, consequientemente, a conexao
“Analégico — Digital” ou A/D.

A interpolacao possibilita a conexao “Discreto — Analdgico” e, conseqlientemente, a
conexao “Digital — Anal6gico” ou D/A.
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2.2 Conceitos basicos

2.2.1 Continuous-Time Fourier Series (CTFS)
Equacionamento geral

e Sinal periédico: Z(t) = Z(t — nTp).

fp = i HZ
e Relagoes de periodicidade: .
wp = 2nfp= %—Z rad/s

B(t) = SRle Xp elhert

_ 1 rtotTp —jkwpt .
Xk; = ﬁ Jto $(t) e Ihwp dt

Exemplo - Trem de pulsos quadrados unitarios

1, |t‘ <Tg
e Sinal periédico: Z(t) = &(t —nTp) =
0,Tp <t <’z

e (Calculo dos coeficientes:

1 [totT ; 1 [T 1
Xo /0 i #(t) e~ Ikwpt gp / K dt = — (2 Tp)

:Tip to TiP -Tp TP
e
1 totTe 1 (Ts 1 sin (kwpTp)
X :—/ t Jk“Ptdtz—/ RPt gt = — |2 2
k0 Tp to ZL’( ) ¢ Tp 7TB€ Tp ka
1, |t| <Tg
i) = = T o Xp e wp = 3%
0,Tp<t| <2
o CTFS:
Xo = 7,(27Tp)
o 1 sin(kwpTp)
Xigo = 77 [2 55
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2.2.2 Continuous-Time Fourier Transform (CTFT)

Equacionamento geral
e Sinal nao periédico: x(t).

r(t) = & [%% X(jw) e/ dw

o CTFT:
X(jw) = [ z(t) et dt

Exemplo - Pulso quadrado unitario

1, ’t‘ <Tg
e Sinal nao periédico: z(t) = :
0, |t| >1Tg

e (Calculo da funcao de ponderagao:

(e 9]

—jwt d T
x(t) e t—/ - =

,TB

X(juw) = |

—0o0

it gy — [2 W“TB)] - [(QTB) sinc (“’TBH ,

1, |t|<Ts
z(t) = = iffoooX(jw) elt dw
0, |t| >Tpg
e CTFT:
X(j0) = (2Tp)

X(jw) = [2 L”(“TB)} = [(2TB) sinc (%)}

w

2.2.3 Relacao da CTFS com a CTFT em um caso particular
Equacionamento geral
e Caso particular: Z(t) = Z(t — nTp) é uma extensao periddica de z(t).

e Defini¢ao dos sinais envolvidos: Z(t) = Z(t — nTp) = .
0,7 < ‘t’ < TTP

o CTFS de z(t):

1 to+Tp . 1 Tp )
X — 7/ T (t —jkwpt dt = 7/ 7 (t —jkwpt dt
b TP to x( ) ‘ Tp —Tp 1‘( ) c
= 1/TB ZE(t) e—jk’wpt dt = 1/00 IE(t) e—jk’wpt dt
TP -Tp TP —o0
1 1
= — X(jkwp) = — X(ju)|omrwp -

e Logo, no caso particular onde o sinal periédico Z(t) = Z(t—nTp) é uma extensao periddica
do sinal ndo periédico z(t), os coeficientes X; da CTFS de Z(t) sdo pontos da CTFT
X (jw) do sinal z(t), obtidos com periodo wp e amplitude dividida por Tp.
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Exemplo - Trem de pulsos quadrados unitarios e pulso quadrado unitario

1, |t‘ <Tp
e Sinal periédico: Z(t) = &(t —nTp) = :
0,Tp <t <%z

1, |t| <Tg
e Sinal nao periédico: z(t) = .
0, ‘t’ >Tp

Xo = 2= (2T5) = 2 [X(je)lumo] = 2= (2T)
e CTFS x CTFT:
Xigo = 7 [2 TP To)] — L (X () ompup] = 5 [2 ST)

kwp Tp Tp w } w=kwp

2.2.4 CTFT de um sinal periédico
Equacionamento geral
o CTFS de #(t): &(t) = &(t —nTp) = 132 X, ekwrt,

e CTFT de x(t):
r1(t) = & ¢ X1 (jw) = (27) 0(w — wo)

To(t) = i X, efhert £ z(t) < Xo(jw) = i (2m Xi) 0(w — kwp) .

k=—o00 k=—00
o CTFT de #(t): Z(t) = X2 o Xy Pl & X(jw) =32 (27 X}) 0(w — kwp).

e Portanto, a CTFT X (jw), de um sinal periédico Z(t), ¢ um trem de impulsos periédico,
de periodo wp, com a drea de cada impulso dada por A = (2w X).

Exemplo 1 - Trem de pulsos quadrados unitarios

1 ) |t| < TB
e Sinal periédico: Z(t) = Z(t — nTp) = :
0,7 < ‘t| < %P

1, |t|<Ts
() = = Tl Xp &Pt wp =10
0,Tp<|t| <2
e CTFS:
Xo = 7,(27Tp)
Yo = ooty
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1, ’t‘ <Tg
() = = 5= [P0 X (jw) €' dw
0,Tp<|t| <2

X(j0) = (27 Xo) 0(w) = 2 (2Tp) d(w)

CTFT:
X(jw) = { TR (@r Xi) 0w —hwp) },_,
(250 28] s kar) ), wr = 2

Exemplo 2 - Trem de impulsos unitarios

Sinal periédico: Z(t) = &(t —nTp) = op,(t) = >0° _  6(t —nTp).

T(t) = Yoo Jo(t—nTp) = X Xk pikwpt
CTFS: { Xb = gl T E() eIt dt = TIPI_QZP F(t) et gt
— 1 TTP (5 —jkwpt 1 TTP (5 _ 1
= T fiTTP (t) e dt = T f,TTP (t) dt = -~
(1) = Y0 Jo(t—nTp) = iffoooX(jw) oIt o

X(]w) = Zzoz_oo (27T Xk) (S(W — ku)p)
CTFT:
= % S 0w — kwp)

= X(jw) = X (jw—kwp)) , wp =2

Tp

2.3 Amplitude Modulation (AM)

Todo sinal descrito por uma func¢ao pode ser representado, conseqiientemente, pelos pa-
rametros que definem a relagao funcional.

A modulagao analdgica pode ser definida como o processo onde o sinal modulante m(t)
controla um dos pardmetros do sinal a ser modulado ¢(t). O objetivo é que o sinal ¢(t)
passe a carregar, em um de seus parametros, a informacao presente em m(t). Por isso,
¢(t) é denominado de fungao portadora ou sinal portador ou carrier.

A modulagao de amplitude ocorre quando m(t) controla a amplitude de ¢(¢). Uma forma
simples de se representar a modulacao de amplitude ¢ a multiplicagao dos sinais, de tal
forma que sap(t) = m(t) c¢(t), onde sap(t) é o sinal resultante da modulagao.

A modulac¢ao de amplitude com pulsos (Pulse Amplitude Modulation ou PAM) acontece
quando ¢(t) é um trem de pulsos p(t).

Algumas equagoes da PAM, bem como algumas caracteristicas do processo, sao abordadas
a seguir.
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2.3.1 Pulse Amplitude Modulation (PAM)

e Sinal modulante: z(t).

1,|t|<TB

Sinal portador pulsado: p(t) = p(t — nTp) = .
0,Tp<|t| <’

Sinal modulado: xpan(t) = z(t) p(t).

CTFT de z(t): X(jw).

CTFS de p(t): p(t) = 332 Py efkwrt,

CTFT de p(t): P(jw) =>32 o (27 Py) 6(w — kwp).

k=—00

Propriedade da CTFT: zpan(t) = x(t) p(t) <> Xpan(jw) = 5= [X (jw) * P(jw)].

CTFT de QTPAM(t)Z

Xpan(jw) = — [X(jw) * P(jw)]

e Portanto, a CTFT Xpap(jw) do sinal zpaps(t) é formada pela soma de copias da CTFT
X (jw) do sinal z(t), uniformemente espacadas de wp. Além disso, a copia centrada em
w = kwp ¢ ainda escalada pelo coeficiente P, da CTFS de p(t).

2.3.2 PAM com trem de impulsos unitarios

e Sinal modulante: z(t).

TIB , |t| <Tg

Sinal portador pulsado béasico: pg(t) = pp(t — nTp) =
0 , Tp<l|t|<iz

Quando T — 0, o sinal portador torna-se um trem de impulsos unitarios:

Ty 0 = pu(t) = plt) = r, (1) = 3 6(t —nTp)

n=—oo

Sinal modulado: zpan(t) = z(t) p(t).

CTFT de z(t): X(jw).

CTFS de p(t): p(t) = 332 Py e?kwrt,
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o CTFT de p(t): P(jw) =25 _ (21 P) 6(w — kwp), onde P, = i
e Propriedade da CTFT: zpan(t) = z(t) p(t) <> Xpam(jw) = 5= [ X (jw) * P(jw)].
e CTFT de iL‘pAM(t)C

Xpaulie) = 5= [X(jw) » P(je)
- L [X(jw) \ ki@ (on 7}}3) 5w JMP)]
= 7 X 1XGe)» 80— ko)
= jfpkiioox(j(w — kwp)) .

e Portanto, a CTFT Xpap(jw) do sinal xpap(t) é formada pela soma de copias da CTFT
X (jw) do sinal z(t), uniformemente espacadas de wp. Todas as copias sdao igualmente
escaladas pelo periodo Tp.

2.3.3 Caracteristicas da PAM

e E importante perceber que, para obter-se uma representacao exata de z(t) por Xpan (jw),
é necessario que X (jw) seja limitado em banda, de tal forma que |X(jw)| = 0 para
|w| > Wingz € que Winae < “F.

e Logo, para garantir uma representacgao exata de x(t) por Xpan (jw), podem-se estabelecer
as seguintes relagoes:

(A}p>2wmaz<—>fp>2fmam<—>Tp<2f < 5

as quais sao creditadas a diversos autores, tais como: H. Nyquist (1928), J. M. Whittaker
(1935), D. Gabor (1946) e C. Shannon (1949).

e Quando tais relagdes sdo obedecidas, é possivel que se recupere z(t) a partir de zpan(t)
por meio de um filtro com seletividade em freqiiéncia do tipo passa-baixa.

e Quando tais relagoes nao sao obedecidas, ocorre o fenomeno denominado de superposi¢ao
de espectro, frequency folding ou aliasing. Nesses casos, deixa de ser possivel a recuperacao
de z(t) a partir de pap(t) por uma simples filtragem.

e O termo Frequéncia de Nyquist encontra varias definigoes na literatura, podendo ser
associado as seguintes freqiiéncias: wp, fp, “F € %P

e Normalmente, os termos Taxa de Nyquist, Freqiiéncia Critica e Amostragem Critica sao
associados a freqiiéncia wp = 2 Wyee OU a0 valor w = 2 Wpes.

e O processo de PAM pode ser interpretado como uma forma de amostragem uniforme do
sinal z(t), de tal forma que x(nTp) = x(t)|t=nrp. No caso de PAM com pulsos, pode-se
tomar o valor médio da amplitude do pulso como uma aproximagao de x(nTp). Quanto
menor for a largura do puso, melhor sera a aproximacao. No caso de PAM com impulsos,
a area de cada impulso representa exatamente o valor x(nTp). Portanto, a PAM pode
ser utilizada na modelagem matematica do processo de amostragem.
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26 Capitulo 2. Amostragem e interpolagao

e Com base na associagdo PAM <> Amostragem, podem ser definidas trés situagdes. Um
sinal analégico amostrado com fp > 2 f,.4: € dito superamostrado. Por sua vez, um sinal
analogico amostrado com fp = 2 f,,.. é dito criticamente amostrado. Finalmente, um
sinal analogico amostrado com fp < 2 f,,4. € dito subamostrado.

2.4 Amostragem e conversao Analégico/Digital (A /D)

A modelagem matemaética de sinais e de sistemas em tempo continuo e em tempo discreto
coexistem, independentemente uma da outra. Aqui, é abordada a primeira forma de conexao
entre os dois espacos de modelagem, que é a amostragem. A amostragem permite realizar
a conexao “Analégico — Discreto” e, conseqlientemente, a conexao “Analdgico — Digital”
ou A/D. A seguir, sdo apresentados aspectos praticos e modelos tedricos para o processo de
amostragem.

2.4.1 Aspectos praticos

Um processo pratico de conversao A/D é realizado da seguinte forma. Inicialmente, o sinal
anal6gico z(t) é discretizado, retendo-se o valor z(7,,) = x(t)|;=7, por um determinado intervalo
de tempo. Esse processo ¢ denominado de amostragem-e-reten¢ao ou Sample-and-Hold (S/H)
ou Track-and-Hold (T /H). Em seguida, um elemento codificador (encoder) transforma o valor
retido z(7},) em um padrao digital, que é o valor {z(7;)}, representado em um determinado
c6digo numérico. O conjunto [S/H + encoder] recebe a denominagao global de Conversor A /D
ou A/D Converter ou ADC.

Operacionalmente, o Conversor A/D é associado a dois sinais de controle. Para disparar
uma conversao, deve ser fornecido ao ADC um sinal de Inicio de Conversao (Start Of Conversion
ou SOC). Para sinalizar o estado da conversdo, o ADC emite um sinal denominado de Status
ou de Fim de Conversao (End Of Conversion ou EOC). O intervalo de tempo entre o inicio e
o fim da conversao é denominado de tempo de conversao T.p,.

Caso o acionamento seja peridédico, com Tper > Trony, a conversao A/D ¢ dita uniforme.
Nesse caso, sdo definidos os pardmetros Tg (intervalo ou periodo de amostragem) e Fg (taxa
ou freqtiéncia de amostragem), tal que Fg = T—ls Hz. Sao definidos, também, o sinal analégico
x(t), o sinal uniformemente amostrado z(nTs), a seqiiéncia x[n] = x(nTs) e a seqiiéncia digital
zq[n] = {x(nTs)},, onde o operador {-}q representa um mecanismo de quantizagao.

A formacao da sequiéncia z[n|, a partir dos valores do sinal discreto x(nTs), fazendo com que
z[n] = x(nTs), pode ser matematicamente interpretada de trés formas equivalentes. Por um
lado, pode-se dizer que a variavel independende ¢ foi normalizada pelo valor Ts. De outra forma,
pode-se dizer que, nas equacoes envolvidas, foi substituido o valor Ts = 1 s. Pode-se dizer ainda
que os indices da seqiiéncia foram organizados de acordo com os indices da amostragem.

Deve ser ressaltado que, ao se obter a seqiiéncia z[n] e/ou a seqiiéncia xg[n], a partir do
sinal z(t), troca-se a estrutura de sucessdao temporal do modelo analégico pela estrutura de
ordenacao indexada atemporal do modelo discreto/digital. Dessa forma, o aspecto temporal
fica inteiramente associado ao pardmetro Ts (ou Fg), que é implicitamente definido no modelo
discreto/digital.

Cabe notar que tudo aquilo que foi discutido para uma variavel independente t associada
ao tempo pode ser diretamente aplicado a sua associacdo com o espago.
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2.4.2 Modelos matematicos

A seguir, sao abordados dois modelos matematicos para a conversao A/D. O primeiro deles é
a amostragem usando um trem de impulsos unitarios. O segundo é a amostragem impulsiva com
o acréscimo de um Zero-Order Hold (ZOH). Além disso, também ¢ mostrado como compensar
a insercao do ZOH na cadeia de processamento.

Ambos os modelos sao baseados na PAM com trem de impulsos unitarios. Nesses casos, a
fungao portadora impulsiva p(t) é denominada de fungao de amostragem.

Nao ¢é dificil perceber que, na pratica, os impulsos sdo entidades matematicas impossiveis
de serem geradas, utilizadas e transmitidas. Por outro lado, eles sdo muito tteis na modelagem
dos processos empregados na pratica. Tais modelos tedricos podem servir para fundamentar
matematicamente os processos praticos, para realizar calculos de interesse ou, ainda, para gerar
novos resultados teodricos.

Amostragem usando um trem de impulsos unitarios

e Descrigao tipica do processo de geragao da seqiiéncia x[n] a partir do sinal analégico x(¢):

x(t) — amostragem — z(nTs) — escalamento temporal — z[n] .

e Relagoes temporais tipicas do modelo:

— Sinal analégico (sinal modulante): x(t).

— Fungao de amostragem (sinal portador impulsivo):

p(t) = ory(t) = >0 8t —nTy) .

— Sinal modulado com PAM impulsivo:
zpam(t) = z(t) p(t)

= z(t) i d(t —nTys)

= i x(t) 6(t — nTs)
= i x(nTs) o(t —nTys) .

— Sinal em tempo discreto ou sinal amostrado: z(nTs) = x()|t=nry-
— Seqiiéncia associada ao sinal amostrado: z[n] = x(nTs).

— Seqiiéncia quantizada (sinal digital): {z[n]}.

e Descrigao matematicamente mais formal do processo de geragao da seqiiéncia z[n| a partir
do sinal analégico z(t):

x(t) — escalamento temporal — y(t) = x(tTs) — amostragem n=p y[nTy] = x(nTy)
geragao da seqiiéncia — x[n] = y[nT}] .

e Relacdes temporais mais formais do modelo:
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28 Capitulo 2. Amostragem e interpolagao

— Sinal analdgico (sinal modulante) escalado: y(t) = x(tTs).

— Fungao de amostragem (sinal portador impulsivo) escalada: ¢(t) = p(tTs) = dry (t1s)

Zéth—nTS Z(STst—TL Zét—n .

n=—o0 n=—00 S n=—o00
— Sinal modulado com PAM impulsivo escalado: ypap(t) = xpan (tTs)

ypam(t) = y(?) C(t)

= Tsn;mét—n
Sn*—oo

= > ylnl 8t —n) .
Sn——oo

— Sinal em tempo discreto ou sinal amostrado: y[nTi|r,—1 = 2(nTs) = x(t)|t=nrs-
— Seqiiéncia associada ao sinal amostrado: x[n] = y[nT|p=1.

— Seqiiéncia quantizada (sinal digital): {x[n]},,.

e O equacionamento acima indica que:

— Os valores do sinal amostrado x(nTs) = x(t)|i=nrs € y[n] = x(nTs) = x(t)|t=nry
estao relacionados com as areas dos respectivos impulsos do sinal modulado zpap(t)
€ YrpAMm (t)

— A formagao da seqiiéncia x[n], a partir dos valores do sinal discreto x(nTs) e y[n], tal
que z[n| = x(nTs) e xz[n] = y[n] = x(nTs), pode ser matematicamente interpretada
como um escalamento da variavel independende ¢ pelo valor Ty.

e O relacionamento estabelecido entre x[n] e x(t), no dominio temporal, também pode ser
analisado no dominio freqiiencial, com o auxilio da CTFT.

e Relagoes freqlienciais do modelo:

— Propriedade da CTFT: zpan(t) = z(t) p(t) <> Xpam(jw) = 5= [X (jw) * P(jw)].
CTFT de x(t): X(jw).
— CTFT de p(t): P(jw)= T—ls Y2 (271) d(w — kws).

— CTFT de zpan(t), pela propriedade: Xpap(jw) = Zk_foo (J(w — kwg)).
— CTFT de xpanm(t), por calculo direto:

[e.o] o

zpam(t) = > x(nTs) 6(t —nTs) < Xpau(jw) = > x(nTg) e s

n=—oo n=—oo
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— Propriedade da CTFT: z(t) = y(tT—ls) — X(jw) =Ts Y(juwTs).
— CTFT de ypan(t), por calculo direto:

ypan(t Z y[n] 6(t —n) < Ypau(jw) Z y[n] e

S n=—00 S n=—00
e Relacionamento da seqiiéncia x[n| com a CTFT de x(t):

— Definigao de variavel: QQ = w1y — Qg = wsTs = 27.

Relacdo de Xpan(jw) com Ypap(jw):

Xpan(jw) = Ts Ypanu(jwTs) = Z y[n] o—iwTsn

n=—oo

= Ts Ypanu(jQ) = Z y[n] e 7"

n=—oo

Definigao de Xpap(jw):
Q Q
Xpan(jw) = —ZX (w — kws)) ZX( (—ks>>.
Ts 2= Ts = Is  Ts
— Relagao z[n| +» X (jw):

xn] = ynThn=1 = z(nT,) = 2(t)|i=n7s

Xp(e®) = Xl _an] e = 232 X (j (T—S — k‘QS>)

Ts

— Para destacar o fato, a funcdo aqui denominada de Xp(e’?) é conhecida, na Teoria
de Sistemas em Tempo Discreto, como a Discrete-Time Fourier Transform (DTFT)
de z[n].

e Embora possua um enorme valor tedrico, esse modelo é de dificil implementacao direta,
uma vez que lida com a geragao e uso de impulsos, assim como ele necessita do calculo
da area de um impulso para a obtencao do valor de uma amostra.

e Um modelo mais adequado para um dispositivo pratico ¢ abordado a seguir.

Amostragem impulsiva com o acréscimo de um Zero-Order Hold (ZOH)

e Um ZOH é um sistema que possui uma resposta ao impulso hzog(t) definida por um
pulso unitario, de largura Tz, tal que

1 , 0<t<Tzom

T
hZOH(t) = GTZOH <t - Z2OH> =
’ 0 , t< Oet > TZOH

e Assim, a CTFT de hzon(t) é dada por

Hzon(jw) = {2 sm(wTZgH)] e_jw<TZ#> =

T70H sinc e .

™

w
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Logo, um dispositivo pratico de S/H pode ser modelado por uma associa¢ao cascata de
um PAM impulsivo com um ZOH, onde T7oy = Tys.

Sinal anal6gico (sinal modulante): x(t).
Fungdo de amostragem (sinal portador impulsivo): p(t) = o7y (t) = Dono o 0(t — nTys).
Sinal modulado com PAM impulsivo: zpan(t) = z(t) p(t) = > 02 x(nTs) §(t — nTs).

Sinal zzop(t):

tzou(t) = hzou(t) * xpan(t)
e t_7;5> *niox(nTs) 5(t — nTs)
_ nioox(nTs) G (t- TQS) 8(t = nTy)|
_ niox(nTs) G (t—nT —7;5> |

Sinal em tempo discreto ou sinal amostrado: z(nTs) = x(t)|t=n1y = Tzou(t)|nTs<t<(n+1)Ts-
Seqiiéncia associada ao sinal amostrado: z[n] = (nTs) = 2zou(t)|nrs<t<(ni1)7s-
Seqiiéncia quantizada (sinal digital): {z[n]},.

O equacionamento acima indica que os valores do sinal amostrado x(nTs) = x(t)|i=n7s
podem ser obtidos diretamente do sinal 270 (t), para nTg <t < (n+ 1)Ts.

Propriedade da CTFT: zpan(t) = z(t) p(t) <> Xpan(jw) = 5= [X (jw) * P(jw)].
CTFT de z(t): X(jw).
CTFT de p(t): P(jw) = T% Yo (2m) d(w — kwg).

CTFT de zpan(t): Xpam(jw) = T% S oo X(J(w — kwg)).

sin wTS
CTFT de ]’LZOH(t)i hZOH(t) — HZOH(jW) = [2 ( )

CTFT de T70H (t)

Tzou(t) = hzou(t) * xpam(t) < Xzou(jw) = Hzon(jw) Xpam(jw) .
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Compensagio do Zero-Order Hold (ZOH)

e Supondo-se um sinal x(¢), com limitagdo de banda em w4, superamostrado com wg e,
conseqiientemente, sem a ocorréncia de aliasing.

e Dentro do modelo de amostragem puramente impulsivo, o sinal z(t) pode ser recuperado
a partir do sinal zp (%), utilizando-se um filtro passa-baixa ideal, definido por H;(jw) =
Ts G (jw), onde wimer < we < (Ws — Winaz), 0 que é dado por

X(jw) = Hr(jw) Xpam(jw) .

e No caso onde é empregado um ZOH, o sinal z(¢) também pode ser recuperado a partir
do sinal xzog(t). Porém, deve-se compensar o seu efeito, a fim de que o arranjo cascata
do ZOH com o sistema de compensagao, definido por H¢(jw), funcione como um filtro
passa-baixa ideal, o que significa que

Hzop(jw) He(jw) = Hi(jw)

. T,
2(%)

He(jw) = Hzon(jw) Hi(jw) = [Ts Gue (30)] -

w

2.5 Interpolagdo e conversao Digital/Analégico (D/A)

Como ja foi dito anteriormente, a modelagem matematica de sinais e de sistemas em tempo
continuo e em tempo discreto coexistem, independentemente uma da outra. Aqui, é abordada
a segunda forma de conexao entre os dois espacos de modelagem, que é a interpolacao. A
interpolagao possibilita a conexao “Discreto — Analdgico” e, conseqiientemente, a conexao
“Digital — Analdgico” ou D/A.

A interpolagdo é o processo de reconstrugao de um sinal analégico z(t) a partir de suas
amostras. A reconstrucao pode ser exata ou aproximada. O processo pode utilizar diversas
funcoes diferentes, tais como fungoes senoidais e polinomiais.

A seguir, sdo apresentados aspectos praticos e modelos tedricos para a interpolagao.

2.5.1 Aspectos praticos

Um processo préatico de conversao D/A é realizado da seguinte forma. Primeiro, um elemento
decodificador (decoder) transforma um padrao digital, referente ao valor {z[n]},, no valor
discreto z(1;,) = {z[n]},, onde o operador {-}¢ representa um mecanismo de quantizagio. Em
seguida, o valor discreto x(7),) é retido por um determinado intervalo de tempo, gerando o
sinal anal6gico zg(t), recuperado por interpolagao com valor constante. O conjunto [decoder
+ retentor] recebe a denominagao global de Conversor D/A ou D/A Converter ou DAC.

Operacionalmente, o Conversor D/A é associado a um tnico sinal de controle. A fim de
armazenar um padrao digital em um registrador de entrada e, assim, disparar uma conversao,
deve ser fornecido ao DAC um sinal denominado de Strobe ou de Inicio de Conversao (Start Of
Conversion ou SOC). O intervalo de tempo entre o inicio e o fim da conversao é denominado
de tempo de conversao T,,,,,.
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32 Capitulo 2. Amostragem e interpolagao

Caso o acionamento seja peridédico, com Tpe, > Tpopny, a conversdo D/A é dita uniforme.
Nesse caso, sao definidos os parametros T (intervalo ou periodo de amostragem) e Fs (taxa ou
freqiiéncia de amostragem), tal que Fg = T% Hz. Sao definidos, também, a seqiiéncia digital
xg[n], o sinal discreto no tempo x(nTs) = xg[n| e o sinal analégico recuperado por interpolagao
T R[(t).

Dado que a forma descontinua do sinal zz;(t) é uma aproximacao grosseira do sinal desejado
x(t), normalmente realiza-se uma filtragem com seletividade do tipo passa-baixa, para suavizar
as descontinuidades de xgr(t) e gerar o sinal filtrado zgp(t). Nesse caso, o filtro recebe a
denominacao de filtro suavizador (smoothing filter).

A formagao do sinal discreto x(nTy), a partir da seqiiéncia digital zg[n|, fazendo com que
z(nTs) = zg[n], pode ser matematicamente interpretada de trés formas equivalentes. Por um
lado, pode-se dizer que a variavel independende t foi normalizada pelo valor Ts. De outra
forma, pode-se dizer que, nas equagoes envolvidas, foi inserido o valor de Ts. Pode-se dizer
ainda que os indices do sinal discreto foram organizados de acordo com os indices da seqiiéncia.

Deve ser ressaltado que, ao se obter o sinal discreto z(nTs) e os sinais analégicos xg;(t) e
zgr(t), a partir da seqiiéncia digital zg[n], troca-se a estrutura de ordenacdo indexada atem-
poral do modelo discreto/digital pela estrutura de sucessdo temporal do modelo analégico.
Dessa forma, restaura-se o aspecto temporal, que estava implicitamente definido no modelo
discreto/digital pelo pardmetro T (ou Fg).

Cabe notar que tudo aquilo que foi discutido para uma variavel independente t associada
ao tempo pode ser diretamente aplicado a sua associagdo com o espago.

2.5.2 Modelos matematicos

A seguir, sao abordados trés modelos para a interpolacao. A “Interpolacao Limitada em
Banda” emprega uma funcao senoidal. Os dois outros se utilizam de polinémios, de ordem zero
e de primeira ordem. Em todos os casos, é suposta a existéncia de uma seqiiéncia x[n] associada
ao sinal discreto x(nTs), tal que x(nTs) = x[n], e de um sinal PAM impulsivo zpa(t), onde
as areas dos impulsos d(t — nTs) sao iguais aos valores das amostras z(nT%s).

Interpolacao limitada em banda

e Seqiiéncia quantizada (sinal digital): {z[n]},.

e Seqiiéncia associada ao sinal amostrado: z[n] = x(nTys).

Sinal em tempo discreto ou sinal amostrado: z(nTs) = x(t)|t=n1s-

Sinal modulado com PAM impulsivo: zpan(t) = > 02 x(nTs) 0(t —nTy).

CTFT de zpan(t): Xpam(jw) = T% Sre oo X(J(w — kwg)).

Recuperagao de z(t) por filtragem passa-baixa ideal: X (jw) = H;(jw) Xpan (jw).

CTET de hi(t): Hi(jw) = Ts Gy (jw), onde wiee < we < (Ws — Winaz)-

t m

AS.V.
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e Interpolacao associada a filtragem ideal:

x(t) = h[(t)*l'pAM(t)

= hy(t) i x(nTs) 6(t — nTs)

— i x(nTs) hr(t — nTs)

o 1 sin(we(t —nTs))

_ n:z_:oox(nTS) T [ (tC_ — s ]

_ i 2(nTs) Ts [wc sine (wc(t—nTS)>] )

Para we = %

w()= S a(nTs) Ts l;"s sine (“Mﬂ — S a(nTs) sine <“‘TZTS)> .

Supondo-se um sinal x(t), com limitagdo de banda em wy,,,, superamostrado com wg e,
conseqlientemente, sem a ocorréncia de aliasing.

Entao, esse processo de reconstrugao é exato, em teoria.

Porém, uma vez que s6 é possivel obter-se uma aproximacao do filtro passa-baixa ideal,
sua implementacao serda sempre aproximada.

Além disso, ele envolve impulsos, os quais ndo podem ser exatamente gerados na pratica.

Por outro lado, esse modelo representa o ponto ideal a ser alcangado.

Interpolacao polinomial de ordem zero (ZOH)

e O processo de interpolagao polinomial emprega um polindomio de ordem N para realizar

a reconstrugao do sinal analdgico z(t) entre dois pontos consecutivos do sinal discreto
z(nTs) e z((n + 1)Ts), ou, equivalentemente, entre dois valores (amostras) consecutivos
da sequéncia a ele associada z[n] e x[n + 1].

Quando N = 0, o polinémio bésico é uma constante, gerando o sinal interpolado zg;(t) =
x(nTs) = x[n] para o intervalo nTs <t < (n+ 1)T%s.

Portanto, esse caso pode ser modelado por um ZOH.

Caso o sinal zg7(f) ndo seja aceito como uma boa aproximagao para o sinal z(t), o filtro
suavizador ideal serd aquele definido pelo arranjo em cascata da fun¢ao inversa a do ZOH
com a funcao de um passa-baixa ideal.

Seqiiéncia quantizada (sinal digital): {x[n]},,.

Sinal em tempo discreto ou sinal amostrado: z(nTs) = {z[n]},.
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Sinal modulado com PAM impulsivo: zpan(t) = > 02 x(nTs) 0(t — nTy).

CTFT de .TipAM(t)Z XpAM(jw) =1 ZzozfooX(j(w — /{Za)s».

S

Resposta ao impulso do ZOH: hzog(t) = Gryop (t — TZ%)
2

w

CTFT de hzon(t): Hzon(jw) = [2 ”(MS)] {”(TTS).

Geragao do sinal zg;(t) = xzou(t):

.T}R](t) = hZOH(t> *JTPAM(t) = i x(nTs) GTTS <t — nTS — 7;) .

n=—oo

Recuperagao de z(t) por filtragem ZOH: Xg;(jw) = Hzon(jw) Xpan(jw).
CTFET de hi(t): Hi(jw) = Ts G (jw), onde wimae < we < (Ws — Winaz)-

Recuperagao de z(t) por filtragem suavizadora ideal:

Xisp(jw) = Hi(jw) Hzop(jw) Hzon(jw) Xpan(jw) = Hi(jw) Hzoy(jw) Xer(jw) .

Interpolacado polinomial de primeira ordem (FOH)

e O processo de interpolagao polinomial emprega um polinémio de ordem N para realizar

a reconstrugao do sinal analégico x(t) entre dois pontos consecutivos do sinal discreto
x(nTs) e x((n + 1)Ts), ou, equivalentemente, entre dois valores (amostras) consecutivos
da seqiiéncia a ele associada z[n] e z[n + 1].

Quando N = 1, o polinémio bésico é uma fungao linear, ligando os pontos x(nTs) = x[n]
ez((n+1)Ts) = xz[n+ 1] por um segmento de reta e gerando um sinal interpolado x g;(?)
que ¢ linear por partes.

Portanto, esse caso, que é denominado de interpolacao linear, pode ser modelado por um
First-Order Hold ou FOH, o qual é definido por:

—% . |t < Tron

hFOH<t) = TTgTZOH (t) =
0 , |t|>Tron

Assim, a CTFT de hrog(t) é dada por

sin (wTZ%)

1

Tzon

Hrpon(jw) = "

2 2
1 wlzon
= [TZOH sinc< 2 )] .
Tzon m
Caso o sinal zg(t) ndo seja aceito como uma boa aproximagao para o sinal x(t), o filtro

suavizador ideal serd aquele definido pelo arranjo em cascata da fun¢ao inversa a do FOH
com a fungao de um passa-baixa ideal.

Seqiiéncia quantizada (sinal digital): {z[n]}.

AS.V.
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Sinal em tempo discreto ou sinal amostrado: z(nTs) = {z[n]},.

Sinal modulado com PAM impulsivo: zpap(t) = Y02 x(nTs) 6(t —nTs).

CTFT de xpan(t): Xpan(jw) = Tl—s S X(J(w — kwg)).

Resposta ao impulso do FOH: hrop(t) = Trgr, (t).

w

2
sin wTS
CTFT de hFOH(t)Z HFOH(jw) = T%g [2 <>] .

Geragao do sinal xgr(t) = xpog(t):

o0

ZL’R[(t) = hFOH(t) * ZEPAM(t) = Z ZE(nTs) TTgTS (t - nTs) .

n=—oo

Recuperagao de z(t) por filtragem FOH: Xg;(jw) = Hron(jw) Xpan (jw).

CTFT de hi(t): Hi(jw) =Ts Gy, (jw), onde Wpar < we < (Ws — Winaz)-

Recuperagao de z(t) por filtragem suavizadora ideal:

Xisp(jw) = Hi(jw) Hppp(jw) Hron(jw) Xpam(jw) = Hi(jw) Heby(jw) Xri(jw) |

TET / UFF



36 Capitulo 2. Amostragem e interpolagao

2.6 Exercicios propostos

<t <
1. Dados o sinal z(t) = é ’ z(f)<_(§ e_tTf T’
B

seguintes graficos, com uma escala tinica para todos:

Tp > Tp > 0 e Tg,Tp € R, esboce os

b

_ 1 <
2. Dados o sinal z(t) = T ' t] < Ty
0 ) |t| > TB

esboce os seguintes graficos, com uma escala tnica para todos:

K >1,Tp >Tg >0e T, Tph, K € R,

<
3. Dados o sinal periddico Z(t) = Z(t —nTp) = (1) ’ ‘;J <7;B<
) B

Tg, Tp, K € R en € Z, esboce os seguintes graficos, com uma escala unica para todos:

e VK >1,12>Tp >0,

(a) (1) x ¢
(b) §(t) = #(Kt) x t
(c) g(t) = (5t) x t

AS.V.
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Capitulo 3

Sinais no dominio do tempo

3.1 Introducao

Neste capitulo, sao apresentados conceitos basicos relativos aos sinais manipulados pelos sis-
temas de processamento digital, que sao as seqiiéncias. Inicialmente, sao abordados a defini¢ao
matematica de seqiiéncia e o tipo de indice utilizado na associacao de seqiiéncia com sinal, bem
como ¢ feita uma associacao de indice com tempo e as notagdes mais comuns para sequéncias
sao apresentadas. Em seguida, as seqiiéncias sao classificadas. Posteriormente, as operagoes
basicas sobre seqiiéncias e as seqiiéncias mais comuns sao exemplificadas. Finalmente, algumas
relagoes de dependéncia entre seqiiéncias sao evidenciadas.

3.2 Definicao matematica de seqiiéncia

Matematicamente, uma seqiiéncia finita genérica é definida pela aplicacao f do conjunto
Ny = {1,2,3,...,n,..., N} no conjunto Ay = {ai,as,as,...,an,...,ax}. Assim, pode-se
escrever que f = {(1,a1),(2,a2),(3,a3),...,(n,a,)...,(N,an)}.

Por outro lado, uma seqiiéncia infinita genérica é definida pela aplicacao f do conjunto
N*={1,2,3,...,n,...} no conjunto A = {ay,as,as,...,a,,...}. Assim, pode-se escrever que
f={1,a1),(2,a2),(3,a3),...,(n,a,),...}

Alternativamente, a aplicacao f, de N* em A, pode ser interpretada como uma familia de
elementos de A indexados por N*. Nessa interpretagao, N* = {1,2,3,....n,...} é chamado
de conjunto indexador ou conjunto de indices, A = {ai,as,as,...,a,,...} é dito o conjunto
indexado, f é chamada de familia e a imagem f, = f[n]|, que é denotada por a; = ali], é
chamado de termo da familia.

Deve ser ressaltado que a; = a[i] representa apenas o i-ésimo elemento do conjunto, enquanto
a seqiiéncia completa é denotada por {a;} = {a[i]}, onde i € N*.

3.3 Tipo de indice na associacao de seqiiéncia com sinal

Originalmente, por definicao, os indices das seqiiéncias sao valores naturais, nao nulos.
Porém, ao associar-se seqiiéncias a sinais, é comum que se utilizem valores inteiros como indices.
Dessa forma, um sinal é representado pela seqiiéncia {a;} = {a[i]}, onde i € Z.
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3.4 Associacao de indice com tempo

As sequiéncias sao os sinais manipulados pelos sistemas de processamento digital.

Embora a indexacao de uma seqiiéncia indique uma ordenacao dos seus valores, essa
ordenagao nao possui significado temporal.

Porém, ha dois casos onde um indice pode ser associado com o tempo.

O primeiro deles ¢ na formacao de um sinal discreto, por amostragem de um sinal analé-
gico, onde z,(nTs) = x4 (t)|i=nry-

O segundo caso ¢ na formacao de uma seqiiéncia, a partir de um sinal discreto, onde os
seus valores numéricos representam as amostras temporais z[n| = x,(nTs) = x4 (t)|t=n1s-

Além disso, mesmo no caso onde é realizada uma amostragem, ela pode ser espacial e nao
temporal.

Assim, a principio, um indice nao carrega informacao de tempo. Portanto, nao faria
sentido tratar de seqiiéncias no dominio do tempo.

Entretanto, ainda que a seqiiéncia nao tenha sido obtida por meio de amostragem, e
mesmo que essa amostragem nao seja temporal, convenciona-se agregar um significado
temporal ao seu indice.

3.5 Notagoes para seqiiéncias no dominio do tempo

Sequiéncia naturalmente discreta:

Variavel independente (indice): n € Z, —oco < n < 0.

— N-ésimo valor da seqiiéncia: z[n].

N-ésimo valor quantizado: x[n]q.
— Seqiiéncia (conjunto ordenado de valores): {x[n]}.

— Seqiiéncia quantizada: {z[n]}q.
Sequiéncia obtida por amostragem uniforme de um sinal analdgico:

— Em muitos casos, a variavel independente ¢ representa realmente a grandeza tempo.
Porém, na maioria das vezes, ela é apenas uma variavel genérica, sem uma grandeza
associada (dummy variable).

— Sinal analdgico
* Varidvel independente (tempo): t € R, —oco < t < 0.
% Sinal analdgico: z,(t).

— Amostragem uniforme
* Intervalo ou periodo de amostragem: Ts € R.

x Taxa ou freqiiéncia de amostragem: Fg = T% e R.

AS.V.
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— Sinal discreto ou sinal amostrado (seqiiéncia)
 Indice: n € Z, —o00 < n < .
* N-ésimo valor (ou amostra) da seqiiéncia: z[n] = z,(nTs) = 2a(t)|,_, 7,
% N-ésimo valor (ou amostra) quantizado: z[n|g = x,(nTs)g
% Sequiéncia (conjunto ordenado de valores ou amostras): {z[n|} = {z.(nTs)}.
% Seqliéncia quantizada: {z[n]}g = {z.(nTs)}g-

— Deve-se observar que, no processo de formacao de uma sequéncia a partir de um
sinal analégico, além da amostragem uniforme, realiza-se também um escalamento
no tempo (normalizagio). O processo é o seguinte: x4 (t) = 24(t)|,—,p, = Ta(nTs) —
x[n]. Dessa forma, o indice n torna-se a variavel independente, no lugar da variavel
t. Portanto, a seqiiéncia nao carrega, isoladamente, informagao sobre o periodo de
amostragem utilizado (underlying sampling period). Deve-se tomar cuidado com tal

procedimento, pois, em diversas formulagoes, o periodo de amostragem Tg aparece
como um parametro da formulagao. Assim sendo, é necessario conhecé-lo e utiliza-lo.

e Notacao comumente utilizada, independentemente da origem:
— Varidvel independente (indice): n € Z, —oo < n < 0.
— N-ésimo valor (ou amostra) do sinal: x[n].
— N-ésimo valor (ou amostra) quantizado: x[n]g.

— Sinal com tempo discreto ou sinal amostrado: {z[n]}.

— Sinal com tempo discreto e quantizado ou sinal digital: {z[n]}¢.
e Normalmente, visando nao sobrecarregar o texto, utilizam-se os seguintes padroes:

— A notacao z[n| é adotada para representar a seqiiéncia {x[n]}.
Ex.: {z[n]} = SN, z[k]{0[n — k]} — z[n] = S0, z[k]d[n — K].

— A notagdo k = () é empregada para representar a faixa dos N valores consecutivos
que a variavel k ird assumir, a partir de uma valor qualquer K, onde K e N € Z, de
tal formaquek = (N) = [K; (K + N —-1)|=K,(K+1),(K+2),--- ,(K+N—1).

3.6 Tipos de seqiiéncias

Classificacoes podem ser estabelecidas com base em alguns critérios.

Cada classificagao imprime caracteristicas aos componentes da classe.

e Tais caracteristicas podem ser utilizadas na andlise e/ou na sintese (projeto) de sinais e
sistemas.

Algumas classificagbes mais comuns sdo apresentadas a seguir.

3.6.1 Sistema numeérico
e Seqliéncia inteira: z[n| € Z.
e Seqiiéncia real: z[n] € R.

e Sequéncia complexa: z[n] € C.
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e As variaveis fisicas analdgicas assumem valores matematicos reais. Assim, as sequéncias
obtidas pela amostragem de tais sinais analdgicos também serao do tipo real. Por outro
lado, boa parte do processamento de sinal discreto nao restringe o tipo das seqiiéncias
manipuladas. Logo, nos casos onde isso ¢ possivel, podem ser utilizadas seqiiéncias com-
plexas formadas por seqiiéncias reais, a fim de tornar o seu processamento mais eficiente.
Por exemplo: x.[n] = v.[n] + j w,[n], onde z.[n] € C e v,.[n],w,[n] € R,

3.6.2 Comprimento
e Seqiiéncia de comprimento finito (N-point sequence):

— Amostras existentes: xz[n] , Ny <n < Ns.
— Comprimento ou duragao da seqiiéncia: N = Ny — Ny + 1.

e Seqiiéncia de comprimento infinito:
— Seqiiéncia lateral direita (right-sided sequence): z[n] =0, n < Nj.
— Sequéncia causal: N7 > 0.
— Seqiiéncia lateral esquerda (left-sided sequence): z[n] =0, n > Ns.
— Seqiiéncia anti-causal: Ny < 0.

— Seqiiéncia bilateral (two-sided sequence): x[n] , —oo < n < oo.

3.6.3 Simetria

e Seqiiéncias reais

— Sequéncia par: z.[n] = z*[-n] = x.[-n] , z.[n] € R.

— Sequiéncia fmpar: z,[n] = —z[—n] = —z,[-n] , z,[n] € R.

— Decomposicao de sinal real genérico: acg[ | = xe[n] + x,[n], onde
ze[n] = 5 (zg[n] + zg[-n]) € zo[n] = 5 (z4[n] —l’g[ nl), xg[n] € R.

e Seqiiéncias complexas

— Seqiiéncia conjugada simétrica: x.s[n] = J:’C‘S[—n] , Zesin] € C.
— Seqiiéncia conjugada anti-simétrica: z..[n] = —x,[—n| , xa[n| € C.
— Decomposicao de sinal complexo genérico: z, [n] = Zes[n] + xea[n], onde

Tesln] = 3 (:Eg[n] + x;[—n]) € Tealn] =1 (:Eg[n] — xg[—n]>, z4[n] € C.

e Nas classificacoes acima, o ponto n = 0 é intrinsicamente considerado como referéncia
para a simetria. Em alguns casos, a simetria pode acontecer em relagao a outros valores,
que podem coincidir com os valores de n ou podem estar localizados no ponto médio entre
dois valores consecutivos de n.

3.6.4 Periodicidade

e Seqiiéncia periédica: z[n| = z[n £ N| = z[n + K N¢|, onde N é periodo de repeticao,
Ny é o periodo fundamental (menor periodo) e N, Ny, K € N.

e Comumente, utiliza-se a seguinte notacdo para seqiiéncias periddicas: Z[n].

e Seqiiéncia aperiddica: seqiiéncia nao periddica.

AS.V.
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3.6.5 Outras classificagoes

e Sequéncia limitada (bounded): |z[n]| < B, < .

e Sequéncia absolutamente somavel: >0 |z[n]| < oo.
e Seqiiéncia de quadrado somavel: 3% |z[n]|* < oco.

e Sinal de energia x sinal poténcia:

— Energia e poténcia de sinal: sao medidas da energia e da poténcia de um sinal.
Nao sao, necessariamente, a medida fisica de energia ou de poténcia.

Sinal de energia: para o sinal x, a energia de sinal £, ¢ finita.

Sinal de poténcia: para o sinal x, a energia de sinal E, ¢ infinita, mas a poténcia de
sinal média Py, ¢ finita.

Sinal analégico genérico:
E, = % a0l dt.

T
Py, = limp o X I7x x(t)] dt = limp o0 & Er,.

Sinal analégico periddico: Py, = ﬁ Iz, Z(t)|° dt.

— Seqiiéncia genérica:
2
By =300 o |zl

: 1 K 2 : 1
PME = th—>OO m Zn:—K |$[n]| = th—)OO mE(2K+1)I.

A s K+(Nper—1) | ~ -
— Seqtiéncia periddica: Py, = N;T Znil(( per =) \Z[n]|* = N;r > = (Nper) Z[n]|*.

3.7 Operacoes basicas sobre seqiiéncias

Adaptagao de comprimento em seqiiéncias finitas (zero-padding ou zero-appending):
inserc¢ao de valores nulos no inicio, no final e/ou em pontos intermediarios da seqiiéncia.

Adigao: w[n] = x[n] + y[n].

— Caso particular: deslocamento de amplitude ou adi¢do com escalar ou insercao de
offset, definido como w(n] = z[n| + A.

Multiplica¢ao: w[n| = z[n] - y[n].

— Aplicagoes: modulagao e janelamento.

— Caso particular: escalamento de amplitude ou multiplicacdo por escalar, definido
como w(n] = x[n| - A.

Deslocamento temporal

— Linear:
« Formula geral: w[n| = x[n + Np|.
* Deslocamento para direita (ou atraso): Np < 0.

* Deslocamento para esquerda (ou avango): Np > 0.
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— Circular:

% Sequéncias finitas, definidas no médulo 0 <n < (N —1).

*

*

*

*

Deslocamento linear da seqiiéncia, dentro do médulo N, com rotagao dos valores.

Fundamento matematico:

- Aritmética modular ou inteira.
- Notagao: (k)y =k (mod M) =k mddulo M.
- Calculo: (k)p; = r é o resto da divisao de k por M, tal que k =q- M + r.

Deslocamento efetivo: dado um valor genérico Np,, o valor do deslocamento
circular efetivo é dado por +|Np| = £(|Np|)n, onde 0 < |[Np| < (N —1).
Formula geral: w[n|y, =2 [(n + Np)n], para 0 <n < (N —1).

* Deslocamento para direita (Np < 0):

wg[n]in,| =z [(n — |Np|)n] = { x[n — |Np|]

z[(n—|Np|)+ N] , 0<n<|Np|
[Np| <n < (N—1)
(3.1)

Y

« Deslocamento para esquerda (Np > 0):

z[n + [Npl] , 0<n < (N—|Np|)

win]inp = 2 [{n + |Npl)n] = { z[(n+|Np|) = N] , (N —|Np)) <n<(N—-1)

(3.2)

* (Cdlculo alternativo:

- Bem adequado para calculos vetoriais, onde as seqiiéncias sao representadas
por vetores.

- Deslocamento para direita (Np < 0):
na composigao da seqiiéncia wg(n|n,| = x [(n — |Np|)n], observa-se que os
valores de z[n] que estdo na faixa 0 < n < (N —|Np|), sofrem o deslo-
camento linear x[n — |Npl|]. Por sua vez, os valores de x[n] que se encon-
tram na faixa (N — |Np|) < n < (N — 1), sofrem o deslocamento linear
z[(n = [Npl) + NJ.

- Deslocamento para esquerda (Np > 0):
na composigao da seqiiéncia wy[n]n, = x [(n + |Np|)n], observa-se que os
valores de x[n] que estdo na faixa 0 < n < |Np|, sofrem o deslocamento
linear x[(n + |Np|) — N]. Por sua vez, os valores de z[n| que se encontram
na faixa |[Np| < n < (N — 1), sofrem o deslocamento linear z[n + |Np|].

- Portanto, pensando-se na seqiiéncia original x[n] como um vetor adequada-
mente decomposto em dois subvetores, tal que x[n] = [v; v3], 0 deslocamento
circular w[n]y, = x [(n + Np)n| pode ser implementado por uma simples
troca de posigao entre os dois subvetores, de tal forma que w(n]y, = [v2 v1].

* Uma vez que (n+ N)y = (n)n:

wr(n]|np| = wrn](v-np)) € win] iy = wr[n)(v-Np)-

e Escalamento temporal

— Reversao temporal: w[n] = z[—n].

— Variagao de taxa de amostragem:

x Down-sampling ou decimagao: w[n| = z[n- K|, K € Z.

« Up-sampling ou interpolacdo: win| = z[n/K], K € Z.
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x Na operacao de down-sampling, as amostras intermediarias sdo naturalmente
abandonadas.

x Na operacao de up-sampling, novas amostras intermediarias devem ser introdu-
zidas, por meio de alguma técnica de interpolacao.

e Extensao periddica: geragao de um sinal periédico Z[n|, de periodo fundamental N, por
meio da repetigao periédica de um sinal finito x[n|, de comprimento N < Ny, tal que

z[n] = i x[n 4+ mNy| . (3.3)

m=—0o0
e Extensdo periédica x deslocamento x reversao temporal

— Sinal finito, de comprimento N: z[n], para 0 < n < (N —1).

— Sinal periddico, de periodo fundamental Ny = N: Z[n].

— Relagao entre os sinais: Z[n] é a extensao periédica de z[n].

— Relagao entre deslocamentos: z [(n + Np)n| = Z[n + Np|, para 0 <n < (N —1).
— Relagao entre reversoes temporais: x [(—n)y] = Z[—n], para 0 <n < (N —1).

— Relacao entre reversao temporal e deslocamento:

o] — 4 Zl0] , n=0
wln] =z [{ n>N]—{x[_n+N] 0<n<(N-1) (3.4)
e Soma de convolugdo (ou soma de superposicao)

— Seqiiéncias envolvidas na operagao: h[n] e x[n].

— Convolucao aperiédica ou linear

*

Sinais aperiddicos: h[n|, x[n] ou ambos.

*

Tipo de deslocamento temporal: linear.

*

Definicao:

yrln] = i hin — k] - z[k] = h[n]*z[n] . (3.5)

k=—o00

*

Comprimento das seqiiéncias: N, Ny e N, = (N, + N, — 1).

*

Definicao matricial:

yul-1) WOl A1) B=2  A[-3] - A-1—A 2[-1
yL[0] h[1] hlO]  h[=1]  h[=2] -+ h[-k] z[0]
yr[1] h[2] h[1] Rh[0] hl—=1] --- h[l — k] x[1]
yol2] |~ h[3] h[2] h[1] h[0] h[2 — K] z[2]
vl Bt B Bn—1] B2 - Bk | | K

que pode ser reescrita como
yr[n] = H - x[n] ,

onde a matriz H é denominada matriz de convolugao.
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— Convolucao periddica ou circular

Sinais periddicos: ambos, com periodo fundamental N.

Tipo de deslocamento temporal: linear (do sinal periédico), que pode ser inter-
pretado como um deslocamento circular (do periodo fundamental).

Intervalo normalmente utilizado: 0 < n < (N —1).

Definigao periédica:

K+(N-1) .
i) =3 A kel = 3 A= -l
= ﬁ[n] ® Z[n] = B[n] ® Z[n] (3.6)
yoln] =gn] ,0<n,k <(N—-1). (3.7)
Definicao circular, onde é considerado apenas o periodo fundamental:
(N-1)
wel] = 3 bl —K)x) 2] = hla © fn] L0 < (N —1) (39
Periodo fundamental das seqiiéncias: N, = N, = N, = N.
Definicao circular matricial:
[ yelo) ] [ R[0]  AIN—1] AN -2 Rl ] [ wf0] ]
yell] h[1] h[0]  h[N —1] h[2] (1]
yel2l | =] A2 h[1] h[0] h[3] z[2] :
I yC[N —1] | I h[N:— 1] h[N:— 2] h[N:— 3] h[:O] || x[N:— 1] |

que pode ser reescrita como
ycln| = C - z[n],

onde a matriz C é denominada matriz circulante.

— (Calculo da convolugao linear usando a convolugao circular

*

*

Sinais finitos: ambos.
Comprimento das seqiiéncias: N, e Nj.
Comprimento da convolugao linear: N, = (N, + N, — 1).

Sinais periddicos: extensao periddica de ambos, com periodo fundamental N,
onde N> N, e N > N,.

Comprimento da convolugao circular: N.
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x Defini¢ao da equivaléncia
- Supondo N > (N, + N, — 1):

yL[n]:{yCm ; Osns(NV=1) (3.9)

0 , caso contrario
- Supondo 2 < Ny < N, e N = N,:

yerro[n] ’ 0 S n S (Nh - 2)
yoln] , (Np—1)<n<(N-1) . (3.10)
0 , caso contrario

yrn] =

— (Calculo segmentado da convolugao linear usando blocos de tamanho fixo

« Sinal finito: h[n], com comprimento Nj.
* Sinal muito grande ou infinito: z[n].

x Problema: céalculo direto da convolucao linear pode ser inviavel, por causa do
comprimento de x[n].

% Solugao: calculo segmentado, usando blocos de x[n], com tamanho fixo N.
x A seguir, é discutido o método denominado overlap-and-add.
% Segmentagao de z[n]
z[n] =) xp[n — ON]
b=0

onde

2[n] = zn+ 0N, , 0<n<(N,—1)
ol = 0 , caso contrario

yln] = x[n]* h[n]
_ (gxb[n - bNb]> « ]
_ g(mn — bN) + h[n])
_ li (kio zyln— k — by h[k])
_ ;io (kio n(n — bN,) — ] h[k])
_ g(mn — bNy) + h[n])
_ ?:Oyb[n BNy . (3.11)
de onde obtém-so
win] = kio 2yln — K] hlk] = zy[n] * hln] .
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* Origem do nome do método (overlap-and-add):
- Comprimentos envolvidos na convolucao dos blocos:
Nh, Nb eNyb :Nb+Nh—1.
- Pontos de inicio de cada bloco: N,y = ONp, para 0 < b < oo.

- Logo, ocorrerd um owverlap de (N;, — 1) valores do final de um bloco com o
inicio do seguinte.

- Tais valores superpostos serao somados no céalculo final da convolucao.

e Operacoes bésicas sobre seqiiéncias simétricas: a Tabela apresenta um resumo dos
resultados das operacoes basicas aplicadas sobre seqiiéncias reais simétricas.

Operagoes Operandos: seqliéncias reais simétricas
Par e Par ‘ Impar e Impar ‘ Par e Impar
Adicao Par Impar Geral
Subtracao Par Impar Geral
Multiplicagao Par Par Impar
Divisao Par Par Impar

Tabela 3.1: Resultados das operacoes basicas aplicadas sobre seqiiéncias reais simétricas.

3.8 Seqiiéncias mais comumente empregadas

e Amostra unitaria ou impulso digital unitario ou delta de Kronecker:

5@]:{(1) | Z;S | (3.12)

e Trem de impulsos unitarios periodicos:

1, n=kN
Onln] = { 0 caso conérério y Too<mk <o (3.13)
e Constante unitaria:
Ones[n] =1, —oco<n < oo. (3.14)
e Degrau unitario:
1, n>0
uln] = { 0 meo0 (3.15)

e Seqiiéncia alternante unitaria:

_J =0t n=0
Altn] = { 0 n<o0 (3.16)
o Signum:
1, n>0
Sgn[n] = 0, n=0 . (3.17)
-1, n<0

AS.V.
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Janela (gate) retangular unitéria:

1, |n| <N,

G, [n] :{ 0 N (3.18)

Sequéncia linear unitaria:

Lin[n] =n, —oco<n<oo. (3.19)
e Rampa unitaria:

n , n>0

P (3.20)

Modédulo unitéario:

n , n>0
Mod[n] = 0, n=0 . (3.21)
—-n , n<0

e Sequéncia senoidal:

— Seqiiéncia naturalmente de tempo discreto:
xz[n] = Ag-cos(f[n] + Oy)

Qon + @0)
27TF0)TZ + @0)

(
= Ap-cos(
= Ag - cos(

(

(
= Ao-cos(QﬂN)n+@o),—oo<n<oo. (3.22)
0

— Seqiiéncia montada a partir de amostras de um sinal de tempo continuo:

zln] = x(nTs) = @a(t)li=nts
= Ao - cos(0(t) + Oo)|i=nts
= Ay - cos(wot + Og) |t=n7y
= Ap - cos(wonTs + Oy)
= Ay cos((woTs)n + ©g)
(
0s(

(
= AO + COS (27Tf0T5)TL + @0)
(

QW?TS)TL +60)), —co<n< 0. (3.23)
0

— Significado dos parametros:

x Ag € R: amplitude do sinal, que determina os valores maximo e minimo da
forma de onda.

% (0(t) +©p) e (0[n] +Oy) € R: angulo de fase (ou fase) do sinal, que identifica
uma determinada parte (fase) da forma de onda, para um determinado valor de
tempo (t) ou de indice (n).

x 0(t) e Oln] € R: variagdo do dngulo de fase (ou fase) do sinal em fungao do
tempo (¢) ou do indice (n).

x ©p € R: angulo de fase (ou fase) inicial do sinal.
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wp € R: freqiiéncia (ou taxa de repeti¢do) fundamental angular analégica, que
determina o intervalo (tempo) minimo de repeticdo de uma determinada parte
(fase) da forma de onda.

2y € R: angulo denominado freqiiéncia (ou taxa de repeticao) fundamental
angular discreta ou digital, que determina o intervalo (nimero de amostras)
minimo de repetigdo de uma determinada parte (fase) da forma de onda.

fo € R: freqiéncia (ou taxa de repetigdo) fundamental ciclica analégica, que
determina o intervalo (tempo) minimo de repeticdo de uma determinada parte
(fase) da forma de onda.

Fy € R: valor denominado freqiiéncia (ou taxa de repeti¢ao) fundamental ciclica
discreta ou digital, que determina o intervalo (niimero de amostras) minimo de
repeti¢do de uma determinada parte (fase) da forma de onda.

Ty € R: periodo (ou intervalo de repeti¢ao) fundamental analégico, que deter-
mina o intervalo (tempo) minimo de repetigdo de uma determinada parte (fase)
da forma de onda.

Ny € R: valor denominado periodo (ou intervalo de repeti¢ao) fundamental

discreta ou digital, que determina o intervalo (niimero de amostras) minimo de
repeti¢do de uma determinada parte (fase) da forma de onda.

— Relagao entre os pardmetros - intervalo ou periodo de repeticao (Tp, Ny), taxa ou
freqiéncia ciclica (fy, Fp), taxa ou freqiéncia angular (wy, €)p), intervalo ou periodo
de amostragem (Ts) e taxa ou freqiiéncia de amostragem (Fy):

1

wo =27fy = QW?O : (3.24)
Qp = 2 Fy — 27— (3.25)
= = 27T — .

0 Lo N,
Fy— - (3.26)
S — TS ) :

QO = WOTS y (327)

Jo
Fy=+— 3.28
0 FS ) ( )

Ik
No=—. 3.29
o= (3.20)

— Dimensoes e unidades:

*

*

* X X %

Intervalo ou periodo de amostragem (7s): segundos.

Taxa ou freqiiéncia de amostragem (F):
ciclos-de-amostragem /segundo, amostras/segundo ou Hz.

Intervalo ou periodo de repeticao (7p): segundos.
Taxa ou freqiiéncia ciclica (fp): ciclos/segundo ou Hz.
Taxa ou freqiiéncia angular (wp): rad/s.

Angulo de fase ((6(t) + 6y)): rad.

Intervalo ou periodo de repetigao (Np): amostras.

Taxa ou freqiiéncia ciclica (Fp):
(ciclos/segundo) / (amostras/segundo) = (ciclos/amostra).

AS.V.
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* Taxa ou freqiiéncia angular (€2):
(rad/s) / (amostras/segundo) = (rad/amostra).
* Angulo de fase (0[n] + ©p): rad.
« Amplitude (Ap): associada a grandeza fisica representada, quando for o caso.

e Seqiiéncia exponencial:

— Seqiiéncia naturalmente de tempo discreto:
zn]j=A-", —co<n<oo. (3.30)
x Casos particulares:
- Para A,be C: A= |A]- /A = |A]- /P4 e b= b e/ =eF . I
C Tewp real|n] = £ (|A\ ~62"), onde: O4eQ=k- -7, keEZ.
© Tewp imagn] = €794 + eI = £I@nH04) "onde: |A| = [b] = 1.

* Lexp cmplz [n] = (|A‘ ~ezn) . e (Qn+6.4)

— Sequiéncia montada a partir de amostras de um sinal de tempo continuo:

wot (wonTs) __ ej(WOTS)'” — ejQOn . (331)

x[n] = xa(nTS) = xa(t>|t:nTs = ¢/l )|t:nTs =é

e Sequéncias montadas a partir de amostras de um sinal de tempo continuo:

— Amostragem uniforme: z[n] = x,(nTs) = 24(t)|t=nry-
— Sinc (sinus cardinalis):

% Sinc unitaria (Sinc normalizada)

n(mt
Zo(t) = Sinc(t) = Smf ) o<t<oo. (3.32)
m
x[n] = Sinc[n] = sm(;m)) —00<n<0o. (3.33)
m
« Sampling unitéria (Sinc ndo normalizada)
zo(t) = Sa(t) = S”;(t), —00<t<oo. (3.34)
sin(n)
z[n] = Sa[n] = T moo<n <00, (3.35)
— Dirichlet (ou Periodic Sinc ou Aliased Sinc) unitaria (N € Z*):
B _ sin(mNt)
z4(t) = Drcl(t, N) = Nsin(xt) 00 <t<oo. (3.36)
B _ sin(mNn)
z[n| = Drcl[n, N| = Nsin(n)’ 00 <n<oo. (3.37)
. sin(Nt/2)
J(t) = Diric(t, N) = 222020 oo <00 .
24 (1) iric(t, N) Nsin(t/2) 00 <t < oo (3.38)
m(Nn/2
x[n| = Diric[n, N] = W, —00<n <00 . (3.39)

Nota: A funcao Diric(t, N) assume os valores (—1)*V=1 para t = k 27, onde k € Z.
Logo, para N impar, os picos maximos sao todos positivos, com periodo Tpr = 27.
Por sua vez, para N par, os picos maximos sao, alternadamente, positivos e negativos,
ambos com periodo Tp = 4.
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3.9 Relacoes de dependéncia entre seqii€éncias

Observando-se as seqiiéncias apresentadas anteriormente, podem-se estabelecer relacoes
de dependéncia entre as mesmas.

Dito de outra forma, pode-se pensar em definir decomposi¢oes para uma determinada
sequiéncia, utilizando-se outras como base.

De forma similar ao caso analégico, podem-se propor decomposi¢ées ortogonais, por meio
de combinacoes de senos e cossenos sem defasamento, de cossenos defasados ou de expo-
nenciais complexas. Tais decomposicoes serao abordadas em capitulos subseqiientes.

Alguns exemplos de decomposicoes:

— Descrigao de uma seqiiéncia qualquer utilizando a seqiiéncia amostra unitaria:

o0

{zn]} = > =[k]-{ln — K]} . (3.40)

k=—o00

— Trem de impulsos unitarios periédicos:

dn, [n] kZ §[n — kNy] . (3.41)
— Constante unitéria
Onesn] = kiod[n — k] = 6] = uln] +u[(—n) — 1] = u[n] +u[—n] — 6] . (3.42)
— Degrau unitério; N
= ;Jé[n — k] . (3.43)

— Signum:
Sgn[n] = u[n] + (—u[-n]) = uln — 1]+ (—u[(—n) —1]) = 2-u[n] — 1 —d[n] . (3.44)
— Janela (gate) retangular unitéaria:
Gn,[n] = uln + Ny] —uln — (N, +1)] . (3.45)

— Seqiiéncia linear unitaria:

o0

Lin[n Z uln —k—1]4 (—u[—(n+ k+1)]) = Ramp[n| + (—Ramp[—n]) . (3.46)

— Rampa unitaria:

o0

Ramp|n| = ;; uln —k — 1] = Lin[n] - u[n] . (3.47)

— Moédulo unitéario:
Mod[n] = i uln —k — 1]+ u[—(n + k + 1)] = Ramp[n] + Ramp[—n] .  (3.48)

k=0

AS.V.
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— Exponencial, cosseno e seno, usando e*? = cos(f) & j sin(f) (Relagio de Euler):

zn] = A" = (\A[ . ejeA) . (ez . ejﬂ)n
_ (\A| ) eEn) . eI(n+0.4)

= <|A| : 62"> lcos(n 4+ O4) + 7 sin(Qn +0,4)] . (3.49)
z[n] = cos(n) = (;) EALNE (;) eI (3.50)

. : LY en o (21 —jan

z[n] = sin(Qn) = (2]> eI 4 (27> EREAL (3.51)
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3.10 Exercicios propostos

1. Dados os nimeros complexos z; = (a; + j by) e 29 = (az + j by), atenda aos seguintes

itens:

(a)
(b)
(c)
(d)
(e)
(f)
(g) Calcule
(b)
)
)
)
)
)

Calcule os nimeros complexos conjugados 2] e 2.

Calcule (21 + 22).

Calcule (z1 — 23).

Calcule (z - 23).

Calcule (27 + 23).

Calcule (27 — z3).
(21 -2
(
(21

3)-

h 21+ 22)".
(i )

(J
(k
(1) Mostre que (21 - 20)* = (2] - 23).

Calcule

*

Calcule — 29

Calcule (2 - 22)*.
Mostre que (21 + 22)* = (2] + 23).

(m) Mostre que (21 - 22) = (22 - 21).

. Dados os vetores complexos z = [ 21 20 |7, 2o = [ 21, 22, |7 € 2o = [ 21, 22, |7, bem como

a relagao 2z = (2*)T atenda aos seguintes itens:

Mostre que (2*)T = (27)*.
Calcule 27, 2,11 e 2.

(c) Calcule (2,7 - 2).

(d) Calcule (2™ - z,)*.

(e) Mostre que (2.7 - 2zp) = (24

(a
(b

~— ~— ~—

. Calcule os niimeros complexos z;, = j*, para j = (0,1) e k = {0,1,2, 3}, empregando as

seguintes representacoes:

(a) Par ordenado.
(b) Forma algébrica (ou retangular).

(c¢) Forma trigonométrica (ou polar).

. Estabeleca uma relagio geométrica entre os niimeros complexos 2, = j*, para j = (0, 1)

e k = {0,1,2,3}, com base na sua representacao na forma polar e nas operagoes de
multiplica¢do e/ou de potenciagao.

. Dados r = {ry,re,r3} = {0.5,1,2} e Oy = QW”, onde N = {1,2,3,4,5,6,8,9,10, 12},

esboce o gréfico, no plano complexo, dos niimeros complexos 2y = 7y, - €79V .

. Esboce o grafico, no plano complexo, do lugar geométrico definido por |z| = 1.

. Calcule as N raizes complexas do nimero: (a) z=1e (b) z = —1.

AS.V.
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8. Dado N = {2,3,4,5,6}, esboce os gréificos, no plano complexo, das N raizes complexas
do nimero: (a) z=1e (b) z=—1.

9. Dada a funcdo (segiiéncia em n) complexa z[n] = ¢/°" onde ©O[n] = nOy, Oy = 27,
—2N <n < (2N —1) e N ={3,4,6,8}, atenda aos seguintes itens:

(a) Esboce o gréfico, no plano complexo, de z[n]. Indique o valor de n em cada ponto
do gréafico.

(b) Esboce o gréfico |x[n]| x n.

(c) Esboce o grafico Zz[n] x n, usando:

i. Valores absolutos (unwrapped).

ii. Valores principais na faixa [—m; 7| (wrapped around).
(d) Esboce o gréafico Re{z[n]} x n.

(e) Esboce o grafico Im{x[n]} x n.
10. Dada a seqiiéncia z[n] = /™, onde Q = 7, atenda aos seguintes itens:

a) Calcule o periodo fundamental de z[n].

(a)

(b) Esboce o gréfico de z[n], no plano complexo, para —8 < n < 8.

(c) Calcule z,[n] = Re{x[n]} e o seu periodo fundamental.

(d)
)

(e

Calcule x;[n] = Im{z[n]} e o seu periodo fundamental.
]

Esboce o gréifico z,[n| X n, geometricamente a partir do grafico complexo de z[n],
para —8 < n < 8.

(f) Esboce o gréafico z;[n| x n, geometricamente a partir do grafico complexo de z[n],
para —8 < n < 8.

11. Dada a seqiiéncia x[n] = /0", onde Qy = 5 Tad, atenda aos seguintes itens:

(a) Prove que a seqiiéncia x[n] é periddica e calcule o seu periodo Ny.
(b) Esboce o gréfico de z[n| x n, para 0 < n < Nj, em um plano complexo.

(c¢) Usando a relacdo de Euler e o grafico apresentado em (1.2), obtenha a equagao da
sequéncia x,[n] = Re{z[n|} e esboce o grafico z,[n] x n, em um plano cartesiano.

(d) Usando a relagao de Euler e o grafico apresentado em (1.2), obtenha a equagdo da
seqiiéncia x;[n] = Im{x[n]} e esboce o grafico z;[n] X n, em um plano cartesiano.
Em cada grafico, adicione TODOS os itens necessarios a sua completa interpretacao!!!

27

12. Dadas as constantes Wy = e~ (QWW), as fungoes ¢ = W¥ = e_jk( %) e as fungoes (seqiién-
cias em n) ¢p[n] = Wir = e_jk<%ﬂ)”, onde N = {3,6}, k € Ze —2N <n < (2N — 1),
atenda aos seguintes itens:

(a) Esboce o grafico, no plano complexo, de Wy.
(b) Calcule o nimero de fungoes ¢, distintas.

(c¢) Esboce o grafico, no plano complexo, de um conjunto de fungbes ¢ distintas, para
k > 0. Indique o valor de k em cada ponto do gréfico.

(d) Esboce o grafico, no plano complexo, de um conjunto de fungoes ¢y, distintas, para
k < 0. Indique o valor de k£ em cada ponto do grafico.
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(e) Calcule o nimero de seqiiéncias ¢y [n] distintas.

(f) Calcule os periodos fundamentais de cada uma das seqiiéncias de um conjunto de
sequiéncias ¢[n| distintas.

(g) Esboce um gréfico, no plano complexo, de cada uma das seqiiéncias de um conjunto
de seqiiéncias ¢p[n] distintas. Indique o valor de k em cada grafico. Indique o valor
de n em cada ponto de cada grafico.

13. Dados Wy = e I(F) e N = 2! onde [ = {1,2,3}, mostre graficamente, no plano com-

plexo, que W§ = —W]’f;r > para 0 <k < (— — 1)

14. Dada a seqiiéncia x[n], descrita pela Equagao (3.52)), com os coeficientes definidos abaixo,
onde N =6 e —2N <n < (2N — 1), atenda aos seguintes itens:
(a) Calcule o periodo de z[n].
(b) Esboce o grafico de z[n] x n.

(c) Justifique o gréfico encontrado.

Coeficientes:
i X[k] = [X[0], X[1], X[2], X[3], X [4], X[5] = [0,%,0,0,0,5].
ii. X[k] = [X[0], X[1], X[2], X[3], X [4], X[5] = [0,0, ¥,0,%,0].
iii. X k] = [X[0], X[1], X[2], X[3], X[4], X[5)] = [0, 5, %,0, %, 5]
o] = z_j X[K] oxln] = k__ X[ Wh = k__ X[ eME (352)

15. Para os sinais descritos abaixo, atenda aos seguintes itens:

(a) Esboce o grafico z[n] x n.

(b) Calcule a componente par z.[n] do sinal z[n| e esboce o gréafico z.[n] x n.
)
)

(c

(d) Esboce o grafico (z.[n] + x,[n]) x n.

Calcule a componente impar x,[n] do sinal z[n] e esboce o gréfico x,[n] x n.

Sinais:
. 1, -1<n<3
i wln] = { 0 , caso contrario
ii. z[n] =1[0,1,-2,3,0,1,—2,3,0], para n = [—4,—3,—2,—1,0,1,2,3,4].
iii. z[n] =[0,0,0,0,0,0, 0,1,2 3,2,1,0,—1,-2,-3,-2,—1,0,0,0],
para n = [—10, -9, —-8,---,8,9,10].
iv. z[n] =10,0,0,1,2,3, 2,1,0 -1,-2,-3,-2,-1,0,0,0,0,0,0,0,],
para n = [—10,—9,-8,--- ,8,9,10].

16. Dado o sinal z,[n] = 2+ Ramp[n] = 2n - u[n|, —oco < n < oo, atenda aos seguintes itens:

(a) Esboce o grafico z,[n] x n.
(b) Calcule as componentes x.[n| e z,[n] de z,[n].

(¢) Esboce os gréficos x.[n] X n e x,[n] x n.

AS.V.
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

(d) Baseado nos itens anteriores, estabelega uma relagdo entre os sinais Ramp[n]
(seqiiéncia rampa unitaria), Mod[n] (seqiéncia médulo unitario) e Lin[n] (seqiiéncia
linear unitaria).

Dados —oco <n < oo e ) = 2

as seguintes seqiiéncias: (a) x

, onde n, N € Z, calcule o periodo fundamental Ny para
n] = cos (Qn), (b) x[n] = sin (Qn) e (c) x[n] = 7",

=18

—

Dada a seqiiéncia x[n] = cos (Qn) = cos (kQon) = cos (k (%) n), onde k,n,N € Z,

—7<k<7, N=8e—00<n< oo, eshoce um grafico z[n] x n para cada valor de k.

Dadas a representacdo de um niimero complexo na forma polar z = |z]e’“* e a Relagao
de Euler e = cos(0) & j sin(f), atenda aos seguintes itens:

(a) Com o auxilio de um plano complexo, escreva os seguintes nimeros na forma polar:
(1), (=1), (4) e (=J)-

(b

(c

)
)
d) Usando a forma polar, mostre que: —= = (j).
(=37)
)

(e

Usando a forma polar, mostre que: (—j) = (—1)(j).

Usando a forma polar, mostre que: é =(—7).
1

Usando a Relagdo de Euler, demonstre como descrever um sinal senoidal sin(wyt)
em fungao de um sinal senoidal cos(wot, 6p), onde 6y representa um deslocamento
angular.

(f) Usando a Relacdo de Euler, demonstre como descrever um sinal senoidal sin(wpt)
em func¢ao de um sinal senoidal cos(wot,Tp), onde T representa um deslocamento

_ 2

temporal e wy = e

(g) Usando a Relagao de Euler, demonstre como descrever um sinal senoidal sin(n)
em funcao de um sinal senoidal cos(Qyn, ©y), onde Oy representa um deslocamento

angular.

(h) Usando a Relagdo de Euler, demonstre como descrever um sinal senoidal sin(€on)
em fungao de um sinal senoidal cos(Qyn, Np), onde Np representa um deslocamento

(S QO = ]2\77"

0

. _j2n ;15m . .
Dado o sinal z[n| = e™771 ™ + ¢?"1 ", atenda aos seguintes itens:

(a) Calcule o periodo de z[n].
(b) Esboce o grafico xz[n] x n, para —8 <n < 8.

Um aluno de Processamento Digital de Sinais decidiu construir um conjunto de sinais
xx[n], usando o sinal €’ como elemento basico, de tal forma que zy[n] = /" onde

Q. =k Q, Qp = (]2\,—7;), k€ Z e Ny € NT. Atenda aos seguintes itens:

(a) O aluno garante que os sinais x[n] sdo periddicos em relagdo a varidvel n. Vocé
concorda com ele? Justifique.

(b) O aluno garante que existem infinitos sinais xx[n] distintos entre si. Vocé concorda
com ele? Justifique.

Demonstre as relagoes apresentadas para cada um dos seguintes sinais:

(a) z[n] =a"A u[n],onde 0 < |a| <lea,A€R: E, = 1‘:‘—2

a2’

TET / UFF



58 Capitulo 3. Sinais no dominio do tempo

(b) z[n] = a"A cos(Qn) u[n], onde 0 < |a] < 1ea,A,QeR:
A2 1—a?cos(2Q
Ex =2 [(1ja2) + ((1+a4)7a20(05()2Q))} :

2

z[n] = A u[n], onde A € R: E, — 00 e Py, = 4-.

(©)
(d) z[n] = A cos(Qn) u[n], onde A,Q € R: E, - o0 e Py, = Af.
(e) #[n] = A cos(Qn), onde A,Q €R: E; — coe Py, = 4

(f) [n] = Ax dx[n], onde Ax € R: Ez — 00 e Py, :%.

(g

[ ] :AK15K1[ ]+AK26K1[ ] onde AK17AK2 ER
A2 K2+A K1 (AK1 AK2)
K1K2 '

2

)
)

E; = o0oe Py, =

23. Dados N = 4 e0 <k < (N-—1), bem como as relagoes zx[n] = (k+1)uln|, vg[n] = xx {%},

s[n] = S04 ve[n — k], wi[n] = s[n — k] e yr[n] = wp[Nn], atenda aos seguintes itens:
(a) Esboce os graficos zx[n] x n, vg[n] x n, s[n] x n, wg[n] x n e yg[n] x n.
(b) Mostre que yg[n] = zo[n| e que yg[n| = znx_[n — 1], para 1 < k < (N —1).

24. Dados os sinais w[n] = u[n] e xz[n] = a™, para —co <n <owel<a<1l,ondeneZe
a € R, considere o deslocamento Np um ntmero inteiro (Np < 0, Np =0e Np > 0) e
esboce o gréafico y[n| x n, para os seguintes sinais:

(a) y[n] = win]

(b) yln] = win — Np]

(¢) yln] = z[n]

(d) y[n] = x[n — Np]

(e) yln] = wln] - 2[n]

(f) yln] = win] - x[n — Np]

(8) y[n] = wln — Np] - z[n]

(h) yln] = wln — Np] - z[n — Np]

n , |n] <4

0 in| >4 esboce os gréficos zx[n] x n
)

1
25. Dados a seqiiéncia u[n| e o sinal h[n] = { 2

para os seguintes sinais:

(a) z1[n] = u[-n].

(b) wa[n] = h[—n].

(¢) x3[n] = hln — 2].

(d) z4[n] = hin+ 2]

(e) xs[n] = h[-n —2]

(f) z[n] = h[-n +2]

(g) @7ln] = h[=n]u[n] + h[n]

(h) as[n] = hin + 2] + h[—1 — n]

(i) woln] = hln + 1] (u[n + 3] — u[-n])

AS.V.
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26. Dados dois indices inteiros —oo < n, m < 0o, com variagoes opostas, tal que m = —n, e a

sequiéncia z[k], onde z[k] = [3,2,1], para k = [0,1,2], e
de k, esboce e compare os seguintes graficos:

z[k] = 0, par

e z[n] X n, x[n] x m, x[m] x n e x[m] x m.

[
o z[n—2|xXn,xzn—2]xm, x[m—2] xnexm-—2 xm
o z[n+ 2| X n,z[n+2] xm, zlm+ 2] xnex[m+2] xm.
o z[—n| X n, x[—n] x m, x[—m] X n e x[—m] x m.
o x[-n—2| xXn,x[-n—2] xm, z[-m—2] xnex[—m—2] xm
o z[-n+2] xXn,x[-n+2] xm, x[-m+2| xnex[-m+2] xm
27. Dadas as seqiiéncias finitas x3[n] = [3,2,1], para n = [0, 1,2], z4[n
n =10,1,2,3], x5[n] = [3,2,1,0,0], para n = [0,1,2,3,4] e x¢[n] =

n =1[0,1,2,3,4,5], esboce e compare os seguintes graficos:

28. Dadas as seqiiéncias finitas x3[n] = [3,2,1], para n = [0, 1,2], 4
n =10,1,2,3], z5[n] = [3,2,1,0,0], para n = [0,1,2,3,4] e z4[n]
n=10,1,2,3,4,5], eshoce e compare os seguintes graficos:

Nota: Considere os periodos fundamentais Ny, = k.

29. Dadas as seqiiéncias finitas x3[n] = [3,2,1], para n = [0, 1, 2],

n =10,1,2,3], x5[n] = [3,2,1,0,0], para n = [0,1,2,3,4] e x¢[n] =
n=10,1,2,3,4,5], eshoce e compare os seguintes graficos:

o yl(n)] x n

o 1;[(n—2),] xn

o z,[(n+2),] xn.

o al(—n)) xn

o ri[(—n —2),] x n.

o zi[(—n+2),] xn

[n] =

z4[n] =
3,2,1,0,0,0], para

a os demais valores

= [3,2,1,0], para
3,2,1,0,0,0], para
[3,2,1,0], para

13,2,1,0,0,0], para

[3,2,1,0], para
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—Lt|+ LTy , |t|<Tu

+
0 , |t|>Twu’ onde L, Ty € R™, atenda

30. Dado o sinal analdgico x(t) = {

aos seguintes itens:

(a) Esboce o grafico x(t) x t.

(b) Esboce os graficos Z;(t) x t das extensdes periddicas Z;(t) de z(t), com periodo
fundamental Tp,, onde Tp = [Tp,,Tr,, Tp;] 5 = [2Tns, 3Tns, 4T 0] s, de forma que
seja possivel visualizar trés periodos fundamentais. Mantenha a mesma escala em
todos os gréficos.

(c) Assuma L =1, Ty =1 seTp = 2Ty s. Esboce os graficos 24(nTs,) = Z(1)|t=nts, ¥t
com as taxas de amostragem Ts = [Ts,,Ts,, Ts,] s = [0.5,0.25,0.1] s, de forma que
seja possivel visualizar trés periodos fundamentais. Mantenha a mesma escala em
todos os graficos.

(d) Esboce os gréficos Zx[n| x n, derivados de Zx(nTs, ), de forma que seja possivel visu-
alizar trés periodos fundamentais. Mantenha a mesma escala em todos os graficos.

31. Uma imagem é amostrada de forma ortogonal, em coordenadas cartesianas, produzindo
amostras (ou picture elements ou pizels) em um grid quadrangular uniforme. Sao tomadas
N, x N, amostras. A origem dos eixos ¢ considerada na parte superior esquerda da
imagem. O eixo x tem valores positivos da origem para a direita. O eixo y tem valores
positivos da origem para a baixo. Atenda aos seguintes itens:

(a) Considerando N, = N, = 4 e que a matriz de amostragem possui amostras considera-
das pretas nas posicoes Zpreta (T, ¥) = {2(3,1), 2(3,2),2(3,3), 2(1,4), 2(2,4), 2(3,4) },
enquanto todas as demais amostras sao consideradas brancas, esboce a imagem re-
ferente ao sinal amostrado z(x,y).

(b
(c

)
)
(d) Esboce a imagem referente ao sinal z,,(x,y) = z,(z, —y).
(e)

32. Uma imagem é amostrada de forma ortogonal, produzindo amostras (ou picture elements
ou pizels) em um grid quadrangular. Sao tomadas N, x N, amostras. A origem dos eixos
¢é considerada na parte superior esquerda da imagem. O eixo = tem valores positivos da
origem para a direita. O eixo y tem valores positivos da origem para a baixo. Atenda aos
seguintes itens:

Esboce a imagem referente ao sinal z,(x,y) = 2(—x,y).

Esboce a imagem referente ao sinal z,(z,y) = z(z, —y).

Esboce a imagem referente ao sinal z,,(z,y) = z,(—z,y).

(a) Considerando N, =4 e N, = 3 e que a matriz de amostragem possui amostras consi-
deradas pretas nas posigoes Zpreta (€, ¥) = {2(2,1), 2(3,1), 2(4, 1), 2(2, 2) }, enquanto
todas as demais amostras sao consideradas brancas, esboce a imagem referente ao
sinal amostrado z(x.y).

) Esboce a imagem referente ao sinal z,(z,y) = 2(< © — 2 >4, y).

) Esboce a imagem referente ao sinal z,(z,y) = z(z, < y + 1 >3).
(d) Esboce a imagem referente ao sinal z,,(z,y) = z,(z, <y + 1 >3).

)

Esboce a imagem referente ao sinal z,,(z,y) = 2,(< © — 2 >4, ).

AS.V.
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33. A soma de convolugao é definida pela Equacao [3.53] Demonstre que tal operacao possui
as seguintes propriedades:
(a) Comutatividade: x[n] x h[n] = h[n] * z[n].
(b) Associatividade: (z[n]* hi[n]) * ha[n] = z[n] * (hy[n] * ho[n]).
(c) Distributividade & adi¢ao: (x1[n] + z2[n]) * h[n] = (z1[n] * h[n]) + (x2[n] * h[n]).

y[n] = z[n] * hin] = i x[k] h[n — k. (3.53)

k=—o00

34. A soma de convolucao é definida pela Equacao [3.53] Classifique tal operacao, de acordo
com os seguintes itens:

(a) Linearidade.
(b) Invariancia ao “tempo” (ou ao deslocamento).
35. Para cada uma das operacoes listadas abaixo, calcule o resultado da operacao e esboce os
graficos v[n] xn, onde v[n] representa cada um dos sinais presentes na operagao. Considere

|INp,| > |Np,| > |Np,| >0, z[n] = [1,2,4,6,4,2,1], paran = [1,2,3,4,5,6,7], e z[n] = 0,
caso contrario.

(a) y[n] = d[n] x d[n + |Np, ]

(b) yln] = d[n] + 4[n]

(¢) yln] = d[n] *d[n — [Np|]

(d) yln] = 8[n+ [Np, [] * 6[n + [Np,|]
(€) y[n] = 8[n+ [Np,[] *6[n — |Np,|]
(f) yln] = dln — [Np,[] % d[n + | Np,|]
(8) yln] = d[n — [Np,|] * 6[n — [Np,|]
(h) yln] = x[n] *d[n + |Np,|]

(i) yln] = x[n] * d[n]

(1) yln] = [n] + 6[n — |Np,|].

36. Dadas as seqiiéncias

woln] = [3,2,1,0,0,0,0], ai[n] = [0,3,2,1,0,0,0], xs[n] = [0,0,3,2,1,0,0],
holn] = [1,1,1,1,1,0,0], m[n] = [0,1,1,1,1,1,0], ho[n] = [0,0,1,1,1,1,1],
para n = [0,1,2,3,4,5,6], e zx[n] = hg[n] = 0, para os demais valores de Fk,

atenda aos seguintes itens:

e Esboce os gréficos xx[n] x n e hy[n] x n.
e (Calcule as seqiiéncias y;; = ; * h;, onde 0 < 4,7 < 2.
e Esboce os gréficos y;;[n] X n, onde 0 <14,j < 2.
37. Dados os polindmios p,(v) = asv® + ayv + ag e py(v) = byv? + byv + by, mostre que a

operagao de multiplicacdo entre dois polindmios p,(v) - pp(v) é equivalente & operagao de
soma de convolugao entre duas seqiiéncias x,[n] * xp[n].
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38. Dadas as seqiiéncias x[n] = {1, 2,3}, paran = {1,2,3}, h[n] = {—4, -5}, paran = {4, 5},
e z[n] = h[n] = 0 para os demais valores de n, bem como y[n|, calculada pela soma de
convolugao y[n| = Y52 z[k]h[n — k], atenda aos seguintes itens:
(a) Usando apenas notagao matricial para representar a convolugdo, demonstre para
qual faixa de valores de n a seqiiéncia y[n| nao é garantidamente nula.
(b) Calcule os valores de y[n] para a faixa estabelecida no item anterior.

39. Dados os sinais z[n| = [1,2,3|, para n = [3,4,5], e hln|] = [3,2,1], para n = [2,3,4],

atenda aos seguintes itens:
(a) Esboce os graficos z[n] x n e h[n] x n.
(b) Calcule, graficamente, o sinal y[n] = z[n] * h[n] = X z[k]h[n — k.

40. Dadas as seqiiéncias h[n| = [8,6,4,2], para n = [2,3,4,5], z[n] = [1,3,5,7], para
n = [—4,-3,-2,—1], e h[n] = z[n] = 0, para os demais valores de n, calcule a seqiiéncia
y[n] = hin] * z[n] = X h[n — k] - x[k], graficamente.

41. Suponha as sequéncias x[n] = [1,1,1,1,1], para n = [0,1,2,3,4], h[n] = [3,2,1], para
n = [0,1,2], e z[n] = h[n] = 0, para os demais valores de n. Calcule, graficamente, as
sequéncias y[n|, definidas abaixo. Compare os resultados e justifique-os matematicamente.

(a) y[n] = x[n] « h[n].

(b) y[n] = x[n] * h[n — 5].

(¢) y[n] = z[n] * hln + 7].

(d) y[n] = x[n — 3] x h[n].

(e) y[n] = x[n + 7] x h[n].

(f) y[n] = x[n — 3] x h[n — 5].
(g) y[n] =xn — 3] *hn+7].
(h) y[n] = x[n + 7] * hjn — 5].
(i) y[n| = z[n+ 7] x h[n + 7.

42. Suponha os sinais z[n], xp[n| = x[n — N,|, h[n], hp[n] = hin — Np|, y[n] = x[n] * hin],
ys[n] = ap[n] * h[n], ya[n] = z[n] * hp[n] e yon[n] = xpln] = hp[n], onde Ny, N; € Z.
Atenda aos seguintes itens:

(a) Qual a relacao entre y,[n| e y[n] 7
(b) Qual a relagao entre y,[n] e y[n] ?
(¢) Qual a relagao entre y,,[n] e y[n] 7
43. Dadoz[n] = [2,1,2, -2, -1,-2,1,2,1,—1,-2,—1,2,0,—2,—1,0,1,-2,0,2, 1,0, —1], para

n=10,1,2,---,22, 23], bem como x[n] = 0, para os demais valores de n, considere N = 4,
—00 < m < o e atenda aos seguintes itens:

<n< —
(a) Esboce os graficos de x,[n| x n, onde x,[n| = { zn+mN] - 0<n<(N-1) _

0 , caso contrario
(b) Esboce os gréficos de y,,[n| X n, onde y,,[n] = ., [(—n) N

(¢) Esboce o gréfico de y[n] x n, onde y[n] = 3, ym[n — mN].

AS.V.
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44.

45.

46.

47.

Dados os sinais z[n] = [zg,z1,22] e h[n] = [hg, h1, ko], para n = [0,1,2], bem como
xz[n] = h[n] = 0, para os demais valores de n, atenda aos seguintes itens:

(a) Calcule, graficamente, a soma de convolugdo circular yc[n|, usando a definigdo
circular yo[n] = Z,(gal) zlk]h[(n — k)n], para N =3e0<n < (N —1).
(b) Escreva o resultado na forma matricial ye[n] = C - x[n].
Dados os sinais x[n] = [xg, x1, T2, T3, 4] € h[n] = [he, h1, ha,0,0], para n = [0, 1,2, 3,4],
bem como z[n] = h[n] = 0, para os demais valores de n, atenda aos seguintes itens:
(a) Calcule, graficamente, a convolucao yr[n] = Y22 x[k|h[n — k], para —2 < n < 9.
(b) Calcule, graficamente, a convolugao circular yc[n|, usando a definigdo circular
yoln] = z,iﬁg“ zlklh[(n —k)n], para N=5e0<n < (N —1).
(c¢) Repita o item (b), para N = 7.
(d) Compare todos os resultados.
Dados os sinais z[n] = [1,2,2,1] e h[n] = [0,1,2,0], para n = [0, 1,2,3], bem como
xz[n] = h[n] = 0, para os demais valores de n, esboce os seguintes gréficos:
(a) x[n] x n e hln] x n, para —6 < n < 6.
(b) z[(—k)+n] x k e h[(—k) + n| x k, para —6 < n,k < 6.
() x[{(=k)+n)n] xkeh[((—k)+n)y] x k, para N =6,0<k<5e —6<n<6.

Dados os sinais z[n] = [1,2,2,1] e h[n] = [0,1,2,0], para n = [0, 1,2,3], bem como
x[n] = h[n] = 0, para os demais valores de n, atenda aos seguintes itens:

(a) Esboce os graficos z[n| x n e hin] x n, para 0 < n < 6.

(b) Esboce os graficos z[(—k) +n| x k, para =6 <k <6e 0 <n <6.
(c) Esboce os graficos h[(—k) +n] x k, para =6 <k <6e 0 <n <6.
(d
(e

(

) Calcule, graficamente, a convolugao yr[n] = Y-3o_ . z[k]h[n — k], para 0 < n < 6.
)

Calcule, graficamente, a convolugao yr[n] = 332 hlk]z[n — k], para 0 < n < 6.

)

) Esboce os gréficos das extensoes periddicas #[n] x n e h[n] x n, para Ny = 4 e
—Nf S n S <2Nf — 1)

(g) Esboce os graficos Z[(—k) + n] x k, para Ny = 4, —N;y < k < (2N;y—1) e

(h) Esboce os graficos h[(—k) + n] x k, para N; = 4, —N; < k < (2N;—1) e

(i) Calcule, graficamente, para N = 4 e 0 < n < (N~— 1), a convolugdo circular

yc[n], usando a definicio periddica [n] = 3, ny Z[k]h[n — k] e yc[n] = §[n], onde
0<nk<(N-1).

(j) Calcule, graficamente, para N = 4 e 0 < n < (N —1), a convolugdo circular
yc[n], usando a definicio periddica g[n] = 3, ny h[k]Z[n — k] e yc[n] = §[n], onde
0<nk<(N—1).

(k) Calcule, graficamente, para N =4 e 0 <n < (N — 1), a convolugao circular yc[n],
usando a defini¢ao circular yo[n] = Zl(c:[)_l) zlklh [(n — k) n].
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(1) Calcule, graficamente, para N =4 e 0 <n < (N — 1), a convolugao circular yc[n],
usando a defini¢ao circular yo[n] = Z(N Y k)2 [(n — k) n].

(m) Repita os itens (f) até (1), para N = 6.

(n) Compare os resultados dos itens (i)/(j) e (k)/(1) com aqueles dos itens (d)/(e), para
N =4¢e6.

48. Dado o sinal z[n] = a™, onde —oco < n < 00 e a € R, esboce o grafico x[n] x n para os
seguintes valores:

49. Demonstre, graficamente, as seguintes relacoes:

e — cos(Qn) & jsin(Qn) . (3.54)
cos(n) ( )em" ( ) e (3.55)

sin(Qn) = (21]> e/ 4 (;j) e I (3.56)

50. Dada uma sequéncia z[n] = Y32 zi[n] = 352 Ak cos(Qxn + Oy), demonstre que,
para gerar a seqiiéncia x[n — Np), as sequiéncias x[n| devem sofrer atrasos proporcionais
as suas freqiiéncias {2, e que a constante de proporcionalidade deve ser igual a Np.

AS.V.



Capitulo 4

Seqiiéncias exponenciais

4.1 Introducao

Nesse capitulo sdo apresentados conceitos relativos as seqiiéncias exponenciais. Inicialmente,
algumas caracteristicas relevantes das seqiiéncias exponenciais sdo apresentadas. Em seguida,
sao evidenciadas a existéncia de fun¢des com dependéncia exponencial da variavel angular € e
a decomposicao de seqiiéncias genéricas usando exponenciais. Posteriormente, a relagao entre
sinais continuos e amostrados é estabelecida, levando-se em consideracao as caracteristicas
inicialmente apresentadas.

4.2 Caracteristicas relevantes das exponenciais

e As seqiiéncias exponenciais do tipo x[n] = e*" sdo de particular importancia no estudo

de sinais e sistemas. Logo, é extremamente 1til que se conhecam as suas caracteristicas.

e Definicao da variavel angular 2 como “freqiiéncia” digital:

— Associagao fasorial: x[n] = e & fasor P = |P|-e/“F, com |P| =1e /P = £Qn.
— Deslocamento angular do fasor: +X) rad/amostra.

— Relacao entre Q) e w: Q = wTk.

e Deslocamento temporal da seqiiéncia exponencial x[n] = e/
— Componentes do sinal original:
z[n] = 7™ = |z[n]| 4" onde |z[n]| =1 e Lz[n] = Qn.

— Sinal deslocado:
y[n] = x[n — Np| = /M =Np) = i(n=QNp) — i(£2ln+0) "onde © = (—Np) €.

— Componentes do sinal deslocado:
y[n] = 7“2M+0) = |y[n]| 74¥I" onde |y[n]| = 1 e Ly[n] = Zz[n] + O.

— A quantidade © = (—Np) Q recebe varias denominagoes: angulo de fase adicional
ou acréscimo de fase ou excesso de fase ou atraso de fase.

— Deve-se notar que o acréscimo de fase é proporcional a “freqiiéncia” do sinal original.

65



66 Capitulo 4. Seqiiéncias exponenciais

e Relagoes envolvendo a seqiiéncia exponencial complexa e a seqiiéncia senoidal:

— Exponencial x cosseno x seno (Euler): e = cos(Qn) & j sin(Qn).
— Cosseno X seno:

* Decomposi¢ao em componentes ortogonais:
Ap - cos(Qon F ©g) = (Ao) - cos(Op) - cos(Qon) + (£Ap) - sin(Bp) - sin(Qon).
« Transformacao cos(:) <> sin(-):
Ag - cos(Qon F ) = (£Ao) - sin(Qon).
*x Ambigiiidade na representacao de sinais:
Ap - cos(mn F Og) = (Ao) - cos(Oy) - cos(mn) = (Af) - cos(mn); Al = Ag - cos(Oy).

e Condicoes para existéncia de perfodo N e de periodo fundamental Ny:

— Supondo-se: N, K € NT, Q € R e que ¢4 = ‘Z;M = % é uma fracao simplificada.

Condicao para periodicidade:
el — IUNEN) — iR AN _y o+ ON — 1 _, ). N=K -2r > N=K - %”

— Caso 1: & = ¢y = om = —>N:K‘p—>Nf|Kf=1:p'

Q 1

[l hS]

_ L2 _ Cnum _ P _ . b _
Caso 2: & = Crpe = —q—)N—K q—)Nf|Kf:q—p.

Q Cden

o CaSO 3: %r :C”T—>N:K'Cirr — Nf|Kf:ﬂ:£.
2 g2r _ g27

KZ~— "p — N;°

Nos casos 1 e 2, tem-se queQ:K-%’r = K-

Qg

— Portanto, o parametro ¢ significa a quantidade minima de ciclos com valor 27 (rad),
necessaria para que ocorra o periodo fundamental de Ny = p pontos na seqiiéncia.

e Faixas de freqiiéncia x ambigiiidade na representacao de sinais:

— Faixa 1 (0 < Q < 7): x1[n] = cos(hin) # xa[n] = cos(Qan), para Oy # s, 0 que
representa auséncia de ambigiiidades.

— Faixa 2 (Q =7): Ag-cos(mnFOq) = (Ap) - cos(Oy) - cos(mn) = (Ap) - cos(mn), o que
gera ambigiiidade em amplitude e em angulo de fase.

— Faixa 3 (m < Q < 2m): z34[n] = cos(Q34n) = cos(—Qan) = cos(Q12n) = z12[n], para
Q34 = —€19, 0 que gera ambigiiidade em freqiiéncia.

— Faixa 4 (2 > 27): zk[n] = cos((Q + K2m)n) = cos(n) = xo[n], o que gera
ambigtiidade em freqiiéncia.

— Portanto, as seqiiéncias senoidais do tipo x[n] = cos(2gn), tomadas de tal forma que
0 < Qo < 7, serao confundidas com z[n] = cos(2n) para Q = 7 (ambigiiidade em
amplitude e em angulo de fase) e para 2 > 7 (ambigiiidade em freqiiéncia).

e (Classificacao de faixas de freqiiéncias:

— Considerando-se sinais senoidais z[n| = cos(Qn), na faixa bésica de freqiiéncias
0 < Q < 7, nota-se que valores de freqiiéncias perto de 2 = 0 geram sinais com
baixa taxa de variacdo, enquanto valores de freqiiéncias perto de 2 = 7 geram sinais
com alta taxa de variacao.

— Dessa forma, os valores proximos de €2 = 0 sdo denominados de baixas frequiiéncias,
enquanto os valores proximos de {2 = 7 sdo denominados de altas freqiéncias.
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e Exponenciais comumente utilizadas:

Uma exponencial complexa basica, que representa a raiz N-ésima complexa principal
_i(2x _ i(2m

da unidade real, é dada por Wy = e i(%) ou Wy' = el (%),

Um conjunto de exponenciais complexas bésicas, harmonicamente relacionadas e

distintas entre si, que representam as N raizes N-ésimas complexas da unidade real,

3 b oIk (5F) ko (5F) -

¢ dado por Wy =e N)oou Wy =e"\~N) para k=0,1,--- (N —1).

Geometricamente, as exponenciais W& ou Wy*, para k = 0,1,---, (N — 1), séo

N valores complexos que dividem o circulo de raio unitario em N segmentos iguais.

E evidente que existem infinitos valores complexos, coincidentes com as N raizes,
os quais sao definidos pela Equagao (A.3), conhecida como 2% férmula de Moivre,
21
~

que, nesse caso, reduz-se a i teEm-N)( ,onde k=0,1,2,--- (N—-1)emeN.

Portanto, qualquer conjunto de N valores consecutivos, dentro de (k£ m - N),
ird representar o conjunto original das N exponenciais basicas, onde m = 0.

Assim, pode-se dizer que existem N exponenciais W% ou Wﬁk , distintas entre si,
as quais se repetem periodicamente, com um periodo fundamental N.

e Seqliéncias exponenciais comumente utilizadas:

A partir das exponenciais complexas Wy e Wy, citadas acima, podem-se definir
L . .. _i(2z
as seqiiéncias exponenciais complexas basicas dadas por z[n| = W§ = e’ (%) ¢

xz[n] = Wy" = el (F)n,

A partir dos conjuntos de exponenciais complexas Wk e Wx*, citados acima, podem-
se definir os conjuntos de seqiiéncias exponenciais complexas basicas, harmonica-

mente relacionadas e distintas entre si, dados por xzi[n] = Wit = e k(T o
zp[n] = Wik = ejk(%)", onde k =0,1,2,--- , (N —1).

, (2x .
As seqiiéncias exponenciais complexas do tipo z[n] = e®I" = i F)n — W™ sao
periodicas, com periodo fundamental N.

. o (2m
As seqiiéncias exponenciais complexas do tipo z;[n] = e™FEIn = ik (%) = Wikn

também sao peridédicas, com o mesmo periodo fundamental N.

Existe um nimero infinito de seqiiéncias exponenciais complexas peridédicas equiva-
lentes as seqiiéncias xx[n] = W™, que sdo dadas por

+j(ktm-N)(Q)n _ e:l:j(k:tm-N)(QW’T)n _ pFkEm-N)n

L(ktm-N) [n] =€ N )

onde k=0,1,2,--- ,(N—1)em € N.

Portanto, qualquer conjunto de N valores consecutivos, dentro de (k £ m - N),
ird representar o conjunto original das IV seqiiéncias basicas, onde m = 0.

Assim, pode-se dizer que existem N sequéncias exponenciais complexas periddicas
zi[n] = WE ou xi[n] = Wy, com periodo fundamental N, distintas entre si, as
quais se repetem periodicamente, com um periodo fundamental N.
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68 Capitulo 4. Seqiiéncias exponenciais

4.3 Funcoes com dependéncia exponencial de (2

No estudo de sinais e sistemas em tempo discreto, é comum que se encontrem fungoes que
apresentam uma dependéncia exponencial de (2, representadas por

H(Q) = H('Y) = ‘H(ejﬂ)‘ I4HET)

Também é comum que tais fungdes possuam uma forma polinomial, sendo descritas por meio
de combinagoes do seguinte tipo de monomio:

M (e7%) = (1 — 2z, e779) .

Um exemplo desse tipo de fungao é

H(ejﬂ> — ]}_[Mk(ejﬂ) — ]B(l_zk 6*]’9)

= (1—2z e (1 -2 e

= 1— (2 +2) eV 4 (2129) e 7%

= (1) e~ IO [— (21 + )] e IR | (z122) e—I(2)0
= by e 702 L IR 4y I

2
= Y e
k=0

=S [H ()] e
k=0

= Z Hk(ejQ)

De uma forma geral, encontram-se fungoes polinomiais racionais, do tipo

iQ Hk 1 Vi (€ ) Hk 1(1_Zk: € JQ)
) = D™ ~ o —pe e )
(1 =2 ) (1 — 2, €799
T 0—p e (T=py e )
1= (214 2) €7+ (2129) 772
1= (pr+pa) eI (pips) eI

(1) eI (0 [—(2’1 + 22)] eI (z122) e—i(2)Q
(1) e 9O2 4 [—(p1 + p2)] €T + (p1p2) e /)9
by e IO2 | b —IDR 4 b i@
g ¢ IO9 1 g1 IO ) -i@)0
S22 by e 9k
Yoo @i, eIk
Ch Cy
(1 —p1 e779) " (1 —py e799)
= Hy(e7%) + Hy(e')

= 2_: Hk(ejQ)
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Uma relacao importante, que aparece naturalmente em alguns tipos de sistemas em tempo
discreto, é a influéncia de uma funcio H(e’!) sobre as seqiiéncias exponenciais e senoidais.
Nesses sistemas, quando ‘H(e‘jQ)] = |H(ej9)’ e ZH(e ) = —/H(e'?), as seguintes relacoes
podem ser estabelecidas:

vl = HE@)|_, ™" = H(™) % = [H(@)] /S22
— H(I® —jQ0n _ y(p—iQ0Y) ,—in _ 90| =i (Qont2H(ei%0))
yln] = H(EY)|,_ e H(e %) e [H(e')| e
€
yln] = H(ejQ)’ L ejQO"qLH(ejQ)‘ L g JShon
Q=00 \ 2 Q=—Q0 \ 2

~ L\ : 1\
= H(GJQO) (2) e]QOn + H(G_JQO) <2> e—]Qon
= |H(e7%)| Kl) ol (Qon+2H (&%) n <1> €—j<QOH+ZH(ejQO))]
2 2
= |H(e"™)| cos (Qon + AH(ejQO)) .

4.4 Decomposicao usando exponenciais

A Relagado de Euler enuncia que
et = cos(0) + j sin(0) .

Considerando-se 6 = Qgn e )y = %, obtém-se

z[n] = cos(Qon) = cos (q-27rn>
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70 Capitulo 4. Seqiiéncias exponenciais

A partir desses resultados, pode-se pensar em tentar descrever uma seqiiéncia peridédica
qualquer Z[n], com periodo Ny, por meio de uma decomposi¢ao que se utilize de exponenciais,
de tal forma que

- (20 \n
#n)= Y X[k ejk(No) . (4.1)
Pode-se demonstrar que isso é possivel e que os coeficientes X [k] sdo calculados por

X = — Y i) o) (4.2)

0 n=(No)

O conjunto das Equacoes e ¢ denominado de Série de Fourier em Tempo Discreto
(Discrete-Time Fourier Series ou DTFES).

A DTFS sera abordada em capitulos futuros, onde sera realizada uma analise de sinais e de
sistemas no dominio da freqiiéncia 2.

4.5 Geracgao de sinal discreto por amostragem de sinal
continuo

4.5.1 Amostragem de sinal senoidal

e Amostragem de sinal senoidal x,(t):

z[n] = x,(nTs)
G -
= Ay cos(wot + O¢)|t=nts
Ap - cos(wonTs + Og)
= Ay cos((woTs)n + Oq)
-cos(Qon + ) , Ly = woTs = 27 foTs . (4.3)

e Freqiiéncia analégica: w = 27 f (%)

o “Freqiiéncia” digital: 2 = wls = 2nfTg = ZWFLS =27%5 (rad).
e Condicoes para existéncia de perfodo N e de perfodo fundamental Ny em (4.3):

— Supondo-se: N, K € NT, Q € R e que ¢qc = % = %’ é uma fracao simplificada.

— Condicao para periodicidade: cos(Q2n) = cos(Q(n £ N)) = cos(Qn £ QN) —
QN=K-2n>N=K-F=K - F=K-2=K-1*

wTs " Ty

.2 _ 2t _ Fs _ Ty _ — Cnum _ _ _
— Caso 1: ”—ﬁ—ffj—ﬁ—cmt—%—%%]\]—f{m—)Nf|Kf:1—p-

Q
Caso Q wTg fo Ts Crac Cden q — q — f‘Kf:q p

— L2 2m __ Fs Ty _ . — K. —
Caso3: T =R =F = =Cr > N=K CW—>Nf|Kf:$—ﬂ.

— - = - L2m _ g2m _ 27 — 9. Ts
Nos casos 1 e 2, tem-se que Q = K - 5t = K rr =457 =%, equeQ—27rT0.

Logo, conclui-se que Ts = %.
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— Portanto, o pardmetro ¢ significa a quantidade minima de ciclos com valor Tj (s),
necessaria para que ocorra o periodo fundamental de Ny = p pontos na seqiiéncia.

e Condigao para unicidade na representacao x[n] <> x,(t) em (4.3):

F
O§QO<7r—>O§w0TS<7r—>0§fO<75.

4.5.2 Superposicao de espectro (aliasing)

e Superposicao de espectro

— Se a relagao 0 < fy < %, entre a freqiiéncia fy do sinal anal6gico senoidal z,(t) e

a freqiiéncia de amostragem Fg, é respeitada, entdo as amostras x[n| representam
unicamente o sinal analégico original.

— Nesse caso, a freqiiéncia digital obtida €2y = QWI{:—‘; esta na faixa 0 < Q¢ < m, que
garante a unicidade da representagdo x[n] <> z,(t).

— Ex.: fi =250 Hz, f, = 1250 Hz, f3 = 2250 Hz e Fg = 10 kH>.

— Caso contrario, a freqiiéncia digital obtida €2y = 27@’% estd na faixa €2y > 7, que ira
gerar amostras x[n] semelhantes aquelas geradas por uma freqiiéncia Qy = QWI{:—Z, na
faixa 0 < Qy < 7.

— Dessa forma, havera uma ambigiiidade na representacao x[n] <> z,(t), onde um sinal
senoidal com alta freqiiéncia serd identificado pelas amostras z[n| como sendo um
sinal senoidal de baixa freqiiéncia.

— Ex.: f1 =250 Hz, fo =1250 Hz, f3 =2250 Hze Fs =1 kHz.

— Tal efeito de ambigiiidade na representacao, que surge no processo de amostragem,
recebe varias denominagoes, tais como: superposicao de espectro, aliasing, frequency
folding, folding back e frequency translation.

— Uma anélise mais detalhada sobre aliasing é apresentada na Apéndice [C]
e No caso de um sinal analdgico composto por varios sinais senoidais, deve-se garantir a

relacao 0 < fi, < % para todas as freqiiéncias fj envolvidas. Nesse sentido, basta garantir
que a relacao seja mantida para a maior freqiiéncia envolvida fyrax.

e Tal limitacao, envolvendo a freqiiéncia de amostragem Fs e a componente senoidal com
maior freqiiéncia fy;ax do sinal analégico, é conhecida como Teorema da Amostragem
(Nyquist-1928 x Shannon-1949): 0 < fyax < £

e Essa limitagao justifica a inclusao do filtro anti-aliasing, com seletividade em freqiiéncia do
tipo passa-baixa, antes da amostragem: evitar erro no processamento em tempo discreto
de sinal analégico, provocado por amostragem realizada de forma inadequada.

e De acordo com a taxa de amostragem utilizada, o processo de amostragem recebe as
seguintes denominagcdes:
— Superamostragem (oversampling): Fs > 2 fuyax.
— Amostragem critica (critical sampling): Fs =2 faax.

— Subamostragem (undersampling): Fs < 2 fiyax.
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72 Capitulo 4. Seqiiéncias exponenciais

e Os parametros Ts, Fys, fuax, Fs,,,, € %, bem como as suas relacoes, recebem diferentes

designacoes na literatura, tais como:

— Terminologia 1:

* Folding frequency: froq = 22 = 0.

2T
x Nyquist frequency: farax.
* Nyquist rate: Fs ., =2 farax.

— Terminologia 2:

*

Sampling period: T.

*

Sampling frequency: Fg = T%

Sampling angular frequency: wg = 2=

T
Folding frequency ou Nyquist frequency: 3.

*

*

*

Nyquist frequency: wpyax.

*

Nyquist rate: 2 wyrax.
Baseband ou Nyquist band: —=F < w < 5.

*

— Terminologia 3:

x Sampling frequency ou Nyquist frequency: wg = %’T

* Nyquist rate: wg, ., =2 wyax.
— Terminologia 4:

* %: Nyquist rate, Nyquist frequency, folding frequency e critical frequency.
e Condigoes para periodicidade e unicidade da representacao z[n| «> x,(t) em (4.3):

— Supondo-se: N, K € NT, Q € R e que ¢4 = CC’;M = g ¢ uma fracao simplificada.

— Condicao para periodicidade: cos(2n) = cos(2(n £ N)) = cos(Qn £ QN) —
QN=K-2rn>N=K-Z=K - Z =K.-Ls=K. .1
wTs fo Ts
— Condigao para unicidade: 0 < fy < %

— Caso 1: 21:ﬁ:p—>ﬂg=pfo>2fo—>p>2~

Q fo
T F
— Caso 2: 2ﬁ:f—g:§—>F§v:§f0>2f0—>p>2q.
— Caso 3: %:%:CWT—)FS:C”T fo>2 fo — cirr > 2 (ndo periédico).

— Nos casos 1 e 2, tem-se que Ny = p.

e A Figura [4.1]ilustra as relacoes entre as variaveis f, w e Q.
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f (Hz)
| | | | | | |
[ [ [ [ [ [ [
0 % Fy
w=27f
w (rad/s)
| | | | | | |
[ [ [ [ [ [ [
0 27?% 21 Fy
Q= wTS = LUF%;
VP
<~ 2 (rad)
| ol | ol | ol |
[ S [ S [ S [
—37 —2m —T 0 s 27 3
HF LF HF LF HF LF HF

Figura 4.1: Relacoes envolvendo as variaveis f, w e €.
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4.6 Exercicios propostos

1. Dados os sinais senoidais definidos abaixo, descreva-os em funcao de exponenciais do tipo

. 2m n
eijk(NO) e esboce os graficos |Z[n]| x k e ZZ[n] x k.

z[n] = cos <%’Tn)

2. Dados os valores Ny = {9,45,108,207} e o sinal Z[n| = cos (%’rn), descreva-o em fungao

2m
No

+ik
de exponenciais do tipo e ( ) e esboce os gréficos |z[n]| X k e Zz[n] X k, para cada

valor de N,.

3. Dados a funcdo Hy(z) = (z — z;) e os valores z; = 0.5 e zp = —0.5, onde z € C, atenda
aos seguintes itens:

(a) Reescreva os valores z; e z; na forma polar.

(b) Identifique, em um mesmo plano complexo, os pontos z; e z3, bem como o lugar
geométrico |z| = 1.

(c) Reescreva a funcio Hy(z) para z = /%

(e) Esboce os gréaficos |Hy(2)|,_e % Q, onde k = {1,2}, para 0 < Q < 27.

)
(d) Para o valor €, qual o significado geométrico de |Hy(2)|,_ o ?
)
(f) A funcao |Hy(2)|,_. e € periédica? JUSTIFIQUE !!!

4. Suponha o sinal Z[n], obtido por amostragem uniforme do sinal analdgico Z(t) = cos(wpt),
com periodo de amostragem Ts. Considerando Fis = 40 kHz e os casos onde fy = 4 kHz
e fo = 12 kHz, atenda aos seguintes itens:

(a) Calcule o periodo Ny de Z[n] para cada caso.

2m

(b) Dada a decomposicio Z[n] = >y, X[k] ¢ (No)n, calcule os coeficientes X[k] para
cada caso.

(¢) Esboce os graficos | X[k]| x k e ZX[k] x k, onde —15 < k < 15, para cada caso.

5. Sabe-se que uma funcdo analdgica periddica Z(t), que cumpre as condigoes de Dirichlet,
pode ser descrita por uma Série de Fourier de Tempo Continuo (CTFS), usando a funcao
e/t como funcdo base, onde wy = QT—:, Ty é o periodo fundamental, Ty, wy e t € R,
e k € Z. Sabe-se também que uma fungao de tempo discreto peridédica Z[n| pode ser
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10.

11.

. Dado o sinal z[n] = /%" considere Q) = 2~, para i = 6,3

descrita por uma Série de Fourier de Tempo Discreto (DTFS), usando a funcao /¥
como funcao base, onde 2y = ]2\,—7;, Ny é o periodo fundamental, Nyo, k e n € Z, e Q5 € R.
Um aluno de processamento analdgico de sinais aprendeu que, ao tentar graficar z(t) a
partir da sua expansao por CTFS, pode ocorrer um fendmeno relacionado ao truncamento
de uma série (Fendmeno de Gibbs). Por sua vez, um aluno iniciante de processamento
digital de sinais (DSP) garante que tal fendmeno néao ird acontecer para z[n] e que o
grafico de x[n], construido a partir da sua expansao por DTFS, serd exato. A afirmativa
do aluno iniciante de DSP esta correta ou nao? Justifique!

. Demonstre a equivaléncia apresentada na Equacao |4.4

Ap - cos(Qon F Og) = (Ag) - cos(Oy) - cos(Qon) + (£Ap) - sin(By) - sin(Qn)  (4.4)

O sinal analégico z(t) = A cos(2nft), onde f = 4 kHz, foi amostrado uniformemente,
com a freqiiéncia de amostragem Fs = 8 kHz, gerando a seqiiéncia x[n]. Um aluno
de Processsamento Digital de Sinais garante que ocorreu o fenémeno de aliasing (ou
frequency folding ou folding back) no processo de geragao de z[n| a partir de z(t).

Vocé concorda com ele? Justifique!

2 3 6

505 © atenda aos seguintes

(A
itens:

(a) Utilizando um plano complexo, calcule graficamente o periodo fundamental Ny de
x[n], para cada caso.

(b) Supondo que z[n] foi obtido por meio da amostragem uniforme do sinal z(t) = e/“°¢,
com uma freqiiéncia de amostragem Fyg, indique, justificando, se ocorreu aliasing em
cada caso.

. Dado o sinal descrito pela Equacgao atenda aos seguintes itens:

(a) Explicar o problema que ocorre para €y = 7.

(b) Explicar porque tal problema nao acontece para 0 < 0y < 7.
z[n] = Ag - cos(Qon F 6yp), 0 < Qy <7 (4.5)

Um aluno de Processamento Digital de Sinais resolveu analisar uma cadeia de blocos fun-
cionais destinada ao processamento digital de sinal analégico. A cadeia era composta por
um conversor analogico-digital (A/D), um processador de sinal digital (DSP), um conver-
sor digital-analégico (D/A) e um filtro suavizador (smoothing filter) ideal. Todos os blocos
da cadeia eram submetidos a um tnico sinal de controle (CK), fixo e periddico, possuindo
freqiiéncia Fg. Para testar a influéncia dos elementos anteriores e posteriores ao modulo
DSP, o aluno retirou tal médulo da cadeia e conectou diretamente os demais elementos.
Ao aplicar, na entrada da cadeia simplificada, o sinal x(t) = S5_, Ay cos(27fit), onde
A=Ay, As, A3, Ay, As) = [1, 1,1, 1,1 e f = [f1, fo, f3, f1, 5] = [2,19,46,63,77] kHz, ele
obteve, como safda da cadeia, o sinal y(t) = S=3_, A} cos(2m fit), onde A’ = [A], A}, AL] =
2,1,2] e f' = [f], [5, f3] = [2,11,19] kHz. Calcule a freqiiéncia Fs utilizada na cadeia.
(Resposta: Fy =44 kHz)

Atenda aos seguintes itens:
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(a) Dado o sinal analégico descrito pela Equagao , que condi¢Oes sao necessarias,
envolvendo a freqiiéncia de amostragem e a freqiiéncia do sinal, para que ele seja
corretamente representado pelo sinal discreto descrito pela Equacao 4.7]:

(b) Qual a vantagem em escolher 0y = ]2\,—7; para o sinal z[n] = e/n?

(c) Dados o conjunto de sinais descrito pela Equacao e as restri¢coes dos itens ante-
riores, calcule o nimero minimo de sinais diferentes descritos pela Equacao [4.9]

x(t) = efwot = eg2mhol (4.6)

oln) = (nTs) = (8) o, (4.7)

xp(t) = efhot = edk2mht - oo < k<00, kEZ (4.8)
zrn] = 21 (nTs) = 21 (t)] (4.9)

12. Conhecendo a relagao 2 = w Tg, um aluno de Processamento Digital de Sinais garante
que consegue, usando um sistema digital, identificar a freqiiéncia Fy (Hz) de um sinal
analdgico senoidal z,(t) = Ay cos(wyt), nas seguintes situagoes:

(a) Caso lhe sejam fornecidos o valor da freqiiéncia de amostragem uniforme Fg (Hz) e
uma quantidade N,.. de amostras igual ou maior ao periodo Ny do sinal digital.

(b) Caso lhe sejam fornecidos Fs = 10 kHz e um total de 100 amostras, dado que

(c) Caso lhe sejam fornecidos Fs = 57 kHz e um total de 150 amostras, dado que
Fy=1kHz.

Vocé concorda com as trés afirmativas do aluno em questao? Justifique.

13. Dados os sinais analdgicos senoidais zg(t) = cos(wit), a freqiéncia de amostragem
Fg =44 kHz e as seqiiéncias xg[n] = xx(nTs) = xx(t)|t=n1s, atenda aos seguintes itens:

(a) Calcule as freqiiéncias digitais €; e €2y relacionadas com as freqiéncias analbgicas

fi=2kHze fo, =20 kHz.

(b) Calcule as freqiiéncias analdgicas 0 < fr < 100 kHz, para k > 2, dos sinais x(t)
que sofrerdo o fenémeno de aliasing com os sinais x1(t) e xo(t).

(c) Represente o resultado dos itens anteriores de forma grafica, marcando as respectivas
freqiiéncias sobre dois eixos que representem as variaveis f e Q.

(d) Calcule os periodos fundamentais dos sinais z1[n] e z3[n].

(e) Os sinais z1(t) e xo(t) foram amostrados corretamente? Justifique.

14. Dado o sinal descrito pela Equacao[d.10, onde f; = 100 kHz, fo =400 kHz e f3 =1 MHz,

e o sinal z[n] = x(nTs) = x(t)|,_,z,, onde —0o < n < oo, atenda aos seguintes itens:

(a) Para Ts, = 250 ns, calcule o periodo fundamental de cada componente de x[n].
Compare as relagoes entre os periodos fundamentais das componentes do sinal ana-
légico x(t) com as relagoes entre os periodos fundamentais das componentes do sinal
discreto z[n]|. Explique o resultado da comparagao.

(b) Para Ts, = 2 s, calcule o periodo fundamental de cada componente de z[n|. Com-
pare as relagoes entre os periodos fundamentais das componentes do sinal analogico
x(t) com as relagdes entre os periodos fundamentais das componentes do sinal dis-
creto x[n]. Explique o resultado da comparacao.
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(c) Para Ts, = % us, calcule o periodo fundamental de cada componente de x[n].
Explique o que acontece com z[n].

(d) Calcule o maior periodo de amostragem possivel, de tal forma que o sinal original
x(t) possa ser recuperado a partir de suas amostras z[n].

x(t) = cos(2m fit) — 2sen (2w fot) + 3cos(2 f3t) (4.10)

15. Dado o sinal descrito pela Equacao {4.11} onde fi = 1 kHz e fo = 9 kHz, deseja-se
eliminar o som gerado pela componente de mais alta freqiiéncia. Foi sugerido, para
realizar tal filtragem, que se utilize uma cadeia de processamento composta apenas de:
i) uma amostragem uniforme de z(t), gerando a seqiiéncia x[n], ii) um escalamento em
amplitude de z[n], por uma constante racional e iii) uma interpolac¢ao do sinal escalado,
para gerar o novo sinal analégico y(t). Prove que a sugestao ¢ VERDADEIRA ou
FALSA.

x(t) = cos(2m fit) + cos(27 fot) (4.11)

16. Antes de ser transmitido, um sinal analdgico z(t), formado por uma soma de sinais
senoidais do tipo x(t) = Y52 Ak cos(2m fit), onde 500 kHz < f;, <900 kHz e —00 <
t < 00, é submetido a um deslocamento de espectro, de tal forma que a nova faixa de
freqiiéncias passa a ser 10,5 MHz < f;, < 10,9 M Hz. Na recepcao do sinal, o mesmo
deve ser amostrado, para ser tratado digitalmente. Eventualmente, o sinal resultante do
tratamento digital deverd ser transformado em um sinal analégico. Um estagiario estd em
duvida sobre qual taxa de amostragem Fyg utilizar e sobre que cuidados devem ser tomados
no processo de aquisi¢cao do sinal. Suponha que o custo dos conversores analdgico-digital
(A/D), dos elementos de processamento digital e dos conversores digital-analégico (D/A)
cresgam exponencialmente com o aumento da taxa de amostragem (Fs). Suponha que
filtros e deslocadores de espectro possuam baixo custo, se comparados com os conversores.
Ajude o estagiario a tomar as decisoes corretas, justificando detalhadamente a sua escolha.

17. Um aluno, cursando a disciplina de Processamento Digital de Sinais, diz que realizou
a seguinte seqiiéncia de eventos. Amostrando uniformemente o sinal analégico definido
por x1(t) = 35 _, cos(2nFy,t), onde F,, = Fy, Fy, Fy, Fy, F5 = 10,90, 110, 190,210 kHz,
utilizando um intervalo de amostragem Ts = 10 us, ele gerou a seqiiéncia xs[n]. Em
seguida, levando em consideracdo o mesmo intervalo de amostragem, ele interpolou a
sequiéncia x3[n], obtendo o sinal x3(t) = 5 cos(2mFit). Se vocé concordar com o resultado
obtido por tal aluno, justifique o resultado. Por outro lado, se vocé discordar do aluno,
aponte as causas do erro.

18. Os sinais analogicos z1(t) = Ay cos(27 fit), xo(t) = Agcos(2m fot), x3(t) = Az cos(27 fst)
e x4(t) = Agcos(2mfyt), tém f = [f1, f2, f3, f4] = [10,50,150,190] kHz. Suponha que
os mesmos foram usados para gerar, respectivamente, as seqiéncias x1[n|, z3[n|, z3[n] e
x4[n]. Em seguida, suponha que elas foram processados por um sistema discreto, definido
pela operacio y[n] = Si_, cx zx[n], onde ¢ = [c1, ¢, ¢3,¢4] = [1,2,4,8]. Finalmente,
suponha que a seqiiéncia y[n| foi usada para gerar o sinal anal6gico y(t). Suponha ainda
que todo o sistema de processamento descrito acima é controlado pelo mesmo sinal de
relogio, com freqiiéncia Frox = 70 kHz. Despreze todos os erros numéricos e calcule o
sinal analdgico y(t).
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19. Um supervisor de estagio resolveu testar os conhecimentos de um dos seus estagiarios sobre

20.

21.

Processamento Digital de Sinais. Ele perguntou se haveria problema com o processo de
amostragem do sinal x,(t) = >, cos(2 fit) nos seguintes casos:

) fr=1
) fr =1[1,13,15,17] kH z, amostrado com Fg = 20 kHz.
(¢) fr=11,9,11,19] kH z, amostrado com Fg = 40 kHz.
) [1,13,15,17] kH~z, amostrado com Fg =40 kHz.

1,9,11,19] kHz, amostrado com Fs =20 kHz.

Para cada um dos respectivos casos propostos, o estagidrio apresentou as seguintes res-
postas:

(a) Duas das componentes cossenoidais serao confundidas com as outras duas, mas isso
nao representara qualquer problema.

(b) A amostragem sera realizada corretamente, mas trés das componentes senoidais serao
confundidas com a quarta delas.

(c) A amostragem nao sera realizada corretamente, pois ocorreréd aliasing.

(d) Nao ocorrerd frequency folding. Portanto, a amostragem sera realizada corretamente.

Vocé concorda com o estagiario? Justifique !!!.

O sinal analégico z(t) = Sr_, Agcos(2nfyt), onde f = [ fo fi fo fs fa fs fo fr] =
(0191011151920 ] kH z, foi amostrado uniformemente, com o intervalo de amostragem
Ts = 50 ps, gerando a seqiiéncia z[n]. Um aluno de Processsamento Digital de Sinais
garante que a seqiiéncia x[n] também possui oito componentes senoidais distintas. Atenda
aos seguintes itens:

(a) Vocé concorda com ele? JUSTIFIQUE !!!

(b) Apresente as equacoes das diferentes componentes senoidais de x[n].
Um aluno de Processamento Digital de Sinais passou pela seguinte experiéncia:

e Era necessario transmitir trés sinais analégicos, a longa distancia.

e Os sinais eram definidos por xj,(t) = Ay cos(2m fit), Tmea(t) = Ag cos(2m fot) +
Az cos(2mf3t) e Thign(t) = As cos(2mfat), onde: f = [f1, f2, f3, fa] = [2,21,24,40]
kHz.

e Porém, estava disponivel para a transmissao apenas um canal digital.

e Para realizar a transmissao, ele realizou os seguintes passos:

— Os trés sinais foram mixados (somados), gerando o sinal x(t) = %00 (t)+Tmeq(t)+
Thigh (t)

— Utilizando uma freqiiéncia de amostragem de Fg = 44 kHz, z(t) foi uniforme-
mente amostrado, gerando a seqiiéncia z[n].

— A sequéncia x[n] foi transmitida pelo canal digital.

— Foi recebida a seqiiéncia y[n|, a qual foi interpolada uniformemente com Fj,
gerando o sinal anal6gico y(t).

— O sinal y(t) foi aplicado independentemente a trés filtros, os quais apresentavam
as seguintes caracteristicas de seletividade: lowpass com banda 0 < f < 11 kHz,
bandpass com banda 11 < f < 33 kHz e highpass com banda f > 33 kHz.
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— As filtragens geraram os sinais Yiow (t), Ymed(t) € Ynign(t)-

O aluno afirma que:

“Desprezando-se os erros associados com a mixagem (soma) e com a digitalizagao, assumindo-

se que a transmissao digital ocorreu sem erros e desprezando-se os erros associados com a
interpolagao e com a filtragem, os sinais yx(t) podem ser considerados cépias bem apro-
ximadas dos sinais x(t), onde: k = [low, med, high]..

Vocé concorda com ele?

Justifique matematicamente cada item da sua argumentacao!
22. Dados os sinais z[n| = cos(Qn) e z,(t) = cos(wt), atenda aos seguintes itens:

(a) Calcule as condigbes para que x[n| seja peridédico e, para esses casos, calcule seu
periodo fundamental Ny.

(b) Para os casos onde x[n] é periddico, indique a relacao entre o ciclo fundamental de
algumas funcoes angulares, de valor 27 (rad), o periodo fundamental Ny de z[n] e
os pardmetros presentes nas condigoes que garantem a periodicidade de x[n].

(c) Apresente uma interpretacao para a relagao encontrada no item (b).

(d) Suponha que z[n] foi obtido a partir de x,(t), por meio de uma amostragem uniforme,
com freqiiéncia de amostragem Fs. Calcule as condigoes para que o sinal amostrado
x[n| seja periddico e, para esses casos, calcule seu periodo fundamental N;.

(e) Para os casos onde o sinal amostrado z[n] é periédico, indique a rela¢do entre o
periodo fundamental de z,(t), de valor T' (s), o periodo fundamental Ny de z[n] e
os pardmetros presentes nas condigoes que garantem a periodicidade de x[n].

(f) Apresente uma interpretacdo para a relagdo encontrada no item (e).

23. Considere uma representacao geométrica de niimeros complexos na forma de um Plano
Complexo (Plano de Argand-Gauss). Considere também a Relacao de Euler, definida por

et = cos(0)=j sin(#). Considere ainda a relagio Q = wTs = 2w fTs = QWFLS = =2,

7
onde R = % Assuma que 2 € R e que NV € N. Atenda aos seguintes itens:

(a) Para valores especificos de € e de N, respectivamente denominados de €y e de Ny,

[ 27
o o (k)
associe o nimero complexo z = e/% = '\ "/ 3 um fasor P,.

(b) Dada a faixa —oo < n < oo, associe cada elemento da seqiiéncia complexa
S 27
. n . ](—)n
x[n] = 2" = (GJQO) = e/tn = "\ N0 J" 3 um fasor P,.

(c) Dada a faixa —oo < n < oo, mostre que, para Ny finito, existe um ntmero finito de
fasores distintos entre todos os fasores P, definidos acima.
i 2z
(d) Mostre que a seqiiéncia complexa z[n] = e](No)n ¢ periddica, indicando o valor do
periodo fundamental.
e) Mostre que a seqiiéncia z.s[n] = cos(2=n) pode ser interpretada como uma projeciao
No Je¢

on
ortogonal da seqiiéncia x[n] = e](NO)n.
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(f)

Mostre que a seqiiéncia g, [n] = sm(%n) pode ser interpretada como uma projecao

o~ J(}Q—”)n
ortogonal da seqiiéncia x[n] = e \"0/ ",
Para cada valor de Ny na faixa 3 < Ny < 8, desenhe, em graficos isolados, os fasores

N
- . NP j ( )n
distintos associados & seqiiéncia z[n] = e \"0/ .

Para cada valor de Ny na faixa 3 < Ny < 8, desenhe, em um mesmo grafico, os

S 2w
.. . N oA . J (7) n
fasores distintos associados a seqiiéncia z[n] = ¢ \"0/ .

Mostre que, para representar unicamente um sinal analogico z,(t) = cos(wyt), o sinal
discreto z[n| = cos(%n) deve possuir Ny > 3.

Usando Ny = 5, mostre que, para uma constante inteira e impar R;,, = % = Ny, 0
sinal discreto z[n] = cos(?v—’;n), gerado a partir do sinal analégico x,(t) = cos(wpt),
contém os valores correspondentes aos picos, mas nao os valores dos vales, de z,(t).
Tente extrapolar a afirmacao para qualquer valor de Ng.

Usando Ny = 8, mostre que, para uma constante inteira e par Ry, = F—j = Ny, o

T
sinal discreto z[n] = cos(%n), gerado a partir do sinal analégico z,(t) = cos(wpt),
contém os valores correspondentes aos picos e aos vales de z,(t). Tente extrapolar a

afirmagao para qualquer valor de Nj.

Usando Ny = 5, mostre que, para uma constante inteira e impar R, = % = Ny, o

sinal discreto z[n] = cos(%n), gerado a partir do sinal analégico z,(t) = cos(wot),
possui periodo fundamental nos pontos equivalentes a um periodo de x,(t).

Usando Ny = 8, mostre que, para uma constante inteira e par Ry, = % = Ny, o
sinal discreto z[n] = cos(%n), gerado a partir do sinal analégico x,(t) = cos(wpt),

possui periodo fundamental nos pontos equivalentes a um periodo de x,(t).

Usando o valor R,,. = g, mostre que, para uma constante racional simplificada
Ryqe = £ = "me o5 valores do sinal discreto x[n] = cos(25n), sio os mesmos
fO dpa'r‘ NO

daqueles gerados por Ry, = Mimp, porém ocorrem em um padrao diferente. Mostre

ainda que x[n| possui periodo fundamental nos pontos equivalentes a d,,, periodos
de z,(t).

Usando o valor R, = %, mostre que, para uma constante racional simplificada
Ryqe = 8 = 2220 os valores do sinal discreto z[n] = cos(2%n), sio os mesmos
fO dz’rnp7 NO )

daqueles gerados por R,q, = Nper, porém ocorrem em um padrao diferente. Mostre
ainda que z[n] possui periodo fundamental nos pontos equivalentes a d;,,, periodos
de z4(t).
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Capitulo 5

Sistemas no dominio do tempo

5.1 Introducao

Nesse capitulo sao apresentados os conceitos basicos relativos aos sistemas utilizados no
processamento digital de sinais. Inicialmente, os sistemas sdo classificados. Em seguida, sao
apresentados exemplos de sistemas amostrados. Finalmente, alguns tipos de implementacao
para sistemas amostrados e digitais sao citados.

5.2 Classificacoes de sistemas

Os sistemas podem ser organizados em diversas classes, de acordo com as suas respectivas
caracteristicas.

Tipo de sinal manipulado: analégico, amostrado, quantizado, digital, hibrido.

Numero de entradas e de saidas:

— SISO (Single-Input Single-Output).

— SIMO (Single-Input Multiple-Output).

— MISO (Multiple-Input Single-Output).

— MIMO (Multiple-Input Multiple-Output).

e Dindmica: instantdneo (sem memoria) x dindmico (com meméria).

Estados e varidveis de estado em sistemas dindmicos:

— Uma vez que eles sao capazes de armazenar energia, os sistemas dinamicos podem
apresentar diversas configuracoes energéticas diferentes, denominadas estados.

— Uma medida do estado de um sistema, em um instante de tempo ¢t = t,,, sdo os
valores assumidos por todas as variaveis do sistema, em t = t,,.

— Um sistema ¢ dito relaxado, em um instante de tempo t = ¢,,, quando todas as suas
variaveis sdo nulas em ¢t = ¢,,.

— Interpretando-se o conjunto de todas as variaveis de um sistema como um espaco
vetorial, pode-se selecionar um conjunto minimo de variaveis para formar uma base
para esse espaco. Uma vez que, a partir da base, podem ser obtidas todas as demais
variaveis e, portanto, pode-se caracterizar o estado do sistema, as variaveis da base
sao denominadas variaveis de estado do sistema.
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— Dessa forma, uma defini¢ao classica para estado e variaveis de estado é:

“O estado de um sistema, em qualquer instante de tempo t = t,,, € 0 menor conjunto
de varidveis (denominadas varidveis de estado), calculadas em ¢ = ¢,,, suficiente para
determinar o comportamento do sistema para qualquer instante de tempo t > t,,

quando a entrada do sistema é conhecida para t > t,".

n

e Linearidade:

— Principio da linearidade:

*

*

Relacao de dependéncia: y = f(x).
Homogeneidade ou escalamento:

se T — Yk, entdo xr = cxrp — Y = CpYk-
Aditividade ou Principio da Superposicao:

se T — Yg, entao r =D . Tp = Y = 21 Yk-
Linearidade = Homogeneidade + Aditividade:
se T — Yk, entao x =Y, kT — Y = D1 Ck k-

— Linearidade x estado inicial:

*

*

Matematicamente, a transformagao linear y[n] = K z[n]| é a tnica relacdo da
saida y[n| com a entrada z[n| que caracteriza um sistema como linear, de acordo
com o principio da linearidade.

A transformagao afim y[n| = a z[n] + b, ou qualquer outra transformagao do
tipo y[n] = a x[n] + b[n], aparentemente caracterizam sistemas ndo lineares,
pois nao obedecem a aditividade (y[n] # Y, ckyr[n| para z[n] = X4 cpak[n])
nem a homogeneidade (y[n] # 0 para z[n| = 0).

A transformacao do tipo y[n] = a z[n] + b[n] pode ser interpretada como um
sistema composto pela conexao em cascata do subsistema linear v[n] = a z[n]
com o subsistema y[n] = v[n] + b[n].

Conseqlientemente, surgem dois paradoxos, relacionados entre si.

Paradoxo 1:

- A saida de um sistema, para t > t,, depende da entrada em ¢t > t,, e do
estado em t = ¢,,.

- Se o sistema é linear, ele deve atender a aditividade. Portanto, pode-se
utilizar a Propriedade de Decomposicao, a qual diz que Yot = Yent + Yest,

onde Yent = ytot|(estado nulo) € Yest = yt0t|(entrada nula) sao, respectivamente, a
componente de saida relativa a entrada (ou ao estado nulo) e a componente

de saida relativa ao estado (ou a entrada nula).
- Porém, esta separagdo conduz as formas matematicas y[n| = a z[n|] + be
y[n] = a z[n] + b[n].
- Logo, o sistema deveria ser classificado como nao linear.
Paradoxo 2:
- Segundo a homogeneidade, se a entrada é nula, a saida deve ser nula.

- Porém, utilizando-se a propriedade de decomposicao, se a entrada for nula
a saida do sistema serd a resposta ao estado (Yest)-

- No tocante as formas matematicas, tem-se que y[n| = b e y[n| = b[n].

- Novamente, o sistema deveria ser classificado como nao linear.
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x Os paradoxos acima podem ser resolvidos por duas propostas, que, em esséncia,

sao equivalentes:
Classificagdo empregando a entrada e o estado.
Classificacao considerando apenas a entrada.

Em ambos os casos, a aplicagao do principio da linearidade sobre sistemas
é redefinida.

x De forma global, empregando-se tanto a resposta a entrada quanto a resposta

ao estado, um sistema é considerado linear se ele:
- Apresenta a propriedade de decomposicao: Yiot = Yent + Yest,
onde Yent = ytot’(estado nulo) € Yest = ytot|(entrada nula)-
. E linear em relaco a resposta a entrada (Yen).

E linear em relacio & resposta ao estado (yest).

x Considerando-se apenas a entrada, o teste de linearidade de um sistema pode

ser realizado de duas formas:

- Absoluta: dado um sistema relaxado, tem-se que y.s; = 0. Assim, pode-se
aplicar o principio da linearidade utilizando-se apenas a resposta a entrada,
que, nesse caso, representa a resposta total (Yent = Yrot|(estado nuto))-

Incremental: dado um sistema nao relaxado, tem-se que y.s; # 0. Porém,
pode-se definir a linearidade incremental, que relaciona as variagoes da saida
provocadas por variacoes da entrada:

(yo— 1) = K (29 —21) ou Ay = K Az ou dy = K dx.

e Invaridncia ao tempo (ou ao deslocamento):

— Para um sistema relaxado, ou sob os mesmos estados iniciais:
x[n] = y[n] e z[n £ Np|] — y[n £ Np].

— Isso significa dizer que a forma de onda da saida produzida pelo sistema independe do
momento da aplicacao da entrada, importando apenas a distancia entre o momento
observado na saida e o momento da aplicacdo da entrada (An =n, — N,).

e (Causalidade:

— Em sistemas analdgicos, a causalidade ¢ praticamente uma imposicao, uma vez que
eles sao implementados por sistemas fisicos, onde as variaveis sao grandezas fisicas
e os componentes sao dispositivos que representam fenémenos da fisica classica.

— Por outro lado, no caso dos sistemas amostrados e digitais, a ndo causalidade nao
apenas € de simples realizagdo como também pode ser uma técnica 1util, se:

*

*

*

A variavel independente nao for temporal.
Os dados forem gravados: processamento offline.

O tempo real for mais lento que o tempo de processamento:
processamento online = armazenamento + processamento offline.

Forem inseridos atrasos extras, na entrada, que nao alteram o throughput do
sistema implementado, mas criam uma laténcia na operagao do mesmo.

— Sistema causal ou ndo antecipativo: y[n| = f(z[n — k]), apenas para k € N.

— Sistema nao causal ou antecipativo: y[n| = g(z[n + k|), para algum k € N.
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— De outra forma:

S { win] =zaln] , n< N

— y1[n] =y2[n] , n < N :Causal
xi[n] #a2[n] . n=2N <

— y1[n] # y2[n] , n < N :Nao causal.

e LEstabilidade:

Equilibrio x estabilidade.

Equilibrio:
* Assintoticamente estavel.

* Marginalmente estavel (oscilatério).

* Instével.
— Critérios de estabilidade.

— Critério BIBO (Bounded-Input Bounded-Output).
e Passividade:
— Sistema passivo com perdas: E, = > |y[n]|* < >, |z[n]]* = E, < oc.
— Sistema passivo sem perdas (lossless): E, = > ly[n]]* = X%, |z[n]|* = E, < oo.

— Sistema ativo: E, = > |y[n]|* > X2, |z[n]|* = E, < .

— Do ponto de vista fisico, um sistema ativo deve possuir, intrinsicamente, uma fonte
(ou conversor) de energia.

5.3 Exemplos de sistemas amostrados

A seguir, sdo apresentados alguns exemplos de sistemas amostrados.

5.3.1 Sistema deslocador

Para Np € Z,
y[n] = xz[n — Np]| .

Nos casos em que Np > 0 e Np < 0, tem-se um sistema atrasador e um sistema avancador,
respectivamente.

5.3.2 Sistema de média mével (Moving or sliding Average - MA)
Para My, My € Z e My > M,

1 M
il = (M — M + 1) ;;\:41 o=

No caso em que M; =0e My = (M — 1), obtém-se

[ay

1 M=

i = 7 2 aln =],
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5.3.3 Sistema acumulador

O sistema acumulador ¢ definido por

podendo ser reescrito como _
il = 3 ali] + Z ok = y[~1] + kix[k]
il = 3 k] + el = yln — 1+l

5.3.4 Generalizacao do sistema acumulador
Para a; # 0, a generalizagao do sistema acumulador é dada pelo sistema

yln] = (=a1) yln — 1] + bo 2[n] .

Sistema “conta remunerada” (savings account)

A generalizacao do sistema acumulador pode servir de modelo para uma conta remunerada.
Para tal, deve-se considerar que: cada unidade de n representa um intervalo de tempo (dia,
semana, quinzena, més, semestre, ano); y[n] é o saldo da conta ao final do n-enésimo intervalo;
(—ay) > 0 refere-se a atualizacao do saldo e, portanto, relaciona-se com a taxa de remuneragao
da conta; os valores by z[n| representam depdsitos/retiradas.

Progressao geométrica

A generalizacdo do sistema acumulador também pode ser associada a uma progressao
geométrica. Supondo-se que y[—1] = 0 e x[n] = Az u[n], obtém-se

N

y[N] = (boAd) Z(—Gl)k = (bOAd) SN,
k=0
onde a soma geométrica
N (N + 1) ) (_al) =1
Sy = Z(_al) = N
k=0 ZCa)T (—ay) £ 1

1—(~a1)

¢ o termo N de uma progressao geométrica com taxa igual a (—ay).
Para N — oo e |(—ay)| < 1, obtém-se a série geométrica

1

SN = T ey

5.3.5 Sistema de primeira ordem genérico
Um sistema de primeira ordem, genérico, é definido por

yln| = (—a1) yln — 1] + by z[n] + by z[n — 1] .
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5.3.6 Sistema de diferencas progressivas
yln] = z[n + 1] — 2[n] .

5.3.7 Sistema de diferencas regressivas
yln] = z[n] — zfn — 1] .

5.3.8 Sistema compressor (downsampler)

Para M € NT,
y[n] = xp,,[n] = x[Mn] .

5.3.9 Sistema “expansor + interpolador”
Sistema expansor (upsampler)

Para L € NT,

[n] = a2y, [n] = zlgn] . n=0,£L,£2L, -
yin) = Tunf = 0 , caso contrario

Sistema interpolador linear (linear interpolator)

A interpolacao linear considera que os pontos intermediarios a cada duas amostras originais
pertencem a reta que os une. Assim, para cada par de pontos consecutivos, em uma seqiiéncia
expandida zy, [n], onde n = [ - L e | € Z, localizados nas posigoes n = N e n = (N + L), os
(L — 1) pontos localizados na faixa (N +1) < k < (N + L — 1) podem ser calculados por

xrr, k] = (1 — i) zy, [N] + (i) ry, [N+ L] .

Portanto, pode-se interpretar que o sinal interpolado xy, [n] é obtido pela soma do sinal

expandido xy, [n] com as suas versoes atrasadas x, [n— k] ponderadas pelo fator (1 - %) e com

as suas versoes adiantadas zy, [n + (L — k)] ponderadas pelo fator (%), para 1 < k < (L —1),
de tal forma que

il =l =zl 5 { (1= 8 )=t (§) sl 2 w1}

Como exemplos, podem-se considerar o caso onde L = 2, dado por

ylin) = wrnln) = el + 5 eeuln — 1] + 2+ 1)

e o caso onde L = 3, dado por

yln| = zp,[n] = zy,[n] + Zl)) (xyy[n — 2] + 2y, [n +2]) + z ([0 — 1] + 2y [n+1]) .
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5.4 Exemplos de aproximacao discreta

A seguir, sao apresentados alguns exemplos de aproximacao de processos analégicos por
sistemas amostrados. Sera considerado um método de discretizacao uniforme, com taxa de
amostragem igual a T.

5.4.1 Integracao

Dada a integral

pode-se dizer que

y(to) = /to x(T) dT

—00

e que
t

y(t) = ylto) + [ a(r) dr .
0
Considerando-se um tempo discretizado t = nTs e que tg =t — Ty, obtém-se
(nTs)
y[nTs] = ylnTs — Ts] + x(7) dr
(nTs—Ts)

onde a integral definida entre duas amostras pode ser aproximada de diversas formas, como
mostrado a seguir.
Método retangular com diferencas regressivas (backward difference)

E adotada uma aproximacio baseada no célculo da drea de um retdngulo com base Ty e
altura z[nTs|, de tal forma que

(nTs)
/( (7) dr ~ Ts - x[nTs] .

nTs—Ts)
Assim, o modelo discreto é dado por
y[nTs] = y[(n — 1)Ts] + Ts - z[nTg]
ou
yln] =y[n — 1]+ Ts - x[n] .
Método retangular com diferengas progressivas (forward difference)

E adotada uma aproximacio baseada no calculo da drea de um retdngulo com base Ty e
altura z[nTs — Ts|, de tal forma que

(nTs)

/ x(r) dr = Ts - z[nTg — Ts] .
(nTs—Ts)

Assim, o modelo discreto é dado por

y[nTs] = y[(n — 1)Ts] + Ts - z[(n — 1)T5]

yln] = yln = 1]+ Ts - z[n — 1] .
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Método trapezoidal

E adotada uma aproximacio baseada no célculo da drea de um trapézio com base Ts e
alturas z[nTg| e x[nTs — Ts], de tal forma que

(nTs) 1
/ o(7) dr ~ Ts - = (z[nTs] + z[nTs — Ts]) .
(nTs—Ts) 2

Assim, o modelo discreto é dado por

y[nTs] = yl(n — DTs] + ZS (@[nTs] + x[(n — 1)Ts])

ou

yln] = yln — 1]+ = (aln] + o0 — 1])

5.4.2 Diferenciacao

Definicao
: . L dy(t
Pode-se aproximar a derivada primeira % por

dy(t)

dt

A
At

t=nTg

ylt] = y[t — dt]

y[nTs] — y[nTs — Ts]
Tq ’

Ts

t=nTg t=nTg

Conseqiientemente, pode-se aproximar a derivada segunda % (dzg—iﬂ) por

4 () L lay] _ dult) ]
dt dt t=nTs Ts dt t=nTs dt t=nTs—Ts
_ 1 Ky[nTS] — y[nTs — T5]> B <y[nTS —Ts| — y[nTs — ZTS]ﬂ
Ts Ts Ts
_ y[nTs] — 2 ylnTs — Ts] + y[nTs — 2Ts)]
T2 '

Aplicagao
Dada a aproximagao definida acima, a equagao diferencial

W) 1w 1) =y (1)

pode ser aproximada por

(y[”TS] — yl(n — 1)T§]
Ts

) + ag y[nTs] = by x[nTs] ,

que, apos alguma manipulagao, pode ser escrita como

1

7 = (s

ol 0750+ () el

+aoTy

ou

o) = (e ) ol = 1+ (g ol
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Por sua vez, a equacao diferencial

d*y(t) dy(t)
az TN

+ag y(t) = by (1)

pode ser aproximada por

(y[nTs] —2y[(n = DTs] + yl(n — 2>TS]>+a1 (y[nTs] — yl(n = DT]

72 T >+ao y[nTs] = by x[nTs],

que, apoés alguma manipulacao, pode ser escrita como

2+CL1TS 1
Ts| = —1)Tg| — —2)T.
7] = (gt ol = 0T (gt g ) ol = TS+

< boTs ) x[nTs]

1 + alTS —|— CLOTg

ou

s = (Yo -1 (o) -2

1 —I— alTS + CL()Tg 1 + CL1TS —|— ang

b5 ]
xini .
1 +a1T5+a0T§

5.5 Tipos de implementacao para sistemas amostrados

e Circuito a capacitores chaveados (SC)

— Componentes analégicos: transistor (usado como chave), capacitor (usado como
elemento armazenador) e amplificador operacional (OpAmp).

— Variaveis analdgicas: tensao (armazenada nos capacitores).

— Tecnologia tipica: CMOS.
e Circuito a corrente chaveada (SI)

— Componentes analdgicos: apenas transistores, usados como chaves e como estruturas
armazenadoras.

— Varidveis analdgicas: corrente (armazenada nos transistores).

— Tecnologia tipica: CMOS.
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5.6 Tipos de implementacao para sistemas digitais

e Hardware de uso geral:

— Programa em linguagem de programagcao de uso geral (FORTRAN, PASCAL, C,
DELPHI, C++).

— Programa em ambiente de software de uso especifico (MATLAB, Octave, Scilab).
e Hardware de uso especifico:

— Processador de sinal digital (DSP).
— FPGA (Field-Programmable Gate Array) com IP Core.

e Hardware dedicado:

— FPGA.
— Circuito integrado especifico para a aplicagao (ASIC).

AS.V.
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5.7 Exercicios propostos

1. Um capacitor linear e invariante ao tempo é definido pela relagao go(t) = C v (t), onde
qc(t) é a carga nele acumulada, C' é o valor da sua capacitdncia e ve(t) é a tensao
(diferenga de potencial) entre os seus terminais. Suponha o sistema formado por apenas
um desses capacitores, com entrada ic(t) e saida v (t). Mostre que tal sistema é linear e
invariante ao tempo.

2. Um indutor linear e invariante ao tempo é definido pela relagdo Ap(t) = L ir(t), onde
AL(t) é o enlace de fluxo magnético de suas espiras, L é o valor da sua induténcia e iy (t)
é a corrente que o percorre. Suponha o sistema formado por apenas um desses indutores,
com entrada v (t) e saida iy (t). Mostre que tal sistema é linear e invariante ao tempo.

3. Dados o sinal descrito pela Equacao [5.1] e os sistemas descritos pelas Equacoes afp.4
atenda aos seguintes itens:

(a) Considere xy[n] = z[n — k] como entrada para cada um dos sistemas e esboce os
graficos zx[n] x n e y[n|] x n para k = 0,6 e —8.

(b) Classifique cada um dos sistemas quanto a: dindmica, linearidade, causalidade e
invariancia ao deslocamento.

zn) = { (1) IZI i; (5.1)

y[n] = (=1)" z[n] (5.2)

yln] = ((=1)" z[n])’ (5.3)

yln] = ; (2ln — 1] + 22[n] + 2¢[n + 1)) (5.4)

4. Levando em consideragao os conceitos de linearidade, de invariancia ao deslocamento e
de causalidade, classifique os sistemas que possuem entrada z[n|, saida y[n| e que sdo
definidos pelas seguintes equagcoes:

(a) y[n] = n’z[n] + nzn — 1].

(b) y[n] = nz[n] + (n — 1)zn — 1].

(c) y[n — 1] = 4z[n] + 3z[n — 1].

(d) y[n] = 0.6y[n — 1] + 0.4z[n] + 0.2z[n — 1]
(e) yln] = yln — 1]+ yln — 2]+ z[n] + 2[n — 1]
(f) yln] = yln = 1] + 2[n + 1] + 2[n] + z[n — 1]
(&) yln] = af2n] + 2l — 1

(1) yln = 552
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. Um sistema amostrado pode ser descrito matematicamente por uma transformacao ou

um operador 7{.} que mapeia sua entrada z[n] na sua saida y[n|, de tal forma que
y[n] = 7{z[n]}. Supondo:

(i) um sistema atrasador unmitdrio, definido por y[n| = z[n — 1] = D {z[n]},
(ii) um sistema com ganho constante K, definido por y[n| = Kz[n| = Gg{z[n]}, e
(iii) as seguintes notagoes simplificadas:

D{D{v[n]}} = D*{v[n]} e Gi{v[n]} + D{v[n]} = (Gx + D) {v[n},
atenda aos seguintes itens:
(a) Escreva a equagao y[n] = 0.7z[n] + 0.5z[n — 1] 4+ 0.3z[n — 2] 4+ 0.1z[n — 3] utilizando
a notacao operacional definida.

(b) Com base no resultado do item anterior, mostre que tal sistema ¢ linear e invariante
ao deslocamento.

. Suponha um sistema dinamico relaxado, amostrado, SISO, estavel e causal, com entrada

x[n] e saida y[n], relacionadas por um operador linear e invariante ao deslocamento 7{.},
de tal forma que y[n] = 7{z[n|}. Suponha ainda que a resposta ao impulso d[n] seja
definida como y[nl|,,1_s,) = hn]. Atenda aos seguintes itens:

(a) Descreva a entrada z[n| em fun¢ao do impulso §[n].
(b) Calcule a saida do sistema y[n] em funcao dos sinais x[n| e hn].

(¢) A partir do resultado do item anterior, defina o célculo da saida do sistema relaxado
em fungao de uma unica operagao envolvendo os sinais x[n] e h[n].

. Suponha que vocé possui trés sistemas discretos no tempo, os quais apresentam as se-

guintes relagoes entre as suas saidas e as suas entradas: yi[n| = K x1[n] (escalador),
y2[n] = xz3[n — 1] (atrasador unitario) e ys[n] = xz31[n] + z32[n] (somador de dois ope-
randos). Desenhe um bloco representativo para cada um dos sistemas. Em seguida,
utilizando tais sistemas, esboce um diagrama de blocos que represente o sistema relaxado

descrito pela Equagao (5.5)).

y[n] = —];ak y[n—k]%—Ebk x[n — k] (5.5)

. Um sistema é dito sem distorgdo quando produz uma saida y[n] = Ag x[n + (—|Npl)],

dada uma entrada x[n], para Ag € R e Np € Z. Suponha um sistema linear e invariante
ao deslocamento, sem distorgao, com entrada z[n] e saida y[n|. Suponha que a entrada
x[n] é definida por uma soma de sinais senoidais do tipo z[n] = 32 Ag cos(Qn+ Oy),
para —oo < n < 0o. Atenda aos seguintes itens:

(a) Demonstre a relacdo entrada x saida que o sistema impoe sobre a amplitude de cada
componente senoidal do sinal de entrada.

(b) Demonstre a relacdo entrada x saida que o sistema impde sobre a freqiéncia de cada
componente senoidal do sinal de entrada.

(c) Demonstre a relacao entrada x saida que o sistema impoe sobre o angulo de fase de
cada componente senoidal do sinal de entrada.
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(d) Esboce trés graficos, contendo abscissa freqiiencial 2, de tal forma que cada um deles
ilustre uma das relagoes acima demonstradas.

9. Suponha um sistema S, relaxado, com entrada v[n] e saida y,[n], definido pelo conjunto
de equagdes (5.6). Suponha um sistema S, relaxado, com entrada w[n] e saida y,[n],
definido pelo conjunto de equagoes . Um aluno de Processamento Digital de Sinais
assegura que os sistemas sao equivalentes, para N = 2 e o sinal de entrada definido por
z[n] = n(u[n] — u[n — 8]), para —o0o < n < oo. Demonstre se a afirmativa desse aluno
é correta ou nao, através dos graficos dos sinais z[n|, v,[n], ym[n|, yo[n], wkn|, ykn] e

Yuw[n].

I R B

Ym[n] = vp[-n+(N-1)], —co<m < oo

Yo[n] = m_iooym[n—mN] (5.6)
wln] = wNn+k,0<k<(N—1)
yeln] = {wk[ﬁ] %Eé L0<k<(N-1)
yuln] = (g)yk[n—((N—l)—k)] (5.7)

10. Um sistema MISO (Multiple-Input Single-Output), que apresenta um total de C' canais de
entrada xo[n], z1[n], v2[n], - - -, x(c—1)[n] e um canal de saida y[n], ¢ definido pelo conjunto
de equacoes . Suponha um sistema desse tipo, com trés canais de entrada, contendo
as seguintes informagoes: zo[n] = [9,7,5,3|, x1[n] = [2,4,6,8], x2[n] = [1,1,1,1], para
n =0, 1,2,3], bem como x¢[n] = x1[n| = x2[n] = 0 para os demais valores de n. Atenda
aos seguintes itens:

(a) Esboce os graficos zx[n] x n das informagoes de entrada.
(

)
b) Esboce os graficos vy[n] x n dos sinais internos.
(c) Esboce os graficos wy[n] X n dos sinais internos.
)
)

(d) Esboce o gréfico y[n] x n da informagao de saida.

(e) Apresente a informagao do canal de saida na forma vetorial.

wln] = {“%1:%§éaOSkS@—U
wgln] = wn—Fk],0<kE<(C—-1)
(-1
yln] = 3 wiln] (5.8)
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11.

12.

13.

14.

Para um dado sistema linear e invariante ao tempo (SLIT), discreto, estavel e relaxado,
sabe-se que a resposta ao sinal de entrada x, [n| = u[n| é y,[n] = [4,3,2, 1], para 0 < n < 3,
e yu[n] = 0 para os demais valores de n. Calcule a saida desse mesmo sistema, dado o sinal
de entrada z[n| = [1,1,1,—1,—1,—1,1,1,1], para —4 < n < 4, e z[n] = 0 para os demais
valores de n. (Resposta: y[n] = (1) yu[n+4]4+(—2) yu[n+1]+(2) yu[n—2]+(—1) yu[n—5]
ouyn] =[4,3,2,—7,—6,—4,6,6,4, -2, —3, —2, —1], para —4 < n < 8, e y[n| = 0 para os
demais valores de n.)

Para um dado sistema linear e invariante ao tempo (SLIT), discreto, estavel e relaxado,

sabe-se que a resposta ao sinal de entrada z,[n] = u[n] é y,[n] = [5,4,3,2,1], para
0 < n <4, ey,ln] = 0 para os demais valores de n. Suponha o sinal de entrada
xz[n] = [1,1,1], para =8 < n < —6 e para 6 < n < 8, z[n] = [-1,—1,—1], para

—1<n <1, e x[n] =0 para os demais valores de n. Atenda aos seguintes itens:

(a) Esboce o grafico z[n| x n, para —20 < n < 20.
(b) Calcule a saida y[n] do sistema para a entrada x[n].

(c) Esboce o gréfico y[n| x n, para —20 < n < 20.

Suponha o Sistema de Média Moével, definido por

il =3 X oK

Suponha que M7 = 6 e que o sinal de entrada é z[n] = {1,2,3,4,5,6,5,4,3,2,1}, para
n=140,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}, e z[n] = 0, para os demais valores de n.

Calcule a saida y[n], graficamente, por meio da seguinte seqiiéncia de operagoes:
i) deslocamentos; ii) soma e iii) escalamento.

Suponha o Sistema de Média Moével, definido por

o= 3 X ikl

onde My = (Mp + Mg + 1) e {MP,MF} e N.
Classifique tal sistema, JUSTIFICANDO, de acordo com os seguintes itens:
(a) Linearidade.

(b) Invaridncia ao “tempo” (ou ao deslocamento).

(c¢) Causalidade.

AS.V.
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Capitulo 6

Representagoes para sistemas lineares
e invariantes ao tempo (deslocamento)

Na pratica profissional, os sistemas matematicos encontram duas aplicagoes comuns. A
primeira delas é a de modelagem de fenémenos. Um modelo pode ser entendido como uma
aproximacao de uma realidade. Ele representa uma simplificagao daquilo que se esta modelando.
Duas razdes justificam o uso da aproximagao: i) o desconhecimento dos detalhes do fenémeno
em questao e/ou ii) o desejo de se reduzir a complexidade operacional, para que se possa simular
a ocorréncia do fendomeno de forma mais simples e rapida. De posse de um modelo, pode-se
estudar o fenémeno desejado sem a necessidade de ocorréncia do mesmo. Além disso, diversas
variagoes do fenémeno original também podem ser facilmente simuladas. A outra aplicagao
é baseada na propria definicao dos sistemas, onde emprega-se um determinado sistema para
realizar alguma funcao desejada.

Seja qual for a aplicagdo desejada, duas agoes basicas podem ser realizadas sobre sistemas:
analise e sintese. Na anadlise, conhecidos o sistema e a sua entrada, é desejado calcular a sua
saida. Na sintese (ou projeto), conhecidas a entrada e a saida desejada, procuram-se sistemas
que realizem tal relacao.

Os processos de andlise e de sintese necessitam que os sistemas sejam descritos adequada-
mente, de forma que se possa compreender o funcionamento dos mesmos (anélise) ou que seja
possivel realizar modificagées e/ou novas propostas (sintese).

Os sistemas do tipo SLIT, Sistema Linear e Invariante ao Tempo (ou ao deslocamento), sdo
matematicamente mais faceis de se caracterizar e de se analisar. Logo, também sao mais faceis
de se projetar.

Uma subclasse importante de sistemas do tipo SLIT sdo os sistemas SISO (Single-Input
Single-Output) onde a rela¢ao entre a saida e a entrada é descrita por uma equagao de diferenca
linear com coeficientes constantes. Diversas representagoes podem ser utilizadas para descrever
tais sistemas. Algumas das representacoes mais comuns sao:

e Resposta ao impulso.
e Equacao de diferenca.
e Operador de transferéncia.

e Equacoes de estado.
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e Resposta em freqiiéncia.

e Funcao de transferéncia.

e Conjunto formado por zeros, pélos e ganho (conjunto ZPK).
e Diagrama de poélos e zeros (DPZ).

e Diagrama de blocos de complexidade genérica.

e Diagrama de sistema ou realizacdo ou estrutura: diagrama de blocos basicos e
diagrama de fluxo de sinais (grafo).

Em relagdo ao dominio da variavel independente utilizada no equacionamento, podem-se
destacar duas classes de representagoes:

e Tempo (ou indice associado): resposta ao impulso, equagdo de diferenca, operador de
transferéncia, equagoes de estado e diagramas temporais.

e Freqiiéncia (ou angulo associado ou indice associado): resposta em freqiiéncia, funcao de
transferéncia e diagramas freqilienciais.

Em quase todas as descrigoes, excetuando-se apenas as equagoes de estado, somente as
relagdes entre as varidveis externas ao sistema (entradas e saidas) sdo modeladas. Nao é levada
em consideragao a estrutura interna do sistema. Por essa razao, tal abordagem é denominada
de “modelo de terminais de acesso” ou de “modelo de caixa-preta”.

Outra caracteristica de tais descri¢des, novamente excetuando-se as equagoes de estado, é
a sua capacidade de relacionar apenas uma entrada com uma saida, limitando-se a descrever
somente sistemas do tipo SISO (Single-Input Single-Output). No caso de sistemas com vérias
entradas e/ou varias saidas é necessario que se defina um equacionamento para cada relacao
entrada-saida. Por essa razao, tal abordagem é mais utilizada nos casos de sistemas com poucas
entradas e saidas.

Por sua vez, e como o proprio nome ja diz, as equagoes de estado descrevem o sistema em
relagao as suas variaveis de estado, além de utilizarem as variaveis de entrada e de saida. Logo,
elas apresentam uma descricao para a estrutura interna de funcionamento do sistema. Por
essa razao, o modelo de equacoes de estado é capaz de descrever eficientemente sistemas do
tipo MIMO (Multiple-Input Multiple-Output). Para um SLIT SISO descrito por uma equagao
de diferenca, o equacionamento por variaveis de estado transforma 1 equacao de diferenca de
ordem N em um sistema de N equagoes de diferenca de ordem 1, com o auxilio de N variaveis
auxiliares, denominadas de variaveis de estado. Podem-se destacar as seguintes vantagens do
equacionamento por variaveis de estado:

e Equacgoes de primeira ordem ja foram extensivamente estudadas. Varias técnicas para
andlise e para sintese (projeto) encontram-se a disposicao.

e Equacoes de primeira ordem podem ser resolvidas, sem muita dificuldade, no dominio do
tempo. Isso permite que tanto a analise quanto a sintese sejam realizadas no dominio do
tempo, levando em conta caracteristicas, parametros e técnicas temporais.

e Equagoes de primeira ordem podem ser resolvidas, sem muita dificuldade, para
sistemas variantes ao tempo e para sistemas nao lineares.

e Equacoes de primeira ordem apresentam extrema facilidade para computagao analdgica
ou digital.

e Condigoes iniciais nao nulas sao mais facilmente manipuladas.

AS.V.
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Resposta ao impulso

7.1 Introducao

Dado um sistema SLIT, SISO, dindmico, relaxado, com entrada x[n] e saida y[n], pode-se
mostrar que a resposta ao impulso digital unitario (§[n]) caracteriza o sistema.

7.2 Soma de convolucao

e A operacao de convolugao surge naturalmente na representacao de sinais e de sistemas
do tipo SLIT.

e Soma de convolugao (aperiédica ou linear): y[n] = x[n] * h[n] = 372 x[k] - hln — k.
e Propriedades da soma de convolugao

— Comutatividade: x[n] x h[n] = h[n] * z[n].
— Associatividade: (x[n] % hi[n]) * ha[n] = z[n] * (h1[n] * ha[n]).
— Distributividade a adig¢ao: (x1[n] + x[n]) * hin] = (x1[n] * hin]) + (x2[n] * hin)).

e Pode-se mostrar que: “Para uma soma de convolugao convergir, os sinais envolvidos na
operacao devem ser limitados e pelo menos um deles deve ser absolutamente somavel”.

e Deve ser ressaltado que, computacionalmente, s6 é possivel calcular a soma de convolugao
x[n] * h[n] se a seqiiéncia x[n] e/ou a seqiiéncia h[n] forem finitas.

e Convolugao x deslocamento: z[n|* d[n — Np|] = x[n — Np], para Np € Z.

7.3 Calculo da convolucao

O calculo de uma soma de convolugdo pode ser efetuado de algumas formas diferentes,
algumas das quais sao citadas a seguir.

7.3.1 Calculo matricial

O somatorio de produtos da convolugao, para um determinado valor y[n],

yinl = 2 {ek]} - {hln— K]} |

k=—o00
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pode ser interpretado como a operagao de produto interno entre os vetores h[n — k] e [k], que
gera o valor y[n]. Por sua vez, a convolugao para toda a seqiéncia {y[n]},

b= 3 (olkl- (il k)

pode ser interpretada como a multiplicagdo de uma matriz H [n, k] por um vetor x[k], gerando
o vetor y[n].

7.3.2 Calculo com graficos e com polinébmios

Do ponto de vista do calculo por meio de graficos, a convolucao pode ser interpretada como
o seguinte conjunto de operacoes: espelhamento e deslocamento de seqiiéncia, multiplicacao
entre seqiiéncias e soma de amostras de seqiiéncia. Isso é descrito por

Z {z[k]} - {h[n — #] Z {nlk] (7.1)

{ylnl} = {--, y[;l] » y[0], y[l]O; o .
= { kgoo{v—l[k]}, kgoo{vo[k]h k;m{vl[k]} o)
= {0 T oAalkl}-{hl=1 =k},
2Rz ook} - {h[=H]} :
/NS EALI N R VRl SRR

(7.2)

Caso os valores das seqiiéncias, y[n|, z[n] e h[n], sejam encarados como coeficientes de trés
polinomios distintos, o conjunto de operacoes citado acima representa exatamente o processo
de multiplicacdo de dois destes polindmios, gerando o terceiro deles.

7.4 Definicoes referentes a resposta de um SLIT

o Resposta do sistema relaxado a uma entrada genérica: y[n)|ogtado nulo = Yent -
¢ Resposta do sistema com entrada nula a um estado genérico: y[n||eptrada nula = Yest[n]-

e Resposta total de um SLIT: yiora1[n] = Yent[n] + Yest[n]-

7.5 Definicoes referentes a resposta ao impulso

e Operador matemético associado a operacao de um sistema SISO: T{-}.

e Resposta do sistema relaxado a uma entrada genérica: x[n] — yene[n| = T{z[n]}.
e Resposta ao impulso digital unitério: [n] = 8[n] = yens[n] = T{5[n]} = h[n].

e Resposta ao impulso deslocado: z[n] = d[n — k] = yene[n] = T{5[n — k]} = hin, K]

e Se T{-} apresentar invaridncia ao deslocamento: h[n, k| |, = h[n — k].
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7.6 Resposta do sistema relaxado X resposta ao impulso

e Em um SLIT SISO: T{-} é linear (homogéneo e aditivo) e invariante ao deslocamento.

e Resposta do sistema relaxado ao impulso ponderado:
z[n] = co - 8[n] = Yee|n] = T{co - 8[n]} = co - T{0[n]} £ ¢ - h[n).

e Resposta do sistema relaxado ao impulso deslocado e ponderado:
z[n] = cg - 0[n — k| = Yeme[n] = T{cr - 6In — k|]} = ¢ - T{d[n — k|]} = ¢ - h[n — K.

e Resposta do sistema relaxado a uma entrada genérica descrita em funcao do impulso:

xln] = 300 wlk] - 6n — k] = Yem[n] = T{z[n]} = T{2_ 2[k] - 6[n — K]}

e Portanto, empregando-se as propriedades de um SLIT, obtém-se

Yent[n] = THz[n]}

= TLY el -l K]
(ditividade) = :fjoo T{alk] - 5n — K]}
(homogeneidade) — k_izox[k] T —H) 2 kiox[k] [, k]
(maiinci o deslocamento) = :iiox[k] Bn— K]
— afn] % hfn] . (7.3)

7.7 Interpretacoes da convolucao na resposta a entrada

A resposta a entrada ye,;[n] é a resposta do sistema relaxado a uma entrada genérica x[n]. A
Equacao (7.3)) mostra que a resposta a entrada y.,;[n| é calculada pela operagido de convolucao
entre a entrada x[n] e a resposta ao impulso do sistema h[n|. A convolugao na resposta a
entrada pode ser interpretada de algumas formas diferentes, conforme é apresentado a seguir.

7.7.1 Seqiiéncia de ponderagao (weighting sequence)

Colocando o foco na geracao da saida do sistema a partir da sua entrada, o somatério de
produtos da convolugao,

uinl = 3 Rk xln— K]

pode ser expandido em B
yln] = -+ + h[=1]zn+1] + h[0] z[n] + A[1] zn—1] +
-+ h[n—1] z[1] + h[n] z[0] + Aln+ 1] 2[-1] + ---, (7.4)

o que mostra que os valores da resposta ao impulso {h[n]} ponderam os valores da seqiiéncia de
entrada {x[n]} para gerar os valores da seqiiéncia de saida {y[n|} do sistema. Por essa razao,
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os valores hln| da resposta ao impulso {h[n]} costumam ser denominadas de coeficientes de
ponderacao (weighting coefficients). Por sua vez, a resposta ao impulso {h[n]} costuma ser
denominada de sequiéncia de ponderagao (weighting sequence).

7.7.2 Superposicao de respostas ao impulso

Colocando o foco na geracao da saida do sistema a partir da sua resposta ao impulso,
a convolugdo pode ser interpretada como uma superposi¢do (soma) de respostas a impulsos
deslocados ponderadas. Isso é descrito por

]} = i 2K - {hln— K]} = i {osln]}
{4 foslnl) + {oafl} + (oll) + (o)) + {vfnl}) + -}
= + z[=2] {h[n+2]} +
z[-1] {h[n+1]} +
0] {hlnl)  +
z[1] {hln-1]} +
2] {hin—2} + -}

7.8 Conceito de transferéncia de um sistema

Por definicao, todo sistema deve realizar uma funcao. A descricao matemaética que estabelece
a dependéncia da saida y[n| em relagdo a entrada x[n] e ao estado do sistema ¢ uma defini¢ao
formal da funcdo que o sistema realiza. Uma vez que a relagdo y;[n] = f(estado, xz[n]) é um
mapeamento matematico, pode-se pensar que o sistema realiza uma transferéncia do sinal de
entrada para a saida, modificando-o de acordo com a sua funcao e com o estado no qual ele
se encontra. A definigdo da resposta a entrada como ye,¢[n] = h[n] * z[n] indica que, de certa
forma, a resposta ao impulso define a transferéncia funcional realizada pelo sistema. Portanto,
pode-se dizer que a resposta ao impulso h[n] caracteriza o sistema.

7.9 Conceito de memoria de um sistema

Dado um SLIT causal e relaxado, a memoria do sistema pode ser definida como uma medida
do quanto um valor y[n] da seqiiéncia de saida {y[n]} é influenciado pelas amostras recentes
x[n — k], para k > 0, da seqiiéncia de entrada {x[n]}.

Em um sistema com memoria curta, o valor de y[n] é fortemente afetado pelos valores mais
recentes z[n — k]. Colocado de outra forma, pode-se dizer que um valor de entrada z[n — k] s6
consegue afetar um valor de saida y[n] para uma pequena distdncia k. Uma vez que, em tais
sistemas, o sinal de saida responde prontamente a variagoes na sinal de entrada, eles sao ditos
sistemas de resposta rapida (fast responding system,).

Em um sistema com meméria longa, o valor de y[n] é afetado pelos valores z[n — k] em uma
faixa mais extensa. Colocado de outra forma, pode-se dizer que um valor de entrada x[n — k]
consegue afetar valores de saida y[n] durante uma longa distancia k. Uma vez que, em tais
sistemas, o sinal de saida responde durante uma faixa mais extensa a variagoes no sinal de
entrada, eles sao ditos sistemas do tipo sluggish (lento, vagaroso, moroso).

Pode-se concluir que, para uma entrada transitéria, a resposta de um sistema de resposta
rapida retorna a zero mais rapidamente do que em um sistema do tipo sluggish.
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A Equacao(|7.4]) indica que, para um sistema causal e relaxado, onde a entrada é do tipo
z[n] = f[n] u[n], a resposta a entrada é dada por

Yent|n] = h[0] z[n] + A[1] x[n—1] + -+ 4+ hln] z[0] .

Dessa forma, a resposta ao impulso é uma boa medida da memoéria do sistema, uma vez que:
quanto mais rapidamente h[n] retorna a zero, menor é a memoria do sistema, e vice-versa.

7.10 Resposta ao impulso x estabilidade do sistema

O estudo da estabilidade de um SLIT é extremamente simplificado na analise freqiiencial de
sistemas. Porém, pode-se estabelecer uma relagao entre caracteristicas da resposta ao impulso
e a estabilidade do sistema.

De acordo com o critério BIBO (Bounded-Input Bounded-Qutput) de estabilidade, para que
um sistema seja considerado (assintoticamente) estével, a sua saida deve ser limitada para toda
e qualquer entrada limitada.

Um sinal de entrada é considerado limitado quando
|z[n]| < B, ,

para —oo < n < oo, onde B, é uma quantidade finita.

Para que a resposta a uma entrada limitada seja também limitada, deve-se ter

S -aln—K| < S A2l — K]

|yent[n]| =
k=—o00 k=—o00
= D |hkll-|z[n = k]| < > |h[K]|- B,
k=—o00 k=—0oc0
= B, ) |h[k]| < B,
k=—00
ou, equivalentemente, que
> |k < By
k=—o00

Portanto, para que o SLIT seja estavel, é suficiente que a sua resposta ao impulso seja uma
seqiiencia absolutamente somavel. Tal restricao é atendida nos casos onde

lim hln] =0,

n—oo

o que indica que os sistemas que possuem h[n| com comprimento finito sdo sempre estaveis.
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7.11 Exemplos de resposta ao impulso

A seguir, sao apresentados alguns exemplos de resposta ao impulso.

7.11.1 Sistema deslocador

Para Np € Z,
hin] = é[n — Np] .

Nos casos em que Np > 0 e Np < 0, tem-se um sistema atrasador e um sistema avancador,
respectivamente.

7.11.2 Sistema de média mével (Moving or sliding Average - MA)
Para My, My € Z e My > M;,
1

h[n] = (MQ—M1+ k%én—
m , My <n< M,
) { 0 , caso contrario
1
— GL 50 (uln — M| —uln — (M + 1)))
1
— GL 50 (0[n — My] — d[n — (Mz + 1)]) * u[n]
= Ky (hn]  ho[n])
onde: KM*W 1[n] = (6[n — My] — 0[n — (Ma + 1)]) e ha[n] = uln].
No caso em que M; =0 e My = (M — 1), obtém-se
ol = = S g

Mk:O
1
M

onde: Ky = +-, hi[n] = (0[n] — 6[n — M]) e hy[n] = u[n].
7.11.3 Sistema de primeira ordem genérico

bo , paran=0
hin] =

(b1 — arbo) (—ar)"~" , paran >0
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7.11.4 Sistema acumulador
n 1, n>0
hn) = S o[k = { — ufn] .
k=—00 0, n<O
7.11.5 Sistema de diferencas progressivas
hin] = 8[n + 1] — o[n] .
7.11.6 Sistema de diferencas regressivas
hin] = on] — d[n — 1]
— ([n + 1] = 8[n)) * 8[n — 1]

= hi[n] % ha[n],
onde: hi[n] = (d[n + 1] — d[n]) e han] = d[n — 1].

7.11.7 Sistema interpolador linear (linear interpolator)

Para um fator de interpolacdo linear L, tem-se que
[n]
{ -8 —L<n<lL

0 , caso contrario
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7.12 Exercicios propostos

1. Dadas a constante Np € N7 e a seqiiéncia finita x[n] = {3,2,1}, para n = {0, 1,2},
esboce os seguintes graficos:

e z[n| X

o n]

8

n— ND]xn

n—ND]xn

[
-
[
e z[n+ Np| xn.
o 1[—
-

e z[—n+ Np| x n.

2. Prove que a soma de convolugao y[n| = x[n] x hn| possui as seguintes propriedades:

e Comutatividade.
e Associatividade.
e Distributividade a adicao.

3. Dados um sinal z;[n]|, com valores nao nulos apenas no intervalo Ny, < n < Ny,
um sinal xs[n], com valores ndo nulos apenas no intervalo Ny, < n < Ny, e o sinal
y[n] = x1[n] * x4[n], apresente exemplos gréaficos das trés seqiiéncias e calcule o intervalo
de valores potencialmente nao nulos para o sinal y[n|, dadas as seguintes relagdes:

° NIL < NIH < NQL < NQH.
o Ni, <Ny, <Nj, <Ny,.
° NlL = NQL < NIH = NQH.
° NQL < NlL < N2H < NlH-
° NQL < NQH < NIL < N1H~

4. Dado o sinal y[n| = x1[n] * z3[n], onde z1[n| e x2[n] sdo seqiiéncias finitas, com limites

Ny, < Ny, e Ny, < Ny, , respectivamente, calcule:
e A quantidade de valores potencialmente nao nulos de y[n].
e Os limites N,, < N,,, de valores potencialmente nao nulos de y[n].

5. Ajuste os limites da equagao da soma de convolucao y[n] = x1[n] * x2[n], assumindo que
os sinais x1[n] e x3[n] possuem as seguintes caracteristicas:

(a) x1[n] e xo[n] sdo seqiiéncias bilaterais.

(b) z1[n] é uma seqiiéncia bilateral e z5[n] é uma seqiiéncia lateral direita, com limite
Ns.

(¢) z1]n] é uma sequéncia lateral esquerda, com limite Nj, e z3[n| é uma sequiéncia
bilateral.

(d) z1[n] e =xq[n] sdo seqiiéncias finitas, com limites N;, < Ny, e Ny, < Ny,
respectivamente.

6. Calcule a resposta ao impulso h[n] de um SLIT ndo recursivo y[n] = S5, by, - x[n — k] e
esboce o gréfico h[n] x n.
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10.

11.

12.

13.

Dado um sinal genérico x[n], calcule o efeito da sua convolu¢ao com os seguintes sinais:

(a) Aln] = én + |Npl].
(b) hln] = d[n].
(¢) hln] = d[n = [Np]].

. Dado o sistema “deslocador genérico” y[n| = x[n — Np], Np € Z, atenda aos seguintes

itens:

e Calcule a resposta ao impulso h[n] do sistema.

e Esboce o gréfico h[n] x n.

. Dado o sistema “média mével” y[n] = ———= S 2 a[n—k], My > My e My, M, € Z,

. . = (M27M1+1)
atenda aos seguintes itens:

e Calcule a resposta ao impulso h[n] do sistema.

e Escreva h[n] em fungdo do degrau unitario u[n).

e Esboce o gréfico h[n] x n.
Dado o sistema “acumulador” y[n] = >p__ z[k], —oo < n < oo, atenda aos seguintes
itens:

e Calcule a resposta ao impulso h[n] do sistema.

Escreva hln| em fungao do degrau unitario u[n].

Esboce o gréfico h[n] x n.

Reescreva a equagio de definigao do sistema supondo que z[n| é desconhecida para
n < 0 e que z[n] é conhecida para n > 0.

e Reescreva a equacao de definicdo do sistema na forma de uma equacao de diferenga
finita.
Dado o sistema “diferengas progressivas” y[n| = z[n + 1] — z[n], atenda aos seguintes
itens:

e Calcule a resposta ao impulso h[n] do sistema.

e Esboce o grafico h[n] x n.
Dado o sistema “diferencgas regressivas” y[n] = x[n] — z[n — 1], atenda aos seguintes itens:

e Calcule a resposta ao impulso h[n] do sistema.
e Esboce o gréfico h[n] x n.
Considere um sistema formado por uma associagdo cascata do subsistema “atrasador

unitario” y[n| = x[n—1] com o subsistema “diferengas progressivas” y[n] = x[n+ 1] —x[n].
Atenda aos seguintes itens:

e Calcule a equagao de diferenca do sistema, a partir das equagoes de diferenca dos
subsistemas.

e Calcule as respostas ao impulso hi[n] e hy[n| dos subsistemas.
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e Calcule a resposta ao impulso h[n] do sistema, a partir das respostas ao impulso dos
subsistemas.

e Esboce os gréficos hi[n] x n, ha[n] X n e h[n] x n.

e Calcule os operadores de transferéncia 77(D) e T»(D) dos subsistemas.

e Calcule o operador de transferéncia T'(D) do sistema, a partir dos operadores de
transferéncia dos subsistemas.

e Esboce as realizagoes na Forma Direta dos subsistemas.

e Esboce a realizagao na Forma Direta do subsistema.

e Relacione o sistema em questao com o sistema “diferencas regressivas”.

14. Prove, matematicamente, que o sistema “acumulador” e o sistema “diferencas regressivas”
sao sistemas inversos entre si.

15. Suponha o SLIT definido pela seguinte equacao de diferenca:
yln] = 57 (16x[n — 4] + 8x[n — 5] + 4x[n — 6] + 2z[n — 7] + x[n — §)).

Atenda aos seguintes itens:
(a) Esboce o grafico de h[n] x n relativo ao SLIT.
(b) Dada a entrada zg[n] = Gg[n—10], para —oco < n < 00, esboce o grafico de z¢[n] X n.
(c) Calcule a resposta do SLIT para zg[n].

16. Um aluno de Processamento Digital de Sinais garante que consegue implementar o Filtro
de Média Movel definido por y[n] = & >4__,x[n — k] com um SLIT causal. Se vocé
discorda dele, justifique matematicamente. Se vocé concorda com ele, apresente uma
estrutura causal que realize o sistema.

17. Um filtro de média mével causal é um sistema definido pela seguinte equagao de diferenca:
yln] =+ z,(jlg b xz[n — k]. Considere N = 4 e atenda aos seguintes itens:

(a) Calcule a resposta ao impulso do filtro A[n].
(b) Calcule a resposta a entrada do filtro ye,[n], para z[n| = uln — 5] — u[n — 12],
onde u[n] é o degrau unitario.

18. Suponha que um dado sistema S seja definido pelo seguinte operador de transferéncia:

T(D) = (i) (1+D ) (1—4D7Y) (14 45D71). Atenda aos seguintes itens:

(a) Calcule a resposta ao impulso h[n] de S.

(b) Calcule a resposta a entrada yen¢[n| de S, dada a entrada z[n] = u[n — 5] —u[n —12],
onde u[n] é o degrau unitario.
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Capitulo 8

Diagrama de blocos de complexidade
genérica

8.1 Introducao

Um diagrama de blocos é uma representacao grafica que indica o relacionamento entre os
blocos que o constituem.

Em um diagrama de blocos de complexidade genérica, os blocos constituintes apresentam
descrigoes genéricas, podendo possuir diferentes graus de complexidade, sem qualquer padrao
ou especificidade na sua definicao.

Um diagrama de blocos relativo a um sistema é uma representacao grafica que descreve o
sistema através da associagao de subsistemas.

8.2 Associacoes de subsistemas

Os blocos constituintes de um sistema podem ser associados em duas formas basicas, que
sao: feedforward e feedback. Na associacao em feedforward existem apenas fluxos no sentido
entrada — saida.Por sua vez, na associagao em feedback existe, pelo menos, um fluxo inverso, no
sentido saida — entrada.Um exemplo de associagao em feedforward é apresentado na Figura[8.1]
enquanto um exemplo de associacao em feedback é apresentado na Figura (8.2

Em funcao dos tipos de associagoes dos seus subsistemas, os sistemas recebem denominagoes
especificas. Um sistema formado por associagoes em feedforward é denominado de sistema em
malha aberta ou sistema sem realimentacao (ou retroalimentagao). Por sua vez, um sistema
formado por associagdes em feedback é denominado de sistema em malha fechada ou sistema
com realimentagao (ou retroalimentagao).

—> Sl Sg Sg q—\ 55 EEE——

Sa

Figura 8.1: Exemplo de associacao em feedforward.
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— 5 S S3 Sy —

Sy

Figura 8.2: Exemplo de associacao em feedback.

8.2.1 Associagoes em feedforward

Para uma associacao em feedforward, existem dois subtipos basicos de associacoes, que sao:
cascata e paralela. Dois exemplos de associacdo em feedforward cascata sao ilustrados nas
Figuras [8.3] e 8.4, Um exemplo de associagao feedforward paralela é ilustrado na Figura [8.5

x[n] v[n] y[n]
Em—— S S9 >

Figura 8.3: Exemplo de associacao em feedforward cascata: S; — 5.

x[n] wln] y[n]
. SQ S 1 =

Figura 8.4: Exemplo de associacao feedforward cascata: Sy — Sy.

S

—> SQ

v9[n]

Figura 8.5: Exemplo de associacao feedforward paralela: S; + Ss.
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8.2.2 Associagoes em feedback

Para uma associagao em feedback, existem dois subtipos basicos de associagoes, que sao:
realimentacao negativa e realimentacao positiva. Um loop padrao de controle é mostrado na
Figura[8.6] O diagrama representa uma estrutura com realimentagao negativa quando e = r— f.
Por outro lado, a estrutura ¢ montada com realimentacao positiva quando e = r + f.

r + (& a C

C P

Figura 8.6: Exemplo de associacdo em feedback: loop padrao de controle. Estrutura com
realimentacao negativa: e = r — f. Estrutura com realimentacao positiva: e =r + f.

Cabe ser destacado que os sinais e (sinal de erro), a (sinal atuador) e ¢ (sinal a ser contro-
lado), podem ser de tipos completamente diferentes. Por outro lado, os sinais e (sinal de erro),
r (sinal de referéncia) e f (sinal realimentado ou feedback signal), devem ser do mesmo tipo,
devido a sua relagao (e = r %+ f).

Utilizando-se o loop de realimentacao da Figura[8.6] podem-se destacar os seguintes topicos
basicos, e importantes, sobre realimentacao:

e Computabilidade: nos sistemas discretos/digitais, para que um loop de realimentacao
seja computavel, é necessario que exista algum elemento atrasador dentro da malha que
o compoe. Caso contrario, nao é possivel efetuar o calculo.

e Alteracao do tipo de realimentacao: A fim de que a realimentacao seja efetivamente do
tipo proposto pela estrutura (negativa ou positiva), os elementos que compdem a malha
do loop nao devem alterar o sinal da variavel f na operacao e =r F f.

e Condicao de estabilidade na realimentacao: para garantir um loop estavel, deve-se garantir
uma realimentacao efetivamente negativa.

e Uso da realimentagao para gerar estabilidade: dado um subsistema nao estavel, é teori-
camente possivel construir um loop estavel, empregando realimentacao negativa.

8.3 Associacoes de sistemas X resposta ao impulso

8.3.1 Associagdes cascata/paralela e resposta ao impulso

A ligagao de sistemas, sem o emprego de realimentacao entre eles, tem duas formas bésicas:
associacao cascata e associagao paralela. Isso ¢ ilustrado nas Figuras a 3.5

A associacao cascata é formada por uma seqiiéncia de blocos funcionais, conectados dois
a dois, com a saida de um bloco sendo aplicada na entrada do bloco seguinte. Na &area de
sistemas, ela também é chamada de associagao série, embora, na area de circuitos elétricos, a
associacao série represente uma outra forma de ligagao entre blocos. Na ligacao cascata de dois
blocos, tem-se
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112 Capitulo 8. Diagrama de blocos de complexidade genérica

yln] = yan] = holn]*v[n]
= ha[n] * (ha[n] * 2[n])
= (ho[n] * hi[n]) * z[n] = hoy *x[n] = hese[n] * z[n]
= (hi[n] x ha[n]) * z[n] = hisxx[n] = hease[n] * z[n]
= hy[n] x (ha[n] * z[n])
= hln]xwln] = yiln],

onde
hease|n] = ho[n] x hi[n] = hi[n] * haln] .

A associacao paralela é formada por um conjunto de blocos funcionais que recebem a mesma
entrada e por um bloco somador que adiciona as suas saidas. Na ligagao paralela de dois blocos,
tem-se

yln] = viln] + va[n]

onde

hpar[n] = hi[n] + haln] .

Conectando-se subsistemas por meio das associagdes cascata e paralela, podem-se propor
sistemas de complexidade genérica, formados por associagoes em feedforward. Da mesma forma,
a resposta ao impulso do sistema global pode ser calculada a partir da resposta ao impulso de
cada subsistema e das suas diversas conexoes cascata e/ou paralela.

8.3.2 Causalidade e resposta ao impulso

A transformacao de um sistema nao causal em um sistema causal, através da insercao de la-
téncia no sistema, também pode ser visualizada através da resposta ao impulso. Considerando-
se um sistema formado pela conexao em cascata de um subsistema nao causal, descrito por uma
equagao de diferenga que possua adiantamento maximo de | Np|, com um subsistema atrasador
de ordem |Np|, obtém-se

hin] = hne[n] * hn,[n] = hne[n] * 6n — |Np|| = hne[n — |Np|] = hen] .

8.3.3 Sistema inverso e resposta ao impulso

Um sistema inverso S;,, a um sistema original S é definido como aquele que recebe, como
entrada, a saida de S e gera, na sua saida, a entrada de S. Logo, na ligacdo cascata entre um
sistema e o seu inverso, tem-se que h[n] = hg[n| * hg,  [n] = d[n].

k3
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Capitulo 9

Equacao de diferenca

9.1 Definicao

Uma equacao de diferenca linear, com coeficientes constantes, na sua forma expandida,
é definida por
co -yl +c-yln =1+ +cy-yln— N]

dLNF-x’[n+NF]+~~-+dL2-x’[n+2]+dL1-x’[n+1]+

2'[n)+
dy-2'[n—1]+dy - x[n—2]+ -+ dy, - 2'[n — Np]
ou, na forma compacta, por
N Np
dhryln—kl= > d -2 [n—k, (9.1)
k=0 k=—Np

onde ¢ # 0, bem como N, Nrp e Np € N.
Explicitando-se, em (9.1]), a seqiiéncia y[n] e, em seguida, normalizando-se a equagao resul-
tante em relacdo ao coeficiente ¢, obtém-se

—Za;-y[n— + Z b, -2’ [n — k| , (9.2)

/
onde aj, = % e b, = = .
co
Realizando se uma troca de varidveis, onde a seqiiéncia atrasada z[n — Ng| é aplicada no

lugar da seqiiéncia 2'[n], tem-se que

Np Np+Np L
> by n— Z b, - x[n —k — Ng| = Z by Tl —m] =Y by - x[n—m],
k:—NF m=0
onde

z[n] = 2'[n + Np| ,

b _b;n Np

e

L:NP+NF7
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114 Capitulo 9. Equacao de diferenca

de tal forma que, fazendo-se a; = a}, a Equacgao (9.2) torna-se

y[n]:—Zak-y[n—k]+2bk-x[n—k], (9.3)

k=0

A ordem da equacao de diferenca descrita pela Equacao é definida como o valor de N.

A Equacao envolve apenas deslocamentos referentes a atrasos. Por vezes, ela é definida
utilizando-se apenas deslocamentos referentes a avangos. Por exemplo, fazendo-se n = m + M,
onde M = max{N, L}, ela pode ser equivalentemente reescrita como

ym+ M) ==> ap-ym+ (M —k)]+ > be-zm+ (M — k)] . (9.4)

k=1 k=0

9.2 Equacao de diferenca x sistema

Para modelar um sistema SLIT SISO por meio de uma equagao de diferenca, basta asso-
ciar as sequéncias z[n] e y[n] da equagao de diferenca com a entrada e a saida do sistema,
respectivamente.

Na Equacao , dentro da faixa 1 < k < N, os valores y[n — k| representam N valores
passados da saida. Por sua vez, dentro das faixas —Np < k < —1e 1 < k < Np, os valores
2'[n — k| representam, respectivamente, N valores futuros e Np valores passados da entrada.

De uma forma geral, para se calcular o valor da saida do sistema definido pela Equagao ((9.2))
em n = Ny, é necessario que se conhecam: N valores da saida anteriores a Ny, N valores da
entrada posteriores a Ny, o valor da entrada em Ny, bem como Np valores da entrada anteriores
a Ng.

Em um sistema causal, por defini¢ao, a saida nao pode depender de entradas futuras. Nesse
caso, deve-se ter Np = 0.

A modificacao da Equagao na Equacao (9.3)) representa a transformagao de um sistema
nao causal em um sistema equivalente causal, através da insercdo de Np atrasos na entrada
original do sistema z'[n], criando uma nova entrada x[n]. Com a insercdo dos atrasos, os
valores da nova entrada z[n] sdo armazenados e podem ser interpretados como valores futuros
da entrada original 2/[n]. Portanto, com o armazenamento extra, que representa a redefini¢ao
da variavel de entrada, o novo sistema passa a depender apenas do valor atual da entrada e de
seus valores passados, tornando-se um sistema causal.

Na Equacao , um valor de entrada x'[Np| tem influéncia direta no cdlculo do valor de
saida y[Np]. Com a inser¢do de Np atrasos na Equacao (9.3]), um valor de entrada [ Ny] precisa
de Np atrasos para se tornar o valor de entrada x'[Ny]. Portanto, um valor de entrada z[Ny|
passa a ter influéncia direta no calculo do valor de saida y[/Ny + Ng| do sistema com entrada
2'[No]. Tecnicamente, diz-se que o novo sistema, com entrada z[n], possui uma laténcia de
valor Np em relagao ao sistema original, com entrada z'[n].

Deve-se notar que, embora a realizacao de uma equagao nao causal por meio de uma equagao
causal insira uma laténcia na operagao do sistema, a taxa de fluxo ou a taxa de transferéncia
ou a vazao (throughput) das amostras nao é alterada. Assim, uma nova amostra é processada
a cada periodo do sinal de controle ou relégio ou clock.

A Figura[9.1]apresenta um diagrama de blocos que ilustra a realiza¢ao do sistema nao causal
y[n] = X37_ o 2'[n — k] usando o sistema causal y[n] = Yi_o x[n — k], onde 2'[n] = z[n — Ny] e
N; =2. O bloco denominado D~! representa um atraso unitario.
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9.3. Classificacao quanto ao calculo da saida do sistema
z'[n + 2] 2'[n+1] x'[n] 2'[n —1]
x[n] x[n — 1] x[n — 2] x[n — 3|
Dfl Dfl Dfl
bl_2 - bo bl—l = b1 b/O = b2 bll ==

Figura 9.1: Diagrama de blocos que ilustra a realizacdo do sistema nao causal
y[n] = 3. _o2'[n — k] usando o sistema causal y[n] = S} _, x[n — k], onde 2'[n] = z[n — Ny] e
Ny = 2. O bloco denominado D~! representa um atraso unitdrio.

No caso de sistemas nao causais, quando o calculo da saida é realizado sem o armazenamento
dos dados (processamento online), torna-se necessario a adicao de laténcia e o emprego da
Equacao . Por outro lado, quando o calculo da saida ja é naturalmente realizado com o
armazenamento da entrada (processamento com buffer ou offline), pode-se utilizar diretamente
a Equacao , por meio de uma indexac¢ao adequada da entrada armazenada. Por fim, quando
a entrada nao é armazenada, mas a saida sim, pode-se adotar um terceiro método para o calculo
da saida. Inicialmente, a Equacao é reescrita como

Np
ap-yln—k—Npgl+ > b, -2'[n—k— Ng],
k=—Npg

M=

yln — Np] = —

B
Il
—

que, com a substitui¢ao y'[n] = y[n — Ng|, pode ser redefinida como

Np+Np

N
Yoap-yln—k+ D by 2 n—k].
k=0

(9.5)

>~

Apés o cdleulo da saida y'[n], por meio da Equagao (9.5), que representa um sistema causal,
a saida y[n| pode ser obtida pela substituigao inversa y[n| = y/[n + Ng].

9.3 Classificacao quanto ao calculo da saida do sistema

Quando o célculo de um valor v[n] envolve valores passados v[n—1],v[n—2],--- ,v[n—|K]],
diz-se que esse calculo é recursivo. Baseado nessa definicao e nos valores dos coeficientes
(ar e bg) da equacdo de diferenca que definem um sistema, ele pode ser classificado como:
nao recursivo ou recursivo, dependendo de como é efetuado o calculo da sua saida y[n].

Os sistemas nao recursivos ou MA (Moving Average) sao definidos por

ar=0 , k=1,2---,NeN >0

I, #£0 , k=0,1,2,--- ,LeL>0

ou

y[n]:;bk~x[n—k].
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116 Capitulo 9. Equacao de diferenca

Por sua vez, os sistemas recursivos sao definidos da seguinte forma:

e AR (Auto Regressive)
Jar#0 , k=1,2,--- , NeN >0

bp#0eb,=0 , k=1,2,---,LelL>0
ou

y[n]:—;ak-y[n—k]%—bo-x[n].

o ARMA (Auto Regressive Moving Average)
Jap#0 , k=1,2,--- NeN >0

Jby £0 , k=0,1,2,---,Lel >0
ou

y[n]:—];ak-y[n—k]—l—;bk-x[n—k].

As denominacoes MA, AR e ARMA, sao empregadas por similaridade aquelas empregadas
em processos estocasticos.

9.4 Calculo da saida do sistema

9.4.1 Condicoes auxiliares

Para resolver a equacao de diferenca de ordem N, sao necessarias N condigoes auxilia-
res em n = Ny. Para o sistema associado a equacao de diferenca, tais condigoes auxiliares
correspondem ao estado do sistema em n = Nj.

Supondo-se que z[n] = 0, para n < Ny, o calculo de y[n], para n > Ny, pode ser efetuado
com N condigoes auxiliares em n = Ny, que passam a ser denominadas de condigoes iniciais
(CI).

Uma vez que o sistema é invariante ao tempo (ou ao deslocamento), é comum que se
considerem as condi¢oes iniciais em Ny = 0. Para a equacao de diferenca de ordem N, definida
em , as N condigoes iniciais em n = 0 sao equivalentes aos seguintes valores da saida:

yl=1 =y_1, -, y[-N] =y_n.

9.4.2 Subdivisao da saida do sistema

Supondo-se z[n] = 0, para n < 0, nao é dificil mostrar que o sistema SISO nao relaxado,
descrito pela Equagao (9.3)), é equivalente ao sistema MISO relaxado descrito por

y[n]:—Zak-y[n—k]%—Zbk-x[n—k]—ny_k[n] , (9.6)
onde

=k

7y [n] = (Z a; 5[n—('—k)]> Yt
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e os valores y_ = y[—k], para 1 < k < N, sao as condi¢oes iniciais do sistema.

Dessa forma, o estado inicial pode ser interpretado como um conjunto extra de entradas,
internamente adicionadas ao sistema, que coopera com a entrada externa para gerar a saida.

Portanto, uma vez que os sistemas abordados sao lineares, pode-se pensar em decompor
a saida y[n] em duas parcelas. Uma delas deve ser provocada apenas pela entrada z[n], que
¢é aplicada para n > 0, considerando-se as condic¢bes iniciais nulas ou, equivalentemente, o
sistema relaxado. A outra parcela deve ser provocada apenas pelo estado do sistema em n = 0,
considerando-se, em , a equacao homogénea ou, equivalentemente, a entrada nula. Nesse
sentido, a saida y[n] pode ser decomposta em

yln] = ye[n] + ynln] = yens[n] + yes[n] ,

onde
yr[n] - yent[n] - y[n”C’I:O

Yn [TL] = Yest [n] = y[””z[n}:o :

9.5 Equacao de diferenca x resposta ao impulso

Nos sistemas nao recursivos, associando-se uma seqiiéncia b[n] aos coeficientes b,,, obtém-se
yln] = Siog bewln — k] = i blk]a[n — k] = S22 blK]z[n — k] = b[n] * x[n] = x[n] * b[n].
Portanto, h[n] = b[n], que pode ser interpretada como uma seqiiéncia finita, se forem levados
em considerac¢ao apenas os seus valores nao nulos. O mesmo resultado pode ser obtido iterando-
se uma equacao de diferenga nao recursiva, com condi¢oes auxiliares nulas e com um impulso
unitario aplicado na entrada. Para os sistemas recursivos, o cdlculo de h[n] nao é tao elementar.

Devido ao comprimento da resposta ao impulso apresentada, os sistemas podem ser classi-
ficados em: FIR (Finite Impulse Response) e IR (Infinite Impulse Response).

Devido a sua estrutura, os sistemas nao recursivos apresentam resposta ao impulso finita.
Assim, o termo FIR pode ser usado para designar tais sistemas. Por outro lado, os sistemas
recursivos podem apresentar resposta ao impulso finita ou infinita. Porém, embora nao seja
correto para todos os casos, encontra-se comumente o uso da designacao IIR para tais sistemas.

TET / UFF



118 Capitulo 9. Equacao de diferenca

9.6 Exercicios propostos

1. Dado um SLIT composto por uma associacao paralela de dois SLITs (S1 e S2) definidos
por equagoes de diferenca, onde: agy = [ag] = [1], bg1 = [by b1 bs] = [0.4 0.3 0.1],
ags = [ag] = [1] e bga = [by by bs] = [0.6 0.4 0.2], atenda aos seguintes itens:

(a) Desenhe o diagrama de blocos genéricos do SLIT.

Desenhe o diagrama de sistema do SLIT.

Calcule a resposta ao impulso h[n| do subsistema S1.

)
)
(d) Calcule a resposta ao impulso hy[n| do subsistema S2.
) Calcule, algebricamente, a resposta ao impulso h[n| do SLIT.
)

Calcule, graficamente, a resposta do SLIT a entrada x[n], cujos valores nao nulos
sao dados por x[-5 —4 —3] =[321].

2. Dado um SLIT composto por uma associa¢ao cascata de dois SLITs (S1 e S2) definidos
por equagoes de diferenca, onde: agy = [ag] = [1], bg1 = [by b1 bs] = [0.5 0.3 0.1],
ags = [ag] = [1] e bgz = [by by by] = [0.6 0.4 0.2], atenda aos seguintes itens:

e Desenhe o diagrama de blocos genéricos do SLIT.

e Desenhe o diagrama de sistema do SLIT.

e Calcule a resposta ao impulso hj[n] do subsistema S1.

e Calcule a resposta ao impulso hg[n] do subsistema S2.

e Calcule, graficamente, a resposta ao impulso h[n| do sistema.

e Calcule, graficamente, a resposta do SLIT & entrada x[n], cujos valores nao nulos
sdo dados por z[2 3 4] = [3 2 1].
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Capitulo 10

Diagrama de sistema ou realizacao ou
estrutura

10.1 Definicoes

Um diagrama de sistema é uma forma grafica de se representar um sistema, associando-se
um icone funcional a cada operacao basica envolvida na definicao do sistema.

Por meio de um diagrama de sistema, podem ser representados: a arquitetura do hardware, a
organizacao do hardware, o algoritmo computacional que esta sendo calculado ou, simplesmente,
um modelo de operacao do sistema.

Uma vez que o diagrama de sistema é uma representacao genérica de um sistema, ele é
também denominado de realizacao ou estrutura. Isso evidencia a diferenca entre uma realizagao
(arquitetura) e uma implementacao (organiza¢do). A realizagdo é relacionada aos aspectos
arquitetonicos ideais (“o que é necessario”), enquanto a implementacao é ligada as limitagoes
organizacionais préticas (“o que é usado”).

Além de fornecerem uma melhor visualizagdo da estrutura proposta para o sistema, tais
diagramas permitem ainda que seus respectivos sistemas sejam analisados ou projetados através
de métodos graficos.

A estrutura de um sistema nao é tnica. Cada estrutura é associada a uma equacio especifica.
Por sua vez, uma determinada equacao pode ser adequadamente manipulada, gerando outras
formas equivalentes para a mesma equacgao original. Portanto, um mesmo sistema pode ser
modelado por diversos conjuntos diferentes de equacao-estrutura, todos equivalentes entre si.

Por definicao, estruturas candnicas sao aquelas compostas por um nimero minimo de atra-
sadores unitarios. Porém, o termo “candnica em relacao a” também ¢ usado para designar uma
estrutura com um niimero minimo de um elemento qualquer.
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120 Capitulo 10. Diagrama de sistema ou realizag¢ao ou estrutura

10.2 Operacgoes basicas em equacoes de diferenca

As operagoes mais basicas de um sistema definido por uma equacao de diferenca sao:

e Deslocamento unitario de sinais: w[n] = v[n — 1] = D~ '{v[n]} (atraso unitdrio) ou
w[n] = v[n + 1] = D{v[n]} (avango unitario).

e Multiplicagao de sinais por constantes (escalamento em amplitude): w[n] = K - v[n].
e Adigao de sinais: w[n| = vi[n] + van] + - - + v [n].

No caso de sistemas causais, os deslocamentos sao apenas atrasos. Portanto, para tais
sistemas, a operacdo bésica de deslocamento é o atraso unitario (unit Delay), associada ao
operador D7!{-}.

10.3 Representacoes graficas mais comuns

As representagoes graficas mais comumente usadas em um diagrama de sistema sao:
diagrama de blocos bésicos (DBB) e diagrama ou grafo de fluxo de sinais (Signal Flow Graph
- SFG).

A descricao por diagrama de blocos basicos associa um bloco funcional a cada operador
bésico, conectando-os por meio de linhas, que representam os sinais. Devido a sua construcao,
o diagrama de blocos também é denominado de diagrama esquematico do sistema.

Matematicamente, um grafo é um conjunto de nds e segmentos de retas. Por sua vez, um
SFG é um grafo com segmentos orientados e ponderados. Cada nd representa um sinal e os
pesos representam os operadores. A descricao de um sistema por meio de um SFG possibilita
que a Teoria dos Grafos seja utilizada para anélise e/ou projeto do sistema. Por exemplo, o
calculo da relacao entre dois pontos quaisquer de um sistema, pode ser realizado através da sua
modelagem por um SFG e da aplicagdo da Regra de Mason.

Dado o sistema definido por

y[n] + ary[n — 1] = boz[n] + bix[n — 1],
ou, explicitando a saida, por
yln| = —ary[n — 1] + boz[n] + biz[n — 1] ,

a Figura ilustra um exemplo de estrutura para tal sistema, representada por um diagrama
de blocos bésicos (DBB) e por um grafo de fluxo de sinais (SFG).

x[n] by y[n] x[n] 1 b, 1 1 y[n]
>—®® N >
o' ! N 1 D
by ! b, -3
>—mH—< > <
(a) (b)

Figura 10.1: Exemplo de estrutura para um sistema: (a) diagrama de blocos béasicos (DBB) e
(b) grafo de fluxo de sinais (SFG).

Normalmente, as duas representacoes nao sao utilizadas simultaneamente na descricao de
um sistema. A Tabela [10.T] apresenta uma correspondéncia entre os elementos constituintes de
um diagrama de blocos e aqueles do seu respectivo SFG.
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’ Diagrama de blocos ‘ SFG ‘
Variavel de entrada N6 fonte (source)
Variavel de saida | N6 sorvedouro (sink)
Variavel interna N6 interno
N6 de distribuicao N6 de distribuicao
Somador N6 de soma
Multiplicador Peso de ramo
Atrasador Peso de ramo
Sentido de sinal Sentido de ramo

Tabela 10.1: Diagrama de blocos x SFG: correspondéncia entre os elementos constituintes.

10.4 Transposicao

Dada uma estrutura que represente um SLIT SISO, pode-se obter a sua estrutura transposta
equivalente. Para isso, pode-se utilizar a propriedade de transposi¢ao dos grafos. Cabe ressaltar
que uma estrutura e a sua transposta apresentam a mesma relacao funcional entre a saida e a
entrada do sistema. A diferenca esta no equacionamento da relacao funcional.

Os passos para a transposicao do SFG de um SLIT SISO sao:

e Trocar os nos de saida e de entrada entre si.

e Reverter os sentidos de todos os ramos, mantendo seus respectivos pesos.

e Com isso, os nds de expansao serao transformados em nos de soma e vice-versa.
Os passos para a transposicao do diagrama de blocos de um SLIT SISO séao:

e Opcao 1: DPBB — SFG — SFG transposto — DBB transposto.

e Opcao 2:

— Trocar os sinais de saida e de entrada entre si.

— Reverter os sentidos de todos os sinais, e, conseqiientemente,
de todos os multiplicadores e de todos os atrasadores.

— Trocar cada né de distribuicao por um somador e vice-versa.

Um exemplo de SFG transpostos pode ser encontrado na Figura [10.2], onde podem ser vistos
o SFG da Figura [L0.1}(b) e o seu transposto.

yln] 1 by 1 1 x[n]  x[n] 1 by 1 1 y[n]
< < > >
|:)1 1 Dl Dl 1 Dl
b, -8, b, -a,
< > > <
(a) (b)

Figura 10.2: Exemplo de SFG transpostos.
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10.5 Diagrama de sistema x equacao de diferenca

10.5.1 Atrasador unitario e sua condicao inicial

Uma vez que a realizagdo ¢ um instrumento de modelagem de sistemas, a condicao inicial
w[0] = v[—1] ndo representa um problema para o elemento atrasador unitario, definido acima
como w[n] = v[n — 1]. Embora ele ndo apresente um suporte explicito a inser¢ao da condicao
inicial no diagrama de sistema, ela pode ser agregada implicitamente, ao se considerar que a
saida do atrasador assume o valor da condigao inicial quando n = 0, o que significa w[0] = v[—1].
Por outro lado, para associar explicitamente uma condi¢ao inicial a tal atrasador, pode-se
considera-lo inicialmente relaxado, de tal forma que w[0] = 0, e adicionar um somador de dois
operandos em cascata com a sua saida. Nesse somador, um operando é a saida do atrasador,
enquanto o segundo operando deve valer v[—1] d[n].

10.5.2 Equacao de diferencga e suas condigoes iniciais

Dependendo do modelo de atrasador unitario utilizado, as condigoes iniciais de uma equagao
de diferenca podem ser implicita ou explicitamente agregadas ao seu diagrama de sistema. Caso
o atrasador seja usado isoladamente, as condigoes iniciais devem ser assumidas implicitamente
nos valores dos nos que representam as saidas dos atrasadores, quando n = 0. De outra forma,
pode-se assumir um sistema inicialmente relaxado e explicitamente incorporar os somadores
com as condigoes iniciais.

10.5.3 SISO nao relaxado x MISO relaxado

Com a representacao de um sistema nao relaxado por meio do acréscimo explicito das
condicoes iniciais a um diagrama de sistema relaxado, a prova da Equacao é simplificada.
Isso é mostrado a seguir, considerando-se z[n| = 0, para n < 0.

Para N =1, o sistema passa a ser definido por

yln] = ]; b z[n — k] +
(—a1) yln — 1] +
(—a1) y[=1] 8[n] .

Para N = 2, tem-se que
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Para N = 3, obtém-se

(—a1) y[n —1]

(—a1) y[=1] 0[n] + (—a2) y[—1] d[n — 1] + (—as) y[-1] o[n — 2] +
(—az) y[=2] d[n] + (—as) y[-2] d[n — 1] +

(—az2) y[=3] d[n] .

No caso geral, chega-se a

y[n] :—];ak y[n—k]—i-];bk x[n — kl —];a:yfk[n] ,

onde
Ty [n] = (E a; oln — (j — k)]) Yk

e os valores y_ = y[—k], para 1 < k < N, s@o as condi¢oes iniciais do sistema.

Dessa forma, como foi dito anteriormente, as condi¢bes iniciais passam a representar en-
tradas adicionais e um sistema SISO nao relaxado pode ser visto como um sistema MISO
relaxado.

10.5.4 Estruturas basicas

Duas estruturas basicas sao largamente utilizadas:
e Linha de retardo com derivagoes (tapped delay line).
e Combinador linear (linear combiner).

Uma linha de retardo com derivagoes é uma estrutura SIMO, composta de um arranjo
cascata de atrasadores unitarios, com entrada z[n] e saidas definidas por vg[n| = z[n — k|, onde
0<k<KekeN.

Um combinador linear é uma estrutura MISO, composta de multiplicadores e somadores,
com entradas vi[n] e saida definida por y[n] = S5 ¢ - vi[n], onde k € N.

A associagdo cascata de uma linha de retardo com derivagoes e um combinador linear da
origem a denominada estrutura transversal, que é uma estrutura SISO, com entrada z[n]| e
saida definida por y[n] = S5 cx - ve[n] = S5 cx - [n — k]. Portanto, a estrutura transversal
representa um SLIT nao recursivo. A estrutura transversal também é denominada de estrutura
de memdria finita.
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10.5.5 Equacionamento das estruturas nao recursivas
Equacoes gerais

Conforme definido anteriormente, uma equacao de diferenca nao recursiva é dada por

y[n] = z_: b - x[n — k] . (10.1)

Para destacar a contribui¢do dos valores internos e externos ao sistema, a Equagao ((10.1)
pode ser reescrita como

yln] = ;bk-x[n—k]
_ (ébk-x[n—k]>+50'$[”]
_ (ébk-vk[no + by - z[n]

Yint[n] + Yeat[n] (10.2)
onde . .
Yine[n] = kX_: by - xn — k] = kz_: by, - vy [n] (10.3)

representa a contribuicao dos valores vgx[n] = z[n — k|, armazenados nos atrasadores do sistema,
e

yext[n] = bO : IE[TL] (104)

representa a contribuicdo dos valores da entrada z[n|, para a geragao da saida y[n].

Forma Direta

De um modo geral, um diagrama de sistema elaborado em uma Forma Direta, como o
préprio nome ja diz, representa o diagrama obtido diretamente a partir de um determinado
equacionamento. No caso de uma equagao de diferenca sem recursividade, a Forma Direta tem
sua origem na Equacao . Além disso, pode-se também obter a Forma Direta Transposta,
aplicando-se a operagao de transposi¢ao sobre o diagrama de blocos bésicos e/ou sobre o grafo
de fluxo de sinais da Forma Direta.
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As Figuras e[10.4 apresentam o diagrama de blocos bésicos para um sistema de segunda
ordem na Forma Direta e na Forma Direta Transposta, respectivamente.

Y

bl ‘@

Y
=p
N

Figura 10.3: Realizacao na Forma Direta, usando blocos, para a seguinte equacao de diferenca:
yln] = S5h_o be x[n — k.

=8
=2
4
o
=)
=
e

bl —>®

Y

Y

by

Figura 10.4: Realizacao na Forma Direta Transposta, usando blocos, para a seguinte equacao
de diferenca: y[n] = S7_, bx x[n — K.
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As Figuras e apresentam o grafo de fluxo de sinais para um sistema de segunda
ordem na Forma Direta e na Forma Direta Transposta, respectivamente.

Figura 10.5: Realizacao na Forma Direta, usando grafo, para a seguinte equacao de diferenca:
y[n] = Si_o by, z[n — k.

Figura 10.6: Realizagdo na Forma Direta Transposta, usando grafo, para a seguinte equacao
de diferenca: y[n] = S7_, bx x[n — K.
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Estrutura paralela do tipo polifasica

As estruturas com decomposicao polifdsica, ou simplesmente estruturas polifasicas, repre-
sentam um caso particular de sistemas compostos por subsistemas conectados de forma paralela.
Elas sao comumente utilizadas em sistemas cujos subsistemas trabalham com diferentes taxas
de amostragem, denominados de sistemas multitaxa (multirate systems).

A titulo de exemplo, dado o sistema nao recursivo definido pela equacao de diferenca,

sl = 3 bealn—

= by z[n]+ by x[n — 1]+ by x[n — 2]+ bs z[n — 3] + by x[n — 4] +
bs z[n — 5] + bg x[n — 6] + by x[n — 7] + bg x[n — 8] , (10.5)

podem-se aplicar algumas decomposicoes polifasicas sobre ele.

Considerando-se M=2 ramos em paralelo, uma primeira estrutura polifasica pode ser obtida

reescrevendo-se ([10.5)) como

onde

y[n] = by xz[n] + by x[n — 2] + by x[n — 4] + bg x[n — 6] + bg x[n — 8] +
by x[n — 1] + b3 x[n — 3] 4+ bs z[n — 5] + by x[n — 7]+ 0 x[n — 9]

= by vg[n] + by vo[n — 2] + by vo[n — 4] + bg vo[n — 6] + bs vo[n — 8] +
by vi[n] + b3 vi[n — 2] 4 bs vi[n — 4] + by vi[n — 6] + 0 vi[n — §]

(M-1)

= yo[n] +wn] = mZ:O Ym[n] | (10.6)
voln] = z[n]
nin) = zfn — 1],
yo[n] = bo voln] + by voln — 2] + by vo[n — 4] + bg vo[n — 6] + bs vo[n — 8] , (10.7)
yi[n] = by va[n] + bs vi[n — 2] + bs vi[n — 4] + by vin — 6] + 0 vi[n — 8] | (10.8)
int(L/M)

Ymln] = D Dnianry Vmln — Ml
1=0

e a fungao int(«) representa a parte inteira de a.

De e , observa-se que os subsistemas Sy e S7, por elas respectivamente definidos,
operam com metade da taxa de amostragem (Fs) do sistema global S, definido em ((10.5)).
Portanto, pode-se dizer que Fys,, = Fs/M.
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Considerando-se M=3 ramos em paralelo, uma segunda estrutura polifasica pode ser obtida

reescrevendo-se ((10.5)) como

y[n] = by xz[n] + by x[n — 3] + bg x[n — 6] +
by x[n — 1]+ by z[n — 4] + by x[n — 7] +
by x[n — 2| + bs x[n — 5] + bs x[n — §]

= by vo[n] + bz vo[n — 3] + bg vo[n — 6] +
by vi[n] + by vi[n — 3] 4+ by v1[n — 6] +
b2 Ug[n] + b5 Ug[n — 3] + bs ’UQ[TL - 6]

(M-1)
= yoln] +u[n] +y2[n] = E_:O Ym[n] (10.9)

onde

vo[n] = x[n] ,
vi[n] = x[n—1],

ve[n] = x[n — 2],

Yo[n] = by vo[n] + bs vo[n — 3] + bs vo[n — 6], (10.10)

y1[n] = by vi[n] + by vi[n — 3] + by vi[n — 6] , (10.11)

ya[n] = by va[n] + bs va[n — 3] 4 bg vao[n — 6] (10.12)
int(L/M)

Ym[n] = Z bty Um[n — M|
1=0

e a funcao int(«) representa a parte inteira de «.

De ((10.10) a (10.12)), observa-se que os subsistemas Sy a Sq, por elas respectivamente defini-
dos, operam com um tergo da taxa de amostragem (Fys) do sistema global S, definido em ({10.5]).
Portanto, pode-se dizer que Fs, = Fs/M.

No caso geral de uma estrutura polifasica com M ramos em paralelo, tem-se que

(M-1)
y[n] = 2_:0 Ym[n] | (10.13)
int(L/M)

Ym[n] = Z Dt aat) Vmln — MI] (10.14)

Um[n] = x[n —m] (10.15)

e a fungao int(«) representa a parte inteira de . Além disso, pode-se dizer que Fs, = Fs/M.
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10.5.6 Equacionamento das estruturas recursivas
Equacgoes gerais

A equacao de diferenga genérica

ynl ==> ap-yln— k| +> by z[n— k| (10.16)
k=1 k=0
pode ser reescrita como
y[n| = —;ak-y[n—k]+v[n] (10.17)
v[n| :’;bk-x[n—k] , (10.18)

onde v[n] é uma variavel interna do sistema. Tal decomposicao, que é uma conexao cascata de
dois subsistemas, é representada na Figura O sistema S implementa a parte nao recursiva
do célculo, enquanto o sistema S, implementa a parte recursiva do calculo.

x[n| v[n] y[n]
. S 1 SQ >

Figura 10.7: Exemplo de decomposicao em feedforward cascata: S; — Ss.

Uma outra decomposicao pode ser facilmente obtida, simplesmente trocando-se a ordem
dos subsistemas S e S;, como é mostrado na Figura [10.8

x[n| w(n] y[n]
. SQ S 1 >

Figura 10.8: Exemplo de decomposicao em feedforward cascata: Sy — Si.

Nesse caso, as relagoes x[n] — v[n] e v[n] — y[n] devem ser respectivamente trocadas pelas
relagoes w[n| — y[n| e x[n] — w(n|, de tal forma que

y[n] = Z b - w[n — k] (10.19)
w[n] = —;ak-w[n—k] + z[n] , (10.20)

onde w[n] é uma varidvel interna do sistema.
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Forma Direta I e Forma Direta II

De um modo geral, um diagrama de sistema elaborado em uma Forma Direta, como o
préprio nome ja diz, representa o diagrama obtido diretamente a partir de um determinado
equacionamento. No caso particular de uma equacao de diferenca com recursividade, duas
formas diretas sao definidas. Ambas consideram que o sistema total é formado por dois subsis-
temas, conectados em um arranjo cascata, sendo um deles recursivo e o outro nao recursivo.

A Forma Direta I, com origem nas Equagoes (10.17)) e (10.18)), possui o seguinte arranjo:
entrada — sistema nao recursivo — sinal interno — sistema recursivo — saida.

A Forma Direta II, com origem nas Equacoes (10.19)) e (10.20)), possui o seguinte arranjo:
entrada — sistema recursivo — sinal interno — sistema nao recursivo — saida.

Além disso, podem-se também obter as Formas Diretas I e II Transpostas, aplicando-se a
operagao de transposicao sobre os diagramas de blocos bésicos e/ou sobre os grafos de fluxo de
sinais correspondentes.

As Figuras [10.9 a apresentam o diagrama de blocos bésicos para um sistema de se-
gunda ordem na Forma Direta I, na Forma Direta I Transposta, na Forma Direta II (estruturas
bésica e otimizada) e na Forma Direta II Transposta (estruturas bésica e otimizada), respecti-
vamente.

(z[n]) bo @ @ 1/aq y[n]
D! D!
b — @ @1z
D! D!
bg —Qg

Figura 10.9: Realizacao na Forma Direta I, usando blocos, para a seguinte equacao de diferenca:
2 oar yn — k| = X3 b x[n — K.
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Y

O—{1/a bo|—(O——(uln)
T

= e

Figura 10.10: Realizacao na Forma Direta I Transposta, usando blocos, para a seguinte equacao
de diferenca: Y2_, ay y[n — k] = S3_o be z[n — k.

A
Y
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x[n] —>®—> 1/ag

D—l

A

O—a

A

Y
S
S

—O— ()

D—l

Y

by —><+>

A

Y

by

Figura 10.11: Realizacdo na Forma Direta II, usando blocos, para a seguinte equacgao de dife-
renca: Yo ar y[n — k] = Xi_o br x[n — k]. Estrutura basica.

1/ao N
-
©—=al- Jo—®
=
=1 5

Figura 10.12: Realizacdo na Forma Direta II, usando blocos, para a seguinte equagao de dife-
renga: Yo ar y[n — k] = Si_o bx x[n — k]. Estrutura otimizada.
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Y
s
=)

—>® ®—> 1/aqg >(y[n]
I I

Y

Y

A

b2 —Qg

Figura 10.13: Realizagdo na Forma Direta II Transposta, usando blocos, para a seguinte equacao
de diferenca: 2_, ay y[n — k] = S3_, bx 2[n — k]. Estrutura bésica.

z[n| F——| bo —>®—> 1/aqg >(yln]

| by —>£|-><— —Qg |<—

Figura 10.14: Realizagao na Forma Direta II Transposta, usando blocos, para a seguinte equacao
de diferenca: Y3_, ax y[n — k] = X7y bx [n — k]. Estrutura otimizada, com somadores de trés
entradas.

——> bo >®—> 1/ag >(y[n]

]
D—l
—>| by — ®<— —ay |<
I
D—l
| by — < —ay |<

Figura 10.15: Realizacdo na Forma Direta II Transposta, usando blocos, para a seguinte equacao
de diferenca: Y7_,ax y[n — k] = Yi_, by, x[n — k]. Estrutura otimizada, com somadores de
duas entradas.
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As Figuras [10.16] a [10.22] apresentam o grafo de fluxo de sinais para um sistema de segunda
ordem na Forma Direta I, na Forma Direta I Transposta, na Forma Direta II (estruturas basica
e otimizada) e na Forma Direta II Transposta (estruturas basica e otimizada), respectivamente.

xn] 1 xn] b win] 1 wn 1 1/ag yn] 1 yn]
® > @ > @ > ® > L4 > 4 > ®
DY Al 14 D!
by —a
o—> 0 @ —<—9
DY Al 14 YD1
b2 —a2
o—> 0 @oU——<—0

Figura 10.16: Realizacdo na Forma Direta I, usando grafo, para a seguinte equacao de diferenca:
Sir_oar yln— k| =0_o by x[n — k).

x[n] 1 l/agvir[n] 1 wvir] 1 vir] by vyl 1yl
® > ® > @ > ® > L4 > 4 > ®
D1} 11 1Y AD !

—a1 by
@ —<—0 o —> 0
D71} 11 1Y AD!

—Q2 bQ
@o———<—0 o\—> =0

Figura 10.17: Realizagdo na Forma Direta I Transposta, usando grafo, para a seguinte equagao
de diferenca: Yr_g ay yln — k] = X3 o b z[n — k.
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x[n] 1/ag valn] 1 wem] 1 w2fn] by ymn] 1 ynl
*—— *—> > *—— *— *—> °
14 YD ! DY Al
—an bl
@Qo—<—90 o———0
14 YD ! DY Al
—as b2
@o—<—0 o—> 0

Figura 10.18: Realizacao na Forma Direta II, usando grafo, para a seguinte equacgao de dife-
renca: Soa_gar yn — k] = Yr_, be x[n — k]. Estrutura bésica.

x[n] 1 1/ag v2[n] by 1 v
@ > L 4 > @ > @ > @
14 YD ! Al
—ay by
[ < @ > L J
14 D! Al
—as b2
[ < L 4 > L J

Figura 10.19: Realizacao na Forma Direta II, usando grafo, para a seguinte equacgao de dife-
renca: Sa_gar yn — k] = S2_, bp z[n — k]. BEstrutura otimizada.

*~—> > *r—> *—> ® > °
17 AD™! D714 11
by —ay
o—9 @ o—<—9
17 AD! D714 11
by —Q2
o— =0 @o——<—9

Figura 10.20: Realizacao na Forma Direta II Transposta, usando grafo, para a seguinte equacao
de diferenca: Y2_, ax y[n — k] = Si_, b x[n — k]. Estrutura bésica.

TET / UFF



136 Capitulo 10. Diagrama de sistema ou realizag¢ao ou estrutura

® ® >
Y — Y
1 A D 1 1
by —a
® > ! < ®
Y — Y
1 A D71 1
by —ag
® > ® < ®

Figura 10.21: Realizacao na Forma Direta II Transposta, usando grafo, para a seguinte equagao
de diferenca: S°7_,ap y[n — k] = X2_, b, x[n — k]. Estrutura otimizada, com somadores de trés
entradas.

xm] 1 x[n] b vor[]1/aop y[n] 1 yn]
¢ > * > > ¢ >
D—l
1Y Y1
b1
® > L ]
1Y Y1
by
[ > L]

Figura 10.22: Realizacao na Forma Direta II Transposta, usando grafo, para a seguinte equagao
de diferenca: Y2_ay y[n — k] = S3_obx x[n — k]. Estrutura otimizada, com somadores de
duas entradas.
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10.5.7 Exemplos com estruturas de ordem 1 e de ordem 2

Abaixo, sao apresentados exemplos simples, visando estabelecer uma conexao entre algumas
equagoes e algumas de suas possiveis realizagoes.

e Estrutura nao recursiva (N = 0)

— Caso geral: y[n] = Sr_, by - z[n — k).

Exemplo 0 (L = 0): y[n| = byz[n].

Exemplo 1 (L = 1): y[n] = boz[n] + bix[n — 1].

Exemplo 2 (L = 2): y[n| = boz[n] + bixz[n — 1] + bax[n — 2].
e Estrutura recursiva (caso L = 0)

— Caso geral: y[n] = — SV ap - y[n — k] + by - x[n].
— Exemplo 1 (N = 1): y[n] = (—a1)y[n — 1] + box[n].

~ Exemplo 2 (N = 2): yfn] = (—an)yln — 1] + (—as)yln — 2] + bozn].
e Estrutura recursiva (caso L = N)

— Caso geral: y[n| = — SN ap - yln — k] + S0 o b - z[n — k.
— Exemplo 1 (N =1): y[n] = (—a1)y[n — 1] + box[n] + byz[n — 1].

« Forma direta I: y[n] = (—a1)y[n — 1] +v[n] e v[n] = boz[n| + byz[n — 1].
« Forma direta II: y[n] = byw[n| + byw[n — 1] e w[n] = (—ay)w[n — 1] + z[n].

— Exemplo 2 (N = 2):
y[n] = (—ay)y[n — 1] + (—az)y[n — 2] + box[n] + byx[n — 1] + bex[n — 2].

* Forma direta I: y[n] = (—a1)y[n — 1] + (—az)y[n — 2] + v[n] e
v[n] = box[n] + bix[n — 1] + bex[n — 2].

x Forma direta II: y[n| = byw[n] + bywn — 1] + bow([n — 2] e
wln] = (—ap)wln — 1] + (—ag)w[n — 2] + x[n].

10.5.8 Variacoes da Forma Direta de estruturas nao recursivas

A seguir, sao apresentadas algumas variagoes da Forma Direta (e da Forma Direta Trans-
posta) de estruturas nao recursivas. No primeiro conjunto de variagbes, sdo consideradas a
Forma Direta e a Forma Direta Transposta, com varias linhas de retardo e com uma tnica
linha de retardo, utilizando-se somadores com qualquer nimero de entradas. No segundo con-
junto, sao utilizados apenas somadores de duas entradas. No tltimo conjunto de variagoes, ¢é
utilizada uma notacao matricial.
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Forma Direta e Forma Direta Transposta

Utilizando-se o operador D~*{-}, a Equacio (10.2)) pode assumir as formas dadas por

yln] = Zbk “{aln]}
= (b1 D {z[n]} + ba- D2 {z[n]} + b3 - D3 {z[n]}+ -+ b, - D {x[n]}) + bo - x[n]
= (by - vi[n] + by - vo[n] + b3 - v3[n] + -+ + b - vr[n]) + by - z[n] (10.21)

k

wln] = fn — k] = D {afn)} = D {D{--- D {an]} - }}  1<k<L, (1022

que representa a estrutura denominada de Forma Direta, com varias linhas de retardo em
paralelo,

L

yln] = ; b - D™* {x[n]}

= (b D' {alnl} +bo- DH{D " {an]}} + b5 - D {DH{D 7 {a[n]} }} +

b D D D D afnl} W) + bl
= (by-vi[n] + bg - va[n] + b3 - v3[n] + -+ + by - vp[n]) + by - x[n] (10.23)

{ vo[n] = z[n]
, (10.24)

vn] = v an—1] =D o [n]} , 1<k<L

que representa a Forma Direta, com uma tnica linha de retardo,

yln] = kX_jD"“{bk-x[n]}
= (D7 {by - a[n)} + D2 {by - x[n]} + D7 {bs - x[n]} + -+ + DF {by - x[n]}) + by - [

= (Dwin]} + D™ H{waln]} + D {ws[nl} + - + D™ [0} ) + 0o - xfn]  (10.25)

vg[n] = by -x[n — 1) = b, - D H{ax[n]} = Dby -z[n]} , 1<k <L, (10.26)

que representa a estrutura denominada de Forma Direta Transposta, com varias linhas de
retardo em paralelo, e

yln] = ]; D™ {by. - w[n]}

= (D7 {br- 2]+ D7 {b2 - 2[n] + D7 {bs - 2ln] + - + D7 {by - ]} }}}) + bo - 2(n]
= wvi[n] + by - x[n] , (10.27)

{ vin] = vpa[n — 1] + b - z[n — 1] = D v [n] + b -2[n]} , 1<k<L
. (10.28)

vr+1[n] =0

que representa a Forma Direta Transposta, com uma tnica linha de retardo.
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Emprego de somadores de duas entradas na Forma Direta

Supondo-se que sejam utilizados somadores de duas entradas, com saida wg[n|, 0 < k < L,
as Equagoes ((10.21]) — (10.28)) assumem, respectivamente, as formas

y[n] = wo[n] = wi[n] + by - x[n] , (10.29)

wgn] = wpi[n] + bk -vgln] , 1<k<L
{ (10.30)
wr41[n] =0

vs[n] = xfn = k] = D {an]} = D{D ' {--- D {aln]} - }}, 1<k <L,  (10.31)

que representa a Forma Direta, com varias linhas de retardo em paralelo,

y[n] = wo[n] = wi[n] + by - x[n] , (10.32)
{ wi[n] = wpi1[n] +op - veln] , 1<k <L
(10.33)
wr1[n] =0
vo[n] = x[n]
: (10.34)
v[n] = vean =1 =D o 4[n]} , 1<k<L
que representa a Forma Direta, com uma tnica linha de retardo,
y[n| = wo[n] = wy[n] + by - z[n] , (10.35)
win] = wypa[n] +opln — (k= 1)] = wen[n] + D" Duyfn]} , 1<k<L
(10.36)
wr41[n] =0
vp[n] = by -x[n — 1] = b - D H{x[n]} = Dby -z[n]} , 1<k <L, (10.37)

que representa a Forma Direta Transposta, com varias linhas de retardo em paralelo, e
y[n] = wo[n] = vi[n] + by - xz[n| , (10.38)

wgn] = vea[n] + b - xn] , 1<k<L (10.39)

{ vp[n] = wpln — 1] = D" Huwy[n]} , 1<k<L
, (10.40)

vpy1n] =0

que representa a Forma Direta Transposta, com uma tunica linha de retardo.
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Emprego de notagcao matricial na Forma Direta

Utilizando-se notagao matricial, para L = 4, as Equagoes (10.21]) — (10.28) assumem, res-

pectivamente, as formas

vi[n]
ol = [0y b by b ]| 20|

vy[n]

v1[n] D‘il

o | = | D |

v4[n] D=3

v1[n + 1] D°

V2 [n + ].] . D!

vsln+1] | | D72 de

vg[n + 1] D=3

vi[n]
il = [ b0 b by b ]| 2| )
vy[n]
v1[n] 0000 vi[n — 1] 1
va[n] 1 000 vo[n — 1] 0
vsfn] | 0 1 0 0 vg[n — 1] 1o 2ln - 1]
vy[n] 0010 vg[n — 1] 0
vi[n + 1] 0000 v1[n] 1
vnn+1 | |1 000 va[n] n 0 2]
vsln+1] | |0 1 0 0 vs[n] 0
vg[n + 1] 0010 vy[n] 0

que representa a Forma Direta, com uma tnica linha de retardo,

(10.41)

(10.42)

(10.43)

(10.44)

(10.45)

(10.46)
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vi[n]
_ 0 -1 -2 -3 va[n]
yln)=| D° D' D2 D3| ofn] | ol ln] (10.47)
v4[n]
e
v1[n] by
UQ[TL] . b2 .
vln] | = | by z[n — 1] (10.48)
v4[n] by
ou
vi[n + 1] by
(%) [n -+ 1] o b2
valn 1] | = | by x[n] (10.49)
V4 [’I’L + 1] b4
que representa a Forma Direta Transposta, com varias linhas de retardo em paralelo, e
v1[n]
— va[n]
yll=[1 00 0] o] | [bo) z[n] (10.50)
v4[n]
e
v1[n] 0100 vi[n — 1] by
valn] | |0 0 1 0 va[n — 1] by _
vl | =10 00 1| wsin—1 || b | Y (10.51)
’U4[TL] 00 00O U4[TL — ]_} b4
ou
V1 [TL + 1] 01 00 V1 [TL] bl
(%) [n + 1] . 0010 (%) [n] bg
vg[n + 1] 0000 v4[n] by

que representa a Forma Direta Transposta, com uma tunica linha de retardo.
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10.5.9 Casos particulares de interesse

e Estrutura nao recursiva com coeficientes simétricos

— BEstrutura nao recursiva: y[n] = S5 by - z[n — k.
— Posicao do eixo de simetria: Ng = é
— Quantidade de coeficientes (L + 1)
x Para L par: quantidade impar de coeficientes, com eixo de simetria localizado
na posicao do coeficiente central.
x Para L impar: quantidade par de coeficientes, com eixo de simetria localizado
entre os dois coeficientes centrais.
— Tipo de simetria dos cooeficientes
x Simetria par: b, = by_p.
x Simetria impar: by = —br_y.
* Denominacao comum
- Simetria par: simetria.
- Simetria impar: antissimetria.
— Quatro casos possiveis

* Numero de coeficientes (L + 1): par ou impar.

* Tipo de simetria: par ou impar.
— Importancia

x A implementagdo de uma estrutura com simetria requer, praticamente, metade
do niimero de multiplicadores apresentado por uma estrutura sem simetria, para
um mesmo comprimento L.

x A funcao de transferéncia de um sistema que é modelado por uma estrutura com
coeficientes simétricos apresenta argumento (dngulo de fase) linear.

— Exemplos
* L par e simetria par:
y[n] = box[n] + biz[n — 1] + bex[n — 2] + byz[n — 3] + boz[n — 4].
* L par e simetria impar:
yln] = box[n] + brxn — 1]+ 0z[n — 2] + (=b1)z[n — 3] + (=bo)z[n — 4].
* L impar e simetria par:
y[n| = bozx[n] + bix[n — 1] + bix[n — 2| + box[n — 3].
* L impar e simetria impar:
y[n] = box[n] + biz[n — 1] + (=by)x[n — 2] + (—bo)z[n — 3].

e Associagao cascata de estrutura nao recursiva (comb filter) com estrutura recursiva do
tipo all-pole (resonator): a estrutura final é do tipo FIR e recebe a denominagao de
frequency-sampling structure.

e Associacao cascata de estruturas nao recursivas do tipo lattice.
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10.6 Exercicios propostos

1. Dado um sistema SISO descrito por y[n] = — S0, ax - y[n — k] + S5, be - 2[n — k], onde
N > 0, L > 0, com condigdes iniciais y[—1] = y_1, y[-2] = y_2, -+, y[-N| = y_n
e x[n] = f[n] - u[n], atenda aos seguintes itens:

e Desenhe sua estrutura na Forma Direta I, para N =1, N =2 e N = 3, considerando
que os atrasadores possam ser inicializados com suas respectivas condigoes iniciais.

e Adapte cada estrutura do item anterior, considerando que o conteiido de um atra-
sador possa ser apenas anulado e aplicando a condic¢ao inicial como entrada extra.

e Redesenhe cada estrutura do item anterior, interpretando-as como sistemas MISO
relaxados, y[—1] = y[-2] = -+ = y[-N] = 0, com cada entrada possuindo o seu
préprio subsistema de elementos basicos de sistema.

e A partir das estruturas do item anterior, mostre que o sistema SISO nao relaxado
¢ equivalente a um sistema MISO relaxado, descrito pela equacao de diferenca
modificada y[n] = — 330 a - y[n — k] + Xiobr - x[n — k] + 352,z [n], onde
2y 0] =y Ti(=ay) - 6ln — (j — k).

2. Seja o SLIT definido por y[n] = (ﬁ) Si2_ g, rln — k], para Ky, Ky > 0, onde

r[n] e y[n] sdo, respectivamente, a sua entrada e a sua saida. Proponha uma realizacao
nao recursiva, na Forma Direta, para K; = 2 e Ky = 3, que utilize deslocadores apenas
do tipo atrasador.

3. Um aluno de Processamento Digital de Sinais garante que, para uma dada equacao de
diferenca, linear, com coeficientes constantes, nao recursiva, com condigoes iniciais nulas,
é possivel apresentar seis estruturas, as quais sdo pictoricamente diferentes entre si:

A afirmativa é correta?
Justifique, usando, como exemplo, um sistema com trés atrasadores.

4. Dado um SLIT formado por uma associacao cascata de duas se¢cdes nao recursivas de 2%
ordem, atenda aos seguintes itens:

e Apresente a equagdo de diferenga de cada secdo: yi1[n] = fi(x1[n — k], a1g, bix) e
yg[n] = f2($2[n - k?], a2, b2k>‘
e Apresente a equagao de diferenga do sistema: y[n| = f(z[n — kl, ag, by,).

e Desenhe a realizacao de cada secao, em blocos béasicos e em grafos de fluxo de sinais
(SFG), considerando as seguintes formas:

— Forma direta 1.

— Forma direta I transposta.
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e Desenhe a realizagao do sistema formado por uma tnica se¢ao, em blocos basicos e
em grafos de fluxo de sinais (SFG), considerando as seguintes formas:

— Forma direta I.
— Forma direta I transposta.

e Calcule a resposta ao impulso de cada se¢do, hi[n| e hy[n], a partir de suas equagoes
de diferenca.

e Calcule a resposta ao impulso do sistema, h[n|, a partir de sua equagao de diferenca.
e Calcule a resposta ao impulso do sistema, h[n], utilizando um processo de convolugao,

graficamente, passo a passo.

Dado um sistema linear e invariante ao deslocamento (SLIT), relaxado e descrito pela
equacgio de diferenca SN ap y[n — k] = Saobe 7[n — k], com ag # 0 e N = 3, para
r[n] = f[n] - u[n], atenda aos seguintes itens:

(a) Desenhe a estrutura que descreve o SLIT em questdo, na Forma Direta I, sem
alterar os coeficientes originais e associando um multiplicador para cada coeficiente
da equacao original.

(b) Supondo a existéncia das condigoes iniciais y[—1] = y_1, y[—2] = y_2 e y[—3] = y_3,
onde y_; € R, modifique a estrutura proposta para incorpora-las na representagao.

Assumindo o significado original para o termo “forma canoénica” de uma estrutura, um
aluno de Processamento Digital de Sinais garante que: i) toda estrutura associada a
uma equagao de diferenca recursiva é nao canonica e ii) toda estrutura associada a uma
equacao de diferenca nao recursiva é canonica. As afirmativas sdo corretas? Justifique.

Um aluno de Processamento Digital de Sinais garante que:

(a) As realiza¢oes de um SLIT do tipo FIR sao sempre canonicas.
(b) As realizagoes de um SLIT do tipo recursivo, na Forma Direta I, sdo sempre néo
canonicas.

Em cada um dos itens acima, vocé concorda com ele? Justifique !!!

Dado um SLIT definido por uma equacao de diferenca, com N =L =3 e ag # 1, dese-
nhe as seguintes realizagoes, utilizando blocos bésicos e grafos de fluxo de sinais (SFG),
de tal forma que cada multiplicador seja associado a apenas um dos coeficientes da equa-
¢ao de diferencga:

e Forma direta I.

e Forma direta I transposta.

e Forma direta II.

e Forma direta II transposta.
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Capitulo 11

Operador de transferéncia

11.1 Introducao

A definicao de um operador e o uso de uma notac¢ao operacional podem ser ferramentas tteis
para se trabalhar com sistemas. Dessa forma, um operador de deslocamento é definido abaixo.
Em seguida, o seu emprego sobre uma equacao de diferenca conduz a definicdo do operador de
transferéncia associado ao sistema por ela descrito. Finalmente, baseado nas propriedades da
notacao operacional, sdo apresentadas diferentes decomposi¢oes do operador de transferéncia,
que sao diferentes formas de se representa-lo por operadores mais simples e, portanto, diferentes
formas de se decompor ou representar o sistema original por meio de sistemas mais simples.

11.2 Operador de deslocamento

Um atraso unitario pode ser representado por um operador linear e invariante ao desloca-
mento D~1{-}, definido como

c-oln—1]=c-D u[n]} = (c~D’1) v[n] . (11.1)

Por sua vez, um avanco unitario pode ser representado por um operador linear e invariante
ao deslocamento D™{-} = D{-}, definido como

c-vln+ 1] =c-D{v[n]} = (c- D)v[n] . (11.2)
Portanto, uma auséncia de deslocamento pode ser definida como
c-vln] =c-D*{v[n]} = (c- D°)v[n] . (11.3)

Por fim, pode-se representar um deslocamento genérico por um operador linear e invariante
ao deslocamento D*{-}, k € Z, sendo ele formado por uma composi¢do de deslocamentos
unitarios e definido como

c-v[n+k]=c-D"{v[n]} = (C-Dk> v[n] . (11.4)

Empregando-se ([11.4)), podem-se definir as seguintes notagoes equivalentes:

k_zz cr-vn+k = k_z; ¢ - D" {v[n]} = (é{ Ck'Dk> v[n]
= kZ; D" {cy, - v[n]} = (kz; Dk) c - v[n] . (11.5)
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11.3 Operador de transferéncia

Dado o operador de deslocamento D*{-}, definido em (11.4)), a equacdo de diferenca
N L
ylnl = => ay-yln — k] + > by - x[n — k|
k=1 k=0

pode ser reescrita como

yln] = — (kgjl akD_k> yln] + (5:0 ka—k> z[n]

ou ainda como
(stano)
Vi = (S rarps) I = T(O) ol (11.6)

onde
~ (SkotiD™F)  Np(D)
 (ZNoaD*)  Dr(D)

T(D) (11.7)

¢ definido como o operador de transferéncia 7'(D) do SLIT com entrada z[n] e saida y[n].

11.4 Visao polinomial do operador de transferéncia

Independentemente do seu significado, a Equacao , que define o operador de transfe-
réncia, pode ser interpretada como uma funcio polinomial racional, da variavel D, com coefi-
cientes reais e constantes by e ay.

Por meio de uma visdao polinomial, é possivel interpretar e manipular o operador de trans-

feréncia T'(D) = gﬂg; da mesma forma abstrata que se interpreta e manipula qualquer outra
Np(z)

funcéo polinomial racional P(z) = 5~ @

A interpretacao polinomial possibilita que o operador de transferéncia seja empregado como
uma valiosa ferramenta de trabalho.

11.5 Operador de transferéncia e condicoes iniciais

O operador de transferéncia T'(D) foi definido a partir da aplicacao do operador de desloca-
mento D*{-} sobre uma equagao de diferenca que nio incorporava as condigoes iniciais. Com o
acréscimo das condigoes iniciais na equacao de diferenca, conforme ilustrado na Equacao ,
a aplicacao do operador de deslocamento D*{-} gera um equacionamento mais abrangente. Isso
é abordado a seguir, considerando-se x[n] = 0, para n < 0.
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Para N = L = 1, a equagao é dada por

yln] + a1 yln — 1]
+
aj y[—l] 5[”]

bo z[n] + by x[n—1]

o que leva a
ool = ERD s+ s () ol ).
Para N = L = 2, tem-se que
y[n] + a1 yin — 1] + as y[n — 2]
+
ar y[—1] 6[n] + ag y[~1] d[n — 1]
+
az y[—2] o[n]

bo x[n] + by x[n — 1]+ by x[n —2]

o que conduz a

n] = (bo+ b1 D™t + by D)
y N (1 + CLlD_l -+ G,QD_Q)

x[n] +

) {(a1 + a2 D7) y[-1] + (a2) y[-21} d[n] .

(1 + CL1D_1 + CLQD_Q)
Para N = L = 3, obtém-se
yln] + a1 yn — 1] + as y[n — 2] + a3 yln — 3]
+
a1 y[—1] d[n] + az y[-1] 0[n — 1] + a3 y[-1] d[n — 2]
+
az y[—2] 0[n] + as y[—2] d[n — 1]
+
as y[—3] 5[”]

bo z[n] + by x[n — 1] + by x[n — 2] + b3 z[n — 3] :

o que conduz a
[n] _ (bo + le_l -+ b2D_2 + bgD_?))
J (1+a; D' +ay D2+ azD~3)
(=1)
(1 + alD_l + (IQD_Q + CL3D_3)

x[n] +

{(a1 40 D7 +a3 D) y[-1]+ (az+as D7) y[~2] + (a5) y[-3]} d[n].
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No caso geral, chega-se a

y[n] + ;; ap yln — k| = ]; b x[n — k] + (—1) l;xyik[n] ,

onde N
i (Foe o) .

e os valores y_ = y|—k], para 1 < k < N, sdo as condigbes iniciais do sistema, o que resulta
em

(34 b D7)
(1 + Z]k\/:1 Qg Dik

(=1 {% (i% D—(j—m) y[_k]} 3[n) . (11.8)

(1 + 0 ay, D_k) k=1 \y—k

yin] afn] +
)

Definindo-se o operador de transferéncia

Nz (D) (Zhigbe D)

T(D) = Dy (D) - (1 + N a D—k) ;
onde N
Nr(D) = (Z b D—k>

Dr(D) = (1 + iak D“’) :

bem como os operadores auxiliares

N
Ny7k<D> = (Z a; D_(j_k)) )
=k

a Equagao (11.8) pode ser reescrita como

o) = T0) ol + 5~ {3, D) yl-a1} o (119

Dessa forma, como foi dito anteriormente, as condi¢Oes iniciais passam a representar entra-
das adicionais e um sistema SISO nao relaxado pode ser visto como um sistema MISO relaxado,
definido pelos operadores da Equacao ([11.9)).

11.6 Operador de transferéncia definido por operadores
de avanco

Nas Equagoes (11.6) e (11.7), T(D) foi definido em fungao de operadores de atraso. Porém,

o operador de transferéncia de um SLIT também pode definido em funcao de operadores de
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avanco. Definindo-se a ordem do sistema como M = max{N, L} e empregando-se a propriedade
de invaridncia ao deslocamento, a Equagao (11.6)) pode ser reescrita como

yln+ M| =T(D) x[n + M]

ou

ou ainda como

onde

N—-L
= (DVF) Sa—
iy (Zhooth D)
= (DN L) (Z%_O a;LDm) (11.10)
bt =br_m € af =an_m . (11.11)

Deve-se notar que ¢ possivel obter (11.10) ao se aplicar o operador de deslocamento em
(9.4), de tal forma que

Zak~y[m—i—(M—k)]:Zbk'x[er(M—k)]

k=0 k=0
ou
N L
<Z akDM_k) ylm] = (Z kaM_k> x[m)]
k=0 k=0
ou ainda

é:o kaM_k
ylm) = gN akDMk% ofm] = T4(D) ol
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onde

Zk OkaM k) - (ZﬁzokaMfLDLfk)
>V oakDM k) N (Zé\f:o&kDMfNDka)
pM- L> Zk OkaL_k>
D= Zk o arDN= k)

/N TN —~

(11.12)

11.7 Exemplos simples com arranjos cascata e paralelo

Abaixo, sao apresentados exemplos simples, que estabelecem uma relacao entre blocos de
ordem 2 e arranjos de blocos de ordens inferiores, nas formas cascata e paralelo.

11.7.1 Arranjo cascata

Para N=L=2e Ny =Ny =L, = Ly, =1, tem-se que

o) + (b)) D" + (b)) D2
)+ (al) D14 (aQ) D2

IS

)

= |S
o
o S

- () 2

(&
B0+ ()07 ~ ) D (e)oe ()
_ (1—21D o) (1—z2D*1) B (D-=z)] (D-2)
) lKl (a9 (B =) = S t5=a) % 5]
_ ) (1) + [—(21+ 22)] D7t + (21 - 29) D72
(K K)o + po)] DT+ (1) D
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11.7.2 Arranjo paralelo

Para N =L =2e Ny = Ny = L; = Ly = 1, com polos reais e diferentes, tem-se que

bo) + (b1) D™+ (by) D2
)+ (a1) D71 + (ap) D2

_ (bt)) W)+ ()0 <bo> D+ () D+ ()

(1)+ (2) D'+ (2) D )

(A=aD?) e (=D >] _ [ D=2

(1 =p D7) (1 =p2D71)

Ki(1=2:DY)(1—pD™H+ Ky (1 —2,D7Y (1 —p DY)

(1=piD7') (1 —p2D7Y)
(Ki+ Ky) +{—[K1- (214 p2) + Ko - (o +p)]} D'+ (K1 - 21 - po+ Ko - 20 - p1) D2
(1) + [=(p1 +p2)] D71 + (p1 - p2) D2 '

Para N =2, L =1, Ny =Ny =1¢e Ly = Ly, =0, com pdlos reais e diferentes, tem-se que

(Sheo bD )
(Zizo akD_k)
(bo) + (b)) D~
(ao) + (a1) D~' + (az) D2
_ ) W+ (fm) (D) [P+ ()]
o) e @@ ) (o (3
K, K ] B [Kl(D) +K2(D)]
(L=piD71)  (1—=p2D7Y) (D—=p1)  (D—p2)
Ki(1—p D7)+ Ky (1 —p1 D7)
(1=pmD™ 1) (1 —pD71)
(K1 + Ky) + [ (Ky - po+ Ky - p1)| D7
(D) + [=(p1 +p2)] D7+ (p1-p2) D72

Para N=L =2, Ny=Ly=0, Ny =Ny =1e L; = Ly =0, com pdlos reais e diferentes,
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tem-se que

)

() 0@ )0 () ()

) W+ (@) D+ (2) 0 ) D+ (2
K, K 1 B [ K, (D) KQ(D)]

(I=piD71) (1 —p2D7) )

Ko(1=pD ") (1—p D)+ Ky (1 —poD7 ") + Ky (1 —py D7)

(1=pmD™ 1) (1 —pD71)
(Ko + K1 + Ky) + {—[(Ko + K3) p1 + (Ko + K1) - pa]} D71 + (Ko - py - p2) D72
(1) + [=(p1 + p2)] D7t + (p1 - p2) D72 '
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11.8 Decomposicoes do operador de transferéncia

Interpretando-se o operador de transferéncia como uma funcao polinomial racional, tal que

T(D) = g’ig;, algumas decomposigoes sao apresentadas a seguir.

11.8.1 Decomposicao direta (ou cascata de atrasadores unitarios)

Partindo-se de um operador de transferéncia composto apenas por operadores de atraso, tal
como

yln]  (Skeo D)

T(D) = = , (11.13)
o] (S aD )
pode-se definir uma seqiiéncia auxiliar v[n| e reescrevé-lo como
ZL: b D*k
T(D) = il _ ( =0 ) ol (11.14)

o]~ (S gD ) ol

[gualando-se os numeradores e os denominadores de (11.14)), obtém-se

yln] = (é ka"“> v[n] (11.15)

xn| = (Z_: akD_k> v[n] . (11.16)
Isolando-se v[n] em ([11.15)) e (11.16)), tem-se que
y[n] = by v[n] + <kz: kak> v[n] (11.17)

oln] = (1) [x[n] + <§ (—ap) Dk) v[n]] | (11.18)

o k=1

Substituindo-se (11.18)) em (11.17)), chega-se a

yln] = <b0> 2] + (zNj (b0> (—a) D—k> ofn] + (é ka—k> o[n]

_ (EE) z[n] + (g <:: ZZ ak) D"“) vln] . (11.19)

Empregando-se as Equagoes (11.13]) a (11.19)), podem ser propostas algumas formas dife-
rentes de decomposicao direta do operador de transferéncia, as quais se utilizam de um arranjo
cascata de atrasadores unitarios como elemento central.

Inicialmente, a Equacdo pode ser reescrita como

bl = () (S a0t ot + (300 sl

k=1

_ (kN (‘CL‘;"?) D‘k> yln] + (é (Z’;) D"“) z[n] | (11.20)
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a qual representa uma decomposicao direta que envolve dois arranjos independentes de atrasa-
dores unitarios em cascata, um para a entrada e outro para a saida.

Por sua vez, reunindo-se as Equacoes (11.15) e (11.18]), obtém-se uma outra decomposicao
direta, que se utiliza de um tnico arranjo cascata de atrasadores unitarios, aplicado sobre a
varidvel interna v[n].

Uma terceira decomposigao direta pode ser alcancada com as Equagoes (11.18]) e (11.19)),
que também se utiliza de um tnico arranjo cascata de atrasadores unitarios, aplicado sobre a
variavel interna v[n].

11.8.2 Decomposigao cascata (de operadores mais simples)

A equacao de diferenca, baseada em atrasos,

;ak-y[n—k]:;bk-x[n—k],

bem como a sua notacao equivalente, baseada em avancos,

S ag-ylm+ (M —k)]=> b -am+ (M —k)],

k=0 k=0

dao origem, respectivamente, aos operadores de transferéncia

Np(D)  (SkobeD7)

T(D) = Dr(D) " (S yuD ) (11.21)
T N—L 251:0 b;:Dm
T(D) = gTEg; = (D) g v G%Dm% : (11.22)

onde M = max{N,L}, b} =by_, e al =ay_m.

As Equagoes (11.21)) e (11.22) podem ser fatoradas de acordo com as raizes z; do seu
polinémio numerador Nr(D) e as raizes p; do seu polinémio denominador Dy (D). No caso
onde todas as raizes sao finitas, obtém-se

o (A =z2D (A=D1 =D
LD) =Ko (7=, Dy (1w )~ I, (1= pD ) (1.2
T(D) _ (DN—L> Ke (D - Zl) T (D - ZL) _ (DN—L) Ke - Hé:l (D - Zk) (11'24>

HkN:I (D — pr) ’

_ b b
OndeKC—j—%.

Os valores de zj e p sdo pontos singulares ou singularidades de T(D). As raizes z; do
polindmio numerador fazem com que T'(D)|p—., = 0, sendo denominadas de zeros de T'(D) ou
zeros de transferéncia (ou de transmissao) do sistema a ele associado. As raizes py do polindémio
denominador fazem com que T'(D)|p—,, — 00, sendo denominadas de pélos de T'(D) ou pdlos
de transferéncia (ou de transmissao) do sistema a ele associado. Em toda fungdo polinomial
racional, o nimero de zeros é sempre igual ao nimero de pélos, considerando-se as singularidades
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finitas e as infinitas. O pardmetro K¢, independentemente do seu valor numérico, ¢ denominado
de ganho da fatora¢ao ou ganho de transferéncia (ou de transmissao) do sistema.

Os fatores K¢, (D — z,), (D —pe)™", (1= 2DV e (1 — ppD~1) ", bem como as possiveis
combinagoes destes, podem ser pensados como operadores mais simples que T'(D). Por sua
vez, as multiplicagoes presentes em ((11.23) e (11.24) podem ser pensadas como um arranjo em
cascata de tais operadores. De acordo com as escolhas que se facam para formar as combinacgoes
dos operadores mais simples, pode-se chegar a diferentes organizagoes para tal arranjo cascata.
Analogamente, pode-se pensar em decompor o sistema originalmente associado a T'(D) em um
arranjo cascata de sistemas mais simples.

11.8.3 Decomposicao paralela (de operadores mais simples)
FracGes impropria e prépria

No tocante a relacao entre as ordens L e N, dos polinomios numerador e denominador da
funcao polinomial racional T'(D), existem duas possibilidades para sua classificagdo. No caso
de L > N, a fungao é dita uma fragdo imprépria. Por outro lado, se L < N, ela é dita uma
fracdo propria.

Se a fungao racional for uma fracdo impropria, é possivel separd-la, por meio de uma divisao
polinomial, na soma de um polinémio (de ordem M,, = L — N) com uma fragao prépria, tal
que Trr(D) = Tpu(D) + Trp(D).

Um exemplo, usando a substituicao x = D71, é

bo + le_l + bQD_2 . b() + bliL' + 6212
ap + alDil + &2D72 N ap + ar1x + &2272

(()2> ) (bo — o) + (by — 122 ) 2

as ag + a1x + a2x2

) =

<52> L (bo —aoiz) + (b —2) D! . (11.25)

a9 CLO+(11D 1—|—6L2D 2

Um exemplo, usando o operador de avanco D¥, é

bo + leil -+ bQDiQ o b0D2 +b:D + bs
ag + alD—l + (121)_2 n CL()D2 + CL1D + as

(b0> . (br = a122) D + (by — apl2)

Qo a0D2 + (llD + a9

IR T

ao ap + alD“ + G2D72

T(D) =

Fracgoes parciais

Dado um operador de transferéncia T'(D), representado por uma fragao prépria, fatorado
conforme as Equagao (11.23]) e (11.24), o mesmo também pode ser fatorado em um somatorio
de fragoes, envolvendo os pdlos de T'(D), denominadas de fragoes parciais. Tal fatoracao é
denominada de expansao ou decomposicao em fragoes parciais.

No caso de polos simples, o somatério é dado por

K; K;D!
:;Fi(p):;m:;m. (11.27)
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No caso de pdlos multiplos, com multiplicidade p;, o somatério é dado por

T(D) = ZFMD

Ki Kip o
ijl D —p;)’ ;(D—pz’) (D —p)° (D —p)™
b KD KyD! Ky, D"
= = e (1128
L,y =T -pp A—ppry - 1B

De modo geral, considerando-se pélos simples e miltiplos, o operador de transferéncia T'(D)
pode assumir a forma da expansao em fragoes parciais dada por

=2 Fi(D)+ > F, (D). (11.29)

Os diversos tipos de fragoes parciais podem ser pensados como operadores mais simples
que T'(D). Por sua vez, todas as adigoes presentes em ([11.29) podem ser pensadas como um
arranjo em paralelo de tais operadores. Analogamente, pode-se pensar em decompor o sistema
originalmente associado a T'(D) em um arranjo paralelo de sistemas mais simples.

11.9 Biquad

As equacoes de diferenca de ordem 1 e de ordem 2 sdo bem caracterizadas matematicamente.
Por exemplo, existem formulagoes simples que relacionam os coeficientes dessas equagoes com
parametros temporais e parametros freqiienciais associados a elas. Também existem formula-
¢Oes simples que relacionam parametros temporais com parametros freqiienciais entre si. Assim
sendo, para os processos de andlise e de sintese, pode ser interessante decompor um sistema de
ordem qualquer em arranjos de subsistemas de ordem 1 e de ordem 2.

Uma funcao polinomial racional do tipo

T(x) = z° + by + by _(m—z)-(z—2) (11.30)
22+ar+a; (xr—p)(x—p2)’ '

onde by = ag = 1, é denominada de forma biquadratica. Por isso, denomina-se de biquad um
bloco funcional que possui um operador de transferéncia 7'(D) descrito por

(boD* + b1 D + by) Ky (D —z)- (D — ) _ K. (1—2D7Y) - (1 — 2D

(apD? 4+ a1 D + ay) (D —p1)- (D —po) (1—piD"Y) - (1 —p DY)’
(11.31)

(D) =

by b
onde K = i = o

Devido as caracteristicas citadas acima, a organizagao de sistemas por meio de arranjos de
blocos funcionais do tipo biquad é muito comum.
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11.10 Decomposicoes usando biquads

11.10.1 Decomposicao em arranjo cascata de biquads

Considerando-se L = N, a decomposicdo em um arranjo cascata de estruturas de ordem 2
b
(biquads), com o auxilio de uma estrutura de ordem 1, quando necessario, é dada por

X (boz-i-buD*l-H?le*z)
2
Keq - Hl:1 (I+ay D~ T+ayuD-2) N par
T(D) = , (11.32)
K (boo+b1oD71) &L (boz-l-buD*l-i-bzzD*{‘))
C1° | "(1awD-T) L= (1+ay D~ 14ay D~2)

, N impar

N
N (Dom) (D)
Koo T2 (i) (D=pay IV PaI

T(D) = (11.33)
Koy | 2220 12 (D—»(D—m]

(D—p1o) 1li=1 (D=p ) (D=pa)| N impar

ou

% (17211D_1)-<17Z21D_1)
KCZ : Hl:l (1—p11D_1)'(1—p21D_1) ) N par
T(D) = . (11.34)
1—z10D~ 1 N1 (1—z,D~1)-(1—py D1
Ko [0 2 Gy

(1—210D1) A—eD D (ipmp Ty | @ 1V impar

11.10.2 Decomposicao em arranjo paralelo de biquads

Considerando-se L = N, a decomposicao em um arranjo paralelo de estruturas de ordem 2
)
(biquads), com o auxilio de uma estrutura de ordem 1, quando necessario, é dada por

5 (bf)z+b,11D71+b,21D72)

KPl . lel (1+ay; D~ +ay D—?) 5 N par
T(D) = : (11.35)
- b/ +b/ D71 N-1 b/ +b/ D—1+b/ D72 )
KPl . % - 21221 ((101@;1174115132))} ’ N mpar
3 (D-si)(0-x)
Kp2 S ooy - N Par
T(D) = (11.36)
(D=24) | 25" (D=24,)(P-2) ,
Kp2 | 15p10) T 20=1 (opuyopmy | > IV impar

ou

& (1-2),D~1)(1—z5, D71
Kpa - 2% ((1*p11llD_1>)((17p221lD—1)) , N par
(D) = ( ) ( ’ | . (11.37)
1—2/ D1 N-1 (1_ D=1)(1—2' D1 )
Kp2 | tipiep=1 T 2050 opunyi—pup-1y |+ AV impar
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11.11 Operador de transferéncia x diagrama de sistema

A decomposigao direta (ou cascata de atrasadores unitérios) de um operador de transferén-
cia pode ser relacionada com as realizacoes nas Formas Diretas I e II, para sistemas recursivos e
com a realizagdo na Forma Direta, para sistemas nao recursivos. Pode-se observar que a Equa-
cao representa a Forma Direta I. Verifica-se também que as Equagoes ((11.15) e (11.18])
representam a Forma Direta II. Fazendo-se a;, = 0, para k # 0, nas citadas equagoes, obtém-se
0 equacionamento que representa a Forma Direta de um sistema nao recursivo.

A Forma Direta II, assim como a decomposicao do operador de transferéncia que gera o
seu equacionamento, é também denominada de Forma de Kalman 1. Por sua vez, a Forma
Direta II Transposta é também denominada de Forma de Kalman 2.

11.12 Conjunto ZPK e o DPZ de T(D)

Conforme definido nas Equagoes (11.23)) e (11.24), um operador de transferéncia genérico
T (D) pode ser descrito por meio do conjunto formado pelos seus zeros, seus pdlos e seu ganho
(conjunto ZPK). Portanto, o conjunto ZPK também é capaz de representar um SLIT.

A partir do conjunto ZPK de um T'(D), pode-se propor mais uma representacado para um
SLIT descrito por uma equacao de diferenca, que é um grafico elaborado em um plano complexo
da varidavel D. Em relacdo as coordenadas cartesianas Re{D} e Im{D}, as posi¢oes dos pdlos
sao representadas com o simbolo “X”, enquanto as posi¢oes dos zeros sao representadas com
o simbolo “O”. No caso de uma singularidade multipla, o valor m da multiplicidade deve ser
anexado proximo ao simbolo correspondente. Para completar a descricao, o valor da constante
K¢ deve ser escrito em um lugar qualquer do grafico. Tal representagao grafica é denominada
de DPZ (Diagrama de Pdlos e Zeros) de T(D).

11.13 Reconfiguracao de zeros e pélos: feedback loop
A seguir, é discutida a possibilidade de se alterar externamente a configuracao de zeros e

polos de um sistema. A fim de ilustrar o conceito, sdo apresentados alguns exemplos basicos.

11.13.1 Aspectos teodricos

As posi¢oes dos seus zeros 2, e dos seus pélos z,, juntamente com o valor do seu ganho K,
definem um operador de transferéncia do tipo

— _ (1—2DH(1—2D Y- (1—2z,D7Y)
Ts(D) = Ds(D) K (1= D)1 —pD 1) (1 —pxD-1) -

Por sua vez, o operador de transferéncia Ts(D) define um sistema SLIT SISO.

Mesmo nos casos onde um dado sistema nao pode ser diretamente modificado, é possivel
que se modifique externamente a sua configuracao de zeros e pdlos, com alteracao do ganho,
por meio da sua associagao com outros sistemas.

A fim de se alterar externamente as caracteristicas de um dado sistema, uma associagao
de sistemas tipicamente empregada é o lago de realimentagao (feedback loop). Na Figura m,
é apresentada uma estrutura basica, formada por trés sistemas, comumente denominados de
Planta (P), Controlador (C) e Feedback (F), os quais sdo descritos a seguir.
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a[n] c[n]

Figura 11.1: Exemplo de associacdo em feedback: loop padrao de controle. Estrutura com
realimentagdo negativa (e = r — f).

A Planta é o sistema que nao pode ser diretamente alterado. A sua entrada é o sinal de
atuacao a[n], a sua saida é o sinal controlado c[n] e, usando o operador de transferéncia, ele é
definido por

c[n] =Tp(D) aln] .

O Controlador é o sistema que atua sobre a Planta, a fim de modificar o seu comportamento.
A sua entrada ¢ o sinal de erro e[n], a sua saida ¢ o sinal de atuagao a[n| e, usando o operador
de transferéncia, ele é definido por

aln] = Te(D) e[n] .

Com o objetivo de implantar um controle estavel, é aplicada uma realimentacao negativa
(negative feedback). O Feedback é o sistema que atua no fluxo da realimentagao. A sua entrada
é o sinal controlado c¢[n|, a sua saida é o sinal realimentado f[n] e, usando o operador de
transferéncia, ele é definido por

f[n] = Te(D) c[n] .

A entrada geral da estrutura realimentada, que é o sinal de referéncia r[n], juntamente com
o sinal realimentado f[n], finalizam o lago da realimentagiao negativa, formando o sinal de erro
e[n], que é aplicado no Controlador e definido por

Portanto, o sistema inicialmente formado apenas pela Planta P é transformado em um
sistema realimentado S, que, usando o operador de transferéncia, é definido por
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160 Capitulo 11. Operador de transferéncia

Empregando-se as relacoes definidas acima, tem-se que

c[n] Tp(D) a[n]

= Tp(D) Tc(D) e[n]

= Tp(D) Te(D) (rln] = fln])

— Tp(D) To(D) rln] — Tp(D) To(D) fln]

= Tp(D) Te(D) r[n] — Tp(D) Te(D) Tr(D) c[n]

o que conduz a
1+ Tp(D) Tc(D) Tr(D)] ¢[n] = Tp(D) Te(D) r[n]
_ Tp(D) Te(D)
=\ o) oy |

= T(D) r[n],

de onde conclui-se que o operador de transferéncia do sistema realimentado S é calculado por

Tp(D) T (D)

T(D) = 11.38
(D) 1+ Tp(D) Te(D) Tr(D) ( )
A Equacao (11.38) pode ser reescrita como
NPED; NCEDg
B Dp(D) Do (D
T(D) = 1 Rp(0) NelD) NeD) *
Dp(D) Dc(D) Dr(D)
assumindo a forma
Np(D) Ne(D) Dp(D
T(D) p(D) Ne(D) Dr(D) (11.39)

~ Dp(D) Do(D) De(D) + Np(D) No(D) Np(D)

o que torna possivel uma nova configuracao de zeros e polos, com alteracdo de ganho, para o
sistema realimentado final.

Deve ser ressaltado que as mais diversas configuragoes de sistemas realimentados podem ser
propostas, fornecendo diferentes formas para se alterar externamente a configuracao de zeros e
pélos de um dado sistema.
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11.13.2 Exemplos

A seguir, sao apresentados alguns exemplos de feedback loop para a estrutura formada pelo
conjunto “Planta-Controlador- Feedback”.

Os exemplos envolvem sistemas basicos que sao definidos por constantes e por blocos de
primeira ordem.

Exemplo 1

Dados os operadores de transferéncia

Tr(D) = Kp
obtém-se o seguinte operador de transferéncia para o sistema realimentado:

Tp(D) Te(D)

Troxr (D)

14+ Kp 78:;;3:

KpKo (1 — ZPD_1>
(1 —ppD_l) + KPKCKF (1 — ZpD_l) '

Exemplo 2

Dados os operadores de transferéncia

TP(D) = KP )

obtém-se o seguinte operador de transferéncia para o sistema realimentado:

Tp(D) Tc(D)
14+ Tp(D) Te(D) Tr(D)
Kp K¢

L+ Kp Ko Kp G725

KpKe (1 —ppD™")
(1 — pFDfl) + KPKCKF (1 — ZFDfl) ’

Trkpro (D) =
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Exemplo 3

Dados os operadores de transferéncia

Tp(D) = Kp 8 :;ig_lg ;
Te(D) = Ko

obtém-se o seguinte operador de transferéncia para o sistema realimentado:

Tp(D) Tc(D)

Tk (D
5 ) = T0,(D) Te(D) T1(D)
(172PD_1)
_ Kp tmppp1y Ko
1—zpD—1 1—zpD—1

L+ Kp El—piD*g Ko Kr El—piD*Ig
B KpKc (1 — ZPD_l) (1 — pFD_l)
N (1 — ppD_l) (1 —pFD_l) + KchKF (1 — ZPD_I) (1 — ZFD_l) .

Exemplo 4

Dados os operadores de transferéncia

Tp(D) = Kp m :
Tr(D) = Kp

obtém-se o seguinte operador de transferéncia para o sistema realimentado:

Tp(D) Tc(D)
14+ Tp(D) Te(D) Tr(D)

(I—ZPD_1> (l—zCD_1>
Kr oo Ko e

(
o (1—zpD—1) (1—zcD—1)
L+ Kp mip) Ko ampep) Kr

KpKo (1 — ZPD_l) (1 — ZcD_l)
(1 — ppD_l) (1 — pcD_l) + KchKF (]_ — ZPD_l) (1 — ZcD_l) )

TKF(‘D) -
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Exemplo 5

Dados os operadores de transferéncia

B (1 — ZPD_1>
Tp(D) = Kp m )
(1—2¢cD7Y)
) = K en
’ . (]_ — ZFD_1>
TN (1 =p )

obtém-se o seguinte operador de transferéncia para o sistema realimentado:

Tp(D) To(D)
1+ Tp(D) T(D) Tr(D)
(lfzpD_l) (1fch_1)
Kp o) Be ipenm

(1—zpD—1) (1—2¢D—1) (1—zpD—1)
L+ Kp 5pp Ko e Br aopen)

KpKc (1 — ZpDil) (1 — ZcDil) (1 — pFDil)

T(D)

(1 —ppD_l) (1 — pcD_l) (1 — pFD_l) + KchKF (1 — ZPD_1> (1 — ZcD_l) (1 — ZFD_I) .

11.14 Relagoes entre ZPK, T(D) e ED

A seguir, sao discutidas algumas relagdes genéricas entre as representacoes de um SLIT pelo
conjunto ZPK, pelo operador de transferéncia T(D) e pela equagao de diferenca (ED). A fim
de ilustrar o conceito, sao apresentados alguns exemplos bésicos.

11.14.1 Aspectos tedricos

As Tabelas a apresentam exemplos de relagoes entre o ZPK, o T'(D) e a equagao
de diferenca de um SLIT.

Embora isso nao represente uma prova formal, os exemplos apresentados nas citadas tabelas
indicam as seguintes relagoes entre as singularidades finitas e o comprimento da resposta ao
impulso do sistema:

e Numero de pdélos > ntimero de zeros:

— FIR (causal): pp =0 e 2z, # 0, Vk.

— IIR (causal): caso contrario.
e Numero de poélos < ntmero de zeros:

— FIR (nao causal): py, — oo, Vk.

— IIR (nao causal): pelo menos um dos py, € finito.
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[ ZPK | T.(D) T_(D) \ Equagao de diferenga ‘
z = [21, 20] ) ) yln] + axy[n — 1] + agy[n — 2]
D—z1)(D—=z 1—21D" " )(1—20D"
p=[p.p2] | Ko ED—pBED—pig Ke El—piD“;El—piD*; -
k= K¢ box[n] + biz[n — 1] + bex[n — 2]
2 =0, 2] 1 ylnl + aryln — 1] + agy[n — 2]
— (D)(D—z2) (1)(A—zD"") —
p=lpupel | Ko p55mom | Ko amipmi-mo =
k=Kc box[n] + bix[n — 1]
z=10,0] () " y[n] + ary[n — 1] + azy[n — 2]
D)(D (1
p=[pp] | Ko o505 | Ko mmpBnpmp =
k=Kc box[n]
z = [21, 22] ) ) yln] + ary[n — 1]
_ (D—21)(D—23) (1-2:D~1)(1-2D"1) _
p=[0.p] | Ke "m0 | Ko " inu=mo -
k= K¢ boz[n] + byz[n — 1] + bex[n — 2]
z =21, 2] 1 1 yln]
D—2z1)(D—z 1—2z1D" " )(1—20D"
p=[0.0] | Ko Bpipre | Ko Uiyt -
k= K¢ box[n] + biz[n — 1] + bex[n — 2]

Tabela 11.1: Exemplos de relagoes entre o ZPK, o T'(D) e a equagao de diferenca de um SLIT:
quantidades iguais de singularidades finitas.

| ZPK | T, (D) T_(D) \ Equagao de diferenga ‘
z =[] y[n] + ary[n — 1] + azy[n — 2]
D—z 1-z D (D!
=] | Ko it | Ko mmp i pen =
k= K¢ blx[n—1]+b2x[n—2]
z = [z1] : o yln] + ary[n — 1]
D—=z 1—z1D" " )(D™

p=0.p2) | Ko minty | Ko Uit =
k=Kc biz[n — 1] + baz[n — 2]
z =[] ylnl

— 10,0 K. (D=21) ). (==D (D™ _
p=1s ¢ (D)D) c M) -
k=Kc blx[nfl]ergx[n—Z]
z =21, 2] y[ln —1] + azy[n — 2]

D—2z1)(D—z 1—2; DY) (1—2oD"*
p=lnl | Ko Sl | Ko Spiptm =
k=Kc boxz[n] + biz[n — 1] + bex[n — 2]
z = [0, 2] | | ) y[n — 1] + agy[n — 2]
D)(D—z 1)(1—2o D"

p=[p] Ke 5553t | Ke oty =
k=Kc boz[n] + biz[n — 1]
z=1[0,0] . " y[n — 1] + azy[n — 2]
p=Ip Ke = Ke t=p=n071 =
k=Kc boz|n]

Tabela 11.2: Exemplos de relagoes entre o ZPK, o T'(D) e a equagao de diferenca de um SLIT:
quantidades diferentes de singularidades finitas.
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’ ZPK \ T, (D) T_(D) Equagao de diferenca ‘

=T 2 — ] + eyl 2

p = [Pk, Pk] Kc —ﬁ(ngé)ffkT” Kc (1—21571)%(1;;;17 ) =

k= K¢ box[n] + biz[n — 1] + bex[n — 2]

z = [—2k, 2] . L y[n] + ary[n — 1] + agy[n — 2]
- (D”—z) (-2, D7) —

p=[p1,pa Ko m=pim—mm Ke t=pip=T)1=pa1) =

k= K¢ box[n] 4+ bex[n — 2]

z = [21, 2] . ) y[n] + ary[n — 1] + agy[n — 2]
_ : (D—21)(D—2) (1—2 D) (1-2 D) _

p=lprtpil | Ke srgnproim | Ko mman = =

k= K¢ box[n] + biz[n — 1] + bex[n — 2]

= 220 2 — | bt Utewn 2
_ D7 +(=22,) D+ (2, +27) 1+(=22,)D" +(27+2;) D~ _

p = [p1,p2] K¢ (D—p1)(D—p2) Kc¢ (I—p D~ (1—p2D-T) =

k=Kc box[n] + bixz[n — 1] + boz[n — 2]

z = [Zlv"' 524] L L y[n] +a’4y[n_4}
_ . (D—z1)+(D—z4) (1—z1D™ ")+ (1—24D™ ") _

p = [£pr £ pij] K¢ W K¢ 11+(4p$)D_44 =

k= K¢ box[n] + - - + byx[n — 4]

z =[xz, £ 2z;]] yln] + - + agy[n — 4]
_ D*+(4z}) 1+(4z)D*

p=puoml | Ko ooy ma | Ko ampnamn =

k= K¢ box[n] 4+ byx[n — 4]

Tabela 11.3: Exemplos de relagoes entre o ZPK, o T(D) e a equagao de diferen¢a de um SLIT:
singularidades com valores simétricos.

| zPK T, (D) \ T_(D) \ Equacgéo de diferenca ‘
= [ v taun U tayn 2
— DIED) (D= ) (D™ —
p=Ipvpl | Ko mitnm | Ko ambitpmp =
k=Ke box[n — 2]
z = 21, 2] 1 1 y[n — 2]
D—2z1)(D—=z —z1D™ —zo D™
p=1] Ko 2= | Ko = =
k= K¢ box[n] + bixz[n — 1] + bez[n — 2]

Tabela 11.4: Exemplos de relagdes entre o ZPK, o T'(D) e a equagao de diferenga de um SLIT:
um tipo de singularidade com valores finitos e o outro com valores infinitos.
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11.14.2 Exemplos

A seguir, sdo apresentados alguns exemplos relacionando as representagoes ZPK, T(D) e
ED, para um SLIT em particular.

Sistema 1: K = 1.0, z = [—0.8], p=[0.6 £ 0.7].

[T(D — 2)
[1x(D — pr)

— (1.0)

T(D) = Ky

(D +0.8)
(D= 0.6—0.7§)(D — 0.6 + 0.7§)
(D + 0.80)
(D? = 1.20D + 0.85)
(D' +080D72)
(1—1.20D-1 4 0.85D2)

(D' +0.80D72)

= il =TW0) alnl = T 361 08502)

— (1 -1.20D7' +0.85D7%) y[n] = (D' 4+ 0.80D72) z[n] —

— y[n] — 1.20y[n — 1] + 0.85y[n — 2] = z[n — 1] + 0.80x[n — 2] .

Sistema 2: K = 0.1, z = [0.0], p = [0.5 £ 0.6].

[1:(D — z)
Tb) = Kr [T (D — p)
(D)
= (01) (D —0.5—0.6§)(D — 0.5+ 0.65)
B (0.10D)
(D2 —1.00D +0.61)
(0.10D71)
.

(1— D~ +0.61D2)

(0.10D71)

= yin] =TD) ool = =5 619

z[n] —

— (1= D' +0.61D7?) y[n] = (0.10D ") z[n] —

— y[n] —y[n — 1]+ 0.61y[n — 2] = 0.10z[n — 1] .
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Sistema 3: K = 0.4, z =[—0.5,0.6], p = [—0.7,0.8].

[1x(D — 1)
T(b) = Kz [T (D — p)
(D +0.5)(D — 0.6)
= (04) (D +0.7)(D — 0.8)
(D? = 0.10D — 0.30)
(D> = 0.10D — 0.56)
(0.40 — 0.04D~! — 0.12D2)
(1—0.10D~' — 0.56D2)

= (0.40)

(0.40 — 0.04D~! — 0.12D~2)
(1—0.10D-1 —0.56D2)

= y[n] =T (D) x[n] = z[n] —

— (1 -0.10D"' —0.56D7?) y[n] = (0.40 — 0.04D~' — 0.12D~?) x[n] —

— y[n] — 0.10y[n — 1] — 0.56y[n — 2] = 0.40z[n] — 0.04z[n — 1] — 0.12z[n — 2] .

Sistema 4: K = 0.5, z = [0.0], p = [-0.3,0.3].

[1,(D — z)
[1x(D — px)
(D)
(D+0.3)(D—0.3)
(D)
(D% —0.09)
(0.50D71)
(1 —-0.09D-2)

T(D) = Kr

— (0.5)

= (0.50)

(0.50D71)

= 9l =T(D) aln] = 7= g o5

z[n] —
— (1 -0.09D7?) y[n] = (0.50D~") z[n] —

— y[n] —0.09y[n — 2] = 0.50x[n — 1] .
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11.15 Exercicios propostos

1. Dados os sistemas representados pelos Diagramas de Polos e Zeros (DPZs) contendo
os seguintes ganhos de transmissao e as seguintes singularidades finitas, calcule as suas
equagoes de diferenca.

e Sistema 1: K =1.0, z = [—-0.8], p =[0.6 £ 0.75].

o Sistema 2: K = 0.1, z = [0.0], p = [0.5 = 0.6]].

o Sistema 3: K = 0.4, z = [~0.5,0.6], p = [-0.7,0.8].
e Sistema 4: K = 0.5, z = [0.0], p = [-0.3,0.3].

2. Suponha o sistema S, representado pelo Diagrama de Pélos e Zeros (DPZ) que contém o
seguinte ganho de transmissao e as seguintes singularidades finitas:

(a) ZPK de S: K7 = 0.01, z = [—0.9, —0.5], p = [0.0,0.5, 0.9].
(b) ZPK de S: K7 = 0.2, z = [+£0.9 + 0.95], p = [0.0, +0.7 4 0.75].

Atenda aos seguintes itens:

(a) Esboce o DPZ de S.
(

)
b) Calcule o operador de transferéncia Tg(D) de S.
(c)
(d) Esboce a estrutura FDII-T de S.

Calcule a equacao de diferenca de S.

3. Calcule os coeficientes by e ay de T'(D) = %’“ s ,apartirde T(D) = M, (1_;;7"]5,1),
k=0

para M = {2,3, 4}, e infira uma formulagao para um valor qualquer de M.

4. Suponha um sistema .S, formado pela conexao dos sistemas A, C', P e F', respectivamente
definidos pelos seguintes operadores de transferéncia: Ty (D) = Yal) 7. (D) = NeD)

Da(D)’ Da(D)?
Tp(D) = gi Egg e Tr(D) = NF Do D) Considere que S possui uma entrada r[n], uma saida
y[n] e é definido pelas seguintes equagoes: x[n] = Ta(D) r[n], e[n] = x[n] + (—f[n]),

aln] = Te(D) e[n], y[n] = Tp(D) aln] e fin] = Tr(D) y[n]. Atenda aos seguintes itens:

a) Desenhe o diagrama de blocos genéricos do sistema S.

(
(b) Calcule o ganho de malha aberta (open loop gain), definido por y[n| = Tora(D) e[n].

(
(d) Calcule o ganho de malha fechada (closed loop gain), definido por y[n] = Tera(D) z[n).

)
)
c¢) Calcule o ganho de malha (loop gain), definido por f[n] = Tpc(D) e[n].
)
)

NsD) o sistema S, em funcao de

(e) Calcule o operador de transferéncia Ts(D) = Ds(D)

Tu(D), Tc(D), Tp(D) e Tp(D).

(f) Expresse Ts(D) = gs E 1) exclusivamente em fungéo dos polinomios N, (D) e D, (D),

onde a = {A,C, P, F'}.

(g) Discuta como os zeros e os pdlos de T, onde o« = {A,C, P, F'}, formam os zeros e
os pélos de Ts(D).
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5. Suponha o sistema S, com entrada r[n|, saida y[n] e composto pelos subsistemas C,
P e F. O subsistema C ¢é definido por a[n] = K e[n]. O subsistema P ¢é definido
por y[n] = pp y[n — 1] + a[n] — zp a[n — 1]. O subsistema F é definido por f[n] =
pr fln — 1] + y[n] — zr y[n — 1]. Considere que {K, zp, pp, zr, pr} € R. Além disso,
assuma que e[n] = r[n] — f[n]. Atenda aos seguintes itens:

Desenhe o Diagrama de Blocos Genéricos de S, usando os sistemas C', P e F.

(a)

(b) Desenhe o Diagrama de Blocos Basicos de cada subsistema na Forma Direta II.

(c) Calcule o Operador de Transferéncia de cada subsistema: T¢(D), Tp(D) e Tr(D).

(d) Calcule o Operador de Transferéncia do ganho de malha aberta (open-loop gain),
definido por y[n| = Tora(D) e[n].

(e) Calcule o Operador de Transferéncia do ganho de malha (loop gain), definido por
fln] = Tre(D) eln].

(f) Calcule o Operador de Transferéncia do ganho de malha fechada (closed-loop gain),
definido por y[n] = Tera(D) rn].

(g) Calcule a Equagao de Diferenca que define S.

6. Um aluno de Processamento Digital de Sinais quer realizar uma melhoria no sistema
definido por ag ¢[n] + a; ¢[n — 1] = by e[n] + by e[n — 1], onde a = [ag,a1] = [1,1.8] e
b = [bo, b1] = [2, —2.4]. Ele deseja modificar o pélo p do sistema, de tal forma que |p| < 1.
Para isso, ele resolve implementar um feedback loop, com realimentacao negativa, onde
fIn] = Kr c[n] e e[n] = r[n] — f[n]. Atenda aos seguintes itens:

(a) Calcule o operador de transferéncia do sistema original, apresentando-o na forma

T(D) = K 2=

D—p

(b) Desenhe o diagrama de blocos do sistema realimentado.

(c) Calcule o operador de transferéncia do sistema realimentado, apresentando-o na

forma Tgr(D) = Kg g:;g, em fun¢ao do ganho Kp.

(d) Calcule a faixa de valores de K que produzem [pg| < 1.

(e) Calcule o operador de transferéncia do sistema realimentado, apresentando-o na

forma Tgr(D) = Kg g:;’;, em funcao do ganho Kp = 2.

_ botby D71

7. Dado o operador de transferéncia Ty(D) = 5T, atenda aos seguintes itens:

(a) Apresente a equagao de diferenga F Dy associada ao operador Ty(D).
(b) Apresente a estrutura Forma Direta I F'D1, associada a Ty(D) e EDy.
(c) Apresente a estrutura Forma Direta II F'DI1j associada a To(D) e EDj.

(d) Apresente Ty(D) na forma Ty (D) = K, - g:z, identificando os pardmetros K, z e p.
(f) Apresente a estrutura Forma Direta I FDI; associada a T1(D) e ED;.
g) Apresente a estrutura Forma Direta II F'DII; associada a T1(D) e ED;.

h) Apresente Ty(D) na forma Th(D) = K, - 222=1 identificando os pardmetros K», d

)
)
)
)
(e) Apresente a equacao de diferenca E D, associada ao operador T7(D).
)
)
) 1+cD- 1>

(
(

(i) Apresente a equagao de diferenga E D, associada ao operador Ty(D).
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(j) Apresente a estrutura Forma Direta I F DI, associada a Tx(D) e EDs.
(k) Apresente a estrutura Forma Direta IT F DI, associada a To(D) e ED,.

(1) Compare as manipulagoes realizadas entre:
e To(D) x Ty(D) e EDo(D) x ED1(D).

o To(D) x Ty(D) e EDy(D) x EDy(D).
o Ti(D) x Ty(D) e ED:(D) x EDy(D).
e To(D) x Ty(D) e FDIy(D) x FDI,(D)
o To(D) x Ty(D) e FDIy(D) x FDIy(D).
o T.(D) x Ty(D) e FDI;(D) x FDIy(D).

o EDy(D) x EDy(D) e FDIy(D) x FDI,(D).
. O(D) x EDy(D) e FDIy(D) x FDIy(D).
Di(D) x EDy(D) e FDI,(D) x FDIy(D).

8. Dados os sistemas S; e Sy, descritos pelas Equagoes ((11.40) e (11.41]), respectivamente,
considere um sistema S formado pelo arranjo em cascata de Sy e Sy, onde y;[n] = z2[n],
e atenda aos seguintes itens:

(a) Utilizando apenas as equagoes de diferenca, calcule:
i. A resposta ao impulso h;[n] do sistema Sj.
ii. A resposta ao impulso hs[n] do sistema S.
iii. A equacao de diferenga do sistema S.
iv. A resposta ao impulso h[n| do sistema S.
(b) Realize as seguintes operagoes graficas:
i. Esboce o grafico hq[n] x n.
ii. Esboce o grafico hy[n] x n.
iii. Calcule, graficamente, passo a passo, a resposta ao impulso h[n] do sistema S.
(c) Utilizando apenas a notacao operacional definida na Equagao , realize as
seguintes operagoes:

i. Calcule o operador de transferéncia T;(D) do sistema S;, a partir da Equa-

cao (|11.40).
ii. Calcule o operador de transferéncia To(D) do sistema Ss, a partir da Equa-
cao (|11.41).
iii. Calcule o operador de transferéncia T'(D) do sistema S, a partir de 71(D) e
T5(D).
iv. Calcule a equacao de diferenca do sistema S, a partir de T'(D).
y1[n] = boxi[n] + biixi[n — 1] + bz [n — 2] + bizzi[n — 3] (11.40)
yz[n] = bQO.Z‘Q [n] + bgle [n — 1] + 622132[71 - 2] + bggl‘l[n — 3] (1141)
coln — 1] = e D*{v[n]} = (cka) v[n] (11.42)

9. Dado o biquad definido por

bo+ 0D +0,D2 (D= 2)(D—2) (1+d D) - (1+doD7Y)

= K . - K ° )
aop+a D" +a;D2 " (D—p)-(D—pa) > (1+aD V) (14D

T(D) =

atenda aos seguintes itens:
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e Calcule a relacdo entre os conjuntos de pardmetros das fatoragoes, {zx, pr, K1} e
{dg, ck, K2}, e o conjunto de pardmetros originais {by, a}.

e Para a forma original e para as duas fatoracoes, desenhe as seguintes realizagoes,
utilizando blocos bésicos e grafos de fluxo de sinais (SFG), de tal forma que cada
multiplicador seja associado a apenas um dos coeficientes da equacao de diferenca:

— Forma direta I.
— Forma direta I transposta.
— Forma direta II.
— Forma direta II transposta.

10. Dado um sistema linear e invariante ao deslocamento (SLIT), relaxado, descrito pela
equacio de diferenca S8 o ap y[n — k] = S0 o by 7[n — k], com N =2, a = [ag a1 as] =
[1.00 4.50 5.00] e b = [by by be] = [0.12 1.00 2.00], atenda aos seguintes itens:

(a) Apresente o Operador de Transferéncia T'(D) do sistema original.

(b) Escreva T(D) na forma T'(D) = (K) - G:;igj) : (tzzgj), onde |z3| > |z] e
[p2| > |pal-

(c) Escreva as equagoes de diferenga dos trés subsistemas definidos no item (b).

(d) Esboce o Diagrama de Sistema do sistema completo, considerando a descrigdo
apresentada no item (b), com os subsistemas representados na Forma Direta II,
sem alterar os coeficientes.

11. Um aluno de Processamento Digital de Sinais garante que o SLIT composto pelos subsiste-
mas definidos pelas equagoes de diferenca y[n] = w[n] + 0.3w[n — 1], win] + 0.2wn — 1] =
v[n] + 0.4v[n — 1], v[n] + 0.3v[n — 1] = s[n] + 0.1s[n — 1] e s[n] = r[n] + 0.2r[n — 1],
é garantidamente do tipo FIR. Vocé concorda com ele? Justifique !!!

12. Dado um SLIT, composto pelos subsistemas definidos pelas equagoes de diferenga y[n] =
w[n]+0.3w[n—1}, wn|+0.2wn—1] = v[n]+0.4v[n—1], v[n]+0.3v[n—1] = s[n|+0.1s[n—1]
e s[n] = r[n] + 0.2r[n — 1], atenda aos seguintes itens:

(a) Calcule a equagao de diferenga global do sistema, relacionando apenas y[n| e r[n].
(b) Calcule h[n| do sistema.

13. Dado um SLIT, composto pelos subsistemas definidos pelas equagoes de diferenca y[n] =
w[n|+0.4w[n—1], w[n]+0.2w[n—1] = v[n]+0.3v[n—1], v[n]+0.3v[n—1] = s[n]+0.2s[n—1]
e s[n] = r[n] + 0.1r[n — 1], atenda aos seguintes itens:

(

a) Calcule a equagao de diferenca global do sistema, relacionando apenas y[n] e r[n].
(b) Calcule hin] do sistema.

14. Trabalhando com sistemas lineares e invariantes ao deslocamento (SLITs) genéricos,
descritos por equacoes de diferenca lineares, com coeficientes constantes genéricos, um
aluno de Processamento Digital de Sinais garante que a associacdo cascata de subsiste-
mas gera sempre um sistema de ordem superior a ordem de cada subsistema utilizado.
Ele garante o mesmo para a associacao paralela. As afirmativas sao corretas? Justifique.

15. Dado um SLIT formado por uma associagdo cascata de uma secao de 1* ordem (N =
L =1) e de uma segao de 2* ordem (N = L = 2), atenda aos seguintes itens:
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e Apresente a equacao de diferenca de cada secao.
e Apresente a equagdo que descreve o sistema.

e Desenhe a realizacao do sistema, em blocos basicos e em grafos de fluxo de sinais
(SFG), considerando cada se¢do nas seguintes formas:

— Forma direta I.
— Forma direta I transposta.
— Forma direta II.

— Forma direta II transposta.

16. Dado um SLIT formado por uma associagao cascata de duas segoes de 22 ordem (N =
L = 2), atenda aos seguintes itens:
e Apresente a equacgao de diferenca de cada secao.
e Apresente a equacao que descreve o sistema.

e Desenhe a realizacao do sistema, em blocos béasicos e em grafos de fluxo de sinais
(SFG), considerando cada se¢ao nas seguintes formas:

— Forma direta I.
— Forma direta I transposta.

Forma direta II.
— Forma direta II transposta.

17. Suponha o sistema linear e invariante ao deslocamento (SLIT), relaxado, definido por

4 -1
_ box + big - D B
y[n] = <;<;1_[1 P > z[n] = T(D) - z[n] (11.43)
ou por
yln] = (T1(D) - To(D)) - x[n] , (11.44)
onde \ 1
bOk + blk - D™
(D)= 11.45
o) = (120 ) (11.45)
2 -1 2 —k
bor + bii - D > o Ch1 - D
Ty (D) = - , 11.46
1( ) (kl;ll 1—|—CL1;€-D71 ) 1+Zi:1 dkl‘D_k ( )
4 -1 2 —k
bor + b1 - D Yo Ch2 - D
Ty(D) = - , 11.47
(D) (,}—[3 1+ ay - Dt ) 1+Zi:1dk2-D—k ( )
e
(D7) - z[n] = D*{z[n]} = z[n — k] . (11.48)

Atenda aos seguintes itens:

(a) Para cada bloco de ordem 1 da Equacao , com os coeficientes a;, € by,
apresente as seguintes descrigoes:
i. Equacao de diferenca.
ii. Realizacdo na Forma Direta I.
iii. Realizagdo na Forma Direta I transposta.

iv. Realizacao na Forma Direta II.
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V.

Realizagao na Forma Direta II transposta.

(b) Para cada bloco de ordem 2 da Equacao (11.44]), calcule os coeficientes ¢, € dip,.

(c) Para cada bloco de ordem 2 da Equacao (11.44), com os coeficientes ¢, € dpn,
apresente as seguintes descrigoes:

1.
ii.
iii.
iv.
V.
vi.
Vil.

Viil.

Equacao de diferenca.

Realizacao na Forma Direta I.

Realizagao na Forma Direta I transposta.
Realizacao na Forma Direta II.

Realizagao na Forma Direta II transposta.
Equacoes de estado (formas canonicas).
Realizacao das equacoes de estado apresentadas.

Realizacao transposta das equagoes de estado apresentadas.

(d) Obtenha a equagao de diferenca na forma

yin) = Y- (~ou) -yl — K] + 3 B aln — &

e apresente, para ([11.49), as seguintes descricoes:

1.
ii.
iii.
iv.
V.
vi.

vii.

Realizagao na Forma Direta 1.

Realizacao na Forma Direta I transposta.
Realizacao na Forma Direta II.
Realizagao na Forma Direta II transposta.
Equagoes de estado (formas canodnicas).

Realizacao das equacoes de estado apresentadas.

Realizacao transposta das equagoes de estado apresentadas.

(11.49)

18. Suponha o sistema linear e invariante ao deslocamento (SLIT), relaxado, definido por

ou por

onde

yln] = (Z Pt b D 2) ol = 1(0) ol

yln] = (T1(D) + Ta(D)) - x[n] ,

T(D) = (f: bok + buk - Dl) :

o 1+ay - Dt

2 —
Zkzo ¢ D F

2 bop + b - D7V
1+(11k ~D_1

2 _
Zk:o cre - D k

N 1+Zz:1dk1‘D7k ’

4 —1
bor, + b1g - D )
(D) = E

(D) <k231+a1k~D1

(D7*) - w[n] = D™ {x[n]} = w[n — K] .

Atenda aos seguintes itens:

- 1 ‘I‘Zz:l dkg 'D_k ’

(11.50)

(11.51)

(11.52)

(11.53)

(11.54)

(11.55)
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(a) Para cada bloco de ordem 1 da Equacao (11.50), com os coeficientes a;,, € by,
apresente as seguintes descrigoes:

1.
ii.
iii.
iv.

V.

Equagao de diferenca.

Realizagao na Forma Direta I.
Realizacao na Forma Direta I transposta.
Realizacao na Forma Direta II.

Realizagao na Forma Direta II transposta.

(b) Para cada bloco de ordem 2 da Equagao (11.51)), calcule os coeficientes ¢, € dip,-

(c¢) Para cada bloco de ordem 2 da Equacao ([11.51), com os coeficientes ¢, € dpny,
apresente as seguintes descrigoes:

i.
ii.
iii.
v.
V.
vi.
Vii.

viil.

Equagao de diferenca.

Realizacao na Forma Direta I.

Realizagao na Forma Direta I transposta.
Realizagao na Forma Direta II.
Realizacao na Forma Direta II transposta.
Equagoes de estado (formas canonicas).

Realizacao das equacoes de estado apresentadas.

Realizacao transposta das equacoes de estado apresentadas.

(d) Obtenha a equagao de diferenca na forma

yln] = }; (=) - yln — k| —|—I;Bk~az[n— k]

e apresente, para ([11.56)), as seguintes descricoes:

i.
ii.
iii.
iv.
V.
vi.

Vii.

Realizacao na Forma Direta I.

Realizacao na Forma Direta I transposta.
Realizacao na Forma Direta II.
Realizagao na Forma Direta II transposta.
Equagdes de estado (formas candnicas).

Realizacao das equagoes de estado apresentadas.

Realizagao transposta das equacgoes de estado apresentadas.

(11.56)

19. Um aluno de Processamento Digital de Sinais, com boa base matematica, tem uma duavida.
O trecho de um documento extremamente confiavel diz que “...o filtro digital IIR em
questao, com entrada r[n| e saida y[n|, é composto por um arranjo em cascata de dois
subsistemas, definidos pelas seguintes equagoes de diferenga: i) v[n] = r[n]+0.30r[n— 1]+
0.02r[n — 2] e ii) y[n] + 0.50y[n — 1] + 0.06y[n — 2] = v[n] + 0.70v[n — 1] + 0.12v[n — 2].

Logo, ..

.”. A duvida é baseada no fato de que, embora o texto denomine o filtro de IIR,

o aluno garante que ele tem uma resposta ao impulso finita. Atenda aos seguintes itens:

(a) Calcule a equagao de diferenca y[n] = f (y[n], r[n]) para o filtro completo e desenhe

o diagrama de sistema (em uma Forma Direta) para a equagao calculada.

(b) O aluno esté correto na sua afirmativa? Justifique.
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20. Assuma o operador atraso unitdrio D~'{-}, definido por D~'{v[n]} = v[n — 1], o ope-

21.

22.

23.

rador avanco unitario D{-}, definido por D{v[n]} = v[n + 1], e a notagao simplificada
(cka) vln] = ¢, D*{v[n]} = cpv[n + k], k € Z. Dada uma equagio de diferenca, envol-
vendo os sinais r[n] e y[n], linear, com coeficientes constantes (onde ay # 0), recursiva,
com ordem N = L e condigOes iniciais nulas, atenda aos seguintes itens:

(a) Calcule o operador de transferéncia do sistema 7' (D), em funcao de atrasos, de tal
forma que y[n] =T (D) r[n].

(b) Calcule o operador de transferéncia do sistema 77, (D), em funcdo de avangos, de tal
forma que y[n] =T, (D) r[n].

(c) Relacione os coeficientes de T' (D) com os coeficientes de T, (D).

Um SLIT, com entrada r[n] e saida y[n], é composto por um arranjo em cascata de trés
subsistemas, definidos pelas seguintes equagoes de diferenca: i) y[n] + 0.70y[n — 1] +
0.12y[n — 2] = v[n] 4+ 0.3v[n — 1] + 0.02v[n — 2], ii) v[n] + 0.80v[n — 1] + 0.12v[n — 2] =
w[n] + 0.80w[n — 1]+ 0.15w[n — 2], e iii) wn] + 1.30w[n — 1] + 0.40w[n — 2] = r[n| +
1.30r[n — 1] + 0.42r[n — 2. Atenda aos seguintes itens:

(a) Calcule os operadores de transferéncia T}, (D), 1 < k < 3, de cada subsistema.

(b) Calcule o operador de transferéncia 7" (D) do sistema completo.

(c) Calcule as dimensoes das matrizes das equagoes de estado de cada subsistema.

(d) Calcule as dimensoes das matrizes das equagoes de estado do sistema completo.
Um SLIT, com entrada r[n] e saida y[n], ¢ composto por um arranjo em cascata de trés
subsistemas, definidos pelas seguintes equagcoes de diferenga:

i) y[n] = v[n] 4+ 0.30v[n — 1] + 0.02v[n — 2], ii) v[n| + 0.50v[n — 1] + 0.06v[n — 2] = w(n], e
iii) w[n] = r[n| 4+ 0.70r[n — 1] + 0.12r[n — 2|. Atenda aos seguintes itens:

a) Calcule os operadores de transferéncia Ti(D), 1 < k < 3, de cada subsistema.

()

(b) Calcule o operador de transferéncia 7'(D) do sistema completo.

(c) Esboce o grafico da resposta ao impulso do sistema completo h[n] x n.
)

(d) Justifique a resposta ao impulso encontrada.

Suponha os sistemas S, S, e S3, definidos pelos seguintes operadores de transferéncia:
Ny (D _ - Ny(D

T\(D) = DiEDg = [K1 (1=2D7") (1= %D™)), To(D) = ngDg ~ K2 (1—p1D—1) (1—p2D=1)]

e Ty(D) = 345 = m g i onde K = {Ky, Ky, Ky} = {=03, 0.2, 0.5},

z =1z, 20} ={-0.2, =04} e p = {p1, po, p3, pa} = {-0.1, —0.3, —0.5— 0.5, —0.5+
j0.5}. Suponha ainda o sistema S, formado pela conexao em cascata dos sistemas Sy, Sy
e S3. Atenda aos seguintes itens:

(a) Esboce o Diagrama de Pélos e Zeros (DPZ) de T1(D), To(D) e T3(D).

(b) Calcule a Equagao de Diferenga (ED) de Sy, Sy e S3, empregando os numeradores e
os denominadores dos operadores de transferéncia tal qual eles foram definidos.

(c) Desenhe a estrutura na Forma Direta II (FDII) de Sy, S; e Ss.
(d) Calcule T'(D) de S.
(e) Esboce o DPZ de T(D).
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(f) Calcule a ED de S.
(g) Desenhe a FDII de S.
Observacoes:
e Em caso de singularidades (zeros e pdlos) miltiplos, faga uma tnica marcagao no
DPZ e, junto a ela, escreva o niumero relativo a sua multiplicidade.
e Apresente cada ED na seguinte forma: S0 o ax y[n — k] = S5_, by, z[n — k.

e Na elaboracao do desenho de cada estrutura, nao altere os coeficientes da sua ED e
represente cada coeficiente por apenas um multiplicador.

AS.V.



Capitulo 12

Representacao no espaco de estados

12.1 Introducao

Pela definicao apresentada anteriormente, o conjunto de variaveis de estado fornece uma
descri¢ao interna de um sistema. De acordo com tal definicdo, pode-se dizer que, para um
determinado instante n = N, conhecendo-se o valor de cada uma das variaveis de entrada
7i[No] e o valor de cada uma das varidveis de estado ;[ Ny] de um sistema, é possivel determinar
o valor de cada uma das suas varidveis de saida yi[Np]. Conseqiientemente, conhecendo-se
o comportamento temporal de cada uma das varidveis de entrada 7;[n] e o comportamento
temporal de cada uma das varidveis de estado z;[n] de um sistema, é possivel determinar o
comportamento temporal de cada uma das suas variaveis de saida yg[n].

Portanto, a modelagem de um sistema por meio das equagoes de estado possui duas etapas:

e Determinar o comportamento temporal das variaveis de estado.
e Determinar o comportamento temporal das variaveis de saida.

Uma vez que podem existir varias entradas e varias saidas, sdo definidos dois conjuntos
matriciais de equacoes lineares de primeira ordem:

e Equacao matricial de estado: que relaciona o valor futuro do conjunto de variaveis de
estado com o valor presente do conjunto de variaveis de estado e do conjunto de variaveis
de entrada.

e Equacado matricial de saida: que relaciona o valor presente do conjunto de varidveis de
saida com o valor presente do conjunto de varidveis de estado e do conjunto de variaveis
de entrada.

Na formacao de um conjunto de varidveis de estado x[n] = {x;[n]}, a varidvel de saida de
um operador atraso unitario é uma forte candidata a ser uma primeira escolha para um estado
z;[n]. Isso pode ser entendido de duas maneiras equivalentes:

e O operador é um elemento capaz de armazenar informacao.

e A relagdo entre as varidveis de entrada v[n| e de saida w[n] do operador é uma equacao
de diferenca de primeira ordem: w[n] = v[n — 1] ou w[n + 1] = v[n|.

Quando o estado de um sistema é definido por um conjunto de N variaveis, diz-se que o
sistema tem dindmica de ordem N. Uma vez que as variaveis de estado guardam a informagao
necessaria para a definicao dos valores de todas as demais varidveis do sistema, é natural que
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178 Capitulo 12. Representacao no espaco de estados

a primeira escolha para as variaveis de estado sejam as saidas do blocos atrasadores unitarios,
pois elas sao as variaveis do sistema que guardam informagao. Logo, para estruturas canonicas
em relagao aos atrasadores, um SLIT de ordem N deve possuir um conjunto de N atrasadores
unitarios.

12.2 Definicao

O modelo de equagoes de estado de um sistema é um equacionamento matricial que envolve
as variaveis de entrada (r;[n]), as variaveis de saida (yx[n]) e um dos possiveis conjuntos de
variaveis de estado (x;[n]) do sistema a ser modelado. Matematicamente, o modelo é definido
da seguinte forma:

e Vetor de seqiiéncias de entrada: r[n] = [ r1[n] ra[n] - - -rz[n] ]*.

e Vetor de seqiiéncias de saida: y[n] = [ w1[n] y2[n] - yy[n] "

e Vetor de seqiiéncias de varidveis de estado: x[n] = [ z1[n] z2[n] - zx[n] |".
e Vetor de estado inicial: x[0].

e Equagdo matricial de proximo estado: x[n + 1] = A - x[n] + B - r[n].
e Equagdo matricial de safda: y[n| = C - z[n] + D - r[n].

As duas equacoes do modelo podem ser representadas por uma unica equacao matricial, de

tal forma que
o=l Bl s ] )
Das equacoes definidas acima, pode-se concluir que as dimensdes matriciais sao:
o dim{r[n|} = R x 1, dim{y[n]} =Y x 1 edim{xn|} =X x 1.
o dim{A} =X x X, dim{B} =X x R, dim{C} =Y x X edim{D} =Y X R.
o dim{S} =(X+Y)x (X+R).

O conjunto de matrizes S = {A, B, C, D} nao é unico para cada sistema. Dado um SLIT
e um conjunto qualquer S = {A B,C D} que o represente, este pode ser levado a um outro
conjunto qualquer S = {A B.C, D} através de uma transformacao linear e inversivel sobre
matrizes.

E comum que as matrizes A, B, C e D, sejam respectivamente denominadas de matriz de
sistema, matriz de entrada (ou de distribuigdo ou de espalhamento), matriz de saida (ou de
concentragao) e matriz de transmissao (ou de bypass).

12.3 Espaco de estados

A partir do equacionamento de estados descrito acima, pode-se propor a construcao de um
espago geométrico multidimensional, onde cada dimensao é representada por uma variavel de
estado xg, com 1 < k < X. Na realidade, pode-se propor a construcao de um espago vetorial
V., com dimensao X. Logo, um ponto nesse espaco de estados pode ser representado pelo vetor
de varidveis de estado ® = [ x7 o+ xx ]T. Para cada valor do indice n, obtém-se um valor
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xy[n] para cada uma das componentes e, conseqiientemente, obtém-se um ponto x[n| no espago.
Para cada préximo valor n + 1 do indice n, obtém-se um proximo ponto [n + 1] no espago.
Assim, para uma faixa de valores Nj,;. < n < Ny, desenvolve-se uma trajetéria de pontos
(estados) no espago de estados. Por isso, o equacionamento de estados é também conhecido
por descricao, representacao ou equacionamento de um sistema no espago de estados.

12.4 Nao unicidade da representacao de estados

Pode-se mostrar que o conjunto de variaveis de estado associado a um sistema nao é tinico.
Portanto, a representacdo de um sistema no espaco de estados nao é Unica. A partir de um
conjunto de variaveis de estado x[n], pode-se obter um outro conjunto &[n|, através de uma
transformagao linear, o que é expresso por

Zn] =Q -x[n] . (12.2)
Caso a matriz @ seja nao singular, tem-se que

Q-2 = Q'-Q-x[n]
= I-xn|
= x[n] . (12.3)

Combinando-se (12.2) e (12.3)) com a equagao de préximo estado, obtém-se

Bn+1 = Q-zn+1]
Q- (A-z[n]+ B-r(n])
= Q-A-z[n]+Q-B-rn]
= Q A-Q ' &n+Q-B-rn
= A-2[n)+B-r[n, (12.4)
onde
A=Q - A Q! (12.5)
B=Q B. (12.6)

Por sua vez, combinando-se ((12.3|) com a equagdo de saida, obtém-se

y[ln] = C-z[n]+ D rin]
= C-Q ' z[n+D-rn)
= C-2[n)+ D rn], (12.7)
onde
C=c Q! (12.8)
D=D. (12.9)
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O mesmo resultado pode ser obtido combinando-se as duas equacdes de estado em uma
unica equacao matricial e realizando-se operagoes matriciais por blocos. Assim, aplicando-se

(12.3)) em (12.1]), obtém-se

ou

ol i
g50009]- [ 3] %5 ]~
IO R
ot ]-14 ) T8 Bl ][] -
7 )-(23112 311 10300
CRRTEEIe
9] -[oc 972
FORI Rl RCIEAR i

onde A, B, C e D, sio respectivamente definidas em (12.5)), (12.6), (12.8), e (12.9).

A Equacao (12.5)) representa a operagao algébrica conhecida por transformagao de simila-
ridade, de forma que as matrizes A e A sio ditas matrizes similares. Da mesma forma, a
Equacao (12.10) mostra que as matrizes S e S sdo matrizes similares.
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12.5 Equacoes de estado x equacao de diferenca

12.5.1 Introducao

Supondo-se um SLIT SISO, descrito por uma equacao de diferenca, pode-se facilmente obter
uma representacao de estados para o sistema a partir de uma estrutura canoénica que o defina,
considerando-se a saida de cada atrasador unitario como uma variavel de estado.

Como exemplo, considere-se um SLIT SISO, de ordem 4, descrito por

y[n] = —Zaky[n—k]jtz_:bkr[n—k‘] : (12.11)

A seguir, sao apresentadas algumas possiveis representacoes de estados para tal sistema.
Foi escolhido o caso onde N = L = 4 a fim de que o processo seja descrito sem perda de
generalidade, podendo ser seguido para quaisquer valores de N e L. Nessas representacgoes, a
matriz A aparece na forma companheira.

12.5.2 Estrutura IIR na Forma Direta 11

Supondo-se uma estrutura IIR na Forma Direta II e definindo-se a variavel interna

4
vn] = =Y apvln — k] +rn] , (12.12)
k=1
pode-se escrever [12.11] como
4
yln] =>_ bvln — k] . (12.13)
k=0

A partir dessa estrutura, pode-se propor as representacoes de estado apresentadas a seguir.
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Forma can6nica com matriz A na forma companheira - Caso 1

Definindo-se as saidas dos atrasadores como variaveis de estado, de tal forma que

x1[n] v[n —1]
xo[n] = w[n — 2]
x3[n] = wv[n — 3]
x4[n] = wvn—4], (12.14)
obtém-se
rn+1] = vn] = —aw[n — 1] — aywn — 2] — agv[n — 3] — agvin — 4] + r[n|
= —aym[n] — agwa[n] — azxs[n] — agxyn] + rn]
xo[n+1] = wvn—1] = x4[n]
z3n+1] = v[n — 2] = x9[n]
xyn+1] = v[n—3] =x3[n], (12.15)
o que pode ser descrito matricialmente como
b || 70 0 o [ ] o
To|N + oM
o=l 0o 1 0 o ||apw|*|o|l] (12.16)
x4[n + 1] 0 0 1 0 x4(n] 0
xn+1]=A -x[n|+ B-r[n|. (12.17)

Por sua vez, usando-se a Equagao(|12.13)), a saida pode ser definida por

yln] = bovn] + byv[n — 1] + byv[n — 2| 4 bsv[n — 3] + byv[n — 4]
= bo(—aix1[n] — agwa[n] — asxs[n] — agxyn] + r[n]) +
bizi[n] 4 baxa[n] + bsws[n] + byxy[n]
= (by — boay)z1[n] + (by — boaz)xa[n] + (b3 — boas)xs[n] + (by — boas)xs[n] +
bor[n] , (12.18)

que, matricialmente, assume a forma

x1[n]
[yln) | = [ (br —boar) (b2 —boaz) (b5 — boas) (bs — byas) | 2% + [ bo | [ rln] |
il (12.19)
yln]=C -x[n]+ D -rn| . (12.20)
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Forma can6nica com matriz A na forma companheira - Caso 11

Definindo-se as saidas dos atrasadores como variaveis de estado, de tal forma que

T1[n] = wv[n —4]
Zaln] = wv[n —3]
Z3[n] = wv[n —2]
Ty[n] = wvn—-1], (12.21)
obtém-se
fn+1] = vn— 3] = &s[n]
Hin+ 1] = vn—2] = 23(n]
isln+1] = vn— 1] = 24[n]
un+ 1] = v[n] = —avn — 1] — agvn — 2] — agv[n — 3] — agvin — 4] + r[n]
= —a1Z4[n] — ag@3[n] — aza[n] — ay@q1[n] + r[n] , (12.22)
o que pode ser descrito matricialmente como
#1[n + 1] 0 1 0 0 #1[n] 0
Ton+1 0 0 1 0 Zaln 0
@iniﬁ “l o o 0 1 xin% + o Ll ] (12.23)
i’4[7’L + 1] —ay —a3 —Qa —ai :%4[71] 1
&n+1=A 2[n|+B r[n . (12.24)

Por sua vez, usando-se a Equacao(12.13)), a saida pode ser definida por

yln] = bov[n] + biv[n — 1] + byv[n — 2| 4 bgv[n — 3] + byvn — 4]
= by (—a1Z4[n] — asZz[n] — azds[n] — ay@1[n] + r[n]) +
biZ4[n] + baZs[n] + bsZa[n] + bsZ1[n]
= (by — boay)®1[n] + (bs — boaz)Zz[n] + (by — boas)Zs[n] + (by — boay)Z4[n] +
bor[n] , (12.25)

que, matricialmente, assume a forma

.@1[711]
[ yln) | = [ (ba—boas) (bs—boas) (b2 — boaz) (b —bom) | Z% + [ o | [ rln] |
b (12.26)
yln] =C -&[n]+ D -r[n] . (12.27)
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Relagao entre as formas candnicas com matriz A na forma companheira I e I1

A partir das varidveis de estado usadas nas formas canonicas com matriz companheira I e
II, tem-se que

o[ ea ] [
Bl =\ Gyl [ = | malnl | =0 1 0 0| | wln) | =@ 200
Z4[n] x1[n] 1 000 x4[n]
0001
0010
Q=1010 0
1000

2l = Q- [n]

onde, nesse caso, Q = Q.
Portanto, as relagoes entre as matrizes de estado sao dadas por

0 0 0 1 —a; —Q —Qa3 —ayu 00 01
o 0 010 1 0 0 0 0010
o 01 00 0 1 0 0 01 00
|1 0 0 O 0 0 1 0 1 0 00
0 1 0 0
o 0 0 1 0
o 0 0 0 1 ’
L —a4 —a3 —Aa2 —ap
00 01 1 0
A 0010 0 0
B=Q-B=1,1 4 O I O
1 00 0 0 1
C = Cc-Q!
00 01
0010
= [(bl—boal) (52—50a2) (bs—boazs) (54—50614)}' 0100
1 0 0 0

= [ <b4 — b0a4) (bg — boag) (bg - boa2) (bl - b()al) }

D=D=p) .
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12.5.3 Estrutura IIR na Forma Direta II Transposta

Supondo-se uma estrutura IIR na Forma Direta II Transposta, pode-se propor as represen-
tacoes de estado apresentadas a seguir.

Forma candnica com matriz A na forma companheira - Caso 111

Definindo-se as saidas dos atrasadores como variaveis de estado, a saida do sistema pode
ser definida por

y[n] = z1[n] + bor[n] , (12.28)

que, matricialmente, assume a forma

x1[n]

[yl ]=[1 00 0] 2% + [ bo | [ r[n] ] (12.29)
z4[n)

yln]=C -z[n]+ D -rn| . (12.30)

Em seguida, utilizando-se ((12.28]) e percorrendo-se a estrutura, pode-se escrever

ri[n+1] = birln| + (—a)y[n] + z2[n]
= bir[n] + (—a1) (z1[n] + bor[n]) + x2[n]
zo[n +1] = barn] + (—a2)y[n] + x3[n]
= bor[n] + (—az) (z1[n] + bor[n]) + x3[n]
z3ln+1] = bsr[n] + (—a3)y[n] + x4n]
= byr[n] 4+ (—a3) (x1[n] + bor[n]) + z4[n]
zaln +1] = byrln] + (—as)y[n]
= byr[n] + (—a4) (z1[n] + bor[n]) , (12.31)

o que pode ser descrito matricialmente como

xl[n + ].] —a 1 00 xl[n] (bl - boal)
i) [n + 1] —as 010 i) [n] (bg - boag)
$3[TL + 1] - —das 0 01 T3 [n] + (bg — boag) { r[n] } (1232)
x4[n + 1] —as 0 0 O xy[n] (by — boay)
xzin+1]=A -x[n|+ B-r[n|. (12.33)
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Forma canénica com matriz A na forma companheira - Caso IV

Definindo-se as saidas dos atrasadores como variaveis de estado, a saida do sistema pode
ser definida por

y[n] = Z4]n] + bor[n] , (12.34)

que, matricialmente, assume a forma

fl[n]

Lyln) [=]0 0 0 1] Z% +[ b | [ rin) | (12.35)
@4[77,]

yln]=C -z[n]+ D -rn] . (12.36)

Em seguida, utilizando-se (12.34]) e percorrendo-se a estrutura, pode-se escrever

Taln+1] = bir[n] + (—ar)yln] + 3[n]
= bir[n] 4+ (—a1) (Z4[n] + bor[n]) + &3[n]
‘%3[71 + 1] = bgr[n] + (—ag)y[n] + ‘%2 [TL]
= byr[n] + (—az) (24]n] + bor[n]) + Z2[n]
Baln+1] = byr[n] + (—as)yln] + & [n]
= bsr[n] + (—a3) (24[n] + bor[n]) + &1[n]
Ziln+1] = byrin] + (—as)y[n]
= byr[n] + (—aq) (24]n] + bor[n]) , (12.37)
o que pode ser descrito matricialmente como
Z1[n+ 1] 000 —ay 21[n] (by — boay)
JA,’Q[TL + 1] 1 00 —as i‘g[n] (bg — boCLg)
i’g[n + 1] - 010 —ay £3[n] * (bQ - boaz) [ T[?’L] } <1238)
:%4[71 + 1] 0 0 1 —aq :%4[71] (bl — boal)
&n+1=A-&n|+B-r[n . (12.39)
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Relacao entre as formas candnicas com matriz A na forma companheira IIT e IV

A partir das variaveis de estado usadas nas formas candnicas com matriz companheira III
e IV, tem-se que

o[ oa ] [
L=\ Gl [ = | malnl | =0 1 0 0| | wyln) | =@ 2
Z4[n] x1[n] 1000 x4[n]
0001
0010
Q=10100
1000

2ln] = Q- ) |

onde, nesse caso, Q = Q.
Portanto, as relagoes entre as matrizes de estado sao dadas por

A=Q AQ"
[0 0 0 1 —a; 1 0 0 0001
B 0010 —az 01 0 0010
n 0100 —a3 0 0 1 0100
1.0 00 —ags 0 0 O 1 0 00
[0 0 0 —ay
o 1 00 —as
a 01 0 —ay |’
00 1 —a
0001 (bl—boal) (b4—b0a4)
5 o 0010 (bg—boag) . (bg—boag)
B_QB_ 01 00 (bg—boag) (bg—boag) ’
1 O O 0 (b4—b0a4) (bl—b0a1>
C = Cc-Q!
0 001
0010
= [rooofty gy
1 000
= (000 1]
e
D=D =y
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12.5.4 Relacao entre o estado inicial e as condigoes iniciais

Dado um SLIT SISO, descrito por uma equagao de diferen¢a de ordem X = max{N, L},

pode-se facilmente relacionar os vetores de condigdes iniciais y-; = [ y[—1],y[-2], -+ ,y[-N] |
e rcr = [ r[—1],7[-2],--- ,7[—L] ] com o vetor de estado inicial da representacio de estados
z[0] = [ 1[0], (0], - - -, 2x[0] ].

Por exemplo, utilizando-se a Forma Direta II Transposta de uma estrutura IIR e escrevendo-
se a representacao de estados com a matriz A na forma companheira III, pode-se utilizar a
Equagao para definir a relagao entre as condigoes iniciais e o estado inicial.

Assim, fazendo-se n = —1 em , obtém-se

21[0] = bir[=1] + (—a1)y[—1] + z2[—1]
= bir[=1] + (=a1)y[=1] + bar[=2] + (—a2)y[-2] + x3[—2]
= bir[=1] + (—a)y[=1] + bor[=2] + (—a2)y[-2] +
byr[—=3] + (—a3)y[—3] + 24[—3]
= bir[=1] + (—a)y[=1] + bor[=2] + (—a2)y[-2] +
bar[=3] + (—az)y[—3] + bar[—4] + (—a4)y[—4]
2o[0] = bor[—1] + (—a2)y[—1] + z3[—1]
= bor[—1] + (—a2)y[—1] + bar[-2] + (—a3)y[-2] + z4[-2]
= bor[—1] 4+ (—a2)y[—1] + bsr[-2] + (—a3)y[-2] +
byr[=3] + (—as)y[—3]
z3[0] = bar[—1] + (—as)y[—1] + z4[—1]

24[0] = bar[—1] + (—as)y[-1],

que, matricialmente, por ser descrita por

1[0] —ay —az —az —ay y[—1] bi by b3 by r[—1]

.%’2[0] . —Q9 —a3z3 —Qay4 0 y[—2} bg bg b4 0 7’[—2]
w0l | = | —as —as 0 0 || w=3 || b5 b o0 0||eg | (20

1’4[0] —ay 0 0 0 y[—4} b4 0 0 0 T’[—4]

ou
xz[0] = Ayy - Yor + Bar - Tor - (12.41)
Manipulando-se a Equacgao ((12.41), obtém-se a relagao inversa, dada por

yor = A, - (x[0] — By, - 7cr) (12.42)

Para encontrar o vetor de estado inicial &[0], relativo ao vetor de estados &[n], pode-se
utilizar a transformacao dada pela Equacao [12.2]
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12.6 Equacgoes de estado x operador de transferéncia

Dado um conjunto de equagoes de estado de um sistema, é possivel obter o seu operador de
transferéncia. Por outro lado, dado o operador de transferéncia de um sistema, é possivel obter
algumas formas diferentes para o seu conjunto de equagoes de estado. Tais mapeamentos sao

abordados a seguir.

12.6.1 Das equacgoes de estado para o operador de transferéncia

Utilizando-se o operador de avango unitario D{-}, pode-se explicitar o vetor de estados x[n]
através da seguinte manipulagdo da equagao de proximo estado de um SLIT SISO:

z[n+1)= A z[n]+ B -r[n] —
S an+1—A -z =B rn —
— (D)z[n] — A-z[n] = B -r[n] —

— (D)I-z[n] — A-z[n] = B -rn] —

— [(D)I — A] z[n] =B -r[n] —

— a[n] = {[(D)IT - A]"" B} rln] . (12.43)
Substituindo-se ((12.43]) na equacgao de saida, obtém-se
yln] = C-z[n]+D-rln]
= C-{[(D)I- A" B} r[n]+ D -rln]
= {C [(D)I-A]"" B + D} r[n]
= T(D) r[n], (12.44)
onde
T(D)={C [(D)I-A]"" B + D} . (12.45)
Por exemplo, considerando-se um biquad descrito por
y[n] = (—a1) yln — 1] + (—az) y[n — 2] + by x[n] + by x[n — 1] + by z[n — 2], (12.46)
com sua descri¢ao por equagoes de estado dada por
A= l o —32] . B- [H LC=[ (b —ha) (b—beas) |, D=1[bo] .
pode-se calcular
T(D) = C [(D)I-A" B + D
D 0 —a; —Q9 -
s e (13 8] 7)) 3]
(b1 — boar) (ba — boaz)] [ Dj—lal ag 1 [ (1) 1 + [bo] (12.47)
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Uma vez que

D+a; a B 1 D —ay 1 D —ay
-1 D - D24+aD+ay| 1 D4+a| PWD)| 1 D+4a |’
onde
P(D):D2+CL1D—|—G2,
a Equacao pode ser reescrita como

T(D) = P(lD) {[(bl - boal) (b2 - 5002)] [ 11) D_le ] [ (1) ]} + [bo]

1 D

= P {[(b1 —boar) (ba — boas)] [ 1 H + [bo]
1

= @ {(bl — bgal) D + (bg — boag)} + bo

o {(bl — boal) D + (bQ — bgag)} + bo P(D)

a P(D)

(b1 — boar) D + (by — boas) + by (D*+ a1 D + ay)

N D2+ a1D + ay

boD? 4+ by D + b,
D2 + CllD + ao
bo + le_l -+ bQD_Q

= 12.48
1+a, D' +ayD2"’ ( )

que é, por definicao, o operador de transferéncia associado ao biquad descrito pela Equa-

¢iio 1215,
E importante notar que, para um sistema genérico, o polinémio P(D), denominado de
polindémio caracteristico do sistema, representa o determinante calculado por

P(D) = det (D)I — A) = |(D)I — A| .

12.6.2 Do operador de transferéncia para as equacoes de estado

Dependendo da decomposicao adotada para o operador de transferéncia de um sistema, é
possivel obter algumas formas diferentes para o seu conjunto de equacgoes de estado. A seguir,
sao abordadadas a decomposicao direta, a decomposi¢ao cascata e a decomposicao paralela.

Decomposigao direta (ou cascata de atrasadores unitarios ou formas de Kalman)

Com a aplicagdo de uma seqiiéncia auxiliar v[n] sobre o operador de transferéncia T'(D), de
tal forma que

yln) _ (Skea 5D ™) o]

T(D) = r[n] - (Z]k\f:o akD7k> v[n]

Y

obtém-se as equacoes

i () (—ax) D"“) v[n] (12.49)
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yln] = <b°> rn] + (% (bk _bh ak> D"“) vn] , (12.50)

Qo k=1 Qo

onde M = maz{N, L} é a ordem do sistema associado a T'(D).

Organizando-se os M atrasadores unitérios D~'{-} em uma estrutura cascata, bem como
atribuindo-se a saida de cada atrasador unitério a cada uma das M varidveis de estado zg[n]
do sistema, podem-se definir as seguintes associagoes:

D™ Hu[n]} = mln]
D™*{v[n]} = wsn]

D3 {w[n]} = x3n

[

D™M{un]} = xum(n]. (12.51)

De (12.49) e (12.51), definem-se as seguintes equagoes de estado:

rin+1] = wvn] = (1) r[n]—l—i(—ii) T [n]

xo[n +1] = x1[n]
xz3n+1] = xg[n]

Por sua vez, de ((12.50)) e (12.51)), define-se a seguinte equacao de saida:

yln] = (2‘;) Z (bk -2 ak> zx[n] . (12.53)

Reescrevendo-se (12.52)) e (12.53) na forma matricial, obtém-se o conjunto de equagoes de
estado definido por

ol ] [-8 -m s —Sm w0 o] ][
xo[n + 1] 1 0 0 0 0 xo[n] 0
r3in +1 T3|n
S | e R T
ZL‘M_l[TL—{-l] 0 0 o --- 0 0 l’M—l[n] 0
ryn+1] | |0 0 0o - 1 0 || zmln] | | 0 |
(12.54)
1 [n]
y[n]Z{(bl—b*OCLl) (bz_f@) (bM_b*OaM>} :E2E[n] +{Z—g}r[n], (12.55)
xr([n]

que, claramente, encontra-se em uma forma companheira. Esse conjunto pode ser visto como
um caso geral para aquele definido nas Equagcoes (12.16)) e (12.19)).
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Um outro conjunto de equacoes de estado pode ser obtido ao se definir as associagoes

D~{v[n]}
D~*{v[n]}
D~*{v[n]}

DY {w[n]}
D= {v[n]}

De (12.49) e (12.56)), definem-se as seguintes equagoes de estado:

z1[n + 1] xo[n]

zo[n+ 1] = x3[n]

x3[n + 1] xy[n]
ry[n+1] = wvn] = <alo>

Por sua vez, de ((12.50)) e (12.56)), define-se a seguinte equacao de saida:

y[n] o

(bo> r[n] +§4:1 <bk - ZZ ak> Tr—k1[n] -

xr[n]
Tpr—1[n]
Tar—2[n]
xa[n]
= x4[n] . (12.56)
rn] + ;; (-Z’;) oar el - (12.57)
(12.58)

Reescrevendo-se ((12.57)) e ([12.58)) na forma matricial, obtém-se o conjunto de equagoes de

estado definido por

z1[n + 1] 0 1 0
xa[n + 1] 0 0 1
Ty—1[n + 1] 0 0 0
xar[n + 1] i —‘;—J(V)f —7“15(:1 _7‘”‘;(:2
(§]
y[n] = { (bM - %g GM) T <b2 - Z*g az) <bl

0 0 x1[n] 0
0 0 xa[n] 0
0 0 x3[n] 0
- ||l
0 1 xyr—1[n] 0
—2 =2 | zmin] [
(12.59)
x1[n]
Y al) } xM_‘l[n] +[ b ]r[n] , (12.60)
xar[n]

que, claramente, encontra-se em uma forma companheira. Esse conjunto pode ser visto como
um caso geral para aquele definido nas Equagoes (12.23)) e ((12.26]).
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Decomposigio cascata (de operadores mais simples ou iterativa)

Fatorando-se os polindmios numerador e denominador do operador de transferéncia, de tal
forma que

_ (SD™)  mE, (15D
(ChoaD) IS (A-pD )]

T(D) (12.61)

onde zj e py sdo, respectivamente, os zeros e os pdlos de T'(D), bem como Ko = 2—3, h& varias

formas de se organizar as subfunc¢oes que surgem em tal fatoracgao.
Supondo-se M = N = L e uma organizagao em operadores 71, (D), de ordem 1, tais como

(1 — ZkDfl)

T, (D) = m )

o operador T'(D) pode ser descrito por uma cascata de operadores T3, (D), dada por
M
T(D) = K¢ [[ Th,.(D) ,
k=1

onde M é a ordem do sistema associado a T'(D). Aplicando-se a decomposigao direta em cada
operador 71, (D), obtém-se as relagoes

Cykln] (1= 2D win]
D)= ] = C=peD D) wal]

yr[n] = vin] — 2D~ {or[n]}

ru[n] = v[n] — ppD~ {uk[n]}

Definindo-se as varidveis de estado D~'{vi[n]} = x[n], pode-se reescrever as relagoes acima
como
yr[n] = zx[n + 1] — zpzi[n]

xp[n + 1] = prag[n] + ren] .

Portanto, podem-se definir, para o operador constante, a relagao

yroln] = Ke rn] (12.62)
bem como, para k = M, as relagoes
aun+1] = puzmln] +ruln]
= puzmln] + Yy [n]
= purmn] + Kc r(n] (12.63)
e

= pM;L'M[n] —+ KC r[n] — ZMxM[n]
= (pm — 2m) zm[n] + K¢ rn] (12.64)
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para k = M — 1, as relacgoes

xM,l[n + 1] = prll’M,l[n] + TM,l[n]
= pu—1Tm—1[n] + yun]
= puary_1[n]+ (py — zm) xm[n] + Ko r[n] (12.65)
yv-1[n] = xyan+ 1] = 2p_12p-1[n]

pu—12m—1[n] + (par — 2m) Tmn] + Ko rin| — 2p—120-1[n]
(Prvi—1 — 2v—1) -1 0] + (P — 2m) om[n] + Ko r(n] (12.66)

para k = 2, as relagoes

Ta[n+ 1] = poxa[n] + ran]
= paxa[n] + ys(n]
= poxa[n| + (ps — 23) x3[n] + (pa — 2a) Ta[] + - - +
(Pri—1 — 2a—1) T [n] + (par — 2ur) 0] + Ko rn] (12.67)
yaln] = zan+ 1] — 2019[n)]

= pax2[n] + (ps — 23) w3[n] + (p1 — 24) Ta[n] + -+ - +
(Prvi—1 — 2v—1) p—a (0] + (P — 2m) 2m[n] + Ko rn] — 2o22(n]
= (P2 — 22) @2[n] + (ps — 23) w3[n] + (P2 — 2z4) maln] + -+ +
(Prvi—1 — 2m—1) Tu—1[n] + (P — 2m) Tmn] + Ko rin] (12.68)

e, finalmente, para k = 1, as relagoes

rin+1] = pixi[n] + rin]
= piz1[n] + y2[n]
= pxi[n] + (p2 — 22) x2[n] + (p3 — 23) x3[N] + -+ +
(prvi—1 — 2v—1) -1 n] + (P — 2m) Tmn] + Ko rin] (12.69)
y1[n] z1[n + 1] = 2131 [n]

pza[n] + (p2 — z2) za2[n] + (p3 — 23) 230 + - +

(Pvr—1 — zm—1) oy [n] + (pv — 2m) zm[n] + Ko rn] — 2121 [n]

(p1 — z1) 1[n] + (p2 — 20) x2[n| + (p3 — 23) x3[n| + -+ - +

(pr—1 — z2m-1) Tp—a[n] + (P — 2m) xi[n] + Ko r{n] (12.70)

yln] = yin] . (12.71)
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As Equagoes (12.62) a ((12.71) conduzem ao seguinte conjunto de equagoes de estado:
z1[n + 1] [ x1n] ]
Ta[n + 1] Ta[n)
r3n+1 T3[n
st ] el + B 1] (12.72)
$M_1[n + 1] $M_1[n]
xpr[n + 1] xpr[n]
e
x1[n]
2[n]
yln|=C _ + D -r[n], (12.73)
il
onde ;
Ko=—,
aop
D=|Kc|,
CZ[(Pl—Zl) (p2 — 22) (pM_ZM)] )
T
B=| Ko Ko Ke Ko Kc |
e i -
p1 (P2 —2) (p3—23) (Prr—1 — 2m-1) (P — 2mr)
0 D2 (ps — 23) (Pv—1 — 2v—1)  (Pvr — 2ur)
0 0 p3 (Pvr—1 — 2m-1) (P — 2umr)
A=
0 0 0 PyM-1 (par — 2ur)
| 0 0 0 0 Py |

que, claramente, encontra-se em uma forma triangular superior muito simples de se construir.
Um outro conjunto de equagoes de estado pode ser obtido ao se definir as variaveis de estado
por D™Huvg[n]} = zar_111[n]. Nesse caso, obtém-se as seguintes matrizes:

A = flipud(fliplr(A)) ,
B=B,
C = fliplr(C)

D=D,

onde as funcgoes flipud(M ) e fliplr(M ) realizam, respectivamente, as operagoes de espelhamento
up-down e left-right da matriz M. Deve-se notar que a matriz A assume a forma triangular
inferior.
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Decomposigio paralela (de operadores mais simples)

Dado um operador de transferéncia definido por uma funcao polinomial racional propria, o
mesmo pode ser fatorado em fragoes parciais.

Supondo-se que o polinémio denominador de T'(D) possua apenas raizes simples, a expansao
em fragoes parciais pode ser expressa por

[n] é(: é{:D i CyD™1

Tl pk k:l 1 - ka )

<=

T(D)

.—|

0 que representa um arranjo em paralelo de operadores 71, (D), de ordem 1, cada um deles com
saida yx[n] e todos com a mesma entrada ri[n| = r[n]. Deve-se notar ainda que

= (Z le(D)> rln] = Z_:le(D) ri[n] = Zyk[n] ) (12.74)

Aplicando-se a decomposicao direta em cada operador 13, (D), obtém-se as relacoes

yr[n] _ Ci,D™'  wyn]
riln] (1= peD7Y) vln]

yr[n] = Ce D~ {uy[n]}

le (D) =

re[n] = vk[n] — ppD~{uk[n]} .

Definindo-se as variaveis de estado

D™ H{wi[n]} = zi[n]

pode-se reescrever as relagoes acima como

yr[n] = Cy xx[n] (12.75)
e
z[n + 1] = prag[n] + reln] . (12.76)
De ([[274), (T2.79) e ([2.76), chega-se ao conjunto de equagdes de estado definido por
wiln + 1] pr 0 o 07T @] 1
xQ[n:H] ~ (:)pf 0 xZ:[n] + 1 r[n] (12.77)
exn+1] 0 0 - pi | | axln] |
€
1 [n]
yil=[C1 Gy o Ok w2l +[ 0], (12.78)
Tk [n]

que, claramente, encontra-se em uma forma diagonal muito simples de se obter.
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12.7 Exercicios propostos

1. Dado um sistema linear e invariante ao deslocamento (SLIT), relaxado e descrito pela
equacdo de diferenca S0, ary[n — k] = S0, brr[n — k], com ag # 0 e N = 2, atenda aos
seguintes itens:

(a) Partindo da estrutura na Forma Direta tal que y[n] = f (ao, bo, axzi[n], bpzi[n], r[n]),
para 1 < k < N, onde x[n] é o vetor de estados, descreva o sistema por equagoes
de estado, destacando as matrizes A, B, C e D.

11
1 2

descricao de estados do sistema, destacando as matrizes A, B , CeD.

(b) Supondo a mudanga de estados dada por &[n| = l ] x[n], calcule a nova

(c) A partir da nova descri¢ao de estados do sistema, desenhe a estrutura equivalente, na
forma de blocos bésicos (somador, multiplicador, atrasador unitério), usando uma
notagao simplificada para o valor de cada multiplicador.

2. Dado um sistema linear e invariante ao deslocamento (SLIT), descrito pela equacao de
diferenca 0 ary[n — k] = SF_ ber[n — k], onde @ = [ag] = [1], e b = [by by by by by,
atenda aos seguintes itens:

(a) Defina o sistema por meio de um conjunto de equagdes de estado.

(b) Utilizando as equagoes de estado propostas, calcule h[n] e prove que o SLIT é do
tipo Finite Impulse Response (FIR) ou Infinite Impulse Response (IIR).

3. Dado um SLIT definido por uma equacao de diferenga, com N = L = 2 e ag # 1, atenda
aos seguintes itens:

T

e Na Forma Direta II, considere o vetor de estados x[n] = [ x1[n] x2[n] } , de tal
forma que y[n] = byv[n| + bix2[n] + boxq[n], calcule as matrizes A, B, C ¢ D e
escreva as equacoes de estado do sistema.

T
e Na Forma Direta IT transposta, considere o vetor de estados x[n] = [ x1[n] x2[n] } ,

de tal forma que seja mantida a mesma associacao entre as variaveis de estado e os
atrasadores unitdrios empregada na Forma Direta IT (D' <+ x;), calcule as matrizes
A, B, C e D e escreva as equacoes de estado do sistema.

4. Dado um sistema linear e invariante ao deslocamento (SLIT), relaxado e descrito pela
equacdo de diferenca SN ay, y[n — k] = S0, b, 7[n — k], com ag # 0 e N = 3, atenda
aos seguintes itens:

(a) Desenhe as estruturas na Forma Direta I, na Forma Direta II e na Forma Direta II
Transposta (FDIIT), que descrevem o SLIT em questao, associando um multiplica-
dor para cada coeficiente da equacao original.

(b) A partir da estrutura na FDIIT onde zx[n — 1] é uma funcao direta de ay e by, para
1 <k < N, descreva o sistema por equacoes de estado.

(c) Supondo a mudanca de estados definida por &[n] = x[n], calcule a nova

—_ o O
O = O
o O =

descricao de estados do sistema.
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5. Dado o SLIT definido por y[n] = St_, bev[n — k] e v[n] = 41—, (—ax)v[n — k] +7[n], onde
r[n], y[n] e v[n| sdo, respectivamente, a entrada, a saida e uma variavel interna, calcule
as matrizes do equacionamento de estados, considerando o seguinte vetor de estados:
x[n] = [z1[n] z2[n] z3[n] z4[n]]" = [v[n — 1] v[n — 2] v[n — 3] v[n —4]]".

32 b DF
B Zi:o ag DR’
b= {bo,bl, bg,bg} = {O, 1, O, —1} e a— {ao,al, CLQ,(Ig,Cl4} = {1, 05, —07, 03, —02},
calcule uma representacao para S por meio de Equacoes de Estado, destacando as matrizes
A B, CeD.

6. Dado o sistema S, definido pelo Operador de Transferéncia T'(D) onde

T
7. Dado um SLIT descrito pelo vetor de estados x[n] = { x1[n]  xe[n] } e pelas matrizes

A — [an a12]’B: [511702 {01 02} e D = {d},considereonovovetor
Q21 Q22 by

de estados &[n] = [ 21[n] Z2[n] } = { (x1[n] — z2[n]) (z1]n] + x2[n]) }T e atenda aos

seguintes itens:

(a) Calcule as matrizes Q e @', de mudanca de vetores de estado x[n] «+— &[n].
(b) Calcule as novas matrizes A, B, C e D.

C D 21 A922

C = [ ¢ C } e D = | d |, atenda aos seguintes itens:

8. Dado o sistema .S, definido pelas matrizes S = [ A B ], A= l @it 1, B = [ b ],

(a) Escreva as equagoes de estado de S e, a partir delas, desenhe a estrutura do sistema
relaxado, em uma forma direta, usando um grafo de fluxo de sinais GJ.

(b) A partir de G, encontre o seu grafo transposto G&.
(c) A partir de G%, calcule as novas matrizes A, B, C , DeS, que também definem S.

(d) Compare as matrizes S e S, que definem o sistema .S, indicando a relacado matricial
existente entre elas.

9. Dado o sistema .S, definido pelas matrizes S = 4 B , A= a2 , B = b ,
C D a1 Qoo by
C = { 1 Cy } e D = [ d ], atenda aos seguintes itens:
(a) Escreva as equagoes de estado de S, considerando a entrada r[n|, a saida y[n| e

o vetor de estados x[n] = [ z1[n] z2[n] ]". A partir delas, desenhe a estrutura do
sistema relaxado, em uma forma direta, usando um grafo de fluxo de sinal G.

(b) Calcule as matrizes Q e Q™' que associam x[n] a um novo vetor de estados, dado
por &[n] = [ #1[n] &o[n] " = [ (21[n] — wa[n]) (21[n] + s[n]) "
(c) Calcule as novas matrizes A B, C, D, considerando o vetor de estados Z[n].

(d) A partir das novas equagoes de estado de S, desenhe a estrutura do sistema relaxado,
em uma forma direta, usando um grafo de fluxo de sinal Gg.

000

10. Dada a matriz Q = , atenda aos seguintes itens:

_ o O
O O O

01
10
0 0
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e Calcule a matriz inversa Q"

e Prove que a multiplicacado QM equivale a aplicar a operacao de espelhamento
up-down sobre a a matriz M.

e Prove que a multiplicacio M Q™' equivale a aplicar a operacio de espelhamento
left-right sobre a a matriz M.

e Prove que a multiplicacio QM Q' equivale a aplicar as operacoes de espelhamento

up-down e left-right, em ambas as ordens de aplicagdo, sobre a a matriz M.

11. A partir de uma estrutura IIR, na Forma Direta II, sdo obtidas as matrizes A, B, C e D,
com matriz A na forma companheira I. Suponha que as fungoes flipud(M ) e fliplr(M )
realizam, respectivamente, as operagoes de espelhamento up-down e left-right da matriz
M. Obtenha as matrizes Af, Bf, Cf e Df, através das operagoes abaixo e compare
os resultados com as matrizes A, B, C e D, com matriz A na forma companheira II.
Justifique o resultado da comparacao.

= flipud(fliplr(A))
Ay = fliplr(flipud(A))
B = flipud(B)
C; = fliplr(C)
D;=D
12. A partir de uma estrutura IIR, na Forma Direta II, sdo obtidas as matrizes A, B , Ce ﬁ,
com matriz A na forma companheira II. Suponha que as fungoes flipud(M ) e fliplr(M )
realizam, respectivamente, as operagoes de espelhamento up-down e left-right da matriz
M. Obtenha as matrizes Ay, By, C¢ e Dy, através das operagoes abaixo e compare

os resultados com as matrizes A, B, C e D, com matriz A na forma companheira I.
Justifique o resultado da comparacao.

A; = flipud(fliplr(A))
A = fliplr(flipud(ﬁ))
By = flipud(ﬁ)
C; = fliplr(C)
D;=D
13. A partir de uma estrutura IIR, na Forma Direta II Transposta, sdo obtidas as matrizes A,
B, C e D, com matriz A na forma companheira III. Suponha que as fung¢oes flipud(M )

e fliplr(M ) realizam, respectivamente, as operagoes de espelhamento up-down e left-right
da matriz M. Obtenha as matrizes Af, B . C’f e Df, através das operagoes abaixo e

compare os resultados com as matrizes A B Ce D com matriz A na forma companheira
IV. Justifique o resultado da comparacao.

Af = flipud(fliplr(A))
Ay = fliplr(flipud(A))
By = flipud(B)
C; = fliplr(C)
D;=D
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14. A partir de uma estrutura IIR, na Forma Direta II Transposta, sdo obtidas as matrizes A,
B,Ce ﬁ, com matriz A na forma companheira IV. Suponha que as fungoes flipud(M )
e fliplr(M ) realizam, respectivamente, as operagoes de espelhamento up-down e left-right
da matriz M. Obtenha as matrizes Af, By, C¢ e Dy, através das operagoes abaixo e
compare os resultados com as matrizes A, B, C e D, com matriz A na forma companheira
ITI. Justifique o resultado da comparacao.

Ay = flipud(fliplr(A))

A = fliplr(flipud(A))
B = flipud(B)
Cy = fliplr(C)

A

D;=D

15. Foi pedido a um aluno de Processamento Digital de Sinais que escrevesse as equagoes de
estado de um sistema linear e invariante ao deslocamento (SLIT), relaxado, recursivo, com
a = [1,a1,as,a3] e b = [by, by, by, b3], a partir de sua descrigdo dada pela Forma Direta I.
Como resultado, ele apresentou as Equagoes ((12.79) — (12.81)). As equagdes apresenta-
das representam um possivel conjunto de equacoes de estado para o SLIT em questao?

Justifique.
[ z[n+1] [ (—a1) (—a2) (—a3) by by bs | [axin] 1 [ bo]
ol + 1] 1 0 0 0 0 0 wa[n) 0
z3ln + 1] 0 1 0O 0 0 0 x3[n] 0
zn+1 | | 0 0 0 0 0 0 zn] | T 1 rin) (12:79)
ws[n + 1] 0 0 0 1 0 0 ws[n] 0
| zgln+ 1] . 0 0 0 0 1 0] [ xn| | | 0 ]
Cayn]
xo[n]
y[n] = [ (—a1) (—az) (—asz) b1 b2 by } iim + [bo] - 7[n] (12.80)
x5[n]
L @e[n] |
[ 240] ] [O]
z[0] = iﬂg} = 8 (12.81)
L 260 ] L0

16. A sintaxe [y, x| = filter (b, a,r,x;) indica que foram dados:

e A especificacdo de um sistema linear e invariante ao deslocamento (SLIT) por meio

dos coeficientes a = [ag, a1, -+ ,ay] e b = [by, by, -+ ,br] da equagdo de diferenga
que o define.

e A entrada r = [ r[0],r[1],--- ,r[K]].

e O estado inicial @; = [ 21[0], 22[0], - - - , xar[0] ].
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Baseando-se no calculo das equagoes da estrutura denominada de Forma Direta II Trans-
posta, que descreve o SLIT, a funcao retorna:

o Asaiday = [y[0],y[1],---,y[K]].

e O estado final ¢y = [ 21 [K], zo[K], - ,xm[K] |.
Dado um sistema descrito por a = [1, 3,5] e b = [0, 4, 6], com o estado inicial 2; = [0, 0, 0],
atenda aos seguintes itens:

(a) Escreva as Equagoes de Estado do SLIT.

(b) Calcule as matrizes A, B, C e D do SLIT, de tal forma que seja possivel acompanhar
os resultados do calculo efetuado através das equacoes de estado diretamente com
aqueles obtidos através da funcao filter(-).

(c) A partir dos itens (a) e (b), calcule a saida e o estado final, para cada uma das
seguintes entradas:

J

1

= [1,1].
iii. = 1[1,1,0].

[

[

iv. r= 1,10—1]
v. r=[1,1,0,—1,—1].

(d) Esboce os gréficos r[n] X n e y[n] x n, para o item (c.v).
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Parte IV

Respostas de um SLIT
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Capitulo 13

Calculo da resposta de um SLIT

13.1 Introducao

Um dos principais objetivos a serem alcancados quando se modela um sistema ¢é o calculo
da sua saida, a qual é interpretada como uma resposta do sistema a uma energia aplicada
externamente e/ou a uma energia internamente armazenada.

Os dados utilizados na definicao do problema sao os seguintes:

e Equacao de diferenga ou equagoes de estado: que representam o sistema.
e Condigoes iniciais ou estado inicial: que representam a energia interna do sistema.

e Entrada ou excitagao: que representa a energia externamente aplicada ao sistema.

Por sua vez, alguns dos diversos procedimentos disponiveis para o calculo da resposta de
um SLIT sao os seguintes:

e Calculo numérico iterativo, empregando implementacao do sistema em software ou em
hardware dedicado: solucao baseada na iteracao da equacao de diferenca ou das equacoes
de estado, a partir das condigoes iniciais ou do estado inicial.

e (Célculo analitico:

— Solugao baseada em algumas iteragoes das equagoes de estado, a partir do estado
inicial, e posterior tentativa de inferéncia de uma equacao geral.

— Solucao baseada no operador de transferéncia, por meio do célculo das respostas ao
estado yes[n] € & entrada yen[n], com o auxilio das condigoes iniciais.

— Solucao baseada em algumas iteracoes da equacao de diferenca, a partir das condigoes
iniciais, e posterior tentativa de inferéncia de uma equacao geral.

— Solugao convencional da equacao de diferenca, por meio do calculo das respostas
homogénea yp,[n], particular y,[n] e complementar y.[n], com o auxilio das condi¢oes
iniciais.

e (Casos particulares:

— Calculo da resposta ao impulso h[n| a partir da resposta homogénea y,[n].
— Célculo da resposta ao impulso h[n| a partir da resposta ao degrau y,[n].

— Célculo da resposta ao degrau y,[n| a partir da resposta ao impulso h[n].

Calculo da resposta a entrada yen:[n], dado um SLIT FIR relaxado, com resposta ao
impulso h[n], submetido a uma entrada de comprimento indefinido.
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206 Capitulo 13. Célculo da resposta de um SLIT

13.2 Solucao das equacgoes de estado

No equacionamento de estados, o vetor de saidas é computado a partir do vetor de estados
e do vetor de entradas. Por sua vez, o vetor de estados é calculado recursivamente, a partir
do proéprio vetor de estados, do vetor de entradas e do estado inicial (valor inicial do vetor
de estados). Dessa forma, manipulando-se as equagoes de estado, pode-se calcular o vetor de
saldas diretamente a partir do estado inicial e do vetor de entradas. Isso é feito a seguir.

13.2.1 Resposta total

Definindo-se o instante inicial por Ny = 0, o estado inicial por &[Ny| = @[0] e utilizando-se
a equacao de préoximo estado

zln+1)=A-zn|+ B-r[n|,
o valor de x[n], para n > Ny, é dado por

A-z[0]+B-r[0] = A'-z[0]+I-B-r[0] = A'-z[0] + A°- B - r|0]
z[2] = A-z[l]+B-r[l] = A*>-z[0]+ A'-B-r[0]+ A’ - B -r[l]
A-

x[3] = z[2] +B-r[2] = A®-z[0]+A*-B-r[0]+A'-B-r[1]+ A" B-r[2]
xln] = A"-z[0] +(§) AR OB orlk], n> 0. (13.1)

Substituindo-se a Equacao (13.1) na equacao de saida, obtém-se

in] = C - z[0]+ D - r[0] , n=0 (13.2)
= C-A”~a:[0]—|—C-Z§€Z)1)A("_1_k)~B~r[k]+D-r[n] , n>0 ‘
A matriz ®[k] = A* ¢ denominada de matriz fundamental.
13.2.2 Resposta ao estado (ou resposta a entrada nula)
Para um sistema com estado inicial 2[0] e entrada nula, a resposta é dada por
B | C-z[0] , n=0
elt) = 90l ={ &0 S (13.3)
13.2.3 Resposta a entrada (ou resposta ao estado nulo)
Para um sistema relaxado e entrada r[n], a resposta é dada por
D . 7’[0] , =
en = = n— 11— 13.4
Y t[n] y[””est.nulo { C . 21(9:01) A(n 1-k) | B. ’I"[k] +D- 'r[n] . n>0 ( 3 )

Conseqiientemente, a resposta ao impulso unitario é calculada por

D , n=20
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13.3 Solucao baseada no operador de transferéncia

A seguir, é apresentada uma outra forma de calculo para as respostas de um SLIT, a qual é
baseada no emprego do seu operador de transferéncia. Inicialmente, o operador de transferéncia
¢ definido, a partir da aplicacdo de um operador de deslocamento a uma equagao de diferenca
genérica. Em seguida, é considerado que a resposta total é a soma da resposta ao estado (ou
resposta a entrada nula) com a resposta a entrada (ou resposta ao estado nulo). A resposta ao
estado é calculada diretamente a partir do operador de transferéncia e das condigoes iniciais.
Para o cédlculo da resposta a entrada, o operador de transferéncia é primeiramente usado para
calcular a resposta ao impulso. Por fim, a resposta a entrada pode ser calculada por meio da
convolugao da resposta ao impulso com a entrada.

13.3.1 Equacao de diferenca x operador de transferéncia

Dado o SLIT descrito pela equacao de transferéncia

];ak y[n—k]:;bk x[n — k],

ao aplicar-se a ela o operador de deslocamento D= v[n] = v[n — k|, obtém-se o operador de
transferéncia definido por

No(D) _ Shgbe D Tl (1 5D

T(D) = = —
)= 50Dy = S ya DF I (1= pD

z:: 1—ka 7

onde z; e pg sdo os zeros e os pdlos de T'(D), respectivamente. Por sua vez, Ko = (Z—g) éa

constante de ganho, no arranjo cascata. Por fim, K, sdo os residuos k dos pdlos p;, no arranjo
paralelo.

13.3.2 Resposta ao estado (ou resposta a entrada nula)

A resposta ao estado y[n], ;g = Yest[n] = yn[n] é a solucdo da equacdo homogénea

N
Y apyln—kl=0.
k=0

A seguir, a resposta y,,[n] é induzida a partir da solugdo de um sistema de primeira ordem.

Solucao homogénea de um sistema de primeira ordem

A equacao homogénea de um sistema de primeira ordem, dada por
yln] +a; yln—1] =0, (13.6)
pode ser reescrita, com o auxilio do operador de deslocamento, como
(1 + alD’l) yln] =0

ou ainda como

(1 — plD_l) yln] =0,
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onde, para tal sistema, (1 —p;D™!) representa o denominador Dz(D) do seu operador de
transferéncia T'(D).

A partir de ((13.6)), pode-se escrever que

y[n|

———— = —ay = P,
y[n — 1]

o que é equivalente a dizer que a solugao da equagao homogénea y,[n], para n > 0, é uma
progressao geométrica com uma taxa de valor igual a p;, de tal forma que

Yn[n] = Kn1 pi uln] , (13.7)

onde Kj; é uma constante de ajuste, a ser calculada com o auxilio da condicao inicial y[—1].

De ((13.6)), tem-se que
y[0] = —a1 y[-1] = p1 y[-1]

e, de (|13.7)), tem-se que
yh[o] = Kp1 -

Portanto, a solu¢ao da equacao homogénea é dada por

ynln] = K pY uln]
= (pry[=1]) pt uln]
= y[0] pY uln] . (13.8)
Solugdo homogénea de um sistema de segunda ordem (com pélos p; distintos)

A equacao homogénea de um sistema de segunda ordem, dada por
yln] +a1 yln—1] +a2 yln —2] =0, (13.9)
pode ser reescrita, com o auxilio do operador de deslocamento, como
(1 +a D7+ azD’Q) yln] =0

ou ainda como
(1=pD7) (1=pD )yl =0, (13.10)

onde, para tal sistema, [(1 — p;D™') (1 — paD™')] representa o denominador Dr(D) do seu
operador de transferéncia 7'(D).

A Equagao ([13.10)) é satisfeita se
(1 — plD’l) y[n] =0
ou se
(1=pD ")yl =0,

que sao equacoes homogéneas de primeira ordem, com a mesma forma que a Equacao (13.6)).
Portanto, baseando-se na solucdo definida na Equagao , podem ser propostas as solugoes
individuais

Ym[n] = Kn1 pY uln]

Yn2[n] = Knz py uln] ,
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bem como a solugao completa
yn[n] = ym[n] + yna[n] = Kni pi uln] + Kys py uln] (13.11)

onde Kj1 e Kj sdo constantes de ajuste, a serem calculadas com o auxilio das condigoes iniciais
y[-1] e y[-2].
De (13.9), tem-se que

(—a1)y[0] + (—a2)y[-1] ,

<
=)
I

De (|13.11]), tem-se que
Ynl0] = Kp1 + Ko

yn[1] = Ky p1 + Ko p2
yh[O] _ 1 1 Khl
yn[1] pL P2 Ky |7
de onde K}, e Ky podem ser calculadas da seguinte forma:
Km ] _[1 1] wlo]
Ky p1 P2 ynll] | -

Solugdao homogénea de um sistema de ordem N (com pdlos p; distintos)

ou, de forma matricial,

A equacao homogénea de um sistema de ordem N, dada por

y[n]+§;ak yln—k] =0, (13.12)

pode ser reescrita, com o auxilio do operador de deslocamento, como

(1 + kf;lak D"“) yln] =0

ou ainda como

<ﬁ (1 —ka1)> yln] =0, (13.13)

k=1

onde, para tal sistema, (Hévzl (1-— ka_1)> representa o denominador D7 (D) do seu operador
de transferéncia T'(D).
A Equacao ([13.13)) ¢é satisfeita se

(1 — plD_1> yln] =0,

(1=pD ) yln] =0,

(1 — pND_l) yln] =0,
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que sao equacoes homogéneas de primeira ordem, com a mesma forma que a Equacao (13.6)).
Portanto, baseando-se na soluc¢ao definida na Equacao ((13.7]), podem ser propostas as solugoes
individuais

yni[n] = Kn py uln]

Yna[n] = Kna py uln] ,

ynn[n] = Knn pR uln] ,

bem como a solug¢ao completa

ynln] = Z Ynkn] = Z Kk pp uln] , (13.14)

onde K, sdo constantes de ajuste, a serem calculadas com o auxilio das condigoes iniciais y[—1]
a y[—N].
De (13.12)), tem-se que

ol0] = 3 (—ew) yl—k]
ylt) = 3 (o) w4 1]
o12) = X () o[k +2],
GIN 1] = 3 () y{—k + (¥~ 1)

De (|13.14]), tem-se que

N

yn[l] = Knk v
k=1
N

ynl2] =D Ku P
k=1

k=1
ou, de forma matricial,

B R S
yn[1] 2} P2 ps - DN Ko
w2 | =] i I i PN Ky | |

LN =1 ] [ pY Y D T | K |
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de onde K} podem ser calculadas da seguinte forma:

Ky [ 1 R | ya[0]

Ko P1 D2 ps 0 PN yn[1]

Kns |=| pi »3 P35 - Dy yn[2]
B I A A" A SR S N VA T

Solucao homogénea de um sistema com pdlo p, muiltiplo

Um pélo pg, com multiplicidade M > 1, da origem a uma equagao homogénea da forma

(1 - ka_1>Mk y[n] =0.

Nesse caso, pode-se mostrar que a solucao homogénea é dada por

Ynkln] = [tho + Kper o+ -+ + Kpg(ag,—1) n(Mkfl)} pr uln]
(My—1)
= Z (Kngm n™)| pp un] . (13.15)
m=0

13.3.3 Resposta a entrada (ou resposta ao estado nulo)

A resposta a entrada y[n]|o;._q = Yent[n] = yz[n] é a solugao da equagao completa

Zak y[n—k]zzbk 2[n — k],

quando as condigoes iniciais sdo nulas (Cls = 0).

A seguir, primeiramente é definida a resposta ao impulso. Em seguida, é estabelecida uma
relagdo entre a resposta a entrada y,.[n] e a resposta ao impulso. Finalmente, a resposta ao
impulso de um sistema de ordem N é calculada a partir da resposta ao impulso de um sistema
de primeira ordem.

Definicao da resposta ao impulso

A resposta ao impulso de um sistema é definida como a resposta a entrada do sistema
quando a entrada é a fungao impulso d[n]. Assim, por defini¢do,

y$[n]|x[n]:5[n] = h[n] .

Relacao da resposta a entrada com a resposta ao impulso

Considerando-se que, em um sinal z[n| qualquer, cada um dos seus valores z[k] pode ser
interpretado como um impulso unitario ponderado e deslocado, pode-se descrever z[n| por meio
de uma soma de fungdes impulso d[n], de tal forma que
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Portanto, a resposta a entrada y,[n] de um SLIT pode ser pensada como a soma das res-
postas aos impulsos que compoem a entrada, de tal forma que

e}

y:[n] = Z x[k] hin — k] = z[k] x h[n] ,

k=—00

que, com uma simples troca de variaveis, pode ser reescrita como

o0

yo[n] = > x[n— k| hlk] = h[k] * z[n] ,

k=—00
onde o simbolo “x” denota a operagao Soma de Convolugao.
Assim, o calculo da resposta a entrada pode ser atrelado ao cdlculo da resposta ao impulso.
Uma forma de céalculo da resposta ao impulso, empregando-se o operador de transferéncia,
¢é abordada a seguir.

Resposta ao impulso de um sistema de primeira ordem

Dado o operador de transferéncia
K,

D)= — 13.16
(D) = s (13.10)
que representa a equacao de diferenca
ylnl = pryln — 1] = Ky z[n]
podem-se obter, para n > 0, os seguintes valores:
Y2[0] = p1 y[=1] + Ky #[0] = Kpy (0]
y[1] = p1 y[0] + Kpy 2[1] = p1 Kpy (0] + Ky 2[1]
Yo[2] = p1 y[1] + K1 2[2] = p? Kp1 2[0] + p1 K1 2[1] + Kpr 2[2]
Yz[n] = p1yln— 1]+ Ky zn]
= p} Ky z[0] +p}~ " Ky 2[1] +---p} Ky xn— 1]+ K,y xn] .
Para x[n] = d[n], obtém-se y,[n] = hi[n], que é dada por
hiln] = Ky p uln] . (13.17)

Resposta ao impulso de um sistema de ordem N (com pdlos p; distintos)

Supondo-se a fatoragao do operador de transferéncia de um sistema de ordem N em fragoes
parciais, o que gera a igualdade

_ Ne(D) i DTF X Ky
D)= Dr(D) N ap D% k; (1 —=peD71)

a equacao de diferenca pode ser reescrita como

k=1
onde Ty (D) representam sistemas de primeira ordem, com a mesma forma da Equagao ((13.16]).

Portanto, de ((13.17]), obtém-se
N
= > luln Z ok Pj uln] . (13.18)
k=1
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Resposta ao impulso de um sistema com pdlos complexos conjugados

Uma vez que os coeficientes a, e b, sao valores reais, pélos complexos p. devem ocorrer
em pares complexos conjugados (p., pf). Pela mesma razao, as constantes das fragoes parciais
. . ’ / : *
associadas a tais p6los também devem ser pares complexos conjugados (K., Kpc). Isso gera
um operador de transferéncia do tipo

Kpc K;c

A—p.DY)  (A—p:D)°

TC(D) = TCI(D) + Tc2(D> =

que possui uma resposta ao impulso dada por

heln] = hei[n] + healn] = Kpe p uln] + K. (p2)" uln] .

&
4 _ 1% * —30 _ iQ
Descrevendo—se as constantes e os polos como Ky = rx /%, K, =rg e 7K p. =1, e
epr=rp e % pode-se reescrever a resposta ao impulso como
hen] = (rK ejeK) (rg empn) uln] + (rK e*]QK) (7’;} e’]ﬂpn) uln]
— (TK 7‘;) (ej(Qp”-‘reK) + e—J(Qp"+9K)> U[TL]

= (2 e rg) cos(Qn + 0k) u[n] . (13.19)

Resposta ao impulso de um sistema com péblo p; miltiplo

Um poélo pg, com multiplicidade M, > 1, da origem a um operador de transferéncia da

forma
Ky

(1 —ppD-1)Mk

Nesse caso, pode-se mostrar que a resposta ao impulso é dada por

Ti(D) =

1

fulnl =g L) (1) e (ot My = 1) ] g uln]
1 (M —1)
Al [ 1__[0 (n+m)| pp un] . (13.20)
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13.4 Solucao por iteracao da equacao de diferenca

Dado o SLIT de primeira ordem, genérico e relaxado, descrito por
y[n] + a1y[n — 1] = box[n] + biz[n — 1],

submetido a uma entrada do tipo z[n] = f[n] u[n], pode-se realizar o seguinte processo iterativo:

yl0] = —ary[-1] + boz[0] + by [—1]
boﬂ?[()]
y[l] = —a1y[0] + box[1] + byz[0]

= bol’[l] + (b1 — &1b0) 1’[0]

y2] = —ay[l] + box[2] + byx[1]
boZE[Q] + (b1 — a,lbo) {23'[1] + (b1 - a,lbo) (—al)x[()]

y[3] = —a1y[2] + boz[3] + b1x[2]
= boZL‘[g] + (bl - a,lb()) ZL‘[2] + (b1 - a,lb()) (—al)x[l] + (b1 - albo) (—a1)2x[0]

yln] = —ayy[n — 1] + boz[n] + biz[n — 1]
box[n] + (by — abg) xn — 1] + - - -
+ (by — a1bg) (—ay)"2x[1] + (b1 — a1bo) (—ay)™ 'z[0]

(13.21)
Comparando-se com
yent[n] = i h[k] Jj[” - k]
= h[0] z[n| + A1) zn—1] + --- + hln—1] z[1] + h[n] 2[0] ,
obtém-se
bo , paran=0
h[n] = { (13.22)
(by — arby) (—ay)™™t | paran >0

Portanto, dados os valores dos coeficientes de um SLIT em particular, pode-se obter h[n]
por meio de ((13.22)) e, em seguida, pode-se calcular y.,;[n], por meio da convolucao, para uma
dada entrada x[n].

Embora nao seja um desenvolvimento tedrico muito eficaz, o processo iterativo realizado em
(13.21)), para um sistema de primeira ordem e uma entrada genérica, pode ser aplicado para
um sistema de ordem qualquer e uma entrada em particular.
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13.5 Solucao convencional da equacao de diferenca

Exemplos de calculo da resposta de um SLIT de primeira ordem, utilizando a solucao
convencional da equacao de diferenca, sao apresentados no Apéndice

A Tabela [I3.1] apresenta o resultado para o sistema descrito pela equagao de diferenca
y[n] + a1y[n — 1] = 0, com condi¢ao inicial y[—1].

As Tabelas e resumem os resultados para o sistema relaxado descrito pela
equagao de diferenga y[n] + a1y[n — 1] = boz[n|, onde Hpo(2) = ( bo

14a1e—32 J*

As Tabelas e resumem os resultados para o sistema relaxado ‘S()iescrito pela
equagao de diferenga y[n] + ajy[n — 1] = byz[n — 1], onde Hp, () = ( bre=d )

1+ae—i%

As Tabelas e resumem os resultados para o sistema relaxado descrito pela
equagao de diferenca y[n] + a1y[n — 1] = box[n] + byz[n — 1].

Tabela 13.1: Solugao da equagdo homogénea para um SLIT descrito por y[n| 4+ ayy[n — 1] =0,
com condi¢ao inicial y[—1].

| al] Ypln]
3[n] (22 - (3[n))
2y u[n] o=t ) - (26 uln))
eor uln] (i) - (7 )
cos(Qon) u[n] | |Hpo(Qo)| - cos(Qon + LHpo(Q)) - uln]

Tabela 13.2: Solugao particular para um SLIT descrito por y[n] + aiy[n — 1] = byx[n].

O ye[n] |
o[n] (—1)- ($2-) - {(=a)™" - uln] — (=a)" - uln — 1]}
uln] (—1) - (22) - (—a)™" - uln]

2 uln) (-1 () 5 (~a) - ul
e/ y[n] (1) - (e ) - e/ - (—an)™*" - u[n)
cos(Qon) uln] | (=1) - [Hpo(Q)| - cos(Qo — ZHpo(Q0)) - (—ar )" - uln]

Tabela 13.3: Solugdo complementar para um SLIT descrito por y[n] + a1y[n — 1] = byz[n].
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IER Yp[n]
[n] (2] - 6ln = 1))
uln] () - (uln = 1))
% uln] ) - (f uln - 1)
eI y[n] (li;j’ef‘go) : (ejQO" uln — 1})
cos(Qon) u[n] | |Hp1(Qo)] - cos(Qon + LHp1(Qp)) - uln — 1]

Tabela 13.4: Solugao particular para um SLIT descrito por y[n| + a;y[n — 1] = byz[n — 1].

zfn] |

Ye[n] |

d[n

—
|
p—t
S—
|
-
palty
S
N—1
o
~—~
o
=)
S
SN—
3
g
3
|
)
|
—
|
=}
S
S~—
i
L
g
3
|
)
—

24 uln (1) () 5" - () ufn — 1
7" ufn) (1) (aism) e ™ (can)" - uln — 1]

cos(Qon) uln]

(—1)- ()  [Hpo(Q)| - cos(Q — ZHpo()) - (—a))" - uln — 1]

Tabela 13.5: Solu¢ao complementar para um SLIT descrito por y[n] + ayy[n — 1] = byx[n — 1].
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L al] | Ypln]
3[n) (22) - (6l + (125 ) - (Oln — 1))
uln) () - (uln]) + (595 - (uln — 1))
28 un] <1+;1°Z01> (28 uln]) + <1fazlozol (25 u[n —1])
]| (g (% ) + () (" 1)
| Hpo($20)] - cos(Qon + LHpo(20)) - un]
cos(Qon) uln] +
|HD1(Q()>| . COS(Q()TZ + éle(Q())) . u[n — ]_]

Tabela 13.6: Solugao particular para um SLIT descrito por y[n]+aiy[n—1] = box[n]+biz[n—1].

(1 (=) 5 (e uln -1
(=) - (e ) - €7 - (—an)" " - ufn)
eIn q[n) +
(—1) - (gt ) - e - (—ar)" - ufn — 1]
(—=1) - [Hpo(Q0)] - cos(Q2 — £Hpo(0)) - (—a1)™* - u[n]
cos(Qon) u[n] +
(—1)- (%) - [Hpo(Q)| - cos(Q — ZHpo()) - (—ar)" - uln — 1]

Tabela 13.7: Soluc¢do complementar para um SLIT descrito por y[n] + ayy[n — 1] = box[n] +
bix[n — 1].
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13.6 Casos particulares do calculo da resposta de um
SLIT

A seguir sao apresentados os cdlculos da resposta de um SLIT para alguns casos particulares.

13.6.1 CaAlculo da resposta ao impulso a partir da resposta homogé-
nea

O célculo da resposta ao impulso h[n] = ys[n| pode ser pensando como o célculo da resposta
homogénea yp[n|, para n > 0, considerando-se a condi¢ao inicial ys[0].
Uma vez que a equagao de diferenca do SLIT fornece

ys[0] = bo ,
pode-se definir a resposta ao impulso como

bo N n=>0
ynln]l o=y » 7 >0

) = il = {

13.6.2 Calculo da resposta ao impulso a partir da resposta ao degrau

Uma vez que o impulso unitario pode ser descrito em funcao do degrau unitario, de tal
forma que,

d[n] = uln] —uln —1] ,

pode-se utilizar a caracteristica de linearidade do SLIT e calcular a resposta ao impulso por
hin] = ysln] = yuln] — yuln — 1] .

13.6.3 Calculo da resposta ao degrau a partir da resposta ao impulso

Dado um SLIT com resposta ao impulso h[n|, causal e relaxado, a resposta ao degrau
unitario pode ser calculada por

yun] = hln] x x[n] = h[n] * u[n] = i hlk] x[n — k],

k=—o00

que, devido as relagoes

torna-se
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13.6.4 SLIT FIR com entrada de comprimento indefinido
e Calculo da resposta a entrada Yen,[n|, dado um SLIT FIR relaxado, com resposta ao
impulso hln]: y[n] = yYent[n] + Yest[n] = Yene[n] = x[n] % h[n] = h[n] * z[n].
e Comprimentos das seqiiéncias: N, = N, + N}, — 1, onde N, ¢ indefinido e IV}, ¢ finito.
e Possiveis problemas

— Comprimento: N, de valor elevado.

— Operagoes: quantidade excessiva de valores a serem calculados.

— Espaco: quantidade excessiva de valores a serem armazenados.

— Tempo: atraso excessivo na producao do resultado, pois o calculo s6 pode ser efetu-

ado apoés terem sido adquiridos todos os valores dos operandos.

e Possivel solugao

— Segmentacao do calculo ou block filtering.
— Segmentacao de z[n] em seqiiéncias x,,[n|, de comprimento L,.

— Calculo de segmentos y,,[n] da convolugao y[n], com dimensao fixa N, .

e Block filtering

— Problema: efeito de borda em cada segmento y,,[n] do célculo de y[n].

— Solugoes
* Método baseado em convolugao linear, com N, = (L, + N, — 1): overlap-add.
* Método baseado em convolucao circular, com N, = L,: overlap-save.

— Caracteristicas

x  Querlap-add: o método naturalmente gera superposicao em parte dos segmentos
Ym[n]. Os valores superpostos devem ser somados para produzir o resultado final
y[n] correto.

x  Querlap-save: o método naturalmente gera erros no calculo. Para contornar esse
problema, é adicionada uma superposi¢ao na montagem dos segmentos ,,[n]. A
parte errada de y,,[n], relativa a superposigao, é descartada. Os demais valores
sao guardadas e justapostos aos demais segmentos assim calculados.

e Querlap-add
— Técnica de block filtering baseada no célculo da convolugao linear.
— Seqiiéncias: h[n] (comprimento finito) e z[n] (comprimento indefinido).

— Segmentacao da seqiiéncia z[n]:

x[n] = iomm[n] (13.23)
= {1 L LRRRE T
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ou

men—mL

m=0

In] = zin+mL,] , 0<n<(L,—1)
ImlT = 0 , caso contrario

— (Calculo segmentado da convolugao:

De ((13.23) e (13.24)), obtém-se:

= i(} Ym [n]

0 (m+1)(Le—1)
Ym[n] = hn] * x,,[n] = k; hin — klz,,[n] = _(Z ) hin — klz,[n] |

para (mL;) <n < (m+1)(N,+ L, — 1).

De ((13.25) e ([13.26)), obtém-se:

= Zym[n—mLx]
m=0
e
(Lo—1)
ym[n] = h[n] * xp[n Z hin — klx,,[k Z hin — klz,[k] |

k=—o00

para 0 < n < (N, + L, — 1).

— Superposigao (overlap) dos segmentos y,,[n]:

« Comprimento de cada segmento z,,[n]: L,.

« Comprimento de cada segmento da convolugao y,,[n]: L, + N, — 1.

« Comprimento da superposi¢ao nas bordas de y,,[n]: Ny — 1.

(13.25)

(13.26)

(13.27)

(13.28)

(13.29)

(13.30)

— Tratamento da superposigao dos segmentos y,,,[n]: adi¢do dos conjuntos de valores
superpostos, para completar o calculo da convolucao nas bordas de cada segmento.
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e Querlap-save

— Técnica de block filtering baseada no uso da convolugao circular para efetuar o calculo
da convolugao linear.

— Seqiiéncias: h[n] (comprimento finito) e z[n] (comprimento indefinido).

— Segmentagao da seqiiéncia x[n]: nesse caso, ser for adotada a segmentagao definida
pelas Equagoes (13.23) a (13.26), os (N, — 1) pontos iniciais de cada convolugao
circular g,,[n] = h[n] ® &,,[n| assumirao valores diferentes daqueles apresentados
pela convolugao linear y,,[n] = h[n] * x,,[n]. Os demais (L, — (N, — 1)) pontos
representarao a convolugao linear corretamente.

— Segmentacao adequada da seqiiéncia x[n]: deve ser realizada uma segmentagao onde
os (N, — 1) pontos iniciais de cada segmento x,,[n] sejam copias dos (N}, — 1) pontos
finais do segmento anterior. Dessa forma, os valores incorretos de g,,[n] gerados por
tais pontos iniciais, poderao ser descartados do cdlculo da convolugao do segmento,
uma vez que eles ja foram calculados corretamente no segmento anterior.

Deslocamento inicial de x[n], para geragdo de (N, — 1) valores nulos iniciais:

xn)=zn— (N, —D]un—(Ny,—1)],0<n < (N, + (N, —1)—1) . (13.31)

Segmentagao de z/[n], com superposi¢ao de (N, — 1) valores iniciais:

wh[n] = atfn —m (Ly — (N —1))] , 0< n < (Ly — 1) . (13.32)

— Célculo segmentado da convolucao: os (N, — 1) pontos iniciais de cada segmento de
convolugdo circular §,,[n] devem ser ignorados, pois apresentam valores incorretos.
Os demais valores representam o segmento de convolugao linear y,,[n] e devem ser
guardados para serem justapostos aos demais segmentos assim calculados.

Jm[n] = hn] * 0], 0<n < (L, — 1) . (13.33)
0, 0<n<(Ny—2

ym[n] = { gm[n] : (Nh _ 1)(§hn < ()L:c . 1) (13.34)

yln] = ioym[n —m(Ly — (N, — 1))] . (13.35)

— Superposigao (overlap) dos segmentos §y,[n]:
« Comprimento de cada segmento x,,[n]: L.
« Comprimento da superposi¢ao nas bordas de x,,[n]: N — 1.
« Comprimento de cada segmento da convolugao 9,,[n]: L.
« Comprimento de cada segmento da convoluc¢ao y,[n|: L, — (N, — 1).
— Tratamento da superposigdo dos segmentos ¢,,[n]: abandono dos (NN, — 1) pontos

iniciais de cada segmento, que representam valores incorretos. Armazenamentos dos
demais L, — (N, — 1) pontos, que representam o segmento da convolugao y,,[n].
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13.7 Respostas de um SLIT a sinais de teste

Suponha-se um SLIT estavel, que se encontra em um determinado estado estavel E;, quando
n = Ny. Ao aplicar-se um novo sinal de entrada, a partir de n = Ny, o sistema sofrera uma
variacao transitéria, até atingir um novo estado estavel E,, em n = Ngg, 0 que inicia um
novo periodo de estabilidade. A variagdo inicial caracteriza um periodo chamado de Regime
Transitério ou Transiente, O novo periodo estavel é denominado de Regime Permanente ou
Permanente ou Steady State.

Para algumas aplicagoes, é interessante que se conhega a dura¢ao do Transiente e/ou como
a resposta do sistema se comporta durante o Transiente. Nesses casos, o equacionamento é
baseado na variavel independente n e costuma-se dizer que é feita uma analise temporal.

Para outras aplicagoes, o importante é o que acontece durante o Permanente. Pensando-se
na funcao realizada pelo sistema, e interpretando-se a saida como uma modificacdo da entrada,
procura-se saber qual o tipo de alteracdo que o sistema produz na forma do sinal de entrada
para gerar a forma do sinal de saida. Admitindo-se que o sinal de entrada pode ser formado por
uma soma de sinais senoidais do tipo z[n] = >, Ax cos(n+ Oy), denominada de composigao
espectral de x[n], é equivalente pensar que procura-se saber qual o tipo de alteragdo que o
sistema produz na composicao espectral do sinal de entrada para gerar a composicao espectral
do sinal de saida. Nesses casos, o equacionamento é baseado na variavel independente €2 e
costuma-se dizer que é feita uma analise freqiiencial.

A fim de que se determinem algumas caracteristicas relativas ao comportamento de um
SLIT, é comum que se utilize a resposta do sistema a um determinado sinal de teste. Tal
resposta pode ser obtida por célculos tedricos e/ou por experimentagao.

Os seguintes sinais de teste sdo comumente utilizados: d[n|, u[n] e Ay cos(Qxn + O). Os
dois primeiros costumam ser empregados para que se obtenham parametros ligados ao Regime
Transitorio, com equacionamento baseado na variavel independente n, sendo denominados de
parametros “temporais”. Por outro lado, o sinal senoidal costuma ser usado para que se deter-
minem parametros relativos a variagdo dos seus itens de defini¢do (amplitude Ay e argumento
©y), em funcao da sua freqiiéncia digital Q, sendo chamados de pardmetros “freqiienciais”.

Em um SLIT definido por uma equacao de diferenca, de primeira e de segunda ordem, é
possivel obter equagoes para o calculo de alguns parametros, “temporais” e “freqlienciais”, bem
como equagoes que relacionam alguns dos parametros “temporais” com alguns dos parametros
“freqlienciais”.
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13.8 Exercicios propostos
1. A sintaxe [y, xs| = filter (b,a,r,x;) indica que foram dados:

e A especificagdo de um sistema linear e invariante ao deslocamento (SLIT) por meio

dos coeficientes @ = [ag, a1, -+ ,ay] e b = [by, b1, -+ ,b] da equacdo de diferenca
que o define.

e A entrada v = [ r[0],r[1],--- ,7[K] ].

e O estado inicial ; = [ 21[0], 22[0],- -+, 2[0] |.

Baseando-se no calculo das equagoes da estrutura denominada de Forma Direta II Trans-
posta, que descreve o SLIT, a func¢ao retorna:

o Asaiday =[y[0]y[1],---,y[K] ]
e O estado final xy = [ 21 [K], 22[K], - ,xzm[K] |.

Suponha um sistema linear e invariante ao deslocamento (SLIT), discreto, causal, estavel,
relaxado, com resposta ao impulso de comprimento finito h[n]. O sistema é submetido
a uma entrada genérica r[n] = f[n] u[n], de comprimento finito. Um aluno de Processa-
mento Digital de Sinais garante que, dada a funcao [y, z¢| = filter (b, a,r,x;), consegue
realizar os seguintes calculos:

(a) Dadas as seqiiéncias r[n]| e h[n], ele é capaz de calcular a saida do sistema y,[n],
usando apenas a fungao filter(-).

(b) Dadas as seqiiéncias r[n] e y.[n], ele é capaz de calcular a resposta ao impulso do
sistema h[n], usando apenas a fungao filter(-).

Se vocé discorda do aluno, JUSTIFIQUE-SE !!! Por outro lado, se vocé concorda com
ele, demonstre matematicamente como os calculos sao possiveis e apresente um coédigo
Octave, usando apenas a funcao filter(-), que realize cada um dos citados célculos.
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Capitulo 14

Tipos de respostas de um SLIT

14.1

Introducao

Observando-se o resultado dos calculos das respostas dos sistemas de primeira ordem, pode-
se propor uma organizacao ou classificagdo da resposta total do SLIT em adi¢oes de parcelas
com determinadas caracteristicas. Embora tal classificacao esteja sendo definida a partir de
sistemas de primeira ordem, pode-se mostrar que eles valem para sistemas de ordens superiores.

14.2 Caso geral

e Conceitos bésicos

Ha um SLIT descrito por uma equagao de diferenca ou por equagoes de estado.

H4 um ponto inicial de andlise n = Ny. Normalmente, devido a propriedade de
invariancia ao deslocamento, adota-se n = Ny = 0.

Hé uma entrada assada anterior a n = N ue é normalmente deSCOﬂheCida mas
) 0> )
que prOduZ um eStadO jniCial em n = N().

Caso o SLIT seja representado por uma equacao de diferenga, o estado inicial ¢é
representado por valores da saida anteriores a n = Ny. Se o sistema for representado
por equacoes de estado, o estado inicial é representado por um vetor de estados
inicial em n = Nj.

H4 uma entrada atual, aplicada a partir do ponto n = Ny, que é a entrada de
interesse.

Deseja-se calcular a saida atual a partir do ponto n = N, conhecendo-se o estado
inicial e a entrada atual.

e A resposta total y;,;[n] de um SLIT, descrito por uma equagao de diferenga, submetido a
uma entrada atual z[n], e possuindo uma determinada condigéo ou estado inicial, pode ser
dividida em diferentes partes, dependendo das caracteristicas que se pretende observar:

Solucao da equagao de diferenca: respostas homogénea, particular e complementar.
Influéncia interna ou externa: respostas ao estado e a entrada.
Forma da resposta: respostas natural e forcada.

Duracgao da resposta: respostas transitoria e permanente.
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Da solugao da equagao de diferenga, sdo obtidas a resposta da equacao homogénea yy,[n]
e resposta do sistema relaxado y,[n], a qual é composta pela soma da resposta particular
Yp[n] com a resposta complementar y.[n]: yi[n] = yu[n] + yo[n] = ynn] + (yp[n] + yen]).

A resposta homogénea y,[n] representa a influéncia da energia interna do sistema, nele
depositada antes da aplicacao da entrada atual. A resposta particular y,[n] representa a
influéncia direta da entrada atual. A resposta complementar y.[n] representa a influéncia
da energia interna do sistema, depositada pela entrada atual.

Pode-se interpretar a resposta homogénea y,[n| como a resposta ao estado y.gq[n| e
interpretar a resposta do sistema relaxado y.[n] como a resposta a entrada ye.[n|:

Yot [n] = Yest [n] + Yent [n]

Uma vez que a forma das respostas homogénea yp[n] e complementar y.[n] é determinada
pelo sistema e a forma da resposta particular y,[n] ¢ determinada pela entrada, podem-se
definir a resposta natural (do sistema) y,qt[n] = (yn[n] + y.[n]) e a resposta forcada (pela

entrada) Yror[n] = Yp[n]: Yot[n] = Ynat[n] + Yror[n).

Agrupando-se as partes da resposta total que tendem ou nao a zero, podem-se definir a
resposta transitoria yi,q,[n] € a resposta permanente Yperm|[n]: Yiot[] = Ytran 1] + Yperm [1]-

Define-se por regime transitério, ou transiente, o periodo de tempo (t) ou de indices (n)
desde a aplicagdo da entrada atual até o momento em que a tltima componente da
resposta transitéria retorna a zero. Durante esse periodo, coexistem tanto a resposta
transitoria yi,qan[n| como a resposta permanente Yperm [n]: Yot 7| = Yiran ] + Yperm (1]

Por sua vez, define-se por regime permanente, regime estacionario ou estado estacionario
(steady-state), o periodo de tempo (t) ou de indices (n) que comeca imediatamente apds o
término do transiente. Nesse perfodo, encontra-se apenas a resposta permanente Ype,m [1]:

Yiot 1] |RP = Yot |ss = Yperm [n].

14.3 Casos particulares

Caso a entrada x[n] seja transitoria, a resposta forgada também o serd: ysor[1)|n—00 = 0.

Para uma entrada senoidal z[n| = Ay cos(Qn + Op), pode-se mostrar que a resposta
forgada é calculada por

Ysor[n] = Ao |H ()| cos(Qon + Og + LH () = Ajy cos(Qon + ©y) (14.1)
onde: Al = Ay - |H ()|, ©f = O + ZH(Q) e H(Q) = |H(Q)| e?“HEY.

Caso a resposta natural seja transitoria, a resposta no regime permanente sera igual a
resposta forcada: v [n]|zp = Yperm 1] = Yyor[n].

Em um sistema estavel, por definicao, a resposta natural deve ser um sinal do tipo tran-
sitorio.

Portanto, em um SLIT estavel, valem as seguintes relacoes, para n — oo:

— Resposta natural: y,q.[n] — 0.

— Resposta em regime permanente: Yy [n]|pp = Yperm 1] = Yror[0].
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— Para z[n] temporario: Yan[n] = Yiot[n] € Yperm[n] = 0.
— Para z[n| permanente: Yion[n] = Ynat[n] € Yperm[n] = yror[n].

— Para x[n] = Ag cos(Qon + Oy), a resposta no regime permanente é dada pela Equa-

cao [14.1]

14.4 Exemplo de notacao alternativa

e Notacoes alternativas podem ser encontradas na literatura. Um exemplo é:

— Resposta homogénea — resposta as condigoes iniciais.

— Resposta a entrada — resposta forgada.

— Resposta particular — termo da resposta for¢ada devido a entrada.

— Resposta complementar — termo da resposta forcada devido ao sistema.
— Resposta forcada — resposta particular.

— Resposta natural — resposta complementar.

14.5 Um questionamento comum

e Os resultados calculados no Apéndice D] para um SLIT de primeira ordem, apontam uma
solugao genérica do tipo

y[n] = yn[n] + ye[n] = yn[n] + ypln| + ye[n] = Cra™ + Cpz[n] + Cea™ . (14.2)

e Pode-se mostrar que esse formato de equagao final é mantido para SLITs de ordens supe-
riores.

e Uma andlise isolada da Equacdo (14.2)) pode levantar um questionamento sobre a propri-
edade de invariancia no tempo do sistema, uma vez que, aparentemente, a equagao indica

que ?/[”“x[n—ND} # y[n — Np].

e Porém, uma andlise mais detalhada revela que ambas as exponenciais (yn[n] e y.[n]) s@o
vinculadas ao momento da aplicagao do sinal de entrada x[n].

e No caso da resposta homogénea y,[n], ela representa a resposta ao estado do sistema
no momento da aplicagdo da entrada. Assim, ao se testar a resposta para uma entrada
deslocada z[n — Np], a condigao inicial também deve ser deslocada para o novo ponto
inicial, de forma que o teste seja realizado com igualdade de estados. Isso ira gerar uma
saida yn[n]|,p, Ny = Cha™=Np) = g In — Np).

e Por outro lado, deve ser lembrado que a resposta complementar y.[n] surge como con-
sequiéncia da aplicagao do sinal de entrada. Logo, um sinal de entrada deslocado z[n— Np)|
obrigatoriamente provocara o deslocamento da resposta complementar, de tal forma que
Yel |y np) = Cea" VP = y[n — Np].

e Portanto, no contexto da dinamica de operagdo do sistema: y[n]|,,, n,; = y[n — Np].

e Um exemplo ilustrativo dessa situacao é apresentado no Apéndice [E] para um sistema de
primeira ordem e entrada z[n| = 2™ u[n].

TET / UFF



228 Capitulo 14. Tipos de respostas de um SLIT

14.6 Exercicios propostos

1. Suponha um SLIT nao recursivo, com coeficientes by, onde 0 < k < L. Para L = 2,3 e 4,
atenda aos seguintes itens:

(a) Apresente a estrutura na forma direta, com uma tnica linha de retardo.

(b) Calcule a resposta ao impulso h[n], iterativamente, através da estrutura na forma
direta, com uma tnica linha de retardo, para 0 <n < (L + 2).

(c) Calcule as matrizes A, B, C e D, considerando z;[n] = r[n — ], para 1 <1 < L,
e escreva as equacgoes de estado.

(d) Apresente a estrutura associada as equagoes de estado calculadas, utilizando os
coeficientes ay., by, c. e d, das matrizes A, B, C e D.

(e) Calcule as matrizes P, = A" Y para 1 < n < (L + 2), verificando o padrio que se
desenvolve.

(f) Calcule as matrizes M,, = P, - B, para 1 < n < (L + 2), verificando o padrao que
se desenvolve.

(g) Calcule a resposta ao impulso h[n], iterativamente, através da Equacao (|14.3]), para
0<n<(L+2).

D , n=20

2. Dado o SLIT descrito pela equacao de diferenca y[n] + a1y[n — 1] = box[n] + biz[n — 1],
atenda aos seguintes itens:

e Suponha as entradas: §[n], u[n], 2" u[n], /%" u[n] e cos(Qon) uln].
e Calcule a resposta do sistema relaxado y,[n| para a entrada x[n].
e Calcule a resposta do sistema relaxado y,,[n| para a entrada xp[n] = x[n — Np].
e Compare as respostas calculadas, mostrando que y,,[n] = y,[n — Np].
3. Seja o SLIT definido por y[n] = r[n]+0.5 r[n—1]+0.25 r[n — 2] +- - -+ 2% r[n— L], onde
r[n] e y[n| sdo, respectivamente, a sua entrada e a sua saida. Suponha que r[n] é uma
sequiéncia finita, com valores nao nulos no intervalo n = [Ny; N|, onde n > 0. Suponha

ainda que x[0] # 0 é o estado inicial do sistema. Um aluno de Processamento Digital de
Sinais garante que:

(a) Ele consegue visualizar a componente y,[n] (resposta homogénea) da saida, isolada-
mente das outras componentes, dependendo dos valores de L, Ny e Ny, para qualquer
estado inicial x[0] e para qualquer entrada r[n| aplicada ao sistema.

(b) A saida total ys[n] é transitéria e ele consegue calcular o valor de n = Nr acima do

qual a saida é nula.

Se vocé discorda dele, justifique. Se vocé concorda com ele, apresente os valores que ele
diz existirem.
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4. Dado o SLIT causal, estavel e relaxado, definido pela equacao de diferenca
y[n] + (—0.5095) y[n — 1] = (0.2452) x[n] + (0.2452) x[n — 1], tendo como entrada o
gate retangular unitario x[n] = Go[n — 10|, atenda aos seguintes itens:

(a) Descreva o sinal de entrada em fungao do degrau unitério:

2[n] = Gholn —10] = f(u[n]).

(b) Calcule a resposta total do sistema, no regime permanente.

5. Dado um SLIT relaxado, tendo como entrada o degrau unitario z[n] = u[n] e definido
pela equagao de diferenca y[n] + (—1.05) y[n — 1] = (0.2) z[n] + (0.3) z[n — 1], calcule a
resposta total do sistema, no regime permanente.

6. Dado o SLIT relaxado, definido pela equagao de diferenga 2y[n] + 1.95062y[n — 1] =
0.3483x[n] + 0.6966x[n — 1], discuta o comportamento temporal de cada uma das partes

da resposta tOtal Ytot dO SiStema (yh7 Yr, ypa Yey Yesty Yents Ynat, yfor, Ytran, yperm>7 para a
entrada x[n] = Gyo[n — 10].
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Capitulo 15

Motivacoes para a representacao em
dominio transformado

O célculo da resposta de um SLIT através da solugdo convencional da equagao de diferenca
torna-se inviavel para sistemas de ordens elevadas.

Uma solugao para tal problema ¢é realizar uma mudanga de dominio na representacao dos
sinais e dos sistemas, a fim de se obter um novo equacionamento, de solugdo mais simples.

No dominio da varidvel n, os sinais sdo representados por seqiiéncias indexadas x[n]. Uma
vez que os sistemas podem ser caracterizados por sua resposta ao impulso h[n], eles também
podem ser representados por seqiiéncias indexadas. Logo, encontrar um novo equacionamento
para sinais e sistemas pode ser resumido em encontrar uma nova forma de representacao para
sinais.

Uma mudanca de dominio largamente adotada é aquela que envolve a variavel de indexacao
n e a freqiiéncia discreta €2, realizando-se o mapeamento n <> 2. Nesse caso, procura-se repre-
sentar um sinal v[n| por uma composicao de sinais exponenciais (ou senoidais), com freqiiéncias
especificas €2, de tal forma que

v[n] = Xk: Ay, cos(Qun + Py,)

ou
ofn] = Y G A
k
ou
n
o] => Cy 21,
k
onde 2z, = |z;| e/“* = |z;| e/**. Essa composicdo é conhecida por representacio de sinais e

sistemas no dominio da freqiiéncia.
O emprego de uma combinagao linear para compor um sinal, bem como o uso de compo-
nentes exponenciais (ou senoidais), sao fundamentados em algumas razées bésicas, tais como:

e O problema em questao trata da andlise ou da sintese de um SLIT. Portanto, a operagao
do sistema sobre uma soma de sinais componentes é equivalente a soma das operagoes do
sistema sobre cada um dos componentes.

e As fungbes exponenciais (ou senoidais) envolvem as duas varidveis simultaneamente: o in-
dice n e a freqiiéncia 2. Isso permite que se trabalhe em ambos os dominios, aproveitando-
se as facilidades e as caracteristicas de cada um deles.
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e E possivel definir um conjunto de fungoes exponenciais (ou senoidais) ortogonais entre si
e, a partir desse conjunto, compor um espago vetorial de fung¢oes para o qual ele representa
uma base.

e Nesse caso, uma vez que a base é formada por apenas um tipo de sinal, é necessario
conhecer apenas a operagao do sistema sobre esse tipo.

e Nas transformacoes lineares, os chamados autovetores v, sao mapeados nos vetores wy,
tal que wy = A\ vk, onde A, é o denominado autovalor associado ao autovetor v,. Pode-se
mostrar que, as fungdes exponenciais comportam-se como autofungdes para um SLIT.
Portanto, dada a entrada z[n] = Cy 2}, a saida serd da forma y[n| = H(z) Cy z}!, onde
H(z) é uma func¢do que caracteriza o sistema no dominio da freqiiéncia.

No dominio da variavel n, a representacao de sinais e de sistemas se preocupa com a forma
que o sinal assume, e em como o sistema opera, a medida que essa variavel evolui. No dominio
da variavel €2, o foco da representagao é encontrar uma composicao de fungoes basicas que seja
equivalente a um sinal e verificar como o sistema trata cada uma das componentes desse sinal.
Com tal mudanca de abordagem do problema, surgem novas representagoes para um SLIT, que
sao a Funcao Resposta em Freqiiéncia e a Fungao de Transferéncia (ou Funcao de Sistema).

Além de facilitar o calculo da resposta de um SLIT, a mudanca de dominio conduz a novas
interpretacoes sobre a composicao dos sinais e dos sistemas, as quais podem dar origem a novas
técnicas de andlise e de sintese.

A representagdo no dominio da freqiiéncia é tratada a seguir. Inicialmente, com uma abor-
dagem intuitiva, o problema é tratado com base no resultado dos calculos das respostas dos
sistemas de primeira ordem. Em seguida, é realizada uma formalizacdo mateméatica para os
sistemas de ordens elevadas.
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Parte V

Nocoes da representacao em dominio
transformado para sistemas de
primeira ordem
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Capitulo 16

Introducao

Os capitulos que compoem a corrente parte desse documento, bem como a forma como os
contetudos foram organizados, surgiram naturalmente da necessidade de se abordar o assunto
“analise de sinais e sistemas em dominio transformado” durante um periodo de tempo bastante
reduzido, ap6s uma longa greve universitaria.

Os conteudos abordados em tais capitulos sao apresentados de forma intuitiva e sem um
formalismo matematico que os justifiquem. Eles sao baseados na observacao dos resultados
encontrados no calculo das respostas dos sistemas de primeira ordem, efetuado no Apéndice [D]
A extrapolacdo para sistemas de ordens superiores e todo o formalismo matematico adequado
sao apresentados posteriormente, em uma andlise de sinais e sistemas quaisquer em dominio
transformado.

Nos capitulos a seguir, sao trabalhadas as nogoes de Funcao Resposta em Freqiiéncia e de
Func¢ao de Transferéncia, em um SLIT de primeira ordem.

De posse da Resposta em Freqiiéncia, é levantada a idéia de se interpretar um SLIT como
um filtro seletor em freqiiéncia. Também é abordado o conceito de um filtro com fase linear.

Por sua vez, com a Funcao de Transferéncia definida, sao levantadas as idéias de uma
andlise completa de um sistema (regime transitério + regime permanente) e de uma anélise
da estabilidade de um sistema. Além disso, também ¢é indicada uma ligacdo entre a Funcao
Resposta em Freqiiéncia e a Fun¢ao de Transferéncia.

Finalmente, é apresentado um resumo dos principais resultados da representagao em dominio
transformado.
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Capitulo 17

Resposta em Freqiiéncia

17.1 Introducao

O contetdo deste capitulo é apresentado de forma intuitiva e sem um formalismo matema-
tico que o justifique. Ele é baseado na observagao dos resultados encontrados no calculo das
respostas dos sistemas de primeira ordem, efetuado no Apéndice [D] A extrapolagio para siste-
mas de ordens superiores e um formalismo matematico adequado sdo apresentados em capitulos
posteriores.

17.2 Funcao Resposta em Freqiiéncia H(§2) de um SLIT

e Foi citado, para o caso genérico, e calculado no Apéndice D] para alguns casos particulares,
que, para uma entrada senoidal, a resposta forcada é formulada com base na funcao
continua H(Q) = |H(Q)| e?“H),

e Para cada valor particular €2, da freqiiéncia €2, pode-se obter uma resposta diferente,
baseada em H ({2;). Portanto, para um SLIT estavel, com uma entrada senoidal, operando
em regime permanente, a fungao H(€2) é denominada de fungdo Resposta em Freqiiéncia
do sistema.

e O conhecimento da fun¢ao Resposta em Freqiiéncia de um SLIT é bastante 1til, pois:

— Dado um SLIT estével, com fungdo H(€2), a sua resposta, no regime permanente
Yperm|], para uma entrada senoidal z[n] = Ay cos(xn + Oy), é, a partir do célculo
de H (), facilmente obtida por

Yperm[N] = Ysor[n] = Ag |H(Q)| cos(Sun + O + LH(Q)) = A}, cos(Qn + O},) ,

onde: A} = Ay - |H()|, ©), = Op + LH () e H(Q) = |H(Q)| J“HE).

— Caso seja possivel representar uma entrada genérica x[n] através de uma combinagao
linear de sinais senoidais x[n] = Y-, Ax cos(xn + Oy), o célculo da resposta de um
SLIT estével, no regime permanente, é extremamente facilitado pelo uso de H(f2).

e Pode-se mostrar que a dependéncia da fungao H(£2), em relacao a variavel €, é formulada

com base na funcdo ¢/, Assim, uma notacdo alternativa, e bastante utilizada, para a
Resposta em Freqiiéncia é H (/).
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Para facilitar a visualizacdo da influéncia de H(e’!) no calculo da resposta forcada do
sistema, a fungdo costuma ser representada por seus graficos de médulo |H (e/})] e angulo
de fase ZH (e’?), em funcio da freqiiéncia €.

Em virtude do comportamento periédico de H(e/?), com perfodo fundamental Q, = 27, os
graficos sdo elaborados apenas para uma faixa fundamental: —7 < Q <7 ou 0 < Q < 27.

Para as fungoes que apresentam simetrias (par / impar), as faixas sao reduzidas a metade:
—5<Q<foul<Q<m.

Normalmente, os graficos sao apresentados com faixas normalizadas: —1 < Q5 < 1,
1 1 Q
0 S Qnorm < 2, D) S Qnorm < 2 ou 0 S Qnorm < ]-7 onde Qnorm = T

T

A Tabela [I7.1] resume os resultados dos calculos efetuados no Apéndice [D]

’ SLIT H Resposta em Freqiiéncia ‘
yln] + aryln — 1] = boz[n] H(e") = (520)
y[n] + ary[n — 1] = byz[n — 1] H(e'?) = (%)
y[n] + aryln — 1] = box[n] + biwln — 1] | H(e’?) = (tethe D)

Tabela 17.1: Exemplos de associacoes entre a equacao de diferenca que descreve um SLIT e a
sua funcdo Resposta em Freqiiéncia H (e/*).

17.3 SLIT interpretado como filtro

Uma vez que a funcdo H(e’!) pode apresentar seletividade em freqiiéncia, um SLIT
estavel, operando em regime permanente, pode ser interpretado como um filtro seletor
em freqiiéncia, discreto no tempo.

A seletividade do sistema pode ser facilmente observada pelo representacao grafica da
funcao H(e’?): grafico de médulo e grafico de ngulo de fase, em funcdo da freqiiéncia.

Por exemplo, conforme os resultados apresentados no Apéndice [D] para o SLIT definido
pela equacgao de diferenca y[n]+aiy[n—1] = box[n]+biz[n—1], a Resposta em Freqiiéncia
: j botbi eI

¢ H(e??) = (lthe D),

Dependendo dos valores dos coeficientes do sistema, a funcao H(e’}) pode apresentar di-
ferentes valores de médulo, bem como diferentes valores de angulo de fase, para diferentes
faixas da freqiiéncia (2.

Sendo assim, na geragao do sinal de saida, os cossenos que compoem o sinal de entrada
podem sofrer alteragoes seletivas na amplitude e no angulo de fase, de acordo com as
faixas de freqiiéncias ocupadas.

As alteracoes seletivas sofridas pelo sinal podem ser percebidas de dois modos equivalen-
tes:

— Uma mudanca na sua forma, quando representado em funcao do tempo, o que é
denominado de conformacao.
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— Uma mudanga na sua composicao freqiiencial ou espectral, quando representado em
funcao da freqiiéncia, o que é chamado de filtragem.

e Escolhendo-se adequadamente os coeficientes do sistema, podem-se realizar os seguintes
tipos basicos de filtros: passa-baixa, passa-alta, passa-banda, rejeita-banda e equalizador
(de amplitude ou de fase).

e Se a entrada z[n], a saida y[n| e os coeficientes da equagao de diferenca ay e by, forem
quantizados, o SLIT pode ser visto como um filtro digital.

e Deve ser observado que a quantizacao de todos esses valores pode fazer com que o
filtro/sistema digital produza resultados significativamente diferentes daqueles gerados
pelo filtro/sistema discreto no tempo. Por essa razao, procura-se utilizar, no projeto de
um filtro, uma especificagdo mais rigorosa do que a original. Tal técnica é denominada
de overdesign.

17.4 Filtros com fase linear

e Para que um SLIT apresente seletividade em freqiiéncia, recebendo a denominacao de
filtro seletor em freqiiéncia, ele deve possuir faixas ou bandas de passagem (£2,) e de
rejeigao (£2,).

e O que se espera de um filtro ideal é que ele nao altere as componentes espectrais do sinal
de entrada nas faixas de passagem e que ele anule as componentes nas faixas de rejeicao.

e Assim sendo, nas faixas de rejeicao, a sua funcao Resposta em Freqiiéncia deve possuir
|H(£2,.)| = 0, enquanto ZH(€2,) pode assumir qualquer valor.

e Por sua vez, nas faixas de passagem, deve-se ter |H(Q,)| =1e ZH(Q,) = 0.

e Em filtros nao ideais, ndo é possivel garantir que ZH(£2,) = 0, uma vez que a geragao do
sinal de saida envolvera o emprego de atrasos.

e Porém, deve-se garantir que os atrasos acrescentados em cada componente na faixa de
passagem nao irao distorcer a soma final que ird compor o sinal de saida:

zn| = Y, cos(n) = y[n] = x,[n— Np|
= Y, cos (Q, (n — ND))
= 2, cos (S,n — QkpND)
= Sy, [H(Q,)|cos (Qu,n+ ZH(Q,)) -

e Portanto, na faixa de passagem, pode-se admitir que a Resposta em Freqiiéncia apresente

\H(Q,)| =1 e ZH(Q,) = —NpQ.

e Por essa razao, tais sistemas sdo denominados filtros com angulo de fase linear, filtros
com excesso de fase linear, filtros com atraso de fase linear ou, simplesmente, filtros com
fase linear.

e Pode-se ainda definir a grandeza atraso de grupo: 7(§2) = —dl(%ﬂ)
e Logo, na faixa de passagem, os filtros com fase linear devem apresentar |H(€2,)] = 1 e

T(QP) = ND.
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17.5 Exercicios propostos

1. Calcule |H(e’Y)| e ZH (') para as seguintes funcoes:

(

H(e) = ().
) =
) =

e Q
(6‘79 (1_?_1111; JQ)'
e Q
H(e™) = (Hhee).
2. Dada a equacdo de diferenca y[n] = box[n] + byx[n — 1], esboce os gréaficos |H (/)| x Q e

ZH(e7?) x Q para os seguintes casos:

obO#Oeble
obO:Oebl%O.

® bl = bo.
[ ] b1 = —bo.
3. Dados os subsistemas Sy e Sy, respectivamente definidos pelas fungoes H- 1(ej9) = mif_js
e Hy(e'?) = %, calcule a resposta em freqiiéncia total H(e!) do sistema S, obtido

através das seguintes associagoes:

e Cascata (série).

e Paralela.

4. Deseja-se filtrar, digitalmente, um sinal analdgico z,(t), composto por uma combinagao
linear de sinais senoidais. O sinal é limitado em banda, envolvendo freqiiéncias na faixa
de 0 < f <15 kHz. O sinal z,(t) sera amostrado com freqiéncia de amostragem F,
gerando a seqiiéncia z[n|, que serd processada por um filtro digital, produzindo a seqiiéncia
y[n]. Atenda aos seguintes itens:

(a) Que valor deve ser escolhido para a freqiéncia de amostragem Fs? Justifique.

(b) Assumindo que o sinal y[n| deve corresponder a um sinal anal6gico que possua
componentes senoidais envolvendo freqiiéncias na faixa de 0 < f < 5 kHz:

e Que tipo de seletividade em freqiiéncia o filtro deve apresentar? Justifique.
e (Calcule a freqiiéncia de corte €2, do filtro digital ideal.

AS.V.



Capitulo 18

Funcao de Transferéncia

18.1 Introducao

O contetdo deste capitulo é apresentado de forma intuitiva e sem um formalismo matema-
tico que o justifique. Ele é baseado na observacao dos resultados encontrados no cédlculo das
respostas dos sistemas de primeira ordem, efetuado no Apéndice [D| A extrapolacao para siste-
mas de ordens superiores e um formalismo matematico adequado sao apresentados em capitulos
posteriores.

18.2 Funcao de Transferéncia H(z) de um SLIT

Com base nos calculos efetuados no Apéndice D] relativos a respostas de um SLIT descrito
por uma equacao de diferenca de primeira ordem, foram apresentadas algumas defini¢oes
para os sistemas abordados.

Pode-se mostrar que esses resultados valem para um SLIT descrito por uma equagao de
diferenca de ordem genérica.

Foi observado que, para um SLIT estavel, a resposta em regime permanente sera igual a
resposta forcada.

Foi mostrado que, para um sinal de entrada senoidal, a resposta forcada serd também um
sinal senoidal, com a mesma freqiiéncia da entrada, porém com amplitude e angulo de
fase modificados pela funcio Resposta em Freqiiéncia H(e’*?).

Portanto, para um sinal de entrada composto por uma combinacao linear de sinais senoi-
dais, a resposta forcada sera composta por uma combinagao linear dos sinais senoidais de
entrada modificados pela funcdo Resposta em Freqiiéncia H (/).

Tal resultado facilita o calculo da resposta de um SLIT estavel no regime permanente,
para uma entrada composta por uma combinacao linear de sinais senoidais.

No entanto, pode-se mostrar que a combinacao linear de func¢oes senoidais nao converge
para compor uma fun¢ao que possua variagoes exponenciais na sua amplitude.

Portanto, nao é possivel utilizar a técnica de andlise baseada na fungdo Resposta em
Frequéncia H (639) em situacgoes que envolvam sinais com variagoes exponenciais na sua
amplitude, tais como em sistemas instaveis e no transitorio de sistemas estaveis.
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Porém, deve-se lembrar que os sinais formados por uma combinac¢ao linear de fungoes
senoidais do tipo cos(Q2n) e sin(2n) também podem ser descritos como combinagoes de
sinais exponenciais do tipo /.

Logo, uma técnica similar de analise pode ser obtida utilizando-se, como sinais de base,
as funcdes exponenciais 2", onde z = |z| e/4* = r ¢,

Pode-se pensar em expressar os sinais com variagoes exponenciais na sua amplitude atra-
vés da combinacao linear de fungdes exponenciais genéricas do seguinte tipo:
o — (|Z|€j4z) — |Z|n6]4zn — rnejﬂn.

Com base nas fungoes exponenciais do tipo 2", duas representacoes alternativas para
seqiiéncias podem ser definidas e aplicadas em diversos calculos envolvidos em um SLIT
descrito por uma equagao de diferencga.

Nos exemplos apresentados no Apéndice [D] pode-se observar que os sinais de entrada do
tipo 2z sao modificados por uma fun¢ao H(z), que é caracteristica de cada sistema. Uma
vez que ela define uma relacao direta entre a entrada do sistema e a resposta a entrada,
a fungdo H(z) pode ser denominada de Fungao de Transferéncia do SLIT. A Tabela m
resume os resultados dos calculos efetuados.

Uma vez que se consiga expressar os sinais de entrada como combinacoes de exponenciais
do tipo 2z} = (|zk| ej9k>n = |z|" %", o processo de analise da resposta total do sistema
(transitério + permanente), utilizando-se a fungao H(z), pode ser similar ao adotado na
andlise do regime permanente senoidal, que emprega a funcio H (e’*).

Além disso, analisando-se a fun¢ao H (z) e a resposta natural de um SLIT, pode-se verificar
que a Funcao de Transferéncia carrega informacgao sobre a estabilidade do sistema.

Finalmente, pode-se pensar ainda em uma unificagdo dos dois processos de andlise, ao se
definir uma relagao entre as fungdes H(e’) e H(z).

A fungdo H(z) é definida apenas para valores de z que se encontram dentro da sua
Regiao de Convergéncia (Region Of Convergence ou ROC). Quando o circulo de raio
unitdrio, definido por |z| = 1 ou z = €/ pertence & ROC, vale a seguinte relacio:
H(e) = H(2)|.=eio-

Funcao Operador
SLIT de de
Transferéncia Transferéncia
yln] + aryln — 1] = boan] H(z) = (=) | T(D) = ()
y[n] + aryln — 1] = bizln — 1] H(z) = (22 =) [ T(D) = (£25)
—1 —1
y[n] + ary[n — 1] = box[n] + biz[n — 1] | H(z) = (%) T(D) = (%)

Tabela 18.1: Exemplos de associacoes entre a equacgao de diferenca que descreve um SLIT de
primeira ordem, a sua Funcao de Transferéncia H(z) e o seu Operador de Transferéncia T'(D).
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Capitulo 19

Principais resultados da representacao
em dominio transformado

19.1 Introducao

O contetdo deste capitulo é apresentado de forma intuitiva e sem um formalismo matema-
tico que o justifique. Ele é baseado na observacao dos resultados encontrados no célculo das
respostas dos sistemas de primeira ordem, efetuado no Apéndice [D] A extrapolagdo para siste-
mas de ordens superiores e um formalismo matematico adequado sdo apresentados em capitulos
posteriores.

19.2 Resumo dos resultados

A seguir, é apresentada uma lista de topicos contendo os principais resultados que surgem
da representacao de sinais e sistemas em dominio transformado.

e E dado um SLIT, causal e estavel, com entrada z[n] e saida y[n], possuindo condices
iniciais C1 = {y[—1],y[—2], - - ,y[—N]} e definido por uma equagao de diferenga do tipo
yln] = — o ax y[n — k] + ko b x[n — k).

E identificada uma funcio H(e’?), denominada de Resposta em Freqiiéncia do SLIT.

E identificada uma funcio H (2), denominada de Fun¢ao de Transferéncia do SLIT.

A Resposta em Freqiiéncia pode ser obtida diretamente da equacao de diferenca, segundo

; L —jQk
H(e?) = Na(e’?) _ 2ygbie™
Dy (e7) 1+Z:}_1 ape ik’

A Funcao de Transferéncia pode ser obtida diretamente da equacao de diferenca, segundo

_ Np(e) D gbrzTt
H(Z) "~ Dg(z2) 1+Zkfjil apz—k"

A Resposta em Freqiiéncia H(e’}) pode ser usada para calcular diretamente a safda do
SLIT, em regime permanente, conforme apresentado na Tabela [19.1]

A Resposta em Frequéncia, através dos resultados apresentados na Tabela [19.1] indica
que o SLIT, operando em regime permanente, pode ser interpretado como um filtro seletor
em freqiiéncia, cuja seletividade é controlada pelos coeficientes (ag, by) da sua equagao de
diferenca.
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e Para que um SLIT, operando como filtro seletor em freqiiéncia, nao apresente distorcao

de fase, o argumento da sua Resposta em Freqiiéncia 2 H (¢7}) deve ser uma funcio linear

ou, de outra forma, o atraso de grupo 7(2) = dﬁfmej deve ser constante, na faixa de
passagem do filtro.
| Entrada [ Saida (em regime permanente) |
z[n] = ¢, W7 y[n] = H(e7%*) ¢ en
[n] = Y e " y[n] = H(™) ¢ /N7
x[n] = Ay cos(Qen + ¢r,) y[n] = |H(e/*)| Ay, cos(Qun + ¢y, + £ H (e%))
[n] = 3y Ap cos(Qn + ¢r) || yln] = Sp |[H(7™)| Ay cos(un + ¢y + ZH(I))

Tabela 19.1: Exemplos de relacao entrada-saida para um SLIT causal e estavel, operando em
regime permanente.

Um sinal de entrada z[n], um sinal de saida y[n] e a resposta ao impulso h[n|, podem ser
descritos, respectivamente, pelas representacoes alternativas

X(z) = li o] 27, (19.1)
= _i yll] 27", (19.2)
H(z) :lf_o: Rl] 27", (19.3)

que é a prépria Funcao de Transferéncia do SLIT.

Dadas as condigoes iniciais C1 = {y[—1],y[—2], -+ ,y[—N]}, a Fungao de Transferéncia
H(z) pode ser usada para calcular indiretamente a saida do SLIT, desde a aplicagdo da
entrada atual em n = 0, conforme resumido em

Y (2) = Yo (2) + You(2) = H(z) X(2) + DH (z P, ) , (19.4)

onde Dy (z) e P_(z) dependem dos coeficientes ay.

De acordo com ([19.4]), e seguindo o critério BIBO (Bounded-Input Bounded-Output),
pode-se mostrar que, para uma entrada limitada, a estabilidade do SLIT esté associada
com a posigao dos pélos de H(z), que sao as raizes de Dg(z).

Dado um SLIT causal e estavel, pode-se mostrar que

H(e") = H(2)|,_o = H(2)|.-y - (19.5)

A Equagao |19.5 mostra que as curvas de ‘H(ejg)‘ e de ZH(e’Y) podem ser obtidas das

superficies de
unitario.

H(z)| e de ZH(z), ao se percorré-las com os valores de z sob o circulo

Sabendo-se da existéncia da relagdo h[n| <» H(z), a Equagao demonstra a relagao
h[n] <> H(e’?) < H(2).

AS.V.
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Capitulo 20

Sinais no dominio da freqiiéncia

20.1 Introducao

A mudanga da variavel dependente utilizada nas descri¢oes funcionais de sinais e de sistemas
pode ser de grande utilidade. As transformacoes “tempo/espaco <> freqiiéncia analégica” e
“Indice < frequiéncia digital”, entre varidveis independentes, sdo comumente empregadas.

Nesse capitulo, sao abordados os efeitos da transformacao “indice <+ freqiiéncia digital”
sobre as seqiiéncias. Inicialmente, é apresentado um resumo das representacoes em freqiiéncia,
para que se possa estabelecer um paralelo entre os dominios continuo e discreto. Em seguida, sao
definidas as diversas representagoes em freqiiéncia para sinais de tempo discreto, bem como sao
abordados alguns topicos pertinentes. Finalmente, sdo estabelecidas relagoes entre as diversas
representacoes dos dominios continuo e discreto.

20.2 Vantagens das transformacoes de variaveis

e Facilidade matematica: em funcao das propriedades apresentadas pelas novas represen-
tagoes dos sinais e dos sistemas.

e Mudanca de ponto de vista no tratamento dos problemas: baseada em novas interpreta-
¢oes, que surgem a partir das novas representacoes dos sinais e dos sistemas.

e Surgimento de novas técnicas para analise e sintese: em fun¢ao do novo equacionamento.

20.3 Resumo das representacoes em tempo continuo

e Representagdo no dominio do tempo
— Sinais
« Composigao/decomposicao de sinais: z(t) <> f(v1(t), va(t), -+ ).
« Caso particular: vg(t) = 0(t—k) e x(t) = f(x(k),0(t—k)) = [0, x(T)0(t—T) dT.
— Sistemas
* Saida de um SLIT relaxado, definido por um operador 7{.}:
- y(t) = T{a()} = h(t).
Cy(t) = T{a(t)} = T {2 w(r)a(t — 1) dr} = 25, T{a(r)d(t — )} dr =
[oo x(r)T{6(t —7)} dr = [0, x(T)h(t — 7) dT = x(t) = h(t).
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248 Capitulo 20. Sinais no dominio da freqiiéncia

e Representagdo no dominio da freqiiéncia

— Freqiiéncias
« Frequéncia complexa: s = Re{s} + jIm{s} =0 + jw,
onde 0 = Re{s} e w = Im{s}.
x Freqiiéncia angular, freqiiéncia linear e periodo de repeticdo: w =27 f = =&

— SLITs

* Caso particular de sinal de entrada: z(t) = e*" = | __ .

« Saida do SLIT relaxado: y(t) = [, z(T)h(t — 7) dT = [0 h(T)x(t — T) dT =
[2 h(T)e*ot=T) dr = et [ h(T)e 0T dr = et H(sy) = [e*' H(5)]
onde: H(s) = [ h(T)e " dr.

* Motivacao bésica para representar o sistema por H(s):
se z(t) = 302 cpet entao y(t) = Yoo e H (sp)es .

— Funcoes periodicas

s=sq’

_ 2m
fo T wo
« Caso particular para fungao de base, onde s,, = o, + jw, = (0) + j(nwo):
esSnt — ej(nwg)t.
* Mapeamento: fTo (t) A g(fTo (t)7 K(“? t)) = g(fTo (t>7 ejwnt> = g(fTO <t>7 ej(nwo)t)_
ng( ) ZSLO*—OOF ej(nwo)
F, = 7= [0 fr (t)e 9tmo)t g -

* Associagao tempo-freqiiéncia: fr, (t) <> Fj,.

« Periodo fundamental da fungao periddica fr, (t): To =

* Série de Fourier: {

— Funcgdes nao periddicas, com variagoes nao exponenciais

x Aproximacao por extensao periddica:
f(t) = limugy o fr, (1) = limgy oo 350 F el (0]t

wo—0 wo—0

x Mapeamento: f(t) +> g(f(t), K(w,t)) = g(f(t), €

f(@)

“1)
—_= L jwt
« Transformada de Fourier (Ordinéria): { [t )i f F(jw)e’" dw

[ ft)e <t dt

* Associagao tempo-freqiiéncia: f(t) <> F(jw).
— Funcgoes nao periddicas, com variagoes exponenciais

* Fungdo de ordem exponencial: f(t) < Me™.

* Fungdo auxiliar: ¢(t) = e 7" f(¢).

* Transformada de Fourier: { 2(() ; e—otf( )(t: wf Ooc&o Ufoc),:t_ta?}d(t)e—jwt dt
x Mapeamento: f(t) <> g(f(t), K(s,t)) = ( (t),e

t) = 5= /%o, F(s)e® ds

).
« Transformada de Fourier Complexa (ou de Laplace): { 5; ((s)) 2}53 Fte dt

* Associagao tempo-freqiiéncia: f(t) <> F(s).
— Relacionamentos entre representacgoes

% Se os valores s = jw (eixo imaginario w do plano complexo s) pertencerem a
regido de convergéncia (ROC) da Transformada de Laplace: F(jw) = F(s)]

s=jw"

AS.V.
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20.4 Resumo das representacoes em tempo discreto

e Representacao no dominio do tempo

— Sinais

« Composigao/decomposicao de sinais: z[n] <> f(vi[n], ve[n],---).

« Caso particular: vg[n] = d[n—k] e x[n] = f(z[k],d[n—Ek]) = D02 _ z[k]d[n—EK].
— Sistemas

« Saida de um SLIT relaxado, definido por um operador 7{.}:
yln] = T{d[n]} = hln].
yln] = T{aln]} = T {S o[kl — k]| = S22 T{w[kdn — k]} =
2R K| TH{0In — K[} = 3552 o w[k]h[n — k] = x[n] * hln].

e Representacao no dominio da freqiiéncia

— Freqiiéncias
* Freqiiéncia complexa: z = Re{z} + jIm{z} = |z|e?** = Re/?,
onde R =|z] e Q = Zz.
x Freqiiéncia angular, freqiiéncia linear e periodo de repeticao: Q2 = 27 F =
— SLITs
* Caso particular de sinal de entrada: z[n] = 2 = 2"| __ .
« Saida do SLIT relaxado: y[n] = >3 z[klh[n — k] = 352 hlk]z[n — k] =
SR hlMa Y = 2 SR Bl = 2 H (20) = [ H ()]s,
onde: H(z) =332 _ hlk]z7F.

k=—o00

am
N

* Motivagao bésica para representar o sistema por H(z):
se x[n] = Y02 crzp, entdo y[n] = Y00 e H (z) 2]
— Seqiiéncias periédicas
_ 27
Fo T Qo
+ Caso particular para funcio de base, onde z, = Rye/™ = (1)e/(k); 2y =
* Mapeamento: Zn,[n] <> g(Zn,[n], K(,n)) = g(Zn,[n], e¥*") = g(Zn,[n], e?FPm).

* Perfodo fundamental da seqiiéncia periddica Zy,[n]: Ny =
ejkflon'

> ik n
o] = Sheiny Koy, € (%)
« Discrete-Time Fourier Series (DTFS): T[] = Lk X

- (i)
— = 7 0
Xk'NO - N En:(N) LNy [n]e
* Associacdo indice-freqiiéncia: Ty, [n] ¢ Xy, = X, [k].
— Seqiiéncias nao periddicas, com variagdoes nao exponenciais

% Aproximagao por extensao periddica: z[n] = limy,—e Tn,[7].
QQ-}O

* Mapeamento: x[n] <+ g(z[n], K(Q,n)) = g(x[n], e™).
. . : zn] = 5= fo gm X (e7)e dQ

« Discrete-Time Fourier Transform (DTFT): { X[(im) o ;:EOS_; x<[n]e>j9" .

* Associacdo fndice-freqiiéncia: x[n] +» X (e/%).

x Uma vez que os sistemas discretos no tempo nao sao capazes de operar com
sinais de tempo continuo, é necessario obter uma aproximacao discreta para a
DTFT. O novo equacionamento é fundamentado pelo uso da DTFS e realizado
pela amostragem da DTFT.
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Mapeamento: z[n] <> g(z[n], K(Q,n)) = g(z[n], e**") = g(x[n], e*¥n).
Discrete Fourier Transform (DFT):

N-point DFT: wln) = Sty XIK] ]kg%ﬂ)n , 0<n<(N-1)
X[ = S0 el (F) o<k < (V-1
ou
—kn
N-point DF'T: { wln] =y z]:Vk 3 X[EW™ , 0<n<(N-1)
X[k = oV ek 0<k< (N -1

M

onde: Wy = e_j(Wﬂ>.

Associagao indice-freqiiéncia: x[n] <> X|[k].

No célculo da DFT, pelas equagoes originais, existem valores que podem ser
previamente calculados e utilizados por diversas vezes, bem como podem ser en-
contradas varias redundancias. Dessa forma, apds um estudo adequado, algumas
otimizac¢oes podem ser implementadas.

Fast Fourier Transform (FFT): familia de diferentes algoritmos computacio-
nais alternativos, utilizados para o calculo da DFT, cujo objetivo é diminuir
a complexidade computacional das equacoes originais e, portanto, acelerar a
operagcao.

Resumindo: a DFT e a FFT nao sao novos tipos de transformadas discretas.
Elas apenas representam aproximacoes de calculo discreto para a DTFT analé-
gica.

— Seqiiéncias nao periddicas, com variagdes exponenciais

x Mapeamento: x[n] <> g(z [ |, K(z,n)) = g(z[n], ™).
x 7 Transform: { ] = 5 7 Jo X (2)2" dz .

X(2) = Xol oo wln]e™™

% Associagao indice-freqiiéncia: z[n] <> X(2).
— Relacionamentos entre representagoes

* Se os valores |z| = 1 (circulo de raio unitario do plano complexo z) pertencerem

a regido de convergéncia (ROC) da Transformada Z: X (e/}) = X(2)521-

AS.V.
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20.5 Tipos de mapeamentos realizados

e As operagOes que geram um mapeamento entre descri¢goes funcionais de sinais e sistemas
trabalham com variaveis dependentes e independentes que podem ser analogicas, discretas
ou digitais.

e Dessa forma, de acordo com os tipos de variaveis envolvidas, pode-se propor uma classi-
ficagdo para as operagoes e os mapeamentos.

e Operacoes X mapeamentos entre representacoes:

analogico <> discreto/digital
— Amostragem e Série de Fourier:
r1(v1) > x2[ng)
analdgico <» analdgico
— Transformadas de Fourier e de Laplace:
z1(v1) > x2(v9)

discreto/digital <« discreto/digital

DTFS e DFT/FFT:
ri[m] & xalng]
discreto/digital <« analégico
— Interpolagdo, DTFT e Transformada Z:
r1[m] & xo(va)

e A Tabela resume a classificagio dos mapeamentos entre descrigdes funcionais de
sinals e sistemas.

Analégico Discreto/Digital
172(1)2) i) [nz]
Analodgico Transformada de Fourier e | Amostragem e
x1(vy) Transformada de Laplace | Série de Fourier
Discreto/Digital Interpolacgao, DTFS e
x1[n] DTFT e Transformada Z DFT/FFT

Tabela 20.1: Classificacao dos mapeamentos entre descrigoes funcionais de sinais e sistemas.

e Os processamentos discreto e digital trabalham com sinais na forma de seqiiéncias.

e Assim, é necessario que as representagoes funcionais dos sinais e dos sistemas, no tempo
e na freqiiéncia, assumam tal forma.

e Portanto, embora as representacoes continuas geradas pela DTFT e pela Transformada Z
possuam grande importancia tedrica, a implementacao dos processamentos discreto e
digital utiliza apenas as representacoes discretas geradas pela DTFS e pela DFT/FFT.

e Deve ser ressaltado que a DFT e a FF'T nao sdao novos tipos de transformadas.
e A DFT é uma aproximacao discreta da DTFT, implementada através da DTFS.

e Por sua vez, o nome FFT representa uma familia de algoritmos computacionais, cujo
objetivo ¢é acelerar o calculo da DFT.
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20.6 DTFS

Sinal periédico: Z[n] = Z[n +IN], onde [ € Ne N € N*.
Decomposicao de sinal periddico Z[n| em fungdes de base ¢y [n]: Z[n] = >, ¢ ¢r[n].

Caso particular para a funcao de base, que é uma autofuncao para SLITs estaveis:

d1[n] = 27 = eNn = ei1%n — (T onde Q) = (ZWW)

Conjunto (finito) de fungoes de base diferentes entre si e harmonicamente relacionadas:

— ) é uma variavel continua, escalar e angular.

— €0, sdo valores discretos de €2, harmonicamente relacionados: €, = kQy = k (%)

— Logo, existem N valores distintos para €2, = k (%’r) e, conseqiientemente, para ¢x[n:
duln] = eIWn = eikQon — R () f — (N) = (K),(K+1), (K+2),- , [K+(N=1)].
— Dessa forma, tais func¢oes de base sao periddicas em k, com periodo N:

ejk(%‘)n _ ej(k:l:lN)(%")n'

Decomposicao de sinal periddico nas func¢oes de base harmonicamente relacionadas:

Sl _ jQpn _ ikQon _ k(2T )n

Z[n] =Ypcr op[n] = Xpcr €27 =3¢ 270 =30 ¢ € (%)n,

O conjunto de coeficientes ¢, pode ser interpretado como uma seqiiéncia: ¢, = c[kl.
Devido ao nimero finito de fung¢des de base:

— Numero finito de fungoes de base: ¢g[n] = dpyin[nl.
— Numero finito de coeficientes distintos: ¢, = cpn-

— O conjunto de coeficientes ¢ pode ser interpretado como uma seqiiéncia periddica:

cr = clk] = ¢[k] = ¢k £ IN].

— Decomposicao de sinal periddico nas fungoes de base harmonicamente relacionadas:

#n) = oMV e duln] = SV e duln] = Sh=(N) Ck PRI = ey cpet™ (T,

onde (N) = (K),(K +1),(K+2),--- ,[K+ (N —1)].

— A seqiiéncia ¢ = c[k| = ¢[k] pode ser interpretada como um mapeamento n <> k da
seqliéncia Z[n]: z[n| «> ¢[k].

— Logo, pode-se adotar a seguinte notacio: ¢, = é[k] = X[k].

— Deve-se notar que, quando 0 < k < (N — 1), tem-se que 0 < Q < (N —1) (%ﬂ)

— Logo, é equivalente dizer que ¢, = c[k| = ¢[k] = X[k| tem periodo fundamental N

ou que ¢ = ¢[Q] = ¢[Q] = X[Q%] tem periodo fundamental 27.

e Procedimentos possiveis para o célculo dos coeficientes ¢, = ¢[k] = X[k]:

— Algebra linear: projecao de um vetor sobre um conjunto de vetores ortogonais entre
si.

— Utilizacdo da periodicidade dos coeficientes ¢ = c[k] = &[k] = X[k].

— Solugao de um sistema de N equacoes a N incognitas.
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e O célculo dos coeficientes X [k] é apresentado no Apéndice [F|e, a partir dele, as equagoes
da DTFS sao definidas como

2

Fn) = S X[k] HF)

X[k) = & Sy ] e 7H(F)m
onde X[k] = X[k £ IN].

e Notacdo alternativa para a DTFS:

onde X[k] = X[k & IN].
e Relacgdes matriciais da DTFS:
— Considerando-se a faixa: (N) =0,1,2,---, (N —1).

— Considerando-se a notagéo Wy =e™ (%),

{ F[n] = iy X [K] W
— DTFS: )

~ ~ ~ ~ T
— X[k = | X[0] X[1] --- X[(N=1)] |
En) =W X[k] , 0<n<(N-1)
— DTFS
X[kl=Wxy &n] , 0<k<(N-1)
[ 1 1 1 1 |
1 Wi Wi Wy
e I e Wyt Wyt
1 I/V];(N—l) I/V]Gi(N—l) W (N=1)(N—1)
[ 1 1 1 1 |
N
1 Wk w2 W;N 11
—Wy=24 |1 Wi oW WM
i W](\]N_l) W]%[(‘N—l) W(N 1 (N-1)
- Wy =N Wi

- Wy =% (W3).
e Deve-se ressaltar que os coeficientes ¢, = c[k] = ¢[k] = X[k] podem ser escritos como
cr = [ = €[] = X[Qy]. Portanto, a seqiiéncia X [k] pode ser interpretada como a
representagdo em dominio transformado (freqiéncia ) da seqiiéncia z[n].
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20.7 DTFT

z[n] , Ny <n< Ny
e Sinal original, ndo periddico: x[n] = , onde Ny > Nj.
0 , N < N1 en > NQ

e Sinal peri6dico, obtido por extensao periédica de z[n]: Z[n] = Z[n+IN], N > (No—N1+1).
e Aproximagao considerada: Z[n] — z[n] quando N — oo.

e (Cdlculo da aproximacao:
#n) = Sy X[K] )
— DTFS: .
X[k] = % En:(N) i’[n] €_jk(ww)n
— As equagdes da DTFS podem ser reescritas da seguinte forma:
# X[k] = % Tmqy Elple MFI = L300 Gnle M F)

2

N)
% SN2y, wlnle” A =Ly fnle e

« X(kQ) = XKIN = ¥ alnlem, onde 0y = ().

N
* In] = D k=(N) X[k]ej k(5 )n Zk (kQO)eijOn _
Zk::(N) %X(k’go)ejkflon _ 1 Zk (kQO)eijonQ

x Alterando-se a notacao:

Q= (%) =20k =k (%) =kAQe (k= (N)) = (2= (27 — AQ))).

Z[n] = Zk (kAQ)eJ(’“AQ)”AQ
— DTFS reescrita:
X(EAQ) =30 x[n]ekan

— Se N — oot
z[n] = z[n], AQ — dQ, (kAQ) — Qe (k= (N)) = (2 = (27 — dQ)) = (27)).

2[n] = 5 Jozom X Q)7 dQ
— DTFT:
X(Q) =02 wlnfe ™"

e Notacao mais comumente utilizada:
— X(Q) = X (e).

zln] = % fQ:(27r> X(‘fm)@jﬂn ds2
— DTFT:
X(e) =302 wn]e 7"

e Deve-se ressaltar que:

— {2 é uma variavel continua, escalar e angular.

— X (%) é uma funcao analdgica e complexa.
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20.8 Alguns aspectos relevantes da DTFT

20.8.1 Propriedades gerais comumente utilizadas

e Periodicidade: X (e/}) é periddica, com perfodo fundamental , = 27, de tal forma que
X (e1@+k2m)) — X (7).

e Linearidade: x[n] = z1[n] + x2[n] < X (e79) = X1 (e7?) + Xy(e??).

e Deslocamento no tempo:
np[n] = xln — Np] & Xnp (€7?) = X (e7?)e TN = | X (&) ]74X (N0,

e Convolucao no tempo:

x[n] = x1[n]*xs[n] = X (7)) = X, (7). Xy (/) = |X1(ej9)|]Xg(ejQ)|ej(4X1(€jQ)+4X2(em)).

20.8.2 Relagoes complexas
o X(e/?) = X, (e7?) 4 jX;(e/?) = | X (e72)]e74X () onde:
- [X(E) = X2(E®) + X2(E9) = X (@)X (),

— /X (/%) = arctan (i(( E‘Z?))))

— X*(e’®) é o complexo conjugado de X (/).

e O valor de /X () é indeterminado quando | X (e/?)| = 0.

20.8.3 Propriedades da DTFT de uma seqiiéncia real

e Se z[n] for uma seqiiéncia real:

— X&) =32 xnle M =32 z[n] (cos(Qn) — jsin(Qdn)) =
> xnjcos(Qn) — § 0 x[n]sin(Qn) = X, (e7) + j X;(e7).

e Simetria da DTFT: X (e77?) = X*(e/9).

e Simetria das partes real e imaginéria
— Dasrelagoes anteriores: X (e77?) = X, (e77?)+j (Xi(e_jg)) = X, (e’ +j (—Xi(em)).
— X, (/%) é uma funcio par.
— X;(e’%) é uma funcdo fmpar.

e Simetria das partes médulo e argumento (angulo de fase)

— Das relagoes anteriores:
X (7)) = (X(e7?) + X*(e1))* = (X*(e” "Q) + X (e79)* = | X (7).
/X (e7) = arctan ())2((2:2))) = arctan ( i(e? )) — arctan (Xi(ejﬂ)) = —/X ().

eJQ X, (edtY)

— | X (e77%)| é uma funcdo par.

— /X (/%) é uma funcdo impar.
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e Caracterfsticas dos graficos da fungio X (e/%)

20.8.4

Dado que as funcdes X (e/?), X,.(e/)), X;(e/9), | X (e779?)| e ZX (e/) sdo periddicas
(Q, = 2m) e simétricas, elas sé necessitam ser especificadas na faixa 0 < Q < 7 ou em
Q

outra faixa equivalente. Por convencao, utiliza-se 0 < Q,,5r, < 1, onde Qyor, = <.

Por convencdo, o grafico da funcao ZX (e/*?) ndo é elaborado com os valores originais
da fungdo, mas sim com os valores principais correspondentes (valores na faixa
[—m, m]). Esse tipo de gréfico pode apresentar descontinuidades (phase jumps) em
varios pontos.

As funcoes do tipo X (e7) = F,(e/})e 7% denominadas funcoes de fase linear, po-
dem gerar descontinuidades adicionais ao grafico de ZX (¢/*?). Para valores positivos

de F.(e’), tem-se que F,(e’) = |F.(e/)]e’°. Para valores negativos de F(e/%),
tem-se que F,(e’) = |F,.(e’)|e*I™. Dessa forma, pode-se ter /X (e/?) = —kQ) ou
ZX (/) = —kQ & 7, o que acarreta descontinuidades no gréfico.

Para as freqiiéncias Q onde | X (e/*)| = 0, o valor de ZX (/) ¢ indeterminado.
Portanto, na elaboragio do gréafico de ZX (e/*?), podem ser utilizados valores arbi-
tréarios.

Em todos os casos, dado que ha uma possibilidade de escolha devido a equivalén-
cia angular, os valores principais sao escolhidos de tal forma que o grafico ilustre
claramente uma fungao /X (e/?) do tipo fmpar.

DTFT de uma seqiiéncia real, finita e simétrica

e Seqiiéncia real e finita, de comprimento N = (L + 1):

2[n] = zn] , 0<n<L
10 , n<0en>1L

e Seqiiéncia com valores simétricos

Valores simétricos ou simetria par: z[n| = x[L — n].

Valores antissimétricos ou simetria impar: z[n] = —z[L — n].

e Tipos de seqiiéncias possiveis

Numero de valores da seqiiéncia: par ou impar.
Tipo de simetria: par ou impar.

Quatro tipos possiveis, considerando L/simetria:
Tipo 1 (par/par), Tipo 2 (impar/par), Tipo 3 (par/impar), Tipo 4 (impar/impar).

e Exemplos

Tipo 1 (L par e simetria par): z[n| = {zo, x1, T2, T3, T2, T1, To }
Tipo 2
Tipo 3

L impar e simetria par): z[n] = {xg, z1, 2, T2, T1, To }-

L par e simetria impar): x[n] = {xg, z1, 29,0, —29, —x1, —20 }.

(
(
(
(

Tipo 4 (L impar e simetria impar): z[n] = {xg, z1, T2, —x2, =1, =0 }.
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e (Cdlculo da DTFT de uma seqiiéncia real e simétrica

— L par:
X)) = > zn)e
L
= Y x[n]e 7™
n=0
L4
2 .
— Z x[n]e an—i—x[ ]67]92 + Z z[nle s
n=0 n=%+1
L_4 L
2 .~ L
— Z x[nle m"—i—x[ le AL INE Z z[L —nle s
n—0 n=0
Ly
L 3 j
= alS)e ™ 4 3 (alnle " 4 oL — nler2H)
n=0
L, !
= % |al5] + X (alnle It alL - nfe D)
n=0
L, !
= e (a[0]+ Y afn) (90D £ i) (20
n=0
— L impar:
X = Y znle ™
L |
= z[n]e 7"
n=0
L—1
= . L .
= e 4 Y afnjen
n=0 n=L7141
L—1 L-1
2 . 2 .
_ Z x[n]e—an + Z Z'[L o n]e—jQ(L—n)
n=0 n=0
L—1
2
_ Z (x[n]e—gﬁ(n) + JI[L _ n]ejQ(n—L))
n=0
%
= 9% | 3 (afle D 4 oL — )M )
n=0
L—1
2
= eI | Y afn] (700D £ U D)) (20.2)
n=0
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— Tipo 1 (L par e simetria par):

L_1
4 , L
X(?) = 9% I[§] + Y z(n] (e I0m=3) 4 S 2))
n=0
L
_i0L L
= e -]+ Z (2x[n]) - cos(Q2(n — 5)) (20.3)
— Tipo 2 (L impar e simetria par):
%
X(e?) = o~ I10% (Z z[n] (eJQ(n D4 JQ(n—g))
n=0
e L
= 9% (Z(2x[n]) cos((n — 5)) (20.4)
n=0

— Tipo 3 (L par e simetria impar):

L1
X(&?) = e I% (2295[”] (e—jQ(n—L) oIUn—73 ))

n=0
L_
—_iL 3 . L
= e ) aln] - (=2)) - sin(Qn - 5))
n=0
L
= ¢ Q5+3) (2x[n]) - sin(Q (20.5)
n=0
— Tipo 4 (L impar e simetria impar):
L-1
2 .
n=0
L-1
.~ L 2
= e 722 | Y zn] - (=2j) - sin( )
n=0
L-1
. P 2
= IO [ 3 (22[n]) - sin(Q(n — 5)) (20.6)
n=0

e Pode-se mostrar que:

— Os quatro tipos apresentam angulo de fase linear (£ X (¢/9) = —kQ+C) e, portanto,

£X (7Y
atraso de grupo constante (7 = T = k).
— Os tipos 3 e 4 possuem uma fase adicional de /X (e/) = -5

— Para o Tipo 2: X (/) =0, para Q = 7.
— Para o Tipo 3: X (e/) =0, para Q=0 e 7.
— Para o Tipo 4: X (e/?) = 0, para Q = 0.
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20.9 Sinais periddicos x DTFT

A seguir, sdo analisados dois casos que envolvem sinais periédicos e a DTFT. No primeiro
deles, a DTFS de um sinal periédico e a DTFT de um sinal nao periédico sdo comparadas,
dado que os sinais relacionam-se por meio de extensao periddica. No segundo, a DTFT de um
sinal periédico é calculada em fun¢ao da sua DTFS.

20.9.1 DTFS x DTFT

e Dados Z[n| e xp[n], serd assumido que Z[n] é a extensado periddica de xy[n].
e Sinal periédico: Z[n] = Z[n £ IN].

n] MgngM—i—(N—l).

. ~ s T
e Sinal nao periédico: xy[n] = 0 50 COMtrATio
)

o Cocficientes da DTFS de #[n]: X[k] = ~ Sy Z[n] eIk )n,
e DTFT de zp[n]: Xpr(e’) =300 ap[n]e 7,
e Relacio entre X[k] e Xy (e/?):

X[k = #[n)e 7+ (F)n

(20.7)

e Logo: NX[k] = XM(ejQ)‘Q:k(%).

21

e Significado: Os cocficientes ponderados (NX[k]) sdo amostras da funcio X (e/?),
)

uniformemente espacadas de AQ) = Q) =k (

e O resultado acima é valido para qualquer valor de M. Para cada valor de M, obtém-
se diferentes seqiiéncias x;[n] e diferentes funcoes X,;(e/*?). Porém, todas as amostras
devem ser iguais, o que significa que todas as fungdes X M(em) cruzam-se em tais pontos.

TET / UFF



260 Capitulo 20. Sinais no dominio da freqiiéncia

20.9.2 DTFT de sinal periédico

e Através da DTFS, um sinal periddico Z[n] pode ser decomposto em uma combinacao
linear e finita de exponenciais /¥,

e Por envolver operagoes lineares, a DTFT de um sinal periédico Z[n] é igual a soma das
DTFTs das exponenciais e/*%" que o compdem.
e Matematicamente:

2

— DTFS de um sinal periédico: Z[n] = > n X[k]edk(@o)n — > k(N X[k ]ejk(Wﬂ)
— DTFT de uma exponencial: x[n] = e/%m — X(eJQ) =37 27r(5(Q — Qo — 27l).
— DTFT de uma combinacao linear e finita de exponenciais:

* Sinal: z[n] = c1e/U™ + cpe?2m 4 .- cppedtun,
* DTFT de z[n]:

X)) = ¢ > 2ms(Q = —27wl) +eo Y. 276(Q —Qp — 27l) + -+ +

l=—0c0 l=—

e Y, 2m0(Q — Quy — 27l

l=—00

= f: cy ( i 210(2 — Q. — 27Tl)) (20.8)

l=—00

e DTFT de um sinal periédico:

— Escolhendo-se: (N) =0,1,--- (N —1).
~ DTFS: 2fn] = 5% XK = S5V X[l = S8 Y X )5
— DTFT:

X = X[0] S 2ms(Q—2ml)+ X[1] 3 278(Q — (?3) ol 4+ +

l=—00 l=—00

W=l 2w
= w0 (Q — 27l
5 i £ o () - 20)
= k;w%f([k]é(@—k(%)) (20.9)
i[n] Jo—pm X (e79)7%" dQ

e DTFT de um sinal periédico:
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20.10 DFT (representacao discreta da DTFT)

A DTFT associa uma seqiiéncia z[n] a uma funcio periédica analégica X (e7!). Os circuitos
discretos no tempo e os circuitos digitais sao capazes de lidar apenas com amostras. Portanto,
eles ndo sdo capazes de manipular a funcio X (e/*?), pois ela depende da freqiiéncia digital €2,
que é uma variavel continua. Logo, torna-se interessante obter uma aproximacao discreta de
X (e’?). A N-point DFT realiza tal aproximacao, associando uma seqiiéncia finita z[n] a uma
seqiiéncia finita X [k], cujos valores sio N amostras de um perfodo da fungao X (e/?), de tal

forma que X[k] = X(ejﬂ)‘ﬂ_k(i).

20.10.1 Definicao da DFT

e Sinal original, nao periédico e de comprimento finito:
{ z[n] , 0<n < (Npaw — 1)
x[n] =

0 , n<Oen>(Nmam_1),OndeNmax>()‘

Sinal periédico auxiliar, extensao periddica de z[n|: Z[n] = Z[n 4+ IN], N > Nyaz-

DTEFS do sinal periédico:

Por construcao:

B X[k] - % an(N) f[n]eﬁk(%ﬂ)" % anlgl) z[nle k(%5 )n
o[n] = SV K (R (F)n C0<n<(N_1)
e N-point DFT:

20.10.2 Representacao da DTFT pela DFT

e Da Secao [20.9.1}
X(em)‘g:k(zl) — NX[K] = Sy Enle HEF) = SO0 pp)e =+ (5 ),

Definindo-se: X[k] = NX[k] = X(ejQ)’

N-point DFT: .
X[K] = SV pnle# (F)n | 0<k < (N-1)

Notacdo comumente utilizada: Wy = e (%),

z[n] = L VOV XKW 0<n < (N —1)

N-point DF'T: :
XK =NV amwk , 0<k<(N-1)
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20.10.3 Aproximacao da DTFT pela interpolacao da DFT

e Amostragem de um periodo fundamental: X[k] = X (ejQ)‘

e Interpolacdo de um periodo fundamental: X(ejQ) = f(X[K]), 0 < k < (N —1).
o X(e'?) = Z( o zlnle an:Z ( Zk ol)X[ ]Wﬁlm) AL
=¥ Zk:o X[k oY M%) ﬂﬂn =y Zk:o X[k WY emi@-kFm,
(N—1) —jfn _ 1—eJON _ 1—e JON GJM ejﬂ _ ejﬂfe_jM ejﬁ . szn(w> g (N=1)
® >, €= 1_e=39 — 1_c—J0 'ejé 67; = e;%_eijg 83_@ _ s%n(%) J
: NQ—k27 ) - B
o X(e) = & oY X[H - Sozgl) - e O
s N
X[k] = X(em)lg_k(%,) 0<k<(N-1)
e DTFT <« DFT:
_ sin NQ—k2w B e (N—1)
X (&) = L3N0 x [ Sm(m%%) i (k2 O

o X[k =[X[0] X[1] --- X[(N-1)]]".
. [ zn]=Dy'X[k] , 0<n<(N-1)
e N-point DF'T: { X[k = Dyaln] . 0<k<(N—1)
1 1 1 1 ]
1 Wiy wyt oo Wyt
e Dy =1 |1 W Wyt Wty
1 WJ;(Nfl) ngz(zvq) W]§(Nf1)(zvf1) |
1 1 1 1 ]
1 Wk w2 oo Wi
e Dy=|1 W2 Wi WJ%(N b
1w W;V('N—n Jy (V-DV-1) |
° Djvl = % Dy,
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20.10.5 Leakage ou smearing

O célculo da DFT pressupoe um sinal z[n] temporalmente limitado, uma vez que é baseado
na extensao periédica do mesmo.

Sinais sem limitacao temporal devem ser for¢osamente limitados de alguma forma, antes
do célculo da N-point DF'T.

A limitagao mais comumente utilizada é a sele¢ao das N primeiras amostras do sinal x[n].

Tal técnica é equivalente a multiplicacao do sinal por uma janela retangular, de compri-
mento N e amplitude unitaria.

Forcar a limitagdo de um sinal z[n] temporalmente ilimitado pode gerar um fenémeno
inesperado na sua representacio em freqiiéncia, calculada pela DFT.

Supondo-se um sinal senoidal z[n], espera-se que o cdlculo da DFT resulte em uma tnica
amostra X[K], no valor K correspondente ao periodo de x[n].

Se o niimero total de amostras utilizado (N;,y = N) for equivalente a um ntimero inteiro
de periodos do sinal senoidal, a extensao peridédica serd equivalente ao sinal original.

Dessa forma, a amostra esperada aparecera corretamente no ponto K, o qual fard parte
do grid de resolucao em freqiiéncia.

Se isso nao ocorrer, aparecerao diversas amostras nao nulas em torno do ponto K esperado,
o qual nao fara parte do grid.

O mesmo fenémeno poderd ocorrer no caso em que o nimero total de amostras do sinal
senoidal (V) for menor que o tamanho da DFT calculada (IV), se o valor de N nao
corresponder a um nimero inteiro de periodos do sinal senoidal ou se as demais amostras
forem preenchidas com valores nulos (zero-padding).

Tal fendmeno é denominado leakage ou smearing.

O efeito pode ser explicado ao se pensar em termos de composicao espectral. Uma vez que
o calculo da N-point DFT pressupoe a extensao periédica de um sinal de comprimento
N, a sendide original s6 é obtida caso o conjunto béasico de N pontos forme um ntimero
inteiro de periodos. Caso contrario, a seqiiéncia montada através da extensao periddica
sera uma forma de onda diferente da sendide original. Portanto, a composicao espectral
dessa nova forma de onda também sera diferente daquela da sendide original.

Dado um tnico sinal senoidal, pode-se tentar evitar tal efeito, utilizando-se parametros
adequados no calculo da DFT.

Por outro lado, para sinais compostos de varias componentes senoidais, torna-se muito
dificil evitar o fendmeno para todas as componentes.

Nesse caso, a composicao espectral calculada nao representa o espectro verdadeiro e o
efeito de leakage pode ser confundido, erroneamente, com um ruido de fundo.

O uso de outros tipos de janelas limitantes pode minimizar esse efeito.
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20.11 Transformada Z

e Plano complexo z:

— Elemento geral: z = |z]|e/“* = re/®, onde 7 = |z] e Q = Z2.
— Circulo (de raio) unitario: z = re/® — z|,—; = /%,

— Exponencial complexa: z" = <r639> = el 21| = el

e DTFT ¢ IDTFT de z[n] e de v[n] = x[n]r ™

— DTFT {z[n]} = X(/?) = 32 z[n]e 7"
— DTFT {v[n]} = V(') =352 v[n]e‘jg’in:
S xnlrre it =% xln] (rej9> =3 _z[n]z7" = X(2).

— alnr = ol] = IDTFT {V(e)} =
3 Jo—ton VO a0 = Ly or) X (2)75 A2

Transformada Z: Z{z[n]} = X(z) = >0°_ x[n]z7™.

Regiao de convergéncia (ROC): regido do plano-z para a qual a transformada existe.

Relagao entre a Transformada Z e a DTFT, quando ambas existem:

— Z{z[n]} = X(2) =372 _xn)e™ = X(re/?) = 00 a[n](re’®) ™" =
Y0 zn]rme i =00 (z[n]r) e = DTFT {z[n|r—"}.
— Quando a ROC de X (z) inclui o circulo (de raio) unitario:

Z{z[nl}], oy = X(2)].o0 = X () = DTFT {z[n]}.

Transformada Z inversa:

— Procura-se: z[n] = f(X(2)) = z[n] = Z7HX(2)}
— Por definigao: X (z) = Z{z[n]} = DTFT {z[n]r "}.
Usando a IDTFT: z[n]r™" = 5= [o_pm X (2)e/"" dQ.

— Logo: z[n] = 3= foopm X (2)(re?)™ dQ = 5= fo_fom X (2)2" d9.

— Troca de variavel de integragao: {2 — z.

d

— Conseqiiéncia da troca: z = re/® — £ = jrei? = jz — dQ = ;z_ldz.

— Assim: x[n] = % $o X (2)2""! dz, onde C' é um caminho fechado dentro da ROC de
X(z), em torno da origem z = 0.

2[n] = 55 fo X(2)2" 7" dz
e Transformada Z:

X(z)=X2 _x[nlz"
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20.1

Diferentes técnicas para o calculo da Transformada 7 inversa:

1. Teorema de residuos de Cauchy:
z[n] = X [residuos de X (z)2""! nos polos internos a CI.

2. Expansao em série de poténcias:

— A equacao de definicao da transformada Z pode ser vista como uma série de
poténcias da variavel z, onde os coeficientes da série sao os valores da seqiiéncia
x[n] & qual estd sendo aplicado o mapeamento x[n] <> X (z).

— Assim sendo, para calcular a transformada Z inversa, basta expandir a equacao
de X (z) em uma série de poténcias em z e extrair os coeficientes da série para
montar a seqiiéncia z[n).

— No caso de X (z) = gﬁ 22 divisao polinomial (long division).

— Caso contrario: série de Taylor.

3. No caso de X(z) = %: expansao de X (z) em fragoes parciais e uso de tabela de

transformadas basicas para cada elemento da expansao.

1.1 Propriedades da ROC da Transformada Z

Dados um sinal z[n| e sua transformada X(z), podem-se demonstrar as propriedades
listadas abaixo.

Propriedade 1: A ROC de X (z) consiste de um anel no plano-z, centrado na origem.
Propriedade 2: A ROC nao contém pdlos.

Propriedade 3: Se z[n] é de duracao finita, entdo a ROC é todo o plano-z, exceto, possi-
velmente, z = 0 e/ou z = 0.

Propriedade 4: Se z[n] é lateral-direita e se o circulo |z| = ry pertence a ROC, entéo
todos os valores finitos de z tais que |z| > ¢y também pertencerao a ROC.

Conseqiiéncia da Propriedade 4: Para z[n] causal (z[n] = 0,7 < 0) a ROC extende-se ao
infinito.

Propriedade 5: Se z[n] é lateral-esquerda e se o circulo |z| = ry pertence & ROC, entao
todos os valores de z tais que 0 < |z| < 1y também pertencerao a ROC.

Consequiéncia da Propriedade 5: Para xz[n| anticausal (z[n] = 0,n > 0) a ROC inclui a
origem.

Propriedade 6: Se z[n] é bilateral e se o circulo |z| = ry pertence a ROC, entao a ROC
serd um anel que contém o circulo |z| = ry.
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20.12 Relacionamento das representacoes de um SLIT
com as transformadas discretas

Dado um sistema do tipo SLIT SISO, a ele pode ser associado um operador linear 7{-}. A
partir do operador do sistema, e supondo que ele esteja relaxado, pode-se definir a resposta ao
impulso digital unitario como

Yent[n] = T{0[n]} = hln] .

A seqiiéncia h[n| pode ser interpretada como uma das representagoes de um sistema. Isso
faz com que ela seja vista como uma sequiéncia especial. Mas, mesmo assim, ela nao deixa de
ser uma seqiiéncia. Portanto, podem-se calcular a sua DTFT e a sua Transformada Z, que sao
respectivamente dadas por

H(e%) = Z hln]e 7" (20.10)
€ por
> h[n]z . (20.11)

Por sua vez, a resposta do sistema a uma entrada genérica x[n| pode ser calculada por

Yet[n] = T{z(n] T{k_z_:oo — K]}
- kiooT{x[k] Sn— K]} = kiox[k] TH{d[n — K]}
_ kioow[k] hin— ] = ki@h[k] ol — K
— ] % hln] = hln] *z[n]

No caso particular de uma entrada exponencial z|n| = Gj on para —oo < n < 00, a res osta
p p ) )
do sistema é dada por

yent[n] == T{a:[n]} = T{ejﬁon}
= Z h[k;].ejﬂo(n—k) — Z h[k].e—onk_ejQOn

k=—o0 k=—o00

— Z h e ISk | | oifn
k=—o00

— H(ejﬂo) . ¢Ikon 7

onde a funcao

H(') = Z h[k)e 3% (20.12)

k=—o00

é definida como a Resposta em Frequéncia do sistema.
No caso particular de uma entrada exponencial xz[n] = z{}, para —oco < n < 00, a resposta
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do sistema é dada por

Yeit[] = THzln]} = T{5}
= > bk = Y Rt

k=—0o0 k=—oc0
- ( > h[k]-zo’f) 5
k=—oc0
= H('ZO) ) Zg )
onde a func¢ao
H(z) = i h[k]z " (20.13)
k=—0o0

é definida como a Func¢ao de Transferéncia do sistema.

Finalmente, as Equagoes (20.10) e (20.12)) mostram que a DTFT da resposta ao impulso
do sistema é a sua Resposta em Freqiiéncia: H(e’?) = DTFT{h[n]}. Por sua vez, as Equa-
¢oes ([20.11]) e (20.13)) indicam que a transformada Z da resposta ao impulso do sistema ¢ a sua
Fungao de Transferéncia: H(z) = Z{h[n]}.

20.13 Relacionamento das representacoes em freqiiéncia

20.13.1 Associagao entre sinais de tempo continuo e seqiiéncias

Suponha-se uma seqiiéncia x[n], montada a partir de um sinal de tempo discreto x(n75), ob-
tido a partir da amostragem uniforme (¢t = n7T) de um sinal de tempo continuo x(t). Suponha-se
as representacoes em freqiiéncia analégica w = 2w f: Série de Fourier, Transformada de Fourier,
Transformada de Laplace. Suponha-se ainda as representagoes em freqiiéncia digital Q = wTs:
DTFS, DTFT, DFT e Transformada Z. E natural que se questione sobre o relacionamento entre
tais representacoes. Algumas relagoes sao abordadas nos itens que se seguem.

20.13.2 Transformada de Fourier x DTFT

z(t) = 5= [250 X (jw)ed dw

Sinal de tempo continuo: Transformada de Fourier
X(jw) = [°2 x(t)e I+t dt

o0

Sinal de tempo discreto (amostragem uniforme com periodo Ty):
2(0) = 20)ury = 27 S5 X)) d = 2[5 X (o)l do

e Seqiiéncia: z[n] = i Jotom X (e79)ei dQ) = i ™ X (16 Q.

Associando-se todos os sinais: z[n] = z(nT5)|,_y = ©(t)],—(ur,)-

Relacao procurada: X (jw) & X (e,
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e Manipulando-se o sinal amostrado:

— Passo inicial: #(nTy) = 2(6)],_u,) = 37 [0 X (Jw)e’@T" dw =
o0 (2r+1)Ls : j(WT's)n
£ JOE X

S

— Trocando-se a varidvel de integracio: w’' = w — (TQT—”) —“w=w+ (r%—’r)
S S

— Logo: z(nTy) = =302 _ ff% X (j(w’ + 7“2:77:)) W+ E T g

— Trocando-se a varidvel de integracao: ' = w.

— Portanto: z(nTy) = 5= 3202 LTLTL X (j(w + TQT—”)) eI @Ts)n gj(r2mn. g, —
L fTLir [ ® X (lw+ rws))} eI @I duw. onde wy = 27

2m J— - |4or=—00 T,
— Associando-se as freqiiéncias analdgica e digital: Q = (wTy).

— Finalmente: z(nT,) = 5= [™_ [ © X (j(T% +r2Ti:))} eIn % -

o r=—o00

LT[R e X ((%2m))] e dg.

27 Ty 4r=—00

Comparando-se as representagoes do sinal amostrado e da seqiiéncia:
z[n] = x(nTy) — 5 [T X (/)™ dQ = &= |7 [% o0 X@-(mTCzw))} eI g0y

o J—7 r=—00

X(ef?) = 2520 X (5(22) = £ 22 X (j(w + rw,)) = X (1)),

Ts r=—00 Ts r=—00

Portanto, a DTFT X (e/?), de perfodo fundamental 2, = 27, guarda uma relacdo direta
com a transformada de Fourier X (jw): versoes escaladas da fungao X (jw) sao deslocadas
e adicionadas para compor a fungio X (e/).

Relacoes notaveis: (2, = Q; = 27 <> w, = ws; = 21F; = % & fp=Fs= %

Assim, dependendo do tipo de sinal e da taxa de amostragem, pode ocorrer o fenémeno
de superposicao de espectro ou aliasing.

Classificacao de sinais quanto a faixa de freqiiéncia ocupada:

— Sinal nao limitado em banda: wWyez = % — 0.
S

— Sinal limitado em banda: wy,g; = % < 00.

Possibilidades de ocorréncia de aliasing:

— Sinal nao limitado em banda: aliasing garantido.

— Sinal limitado em banda, com $2,,4, > T 0U Wyer > ~: aliasing garantido.

L
Ts
— Sinal limitado em banda, com £2,,,. < T OU Wynee < Tl sem ocorréncia de aliasing.

Taxa de Nyquist garante a nao ocorréncia de aliasing: wWmae < TLS — Fy > 2f -

20.13.3 Transformada de Fourier x DTFS e DFT

Sinal de tempo continuo: z(t) <> X (jw), onde t < Tyaz € W < Winga-

Seqiiéncia proveniente de sinal de tempo discreto: z[n] <» X (e/?),
onde z[n] = x(nTy)|r_; = 2(t)|,urys 7 < Ninazy (NimaaTs) < Tnaw € Fs > 2 fran.
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e Seqiiéncia proveniente de extensdo periddica:
z[n] <» X[k] onde Z[n] é a extensao periddica de x[n], com periodo N > N4

e Transformada de Fourier de z(t) x DTFT de x[n]:

- X(ejg):%sX(jw) —T<Q<7mou-—7 <w< 7.

e Transformada de Fourier de z(t) x DTFS de Z[n]:
— Q - 11 ;
X[k] = ~ X (e’ )’Q:k(%’) =37 X(jwﬂcu:k(%)%s'
e Transformada de Fourier de x(t) x DFT de z[n|:

—z[n],0 <n<(N-1).
= X[K] = NXTE = X ()| ooy = 7 X0 omiz

20.13.4 Relagoes entre os parametros das representagcoes
e Parametros basicos:

— Limites temporal e frequencial: T),0: € finaz-
— Resolugao temporal (amostragem da representagdo no tempo): At =T = L

— Resolugao freqiiencial (amostragem da representagao na freqiiéncia):

Af ou Aw ou AQ ou Ak.
— Ntmero total de amostras (perfodo de Z[n] e de X[k]) (comprimento da DFT): N.
) —_

— Tempo total de armazenamento: T,.. = (NTs) = Fﬂ

e Relagoes:

— Para célculo da DFT: T4, < 00.

— Para evitar aliasing: fie: < 00 e Fs > 2 fiae-
— Das definigbes: w =27 f e Q = (wTy).

— Devido as relagoes entre as representacoes:

x Periodo de repeticao:
(k, =N)=(Q,=27) = (w p:w$:27rTiS:27TFS)E(fp:i:Fs).

* Resolugao freqiiencial:
[Ak=1=[A0=F]=Aw=(F)r = (FE]=[Af=

20.13.5 Interpolacao do sinal discreto
e Pode-se obter x(t) através da interpolacao de z[n]:

— Consideragao inicial: 2,0, < 70U Winae < 70U Fy > 2 frn40.
S

— Logo: X(¢/7) = £ X (jw), para —7 <w < £
— Assim: . .
z(t) = 5= [0 X (jw)e! dw = Lf_TSl X (jw)el*t dw = ifTS T.X (e7)el! dw =

he oo CkOK(1).
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v[k] = w(kTo) = ()| =,
Sinal continuo X representacao discreta: . .
szn(Tls(t—kTs»

() = o 2l Ty

20.13.6 Representacgoes temporais discretas de sinais continuos

Dependendo da fungao ¢ (t) utilizada, podem-se obter diferentes representacoes discretas
do tipo x(t) = 32 _ ek dk(t).

Para cada caso, os coeficientes ¢, devem ser calculados adequadamente.

A representacdo onde ¢, = x[k] = x(kT;) = x(t)|,_,, apresenta duas grandes vantagens:
i) os coeficientes ¢, sdo obtidos diretamente pela amostragem do sinal continuo e
ii) a operagao de convolugao é preservada, se a taxa de Nyquist for obedecida.

Assim: y(t) = z(t) * h(t) <> y[n] = x[n] * h[n], para Wy < 7 oW Fy > 2fing,.

Como desvantagem, a representagao sé se aplica para sinais limitados em banda, e quando
a taxa de Nyquist puder ser obedecida.
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20.14 Exercicios propostos

1. Dado o sinal Z[n| = sin(Qn), onde Qy = (%), atenda aos seguintes itens:

e Calcule os coeficientes ax da DTFS de Z[n].

e Esboce os gréficos |ag| x k e Zay X k, para: N = 3,5, 10.
2. Dado o sinal Z[n| = sin(2gn), onde Qy = (L%r), atenda aos seguintes itens:

e Calcule os coeficientes ar da DTFS de z[n].
e Esboce os graficos |ag| x k e Zay X k, para:
~L=1eN=23510.
~ L=3eN=5,10,15.
— L=5e N = 10,15, 20.

3. Dado o sinal Z[n] =5 + 3sin (Q%n) + cos (4%’%), atenda aos seguintes itens:

e Calcule os coeficientes a;, da DTFS de z[n].

e Esboce os gréficos |ax| X k e Zay X k, para N = 14.

4. Dado o sinal z[n] = 1046 sin (127’;71) +1 cos (;‘(]—’;n) +3 cos (%n + g), atenda aos seguintes
itens:

(a) Calcule os coeficientes X[k] = DT FS{xz[n]}.

(b) Esboce os gréficos ’X[k]‘ x ke /X[k] x k, para —Kp < k < Kp, onde Kp é o
perfodo de X [k].
5. Dado o sinal Z[n] = cos(Qon) + sin(2Qn) + cos(3Qn), onde Qy = 27, apresente os
coeficientes a da DTFS de Z[n|, de forma gréfica, para os seguintes valores de N:
a) N=Teb) N =10. Adote —2N < k < 2N.

6. Dado o sinal #(t) = Y7, A;cos(2mfit + ¢;), onde Ay, fi, ¢ist € R, fi > 0, fo = 2f1 e
Fs = 10fs, bem como a seqiiéncia Z[n] = #(nTs) = Z(t)|i=nrs, calcule os coeficientes

X[k] da DTFS de Z[n| e apresente-os de forma grafica, adotando —2Ny < k < 2Ny.

7. Dado o sinal #(t) = 3% | A;jcos(2wfit + ¢;), onde A;, fi, ¢, t €R, f; >0, f1 = % = %
e Fs = 10f3, bem como a seqiiéncia Z[n] = #(nTs) = %(t)|i=n1y, calcule os coeficientes

X[k] da DTFS de Z[n] e apresente-os de forma grafica, adotando —2N; < k < 2Njy.

8. Suponha os sinais x1[n] = A; - cos(n), x2[n] = As - cos(Qon), z3[n] = Az - cos(Q3n) e
z[n] =33 | zmn], onde A = [Ay, Ay, A3] = [1,-2,3], Q,, = 13—’; e N =[Ny, Ny, Ns| =
[3,4,5]. Apresente, de forma grafica, os coeficientes da DTFS dos sinais especificados
abaixo. Para cada grafico, adote —2Ny < k < 2Ny, onde Ny é o periodo fundamental da
respectiva DTFS.

Sinais:

(a) Xi[k] = DTFS{z1[n]}.
(b) Xofk] = DTFS{wn]}.
(¢) Xs[k] = DTFS{z3[n]}.
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(d) X[k] = DTFS{z[n]}.

9. Dado o sinal periédico Z[n] = 8cos (2%71) +4sin (gn) —2cos (gn) =32 _ ¥m[n], atenda
aos seguintes itens:
(a) Calcule o periodo fundamental N, de cada componente Z,,[n| do sinal.

(b) Calcule o periodo fundamental N, do sinal completo Z[n].

(c) Esboce os graficos |X,,[k]| x k e ZX,[k] x k, onde —16 < k < 16, para cada
componente Z,,[n] do sinal.

(d) Esboce os graficos | X[k]| x k e ZX[k] x k, onde —16 < k < 16, para o sinal completo

10. Dado o sinal Z[n] = > Gy, [n — kN,|, onde N, > N,, atenda aos seguintes itens:

e Dados N, =2 e N, = 10,20, 40, esboce os graficos de Z[n] x n.

Mostre que os coeficientes ay da DTFS de Z[n] sao dados por

(ZNg“) , k=0,%N,, 2N, -

Np

ag = LSin(k(]%)(2Ng+1)(%)> k #0,£N,, £2N,, - - -
) ) P> P

e

Esboce os gréficos |ax| X k e Zay x k, para: N, =2 e N, = 10, 20, 40.

Dados ), = k (i,—’r) e os coeficientes a;, reescritos como
p

(35e) |, k=0,£N,,£2N,, -

Np
ajp = 9

1 sin(@(2N11)(3)) .

esboce os graficos |ax| X 2 e Zay x 2, juntamente com sua envoltéria continua

(2%;1) , Q=0,£27, +4x, - -

Lsin(Q(zz\rngl)(%))
Np sin(Q(%)) ’

Q£0, 271, +4m, - -

para: Ny =2 e N, = 10, 20, 40.

11. Dado o sinal Z[n| = > Gy, [n — kN,], onde N, = 2 e N, = 11, atenda aos seguintes
itens:

Esboce o gréfico de Z[n]| x n.

e Calcule os coeficientes ay da DTFS de Z[n].

= K Jk(fvi)" [ -
e Dado Z[n]| = >, are” \"?/ esboce o grafico de Z[n] x n, para K =1,2,3,4,5.
e Note que, na DTFS, nao ocorre o Fenéomeno de Gibbs, que sempre aparece nas

aproximagoes finitas da Série de Fourier. Justifique tal fato!
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12. Dada a relacio DTFT{x[n]} = X (e’*), mostre que

X, (7 = _i (x,[n]cos(Qn) + x;[n]sin(Qn))
X;(e7?) = i (x;[n]cos(Qn) — x.[n]sin(n)) .

onde os indices r e ¢ indicam, respectivamente, as partes real e imaginaria.

13. Demonstre as seguintes propriedades da DTFT: periodicidade, linearidade, deslocamento
no tempo e convolugao no tempo.

14. Considerando uma seqiiéncia real x[n], prove a seguinte relacao de simetria da DTFT:
X (e = X* (1),

15. Dado o impulso deslocado x[n] = d[n — Np|, para Np < 0, Np =0 e Np > 0, atenda aos
seguintes itens:

e Esboce o gréfico z[n] x n.
Calcule X (7).

Esboce o gréfico ‘X (e7H)] x

Esboce o grafico ZX (/) x €, para valores completos do angulo de fase.
)

Esboce o grafico ZX (e/®) x 2, para os valores principais do angulo de fase, na faixa
[—7, 7]

16. Dado o sinal

% , n=-—1
)1, n=0
CL'[TL] - % ., n= 1 9
0 , caso contrario

atenda aos seguintes itens:

e Esboce o grafico z[n] x n.

e Mostre que X (¢}) = (1 + cos(Q2)).
e Esboce o gréfico ’X eJQ)‘ x Q.

e Esboce o grafico Z X (e/}) x Q.

17. Dado o sinal

1 _

9 n = O
)1, n=1

2 ?

0 , caso contrario

atenda aos seguintes itens:

e Esboce o gréifico z[n] x n.
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18.

19.

20.

21.

Mostre que X (/) = (1 + cos(£2)) e 7%
Esboce o grafico ‘X(ejQ)’ x €.

Esboce o grafico ZX (/) x €, para valores completos do angulo de fase.

Esboce o grifico /X (e7}) x 2, para os valores principais do angulo de fase, na faixa

[—m, 7].
ot~ {
atenda aos seguintes itens:
Esboce o gréfico xz[n] x n.
Mostre que X (e/) = £ (1 + 2cos(Q)).
Esboce o gréfico ‘X(em)’ x .

Dado o sinal
, —1<n<l1

, caso contrario

O Wl

Esboce o grafico ZX (e’?) x €, considerando que ZX (¢/*}) é uma funcdo impar.

Dado o sinal
0<n<2

1
— 3 )
rn| = L.
[n] { 0 , caso contrario ’

atenda aos seguintes itens:

Esboce o gréfico z[n] x n.
Mostre que X (/) = 1 (1 + 2cos(Q)) e 7.
Esboce o grafico ‘X(ejg)’ x €.

Esboce o grafico ZX (/) x €, para valores completos do angulo de fase.

Esboce o grifico ZX (e7}) x Q, para os valores principais do angulo de fase, na faixa
[—7, 7).

Dado o sinal

Y

1, —2<n<2
0 , caso contrario

atenda aos seguintes itens:

Esboce o gréfico z[n] x n.
Mostre que X (/) = (1 + 2cos(Q2) + 2 cos(292)).
Esboce o grafico ‘X(em)‘ x €.

Esboce o grafico ZX (e/?) x €, considerando que /X (¢/}) é uma fun¢ao fmpar.
Dado o sinal

0 , caso contrario ’

{1 , 0<n<4
zln] =

atenda aos seguintes itens:

e Esboce o gréfico z[n] x n.

sin (52 .
e Mostre que X (¢/}) = (1 4 2cos(Q) + 2cos(29)) e 72 = (s, (52)> e 922,
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e Esboce o grafico ’X(em)‘
e Esboce o grifico ZX (e/Y) x Q, para valores completos do angulo de fase.
)

e Esboce o grafico ZX (e/*?) x Q, para os valores principais do angulo de fase, na faixa
[—7T, 7T].

22. Dado o sinal

-1, n=-2
x[n] = 1, n=2 )
0 , caso contrario

atenda aos seguintes itens:

e Esboce o gréifico z[n] x n.
e Mostre que X (e/}) = (2sin(2Q)) e~
e Esboce o grafico ’X(em)‘ x Q.

e Esboce o grifico ZX (e/}) x Q, considerando que ZX (e/*?) é uma funcdo impar.

23. Dado o sinal

-3 , n=0
1, n=1
znj=< -1 , n=2 :
% , n=23
0 , caso contrario

atenda aos seguintes itens:

e Esboce o gréafico z[n] x n.

us

Mostre que X (e/?) = (sin (39) + 2sin (%)) e (3545,

Esboce o gréfico ’X(em)

Esboce o grafico ZX (/) x Q, para valores completos do angulo de fase.
)

Esboce o grafico ZX (¢/}) x €2, para os valores principais do angulo de fase, na faixa
[—7, 7.

24. Dado o sinal
, —1<n<1
, caso contrario

Y

O Wl

z[n] = {

e Esboce o grifico z[n] x n.
Calcule a N-DFT X[k], N > 3, utilizando a equacao de definigdo da DFT.
e Compare o resultado de X [k] com X (e/?) = 1 (1 + 2cos(0)).

atenda aos seguintes itens:

Esboce um gréfico tinico contendo ‘X(em)‘ x Qe | X[k]| x k.

Esboce um grafico tnico contendo ZX (/) x Q e ZX[k] x k, considerando que
/X (/%) e ZX[k] sdo funcdes do tipo fmpar.
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25. Dado o sinal
n] = % , 0<n<2
=10 , caso contrario
atenda aos seguintes itens:

e Esboce o gréfico xz[n] x n.

e Calcule a N-DFT X|[k], N > 3, utilizando a equacao de definigdo da DFT.

e Compare o resultado de X[k] com X (/) = £ (1 +2cos(Q2)) e 7.

e Esboce um grafico tinico contendo ’X(em)‘ x Qe | X[k]| x k.

e Esboce um grafico tinico contendo Z X (/) x Q e ZX[k] x k, para valores completos
do angulo de fase.

e Esboce um grafico tinico contendo /X (¢/}) x Q e Z X [k] x k, para os valores principais
do adngulo de fase, na faixa [—m, 7).

26. Dadas as Transformadas 7 abaixo, atenda aos seguintes itens:

e Calcule a constante de ganho, os zeros e os pélos de X;(z) e esboce o seu diagrama,
de pdlos e zeros (DPZ).

e (Calcule a Transformada Z Inversa usando fra¢oes parciais, tabelas de transformadas
basicas e tabelas de propriedades basicas.

e Demonstre que o método da divisao polinomial conduz ao mesmo resultado, calcu-
lando os quatro primeiros termos do polinémio quociente e inferindo o polinémio
final.

(a) Xi(2) = =L , Ja] < 1.
(b) Xo(2) = 5+ Ja| < 1.
(c) X5(2) =2+ gatrom2
27. Suponha o sinal z[n], a sua DTFT X (/") e a sua Transformada Z bilateral X (z). Dado
o sinal xp[n| = z[n — Npl, onde Np € Z, calcule:
(a) Xp(e) = f (X(em")), por meio da definicdo da DTFT.
(b) Xp(z) =g (X(z)), por meio da definicdo da Transformada Z bilateral.
28. Suponha os sinais Z[n] = Y32 3 0[n—kN] e zpr[n] = 5 0[n — M]. Atenda aos seguintes
itens:
(a) Calcule a DTFT Xy, (e/*"), por meio da definicio da DTFT.
(b) Calcule a DTFS X|[k], a partir de X, (e/%).
29. Dados N = 1000 e uma N-point DFT definida por |XI[k]| = [42,23,11,11,23,42] e
/ZX[k] = [-0.14,—-0.69, —0.83,0.83,0.69, 0.14] rad, para k = [20, 70, 130, 870, 930, 980], e
| X[k]| = £X[k] = 0 para os demais valores de k, apresente o sinal x(t), para Fg = 40 kH z.
30. Um aluno de Processamento Digital de Sinais garante que consegue calcular uma N-point

DFT sem leakage, para uma seqiiéncia z[n| = x(nTs) = x(t)|i=nry, dados Fg = 105 kH z,
x(t) = Ajcos(2mfit) + Aycos(2mfot) + Ascos(2mfst), fi = 35 kHz, fo = 21 kHz e
f3 =15 kHz. Se vocé concorda com ele, calcule o menor valor de N. Se vocé discorda
dele, justifique.
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31. Para os parametros abaixo, indique, justificando, se ocorrerd leakage (ou smearing)

no célculo da N-DFT ou da N-FFT do sinal z[n| = z(nTs) = Ao cos(27 fot)

com um total de amostras Ny, para fo = 10Hz e Fg = T% =40Hz.

|t:nTs7

[ ] Ntot = 16, N = 16.
e N, =10, N = 10.
e N,,, =16, N = 64.
[ ] Ntot == 10, N - 64

32. Dado o sinal z[n] = Y3_, Ay - cos(Qun + ¢), onde A = [A;, Ay, A3] = [-2,16, 8],
0= {Qla 92793] = [%7 gv %] rad e d) = [¢17 ¢27¢3] = [_gl[.)? _%7 _Z;g] Tadv calcule o menor

valor de N, tal que a N-point DFT de z[n| ndo apresente leakage.

33. Dado o sinal x(t) = S3_; Ag - cos(2mfit + ¢x), onde A = [Ay, Ay, A3] = [-2,16, 8],
f = [fl?f?af3] = [373676] kHz e (b = [¢17¢27¢3] = [_;707 _%’_%8] ’l“(ld, calcule o menor

valor de N, tal que a N-point DFT de x[n] = z(t)|i=n1y, com Fs = 36 kH z, ndo apresente
leakage. Justifique todas as etapas do calculo.

34. O sinal x[n] foi obtido pela amostragem do sinal analégico z(t) = Y2, A; cos(2m fit),
com periodos fundamentais T' = [Ty T} T»] = [1 0.5 0.25] ms, empregando-se uma taxa
de amostragem de Fg = 100 kHz. Atenda aos seguintes itens:

(a) A amostragem foi realizada de forma correta? Justifique.

(b) Em uma primeira amostragem, foram gerados valores de z[n] para 0 < n < N,
onde N,.. = 89. Teoricamente, com esses dados, é possivel realizar uma N-point
DFT sem leakage? Justifique.

(c) Em uma outra amostragem, foram gerados valores de x[n] para 0 < n < Ny, onde
N,ee = 149. Supondo, com esses dados, o calculo de uma 150-point DFT, classifique,
justificando, os seguintes casos, do pior para o melhor desempenho no céalculo:

i [Ag Ay Ay] = [100 10 1.
ii. [Ag Ay As] = [100 1 10].
iii. [Ag A Ay] = [10 100 1].
iv. [Ag Ay Ay] = [10 1 100].
v. [Ag Ay As) = [1 100 10].
vi. [Ag A As] = [1 10 100].

35. Com base na relacao entre a DTFT e a CTFT:

(a) Explique porque é comum filtrar um sinal continuo no tempo antes de amostré-lo.

(b) Que tipo de seletividade em freqiiéncia deve ser usada no filtro em questao?

36. Com base nas defini¢oes de todas as representacoes em dominio transformado, explique
as relagoes da DFT com: a) DTFS, b) DTFT e ¢) CTFT.
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37. Dado o sinal z[n] = 33 _| A,,c08(Q,n), onde Az = A3/3 = A1/9e Q3 =30 =9, =

m=1
27 /9, atenda aos seguintes itens:

(a) Calcule o periodo N,, do sinal z[n|, e os periodos N,,, dos seus componentes.

(b) Expresse o sinal z[n| na forma de exponenciais.

(c) Calcule a DTFS X[k] de x[n].

(d) Esboce os gréficos de médulo e de angulo de fase de X [k], na faixa —172 < k < 172.
(e) A 2025-DFT X[k| de z[n] apresentara leakage ? Justifique.

(f) Esboce os graficos de mddulo e de dngulo de fase da 2025-DFT X|[k].

38. Suponha que H[k] é a 100-point DFT da resposta ao impulso h[n] de um Sistema Linear
e Invariante ao Deslocamento (SLIT), causal e estavel, e que a mesma é definida por
|H[k]|=[1211962 1) e LZH[k] =[]0 —5 —10 — 15 —20 — 25] rad, para 0 < k < 5,
|H[k]| =[126911] e ZH[k] = [25 20 15 10 5] rad, para 95 < k <99, e |H[k]| = LH[k] =
0 para os demais valores de k. Suponha ainda que h[n] foi obtida por amostragem, sem
aliasing, da resposta ao impulso h(t) de um sistema analégico, com taxa de amostragem
de Fs = 50 Hz. Atenda aos seguintes itens:

a) Esboce os grificos de médulo e de angulo de fase da :
Esb Afi d Sdul de angulo de f. da DFT Hlk
para (—150) < k < (150).

(b) Esboce os graficos de médulo e de angulo de fase da resposta em freqiiéncia H (e/?),
para (—37) < Q (rad) < (3r).

(c) Esboce os graficos de médulo e de angulo de fase da resposta em freqiiéncia H (jw),
para (—1507) < w (rad/s) < (1507).

(d) Esboce os graficos de médulo e de dngulo de fase da resposta em freqiiéncia H(f),
para (—=75) < f (Hz) < (75).

ATENCAO: Identifique todos os pontos necessarios & completa compreensao de todos
graficos.

39. Apresente uma equacdo que represente o sinal analégico z(t), relacionado com
a N-point DFT dada por |X[k]] = 10* - [6.5,17.5,28.5,35.5,35.5,28.5,17.5,6.5] e
/X[k] = [-0.2,-0.6,—-1.0,—1.4,1.4,1.0,0.6,0.2], £ = [10,30, 50,70, 180, 200, 220, 240],
e X[k] = 0 caso contrario, dados os seguintes parametros: Fg = 50 kHz, N = 250.

40. Dadas as fungoes periddicas x1(t) = cos(wit), xo(t) = cos(wat) e x3(t) = x1(t) + xo(t),
onde wy =27 f; = 7%—” e wo =2mfy = 7%—“, atenda aos seguintes itens:
y 2
(a) Apresente uma féormula de calculo para o periodo fundamental de x3(t) (73,), em
funcao dos perfodos fundamentais de x1(t) (T1,) e de z5(t) (T3,).

(b) A fim de que se obtenha uma seqiiéncia x[n] por amostragem uniforme de uma funcao
z(t) qualquer, sem a ocorréncia de aliasing, indique a faixa de freqtiéncia utilizavel
para a freqiiéncia de amostragem F.

(¢) Supondo um intervalo de tempo At = T,.. e uma amostragem uniforme de uma
fungao x(t) qualquer, apresente uma férmula de célculo para o niimero de pontos
amostrados (Ny.. € NT) de z(t) no intervalo At = T,...
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(d) Apresente uma férmula de célculo para o intervalo de amostragem At = Ty, de tal
forma que a N-point DFT X|[k] de uma sequéncia senoidal z[n]| obtida por amos-
tragem uniforme de uma fun¢ao senoidal x(t) com periodo fundamental T nao
apresente leakage.

(e) Dadas uma fungao z(t) qualquer, a sua CTFT X (jw), a seqiiéncia z[n|, obtida por
amostragem uniforme de z(t), e a sua N-point DFT X[k|, apresente uma férmula

de calculo para a resolucao em freqiiéncia, em Hz, provocada pela representagao de
X (jw) por X|[k].

(f) Dados Tree = 4.5 ms, fi = 5 kHz e fo = 12 kHz, escolha uma das possiveis
taxas de amostragem Fg = {10, 15,20, 25,30, 35,40,45} kHz, de tal forma que a
seqiéncia x3[n| seja obtida por meio de uma amostragem uniforme de x3(t) sem
aliasing, e escolha um numero de amostras N, de tal forma que a N-point DFT
X3[k] ndo apresente leakage e provoque uma resolugao freqiiencial menor que 300 H z.
Justifique a escolha final.

(g) Esboce o grafico |X3[k]| x k, para 0 < k < (N — 1), utilizando os parametros
escolhidos no item (f).

41. Dado o sinal z(t), formado pela componente fundamental x;(¢) e pelo terceiro harmonico
x3(t), de forma que x(t) = x1(t)+x3(t) = A cos(2m f1t)+ Az cos(27 fst), onde A;, fi, t € R,
fi>0,A3 = %Al e f3 = 3 f1, suponha que z(t) foi amostado uniformemente com Fs = 9 f3,
gerando os sinais x[n], z1[n| e x3[n], e atenda aos seguintes itens:

(a) Célculos tedricos

i. Escreva as equagoes de x1[n] e x3[n], na forma xy[n] = Ay cos(Qn + ¢), e de
x[n], explicitando os pardmetros anal6gicos.

ii. Calcule as freqiiéncias 2; e 3.

iii. Verifique a periodicidade dos sinais x[n], z1[n] e z3[n] calculando os periodos
N,. Ny e Ns.

iv. Calcule os coeficientes aj, = a[k]

= | da DTFS de z[n] e esboce os gréficos
lag| x k e Zay, x k, para —2N, < k

X[k
< 2N, onde N, ¢ o periodo da DTFS.

(b) Célculos préticos

52

i. Supondo um tempo total de gravacao t,.. = (ﬁ

) s, calcule o comprimento N,..
do sinal z,..[n] obtido do sinal z(t).

ii. Calcule os valores de N na faixa 1000 < N < 1400 que podem ser usados para
implementar uma N-point DFT X[k] de z,..[n] sem leakage.

iii. No caso de N = 1026, calcule a N-point DFT X k] de x,..[n] e esboce os gréficos
| X[k]| x ke ZX[k] x k, para —2N < k < 2N.

(¢) Processamento do sinal

e Suponha que H[k| é a 1026-point DFT da resposta ao impulso h[n] de um
SLIT (Sistema Linear e Invariante ao Deslocamento), causal e estavel, e que a
mesma ¢ definida por |H[k|| =1 e ZH[k] = —2 k rad, para 0 < k < 86 e para
940 < k < 1025, e |H[k]| = ZH[k] = 0 para os demais valores de k. Calcule
a saida no regime permanente ygp[n| do sistema, se o sinal z[n] for empregado
como entrada.
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Capitulo 21

Aceleracao do calculo da DFT

21.1 Introducao

e Algumas aplicagoes comuns da DFT sao a andlise espectral, a convolugao e a correlagao.
e O calculo da DFT possui complexidade computacional elevada:

— Valores armazenados em uma N-point DFT: N valores de xz[n| e N valores de X|[k].
— Constantes calculadas em uma N-point DFT: N? valores de W&".

— Operagoes efetuadas em uma N-point DFT:
“N? multiplicacdes complexas + N (N — 1) adi¢des complexas”,
0 que € equivalente a
“4N? multiplicagoes reais + N (4N — 2) adigoes reais”.

— Caélculo de uma convolugao via equagoes originais de uma N-point DFT:
50 vezes mais multiplicagoes do que o célculo direto da convolucao.

e Nos casos onde o valor de N é pequeno ou onde se deseja calcular apenas alguns valores
da DFT, o céalculo direto, usando as equagoes originais, pode ser efetuado sem grandes
prejuizos de tempo e/ou de espago computacionais.

e Porém, quando se deseja calcular todos os valores da DFT e o valor de N ¢ elevado, torna-
se necessario encontrar formas alternativas para o calculo da DFT, de forma a torna-lo
mais eficiente em termos de tempo e/ou de espaco.

e A maioria das técnicas empregadas na otimizacao no calculo da DFT exploram duas
propriedades de W

— Simetria complexa conjugada: WEN ™ = W hn = (W]’f,")

— Periodicidade: Wkr = WErTN) — py (N,

e Além disso, uma vez que W = eI (F)n = cos (k; (QW”) n) —J sin (k‘ (%) n), algumas
multiplicagoes podem ser eliminadas, pois, para alguns valores do produto kn, os cossenos

e 0s senos assumem os valores 0 e 1.

e O aproveitamento dos casos particulares dos valores de W" e da propriedade de simetria
complexa conjugada nao produz um aumento efetivo na eficiéncia do calculo da DFT,
uma vez que a complexidade computacional continua sendo da ordem de N2.
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e Por sua vez, o uso da propriedade de periodicidade pode produzir uma melhoria signifi-
cativa na eficiéncia do calculo da DFT.

e Algumas formas de otimizagao no calculo da DF'T sdo abordadas a seguir.

21.2 DFT de seqiiéncias reais

e O calculo de uma N-point DFT de um sinal complexo de N amostras pode ser usado para
otimizar os seguintes calculos:

— Duas N-point DFTs de dois sinais reais de N amostras.

— Uma 2N-point DF'T de um sinal real de 2N amostras.

21.2.1 Calculo da DFT de duas seqiiéncias reais de N amostras

e Seqiiéncias reais de N amostras: g[n| e hin], para 0 <n < (N —1).

e Seqliéncia complexa de N amostras: x[n| = g[n| + jh[n].

Relagoes entre as seqiiéncias: g[n] = Re{x[n]} e h[n] = Im{z[n]}.

N-point DFTs das sequiéncias: G[k], H[k] e X[k], para 0 < k < (N —1).

Das propriedades da DFT: {

Onde: X*[(—k)n] = X*[(N — k)n].

21.2.2 C(Calculo da DFT de uma seqiiéncia real de 2N amostras

e Seqiiéncia real de 2N amostras: v[n|, para 0 <n < (2N — 1).
e Seqiiéncias reais de N amostras: g[n] = v[2n] e hln] = v[2n + 1], para 0 <n < (N —1).

e Seqliéncia complexa de N amostras: x[n| = g[n| + jh[n].

N-point DFTs das sequéncias g[n|, h[n] e z[n]: G[k], H[k] e X[k], para 0 < k < (N —1).

2N-point DFT da sequiéncia v[n]: V[k], para 0 < k < (2N —1).

Dado que W3y = Wy:
VK = S0V olnwgk = SV v Wik + Y v2n + Wit =

n=

SN glnIWiE + S Rl WiEWhEy = S gl Wik + Wy S0P hin)wigk.

e 2N-point DFT da seqiiéncia v[n]:
VIk] = Gl{k)n] + W H[(k)n], para 0 < k < (2N —1).
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21.3 Pré-calculo das matrizes de transformacao

(27 m (27
e As matrizes Dy e D' sdo formadas pelas constantes Wi = {eﬂﬁv)} = I(F)m,

e Para um mesmo valor de N, o calculo de varias N-point DFTs pode ser acelerado por
meio do pré-calculo e do armazenamento das matrizes Dy e D}y

e Por sua vez, o calculo das matrizes Dy e Dy também pode ser simplificado:
— Dado que m =k n, onde 0 < k,n < (N — 1), tem-se que 0 < m < (N —1)%

— Verificando-se que W = W (med )
(N —1)? valores para (N — 1).

— Assim, pode-se montar o vetor dy = W, onde 0 < m < (N — 1). Em seguida, a
matriz Dy pode ser montada por meio de uma indexacao adequada desse vetor.

, pode-se reduzir o calculo dos fatores W' de

— Pode-se ainda usar a relacdo Wy™ = (W)* para montar a matriz D'

e Além disso, observa-se que:
— Virios elementos dessas matrizes podem ser simplificados: Wi <+ {1,4, —1, —i}.
— H4 um padrdo de simetria nessas matrizes: Dy = (Dy)" e Dy = (D]_Vl)T.

e Com base nessas caracteristicas e empregando-se uma fatoracao adequada dessas matrizes,
o processo de calculo de uma DFT também pode ser acelerado, o que ¢ discutido a seguir.

21.4 Algoritmo de Goertzel

O algoritmo de Goertzel foi proposto em 1958, com o objetivo de reduzir a quantidade de
multiplicagoes encontradas no célculo das componentes X [k] de uma N-point DFT. Ele utiliza a
propriedade de periodicidade de WX, identifica a DFT com uma convolucio e realiza o calculo
de uma forma iterativa.

21.4.1 Algoritmo basico

Notando-se que, para k € Z,

Wk = IR (FFIN _ pikem) _ 7

a equagao da N-point DFT nao se altera se for multiplicada por tal fator, o que produz

(N-1) (N-1) (N-1)
XK = 3 )Wl =Wt S e Wk = 30w wiy (21.1)
r=0 r=0 r=0

que assume a forma de uma soma de convolugao.
Por sua vez, um SLIT definido por

yr[n] = (—a1) yeln — 1] + bo @[n] = W ye[n — 1] + 2[n] (21.2)

possui um operador de transferéncia
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uma resposta ao impulso
hiln] = by (—a1)" uln] = W5*" uln]

e a sua saida yg[n] pode ser calculada por

o) o0

yrln] = z[n] « hyfn] = > aln —r]WMulr] = > 2l ]WR " un =] (21.3)
Dado que z[n] =0 paran < 0 en > N, as Equagoes (21.1)) e (21.3)) indicam que
Xk] = ye[N] = yeln]l,—n - (21.4)

Isso significa que o valor da componente X|[k] da DFT pode ser calculado por meio de um
processo iterativo do sistema definido em (21.2)).

Nesse algoritmo, o Unico coeficiente que deve ser calculado e armazenado é W]\’,k.

O calculo efetuado por requer “4N multiplicacoes reais + 4N adi¢oes reais” para
cada valor de k. Isso significa que tal algortimo basico de calculo é menos eficiente do que a
equacao original da DFT, pois necessita de duas adigoes reais a mais. Porém, ele dispensa o
calculo ou o armazenamento dos fatores W, uma vez que eles sdo naturalmente calculados
durante a operagao do sistema definido em ([21.2)).

21.4.2 Algoritmo modificado

O algoritmo basico pode ser melhorado a partir de uma alteragdo no operador de transfe-
réncia Ty (D), de tal forma que

1
(D) = ————
«(D) 1—WyFD1
1 (1 - WJ’@D”)
C1=WDT (1-wEDY)
1
= (1-W{D™)-
( ) 1 — 2cos (k%’r) D=1+ D2
= (1-WiD™") - Ry(D) . (21.5)
A partir de (21.5)), a Equagao (21.2) pode ser reescrita como
yeln] = Ti(D) [n]

= (1=W§D™) R(D) z[n]
= (1 - W]’f,D_l) vg[n]

= wfn] = W wn—1], (21.6)
onde 1
) = D) sl = { e
e, portanto, 5
vg[n] = 2cos <k]\7;) vgln — 1] — vgln — 2] + z[n] . (21.7)
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Finalmente, (21.6) e (21.7) mostram que
X[K] = ys[NT = yilnll,—y = ve[N] = Wy v[N = 1] . (21.8)

Isso significa que o valor da componente X[k] da DFT pode ser calculado por meio de um
processo iterativo do sistema definido em (21.7)) e finalizado pela Equagao (21.8]).

Aqui, os tnicos coeficientes que devem ser calculados e armazenados sao cos (k%) e WE.

O calculo efetuado por requer “2 multiplicagoes reais + 4 adigoes reais” para cada
valor de n. Apéds as N iteragoes, sao computadas “2N multiplicagdes reais + 4N adic¢oes
reais”, para cada valor de k. Para finalizar o célculo de X[k|, a Equagao acrescenta “4
multiplicagoes reais + 4 adigbes reais”. Logo, sio realizadas um total de “(2/N+4) multiplicagoes
reais + (4N +4) adigoes reais”, para cada valor de k, o que significa aproximadamente a metade
das multiplicacoes reais empregadas nas equacoes originais da DFT.

21.4.3 Ganho extra com componentes simétricas

Uma simplificagao adicional pode ser alcan¢ada no célculo das componentes simétricas X [k]

e X[N — k|. Nesse caso, pode-se mostrar que vg[n] = vy_g[n] e que WP =k = (Wﬁ,)*

Dessa forma, o niimero de multiplicacoes reais é novamente reduzido a metade.

21.4.4 Aplicacao adicional do algoritmo

A componente X[k] da DFT é equivalente ao valor da DTFT X (e/?) calculada no ponto

Qr =k (%”) Conforme demonstrado no Apéndice , o algoritmo de Goertzel é capaz de

calcular X (e/?) em uma freqiiéncia genérica 2,. Nesse caso, a iteracao ¢ calculada por
vg[n] = 2cos () vgln — 1] — vy[n — 2] + z[n] (21.9)
e a finalizagao do célculo é feita por

X (e7%) = %N (4y[N] = e, [N —1]) . (21.10)

Quando Q, = Q) =k %ﬂ , pode-se verificar que as Equacoes (21.9) e (21.10|) transformam-
se nas Equacoes (21.7)) e (21.8)), obtendo-se o algoritmo anteriormente desenvolvido.

21.4.5 Consideracoes sobre a aplicacao do algoritmo

Deve ser ressaltado que, mesmo com tais redugoes no nimero de multiplicagoes reais (metade
ou um quarto), o Algoritmo de Goertzel continua a apresentar uma complexidade computa-
cional da ordem de N? multiplicacoes reais. Portanto, assim como acontece com as equacoes
originais da DF'T ele pode ser vantajoso apenas nos casos onde se deseja calcular alguns valores
de Xk] e/ou onde o valor de N é pequeno.

Por outro lado, o algoritmo permite calcular o valor de X (¢/!) para valores de 2 diferentes
daqueles utilizados nas componentes da DFT, dados por 2, = k %’r

Uma outra vantagem do algoritmo é que ele pode ser utilizado nas aplicacoes de tempo real
sem a necessidade de se acumular os valores de z[n|, dado que ele trabalha com um processo
iterativo, utilizando apenas uma amostra de x[n] a cada iteragao.
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21.5 FFT (Fast Fourier Transform)

e Fundamentos para o calculo da DF'T através de algoritmo otimizado:
— A percepcao das propriedades de simetria e periodicidade de WX j4 existia hd
bastante tempo.
— Heideman, Johnson e Burrus (1984) citam Gauss, em 1805.
— Cooley, Lewis e Welch (1967) relatam outros dados histéricos.
— Runge (1905) e, posteriormente Danielson e Lanczos (1942), apresentaram algorit-
mos que reduziam a ordem da complexidade do calculo de N2 para N log, N.
e Propostas que alavancaram o calculo da DF'T através de algoritmo otimizado:
— Cooley & Tukey, 1965: algoritmo Cooley-Tukey, também conhecido como algoritmo
com decimagao no tempo (decimation in time ou DIT).
— Gentleman & Sande, 1966: algoritmo Sande-Tukey, também conhecido como algo-
ritmo com decimagao na freqiiéncia (decimation in frequency ou DIF).

e Algumas caracteristicas dos algoritmos otimizados que usam decimacao:

— Fundamentagdo: as propostas sdo baseadas na fatoragdo (ou decomposi¢ao) das
matrizes Dy e D]_Vl, associada a caracteristicas apresentadas pelas constantes W§'.
Algumas dessas caracteristicas sdo apresentadas no Apéndice [I|

— Radical (ou base): o comprimento N da DFT pode ser fatorado de modo simples
(N = NI) ou misto (N = NAENE2 ... NIz,
— A fatoracdo organiza a seqiiéncia original (z[n] ou X[k]) em subseqiiéncias menores,

obtidas por decimacao.

— Tipo da decimagao: a decimagao no tempo (DIT) ou na freqiiéncia (DIF) realiza a
fatoracao em relacao a variavel n ou k, respectivamente.

— O tipo de fatoracao (tempo ou freqiiéncia) acarreta uma reordenacao dos dados de
entrada ou de saida (DIT ou DIF).

— Ordenacao das amostras de entrada e de saida: normal ou em bit-reverso.

— Complexidade computacional de uma N-point DIT/DIF FFT, radical-2 com N = 2
%loggN multiplicagoes complexas + Nlog, N adi¢oes complexas.

— Outras otimizagoes: variagOes de algoritmos anteriores que tentam se adequar ao
dado a ser manipulado e/ou & maquina digital utilizada.

e Desde entao, foram propostos varios outros algoritmos otimizados, que formam uma tinica
familia de algoritmos denominada Fast Fourier Transform (FFT).

e Alguns desses algoritmos fundamentam-se nas areas de Teoria dos Nimeros e/ou de Po-
linébmios, alcangcando uma complexidade computacional da ordem de N, para o calculo
de uma N-point DFT.
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Capitulo 22

Aplicacoes basicas da Transformada Z
em sinais e sistemas

22.1 Introducao

Para um SLIT estavel e descrito por uma equacgao de diferenga, os célculos da Fungao de
Transferéncia H(z) e das respostas do sistema podem ser facilitados ao se utilizar uma repre-
sentacao alternativa para as seqiiéncias. Essencialmente, essa nova representagao é uma com-
binacao linear de seqiiéncias exponenciais do tipo 2", as quais sao ponderadas pelas amostras
da seqiiéncia original. Ela é denominada de Transformada Z. Dois tipos podem ser adotados
nessa nova representagao: bilateral (—oo < n < 00) e unilateral (0 < n < o0o). Com a aplicacao
da Transformada Z sobre a equacao de diferenca, tanto a Funcao de Transferéncia quanto as
respostas do sistema podem ser calculadas de uma forma direta e simples. Isso é discutido a
seguir.

22.2 Definicao a partir de sistema de primeira ordem

A seguir, com a ajuda de uma dada equagao de diferenca, que define um dado sistema e
que, sem perda de generalidade, serve de motivagao para o assunto abordado, é estabelecido um
mapeamento de sinais v[n] em fungdes V' (z). Sdo apresentados dois tipos para tal mapeamento:
unilateral e bilateral.

22.2.1 Transformacao unilateral

Dado um SLIT de primeira ordem, definido por
y[n] + ay yln — 1] = by x[n] ,
pode-se dizer que, para 0 < n < 0o, as seguintes relagoes sao validas:
y[0] 2% +ay y[0—1] 27% = by 2[0] 27°

y[1] 27t +ay y[l —1] 27 = by 2[1] 271
y[2] 2% 4+ ay y[2 — 1] 272 = by 2[2] 272
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e, conseqilentemente, pode-se dizer que

5_030 ylnl 27" +a i yln—1] 27" = by i‘o zln] 27", (22.1)

onde é assumido que todos os somatoérios convergem.
Dado que

io yn—1 =" = yl-1]+ i s 1] =
= y[-1] +§j yll] 2~
D S ks

=0

a Equacao (22.1)) pode ser reescrita como

iozo ynl 2" +ag y[—1]+ar 27" i) yln] 27" = by io:o x[n] 27" . (22.2)

Definindo-se o mapeamento (unilateral direito) v[n] — Viy(z) como

Vo(z) =S oll] =

=0

a Equacao pode ser reescrita como
Yu(2) +ap y[—1] +a; 27" Yy(2) = by Xy(2) . (22.3)

Manipulando-se a Equacao , chega-se a
(bo)

)% =~ + —1] . 224
U(’Z) (1 a 2_1) (Z) (1 a, Z_1> ai y[ ] ( )
De ([22.4)), pode-se definir a fungao
N
H(2) 1(2) (bo)

onde: Ng(z) = (by) e Dg(z) = (1 +ay 271).

22.2.2 Transformacao bilateral
Seguindo o mesmo raciocinio, agora para —oo < n < 00, a Equagao (22.1]) torna-se
S oyl z T +ar DY, yln—1lz"=b > zn]z ", (22.5)
k=—0o0 k=—0oc0 k=—0oc0

Definindo-se o mapeamento (bilateral) v[n] — Vg(z) como
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a Equacao (22.5]) pode ser reescrita como

Yp(2) +a; 27 Yp(z) = by Xp(2) . (22.6)

Manipulando-se a Equagio (22.6]), chega-se a

Yp(z) = (1—|—(cbz(1))z_1) Xp(2) . (22.7)

De (22.7)), pode-se novamente definir a mesma funcao

_ Nu(z) (bo)
H(z) = Du(z)  (I1+az1)’

onde: Ny (z) = (by) e Dy(2) = (1 +ay z71).

22.3 Definicao geral da Transformada Z

Dada uma seqiiéncia v[n|, o seu mapeamento na funcao V(z), por meio de seqiiéncias
exponenciais do tipo 2", é denominado de Transformada Z.
A Transformada 7 bilateral é definida por

o0

Vi(2) = Zp{vn]} = > o] 27"

l=—oc0

Por sua vez, a Transformada Z unilateral ¢ definida por

Vu(z) = Zy{v[n]} = iv[l] P

=0

Deve-se notar que, para seqiiéncias do tipo v[n] = z[n]| u[n], as duas representagoes sao
equivalentes, uma vez que

Ve(z) = l_i:é [l ull] 27t = lijx[l] 2 =Vy(2) . (22.8)

22.4 Transformada Z de alguns sinais importantes

A seguir, a Transformada Z ¢é aplicada sobre alguns sinais comumente utilizados na anélise
e no projeto de um SLIT.
O mapeamento 0[n] — A(z) do impulso unitario d[n] ¢ dado por

AG) = Ze{olnly = 3 ol1) =~ = Zo{oln]} = lia[z] =1,V (22.9)

l=—00

TET / UFF



290 Capitulo 22. Aplicacoes basicas da Transformada Z em sinais e sistemas

Utilizando-se as defini¢oes da Transformada Z em conjunto com as identidades apresentadas
no Apéndice [I, demonstra-se que as seqiéncias z[n| = uln|, x[n] = a™ u[n] e x[n] = 2{ u[n],
podem ser expressas, respectivamente, por

Xp(z)=Xp(z) =Y "= (¢7") =—— . |/ > 1. (22.10)
1=0 1=0 1—z
Xp(2) = Xy(2) = byt = R I — > |a] . 22.11
p(2) = Xo(2) = 3a= =3 (027') = g - [l > ol (22.11)
Xp(2) = Xup(2) =Y 2z =3 (2027") = ——— 2] > || - (22.12)
1=0 1=0 L =2z

Deve ser notado, nesses exemplos, que os mapeamentos z[n]| <> X (z) foram definidos para
determinadas faixas de valores de z. Tais faixas sao denominadas de Regidao de Convergéncia
(Region Of Convergence ou ROC) do mapeamento.

22.5 Transformada Z aplicada na convolucao

A soma de convolugdo é uma operacao que aparece naturalmente na analise de um SLIT.
Portanto, é interessante conhecer o efeito causado sobre a convolugao pela representacao alter-
nativa proposta. Como sera demonstrado, a representacao alternativa realiza um mapeamento
da convolugao em uma operacao de multiplicagao, o que representa um resultado muito impor-
tante.

22.5.1 Transformada Z bilateral

Considerando-se a convolucao de duas seqiiéncias genéricas wn| e v[n], calculada por

yln] = wn]xvin] = > wlk] vjn — k], (22.13)

e utilizando-se a associacao y[n| +> Y (z), tem-se que
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Y(z) = l; yll] == = l; (wli] = ll]) =™
- i (i w|k] v[l—k]) z7
= _i ( _i wlk] v[l — k] z_l)

= Wi(z) V(z). (22.14)

22.5.2 Transformada Z unilateral

Considerando-se a convolucao de duas seqiiéncias unilaterais w(n] u[n| e v[n| u[n], calculada
por

yln] uln] = (wln] uln]) « (v[n] uln]) = > (w[k] u[k]) (v[n— K] un - k) (22.15)

k=—o00

e utilizando-se a associacao y[n] <> Y(z), tem-se que
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= W) V(z). (22.16)

22.6 Transformada Z aplicada em sinais deslocados

22.6.1 Transformada Z bilateral

Supondo-se que é possivel associar uma seqiiéncia genérica v[n| a uma combinacao linear
bilateral de seqiiéncias exponenciais do tipo z", onde —oo < n < 0o, de tal forma que

Viz)= > o[l 27, (22.17)
l=—00
o mapeamento de uma seqiiéncia deslocada v[n — Np| é dado por
Vi, (2) = > w[l—Np]z™

l=—00
— Z vm)] »—(m+Np)
= Y wm] N

m=—0Q0

= 0 V(2). (22.18)
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No caso da soma de seqiiéncias envolvendo atrasos

wln| = Z_: cr vn— k|, (22.19)

que ocorre em equagoes de diferenca, obtém-se

Wz = S wfl] =

= i (ick U[l—k:]) 2!

l=—00 \k=0

— ch (_i o[l — k] z_l>

K

K

= z_: cr 2R V(2)

= <§%ck z‘k> V(z)

= P(2)V(z), (22.20)

onde .
Piz)=Y ¢ 27F. (22.21)

k=0

22.6.2 Transformada Z unilateral

Supondo-se que é possivel associar uma seqiiéncia genérica v[n| a uma combinagao linear
unilateral de seqiiéncias exponenciais do tipo z", onde 0 < n < oo, de tal forma que

o

Viz)=> 0[] 27, (22.22)

1=0
o mapeamento de uma seqiiéncia atrasada v[n — Np|, Np € NT, é dado por
(o @]
Vnp(2) = > vl — Np] 27t

=0
00

= > o[m] »—(m+Np)
m=—Np
-1 00
= > vm] 7~ (m+Np) | > wlm] 2™ 27N
m=—Np m=0
-1 oo
= Y wm] 2D 4 N0 N gy [m] 2
m=—Np m=0
Np
= > v[-m] zWomm) 4 7 ND V(2 (22.23)
m=1
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Quando v[n] = z[n] u[n], tem-se que

fN
VND ( ) |umlateral P V( ) VND (’Z) |bilater‘al )

conforme previsto na Equacao (22.8)).

No caso da soma de seqiiéncias envolvendo atrasos

K
= cpvfn—k, (22.24)
que ocorre em equagoes de diferenga, obtém-se

Wi(z) = lf:w[l] z

= kz_:ck Vi(2)
= ]; Ck Vvk(Z) + Co V(Z)
Kk
- l;ck (Zlv[—m] Zmmm) 47k )) +co V(2)
= ick (f_: v[—m)] z_(k_m)> + ick 2"V (2) + ¢ V(z)
= > (Z C 2 (k_m)> v[—m] + ( Ck Z_k> V(z)
k=1 \m=1 k=0
= > D cm z‘“”"”) v[—k] + <Z Ck Z_k> V(z)
= X Pa(a) oK+ PE) V() (22.25)
onde
Pl Z e 2~ (M) (22.26)
2) = f:ck ok (22.27)
k=0
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22.7 Transformada Z aplicada na equacao de diferenca

Supondo-se um SLIT estavel, descrito pela equagao de diferenga

y[n] + ary[n — 1] = boz[n] + bix[n — 1],

pode-se aplicar a representacao alternativa para os sinais de entrada z[n] e de saida y[n|, gerando
uma equagao equivalente, envolvendo X (z) e Y (z). Em seguida, a equacdo equivalente pode
ser resolvida e a solucao Y'(z) remapeada para a solugao y[n].

Porém, deve-se notar que o uso das representacoes bilateral e unilateral carregam significados
diferentes no calculo das respostas dos sistemas.

Ao aplicar-se a representacao bilateral sobre a equacgdo de diferenca, é intrinsicamente
suposto que se procura uma solugao y[n], para uma entrada z[n], no intervalo —oo < n < co.
Isso é equivalente a dizer que a entrada z[n| foi aplicada ao sistema em n — —oco. Uma vez
que o sistema ¢ estavel, sua resposta ao estado inicial em n — —oo é transitéria, ocorrendo
em um intervalo de tempo finito. Portanto, aplicar a representacao bilateral para resolver um
SLIT estavel é equivalente a resolver o sistema relaxado.

Por outro lado, na solu¢ao de uma equacao de diferenca que descreve um SLIT estavel e
nao relaxado, deve-se ter em mente que:

Sao considerados os valores de uma entrada conhecida x[n], aplicada a partir de n = N,
o que pode ser representado por x[n — Ny| u[n — Ny].

e Sao desconhecidas as entradas x[n] para n < Ny. Porém, o efeito causado no SLIT por
tais entradas é descrito pelas condi¢Oes iniciais para n = Ny, que podem ser fornecidas
na forma de valores de y[n| para n < Np.

e Sao calculados os valores da saida y[n] a partir de n = Ny, o que pode ser representado
por y[n — No| u[n — Np.

e Aproveitando-se a caracteristica de invaridncia ao deslocamento, o valor Ny = 0 é sempre
utilizado como ponto inicial de analise.

Tais especificagoes para o processo de calculo das respostas do SLIT levam naturalmente a
representacao unilateral.

Logo, pode-se resumir o uso das representagoes alternativas na solu¢ao de um SLIT estavel
da seguinte forma:

e No caso de sistemas relaxados, onde y[n] = 0, para n < 0, a Equagao (22.8) indica que
ambas as representagoes alternativas podem ser utilizadas, gerando o mesmo resultado:

Ytot [n] = Yr [n] = Yent [TL], para n > 0.

e No caso de sistemas nao relaxados, a Equacao (22.23]) mostra como as condic¢oes iniciais
serao incluidas nos calculos, possibilitando que a representagao unilateral seja empregada
para encontrar a resposta do sistema yior[n] = yr[1] + yn[n] = Yent[n] + Yest[n], para n > 0.
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22.8 Transformada Z no calculo de respostas de um SLIT
22.8.1 Respostas para uma entrada genérica
Utilizando-se a associagao v[n] <> Vi;(2), a equagao de diferenca
y[n] + ary[n — 1] = box[n] + biz[n — 1] ,

com x[n] = f[n] u[n] e condigdo inicial y[—1], pode ser expressa por

Y(2)+a[yl-1]+27Y(z)] = boX(2)+ by [a[-1] + 27 X (2)]
(1 + CW*I) Y(z) + (a1) y[-1] = (bo + blzfl) X(2)
%
Ve = (Tr ) X+ () @) ol

= H) X()+ 3 (Pa(e) 1)

nnt(z) + Y;st(z)
= Y. (2) + Ya(2), (22.28)

onde Na(2) _—
H(Z o+ b1zt
H(z) = Dy(2) - (1 + alz—l)
Dy(z) = (1 + alz’l) = (1 — szz’l)

Pi(z)=a

sao, respectivamente, a Funcao de Transferéncia, o seu denominador e o polinémio relativo a
condi¢do inicial y[—1], bem como

Yh(z) — Y;st(z> ’

sdo, respectivamente, as representacoes alternativas para a resposta a entrada, a resposta ao
estado, a resposta do sistema relaxado e a resposta da equacao homogénea.
Aplicando-se (22.11]) e (22.15) em (22.28)), obtém-se

Yr[n] = Yene[n] = h[n] x z[n] (22.29)

yn[n] = Yest[n] = Ynan [n] = (=1)(a2)y[=1](=ar)"u[n] = (Cr)(—=ar)"uln] . (22.30)
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22.8.2 Respostas para uma entrada conhecida

Supondo-se z[n| = Ap u[n], obtém-se de (]22.10[) e (]22.28[), respectivamente, X (z) = 22

1—z—1
e
Yeu(2) = Yi(2) = H(2) X(2)
byt bzt < Ap )_( Ky >+( Kx )
n 1+a27t 1—271)  \1l+4az?! 1—271
= Yo(2) + Yp(2)
= Yoa,(2) + Yior(2) , (22.31)
onde %
B _ H
}/C(Z) — Ynat2 - <1 _|_ a12_1>
e

Kx
Yy(2) = Viorl2) = (122 )
sao, respectivamente, as representagoes alternativas para a resposta complementar e a resposta
particular (ou for¢ada), bem como

De (22.28) e ([22.31) obtém-se

Y(z) = Yen(2) + Yeu(2)
= Yi(2) + Ya(2)

[Ye(2) + Y5 (2)] + Ya(2)

Yat, ( )+onr( )]+ Yoar, (2)

AN
14 a1z —z1 14+ a2zt

- (K”OH) ( )
 \l+4az! 1—2-1
Yoo

1(2) + Yyor(2) (22.32)

onde
Ky + CH)

Yoat(2) = Ye(2) + Yi(2) = YVoar, (2) + Yaoar, (2) = (1 Fa !

Vior() = ¥y(2) = (172

sdo, respectivamente, as representacoes alternativas para a resposta natural e a resposta forcada.
Aplicando-se (22.10)), (22.11]) e (22.15]) em (22.32)), obtém-se

y[n] = yror[n] + Ynat[n] = (Kx) uln] + (Kg + Cx) (—a1)"uln] . (22.33)
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22.9 Relagao entre H(z) e hin] de um SLIT

Nao é coincidéncia o fato da Fungao de Transferéncia ser denominada de H(z). Empregando-
se a representacao alternativa proposta, a resposta ao impulso ys[n] = h[n] pode ser expressa
por

Y5(2) = i ysll] 27! = f: hll] 7' = H(z) . (22.34)

l=—00 l=—00

Utilizando-se (22.9)) e (22.28)), a resposta ao impulso h(n) de um SLIT relaxado, descrito
pela equacao de diferenca

y[n| + ary[n — 1] = box[n] + byz[n — 1]

pode ser expressa por

V5(2) = Vlo) o = H) X = 1) AG) = 1) = (P05 ) - (2239)
De (22.34)) e (22.35)), pode-se dizer que
bo blz” > 1
H(z) = <1++a12_1> =%(z)= 3 il = (22.36)

o que justifica a notagdo H(z) para a Funcao de Transferéncia do SLIT.

22.10 Regiao de convergéncia de H(z)

Nos exemplos apresentados pelas Equagoes (22.10)) a (22.12)), foi visto que o mapeamento de
seqliéncias genéricas z[n| em fungoes X (z) s6 existe para determinadas faixas de valores de z.
Sendo assim, no mapeamento da seqiiéncia h[n| (resposta ao impulso) na funcao H(z) (Fungao
de Transferéncia), deve-se definir a faixa de valores de z que garanta a sua existéncia. Tal
faixa de valores é definida como a Regiao de Convergéncia (Region Of Convergence ou ROC)
de H(z).

22.11 Pdlos e zeros de H(z)

Deve-se notar que a Fungdo de Transferéncia é uma func¢ao polinomial racional H(z) =
Nu(z)
Dy (z)’

Quando os coeficientes sdo nimeros reais, as raizes complexas dos polinomios Ny (z) e Dy(2)

deverao ocorrer em pares complexos conjugados.

Nota-se ainda que as raizes dos polinémios Ny (z) e Dy(z) dependem, respectivamente, dos
coeficientes by, e a; da equagao de diferenca que descreve o SLIT.

As raizes do polinémio Ny (z) sdo denominadas de zeros da fungdo H(z), uma vez que ela
¢ anulada para tais valores de z.

As raizes do polinémio Dy(z) sdo denominadas de pdlos da fungdo H(z), uma vez que ela
tende a infinito para tais valores de z.

Quando as singularidades (zeros e pélos) em z — 0o sdo computadas, o nimero total de
zeros € igual ao nimero total de pdlos.

com varidvel complexa (z) e coeficientes constantes (by e ay).

AS.V.



22.12. Pdlos de H(z) x estabilidade do SLIT 299

22.12 Pdlos de H(z) x estabilidade do SLIT

e A posigao dos pélos de H(z), que depende dos coeficientes a; da equagao de diferenca,
carrega informagao sobre a estabilidade do SLIT, segundo o critério BIBO (Bounded-Input
Bounded-Output).

e Isso pode ser constatado através da analise de cada uma das partes do sinal de saida.

e Observando-se as respostas homogénea/estado, complementar e natural, como aquelas
calculadas no Apéndice [D] nota-se que elas dependem dos coeficientes ay, com forma
exponencial.

e Em (22.28)) e (22.30)), pode-se verificar a mesma dependéncia para a resposta ao estado.

e Ainda, nas Equagdes ([22.28)) e (22.31]) a (22.33)), pode-se perceber que a resposta a entrada
depende dos poélos do sinal de entrada e dos pélos de H(z).

e De forma geral, pode-se mostrar que uma equacao de diferenca de ordem qualquer da
origem a uma resposta composta por fungoes polinomiais racionais de mesma ordem.

e Sabe-se que uma fungao polinomial racional de ordem qualquer pode ser fatorada em
~ .. . . . . Nk(z) , o
fragoes parciais de primeira ordem, do tipo Hy(z) = ~—%5 57, com polo z = p;, de

(1-prz71)
multiplicidade M.

e No caso de haver uma fragdo parcial com pdlo z = p; complexo, de multiplicidade My,
devera haver uma outra com poélo z* = p; complexo conjugado, de multiplicidade Mj.

e Pode-se mostrar que:

— Quando |px| < 1, a fracio Hg(z) ¢ mapeada em um termo hi[n] que tende a zero
quando n tende a infinito, independente da multiplicidade M.

— Quando |py| = 1, e os pdlos (reais ou complexos conjugados) possuem multiplicidade
M, = 1, a fragdo Hy(z) é mapeada em um termo hy[n| constante (p6lo real) ou
senoidal (par de pélos complexos conjugados).

— Quando |px| = 1, e os pdlos (reais ou complexos conjugados) possuem multiplicidade
M, > 1, a fracdo Hy(z) é mapeada em um termo hg[n] que tende a infinito quando
n tende a infinito.

— Quando |pg| > 1, a fragdo Hi(z) é mapeada em um termo hg[n] que tende a infinito
quando n tende a infinito, independente da multiplicidade M.

e Portanto, examinando-se H(z) na Equagao (22.28)), com a entrada e a condigdo inicial
limitadas, pode-se dizer que:

— Se todos os pdlos estiverem localizados na regiao |z| < 1, o SLIT sera classificado
como assintoticamente estavel.

— Se houver pelo menos um pdélo ou um par de pélos complexos conjugados com mul-
tiplicidade M = 1 na regido |z| = 1, o SLIT sera classificado como marginalmente
estavel (oscilatério).

— Se houver pelo menos um pélo ou um par de polos complexos conjugados com mul-
tiplicidade M > 1 na regiao |z| = 1, o SLIT serd classificado como instavel.

— Se houver pelo menos um poélo na regiao |z| > 1, o SLIT sera classificado como
instavel.
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22.13 Relagdo entre H(¢/"}) e H(z) de um SLIT

Por meio dos célculos efetuados no Apéndice [D] foi visto que, para um SLIT estavel,
descrito por uma equacao de diferenca de primeira ordem, com uma entrada senoidal,
de freqiiéncia €y, a resposta ¢ dependente da Funcdo Resposta em Freqiiéncia H (e/%),
calculada em € = €.

Para um mesmo SLIT, foi visto que, para uma entrada exponencial complexa x[n] = z{,

a resposta ¢ dependente da Funcdo de Transferéncia H(z), calculada em z = z.

A Resposta em Freqiiéncia H (e’*?) é uma funcio polinomial racional complexa da varidvel
real 2. Seus graficos de modulo ’H (ejQ)’ e de angulo de fase (argumento) ZH (e’?) sdo
curvas periédicas, de periodo €2, = 2 7.

Por sua vez, a Fungao de Transferéncia H(z), ¢ uma fun¢ao polinomial racional complexa
da variavel complexa z. Portanto, seus graficos de médulo |H(z)| e de angulo de fase
(argumento) ZH (z) sao superficies.

A regido do plano complexo z definida por z = |z| €/4% = (1) €/ é denominada de circulo
de raio unitario ou, simplesmente, de circulo unitario.

Assumindo-se que H (z) é definida para o circulo unitario, pode-se estabelecer uma relagao
entre H(e’?) e H(z):
— Do ponto de vista algébrico, pode-se realizar o seguinte cdlculo: H(e/?) = H(2)|,__a-
— Do ponto de vista geométrico, as curvas de médulo e de fase de H(e’?) sdo percor-

ridas nas superficies de médulo e de fase de H(z), respectivamente, para z = e/

Pode-se mostrar que tais resultados sao validos para equacoes de diferenca de qualquer
ordem.

22.14 Relacgao entre T(D) e H(z) de um SLIT

A partir dos célculos efetuados no Apéndice D] a Tabela apresenta as associagoes
entre o Operador de Transferéncia T'(D) e a Fungao de Transferéncia H(z) de trés SLITs
de primeira ordem.

Tais associagoes mostram que, dada qualquer uma das trés representagoes do sistema,
pode-se facilmente obter as demais.

As associagoes encontradas indicam ainda que o mapeamento n <> €2 produz um mapea-
mento D!« 271

Assim, a relagao w[n] = v[n — 1] = (D™') v[n] é mapeada na relacio W (z) = 2! V(z),
onde W (z) e V(z) sdo as representagoes de w(n] e de v[n], respectivamente.

O mapeamento D™! <+ 27! também é demonstrado nas Equagoes (22.18) e (22.23)).
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22.15 Exercicios propostos

1. Dados a seqiiéncia z[n] = a”, —o00 < n < 00, e o deslocamento Np € NT, compare as
representagoes bilateral Xp(z) e unilateral Xy (z) para as seguintes seqiiéncias:

o z[n]

e z[n] uln — Np]

e z[n — Np]

e z[n — Np| u[n]

e z[n — Np] u[n — Np]

2. Dado um SLIT descrito pela equacao de diferenca y[n| + a1y[n — 1] = box[n| + byz[n — 1],
atenda aos seguintes itens:
e Calcule a fungao de transferéncia do sistema H(z).
e Calcule a resposta ao impulso do sistema h[n].
3. Utilizando a associagdo v[n| <+ V(z), calcule a Fungao de Transferéncia H(z) dos SLITs
descritos pelas seguintes equagoes de diferenca:
o y[n] = — iy awyln — k] + koo brz[n — K]
o y[n] = — ko awyln — k] + TR brz[n — K]
o yln] = — Xy awyln — k] + Xl bexln — K]

4. Utilizando a associagao v[n] <> V(z), calcule a resposta total Y'(z) dos SLITs descritos
pelas seguintes equagoes de diferenga, na forma Y (z) = H(z)X(z)—i—ﬁ(z) >or Por(2)y[—kK]:

o yln] = — Xhoy awyln — k] + X bexln — K], CI = {y[-1],y[-2
o y[n] = =i aryln — k] + Ziog bezln — k], CT = {y[-1],y[-2], y[-3]}.
o yln] = =305 awyln — k] + S50 brx[n — K], CT = {y[—1],y[-2],- - ,y[-N]}.

—_
—

[

5. A Funcao de Transferéncia de um Sistema Linear e Invariante ao Deslocamento (SLIT),

Yem(z) _ Y(Z) _
S0 = X oo Sabe-se que,

se os pdlos de H(z) estiverem localizados na regido interna ao circulo unitario do plano
complexo z, o sistema é classificado como estavel. Dados os subsistemas definidos pelas
Equagoes (22.37) a (22.39)), atenda aos seguintes itens:

com entrada x[n] e saida y[n], é definida por H(z) =

e Calcule a Funcao de Transferéncia de cada subsistema isolado.
e Justifique se cada subsistema isoladamente é estavel ou nao.

e (Calcule as Funcoes de Transferéncia dos sistemas formados pela ligacao em cascata
de cada dois subsistemas: (1) — (2), (1) —(3), (2) — (3).

e Justifique se cada sistema do item anterior é estavel ou nao.

e (Calcule a Funcao de Transferéncia do sistema formado pela ligacdo em cascata dos
trés subsistemas: (1) — (2) — (3).

e Justifique se o sistema do item anterior é estavel ou nao.
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y[n] — 0.1y[n — 1] = 3.0x[n] + 0.9z[n — 1] (22.37)
y[n] — 2.4y[n — 1] = 2.0z[n| — 5.0x[n — 1] (22.38)
y[n] + 0.3y[n — 1] = 2.0z[n] — 4.8x[n — 1] (22.39)

6. Dado o SLIT definido por y[n] — 0.2y[n — 1] = z[n], com entrada x[n| = f[n] u[n], saida
y[n] e condigoes iniciais y[—1] € R, atenda aos seguintes itens:

(a) Emprego da equagao de diferenca
i. A partir da equacao de diferenca, calcule a transformada Z da saida total do
sistema, na forma Y, (2) = Yo (2) 4+ Yest(2).
ii. Apresente a definigdo da Fungao de Transferéncia H(z) do sistema.

iii. A partir de Y, (2), encontrada acima, calcule a H(z) do sistema.

(b) Emprego do diagrama de sistema
i. Desenhe o diagrama de sistema do SLIT relaxado, na Forma Direta I, para o
dominio da variavel n.

ii. Baseado no mapeamento n — z, encontre os elementos basicos de um diagrama
de sistema para o dominio da variavel z.

iii. A partir do diagrama proposto para o dominio n, desenhe o diagrama de sistema
do SLIT relaxado, na Forma Direta I, para o dominio da variavel z.

iv. A partir do diagrama proposto para o dominio z, calcule a H(z) do SLIT.

(c) Calculos relativos a saida
i. Calcule a resposta ao impulso h[n] do sistema.
ii. Calcule a funcao resposta em freqiiéncia do sistema. Justifique o calculo.
iii. Dada a entrada z[n] = 5 u[n], calcule a resposta a entrada ye,:[n] do sistema.

iv. Calcule a resposta ao estado y.s[n] do sistema, considerando as condigoes iniciais
genéricas y[—1].

7. Dado o SLIT definido por y[n] — 0.04y[n — 1] = z[n|, com y[—1] = 0.15, atenda aos
seguintes itens:
(a) Calcule a funcao de transferéncia H(z) do sistema.
(b) Calcule a resposta ao estado do sistema yes[n].

(c) Calcule a resposta total do sistema no regime permanente, yrp[n] = Y1
para a entrada z[n] = 3 un|.

n—oo’
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Capitulo 23

SLIT no dominio da freqiiéncia

23.1 Introducao

Para que se possa trabalhar com sistemas em dominio transformado é necessario que sejam
definidas representacoes, em tal dominio, tanto para os sinais como para os sistemas que os
manipulam. A ideia béasica é que as representacoes de um sistema no dominio original sejam
mapeadas, através das transformacoes adequadas, em representagoes equivalentes no dominio
transformado. Os sinais podem ser mapeados para dominio transformado através das seguintes
transformacoes: DTFS, DTFT, DFT e Z. Utilizando-se a DTFT e a transformada Z, podem-se
também encontrar representacoes equivalentes, em dominio transformado, para os sistemas. O
emprego da DTFT leva ao conceito de Resposta em Freqiiéncia, utilizada na analise do sistema
em Regime Permanente. A aplicagdo da transformada Z leva a definicdo de uma Funcao de
Transferéncia ou Func¢ao de Sistema, empregada para obtencao da resposta total do sistema.

23.2 Tipos de respostas de um sistema

e Apds o cdlculo da resposta de um sistema linear e invariante ao tempo/deslocamento
(SLIT) descrito por uma equacao de diferenca de primeira ordem, verifica-se que a mesma
pode ser dividida em diversos arranjos diferentes, dependendo das classificagoes adotadas.

e Com a representacao de um SLIT descrito por uma equacgao de diferenca de ordem ge-
nérica em dominio transformado, pode-se mostrar que os citados arranjos sao validos
independentemente da ordem do sistema.

e SLIT genérico: YN ax y[n — k] = Sk _obx z[n — k], com z[n] = f[n] u[n] e condicdes
iniciais y[—1],y[—2],...,y[—N].

e Arranjos de respostas para um SLIT genérico:

— Resposta ao sistema homogéneo e resposta ao sistema relaxado: y,[n] e y,[n].
— Resposta ao estado e resposta a entrada: yes[n] € Yent[n].

— Resposta natural e resposta forcada: ynq:[n| € ysor[n].

— Resposta transitoria e resposta permanente: Yy an[n] € Yperm[n]-

— Resposta total:
y[n] = Yn [n] + Yr [n] = Yest [n] + Yent [TL] = Ynat [n] + Yfor [n] = Ytran [n] + Yperm [n]

303



304 Capitulo 23. SLIT no dominio da freqiiéncia

e Relagdes em um SLIT genérico:

— Resposta ao estado: yest[n] = yn[n] = Ynat, [1]-
— Resposta & entrada: Yent[n] = ¥r[n] = Ynat, (0] + Yror[0].

— Resposta natural: ynu[n] = Ynat, [1] + Ynato[7]-
e Relagdes em um SLIT estavel, para n — oo:

— Resposta natural: ynat, [, Ynat,[n] — 0.

— Resposta no regime permanente ou no estado estacionério (steady-state):
yre[n] = yssn] = ynll, oo = Yent[nl], o0 = Yperm[n] = ysor[n].

— Para z[n] temporario: Yi.an[n] = y[n] € Yperm[n] = 0.

— Para z[n] permanente: Yian[n] = Ynat[N] € Yperm[n] = Ysor[n)].

— Para z[n] = Ay cos(Qon + Og), a resposta no regime permanente ¢ dada por
Yror[n] = Ao [H(e/0)| cos(Qn + O + LH(e7)) = Aj cos(Qon + ©) , onde:
Al = Ag - |H(e7%)|, ©) = ©¢ + LH(e7W) e H(e?) = |H(e/?)| eI4H (),
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23.3 Respostas de um SLIT em dominio transformado
Utilizando-se a associacao v[n] <» Vi (z), a equagao de diferenga
agy[n] + aryln — 1] + - - - + ayy[n — N| = boz[n| + byzn — 1] + - -+ bpx[n — L] ,
com z[n] = f[n] u[n] e condi¢bes iniciais y[—1],y[—2], ..., y[—N], pode ser expressa por
ao{Y (2)} +
a {y —1]+ 271 )}
ar {y[-2 + 27 y[-1] + 272V (2)} +
e J’_
an {yl=N]+ 27y (N = D] + -+
2Ny 2] 4 2Ny 1]+ 27 VY (2)

_>
(ao + alz*1 + azzfz + -+ aNz’N) Y(z) +
{(Ch +agz 4+ aNz_(N_1)> y[—1] +
(a2 +azz™" + -+ ayz V) y[-2) +
PPN _|_
(an)y[=NT} = (bo+biz +bpz ™ 4o+ b2 ) X(2)
%

bo+ b1zt 4 bz 24 bzt
0 1 - 2 - L — X(z)+
ag+ a1zt +agz™?4+---+anz

Y(z) = (

-1 -1 —(N-1)
~1
<a0+a1z ! +a22‘2 + - -+aNZ‘N) {(al Tz AN >y[ I+

(lg‘f‘CLgZ ctanz (N_2)> y[_2] ++(aN)y[_N]}

— H() X(2) + ( 12) (P1(2) 9111+ Poa(2) y{=2] 4 -+ Pon(2) o[- N]}

= 46 X+ L5 P o)

= Yvent<z)+yvest(z)
Vi) V()
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onde
H(2) Ny (z) bo+ b1z V4 byz 24+ bk
Z) = =
Dy (z) ap+ a2zt +asz 2+ +ayz N/
Ny(z) = (bo bz by i bLz_L) ,
Dy(z) = (ao taz b anz 24+ aNz_N)
e

N
P(z) =Y a 27 H
I=k

sdo, respectivamente, a Funcao de Transferéncia, o seu numerador, o seu denominador e o
polinémio relativo & condigao inicial y[—k], bem como

Yei(2) = H(z) X(2) , (23.1)

Vil = 5 {3 Pt -} (232)

k=1
Y, (2) = Yot (2) (23.3)
Yi(z) = Yeu(2) (23.4)

sao, respectivamente, as representacoes em dominio transformado para a resposta a entrada, a
resposta ao estado, a resposta do sistema relaxado e a resposta da equacao homogénea.

Além disso, as equagoes das respostas a entrada e ao estado podem ser escritas na forma de
expansdo em fragdes parciais. Por exemplo, para X (z) com M poélos simples z,, e para H(z)
com N polos simples Zpy, € L < N, obtém-se

You(2) = H(z)- X(2)

e KHI = + KHN — +
1 —2py 2 L =2, .2
KX1 — + + KXM —
1 —2py 2 L =2 2
= Yoat (2) + Yyor(2)

Vue) = S Pt vt

k=1

. Nest<2)

- Dp(2)

_ ( Ch, I Chix )
1—2p, 2 1— 2, 271

= Yo, (2)
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e
Y(2) = Youl2) + Yiel2)
= [Yaat,(2) + Yyor(2)] + Yaar, (2)
= [Yaat, (2) + Yaa, (2)] + onr(z>
= Ynat(z) + onr(z> ;
onde (K o) (i o)
m +Cm, Hy T CHy
— na na — - _1 et - _1 2 .
Yoat(2) = Yaat, (2) + Yaar, (2) [ 1— Zlez_1 Tt 1— ZPHNZ_l ] (23.5)
¢ K K
Y S s U Sl ¢ S 23
for(2) (1 — 2y 271 Tt 1 — ZPXMZ_1> (23.6)

sdo, respectivamente, as representagoes em dominio transformado para a resposta natural e a
resposta forcada.

Finalmente, separando-se as fragdes parciais em dois grupos, que representam os sinais
transitérios e os permanentes, obtém-se

Y(z) = ) (fracdes parciais que representam sinais transitorios)
_.I_
Z (fragoes parciais que representam sinais permanentes)
= Yian(2) + Yoerm(2) ,

onde
Yiran(2) = Y _ (fracdes parciais que representam sinais transitorios) (23.7)

Yoerm(2) = Z (fragOes parciais que representam sinais permanentes) (23.8)

sdo, respectivamente, as representacoes em dominio transformado para a resposta transitéria e
a resposta permanente.

TET / UFF



308

Capitulo 23. SLIT no dominio da freqiiéncia

23.4 Resposta em freqiiéncia H(e'%)

23.4.1 Contexto

SLIT definido por equacao de diferenca.

SLIT estavel.

Operagao em regime permanente: ygs[n] = y[n]|, . = Yem[n]], oo
Entrada exponencial: z[n] = /.

Entrada senoidal: z[n] = cos(Qn) = 3 (em” + e_jQ") = (%) AL (%) =i

23.4.2 Abordagem 1: definicoes e resultados

Resposta a uma entrada genérica x[n]:
Yss[nl = Yent[1]],, oo = hln] * z[n] = 352 h[k]a[n — k).

n—k) _

Resposta a uma exponencial z[n] = e/": y, [n] = 52 hlk]e?™
Z;O:—oo h[k,]ejﬁnefjﬂk — el ZZ":_OO h[k]eijk _ eanH(ejQ) _ |H(€jﬂ)|ej(Qn+AH(eJQ))'

Relagao com a DTFT: H(e’) = 3°0° _ h[k]e™#* = DTFT {h[n]}.

Dado que h[n] é uma seqiiéncia real, demonstra-se que H(e/?) = H*(e™7%), de tal forma
que sdo validas as seguintes relacdes: |H (e/Y)| = |H(e™)| e ZH(e?Y) = —ZH (e 7%).

Resposta a uma soma de exponenciais z[n] = S, e/ yo[n] = SF, ¢’ H (7).
Resposta a uma entrada senoidal z[n] = cos(Qn): yss[n] = [H(e'?)|cos(Qn + LH (e7?)).

Resposta a uma soma de sinais senoidais: z[n] = S/, ¢; - cos(yn):
Yss = Sopoy [H(ePM)| - ¢; - cos(yn + LH (e70)).

23.4.3 Abordagem 2: calculo alternativo

Entrada e saida sem atraso: x[n] = e/ < y, [n] = eI H (e7).
Entrada e saida com atraso variavel: z[n—k] = /e 7% s g [n—k] = e/ Me I H (1),

Equacao de diferencga:
yln] + 8 aryln — k] = S bra[n — k] =X

Yss[n] + X000 awyss[n — k] = Xp_o bez[n — k] —

M () + SN ape? eI H (7)) = Sk brel eI
H(7) 4+ 2N ape 7 H (1Y) = Sk bre 7% —

[1 + 3V, ake_mk} H (') = Sk bpe 9% —

H() = kb

N . .
—JQk
1 Zk:1 age™’
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23.4.4 Abordagem 3: outras relagoes
e Equacdo de diferenca: y[n] = — S0, ary[n — k] + SE_, bex[n — K.

e Operador atraso unitéario: v[n — 1] = D™{v[n]} = (D7) v[n].
. N S F bpDk
e Operador linear de transferéncia: y[n| = <1+Zk;1£1“kD_k> z[n] =T (D) z[n].
e DTFT:
V() =02 ylnle 7™ =532 (= S0 akyln — k] + i bealn — K]) e=3%
= =2l an (ZZO:—OO y[n — k]e_jgn) + ko i (ZZO:_OO zln — k}e_jgn)
= =0 ax (S ylmle ) eI 4 3k by (g wlm]emIm ) eI
— Sl axY (90 eI £ R by, X (/D) eI

Lol

Y (&) = (W) X (%) = T(e7?) X (1),

1+Z£]:1 ape— Ik
e Resposta ao impulso:

— Entrada: z[n] = é[n] +> X (/%) = 1.
— Saida: y[n] = h[n] < Y(e/) = H(e'?).

L s
— DTFT: H(e/?) = T(e/?) = W
=1 k€™’

23.4.5 Conclusoes

e Interpretacao matematica:

— Associacao: sinais X vetores.

— Associagao: SLIT em regime permanente x transformacao linear.

— Transformacdo particular: e/ — H (%) e/,

— Funcdo caracteristica ou autofuncio: e/

— Valor caracteristico ou autovalor: H(e/t) =22 h[k] e79% = DTFT {h[n]}.

e Funcio Resposta em Freqiiéncia H(e’?): Supondo um sinal de entrada expandido em
cossenos, a resposta em estado permanente (senoidal) serd a soma dos cossenos originais,
ponderados e defasados por influéncia de H(e’*?), de acordo com as suas freqiiéncias.
Assim, a funcio H(e’?) pode ser denominada de Resposta em Freqiiéncia do SLIT.

e No mapeamento entre dominios n <> €2, observam-se as seguintes relagoes:

— Operador atraso unitario: D71{-} «» e

— Operador linear de transferéncia: T(D) < T(e/?).

— Resposta em freqiiéncia: T(e’?) = H(e’%).

— Resposta ao impulso: H(e/?) = DTFT {h[n]}.

. L —jQk
— Equacdo de diferenca: H(e’?) = %'
k=1 age

— Convolugio: yss[n] = Yent[n], .o, = hln] x z[n] < Yis(e??) = H (') - X (7?).
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23.4.6 Caracteristicas

L ~i
Calculo: H(e’?) =322 hlk]e % = DTFT {h[n]} e H(e’) = W
k1 QK€ J

H(e7?) é complexa: H(e/?) = |H(eI?| - e£H ),
H(e/?) é periddica: Q, = 2.

H (&) é simétrica para h[n] real: |H (/)| = |[H(e™7%)| e ZH(e/?) = —ZH(e™7%).

23.4.7 Definicoes

Fungdo resposta de magnitude: G(Q) = |H (e/?)].
Funcdo resposta de fase: 0(Q) = ZH (e/*).
Fungao ganho: Gup(Q) = |H(e/?)|4p = 20log,, | H (/)| dB.
Funcao atenuagao ou perda: Ay p(2) = —Gap().
d6(Q)

Fungao atraso de grupo: 7(£2) = —=;5~.

23.5 Seletividade de um SLIT no dominio da freqiiéncia

Resposta ao impulso (pulso) unitario do SLIT: h[n].
Resposta em freqiiéncia: H(e/?) = 3222 hlkle 7% = DTFT {h[n]}.
Resposta a uma entrada genérica [n]: yss[n] = Yent[n], oo = h[n] * z[n].

Aplicando a DTFT: Yy, (e/?) = H(e) - X (7).

Interpretagao do sistema como um seletor de freqiiéncias (filtro):
. . Lo g =ik
H(e!?) = %{S; =302 o hlk]e % = D tre

1+ZkN:1 ape—i%%k’

Tipos bésicos de filtros ideais: lowpass, highpass, bandpass, bandreject.

Funcao dos filtros ideais: seletividade em freqiiéncia, com transmissao sem distor¢ao das
componentes do sinal de entrada que possuam freqiiéncias dentro das bandas de passagem

e eliminacdo das componentes do sinal de entrada que possuam freqiiéncias dentro das
bandas de rejeicao.

Parametros basicos da especificacdo em freqiiéncia de filtros ideais:

— Existéncia de bandas de passagem e de rejeicao.

— Auséncia de bandas de transicao.

— Ganho constante e unitario na banda de passagem.

— Ganho nulo na banda de rejeicao.

— Fase linear (ou atraso de grupo constante) na banda de passagem.

— Freqtiéncias de definicao das bandas: €,,.
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e Filtros ideais x filtros reais: sistemas causais.
e Pardmetros basicos da especificacao em freqiiéncia de filtros reais:

— Existéncia de bandas de passagem, de transicao e de rejeicao.

— Atenuagdo méxima na banda de passagem.

— Atenuagdo minima na banda de rejeicao.

— Fase linear (ou atraso de grupo constante) na banda de passagem.

— Freqiiéncias de definicao das bandas: €2, e Q.

e Projeto modular: sintese de médulo (|H (e})]) com correcao de fase (£ H (7)) ou sintese
de fase com correcao de modulo.

e Interconexao de sistemas: série (cascata) e paralelo.

23.6 Funcao de transferéncia ou fungao de sistema H(z)

e A resposta em freqiiéncia H(e’') é uma funcio complexa da variavel €. Portanto, ela é
de dificil manipula¢do matematica (andlise e sintese).

e Por sua vez, a fungdo H(z) = Z{h[n]} é polinomial em z.
e Para h[n] real, H(z) é polinomial com coeficientes reais.

e Na pratica, trabalha-se com SLITs descritos por equagoes de diferenca, com coeficientes
contantes e reais. Tais sistemas possuem uma fungdo H(z) polinomial racional em z, com
coeficientes constantes e reais. Logo, tais func¢des sao mais facilmente manipulaveis do
ponto de vista matemético (analise e sintese).

e Resposta total: y[n] = yest[n] + Yent[n]-
e Considerando-se condigoes iniciais nulas (C1 = 0): y[n]|cr=0 = Yent[n]-
e Resposta a entrada: ye[n] = h[n] * z[n)].

e Aplicando-se a transformada Z: Y,,;(z) = H(2) - X(2).

e Fungdo de transferéncia ou funcao de sistema: H(z) =

e Se |z| =1 € ROC|p(s), entdo: H (') = H(2)|,—wso.

e Para H(z) com coeficientes reais:
[H(e™)[? = H(e/")H* () = H(e’)H (™) = H(2)H(27")].ein-

e Na maioria dos projetos, trabalha-se com SLITs causais e estaveis.

e Sistema causal: ROC de H(z) é externa ao pélo mais externo de H(z).

e Sistema estavel: pélos de H(z) encontram-se no interior do circulo unitario.
e Sistema causal e estavel: ROC de H(z) inclui o circulo unitério.

e Portanto, para um sistema causal e estavel: H(e/?) = H(z)|,—qi0.
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23.7 Polos e zeros de H(z)

Dado o SLIT descrito por

N Np
Sdyln-K= Y b2k
k=0 =—Np

ou
N Np
y[n] :—Zak-y[n—k]—l— Z bi - 2'[n — k]
k=1 k=—Np
ou
N L
yln] = => ar-yln — k] + > by -xln— k],
k=1 k=0
onde:
N, Npe NpeN,
a) b
ap = ;ic y U = ailf 5
0 0
2'[n] = z[n — Ng|
e

L= Np+Ngp,

sua Fungao de Transferéncia H(z) é uma funcao polinomial racional da varidvel complexa z,
dada por

W= 2B L S VD v I (23.9)
X'(2)|erzo Yo apz Tk 14+ 0 apz* 14 0, a2 '
ou
Y bk Tk
H(z) = (2) = Z’ﬁ% k2 - (23.10)
X(2) cr—o L+ 2p—1arz”
As Equagoes (23.9)) e (23.10) podem ser fatoradas, respectivamente, em
L_ 1 -1
H'(2) = 2 KAtk (1+cz) (23.11)
[Te—y (14 diz™")
e
L_ 1 -1
Hz) = gz e (23.12)

TV, (L +dpet)
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Os valores de z para os quais H(z) = 0 e H(z) — oo sao denominados, respectivamente, os
zeros e os polos de H(z).

A quantidade de singularidades (zeros e pdlos) de H(z), bem como as suas posigoes no plano
complexo z, determinam varias caracteristicas sobre o sistema.

De (23.12)), pode-se dizer que:

Cada termo (1 + ¢p27') = (Z”L%), do numerador, gera um zero em z = —¢; e um poélo
em z = 0.
Cada termo (1 + djz7 1) = (th’“), do denominador, gera um pélo em z = —dj, e um zero
em z = 0.

Em 2z = 0, existem cancelamentos de polos do numerador com zeros do denominador.

Quando as singularidades em z — oo sao computadas, o numero de polos é igual ao
nimero de zeros.

Se os coeficientes ay, by, ag, e by forem reais, as singularidades com valores complexos
devem ocorrer em pares complexos conjugados.

Sistemas nao recursivos sao representados por func¢oes polinomiais simples, com zeros
finitos e polos em z — oco. Por isso, sao ditas fungoes all zeros.

Sistemas puramente recursivos sao representados por fungoes polinomiais racionais, onde
o numerador é unitario, com zeros em z — 0o e poélos finitos. Por isso, sao ditas fungoes
all poles.

Sistemas recursivos genéricos sao representados por fungdes polinomiais racionais,
contendo zeros e pélos finitos.

Adicionalmente, de (23.11)), pode-se dizer que:

Se N > 0, o sistema é nao causal, tem Ny amostras com indices negativos em h[n| e o
termo 2™F gera N pélos em z — oo e Ny zeros em z = 0.

23.8 Exemplos de resposta em freqiiéncia e de funcao de

transferéncia

23.8.1 Sistema deslocador

Para Np € Z, o sistema deslocador é definido por

y[n] = z[n — Np] .

A sua resposta ao impulso é calculada por

hin] = d[n — Np] .

Por sua vez, a resposta em freqiiéncia do sistema deslocador é dada por

H(e?) = e 99D

Finalmente, a sua funcao de transferéncia é

H(z)=2"p
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23.8.2 Sistema de média mével (Moving Average - MA)
Para My, My € Z e My > M, o sistema de média méovel genérico é definido por

)= a2

Sistema de média mével nao causal
Para My = —M; = M > 0, o sistema de média mével nao causal é definido por

M

ylnl = (2M+1 2 aln

A sua resposta ao impulso é calculada por

Z dn—k —é (u[n + M] —uln — (M +1)]) .

hln] = (2M +1)

(2M +1)
Por sua vez, a resposta em freqiiéncia do sistema de média mével nao causal é dada por

1 f: e 1 sin (eM+1)g)
(2M +1) , 2 (2M +1) sin (Q)

-M 2

H(7) =

Finalmente, a sua funcao de transferéncia é

M

H(z) = (2M+1 Z :

Sistema de média médvel causal

Para Np > M > 0, My = Np — M e My = Np + M, o sistema de média mével causal é
definido por

1 (Np+M)
= — — k| .
= Gy, o K

A sua resposta ao impulso é calculada por

(Np+M)
hln] = (2M1+1> ONLELE (2M1+1> (uln — (Np — M)] — uln — (Np + M +1)]) |

Por sua vez, a resposta em freqiiéncia do sistema de média mével causal é dada por

1 (NDiM) ok _ 1 sin ((2]\/[ + 1)%) L IOND
(M +1) (2M +1) Sin (9) '

k=(Np—M) 2

H(e%) =

Finalmente, a sua funcao de transferéncia é

1 (Np+M) r_ M
H(z)= ——— -
2 (2M +1) k(NzD:_M) : (2M +1) Z s
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23.9 SLIT equivalente em dominio transformado

e Com a aplicagdo de uma transformada nas varidveis (sinais) e nas equagoes de defini¢ao
(dos elementos e da topologia) de um sistema, pode-se obter uma representacao equiva-
lente do sistema no dominio transformado.

e Assim, os processos de andlise e sintese (projeto) podem ser realizados diretamente no
dominio transformado.

e Diagrama de sistemas (blocos ou grafos):
— Somador: Z{z1[n| + z2[n|} = Z{xi[n]} + Z{x2[n]} = Xi(2) + Xa(2).
— Escalador: Z{Az[n|} = AZ{z[n|} = AX(2).
— Atrasador unitario: y[n] = z[n — 1] < Z{y[n|} = Z{z[n — 1]} = Y (2) = 271X (2).

e BEquacio de diferenca: y[n] + S0, ary[n — k] = S5 bux[n — k| (@=p

(1 +3N, akz*k) Y(z2)= <Z£:0 bkz*k) X(z) =

_ (Zizobkz_k) P 2) = 2) . =
V() = Ze 1 X () 5 V() = HE) - X

e Resposta ao impulso unitario:
X(z) = Z{0[n]} =L e Y(z) = H(2) - X(2) = Y (2) s = H(2)-

L —k
— D g bk
CI=0  1+) ., apz—F

Y (z)
X(2)

e Funcao de transferéncia: H(z) =

L .
—jQk
Zk:o bre

e Resposta em freqiiéncia: H (/) = T3 ek
k=1"k

e Equagoes de estado para um sistema MIMO:

xn+1] = A-zx[n|+ B-7rn]
yln] = C-z[n]+ D -rn| (23.13)
2X(z) = A-X(2)+B-R(z)
Y(z2) = C-X(2)+D-R(z)—

—X(2) = (:I-A)7"-B-R(2)
Y(z2) = C-X(2)+D-R(z

) —
—Y(z)=|C-(:I-A)""-B+D|R(z) (23.14)
e Equagoes de estado para um sistema SISO:
Y(z)=|C-(:I1- A" B+ D|R(z) -

Y(z)
R(z)

— H(z) = —C-(:I-A)" B+D (23.15)

CI=0
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23.10

Exercicios propostos

1. Esboce o Diagrama de Pdlos e Zeros (DPZ) para as seguintes Fungoes de Transferéncia:

H(z) = (bo+ b1z71)
H(z) = (H—aiz*l)'
H(z)=3(z+1+27")
H(z)=3(1+z"'+27?)

2. Dadas as Funcgoes de Transferéncia abaixo, que definem os sistemas S; e S,, atenda aos
seguintes itens:

(a)
(b)
()
(d)
(e)
(f)

Calcule as equagoes de diferenca dos sistemas S e Ss, isoladamente.

Calcule a Funcao de Transferéncia de um sistema S,., composto pela conexdo cascata
(série) dos sistemas Sy e Ss.

Calcule a equacao de diferenca do sistema .S..

Calcule a Fungao de Transferéncia de um sistema S,,, composto pela conexao paralela
dos sistemas S; e 9.

Calcule a equacao de diferenca do sistema S,.

Apresente os diagramas de sistema, no dominio do tempo (n) e no dominio da
freqiéncia (z), nas Formas: Direta I, Direta II, Direta I Transposta e Direta II
Transposta, para os sistemas S, Sa, S. e S,. Para os sistemas S. e S, considere
sempre dois casos: um onde os sistemas constituintes possam ser claramente identi-
ficados e outro onde os sistemas constituintes nao possam ser identificados.

Calcule a localizagdo dos zeros e pélos de Hy(z), Ha(z), H.(2) e Hy(2).

(27 e Ho(2) = Ky - (1 — 2027 1).

(1 —z12z7Y) e Hy(2) = Ky - (1 — 2927 1).
(z7Y e Hy(z) = Ky - (1—;;#)
(

e Ko ()
2V e Hy(z) = Ky - (%)

1—poz—1

(555) e fa(a) = Ko (152550),

3. Dado o sistema linear e invariante ao deslocamento (SLIT) composto por dois sistemas

de primeira ordem e definido por H(z) = Hy(z) + Ha(z) = (170.11,2_1) + (

3z—1
1-0.321

) , atenda

aos seguintes itens:

Apresente as equagoes de diferenca dos trés sistemas, H(z). Hi(z) e Hy(2).

Apresente os diagramas de sistema, no dominio do tempo (n) e no dominio da
freqiéncia (z), nas Formas: Direta I, Direta II, Direta I Transposta e Direta II
Transposta, considerando sempre dois casos: um onde os sistemas constituintes pos-
sam ser claramente identificados (H(z) = Hy(z) + Ha(z)) e outro onde os sistemas
constituintes ndo possam ser identificados (H(z) = Ng(2) + Dy(z)).
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4. Dada a resposta ao impulso
i = {

e Calcule a Funcao de Transferéncia H(z) do SLIT.
e (Calcule a equacao de diferenga do SLIT.

, —1<n<l1

, caso contrario ’

O Wl

atenda aos seguintes itens:

e Desenhe o diagrama de sistema do SLIT.

5. Dada a resposta ao impulso

{M , n>0

0 , caso contrario
atenda aos seguintes itens:

e Calcule a Fungdo de Transferéncia H(z) do SLIT.

e (Calcule a equagao de diferenga do SLIT.

e Desenhe o diagrama de sistema do SLIT.

6. Dada a resposta ao impulso

hin] = { r"cos(n) , n>0 ’

0 , caso contrario
atenda aos seguintes itens:
e Calcule a Fungao de Transferéncia H(z) do SLIT.
e Calcule a equacao de diferenga do SLIT.

e Desenhe o diagrama de sistema do SLIT.

7. Dada a resposta ao impulso

mm_{r%mmm >0

N 0 , caso contrario

Y

atenda aos seguintes itens:

e Calcule a Fungao de Transferéncia H(z) do SLIT.
e Calcule a equacao de diferenga do SLIT.

e Desenhe o diagrama de sistema do SLIT.

8. Dadas, respectivamente, as seqiiéncias de entrada e de saida de um SLIT

z[n] = { reos(Qn) , n >0

0 , caso contrario

n] = r*sin(Qn) , n>0
g = 0 , caso contrario

Y
atenda aos seguintes itens:

e Calcule a Fungao de Transferéncia H(z) do SLIT.
e Calcule a equagao de diferenca do SLIT.

e Desenhe o diagrama de sistema do SLIT.
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9. Dado o sistema linear e invariante ao deslocamento (SLIT) definido pela equagao de
diferenca y[n] — 0.7y[n — 1] + 0.06y[n — 2] = x[n] 4+ 0.7x[n — 1] + 0.06z[n — 2|, atenda aos
seguintes itens:

e (lassifique o sistema em relagao ao critério BIBO de estabilidade.
e Calcule a Discrete-Time Fourier Transform (DTFT) da resposta ao impulso do

sistema.

10. Dado o sistema linear e invariante ao deslocamento (SLIT) definido pela func¢ao de trans-

N — -1 . .
feréncia H(z) = (4) (1_0 ey 082,2), atenda aos seguintes itens:

e (Calcule os zeros z, e os pélos z, da funcao de transferéncia do sistema.

Esboce o diagrama de poélos e zeros (DPZ) do sistema.

Apresente a funcao de transferéncia do sistema na forma de fragoes parciais.

Calcule a resposta ao impulso do sistema.

Calcule a equacao de diferenca do sistema.

Calcule a funcao resposta em freqiiéncia do sistema.

11. Dado o sistema linear e invariante ao deslocamento (SLIT) definido pela Equacao ([23.16]),
atenda aos seguintes itens:

Desenhe o diagrama de blocos béasicos do SLIT relaxado no dominio n.

Esboce o gréfico h[n] x n.

Calcule a Funcao de Transferéncia H(z), a partir da equagao de diferenca.

Esboce o Diagrama de Pélos e Zeros (DPZ) de H(z).

Desenhe o diagrama de blocos béasicos do SLIT relaxado no dominio z.
y[n] = 0.5z[n| + x[n — 1] + 0.5z[n — 2] (23.16)

12. Dado o sistema linear e invariante ao deslocamento (SLIT) definido pela Equacao (23.17)),
com y[—1] = 0.1 e y[—2] = 0.2, calcule a resposta total do sistema no regime permanente,
yrr[n] = y[n||,_ .., para a entrada x[n| = 2 u[n].

y[n] — 0.04y[n — 2] = z[n| — 4z[n — 2] (23.17)

13. Dado o sistema linear e invariante ao deslocamento (SLIT) definido pela equacao de
diferenga y[n] — 0.04y[n — 1] = x[n], com y[—1] = 0.15, atenda aos seguintes itens:
(a) Calcule a fungao de transferéncia H(z) do sistema.
(b) Calcule a resposta ao estado do sistema yes[n].

(c) Calcule a resposta total do sistema no regime permanente, yrp[n] = yior[n]|
para a entrada z[n] = 3 un|.

n—oo’
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14. Suponha o sistema descrito pela equagao de diferenga y[n]—0.2y[n—1]—0.08y[n—2] = z[n],
onde y[—1] = 0.5 e y[—2] = —0.7. Empregando um processo de analise no dominio da
freqiiéncia, atenda aos seguintes itens:

(a) Calcule a Fungao de Transferéncia H(z) do sistema.
(b) Calcule a resposta ao impulso h[n] do sistema, para —oco < n < 00,

15. Suponha o sistema discreto descrito pela equagao de diferenga y[n| — 0.1y[n — 1] = z[n],
onde z[n] = u[n] e y[—1] = 0.3. Empregando um processo de andlise no dominio da
freqiiéncia, atenda aos seguintes itens:

(a) Calcule a resposta homogénea do sistema yj,[n].
(b) Calcule a resposta complementar do sistema y.[n].

(c) Calcule a resposta particular do sistema y,[n].
Repita o exercicio para z[n] = (—0.2)" u[n].

16. Dado o Sistema Linear e Invariante ao Deslocamento (SLIT), com entrada z[n] = f[n] u[n]
e saida y[n], definido por y[n] — y[n — 1] = z[n — 1], com y[—1] podendo assumir apenas
valores reais finitos. Atenda aos seguintes itens:

(a) Calcule a resposta completa do sistema na forma Y (z2) = Y. (2) + Yeu(2), para
entrada e condi¢Oes iniciais genéricas.

(b) Esboce o gréfico de yes[n] X n do sistema, para condigdes iniciais genéricas.

(c) Apresente a fungao de transferéncia H(z) do sistema.

(d) Um aluno de Processamento Digital de Sinais garante que o sistema em questao
pode ser utilizado como um excelente filtro digital. Expresse sua opinidao sobre tal
afirmagao, justificando-a matematicamente.

17. Dado o sistema linear e invariante ao deslocamento (SLIT), com entrada z[n] = f[n] u[n]
e saida y[n], definido por y[n| — y[n — 2| = z[n — 2], com y[—1] e y[—2] podendo assumir
apenas valores reais finitos. Atenda aos seguintes itens:

(a) Calcule a resposta completa do sistema na forma Y (z) = Y, (2) + Yes(2), para
entrada e condigoOes iniciais genéricas.
(b) Apresente a fungao de transferéncia H(z) do sistema.

(¢c) Um aluno de Processamento Digital de Sinais garante que o sistema em questao
pode ser utilizado como filtro digital. Expresse sua opinido sobre tal afirmativa,
justificando-a matematicamente.

18. Apresente a equagao de diferenca de cada SLIT causal definido pelos seguintes parametros:

o K=2 2 =1{02,04,06} ez = {0.1,0.3,0.5,0.7}.
o K=5 2 ={0.1,03,05} e z, = {0.2,0.4,0.6,0.8}.
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19. Dado o SLIT definido por y[n]—y[n—1]40.16y[n—2] = z[n], com entrada x[n] = f[n] u[n],
saida y[n] e condigoes iniciais y[—1], y[—2] € R, atenda aos seguintes itens:

(a) A partir da equagao de diferenga, calcule a transformada Z da saida total do sistema,
na forma Y, (2) = Yeni(2) + Yesi(2), para z[n| qualquer.

(b) A partir de Y;n(2), calcule a resposta total do sistema, para z[n] = K, u[n], na
forma yior[n] = Yent[n] + Yest[1].

(c¢) A partir de Y;,(z), calcule a funcao de transferéncia H(z) do sistema.
(d) Calcule a resposta em freqiiéncia H(e!) do sistema, justificando o calculo.

(e) Calcule a resposta ao impulso h[n| do sistema, justificando o célculo.

20. Dado o SLIT relaxado que é definido pela Equagao , suponha a realizacao desse
sistema utilizando subsistemas de ordens inferiores, arranjados de duas formas diferentes:
i) conexao cascata e ii) conexao paralela. Apresente um Diagrama de Sistema, no dominio
da variavel n, para cada um dos dois sistemas equivalentes, realizados por meio das citadas
conexoes.

y[n] — 0.6y[n — 1] + 0.08y[n — 2] = 6x[n] — 1.6x[n — 1] (23.18)

21. Dado o SLIT, relaxado, definido por y[n] —0.6y[n — 1]+ 0.08y[n — 2] = 6x[n] — 1.6z[n —1],
atenda aos seguintes itens:

(a) Apresente um Diagrama de Sistema, no dominio da varidvel n, para o sistema
original.

(b) Apresente o operador de transferéncia na forma 7'(D) = g’igg%.

l—zmz_l)

(c) Apresente o operador de transferéncia na forma T'(D) = K¢ [1,, T
(d) Apresente as equagoes de diferenga para a realizacao desse sistema utilizando
subsistemas de ordens inferiores, arranjados na forma de uma conexao cascata.

(e) Apresente um Diagrama de Sistema, no dominio da variavel n, para o sistema em
cascata.

22. Dado o SLIT, relaxado, definido por y[n| — 0.4y[n — 1] — 0.05y[n — 2] = (—0.4)z[n] +
0.26z[n — 1], atenda aos seguintes itens:

(a) Apresente um Diagrama de Sistema, no dominio da varidvel n, para o sistema
original.

Nr (D)
Dr(D)"

(b) Apresente o operador de transferéncia na forma T'(D) =

K

(¢) Apresente o operador de transferéncia na forma T'(D) = 32, 7=,

(d) Apresente as equagoes de diferenga para a realizagdo desse sistema utilizando
subsistemas de ordens inferiores, arranjados na forma de uma conexao paralela.

(e) Apresente um Diagrama de Sistema, no dominio da varidvel n, para o sistema em
paralelo.
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23. Dado o SLIT definido por y[n] + a1y[n — 1] + agy[n — 2] = box[n] + byz[n — 1] + bex[n — 2],
com entrada x[n] e saida y[n], atenda aos seguintes itens:

(a) Desenhe o Diagrama de Sistema do SLIT relaxado, na Forma Direta I, para o dominio
da variavel n.

(b) Dadas as operagoes soma, escalamento e deslocamento unitario, para o dominio da
variavel n, apresente a func¢oes equivalentes para o dominio da variavel z.

(c¢) Desenhe o Diagrama de Sistema do SLIT relaxado, na Forma Direta [, para o dominio
da varidvel z.

(d) Apresente a definicio da Funcdo de Transferéncia H(z) do SLIT.
(e) A partir do Diagrama de Sistema em z, proposto acima, calcule a H(z) do SLIT.
(f) A partir do Diagrama de Sistema em z, proposto acima, calcule a resposta ao estado

Yest(2) e, em seguida, calcule a yeq[n] do SLIT.

24. Dado o SLIT definido pela Func¢ao de Transferéncia H(z) = 170.22_1170.082_2, atenda aos
seguintes itens:

(a) Calcule a resposta ao impulso h[n] do SLIT.

(b) Dada a entrada x[n] =5 u[n], calcule a resposta a entrada ye,[n] do SLIT.

25. Suponha o sinal analégico z(t) = 8 + 6cos(wit) + 2cos(wat), onde f; = 10 kHz e
fo = 30 kHz, que, sendo amostrado uniformemente a uma taxa de Fg = 100 kHz,
gera uma seqiiéncia x[n]. Suponha ainda que z[n| é aplicada na entrada de um sis-
tema em tempo discreto, linear e invariante ao deslocamento (SLIT), causal e estavel,
cuja Discrete Fourier Transform (DFT) é definida por |H k]| = {5,4,3,0,1,2,1,0, 3,4},
ZH[k] = {0,-%,-7%, —%,—W,O,W,%,%,%,} e 0 <k <9. Calcule a resposta y[n] do
sistema, no regime permanente, justificando todas as etapas do calculo.

26. Suponha o sinal analégico Z(t) = Y23 | A;-cos(2m fit+¢;), onde A = [A;, Ay, As] = [6,3, 1],
f=1f1,[2, f3] = [2,10,20] kHz e ¢ = [¢1, §a, $3] = [§. §, 5] rad. Dada a seqiiéncia Z[n],
gerada a partir da amostragem uniforme de Z(t), com Fg = 200 kHz, para 0 < n < 299,
suponha que Z[n] é aplicada na entrada de um SLIT, causal e estavel, definido por h[n],
cuja DFT de 100 pontos é dada por |H|k]| = [0,0,0,0.6,0.8,1.0,1.0,1.0,0.8,0.6,0,0,0]
e ZH[K] = [0.0, —0.3, —0.6,—0.9, —1.2, —1.5, —1.8, —2.1, —=2.4, —2.7, 3.0, —3.3, —3.6] rad,
para k =[0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12]. Atenda aos seguintes itens:

e Apresente a equagao que define z[n], para 0 < n < 299.

Calcule o periodo fundamental de cada uma das componentes de Z[n].

Calcule o periodo fundamental de Z[n].

Calcule a resposta forcada do sistema, yyo-[n)].

Supondo que a saida y[n] do sistema é adequadamente interpolada, calcule a resposta
forcada do sistema, ygo ().

Justifique todas as etapas do calculo.
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27. Dado o SLIT definido por y[n|—y[n—1]+0.21y[n—2] = x[n], com entrada z[n] = f[n] uln],
saida y[n] e condigoes iniciais y[—1], y[—2] € R, atenda aos seguintes itens:

(a) Emprego da equagao de diferenca
i. A partir da equacao de diferenca, calcule a transformada Z da saida total do
sistema, na forma Y (2) = Yeni(2) 4 Yest(2).
ii. Apresente a definigdo da Fungao de Transferéncia H(z) do sistema.
iii. A partir de Y;,(2), calculada acima, calcule a H(z) do sistema.
(b) Emprego do diagrama de sistema
i. Desenhe o diagrama de sistema do SLIT relaxado, na Forma Direta I, para o
dominio da variavel n.

ii. A partir do diagrama proposto para o dominio n, desenhe o diagrama de sistema
do SLIT relaxado, na Forma Direta I, para o dominio da variavel z.

iii. A partir do diagrama proposto para o dominio z, calcule a H(z) do SLIT.
(c) Célculo das singularidades

i. Calcule todas as singularidades (zeros z, e pélos z,) da H(z) do sistema.

ii. Esboce o diagrama de pélos e zeros (DPZ) do sistema.
Para facilitar a visualizag¢ao, desenhe o circulo de raio unitario, bem como utilize
o simbolo “O” para zeros e o simbolo “X” para poélos.

iii. Apresente a funcao de transferéncia do sistema expandida em fra¢oes parciais.

iv. De posse das singularidades da H(z), apresente a transformada 7 da saida total
do sistema, na forma Y, (2) = Yo (2) + Yes(2), expandida em fragoes parciais,
para x[n] = u[n].

v. De posse das singularidades da H(z), apresente a transformada Z da saida total
do sistema, na forma Y, (2) = Ya(2) + Ysor (2), expandida em fragdes parciais,
para x[n] = u[n].

(d) Célculos relativos a saida

i. Calcule a resposta ao impulso h[n] do sistema.
ii. Calcule a funcao resposta em freqiiéncia do sistema. Justifique o calculo.
iii. Dada a entrada x[n] = u[n], calcule a resposta a entrada ye,.[n] do sistema.

iv. Calcule a resposta ao estado y.q[n] do sistema, utilizando condiges iniciais
genéricas y[—1] e y[—2].

28. Um aluno de Processamento Digital de Sinais possui dois sistemas que apresentam
Resposta em Freqiiéncia com um perfil basico de seletividade em freqiiéncia. Um deles
é um passa-baixas e o outro é um passa-altas. Ambos possuem uma freqiiéncia de corte
Q¢ programavel, na faixa 0 < 2 < 7. O aluno garante que, por meio de um arranjo em
cascata desses dois sistemas, ele consegue realizar um sistema que apresente uma Resposta
em Freqiiéncia com o seguinte perfil: a) passa-banda (ou passa-faixa) e b) rejeita-banda
(ou rejeita-faixa). Vocé concorda com ele? Justifique !!!.
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Apéndice A

Revisao de nimeros complexos

A.1 Definicao do corpo dos niimeros complexos

Dado que

e R ¢é o conjunto dos ntimeros reais
e R x R =IRR? é o produto cartesiano
e R2={(z,y)|7€R ¢ yeR}

e supondo-se as seguintes defini¢oes, envolvendo os elementos (a,b) e (¢, d), de R?:

1) igualdade: (a,b) =(¢,d) <= a=c e b=d
2) adigao: (a,b) + (¢,d) <= (a+c,b+d)
3) multiplicagdo:  (a,b) - (¢,d) <= (ac—bd,ad+ bc)

pode-se definir que

e C é o conjunto dos niimeros complexos
e 2 € C é um nimero complexo

e C={z=(z,y) |z €R, yeR eas defini¢oes (1) a (3) sao validas } .

A.2 Representacoes dos niimeros complexos

A.2.1 Forma algébrica ou retangular

Considerando-se o subconjunto

R = {(a,b) € C|b=0} ,

pode-se mostrar que operar com o nimero complexo (x,0) é equivalente a operar com o nimero
real . Logo, existe um isomorfismo entre R’ e R, de tal forma que

r=(z,0), VreR

RcC.
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Levando-se em consideracao a unidade real 1, de tal forma que 1 = (1,0), e definindo-se o
nimero complexo (0, 1) como a unidade imagindria e o simbolo i = (0, 1), tem-se que

i’ =i-i=(0,1)-(0,1) = (=1,0) = -1

e, de forma geral, para n € N, que

o= 1 = (1,0),
Al = = (0,1),
At = 1 = (=1,0),
At = i = (0,-1) .

Assim, um numero complexo qualquer z pode ser escrito na seguinte forma algébrica,
denominada forma retangular:

z = (z,y)

(x,0) +(0,y)

= (I70) ) (1’0) + (y,()) ’ (07 1)
x-1+y-1

onde x = Re{z} é a parte real de z e y = Im{z} é a parte imagindria de z.
Pode-se, entao, definir a seguinte nomenclatura:

Ntmero complexo (x,y)=x+y-i

— z=(z,y
Nimero real (puro) — z=(z,00)=24+0-i=2x
Nidmero imaginario (puro) — z=(0,y)=04+y-i1=y-i (y#0).

A.2.2 Numeros complexos conjugados
Os numeros complexos z e z* sdo ditos complexos conjugados se, e somente se,

Neste caso, pode-se mostrar que

x:Re{z}:Z+z
2
e
z—2"
:I =
y=1Im{z}=——
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A.2.3 Forma trigonométrica ou polar

Os ntimeros complexos ainda podem ser interpretados como pontos em um plano cartesiano,
denominado Plano Complexo ou Plano de Argand-Gauss. Tal plano é exemplificado na

Figura[A.], onde:

z=(z,y) ¢é um numero complexo,

20y ¢é o plano cartesiano de Argand-Gauss,
O0x é o eixo real,
Oy ¢é o eixo imaginario,

P = (x,y) ¢ o afixo de z.

Im{z} =y
Plano de
Argand-Gauss
L SR P =z
[
T |
[
o
|
0
* Rel{z} =x

Figura A.1: Plano de Argand-Gauss.

Deve-se ressaltar que, nessa interpretagao, x representa a projecao de z sobre o eixo associado
ao0s numeros reais puros, enquanto y representa a projecao de z sobre o eixo associado aos
nimeros imaginarios puros. Como definido na Se¢ao[A.I] ambos os eixos devem conter nimeros
reais.

A norma N e o mddulo (ou valor absoluto) de z sdo dados, respectivamente, por

NiZ)=z-2"=2"+19°

e
|z| = \/N(z) = \/x2 +y2=r.
O argumento (principal) de z # 0 é dado pelo dngulo ©, tal que
sin® = Y = Imiz} :
r 2]
cos® =2 = Re{z}
2]
¢ 1
tan©® = 4 = miz} .
r  Re{z}

Logo, para z # 0, pode-se escrever que
z=(x,y)=z+y-i=r-(cos©+1i-sin0O)

e que, para z = 0, r = 0 e © é indefinido.
Deve-se notar que existem infinitos angulos congruentes a um valor principal 0 < © < 27,
que sao

Or=(©+k-2r), keN. (A1)

Portanto, pode-se dizer que um ntimero complexo z # 0 possui infinitos argumentos ©,, e que
0 < O < 27 é o seu argumento principal.
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A.2.4 Formula de Euler

Dado um angulo 0, a identidade de Euler fornece

e*© = (cos© + i -sinO).

De acordo com a interpretacao geométrica dos nimeros complexos, a identidade de Euler
indica que as funcoes reais cos © e sin © sdo projecdes da funcdo complexa e,
No caso particular de © = 7, tem-se a férmula de Euler, definida por

e =—1.

Para © = +7, pode-se escrever

;T .
et = 44 .

A.2.5 Resumo das representacgoes
Com base nas representacoes descritas acima, pode-se escrever as seguintes relagoes:

z=(zr,y)=24+y-i=r-(cosO+i-sin@) =r-e®

r=ld =N = a2+ a2

© = arg(z) = arctan (;ﬂng —etan (z)

PP=-1.
Definindo-se
= (x,—y)=x—y-i=r-(cos©O —i-sin@) =r e

tem-se ainda as seguintes identidades:

x:Re{z}:Z+Z
2
e *
z—z
:I pummy
y=1Imiz} = ——

A.3 Operacoes com nimeros complexos

A seguir, sdo resumidas as operacoes basicas sobre niimeros complexos: adicao, subtracgao,
multiplicagao, divisao, potenciacao, radiciagao, exponencial e logaritmo.
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A.3.1 Adicao e subtracgao

Conforme a prépria definicdo dos niimeros complexos, as operagoes de adi¢ao e subtragao
realizam-se através da adigao/subtracao de suas partes real e imaginaria. Por isso, é preferivel
que se os represente na forma retangular. Exemplificando, dados

21=T1+y -t

e
22:$2+y2'i7
tem-se que
Za=2n+2=(x1+22)+ (11 +y2) 0
e

2 =121— 2= (21 —x2) + (Y1 — o) - 0 .

A.3.2 Multiplicagao e divisao

Para niimeros complexos expressos na forma retangular, a multiplicacao é realizada conforme
a propria definicdo dos niimeros complexos. Dados

21:x1+y1-i

Zg=To+ Y21,
a multiplicacdo é calculada por
Zm =212 = (T1 T2 — Y1 Yo) + (T1 Y2+ X2 Y1) 0
Para o cédlculo da divisdo, ¢ mais pratico transformé-la em uma multiplicacao, através do

complexo conjugado do denominador. Exemplificando, dados

21:$1+y1'i

Zyg =Ty + Y21,
onde 2, # 0, a divisdo é realizada da seguinte forma:

21 1 =z 25
Doy 2=y 2

Zd = -
Z9 Z2 29

' ER .

No caso dos niimeros expressos na forma polar, os cdlculos sdo extremamente simplificados.

Dados
zlle—i—yl-i:rl-ezel

29 =Tog+Ys- 1 =To €2,

obtém-se a multiplicagdo e a divisao, respectivamente, por

Zm = 2122 = (7"1 '€l®1> ' (r2 ’ 6192) = (r1-72) - e'(01192)

101
T+ € .

29 (rg - €92) Ty
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A.3.3 Potenciacao

Assim como nas operagoes de multiplicacdo e divisdo, é muito mais conveniente realizar a
operacao de potenciacao expressando-se os nimeros complexos na forma polar. Neste caso, o
calculo é realizado do seguinte modo, conhecido como 1% férmula de Moivre:

F =

(x+y-i)
(r-eig)k = rk.e

7% (cosk© +i - sinkO) .

— 1k©

A.3.4 Radiciacao

Na operacao de radiciacdo também é mais conveniente que se utilize a forma polar. Dado

o nimero complexo nao nulo

_ c_ i
Z=r+y-1=r-e,

deseja-se calcular o conjunto de N valores

1

WL .
o= %:Z%:(T.GZG)N:TW.GZ%, k=0,1,2,---,(N—1).

Tal problema é equivalente a resolver a seguinte equacao:

N

Zk_(rhei(a)zo’ k:071727"'7(N_1)7 (A2>

que, sendo de ordem N, deve possuir /N raizes.
Aplicando-se (A.1)) em (A.2)), obtém-se a seguinte seqiiéncia infinita de N raizes distintas:

|

< e
Z|=

o

1 _ _
Z_9 = (7‘ . ei(®+(_2)'2ﬂ')) N Z(%+(_2)'2W)
1
; N 1 (O 27
Z = (r : e’(®+(*1)‘2”)) N pw el (RN F)
1
1 N 1 (O 2w
1
i N 1 i(© 4.2
21 = (7" : 67’(®+1'27r)) N = TN - 67“(1\1'1'1 N)
1
i ~N 1 (O 27
29 = (7" : 61(9“'2”)) N — v iR E)
1
2 N L i(2 —2).2z 1 i(© 1 (_2).2n
YNz = (r.ez(®+(N—2)‘27r))N — ph L (R -2)3) e A(RTEDE) .,
1
i N 1 i( 2 2m 1 (O 2m
N1y = (T . ez(®+(N71)~2ﬂ'))N — ¥ RT3 L A(RHEDE) .
1
i N 1 (e .27 1 (O .27
2w _ (r ) 6@(@+N~2ﬂ’))N ra L RN — 5 A(RTOR) 2
1
i N Lo (S 2n 1 i(&41.2m
2Ny = (r . ez(®+(N+1)-27r))N ph (SN2 L (S .
1
i N 1 <] 2 1 (O o 21
Z(N+2) = (T ' eZ(eJr(NH).%)) " ry L A(RTNEDRR) (R E) 29
que pode ser resumida em
1
2 = (T ' €Z(e+k27r)>N — v FTEF) = pr L i(FHhER N ) (A.3)
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onde k=0,1,2,--- (N —1)em €N,

A Equagao (A.3), conhecida como 22 féormula de Moivre, mostra que as N raizes distintas
de um nimero complexo nio nulo z = r - €’ encontram-se uniformemente distribuidas em um
circulo com centro na origem do plano complexo e com raio igual a »~. O ponto inicial possui
A _® . ~ . 2
angulo ©y = % rad. Os pontos seguintes sao separados por intervalos angulares de 5f rad.
Equag6es binémias

As equacoes na forma
a,z2" +ag =0,

onde a,,ay € C, a, # 0 e n € N, sdo denominadas equagoes binomias.
Equacgoes desse tipo admitem n raizes distintas, calculadas por

o= -2 0 k=0,1,2,---,(n—1).

Qn

Equacgoes trindmias

As equagdes na forma
2
a9, 2" + apz" +ag =0,

onde asy,, an,ag € C, as, # 0, a, # 0 e n € N, sdo denominadas equacgoes trindmias.
Equacoes desse tipo admitem 2n raizes distintas. Para calcula-las, inicialmente, deve-se
fazer 2™ = x, obtendo-se
Aon®> + apx +ao =0,

que possui raizes xrj e xs.
Resolvendo-se as equacoes bindmias 2" = z; e 2" = x5, determinam-se as 2n raizes distintas
b
da equacao trindmia.

A.3.5 Exponencial (base ¢)

Assim como nas operagoes de adi¢ao e subtracao, é muito mais conveniente realizar a ope-
racao de exponenciacao expressando-se os nimeros complexos na forma retangular. Neste caso,
o calculo ¢é realizado do seguinte modo:

exp(z) = ¢€°

e(az+y'i)
= (&%) - ')
= (e") - (cos(y) +i-sin(y)) .

A.3.6 Logaritmo (base ¢)

E bom ressaltar que encontram-se algumas notacoes diferentes para logaritmos. Por vezes,
o logaritmo natural (base e) é representado por log(-), enquanto o logaritmo comum (base 10)
e os logaritmos de outras bases sao representados por log'base’(-) ou logipgse (). Por exemplo:
log10(-), log2(-), logio(-) e loga(-). Alternativamente, o logaritmo natural (base e) é representado
por [n(-), o logaritmo comum (base 10) é representado por log(-) e os logaritmos de outras bases
sao representados por log'base’ () ou logipgse (+)-
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Para realizar a operacao de logaritmo também é mais conveniente expressar os numeros
complexos na forma polar. O calculo é realizado da seguinte forma:

In(z) = In(z+y-i)
In (r . ei@) = In (r . ei(eik'2”)>
= In(r)+0©-1i,

onde £k € Ne 0 <O < 27 é argumento principal.

A.4 Referéncias

Os t6picos abordados neste capitulo podem ser encontrados, com mais detalhes, em [IMD™85].

AS.V.
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Topicos sobre divisao entre nimeros
inteiros

B.1 Algoritmo de divisao entre nimeros inteiros

Teorema (Divisdo com resto): Para cada inteiro ¢ (dividendo) e cada inteiro positivo d
(divisor), existe um tnico par de inteiros @ (quociente) e r (resto), tal que ¢ = @ - d + r, onde
0<|rl <d.

B.2 Quociente

O quociente pode ser descrito por

o-5]

onde |z] é a funcao floor(z), que representa o maior inteiro menor que x.

B.3 Resto

Algumas notagdes comuns para o resto da divisao de ¢ por d sao

r=Rylc] = ((c)) -

B.4 Congruéncia

Dois ntimeros inteiros ¢y e ¢y sao ditos congruentes, modulo d, quando d divide exatamente
(exactly divides ou evenly divides) a diferenga (c¢; — ¢3), 0 que pode ser descrito por

1= ¢y (mod d) ,

(a1 — )

Q="

ou

ClZQ'd+CQ. (Bl)
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Quando ¢; e d sdo inteiros positivos e 0 < ¢y < d, a Equagdo (B.1)) pode ser reescrita como

Cle'd+T,

onde o resto r da divisdo inteira é denominado (o menor) residuo de ¢;, médulo d.

Por outro lado, o célculo do (menor) residuo r de ¢1, médulo d, considerando-se que ¢; e d
sao inteiros quaisquer, é dado por

d>0ec;>0—=c=Q-d+r,—r=r,,
d>0ecl<O_>_‘61’:<_’Q‘)'d+(_‘rn|)_>r:d+<_’rn‘) )

d<0601>0—>C1:(—|Q|)'(_|d‘)+rp_””:(_|d|)+7"p

d<0ea <0— || = Q- (—ld]) + (—lral) = 7 = —[r]

B.5 Relacoes de equivaléncia

e Quando um par ordenado de elementos (z,y) possui uma propriedade R que os relaciona,
pode-se dizer que “x é R-relacionado com y", o que é simbolizado por xRy.

e A relacao R é definida como o conjunto de todos os pares ordenados que possuem a
propriedade em questao.

e Pode-se assumir que R é uma relagao definida sobre um conjunto de elementos, de tal
forma que x ou y possam representar qualquer elemento do conjunto.

e (lassificacao das relagoes:

— Reflexividade: se xRz ¢é valida para qualquer x, entao R ¢ reflexiva.

— Simetria: se yRx <> xRy, entdo R é simétrica.

— Transitividade: se (zRy e yRz) — xRz, entdo R é transitiva.

— Equivaléncia: se R é reflexiva, simétrica e transitiva, entdao R é uma relacdo de
equivaléncia.

e Pode-se demonstrar que a congruéncia é uma relagao de equivaléncia, uma vez que:

- =c¢ (modd)
— g =c—c=c (modd)

— g =cecn=c3—c=cz (modd)
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B.6 Relacoes tteis
Teorema: Para um mesmo nimero inteiro positivo d,
(i) Rala +b] = R4[Rala] + Ralb]]
(ii) Rala-b] = Ra[Rala] - Ra[b]]

onde + e - denotam, respectivamente, as operacoes de adi¢ao e multiplicagdo entre niimeros
inteiros.

B.7 Indexacao em arranjos matriciais

A seguir, sao discutidas algumas relagoes entre indexacao, sistemas de numeragao e calculo
modular em arranjos matriciais. Inicialmente, sao apresentadas duas formas de indexacao em
arranjos matriciais. Em seguida, os indices sao interpretados segundo diferentes sistemas de
numerac¢ao. Uma interpretacao dos indices segundo o calculo modular também é apresentada.
Finalmente, de acordo com uma forma alternativa de indexacdo, as relacoes sao redefinidas.

B.7.1 Formas de indexacao em arranjos matriciais

Nos arranjos matriciais retangulares (L x C'), os seus elementos podem ser indexados através
de uma referéncia dupla, a linha e a coluna, ou por meio de uma referéncia simples, a um tnico
ntmero, de tal forma que

Q(lc) = Q(n) (B2)

onde 0 <I<(L—-1),0<c<(C-1)e0<n<(LC-1).
Por exemplo, para uma matriz onde L. = C' = 4, pode-se indexa-la das seguintes formas
equivalentes:

apo @o1  Go2 403 ap a3 az as

ajp apx aipz ais — as as Gag Ay (B.3)
Qgp (21 A22 A23 asg a9 aip an

azp G31 Aagz2 Aa33 a2 @13 A14 d41s

B.7.2 Relagao entre indexacao e sistema de numeracao

Observando-se as Equacoes e , ambos os tipos de indexacao podem ser inter-
pretados como um arranjo estruturado de ntimeros naturais representados por dois diferentes
Sistemas de Numeragao Posicional Convencional (SNPC), um com base b = C' e outro com
base b = 10. Assim, a Equacao pode ser reescrita como

Aleye = A(n)1o - (B4)
No exemplo onde L = C' = 4, tem-se que
a(lc)4 = a(n)m . (B5)

Portanto, obter n a partir da tripla (C,,c), assim como obter a dupla ([,c) a partir da
dupla (C,n), pode ser interpretado como um problema de conversao entre bases em um SNPC.
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B.7.3 Relacao entre indexacao e calculo modular

Utilizando-se o célculo modular, o valor de n é dado por

n = (Numero de médulos completos - quantidade por médulo) +

(Deslocamento dentro do médulo final)

e pode-se dizer que
n=c (mod C) .

Baseado nessa interpretagao, dada a tripla (C, [, ¢), pode-se calcular n por meio de
n=(10-C)+c. (B.6)

A Equacao pode ser interpretada como a divisdo entre ntimeros inteiros, definida por

D=(q-d)+r =  —=q+ (B.7)

r
d Y

onde n = D (dividendo), | = g (quociente), C' = d (divisor) e ¢ = r (resto). Dessa forma, dada
a dupla (C,n), os valores da dupla (I, ¢) podem ser calculados por

c = rem (%)
(B.8)
| = (ngc)
[ = int(Z
(2) | (B.9)
¢c = n—(-C)

onde rem () e int (-) representam, respectivamente, o resto e a parte inteira da divisao inteira
em (-).

B.7.4 Formas alternativas de indexacao em arranjos matriciais

Em uma forma alternativa, onde 1 < I’ < L, 1 < < Cel < n < LC, as Equa-
¢oes (B.2)) e (B.3) podem ser respectivamente reescritas como

G,(l/c/) = a(n/) (Bl())
e
a1 aiz2 Aaiz aiq a az as Qaq4
Q1 G2z QA23 A4 _ as as ar ag (B.11)
31 azz2 33 AaA34 Qg aijp 11 a2
Q41 Q42 Q43 Q44 @13 a4 Q15 dAie

Nesse caso, dados I’ e ¢, pode-se obter

I = 1r-1
, (B.12)
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pode-se calcular n e, finalmente, pode-se chegar em
n=n+1. (B.13)
Por outro lado, dado n’/, pode-se obter
n=n"—1, (B.14)
pode-se calcular a dupla ([, ¢) e, finalmente, pode-se chegar em

I = 1+1
(B.15)
d = c+1

TET / UFF



338 Apéndice B. Toépicos sobre divisao entre nimeros inteiros

AS.V.



Apéndice C

Aliasing

C.1 Introducao

e A geracao de um sinal discreto no tempo através da amostragem de um sinal analégico
pode produzir um efeito que recebe as seguintes denominagoes: superposicao de freqiién-
cias, superposicao de sinais senoidais, superposicao espectral ou aliasing.

e A ocorréncia de aliasing é controlada por uma determinada relacao entre a freqtiéncia de
um sinal senoidal analégico e a freqiiéncia de amostragem.

e Em sinais senoidais, o efeito faz com que um sinal analdgico de alta freqiiéncia seja
interpretado como um sinal discreto de baixa freqiiéncia.

e Dessa forma, gera-se uma ambigiiidade na representacao de sinais analégicos por sinais
discretos.

e Em sinais compostos por diversos sinais senoidais, o efeito causa uma distor¢ao no sinal.
e Do ponto de vista da geracao de sinal discreto, isso pode ser visto como um problema.

e Por outro lado, se for usado adequadamente, esse efeito pode ser utilizado como uma
técnica de demodulagao de sinais discretos no tempo.

e A seguir, considerando-se um processo de amostragem uniforme, sao definidas as relagoes
entre as variaveis analogicas e discretas, bem como ¢é destacado o escalamento entre elas.
A ambigiiidade entre sinais senoidais discretos no tempo é apresentada, definindo-se faixas
especificas de freqiiéncia discreta (dngulos) para cada superposicao de sinais. A partir das
faixas definidas, sdo apresentadas as relagoes de ambigiiidade na representacao de sinais
senoidais analogicos por suas amostras. Por fim, sao ressaltadas as duas analises possiveis
para o problema de aliasing.

C.2 Amostragem uniforme

O processo de geracao de um sinal discreto no tempo, a partir de um sinal analogico, através
de uma amostragem uniforme com periodo Ty, pode ser descrito por

z[n] = x,(nTs) = xa(t)|t:nTs i (C.1)
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C.3 Relacoes entre variaveis analégicas e discretas

As Equagoes (C.2) a (C.4) estabelecem uma relagao entre a freqiiéncia (ciclica) analdgica f,
a taxa ou freqiiéncia de amostragem Fy e a freqiiéncia (angular) discreta 2.

w=2rf. (C.2)
1
Ts = o (C.3)
Q= wTS . (04)
De a obtém-se:
Q= (To) = (Ts)2nf = (2nT5)f = (1) f (C.5)

C.4 Equivaléncia entre valores analégicos e discretos

De (IC.5)), pode-se estabelecer a relagao de equivaléncia entre os valores de freqiéncia ana-

l6gicos e discretos, a qual é apresentada em (C.6|) a (C.7)).

Fq Fq Fq Fq
e —9Fe —35 _pe 18 075 o358 9p. ... ‘
f [ ’ Sy 3 9 ) S 9 707 9 y 573 9 ) Sy } (C 6)
Q=1 —4nr, =37, 21, —m, 0,7, 2m, 37, 4w, -] . (C.7)

C.5 Ambigiiidade entre sinais discretos no tempo

Um sinal senoidal genérico pode ser decomposto em componentes ortogonais, utilizando-se
a relacao

Ap - cos(Qon F Og) = (Ag) - cos(Oy) - cos(Qon) + (£Ao) - sin(Oy) - sin(Qyn) . (C.8)

Uma vez que a freqliéncia discreta €2 é um angulo, podem-se verificar ambigiiidades na
representacao de sinais senoidais discretos, dependendo da faixa de freqiiéncia utilizada. Assim:

e Faixa 1 (0 < Q < 7): x[n] = cos(n) # x3[n| = cos(n), para Q # o, 0 que
representa auséncia de ambigtiidades.

e Faixa 2 (Q =m): Ag-cos(mnFOy) = (Ap) - cos(Og) - cos(mn) = (Ap) - cos(mn), o que gera
ambigiiidade em amplitude e em angulo de fase.

e Faixa 3 (7 < Q < 27): x34[n] = cos(Qgan) = cos(—Nan) = cos(an) = x13[n|, para
Q34 = —(19, 0 que gera ambigiiidade em freqiiéncia.

e Faixa 4 (Q > 27m): xzk[n| = cos((2 + K27m)n) = cos(Qn) = xzg[n], o que gera ambigiiidade
em freqiiéncia.

Portanto, as seqiiéncias senoidais do tipo z[n] = cos(2n) sao distintas para freqiiéncias 2
tomadas de tal forma que 0 < 2 < 7. Caso contrario, ocorrerao ambigiiidades entre os sinais.

Tal caracteristica dos sinais discretos tem influéncia na amostragem dos sinais continuos,
o que é discutido nos itens que se seguem.
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C.6 Amostragem sem ambigiiidade

Dada a faixa de freqiiéncia discreta

OSQ()<7T,

e a correspondende faixa de freqiiéncia analdgica

F
0§f0<?sv

pode-se estabelecer a seguinte correspondéncia biunivoca entre sinais senoidais analégicos e
discretos:

xq(t) = cos(2m fot) <> x[n] = cos(Qon) .

Dessa forma, considerando-se um sinal analdégico composto por diversos sinais senoidais,
onde fyrax representa a maior freqiiéncia envolvida, a relagao

F
0§fMAX<757

garante a representacgao correta do sinal analégico pelo seu correspondente discreto e é conhecida
como Teorema da Amostragem (Nyquist-1928 x Shannon-1949).

C.7 Amostragem com ambigiiidade

C.7.1 Freqiiéncias multiplas de 2 =7«

Dadas as frequiéncias discretas

Qp=2k+1Dr, k=0,1,2,3,- - ,

e as correspondentes freqiiéncias analdgicas

F
fk:(2k+1)7‘9, k=0,1,23,---,

podem ser definidos dois tipos de ambigiiidade na representacao de sinais senoidais analégicos
por sinais senoidais discretos: i) em amplitude e dngulo de fase e ii) em freqiiéncia.

Para k = 0 e utilizando-se (C.8)), a relacao de ambigiiidade em amplitude e angulo de fase
é dada por

zq(t) = cos(2m fot + O) <> x[n] = cos(Qyn + O)
= c0s(Op)cos(Qon) <> cos(Og)cos (27 fot) # z4(t) .
Por sua vez, para k > 0, a relagdo de ambigiiidade em freqiiéncia é dada por

zq(t) = cos(2m fit) <> x[n] = cos(Qn)
= cos(Qon) <> cos(2m fot) # x4(t) .
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C.7.2 Freqiiéncias em 1° e 22 quadrantes

Dadas as freqiiéncias na faixa de auséncia de ambigtiidade

OSQo<7T

e as frequiiéncias de 1° e 2° quadrantes

Q= (k2r+ Q) , k=0,1,2,3,-- ,

pode-se estabelecer a seguinte relagao de ambigiiidade em freqiiéncia

zo(t) = cos(2mfyt) <> x[n] = cos(yn)
= cos ((k2m + Qo)n)
= cos(Qon) <> cos(27 fot) # x4 (1) .

Utilizando-se as relagbes entre as varidaveis analdgicas e discretas, a ambigiiidade entre
representacoes ocorre para as seguintes freqiiéncias:

Q. = k2 +Q
wils = k27 + woly
27TfkTS = k2 + 27Tf0T5

1
2nf, = k2n— 4+ 27 fy
Ts
Je = kFs+ fo.

Portanto, as faixas de frequiéncia de superposicao de sinais analdgicos gerada por freqiiéncias
)
discretas nos 1° e 22 quadrantes sao

F 1
BFs < fi< (WPs+22) = (k4 5) oy k=0,1,2,3,

C.7.3 Freqiiéncias em 3° e 42 quadrantes

Dadas as freqiiéncias na faixa de auséncia de ambigtiidade

OSQo<7T

e as frequiiéncias de 3° e 4° quadrantes

Qg = (27’(’ - Qo)

Q) = (k2m) + () = (B2m) + 27 — Q) = (kK +1)2r — Qo) , £=0,1,2,3,--- |

pode-se estabelecer a seguinte relagao de ambigiiidade em freqiiéncia
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z.(t) = cos(2nfit) > x[n] = cos(Qn)
= cos(((k+1)2m —Qo)n)
= cos(Qon) <> cos(2m fot) # x4(t) .

Utilizando-se as relacoes entre as variaveis analdgicas e discretas, a ambigiiidade entre
representacoes ocorre para as seguintes freqiiéncias:

fr=(F+1)Fs— fo.

Portanto, as faixas de freqiiéncia de superposicao de sinais analdgicos gerada por freqiiéncias
discretas nos 3° e 4° quadrantes sao

1
(k+1>FSZfIQ> <k+2>F57 k:O7172737”' :

C.8 Analises importantes

Duas anélises podem ser realizadas, considerando-se um sinal senoidal analégico x(t), amos-
trado com uma determinada freqiiéncia de amostragem Fl:

e Dada uma mesma freqiiéncia de amostragem Fg, qual o efeito sobre os diversos sinais
senoidais analégicos xy(t) = cos(wit) 7

e Dadas as diversas freqiiéncias de amostragem Ffs,, qual o efeito sobre o mesmo sinal
senoidal analégico z(t) = cos(wt) 7
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Apéndice D

Exemplos de calculo da resposta de um
SLIT de primeira ordem

D.1 Introducao

Aqui sao apresentados exemplos de calculo das respostas de SLITs, os quais sao descritos
por equacgoes de diferenca lineares, de primeira ordem, com coeficientes constantes.

O problema envolvido nos célculos é:

— Dados os sistemas descritos por:

yln] + ary[n — 1] = boz[n] , (D.1)
y[n] + ary[n — 1] = byx[n — 1] (D.2)
yln] + ary[n — 1] = box[n] + biz[n — 1] . (D.3)

— Dada a condicao inicial (ou condigao auxiliar): y[—1].

— Calcular a solugao da equagao homogénea: y,[n| = y[n] u[n], para z[n] = 0.

— Calcular as respostas do sistema relaxado (y[n] = 0, n < 0), para as seguintes
entradas: &[n], u[n], 2™ u[n], /%™ u[n] e cos(Qon) uln).

Inicialmente, é efetuado o calculo da solugao da equacao homogénea.

Em seguida, sao efetuados os calculos para as respostas relativas as entradas especificadas,
para o sistema descrito pela Eq. (D.1]), as quais pode ser denominadas ypo[n].

Aproveitando os resultados de ypo[n], sao efetuados os calculos para as respostas do
sistema descrito pela Eq. (D.2)), as quais podem ser denominadas ypi[n]. Para tal, sdo
utilizadas as propriedades de invaridncia no tempo e de homogeneidade de um SLIT:

yp1[n] = (271)) ypoln — 1],

Finalmente, aproveitando os resultados de ypo[n] e de ypi[n], sdo efetuados os célculos
para as respostas do sistema descrito pela Eq. (D.3)), as quais pode ser denominadas y[n].
Para tal, é utilizada a propriedade de linearidade de um SLIT: y[n| = ypo[n] + yp1[n].
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D.2 Metodologia de solucao

A seguir, é descrita a metodologia de solugdo adotada para o célculo em questao.

D.2.1 Sistema alvo e analise qualitativa
O sistema alvo para o calculo da resposta de um SLIT de primeira ordem ¢ mostrado na
Figura e é definido pela Equacao [D.1] a qual pode ser reescrita como
yln] = —ay[n — 1] + box([n] ,
sujeita a condi¢do inicial (ou condicdo auxiliar) y[—1], e ao sinal de entrada z[n] = f[n] u[n].

z[n] yln]

bo
N
| ()

D—l

yln —1]

Figura D.1: Sistema alvo para o célculo da resposta de um SLIT de primeira ordem.

Podem ser observadas duas dindmicas ocorrendo no sistema em questao. Considerando-se
xz[n] = 0 e y[—1] # 0, verifica-se um processo de “escalamento e acumulagao”, a partir de y[—1].
Isso caracteriza uma progressao geométrica, gerando uma sequéncia y[n] com caracteristica
exponencial. Por outro lado, considerando-se z[n] # 0 e y[—1] = 0, destacam-se dois efeitos
distintos. No primeiro deles, observa-se que a entrada exerce uma influéncia direta sobre a
salda, por meio do caminho nao recursivo “multiplicador-somador”, forcando uma correlagao
direta entre as suas formas. Além disso, os elementos da sequéncia de entrada, ao entraram no
fluxo recursivo, também colaboram para a geracao de uma dinamica acumulativa exponencial.
Portanto, em se tratando de um sistema linear, pode-se esperar que a saida total seja composta
por trés segmentos elementares: i) uma fungao exponencial, provocada pelo estado inicial e
aliada a um comportamento natural do sistema; ii) uma fungdo cuja forma é forgada pela
forma da entrada; iii) uma outra funcdo exponencial, provocada pela entrada, mas também
relacionada ao comportamento natural do sistema.

D.2.2 Técnica de solucao

A fim de se obter uma solugao para uma equacao de diferenca linear, de primeira ordem e
com coeficientes constantes, sera utilizada uma técnica semelhante aquela empregada na solucao
de uma equacao diferencial linear, de primeira ordem e com coeficientes constantes.

Dado que a equacao é linear, o efeito provocado por cada causa isolada pode ser compu-
tado separadamente, anulando-se as demais causas. Para calcular o efeito de diversas causas
simultaneas, basta combinar os efeitos provocados por cada uma delas.

No caso em questao, o problema é dividido em duas partes. Por um lado, é considerada a
evolugao da equagao no intervalo —oo < n < Ny, para sinais x4[n] desconhecidos, o que provoca
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a condicao auxiliar y[Ny — 1]. Em seguida, para n > Ny, aplica-se um sinal conhecido x[n].
Uma vez que a equacao possui coeficientes constantes, sendo um processo invariante no tempo,
pode-se facilitar o problema, fazendo-se Ny = 0.

Portanto, buscando-se resolver a equacao para n > 0, pode-se pensar em duas influéncias
isoladas: i) a condigao auxiliar y[—1], provocada por sinais desconhecidos, e ii) o sinal conhecido
z[n] = fln] un].

Inicialmente, é encontrada a solucao da equagao homogénea, provocada isoladamente pela
condicao auxiliar. Em seguida, é obtida a solugdo da equacao nao homogénea, provocada
isoladamente por um dado sinal. Finalmente, a solucao completa é definida pela soma das
solucoes anteriores.

D.2.3 Solucao da equagao homogénea

Dada uma equagao de diferenca linear, de primeira ordem e com coeficientes constantes, com
condigao auxiliar y[—1] ndo nula, a equagdo homogénea é aquela obtida ao se fazer z[n] = 0,
para n > 0.

A solugao para a equagdo homogénea, submetida a uma condi¢ao auxiliar y[—1] ndo nula,
é uma sequéncia y,,[n] u[n] que segue a regra de comportamento definida por essa equagao.

A fim de atender a uma condicao auxiliar y[—1] qualquer, a solugdo pode ser ponderada por
uma constante Kj,.

Portanto, pode-se propor que a solucao da equagao homogénea seja da forma

yn[n] = Ky ysaln] uln] .

D.2.4 Solucao da equacao nao homogénea

Considerando-se a equa¢ao nao homogénea, submetida a uma condigao auxiliar y[—1] nula
e a um sinal conhecido z[n] = f[n]| u[n], o processo de solugao ainda pode ser subdividido em
duas partes.

Pode-se pensar que a aplicagdo do sinal z[n] provoca dois efeitos. Um deles é devido & parte
nao recursiva do processo e o outro é causado por sua parte recursiva.

O efeito causado pela parte nao recursiva é um simples escalamento do sinal. Assim, pode-se
propor uma solucao particular ao sinal, do tipo

ypln] = Kp @[n] .

Por sua vez, a parte recursiva do processo provoca a acumulacao e a recombinagao do sinal
x[n]. Essa é a mesma dindmica que ocorre na resposta da equagado homogénea. Logo, pode-se
propor uma solugao complementar, do tipo

yc[n] = Kc yh[n] :

Finalmente, devido a linearidade do processo, a solugao da equagao nao homogénea, refe-
rente ao sinal z[n], é dada por

Ya[n] = yp[n] + ye[n] .

D.2.5 Solucao completa

Em um processo linear, para que se calcule o efeito de diversas causas simultaneas, basta
que se combine os efeitos isolados de cada uma delas.
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No caso em questdo, as causas isoladas sdo o sinal externo ao processo z[n| = f[n] u[n] e o
sinal armazenado internamente no processo y[—1| 6[n + 1].

Para n > 0, o efeito do sinal x[n] é a solucao y,[n] = y[n]|,-1j=0, enquanto o efeito do sinal
y[—1] 0[n + 1] é a solugao yu[n] = y[n]|zm)=o-

Portanto, para n > 0, a solugao completa ¢ definida como

Yiot[n] = Ya[n] + ynln] = (ypln] + ve[n]) + ynln] -

D.2.6 Decomposicao da solugao completa

Na solucao completa, podem ser identificadas varias componentes. Logo, dependendo da
causa atribuida a cada componente, elas podem ser agrupadas de diversas formas diferentes.

A solugdo y,[n], devido a entrada x[n], pode ser identificada como a resposta a entrada ou
a resposta ao estado nulo ye[n]. Por sua vez, a solu¢do y,[n], devido as condigoes iniciais ou
ao estado inicial, pode ser identificada como a resposta ao estado ou a resposta a entrada nula
Yest [n]

A solucao da equagao nao homogénea y,[n] pode ser vista como uma composi¢ao de uma
solucdo puramente associada a entrada y,[n] com uma solucao ligada a acumulacao de dados
Ye[n] (similar a solugdo da equagdo homogénea).

Observando-se que a componente particular y,[n] é uma versao escalada do sinal z[n], pode-
se dizer que ela é uma solucao diretamente forcada por tal sinal e, portanto, ys.[n] = y,[n].
Por sua vez, dado que a componente complementar y.[n] é uma versdo escalada da solucao
homogénea y;[n], e que ambas representam uma solugdo sem a influéncia direta do sinal x[n],
pode-se dizer que elas sao solugdes naturais, de tal forma que Ynar, [7] = Yn(n], Ynaty 1] = ye[n]
€ Ynat [n] = Ynat, [n] + Ynat, [n]

Por fim, pode-se ainda agrupar todas as componentes transitérias em uma tnica solugao
transitoria Yy, [n], bem como agrupar todas as componentes permanentes em uma tnica solu-
cao permanente Yperm[n/,

Assim, a solugdo completa admite as seguintes decomposigoes:

Yot ] = Yent[n] + Yest[n]
= Ya[n] +ynln]
= (Yp[n] + yeln]) + ynln]
= Yp[n] + (yn[n] + ye[n])
= Yfor (1] + (Ynat, (7] + Ynato[1])
= Ysor[n] + Ynat[n]
= Yiran[") + Yperm[n] - (D.4)
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D.3 Solucao da equacao homogénea
Dada a equacao

y[n] +aryln —1] =0, (D.5)

submetida a uma dada condicdo inicial y[—1], pode-se propor uma solu¢ao do tipo
ynln] = Kp2" . (D.6)
Substituindo-se em (D.5)), obtém-se:
Khz” + (ZlKth_l =0 R

que pode ser fatorada em

K, 2" (1 + a12_1> =0,

de onde, desprezando-se a solucgao trivial z = 0, conclui-se que

l+a127' =0
e
z=—a . (D.7)
Substituindo-se (D.7) em (D.6), obtém-se:
ynln] = Kn(=a1)" (D.8)

de onde, com o auxilio da condigdo inicial y[—1] e de (D.5)), conclui-se que

y[0] = ynl0] = K,
y[0] = (—a1) y[-1]

Ky = (—a1) y[-1] . (D.9)
De e , deduz-se que a solucao da equacdo homogénea, para n > 0, é dada por

yuln] = y[0] (—a1)" uln]
= (—a1)y[-1] (—a1)" uln]
= y[-1] (—al)"Jrl uln] . (D.10)
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D.4 Resposta do sistema y[n] + ayy[n — 1] = byx|[n|

A seguir, sao calculadas as respostas do sistema relaxado (y[n] = 0, n < 0), para as seguintes
entradas: [n], u[n], 2" u[n], /%™ u[n] e cos(Qon) uln).
D.4.1 Calculo para x[n] = d[n]

Dada a equagao

y[n] + aryln — 1] = bod[n] ,

tem-se, para n = 0, que

y[0] = bo (D.11)

e, para n > 0, que

y[n] +ayln —1] =0 .

Assim, exceto em n = 0, o problema se resume ao calculo da solu¢ao de uma equagao
homogénea, com condigao inicial dada por (D.11]). Portanto, a resposta pode ser definida por

bo n=20
hin] = ys[n| = ’ D.12
=l = { oG D.12)
Substituindo-se (D.10]) e (D.11)) em |D.12} obtém-se:
n b n
il = ) ala] = (1) (1) (-l
= (bo) (d[n]) + (bo) (—a1)" u[n — 1]
bo bo
— -1 _ n+1 o n -1 ]
() 60+ -0 () ™ ubl = (e o - 1)
D.4.2 Calculo para z[n| = uln]
Dada a equagao
y[n] + ary[n — 1] = bouln] , (D.13)
pode-se propor uma solucao do tipo
onde a solugao particular (similar a entrada) é dada por
yp[n] = K, (D.15)
e a solu¢do complementar (similar a solugdo homogénea) assume a forma
Yeln] = K.2" = K. (—ay)" . (D.16)

Substituindo-se (D.15)) em (D.13]), obtém-se, para n > 0:

Kp+a1Kp = b() s
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que, fatorada, fornece
K,(1+ay) =b
e
bo
K,= . D.17
P ( 1+ ay > ( )
A combinagao de (D.14)) a (D.17)) resulta em
= (1) 4 K" (D.18)
Yu M| = 1 +a c ay .
Substituindo-se n = 0 em (D.18)) e (D.13)), tem-se que
bo
K.=bg,
(s et
da qual conclui-se que
boay bo
K, = = (=1 — ) D.19
() o o
De (D.19) em (D.18)), obtém-se, para n > 0:
il = (2 ) o) + (1) (22 ) (=)™l (D.20)
1+ ay 1+ ay
D.4.3 Célculo para z[n] = 2" u|n]
Dada a equacao
y[n] + ary[n — 1] = boz"u[n] , (D.21)
pode-se propor uma solucao do tipo
onde a solugao particular (similar a entrada) é dada por
yp[n] = Kp2" (D.23)
e a solucdo complementar (similar & solu¢do homogénea) assume a forma
Ye[n] = K. (—a1)" . (D.24)

Substituindo-se (D.23]) em (D.21]), obtém-se, para n > 0:

K,z" + alez"_l =byz" ,

que, fatorada, fornece

Kyz" (1 + alz_l) = bpz" ,
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de onde, desprezando-se a solugao trivial z = 0, conclui-se que

bo
K,=———]| .
P <1+6L12_1>

A combinacao de (D.22)) a (D.25)) resulta em

yaln] = (bo) K (—ay)”

1+ Cle_l

Substituindo-se n = 0 em (D.26)) e (D.21]), tem-se que

bo
) FEe=h.
<1+a1z—1>+ 0

da qual conclui-se que

boalz_l bO -1
BC = _ = —1 _ — .
(1 + alz—1> (=1) (1 +a;z7t 2 ()

De (D.27) em (D.26)), obtém-se, para n > 0:

y.[n] = <1+I;Olz_1> (z" uln]) + (-1) (1_:;012_1> 51 (_al)nﬂ uln] .
D.4.4 Célculo para z[n] = /%" y[n]

Definindo-se a relagao

z[n] = 7P = (eJQ‘)) = 2" para z = ¢/ |

n

pode-se utilizar o resultado anterior, onde x[n] = z"u[n].

Assim, de (D.29) e (D.28]), obtém-se:

bo bO

ye[n] = <1—|—(11€790> (ejQO" u[n]) + (—1) <1—|—a16390> e_jQO (_a1>n+1 u[n] .

D.4.5 Calculo para z[n] = cos(Qyn) u[n]

Definindo-se a relagao

1N 1 4
x[n] = cos(Qn) = (2) eIon (2) ¢i%%n

pode-se utilizar o resultado anterior, onde x[n] = e/%" u[n).

(D.25)

(D.26)

(D.27)

(D.28)

(D.29)

(D.30)

(D.31)

AS.V.



D.4. Resposta do sistema y[n| + a1y[n — 1] = byzx[n] 353

Assim, de (D.31)) e (D.30)), obtém-se:
1 bo Q0 (1) bO —iQ n+1
Yeos[1] <2> (1 + (Lle—JQ(J) € +(=1) 2 1+ are %% € (—a1) T
1 bo —i%% (1) bo 19 n+1
2) <1+a16390> c +(=1) 2) \1+ a;eih e (—a)
1 bo iQon <1> bO —jQon
<2) <1 +ale—fﬂo> ) \Traem )¢ *
. 1 b _
—1) 70 () ' —iQo | (_, 1
l( > <1+CZ1€]QO>€ * 2 <1+a16390>6 ( Cll)

- (G Qo ]
(=

(
- |

1 780 1 e 0| (g, )T
1) [( ) o) &% 4 (2) H, () 9]( O (D.32)
onde:
HL(5) = (Hb) — |H (@) (D.33)
H_(Q) = (1—!—ch1639> = |H_(Q)]e/“H-©) (D.34)

De (D.33) e (D.34), conclui-se que

[H (Q)] = [H-(Q)] = [Hpo(Q)] ,

LH () = —ZH_(Q) = ZHpo(1?)

e
. bo
Hpo(Q) = |HDO(Q)|€]ZHDO(Q) - <1+a16_m> . (D.35)
Substituindo-se ([D.35)) em (D.32)), tem-se que
1 , , 1 , ‘
ycos[n] = {<2> |HDO(QO)’ e4Hpo(S0) S0 + () |HDO(QO>’ e~ I4Hpo(S0) ejﬂon] +

(_1) [(;) \HDo(Qo)| e~ J4Hpo(Q0) i + ( ) \HDo(Qo)\ eI 4Hpo(Q0) ej90:| (—al)"H

e, finalmente, que

Yeos[n] = |[Hpo(Qo)| cos (Qon + LHpo(o)) u[n] +
(—1) |HDO(Q())| cos (QO — AHD()(Q())) (—al)"ﬂ U[TL] .
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D.5 Resposta do sistema y[n] + a1y[n — 1] = byz[n — 1]

Considerando-se ypo[n] como a resposta a equagao de diferenga y[n] 4+ a;y[n — 1] = box[n], e
utilizando-se as propriedades de invariancia no tempo e de homogeneidade do SLIT, a resposta
a equacao de diferenga y[n| + ajy[n — 1] = byz[n — 1] é dada por ypi[n] = (2—;) ypo[n — 1].

Portanto, os calculos que se seguem sao apenas adaptagoes dos célculos anteriores.

D.5.1 Calculo para z[n] = §[n]

) = wal) = () (- udo - 1
= b (—a) tun—1] = (-1 (2) (—a)” uln — 1]

= (b)) (8[n — 1)) + (b1) (—ar)" " un — 2]
- ( by > (6[n —1]) + (-1) ( by ) {(—Ch)n uln — 1] — (_al)nfl uln — 2]} .

1—|—CL1

D.5.2 Célculo para z[n] = u[n]

wil = () (2 o= 1 o0 () (2 ) (o=

D.5.3 Calculo para z[n| =z

wlil = () (s ) ol 104 0 () (s ) o ot -

_ (H’“;;_l) (2" uln — 1)) + (—1) (2) <1+l;012—1> (—a) uln — 1] .
(D.37)

D.5.4 Calculo para z[n] = /%" u[n]

ulal = (3 ) (el 1) + 0 () (i ) e (a1

1+ aje=7% 1 4 a;e=7%%
(D.38)
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D.5.5 Calculo para z[n] = cos(Qyn) uln]

Yeos|n] = |Hp1(Qo)| cos (Qon + LHp1()) uln — 1] +
(—].) (z;) |HDO(QO)| COS (QO — ZHD()(Q())) (—Cll)n U[TL — 1] s (D39)
onde:
Hpo(82) = (1 + abloe mo>

Hpi(Q) = (bleJQO) = <z;> Hpo(Q) e

1+ are 7%
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D.6 Resposta do sistema y[n|+a1y[n—1] = byz[n|+bix[n—1]

Considerando-se ypo[n| como a resposta a equagao de diferenca y[n] + ayy[n — 1] = boz[n],
yp1[n] como a resposta a equagao de diferenca y[n] + ayy[n — 1] = byz[n — 1] e utilizando-se
a propriedade de aditividade do SLIT, a resposta a equagao de diferenca y[n| + a1y[n — 1] =

box[n] + byz[n — 1] é dada por y[n] = ypo[n] + yp1[n].
Portanto, os calculos que se seguem sao apenas adaptagoes dos cdlculos anteriores.

D.6.1 Caélculo para xz[n] = d[n]

hn] = ys[n] = bo (—ar)" uln] + by (—ay)" " uln —1] .

D.6.2 Caélculo para z[n] = u[n]

wln] = (1 + a1> (1 Jbroa) (—a1)"" " uln] +
(1 + a1> ulp = 1)+ (=) (2) (1 f%) (—a))"uln—1] . (D.40)

D.6.3 Calculo para z[n] = 2" u[n]

wl] = (b) (=" uln]) + (~1) (b> = (—a)™ uln] +

1+ aiz ! 1+ a1z 1
(r ) - 0 () ()« a1,
(D.41)

D.6.4 Célculo para z[n] = e/**" y[n]

ulil = (ot ) (" o) + (0 (o ) ™ (o)™ ol +

1+ a7 14 a;e=7%
bye S . by bo B .
(s (e e = 1)+ 0 () (i) % ol =1
(D.42)

D.6.5 Calculo para z[n] = cos(Qyn) uln]

Yeos|n] = |Hpo(Q)| cos (Qon + LHpo(S)) uln] +
(=1) [Hpo(Q0)] cos (Q — ZHpo()) (—ay)™™ uln] +
|HD1(Q())| cos (Qon + lHDl(QO)) u[n — 1] +

(—1) <b1> |Hpo(Q0)| cos (% — ZHpo()) (—a1)™ un—1] . (D.43)
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Exemplo de invaridncia ao tempo na
resposta de um SLIT

E.1 Introducao

Deseja-se mostrar, através de um exemplo, que a resposta de um SLIT relaxado (y[n] = 0,
n < 0), é invariante ao tempo (ou ao deslocamento).

n

Como exemplo, serd considerada a entrada z[n| = 2" u[n], em um sistema descrito por

y[n| + ary[n — 1] = box[n].
Inicialmente, é apresentado o resultado ja calculado para z[n| = 2™ u[n].
Em seguida, ¢ calculado o resultado para z'[n] = x[n — Ny] = 2" u[n — Nyl.

Finalmente, é mostrado que, por invariancia ao tempo, tem-se

[n] — y[n]

2'[n] = z[n — No] — ¥'[n] = y[n — Ny .

E.2 Resultado previamente calculado

Dada a equagao

e a entrada

a solucao é dada por

il = () Gl + ) () () o). (82

1+ alz*1
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E.3 Calculo para a entrada deslocada z'[n] = z[n — N
Dada a equagao
y'[n] + ary'[n — 1] = bez" Nouln — Ny| , (E.3)
pode-se propor uma solucao do tipo
y'In] =yyln] +yn] | (E4)
onde a solugao particular (similar a entrada) é dada por
y,[n] = K, 2" o (E.5)
e a solugdo complementar (similar a solugdo homogénea) assume a forma
/ . ’I’L—N()
Yeln] = K (—ax) : (E.6)
Substituindo-se (E.5)) em (E.3), obtém-se, para n > Ny:
K,z N0 4 g Kz Mot = pyzn Mo
que, fatorada, fornece

KpZ”_NO (1 + alz_l) = bz N |

de onde, desprezando-se a solucgao trivial z = 0, conclui-se que

K, = <b°> . (E.7)

1+ alz_l

A combinagao de (E.4) a (E.7) resulta em

bo _
/ _ n=No 4 & (_ n—No
e e E e A (B5)

De (E.8) e (E.3), tem-se que

bo
'Ng] = | ——— K.=b
Y. [No] <1+a12_1> + 0,

da qual conclui-se que

boalz_l bo 1
Kc — — _1 - - — . E.9
() = o () (e ) (5.9
De (E.9) em ([E.8|), obtém-se, para n > Ny:

y.[n] = (b0> ("7 uln — No]) + (-1) (b0> (—arz™") (=)™ uln — No] .

1+az7? 1+ aiz7!
(E.10)
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E.4 Comparacao dos resultados

De (E.2) e (E.10), tem-se que

/

yln] = y=[n — Noj .
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Apéndice F

Calculo dos coeficientes da DTFS

F.1 Introducao

Pode-se propor a decomposi¢ao de um sinal peridédico Z[n] em uma combinagao linear de
sinais de base ¢x[n], de tal forma que Z[n] = ¥ ¢ dr[n].

Uma vez que a exponencial e/ é uma autofuncao para SLITs estaveis, torna-se interessante
utilizar a exponencial ¢;[n] = 2 = /%" = eIkon — ejk(%)”, onde Qg = (%’r)

Percebe-se que existem N valores distintos para 0, = k (QW”) Portanto, existem N valores
distintos para ¢ [n] = ()", Logo, para k = (N) = (K),(K+1),(K+2),--- ,[K+(N-1)],
pode-se dizer que &[n| = ¥,_n) cr @x[n]. Dessa forma, o conjunto de coeficientes c; pode ser
interpretado como uma seqiiéncia periédica ¢ = c[k] = &[k] = X[k].

Além disso, pode-se pensar que as parcelas ¢, @x[n] representam projegoes vetoriais de Z[n]
nas fungoes de base ¢y[n].

Por fim, observa-se que a decomposicao Z[n] = Yy—(nycx @x[n] forma um sistema de N
equacgoes a N incognitas.

Com base nessas defini¢oes e observagoes, os seguintes procedimentos podem ser utilizados
para o calculo dos coeficientes ¢

e Algebra linear: projecao de um vetor sobre um conjunto de vetores ortogonais entre si.
e Utilizacio da periodicidade dos coeficientes ¢, = c[k] = &[k] = X[k].
e Resolugao de um sistema de N equacoes a N incognitas.

A seguir, é apresentado o calculo dos coeficientes ¢, baseado em dois desses procedimentos.

F.2 Calculo baseado na periodicidade dos coeficientes ¢,

F.2.1 Calculos auxiliares

Do Apéndice [, tem-se que

W-b N a =
SN = Z a" = { 1—alV ’ s
n—=0 -, aFl
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. 27 ,
de onde, fazendo-se a = ¢’ K5 ), obtém-se

(N-1) N , k=0,£N,4+2N, .- £IN

Z ejk(%)" — jk(%’)N )

n=0 % =0 , caso contrario ’
1—e’"\'N

(N=1) -
DI CILIN S C { Ny k=08, 22N, 2N (F.1)
— 0 , caso contrario
n=(N) n=0
F.2.2 Raciocinio utilizado no procedimento de calculo
E proposto que um sinal periédico seja decomposto em
=% et (Fn (F.2)
k=(N)

Devido a periodicidade das fungbes exponenciais, h(FF)n = kLN )(%ﬂ)”, os coeficientes
¢, também serdo periddicos, com periodo fundamental N. Logo, os coeficientes podem ser
interpretados como uma seqiiéncia periodica, de tal forma que ¢ <> ¢[k] = ¢[k £ IN].

Portanto, da mesma forma que é feito em , pode-se propor a decomposicao

rl= > cnej"(W)T: > f[n]ejn@ﬁ)r, (F.3)

n=(N) n=(N)

que, ao empregar os valores de Z[n| como coeficientes ¢,, utiliza a prépria funcao z[n| para o
calculo dos seus coeficientes c;.

F.2.3 Desenvolvimento do calculo

Para se obter uma formulagdo similar aquela de (F.3)), pode-se modificar (F.2]), de modo

que

E[n)e(¥)" = ( 3 ckejk(%\;r)") I (F)r
k=(N)

S s 8 ( 5wk o
k=(N)

n=(N) n=(N)

= ¥ (Z Ckeﬂw)(%&)n)

n=(N) \k=(N)

N————

= Y « ( 3 €j<k+r>(2§)n)

k=(N) n=(N)

= Z cx S(N,k, 1),

k=(N)
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onde:

S(N,k,r) = ( 3 eﬂk”)(?v”)”) . (F.5)

De (F.1)) e (F.5), deduz-se que

N , (k+7)=0,£N,4+2N, .- +IN

S(N,k,r) = { 0 , caso contrario 0

Para que se obtenham N funcoes e (F)r = en(F)CEN) diferentes entre si, deve-se ter uma

faixa r = (N) = (R),(R+1),--- ,[R+ (N — 1)]. Por sua vez, dada uma faixa r = (N), a
Equacao (F.6) mostra que apenas um valor de S(N, k,r) serd diferente de zero e igual a N, o
que ocorrera quando r = —k + [N. Portanto, fazendo r = —k £ [N, a Equagao ([F.4) torna-se

> e (F) = 3 afnlen (RO
n=(N) n=(N)
= Z :i[n]e_j"@ﬁ)keij”%l
n=(N)
= 3 dn]eM(F)
n=(N)

= N . (F.7)

De ([F.7)), conclui-se que os coeficientes ¢ sdo dados por

2

1 1 —in(2E VR
a=— Y. I[nle in(F)k
Nn:(N)

F.2.4 Equacoes da DTFS

Uma vez calculados os coeficientes ¢, = X[k], as equagoes da DTFS sao dadas por

onde X[k] = X[k £ IN], para [ € N.

F.3 Calculo baseado em algebra linear

A equagao de sintese da DTFS, que é dada por Z[n] = > X[k] ejk(%)", pode ser
reescrita como Z[n] = . cx ¢x[n], onde ¢, = X[k] e ¢p[n] = eF(F)m Dessa forma, ela pode
ser interpretada como a projegdo de um vetor genérico Z[n| sobre um conjunto de vetores
ortogonais entre si ¢g[n]. Portanto, para calcular os coeficientes X|[k], pode-se pensar em
calcular tais projecoes. Isso ¢ feito a seguir.
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F.3.1 Rearranjo da equacao de sintese da DTF'S

A equacao de sintese da DTFS é dada por

(2= K+(N-1) . (N-1) .
i) = 3 e dulnl ZXéW> S XK HE) = Y Xk SHE ()
k k=K k=0
Definindo-se a constante ,
Wy = eij(ﬁﬁ)

e as seqiiéncias periédicas, com periodo N, tanto em k£ como em n

wy[n] = Wk = HF) = or[n] ,

pode-se reescrever ([F.8) como
> ek gr[n] =
k k=(N)

(N-1)
= kX_: X[k] wiln] =

~ K+(N-1)
Xk W = 3 X[k Wyt = Z X[k] Whkn
k=K

X(0] aoln] + X[1] @fn] + -+ + XN — 1)] @won[n] . (F.9)

1)e0<k,n<(N-1), aEquagao (F.9) pode ser

Considerando-se (N) =0,1,2,--- (N —
matricialmente descrita por
(0] 1 1 1 X[0]
(1] 1 Wy! Wy X[1]
F[(N = 1) 1wy WD | XN - 1)]
@0 (0] () [0
@] i [1] vl X1
Wo[(N = 1] @n[(N—=1)] -+ d-y[(N —1)] X[(N =1)]
X[0]
o N X[
= {’lUO w1 ’lU(N 1) } . (Fl())
X[(N=1)]
ou, de uma forma concisa, por 3
T=Wy X (F.11)

ou, de uma forma que evidencie a composicao, por

(N-1) . 3

£= > X[k]w,=X[0] wo+ X[1] @1+ -+ X[(N—1)] ®n-1) , (F.12)
k=0
onde
- ~ra] ~ - T
€ =[z[0] Z[1] --- Z[(N -D]]" |
T
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Wy, = [ W[0] Wy [1] -+ @y [(N —1)] "
e
W&l - { ’lIJO ’lIJl ’lIJQ ’lIJ(N_l) }
1 1 1 1 1
1 Wy! W2 Wy
1wy Wyt WY (F.13)
i W];('Nq) W];zl(zvq) o WJ;(N;I)(Nfl)

F.3.2 Calculo da equacao de analise da DTFS

Dada uma matriz M, pode-se definir a matriz M*” = (MT)* = (M*)", onde o simbolo
“x” significa a operacao “complexo conjugado”.
Para os vetores

Wi = [ pf0] We[1] <o (V= D] )7 = [ WM Wkt it ]T ’

tem-se que
mel
@ B, = [WRWE WY N
—m(N—-1
Wy ( )]
_ W](\;—m)o + W]g—m)l NENE W](\;—m)(N—l)
(N-1)
n=0
(D
= > (™). (F.14)
n=0
Do Apéndice [[ tem-se que
(=1 N a=1
Sy = a” = _aN ’ s
R Py
que, aplicada a Equagao (F.14)), fornece, para [l = m = k,
(N-1) o (N-D)
@ W), = (W) = ()" =N (F.15)
n=0 n=0
e, para | # m,
(N—1) 1 — pl=mN
H o= (I=m)\" N _
Wy b, = Y (WE™) T 0. (F.16)
n=0 N
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Aplicando-se (F.15) e (F.16]) em (F.12)), obtém-se

! & = wl w, X[k] =N X[k

e
X - T E B2
De ([F.17)), podem-se estabelecer as seguintes relagoes:
N
X[0] W 5
X[1]
XN -1 )
Wn_ 1y L
N
Wy
1| oW |
Win-1)
al] ) a5{(N 1)
| W af [N — 1)
- N . . E
| Wiy_p[0] @y _p)[1] Win_yl(N —1)]
T N R 1 Wy #[1]
1w WYL E[(N - 1)
X=Wyi&,
1 1 1
we _ 1|1 Wk Wb
YN : :
N-1 N—-1)(N-1
1D V=D
1 1\
= v (W)
e
(N—1)
~ 1 . 27 1 27
Xk =~ S #n] e F)n = = S gn] e M)
N N oSt

(F.17)
#[0]
#[1]
F[(N — 1)
(F.18)
(F.19)
(F.20)
(F.21)
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F.3.3 Interpretacao algébrica do resultado

Todos os vetores citados a seguir serao considerados vetores complexos.

Dado um vetor v, pode-se definir o vetor v = (vT>* = (v*)T, onde o simbolo “x” significa
a operacgao “complexo conjugado”.

Dados dois vetores v, e vy, 0 produto interno usual entre eles pode ser definido como

(Vg,vp) = ’Uf v .

Por sua vez, a norma de um vetor v pode ser definida em func¢ao do produto interno usual, de
tal forma que
o] = (v,v) =v" v .

O vetor unitario v, na direcdo de um vetor nao nulo v pode ser definido como

v v (%

[[v]| - \/<v,v> T Vollv

Uy =

Por fim, a projegao ortogonal v,, do vetor v, sobre o vetor vy, pode ser definida por

o </Ubalva> <Ub7va> o Ivl{{ Vq

= vy =
<'Ub, ’Ub>

= b = 'Ub .
|[vp]]? vil vy

Observando-se os célculos efetuados, verifica-se que a Equacao (F.15) define a norma de Wy,
como
~H ~ o~ ~ _ ~ 2 _ N
Wy, Wy, = (Wi, W) = [[Wk|]” =N .

Por sua vez, a Equacao indica que w; e w,, sdo ortogonais entre si, para [ # m, uma
vez que

@ Wy, = (W), W) =0 .
Por fim, as Equagoes e mostram que os coeficientes X [k] estdo relacionados com
as projegoes ortogonais do sinal Z[n] sobre os sinais de base ¢y [n] = I (F ) = W™ = g [n],
todos ortogonais entre si, uma vez que

(N-1) (N-1)
T= > &= > X[k @, (F.22)
k=0 k=0
onde - o @ > (. 5)
- - _ Wl T Wl T Wi, &) _ Wi, &)
&, = X[k] W, = == oy, = —~ Wy, = Ly, = ’ w
S A T
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Apéndice G

Algoritmo geral de GGoertzel

G.1 Introducao

O algoritmo de Goertzel foi proposto em 1958, com o objetivo de reduzir a quantidade de
multiplicagoes encontradas no célculo das componentes X [k| de uma N-point DFT. Ele utiliza a
propriedade de periodicidade de WX", identifica a DFT com uma convolucio e realiza o calculo
de uma forma iterativa. A componente X [k] da DFT é equivalente ao valor da DTFT X (e/*)

calculada no ponto €, = k (%) A seguir, é demonstrado como o algoritmo de Goertzel é
capaz de calcular X (/) em uma freqiiéncia genérica .

G.2 Algoritmo basico

A equacao da DTFT pode ser reescrita como
00 e]QN )

X)) = > afrle™ = SION > e = JQN Z [r]er =) (G.1)

r=—oo r=—00 r=-—00

que assume a forma de uma soma de convolugao.
Por sua vez, um SLIT definido por

Ygln] = (=a1) yyln — 1] + by z[n] = &% yyln — 1] + z[n] (G.2)
possui um operador de transferéncia

bo 1
(D) = l+a D' 1—e2D 1"

uma resposta ao impulso A
hgln] = by (—a1)™ uln] = " un]

e a sua saida yi[n| pode ser calculada por

yon] = z[n] * hyln] = > an —rlePulr] = Y z[r]e! 0 uln — 1] . (G.3)
Dado que z[n] = 0 para n < 0 e n > N, as Equagoes (G.1)) e (G.3) indicam que
X(&7) = ey [N = e yiln]],_y - (G.4)

Isso significa que o valor da DTFT X (e/*?) pode ser calculado por meio de um processo iterativo
do sistema definido em (G.2) e finalizado pela Equagao (G.4)).

Nesse algoritmo, os tinicos coeficientes que devem ser calculados e armazenados sdao e/ e
—jON
e M,
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G.3 Algoritmo modificado

O algoritmo béasico pode ser melhorado a partir de uma alteragdo no operador de transfe-
réncia T,(D), de tal forma que

1
T,(D) = 1 —ei2D-1

1 (1 — e 9D~ )

T 1-¢e9D1 (1—e 99D )

= (1—e9D"

( c ) 1 — 2cos (9 D—1 + D2
= (1-¢7?D7") - Ry(D) (G.5)
A partir de (G.5)), a Equacao (G.2) pode ser reescrita como
ygln] = T4(D) z[n]

= (1-¢7"D™") Ry(D) x[n]
= (1 — e_jQD_1> vy[n]
= vy[n] — e v,n—1], (G.6)

onde
1

" 1— 2cos (Q)D-t+ D2 #nl

e, portanto,

vy[n] = 2cos () vg[n — 1] —vyln — 2] + z[n] . (G.7)
Finalmente, (G.6|) e mostram que
X(e%) = eI [N] = eI gl _y = eI (5[N] = e g [N=1)) . (GS)

Isso significa que o valor da DTFT X (/) pode ser calculado por meio de um processo iterativo
do sistema definido em ((G.7)) e finalizado pela Equagao (G.8]).

Aqui, os tinicos coeficientes que devem ser calculados e armazenados sdo cos (Q), e /¢ e
—jQN
e P,
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Apéndice H

Respostas de um SLIT em dominio
transformado

H.1 Introducao

Aplicando-se a Transformada Z sobre um SLIT descrito por uma equagao de diferenca de
ordem qualquer, pode-se facilmente obter as equagoes relativas ao calculo da sua saida, para
um dado conjunto de condicoes iniciais e para uma dada entrada.

A aplicacao da Transformada Z bilateral permite analisar um SLIT relaxado. Por sua vez,
a aplicacao da Transformada Z unilateral permite analisar um SLIT com condigoes iniciais nao
nulas.

De posse das equagoes de calculo no dominio transformado, o procedimento resume-se em:
i) obter a representacao no dominio transformado X (z) da entrada z[n], ii) substituir as con-
digbes iniciais e a entrada X (z) nas equagoes de célculo, e iii) obter a entrada y[n| a partir da
sua representagao no dominio transformado Y'(z).

A seguir, a Transformada Z unilateral é aplicada em equagoes de diferenga com ordens 1 a 3.
A partir dessas analises, o resultado para uma equacao de diferenca de ordem N é finalmente
calculado.

H.2 Equacao de diferenca de ordem 1

Utilizando-se a associagdo v[n] <» Vi (2), a equagdo de diferenga

aoy[n] + ary[n — 1] = bozx[n] + biz[n — 1] |
com z[n] = f[n] u[n] e condigbes iniciais y[—1], pode ser expressa por
a0 {Y (2)} + a1 {y[—1] + 271V (2) } = bo {X(2)} + by {z[-1] + 27 X ()}
ou
(ao + alz’l) Y(2) + {(ar) y[-1]} = (bo + blz’l) X(z)

ou, finalmente, por

Vi = (2ERE) X6+ () (sl

ag + a1z~ ag+ a1z

— HE) X()+ 5 AP w1} (H.1)
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H.3 Equacao de diferenca de ordem 2
Utilizando-se a associac¢ao v[n] <» Vi (2), a equacao de diferenga
agyn] + ary[n — 1] + agy[n — 2| = box[n] + byz[n — 1] + box[n — 2| ,
com x[n] = f[n] u[n] e condigdes iniciais y[—1] e y[—2], pode ser expressa por

ao {Y (2)} +
a {y[—l] + z’lY(z)} +
as {y[~1="" +y[-2 + 27V ()} = bo{X(2)} +
by {x[—l] + z_lX(z)} +
by {x[-1)27" + 2[-2] + 272X (2)}

ou

(ao +az 7t + agz’Q) Y(z) +
{(al + CLQZ_I) y[—l] + (CLQ) y[—Z] = (bo + blz_l + bQZ_Z) X(Z)

ou, finalmente, por

by + blz_l + b22_2
Y = X
(2) (ao +arz7t+ agz? (2) +

( -1 2) {(a1 + aQZfl) y[—1] + (as) y[_z]}

ap+ a1zt + agz~

= H() X(2)+ DAL () o1+ Pa(2) (-2))

( )
—1) {22: } (H.2)

= H(z) X(2)+
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H.4 Equacao de diferenca de ordem 3
Utilizando-se a associacao v[n] <» Vi (z), a equagao de diferenga
agy[n] + ary[n — 1] + asy[n — 2] + azy[n — 3] = box[n] + biz[n — 1] + box[n — 2] + bzx[n — 3],

com z[n] = f[n] u[n] e condigbes iniciais y[—1], y[—2| e y[—3], pode ser expressa por

ao {Y (2)} +

al{ —1]+ 2z~ 1Y(2)}+

as {y[—1]z7" +y[-2 + 27V (2) } +
as {y[=1]z7 +y[-2]z7 +y[=3] + 27V (2)} = bo{X(2)} +
bl {x -1+

ou

(ao +arz dagr? + a32_3) Y (2)

(al + angl + asz

y[-3] = (bo + bz bzt b32_3> X(2)

ou, finalmente, por

Y(2) =

bo + b1zt 4 byz 72 + byz 3
0 1 - 2 - 3 _3>X(z)—|—
ap + a1z —|—a2,z + asz

<ao—|—alz 1+a22 2+ azz~ 3)
{(al +asz ' +agz” ) y[—1] + ((12 + agz_l) y[—2] + (a3) y[—3]}

= H) X()+ 5 AP 1]+ Pale) yl=2 4 Pale) o[-3)

— 1) XE) + {z P o4} (13)
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H.5 Equacao de diferenca de ordem N
Utilizando-se a associa¢ao v[n] <» Vi (2), a equacao de diferenga
apy[n] + aryln — 1] + - - + any[n — N| = box[n] + byx[n — 1] + -+ - + byz[n — N] ,
com x[n] = f[n] u[n] e condigbes iniciais y[—1], y[—2], ..., y[—N], pode ser expressa por

ag{Y ()} +
a {y[—l] + z_lY(z)} +
yl-1z7" +y[-2 + 272V ()} +

=
no
—

ou

(ao +az ttaz 24+ aNz_N) Y(z) +
{(ar+ a2z + o+ anz" ™) y[-1] +

(ag +azz ' aNz’(N’Q)) y[—2] +
+
(an)y[=NI} = (bo+biz 4oz 24+ byz V) X(2)

ou, finalmente, por

bo+ b1zt +boz 24+ byz N
V(z) = [y NE ) X(2) +
ag+ a1zt +az 2 4+ +anz
= + -1 —(N-1)
“ .. 1
(ao—l—alz—l+a2z—2+..._|_aNZ—N>{(al azz ~ + -+ anz )y[—]+

(a2 +agz"" 4+ a7 y[=2) + - + (an) y[- N}

= H() X() + s {Pa(e) ul-1+ Prale) -2+ Po(z) =N}

= HE)XC)+ b { Pt -]
= }/;nt(z)+1/;st(z)
— Vi) 4. (1.1)

AS.V.



H.5. Equacao de diferenca de ordem N 375

onde
H(z) Ny (2) bo+ b1zt 4+ byz 2+ by N
ya = =
Dy (z) ag+aiz"t+agz 2+ +ayzN)’
Dy(z) = (ao +az tfaz 24+ aNz’N)
e

N
P_(2) = Zal 5= (=k) :
1=k

sao, respectivamente, a Func¢ao de Transferéncia, o seu denominador e o polinémio relativo a
condi¢ao inicial y[—k], bem como

Yot (2) = H(z) X(2) ,

Viale) = s { X Pt o)
Y7’(Z> = Yent(";)

Yh<z) = }/;st(z> s

sdo, respectivamente, as representacoes em dominio transformado para a resposta a entrada, a
resposta ao estado, a resposta do sistema relaxado e a resposta da equagao homogénea.
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Apéndice 1

Identidades uteis

I.1 Progressoes geométricas

N (N + 1) , 4= 1
> a =
= S a#
N NOHD)
Z ka* = i
k=0 Ty [1—aN—NaN+Na(N+1)} , a1
N 1 N 2 (N+1)
> k" = i {[Zha @m = Dam] = NV} =
k=0
i [+ a)(1—aV) = 2(1 = a)Na™ — (1 - a)®?N%a¥] | a#1

1.2 Exponenciais complexas

e*1% = cos(6) £ jsin(0)
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I.3 Raizes N-ésimas complexas da unidade
A raiz N-ésima complexa principal da unidade é dada por
Wy = e (¥) . (L6)

As N raizes N-ésimas complexas da unidade sdo dadas por

2

Wk = k(%) | (L.7)

onde k =0,1,2,--- , (N —1).
Para quaisquer inteiros N >0, k> 0e d > 0:

Wi =wk . (1.8)

Conseqlientemente, para N > 0 e par:

N

W2 =W,=-1 (1.9)

Para qualquer inteiro N > 0 e par:

N 2 2
(W}@+ 2 > — (wk) =wk . (1.10)
2

Para qualquer inteiro N > 1 e qualquer inteiro k£ nao negativo e nao divisivel por N
N-1

> (wh) =0 (L11)

n=0

1.4 Identidades trigonométricas

sec(f) — Cosl( 7 (1.12)
cossec(f) = SZ_;( 7 (1.13)
tg() = ZZEZ? (1.14)
cotg(6) = tg% 5 = ngggi (1.15)
sin(—8) = —sin(0) (L.16)
cos(—8) = cos(6) (L17)
tg(—0) = —tg(0) (1.18)
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sin(20) = 2 sin(6) cos(6) (L.19)

cos(20) = cos*(6) — sin*(0) (1.20)

sin(fy = 0,) = sin(6;) cos(0) = sin(02) cos(6) (1.21)
cos(6y % 0y) = cos(6y) cos(Bs) F sin(6y) sin(f) (1.22)
0= 1) i )

sin(61) £ sin(6,) = 2 sin (91 ;t 92) cos (91 ;F 92) (1.24)
cos(0y) + cos(0y) = 2 cos (91 ;L 92) cos (91 ; 92) (1.25)
cos(01) — cos(6s) = —2 sin (91 ; 02) sin <91 - 92) (1.26)
1+ cos() = 2 cos? (g) (1.27)

1 — cos(f) = 2 sin® (g) (I.28)

1 + sin(6) = 1 + cos (g - 9) (1.29)

1 — sin(6) = 1 — cos (g - 9) (1.30)

sin(6) cos(8) = Smf” (1.31)

sin?(9) = 1= 035(29) (L.32)

cos2(0) = Cgs(m (1.33)

sin(0) + cos*() = 1 (1.34)

sec’(0) = 1+tg*(0) (1.35)

cossec(0) = 1 + cotg?(0) (1.36)
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I.5 Casos particulares de interesse

A seguir, sao apresentadas algumas identidades empregadas no estudo de ambigiiidade na
representacao de sinais analdgicos por sinais discretos.

I.5.1 Identidades de cosseno
Da Equacao , tem-se que
Ap - cos(Qon F ©g) = [Ap - cos(Oy)] - cos(Qon) + [(£Ao) - sin(Bp)] - sin(Q2on) . (1.37)

No caso em que ©p = 7, obtém-se
A - cos (Qon F ;T) = (£A) - sin(Qn) . (1.38)

Quando €2y = 7, obtém-se

Ap - cos(mn F ©g) = [Ap - cos(Oy)] - cos(mn) . (1.39)

I.5.2 Identidades de seno
Da Equacao ([.21]), tem-se que
Ag - sin(Qon F Og) = [Ao - cos(Og)] - sin(Qon) + [(FAo) - sin(Og)] - cos(Qon) . (L.40)

No caso em que Oy = 7, obtém-se
Ay - sin (Qon T ;T) = (FAo) - cos(Qn) . (L.41)

Quando €}y = 7, obtém-se

Ay - sin(mn F Og) = [(FA) - sin(Op)] - cos(mn) . (1.42)

I.5.3 Identidades de exponencial
Considerando-se Ay € R*, da Relagdo de Euler e das Equagoes ([.37)) e ([.40), tem-se que
Ay - e/@onFO0) = 4. [cos(Qon F Og) + 7 sin(Qen F Op)]

= {[Ap - cos(Oy)] - cos(Qn) + [(£A0) - sin(Op)] - sin(Qon)}
+ j {[Ao - cos(0p)] - sin(Qon) + [(FAo) - sin(Oy)] - cos(Qn)} .

(1.43)
No caso em que Oy = 7, obtém-se
Ag - 20T — (£ Ag) - sin(Qon) + j (FAg) - cos(Qon) . (1.44)
Quando €2y = 7, obtém-se
Ay - T — A cos(0y)] - cos(mn) +§ [(FAo) - sin(0p)] - cos(mn)
= (AO . eijeO) cos(mn) . (1.45)
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Apéndice J
Tabelas Gteis

J.1 Transformada de Fourier Discreta no Tempo (DTFT)

X () =y afkle ‘

| z[n] [
d[n] 1
u[n] e F T 0(Q+ 27k)
e /ton S0 21 6(Q — Qo + 27k)
a™uln], |la| <1 —

Tabela J.1: Pares de DTFT.

’ Seqiiéncia H DTFT
x[n] X(efg)
x1[n] X (e
a[n] X(e?)
a1x1[n] + asxs[n| ale(e?Q) + ang(eJQ)
x[n — Np] eI X (e7%)
7207 ] X (e7(2=%0))
x1[n] * 22[n] Xl(eJQ)XQ(eJ‘Q)
x1[n]za[n] = Xl(eﬁ)Xg(eJ(Q_e))dH
nx[n] 'dxég )

Tabela J.2: Propriedades da DTFT.

| 0 o mlnasn] = 57 [T, Xa(e") X5 (e7)d |

Tabela J.3: Relacao de Parseval na DTFT.
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Transformada de Fourier Discreta (DFT)

Seqiiéncia H DFT
1[n] X [K]
2[n] Xo[k]
alxl[n] + [IHUB) [n] a1X1 [k] + (lQXQ[k]
z[(n — Np) ] W' X[k]
Wy z[n] X[{k — Kp)y]
X|n] Nlg (=Fk)y]
meo L1[m]zs[(n —m) ] X1 [k] Xo[k]
1[n]zs[n] ¥ Lm0 X1 [m] Xo[(k — m) ]

Tabela J.4: Propriedades da DFT.
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J.3 Transformada Z bilateral

el X)) = k] ROC
d[n] 1 z
u[n] — 2] > 1
B _Np z — {O} , ND >0
Sl — Np) z {z—{oo}  Np<0
a"uln) @ 2] > |af
na’u(n| (1_0‘;2,1)2 |2 > |e
1—cos(Qp)z~ !
cos(Qon)u(n| T Soos(o)e- 1127 |z| > 1
. —sin 271
sm(Qon)u[n] 1721cos(§2((§])(;)_1+2_2 ’Z‘ >1
—7 Cos 21
" COS(Q(ﬂl)U[ﬂ] 1727’1COS(QQ()§ZZE)1+T‘2Z_2 |Z| -r
. —rsin 2~ 1
r sm(Qon)u[n] 1—27‘1008(90()29)1—&-7“2,2*2 |Z| > T

Tabela J.5: Pares de Transformada Z bilateral.

Sequéncia H Transformada Z H ROC ‘
x[n] X(2) R,
x1[n] Xi(z) R,
To[n] Xa(2) R,,
a1x1[n] + agxa[n] a1 X1(2) + aaXs(2)
x[n — Np] 2 VP X (2)
] X(3)
zpx[n] X(£) 20R,
eI ] X (e I8k z) R,
. x[—n] X(z71)
z|r|, n=rk &
wln] = 0, n#rk paraalgum r X (=)
x1[n] * 25[n] X1(2)Xa(2)
x1[n]za[n] % $o X1(v) Xo(2)v~ dv
nx(n —z%ﬁz)
oo T[K] X (2)

Tabela J.6: Propriedades da Transformada Z bilateral.
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(S e mills[n] = 55 fo X () X3 () Tdv |

2mj

Tabela J.7: Relacao de Parseval na Transformada Z bilateral.

J.4 Transformada Z unilateral

’ Elaborar tabela ... ‘

Tabela J.8: Propriedades da Transformada Z unilateral.
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