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Algoritmos em Grafos*

1 Introducao

Nesse topico iremos estudar um pouco sobre algoritmos em grafos. Inici-
almente comegaremos apresentando conceitos bésicos e defini¢bes sobre grafos,
bem como maneiras de representa-los. A partir disso, entao, comecaremos a ver
os algoritmos propriamente ditos, abordando os problemas referentes a grafos
eulerianos, percurso em grafos, ordenacao topoldgica, caminhos mais curtos a
partir de um vértice, arvore geradora de custo minimo, emparelhamento, circui-
tos hamiltonianos, todos os caminhos mais curtos e, por fim, fluxo em redes.

2 Definicoes

Antes de iniciarmos o estudo de algoritmos em grafos, vamos a algumas
defini¢bes bésicas:

Um grafo dirigido é um par (V, E), onde V' é um conjunto finito de ele-
mentos chamados vértices e E é um conjunto de pares ordenados de vértices,
chamados arestas. Da mesma forma, um grafo nao dirigido é um conjunto
G = (V, E) sendo que E consiste de pares nao ordenados de vértices.

Dizemos que um determinado vértice é adjacente a outro se houver uma
aresta que os una. O grau de um vértice é o nimero de arestas incidentes no
vértice. Nessa definigdo, temos que o grau de entrada (g;,) de um vértice é o
ntmero de arestas que chegam ao vértice, enquanto que o grau de saida (gout)
do mesmo é o ntmero de arestas que partem do vértice.

Um caminho entre dois vértices é uma seqiiéncia de vértices e arestas que
une esses dois vértices. Dessa forma, dizemos que um vértice é alcangavel
a partir de outro se houver um caminho levando o 1ltimo ao primeiro. Um
caminho é simples se todos os vértices que o compdem forem distintos.

Chamamos de subgrafo de um grafo G = (V, E), o grafo G’ = (V', E’), tal
que V' CV e E' CFE, ouseja, G' CG.

Um grafo é considerado conexo se cada par de vértices nele estiver ligado
por um caminho e é ciclico se apresentar um ciclo, ou seja, se apresentar uma
seqiiéncia de vértices v, vo, ..., V% tal que vy = vy.

Por fim, uma arvore é um grafo conexo, aciclico.

*Escriba: Norton Trevisan Roman.



3 Representacao de Grafos

Existem vérias maneiras de representar grafos. Aqui falaremos das duas
mais importantes: lista de adjacéncias e matriz de adjacéncias. Considere o
grafo:

A representagao com lista de adjacéncias de um grafo G = (V, F) é um vetor
de |V] listas, uma para cada vértice em V de modo que, para cada u € V, a
lista ligada a w contém os vértices v tais que (u,v) € V. No caso do exemplo
acima, a lista é:

O UL W N =
L A A
L A A
W B Wk W
Ll
!

E facil verificar que a quantidade de memdéria necessaria para uma lista de
adjacéncias ¢ O(|V| + | E|).

A representacdo com matrizes, por sua vez, de um grafo G = (V, E) é uma
matriz |V| x |V| tal que a; ; = 1 se existir aresta entre v; e v;, ¢ 0 se nao existir
tal aresta. No exemplo acima a matriz é:

1 2 3 4 5 6

1 01 01 0O
2 101 0 01
3 01 0111
4 101 010
5 001 10O
6 01 1000

Também é facil verificar que a quantidade de memoria necesséria para essa
representacao é O(|V|?).

Mas, e se o grafo for dirigido? Nada muda nas definigoes. Por exemplo,
considere o grafo:



Sua representacao em lista de adjacéncias sera:

1|— ©
2| —- 1 — 3
3| — 1 — 4
4| - o
e em matriz sera:

1 2 3 4
1 0 0 0 O
2 1 01 0
3 1 01 0
4 00 0 O

4 Grafos Eulerianos

4.1 Histérico e Definicao

Antes de definir um grafo euleriano, vamos dar uma olhada em como eles
surgiram: a histéria se passa no século XVIII, em Ké&nigsberg?, na Prussia.
Konigsberg era cortada por um rio que formava uma ilha no interior da cidade,
havendo pontes conectando essa ilha ao resto da cidade.

Por essa época, havia uma controvérsia entre os moradores locais que chegou
aos ouvidos do matemético Leonhard Euler®.

Euler descreveu a controvérsia na seguinte carta [7]:

“O problema, que eu entendo ser bem conhecido, é descrito como
segue: Na cidade de Konigsberg, na Prissia, h4 uma ilha chamada
Kneiphhof, com os dois bragos do rio Pregel fluindo em volta dela.
H&4 7 pontes — a, b, ¢, d, e, f e g — cruzando estes dois bracos.”
(Figura 1).

“A questdo é se uma pessoa pode planejar uma caminhada de
modo que ela cruze cada uma destas pontes uma unica vez, e nao
mais que isso...”

Vamos , entao, reconstruir os passos de Euler na formulagao do problema.
Primeiro, olhemos mais atentamente para as pontes e o rio na Figura 2.

Retiremos, agora, as distragoes, chegando a Figura 3 e simplificando o es-
quema mais uma vez, temos o grafo da Figura 4.

Analizando, entao, este grafo, Euler resolveu a questao provando que uma
caminhada assim é possivel se e somente se o grafo for conexo e todos os seus
vértices tiverem grau par.

2hoje a cidade russa de Caliningrado.
3Nascido em 15/04/1707 em Basel, Suica e falecido em 18/09/1783 em Sio Petesburgo,
Rissia.



KONINGSBERGA

Figura 2: A cidade de Konigsberg, com as 7 pontes e o rio em evidéncia.

Assim, Euler mostrou que, uma vez que o grafo da figura 4 tem vértices
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Figura 3: Esquema da cidade de Konigsberg, com as 7 pontes e o rio em
evidéncia.
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Figura 4: Grafo das 7 pontes e o rio.

de grau impar, a resposta ao problema de Konigsberg era que tal caminhada
era impossivel. Desde entao todo grafo conexo cujos vértices tém grau par é
chamado de grafo euleriano, e um caminho fechado em um grafo que passe por
cada aresta deste exatamente uma vez é chamado de circuito (ou ciclo) euleriano.

Agora vamos dar uma olhada em uma pova por inducgao para o teorema de
Euler [10]. Vale notar que essa prova constitui também um algoritmo para a
construgao de um circuito euleriano em um grafo. Uma prova alternativa pode
ser encontrada em [4].

O problema de Euler pode ser formulado da seguinte maneira: “Dado um
grafo conexo nao dirigido G = (V| E), tal que todos os seus vértices tém grau
par, quero encontrar um caminho fechado P tal que cada aresta de E aparece
em P exatamente uma vez.”

Agora, serd que a restricdo de todos os vértices de G terem grau par é
necessaria? Vejamos, em um caminho fechado, saimos de um vértice, v, cami-



nhamos pelo grafo e voltamos a v1. Isso significa que toda vez que entramos em
um vértice v; # v; temos que sair dele, e assim percorremos todas as arestas.
Como, ao percorrermos todas as arestas do grafo entramos e saimos de cada
vértice o mesmo nimero de vezes e podemos usar cada aresta somente uma vez,
o numero de arestas adjacentes a cada vértice deve ser par. Entao, para haver
tal caminho, essa condigao é necessaria.

Vamos, entao, tentar resolver o problema formulado acima por meio de uma
prova por indugao. O primeiro passo € decidir em que sera feita a indugao. Se
fizermos indugao simples no nimero de vértices ou arestas, no passo poderemos,
ao retirar um vértice ou aresta, perder as propriedades de grau par dos vértices
do grafo.

Assim, removemos um ciclo do grafo. Note que ao removermos o conjunto
de arestas do grafo que forma um ciclo, mantemos a propriedade de que o grau
dos vértices do grafo deve ser par. Entao, assim fica prova:

Prova: (por indugao forte no nimero m de arestas do grafo)

Base: |E| = 0= |V| =1, pois é conexo. Sei achar o ciclo.

Hipétese de Indugao: Sou capaz de determinar um ciclo euleriano num
grafo conexo com |E| < m arestas, cujos vértices tém grau par.

Passo: Seja G = (V, E) um grafo conexo com |E| = m. Como o grau dos
vértices de GG é par, entdao G contém pelo menos um ciclo, C.

Seja G’ o grafo obtido a partir de G retirando-se todas as arestas de C. G’
pode ser desconexo. Sejam D1, Ds, ..., D) as componentes conexas de G’.

G: D G oP:

D: — Dd

D« O D«

O grau de cada vértice em G’ deve ser par, uma vez que o nimero de arestas
adjacentes a cada vértice é par. Entao, o grau dos vértices de cada D;, 1 < i < k,
é par.

Como o nimero de arestas em D; é menor que m, pela hipétese de indugao
sou capaz de determinar, para cada componente, um ciclo euleriano. Denote
esses ciclos por C1,Cy, ..., C:



Agora, recoloco C' em G':

Comecemos, entao, em um vértice em C, digamos, v. Vamos percorrendo C
e, ao encontrar um vértice que pertence a uma das componentes D;, atraves-
samos C;, e assim prosseguimos até voltar a v, criando um caminho euleriano
que, nesse caso é v — vy Wicl v — Uy Uii@ Vg — ... — Uk ”iic’“ v — V.

Mas note que, apesar da prova estar completa, ela possui uma falha como
algoritmo: nao diz como fago para encontrar um ciclo em G. Entao vamos
produzir um algoritmo para tal.

Vamos representar G = (V, E), |v| = n, como uma matriz de adjacéncias.
Esse problema, entao é resolvido nos moldes do union find, apresentado em

[10]:

e Crio um vetor, V, de n elementos, onde cada elemento possui uma iden-
tificagdo, um campo para que seja “marcado” (ver mais adiante) e um
ponteiro para outro elemento.

1
id
L
L

e Visito a adjacéncia de V[1] na matriz de G (linha 1) e vejo em que coluna
ha um “1”7, indicando que os vértices tém aresta em comum. Suponha que
seja na coluna j, entdo marco V[1] e o fago apontar para V[j].

1 i n
id id
X[ 1 [T

A+

e Visito, entao, a adjacéncia de V[j] na matriz (linha j) e repito a operagéo
até encontrar um vértice j4 marcado, V[k].



1 .. j .. k .. n
id id
X1, X[, X X]

NIE AN, N,

C

Nesse ponto, achei um ciclo, C, que inclui V[k].

Exercicios:
1. Qual a complexidade do algoritmo acima?

2. Serd que hd um algoritmo representando o grafo como uma lista de ad-
jacéncias que seja mais eficiente que os algoritmos que representam esse
grafo como uma matriz? Se sim, apresente tal algoritmo.

Um outro método para achar um ciclo em grafos usa multiplicagao de matri-
zes: analizemos a matriz M2 = M x M, onde M reresenta o grafo onde buscamos
um ciclo. Um elemento a,; € M 2 serd positivo somente se houver i tal que Qi
e a;; € M sejam positivos, pois ay,; = Z?:l ak,; - a;;. Mas isso é um caminho
de k a |l de comprimento 2.

Da mesma forma podemos verificar que, se ax; > 0, ar; € M3, entdo
teremos um caminho de k£ a [ de tamanho 3.

Assim, M™ dard os caminhos possiveis de tamanho n no grafo representado
por M. Entao vemos que, se a; ; = 0, a; ; € M"™, entao nao ha caminho de i a j
em G, ou seja, i e j ndo pertencem a mesma componente conexa. Assim, para
cada uma dessas matrizes, verificamos se a; ; > 0, o que indicaria um caminho
de a; a a; > 0, um ciclo.

Este é um algoritmo muito ineficiente, principalmente para grafos com grande
numero de vértices. Um algoritmo alternativo para achar ciclos em um grafo é
o seguinte: partindo de um vértice, v, arbitrario, do grafo, marco esse vértice e
todos os vértices adjacentes a ele. Vou repetindo a operacao para cada vértice
na adjacéncia de v. Com isso estou marcando uma componente conexa de G
e se, durante o processo, eu encontrar um vértice ja marcado, entdo achei um
ciclo.

Exercicio: Qual a complexidade dos dois algoritmos acima (matrizes e o
ultimo, de marcar vértices)?

Um corolario importante para o teorema de Euler é o seguinte:

Corolario 1 Um grafo conexo tem um caminho euleriano se tiver no mdximo
2 vértices de grau impar.

A prova deste coroldrio pode ser vista em [4]. Naturalmente, esse caminho
nao sera um ciclo, mas ainda assim tera a propriedade de percorrer todas as
arestas do grafo uma unica vez. Nesse caso, para achar o caminho, comegamos



de um vértice de grau impar, passamos pelos de grau par, terminando no outro
vértice de grau impar:

1‘l 2 q
7L6‘§b 3

8 4
94

4.2 O problema do carteiro chinés

Esse é um problema de aplicagdo do teorema de Euler [4]: em seu trabalho,
um carteiro pega as cartas no escritério do correio, as entrega e, entao, volta ao
escritorio. Ele deve cobrir cada rua na sua drea pelo menos uma vez e, sujeito
a essa condigao, deseja escolher uma rota de modo que ande o minimo possivel.
Este problema foi proposto por um matemadtico chinés [9] e, por isso recebe esse
nome.

Representemos as ruas na area coberta pelo carteiro por arestas em um
grafo, GG, sendo os vértices as intersecoes entre as ruas. Se G for euleriano,
qualquer ciclo euleriano servird. Se nao for, entdo o problema é o de encontrar
um caminho C que contenha a menor distancia possivel a ser caminhada pelo
carteiro nas condigdes estabelecidas (uma resposta pode ser encontrada em [4]).

5 Percurso em Grafos

Existem dois métodos fundamentais de percurso em grafos: DFS e BFS.

5.1 DFS - Depth First Search (Percurso em Profundi-
dade)

A idéia basica da DFS é buscar “mais a fundo” no grafo quando possivel
[6]. Assim, a partir de um vértice v, as arestas ainda néo exploradas o séo e, ao
final, a busca retorna ao vértice w, que levou ao descobrimento de v pela aresta
(w,v) e explora suas arestas ainda néo visitadas. Assim a busca continua até
que todos os vértices sejam descobertos.

A seguir veremos o uso da DFS para grafos dirigidos e nao dirigidos.

5.1.1 Grafos nao dirigidos

Considere o grafo a seguir:



Vamos comegar a busca a partir de um vértice arbitrario, v, chamado de raiz
da DFS. Temos trés caminhos para seguir: (v, a), (v,b) e (v, c¢). Vamos escolher
(v, a) e percorrer:

Novamente, temos algumas escolhas: (a,b), (a,v) e (a,d). Como j& conhego
v, devo escolher entre (a,b) e (a,d). Escolhamos (a,b):

De b temos 3 escolhas: (b,a), (b,v) e (b,c). Mas como ji conhego v e a,
sobrou apenas uma escolha: (b, ¢).

10



Chegando em ¢ ha 2 possibilidades: (¢, v) e (¢, b). Mas jé conhego v e b, entéo
nao tenho para onde aprofundar, e sei que héd vértices ainda nao descobertos.
Nesse caso volto pelo caminho que fiz até o vértice b (essa volta é também
chamada de backtracking) e verifico se hd algum caminho que me leve a um
vértice nao visitado a partir de b. No caso nao ha, entao volto novamente pelo
caminho por onde vim, parando em a. Em a, noto que (a,d) me leva a um
vértice que nao conheco. Entao sigo por este caminho:

\Y

A C
b
d
e./
Em d, tenho 2 ecolhas, mas a tinica que me leva a um vértice nao descoberto
é (d,e):

A C
e'/‘
De e nao temos mais para onde ir e ja descobrimos todos os vértices, entao
o percurso foi:

Que é uma arvore, a chamada arvore DF'S ou arvore de percurso em profun-
didade.

O algoritmo geral para essa busca é mostrado a seguir. Nele, prework e
postwork dependem da aplicagao da DFS e definem acoes que devem ser toma-
das, respectivamente, quando um vértice é marcado e quando temos que voltar

11



por uma aresta ou quando vemos que a aresta leva a um vértice ja marcado
[10]:

Algoritmo DFS(G,v):
Entrada: G = (V, E), um grafo nao dirigido, e v € V.
Saida: depende da aplicagao.

inicio
marque v;
execute prework em v;
para todas as arestas (v, w) faga
se w nao estiver marcado entdo DFS(G,w);
execute postwork para (v, w);
fim

Figura 5: Algoritmo DFS.

Em [10] pode ser encontrada uma demonstragao de que, se o grafo for conexo,
entao todos os seus vértices serao marcados pelo algoritmo acima, e todas as suas
arestas serao visitadas pelo menos uma vez durante a execugao do algoritmo.

5.1.2 Componentes Conexas Multiplas

Vale notar que o algoritmo acima funciona somente para grafos conexos.
Mas, e se nosso grafo nao for conexo? Nesse caso, usamos o algoritmo acima
e, ao final deste, teremos marcado os vértices de uma componente conexa. Re-
comecamos, entao, de um vértice arbitrario ainda nao marcado e usamos DFS
novamente. Fazendo isso para todos os vértices teremos varias arvores DFS
representando as componentes conexas do grafo.

O algoritmo para efetuar DFS em grafos desconexos é dado abaixo (uma
versao nao recursiva é apresentada em [10]):

Algoritmo Componentes_Conexas(G,v):
Entrada: G = (V, E), um grafo nao dirigido.
Saida: v.Componente terd o numero da componente contendo v.

inicio
Numero_da_componentes := 1;
enquanto houver um vértice ndo marcado faca
DFS(G,v);
{usando o prework:
v.Componente := Numero_da_componente; }
Numero_da_componente := Numero_da_componente + 1;
fim

Figura 6: Algoritmo DFS para multiplas componentes conexas.

12



Com o prework e postwork adicionados a chamada do algoritmo DFS feita
no algoritmo acima consigo contar o ntimero de componentes conexas do grafo
e rotular cada componente com esse nimero.

Agora vamos calcular a complexidade de nosso algoritmo (calcularemos a
complexidade do algoritmo para grafos ndo conexos, por ser mais geral): cada
aresta, pelo algoritmo, é vista 2 vezes (uma de cada vértice em seus extremos).
Entao o tempo de execugao é O(|E|). Contudo, uma vez que todos os vértices
devem ser marcados (inclusive os desconexos), o tempo de execugao total serd
O(V| + |E)).

Exercicio: Qual o efeito sobre essa complexidade se uso uma matriz ou
uma lista de adjacéncias para representar o grafo?

5.1.3 Numeracgao de Vértices e Construcao da Arvore DFS

Durante a execugao do algoritmo DFS podemos fazer algumas coisas a mais,
como numerar os vértices do grafo e obter uma arvore geradora de G, a arvore
DFS. Para tal basta incluir algumas agoes no prework e postwork do algoritmo.

Modificando o prework do algoritmo de DFS da seguinte maneira:

Algoritmo NumeracaoDFS(G,v):
Entrada: G = (V, E), um grafo néo dirigido, e v € V.
Saida: v.DFS tera o nimero do vértice.

Inicialmente Numero_DFS := 1;

Use DFS com o seguinte prework:
v.DFS := Numero_DFS;
Numero_DFS := Numero_DFS + 1;

Figura 7: Algoritmo para numeragao de vértices em DFS.

teremos um algoritmo para contar os vértices do grafo, rotulando cada um. Para
obter uma arvore DFS modificamos postwork desse modo:

Algoritmo ArvoreDFS(G,v):
Entrada: G = (V, E), um grafo nao dirigido, e v € V.
Saida: T, arvore DFS de G.

Use DF'S com o seguinte postwork:
se w nao estava marcado entdo inclua a aresta (v, w) em T
{a linha acima pode ser incluida no if da linha 4 do algoritmo DFS}

Figura 8: Algoritmo para construgao da arvore DFS.

E possivel mostrar que, dado um grafo nao dirigido conexo, GG, e uma arvore
DFS de G, T, construida com o algoritmo acima, entao toda aresta de G ou

13



pertence a T ou conecta 2 vértices em G, um dos quais é o ancestral* do outro
em T (a prova pode ser vista em [10]). Essa é a principal propriedade de drvores
DFS nao dirigidas.

5.1.4 Grafos Dirigidos

Vamos analizar, agora, como fica a DFS para grafos dirigidos. A drvore DFS
¢é obtida usando-se o mesmo algoritmo para deteccao de miiltiplas componentes
conexas, apresentado acima.

Considere, por exemplo, o grafo abaixo [1]. Primeiro escolhemos um vértice
inicial:

Agora nos aprofundamos no grafo a partir desse vértice:

2

Entao voltamos até encontrarmos um caminho nao explorado:

21 = 4

Continuamos esse processo enquanto houverem vértices nao marcados

4Um vértice v é ancestral de um vértice w em uma 4rvore T' com raiz r se v estiver no
caminho tnico de r a w em T.

14



Gerando as arvores:

2 4 5

3 6

A propriedade principal de drvores DFS dirigidas afirma que, em um grafo
dirigido, se (v,w) é uma aresta do grafo tal que v foi marcado antes de w,
entdo w é um descendente® de v na arvore DFS de G (a demosntraciao pode ser
encontrada em [10]).

Outra propriedade interessante da DFS é que, enquanto efetuamos o per-
curso, podemos classificar as arestas do grafo em 4 tipos [6]:

e Arestas da Arvore (tree edges): arestas na floresta DFS.

e Arestas de Retorno (back edges): arestas que conectam um determinado
vértice a algum de seus ancestrais em uma arvore DFS.

e Arestas Progressivas (forward edges): conectam um vértice a algum de
seus descendentes, sem pertencerem a arvore.

o Arestas de Cruzamento (cross edges): as restantes. Conectam vértices
“nao relacionados” na arvore DFS.

DFS pode, também, ser usada para determinar se um grafo contém um ciclo.
Considere o seguinte algoritmo:

5
T.

um vértice w é descendente de um vértice v em uma arvore T se v for ancestral de w em

15



Algoritmo CicloDFS(G,v):

Entrada: G = (V, E), um grafo nao dirigido e v o vértice inicial
{Inicialmente, v;.no_caminho := falso para todo v; € V.}

Saida: ‘verdadeiro’ se houver ciclo e ‘falso’ se nao.

inicio
marque v;
para todas as arestas (v, w) faga
se w nao estiver marcado entao
v.no_caminho := verdadeiro;
DFS(G,w);
se w.no_caminho entao
CicloDFS := verdadeiro;
termine;
se w for o 1ultimo vértice na lista de v entao v.no_caminho := falso;
fim

Figura 9: Algoritmo para a obtencao de um ciclo usando DF'S.

A idéia por tras deste algoritmo é que, ao passar pelos vértices, eu os marco
e se no decorrer do percurso eu encontrar um vértice ja marcado, eis o ciclo.
Naturalmente, ao efetuar um retorno (backtracking), devo retirar a marca do
vértice.

Por exemplo, facamos o algoritmo rodar no seguinte grafo, iniciando em v
(os vértices sd@o nomeados & medida em que sdo descobertos):

a

|
<

v

l<

E o algoritmo retorna falso. Ja se o grafo for:

4 :Q

|

V



o algoritmo retorna verdadeiro.

5.2 BFS - Breadth First Search (Percurso em Largura)

A idéia da busca em largura é bastante simples: os vértices do grafo sao
visitados nivel a nivel, ou seja, todos os vértices a uma distancia k do vértice
inicial® sdao visitados antes de qualquer vértice a uma distancia k 4 1 do inicial.

Considere o seguinte exemplo (o vértice inicial foi rotulado s) [2]:

Comecamos, entao, a visita a todos os vértices adjacentes a s e assim por
diante (note que nao ha backtracking).

3 5 3

Gerando a arvore:

6Vértice de onde foi iniciada a busca.
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Abaixo podemos ver o algoritmo usado para efetuar esse percurso:

Algoritmo BFS(G,v):
Entrada: G = (V, E), um grafo nao dirigido, e v € V.
Saida: depende da aplicacao.
inicio
marque v;
coloque v em uma fila;
enquanto a fila ndo estiver vazia faga
remova o primeiro vértice w da fila;
execute prework em w
para todas as arestas (w, z) tais que x nao estd marcado faca
marque ;
inclua (w, x) na arvore T';
coloque z na fila;

Figura 10: Algoritmo para BFS.

Vale notar que, no algoritmo, usamos uma fila como estrutura auxiliar para
podermos visitar os vértices do modo determinado pelo percurso. Assim, quando
um vértice é visitado ele é retirado da fila e seus vértices adjacentes ainda nao
visitados sao colocados no final desta. Ou seja, os vértices de um nivel sempre
estarao na frente dos vértices do nivel seguinte.

A figura 11 mostra, usando o grafo do exemplo anterior, a movimentagao
dos vértices na fila enquanto o algoritmo BFS roda.

Além disso, vale notar que o algoritmo, & medida que é executado, também
constréi a arvore BFS.

Uma observagao importante sobre essa arvore é que ela é tal que a distancia
entre 2 vértices na arvore é a menor distancia entre eles no grafo, considerando-
se a distancia entre 2 vértices como sendo o niimero de arestas em um caminho
que leve de um vértice a outro. Dessa forma, o caminho entre 2 vértices na
arvore BFS representa o menor caminho, em numero de arestas, entre esses
vértices no grafo (a demonstragdo para essa afirmagao pode ser vista em [6]).

Vale também notar que, como na DFS, o algoritmo para a BFS pode ser
modificado para encontrar ciclos e para numerar as componentes conexas em
grafos nao dirigidos.
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Figura 11: Movimentacao dos vértices na fila enquanto o algoritmo da figura 10
roda.
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No primeiro caso, é s6 verificar se, ao visitar um vértice, algum vértice de
sua adjacéncia ja foi marcado. Se foi, eis nosso ciclo, pois isso significa que ja
passamos por ele. Note que esse algoritmo funciona somente para grafos nao
dirigidos. No grafo abaixo ele falha:

Nesse caso, ele acusaria erroneamente o ciclo, ao considerar (2,1).

Da mesma forma, para enumerar as componentes conexas do grafo, basta
repetirmos a BFS enquanto houver vértices ndo marcados. Assim, o percurso
serd efeturado em cada componente conexa. Novamente, em grafos dirigidos
esse algoritmo apresenta problemas. Considere o seguinte grafo conexo:

sl

Rodando BFS com esse grafo teremos;

1
a s o o 2
M Mﬁ M \
1 1
1
2 2 2 3
O que nos d& as arvores:
s1 2
1
2 3
O algoritmo indicaria que o grafo é desconexo, o que nao é verdade.
Agora vamos analizar a complexidade do algoritmo para a BFS [6]. Segundo
o algoritmo, cada vértice entra e sai da fila uma vez, gerando um tempo O(|V]).

Mas, para cada vértice, sua lista de adjacéncias é verificada, um tempo O(|E|)
é gasto nisso. Entao, o tempo de execugao total do algoritmo é O(|V| + | E|).
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6 Ordenacao Topolégica

A ordenacao topoldgica recebe um grafo dirigido aciclico e retorna uma lista
ordenada dos vértices de modo que, se houver uma aresta (v, u) no grafo, entao
v aparecerd antes de u na lista [3].

Ou seja, a ordenagao topolédgica busca um alinhamento dos vértices do grafo
de modo que as arestas apontem da esquerda para a direita:

Mas a questao agora é: como acho essa ordenacao? Vejamos o seguinte lema:

Lema 1 Todo grafo dirigido aciclico G tem um vértice com grau de entrada
zero.

Demonstragao: pego um vértice qualquer de G, v. Se v tiver grau de
entrada 0 estd provado. Senao, escolho uma aresta qualquer que chegue a v e a
percorro em sentido contrario:

percurso

Como o grafo é finito e aciclico, necessariamente chegarei a um vértice a
partir do qual nao terei como continuar com esse procedimento, esse é um vértice
de grau de entrada 0.

Entao agora podemos definir nosso problema:

“Dado um grafo dirigido aciclico com n vértices, queremos rotular os vértices
de 1 a n tal que, se v for rotulado com k, entao todos os vértices alcancaveis a
partir de v por um caminho dirigido sao rotulados com nimeros > k.

Base: |V| = 1. Trivial.

Hipétese de Indugao: Sei como rotular um grafo dirigido aciclico com
< n vértices.

Passo: Seja G = (V, E), dirigido, aciclico, |V| = n, Acho um vértice de G,
v, que seja uma fonte para G. Ou seja, um vértice com grau de entrada 0. O
lema acima nos mostra como achar esse vértice. Retiro esse vértice do grafo
e, por hipétese de indugdo, sei resolver o problema para G' = G \ {v}. Apds
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rotulado G’ basta incluir v no grafo. Ele deverd ser rotulado com um niimero
menor que o menor rétulo de G’ por ser fonte.

Agora vamos ver um algoritmo que faz exatamente o que nossa demonstragao
mostra, mas nao recursivamente (figura 12). No algoritmo, em cada vértice ha o
registro de seu grau de entrada. Entao, ao iniciar, o algoritmo retira os vértices
de grau 0, v;, e os coloca em uma fila. Para cada vértice w; tal que a aresta
(vi,w;) € G, decremento o grau de entrada de w; em 1. Novamente retiro os
vértices de grau 0, colocando na fila e executando o procedimento acima. O algo-
ritmo termina quando todos os vértices de G tiverem sido rotulados (estiverem
na fila).

Algoritmo OrdTop(G):
Entrada: G = (V, E), um grafo dirigido aciclico.
Saida: O campo ‘rotulo’ indica uma ordenagao topoldgica de G.

inicio
inicialize v.g;, para todos os vértices (com DFS);
rotulo_G := 0;

para i:=1 até n faga

se v;.g;n = 0 entao coloque v; na fila;
repita

remova um vértice v da fila;

rotulo_G := rotulo_G + 1;

v.rotulo := rotulo_G;

para toda aresta (v, w) faga

se w.gi, = 0 entao coloque w na fila;
até que a fila esteja vazia
fim

Figura 12: Algoritmo para Ordenagao Topoldgica.

(Em [6] pode ser encontrado um algoritmo para ordenagdo topoldgica que
usa DFS para ordenar os vértices).

A complexidade do algoritmo acima é O(|V|+ |E|), pois esse é o tempo que
leva para inicializar o grau de entrada dos vértices do grafo. Achar um vértice
de grau 0 pode levar O(|V|) (linha 5). Como cada aresta do grafo é considerada
uma vez s6, o numero de vezes que os graus de entrada devem ser atualizados
¢ O(|E]). Entao a complexidade total é O(|V|+ |E|). Mas vale notar que isso
supoe que o grafo é representado por uma lista de adjacéncias. Se for por uma
matriz, a complexidade sobe para O(|V|?), pois esse é o tempo para inicializar
os graus de entrada no grafo, usando uma matriz.

Exercicio: Verifique a complexidade de O(|V|?) para matrizes no algoritmo
acima.
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6.1 Exemplos:

Vamos observar 2 exemplos de aplicagao da ordenagao topolégica:

Arvore de Pré-requisitos: suponha que vocé quer organizar seu horario
na faculdade e, para isso, quer saber que matérias podem ser feitas a cada
semestre. O grafo das matérias é mostrado na figura abaixo (uma aresta de a
para b indica que a é pré-requisito para b):

CRED S

Entao, executando uma ordenagao topoldgica, um resultado pode ser

\

Ou

(gomaria) (oo ——=Caaoton )

Vestir-se pela manha [6]: suponha que sua sonoléncia impede seu pro-
cessamento cerebral pela manha e vocé esta casado de sair de casa vestindo as
cuecas por fora das calcas. Entao vocé resolve fazer uma lista do que deve vestir
e em que ordem. Primeiro vocé comega fazendo um grafo com as roupas:
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cuecas

gravata

Efetuando-se a ordenacao, conforme o algoritmo apresentado, teremos a se-
guinte lista(podem haver variagbes, ji que ha mais de um vértice de grau de
entrada 0):

oG G

Agora sim vocé pode sair tanqiiilo de casa.

7 Caminhos Mais Curtos

O problema de caminhos mais curtos trata de, dado um vértice inicial em
um grafo, encontrar os caminhos mais curtos entre esse vértice e qualquer outro
do grafo.

Vale notar que esse problema difere da drvore BSD, que dd o caminho mais
curto em nimero de arestas, por exigir o caminho mais curto em comprimento
de arestas. Ou seja, dado um grafo dirigido G com pesos positivos nas arestas,
queremos encontrar os caminhos com menor peso entre um determinado vértice
e todos os outros de G. Nesse caso, o peso de um caminho é definido como a
soma do peso de cada aresta que compoe esse caminho.

Apesar de termos enunciado o problema para grafos dirigidos, ele também
pode ser usado para grafo nao dirigidos, pois tais grafos podem ser vistos como
grafos dirigidos tais que cada aresta nao dirigida corresponde a 2 arestas dirigi-
das com o mesmo comprimento, porém com diregoes opostas.
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Assim, vamos enunciar o problema mais formalmente:

“Dado um grafo dirigido G = (V, E) e um vértice v, quero encontrar os
caminhos mais curtos de v a todos os outros vétices de G”.

Vamos analizar o problema, primeiramente, com grafos aciclicos. Seja G =
(V, E) um grafo dirigido aciclico.

Prova: (por indugdo simples no nidmero n de vértices do grafo)

Base: |v| = 1. Trivial.

Hipétese de Indugao: Dada uma ordenagao topoldgica, sei como encon-
trar os comprimentos dos caminhos mais curtos de v aos n—1 primeiros vértices.

Passo: Seja G um grafo dirigido com n vértices em ordem topolédgica e um
vértice v. Removamos o n? vértice, z, e, por hipétese de indugao, calculo os
comprimentos de v a todos os outros vértices. Entao devolvo v e suas arestas a
G. Sejam w;, 1 < i < m, os vértices de G tais que (w;, z) € E. Entdo, para achar
o caminho mais curto de v a z tomo o menor dos caminhos v — w; + (w;, 2).

Abaixo podemos ver o algoritmo:

Algoritmo CCAciclico(G,v,n):
Entrada: G = (V, E), um grafo aciclico, um vértice v e o nimero de
vértices n.
Saida: Para cada vértice w € V, w.CC é o comprimento do caminho
mais curto de v para w.
inicio
seja z o vértice de rétulo n na ordenacao topoldgica;
se z # v entao
CCAciclico(G \ {z},v,n — 1);
para todo w tal que (w, 2) € E faga
se w.CC +comp(w, z) < z.CC entdo
2.CC := w.CC 4comp(w, z);
senao v.CC :=0
fim

Figura 13: Algoritmo para menores caminhos em grafo aciclico.

Esse algoritmo, entao, funciona da seguinte maneira: antes de mais nada,
ordeno G topologicamente. Se o rétulo de v (o vértice a partir do qual busco
os caminhos mais curtos) for k, entdo os vértices com rétulo < k ndo precisam
ser considerados, pois nao hé aresta de v a esses vértices. Pegamos, entao, um
vértice com rétulo n, z, sorvedouro de G. Pela indugao, conhego os caminhos
minimos a partir de v em G\ {z}:

wl

wm
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Entao, para achar o caminho minimo de v a z, basta tomar o menor valor dos
caminhos minimos de v a w; + (w;, z). Como z é o tltimo vértice na ordenagao
topoldgica, nenhum outro vértice é alcangavel a partir de z, garantindo que
nenhum outro caminho é afetado pela inclusao de (w;, 2).

Uma observagao interessante diz respeito a estrutura de dados usada. Em
vez de usarmos a tradicional lista de adjacéncias para representar o grafo, é
melhor usarmos uma lista transposta.

Na lista de adjacéncias coloco no vetor V' os vértices v; de G e nas listas W
os vértices w; tais que (v;, w;) € G.

Na lista de adjacéncias transposta, coloco no vetor V' os vértices v; de G e nas
listas W os vértices w; tais que (wj,v;) € G (note que na lista de adjacéncias,
em W {fam (v;, w;)).

Ou seja, enquanto a lista de adjacéncias registra, para cada vértice no vetor
V', os vértices ligados a v; por uma aresta que sai de v;, a lista transposta
registra os vértices ligados a v; por arestas que chegam a v;, o que é 1til para o
algoritmo acima.

Dessa forma, o algoritmo indutivo pode ser representado pela relagao de
recorréncia T'(n) = T'(n — 1) + gin(2n), que é O(|E]). O algoritmo leva O(|E|)
para transformar de lista de adjacéncias para lista transposta e O(|V]) para
retirar os vértices. Entéo o tempo total de execugio do algoritmo é O(|V]| +
|E| + El) = O(V| + | E]).

Mas agora surge uma questao: como evito a ordenagao topoldgica feita no
inicio? Ou melhor, como fazer com que a ordenacao seja encontrada ao mesmo
tempo que os caminhos mais curtos?

Para tal, achamos um vértice v; € G tal que vy seria o primeiro na ordenagao
topoldgica. O segundo vértice serd um que receba aresta somente de vy, e assim
por diante. Naturalmente, a partir do terceiro vértice teremos que considerar
os caminhos ja descobertos até os vértices que levam a esse ltimo por meio de
uma aresta, como no algoritmo dado anteriormente. Ou seja, no n? vértice ja
achamos todos os caminhos de vy a w;, tal que (w;, v,) € G e tomamos o menor
dos caminhos de v1 a w; + (w;, v, ). Esse algoritmo é mostrado na figura 14.

Tendo resolvido o problema dos caminhos mais curtos para grafos aciclicos,
vamos a um caso geral, o de grafos que podem conter ciclos.

Nesse caso, nao podemos usar a ordenacao topolédgica, entao vamos conside-
rar os vértices na ordem imposta pelo tamanho dos seus caminhos mais curtos
ao vértice inicial v.

Suponha o grafo abaixo, dirigido, podendo ter ciclos, com pesos positivos:
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Algoritmo CCAciclico2(G,v):
Entrada: G = (V, E), um grafo aciclico, um vértice v
Saida: Para cada vértice w € V, w.CC é o comprimento do caminho
mais curto de v para w.
inicio
para todo vértice w faga w.CC := oo;
inicializa v.g;, para todos os vértices
para i := 1 até n faga
se v;.g;n = 0 entao coloque v; na fila;
v.CC = 0;
repita
remova w da fila;
para toda aresta (w, z) faga
se w.CC +comp(w, z) < z.CC entdo
2.CC := w.CC +comp(w, 2);
se z.g;, = 0 entao coloque z na fila;
até que a fila esteja vazia
fim

Figura 14: Algoritmo melhorado para menores caminhos em grafo aciclico.

Primeiro verificamos as arestas que saem de v e pegamos a de menor peso
dentre elas, (v,2;). Como todos os pesos sao positivos, este é o caminho mais
curto de v a x;.

Agora escolhemos o segundo vértice mais préximo a v. Para tal temos
que considerar as outras arestas, (v,z;), 1 < j < n, j # ¢ ou caminhos
vindos de v contendo 2 arestas (mostrados abaixo): uma aresta (v,z;) e ou-
tra (zj,zx) ou (zj,y), 1 < j < mn, 1 <1 < m, escolhendo o minimo do
comprimento(v, x;), x; # x; ou comprimento(v,x;) + comprimento(z;,yi),
Y1 # v ou comprimento(v, z;) + comprimento(z;, x;), T; # T;, T; F# v.
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Entao, podemos definir o algoritmo através da seguinte indugao:
Prova: (por indugdo simples no nimero de vértices cujo caminho mais curto
ja foi calculado)

Hipétese de Indugao: Dado um grafo G e um vértice v, conhecemos os
k vértices que estao mais préximos de v e os comprimentos dos caminhos mais
curtos a eles.

Base: £ = 1. Sei como achar o vértice mais proximo de v, basta pegar a
menor aresta que sai de v.

Passo: Seja Vj;, o conjunto contendo v e seus k vértices mais préximos.
Podemos dividir G da seguinte maneira:

Queremos encontrar w € U = G \ V}, que seja 0 mais préximo a v dentre os
vértices que nao estao em V,.

Por hipdtese de indugao tenho os caminhos mais curtos de v a todos os
vértices em Vj. Entao o préximo vértice a ser adicionado a Vj serd o vértice
w € U que recebe aresta de algum u € Vj, tal que o caminho de v a u+(u, w) seja
minimo. Ou seja, w serd tal que ng(}k (caminhoMC(u)” +(u,w)) seja minimal
sobre todos os w € U. w é, entédo, o (k+1)2 vértice mais préximo a v, estendendo
a hipotese de indugao. Passo w para Vj e repito a operagao.

7.1 Algoritmo de Dijkstra

O algoritmo acima pode ser melhorado, como veremos agora. Da mesma
forma que o algoritmo anterior, o algoritmo de Dijkstra mantém um conjunto
Vi de vértices cujos caminhos mais curtos a partir de v foram determinados. O
algoritmo repetidamente seleciona vértices w € U com o menor caminho mais
curto estimado, insere w em Vi e atualiza V.

Ou seja, como inclui w em Vj, posso ter mudado alguns caminhos mais curtos
em Vj, e U8. Naturalmente, ndo preciso atualizar todo G, apenas os vértices u; €
G que possuem um caminho de v a u; passando por w. Entao precisamos checar
todas as arestas que saem de w, verificar o tamanho do caminhoM C (v, w) +
(w,2), z € G, e atualizar caminhoM C (v, z) se necessario. Assim, cada iteracao

"caminhoMC(u) é o caminho mais curto de v a w.
80s vértices de U inicialmente possuem caminhoMC = co.
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requer a descoberta de um vértice com um valor de caminhoMC minimo e
a atualizagdo dos caminhoMCs de alguns dos vértices restantes (note que os
vértices atualizados podem pertencer tanto a Vj; quanto a U). Para maiores
detalhes sobre o algoritmo de Dijkstra consulte [6].

Implementacao: vamos, agora, implementar o algoritmo acima.

Algoritmo Dijkstra(G,v):
Entrada: G = (U, E), um grafo aciclico, um vértice v
Saida: Para cada vértice w € U, w.CC é o comprimento do caminho
mais curto de v para w.
inicio
para todo vértice w faga
w.marca := falso;
w.CC := o0;
v.CC = 0;
enquanto existir um vértice nao marcado faga
seja w um vértice nao marcado tal que w.CC é minimal;
w.marca, := verd;
para toda aresta (w, z) tal que z ndo estd marcado faca
se w.CC +comp(w, z) < 2.CC entao
2.CC := w.CC 4comp(w, 2);
fim

Figura 15: Algoritmo de Dijkstra.

Nesse algoritmo, usamos um heap para armazenar os vértices de U, pois
temos que encontrar o vértice cujo caminho a v tem o menor comprimento. A
chave de cada vértice no heap é seu caminho mais curto, que, inicialmente, é co
para todos, menos para v, que é 0.

Retiro w e verifico todas as arestas (w,u), atualizando os caminhos em H,
atualizando a ordem em H. Mas devo atualizar somente vértices cujo caminho
a v passa por w. Entao temos que conhecer a posi¢ao de cada vértice no heap.
Para isso colocamos os vértices de G em um vetor com ponteiros para sua
localizagao no heap e, assim, para achar um vértice no heap basta acessar o
vetor.
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Agora vamos verificar a complexidade do algoritmo. Temos |E| atualizagdes
no heap, levando a O(|E|log|V|) comparagoes nele. Também temos |V | remogoes
seguidas de log|V| atualizagbes no heap, gastando no total O(|V |log|V]). Assim,
o tempo total de execugao é O((|V| + |E|)log|V]).

Vale notar que os grafos aqui analisados possuem pesos positivos em suas
arestas. Mas, e se nosso grafo possuir pesos negativos? Nesse caso a coisa muda
de figura, e calcular o menor caminho fica mais dificil.

Considere, por exemplo, o seguinte grafo:

Temos co caminhos mais curtos de s a ¢: sabce (tamanho 8), sabcabe (tama-
nho 8), sabcabcabc (tamanho 8) etc.

Nesse caso nao temos como dizer qual o caminho mais curto, apenas podemos
dar um mais curto. A situagao é ainda pior se houver um ciclo de comprimento
negativo:

Nesse caso nao temos como dar o caminho mais curto de s a ¢, pois teriamos
que percorrer o ciclo a — b oo vezes, gerando um caminho de comprimento —oo.

Em [6], vocé vai encontrar o algoritmo de Bellman-Ford (que nao serd des-
crito aqui), o qual trata de grafos com pesos negativos. O algoritmo verifica
se existe algum ciclo de peso negativo alcangavel a partir da fonte e, se existir
tal ciclo, ele indica que nao existe solucao para o problema. J4 se nao existir o
ciclo, o algoritmo produz os caminhos mais curtos e seus pesos.

Uma outra observacgao cuja demonstracao serd deixada como exercicio é que o
resultado final do algoritmo para caminhos mais curtos é uma arvore contendo
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esses caminhos e com v como raiz. Essa arvore recebe o nome de arvore de
caminhos mais curtos.

8 AGCM - Arvore Geradora de Custo Minimo
(Minimum Spanning Tree)

Uma arvore geradora de um grafo G é uma arvore contendo todos os vértices
de G e algumas de suas arestas (o suficiente para conectar esses vértices na
arvore).

Desse modo, uma arvore geradora de custo minimo de um grafo G é um
subgrafo conexo de G, uma arvore, contendo todos os vértices de GG, de modo
que a soma dos pesos das arestas no subgrafo seja minima (novamente, estaremos
trabalhando com pesos positivos).

O problema de encontrar uma AGCM de G, entdo, pode ser descrito assim:

“Dado um grafo nao dirigido conexo com pesos nas arestas G = (V, E),
quero encontrar uma &arvore geradora de G, T, de custo total minimo.”

Para resolver esse problema, antes, vamos verificar o seguinte lema:

Lema 1 Seja T uma AGCM de G = (V,E) e seja e = (u,v) € E a aresta de
menor custo em G. Entdoe e T.

Prova: (Contradi¢ao) Suponha que e ¢ T. Seja H = T U {e}. Entdo H
tem um ciclo C, pois e une 2 vértices, u e v, que ji estdo unidos por algum
caminho em 7. Seja ¢ € C'\ {e}. Como e é a aresta de menor custo em G,
entdo custo(e’) > custo(e) e, nesse caso, T' = H \ {€’} é uma 4rvore cujo custo
é menor que o custo de T. Contradi¢do, pois, nesse caso, T' ndo é AGCM.
Portanto, a aresta de menor custo de G deve estar em T'.

Além do lema acima, vamos verificar outro lema que sera 1til mais adiante:

Lema 2 Sejam G = (V,E,w), Vi, Vo CV, ViUV =V, Vi NV, = &. Entdo
a aresta do corte de Vi e Vo de menor custo pertence a AGCM de G.

Prova: (Contradi¢do): antes de mais nada, vamos definir um corte de G-
um corte em um grafo G, (V4,G \ V1) é uma particao de V (ver figura abaixo)

Vi1

corte G\Vvl
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Agora sim, vamos a prova. Seja e = (v, w) a aresta do corte de V; e V5 de
menor custo e seja T'a AGCM de G. Suponha que e ¢ T.

Seja T =T\ {(z,y)} U {e}. Entdo T’ é uma AG de G e, como e é a aresta
de menor custo em C, entao custo(e) < custo((x,y)) e, nesse caso, custo(T") <
custo(T), ou seja, T nao é AGCM. Contradigao.

Agora sim podemos ver uma demonstracao por indugdo de como construir
uma AGCM de G:

Prova: (por inducdo forte no nimero de arestas de T, subgrafo da AGCM
de G)

Hipétese de Inducado: Dado G = (V, E,w) sou capaz de encontrar um
subgrafo T C G com k arestas, k < |V| — 1, tal que T é uma &rvore e T' é um
subgrafo da AGCM de G.

Base: T = {v}. Fago um corte em torno de v e pego a aresta mais leve no
corte, (v,u). Com certeza essa é a menor aresta que conecta v a G\ {v}.

Passo: Seja G = (V, E,w). Tome, por hipétese de indugdo, T' C G tal que
T é arvore e subgrafo da AGCM de G. Fagamos um corte C em G, (G,G\ T):

T G\T

)
]

LT

C

Entéo, pelo lema 2, a aresta cruzando C' com menor custo pertence a AGCM
de G. Seja e essa aresta. Estendamos T, fazendo T" = TU{e}. T é uma arvore,
pois une um vértice € T'a um € G\ T por um tnico caminho e, pelo lema 2, T”
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é subgrafo da AGCM de G. Dessa forma podemos estender T até que ela cubra
todos os vértices de GG, sendo uma AGCM de G.
Esse algoritmo é conhecido como algoritmo de Prim e é mostrado abaixo:

Algoritmo AGCM-Prim(G,r,w):
Entrada: G = (V, E), um grafo aciclico, um vértice r e os pesos w.
Saida: A &drvore geradora de custo minimo de G
inicio
Q:=V;
para ccada u € Q faga chave[u] := oo;
chavelr] := 0;
pai[r] := NIL;
enquanto ) # @ faga
u := valor minimo de @;
para cada v € Adjlu] faca
se v € Q e w(u,v) < chavelv] entéo
pailv] := u;
chave[v] := w(u,v)

Figura 16: Algoritmo de Prim para AGCM.

A idéia bésica do algoritmo é a seguinte: tenho um grafo nao dirigido com
pesos nas arestas, G. Escolho um vértice qualquer de G, v, e fago um corte em
G, ({v},G\ {v}) com respeito a v. Inicialmente faco T = {v}.

Pego, entdo, a aresta de menor peso desse corte, e, e a incluo em T (T =
T U{e}). Fago um novo corte em G, C = (T,G\T).
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Novamente tomo a aresta, e, de menor peso nesse corte e fago T'= T U {e},
fazendo um novo corte C' = (T,G\ T) em G.

Gerando a arvore

Que é uma AGCM de G.

Vamos analisar, agora, a complexidade do algoritmo de Prim. Se o queue,
Q, for implementado como um heap bindrio, sua inicializagdo gasta O(|V|). O
lago é executado |V| vezes e , como cada operacao de extracao do valor minimo
no heap leva O(log|V]), o tempo total é O(|V|log|V]). O lago for é executado
O(|E|) vezes e a atribuigdo na tltima linha requer atualizagdo no heap em tempo
O(log|V]). Entao o tempo total do algoritmo é O(|V|log|V| + |E|log|V|) =
O(|Elog|V]).

Uma alternativa ao algoritmo de Prim é o algoritmo de Kruskal, apresentado
na figura 17.

O algoritmo funciona da seguinte maneira: primeiro ordeno as arestas de G.
Considero, entao, cada vértice de G como pertencendo a uma arvore em G, ou
seja, v; € T;, 1 < i < |V].
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Algoritmo AGCM-Kruskal(G,w):
Entrada: G = (V, E), um grafo aciclico e os pesos w.
Saida: A &drvore geradora de custo minimo de G
inicio
A=
para ccada v € V faga Construa_-Conjunto(v);
ordene as arestas de E por ordem crescente do peso w;
para cada aresta (u,v) € E, em ordem crescente, faga
se Conjunto(u) # Conjunto(v) entao
A= AU{(u,v)};
Une_arvores(u,v);
retorne A;
fim

Figura 17: Algoritmo de Kruskal.

s [1f1fa]2]s]a]a]s]

Pego a menor aresta de G e vejo se ela ume 2 vértices pertencentes a arvores
diferentes. Se sim, unifico as 2 arvores e repito a operagao. Se nao, passo a
préxima aresta na lista ordenada e repito a operagao.

1 s 1

s 2[2]s]a]a]s] 2[3]a]e]s]

Note que, nesse tltimo passo mostrado, a aresta (a, b) foi ignorada, por unir
2 vértices pertencentes a mesma arvore. O algoritmo cotinua assim até unir
todas as sub-arvores em G, ou seja, todos os vértices.
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e a arvore é

Agora vamos analisar a complexidade do algoritmo de Kruskal. A demons-
tracdo de sua funcionalidade pode ser vista em [6].

O algoritmo gasta tempo |V| para criar as |V| drvores iniciais. Entao ordena
as arestas, gastando O(|E|log|E|) para tal. Cada aresta é verificada uma vez
por unido das sub-drvores, gastando O(|E|). Entao o tempo do algoritmo é
O(|Ellog|E|).

Uma observacao importante sobre esses dois algoritmos é sobre sua estratégia
de aquisicao de novas arestas. Os algoritmos usam uma estratégia gulosa que,
a cada passo toma o elemento que é localmente 6timo, mostrando que isso leva
a resposta 6tima. Alguns autores, no entanto, ndo consideram esses algoritmos
puramente gulosos. Para maiores informagoes sobre o método guloso consulte
[6]. A estratégia gulosa também pode ser usada como heuristica para muitos
problemas, sendo muito usada em aplicacoes de inteligéncia artificial. Para mais
informagoes sobre a heuristica gulosa consulte [5] e [11].

9 Emparelhamento
Um emparelhamento em um grafo G é um conjunto de arestas e vértices tais

que nenhum par de arestas tem vértices em comum. Assim um emparelhamento
perfeito é um emparelhamento de todos os vértices de G.
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9.1 Emparelhamento em Grafos Bipartidos

Nesse caso, o problema é encontrar o maior emparelhamento possivel num
grafo bipartido, que é um grafo G = (V, E) tal que V. =V, U V5 e Ve = (u,v) €
FE = ueV;ev eV ou vice-versa.

Para resolvé-lo, suponha que ja temos um emparelhamento maximal em G,
ou seja, um emparelhamento que nao pode ser estendido pela adigao de uma
aresta, e vamos tentar melhord-lo. Considere a figura abaixo e seu emparelha-
mento:

Podemos melhorar o emparelhamento trocando a aresta (2,a) por (1,a) e
(2,0):

e (3,d) e (4,e) por (3,¢), (4,d) e (5,e):

1 2 3 4 5 6

Note que cada mudanga comegou com um vértice ndo emparelhado (1, no
primeiro exemplo), passou por um emparelhamento — (a,2) — e terminou num
vértice ndo emparelhado (b). Entao trocamos o caminho 1a2b por (1,a) e (2,b).

A idéia, entao, é tomar um vértice nao emparelhado v e escolher outro vértice
adjacente a v, u, que pertenga a um emparelhamento (com w, por exemplo).
Entao emparelhamos v com u e quebramos o emparelhamento de u com w.
Agora temos que achar um emparelhamento para w. Se w estiver conectado a
um vértice ndao emparelhado, achamos. Senao, podemos repetir o procedimento
acima.
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Esse foi o procedimento adotado nas figuras acima, onde o vértice ¢ foi
emparelhado a 3, quebrando (3, d). O vértice d foi emparelhado a 4, quebrando
(4,¢€) e, por fim, o vértice e foi emparelhado ao 5, que ndo estava emparelhado
com ninguém.

Vamos, agora, tentar formalizar essa discussdo. Um caminho P no grafo que
possua uma aresta que nao pertence a um emparelhamento M, uma que € M,
e assim por diante até a tltima aresta de P, que ¢ M, é chamado de caminho
alternante, por possuir arestas que se alternam entre pertencer ou nao a M. O
numero de arestas deve ser impar, pois o caminho comeca e termina com arestas
que ¢ M, havendo uma aresta a mais que ¢ M

Mas veja que o que fizemos no exemplo acima foi encontrar caminhos alter-
nantes e trocar, neles, as arestas que € M pelas que ¢ M. No caminho 1a2b
trocamos a2 por la e 2b e no caminho ¢3d4eb trocamos 3d e 4e por ¢3, d4 e e5.

Assim, vamos ao seguinte Teorema do Caminho Alternante (cuja demons-
tragao pode ser vista em [10]):

Teorema 1 Um emparelhamento M num grafo bipartido G € mdzrimo se e so-
mente se nao admitir caminho alternante.

Com base nesse teorema, entao, podemos construir um algoritmo para achar
um emparelhamento maximo em um grafo bipartido. A idéia bésica é, dado o
grafo, encontrar um emparelhamento maximal e, entao, buscar caminhos alter-
nantes, modificando o emparelhamento até que nao possamos mais encontrar
tais caminhos e, nesse caso, o emparelhamento serd maximo.

Para tal, transformo o grafo nao dirigido em grafo dirigido, colocando as
arestas € M em uma direcdo e as ¢ M em diregdo oposta:

Um caminho alternante é formado, assim, por um caminho dirigido que parte
de um vértice nao emparelhado em V', chegando a um vértice ndo emparelhado
em U, o que pode ser descoberto com uma simples busca em profundidade
comegando em um vértice nao emparelhado.

O tempo gasto na DFS é O(|]V| + |E|), e pode ser repetido até (“2/‘) vezes
(pois o caminho alternante estende o emparelhamento uma aresta por vez e ha
no maximo (”2/') arestas em cada emparelhamento). Entao a complexidade do
algoritmo ¢ O(('Y!) - (V[ +|E[)) = O(V|- (V| + | E])).

Esse tempo pode ser melhorado se, enquanto procuramos um caminho alter-
nante, percorrermos o grafo todo achando varios caminhos alternantes vértice
disjuntos. Como esses caminhos modificam vértices diferentes, eles podem ser
analisados paralelamente. Esse algoritmo tem um tempo de execugao O((|V] +
|E[)4/]V]) no pior caso e é descrito com mais detalhes em [10].
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9.2 Emparelhamento Perfeito em Grafos Muito Densos

Veremos aqui uma interessante aplicacao de demonstracao por inducgao re-
versa para um dominio finito.

Em [10] hd uma demonstracdo alternativa do resultado que apresentamos
abaixo, a qual é também por indugao, mas que, além de ser em outro parametro,
consiste de inducao direta.

Vamos ao problema:

“Seja G = (V, E) um grafo com |V| = 2n. Se todos os seus vértices tém grau
pelo menos n, entao G tem um emparelhamento perfeito.”

Perceba que dentre todos os grafos que satisfazem as condi¢oes do enunciado
do problema, o mais denso em arestas é o grafo completo. Este é, portanto, um
bom caso para base da indugao reversa.

Prova: (por indugdo reversa no nimero m de arestas de G)

Base: Um grafo completo de 2n vértices certamente tem emparelhamentos
perfeitos. Basta dividir o conjunto de vértices em pares arbitrarios.

Hipétese: Consideremos que dado um grafo G = (V, E) com |V| = 2n,
g(v) >nYv eV, e|E|=m< (}) é possivel determinar um emparelhamento
perfeito em G.

Passo: Seja G = (V,E) um grafo com |V| = 2n, glv) > n Vv € V, e
Bl=m—1<(1).

Como G nao é um grafo completo, sejam u e v dois vértices de V tais que
(u,v) € E.

Tome o novo grafo G’ = (V,E’) onde E' = E U {(u,v)}. G’ certamente
satisfaz as hipdteses do enunciado e tem uma aresta a mais que G. Portanto,
podemos aplicar a hipdtese de inducao a G’.

u

wl w2

Seja, entdo, P um emparelhamento perfeito em G’ dado pela hipétese de
inducdo. Se P néo inclui a aresta (u,v), a demonstracdo estd completa.

Caso contrério, i.é., (u,v) € P, basta mostrarmos que é possivel encon-
trar um caminho alternante em G com relagao ao emparelhamento parcial
P\ {(u,v)}.

Se aos dois vértices de cada uma das arestas de P \ {(u,v)} chegassem apenas
duas arestas partindo dos vértices u, v, teriamos que g(u) + g(v) = 2n — 2 pois
P\ {(u,v)} tem apenas n — 1 arestas. Mas, em G, g(u) + g(v) > 2n.

Portanto, necessariamente existe alguma aresta, digamos (wq, wg)7 em
P\ {(u,v)} a cujos vértices chegam (pelo menos) trés arestas partindo de u
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e v. Suponha, sem perda de generalidade que (u,w;) € E, (u,ws) € E e
(v,wy) € E. Entao, u,w,ws,v é um caminho alternante em G com relagio a

P\ {(u,v)}. cQD

wl w2

Exercicio: Encontre o menor contra-exemplo para a afirmagao:
“Seja G = (V, E) um grafo com |V| = 2n > 2. Se todos os seus vértices tém
grau n — 1, entdo G tem um emparelhamento perfeito.”

Desafio: Prove ou apresente um contra-exemplo para a seguinte afirmagao:

“Seja G = (V, E) um grafo com |V| = 2n. Se dois dos vértices de G tém grau
n e todos os seus outros vértices tém grau n—1, entao G tem um emparelhamento
perfeito.”

10 Circuito Hamiltoniano

Um circuito hamiltoniano é um circuito que passa por todos os vértices de
um grafo exatamente uma vez. Um grafo que apresente tal circuito é chamado
de hamiltoniano.

De fato, esse nome foi dado a tais grafos apés Hamilton ter descrito em uma
carta a um amigo um jogo matematico no dodecaedro (figura 18), no qual uma
pessoa coloca 5 marcas em 5 vértices quaisquer consecutivos e a outra deve
completar o caminho até entao criado formando um ciclo gerador, ou seja, um
que contenha todos os vértices do dodecaedro.

Figura 18: O dodecaedro

40



Como o problema de achar ciclos hamiltonianos é NP-completo, aqui serd
apresentado um método para achar um ciclo hamiltoniano somente em grafos
muito densos.

Teorema 1 Seja G = (V, E) um grafo nao dirigido, conexo, com g(u)+ g(v) >
n=|V|, Yu,v €V com (u,v) ¢ E. Entao G € um grafo hamiltoniano.

Prova: (por indu¢do reversa em |E|). Uma prova alternativa pode ser
encontrada em [4].

Base: G completo. Se |V| > 3, entao tenho o ciclo para qualquer grafo
completo, basta colocar os vértices em ordem arbitraria e conecta-los.

Hipétese de Indugao: O teorema é verdadeiro para todo grafo com |E| =
m < (3)-

Passo: Seja G = (V, E) um grafo ndo dirigido, conexo, com |E| =m < (})
e g(u)+g() >n, |V|=n,Vu,v €V, com (u,v) ¢ E. Como G nao é completo,
sejam u,v € V tais que (u,v) ¢ E:

wl w2

Tome G' = (V,E’) com E' = E U {(u,v)}. Por hipétese de indugdo, G’
é hamiltoniano. Seja C’ um circuito hamiltoniano de G’. Se (u,v) ¢ C’, estd
provado. Senao agimos da seguinte maneira: considere as arestas de G que saem
de u e v. Como g(u) + g(v) > n, hd pelo menos n delas. Mas, como G contém
n — 2 vértices além de u e v, ha 2 vértices, wy e wa, tais que (wy,ws) € C’, que
se conectam a u e v (wy com v e wy com u):

x(n-4) x1

wl w2

Podemos, entéo, achar um novo ciclo hamiltoniano que néo passa por (u,v):
Vy,WiyeeoyTyp—4,U,W2,...,T1,V.

O algoritmo que vem dessa prova comeca com o grafo completo e muda uma
aresta por vez. Para cada aresta que retiro, busco nos vértices um circuito que
os cubra. Entao o algoritmo é O(|E| - |V]).
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10.1 Problema do Caixeiro Viajante

Esse é um problema que ilustra o uso do que foi discutido: um caixeiro
viajante quer visitar um certo niimero de cidades e entao voltar ao ponto de
partida. A quest@o é: como ele deve planejar seu itinerdrio de modo a visitar
cada cidade apenas uma vez no menor tempo possivel?

Basicamente o objetivo é encontrar um ciclo hamiltoniano de comprimento
minimo. A soluc¢ao para um exemplo deste problema pode ser vista em [4]

11 Todos os Caminhos Mais Curtos

O problema de todos os caminhos mais curtos pode ser assim enunciado:
dado um grafo G = (V, E) com pesos positivos nas arestas, quero encontrar os
caminhos de comprimento minimo entre todos os pares de vértices de V.

Uma abordagem inicial pode ser a seguinte: para cada vértice v € V calculo a
arvore de caminhos minimos a partir de v. Como para calcular uma arvore gasto
O((|E|+|V))log|V|), gasto O([V|(|V|+]E|)log|V|) nessa abordagem. E claro que
se o grafo for ndo dirigido o trabalho é menor, pois nesse caso, caminho(u,v) =
caminho(v,u), mas ainda assim é O(|[V|(|E| + [V |)log|V]).

Vamos entao tentar outra abordagem: construir o algoritmo por indugao no
ntimero de arestas?. Suponha G e retire a aresta (u,v):

Calculo os caminhos minimos e, entao recoloco a aresta (u,v). No pior
caso, terei que verificar, para cada par de vértices v; e ve, se o caminho de
v1 a u + (u,v)+ caminho de v a vo é mais curto que o caminho mais curto
j& conhecido de v1 a wy. Ou seja, para cada aresta (u,v) que adiciono, se
comp(u,v) < caminhoM C(u,v) entdo devo atualizar caminho(u, v), igualando-
o a comp(u,v) e rever o caminho entre cada par de vértices.

Como, para cada aresta, temos que fazer O(|V|?) comparagoes (entre todos
os possfveis pares), no pior caso esse algoritmo é O(| E|-|V|?) e, como o ntimero de
arestas pode ser tao grande quanto O(|V|?), o algoritmo pode chegar a O(|V|*).

Tentemos, agora, indugdo no nimero de vértices (novamente mostrarei in-
formalmente somente o passo na demonstragao). Suponha um grafo G e retire
um vértice v:

9Estou mostrando informalmente o passo na demonstracio por indugio.
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G\{v}

Pela hipétese de indugao, sei os caminhos mais curtos entre qualquer par de
vértices em G \ {v}. Recoloco entdo v:

wl al

Sei achar o caminho minimo de v aos outros vértices de G (drvore de ca-
minhos mais curtos). Para achar o caminho mais curto dos outros vértices a
v basta inverter o sentido de todas as arestas de G e achar os caminhos mais
curtos de v a todos os outros vértices. Seja G’ o grafo G com os sentidos das
arestas invertido. Entdo um caminho minimo em G’ de u a v é um caminho
minimo de v a v em G, e um caminho minimo de u a todo v; € G’ em G’ é um
caminho minimo de todo v; € G a v em G.

Mas isso néo é tudo. Ainda temos que verificar, para cada par de vértices,
se existe um caminho mais curto entre eles que passa por u, ou seja, para cada
par vy e v2, comparamos o caminho mais curto em G\ {v} de v; a v2 com o
caminho mais curto entre v; e v + o caminho mais curto entre v e vs.

Os caminhos mais curtos de v a todos os vértices e de todos os vértices
a v gasta O(2|E|log|V]) = O(|Ellog|V|). A ultima verificacdo entre todos os
pares de vértices gasta O(|V|?). Essas 2 operacoes sdo feitas para cada vértice,
fazendo com que o tempo total do algoritmo seja O(|V|(|E|log|V] + [V]?)), o
que é melhor que o O(|V']|*) da indugao anterior.

Uma melhoria para essa solugao pode ser obtida ao observarmos que, a cada
vértice u adicionado, ja calculei os caminhos de v a w;:

wl

<

wm
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Entao nao preciso recalculd-los a cada vez, basta olhar a adjacéncia de u.
Isso faz com que o tempo O(|E|log|V]) acima se transforme em O(|V] - g(u)) =
O(|V|?) e, entao, o tempo total do algoritmo ¢ O(|V|(|V|* + |[V]?)) = O(]V|?).

Mas vamos olhar um outro modo de resolver o problema: restringindo o
tipo de caminho permitido em G. Definamos, para tal, um k-caminho de u a v
como sendo um caminho de u a v que s6 passa por vértices de rétulo < k (nao
levando em conta u e v). Note que um 0-caminho é uma aresta. Dessa forma,
devo rotular os vértices de G arbitrariamente com nimeros de 1 a |V].

Vamos entao a seguinte indugao:

Hipétese de Indugdo: Seja o grafo G = (V, E). Consigo determinar os
k-caminhos mais curtos entre cada par de vértices de V, para k < m.

Base: m = 1. Entao s6 posso considerar arestas diretas e a solucao é trivial.

Passo: Seja G = (V, E) um grafo no qual determinei os k-caminhos mais
curtos, k < m — 1. Seja o vértice vy,, com rérulo m. Qualquer m-camiho mais
curto deve incluir v, uma tnica vez. Entao qualquer m-caminho mais curto
entre u e v é o k-caminhos mais curto (k < m) entre u e vy, (v, pode pertencer
aos extremos do k-caminho, ndo ao caminho em si) + o j-caminho mais curto
(j < m) entre vy, e v.

P1 p2
u vm v
P1 = k—-caminho, k<m

P2 = j—caminho, j<m

Como, por hipétese de indugao, conheco os k-caminhos de G para k < m,
ao somar os dois caminhos acima tenho os k-caminhos para k = m.

O algoritmo dado por essa demonstragao é mostrado abaixo e é conhecido
como algoritmo de Floyd-Warshall (para maiores informagcdes consulte [6]):

Algoritmo F-W (WW):
Entrada: W. matriz de adjacéncias n X n representando o grafo.
{Wlx,y] é o peso de (z,y), se existir, sendo é co. W[z, x] =0,Vz.}
Saida: W tera os caminhos maiscurtos
inicio
para m := 1 até n faca
para x := 1 até n faca
para y := 1 até n faca
se Wiz, m] 4+ Wim,y] < Wiz, y] entéo
Wiz, y] := Wlx,m] + W[m, yl;
fim

Figura 19: Algoritmo de Floyd-Warshall.

Nesse algoritmo, para cada m-caminho, 1 < m < n, n = |V|, verifico, para
cada par de vértices z e y, se caminho(x, m) + caminho(m,y) < caminho(x,y)
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e, se for, atualizo caminho(x,y). Assim, na verdade, estou verificando, para
cada m, se v,, € ao caminho mais curto entre x e y e, se pertencer, atualizo
esse caminho. Basicamente, o algoritmo caminha em cima da seguinte relagao
de recorréncia:

c®) —

)

(4,7) se k=0
min(Ci(J’»c*l),Ci(,fil) + C,il;fl)) se k>1

Ou seja, como dito antes, para todo k, 1 < k < n, o algoritmo atribui a

CZ-(J]-C) (o caminho(x,y)) o menor valor dentre caminho(x,y) e caminho(x, k) +
caminho(k,y), calculados para k — 1, comparando, assim, o caminho mais curto

envolvendo v (Cf: Ny C,g’;_l)) com o caminho mais curto j4 calculado sem vy,

(k=1)
(CD),

Vamos agora analisar a complexidade desse algoritmo. Para cada vértice vy,
1 < k < |V, verifico o caminho entre todos os outros pares de vértices, passando
por vx. Entdo o tempo de execucgao do algoritmo é O(|V|? - |[V|) = O(|V]?).

Vale notar que, devido a sua simplicidade, esse algoritmo é melhor que os
anteriormente descritos para grafos densos, onde |E| é da ordem de |V |? e, nesse
caso, O(|V|(|E|log|V|+|V|?)) = O(|V |’log|V]). Apesar disso, para grafos pouco
densos, o uso dos algoritmos anteriores pode ser melhor.

12 Fluxo em Redes

Antes de mais nada vamos fazer algumas definigoes: seja G = (V, E) um
grafo dirigido conexo orientado com dois vértices distintos, s (a fonte), com
gin(8) =0 et (0 sorvedouro), com g,u:(t) = 0. A cada aresta de E associamos
um valor positivo, ¢(e), chamado de capacidade de e.

A capacidade da aresta é a quantidade de fluxo que pode passar por ela, e
fluxo é uma funcgao f nas arestas tal que:

1. 0 < f(e) < c(e),Ve € E. Ou seja, o fluxo em uma aresta nao excede sua
capacidade.

2. Vo e V\{s,t}, > ,cv f(u,v) =3 cv f(v,w). Ou seja, o fluxo total que
entra em v também sai dele (exceto para s e t).

Essas 2 condigdes implicam que ) oy f(s,v) = >, oy f(v,t). Ou seja, todo
o fluxo que sai de s entra em t.

O problema entao é maximizar esse fluxo. Inicialmente, vamos ver como
o problema de emparelhamento em grafos bipartidos se reduz ao problema de
fluxo em redes:

Seja G = (V, E,U) um grafo bipartido no qual queremos achar um empare-
lhamento de cardinalidade maxima:
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Adicionamos s e t a G, construindo G’ = G U {s,t}, criando arestas de s a
VedeUat:

®

Direcionamos, entao, as arestas de V' para U e definimos o peso de todas as
arestas (sua capacidade) como sendo 1.

Temos, assim, que um fluxo mdximo em G’ d4 um emparelhamento maximo
em G e vice-versa.

A primeira parte da afirmagao é clara, pois se o fluxo é maximo e corres-
ponde a um emparelhamento, entdo nao pode haver emparelhamento maior,
pois corresponderia a um fluxo maior.

A segunda parte é mais dificil e requer o conceito de caminho aumentante.
Um caminho aumentante, P, com respeito a um fluxo f é um caminho dirigido
de s a t tal que, para toda aresta (v,u) € P exatamente uma das seguintes
condigoes vale:

1. (v,u) € E e f(v,u) < c(v,u). Ou seja, (v,u) estd na mesma dire¢do
que em G e tem fluxo menor que sua capacidade. Esse tipo de aresta é
chamado de forward edge (aresta progressiva).

2. (v,u) é a reversa de (u,v) € E e f(u,v) > 0. Ou seja, (v,u) estd na
dire¢do oposta que em G (que é (u,v)) e possui um fluxo. Esse tipo de
aresta é chamado de backward edge (aresta de retorno).

Se f admitir um caminho aumentante (se houver um caminho aumentante
com respeito a f), entdo f ndo é mdximo (como a relagdo entre caminhos al-
ternantes e emparelhamento) e sempre podemos aumentar o fluxo no caminho
aumentante.

No caso do caminho conter somente arestas do tipo 1 acima, essa conclusao
é direta. Se contiver arestas do tipo 2 é um pouco mais complicado. Considere
o grafo abaixo (as arestas sdo marcadas com a/b, onde a é sua capacidade e b
seu fluxo)
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4/3

6/5
6/3

5/5 w

E facil notar que nao existem caminhos aumentantes contendo somente ares-
tas do tipo 1, contudo, temos como aumentar o fluxo. Veja que o caminho
s — v — u — w — t possui arestas do tipo 1 e 2, logo, é um caminho aumen-
tante. Um fluxo de valor 2 pode ser enviado de s a u (ocupando toda a aresta
(v,u)). Dessa forma, o fluxo em u ndo estd mais balanceado (o fluxo de entrada
é o fluxo de saida +2). Entao desviamos parte do fluxo que vem de w a u para
t, fazendo (w,u) =4/1 e (w,t) =6/5.

4/3

5/5 w

Com isso mantemos todos os vértices balanceados e aumentamos em 2 o
fluxo total em t.

Podemos pensar que o fluxo a mais que chegava em u foi desviado via w —
u — t pela “cotra-mao” em (w,u). Assim, vemos que se houver um caminho
aumentante, entao o fluxo nao é maximo.

Agora considere o conjunto A C V tal que s € Aet ¢ A e o conjunto
B =V \ A. Um corte em G é um conjunto de arestas da forma C = {(v,w) €
E:ve Aw e B}. Entédo, o corte C' é um conjunto de arestas que separa s de
t. A capacidade de C é definida como a soma da capacidade de suas arestas, ou
seja c(C) = > cle).

Como nenhum fluxo pode exceder a capacidade de qualquer corte, temos o
seguinte lema:

Lema 1 Se C for um corte e f um fluzo, entao ¢(C) > f.

Ou seja, nao ha como o fluxo ser maior que a capacidade do corte, pois nao
h& arestas por onde fluir. Agora, qual a conseqiiéncia de encontrarmos um fluxo
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f e um corte C tais que f = ¢(C)? Nesse caso, o fluxo serd méximo e o corte
serd minimo.
Vejamos o seguinte lema:

Lema 2 Se f € um fluxo que ndo admite caminho aumentante, entdo eriste um
corte C tal que f = ¢(C).

Prova: seja f um fluxo que nao admite um caminho aumentante de s a t¢.
Seja A = {v € V : existe caminho aumentante de s a v}. Como f nédo admite
caminho aumentante, entdo s € Aet ¢ A e, assim, A define um corte C. Temos
entao que:

1. Toda aresta (v,w) de C do tipo forward edge satisfaz f(v,w) = c(v,w),
pois (v,w) € C,v € Aew e B=V )\ A. Como (v,w) estd no corte, nao
pode admitir caminho aumentante nela, pois nao ha caminho aumentante
de s a t.

2. Nao existe backward edge, e = (w,v) em C com f(e) > 0, pois ela poderia
estender o caminho aumentante.

Entao, o fluxo f é igual a capacidade do corte definido por A e é maximo.

Ou seja ¢(C) = X oee cl€) = Xeee fle) = F(O).

Da discussao acima temos o Teorema do Caminho Aumentante:

Teorema 1 Um fluzo é mdzimo se e somente se ndao admite caminho aumen-
tante.

Prova: a primeira parte é direta, se o fluxo for maximo, nao existe caminho
aumentante pois, se existisse, o fluxo nao seria maximo. A segunda parte,
por sua vez, vem do lema 2, que afirma que se o fluxo ndo admite caminho
aumentante, entao existe corte C tal que f(C) = ¢(C), ou seja, é miximo.

Vamos enunciar agora, sem provar, outro teorema, Maxz Flow Min-Cut:

Teorema 2 O wvalor de um fluzo mdzrimo € igual a menor capacidade do corte
do grafo.

Levando em conta os dois teoremas anteriores, chegamos a um terceiro, o
Teorema do Fluxo Integral:

Teorema 3 Se c(e) € ZT,Ve € E, entio existe um fluzo mdzimo [ tal que
fezr.

Prova: é direta do teorema do caminho aumentante. Qualquer algoritmo
que use somente caminhos aumentantes tera fluxo inteiro se suas capacidades
forem inteiras.

Vamos agora construir um algoritmo baseado nos caminhos aumentantes.
Para tal vamos definir antes grafo residual: um grafo residual com respeito a
G = (V,E),c: E— R" eum fluxo f é uma rede R = (V,F), com s e t,
¢ : F — R* (ou seja, com capacidades possivelmente diferentes das de G) tal
que (v,w) € F se, ou
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1. (v,w) € a um caminho aumentante, ¢’ (v, w) = ¢(v,w) — f(v,w) > 0 como
forward edge; ou

2. (v,w) € como back edge a um caminho aumentante ¢’ (v, w) = f(v, w).

Construir esse grafo residual requer |E| passos, uma vez que cada aresta é
verificada uma tnica vez. Entao temos o seguinte algoritmo para a obtencao do
fluxo maximo em G:

Algoritmo de Ford-Fulkerson
Entrada: G = (V, E), um grafo néo dirigido, s,t € V, fonte e sorvedouro.
Saida: Grafo com fluxo maximo.

inicio

Tome G

Construa um fluxo, f, de s a t

Enquanto houver caminho aumentante, P, aprimore f usando P.
fim

Figura 20: Algoritmo Ford-Fulkerson.

Ou, numa versao mais detalhada:

Algoritmo Ford-Fulkerson(G,s,t):
Entrada: G = (V, E), um grafo nao dirigido, s,t € V, fonte e sorvedouro.
Saida: Grafo com fluxo maximo.

inicio
para cada aresta (u,v) € F faga
flu,v] =0
flo,u] =0
enquanto existir caminho P de s a t na rede residual Gy faca
cy(P) — min{cs(u,v) : (u,v estd em P}
para cada aresta (u,v) em P faga
Flu ] — flu, v] + c5(P)
f[v,u] — _f[ua U]

fim

Figura 21: Algoritmo Ford-Fulkerson mais detalhado.

Nesse algoritmo, nas linhas 1 a 3 o fluxo é inicializado com 0. Nas linhas
4 a 8 o algoritmo repetidamente encontra um caminho aumentante P em Gy e
incrementa o fluxo f sobre P com a capacidade residual c;(P), que é definida
como ¢ (u,v) = c(u,v) — f(u,v). Quando néo existir mais caminho aumentante
o fluxo é maximo.

Considere agora o grafo abaixo:
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O fluxo méximo é obviamente 2M. Contudo, se iniciarmos com o caminho
s — a — b — t(= 1), podemos tomar como caminho aumentante s — b —
a — t, o que aumenta o fluxo em somente 1. Esse processo pode ser repetido
2M vezes, com M podendo ser bem grande. Ou seja, o algoritmo é exponencial
no tamanho da entrada, pois a entrada é |V| + |E| + log|lw| onde log|w| é a
representacao bindria dos pesos w, e o algoritmo é O(2|E| - | f]).

Nesse ponto vale uma dica de ouro: “Estude o assunto de aleatoriedade
(randomization) para conhecer meios de evitar, ou minimizar as chances de
encontrar, o terrivel azar acima descrito”.

Naturalmente esse nao é o unico algoritmo para o esse problema. Edmonds e
Karp [6] sugerem que o préximo caminho aumentante seja obtido tomando-se o
caminho aumentante com o menor ntimero de arestas. Dessa forma, se fizermos
o célculo do caminho aumentante P na linha 4 do algoritmo acima usando BFS,
faremos com que o caminho aumentante seja um caminho mais curto de s a t,
em numero de arestas, na rede residual, como pedem Edmonds e Karp. Usando
essa mudanca (dentre outras coisas) eles mostraram que o algoritmo pode rodar
em O(V|- |EJ?).

Além desses algoritmos, existem também alguns que conseguem resolver o
problema de fluxo em tempo O(|V|?). Para maiores detalhes sobre os algoritmos
aqui descritos e outros algoritmos sobre fluxo consulte [6] e [10]
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