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Capitulo 1

Introduccion

A principios del siglo XX tuvo lugar una de las revoluciones cientificas mas importantes para
la fisica contemporanea: la revolucidn cuantica. La incapacidad de las teorias cldsicas para
explicar el espectro de emisién de los cuerpos negros, el colapso de los dtomos en el modelo
de Rutherford o el efecto fotoeléctrico pusieron de manifiesto la necesidad de una nueva teoria
capaz de explicar todos estos fendmenos. Las carencias de la teoria clasica sirvieron como
precedente para que, en la década de 1920, se postulara la teoria cuantica.

Aproximadamente dos décadas después, en 1936, Alan Turing desarrollé un modelo de
mdquina computacional denominada mdquina de Turing [1]. La maquina de Turing es un
dispositivo abstracto que representa una computadora programable; fue la idea precursora
de la ciencia de la computacién y de la informatica moderna. Poco tiempo después de la
publicacién del articulo de Turing, comenzaron a desarrollarse los primeros ordenadores.

La computacién cuantica engloba muchos de los avances de la teoria cuantica y la ciencia
computacional; surgié en 1980, cuando Paul Benioff describié el funcionamiento de una maqui-
na de Turing cuantica [2]. Consiste en un paradigma computacional radicalmente distinto al de
la computacién clasica: se basa en algunas de las propiedades fundamentales de los sistemas
cuanticos, tales como el principio de superposicién y el fendmeno de entrelazamiento.

En la actualidad, el aumento de la potencia de las computadoras se debe en gran parte a
la progresiva miniaturizacién de los circuitos integrados. Sin embargo, la dificultad para disipar
el calor generado en los procesadores y la creciente importancia de los efectos cuanticos a
las escalas a las que se trabaja hoy en dia! estin mermando de manera alarmante nuestra
capacidad para reducir el tamafio de los componentes electrénicos.

La computacidon cuantica se postula como una de las vias mds prometedoras para seguir
aumentando la capacidad computacional de los ordenadores, mas alin en una sociedad cada
vez mas dependiente de dicha tecnologia. El interés de la comunidad cientifica por realizar
avances en la disciplina es innegable; no obstante, nos encontramos ante el reto mayusculo
que supone la construccién de ordenadores cudnticos verdaderamente eficientes. La mayoria de
los avances hasta la fecha han sido en el ambito tedrico; y, de acuerdo con ellos, los ordenadores
cudnticos han demostrado ser mas potentes que los ordenadores cldsicos para la resolucién de
ciertos tipos de problemas. Dos de los ejemplos mas relevantes para argumentar el fervor que
han causado los progresos en la teoria de la informacién cudntica son el algoritmo de Grover

LAlgunas estructuras electrénicas tienen un tamafio menor que 10nm, que corresponde a la longitud de
una cadena de 40 dtomos, aproximadamente.



1. Introduccién

[3] y el algoritmo de Shor [4]. EI primero es un algoritmo de bisqueda capaz de encontrar una
entrada en una base de N datos desordenados en tan solo O(v/N) iteraciones, mientras que
en el caso cldsico serian necesarias O(N). El segundo consiste en un algoritmo de factorizacién
en nimeros primos en tiempo polinomial, clasicamente no existe ningtn algoritmo de este tipo.

Pese a que los ordenadores cudnticos se encuentran en su etapa inicial de desarrollo, en
2016, la compania /IBM liberé el acceso a algunos de sus procesadores cuanticos a través de
IBM Quantum Experience. Se trata ain de ordenadores de potencia muy limitada; todavia no
es posible realizar con ellos tareas complejas.

El objetivo de este trabajo es llevar a cabo la implementacién de una serie de circuitos y
algoritmos de complejidad ascendente en los ordenadores cuanticos de /IBM, a fin de realizar
un andlisis sobre la fiabilidad de estos dispositivos y la caracterizaciéon de algunas de sus
propiedades.

El trabajo se ha dividido en dos bloques. En primer lugar, utilizaremos los ordenadores
cuanticos como dispositivo experimental para probar el teorema de Bell. Asimismo, compro-
baremos la violacién de las desigualdades de Mermin-Klyshko para analizar la calidad del
entrelazamiento entre clbits proporcionado por las maquinas de /IBM.

En segundo lugar, se realizard la implementacién del algoritmo de busqueda de Grover de
acuerdo a dos paradigmas diferentes. Se han construido una serie de circuitos ejecutables en
IBM Quantum Experience, que permiten la implementacién del algoritmo de Grover en 3y
4 cubits. De acuerdo con los resultado obtenidos en este analisis, realizaremos una compa-
rativa entre el rendimiento tedrico y el rendimiento real de dos de los ordenadores cudnticos
disponibles en IBM Quantum Experience, denominados IBMQ Santiago e IBMQ Melbourne.
Paralelamente, se ha simulado el funcionamiento de un ordenador cudntico en uno clasico,
utilizando Mathematica [5]. El fin de este dltimo estudio consiste en comprender el funcio-
namiento del algoritmo y su fiabilidad en funcién del nimero de cubits involucrados en el
proceso.



Capitulo 2

Fundamento teodrico

En este capitulo se presentan los conceptos fundamentales para comprender el analisis realizado
en este trabajo. Comenzaremos por introducir el sistema mds sencillo: el cubit, y examinare-
mos algunas de sus propiedades mas relevantes. A continuacién, analizaremos los aspectos
fundamentales de los sistemas de varios clbits y las bases de la computacién cudntica: las
puertas légicas cudnticas y los circuitos cudnticos.

2.1. El cabit

En la teoria de la informacién clasica la unidad minima de informacién es el bit, o digito
binario. Consiste en sistema que puede estar en dos estados: 0 o 1; aunque los digitos pueden
representar infinidad de condiciones, por ejemplo: verdadero o falso, encendido o apagado, etc.

En la teoria de la informacién cuantica, la unidad minima de informacién es el cubit (bit
cudntico). El cibit representa un espacio de Hilbert de dimensidn dos, andlogo a un sistema de
espin 1/2; donde el operador medida tiene dos estados propios: |0) y |1). La diferencia esencial
entre el bit cldsico y el cibit es que el estado descrito por un cdbit, |¥), es una superposicién
lineal de los estados |0) y |1). De esta forma, siendo a y b dos niimeros complejos, el estado

|W) vendra descrito por:
W) =al0)+0b]1) (2.1)

Si recurrimos a la representaciéon matricial, los estados |0) y |1) corresponden a

m=(s). w=(}) 22)
= ;) (23)

Sin embargo, esta representacidn no es Unica: pueden definirse otras bases, todas ellas com-
puestas por una pareja de estados ortonormales. Una de las mds comunes es la base de
Hadamard:

B = {14 = —5(10) + 1), =) = =(10) ~ 1)} 24)

2
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2. Fundamento tedrico

De acuerdo con los principios de la mecanica cuantica, al realizar una medida sobre un
sistema cuantico la funcién de onda colapsa a alguno de los estados propios del operador. En
el caso de un cubit, el resultado de la medida del mismo sera alguno de los estados de la base
computacional, B¢ = {|0),|1)}, cada uno de ellos con una cierta probabilidad.

La probabilidad de encontrar cada uno de los dos posibles estados viene dada por el médulo
al cuadrado de a y b, de modo que éstos reciben el nombre de amplitud de probabilidad:

P(|0)) = |a/* (2.5)
P(]1)) = [bf* (2.6)

Dado que |a|? y |b]? representan probabilidades, el estado |¥) debe estar normalizado:

|a]? + [b]> = 1 (2.7)
Es dtil reescribir la expresién (2.1) como
0 o . 0
|U) = cos §|O> + €'’ sin §|1> (2.8)

Los dngulos 6 y ¢ definen un punto en la esfera de Bloch, donde cada punto de la superficie
corresponde a un estado del sistema. Esta representacion resulta util para visualizar la accién
de los distintos operadores, o puertas Idgicas (Seccién 2.3.1), sobre los estados.

10)
£z
[¥)

1Y

Figura 2.1: Representacién de un estado |U) en la esfera de Bloch.

Podemos definir una base propia del operador medida para cada direcciéon en la esfera de
Bloch, determinada por los pardmetros 6 y ¢:

0 . 0 0 _. 0
B, = {]—Hn = o8 §|O) + €' sin §|1>7 |—)s := —sin §€—w|0> + cos§|1>} (2.9)

También es conveniente definir la base propia del operador medida en el eje Y:

By = {1 i= 0+, [y = =) i} @10

4



2.2. Sistemas de varios cubits

2.1.1. Medidas en otras bases

Tal y como hemos visto en la Seccién 2.1, al medir el estado de un cibit, |¥) = a |0) +b]1),
se obtienen los estados |0) o |1), con probabilidades definidas por el médulo de sus amplitudes
al cuadrado.

Sin embargo, la eleccién de la base no es lnica. De forma general, dados dos estados
ortonormales |a) y |b), el estado del ciibit puede representarse como |¥) = « |a) + (3 |b). Si
realizamos ciertas transformaciones sobre el cibit antes de realizar la medida, podremos medir
el sistema en la base B = {|a),|b)}. El resultado serd |a) con probabilidad |«|* y |b) con
probabilidad |3]2.

Para poder realizar este procedimiento, debemos identificar los estados de 23 con los de
la base computacional. Antes de realizar la medida, serd necesario realizar una transformacién
tal que |a) — |0) y |b) — |1). En general los estados |a) y |b) corresponden a los estados
|+)a ¥ |—)a, ¥ la transformacién previa a la medida es tal que |[+); — [0) y |[—)a — |1).

2.2. Sistemas de varios cubits

Un bit puede representar tnicamente dos estados, para representar mas informacién utiliza-
mos combinaciones de bits. A partir de la concatenacién de dos bits, surgen cuatro estados
diferentes: 00, 01, 10 y 11.

Similarmente, de la combinacién de dos clibits surge un espacio con cuatro estados propios:
|00}, [01), |10) y |11). En este caso, el par de clibits se encontrara en una superposicién lineal
de los 4 estados propios de la base, B¢ = {|00), |01), |10), [11)}.

Consideremos un estado |¥)nicial = @00|00) + ao1|01) + a10]10) + a11|11). Al realizar una
medida sobre el primer cibit, resultando en el estado |q;) — |0), el estado final pasard a ser

Cloo’OO) + a01]01)

V laoo|* + |aor[?

Esta propiedad es fundamental para dar cuenta de los fenédmenos poco intuitivos que se
dan cuando los cibits estdn entrelazados (véase Capitulo 4). Para comprender la relevancia
de esta caracteristica, consideremos ahora un estado |U) = \%(\OO} + |11)). Si medimos el
primer cubit, entonces el estado del segundo pasard de ser una mezcla estadistica de estados
|0) y |1) al 50 %, a ser un estado puro |1). En general, la medida de uno de los cdbits influye
sobe el otro.

|\Il>ﬁnal =

(2.11)

Otra de las ventajas de los sistemas cuanticos es que con muy pocos cubits puede repre-
sentarse una gran cantidad de estados. Esta caracteristica hace que la memoria alcanzable por
los ordenadores cuanticos sea muy superior a la de los ordenadores cldsicos. En un sistema de
N cubits, un estado se define por N amplitudes de probabilidad complejas, cada una dada
por 2 nimeros reales. Si un nimero real equivale a 8 bytes de almacenamiento, el nimero de
bytes de memoria serd 2V .2.8 = 2N+ Para 28 clibits el almacenamiento logrado es de 4GB.

Por otra parte, mientras que los ordenadores clasicos solo pueden evaluar una determi-
nada funcién f(z) para un dnico valor de x cada vez, el paralelismo cudntico permite a los
ordenadores cudnticos evaluar f(x) para varios valores x simultaneamente [6]. Gracias a es-
ta propiedad, la capacidad de los ordenadores cudnticos para realizar operaciones en paralelo
crece de forma exponencial con el nimero de cubits.
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2.3. Computacion cuantica

Los ordenadores cuanticos manipulan los ctbits de acuerdo con los circuitos cudnticos, y
las operaciones realizadas se representan por medio de puertas Iogicas cuanticas. La tnica
restriccion [6] para construir puertas légicas cudnticas es que las transformaciones realizadas
sobre los cubits sean unitarias para preservar la norma de los estados y puedan representar la
evolucién fisica de los mismos, es decir, que verifiquen:

Ut=0"! (2.12)

A continuacién se enumeran algunas de las puertas légicas cudnticas mas comunes, junto con
algunas otras consideraciones fundamentales para la implementacién de circuitos cuanticos en
los ordenadores de IBM Quantum Experience.

2.3.1. Puertas légicas para estados de un cubit

Las operaciones realizadas sobre un unico cubit estan representadas por matrices unitarias de
dimensién 2 [7].

= Puerta de Hadamard: La puerta de Hadamard es una de las puertas légicas cuanticas
mas utilizadas. Su representacién en forma matricial es

H= % G _11> (2.13)

Al actuar sobre alguno de los estados de la base computacional, transforma estos estados
en los estados de la base de Hadamard, y viceversa.

H0)=|+) HL=|-) H+) =) H-) =) (2.14)

En la representacién de la esfera de Bloch, la accién de la puerta de Hadamard puede
visualizarse como el intercambio de los ejes X y Z.

= Puerta de cambio de fase: La puerta de cambio de fase cambia la fase relativa entre
las amplitudes del estado en la base computacional, de forma que la probabilidad de
medida de los estados |0) y |1) queda invariante. Su matriz asociada es:

5 . (10
j o (o ew) (2.15)

Las puertas T y Tt utilizadas en en la Seccién 5.2 son un caso particular de P, con
s

0 =7 y0=—7, respectivamente. La puerta S es equivalente a Py con 0 = 5

- 1 0 - 1 0 A 10
= . T = o =
et ) A (0 s (1Y) e

= Puerta NOT: La puerta NOT, también conocida como la matriz de Pauli 6, o X para
mayor simplicidad, transforma el estado |0) en |1) y viceversa. Es equivalente a una
rotacion de 7 radianes en torno al eje X en la esfera de Bloch.

La matriz asociada a la transformacion es

X = ((1] é) (2.17)



2.4. Representacion de circuitos

s Puertas de Pauli Y,Z: Las puertas de Pauli Y 7 también son rotaciones de 7 radianes
en torno a los ejes Y y Z, respectivamente, en la esfera de Bloch.

Sus matrices asociadas son:

Y = (S —0@) : 7 = <é _01) . (2.18)

= Rotaciones: Las puertas de rotacién corresponden a rotaciones de un angulo 6 en torno
a los ejes X (R;), Y (R,) y Z (Rz) en la esfera de Bloch. Corresponden a las matrices:

A cos g —7 8in g ~ . [cos g — sin g
RX - .70 0 y Ry - 0 2] ;
—ising  CoSg sing  cosj
0 (2.19)
- e 2 0
R, = 9
0 e

2.3.2. Puertas légicas para estados de dos cubits

Para la implementaciéon de los algoritmos computacionales los clbits no evolucionan de forma
aislada: existen puertas que involucran varios clbits, y que son esenciales para el disefo de los
circuitos.

s Puerta CNOT: La puerta CNOT o puerta NOT controlada, involucra a dos cibits: un
cubit de control y otro que sera el objetivo. Al utilizar una puerta CNOT se aplicard la
puerta NOT al clbit objetivo Ginicamente si el clbit de control se encuentra en el estado
|1), si no, el sistema queda invariante.

= Puertas controladas: De forma general, podemos afiadir controles a las puertas légicas
de un cubit, de forma que la operacidn sobre el clbit objetivo se realice si y solo si el o
los cdbits de control se encuentran en el estado |1).

2.4. Representacion de circuitos

Es conveniente realizar diagramas con las secuencias de puertas légicas empleadas para el
disefo de los circuitos, puede verse un ejemplo en la Figura 2.2. En los diagramas empleados,
cada linea horizontal representa un cubit. En el lado izquierdo se indica cudl es el estado inicial
de cada uno de ellos y al final de cada linea se indica la medida del sistema.

q0 |0) il 1 s sl
ql [0) il H s—ll—
a2 |0) —é—é—.—— 5l =

Figura 2.2: Ejemplo de diagrama de un circuito cuantico.

Cada puerta légica lleva asociado un simbolo, que puede verse en la Tabla 2.1.
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Tabla 2.1: Representacion de las puertas ldgicas utilizadas en los circuitos.

4 B o W @&

(a) Medida (b) Hadamard (c) NOT (d)T (e) Tt
- g - - ST_ 47 -
(f) S (g) (h) Z (i) &y (i) CNOT

2.4.1. Puertas légicas para N cubits en IBM Quantum Experience

Para poder implementar puertas légicas en mas de 2 clbits en ordenadores cudnticos como
los de IBM Quantum Experience es necesario descomponer estas operaciones en otras que
requieran tnicamente uno o dos cubits. La construccién de puertas que requieran mas de dos
clbits y que tengan una alta fiabilidad puede ser una labor compleja.

Para los algoritmos implementados en este trabajo en los Capitulos 4 y 5 ha sido necesario
construir las puertas CZ, CCZ y CCCZ. La C indica que se anade un cubit de control; las
puertas CZ, CCZ y CCCZ son dos puertas Z (véase Seccién 2.3.1) con 1, 2 y 3 controles,
respectivamente. La operacién se realiza sobre el clbit objetivo si y solo si todos los cubits de
control estan en el estado |1). Para generar la puerta CCCZ se ha recurrido a la propuesta de
Mc Gettrick y Murphy [8]. Los circuitos empleados para cada una de ellas de muestran en la
Tabla 2.2.

Tabla 2.2: Equivalencia de las puertas CZ, CCZ, CCCZ usadas para la implementacién del
algoritmo de Grover en IBM Quantum Experience.

Puerta Equivalencia
z Disponible en IBM Quantum Experience
Puerta CZ
z
Puerta CCZ

Toréda L

z -T—7— 77— 7 —7"—7-

Puerta CCCZ



Capitulo 3

Dispositivos empleados

Este trabajo emplea dos paradigmas computacionales: los ordenadores cuanticos de IBM Quan-
tum Experience [9] y el simulador clasico propuesto por D. Candela en [10].

3.1. IBM Quantum Experience

Con el propédsito de implementar los circuitos en dispositivos cudnticos reales, hemos recurrido
a IBM Quantum Experience. Se trata una plataforma en linea que pone a disposicién de los
usuarios una serie de sistemas cuanticos reales de acceso libre. Los circuitos pueden programarse
a través del interfaz del Quantum Composer, o en Qiskit, un entorno de Python definido
especificamente para el diseno de circuitos cuanticos.

Todos los sistemas de IBMQ emplean clbits superconductores. Las propiedades cuanti-
cas de los clbits son extremadamente fragiles y sensibles a pequefias variaciones del campo
electromagnético y temperatura, por ello, deben permanecer aislados y a temperaturas extre-
madamente pequenas, de alrededor de 15 mK. Por otro lado, existen varios factores influyentes
sobre la eficiencia de los sistemas: el nimero de cubits, la arquitectura del ordenador, etc. Es
importante enfatizar que un mayor nimero de cubits no implica directamente un mejor rendi-
miento. Debido a esto, es conveniente definir una magnitud universal que permita evaluar el
rendimiento e indice de error de los ordenadores cuanticos. IBM emplea el volumen cuantico
con este propdsito [11].

En relacidn a la implementacién de circuitos, deben considerarse ciertos aspectos. El prime-
ro es que las operaciones realizables en IBM Quantum Experience son limitadas. Por ello, si el
circuito a realizar requiere de alguna operacién no listada en el interfaz, debera descomponerse
de forma que pueda realizarse con las puertas légicas disponibles. Asimismo, una vez enviado
el circuito para su implementacidn, el propio software realiza un proceso de transpilaje, modifi-
cando el disefo inicial del usuario. El objetivo de esto es adaptar el circuito a las caracteristicas
del dispositivo empleado, optimizando los resultados. Teniendo en cuenta lo anterior, para el
analisis realizado en este trabajo se han tomado todos los clibits como equivalentes, ya que el
usuario no tiene control sobre cudl de los clbits fisicos se realizan las operaciones.

Para este trabajo se han utilizado los ordenadores cudnticos IBMQ Santiago, IBMQ Vigo,
IBMQ Melbourne y el simulador IBM QASM. Sus propiedades mas relevantes se recogen en
la Tabla 3.1.



3. Dispositivos empleados

En los dispositivos, no todos los cubits estan conectados entre si, y esto podria influir sobre
los resultados de la implementacién de los circuitos. La topologia de conexién de cubits de
los sistemas empleados en este trabajo se representa en la Figura 3.1. La lista completa de
dispositivos de IBMQ y sus propiedades puede verse en [12].

Tabla 3.1: Dispositivos de IBM Quantum empleados en el trabajo.

Nombre Numero de cubits Procesador Volumen cuantico
Simulador
ibm_gasm_simulator 32 - -

Sistemas cudnticos

ibmg_santiago 5 Falcon r4 32
ibmg_melbourne 16 Canaryrl.l 8
ibmq_vigo 5 Falcon r4T -

(a) Falcon r4 (b) Falcon r4T
0—0—0—0—0—0—0
0—0—0—0—0—0—0—0

(c) Canary r1.1

Figura 3.1: Mapa de los procesadores de IBM Quantum empleados en el trabajo.

3.2. Simulador

El simulador construido implementa los circuitos cuanticos en ordenadores clasicos usando
calculo matricial: la informacién sobre los estados se almacena en vectores de 2V dimensiones,
donde N es el nimero de clbits del sistema, y las operaciones se representan por medio de
matrices unitarias 2V x 2V. En este trabajo se ha desarrollado un simulador utilizando el
software Mathematica [5].

10



Capitulo 4

Entrelazamiento cuantico

El entrelazamiento es una propiedad caracteristica de algunos estados cuanticos cuyas pro-
piedades son de suma relevancia, ya que las transformaciones realizadas sobre alguno de los
cubits alteran instantaneamente el estado del resto de los constituyentes del sistema, incluso
si éstos se encuentran separados por largas distancias.

Tras del desarrollo de la teoria cudntica de la informacidn se ha reforzado el interés por el
estudio de los sistemas entrelazados: han demostrado ser la clave de la potencia de las maquinas
cuanticas. Asimismo, resulta ser un recurso fructifero para la asistencia de ciertos procesos de
transmisién de datos; siendo esencial para el teleporte cuantico [13], la codificacion superdensa
[14] o la criptografia cudntica [15]. Es crucial para un buen rendimiento de los ordenadores
cudnticos que éstos sean capaces de generar y mantener sus cubits entrelazados; no obstante,
se trata de una propiedad extremadamente delicada.

Un sistema estd entrelazado cuando el estado que lo describe no puede descomponerse en
el producto de sus constituyentes. Por ejemplo, en un sistema de 2 clbits:

0) # la1) ® |g2)- (4.1)

La forma general del estado del sisema serd

(O) =" Aijlar)i © |ga);, (4.2)
i,J

donde los indices ¢ y j recorren los estados propios de cada clbit y A;; es la amplitud de
probabilidad del estado |¢1); ® |g2); = |i7).

El objetivo de este capitulo es realizar un anélisis sobre el entrelazamiento proporcionado
por los sistemas de IBM Quantum Experience. El estudio se ha limitado a dos dispositivos: los
ordenadores IBMQ Santiago e IBMQ Vigo, ambos de 5 cubits.

En primer lugar, comprobaremos experimentalmente la violacién de las desigualdades de
Bell [16], modelizando el dispositivo descrito por N. D. Mermin en «Bringing home the atomic
world: Quantum mysteries for any-body» [17].

Por otra parte, las desigualdades de Mermin-Klyshko [18], [19] definen una frontera entre
los distintos niveles de entrelazamiento; gracias a ellas, podemos inferir el nimero de cubits
entrelazados en una cierta configuracién, ademds de descartar las teorias locales [20]. A través
de estas desigualdades, analizaremos el entrelazamiento en los dispositivos de IBM Quantum
Experience.
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4. Entrelazamiento cudntico

4.1. Version de Mermin de las desigualdades de Bell

Tras la publicacién del articulo de Bell [16], se han propuesto otros muchos tipos de desigual-
dades [20] a fin de estudiar los sistemas entrelazados y establecer un limite entre las teorias
locales y la mecanica cuantica.

En el articulo [17], Mermin describe un dispositivo sencillo que sirve para visualizar las
implicaciones del teorema de Bell. El dispositivo (véase Figura 4.1) consta de dos detectores
que pueden configurarse en 3 posiciones: 1, 2 y 3. Ademds, cada detector posee dos bombillas:
una verde y una roja. Entre ambos detectores hay una caja. Al pulsar el botén, emergen de
la caja 2 particulas hacia los detectores. La caja y los detectores estan aislados, de forma que
ninglin componente puede influir sobre el resto.

-
1%3 1%3
ol - - S

Figura 4.1: Dispositivo propuesto por Mermin para visualizar las desigualdades de Bell.

Tras realizar varias medidas modificando las configuraciones de las cajas se obtienen los
siguientes resultados: si la configuracién de ambos detectores es la misma (11, 22 o 33) el color
de la bombilla que se enciende es la misma siempre en ambos detectores; si la configuracién de
los detectores no coincide, el color de la bombilla encendida es distinto un 75 % de las veces, y
el mismo un 25 % de ellas. Estos valores son incompatibles con las teorias locales, tal y como
veremos a continuacién.

Debemos enfatizar que tanto los detectores como la caja de la que emergen las particulas
estan aislados y, por hipdtesis, no hay ninguna accién a distancia entre las cajas. Por ello,
cabe esperar que exista alguna propiedad del sistema que determine cudl serd el color de la
luz encendida para que las interacciones entre los dispositivos sean locales. Esta explicacion
es la Unica posible para dar cuenta de por qué si la posicion de ambos detectores es la misma,
entonces el color de las dos bombillas coincide.

Supongamos que las particulas emergen en un estado RVR: si el detector se coloca en la
posicién 1, siempre se encenderd la luz roja; para la posicién 2, la verde; y para la 3, la roja.
En este contexto, las particulas pueden estar en 8 estados diferentes: RRR, VRR, RVR, RRYV,
RVV, VRV, VVR y VVV.

En cuanto a los detectores, hay 9 configuraciones posibles: 11, 22, 33, 12, 21, 13, 31, 23
y 32. Si dividimos las configuraciones de los detectores en dos clases tenemos 3 en las que los
detectores se colocan en la misma posicién (11, 22, 33) y 6 en las que la posicién es diferente
(12, 21, 13, 31, 23, 32).

Aunque los detectores no revelan nunca el estado por completo, ya que solo medimos dos
de las posiciones, podemos extraer conclusiones relevantes. Supongamos que los detectores
se colocan en posiciones diferentes y que las particulas emergen en un estado RRV. Para las
configuraciones de los detectores 12 y 21 la luz encendida en ambos detectores sera roja. En
el resto de casos: 13, 31, 23 y 32, la luz encendida sera de distinto color. Como hay un total
de 6 configuraciones en las que la posicién de los detectores es diferente, la probabilidad de
que la luz encendida sea del mismo color en ambos detectores es de 1/3, y la probabilidad de
que sea distinta, de 2/3.
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4.1. Version de Mermin de las desigualdades de Bell

Puede hacerse una argumentacién analoga para los estados VRR, RVR, RVV, VRV y VVR.
En los estados RRR y VVV la luz encendida serd del mismo color para cualquier configuracion
de los detectores. Teniendo en cuenta todos los estados posibles en los que pueden emerger las
particulas, la probabilidad de que la luz encendida sea del mismo color debe ser de al menos
1/3. En general, la probabilidad de que el color de la luz coincida serd mayor que 1/3, a menos
que las particulas nunca estén en los estados RRR y VVV.

Experimentalmente, la luz encendida es del mismo color 1/4 de las veces y distinto 3/4,
siendo este resultado incompatible con el modelo basado en la localidad considerado. Para
explicar el resultado, debemos abandonar las teorias locales y recurrir a la mecdanica cuantica.

El dispositivo de Mermin puede realizarse en los ordenadores cudnticos, modelando las
particulas que emergen de la caja como dos cibits en el estado |U) = % (|00) + |11)). Las
configuraciones de los detectores corresponden a la medida de los cubits en la base computacio-
nal, y en 2 bases rotadas £120° en torno al eje Y (véase Ecuacién 2.19). Ambos detectores
encienden la luz verde al medir el estado |0) y la roja al medir el estado |1).

De acuerdo con la teoria cuantica, la probabilidad de medida del mismo estado en ambos
clibits es proporcional a cos?(6/2), donde 6/2 es el 4ngulo relativo entre las bases de medida.
Recordemos que para cualquier direccidn en la esfera de Bloch puede definirse una base propia:

9 : 6 0 _; 0
B, = {H—)n := Cos 5\0) + €' sin§]1>, |—)a := —sin 56_“”|0) + cos §|1>} : (4.3)

Si invertimos la relacién se tiene:

0 , 0 0 _, 0
= — . —e"sin —|—); =sin —e ¥ . —|=V5
|0) = cos 5 |+)n — €' sin 2| )it |1) = sin 5¢ |+)s + cos 2| V- (4.4)

Partimos de un estado |V) = \/% (|00) + |11)). Al medir el estado |0) para alguno de los
clbits, entonces el estado total pasard a ser |¥)’ = |00). Si ahora medimos el otro clibit
en una determinada direccién n, la probabilidad de medida de {|+)s,|—)a} depende de el
modulo de su amplitud de probabilidad al cuadrado. Como el estado del segundo clbit es
|0), la probabilidad de medir |+); serd P(|+)s) = cos®6/2, que, en la base computacional
corresponde al estado |0). De forma andloga puede comprobarse que si se mide inicialmente
|1), entonces P(|—)s) = cos?6/2.

Si ambos clibits se miden en la misma base, 8 = 0°, siempre mediremos el mismo estado
en ambos. Sin embargo, cuando la medida de los clbits se realice en distintas bases, § = 240°,
la probabilidad de medir el mismo valor es cos? 120° = 0,25; y de medir distinto, sen? 120° =

0,75. Este resultado concuerda con el funcionamiento del dispositivo descrito por Mermin en
[17].

4.1.1. Circuito cuantico para implementar el dispositivo de Mermin

El circuito empleado para realizar el sistema se representa en la Figura 4.2. Comenzamos por
generar el estado, |V) = \% (|00) 4 |11)), aplicando una puerta de Hadamard al cdbit ¢o y
posteriormente una puerta CNOT. Para modificar la base de medida, colocamos una puertas
de rotacion en torno al eje Y, R,. Para que el angulo entre las bases de medida sea de =120°,
el pardmetro de la rotacién serd 47/3 [21].
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q0 |0) Ry .
q1 |0) .

Figura 4.2: Circuito para comprobar la violacién de las desigualdades de Bell.

Podemos ademds comprobar que la probabilidad de medida del mismo valor es efectivamen-
te proporcional a cos?(6/2). Para ello, basta con implementar el mismo circuito modificando
el valor del angulo de rotacion, ¢, de la puerta R,.

4.1.2. Resultados experimentales

Se ha implementado el circuito de la Figura 4.2 en IBM Quantum Experience. El ordenador en
el que se ha realizado el experimento es el IBMQ Santiago, de 5 cubits, ejecutando un total
de 8192 iteraciones para cada experimento.

En el primer experimento, los datos recogidos concuerdan con la descripcién del dipositivo
de Mermin: cuando las bases de medida forman 120° en el 72,86 % de las veces el estado
medido es distinto, y coincide en solo el 27,14 % de ellas. Cuando la medida se realiza en
la misma base, se mide el mismo estado en un 97,13 % de los casos. Las discrepancias con
los valores tedricos podrian deberse a que, por un lado, el entrelazamiento entre ctbits no es
perfecto y, por otra parte, las puertas légicas no son totalmente fiables e introducen cierto
error en el sistema. Sin embargo, hemos comprobado que el comportamiento estd de acuerdo
con el del dispositivo de Mermin, y por lo tanto estd lejos de poder ser tratado como un
sistema clasico.

En el segundo experimento se ha analizado la correlacién entre medidas en distintas bases.
Cambiando el valor de rotacién de la puerta R,, se obtienen los resultados recogidos en la
Figura 4.3. En este caso, el numero de implementaciones se ha reducido a 1000 para cada valor
del angulo. Observamos que la forma de la curva se ajusta bastante bien a la curva cosenoidal
predicha por la teoria cuantica, marcada en gris.

0.6 -

Probabilidad

04 -

0.2

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

0 (radianes)

Figura 4.3: Evolucién de la proporcién de veces en las que se mide el mismo estado en ambos
clbits en funcién del angulo de rotacién de la puerta R,.
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4.2. Desigualdades de Mermin-Klyshko

Las desigualdades de Bell solo son aplicables a sistemas de dos particulas. Mermin extendié el
resultado a sistemas con un mayor nimero de constituyentes, a través de la definicién de los
polinomios de Mermin-Klyshko (MK) [18], se trata de una generalizacién de las desigualdades
de Bell. Las desigualdades MK definen una frontera entre las teorias locales y los sistemas en-
trelazados. Son importantes ya que, ademas de permitir comprobar que el sistema se comporta
de acuerdo a las leyes de la mecdnica cudntica, también sirven para determinar el nimero de
cubits entrelazados del sistema.

Para comprender el andlisis realizado, tomaremos como ejemplo un sistema de 3 cubits
descrito por un estado | V). Para realizar una clasificacién de acuerdo con el entrelazamiento,
debemos considerar todas las descomposiciones posibles de |¥). Si el estado puede descom-
ponerse como el producto de sus constituyentes, |U) = |¢1) ® |g2) ® |¢3), el sistema no estard
entrelazado, y podrd describirse por medio de teorias locales. Si tenemos dos clbits entrela-
zados y uno independiente, podemos descomponer el estado como |¥) = |g; ¢ ¢;) ® |qx) b
denominaremos a este caso 2QM. Finalmente, en caso de que las 3 particulas estén entrela-
zadas, |U) = |q1 <> @2 <> ¢3) # |q1) ® |q2) ® |g3), diremos que el sistema es 3QM.

Las desigualdades MK involucran la medida de dos observables a; y a}, que pueden rea-
lizarse sobre cada uno de los clbits del sistema analizado: j = 1,.., N. En nuestro caso, los
observables a; y a); se asocian con la medida de los cibits en dos bases diferentes: la base
de Hadamard, o X (Ec. 2.4), para a; y la base Y (Ec. 2.10) para a}. Para medir en la base
X basta con disponer una puerta de Hadamard antes de realizar la medida. Para medir en la
base Y, se coloca una puerta ST (Ec. 2.16) seguida de una puerta de Hadamard.

Los polinomios MK pueden definirse a partir la regla de recurrencia de la Ecuacién 4.5,
donde M; = X y los M) se obtienen a partir de los M, intercambiando los X, por Y}, y

viceversa. 1
M, = 5 (]\/[n_l (X, +Y,)+ ]\/[,’L_1 (X, — Yn)) , (4.5)

Las expresiones de los polinomios MK para sistemas de 2,3,4 y 5 clbits se recogen en las
Ecuaciones (4.6 - 4.9).

1
M, = 3 (X1 X+ Y1 X + X1, — V1Y5) (4.6)
1
M, = 5 (YiXo X3 + X Yo X5 4+ X1 XoY; — V1Y5Y3) (4.7)
1
M, :Z[_(X1X2X3X4) - (MYRYsYs) + (Vi Xo X3 Xy + X0 Y5 X5 X,
+ X1 XoYs Xy + X1 X0 X5Y)) + (VY Xs Xy 4+ VI XoY5 X, (4.8)

+ Y1 XoX5Ys + X Yo XYy + Xi XoYaYs + X YoY3Xy)
— (NYY3 Xy + V1Yo X3V + V1 XoY3Ys + X YoY3Y)))

1
M Zz[—(X1X2X3X4X5) + (Xa XoXsYaYs + Xa XoVs X Y5 + X Yo X5 X, Y5
+ V1 Xo X3 X4Y5 + X1 Xo Va3V X5 + X Yo X3V X5 + V1 Xo XYy X5 (4.9)

+ X1YoYa Xy X5 + ViXo Y3 Xy X5 + V1Vo X3 Xy X5) — (X1Y2Y3Y4Y5
+ Y1 XoY3Y,Ys + V1Yo XaYiYs + VYo Y3 Xy Vs + V1Yo Y3Y X5)]

!Las flechas “«" indican que los ctbits estan entrelazados.
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Hay que entender las expresiones anteriores como la suma de los valores esperados de las
distintas secuencias de operadores.

X1 X, = (X1 X,) (4.10)

Las expresiones (4.6 - 4.9) pueden simplificarse al tener en cuenta ciertas condiciones de
simetria. Si consideramos que todas las permutaciones de una cierta secuencia de operado-
res son equivalentes; por ejemplo, (X;X5Y3) = (X;Y2X3) = (Y1X5X3), los polinomios de
Mermin-Klyshko se reducen a:

M, — %((X}Q +2(XY) — (YY) (4.11)

My = % (3(XXY) — (YYY)) (4.12)

M, = % (— (XXXX) + 4(YXXX) + 6(YYXX) — 4(YYYX) — (YYYY))  (4.13)
M = i (= (XXXXX) + 10(YYXXX) — 5(YYYYX)) (4.14)

Hemos identificado los operadores X e Y con la medida de los clbits en las bases X e Y.
Haciendo una analogia con la medida del espin en un sistema de espin 1/2, asociaremos los
valores 1y -1 a la medida de los estados |0) y |1), respectivamente. Como los sistemas son de
varios cubits, el valor asociado al estado total sera el producto del valor asociado a cada cubit.
Para visualizar esto, consideraremos el caso mas sencillo. Cuando tenemos un sistema de dos
clbits hay cuatro medidas posibles: [00), |10), |01) y |00). El valor asociado a cada estado es:

00 — (1)(1) =1 01 — (1)(—1) = -1
10 — (—1)(1) = 1 11— (~1)(=1) = 1

Entonces, el valor esperado de una determinada secuencia de operadores, AB, sera:
(AB) = (1) P (|00)) 4+ (=1) P(|01)) + (=1) P(|10)) + (1) P(|11))

donde P denota la probabilidad de medida de cada estado.

El limite dado por las teorias locales (TL) para el valor de todos los polinomios My es 1, es
decir, ML < 1. Si se construyen los operadores matricialmente de acuerdo con la descripcién
cudntica (QM), pueden obtenerse sus valores y vectores propios (véase Anexo A). El valor
propio maximo de cada operador da el limite cudntico para el valor de los My, en general,
M]C@M < 2(n=1)/2 Para maximizar el valor experimental de los polinomios, previo a la medida el
sistema debe estar en el estado propio asociado al valor propio maximo. Los valores y estados
propios de cada My se representan en la Tabla 4.1.

Si el valor de los My es mayor (en valor absoluto) que el establecido por las teorias locales,
My > 1, entonces el sistema esta entrelazado. Cuando en un sistema de n particulas hay m
entrelazadas, con 1 < m < n, el limite superior viene dado por 2(m=1/2_ Sj My > 2(m=1)/2,
entonces hay al menos (m + 1) particulas entrelazadas.

Para calcular el valor esperado de los My en IBM Quantum Experience, partimos de la
construccion los estados de la Tabla 4.1, de forma que se maximice el valor de los My obtenido.
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Tabla 4.1: Valores limite de los polinomios y estados que maximizan su valor. Se ha tomado
el valor absoluto en ambos limites.

Polinomio Limite local

My

1 V2

1 2
1 22
1 4

Limite cuantico

Estado
(100) + e™/*[11))
(1000) +4[111))
(
(

S-S

1

|0000) + e™™/4[1111))

S-S

0000) + [1111))

Los circuitos se recogen en la Figura 4.4. La construccién de los estados estd delimitada
en la figura por una raya vertical. Después se realizan las transformaciones requeridas para
medir el cibit segiin el eje X o Y en cada caso. Recordemos que una puerta ST seguida de
una puerta H corresponde a la medida en la base Y, y una unica puerta H a la medida en
X. Los circuitos representados recogen tnicamente la medida de una de las configuraciones:
YX para My, YYY para M3, YYYY para M, e YYYYX para M;; para medir el resto de
configuraciones habra que modificar la disposicién de las puertas STy H tras la linea vertical.

q0
ql

q0
ql
q2

q0
ql
q2
q3

q0
ql
q2
q3
q4

0)

10) —JHl

i

(a) Circuito para la medida de M2
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0) —JHl

H A

i

J_.
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s W

O W 5 H

(b) Circuito para la medida de M3

s H—

10) —Hl T
0) —é—.—?—r— sl &
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(c) Circuito para la medida de M4

10) —Hil

10) —i—H

0)

o Em
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Bl

R

0)

H- A

(d) Circuito para la medida de M5

Figura 4.4: Circuitos para el calculo del valor de los polinomios de Mermin-Klyshko
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4.2.1. Resultados de la implementacion

A continuacién se presentan los resultados obtenidos de la implementacion de los circuitos en
la Figura 4.4. Se han realizado 8192 iteraciones de cada uno de los circuitos en las maquinas
IBMQ@ Santiago e IBMQ Vigo. Primero explicaremos en detalle el procedimiento seguido para
calcular el valor numérico de todos los polinomios, y se discutirdan los resultados obtenidos
para M,. Seguidamente, se presentaran los datos obtenidos para todos los My calculados, y
se interpretaran los resultados determinando asi el tipo de entrelazamiento de cada sistema.

En el caso de 2 clbits, tras la medida pueden obtenerse 4 estados: 00, 01, 10, 11. Los estados
00, 11 se asocian al valor 1, los estados 10, 01 contribuiran al valor —1. La proporcién de veces
en las que se ha medido cada estado y el valor esperado de los observables analizados en la
Tabla 4.2. Hemos considerado el error de una distribucién multinémica: dp = /p(1 — p)/N,
que para N = 8192 da un error O(dp) = 1072 [18].

Tabla 4.2: Resultados de la medida de M2.
XX XY YY
(XX) =0,66 (XY) =0,64 (YY) =-0,67

Estado Proporcién Estado Proporciéon Estado Proporcién

00 0,46 00 0,43 00 0,11
01 0,09 01 0,07 01 0,41
10 0,07 10 0,11 10 0,43
11 0,39 11 039 11 0,06

Para calcular el valor esperado de los operadores, multiplicamos cada uno de los valores
posibles (—1, 1) por la proporcién de veces en las que se ha medido algin estado con la paridad
asociada, como ejemplifica la Ecuacién 4.15 para (X X). Finalmente, la Ecuacién 4.16 permite
calcular la medida M;.

(XX)=1(1)(P(00) + P(11)) + (—1) (P(10) + P(01))

4.15
= (0,46 + 0,39) — (0,09 + 0,07) = 0,69 (4.15)

My = = ({(XX) + 2(YX) — (YY) = 1,32 (4.16)

N —

Puede extenderse el procedimiento y calcular el valor obtenido experimentalmente para los
polinomios de Mermin-Klyshko de orden superior. Los resultados pueden verse en la Tabla 4.3.

En todos los casos se supera el limite dado por las teorias locales, por lo que todos los
estados son entrelazados. En vista a los resultados obtenidos, podemos ademas inferir el
numero de clbits entrelazados en los sistemas de IBM Quantum. Para 2 cubits, el sistema
es 2QM, aunque los resultados de IBMQ Santiago se acercan mds al valor tedrico. Cuando
el sistema estd compuesto por 3, vemos que el ordenador IBMQ Vigo supera el limite de las
teorias 2QM, por lo que el entrelazamiento es 3QM. Contrariamente, el ordenador de Santiago
esta en el limite de 2QM, lo que indica que hay al menos 2 clibits entrelazados, pero al estar
justamente en la frontera entre 2QM y 3QM no podemos decir que haya 3 entrelazados. Para 4
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cubits, el ordenador de Vigo consigue entrelazar al menos 3, aunque esta vez el valor obtenido
es muy cercano al limite de 3QM. Santiago, de nuevo, entrelaza al menos 2. Si el sistema
consta de 5 cubits, Vigo logra entrelazar al menos 4, aunque de nuevo la diferencia entre el
valor obtenido y el limite de las teorias 4QM es muy pequefia, tan solo del 1,8 %. El ordenador
de Santiago, de nuevo, no sobrepasa el limite de 3QM, por lo que solo podemos deducir que
entrelaza al menos 2.

Tabla 4.3: Resultados implementacién en IBM Santiago.

5QM 4QM 3QM 2QM Local IBMQ Vigo IBMQ Santiago
M, - - - V2(=141) 1 1,17 1,32
Ms - - 2 V2 1 1,50 1,41
M, - 2V2(~283) 2 V2 1 2,09 1,80
M, 4 2v/2 2 V2 1 2,88 1,78

4.3. Conclusiones

A partir de la implementacién de los circuitos de la Figura 4.4 en los ordenadores de IBM
Quantum Experience, se ha comprobado experimentalmente la violacidén de las desigualdades
de Mermin-Klyshko.

Los estados iniciales se han preparado de forma que maximizaran el valor de los polinomios.
Sin embargo, los valores experimentales se alejan del valor tedrico a medida que aumenta
el nimero de cubits del sistema analizado. Esto supone un revés para la eficiencia de los
dispositivos de IBMQ@, ya que el entrelazamiento es la herramienta mas potente de los sistemas
cudnticos. Muchos de los algoritmos cudnticos propuestos estdn basados en las propiedades
de los sistemas entrelazados; si el entrelazamiento proporcionado por las maquinas no cumple
los requisitos necesarios, los algoritmos no pueden implementarse con éxito.

Existen varias razones que podrian explicar los resultados obtenidos. El entrelazamiento
es una propiedad extremamente delicada y construir y mantener los sistemas entrelazados es
una tarea complicada. Ademas, a medida que aumenta el tamano de los sistemas, los circuitos
para construir los estados de partida aumentan su complejidad. Las puertas légicas introducen
cierto error en el estado, por ello, a medida que aumenta el niimero de operaciones del circuito,
aumenta también el error introducido por las mismas.

Cabe también destacar que hay una clara diferencia entre los resultados de IBMQ Vigo e
IBMQ@ Santiago: los resultados del primer dispositivo son considerablemente mejores que los
del segundo. La forma en la que los clbits estan conectados podria explicar por qué ocurre
esto (véase Figura 3.1): el ordenador de Vigo tiene una arquitectura en forma de T, que
establece un mayor nliimero de conexiones entre cubits. En este sentido, la arquitectura de las
computadoras podria ser un factor a tener en cuenta a la hora de seleccionar en qué dispositivo
implementar un determinado circuito.

El hecho de que no todos los clibits estén conectados entre si explica también por qué la
calidad del entrelazamiento proporcionado por los sistemas empeora a medida que aumenta el
nimero de clbits activos.
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No obstante, a pesar de que los resultados obtenidos estdn lejos de ser 6ptimos, podemos
apreciar una clara mejoria con respecto a los obtenidos por Alsina et al. en [18]. En este
articulo, publicado en 2016, se realiza una caracterizacién similar a la de este trabajo. Se
trata de la primera violacion experimental de las desigualdades de Mermin para cuatro y cinco
cubits. La definicién de los polinomios MK es ligeramente distinta, excluye una constante de
normalizacién que en este trabajo se ha incluido para que el valor de los distintos limites (Local,
2QM, 3QM y 4QM) no cambie, a pesar de aumentar el orden del polinomio.

En el trabajo de Alsina et al., aunque las desigualdades se violan en todos los casos, se
observa un claro deterioro de los resultados a medida que aumenta el nimero de clbits. De
hecho, para cinco cubits la relevancia estadistica del resultado es pequena para descartar la
localidad, ya que M5 = 1,01 +0,01. En nuestro andlisis, los resultados obtenidos si que sirven
para descartar en todos los casos las teorias locales. Con todo esto, podemos inferir una clara
mejoria de los sistemas de IBMQ a lo largo de los dltimos cinco afios.
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Capitulo 5

Algoritmo de Grover

Una de las propiedades mas atractivas de la computacidn cudntica es su extraordinaria eficiencia
para resolver ciertos tipos de problemas. Un ejemplo de ello es el algoritmo de busqueda
propuesto en el afio 1996 por Lov K. Grover [3].

El algoritmo de Grover es un algoritmo de bilsqueda cudntico en una secuencia de N
datos desordenados. En el caso clasico, el nimero de evaluaciones promedio necesarias para
encontrar una entrada en una secuencia de N datos es de O(NN). El algoritmo de Grover reduce
el nimero de operaciones requeridas a O(\/N) esto se debe al principio de superposicién en
la mecanica cudntica. Mientras que en el algoritmo cldsico es necesario consultar todas las
entradas una a una hasta dar con la correcta, en el caso cudntico podemos definir un ordculo
capaz de consultar todas las entradas a la vez.

El objetivo de esta seccién es comprobar la eficiencia del algoritmo de Grover al implemen-
tarlo en los sistemas de IBMQ@. Los sistemas cudnticos reales de los que disponemos tienen un
nimero de cubits y volumen cudntico reducidos. Por ello, la implementacién se realizard en
sistemas de 2, 3 y 4 cubits, que permiten listas con 4, 8 y 16 entradas respectivamente.

Aunque en sistemas pequenos como los que van a analizarse en este trabajo la diferencia
entre las maquinas cldsicas y las cudnticas no es demasiado significativa, en bases de datos lo
suficientemente grandes la diferencia se vuelve maydscula.

Los circuitos de IBM Quantum Experience se vuelven complejos al aumentar el nimero de
clbits, por lo que es complicado aumentar el tamaio del sistema. Para comprobar la eficiencia
del algoritmo en sistemas mas grandes, se ha desarrollado un simulador utilizando el software
Mathematica. Para ello, se han seguido las indicaciones de D. Candela en [10], utilizando
calculo matricial como herramienta para simular los circuitos cudnticos.

5.1. El algoritmo

Supongamos que tenemos una lista con N entradas, y queremos localizar una entrada deter-
minada, w = ¢ utilizando el algoritmo de Grover. El algoritmo se divide en los cuatro pasos
descritos en la Figura 5.1, y que serdn explicados a continuacion.

1. Inicializacién: De entrada no tenemos ningin tipo de informacién sobre la localiza-
cién del elemento que nos interesa, por lo que tomamos el estado inicial como una
superposicién uniforme de todos los elementos |¥) = \/LN > ).
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5. Algoritmo de Grover

Si en esta situacién realizdramos una medida sobre el sistema, obtendriamos cualquiera
de los elementos de la base {|¢,,)} con la misma probabilidad.

2. Oraculo: El algoritmo de Grover permite amplificar la amplitud de probabilidad del
elemento de la base buscado. Para ello, se utiliza un ordculo, O que marca el estado
buscado realizando un cambio de fase sobre la amplitud del mismo. Las amplitudes del
resto de estados quedan inalteradas.

O|¢z> = |y sii#k
{O\w» = —|¢y) sii=k (5.1)

3. Difusion: Se define un operador de difusién que modifica las amplitudes de todos los
estados con respecto a la amplitud media. La amplitud del estado marcado estara in-
vertida tras la aplicacion del ordculo. Por ello, su amplitud aumentara y la del resto de
estados se vera disminuida.

4. Medida: Tras la aplicacién sucesiva de los pasos 2 y 3, se mide el estado del sistema. El
niimero éptimo de iteraciones es %\/N [10]. Si no se realizan las suficientes iteraciones, la
amplitud del estado no se habra amplificado lo suficiente y es probable que obtengamos
como resultado un elemento diferente al buscado. Asimismo, si sobrepasamos el niimero
6ptimo de iteraciones, la eficiencia del algoritmo disminuira.

Amplitud

Amplitud
Amplitud

> (A

e

~ a0 e vy 6 o A
Elementos de la secuencia

Oraculo
Difusion
Medida

~ v o © A
(e T
~ v o v b o A
Elementos de la secuencia

Elementos de la secuencia

Inicializaciéon

Repetir O(VN) veces

Figura 5.1: Esquema del procedimiento de amplificacién en el algoritmo de Grover.

5.2. Implementacion en IBM Quantum Experience

Hemos implementado el algoritmo de Grover en los dispositivos de IBMQ, en N =2, 3y 4
clbits. Los circuitos empleados se muestran en la Figura 5.2.

El cambio en la disposicién de las puertas NOT del ordculo modifica el estado amplificado.
Las configuraciones de la Figura 5.2 corresponden a los estados 10, 110 y 1110; el listado
completo de la distribucién de las puertas NOT y sus estados asociados se recogen en el
Apéndice B. Los bloques correspondientes al ordculo y el operador de difusidon deben repetirse
aproximadamente %\/N veces: para 2 cubits 2 veces, 2 veces también para 3, y 3 veces para
4 clbits.

Los circuitos empleados para construir las puertas CCZ y CCCZ pueden verse en la Tabla
2.2 de la Seccién 2.4.1.

Para poder realizar un andlisis comparativo de los dispositivos, los circuitos para N = 2,3
y 4 clbits se han implementado en el QASM Simulator y los ordenadores IBM Santiago e
IBM Melbourne, las caracteristicas de los dispositivos pueden verse en el Capitulo 3.

22



5.2. Implementacién en IBM Quantum Experience

— A

Oraculo Difusion
(a) Circuito para N = 2 clbits.
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a2 10) — il
Oraculo Difusion

(b) Circuito para N = 3 cibits.

q0 |0y — il _ A
a1 |0) —Jifl .
a2 |0) — il _ A
a3 o) —Jil sta paled

Oraculo Difusion
(c) Circuito para N = 4 clbits.

q0 |0)

ql |0>—.

Figura 5.2: Circuitos para la implementacién del algoritmo de Grover en IBMQ.

El circuito completo para N = 3 y 4 clbits puede verse en el Apéndice C.

5.2.1. Resultados de la implementaciéon en 2 cubits

A continuacién se presentan los resultados obtenidos tras la implementacién del circuito en la
Figura 5.2. Se comparara el nimero de veces en las que el resultado coincide con el estado
marcado en cada caso. En todos los casos se han realizado 8192 iteraciones del algoritmo.

En el caso del Simulador QASM, se encuentra el estado marcado en un (100 £ 0) % de las
veces, en promedio. Se ha considerado el error cuadratico medio, de acuerdo con la ecuacién:

donde 7 es el valor promedio de la medida, el indice i recorre todas las medidas z; y n es el
tamano de la muestra, en nuestro caso, el nimero de estados de la base del sistema.

En la Figura 5.9 se representa el niimero de medidas de cada estado para cada configuracién
del oraculo. En el eje vertical aparecen listadas todas las configuraciones del circuito, y en el
eje horizontal todos los resultados posibles. A lo largo de cada fila horizontal, para un cierto
estado marcado, aquellos estados que hayan sido medidos un mayor nimero de veces tendran
asociada una casilla roja o anaranjada. Aquellos que hayan sido medidos menos veces, tendran
una casilla morada o azul. La escala de colores correspondiente al conteo puede consultarse a
la derecha del grafico. Si el ordenador encuentra el estado marcado, entonces deberd coincidir
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5. Algoritmo de Grover

con el estado medido un mayor nimero de veces. En estas circunstancias, los elementos de la
diagonal de la Figura 5.3 deberdn aparecer marcados por colores célidos, y el resto, en colores

,
frios.
8000
7000
- 6000

- 5000

- 4000

Estado marcado
ojuanday

- 3000

2000

1000

00 01 10 11
Estado medido

Figura 5.3: Resultados en N=2 cubits del simulador QASM.

En cuanto a los dispositivos cudnticos reales, la eficiencia se reduce. El ordenador de IBMQ
Santiago encuentra el estado correcto un (95,040,2) % de las veces, e IBMQ Melbourne tiene
una eficiencia atin menor: acierta solo el (81+2) % de las veces. En la Figura 5.4 pueden verse
los resultados para IBMQ Santiago e IBMQ Melbourne.
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(a) IBMQ Santiago (b) IBMQ Melbourne

Figura 5.4: Resultados de la implementacién del algoritmo de Grover en estados de 2 cbits.

En la Figura 5.5 pueden observarse las diferencias entre la eficiencia del simulador y los
ordenadores para cada configuracién del oraculo.
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Figura 5.5: Comparativa de la eficiencia del algoritmo de Grover en 2 clbits.
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5.2. Implementacién en IBM Quantum Experience

5.2.2. Resultados de la implementacion en 3 cubits

Se ha repetido el mismo procedimiento que en la Seccién 5.2.1, ejecutando nuevamente los
circuitos un total de 8192 veces para cada configuracién del circuito.

En este caso, el simulador encuentra el estado marcado en el (94,50 &+ 0,08 %) de las
veces. El resultado empeora respecto a la implementacién en estados de 2 cubits, aunque en
la Figura 5.6 puede comprobarse que en todos los casos la diferencia de veces en la que se
mide el estado correcto sigue siendo notable.
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Figura 5.6: Resultados del simulador QASM para estados de 3 clibits.

En el caso de los sistemas cudnticos reales, la reduccién de la eficiencia es atin mas evidente.
IBMQ Santiago completa la bisqueda con éxito en un (37 £ 1) % de las veces, e IBMQ
Melbourne tiene una eficiencia muy baja, de tan solo un (18 +1) %. Si el estado se colocase en
una superposicién de todos los estados, siendo la medida totalmente aleatoria, la probabilidad
de medida de cada estado es del 12,5 % en un sistema de 3 cibits. Por lo tanto, la diferencia
entre una medida aleatoria y los resultados de IBM® Melbourne es muy pequefia, del 5,5 %.

En la Figura 5.7 se evidencia la diferencia entre los resultados obtenidos para el simulador
y los dos ordenadores. Puede ademas apreciarse que, mientras que para IBMQ Santiago ain
se destacan los elementos marcados (corresponden a las casillas en la diagonal), para IBMQ
Melbourne la diferencia entre éstos y el resto de estados es muy ligera.
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Figura 5.7: Resultados de la implementacién del algoritmo de Grover en estados de 2 clbits.
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5. Algoritmo de Grover

Finalmente, el histograma comparando la eficiencia de los dispositivos para cada estado
marcado puede verse en la Figura 5.8.
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Figura 5.8: Comparativa entre los dispositivos para 3 clbits.

5.2.3. Resultados de la implementacion en 4 cubits

Para 4 cubits, el Simulador QASM se encuentra el estado marcado en un (91,8 +0,6) % de
las veces, en promedio. De nuevo, la eficiencia del algoritmo se reduce al aumentar el nimero
de cubits del sistema.
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Figura 5.9: Resultados del simulador QASM Simulator

En el caso de los sistemas cuanticos reales, IBMQ Santiago y IBMQ Melbourne la fiabilidad
del algoritmo cae de forma alin mas abrupta.

En IBMQ Santiago, se obtiene el estado correcto solo un (6,3 £ 0,1) % de las veces, el
resultado es aparentemente aleatorio. Al considerar una superposicion uniforme de estados
la probabilidad de medida de cada uno de ellos en un sistema con 4 cibits es del 6,25 %.
En contraposicién con el simulador (véase Figura 5.9), en la Figura 5.10a la distribucién de
colores es uniforme, lo que implica que todos los estados son medidos con probabilidad similar.
La Figura 5.10b se ha reescalado de forma que puedan observarse mejor las diferencias en
el conteo de los estados. No se observa ninglin patrén similar al de la Figura 5.9, en la que
aparecen en rojo las casillas en la diagonal. Aunque aparentemente hay estados que aparecen
con mayor frecuencia que otros, por ejemplo 0000 frente a 1111, las variaciones son demasiado
pequeiias como para considerarlas relevantes.
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7000 0010

8000 oooo [l | | fAE Nu
0001 600

0011 1 [ | .. [ |
- 6000 0100
E: § 0101 B - 550
I - 5000 o 8 o110 »
g 5 g o111 <]
£ - 4000 § o 1000 | | -500 3
S 3 & 1001 g
E - 3000 4 1010
1011 | 450
2000 1100 |
1101 ||
1000 1110 400
o 1111 | |
O D D YA O DY O YAD Y
SR A S AR S S
FEP PP PAIPP DR

Estado medido
(a) IBMQ Santiago (b) Ampliacién IBMQ Santiago
Figura 5.10: Resultados del sistema IBMQ Santiago.

La Figura 5.11 representa los resultados obtenidos en IBMQ Melbourne, muy similares a
los de IBMQ Santiago: el porcentaje promedio de veces en la que el estado marcado vy el
medido coinciden en este caso es del (6,2 +0,1) %, el mismo que si la medida fuera aleatoria.
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Figura 5.11: Resultados de sistema IBMQ Melbourne.

Finalmente, la Figura 5.12a comparar la fiabilidad de los sistema: mientras que la diferencia
entre los resultados del simulador QASM y los ordenadores es muy marcada, no hay diferencia
significativa entre los ordenadores de Santiago y Melbourne (véase 5.12b).
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Figura 5.12: Comparativa entre los dispositivos.
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5. Algoritmo de Grover

5.2.4. Conclusiones

A partir de los resultados obtenidos, podemos concluir que los sistemas cuanticos reales no
estan auln lo suficientemente desarrollados como para implementar el algoritmo de Grover con
éxito. La fiabilidad del simulador QASM desciende ligeramente con el ndmero de cubits, pero
en los computadores cudnticos el deterioro de los resultados es mucho mayor: en el caso mds
extremo, para 4 cubits, la probabilidad de encontrar el estado correcto es la misma que si la
medida fuera totalmente aleatoria.

Para comprender este resultado, debemos tener en cuenta la complejidad del circuito. Al
aumentar el tamafio del sistema, es necesario realizar una gran cantidad de operaciones sobre
los cubits, especialmente si se quiere realizar el nimero éptimo de iteraciones del oraculo y el
algoritmo de difusién. Esto, ademas, aumenta el tiempo de ejecucién del circuito.

El incremento de las puertas légicas cuanticas involucradas en el circuito conlleva un
aumento del error introducido por las mismas. Los circuitos de 3 y 4 cubits requieren de la
aplicacién de una puerta CCZ y CCCZ, respectivamente. Conseguir realizar esta operacidn
correctamente es complicado ya que no todos los clbits estdn conectados entre si, por lo que
dicha puerta podria ser también una importante fuente de error.

Para subsanar ese problema, podria ampliarse el circuito haciendo uso de cubits auxiliares
y empleando la construccién de la Figura 5.13 [6]. Sin embargo, el resultado apenas mejora ya
que igualmente es necesario implementar el algoritmo en el ordenador de IBMQ Melbourne,
cuyo volumen cuantico es muy reducido.

q0 [0) —o¢— q0 |0) o
ql [0) —o— ql |0) —
a2 |0) —¢— a2 [0)

a4 [0) —F— a4 [0)

a5 |0y | — a5 |0)

q6 [0) 1z — q6 |0) z

Figura 5.13: Alternativa para la construcciéon de la puerta CCCZ.Los ctbits 4 y 5 funcionan
como cubits auxiliares para poder realizar la operacidn. Esta construccién puede generalizarse
para cualquier operacién C"U.

Por otra parte, el aumento en el tiempo de ejecucién del algoritmo también empeora el
resultado debido a la decoherencia cuantica. La decoherencia hace referencia a la perturbacion
de ciertas propiedades del sistema debido a su interaccién con el entorno. Aunque los clbits se
mantengan aislados y refrigerados a una temperatura de 15 mK para minimizar estos efectos,
aun tienen una influencia notoria en los circuitos. La decoherencia se presenta de dos formas.
Con el transcurso del tiempo los cibits en el estado mas energético, |1), decaen al de menos
energia, |0), este fenémeno se denomina relajacién energética. Asimismo, la fase relativa entre
los estados |0) y |1) de un estado en superposicién varia con el tiempo, introduciendo un
desfase.
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5.3. Simulador

Al implementar el algoritmo de Grover en los ordenadores de IBM Quantum, hemos compro-
bado que incluso en las condiciones dptimas, dadas por el simulador, el algoritmo falla en
un 8,2 % de las veces (en 4 cibits). Podemos preguntarnos por qué supone una ventaja este
algoritmo, si tiene un porcentaje de error tan elevado. La realidad es que el nivel de confianza
del mismo aumenta con el tamaiio de la base de datos considerada; el objetivo de esta seccidn
es, por medio de un simulador, comprobar cémo evoluciona la fiabilidad del algoritmo a medida
que aumenta el tamafo del sistema.

Nos hemos basado en el articulo de D. Candela, «Undergraduate computational physics
projects on quantum computing» [10]. Siguiendo las indicaciones de la publicacién, se ha
desarrollado un programa que permite simular en un ordenador convencional el algoritmo de
bisqueda de Grover. Para ello, hemos utilizado célculo matricial. Los programas se han escrito
haciendo uso del software Mathematica. Los sistemas simulados corresponden a 3, 4, 5, 6, 7
y 8 clbits.

Comencemos por el caso més sencillo. Simulamos un sistema con N = 3 cubits, por
lo que el nimero de elementos de la base del sistema es 23 = 8. Los estados cudnticos
estan determinados por la amplitud de probabilidad de los elementos de la base, {|u;)}. En
consecuencia, el estado puede registrarse en un vector de dimensién 8,

W) =" ai ) = (a1 a> a3 as a5 ag a7 as)" (53)

donde cada elemento a; es la amplitud del elemento ¢ de la base. Cabe recordar que los a; son
numeros complejos.

Los operadores vendran representados por matrices unitarias de dimensién 8 x 8.

Podemos generalizar la definicion de aquellas puertas cuadnticas que actuan esobre un tnico
cubit para obtener su representacién matricial en espacios de dimensién 2V. La matriz 2V x 2V
de un operador U aplicado sobre el clbit ¢ es:

T =1 el ®. 00 .01 (5.4)

En un sistema de N = 3 clbits, la puerta de Hadamard aplicada a cada uno de los clbits
toma la forma:

1000 1 0 0 0
01000 1 0 0
00100 0 1 0

S mm @ om0 00 1T 0 0 0 1

H§>:H§)®H;)®H§):7 000 -1 0 o0 o (5.5)
0100 0 -1 0 0
00100 0 -1 0
0001 0 0 0 -1

N
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10 1 0 00 0 O

01 0 1 00 0 O

10 -1 0 0O0 0 O
N A 1 —
T L I

00 0 0 01 0 1

00 0 0 10 -1 0

00 0 0 01 0 -1

11 0 0 0 O 0 O

1 -1 0 0 0 O 0 O

0o 0o 1 1 0 0 0 O
N ~ 1 _
I S B e

0 0 00 1 -120 0

0O 0 00 0 0 1 1

0O 0 00 0 0 1 -1

Estas matrices pueden generarse en Mathematica utilizando el comando Kronecker-—
Product [Matrizl, Matriz2].

Si queremos aplicar una puerta de Hadamard a los 3 cuibits simultdaneamente es mas sencillo
consturir la puerta

AD@C) _F0 5O FO _ g0 o gO ¢ fO -
11 1 1 1 1 1 1
1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
11 -1 -1 1 1 -1 —1
1 {1 -1 2111 -1 -1 (5.8)
o211 11 -1 -1 -1 —1|°
1 -1 1 -1 -1 1 -1 1
1 1 -1 -1 -1 -1 1 1
1 -1 -1 1 -1 1 1 -1

El circuito para implementar el algoritmo de Grover en el simulador se muestra en la Figura
5.14.

Oraculo Difusion

Figura 5.14: Esquema del algoritmo de Grover en el simulador.
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Las matrices asociadas al operador ordculo y el operador de difusién de Grover se definen
a continuacién.

La matriz del oraculo es una matriz diagonal con todos los elementos de la diagonal igual
a 1 a excepcién del correspondiente al elemento de la base buscado. Por ejemplo, en caso de
buscar el tercer elemento de la base, la matriz asociada al operador sera:

O =diag(1,1,-1,1,1,1,1,1) (5.9)

El operador J del algoritmo de difusién de Grover es una matriz diagonal con todos sus
elementos igual a uno a excepcién del primero, que es igual a -1:

J =diag(—1,1,1,1,1,1,1,1) (5.10)

Debemos definir también un procedimiento para realizar la medida del estado del sistema.
La probabilidad de medida de un estado de la base viene determinada por el médulo al cuadrado
de su amplitud. Para realizar la medida, se define un vector con el médulo de las amplitudes
al cuadrado. A continuacién, se define un vector de probabilidad acumulada, que definird un
rango de probabilidad entre 0 y 1 para cada estado. Se genera un nidmero aleatorio entre 0 y
1, y se comprueba a qué intervalo del vector de probabilidad acumulada pertenece. El intervalo
en el que se encuentre dicho niimero sera el resultado de la medida. El cédigo completo puede
consultarse en el Cédigo 5.1.

Cadigo 5.1: Programa de Mathematica para simular el algoritmo de Grover en 3 clbits.

Resultado = 3 (xSelecciona el estado marcadox)

Oracle = IdentityMatrix[8]

Oracle[[Resultado, Resultadol]

J = IdentityMatrix [8]

JO01, 111 = -1

GDO = HadamardMatrix[8] . J . HadamardMatrix[8] (*0Operador de difusion
de Groverx*)

Grover = GDO . Oracle (* Primero se aplica el oraculo, despues el
operador de difusion x*)

Resultado={0,0,0,0,0,0,0,0} (xRecuentox*)

-1

Do [

Psi={1,0,0,0,0,0,0,0};

Psi=HadamardMatrix [8] . Psi;

Do[ Psi = Grover.Psi, 2]; (x Dos iteraciones *)

(*x Medida *)

Prob=Table [Abs [Psi[[i]]1°2],{i,1,8}];
Do[Prob[[i]]=Prob[[i-1]1]+Prob[[i]],{i,2,8}];
x=RandomReal [1];
Indice=FirstPosition[Prob,SelectFirst [Prob ,#>x&]];
Resultado[[Indice]l]]=Resultado[[Indice]]+1

,10000] (* Numero de iteraciones del programa *)
Print [Resultadol

Podemos extender el programa a sistemas con un mayor nimero de cubits modificando

la dimensién de las matrices y el nimero de iteraciones del algoritmo. En este trabajo, se ha
extendido a sistemas de 4, 5, 6, 7 y 8 cubits.
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5. Algoritmo de Grover

5.3.1. Resultados

En la Figura 5.15 pueden verse los resultados obtenidos. En el eje de ordenadas se representa
el nimero de clbits del sistema simulado, y en el vertical la eficiencia del algoritmo. El nimero
de iteraciones del cédigo ha sido de 1000 en cada caso.

Atendiendo a los resultados obtenidos, hemos comprobado que cuando el niimero de clbits
aumenta, aumenta también la fiabilidad del algoritmo. Al extender el Cédigo 5.1 a sistemas de

4,5, 6y 7 clibits, hemos comprobado que la fiabilidad aumenta hasta un 99,7 % para sistemas
de 5 cubits.

Fiabilidad

92 - B

90 ! ! ! !
3 4 5 6 7 8

NUmero de clbits

Figura 5.15: Fiabilidad del algoritmo en funcién del nimero de cibits del sistema.

5.3.2. Conclusiones

El simulador programado es (til para pruebas de concepto, pero, sin embargo, sus aplicacio-
nes son limitadas. A medida que aumenta el tamafo del sistema, el tamafno de las matrices
aumenta de forma exponencial, incrementando el tiempo de ejecuciéon del algoritmo y la me-
moria de almacenamiento requerida. A partir de 8 clbits el tiempo de ejecucién aumenta
significativamente, ya que las matrices son de dimensién 256 x 256.
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Capitulo 6

Conclusiones globales

El objetivo de este trabajo era caracterizar las propiedades de los sistemas cuanticos de /IBM
Quantum Experience, centrandonos en el andlisis del entrelazamiento y la implementacién del
algoritmo de Grover.

Para el andlisis del entrelazamiento proporcionado por las computadoras, hemos comenzado
por la prueba experimental del teorema de Bell. Después, hemos realizado una serie de circuitos
cuanticos que han permitido probar la violacién de las desigualdades de Mermin-Klyshko en los
dipositivos de IBMQ Vigo e IBMQ Santiago, ambos de 5 cibits. A pesar de que los resultados
estan lejos de ser dptimos, se aprecia una clara mejoria con respecto a los obtenidos en 2016
por Alsina et al. [18]. Los sistemas no consiguen entrelazar sus 5 cibits correctamente, pero
las teorias locales quedan descartadas en estos dispositivos. Las diferencias entre los resultados
obtenidos en este trabajo y los obtenidos por Alsina et al. en 2016 son solo una muestra de los
recientes avances y el esfuerzo realizado por la comunidad cientifica y el sector de la ingenieria
en la disciplina de la computacién cuantica.

En relacién al algoritmo de Grover, hemos explicado su funcionamiento y las ventajas del
algoritmo frente a los algoritmos de busqueda clasicos, ya que reduce significativamente el
nimero de operaciones requeridas para dar con el resultado. Por medio de su simulacién en
un computador clasico, hemos comprobado que el algoritmo tiene una alta fiabilidad para
sistemas grandes. En cuanto a la implementacién del algoritmo de bldsqueda de Grover en los
sistemas cuanticos de IBMQ, se han implementado los circuitos para 2, 3 y 4 cibits. A medida
que aumenta el tamano del sistema analizado, se aprecia un claro deterioro de los resultados,
especialmente para los sistemas cuanticos reales: no son aun capaces de ejecutar el algoritmo
con éxito. El deterioro de los resultados del simulador indica que debemos asimismo mejorar el
diseno de los circuitos, ideando alternativas eficientes para la realizacién de las puertas légicas
que requieran 3 clbits o mas.

A pesar de sus limitaciones, cabe destacar que IBM Quantum Experience es una buena
herramienta para iniciarse en el campo de la computacién cudntica. El interfaz de usuario es
sencillo de utilizar y existe gran cantidad documentacién de facil acceso que sirve como apoyo
en el proceso de aprendizaje, especialmente en la etapa inicial.

Con todo esto, podemos concluir que la capacidad computacional de los dispositivos anali-
zados es alin muy limitada, y no permiten realizar con ellos tareas complejas. Aln son necesa-
rios mas avances en el desarrollo de los ordenadores cuanticos para explotar todo su eventual
potencial y poder implantarlos a escala global.
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Apéndice A

Valores y vectores propios de los
operadores de Mermin

En este apéndice se describe el procedimiento a seguir para la construccion de los operadores
de Mermin en Mathematica, y la obtencién de sus valores y vectores propios.

A.1. Definicion

Recordemos la definicién recursiva de los operadores de Mermin, partiendo de M; = X;:

1
M, = 3 (Mn,1 (X, +Y,) +M (X, — Yn)) , (A.1)

Los M}, se obtienen a partir de los My, cambiando los operadores X por Y, y viceversa.

Mediante la regla de recurrencia de la Ecuacién A.1, podemos construir en Mathematica
de forma sencilla las matrices 2 x 2V asociadas a cada operador, como ilustra el ejemplo del
Cddigo A.1. Los valores y vectores propios se obtienen con el comando Eigensystem. Si solo
se desea obtener los valores propios basta con el comando Eigenvalues, y para los vectores
propios, Eigenvectors.

Cadigo A.1: Programa de Mathematica para simular el algoritmo de Grover en 3 cubits.

(¥*Definicion de operadores X e Y x*)

X = {{o, 1}, {1, 0}}

Yy = {{o, -1}, {1, 0O}}

(*Definicion de los operadores, los MN’ pasan a estar denominados como
MNp *)

5 M1 = X

Mip =Y

(xM2x%)

M2 = KroneckerProduct [M1,(X+Y)/2]+[Mlp, KroneckerProduct [(X-Y) /2]
M2p = KroneckerProduct [Mlp,(X+Y)/2]+KroneckerProduct [M1,(Y-X) /2]
Eigensystem [M2]

(*xM3%)

M3 = KroneckerProduct [M2,(X+Y)/2]+[M2p, KroneckerProduct [(X-Y) /2]
M3p = KroneckerProduct [M2p, (X+Y)/2]+KroneckerProduct [M2, (Y-X) /2]
Eigensystem [M3]

(xM4 %)

M4 = KroneckerProduct [M3, (X+Y)/2]+[M3p, KroneckerProduct [(X-Y) /2]
M4p = KroneckerProduct [M3p, (X+Y)/2]+KroneckerProduct [M3, (Y-X) /2]
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A.2. Matrices asociadas a los operadores

Eigensystem [M4]

(% M5 *)

M5 = KroneckerProduct [M4,(X+Y)/2]+[M4p, KroneckerProduct [(X-Y) /2]
M5p = KroneckerProduct [M4p, (X+Y)/2]+KroneckerProduct [M4, (Y-X) /2]
Eigensystem [M5]

A.2. Matrices asociadas a los operadores

Los resultados se han obtenido con el cédigo de Mathematica en Cédigo A.1.

A.2.1. Estados de 1 cubit

. (01 , (0 —i
= (0 = (0 5) .
= Valores propios: {—1,1}
= Vectores propios: {(—\/Li, \%) , <_\%7 \/%)}

A.2.2. Estados de 2 cubits

0 0 0 1—¢ 0 00 —1—1
.| 0o 00 o0 ;. 0 00 0
My = 0 00 0 M = 0 00 0 (A-3)
1+2 0 O 0 —1+2 0 O 0
= Valores propios: (—v/2,v/2,0,0)
= Vectores propios: {(—%,0,0, \%) , (17”,0,0, \%) ,(0,0,1,0), (0, 1,0,0)}
A.2.3. Estados de 3 cubits
0O 00 0O0O0O0 —2 O 00O0O0O0OO0O -2
0O 00 0O0O0O0O O 0O 00 O0O0OO0OO0O O
0O 00 0O0O0O0O O 0O 00 O0O0OO0OO0O O
N 0O 00 0O0O0OO0O O ;. O 00 O0O0OO0OTO0O O
Ms=1 9000000 0 |™=] 0000000 o |AY
0O 0 00O0OO0O0O O O 00 O0O0O0OO0O O
0O 00 0O0O0O0O O O 00 O0O0OO0OO0O O
220 0000 O0 O -2 0 0 0 0 0 O0 O

= Valores propios: {—2,2,0,0,0,0,0,0}

= Vectores propios:
1 1 7 1

_70707()’070707_7 __7()’0707070’()7_’ 070707()’0’071707 Oa0707070a170707
(5 ) voll ) )

(0,0,0,0,1,0,0,0), (0,0,0,1,0,0,0,0),(0,0,1,0,0,0,0,0),(0,1,0,0,0,0,0,0) }
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A. Valores y vectores propios de los operadores de Mermin

A.2.4. Estados de 4 cubits

0 0000O0O0OO0OO0OO0O0OO0OO0OO0O0 —2-2¢
0 0000O0O0OO0OOO0OO0OO0OO0OGO0OO 0
0 0000O0O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO 0
0 0000O0O0OOO0OO0OO0OOO0OO0O 0
0 0000O0O0OOO0OO0OOO0OO0O 0
0 0000O0O0OO0OO0OO0OO0OO0OGO0O 0
0 0000O0O0OO0OO0OO0OOO0OO0OO0O 0
. 0 0000O0O0OO0OOO0OO0OO0OO0OO0OO 0
M, = 0 0000O0O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO 0 (A-5)
0 0000O0O0OO0OO0OO0COOO0OO0O 0
0 0000O0O0OOO0OO0COOO0OO0O 0
0 0000O0O0OO0OO0OO0O0OO0OO0OO0O 0
0 0000O0O0OO0OO0OO0OOO0OO0OGO0OO 0
0 0000O0O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO 0
0 0000O0O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO 0
—-2+2. 00000 0O0O0OO0O0O0O0O0O0 0
0 000O0O0O0OO0OOO0OOOO0OO0O0 —2+4+22
0 0000O0O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OGO0OO 0
0 0000O0O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0O 0
0 0000O0O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO 0
0 0000O0O0OO0OO0OO0OOOO0OO0O 0
0 0000O0O0OO0OO0OO0OO0OO0OGO0O 0
0 0000O0O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OGO0O 0
. 0 0000O0O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OGO0OO 0
M's = 0 0000O0O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OGO0OO 0 (A-6)
0 000O0O0O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OQO0 0
0 0000O0O0OO0OO0OO0COOO0OO0O 0
0 0000O0O0OO0OO0OO0COO0OO0OGO0OO 0
0 0000O0O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OGO0OO 0
0 0000O0O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OGO0O 0
0 0000O0O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO 0
-2-200000O0O0O0O0O0OO0OO0OGO0CO 0

= Valores propios: {—2v/2,2v/2,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0}

= Vectores propios:

1+ 1
{< ;1707070707070707070707070707075)7

1+ 1
- 70707070707070a070707()’0)0707_ )
2 Ve

(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0),(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0),
(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0), (0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0),
(0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0),(0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0),
(0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0), (0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0),
(0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0),(0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0),
(0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0),(0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0),
(0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0), (0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0) }
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A.2. Matrices asociadas a los operadores

Estados de 5 cubits

A.2.5.

—4

00000O0OO0OO0OO0OOO0OO0OO0OO0O

000O0O0O0OOCOOO0OGO0OO

0 00O

~
<
[=NeleoNoNeoRoReoReoReolololoNoBoBoBeoBoBo oo oo o ool oN e N Ne N Nl
DO DD DD DD DODDODDODDODDODODDODODOODDODODODODODODODODOODODOCDCOCOOOO O OO
OO DD DD DD DD DODDODDODODDODODODODODODOODDODOOOOCOOCDOCOOO O OO
[=NeleoleoNeoReoReoReoReolololo oo Bo oo oo ol BoloBololoRo o Ne N Nl
[=NeleoloNeoRoReoBeoReolololoNoRoBoBoBoBoBoBoloBo o ool o N Ne N N Nl
[sNeoleolololololololololololoBohaohao oo oo = ololoo oo ol =)
sl eoleololeoloEeoloBolololololoao oo oo o= =2 = =R =il o)
DD DD DD DD DD DODDODDODDODDODDODDODDDDDDDDODDODDODODODODOD O OO OO oo
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A. Valores y vectores propios de los operadores de Mermin

= Valores propios: {—4,4,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0}

= Vectores propios:

1 1
_7070a0707070a07 07070a07 070707Oa07070707070707070707070a07 0707 =]
(5 )
1 1
(__707070707070707 07070707 07ana0707070707070707070707070707 0707 _> )
V2 V2
0

0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0),
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0),
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0),
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0),
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0),
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0),
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0),
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0),
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0),
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0),
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0),
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0),
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0),
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0),
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0),
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0),
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0),
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0),
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0),
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0),
0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0),
0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0),
0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0),
0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0),
0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0),
0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0),
0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0),
0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0),
(0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0),
(0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0) }
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Apéndice B

Oraculo de Grover

B.1. 2 cubits

.

@)oo 10 (9o (d) 11
Figura B.1: Circuitos del ordculo de Grover en N = 2 qubits.

B.2. 3 cubits

(a) 000 (b) 100 (c) 010 (d) 001

(e) 110 (F) 101 (g) 011 (h) 111

Figura B.2: Circuitos del ordculo de Grover en N = 3 qubits.
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B. Oraculo de Grover

4 cubits

33

(a) 0000

il
i
$ip

(b) 1000

125
158

(e) 0001

(c) 0100

(d) 0010

(F) 0011

iE

(i) 0110

i
i

(g) 1010

(h) 0101

T
i
1]

(i) 1100

(k) 1001

(1) 0111

1
Hi

(m) 1011

(n) 1101

T

(/) 1110

(o) 1111

Figura B.3: Circuitos del ordculo de Grover en N = 4 qubits.
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Apéndice C

Algoritmo de Grover: circuito completo

C.1. 3 cubits

a0 10) —JHH-€3 O-HO Ol
at [0) —Jill l g l Ol ~
a2 10) il - - Ol

Figura C.1: Circuito completo para 3 cubits. La zona sombreada debe repetirse 2 veces.

C.2. 4 cubits

q [0y —JHI--E2- T T o-—
at (o) —Jil}

a2 |0y — il

a3 10) —Jil} T

o SO O-Hl-
. o [~ T olw~
v O Ol
o O Ol

Figura C.2: Circuito completo para 4 cubits. La zona sombreada debe repetirse 3 veces.
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