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APRESENTACAO

Seja bem-vindo(a) a disciplina de Calculo Diferencial e Integral.

Nesta disciplina vocé ird conhecer os métodos de Célculo Diferencial e
Integral, que tem como elemento base a fungao, pois as operagdes matematicas
no calculo serdo feitas sobre as fung¢des em processos infinitos, para obter,
aplicar e generalizar resultados.

Para que serve o Célculo Diferencial e Integral?

Derivada? Integral? Calma, ndo é tao dificil quanto parece. Sao apenas
operagOes matematicas, que facilitam, e muito, nossas vidas nos dias de hoje.

Portanto, este Caderno de Estudos servira de rumo para vocé comegar
a construir e organizar seus conhecimentos ao longo desse periodo de estudo.

A disciplina fornece uma série de ferramental necessario a outras
disciplinas como, por exemplo, para a Fisica.

O célculo é considerado um dos maiores feitos do intelecto humano.
Espero que além de perceber a utilidade, também perceba a beleza matematica.
O entendimento do contetdo e das nuances que circundam este estudo é
apenas a ponta do iceberg principalmente para aqueles alunos que pretendem
avangar seus estudos como em especializagao, mestrado etc.

Prof. Ruy Piehowiak



Vocé j& me conhece das outras disciplinas? N&o? E calouro? Enfim, tanto para
vocé que esta chegando agora a UNIASSELVI quanto para vocé que ja é veterano, ha
novidades em nosso material.

Na Educacéo a Distancia, o livro impresso, entregue a todos os académicos desde 2005, é
o material base da disciplina. A partir de 2017, nossos livros estdo de visual novo, com um
formato mais pratico, que cabe na bolsa e facilita a leitura.

O conteudo continua na integra, mas a estrutura interna fot aperfeicoada com nova
diagramagdo no texto, aproveitando a0 maximo o espaco da pagina, o gque tambéem
contribui para diminuir a extracdo de arvores para producao de folhas de papel, por exemplo.

Assim, a UNIASSELVI, preocupando-se com o impacto de nossas acdes sobre o ambiente,
apresenta tambeéem este livro no formato digital. Assim, vocé, académico, tem a possibilidade
de estuda-lo com versatilidade nas telas do celular, tablet ou computador.

Eu mesmo, UNI ganhel um novo layout, vocé me vera frequentemente e surgirel para
apresentar dicas de videos e outras fontes de conhecimento que complementam o assunto
em questao.

Todos esses ajustes foram pensados a partir de relatos que recebemos nas pesquisas
Institucionais sobre os materiais impressos, para que vocé, nossa maior prioridade, possa
continuar seus estudos com um material de qualidade.

Aproveito 0 momento para convida-lo para um bate-papo sobre o Exame Nacional de
Desempenho de Estudantes — ENADE.

Bons estudos!

Ola académico! Para melhorar a qualidade dos
materiais ofertados a vocé e dinamizar ainda mais
os seus estudos, a Uniasselvi disponibiliza materiais
que possuem o codigo QR Code, que é um codigo
que permite que vocé acesse um conteudo interativo
relacionado ao tema que vocé esta estudando. Para
utilizar essa ferramenta, acesse as lojas de aplicativos
e baixe um leitor de QR Code. Depois, € s aproveitar
mais essa facilidade para aprimorar seus estudos!




& i

0l4, académico!

Vocé ja ouviu falar sobre o ENADE?

Se ainda ndo ouviu falar nada sobre o ENADE, agora vocé receberd
algumas informagdes sobre o tema.

Ouviu falar? Otimo, este informativo reforcard o que vocé ja sabe
e podera lhe trazer novidades.

W

Vamos la!

Qual é o significado da expressio ENADE?

EXAME NACIONAL DE DESEMPENHO DOS ESTUDANTES

Em algum momento de sua vida acad&mica vocé precisard fazer a prova ENADE. \/\/

Que prova é essa?

E obrigatéria, organizada pelo INEP — Instituto Nacional de Estudos e
Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira.

Quem determina que esta prova é obrigatdria... O MEC — Ministério da Educacdo.

O objetivo do MEC com esta prova € o de avaliar seu desempenhao \/\/
académico assim como a qualidade do seu curso.

Fique atento! Quem nao participa da prova fica impedido de se formar e ndo pode
retirar o diploma de conclusdo do curso até regularizar sua situagdo junto ao MEC.

N3o se preocupe porque a partir de hoje nés estaremos auxiliando vocé nesta caminhada.

Vocé receberd outros informativos como este,
complementando as orientagdes e esclarecendo suas dividas. \/\/

Vocé tem uma trilha de aprendizagem do ENADE, receberd e-mails, SMS,
seu tutor e os profissionais do polo também estardo orientados.

Participard de webconferéncias entre outras tantas atividades
para gue esteja preparado para #mandar bem na prova ENADE.

Nds aqui no NEAD e também a equipe no polo estamos
com vocé para vencermos este desafio.

]

Conte sempre com a gente, para juntos mandarmos bem no ENADE! \/\/ u"“”!ll“
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UNIDADE |

LIMITE E CONTINUIDADE DE
UMA FUNCAO

OBJETIVOS DE APRENDIZAGEM

A partir desta unidade, vocé sera capaz de:

* expressar algebricamente a defini¢cao de fungao intuitivamente;
* aplicar os conceitos que envolvem limites de fungdes;

e calcular limites de fungdes através dos teoremas estudados;

e resolver limites quando ocorrer um tipo de indeterminacao;

* analisar a continuidade de uma fungado no ponto x = a;

e aplicar o Teorema do Valor Intermediario;

* saber aplicar a defini¢ao de limite, que serve de base para os demais
conceitos de calculo.

PLANO DE ESTUDOS

Esta unidade esta dividida em quatro topicos, apresentando os conceitos e os
principais teoremas sobre limites de fungao.

O primeiro tépico inicia mostrando intuitivamente o conceito de limite a ser
estudado nos Tépicos 1, 2 e 3. Em cada topico sdo apresentados conceitos e
teoremas seguidos de diversos exemplos para auxilid-lo(a) na compreensao
e resolugao dos exercicios propostos no final de cada tépico.

E ainda é apresentado um resumo do tdpico e um texto complementar
contendo um teorema e sua demonstragao.

TOPICO 1 - LIMITE DE UMA FUNCAO
TOPICO 2 — LIMITES INDETERMINADOS E LATERAIS
TOPICO 3 - MAIS UM POUCO DE LIMITES

TOPICO 4 —- CONTINUIDADE

Assista ao video ¥
desta unidade.







TOPICO |

LIMITE DE UMA FUNCAO

| INTRODUCAO

O século XVII foi extremamente produtivo para o desenvolvimento da
matematica, gracas em grande parte a invencao do célculo, realizada por Isaac
Newton e Gottfried Wilhelm Leibniz.

O estudo do problema da reta tangente motivou o desenvolvimento do
calculo diferencial, que se baseia no conceito de derivada de uma fung¢ao. Por outro
lado, o estudo do problema da area levou a criagao do calculo integral, que se
baseia no conceito de antiderivada de uma funcgao.

2 CONCEITO DE LIMITE

E com base nisso que pretendemos apresentar uma nogio intuitiva de
limite, para que vocé possa observar o que ocorre com a fungao f(x), intuitivamente,
quando x tende para mais ou menos infinito, por exemplo. Usaremos limites para
definir retas tangentes a graficos de fun¢ao. Com o limite de uma fungao também
¢ possivel descobrir o que ocorre com a fun¢ao num determinado ponto.

Vamos considerar a fungao f(x) definida pela expressao f(x) =1 + %, para x
# 0.

Queremos saber o que ocorre com f(x) quando x assume valores (positivos
ou negativos) arbitrariamente grandes, ou seja, x tende para + o0, x>0 e x tende para
- 0, x < 0. Observamos no quadro a seguir, quando x cresce o que estd acontecendo
com a fungao f(x).



fx)=1+ 1
X (x) X
2
15
1,333
500 1,002
1000 1,001
10000 1,0001

Quando x cresce, ou seja, x tende para + oo, a fungao f(x) aproxima-se cada
vez mais do numero 1.

Observe, no quadro a seguir, o que estd acontecendo com a funcado f(x)
quando o valor absoluto de x decresce (para valores negativos de x).

f(x)=1+ 1
X () X
-1 0
-2 0,5
-3 0,666
-100 0,99
-1000 0,998
-10000 0,9998

Quando o valor absoluto de x decresce, para valores negativos de x, ou seja,
quando x tende para - oo, a fungao f(x) aproxima-se do nimero 1.

Assim, concluimos dos dois quadros, que quando x tende para + o e
quando x tende para - o, a fungao f(x) tende para 1 e escrevemos:

lim f(x)= lim (1+%J=1 e lim f(x)= lim (1+%]:1

X—>+0 X—>+00 ——m X—>—00
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Lé-se o limite da fungado f(x) quando x tende para + 00 & 1, assim como o
limite da funcdo f(x) quando x tende para - 0. Ou ainda, quando x — + o, f(x) —» 1 e

quando x — = 0, f(x) — 1.

. : . . e . 1.1
Agora, veja na figura a seguir como € o grafico da fungao f(x) =1+, x #0.
FIGURA 1 - GRAFICO 1.1
/
5-
44
3+
2._
1._
_\ —
S 432 1 23 4 5
FONTE: O autor
Agora consideramos a funcao f(x) definida pela expressao f(x)= _712,
para x # 3. (x-3)

Queremos verificar o que ocorre com f(x) quando x assume valores proximos
de 3. Observemos, no quadro a seguir, o que acontece com a funcao f(x), quando x
aproxima-se de 3 com valores maiores que 3.

| f= ]
(x-3)°
5 -0,25
4 -1
3,5 -4
3,1 -100
3,01 -10000
3,001 -1000000
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Entao, quando x tende a 3 com valores maiores que 3, a funcao f(x) assume
valores arbitrariamente grandes em modulo. Simbolicamente, x — 3 com x >3
enquanto que f(x) — - oo.

Observemos, no quadro a seguir, o que esta acontecendo com a fungao
f(x), quando x aproxima-se de 3 com valores menores que 3.

_ -1
) oo
1 -0,25
2 -1
2,5 -4
2,9 -100
2,99 -10000
2,999 -1000000

Entdo, quando x tende 3 com valores menores que 3, a fungao f(x) assume
valores arbitrariamente grandes em modulo. Simbolicamente, x — 3 com x <
3 enquanto que f(x) — - ©.

Assim, verificando os dois quadros (e também a figura 2) concluimos que,

quando x tende para 3, a fungdo f(x) tende para - o e escrevemos:

. . -1
Jim, 1) = i, e

FIGURA 2 — GRAFICO 1.2

v ¥

FONTE: O autor
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2
o
Vamos analisar outra situacdo: a fungdo f(x) definida por f(x)={x?, 0 < x <2
3-—

Queremos analisar o que ocorre com f(x) quando x assume valores proximos
de 2. Observamos, no quadro a seguir, o que estd acontecendo com a fungao f(x)
quando x aproxima-se de 2 com valores maiores que 2. Para a construgao da tabela
temos que ver qual sentenca pegar, ja que a fungao é dada por trés sentengas. Neste

caso, para x >2 usaremos f(x) =3 - x.

X f(x)=3-x
4 -1

3 0

2,5 0,5
2,1 0,9
2,01 0,99
2,001 0,999

Entao, quando x vai aproximando-se de 2 com valores maiores que 2, a
fungao f(x) assume valores cada vez mais préximos do numero 1. Simbolicamente,

x — 2 com x >2 enquanto que f(x) — 1.
Observamos, no quadro a seguir, o que esta acontecendo com a fungao f(x),
quando x aproxima-se de 2 com valores menores que 2 e maiores ou igual a zero

Aqui, usaremos a sentenca f(x) = x°.

x flx)=x2
0 0
1 1
1,5 2,25
19 3,61
1,99 3,9601
1,999 3,996001

Entdo, quando x vai aproximando-se de 2 com valores menores que 2 ou
igual a zero, a funcdo f(x) assume valores cada vez mais proximos do namero 4.

Simbolicamente, x — 2
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com x<2 enquanto que f(x) — 4.

Assim, verificando os dois quadros (e também a figura 3) concluimos que,
quando x tende para 3, a fungao f(x) tende para valores diferentes e escrevemos:

lim f(x)= lim (3-x)=1e lim f(x)= lim x? =4

x—2" x—2" x—>2" x—2"

FIGURA 3 — GRAFICO 1.3

FONTE: O autor

Vamos examinar o “limite” de uma fungao numa outra situacao.

2

Como a fungio f(x)== se comporta proximo de x =3 ?

Observando a fungdo, vemos que se trata de uma funcao do tipo racional,
na qual seu conjunto dominio é formado por todos os ntimeros reais exceto em x =
3, pois para x =3, a fungao nao é definida. Com isso, para qualquer x # 3, podemos
simplificar a fungdo fatorando o numerador e cancelando os fatores comuns:

, .
f(x)= Xx—_39 _(x+3)x-3) (X+3xxk:3,)=x+3parax¢3.

x-3 X<
x flix)=x+3
2,5 55
2,9 59
2,99 599
2,999 5,999

Agora, atribuindo a x valores préximos de 3, porém maiores que 3, temos:

8
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x fix)=x+3
3,5 6,5
3,1 6,1
3,01 6,01
3,001 6,001

Observamos em ambos os quadros que, quando x se aproxima cada vez
mais de 3, f(x) aproxima-se cada vez mais de 6. Matematicamente, dizemos que f(x)
fica arbitrariamente proximo de 6 conforme x se aproxima de 3 ou, simplesmente,
que f(x) se aproxima do limite 6 quando x se aproxima de 3. Portanto,

lim £(x) = lim x* -9

=6
x—=3 x>3 X—-3

3 DEFINICAO DO LIMITE DE UMA FUNCAO

Definicao 1.1.1 Seja f(x) definida em um intervalo aberto em torno de
a, exceto possivelmente em a. Dizemos que f(x) tem limite L quando x tende

para a e escrevemos |im f(x): L se, para cada namero € > 0, existir um numero
Xx-a

correspondente 6 > 0 tal que, para todos os valoresde x com0< [x-al <6 = If
(x)- Ll <e.

Esta definicdo é uma maneira técnica de expressar a ideia de limite que
mostramos nas duas fun¢des anteriormente. Vamos entender alguns elementos na
definicao.

Assim, |f(x)- LI <e quer dizer que podemos tornar o moédulo da diferenca
tao pequeno quanto desejarmos, desde que tomemos o médulo 0 < [x - al <8 para
um J suficientemente pequeno, de tal modo quea-d<x<a+d=L-e<f(x)<L+e.

2
Voltamos a fungao analisada anteriormente, f(x)= X7 =9 préximo de x=3.
x-3

Com base nos dois quadros calculados, verificamos que:

x=29=flx)=59istoé,x-3=29-3=-01=f(x)-6=59-6=-0,1
x=2,99 = f(x)=599isto é, x —3=2,99 -3 =-0,01 = f(x) -6 =5,99 -6 =-0,01
x=2,999 = f(x) =5,999 isto é, x —3 =2,999 — 3 =-0,001 = f(x) — 6 = 5,999 — 6 = -0,001

e também,

x=31= flx)=6,1istoé,x-3=3,1-3=01=f(x)-6=6,1-6=0,1
x=3,01= flx)=6,0listoé,x-3=3,01-3=0,01 = f(x) -6=6,01 -6=0,01
x=3,001 = f(x) = 6,001 isto é, x — 3 =3,001 — 3 = 0,001 = f(x) — 6 =6,001 — 6 = 0,001

9
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Portanto, podemos reescrever da seguinte forma:
Ix-31=01= Iflx)-61=0,1
Ix-=31=0,01= Ifix)-61=0,01
Ix-31=0,001= Ifix)-61=0,001

Entao se for dado € = 0,1, tomamos & = 0,1 e afirmamos que:

0<Ix-31<01= Iflx)-61<0,1.

Vamos ver como € o grafico da funcdo f(x)= sz—_39 .
FIGURA 4 — GRAFICO DA FUNGAO f(x)= x* ‘39
1Y
&
P

[SLY S ———

2 -1 1 2

FONTE: O autor

Exemplo 1:

Considere a fungao f(x) =5 — 2x.

Encontre 8 >0 tal que If(x) + 31 <0,02 sempre que 0<|x-4|<5.
Mostre, usando a Definigao 1.1.1, que o limite )!i_r)n4 (5 - 2X) =-3.

Resolugdo:

a) Temos que determinar um 6 > 0 que sirva para € = 0,02. Conforme a
Definigdo 1.1.1 isso vale para todo x (x #4), 0<|x-4/<s = |5-2x)-(-3)<002 .
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Entao,

lf(x) +31 <0,02< [(5-2x)-(-3)| <0,02

< 1(5-2x+3)1<0,02

< -2x+81<0,02

< -2 (x-4)1<0,02

= 2.1x-41<0,02

< Ix-41<0,01

Assim, 0< Ix-41<0,01 = If(x)+3] <0,02.
Portanto, 6 =0,01.

b) Dado ¢ > 0, devemos encontrar & > 0 tal que |f(x)+3| <& sempre que
0<|x-4|<5.Tomando x # 4, temos

f(x)+3<e o |6-2x)+3<e © 2.|x-4<c < |x—4|<§

Portanto, quando 0< ‘X —4| <% = ‘f (x)+ 3‘ <¢&. Assim, basta tomar § =%

para qualquer que seja € > 0. Logo, )!im4 (5-2x)=-3.
-

FIGURA 5 — FUNCAO DO EXEMPLO 1

\/\
5

FONTE: O autor



UNIDADE | | LIMITE E CONTINUIDADE DE UMA FUNCAO

Exemplo 2:

Para o limite lim+/x+2 =3, determine um & >0 que sirva para e=0,1.

xX—>7

Resolugdo:

Caros académicos, percebam o que a questao pede: um & > 0 tal que para
todo x, 0<|x-7]<s = ‘«/x+2 —3‘ <01.

Para obter o §, vamos fazer duas etapas. Primeiramente, desenvolveremos

a inequagao Wx+2 —3‘ < ¢ a fim de encontrar um intervalo em torno de a =7, no
qual a desigualdade valha para todo x # a. Entdo, encontraremos um valor de 6 >
0 que coloca o intervalo 7-0 <Xx<7+¢ dentro do intervalo obtido pela primeira
inequagao.

‘m - 3‘ <01

-0,1<y/x+2-3<0/
-01+3<4/x+2-3+3<01+3
29<x+2-3<31
(2,9)2 < (W + 22 < (3,1)?
8,41<x+2<961
841-2<x+2-2<961-2
6,41< x < 7,61

A desigualdade vale para todo x no intervalo aberto (6,41; 7,61), portanto
ela vale para todo x # 7 nesse intervalo.

Segunda etapa: determinar & > 0 para colocar o intervalo centrado
7-5<x<T7+6 dentro do intervalo 6,41 < x < 7,61. A distancia de 7 até o ponto
final mais proximo de (6,41; 7,61) é 0,59 (figura 6). Se tomarmos & = 0,59 ou
qualquer outro numero positivo menor, entdo a desigualdade 0<|x-7|<¢&
colocard x automaticamente entre 6,41 e 7,61 fazendo ‘«/ x+2—3‘<0,1, ou seja,

0<[x-7]<059 = Nx+2-3<0
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FIGURA 6 — FUNCAO E INTERVALO DO EXEMPLO 2

1-_
X
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FONTE: O autor

AUTOATIVIDADE

Caro(a) académico(a), sugerimos que vocé determine valores para delta 9,
como mostramos acima, tendo como valores para épsilon e=1, e=0,5, £ =0,001.

Observe que ainda nao calculamos o limite de uma funcéo, apenas fizemos
analises e verificamos o limite intuitivamente. As duas proposicdes acima e as propriedades
listadas a seguir serdo essenciais para calcular o limite.

4 PROPRIEDADES DO LIMITE

Teorema 1.1.1 (Unicidade do limite) Se Iimf(x)=L e, limg(x)=M entao
L — M. X—a X—a

Caro(a) académico(a), ¢ importante que vocé perceba o significado deste
Teorema, ele quer dizer que se existe lim f(X), entéo ele ¢ unico.
X—a




Proposicao 1.1.1 Se aq, m e n sao numeros reais, entdo limmx+n=ma+n.
X—a

4.1 OPERACOES COM LIMITE

Principais propriedades dos limites:

Se L, M, a, ¢ sdo numeros reaise limf(x)=L e limg(x)=M, entdo:
X—a X—a

a) imc=c,celR

X—a

by lim[f(x)+g(x)]= lim f(x)+ lim g(x)=L+M

X—a X—a X—a

o) lim[cf(x)]=clim f(x)=cL, vc e IR
X—a X—a

) im[F(x)-g(x]= lim (x)- im g(x)=L.M

—a X—a

f) lim[f(x)]" = [Iim f(x)}n =L", para todo n inteiro

X—a X—a

g) lim {/f(x) = g/lim f(x)=%/L , desde que L > 0 e n for par

X—a

h) lim senlf(x)] = sen[ lim f(x)} =sen(L)

X—a X—a

i) lim cos[f(x)]= cos[lim f(x)} = cos (L)

X—a X—a

i) tim el — Lm0 _ e

X—a

k) limIn[f(x)]= In[lim f(x)} =InL
Exemplo 3:

Calcule o limite lim (3x2 -9x+ 5), usando as propriedades.

X—2



Resolugio:

lin (3X2 —9x+ 5): lim 3x* + lim (~9x +5) Regras da soma e da diferenca
x—2 x—2 X—2
=3 lim x? + lim (~9x +5) Regra do produto por uma constante
X—2 x—2

2
= 3(Iim x) +1im (-9x +5) Regra da poténcia
Xx—2 x—2
=3.22-92+5 Proposigéo 1.1.1

=1

Portanto, Ilim (3x2 —9x + 5)= -1

X—2

Exemplo 4:

2
. L XS+ TX .
Calcule o limite lim ——— usando as propriedades.
x—>-1 4 —x

Resolugdo:
2 lim (x2 +7x
fim XZH7X X—>—1( ) Regra do quociente
3 : 3
x>-1 4 —x lim (4—x )

x—>—1

lim x2 + lim 7x

= x> x—>1 Regra da soma e da diferenga
lim 4 - lim x°
x—-1 x—>-1

2
(Iim xj + lim 7x A
= x>t X1 Regra da poténcia

- 3
lim 4—( lim x)
x—>-1 x—>-1

(-0 +7.(-1) Proposigao 1.1.1

4-(-1)?

2
Portanto, lim X+ Tx = _8
x>-1 4 — x3 5

Exemplo 5:

Calcule o limite lim (5e" +senx +4cos x), usando as propriedades.
x—0



Resolugdo:

lim (Se" +sen x+4cosx)= lim 5e* + lim sen x + lim 4cos x Regras da soma e da
x—0 x—0 x—0 x—0 diferenca

=51lim e* + lim sen x+4 lim cos x Regra do produto por
x—0 x—0 x—0 uma constante

lim x . . R d ial
=5 +sen| lim x |+4cos| lim x egras da exponencia

=5.6% +sen0+4cos0 Proposigao 1.1.1
=9

Portanto, lim (5e" +senx +4cos x)= 9
x—0

Exemplo 6:

Calcule o limite lim 3/x* +9x® +10x2 — x + 5, usando as propriedades.

x—-3

Resolugdo:

lim §/x4+9x3+10x2—x+5:3 lim (x4+9x3+10x2—x+5) Regra da raiz

X—-3 X—-3

lim x*+ lim 9%+ lim 10x*+ lim (-x+5) Regrasdasomae
x—>-3 x—-3 x—-3 x—>-3 da diferenca

=3/ lim x*+9 lim x>+10 lim x?+ lim (-x+5) Regrado produto
x—-3 x—-3 x—-3 x—-3 por uma constante

:%/( lim x)4 +9( lim x)3 +10( lim sz + lim (—x+5) Regras da poténcia

X—-3 X—-3 X—>-3 X—>-3
—\/ °+10(-3)* -(-3)+5 Proposicio 1.1.1
=3-64
=-4

Portanto, |im 3x* +9x3 +10x% —x+5 = —4

x—>-3

IMPORTANTE
A%

O conceito e o calculo do limite como mostrado acima € de fundamental
Importancia para a sequéncia do estudo. Assim, procure esclarecer todas as duvidas que
surgirem com o tutor para a compreensdo do conteudo.



RESUMO DO TOPICO |

Neste topico vocé viu inicialmente o limite de forma intuitiva. Em
seguida, estudou a definicao de limite, as proposicoes e as propriedades.

e Vamos recordar as propriedades do limite.

Se L, M, a, ¢ sao numeros reais e limf(x)=L e lim g(x)=M, entao:
X—a X—a

a)lime=c¢,ccliR

X—a

b) liﬂ[f(x)+ glx)|= lim F(x)+limgx)=L+M

X—a

¢) lim[ef(x)]=elimf(x)=cL ¥c cIR

d) lim[f(x)-g(x)] = lim f(x)-lim g(x)= LM

lim f(x
e) Iimr(x)}: r—a ( ):L,SEM?&U
x-a g img(x) M

X—=a

f) lim [f(x)]” s Llim f(x)r = L" para todo 1 inteiro

a) L'[nm @f(x) = ‘/)l(i_r[‘af(x) =1L, desde que L >0, e n for par
h) lim sen[f(x)| = senll(im f(x)|=sen (L)

i) lim cos|f(x)| = cosUi_rPa f(x)|= cos(L)

i tim bl _ gl _ o1
k) lim In[f(x)] = In [!im f(x)|=InL
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Agora chegou a sua vez de colocar em pratica o que foi estudado.
Lembre-se das orientagdes dadas para o calculo dos limites.

Nos exercicios de 1 a 3, calcule intuitivamente o limite lim f(x) =L
fazendo um quadro de valores. e

x2-49
X+7

2) f(X)=45-Xx ema=4.

ema=-7.

1) f(x)=

X
5 ema=2.
4-x

3) f(x)=
4) Seja f(x) =2x—2 e osnumeros L=—6, a=-2 e ¢=0,02. Encontre um intervalo
aberto em torno de a no qual a desigualdade |f(x) - LI <& valha. Dé entao um
valor para 6> 0 tal que, para todo x satisfazendo 0 < |x - al <9, a desigualdade
If(x) - L < ¢ seja verdadeira.

5) Seja f(x) =Vx e os niimeros L=2,a=4 e £ =0,25. Encontre um intervalo aberto
em torno de a no qual a desigualdade |f(x) - L| <¢ valha. Dé entao uma valor
para 0> 0 tal que, para todo x satisfazendo 0 < |x - al <9, a desigualdade |f
(x) - L| < ¢ seja verdadeira.

Nos exercicios de 6 a 12, calcule os limites usando as propriedades de limites.

6) Xirrlz (x3 -2x? +4x+8) 10) Iimzm
X—>—

2
. x°-12x+36 11) lim e®"*

7) ;!E;nes x-5 oo

8) Iim?’log(x4 —3x+10) 12) lim Vax? +x-2
X im —————~

x~2 3x - cos(x)

X% 4+7x-2

9) lim ————
x»>1 3x-5




TOPICO 2

LIMITES INDETERMINADOS E LATERAIS

| INTRODUCAO

Neste topico vamos entender o que vem a ser indeterminacado. Por exemplo,
: oo Bx® L x%—49 o
se considerarmos os limites |m ==— e lim_~———e calcularmos estes limites
x>0 X x>-7 X+7
. .. . s -0
usando a propriedade do limite do quociente (e), chegaremos a expressao 0 que

nao possui significado, pois phao é namero algum. Por outro lado, que a resolucao
destes limites é possivel:

3 2 .
lim 5L2= im5x=0 e tim X% _ jim wz lim_(x—7)=-14
x>0 x x—>0 x>-7T X+7 x— -7 xX+7 x— -7

2 INDETERMINACAO

Observe que os dois limites tém resultados diferentes. Assim, fica evidente
que a expressao 0 nao pode ter um valor determinado.

&

Vamos supor quetenha um valor, ou seja, % =k, VkelR.
Entao, %: k = 0=0.k. A segunda igualdade apenas nédo € verdadeira se k = 0. Ou
0 0

, o 0
seja, 0 que estamos querendo dizer € que, por exemplo, 0 =5 ou —=-7 ou 0

ou.. € por este motivo que esta expressdo € dita uma indeterminacao, ou um simbolo de

3
2

indeterminacao.
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Até agora, calculamos limites do quociente entre duas fungdes aplicando
o item (e) das propriedades de limites. Mas, vimos que podem ocorrer situagoes

em que voce, usando as propriedades, encontre 0 Cuidado quando isto ocorrer: o

limite nunca é =. Neste caso, o que fazer? E o que veremos a seguir: neste processo
utilizaremos alguns artificios algébricos.

Calculandolimites de fung¢des, podemos também chegar a outras expressoes

cujo significado, ou valor, nao é determinado. Ao todo sao sete os simbolos de
indeterminacao: 8, %, 0.00, 00 — 00, 0°, 1* e oc”.

N

UNI

(AL}
&’

~—"

Sempre que no cdlculo de um limite vocé chegar a um destes simbolos, deve
buscar alguma alternativa para obter o valor do limite usando artificios algébricos. A este
trabalho da-se o nome de levantamento de uma indeterminacao.

Nosso objetivo aqui € “levantar” uma indeterminagao, que é uma expressao
sem sentido que se obtém ao tentar calcular um limite. Vamos entao calcular os
limites.

Exemplo 1:

Calcular lim x-3 )
x—>3 x4 -9

Resolugio:

Se no cdlculo deste limite vocé tentar utilizar o item (e) das propriedades
(que nao pode ser aplicado aqui, pois o denominador tem limite zero), vocé

chegara a indeterminacao &. Neste caso, o artificio algébrico usado para “levantar”
a indeterminacao obtida ¢ a FATORACAO.

Para fatorar o denominador x> — 9 vamos utilizar o produto notavel da
forma a’~b’=(a—b).(a+b).

Assim, vocé tem x*>— 9 = x* — 3% = (x — 3).(x + 3)..
fim X=3__ jim X3
Desta forma, o limite dado serd igual a Pl x2_9 ey (x-3)x+3)
, 1
= lim
x>3 X+3
1

T 3+3

20
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. x-3 1
Portanto, lim =—,
x>3 x*_9 6

FIGURA 7 — GRAFICO 2.1

|
-

t
e

FONTE: O autor

Observe que no grafico (figura 7) fica evidente a ndo existéncia da imagem
para x = 3, representada por uma bolinha aberta sobre a curva.

N—
ESTUDOS FUTUROS

(L)}
N’

~

Caro(a) académico(a), na resolugcdo do exemplo 1 necessitamos fatorar o
polindmio. Caso nao se recorde deste procedimento, € importante consultar algum livro do
Ensino Fundamental que aborde este tema.

Exemplo 2:

2

Calcular lim X_+Bx+5
x>-1x2 _3x—-4

Resolugio:

Se no célculo deste limite vocé tentar utilizar o item (e) das propriedades
(que nao pode ser aplicado aqui, pois o denominador tem limite zero), vocé
chegara a indeterminagao 0

. Neste caso, o artificio algébrico usado para levantar a
indeterminacao obtida é a FATORACAO.

Existem algumas formas de obter os binomios a fim de que eles,
multiplicados, resultem no polindmio de 2° grau. Isto é, x? + bx +¢ = (x —a)(x - )

2]
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Para fatorar os polindmios, vamos recordar o estudo sobre as raizes de

p(x)

um polindmio. Quando ) ¢ uma funcgao racional para a qual p(a) = g(a) = 0,
X
o numerador e o denominador necessariamente possuem um ou mais fatores

comuns de x — a.. Nesse caso, o limite de % quando x — a pode ser simplificado
X

os fatores comuns e calculado o limite da funcao simplificada.

Na decomposi¢ao de um polindmio, pode-se usar o método de Briot-
Ruffini, j& que uma das raizes do polinémio é conhecida.

Primeiramente aplicaremos o método de Briot-Ruffini em x>+ 6x + 5, sabendo
que x = — 1 é raiz do polindmio. Assim, x? +6x+5=(x— (=) (x - )= (x+ 1 (x - B)
temos que encontrar o outro bindmio usando o método.

1?) Colocam-se os coeficientes do polindmio na primeira linha a partir da segunda
coluna. Neste caso; 1, 6, 5.

2°) Na primeira linha, primeira coluna, coloca-se a raiz do polindmio. Raiz: -1.

3%) Na segunda linha, segunda coluna, repete-se o primeiro coeficiente do polinomio.
Neste caso; 1.

4°) Para encontrar o proximo coeficiente, na segunda linha, calcula-se fazendo:
(-1).1+6=5.

5°) Repete-se este calculo para os proximos coeficientes; (-1).5+5=0.

6%) Se o nimero obtido na segunda linha, abaixo do tiltimo coeficiente do polinémio
for zero, entao o numero que foi colocado na primeira linha, primeira coluna é
raiz do polindmio. E, consequentemente, os niumeros obtidos na segunda linha
sao os coeficientes do binémio procurado.

Logo, o bindmio procurado é x +5 e assim, x* + 6x + 5= (x + 1).(x + 5).

Repetimos este procedimento para x> — 3x —4 = (x + 1).(x — 4).

22
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2
Desta forma, o limite dado, serd iguala lim X" +6x+5 lim w
x>-1x2 _3x_4 x>-1(x+1 x—-4)

. X+5
= lim

x->-1x—-4
_—1+5

2
Portanto, lim X_*6X+5__4

x>-1x2 _3x-4 5
S
g5TUDDS FUTUROS

(L)Y
N

~

Caro(a) académico(a), na resolucdo do exemplo 2 necessitamos fatorar o
polindmio. Foi mostrado o processo pelo metodo de Briot-Ruffini, mas existem outros
modos de obter esta fatoracéo, por exemplo, a divisdo por chaves. Se ainda tem duvidas, néo
passe ao proximo exemplo. Sugiro que consulte algum livro do Ensino Médio que aborde o
assunto polindbmios para encontrar maiores detalhes do método.

Exemplo 3:

Calcular lim @
x—>16 X —16

Resolugio:

Para calcular este limite acontece a mesma situa¢ao do anterior, chegamos
a indeterminagao %

Vamos levantar esta indeterminagao e, para isto, vocé usa o artificio
algébrico do produto notavel a> — b = (a — b).(a + b). Vocé multiplica o numerador

da fungdo, +/x — 4, pelo seu conjugado, +/x + 4, para eliminar a raiz quadrada do
numerador. Para nao alterar a fungao vocé multiplica também o denominador por

\/;+4_

23
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Como (J_ 4X\/;+4)=( ) 2 — x-16, temos:
‘/_ = lim (‘/;_4)(‘/;'”1')
s X 16 x-16 (x —16) (\/;+4)
B (x 16)

" ﬁ(ﬁ

= lim

 x>16 f+4

1
_«/ﬁ+4

1
4+4

©|

Ix-4 1

Portanto, lim —.
x>16 x—16 8

Caros académicos, este limite resolvido acima pode ser resolvido de outra forma.
Podemos fazer uma substituicdo do tipo x =t t > 0, j& que a expressdo do numerador é
formada por uma raiz quadrada. Entéo, fazendo a substituicéo da variavel x por t? a fungdo

Joa t—4

que simplificando temos — . Observe que o valor que a variavel
2_16 t2-16

tende também deve ser alterado, pois, quando t? — 16, entédo x —> 4. Fique atento: esta
substituicdo de variavel ndo elimina a indeterminacdo, apenas faz com que a raiz saia e
as expressdes virem polindmios onde € possivel a simplificacao. Sugerimos que refaca o
exemplo 3, utilizando esta substituicio.

ficara assim,

Exemplo 4:

3
Calcular lim x -1

x»1 x=1"

Resolugio:

Calculando este limite pela propriedade (e) chegaremos a indeterminagao %

Desta vez, para “levantar” a indeterminacdo, faremos a substituicao da

variavel x por #. Ai a fungao fica da seguinte forma, Q que, simplificando,

fica e Observe que, quando # — 1, entdo t — 1. Assim,

24




OPICO 2 | LIMITES INDETERMINADOS E LATERAIS

3
Yx -1 -t

- 3 o Lo
1 x=1514° —1 egte limite é novamente uma situagio em que se fatora o

numerador e o denominador.

= lim il
-1 (t -1t +t+1

=1+t +1

T 11+

[SVY N

Yx -1 1

Portanto, |im =—.
t>1 x—-1 3

Exemplo 5:

Calcular lim ﬂ .

x—0 X

Resolugio:

Novamente tentamos calcular o limite pelo item (e) das propriedades de
limites e chegamos a indeterminacao 8

Usaremos o artificio algébrico da racionaliza¢do do numerador da fungao
para “levantar” a indeterminacao, como foi feito no exemplo 3. Multiplica-se o

numeradordafuncao, \/x +2 - /2, peloseuconjugado, x + 2 + JE .Paranaoalterar
afuncao, vocé multiplicatambém o denominador por +/x + 2 ++/2 .Jdsabemos que a

~b?=(a~b).(a+b). Assim, [Jx+2 -2 Jyx+2 ++2)=[x+2f ~(V2f =(x+2)-2=x

. Conforme o que foi discutido acima, temos o limite:

25
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K722 xi24\2

Jxi2-42

lim = lim .

x—>0 x—>0 X ~’X+2 +\/§
. X

= lim
x>0 x.i\/x+2+\/§i

= lim

1
x>0 [x+2+42

1

" Z2

Portanto, [im —“X+2_‘/§ ‘/5

x—0 X 4

3 LIMITES LATERAIS

Ao considerarmos o calculo do )![na f(x ), estamos interessados no
comportamento da fun¢ao nos valores proximos de 4. Vimos no topico anterior
que para calcular o limite é preciso analisar o comportamento da fung¢ao por
valores menores do que a e por valores maiores do que 4, isto é, nos valores de x
pertencentes a um intervalo aberto contendo a4, porém diferentes de a. Ainda, nos
valores desse intervalo que sao maiores ou menores que 4.

Defini¢ao 1.2.1 Seja f(x) uma fungao definida em um intervalo aberto (d,
a). Dizemos que um ntimero L € o limite a esquerda da fungao f(x), quando x tende
para a e indica-se por lim f(x)=L, se V& >0, 36>0 tal que [f(x)-L| <& sempre
que a-d<x<a. e

Perceba que no limite lateral a esquerda, temos x — a~ . Este simbolo indica
que devemos considerar apenas os valores de x menores do que 4.

26
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Definigao 1.2.2 Seja f(x) uma funcao definida em um intervalo aberto (a,c).
Dizemos que um numero L é o limite a direita da fungao f(x), quando x tende para
a e indica-se por lim f(x)=L, se V& >0, 36>0 tal que [f(x)-L|<e& sempre que
a<x<a+d. e

Analogamente, no limite lateral a direita temos x —a", onde este simbolo
indica que devemos considerar apenas os valores de x maiores do que a.

Vamos ver agora alguns exemplos aplicando as defini¢des acima:

Exemplo 1:

x%+1 se x<1
Dada a fungao fx)=1 4, se x=1 determinar:

4—-x,se x>1

a) XI'_r)T f(x)
b) lim f(x)

c) Esboce o grafico do f(x).

Resolucao:

a) Pela Defini¢ao de limite a esquerda, responderemos este item. Observe que a
fungao f(x) esta definida por f(x)=x>+1sex <1.

Logo, lim f(x)= lim (x* +1)=12 +1=2

x—=1 x—>1
Assim, lim f(x)=2
x—>1

b) Agora, pela Defini¢ao de limite a direita responderemos este item. Observe que
a fungao f(x) esta definida por f(x)=4-xsex>1.

Logo, lim f(x)= lim (4-x)=4-1=3
x—1

x—>1"

Assim, lim f(x)=3

x—>1"

c) Vamos esbogar o grafico de f(x) e sugerimos que verifique os limites laterais no
grafico.
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FIGURA 8 - GRAFICO 2.2

FONTE: O autor

As setas na figura 8 (grafico 2.2), colocadas no eixo dos x proximos do 1,
indicam a aproximacao pela esquerda do 1 (x —1~), isto é, por valores menores
que 1, e a outra seta a aproximagao pela direita do 1 (x —1"), isto é, por valores
maiores que 1.

Ja as setas na figura 8 colocadas no eixo dos y indicam as tendéncias dos
limites laterais.

Exemplo 2:

Considere a fungao f(x): —-1+4Xx+2 . Determinar, se possivel, Iim2_ flx) e
. X— -
lim f(x). Esbocar o grafico de f(x).

x—-2"

Resolucao:

Nao se pode examinar X'”I]Z, f (X), pois a fungao f(x) s esta definida para x
+22>0, ou seja, x =2. Lembra do conceito de dominio de uma fungao estudado
na disciplina de Introdugao ao Calculo? Se x < -2 entdo, x + 2 serd um numero
negativo e x ¢ D (f). Assim, ndo existe lim f (x)

X2

Ja o I|m2+ flx) ¢ possivel calcular, basta aplicarmos as propriedades e
X =
podemos escrever
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lim £(x)= lim (-1+x+2)

Xx— 2" Xx— 2"

= lim (=1)+ lim +/x+2
x— 2" x— 2"
=-1+ / lim (x+2)
x— 2"
=—1++-2+2
=-1+0=—-1

Portanto, |jm f(x):_1
x—-2"

FIGURA 9 — GRAFICO 2.3

|
\

FONTE: O autor

Observe na figura 9 (grafico 2.3) a seta a direita do — 2 (x — —2*) no eixo
dos x indicando os valores maiores que -2 e a s<eta acima do -1 no eixo dos y
indicando o valor do limite encontrado.

Exemplo 3:

-x,se x<0

3, se

Considere a funcao f (x)

X, se

a) lim f(x)

x—0"

b) lim f(x)

x—0*

c) lim f(x)

x—3"

d) lim f(x)

x—3*

29
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Resolucao:

a) Para x <0 temos que f(x)=—x,assim, lim f(x)= lim (-x)=0.
x—0" x—0"

b) Para x>0, 0<x <3, temos f(x)=3, assim, lim f(x): lim 3=3.
x—07F x—07*

Logo, pelo Teorema 3.1, concluimos que ndo existe lim f(x).
x=0

c) Para x <3, ouseja, 0<x <3, vocé tem f(x)=3, assim, lim f(x)= lim 3=3.
x—=3" x—=3"

d) Para x > 3, temos que f(x)=x, assim, lim f(x) = lim x=3.
x— 3" x— 3"

Como lim f(x):3 e lim f(X)=3, concluimos, pelo Teorema 1.1.1, que

lim f(x)=3. % e
x—3

FIGURA 10 - GRAFICO 24

N
5LV

FONTE: O autor

Teorema 1.2.1 Se f é definida num intervalo aberto contendo a, exceto

possivelmente no ponto 4, entao lim f(x) =L se e somente se |im f(x) e lim f(x).
Xx—a Xx—a x—a*

Exemplo 4:

X, se x<2

esboce o gréfico da fungao
2,se x>2

Dada a fungao f definida por f(x)= {

e analise os limites laterais |jm f(x), lim f(x)e lim f(x)'
X—>2" x—2" X2
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Resolugio:

FIGURA 11— GRAFICO 2.5

/\y
44

FONTE: O autor

Quando x tende a 2 para valores menores que 2, isto € pela esquerda, entao
lim f(x)=2.
x—>2"
Quando x tende a 2 para valores maiores que 2, isto é pela direita, entdo
lim f(x)=2.
x—2*
Neste caso, existe limite de f(x) quando x tende a 2, mesmo que a fungao
nao esteja definida para x =2.

Pelo Teorema 1.2.1, conclui-se que Iim2 f (x) =2.
X—

e Para que exista um limite lim f (X ) devem existir e ser iguais os limites laterais
X—a
a esquerda e a direita, isto é: |im f(x): lim f(x): lim f(x)_
x—a x—>a x—>a"

e Quando |im f(x) = [, entdo este L € um numero real Portanto, quando dizemos que
X—>a
existe o limite, é porque existe um numero real L tal que |im f (x) =1
X—>a

e +00 NJ0 & um numero real, € um simbolo. Portanto, quando lim f (X) = 00, dizemos que
X—a

nao existe o limite. O simbolo +00 indica o que ocorre com f(x) quando x se aproxima cada
vez mais de a.
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Exemplo 5:

2
Seja h(x)zx—_:.Determine lim h(x) e lim h(x).

|X - ‘ x—2" x—2"

Resolucao:

Em primeiro lugar, devemos escrever h(x) sem usar valor absoluto.
~(x-2) se x<2

, Defini¢ao de maédulo.
X-2, se x>2

Lembramos que |x -2| = {

x? -4
—, Se X<2
Logo, h(x)= -(x-2)
x? -4
, se x>2
X-2

-Xx—-2 se x<2
s g (ys X s hlx) 2 [ X2
E como X (x=2)x+2) temos enfim: h(x) {x+2, se x>2

Agora é facil: lim h(x)= lim (-x-2)=-4 e lim h(x)= lim (x+2)=4

X—2 X2 x—2" x—2"
Portanto, lim h(x)=—4 e lim h(x)=4.
x—>2" x>2"

FIGURA 12 — GRAFICO 2.6

el Y

FONTE: O autor

Observagao: Veja que, pelo Teorema 1.2.1, ndo existe Iim2f (x), pois nos
limites laterais calculados acima eles sao diferentes. -
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Exemplo 6:

3x2—5, se x<1
Seja f(x)={ 4, se x=1 .Determine lim f(x) e lim f(x).

3 x—>1 x—1"
X° -3, se x>1

Resolugio:

lim £(x) = lim (3x2 —5)=-2;

x—>1 x—>1
lim £(x)= lim (x® -3)=-2;
x—>1 x—>1"

Logo, lim f(x)=-2; lim f(x)=-2.

x—1 x—1"



RESUMO DO TOPICO 2

Neste topico vocé viu que:

No célculo de limites envolvendo indeterminacdo do tipo %, vimos que
precisamos utilizar artificios algébricos a fim de “levantar” a indeterminacao.

Lembre-se de que se p(x) é um polindmio e p(a) = 0, entdo significa que x =a ¢
uma raiz do polindmio e pode-se escrever p(x) = (x —a).q(x).

No célculo dos limites laterais podemos usar as propriedades dos limites ou
entdo utilizar o grafico para determinar o valor do limite.

O simbolo x —a significa que x se aproxima de a por seu lado negativo, ou
seja, com valores menores do que a.

O simbolo x — a™ significa que x se aproxima de a por seu lado positivo, ou seja,
com valores maiores do que a.

Para que exista o limite lim f(x), devem existir e serem iguais os limites laterais
X—>a

a esquerda e a direita, isto é: lim f(x)= lim f(x)= lim f(x).
x—>a x—>a x—a*
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AUTOATIVIDADE ,‘_-:7‘/

Agora chegou a sua vez de colocar em pratica o que foi estudado.
Lembre-se das orientagdes dadas para o calculo dos limites.

Nos exercicios de 1 a 8, calcule os limites.

3
CoxT+1
D x“—>rr11 x2 —1
x?> -5x+6
2) lim

x>2 x2 _12x+20

3 2 .,
3) lim X +22x X-2
x>-1  x°+7x+6

i x% +x-2
4) Im

x>1 x2 41 2x-3

5) fim X1

x»1\/;_1

. 3-45+x
6) lim 2—¥2*X
Ly

7) lim 7\"(’“1‘*@

x—0

Yx -1
8) lim
) x—1 ‘\1/;_1

X728 X22 Calcular lim f(x) lim f(x) e limf(x)
x%2-2x+1 se x<2 x=2° x—>2" X2

%sqaﬂm:{

Xx+1 se x<0

10) Seja f(x)=12, se x=0 . Calcular lim f(x) lim f(x) e limf(x)
VXx+5, se x>0 e . 0

X+1 se x<2 Calcular lim f(X)’ lim f(x) e lim f(X)

11) Seja f(x)=
) Seja flx) {\/x3+1, se x>2 X2 x-2" X2
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12) Na figura 2.7 esta esbogado o grafico de uma funcao y=f{(x). Observando o grafico,
¢ possivel estimar os seguintes limites:

Ay

(=]
.
—
N
1>—-------
X

a) lim f(x)

x—>0"

b) lim f(x)

x—0*

c) lim f(x)

x—>1

d) lim f(x

x—1"

X—>2"

)
e) lim f(x)
)

lim f(x
x—>2*

13) Seja f(x) uma funcado definida para todo o nimero real por:

2
f(x): X“—-4x, se x<-2
4k se x>-2

Determinar o valor da constante k para que exista Iim2 f(x)
X—>—

2
X7 -6x+8, se X>4  Coleular lim f(x) lim f(x) e lim f(x)
4-x, se x<4 x4 X4 X4

14) Seja f(x)= {




TOPICO 3

MAIS UM POUCQO DE LIMITES

| INTRODUCAO

No tdépico anterior estudamos o comportamento de uma fungao f(x)
quando x aproxima-se de um numero real a. Vimos ainda como levantar uma
indeterminacao do tipo Q. Nesta secao iremos analisar o comportamento de uma
fungao f(x) quando x assume valores positivos arbitrariamente grandes (quando
x tende para + <), ou valores negativos com valores absolutos arbitrariamente
grandes (quando x tende para — o).

2 LIMITES NO INFINITO

Para inicio do nosso estudo, vamos analisar intuitivamente a funcgao
3x+1
flx)=

, parax #- 1.
X+1

Para valores de x, por exemplo, 0, 2, 5, 10, 100 e 1000 e assim por diante,
de tal forma que x cresca ilimitadamente, construimos o seguinte quadro para os
correspondentes valores da fungao f(x).

. f(X) _ 3x+1
x+1
0 1
2 2,31
5 2,67
10 2,82
100 2,98
1000 2,998

Calcular:

A medida que x cresce através de valores positivos, observamos que os
valores da funcao f(x) se aproximam cada vez mais de 3. Logo, pode-se dizer que

im f(x)= im  X*1_3.

X—> +o0 X—>+0 X+
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&’

~

Em geral, o simbolo (infinito) 00 ndo representa nenhum numero real e ndo pode
ser empregado na aritmética na maneira usual.

Definic¢do 1.3.1 Seja f(x) uma fungao definida em um intervalo (a, + «). O

limite de f(x), quando x cresce ilimitadamente, é L, e escreve-se lim f(x)zL se,
. . ’ X— +0

para qualquer € >0, existir um niumero A >0 tal que f(x)- L| < & sempre que x> A.

—
ESTUDOS FUTURDS

(L)Y

a4
. e . 3x+1
Sugerimos que fagca uma analise intuitiva da funcdo acima f(x) = de tal
x+1
forma que x decresca ilimitadamente. E conclua o que acontece com  lim f (X) .
X—> —0

Definicao 1.3.2 Seja f(x) uma fungdo definida em um intervalo (- o, ). O
limite de f(x), quando x decresce ilimitadamente, é L, e escreve-se lim f (x): L se,
para qualquer & > 0, existir um niimero B > 0 tal que [f(x)-L| < & sempre que x <B.

As propriedades dos limites dadas no Topico 1 permanecem validas quando
substituimos x — a por x — + 00 ou X — - 00,

3 CALCULO DE LIMITES NO INFINITO

Teorema 1.3.1 Se n é um ntimero natural positivo, entao:

o 1
Dm0

38



i) fim —— -0
X—> —0 Xn

Vamos agora aplicar o Teorema 1.3.1 na resolucao de exemplos.

Exemplo 1:

. 7x+5
Calcular o valor de Im ——.
X—> +00 4X2 -3

Resolugio:

Se, no calculo deste limite tentarmos utilizar o item (e) das propriedades dos

.. ~ Lo . . ~ © . . ~
limites, vocé chegara a indeterminagao 5. Para “levantar” esta indeterminacao,
vamos dividir o numerador e o denominador de f(x) por x, lembrando que x precisa
ser considerado positivo. Assim,

7x+5
lim ﬂ_ lim —X
X—> 400 4X2_3_xa+oo [4X2_3
X
7X+5
= lim X
X—> +o0 4X2—3
X2
7,5
= lim XX
X—> +00 4X2 3
x2  x?
7+§
= lim —2%=
X— +© 3
/4_7
X2
lim (7+§] ]
X0 X Regra do quociente

== Regradaraiz

. 3
lim [ 4>
imfa- 2]



. .. 5
lim 7+ lim —
X—> +0 X+ X

= 3 Regra da soma
\/Iim 4 — lim —
X—> +0 X—>+0 x
lim 7+5. lim [j
_ X—> +00 X—> oo\ X Regra do produto por uma

X—> +00 x— 4ol y

\/ lim 4-3. lim (lzJ constante

Pelo Teorema 1.3.1, lim 1 =0e lim iz =0. Calculando o limite quando x

X X 7450 7
~ . . . . +5.
— o, a expressao do lado direito da igualdade acima, fica ——==—.
V4-30 2
Portanto, fim —/X*° _ 7.
X—> +00 /4X2 -3 2

Exemplo 2:

2
Calcule |jyy X~ +8x-3
X—> 40 o — X3

Resolucao:

o0
Aqui surge uma indeterminagao do tipo w. A fim de usar o Teorema 1.3.1
vamos dividir o numerador e o denominador da fragao por x°. Isto é possivel, para
x # 0. Entao,

. 8 3
2 _ 2 3
fim 2X°*F8X=3 i X x® x
X—> +00 9—X3 X—> +00 i_1
X3
.4 . 8 .3
lim —+ lim — - lim —

X—>+0 X X—>+o X2 X—> +00 X3

= Propriedade dos limites

lim i— lim 1
X—>+o0 x X—> +0
= 0+0-0 =0 Teorema 1.3.1
0-1
4x2+8x—3:

Portanto, lim

0
X—> +0 9—X3

Exemplo 3:

5x% +7x

Calcule lim 5

X=>-0 3x° +x-7



Resolucao:

Dividindo o numerador e o denominador por x? por ser a maior poténcia
de x, e aplicando as propriedades de limites e o Teorema 1.3.1, obtemos:

5+7
: 5x2 +7x . x
lim — o= lim
x>-03x° + x—-7 X~>—w3+1_l
X x2

lim 5+7 lim 1
_ Xow  xom X Propriedade dos limites
_ 1 1
lim 3+ lim —=7 lim —

X— —0 X—> -0 X X—> -0 x
:ﬂzé Teorema 1.3.1
3+0-0
5x2 +7x _5

Portanto, lm ————=—.
x>-23x°+x-7 3

Exemplo 4:

“ 2 —
Calcule lim M

X—> +00 1-5x

Resolugio:

Neste caso, para que possamos usar o Teorema 3.1, dividimos os dois
termos da fragdo por x. Como x — + oo, podemos supor x > 0 e, assim, x =+ X2

Ja

Lembremos que se a e b sdo positivos, entdao ~= = \/% . Logo,

b
Jax -3 8x
W X
1_5x
X X

\/4)(7_

1/ —+8
X2
15

X

. \/4x2—3+8x .
im ————— = lim

X—> +o0 1-5x X—>+00

lim

X—>+0

lim
X—> +©
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. 4- 2 +8
= lim
X—> +0 e 5
X
_44-0+8
0-5
2+8
= —= —2
-5
(4.2
Portanto, |y, ¥4X“-3+8x _ ,
X—> +0 1-5x
S—
UNI
06
a4
. f (X) [ee]
Também € possivel resolver este tipo de indeterminacdo, onde lim —==—,
X—w g(x) 0

supondo que x # 0 nas divisdes que faremos. Assim, dividimos o numerador e o denominador
por x e depois aplicamos as propriedades de limites juntamente com o Teorema 1.3.1.

Exemplo 5:
2 pa—
Calcule lim YOX ++5 2X.
X— —0 1-2x
Resolucio:

Faremos o mesmo procedimento que no exemplo anterior, s6 que desta vez

x é negativo (x — — o) e assim, podemos supor x <0, de modo que x = — X% Logo,

\/9x2 +4/5-2x
2 p—
VIx° +4/5-2x ~ 1im X

i
erT—]oo 1-2x X—> —0 1-2x
VIx2 +4/5-2x
2
. —x
= lim
X—> —0 l_2l
X X
~ 9Xz+ 5_2x
2 2
= lim X1 X
X—> —0 L)
X
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9+
= lim — x*
T x>0 l_
X
9+ 54 _2721(
. X X
= lim - 1
X—> —0 7_2
X
9+ 54 _%
. X X
= lim -
X—> —0 7_2

\/9x2+\/5—2x 3

Portanto, Ilim X——MM— = - _=
X—> -0 1-2x 2

Exemplo 6:

Calcule lim (3X2 —v2x +9x* ) .
X—> +o0

Resolugio:

Neste exemplo, nos deparamos com uma indeterminagao do tipo o — oo.

Vamos multiplicar e dividir a expressio 3x*-y2x+9x* por

3x2 +4/2x + 9x* seguindo a racionalizac¢ao pelo conjugado.

Entao, para x # 0, temos:

(3x2 —\2x + 9x* j(sz +42X + 9x* j
3x?2 +4/2x +9x*

9x* —(2x+9x4) B 9x* —2x-9x* -2x

3x2 +42x+9x*  3x% +4/2x+9x* 3x2+\/2x+9x4

Assim  |im (3x2 f\/2x+9x4j: lim —2x
X—> o0 x>+ 332 4 \2x +9x*

Observem que o limite continua indeterminado, porém a indeterminacao

3x% —2x+9x* =

¢ do tipo 55. Ai, faremos do mesmo modo como acima: dividimos os termos da
fracdo por x> e x > + o,
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2 / 4
podemos supor x >0 e, assim, Xo=Nx" chega-se a:

-2X
. —-2Xx . X2
lim = |lim
X0 352 1 2x+9x4 X7 3x2 4+ 4/2x +9x*
X2
2
X

lim
Xt 3y2 . V2x +9x*
2
X 1/X“r

_2
= lim X
X—> 400 2x 9X4
3+ )(—4+X—4
_2
= lim —2X_
X—> 40
3+ I%+9
X
-0 o

T 344019
Portanto, |im (3x2 —2x+9x* j =0

X—> 400

4 LIMITES INFINITOS

Vamos estudar limites infinitos, isto €, limites onde o x se aproxima de um
numero real a pela esquerda ou pela direita, e queremos saber o comportamento
da funcao f(x) nestas condigoes.

Podemos ter o caso em que o limite da fungdo nao existe, pois seu valor
ndo se aproxima de nimero algum. Assim, o limite podera ser + o ou — oo: ja
sabemos que estes simbolos sao usados para indicar o que acontece com os valores

. ~ . . o . 0
assumidos pela funcado. E ainda, podemos encontrar indeterminagdes do tipo =
ou o — o,

Iniciaremos este estudo, analisando intuitivamente a fungdo f(x)= 1
para x # 2. x-2

7

Tomando valores para x, por exemplo, 0, 2, 5, 10, 100 e 1000 e assim por
diante, de tal forma que x cresce ilimitadamente, construimos o seguinte quadro
para os correspondentes valores da fungao f(x).
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o )=
X-2

0 -0,5

1 -1

3 0,5

5 0,3

10 0,125
100 0,010
1000 0,0010

MAIS UM POUCO DE LIMITES

OPICO 3

A medida que x cresce através de valores positivos, observamos que os
valores da fungao f(x) se aproximam cada vez mais de 0. Logo, pode-se dizer que

lim f(x)= lim L= .

X—>+w©

UNI

L)\
N

Xx>+8 X — 2

FIGURA 13 — GRAFICO DA FUNCAO f(x)=

y

FONTE: O autor

I I e A A A e T T i

Em geral, o simbolo « (infinito) néo representa nenhum numero real e ndo pode

ser empregado na aritmética na maneira usual.
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Definicdo 1.3.2 Seja f(x) uma funcdo definida num intervalo aberto que

contém o ponto 4, exceto eventualmente em a. Dizemos que lim f (X) =40 se, para
X—>
todo A >0, existe um 6 >0 tal que f(x)>A sempre que 0 < |x—al <8.

Definicdo 1.3.3 Seja f(x) uma funcdo definida num intervalo aberto que

contém o ponto a, exceto eventualmente em a. Dizemos que lim f(x): -0, Se
X—>a
para todo B <0, existe um & > 0 tal que f(x) <B sempre que 0 < |x—al <.

Além dos limites definidos acima, podemos considerar ainda os limites laterais
Infinitos e os limites infinitos no infinito.

lim £(x)=+o0 lim £(x) = +oo
x—>a x—>a"

lim f(x)=—o lim (x)=—
x—>a x—a*

lim f(x) = +o0 lim f(x) =—
X—> +o0 X—> 0

lim f(x) = +o0 lim f(x)=—
X—> —©0 X—> —©

Teorema 1.3.2 Se n é um niumero natural, entdo:

1
1) lim — =+
x—>0" x

i) lim 1 _[*®senépar
x>0" x" |- sen éimpar

Exemplo 1:

Calcular lim iﬁ.
x—>0" x

Resolucgio:

5
Aolimite lim — aplicamosa propriedade de limites e obtemos 5 lim A
x— 0" X x— 0" X6

Assim, aplicamos o Teorema 1.3.2 item (i), no caso n = 6 e teremos

. 1
5 1lim — =+
x—0* x6

. 5
Portanto, lim —5 =10
x—0" x
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Exemplo 2:
Calcular lim is
x—>0" x

Resolugio:

4 1
Aolimite lim — aplicamos a propriedade de limites e obtemos 4 lim —
x—>0 x3 x—>0" x

Assim, aplicamos o Teorema 1.3.2 item (ii), no caso n =5 (impar) e teremos

. 1
4 lm —=-w,
x—>0" x

Portanto, lim 4 =—o©.
x—>0" x5
Teorema 1.3.3 Seja 2 um nuimero real qualquer e f(x), g(x) fungdes tais que
lim f( ) 0e I|m g( ) k sendo k+# 0. Entao,

X—>a
a) Se k>0 e f(x) > 0 para todo x proximo de a, entdao lim v L S
x—>a g(x) o*
b) Se k> 0 e f(x) < 0 para todo x proximo de a, entdao [im flx) L S
x—a g(x) 0
fo = - f(x) K
c) Sek<0e f(x) >0 para todo x proximo de a, entdo lim ——%=—= -
x—>a g(x) 0"
fo . f(x) kK
d) Se k <0 e f(x) <0 para todo x proximo de a, entao lim ) 0 +00
X—>a X -

&

Este Teorema nos permite calcular alguns limites infinitos. Destacamos que ele
| tambem € valido se substituirmos x — a por x — a+, X = a—, X = + 0 Ou X — — 0.

Exemplo 3:

Calcular lim [4x3 + is +3/x? j ,
X—> X
Resolugio:
Usando as propriedades de limites e 0 Teorema 1.3.2, teremos:

lim (4x F— 43 2)— lim 4x3 + lim —5+ lim \/ =0-w0+0=-

x—0" x—>0" x—>0" X x—0"
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Portanto, lim (4x3 + i5+ Ux? j = .
x

x—0"
Exemplo 4:
betermin 1 o A
etermine lim e lim .
x— 0" x3 x—0" x3
Resolucgio:

Para resolver este limite precisamos aplicar a Definicao de modulo.

= - <
Temos, entao que x| = X, x<0
X, x20

Considerando x <0, pela Definicdo de mdédulo temos [x| =-x. Assim,

; |X| .= X
lim — = lim —
x—>0" x3 x—>0" X3

= lim —
0 X2
= —w
X

Portanto lim =
x—>0" x

Considerando x >0, pela Definicao de mdédulo temos [x| =x. Assim,

X
Portanto lim u = +o0
x—>0" x

Exemplo 5:

Calcular lim 2X+5.
x—3 |x—3‘
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Resolugio:

Quando x — 3, Ix-3| — 0". Logo,

im 2X+5 )I(m (2x-+5)
>3 |x-3  lim |x-3
x—3

R

o0

=+
Portanto lim 2X+5 _

x—3 |X—3|

&’

~

A fungéo polinomial é definida por: f(x)=agx™ +a;x™ "' +a,x™ 2 + ...+ a,,

com a, # 0. Entéo lim f (X ) = lim (aox m ) Logo, o limite da funcdo polinomial, quando
X—> foo X—> *oo
Z:, — £ o, ¢ igual ao limite do seu termo de maior grau.

Vamos justificar a situagao colocada no uni, no exemplo a seguir.

Exemplo 6:
Seja o limite lim (x3 +x? - x+1).
X— *oo
Resolucio:
. 3 2 o 3 1 1 1) 3
XIL”;DO(X +X _X+1)_XILTOO{X [1+;_X_2+X_3H_XIL”QOOX Teorema 1.3.1
N J
0 0 0
l 3 x2—x+1)=1i 3= 34 x2_ = lim x3=—
LOgO,x_Imoo(x + X x+) X_l)n:wx +00 eXI_|)n_1w(x + X x+1) XI_l)rTwa 0

Exemplo 7:

lim (—x3 +x? +2)= lim —x3 = 40
X—> —0 X— —0
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Exemplo 8:

lim (x3 +5x2 +8)= lim x3 = -

X—> —0 X—> —0

Exemplo 9:
lim (—2x4 +x3 4+ x? +2x+1)= lim —2x* = -0
X—> —0 X—> —%

Teorema 1.3.4 (Limite de fungao racional) Seja a fungao racional:

f(x): P(X) _ apx" +31Xm_1 +<’:12Xm_2 +..+a,
q(x)  box" +bx" "+ byx" 2+ +b,

com a,#0e b0 #0. Entao,

m
. an X
lim =2 -
X— too boX

' = lim ﬂ:
Jm 1)< tm 5

O que o Teorema 1.3.4 nos diz é que um limite de uma fungao racional

pode ser dado pelo limite da razdo ou quociente dos termos de maior grau dos
polindmios p(x) e q(x).

Este Teorema vai facilitar o calculo de limite de uma fungao racional quando

a varidvel x tende para + « ou tende para — oo.

Exemplo 10:
: 2
Determinar iy, 2X° ~4X"+7x,
X—> —o0 3X2+5X—7
Resolucio:

Aplicando o Teorema 1.3.4 neste limite, temos

. 2x°—4x?+7x . 2x°
lim =~=———== lim =~
x>-o 3 4+5x-7  x>-°3X

. 2x3
= lim —
Xx—>-0 3

5 2
Portanto, lim 2X7 —AxT +7x _

—00
x> 3x% +5x—7

Exemplo 11:

. . 45x%-3x%—x
Determinar |lim ———.
X—> 400 ,2X4+X2—4
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Resolugio:

Aplicando o Teorema 1.3.4 neste limite temos,

o 45x3-3x%2-x 5x3
lim —————= lim ,|—
X—> 400 2X4+X2—4 X—> +00 2X4

[6,3 2,2 _
5x° —-3x L

Portanto, |im =222 % _

X—> +o0 ’2X4 +X2 —4

S LIMITES FUNDAMENTAIS

Nesta se¢ao apresentaremos trés Teoremas chamados de limites
fundamentais. Esta denominagao se deve ao fato de que, através destes limites,
podemos calcular outros limites.

0

Os limites fundamentais também sao casos de indeterminagdes do tipo 0
el

1 é conhecido como o limite

Teorema 135 O limite fim 221X _
trigonométrico fundamental. x>0 X

—
ESTUDOS FUTUROS

a-é

Veja a demonstracdo deste Teorema no livro FLEMMING, Diva Marlilia;
GONCALVES, Mirian Buss. Calculo A: funcdes, limite, derivacdo, integracéo. S&o Paulo:
Pearson Prentice Hall, 2007 p. 121.

Exemplo 1:

. .. sen’x
Determine lim —/——=.
x—0 X

Resolugao:

Para resolver este limite precisamos fazer uma mudanga de variavel a fim
de podermos aplicar o Teorema 1.3.5.

Fazendo u =7x, u - 0 quando x — 0. Assim,
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lim = lim Mudanga de variavel
x—0 X u—0 %
=7 lim SeNY  Teorema 1.3.5
u->0 u
=71=7
.. sen’x
Portanto, |lim =7
x—0 X
Exemplo 2:
. . sen2x
Determine lim .
x—>0 sen 5x
Resolugdo:

Neste limite faremos primeiramente alguns artificios de calculo para, em
seguida, utilizar o Teorema 4.4.1. Assim,

ox. sen 2x

lim Sen 2X _ lim 2x Artificio matematico
x—>0senb5x x-0 sen 5x

5x.
5x
sen 2x

lim
_% x»0 2x Teorema 4.4.1

5 lim senS5x

x>0 bx

_21.2
15

ol N

sen2x 2

Portanto, |im =
x»>0sen5x 5

Exemplo 3:

sec x —1

Determine lim >

x>0 x“ sec x

Resolugio:

Neste caso utilizaremos alguns artificios de trigonometria para, em seguida,
utilizar o Teorema 4.4.1. Assim,

1

—1
sec x—1 _ COS X

> = Definigao de secante
x*secx 2 1
CoSs X
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1-cosx
COos X
X2

COos X

_1-cosx
X2
_1-cosx 1+cosx Artificio matematico

x2  1+cosx

1-cos?® x
x2(1+cos x)

2 ~ . .
_sen"x 1 Relagao fundamental da trigonometria
x%2 1+cosx

2
_[senx 1
( X j'1+cosx

Voltando ao limite, temos:

secx-1 sen x 1
lim ——— = lim .
x>0 x2 secx x>0\ X 1+ COS X

2
. 1
= lim [(senx] . ] Teorema 4.4.1
X 1+ cos x

. x-1 1
Portanto, lim seex—1_1
x->0 x“secx 2

Teorema 1.3.6 Segundo limite fundamental lim (1 + %j =e.
X—>

X
O limite da fungao f(x)= (1+1J , de base positiva, quando x — — ®©
X
ou quando x — — o, é o namero irracional e = 2, 71828... (nimero de Euler),

que € a base dos logaritmos naturais. Ou seja:

1) 1\
lim (1+—j =g, e também lim (1+—] =e

X—> +© X X—> —0 X



X
A fungio definida por f(x)= [1 + l) , possui dominio é dado por 1+ 1 >0,
com x #0, ou seja, x<-1ou x>0. X X

Relembrando: 1+ 1 >0 éigual a x+1 >0-

X X

12 caso: x+1>0e x>0

x>-le x>0,logo x>0
2%caso:x+1<0 e x<0

x<-1 e x<0,logo x<-1

Portanto, o dominio ¢ a unido do caso 1 com o caso 2, ou seja, X ¢ [— 1, 0].
. , . v 1
Podemos concluir também que Ilm0 (1+x)* =e. De fato, fazendo x=—,
X—> u

u
. . 1 .
notamos que, x — 0 quando u — + « e, assim, lim (1+ x)/x = lim [1+—| =e.
x—0 u— to u

Exemplo 4:

1 2x
Calcular lim (1+—J .

X—> +© X
Resolucao:
2
2x X
lim (1+1j = lim [[1+1j ] = e?
X—> +00 X X—> 40 X
Exemplo 5:

7 X
Determine lim [1+—j .

X—> —0 X

Resolugio:

Faremos a substituicao Z=1 ou x=ku. Entao, x > -0 =>u > — we

temos: X u

X—> —©

7 X
Portanto, |im (1+_j —e!
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Exemplo 6:

X
Calcular lim (1+iJ .
X—> 400 3x

Resolucgao:

Faremos a substituicao 3x = u. Entdo, x > — o = u — — «© e temos,

u
; u
lim [1+ij = lim (1+1J3
X—> +00 3x U—> +oo u
1

o (3] |

_e%-Ye

X—> +00 3x

X
Portanto, |im (1+ij :%

Teorema 1.3.7 Terceiro limite fundamental: Seja 2 > 0 e a # 1. Entao,

.a¥ -1
lim =Ilna.
x>0 X

Demonstracdo:

. o . a¥-1 . 11
Consideremos primeiramente a=1. Assim, lim = lim =lim0=0
X _1 x=>0 X x=>0 X x—0
ecomoIn1=0 |jm &= _|n1
x—0 X

Suponhamos que a>0 e a# 1. Fazendo u=a*-1, vamos isolar o x

a*-l=u=a=u+l Defini¢ao de logaritmo neperiano
Ina* =In(u+1) = xIna=In(u+1) Propriedade de logaritmo
o Inu+1).

Ina

Substituindo, temos,
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u

lim = lim

x>0 x  u-0In(u+1)
Ina
Ina

=Ina. lim
u—0 1
—.In(u+1)
. 1
=Ilna. lim

_ Ina
lim In(u + 1)%

u—0

B Ina

In[ lim (u+ 1)%}

u—0

_Ina

Ine

Ina
=——=Ina
1

X

; . a
Concluimos que, lim
x->0 X

=Ina.

X

Caso particular do Teorema 1.3.7: lim °

:1 1 =
lim ,pois Ine=1.

Exemplo 7:

4X_1

Calcular lim
x—0 X

Resolugdo:

Faremos uma substituicao u = 4x. Assim,

3% 1 3v_1

lim = lim =In3
x>0 4x u—»0 U :
Exemplo 8:

5
Calcular |jm 27" -32
x—0 X



Resolugio:
Este limite ¢ uma indeterminacao do tipo %, entao vamos “levantar” esta
indeterminacao.

Xx+5 x 5 5
Pelas propriedades de poténcia, temos |im 2778 jm -2
x—0 X x—0 X

Colocaremos em evidéncia o fator 2°. Assim,

05 gy 95[p% q)
lim = lim
x—0 X x—0 X
X
=25 lim £2—_1) Teorema 4.4.3
x—0 X
=2%In2
=32In2
X+5
Portanto, lim 2% 32In2
x—0 X
Exemplo 9:
Vx _
Calcular lim © 1 .
x—0 X—G\/;

Resolugio:

Podemos fatorar o denominador x -6vx como \/; (\/; - 6). Assim,

Teorema 4.4.3

Vx _
Portanto, lim 671 = l
x>0 x_6x 6



RESUMO DO TOPICO 3

Neste topico estudamos os limites no infinito, limites infinitos e os

limites fundamentais.

Nos limites no infinito é importante destacar:

. . o L T e
* Vimos como levantar indeterminacao do tipo = utilizando algum artificio

algébrico.

e também pelos graficos.

i) lim - = 1o

x—0* x"

N 1
ii) lim —=
x—>0" x"

* O Teorema 1.3.3 e outros limites importantes podem ser revistos no quadro a

{JFOO Se n é par
~® Senéimpar

Teorema 1.3.1 Se n é um numero natural, entao:

O Teorema 1.3.2 que dizque o lim in =0, para n um numero natural qualquer.
X—to ¥

Janos limites infinitos, vimos o comportamento destes limites de forma intuitiva

seguir:
lim f(x) lim g(x) h(x) lim h(x) | Simbolicamente

k>0 0+ % +o0 0L+ = +o0

| k>0 0- o - LI

k<0 0" %)) —® 04 =

k<0 0 ;(—’;)) +o0 OL_ =+

k o e 0 <o

o0 0" % +o0 gif = oo

- 0 ;_X)) - S

58




¢ Teorema 1.3.4 (Limite de fungao racional) Seja a fungao racional

px) apx™ +ax™" +a,x"? + .. +a,

] 5 com a,#0 e b, #0. Entao,
q(x) box" + by X"+ byx"C + ..+ b,

f(x)=

lim f(x)=lim plx) _ lim
X— o0 X—> oo q(x) X—> o box”

agx"
Também estudamos os limites fundamentais, que foram trés.

1.

L oo . Senx
¢ Teorema 1.3.5 Limite trigonométrico fundamental I|m0 =
X—> X

X
e Teorema 1.3.6 Segundo limite fundamental lim [1 + ;] =e.
X—> 0

a* -1
=Ilna

¢ Teorema 1.3.7 Terceiro limite fundamental: Sejaa>0ea#1. Entao, |im
x—>0 X
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AUTOATIVIDADE ,’57“/

Agora chegou a sua vez de colocar em pratica o que foi estudado. Lembre-se
das orienta¢des dadas para o calculo dos limites.

Nos exercicios 1 a 20, calcule os limites.
2 —
1) fim X 2X=1 +2X U
X—>+0 2X +1
4 2
2) lim 5x _ 3x° +1
x>-0 2x° +5x +4

2 —
3) lim X +3x-7
X—> 40 2x +1

X
4) lim (1+i]
X—> +00 X

3 2
5) |im 4X”Z5x" +x

X—>+00 X4+7X2

1 3x
6) lim (1——J
X—> —©0 X

3x _
7) lim 6 L
x>0 33X

. senbx
8) lim
x—0 X

\/4x2 +3x+1

9) lim Y2X ToXT ]
x>+ Jox? +5x + 4

. 4x3 +3x-1
10) lim ————
X—>7005X3_3X3 +1

11) fim 12608 X
x—0 X

X+3 _
12) lim 2 =125
x—>0 X

Assista ao video de
resolucdo da questao 11




3x% —7x* +2x2 +7

13) lim
) x5 6x5 +2x* —x3 42
1
7X—1_7
14) jim — 7
x—0 X
15) lim [1+§j4
X—> —0 X
X
16) lim [1+LJ
X—> +0 X+1
/ 2
17) lim 2x-V1+x7
X—> +o0 X +1
/ 2
18) Iim 2x =1+ x7
X— - x+1
eX —e®
i
19) XTS xX—8

20) lim (x.cossec x.sec x)

x—0
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TOPICO 4

CONTINUIDADE

| INTRODUCAO

No Tépico 2 nesta unidade nos deparamos com célculos de limites onde
o limite nao existia. Isto €, os limites laterais eram diferentes. Entao, aqui iremos
estudar estas situagdes e outras que envolvem a continuidade ou a descontinuidade
de funcgoes.

Intuitivamente, gostariamos de dizer que uma fungao definida num
intervalo é continua quando seu grafico é constituido por um trago, isto ¢, quando
seu grafico pode ser tragado sem levantar o lapis do papel. Essa ideia intuitiva,
apesar de nao ser precisa, podera ser util em muitas situagdes. Também veremos
um Teorema fundamental para o Calculo, o Teorema do Valor Intermediario.

2 DEFINICAO DE CONTINUIDADE

Definicao 1.4.1 Uma funcao f(x) é continua no ponto x = a se as seguintes
condig¢oes forem satisfeitas:

(i) f(a) esta definida no ponto x =a;
(ii) Jﬂna f(x ) existe;
(iii) lim f(x)=f(a).

X—a

Quando uma ou mais destas condi¢des nao ¢é satisfeita, dizemos que a
funcao é descontinua em x = a.

Observe os graficos nas figuras a seguir, que mostram situagoes de func¢des
que nao sao continuas em x = a.
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FIGURA 14 — GRAFICO 4.1

o

FONTE: O autor

FIGURA 15 — GRAFICO 4.2

FONTE: O autor

FIGURA 16 — GRAFICO 4.3

FONTE: O autor
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Exemplo 1:

2x+3, se x<-1

Analise a continuidade da fungao f(x)= { no ponto x =

- X, se x>-1

Resolugio:
Precisamos verificar se a funcao satisfaz as trés condi¢oes da Defini¢ao 4.4.1.
(i) f(-1)=-(-1)=1, ou seja, em x =-1 a funcao tem imagem.

(ii) Para tratar a existéncia do limite no ponto, precisamos calcular os limites
laterais.

lim f(x)= lim 2x+3)=1e lim f(x)= lim (-x)=1

x— -1 x— -1 x— -1 x— -1

Logo, lim f(x)=1.
x— -1

(iii) Esta condicao € apenas para comparar se os valores no item (i) e (ii) sao
iguais. O que comprovamos f(— 1) =1= Iim1 f(x).
X— =

Portanto, a fungao f(x) é continua em x =-1.

FIGURA 17 - MOSTRA A CONTINUIDADE DE F(X) EM X =-1

<N

y

[

\

@
1

N
[

FONTE: O autor
Exemplo 2:

3x-2, se x<4
Analise a continuidade da fungao f(x) = no ponto  x
x? —4x+3, se x> 4
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Resolugio:

Novamente, temos que verificar se a fungao satisfaz as trés condi¢des da
Definigao 4.4.1.

(i) f(4)=4?-4.4+3 =3, condigao satisfeita.

(ii) Verificaremos a existéncia do limite no ponto para isto, vamos calcular
os limites laterais.

lim f(x)= lim (3x-2)=10 e lim f(x)= lim (x* -4x+3)=3

Xx— 4~ x— 4~ x—> 4" x—> 4"

Logo, lim f(x)=13, pois os limites laterais sdo diferentes.
x—4

Assim, como o item (ii) nao foi satisfeito, podemos concluir que a fungao
f(x) é descontinua em x =4, conforme pode ser constato na figura a seguir.

FIGURA 18 — MOSTRA A DESCONTINUIDADE DE f(x) em x = 4

FONTE: O autor

Exemplo 3: X2 +3x 42
——, se x<-1
X+2
Verificar a continuidade da fungio f(x)=1 1, se x =1 no ponto x=-1.

3x, se x> -1
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Resolucao:
Precisamos verificar se a funcao satisfaz as trés condi¢oes da Defini¢ao 4.4.1.
(i) f(-1)=1: condicao satisfeita.

(ii) Calculemos os limites laterais.

2
. . Xx“+3x+2 O /
lim f(x): lim 3x=-3 Ilmif(x)z lim ———==, que € uma
X— -1 x—> —1* e x-—--1 x——1 X-2 0
2
indeterminaco. Por outro lado, jimy X_*3X+2 _ .o (e Dx+2) _ i (x+1)=0
x— -1 X+2 x> -1 X+2 x—> -1

Assim, os limites laterais sdo diferentes e concluimos que a fungao é
descontinua em x=-1.

FIGURA 19 = FUNGCAO DESCONTINUA EM x = -1

FONTE: O autor

Teorema 1.4.1 Se as fungdes f(x) e g(x) forem continuas no ponto x = a,
entao:

(i) f+ g é continuaem x=a;

(ii) f— ¢ é continua em x=a;

(iii) f . ¢ € continua em x = a;
f

(iv) E € continua em x=a se g(a)# 0 e tem uma descontinuidade em x=a se
g@)=0;
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Exemplo 4:
x?-4 5
Analisar a continuidade da fungao dada por f(x)={x_2 " S€ X7 2 emx
=2. 4, se x=2

Resolugdo:
Precisamos verificar se a fungao satisfaz as trés condi¢des da Defini¢ao 1.4.1.
(i) f(2) =4: condigao satisfeita.

(ii) Calculemos os limites laterais.

2 2 )
lim f(x)= lim = 4.0 lim f(x)= lim X 4.0, que é uma
x—2* x—>2" X —2 0 ¢ x>2o x>2" X—2 0

indeterminacao. Por outro lado,
2
im X =% _ im (x-2)x+2)
x52 X—2  x52° X-2
= lim (x+2)=4
X—2"
2
im X==% _ im (x-2)x+2)
x—>2" X—2 x— 2" X—-2
= lim (x+2)=4
x> 2°
2
Assim, lim X -4 =4
x—>2 X—2

(iii) Neste item temos, limf(x)=4 =f(2).

X—2

Portanto, a fung¢do é continua no ponto x = 2.

FIGURA 20 - FUNCAO CONTINUA EM x = 2

[NCY I

3/2 1 1

FONTE: O autor
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Exemplo 5:

2—X, se x=0

Analisar a continuidade da fungio dada por f(x)={[2x em x =0.

3,se x=0
Resolucao:

(1)) £(0) = 3: condicao satisfeita.

(ii) Para calcular os limites laterais, vamos primeiro aplicar a Defini¢ao de
modulo.

x>0

Recordando, |x| = {X’ 0 .Assim, se x>0, entdo f(x) = 2x =1,ese x<0,entao

X, X < 2x

2
f (X) e S .Agora, analisando os limites laterais, temos, lim f (x) = lim -1=-1
—2x x—0" x—>0"

e lim f(x)= lim 1=1.
x—0* x—0*

Portanto, a fun¢ao nao é continua em x =0, pois ndo existe lim f (x) . Observe
que o limite ndo existe, porque os limites laterais sdo diferentes. *°

FIGURA 21 - FUN(;AO DESCONTINUAEM x =0
My
4.-

e
O

FONTE: O autor

3 CONTINUIDADE EM UM INTERVALO

Teorema 1.4.2 Sejam [ um intervalo aberto, ¢ € I e f(x) uma fungdo com I
D(f). Entao f(x) é continua em ¢, se, e somente se, for continua a direita e a esquerda
no ponto c.
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Defini¢ao 1.4.2 Quando uma fungao f(x) é continua em todo ponto a € D(f),
diremos, simplesmente, que f(x) é continua. Caso contrario, diremos que f(x) € descontinua.

Defini¢ao 1.4.3 Uma funcao f(x) é dita continua em um intervalo fechado
[a,b] se as seguintes condigOes sao satisfeitas:

(i) f(x) é continua em (a,b).

(ii) f(x) é continua a direita em x =a.
(iii) f(x) é continua a esquerda em x =b.
Exemplo 1:

Analisar a continuidade da fungao dada por f(x) =49 - x? .

Resolugio:

Como o dominio da fung¢ao é dado pelo intervalo fechado [-7,7], entdao
precisamos analisar a continuidade de f(x) no intervalo aberto (-7,7) (Teorema
4.2.1) e nos dois extremos, conforme Definigao 4.2.2.

(i) Seja ¢ €(=7,7).

Entido existe f (c), V ¢ €(-7,7) e Im flx) = lim V49-x? =49 -c? - fle),

Assim, f(x) é continua em cada ponto do intervalo (-7,7).
(ii) Para analisar a continuidade a direita em x =-7, calculamos:
lim f(x)= lim v49-x? =0=f(-7)
x—-7" x— 7" '

(iii) Analisando a continuidade a esquerda em x =7, calculamos:

lim f(x)= lim v49-x? =0=f(7).

X—>7" X—>7"

Portanto, a fungao é continua no intervalo fechado [-7,7].

4 CONTINUIDADE DOS POLINONIOS E DAS FUNCOES
RACIONAIS

Teorema 1.4.3
(i) Uma fungdo polinomial é continua para todo ntimero real.

(ii) Uma fungao racional é continua em todos os pontos do seu dominio e tem
descontinuidade nos pontos em que o denominador ¢é zero.
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Exemplo 1:

Para quais valores de x ha um buraco ou uma interrupcao no grafico da

funcao f(x)= 4X+32 ?

Resolugio:

X+3
A funcao flx) = 4 _ x2 ¢€racional e pelo Teorema 4.3.1 ela € continua em

todo seu dominio, exceto nos pontos em que o denominador € zero. Assim, 4 —x?
=0 obtém-se dois pontos de descontinuidade, x =-2 e x = 2.

FIGURA 22 — FUNCAO DESCONTINUAEM x =-2ex = 2.

¥

FONTE: O autor

5 TEOREMA DO VALOR INTERMEDIARIO

Teorema 1.4.4 (Teorema do Valor Intermediario — TVI) Se f(x) € uma fungao
continua em um intervalo fechado [4,b] e k ¢ um namero qualquer tal que f(a) <k<
f(b), entao existe no minimo um ntimero ¢ €[a, b] tal que f(c)=k.
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FIGURA 23 — GRAFICO 4.10

/

y

f(b)

A4

FONTE: O Autor

&

Geometricamente, o Teorema do Valor Intermediario diz que qualquer reta
horizontal y = k interceptando o eixo y entre os numeros f(a) e f(b) interceptara a curva y =
f(x) pelo menos uma vez no intervalo [a,b].

Observem uma consequéncia do Teorema 1.4.4: se f(x) é continua em [a,b]
ese f(a) e f(b) tém sinais opostos, entao existe pelo menos um nimero c entre a
e b tal que f(c) = 0. Vejam esta situagao representada nas figuras a seguir.
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FIGURA 24 — GRAFICO 4.11
N

y
f(b)

A

ox .
\

f(a)

FONTE: O autor

Exemplo 1:

Verifique que a fungao f(x) = x* + 3x* + 5x - 3 tem pelo menos uma raiz real
no intervalo (0,1).

Resolugdo:

A funcao f(x) =x*+3x>+ 5x - 3 é continua em [0,1], conforme o Teorema
1.4.3.

Calculando os extremos do intervalo, temos f(0) = -3 e f(1) = 6 entdao, como
consequéncia do Teorema 1.4.4 (TVI) existe ¢ €(0,1) tal que f(c) =0.

Portanto, mostramos que f(x) possui uma raiz real no intervalo (0,1).
Exemplo 2:

Use o Teorema do Valor Intermedidrio para mostrar que a fungao f(x) = x*
+x - 3 possui uma raiz no intervalo (1,2).

Resolucgio:
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A funcao f(x) = x* + x - 3 é continua em [1,2], conforme o Teorema 1.4.3.
Calculamos a fung¢ao nos extremos do intervalo, temos f(1)=-1e f(2)=15.

Assim, f(1)<0e f(2) >0 e conforme o Teorema 1.4.4 (TVI) existe ¢ €(1,2) tal
que f(c)=0.

Ou seja, a equagao x*+x -3 tem pelo menos uma raiz c no intervalo (1,2).

Portanto, mostramos que f(x) possui uma raiz real no intervalo (1,2).

LEITURA COMPLEMENTAR

2.9.1 TEOREMA

. 1 ~ . ,
Se a for qualquer namero exceto O e f (x) = — entao f sera continua em a.
X

Prova

O dominio de f é o conjunto de todos os niimeros reais, exceto 0. Logo, a

esta nesse dominio. A prova estard completa se pudermos mostrar que lim — =
x—>a X

. Para provar isso, dois casos devem ser considerados: a>0 e a <(0. Provaremos o

Q|

casoem que a>0 e deixaremos a demonstracao do caso a <0 como exercicio (veja

Exercicio 18).

1
Como x estd definido para todo x exceto 0, o intervalo aberto requerido
pela Definicao 2.1.1 pode ser qualquer intervalo aberto contendo a4, mas nao
contendo 0.

Considerando a > 0, precisamos mostrar que para todo € > 0 existe um 0 >
0 tal que

se 0<\x—a|<5 entao ——l<g. (6)
Como 1—1 I
a ax
_\x—a|
lal{x
“[x—a4 1 .
- a|x| (pois a>0)
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A afirmativa (6) é equivalente a
se 0<’x_a‘<5 entao |X—a‘.i<g. (7)
alx

Na parte final de (7), além de |x-—al, temos outro fator: o quoc1ente

Logo, para provar (7) precisamos restringir 6 para obtermos uma

1

desigualdade envolvendo %

Escolhendo o intervalo aberto exigido pela

Defini¢ao 2.1.1 como sendo (l a 3 a) , que contém a, mas nao 0, estamos exigindo
T2

o< 1a . Entao,
2

1
0<|x—a|<5e§£§a

1
= |x-a<—-a
2
1 1
= ——a<x-a<-—a
2 2

1 3
= —a<x<-—-a
2

2
= tac 1 3a (pois a>0)
2 2
2 1 2
- <<=
3a |x] a
-2 1 _2
3a% alx] a?
1] )
Agora
0<|x- a]<5eisi
alx|
2
’X a‘|—x|<5a—2
)

1
Como nossa meta é ter = [X—4 alx] <¢, a afirmativa (9) indica que
. . 2 . / 1 2 . . o~
devemos exigir 5 <& isto €, 5 < Ea ¢ . Assim, com essas duas restrigdes em 9,

(11 .
escolhemos ¢ = mm(E a, Eazaj . Com esse d usamos o seguinte argumento:
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O<|x-a/ <o

= |x—a|.i<5 1

alx| " alx|
- |
= ——<d.—— (poisa>0)
alx
a—x L
= ax a|x|
L
X a alx| (10)

1
Mostramos em (8) se §gla e 0<|x-al<s, entao ;<—2 isto é,
1 2

) ﬂ < 5.~ . Continuando a partir de (10), temos:
alx a

L] P N R

X a alx| alx| a?

= 1_1 <5i
X a a?

e
x al 2" ©gz (pois 5 <—a¢)
1 1

= ———|<e¢
X a

. (1 1 .
Assim, mostramos que para todose>0,com § = mln[E a, Eazg , aseguinte
afirmativa sera verdadeira:

1

1
se0< Ix—al <dentdo " <g,

11 . .
Isso prova que lim —=—,se a>0. Logo, f é continuaem a, se a>0.
x—a X a

FONTE: LEITHOLD, Louis. O Calculo com Geometria Analitica. 3. ed. Sdo Paulo: Harbra, 1994. p.
123-125. v. 1.
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RESUMO DO TOPICO 4

Neste topico vocé viu que:

Uma funcao f(x) € continua no ponto x =a se as seguintes condi¢des forem
satisfeitas:

(i) f(a) esta definida no ponto x = a;
(ii) )!'_rpa f(x) existe;

(iii) lim f(x)=f(a).

Se a funcao nao satisfizer uma das condi¢Oes acima, sera dita uma fungao
descontinuaem x=a.

Também vimos que uma fungao pode ser continua em um intervalo.
Uma fungao polinomial é continua para todo numero real.

Uma fungao racional € continua em todos os pontos do seu dominio e tem
descontinuidade nos pontos em que o denominador ¢é zero.

Teorema do Valor Intermedidrio: Se f(x) é uma fungao continua em um intervalo

fechado [a,b] e k é um ntimero qualquer entre f(a) e f(b), inclusive, entdo existe
no minimo um numero ¢ €[a, b] tal que f(c)=k.
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Agora chegou a sua vez de colocar em pratica o que foi estudado. Lembre-se
das orienta¢des dadas para o calculo dos limites.

Nos exercicios de 1 a 6, verifique se cada fungao a seguir € continua nos pontos
indicados, e esboce os graficos:

3, x<1
1) f(x)={);rJr XX>1 emx=1

2) f(x)= x*+1, x<3 em x =3
2x+4, x>3

3) f(x)= hosex<0 @ x=0
x—-1se x>0

E X < -1
4) g(x)=4 x+1’' em x =-1

x2—3,x2—1
x-1, se x<1

5) f(x)=41, se x<1 emx=1
1-x, se x>1

Msex;ﬁz
6) 9(X)=1 x-2 ' em x

5,se x=2

2

Nos exercicios de 7 a 9 determine, se existirem, os pontos onde as seguintes
fung¢des nao sao continuas.

2
Xx“-3x+4
7) f(X)=T
- x
x? +4x - 21

8) f(x)=

9) f(x)=3x* +5x3 —x +6
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10) Use o Teorema do Valor Intermediario para mostrar que a fungao f(x) = x*
—2x° — 4x* + 8x possui pelo menos uma raiz no intervalo (-1,3).

11) Use o Teorema do Valor Intermediario para mostrar que a fungao f(x) = x>
—7x* + 3x + 2 possui trés raizes reais distintas no intervalo (-1,7).
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UNIDADE 2

DERIVADA

OBJETIVOS DE APRENDIZAGEM

A partir desta unidade voceé sera capaz de:

¢ entender e compreender o conceito de derivada de uma fungao e
seu significado geométrico;

e calcular a derivada de fungdes elementares;

e calcular a derivada de fun¢des composta, através da regra da cadeia;
e determinar a taxa de variacdao de uma funcao;

® encontrar os pontos extremos de uma fungéo;

¢ resolver problemas que envolvem derivada.

PLANO DE ESTUDOS

Iniciamos a unidade apresentando varios conceitos dos elementos que en-
volvem as equacdes diferenciais. E preciso se apropriar da terminologia e
das notagdes. A partir dai, estudaremos as equagdes diferenciais lineares de
primeira ordem e também de segunda ordem.

TOPICO 1 - DERIVADA DE UMA FUNCAO

TOPICO 2 - DERIVADA DA FUNCAO COMPOSTA

TOPICO 3 - DERIVADA DE FUNGOES IMPLICITAS E ALGUMAS APLICACOES
TOPICO 4 - ANALISE DO COMPORTAMENTO DAS FUNGOES
TOPICO 5 - ANALISE DO COMPORTAMENTO DAS FUNCOES I

TOPICO 6 — APLICACOES DA DERIVADA
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TOPICO |

DERIVADA DE UMA FUNCAO

| INTRODUCAO

Nesta se¢ao vamos estudar o conceito de uma derivada, que € a principal
ferramenta matematica utilizada para calcular as taxas de variacao e compreender
o significado geométrico da derivada.

2 CONCEITO DE DERIVADA

Definicao 2.1.1 A derivada de uma fungao y = f(x) em relacao a variavel x é
uma fungdo denotada por f '(x) cujo valor em x ¢é

, . flx+Ax)-flx
() i, L

desde que esse limite exista.

A notagao de Leibniz, empregada para derivada de uma funcao f(x),

também pode ser indicada por q f(x) ou _af_

dx d(x)
o
Q

-

Carof(a) académico(a), o matematico alemao Gottfried Wilhelm Leibniz contribuiu
muito para o desenvolvimento da matematica, principalmente para o calculo. Sugiro que
pesquise a biografia de Leibniz.
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Exemplo 1:
Calcule a derivada de f(x) para f(x) = 5x2- 7.
Resolugio:

Se x for qualquer nimero do dominio de f(x), entdao da Defini¢ao 2.1.1,
temos:

, . flx+Ax)-flx
) o 20

. 5(x + Ax)? —7|-5x2 -7
i B0 ax? ~7]-6x? -7)
Ax—0 AX

T 5x2 +10xAX + S(Ax)2 ~7-5x%+7
 Ax50 AX

. 10xAx + 5(Ax)2
lim —————
Ax—0 AX

_ Ax(10x + 5Ax)
lim ———
Ax—0 AX

= lim (10x +5Ax)

Ax—0

=10x

Portanto, a derivada de uma funcao f(x) é dada por f‘(x)=10x.

Apresentamos agora um esquema para facilitar o calculo da derivada,
Simmons (2005, p. 80) através da definicao.

O processo de calcular realmente a derivada f'(x) chama-se derivagio (ou
diferenciagio) da funcdo dada f(x). Esta é a operacdo fundamental do Calculo, da
qual tudo o mais depende. Em principio seguiremos simplesmente as instrucoes
computacionais especificadas em (1). Essas instru¢oes podem ser arranjadas num
procedimento sistematico denominado regra dos trés passos (ou etapas).

Passo 1: Escreva a diferenga f(x + Ax) — f(x) para a particular fungdo em

consideragdo e, se possivel, simplifique-a até o ponto em que Ax seja
um fator.

Passo 2: Divida por Ax para formar o quociente das diferencas
fix + Ax) — f(x) . .
= =27 e manipule-o de modo a preparar o caminho para

X
o calculo de seu limite quando Ax — 0. Na maioria dos exemplos e
problemas deste capitulo, essa manipulagao envolve nada mais que

cancelar Ax do numerador e do denominador.
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Passo 3: Calcule o limite do quociente das diferencas quando Ax — 0.

Se o Passo 2 atingiu seu propdsito, s6 uma simples inspegao é necessaria
aqui.

Exemplo 2:

Dada a fungao f(x) = 2; +43 , calcule f(x).

Resolucgio:

Se x for um niimero qualquer do dominio de f(x), ou seja, for tal que x #4,
entao da Definicao 2.1.1, temos:
F1(x) = lim f(x + Ax) - f(x)
Ax—0 AX
2(x +Ax)+3 2x+3
— lim _X+Ax-4 x—4
Ax—0 AX
(2x +2Ax +3)(x - 4)— (2x + 3)x + Ax - 4)
(X+Ax—4)(x—4)

= lim
Ax—0 AX
2x2 + 2XAX +3x —8x —8AX —12 — 2x% — 2XAX + 8% — 3X — 3Ax + 12

_ lim (x+Ax—4)(x—4)
a Ax—0 AX

-11Ax

im (x + Ax - 4)(x —4)
B Ax—0 AX
—11Ax

- Al)I(TO (x + AX — 4)(x - 4)AX

-11
= i
A>I(r—r>]0 (x + AX — 4)(x - 4)

~11

I
(x—4)?

-
(x-ay

A partir da derivada da fungao y = f(x), podemos definir a derivada de uma
fungao no ponto x,. Para isto, basta substituir x por x, na Definigao 2.1.1.

Portanto, f'(x) =

Defini¢do 2.1.2 Dizemos que uma fun¢do y = f(x) ¢é diferenciavel ou
derivavel em x, se existe o limite
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- X

Também é possivel representar f'(x,) por f(x,)= XILrT(O P
Exemplo 3:

Calcule a derivada da fungao f(x) =2x3- 5 no ponto x, = 3.
Resolucio:

Se flx)=2x3-5, entdo f(x) =2-3%-5=49.

Assim, utilizando a Definicao 1.1.2, temos:

f(xo + Ax)—F(xp)

)= Jm,
. . f(3+Ax)-f(3
r6)= m, 1O

_ 2(3+Ax)* -5-49
= lim
Ax—0 AX

i 2[27 +27Ax + 9(Ax)? + (Ax)? J— 54
B Ax—0 AX

iy 54+ 544X + 18(Ax)* +2(ax)® — 54

Ax—0 AXx
— Iim Ax(54 +18AX + Z(AX)Z)
Ax—0 AX

Jlim 54 +18Ax + 2(Ax)?

=54
Logo, a fungao f(x)=2x3-5 € derivavel no ponto x,=3, sendo f‘(3) =54.
Exemplo 4:

Calcule a derivada da funcao f(X) = Jx no ponto x,=1.

Resolucgio:

Se f(x)= \/;, calculamos f(1) = \ﬁ =1.
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Agora, utilizando a Defini¢ao 1.1.2, temos:

f'(xo)=lim 7lx)=rlxo)

X=Xy X —Xq

Indeterminacgao

Usamos o artificio algébrico a? - b?=(a—b) . (a +b)

Portanto, f’(1) = % .

Teorema 2.1.1 Se uma fungao f(x) é derivavel num ponto x, do seu dominio,
entdo f(x) é continua em x,, ou seja, lim f(x) = f(xo).
X—Xo

UNI

L)\
h

A partir do Teorema 2.1.1, verificamos que se uma funcdo é descontinua em um
ponto, nesse ponto ela n&o € derivavel. Portanto, a continuidade da fungédo num determinado
ponto e condicdo necessaria para que ela seja derivavel nesse ponto. Porém, esta ndo € uma
condicdo suficiente: uma funcao pode ser continua sem ser derivavel num ponto.

Para ilustrar sobre o que foi comentado no icone acima, vamos ver através
dos dois graficos a seguir (Figura 25a e Figura 25b) que mostram duas situac¢des

comuns nas quais uma fungao que € continua em x, pode deixar de ser derivavel
em x,.
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FIGURA 25a - GRAFICO 11a

FONTE: O autor

FIGURA 25b — GRAFICO 11b
4

3

-1 /1 2

-14
FONTE: O autor

4}\56

3 INTERPRETACAO GEOMETRICA DA DERIVADA

Veremos que derivada de uma fun¢ao num dado ponto, quando existe, tem
um significado geométrico importante.

Vamos definir a inclinacdo de uma curva y =f(x) para, em seguida, encontrar
a equagao da reta tangente.

Seja y = f(x) uma curva definida no intervalo (g, b), na figura a seguir. Sejam
P(x, ,y,) e Q(x,,y,) dois pontos distintos da curva. Seja s a reta secante que passa
pelos pontos P e Q. Considerando o triangulo retangulo PMQ, na figura a seguir,
temos que a inclinagao da reta s (ou coeficiente angular de s) é:

tg o = Y21 _4y
X, — X1  AX
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FIGURA 26 — A INCLINACAO DA RETA S (OU COEFICIENTE ANGULAR DE 9)
) - A
E:l‘ga=7y2 Yi_2&Y

X, — X1 AX

FONTE: O autor

Suponhamos agora que, mantendo P fixo, Q se mova sobre a curva em
direcdo a P. Diante disto, a inclinacio da reta secante s variara. A medida que Q
vai se aproximando cada vez mais de P, a inclinagdo da secante s varia cada vez
menos, tendendo para o valor limite constante, como mostra a figura a seguir. Esse
valor limite é chamado inclinagao da reta tangente a curva no ponto P.

FIGURA 27 — INCLINACAO DA RETA TANGENTE A CURVA NO PONTO P

AY

SN

=Y

olF————

I
I
|
a

FONTE: O autor

Definicao 2.1.3 Dada uma curva y = f(x), seja P(x,, y,) um ponto sobre esta
curva, a inclina¢ao da reta tangente a curva no ponto P é dada por

m(x;) = lim A _ im f(x2)~f(x1)
QP AX  XpoXp Xy — X4

quando o limite existe.
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Fazendo x, = x, + Ax, podemos reescrever o limite acima na forma:

mlx;)= fim f(xq +Ax)—f(x1)‘
Ax—0 AX

Com isso, podemos concluir que a derivada de uma fungao f(x) em um
ponto x, quando existe, coincide com o coeficiente angular da reta tangente ao
grafico da fungao no ponto de abscissa x,. Vocé ja estudou em Geometria Analitica
como calcular a equagao da reta tangente a curvano ponto x, dado. Entao, vejamos
como fazer isso.

A equagao de uma reta nao vertical passando em um ponto (x,,y,)€ y -y,
=m-(x- x,) onde a ¢ o coeficiente angular da reta. Se f(x) ¢ uma fungao derivavel em
x =x,, segue da interpretagao geométrica da derivada que a reta tangente ao grafico
de f(x) no ponto (x, f(x,)) tem coeficiente angular m = f “(x/). Assim, a equagao da
reta € dada por y - flx ) = f(x, )-(x - x,).

Exemplo 1:

Encontre a inclinagdo da reta tangente a curva f (X) = \/; no ponto (1, f(1)).

Resolugio:

1
No exemplo 4, ja calculamos f/(1)= 5 que conforme a Defini¢dao 2.1.1

, 1
corresponde 4 inclinacio da reta no ponto (1, f(1)). Entdo m = f'(1)= - Agora,

calcula-se f(1)= \ﬁ =1.
Usando a equagio ¥ —f(xo) = F'(xo Jx = Xo), temos:

y—f(1)=f(1)x-1)

y—1:%&—ﬂ

y_’]—lx_l
2 2

y—lx+1 ou ainda 2y +1=0
2" 27 P XmeyE

Portanto, x — 2y + 1 = 0 é a equagdo da reta tangente a curva f (X) = \/; no
ponto (1, f(1)), como pode ser observado no grafico (figura a seguir).
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FIGURA 28 — GRAFICO 14

AN

¥

FONTE: O autor

4 DERIVADAS LATERAIS

Definicao 2.1.4 Seja f(x) uma funcao definida no intervalo aberto I e seja a
um elemento de I.

f(a+ Ax)—f(a)

(i) Se A)I(im]_ Ax existe e é finito, dizemos que f(x) possui derivada

a esquerda em a, representada por f/ (a).

i f(a+Ax)—f(a)
(ii) Se AX'EZ,+ AX existe e é finito, dizemos que f(x) possui derivada
a direita em a, representada por f/ (a).

Uma funcao é derivavel em um ponto, quando as derivadas a direita e a
esquerda nesse ponto existem e sao iguais.

Quando as derivadas laterais (esquerda e direita) existem e sao diferentes
em um ponto 4, dizemos que este é um ponto anguloso do grafico da fungao.

Exemplo 1:

-x? se x>0

seja, calcule f‘(0)=0.

2
Seja f(x) = {X se x<0 . Verifique se f(x) € derivada no ponto x,=0. Caso
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Resolucao:

Observe pelo grafico (figura a seguir) que f(x) ¢ continua em x, = 0.
Estudamos no Topico 4 da Unidade 1 a continuidade das fungdes, vista na Definigao
2.4.1. Assim, a verificagdo da continuidade fica a seu cargo.

Para verificar se f(x) é derivada no ponto x, = 0, € necessario calcular as
derivadas de f neste ponto, pois a expressao que define f a esquerda nao é a mesma
que define f a direita de 2.

—_— 2 —_—
f' (0)= lim (0+Ax)-1(0) _ lim (O+Ax)" -0 _ lim AXAX _ lim Ax =0
x—0~ AX x>0~ AX x—0"  AX x>0~
_ _ 2 _ —(AXx.A
f' (0)= lim ©+ax)-1(0) _ iy O0+2%)" -0 _ . ~(AxAx) lim - Ax =0
x—0" AX X—+ AX x—0* AX x—0"

Como f' (0)=f",(0) concluimos que f é derivada no ponto x, =0.

FIGURA 29 - F(X) E CONTINUA EM X =0

FONTE: O autor

Exemplo 2:

2 <
Seja f(x)= X" se x<2 . Verifique se f(x) tem derivada no ponto x,= 2.
-X+6 se x>2 ’

Caso tenha, calcule f'(1).
Resolugio:

Observe inicialmente que f(x) é continua em x,=2. Para verificar se f(x) tem
derivada no ponto x, =2, é necessario calcular as derivadas de f(x) neste ponto,
pois a expressao que define f(x) a esquerda nao é a mesma que define f(x) a direita
de 2.
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Se Ax — 07, entao Ax é negativo e, portanto 2 + Ax < 2. Como f(x) = X2, se x
<2, segue que f(2 + Ax) = (2 + Ax)*.

F(2)= fim f(2+Ax)-(2) _ im ~(2+Ax)+6-4 _

-1.
* Ax—0* AX Ax—0" AX

Como f'(2) = f!(2), concluimos que f ndo é derivavel em x,=2.

FIGURA 30 - GRAFICO 16

2 -1 1
-1+

FONTE: O autor

Exemplo 3:
2 —_—
Calcule as derivadas laterais da fungao f (x) _JX -8 x<3 nos pontos x,
=3e x,=6 4-x,3<x<6
,=6.
Resolugio:
Temos que:
2
£3)= tim T¥=TB) ax-Fo8) o 3ex
x-3* X—3 x—3" x-3 x>3t X =3  x-3°

£/(3)= lim F) =)y X281 X229 (=8)xe8) (x+3)=6

xX—>3" x-3 X—>3" X — x>3~ X—3 X—>3" x—-3 x—>3"

Como f/ (3) =f' (3), entao f(x) nao é derivavel em x =3, isto €, nao existe f

(3

Em x, =6, temos f'(6) = lim f(x)—f(6): lim

X—>6" X—6 X—6"




Discutiremos a diferenciabilidade de uma funcdao num ponto, segundo
Finney (2002, p. 151-152):

Quando uma Func¢io Nao Apresenta Derivada em um Ponto?

Uma fungao terd derivada em um ponto x se os coeficientes angulares
das retas secantes que passam por P(x° f(x )) e um ponto Q prdximo
no grafico tenderem a um limite a medida que Q se aproxima de P.
Quando as secantes ndo tém uma tnica posi¢ao-limite ou se tornam
verticais a medida que Q tende a P, a derivada nao existe. Uma fungao
nao tera derivada em um ponto se o grafico apresentar

(1) um bico, onde as derivadas laterais sao diferentes.

FIGURA 31 - (2) UM PONTO CUSPIDAL, ONDE O COEFICIENTE ANGULAR DE
PQ TENDE A o0 PARA UM LADO E A — o0 PARA O OUTRO

FONTE: O autor

FIGURA 32 — (3) UMA TANGENTE VERTICAL, ONDE O COEFICIENTE
ANGULAR DE PQ TENDE A o0 OU A — o0 PARA AMBOS OS LADOS
(AQUI, — o0)

FONTE: O autor
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TOPICO | | DERIVADA DE UMA FUNCAO

FIGURA 33 — (4) UMA DESCONTINUIDADE

T
sk

FONTE: O autor

FIGURA 34 — GRAFICO 3.6

FONTE: O autor

5 CALCULO DAS DERIVADAS - REGRAS DE DERIVACAO

Na resolucao de problemas que envolvem derivadas aplicam-se algumas
regras que nos permitem calcular a derivada sem usar diretamente os limites. Pois,
todas as regras que veremos decorrem dos limites.

a) Derivada de uma constante

Se ¢ é uma constante e f(x) = 0 para todo x, entdao f'(x)=0.
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UNIDADE 2 | DERIVADA

Exemplo 1:
Se f(x) =5, entio e f'(x) = 0.

Exemplo 2:

Se f(X) = 3\/5, entao f'(x)=0.

b) Derivada da funcao identidade

Se f(x)=x, entdao f(x)=1.

¢) Derivada de uma fungao afim

Considerando a fungao f(x)=ax +b, sendo a e b niimeros reais e a ndo nulo.
Temos

f(x)=a.

Exemplo 3:

Se f(x) = 6x — 4, entao {'(x) = 6.

Exemplo 4:

Se f(x)=3-"7x, entdao f'(x) =-7.

Se f(x)=-2x+9, entao {'(x) =-2.

d) Derivada de uma poténcia

Seja f(x) = x», entao f'(x)=n.x""

Exemplo 5:

Se f(x) = x*, entdao f'(x) = 4x>.

Exemplo 6:

Se f(x)=3x5 entdo f'(x)=3x5.

e) Derivada da funcao cosseno

Se f(x) = cos x, entao f'(x) =-senx.

f) Derivada da funcao seno

96



TOPICO | | DERIVADA

Se f(x) = senx, entao f’(x) = cosx.

g) Derivada da fungao logaritmica natural (base e)

Se f(x)=1Inx, entdo f'(x)= l
X
S

UNI

L)Y
&’

~

OE UMA FUNCAO

| loge x = In x, também chamado de logaritmo neperiano.

h) Derivada do produto de uma constante por uma funcao

Sejam f uma fungao, c uma constante e ¢ uma fungao definida por g(x) =

cf(x). Se f'(x) existe, entdo g'(x)=c:f (x).
Exemplo 7:
Se f(x) =2senx, entdo f * (x) = 2cosx.

Exemplo 8:

Se f(x) = 4%x = 4x’3 entdo F(x) = 4.%x% - %x’%.

Exemplo 9:

Se f(x) = ECOS X entao f’(X) = E (— sen X) - _Esen X
3 3 3

Exemplo 10:

Se f(x)= %X4 entao f'(x)= %.4x3 = %x?’,

i) Derivada de uma soma

Sejam f e g duas fungdes e /1 a fungdo definida por h(x) = f(x) + g(x). Se f'(x)

e ¢'(x) existirem, entdao h’'(x) =f '(x) + g (x).

Exemplo 11:

Seja f(x)=2x® _%x3 +9 entdo f'(x)=2.6x° —%.3x2 +0=12x° —4x2.
Seja g(x) =3x*+5x%-7x2-4 .. Entdao g'(x) =3.4x3+5.3x2 - 7.2x — 0 = 12x3 + 15x?
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UNIDADE 2 | DERIVADA
- 14x.

Assim, h'(x) = f/(x) + g'(x) = 12x° — 4x2 + 1253 + 152 - 14x = 12 + 12 + 112
- 14x.

j) Derivada de um produto

Sejam f e g duas func¢des quaisquer, consideremos h a fun¢ao definida por
h(x) = f(x)-g(x). Se f (x) e g'(x) existirem, entdao h'(x)=f(x)-g'(x) + f (x)-g(x).

Exemplo 12:
Calcule a derivada da fungao h(x) = (7x® - 4x)-(5 + 3x?).
Resolucao:

Conforme foi a defini¢ao acima, da derivada do produto, vamos identificar
como f e g duas fung¢des envolvidas no célculo e deriva-los em seguida. Assim,

f(x)=7x3-4xe g(x)=5+3x2

f'(x)=21x2-4 e g'(x) = 6x.

Aplicando a regra da derivada de um produto temos,
() = f(x)8' () + f*(x)8(x)
h'(x) = (7x3 - 4x).(6x) + (21x? - 4).(5 + 3x?)

h'(x) = 42x* — 24x2 + 105x2 + 63x* — 20 — 12x2
h'(x) = 105x* + 69x2 - 20

1) Derivada de um quociente

Sejam fe g duas fungdes e I a fungao definida por h(x) = fx) , com g(x)#0.
, , . o 0.9 -F(x).g'x)  8W)
Se f'(x)e g'(x) existirem, entdao h'(x)= )

[a(x)F

Exemplo 13:

2
Calcule a derivada da fungao h(x)= AT+ 33X :

5x—x

Resolucao:

Conforme foi definido acima a derivada do quociente, vamos identificar
como f e g duas fung¢des envolvidas no calculo e derivar em seguida. Assim,

f(x) =4x2+ 3x e g(x) =5x - x® e agora derivamos as fung¢des
f'x)=8x+3eg’(x)=5-3x%

Aplicando a regra da derivada de um quociente temos,
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(x) = () (X) f(x) ()
" o

h'(x)= Bx+3). (5"‘TZ):(4§]22+3X)-(5—3XZ)

h'(x) = 40x* —8x* +15x - 3x® - 20x” +12x* —15x + 9x°

[5x— x3]2

(%)= 4x* +6x3 +20x°2
x)= [ =
5X — X ]




RESUMO DO TOPICO |

Caro(a) académico(a), neste topico vocé viu que:

Iniciamos o tépico definindo a derivada dada por f/(x)= lim w @)

Ax—0 Ax
importante aqui é saber que a derivada ¢ dada por um limite.

Como interpretacdo geométrica desta definicdo temos que a derivada
corresponde a inclinagdo da reta tangente a curva num ponto dado.

Vimos, também, que assim como temos os limites laterais, calculamos as
derivadas laterais.

Calculamos as derivadas a partir de algumas regras basicas.
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AUTOATIVIDADE ,’:'T"/

Agora chegou a sua vez de colocar em pratica o que foi estudado. Lembre-se
das orienta¢des dadas para o calculo dos limites.

Nas questoes de 1 a 5, calcule a derivada da fungao f(x), no ponto x,.
1) f(x) =x?+1 no ponto xo =5

2) f(x) = 2x3 no ponto xo = 2

3) f(x) = x*+ 3x, no ponto xo =2

4) fix) =x, no ponto xo = 1

5) f(x) =4 . e no ponto Xxo =2

Nas questdes de 6 a 13, encontre as derivadas das fun¢des dadas:

6) f(x)=11x® —6x> +8

7) f(x)= (xz —1Xx -3)

1
8) f(x)—x—;
3
?) f(x)zz;fs
10) f(X)=§—X%
11) f(x) = (2x +1)3x2 +6)
X4 X3 X2 X
12) f(x)=7—?+7—€

0 O
Assista a0 video de :'- 31

resolugdo da questdo 4 [EltiEw
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Nas questdes de 14 a 16, calcule as derivadas laterais ' (x0 ) f! (x0 ), se existirem,
e determine se f € derivavel em x,.

14) f(x)= {;1_’1)( )<( g o O ponto Xo = 0.

2

15) f(x) = {zx ;13’ X S22 no ponto xo = 2.
x-11, x>

5-6x, x<3

42 3y no ponto xp = 3.

16) f(x)= {
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TOPICO 2

DERIVADA DA FUNCAO COMPOSTA

| INTRODUCAO

Para derivar uma fungdo como y = (2x® - 5)’, serd que ¢é preciso desenvolver
o bindémio?

Com o auxilio da regra da cadeia, que sera estabelecida no préximo
teorema, nao € necessario perder tanto tempo. Note que y =f ° g, sendo f(x)=x"e
g(x) =2x3-5.

2 DERIVADA DA FUNCAO COMPOSTA - REGRA DA CADEIA

Entdo, a estratégia é escrever a fun¢ao como uma composta de fun¢des mais
simples (como podemos ver as fun¢des acima) que sabemos derivar facilmente.
Assim,

f'(x)=7x%e g'(x) =6x2

Basta encontrar uma maneira de expressar h’'(x) em termos dessas duas
derivadas conhecidas. Vamos juntar as duas fung¢oes derivadas e considerar a fungao
compostay =fog

y'=1(g(x))'=7(2x3 - 5)°. 6x2 = 42x? (2x° - 5)°

O fato de fornecer uma férmula que permite derivar qualquer fungao
composta com auxilio de outras regras de derivagao faz com que este seja um dos
teoremas mais importantes do Célculo.

TEOREMA 2.2.1 (Regra da Cadeia) Se g for diferenciavel no ponto x e f
for diferenciavel no ponto g(x), entdo a composicao f o g é diferencidvel no ponto
x. Além disso, se

y =f(g(x)) e u=g(x)
entdao y=f£(u) e

dy _dy du
dx du dx
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O nome regra da cadela é apropriado, porque a derivada procurada € obtida
como dois elos de uma cadela de derivadas mais simples.

Vamos retomar o calculo da derivada feito acima e escrevé-lo nos moldes

do Teorema 2.2.1. Introduziremos uma outra variavel, u que substituira g(x).
Entao,

y=u’, onde u=g(x)=2x3-5

Assim, derivando as fungdes y em termos da varidvel u e também u em
termos da variavel x, temos:

Y _ e e d_ g2
du ax

Logo, obtemos a derivada procurada com a regra da cadeia:
& _dy du
dx du dx

dy_ 7u®.6x2
ax

y_ 7(2x -5) 6x?
ax

I 4ox (2x°-5)
ax

Observe que esse processo € mais eficiente e mais rdpido para calcular a
derivada do que recorrer a enfadonha expansao binomial.
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2.1 DERIVADA DE POTENCIAS DE «x

Se y=u" onde u = g(x)é uma fungao derivavel e n € um ntimero inteiro
nao nulo, entao:
y =n.u"'.u"

Exemplo 1:

7

3

Calculed_yse y =[§X4 - x° +2Xj )
8(x)

Resolugio:

4

3
Tomamos u = 2% - x® +2x e y=u’, obtemos que y

= f(u(x)). Aplicando o Teorema 2.1.1, temos:

dy _dy du
dx du dx
LU (6x3 —3x%+ 2)
dx
dy (3 ®
9 - (—x“ -x3 +2xj .(42x3 —21x2 +14)
ax 2
Exemplo 2:
Calcule % se y = \/3 4x% —x .
X
Resolugio:

Primeiro é preciso escrever a fungdo na forma de poténcia

=%ax® - x =ax® - x)3.
y )3

1
Tomando u=4x3-x ey = UA , obtemos y = f(u(x)). Aplicando o Teorema

2.2.1, temos:
dy _dy du
dx du dx

Y17 rax? 4]
dx 3

v _ (ax® - X)_z"é.[4x2 _1J
ax 3
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Exemplo 3:
Calcular a derivada de y = (2x*+ 4x + 1)°, onde x € um ntimero real qualquer.
Resolugio:

Fazendo u=2x%+4x+1e f(u)=u’ obtemos y = f(u(x)). Aplicando a regra da
cadeia, y' =f'(u).u' = 5ut.u' = 5(2x3 +4x + 1)4 (6x2 + 4): (2x3 +4x+ 1)4 (30x2 + 20)_

2.2 DERIVADA DA FUNCAO EXPONENCIAL

Se y=a" , onde a é um elemento maior que 0 e diferentede 1, e u=g(x) é
uma funcao derivavel, entao

y=a*.lna.u’,(a>0ea#1).
Exemplo 4:

4.0.3
Calcular a derivada de y = 422X -6x+5

Resolugio:

Fazendo u=2x*+2x’-6x+5 ef(u)=4" obtemos que y = f(u(x)). Aplicando
aregra da cadeia, y'=4".In4.u’

y! = 42042065 gy (8x3 +6x% - 6).

&

Caso particular: Se y =en, entdo y =exIn e = ex, onde e € 0 nUmero neperiano,
| ou de Euler.

Exemplo 5:

. x°-4x3-7x%+2
Calcular a derivada de Yy =¢€

Resolugio:
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Fazendo u = x° — 4x*> - 7x* + 2 e f(u) = e*, obtemos y = f(u(x)). Aplicando a
regra da cadeia, y'=¢". u’

yr — eX5—4X3—7X2+2 (5X4 _ 12X2 _ 14X)

2.3 DERIVADA DA FUNCAO LOCGARITMICA

Se y=log u(a>0ea#1) e u=g(x) éuma funcao derivavel, entao

y’=%fogae, (a>0 e a¢1),

Exemplo 6:
Calcular a derivada de y =log, (X’ = 7x - 4).
Resolucao:

Fazendo u=x%-7x-4 e f(u)=log, u, obtemos y = f(u(x)). Aplicando a
regra da cadeia,

’

, u
y'="tog, e
u

. 3x2-7

= logs e
x3—Tx-4 °

6"
‘ Caso particular: Se y =Inu e u =g €uma funcdo derivavel, entdo y' = u .
u
Exemplo 7:

Calcular a derivada de y =1In (2x° + 3x® - 2x* + 1)

Resolugao:
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Fazendo u =2x"+3x> - 2x*+ 1 e f(u) = In u, obtemos y = f(u(x)). Aplicando a

’

) u
regra da cadeia, y'=—
u

~10x* +9x? —4x
2x5 +3x3 —2x%2 11

!

2.4 DERIVADA DA FUNCAO EXPONENCIAL COMPOSTA

Se y=u? onde u=f(x) e v=_g(x) sdo fun¢des derivaveis, entao:
y=ovu"u’ +u’ Inuo’
Exemplo 8:

Calcular a derivada de y = ( 2 _ 4)X e

Resolucio:

Fazendo u=x*>-4 e v=x*+4x*- 6, obtemos y = u’. Aplicando a regra da
cadeia, y ' =v.u*tu’+ v’ Inu.v’

y'= (x3 +4x2 —6).( 2 —4)X3+4X277.(2x) + ( 2 —4)X3+4X276 .Zn( 2 —4).(3x2 +8x)

3 2

y'= (2x4 +8x3 —12x).(x2 —4)X3+4X2_7 + (x2 —4)X e .fn( 2 —4). (3x2 +8x)

2.5 DERIVADA DAS FUNCOES TRICONOMETRICAS

(i) Se y=senu, entaoy =cosu.u’.

(ii) Se y=cosu, entaoy =-senu.u’.

(iii) Sey=tgu, entaoy =sec’u. u’.

(iv) Sey=cotgu, entdoy’ =- cossec’u. u’.

(v) Sey=secu, entdaoy =secu.tgu.u’.

(vi) Se y=cos secu, entdoy’ =- cos sec u.tg u.u’.

Exemplo 9:

Calcular a derivada de y =sen (x* — 3x® + 4x* — 7x).
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Resolugio:

Fazendo u=x"-3x>+4x*>-7x e f(u)=sen u, obtemos y = f(u(x)). Aplicando
a regra da cadeia, y'= cos u.u’

y' =cos(x’ - 3x° + 4x* - 7x) . (5x* - 9x* + 8x - 7)
y'=(5x* - 9x* + 8x - 7) . cos(x° — 3x° + 4x* — 7x)

Exemplo 10:
. 2x? - 5x
Calcular a derivada de ¥y = CoS| —————|.
3-7x
Resolucgao:
2x? —5x .
Fazendo u = 37 © f(u) = cos u, obtemos y = f(u(x)). Aplicando a
regra da cadeia, y =-sen u.u’. Observe que, para derivar u, utilizamos a regra do
quociente.
2 _ _ 7y [oy2 _ By )
y' = —sen 2x° - 5x _ (4x -5)(3-7x) (2: 5x)( 7)
3-7x (3 - 7x)
, 12x — 28x2 —15+ 35x + 14x? — 35x 2x? —5x
=- sen
(3-7x) 3-7x
, 14x2 +12x -15 2x% —5x
y'=— 5 sen
(3-7x) 3-T7x
Exemplo 11:

Calcular a derivada de y = tg (-3x* + 8x - 3).
Resolucio:

Fazendo u =-3x*+8x -3 e f(u) =tg u, obtemos y = f(u(x)). Aplicando a
regra da cadeia, y" =sec’u. u’

y  =sec? (- 3x*+8x —3). (- 6x +8)
y = (- 6x+8) sec? (- 3x* + 8x — 3)
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Exemplo 12:
Calcular a derivada de y = sec(5 — 4x°).
Resolugio:

Fazendo u=5-4x> e f(u)=sec u, obtemos y = f(u(x)). Aplicando a regra da
cadeia, y'=secu.tgu.u’

y'=sec(5 - 4x%) . tg(5 — 4°).( - 12x%)
=—12xsec(5 - 4x°) . tg(5 — 4x°)

E
&

A medida que o leitor fica mais a vontade com a regra da cadeia, pode querer
dispensar o uso das variaveis dependentes intermediarias, expressando a derivada na forma:

Uma maneira conveniente de lembrar essa formula consiste em chamar f de “funcéo de fora”
e g de "funcgdo de dentro” na composicao f(g(x)). Veja no esquema a seguir:

f(g(x))’=f’(g(x>>.g'<x>\ —
i erivada da

funcéao de
dentro

Derivada da funcao de
fora calculada na funcdo
de dentro

3 DERIVADA DA FUNCAO INVERSA

TEOREMA 2.2.2 (Derivada da fungao inversa) Seja f(x) uma fung¢ao definida
em um intervalo aberto (g, b). Suponhamos que f(x) admite uma fungao inversa x
= g¢(y) continua. Se f'(x) existe e é diferente de zero para qualquer x (g, b), entao g
=f1 éderivavel, e vale:

1

70~ 7~ gy - = =g

A derivada de f no ponto y é oinverso da derivada de f no ponto f (y).
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N

UNI

(L)}
&’

~—"

Caro(a) académico(a), caso néo se recorde como encontrar a inversa de uma
| funcao, pesquise no caderno de Introducéo ao Calculo.

Exemplo 1:
Calcule a derivada da fungado inversa de f(x)=2 —b5x.
Resolugio:

Conforme o Teorema 2.2.2, basta encontrar f'(x) e inverter o resultado
calculado.

Assim, f'(x)=-5 e g=£f".

1 1
P y)=—7=-——.
ortanto, g (y) 5 5
—
UNI
!
'

Tambem ¢ possivel obter a derivada da funcédo inversa de outro modo. Neste
| caso, encontramos primeiro a fungdo inversa e em seguida derivamos a fungdo encontrada.

Veja como fica a resolugao do exemplo 1 através deste outro procedimento.

Sendo f(x) =2 —5x, a sua funcdo inversa ¢ dada por f~'(x) = Z_TX . Agora, temos que
-1

derivar a fungao inversa obtida. Assim, (f - Xx) z

Exemplo 2:
Seja f(x)=2x°+ 3, calcule a derivada da fungao inversa da f(x).
Resolucio:

Pelo Teorema 2.2.1, basta encontrar f'(x) e inverter o resultado calculado.

Assim, f(x) =10x* e g=f". Entdo, g'(x)= 10%. Agora é preciso escrever x
X

em funcao de y, pois lembre-se de que x = g(y). Mas y = f(x) = 2x°+ 3. Entao,

m



- _ 1
Substituindo x = 51/y > 3 em (f 1XX) temos:

~ 10x*

Portanto, (f - ), (x) = L

4
10 5x—3
2




RESUMO DO TOPICO 2

Neste topico estudamos como derivar fung¢des compostas. A seguir, uma
lista das principais regras de derivacao.

Sejam u e v fungdes derivaveis de x, e n uma constante.

1) y=¢ =y'=0

2) y=uv >y =uv+viu
u , uv-v'u

3) y=— =y =
% v

4) y= un = yr _ nun—1 u'

5) y=rtog,u= y’=u—£oga e
u

’

6) y:Enu:y’:%
7yy=a' =y =a"lna.u, (a>0, az1)
8yy=e"=y =e"u

9) y=senu=y'=u'cosu

10) y=cosu=y'=-u'senu

11) y=tgu=y'=u'sec’u

12) y =cotgu = y' = —u’ cossec? u
13) y =secu = y'=u'secu.tgu

14) y =cossecu = y'=-u'cossec u.cotgu
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Agora chegou a sua vez de colocar em pratica o que foi estudado. Lembre-se
das orienta¢des dadas para o calculo das derivadas.

Nos exercicios 1 a 8, encontre a funcao derivada das seguintes fungoes:

1) f(x)= (3x2 +7X— 3)10

2) £(t)= (t—%r

3) f(x)z 03X +6x+7
2u
4 =
) fu) =5 —
5) f(0)=sen(20 + 4)

1 4

7) y = x3cossecx

8) flu)= In(”—uj

1-u

Nos exercicios 9 e 10, determine a derivada da fun¢ao inversa:

9) f(x)=8x3

10) f(x)=x2+2, xe[-3, 0]

Assista ao video de
resolucdo da questdo 8
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TOPICO 3

DERIVADA DE FUNCOES IMPLICITAS E
ALGUMAS APLICACOES

| INTRODUCAO

Até aqui, estudamos as fungdes em que a variavel dependente y é dada
explicitamente em termos da varidvel independente x através de uma relagao y =
f(x).

2 DERIVADAS IMPLICITAS

H4 fungdes, contudo, que sao definidas implicitamente através de uma
equacao da forma F(x,y) = 0 envolvendo as varidveis x e y. Um exemplo simples
€ a equacgao da circunferéncia de raio 1 dada como x* + y? —1 = 0. Nesse caso, é
possivel resolver a equagdo em y, obtendo-se as fungoes:

y=V91-x2, xe[ 1,1 o y=1-x%, xe[-1,1]

H4 equagdes mais complicadas, onde a resolucdo explicita de y em termos
de x ndo é simples ou possivel como é o caso da equagao:

2xy* + cos(xy) +1=0

O objetivo da regra de derivagao implicita é o de calcular a derivada de y
como fungdo de x, quando y é dada implicitamente.

Como proceder? A regra consiste em derivar os dois membros da equagao
em relagdo a x usando a regra da cadeia quando preciso e, em seguida, isolar o
termo y.

Na verdade, queremos conhecer y=f"(x) sem mesmo conhecer f(x).

Exemplo 1:

Encontre a derivada da fung¢ao definida implicitamente por 2x* -1’ —1=0.



NIDADE 2 | DERIVAD

Resolugio:

Vamos derivar ambos os lados da equacao em relacdo a x. Como y é uma

funcao de x (y € afuncao implicita!), devemos usar a regra da cadeia para derivar
3

y.

Temos, 4x - 3y*’y'-0=0

Portanto, y' = 4_X
3y?
—
UNI
(1L}
&’
Neste exemplo, € facil explicitar y como fungdode Xy = 3\/ 2x2-1= f(X)_ Se
calcularmos y' através das regras de derivacao apenas para confirmar o resultado, obtemos:

4x 4x

4x _ _
33ox? —1f ) 3(%)2 3y*

Mas, i1sso pode ser mais complicado em outras funcoes.

y' = %(2X2 - 1)%.4x =

Exemplo 2:
Encontre a derivada da fungao definida implicitamente por x*+y?>-1=0.
Resolucgdo:

Derivamos os dois membros da equagao (a) em relagao a x obtemos 2x
+ 2yy’= 0. Isolando o termo y’, obtém-se que 2yy’= — 2x. Suponha que existe um

X

intervalo onde y é derivavel e onde y # 0. Segue que ¥’ = Y

Exemplo 3:

Encontre a derivada da funcao definida implicitamente por 2xy?+ cos(xy)
+1=0.

Resolugio:
Derivando os dois membros da equagao (b) em relacdo a x obtemos 2y? +

—2y? - ysen(xy)
4xy + xsen(xy)

2x2yy’- sen(xy).[y + xy] = 0. Isolando o termo y':¥'= . Também

nesse caso pressupoe-se a existéncia de um intervalo onde y € derivavel, x # 0 e 4y
+sen(xy) # 0.
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&’

~

S&o quatro os passos para derivar implicitamente uma funcéo:

Passo 1. Derive os dois lados da equagdo em relacdo a x, considerando y como uma
funcdo derivavel de x.

. (d
Passo 2: Reuna os termos que contém y (é] em um lado da equacéo.

Passo 3: Fatore isolando y' [d_yj .
dx

Passo 4: Encontre y [d_y) ‘
dx

Exemplo 4:

Determine os coeficientes angulares das retas tangentes a circunferéncia
cujo centro € o ponto (3,5) e cujo raio € 2, em cada um dos pontos de abscissa 4.

Resolugao:

Aequagaoreduzidadacircunferénciaé: (x—3)*+(y—5)*=4 ou, desenvolvendo
as poténcias, temos a equagao geral: x>+ y?—6x — 10y +30=0.

Para x =4, tem-se ¥ = 5i\/§-. Portanto, os pontos de tangéncia sao:
Ala, 5+3) e B4, 5-43).

A equagdo da circunferéncia define duas fung¢des derivaveis no intervalo
(1,5): f,(x), cujo grafico € a semicircunferéncia acima da reta y =5 que contém o
ponto A, e f,(x), cujo grafico é semicircunferéncia inferior que contém o ponto B.
(Veja a figura a seguir). O coeficiente angular das retas tangentes s e t € f,(4) e
f,’(4), respectivamente.

7
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FIGURA 35 — GRAFICO 3.1

FONTE: O autor

Derivando implicitamente a equagao x*+ y?—6x — 10y + 30 =0, temos:
2x+2yy'-6-10=0

, 6-2x

YT,

que € a expressao da derivada, tanto de f, como de f,.

. £ (4)- 6-24 2 3 £(4) 6-24 2 3

080 T o5+ 4B)-10 23 3 V7 2(5-B)-10 23 3

. . 3 B

Portanto, os coeficientes angulares das retas s e f sdo e e 3
respectivamente.
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3 DERIVADAS SUCESSIVAS (OU DE ORDEM SUPERIOR)

Seja f uma fungao derivavel num subconjunto A do seu dominio. A fungao
f":A— R é também chamada de derivada primeira ou de derivada de primeira ordem

de f.

Defini¢ao 2.3.1 Seja f uma funcao derivavel. Se f* também for derivavel,
entdo a sua derivada é chamada derivada sequnda de f e é representada por f"'(x)

2
(le-se f-duas linhas de x) ou % (lé-se derivada segunda de f em relagao a x).
X

Exemplo 1:

Determine a segunda derivada da fungao f(x)=4x>-7x>+ 5x — 6.

Resolucgao:

Se flx)=4x>-7x*+5x — 6, entao:
fix)=12x*-14x+5
f(x)=24x-14

Seguindo o procedimento da defini¢ao 2.3.1 sucessivamente e supondo que
para algum n € N esteja definida a fun¢ao derivada de ordem n - 1 de f indicada
como f®-? Chamamos as fun¢des f'(x), f(x), f'(x) ... de derivadas sucessivas

de f.
Exemplo 2:

Seja a fungao f(x) = x* + 3x? — 1. Obtenha f"'(x), f'(x), f""(x), f"(x) e f”(x)
para n qualquer.

Resolucao:

Sendo f(x) = x* + 3x*~ 1, temos:
f(x)=4x> + 6x
f(x)=12x*+6

£ (x) = 24x
f(x) =24

Repare que, a partir da derivada de quinta ordem, todas serdo iguais a

zero, ou seja, f")(x)=0, vn>5.

Exemplo 3:

(x)=e"5.

Determine a derivada de ordem 7 da funcao f
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Resolugao:

Se f(X) = e%, entao

Fin) =i g
()= 1e
Exemplo 4:

Seja g(t) =sen t + cos t. Calcule a derivada de ordem 35 da fungao g.
Resolugao:

Se g(t) =sen t + cos t, entdo:
Q(t)=cost—sent
Q7(t)=—sent—cos t

g (t)=—cost +sent
g¥W=sent+cost

¥ =cost—sent

Note que g% = g. Consequentemente, g® = g’, g =g’" e assim por diante,
ou seja, as derivadas se repetem apos quatro derivagdes. Para obter ¢“°(t), basta

dividir 35 por 4 e tomar o resto da divisao, que é 3.

Logo, §®°(t) =g ""(t) =- cos t + sen t.
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4 TAXA DE VARIACAO

Quase sempre ouvimos falar que a taxa de desemprego variou x% de
um periodo para o outro. Assim como os indices de desemprego variam a uma
certa taxa, encontramos diversos problemas que envolvem uma taxa de variacao,
por exemplo: um automovel realiza um determinado percurso em certo tempo.
Sabemos que a velocidade do automdvel nao € constante devido as curvas, trafego
intenso, portanto, intuitivamente percebemos uma variagdo na velocidade do
automovel. Em economia, quando queremos saber a variagao dos lucros ou custos
de uma empresa. Na biologia, para calcular como varia a quantidade de bactérias
de uma colénia com o tempo. Na engenharia, como varia o comprimento de um
cano de metal conforme muda a temperatura.

Definicao 2.3.2 (Taxa Média de Variagao) A taxa média de variacdo de y =
f(x) em relagao a x no intervalo [x, x,] €

Ay _ f(x1)—f(xo).
Ax X4 — X

A taxa de variagdo média indica quanto, em média, variou a fung¢ao por
unidade de varia¢ao no intervalo considerado.

Exemplo 1:

Suponha que no intervalo de sete anos, uma arvore cresceu de 30 cm para
121 cm. Calcule a taxa de variagao média de crescimento desta arvore neste periodo
de tempo.

Resolugio:

Para calcular a taxa de variagao média utilizaremos a Defini¢ao 2.3.2. Assim,

A_y:f(xz)—f(x1)

Ax Xy — X4
Ay 121-30
AX 7-0
Ay 943
Ax 7

Portanto, isso significa que a drvore cresceu 13 cm a cada ano, em média.
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Ay

Podemos reescrever o quociente Ax definido acima como taxa media de

. . Ay flxg +Ax)—f(xo) . L
variacéo da seguinte forma X = A onde fot substituido x1 por xO + Ax e x1
- x0 por Ax.

Vamos definir o que se entende por taxa de variagio de y em relacio a x
quando y é uma fungao de x.

f(x + Ax)— f(x)

Definicao 2.3.3 A derivada f’(x)= Iim0 € a taxa instantanea
AX —

de variagao ou, simplesmente, taxa de varia¢cao de y em relagdo a x.

ATENCAOD

a8
N’
| Toda derivada pode ser interpretada como uma taxa de variacao.
Exemplo 2:

Supondo que esteja caindo areia sobre uma base plana e horizontal a uma
razao de 12 m® por hora e que o monte mantém sempre a forma de um cone cuja
geratriz forma um angulo de 60° com a base. Calcule a velocidade com que a
altura do monte aumenta, no instante em que ela é de 6 metros.

Resolucao:

Representando por h a altura do cone e por r o raio de sua base, o seu

2
volume é dado por v = ar”h .
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FIGURA 36 — A ALTURA DO CONE E POR R O RAIO DE SUA BASE,
2
ar<h

O SEU VOLUME E DADO POR V =

FONTE: O autor

Como 19 60° = +/3 temos ﬁ:\/g, ou seja, r =L.
r

NE)

Assim, 0 volume ¢ uma fungao de & dada por V(h)= ”hT .

Como a areia cai a uma razao de 12 m?*/hora, a taxa de variacao do volume

4
do cone de areia é C;—t =12.

A velocidade de aumento da altura que queremos determinar ¢ a taxa de
variacao de i em relagao ao tempo: —r

Como o volume é uma fungao de , e h é uma fungao de ¢, temos V(t) = (V

h)(t)

dv. dV dh

Pel da cadeia t ao, — =—— —.
ela regra da cadeia temos, entao, i " dh o

2 2
Como 9V _ 370" _ 70" temos:
dh 9 3

_#h?® dh dh _ 36

12=20 e — = =2
3 dt dt gh?
dh 36 1 . . 1
Logo, pral L velocidade desejada ¢ — m/hora.
Exemplo 3:

Supondo que a massa de uma arvore destinada a produgao de papel, aos
dois anos, seja aproximadamente 40kg, aos quatro anos 128kg, e aos oito anos,
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256kg. Entdao o polindomio p(t) = 12#* — £ fornece o valor aproximado da massa
da arvore em qualquer momento t entre dois e oito anos. Determine a taxa de
variagao instantanea (aproximada) de sua massa, num instante t qualquer entre
dois e oito anos.

Resolugao:
Sendo p(t)=12t’ -t afungao que representa a massa em funcao do tempo.
A taxa de variagao desejada é entdao p’(t) =24t - 3t

Assim, por exemplo, no momento em que a arvore completa quatro anos,
a taxa de varia¢ao da sua massa ¢ aproximadamente 48 kg/ano, pois p(4) =48, e
quando completa seis anos esta taxa é aproximadamente 36 kg/ano, pois p(6) = 36.

S TAXAS RELACIONADAS

Em muitos problemas surgem uma ou mais varidveis que sao funcoes de
uma outra variavel, que geralmente é o tempo. Digamos, F depende de x e y
que, por sua vez, sao ambas fungdes do tempo t. Ocorre que normalmente nao
conhecemos a expressao destas fungoes de ¢.

As principais ferramentas usadas para resolver problemas que apresentam
estas caracteristicas sdo: a regra da cadeia e a derivacao implicita.

Lembre-se de que, se F ¢ uma funcao derivavel de x, e x é uma fungao
derivavel de t, entdao a regra da cadeia diz que F ¢ uma fungao derivavel de t e
dF _dF dx
dt  dx dt

Nos problemas a seguir tentaremos encontrar a taxa segundo a qual
certa quantidade esta variando em relagao a outras, cujas taxas de variacao sao
conhecidas.

Exemplo 1:

Um balao esférico é enchido de modo que o seu volume aumenta a razao
de 2 cm’/s. Com que taxa aumenta o raio do baldo no instante em que este mede
5 cm?

Resolugao:

Enquanto o baldo é enchido, seu volume V ¢é uma funcdo de raio R e o
raio é uma fungao do tempo f (a qual ndo conhecemos). Entao V é também fungao

de t. Para resolver o problema, devemos escrever o(s) dado(s) e o que é pedido em
notagao de derivadas.
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Dado: % =2 cm? /s; pede-se: EZi_l: quando R=5.

dv. dR
Para estabelecer a relacdo entre j; e dt , devemos derivar V em relagao
a t usando aregra da cadeia. Como V representa o volume de uma esfera de raio

R, temos: V = %ERS .

ﬂ:ﬂ ﬁ Como ﬂ:4ﬂR2, temos %:47&'2%.

dt dR dt dR at

Pelo enunciado ﬂ =2
dR

Logo aR__1
8% "t T 24r?
Para R =5, temos ar = 1 =~ (0,0064 cm/s.
d  50r

Isto significa que o raio aumenta a taxa de % cm/s quando ele vale 5 cm.
a

(AL}

&'
| Note que a taxa de variacdo do raio € inversamente proporcional ao quadrado do raio.
Exemplo 2:

Em uma serraria, a serragem cai formando um monte em forma de cone
circular reto a uma taxa de 0,25m® por hora. A geratriz do cone faz um angulo
de 45° com o solo, que é plano. Com que velocidade sobe o topo do monte no
momento em que este se encontra a quatro metros do solo?

Resolucao:

Seja t o tempo, em horas, contado a partir do momento em que a serragem
comeca a cair. Seja V o volume de serragem que caiu em ¢ horas.
FIGURA 37 - 3.3

FONTE: O autor
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Sejam h e R a altura e o raio da base, respectivamente, do cone formado
pela serragem. Os dados do problema sao:

% =0,25 m®/h e outro é ilustrado através da figura a seguir.

FIGURA 38 - 34

a=45°
R

FONTE: O autor

Pede-se: % quando h =4 m. A relagdo entre as varidveis V, R e h ¢é
2

estabelecida pela formula do volume do cone V = z
V' como fungao de uma das variaveis: R ou h.

. Mas é possivel escrever

Observando a Figura 3.4, temos que: tg45°= h e como fg45° =1, segue
que R = h. R

3
Logo, V = ﬂhT

Note que V é funcdode h e h é funcao de t. Conforme a regra da cadeia:

dv dV dh o1 > dh dh 1
—=—-—,0useja, —=a".—=—= 7
dt dh dt 4 dt dt 4zh
dh 1
Para h=4, temos Pty

Isto significa que no momento em que o topo do monte estd a quatro metros

do solo, ele sobe com velocidade de 6%m/ h.
T
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RESUMO DO TOPICO 3

Neste topico vocé viu que:

Comecamos vendo que é possivel derivar uma fun¢gdo mesmo que a variavel
dependente ndo esteja isolada, ou seja, que a fungao ndo apresente y = f(x) na
sua forma mais usual.

Nas derivadas sucessivas, vimos que podemos derivar por vdarias vezes uma
funcao, desde que a fungao resultante seja também derivavel.

Resolvemos problemas envolvendo taxa de variagao e taxas relacionadas, que
nada mais sao do que derivadas de fun¢des de uma ou mais varidveis.
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Agora chegou a sua vez de colocar em pratica o que foi estudado. Lembre-se
das orienta¢des dadas para o calculo dos limites.

Nos exercicios 1 a 3, encontre a derivada da fungao definida implicitamente por
1)x2_y2:1_y3

2)xe¥ —x*y?+x-1=0

3 xt+4x’y+yt=1

Nos exercicios 4 a 6, encontre as derivadas sucessivas das fung¢des a seguir:

4) f(x) = 2x% — x> + 5 obtenha a derivada de 22 ordem
5) f(x) = 3x° — 2x* + 5x* + 2x — 8 obtenha as derivadas de 3% e 72 ordem
6) f(x) = (3t — 2)° obtenha a derivada de 22 ordem.

7) Seja s(t)=2t+3t*, para t>0, aequacdo do movimento de uma particula P,
com s em metros e ¢ em segundos. Determine a velocidade e a aceleragao
da particula quando t=>5 segundos.

8) O IPC da economia € descrito pela func¢ao g(t)=-0,2t>+3t*+ 100 (0 < t<9)
onde t = 0 corresponde ao inicio em 1998. Calcule as derivadas de primeira
e segunda ordem da funcao IPC no tempo 6.

9) Uma certa espécie de tartaruga estda ameacada de extingdo em virtude
de comerciantes estarem vendendo supercarregamentos de ovos como
afrodisiaco. Depois que variasmedidas de preservagao foremimplementadas
espera-se que a populacao de tartarugas cresga de acordo com a regra

N(t) =28 + 32— 4t +1000 (0< t<10)

onde N(t) denota o tamanho da populagado ao fim do ano t. Calcule N"'(2) e
N"'(8), interpretando os resultados.

10) Suponhamos que o dleo derramado através da ruptura de um navio-tanque
se espalhe em uma forma circular cujo raio cresce a uma taxa constante de 2
pés/s. Com que velocidade a drea do derramamento estd crescendo quando
seu raio for de 60 pés?

"""" T EEHD)




TOPICO 4

ANALISE DO COMPORTAMENTO DAS
FUNCOES |

| INTRODUCAO

O objetivo desse topico é dar condig¢des para usarmos a derivada como
ferramenta para descobrir rapidamente os aspectos mais importantes de uma
fungao e esbogar seu grafico.

2 FUNCOES CRESCENTES E DECRESCENTES

Nesta secao discutiremos sobre os termos crescente, decrescente e constante,
que sao usados para descrever o comportamento de uma fungao em um intervalo,
a medida que percorremos seu grafico da esquerda para a direita.

Na figura a seguir mostramos dois graficos de fungdes crescente e
decrescente.

FIGURA 39 — FUNCOES CRESCENTE E DECRESCENTE
A A

\/
\

X1 X2
FONTE: O autor
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Definicao 2.4.1 Seja f(x) definida em um intervalo e sejam x, e x, pontos

deste intervalo.

(i)f € crescente no intervalo se f(x,) <f(x,) para x,<x,.
(ii) f € decrescente no intervalo se f(x,)>f(x)) para x, <Xx,.
(iii) f € constante no intervalo se f(x,) =f(x,) para todos os pontos x, e x,.

Teorema 2.4.1 Seja f(x) uma funcao continua em um intervalo fechado [a,b]
e diferenciavel no intervalo aberto (a,b).

(i)Se f'(x) >0 para todo valor de x em (a,b), entdao f é crescente em [a,b].
(ii) Se f'(x) <0 para todo valor de x em (ab), entao f é decrescente em [a,b].
(iii) Se f'(x) =0 paratodo valor de x em (a,b), entdao f é constante em [a,b].

Exemplo 1:

Encontre os intervalos nos quais f(x)=2x>—-9x?+2 é crescente e os intervalos
nos quais é decrescente.

Resolugio:
A figura a seguir mostra o grafico da fun¢ao f que sugere que f seja
decrescente para 0 < x <3 e crescente nos demais intervalos. Para confirmar o

que vimos no grafico de f, vamos analisar o sinal das derivadas de f.

Seja f(x)=2x>-9x*+2, entao f'(x)=6x>—-18x. = FIGURA 40— GRAFICO 4.2

Aplicando o Teorema 4.1.1 tem-se que

f'(x)>0sex<0pois f'(—1)=6(-1)>-18(-1)>0
f'(x)<0se0<x<3pois £f'(1)=6(1)>-18(1)<0
f'(x)>0sex >3 pois f'(4)=6(4)-18(4)>0

Logo, concluimos que:

f € crescente em (— oo, 0] FONTE: O autor
f é decrescente em [0, 3]
f € crescente em [3, + ).
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3 MAXIMOS E MINIMOS

A figura a seguir nos mostra o grafico de uma fun¢dao y = f(x), onde
assinalamos pontos de abscissas x, , x,, x, e x,.

FIGURA 41 - GRAFICO 4.3

AY

]
L]
L
]
]
L]
Ll
L]
1
i
1

e -

.

>y

1
[
[
[
:
L]
|
'
X X2 X3 X

FONTE: O autor

Esses pontos sao chamados pontos extremos da fungao. f(x,) e f(x,) sao
chamados maximos relativos e f(x,), f(x,) sao chamados minimos relativos.

Definicao 2.4.2 Dizemos que uma fungao f tem um mdximo relativo em
x, se houver um intervalo aberto contendo x, no qual f(x,) € o maior valor, isto &,
f(x,) 2 f(x) paratodo x no intervalo.

Definicao 2.4.3 Dizemos que uma fungao f tem um minimo relativo em x,
se houver um intervalo aberto contendo x, no qual f(x,) € o menor valor, isto &,
f(x,) <f(x) paratodo x no intervalo.

Teorema 2.4.2 Suponha que f seja definida em um intervalo aberto
contendo o ponto x,. Se f tem um extremo relativo em x =x, entao x=x, € um
ponto critico de f, assim, ou f'(x) =0 ou f nao € diferenciavel em x,.

Exemplo 1:

Encontre todos os pontos criticos de f(x) = x* + 4x°.

Resolucio:

A funcao f, por ser polinomial, é diferenciavel em todo o dominio.

Para encontrarmos os pontos criticos devemos resolver a equagao f'(x) =
0. Entao,
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f'(x)=4x*+12x*=0
4x? (x+3)=0.
Logo, x=-3 e x=0 sao pontos criticos de f.

Exemplo 2:

Encontre os pontos extremos relativos de f(x) = x* — 4x° + 4x°.
Resolugio:

A funcgao f, por ser polinomial, é diferenciavel em todo o dominio.

Para encontrarmos os pontos criticos devemos resolver a equagao f'(x) =
0. Entao

f'(x)=4x>-12x*+8x=0

4x(x*-3x +2)=0.

Logo, x=0,x=1ex=2 sao pontos criticos de f.

A partir dos trés valores obtidos acima, ficam determinados quatro
intervalos: x<0,0< x<1, 1<x<2 e x>2 dos quais analisaremos o comportamento
para concluirmos que extremos sao estes.

Observagio: Para preencher a segunda e terceira colunas da tabela a seguir
temos que definir o sinal das derivadas nos intervalos. A fim de facilitar os calculos,
escrevemos f'(x) = 4x® — 12x* + 8x de maneira decomposta f'(x) =x(x - 1)(x - 2) e
ai, em cada intervalo escolhe-se um valor para x. Por exemplo, para x <0 tome x
=—1eai o calculo f'(-1) = (-1)(-1-1)( -1-2) = (-1)(-2)(-3) fica facilitado.

Intervalo  x(x-1) (x-2) f(x) Conclusao
x<0 ()C)6) - f é decrescente
x=0 0 0 f tem um minimo relativo em (0,0)
0<x<1 HE)E) + f € crescente
x=1 0 0 f tem um maximo relativo em (1,1)
1<x<2 () - f € decrescente
x=2 0 0 f tem um minimo relativo em (2,0)
x>2 HHE) + f é crescente
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4 CONCAVIDADE

Na figura a seguir observamos que, dado um ponto qualquer ¢ entre a e b,
em pontos proximos de ¢, o grafico de f estd acima da tangente a curva no ponto
P(c, f(c)). Dizemos que a curva tem concavidade voltada para cima no intervalo

(a,b).

FIGURA — 42 GRAFICO 44 (a)
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FONTE: O autor

Da mesma forma, a figura a seguir descreve uma fungao que tem
concavidade voltada para baixo no intervalo (g, b).

GRAFICO 43 - FUNCAO 4.5
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FONTE: O autor

Definicao 2.4.4 Se f é diferencidvel em um intervalo aberto, entao dizemos
que f tem concavidade voltada para cima no intervalo aberto se f'(x) é crescente
neste intervalo.
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Definigao 2.4.5 Se f é diferencidvel em um intervalo aberto, entao dizemos
que ftem concavidade voltada para baixo no intervalo aberto se f'(x) ¢ decrescente
neste intervalo.
Teorema 2.4.3 Seja f duas vezes diferencidvel em um intervalo aberto (a,b).
(i) Se f”(x) >0 para todo valor de x em (ab), entdo f tem concavidade voltada
para cima em (a,b).
(ii) Se £"'(x) <0 para todo valor de x em (a,b), entdo f tem concavidade voltada
para baixo em (a,b).

Exemplo 1:

Identifique o comportamento da concavidade da fungao f(x) = x> - 3x* +
4x — 12 nos intervalos (— o, 1) e (1, + x).

Resolugio:
Calculando as derivadas de primeira e segunda ordem de f, obtemos

f'(x)=3x*-6x +4
£ (x) = 6x — 6.

Pelo Teorema 2.4.3, devemos fazer a andlise do sinal da segunda derivada.

Escolhemos um valor de x no intervalo (- o, 1), por exemplo, x =-1 para
obtermos a concavidade deste intervalo. Assim,

f’(-1)=6(-1) -6 =-12<0 entdo f tem a concavidade voltada para baixo.

E escolhemos um valor de x no intervalo (1, + ), por exemplo, x =4, para
obtermos a concavidade deste intervalo. Assim,

t’(4)=6(4)-6=18>0 entao f tem a concavidade voltada para cima.

Portanto, f tem a concavidade voltada para baixoem (-, 1) ea concavidade
voltada para cima em (1, + ).

5 PONTOS DE INFLEXAO

Vimos no Exemplo 1 acima que a concavidade da fun¢ao f(x) =x>-3x*+
4x - 12 que é inicialmente cOncava para baixo muda para concava para cima em
x =1. Os pontos em que uma curva muda a concavidade sao chamados de pontos
de inflexao.
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Defini¢ao 2.4.6 Se f é continua em um intervalo aberto contendo o ponto
x, e muda de concavidade no ponto (x,f(x,)), entao dizemos que o ponto x, do
dominio, ou o ponto (x,f(x,)) do grafico, ¢ um ponto de inflexao de f (figura a
seguir).

FIGURA 44 — GRAFICO 4.6

["(x) > 0. logo o declive
da tangente cresce
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para baixo
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.

ix)<0, logo o
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decresce

FONTE: O autor

Exemplo 1:

Determinar as coordenadas do ponto de inflexao da fungao f(x)=x*-2x>+
1 e analise a concavidade da fung¢ado nos intervalos (— o, 1), (0, 1) e (1, + ).

Resolucio:
Calculando as derivadas de primeira e segunda ordem de f, obtemos:

f'(x) = 4x° - 6x*
£7(x) =12x* - 12x

A andlise de sinais da segunda derivada é mostrada na tabela a seguir.

Intervalo £'(x) =12x2 - 12x Conclusao

f tem concavidade voltada para cima em

x <0 +
('°°/ O)
f tem concavidade voltada para baixo
0<x<1 em (0, 1)
f tem concavidade voltada para cima em
x>1 +

(1, + )
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Pelas conclusoes obtidas na tabela anterior, ha dois pontos de inflexao: em
x=0e x=1, pois f muda a concavidade nestes pontos.

Os pontos de inflexdao sao (0,£(0)) = (0,1) e (1,£(1)) = (1,0).

Estas conclusdes podem ser observadas no grafico de f (figura a seguir).

FIGURA 45 — GRAFICO 4.7

1+
FONTE: O autor
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RESUMO DO TOPICO 4

Neste topico estudamos formas de definir fun¢ao crescente ou decrescente,
pontos de maximo ou minimo, definir quanto a concavidade das fungdes e
também pontos de inflexdao. A seguir é apresentado um quadro-resumo destes
itens.

Sinal de f' e {" Propriedades do grafico f | Forma geral do grafico
f'(x)>0 f crescente

f'(x)>0 f concava para cima

f'(x)>0 f crescente

f'(x) <0 f cdncava para baixo /‘

f'(x) <0 f decrescente

f'(x)>0 f concava para cima

f'(x) <0 f decrescente

f'"(x) <0 f concava para baixo
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Agora chegou a sua vez de colocar em pratica o que foi estudado.
Lembre-se das orientagdes dadas para o calculo dos limites.

Nos exercicios de 1 a 3, identifique o comportamento das fungdes em
crescente e decrescente nos intervalos indicados.

1) f(x) =2x3 - 12x>+ 18x — 2 em (— o0, 1] e [2,3]
2) f(x)=x*-8 em [-3,5]
3) f(x)=x*-—x+5em [-3,0] e [2,6]

Nos exercicios de 4 a 6, identifique o comportamento das fungdes quanto
a concavidade nos intervalos indicados.

4 f(x)=x>*-6x*+9x+1em (-5,1) e(2, + ©)
5) £(x) = 3x* — 23— 125 + 18x + 15 em (= o0, — 2), [- : 1} e (4, + )
6) f(x)= 3x’5 _5x em (-0, —1)e(0,7)

Nos exercicios de 7 e 8, encontre os extremos relativos e os pontos de
inflexao das fungoes a seguir.

7) f(x)= x® +4x? + 4x

8) f(x)=3x° —5x3



TOPICO 5

ANALISE DO COMPORTAMENTO DAS
FUNCOES i

I INTRODUCAO

Dada uma curva y = f(x), usaremos a derivada para obter alguns dados
acerca da curva. Nesta se¢ao discutiremos critérios para o uso de derivadas e as
retas assintotas que auxiliaram nestes procedimentos.

Esses dados nos levam a um método geral para construir esbogos de
graficos de fungoes.

2 TESTE DA DERIVADA PRIMEIRA

Teorema 2.5.1 (Teste da derivada primeira) Suponha f continua em um
ponto critico x,.

(i)Se f’(x) >0 em um intervalo aberto imediatamente a esquerda de x,e f'(x) <0
em um intervalo aberto imediatamente a direita de x, entdao f tem um maximo
relativo em x,.

(i) Se f'(x) <0 em um intervalo aberto imediatamente a esquerda de x,e f'(x)>0
em um intervalo aberto imediatamente a direita de x, entdao f tem um minimo
relativo em x,.

(iii) Se f'(x) tiver o mesmo sinal tanto em um intervalo aberto imediatamente a

esquerda de x, quanto em um intervalo aberto imediatamente a direita de x,
entao f nao tem um extremo relativo em x,.
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FIGURA 46 — OS GRAFICOS ILUSTRAM AS DIVERSAS POSSIBILIDADES DO
TEOREMA 5.1.1
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FONTE: O autor

Exemplo 1:
Encontre os extremos relativos de f(x) = x®+2x* — 4x + 2.
Resolucio:

Para encontrarmos os pontos criticos devemos resolver a equagao f'(x)=0.
Entao

fix)=3x*+4x—-4=0
(x+2)(3x-2)=0

2
Assim, x=-2 e X = 3 sao pontos criticos de f.

Como mostramos na tabela a seguir, podemos concluir pelo teste da
derivada primeira que f tem um maximo relativo em x=—2 e um minimo relativo

2
em X=—.
3
Intervalo x+2)3x-2) f' (x) Conclusao
x<-2 -)C) + f é crescente
X =-2 0 0  f tem um maximo relativo em (-2, 10)
2
-2<x< 3 ) - f é decrescente
2 f tem um minimo relativo em
X=3 0 0 2 14
) 3 27
X2 3 (+)(+) + f é crescente

Para definir os sinais na segunda e terceira coluna foram utilizados valores
para x de acordo com seus respectivos intervalos. No intervalo x < -2, tome x
=—4 e calculamos:

f(-4) = (- 4+2[3(-8) - 2] = (- 2)(-22) =44 > 0
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3 TESTE DA DERIVADA SEGUNDA

Teorema 2.5.2 (Teste da derivada segunda). Suponha que f seja duas vezes
diferenciavel em um ponto critico x,.

(i)Se f'(x,)=0 e f’'(x,) >0, entao f tem um minimo relativo em x,.
(ii) Se f'(x,)=0 e f(x,) <0, entdao f tem um maximo relativo em x,.

(iii) Se f'( x,) =0 e f”’(x,) =0, entdo o teste é inconclusivo, isto €, f pode ter um
maximo ou minimo relativo ou nenhum dos dois em x,.

Exemplo 1:

.y . : Fx) =~ x° —2x3 £ 4x +1
Encontre 0os maximos e os minimos relativos de f{x)= EX - §X +4X+

aplicando o critério da derivada segunda.
Resolucao:

Para encontrarmos os pontos criticos devemos resolver a equagao f'(x) =
0. Entao

f'(x)=x*-5x*+4=0

x-1)(x*-4)=0

x+Dx=-D(x+2)(x-2)=0

Assim, x=+1 e x=+2 sao pontos criticos de f.

Aplicamos o Teorema 2.5.2 para verificar se f tem um extremo relativo
nestes pontos criticos. Temos f’(x) = 4x® — 10x.

Como f7(-2) =4(-2)’-10(-2) =-12<0, f tem um maximo relativo em x=-2.
Como f'(-1)=4(-1)°-10(-1)=6>0, f tem um minimo relativoem x=x=-1.
Como f(1)=4(1)-10(1)=-6<0, f tem um maximo relativo em x = 1.
Como f(2)=4(2)-10(2)=12> 0, f tem um minimo relativo em x=2.

No grafico da fungdo (figura a seguir) podemos observar os pontos
extremos da funcao.
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FIGURA 47 — GRAFICO DA FUNGCAO 5.2

FONTE: O autor

4 ASSINTOTAS HORIZONTAIS E VERTICAIS

Considere uma fungao do tipo f (x)= ~ _g- O grafico de uma fungao desta
se aproxima de uma reta a medida que x cresce ou decresce (ver figura a seguir).
Estas retas sao chamadas assintotas.

FIGURA 48 - GRAFICO 5.3

% J

FONTE: O autor

Definicdo 2.5.1 A reta x =a é uma assintota vertical do grafico de y = f(x),
se pelo menos uma das seguintes afirmagoes for verdadeira:
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(i) lim f(x)= o

X—a

(i) lim f(x)=+o0

(iii) lim f(x)= oo

(iv) fim fx)= 4o

Exemplo 1:
Verifique que areta x=-1 éuma assintota vertical do grafico de f (x)= 1

Resolucao:

Para verificar esta assintota, aplicamos a Definicdo 2.5.1. Assim,
3 3

lim f(x)= lim — 3 % etambém fim f(x)=lim = 40,

x> -1 x> Xx+1 0~ x— -1 x>-1x+1 0t

Portanto, esta verificado que a reta x=-1 é uma assintota vertical do grafico

3
de f(X)Zm

Definigdo 2.5.2 A reta y =b é uma assintota horizontal do grafico da fungao
y =f(x), se pelo menos uma das seguintes afirmacoes for verdadeira:

(i) lim f(x)=b

(i) lim f(x)=b

X—> o

Exemplo 2:

Determinar as assintotas horizontais e verticais do grafico da funcao

4
flx)=———.
(X) x? —3x+2

Resolucao:
Para encontrar uma assintota vertical aplicamos a Defini¢ao 2.5.1. Assim

lim f(x)=lim __ 4 4. +oo, implicando na reta x =1 em uma assintota

x=>1 x->1 x?2 -3x+2 0F

vertical e lim f(x)=lim 4 4 -0, implicando na reta x =2 em uma
x—2" x—2" X2 -3x+2 0~
assintota vertical.
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E agora, para encontrar uma assintota horizontal, aplicamos a Defini¢ao
5.3.2. Assim lim f(x)= lim ————— =0, implicando na reta y = 0 em uma
, X— —o0 x>-2 x2 _3x+2
assintota horizontal.

5 ESBOCO DO CRAFICO

Nosso objetivo nesta secdo nao é fazer graficos milimetricamente exatos,
plotando intimeros pontos, mas sim aplicarmos os critérios estudados nas
se¢Oes anteriores para determinar os extremos de uma fungao, os intervalos de
crescimento e decrescimento, os intervalos de concavidade, os pontos de inflexao e
outros elementos que constituem ferramentas importantes que auxiliam no esbogo
do grafico, como veremos nos exemplos a seguir.

A figura a seguir apresenta alguns pontos de destaque no grafico de
funcoes.

FIGURA 49 — MOSTRA OS PONTOS EXTREMOS DE UMA FUNCAO
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FONTE: O autor

Exemplo 1:

Esboce a curva da fungao f(x)=—-x°+6x*—9x +3.
Resolucao:

Vamos fazer um estudo detalhado sobre o que foi estudado.

Iniciamos com o estudo do dominio da fungao. Como f €é uma fungao
polinomial, seu dominio € o conjunto dos reais D(f) = IR.

O intercepto y (ponto de interse¢ao da curva com o eixo (y) é 3, ou seja,
0, 3).



fi(x)=-3x2+12x-9
f7(x)=-6x+12.

Aplicando o Teorema 2.5.2 e equacionando f’ (x)=0, temos:
-3(x2-4x+3)=0

SBx-1)(x=-3)=0
obtendo-se x=1ex=3.

Fazendo f” (x)=0, temos - 6x+12=0, edai x=2.
Faremos uma tabela com base nestes trés valores: x =1, x =2, x = 3 bem

como nos intervalos entre esses valores. Aplicaremos os varios teoremas vistos
para tirar as conclusoes na tabela.

Intervalo ) f'(x) Conclusao
x<1 - + f é decrescente e o grafico é concavo para cima
x-1 0 + f tem um minimo relativo em (1, -1)
1<x<2 + + f é crescente e o grafico é concavo para cima
x-2 0 0 f tem um ponto de inflexao em (2, 1)
2<x<3 + - f é crescente e o grafico é concavo para baixo
x=3 0 - f tem um maximo relativo em (3, 3)
x>3 - -

f € decrescente e o grafico é concavo para baixo

Como f é uma fungao polinomial, nao existem assintotas.

Logo, temos na figura a seguir o esbogo do grafico.

FIGURA 50 — GRAFICO 5.5

FONTE: O autor
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Exemplo 2:

Esboce a curva da funcao f(x)=

Resolucao:

2

x%+4

Iniciamos com o estudo do dominio da fungao f.

Esta é uma funcao racional e seu denominador é um polindmio que ¢

positivo para qualquer valor de x. Assim, o dominio é o conjunto dos reais D(f) =

IR.

O fato da funcao ser formada por expressdes em x dadas por x? sugere que

o grafico seja simétrico em relacao ao eixo y, situacao que é confirmada, fazendo f

(=) =f(x), V x.
f'(X): 2X(x2 +4)—X2.2X _ %3 1+ 8x — 2x° ) 8y
(X2 +4)2 <X2 +4)2 (Xz +4)2
f'(x) = 8x _ 8.(x2 + 4)2 —8x_4x(x2 + 4) _ _24x2 432
(x2 +4)2 (x2 +4)4 (x2 +4)3

Aplicando o Teorema 2.5.2 e equacionando f’(x) =0, temos x =0 como

ponto critico, e fazendo f " (x) =0, temos x = i& .

Faremos uma tabela com base nestes trés valores: x = —

3 23 :ﬁ,

3
x=0, x
3 X 3

Aplicaremos varios teoremas para tirar as conclusoes na tabela.

Intervalo  f(x) f'(x) Conclusao
243 , 4o .
< 3 - - f € decrescente e o grafico € concavo para baixo
= _ﬂ 0 0 243 1
3 f temum ponto de inflexdoem | =737
243 , o :
——3 <X« 0 - + f é decrescente e o grafico é concavo para cima
x=0 0 + f tem um minimo relativo em (0, 0)
23 , o :
0<x< 3 + + f é crescente e o grafico ¢ concavo para cima
_ 243 0 23 1
3 f tem um ponto de inflexao em | 737’ 4
X > Zf - f é crescente e o grafico é concavo para baixo
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Como o dominio sdo todos os reais, ndo existem assintotas verticais.

2
=1, segue que y = 1 ¢ uma assintota

Por outro lado, como lim 5
. 7 (e X
horizontal do grafico. orext +4

Assim, com todas estas informagdes, tracamos o grafico da fungao (figura
a seguir).

FIGURA 51 — GRAFICO DA FUNCAO 5.6
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FONTE: O autor

Exemplo 3:

Esboce a curva da funcio f(x)=x* —2x® +2x -1.

Resolucgao:

O dominio da fungao é D(f) =IR, pois f ¢ uma func¢ao polinomial.
O interceptoy € -1, ou seja, (0, -1).

f(x)=4x3-6x2+2
f7(x)=12x%2-12x

Aplicando o Teorema 2.4.2 e equacionando f'(x) =0, temos x = 1 e x=1
pontos criticos fazendo agora f "'(x) =0, temos x=0 e x=1. 2

. 1
Faremos uma tabela com base nestes trés valores: X=-—,x=0 e x=1.
Aplicaremos varios teoremas para tirar as conclusoes na tabela.
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Intervalo f(x) f"(x) Conclusao

X < 1 i N f € decrescente e o grafico tem concavidade
2 voltada para cima
X= - 0 " f tem um minimo relativo em | - 1.z
2 2" 16
1 sco . N f é crescente e o grafico tem concavidade voltada
para cima
x=0 0 0 tem um ponto de inflexao em (0, -1
P
0<x<1 . ) f é crescente e o grafico tem concavidade voltada
para baixo
x=1 0 0 f tem um ponto de inflexao em (1, 0)
o1 N N f é crescente e o grafico tem concavidade voltada
X

para cima

As assintotas nao existem, pois f € uma funcao polinomial.

Logo, temos na figura a seguir o esboco do grafico.

FIGURA 52 — GRAFICO 5.7

[y

1.5+

FONTE: O autor

148



RESUMO DO TOPICO 5

Neste topico vimos testes envolvendo as derivadas assintotas e o esboco
do grafico.

¢ Os testes da primeira e segunda derivada sao usados para classificar os pontos
criticos de f em maximo relativo ou minimo relativo.

¢ Ainda vimos que uma funcdo pode ter assintotas horizontais e/ou verticais e,
para isto, calculamos os limites infinitos e no infinito, ja estudados no Tépico 3
da Unidade 1.

* O esbogo do grafico retne tudo o que estudamos nestes dois ultimos tépicos.
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Agora chegou a sua vez de colocar em pratica o que foi estudado. Lembre-se
das orienta¢des dadas para o calculo dos limites.

Nos exercicios 1 e 2, identifique os pontos extremos das fungoes.
1) f(x)= x> -3x +1

4 8 3 2
2) f(x)=2x +§x -8x

Nos exercicios 3 e 4, dé as equagOes das assintotas verticais e horizontais das

funcgoes.
3) f(x):2+l
X
2x% -8
4) f(x)=
) (X) x%2 -16

Nos exercicios de 5 a 7, esboce o grafico das fungodes.

4 3y2
5) f(x):XT—%+2x+5

6) f(x)=x%-3x+2

7) f(x)=x* —4x3 +10
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TOPICO 6

APLICACOES DA DERIVADA

| INTRODUCAO

Nesta secao vamos discutir um resultado chamado Teorema do Valor Médio.
Enunciado pela primeira vez pelo matematico francés Joseph-Louis Lagrange
(1736-1813), este teorema tem muitas consequéncias importantes, tanto que é
considerado um dos grandes principios do Calculo. Para entendé-lo melhor,
precisamos primeiro enunciar o seguinte teorema.

2 TEOREMAS

2.1 TEOREMA DE ROLLE

Teorema 2.6.1 Seja f uma funcao definida e continua em [a, b] e derivavel
em (a,b). Se f(a) = f(b) = 0, entdo existe pelo menos um ponto ¢ entre a e b tal
que f'(c)=0.

NOTA

(L)Y
&’

~—"

O Teorema de Rolle tem uma interpretacdo geomeétrica simples. Como ja foi
estudado no Topico 1 desta unidade, a derivada de uma fungdo num ponto x, € igual ao

coeficiente angular da reta tangente ao grafico da funcéo no ponto (xO, f(x ). Se f'(x,) = 0, isso
significa que a reta tangente no ponto (x,, f(x,)) € paralela ao eixo x.

O Teorema 2.6.1. (de Rolle) diz que uma curva derivavel tem ao menos uma
tangente horizontal entre dois pontos quaisquer onde a curva intercepta o eixo x.
Em particular, na figura a seguir, essa curva tem trés retas horizontais.
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UNIDADE 2 | DERIVADA
FIGURA 53 - CURVA TEM TRES RETAS HORIZONTAIS
b 4

4 flle)) =0
f(cl) =0

y = f(x)

> X
0 h € ¢, €y b \L

FONTE: O autor

—
ESTUDOS FUTUROS

(DY
S

O matematico francés Michel Rolle (1652-1719) foi um autodidata em Matematica.
Em 1691, apresentou o teorema que leva seu nome. Para complementar a leitura sobre este
matematico, sugerimos a leitura em ANTON, H.; BIVENS, I; DAVIS, S. Célculo. v 1. Porto
Alegre: Bookman, 2007, p. 329.

2.2 TEOREMA DO VALOR MEDIO

Teorema 2.6.2 Seja f uma funcdo continua em [a, b] e derivdvel em
(a, b). Entao existe pelo menos um namero real ¢ no intervalo (a, b) tal que

, fib)-fla
RRSOSI0)
O Teorema 2.6.2 (Teorema do Valor Médio — TVM) afirma que existe pelo

menos um ponto ¢ € (a, b) onde a tangente a curva é paralela a corda que une os
pontos P(a, f(a)) e Q(b, f(b)), conforme a figura a seguir.

FIGURA 54 — TANGENTE PARALELA A CORDA

Tangente lela & corda
y gen’e parh

A

Inclinagio f'(c)

FONTE: O autor
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O Teorema do Valor Médio tem uma interpretacgao fisica que € a seguinte:
quando x =f{(t) é a curva posicao em relacao ao tempo para um carro movendo-se
ao longo de uma estrada reta, f (b) —f (a ) ¢ a velocidade média do carro no intervalo

b-a
de tempo a <t <b, enquanto que f'(c) € a velocidade instantanea em t=c. Assim,
o Teorema do Valor Médio estabelece que, pelo menos uma vez durante o intervalo
de tempo, a velocidade instantanea serd igual a velocidade média. Por exemplo, se
a velocidade média de um automoével em um dado percurso for de 95 km/h, entao,
em algum momento, o velocimetro marcou 95 km/h.

Exemplo 1:

Determinar o ponto ¢ através do Teorema do Valor Médio, para o caso de
f(x) =x2+5x, com 1 <x < 3.

Resolucao:

Temos a=1eb=3.
Fla)=f(1)=1+5=6 flb)=£(3)=9+15=24

flx)=2x+5 flo=2c+5
(. f(b)-f(a) .
f'lc)= ———
(c) b2 , entao
2c+5-24=6

3-1
2c+5=9

Portanto, ¢ = 2.

Exemplo 2:

Um automovel percorre 4 km de uma estrada reta em 5 minutos. Prove
que o velocimetro mostra, pelo menos uma vez durante o percurso, exatamente

48 km/h.

Resolucao:

. . 1
O automovel percorreu 4 km em 5 minutos (= 12 hj . Vamos calcular a sua
velocidade média.

,hs
At
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4
Vm= 7= 48 km/h.
12
O Teorema do Valor Médio garante que, pelo menos uma vez ao longo dos
4 km, o automovel esteve a 48 km/h.

3 PROBLEMAS DE MAXIMIZACAO E MINIMIZACAO

Para resolver problemas que envolvem maximos ou minimos, vamos ter
que lidar com mais de uma variavel, e o primeiro passo sera identificar qual destas
varidveis deve ser maximizada ou minimizada. Tal varidvel devera ser expressa
como fung¢ao de uma unica variavel independente para que possamos aplicar o
que estudamos sobre maximos e minimos.

O procedimento descrito acima é chamado de otimizagao. Otimizar alguma
coisa significa maximizar ou minimizar alguns de seus aspectos.

Exemplo 1:

Deseja-se construir uma caixa de forma retangular. A caixa que sera
construida tem 80 cm de perimetro. Calcule as dimensdes dessa caixa para que ela
tenha a maior drea possivel.

Resolucao:

Vamos definir as varidveis do problema.

x: comprimento do retangulo (cm)
y: largura do retangulo (cm)

A: area do retangulo (cm?) y
Assim, a area do retangulo ¢ dada por A =x-y.
Como o perimetro do retangulo ¢ de 80 cm, temos %

2x+2y=80=y=40-x.

Fazendo substituicao nas sentengas da drea com a do perimetro, obtemos:
A(x)=x(40 —x)
A(x) =40x — x2

Como representa um comprimento, x nao pode ser negativo como com o
perimetro de 80 cm, segue que 0 < x < 40.

Para encontrar a drea maxima temos que encontrar o ponto de maximo
relativo da fungao area. Para isso temos que fazer: A’=0 e ter A”(x)<0.

A'(x) =40 -2x

40-2x=0

X =20.

A”(x)=-2. Assim,

A”(20) = -2.
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Entao, a partir de x =20, encontamos o valor de y (largura) substituindo
em y=40-x. Dai, y=20.

Portanto, para que a caixa tenha drea maxima, devemos ter x=20 e y =20.
Resulta um quadrado, é um caso particular do retangulo.

Apresentamos agora, de acordo com Finney, Weir e Giordano (2002, p.
275), uma estratégia para facilitar a resolugao dos problemas.

Estratégia para Resolver Problemas de Maximo e Minimo

Exemplo 2:

Passo 1 Compreendendo o Problema. Leia o problema atentamente.
Identifique as informagOes necessarias para resolvé-lo. O que é
desconhecido? O que é dado? O que é pedido?

Passo 2 Desenvolva um Modelo Matemdtico para o Problema. Desenhe
figuras e indique as partes que sdo importantes para o problema.
Introduza uma varidvel para representar a quantidade a ser maximizada
ou minimizada. Utilizando essa variavel, escreva uma funcao cujo valor
extremo fornega a informacgao pedida.

Passo 3 Determine o Dominio da Funcdo. Determine quais valores da
variavel tém sentido no problema. Se possivel, esboce o grafico da
fungao.

Passo 4 Identifique os Pontos Criticos e as Extremidades. Determine onde a
derivada é zero ou nao existe. Utilize aquilo que vocé sabe sobre a forma
do grafico de uma fungao e sobre a fisica do problema. Use a primeira e
a segunda derivada para identificar e classificar os pontos criticos (onde
f' = 0 ou ndo existe).

Passo 5 Resolva o Modelo Matemdtico. Se nao estiver seguro sobre o
resultado, utilize outro método para embasar ou confirmar sua solugao.
Passo 6 Interprete a Solugdo. Traduza seu resultado matematico de volta
para a linguagem original do problema e decida se o resultado tem
sentido ou nao.

Um fabricante de latas cilindricas de conservas recebe um pedido muito
grande de latas com volume de 600 ml. Quais as dimensdes que minimizarao a
area total da superficie de uma lata como esta e, portanto, a quantidade de metal
necessario para fabrica-la?

Resolucao:

Vamos resolver este problema identificando os passos da estratégia

sugerida acima.

Passo 1 - Compreendendo o Problema.

Sendo r e h o raio da base e a altura de uma lata cilindrica (figura a

seguir), seu volume é

V =rr?h

z.r?.h =600

e a drea da superficie total é A = 27.r? +2z.r.h.
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FIGURA 55 — O RAIO DA BASE E A ALTURA DE UMA LATA
CILINDRICA

h

FONTE: O autor

Interpretemos a sentenga: “quais as dimensdes que minimizarao a drea
total da superficie”. Procuramos as dimensdes r e h que permitem que a area da
superficie total seja a menor possivel e, ainda assim, satisfaga a exigéncia de que o
volume seja de 600 ml.

Passo 2 - Desenvolva um Modelo Matemitico para o Problema.
Devemos minimizar A, que € uma fung¢ao de duas variaveis, notando que a
equacao do volume relaciona essas variaveis. Logo, isolamos a altura #, obtendo:

600

7[.[’2

h

e substituimos na férmula da drea total para expressar A como fungao so
de 7,

600

7z.r2

A(r)=2zr® + 1200
r

A(r) = 2z.r? +2zr.

Passo 3 - Determine o Dominio da Funcdo.

O grafico dessa fungao (figura a seguir) mostra que A é grande quando r

¢ pequeno ou grande, com um minimo em algum ponto intermedidrio, sendo r >
0.

156



FIGURA 56 — GRAFICO DA FUNCAO 64

°
r=7?

FONTE: O autor

Passo 4 - Identifique os Pontos Criticos e as Extremidades.
Como sabemos, para descobrir a localizagdo precisa desse minimo,
derivamos a funcao da area, igualamos a derivada a zero e resolvemos,

dA 1200

— =4xr -

ar r2

Arr— 1280 =0
r

4z.r® =1200

7.3 =300

Passo 5 - Resolva 0 Modelo Matemdtico.
As dimensdes reais da lata em questdao podem ser obtidas ao resolvermos

a ultima equagao. Assim,

300
r= 3,/— ou r =457
Va

Utilizemos esse valor para calcular h:

h

_600_600( P j%
1300

rr® oz



600
h=23w/ ——ou h=914.

Note que h=2r.

Passo 6 - Interprete a Solucdo.

Do ponto de vista de diminuir os custos da matéria-prima, esse resultado
revela que para uma lata cilindrica de 600 ml, a altura deve ser igual ao diametro
dabase, comr=4,57 cmer=9,14 cm.

Exemplo 3:

Considere a fungao custo total f(x) =20 + 2x + 0,05x%, onde f(x) denota o
custo total e x a quantidade produzida. Quantas unidades deverao ser fabricadas
para que o custo médio seja o menor possivel?

Resolugao:

_y _flx)
O custo médio é calculado por Cp ==
Para encontrar o menor custo médio posswel temos que encontrar o ponto
de minimo relativo da fun¢do custo médio

20 + 2x + 0,05x2
Cm (X) = X

Cm(X)= §+2+005x
X

O dominio da fungado custo médio é x>0, ja que x representa a quantidade
produzida.

Temos que derivar f mas, antes, vamos reescrever a fun¢ao, de uma
maneira apropriada para facilitar a derivacao

Cp = 20x '+ 2+ 0,05x

-20
m =—-20x"?+005 ou Cp, =—, +0,05

40

— o _
¢/l =40x73 ou Cm_x3

Para isso temos que fazer c',, (x)=0eterc",, (x) >0

x =-20 ou x = 20.
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Pelo dominio, o tnico valor a ser combinado é x = 20. Verificamos se
"
cih(x)>0

" _ 40
cm(20)= 20°
c,''(20) = % = 0,005 (entdo 20 é ponto de minimo relativo, pois ¢y (x)>0)

Portanto, devem ser fabricadas 20 unidades para que o custo médio seja o
menor possivel.

4 REGRAS DE LHOSPITAL

Estudaremos algumasregras para o calculo delimitesindeterminados. Estas
regras baseiam-se no calculo da derivada e sdo chamadas de regras de L’hospital,
em homenagem ao matematico francés Guillaume Frangois de L’Hospital (1661-
1707).

Teorema 2.6.3 (Regra de L’'Hospital para a indeterminagao 0/0) Sejam f e
g fungdes derivaveis em todos os pontos de um intervalo aberto que contenha x =
a, exceto, possivelmente, em x = a, e que:

lim f(x)=0 e lim g(x)=0

X—>a X—>a

r

f'(x ' o
x) M & (x) # 0 para x # 4, ou se esse limite é +0ou —»,

se existe lim
X—a g

entao:

f'(x)

. f(x) _lim _
)!T]a g(x) - )!aa g'(x) o

—
ESTUDOS FUTUROS

(LY
&’

~—

Caro(a) académicol(a), talvez vocé ja tenha consultado algum material de Calculo
e observou esta regra com ‘outro” nome: LU'Hdpital. Isto € uma curiosidade, se consultar
diversos autores, alguns apresentam L'Hospital enquanto que outros L'Hopital. Sugiro que
pesquise um pouco mais sobre este matematico francés e sobre esta curiosidade em seu
nome.
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Exemplo 1:

2 —
Calcule lim =X L .
x=>-1 X+1

Resolucao:

O numerador e o denominador tém um limite zero. Portanto, o limite é
uma forma indeterminada do tipo 0/0. Aplicando o Teorema 2.6.3, obtemos:

2
im X271 im - o
x—>-1 X+1 x—>-1 1

Exemplo 2:

Calcule lim sen 5X.
x—0 3X

Resolucao:

O numerador e o denominador tém um limite zero. Portanto, o limite é
uma forma indeterminada do tipo 0/0. Aplicando o Teorema 2.6.3, obtemos:

sen5x . 5cos5x 5
= lim —=

)!i_r)no 3x x>0 3 3’
Exemplo 3:

Calcule lim 1+ x)*.
Resolugao:

A indeterminacao deste limite ¢ do tipo 1. Vamos transforma-la numa
indeterminagao do tipo 0/0 com o auxilio de logaritmos (In).

Seja L = lim (1+x)*. Entao tnL = ln[lim (1+x)%} dai

x—0

il =lim n(1+x)*

x—0

L= lim 1zn(1+x)

x>0 X
1/
L = tim 0%)
x—0 X

Agora, o limite estd pronto para aplicarmos o Teorema 2.6.3:
1

ln(1+x): lim 1+ X
X x—>0

nlL = lim
x—0

inlL =1
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Como InL =1, temos L =e e assim,

lim (1+ x)j"; =e.
x—0

Teorema 2.6.4 (Regra de L’Hospital para a indeterminagdo /*) Sejam f e
g fungdes derivaveis em todos os pontos de um intervalo aberto que contenha x =
a, exceto, possivelmente, em x=a,eque

lim f(x)=o0 e lim g(x)=o

Xx—a X—a

. o fllx .. ,
se existe lim ( ), com g'(X)i 0 para x #a, ou se esse limite é +~ ou —x,
~ . X—a g'(X)
entao:

im flx) = lim Flx) =
Magl) Ategl)

Exemplo 4:

. 7
Calcule lim X,

x>+ X
Resolucao:

O numerador e o denominador tém um limite +- . Portanto, o limite é uma
forma indeterminada do tipo «/«. Aplicando o Teorema 2.6.4, obtemos:

im —= Ilim —=0.
x>+ X X—>+0 @

Exemplo 5:
tn x
Calcule lim ——=.
x—>+0 3y
Resolucgao:

O numerador e o denominador tém um limite +~ . Portanto, o limite é uma
forma indeterminada do tipo ©/® . Aplicando o Teorema 2.6.4, obtemos:

in x .
lm === lim X
X—> +0 X X—> +o0 1X_%
3
2
inx 3XA

Calculando o limite acima, aideterminagao do tipo «/ continua, aplicamos
novamente a regra de L'Hospital:



n x .
lim == = lim —=0
X—> +0 X X— +0 XA
Exemplo 6:

Calcule )!@0 ( L L j

sen x 4x

Resolucao:

Os dois termos tém limite +«. Portanto, o limite é uma forma indeterminada
do tipow — o0 . Vamos transforma-la numa indeterminacao do tipo 0/0 fazendo

. 1 1 . 4x —sen x
lim -—— = lm —
x—>0 (senx 4x x>0 4xsenx

Agora, o limite esta pronto para aplicarmos o Teorema 2.6.3:

. 1 1 . 4 —cos x
lim —— = lim
x>0 \senx 4x x—>0 4sen x +4xcos x

Calculando o limite acima, a ideterminagao do tipo 0/0 continua, aplicamos
novamente a regra de L’Hospital

. 1 1 . sen x
lim —— | = lim =
x—>0 \sen x 4x x—>0 8cos x —4xsen x

=0.

®|o

LEITURA COMPLEMENTAR

2.1 0 QUE E CALCULO? O PROBLEMA DAS TANGENTES

Comegamos nosso estudo de Calculo com uma breve apreciagao sobre seu
contetdo e as razoes de sua importancia. Uma vista geral do percurso que esta a
frente pode ajudar-nos a atingir uma clareza de propdsito e senso de direcao que
nos serao muito tteis no meio dos muitos detalhes técnicos que constituem a parte
principal de nosso trabalho.

O Célculo € usualmente dividido em duas partes principais - cdlculo
diferencial e cdlculo integral -, sendo que cada uma tem sua propria terminologia
nao familiar, notacdo enigmatica e métodos computacionais especializados.
Acostumar-se a tudo isto exige tempo e pratica, processo semelhante ao de
aprender uma nova lingua. Entretanto, esse fato nao deve nos impedir de ver no
inicio que os problemas centrais do assunto sao realmente muito simples e claros,
sem nada de estranho ou misterioso acerca deles.
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Quase todas as ideias e aplicagdes do Célculo giram em tomo de dois
problemas geométricos que sao muito faceis de ser entendidos. Ambos se referem
ao grafico de uma fungao y = f(x). Evitamos complica¢des assumindo que esse
grafico esta inteiramente acima do eixo x, como na Fig. 2.1.

a X
Figura 2.1 A esséncia do Calculo.

PROBLEMA 1 O problema basico do calculo diferencial é o problema das
tangentes: calcular o coeficiente angular da reta tangente ao grafico num ponto
dado P.

PROBLEMA 2 O problema basico do calculo integral é o problema das dreas:
calcular a area debaixo do grafico, entre os pontos x=a e x=b.

O que faremos em seguida estara sempre relacionado com esses dois
problemas, as ideias e técnicas desenvolvidas para resolvé-los e as aplica¢des
originadas deles*.

* Para os leitores interessados nas origens das palavras, calculus, na Roma Antiga,
era uma pequena pedra ou seixo utilizado para contagem e jogo, e o verbo latino calculare
passou a significar "figurar”, "computar”, "calcular”. Hoje Calculo é um método ou sistema
de métodos para resolver problemas quantitativos de uma natureza particular, como
no calculo de probabilidades, calculo de diferencas finitas, calculo tensorial, calculo das
variagdes, calculo de residuos etc. Nosso Calculo - o ramo da Matemdtica que compreende
o calculo diferencial e integral - é as vezes chamado o Calculo, para distingui-lo de todos

esses outros calculos subordinados.

A primeira vista, esses problemas parecem de alcance bem limitado.
Esperamos que eles lancem luz, de modo significativo, sobre a Geometria - e eles
o fardo. O que é muito surpreendente é constatar que eles tém também muitas
aplicacdes profundas e de longo alcance em vdrias ciéncias. O Calculo adquire
importancia no grande mundo fora da Matematica por meio dessas aplica¢oes
cientificas, e um de nossos principais objetivos é introduzir o estudante a uma
variedade delas tdo grande quanto possivel. Ao mesmo tempo, continuaremos a
enfatizar a Geometria e as aplicagdes geométricas, pois este é o contexto em que as
ideias do Calculo sao mais facilmente compreendidas.
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As vezes é dito que o Calculo foi "inventado" por aqueles dois grandes
génios do século XVII, Newton e Leibniz**. Na verdade, o Célculo é o produto
de um longo processo evolutivo que comegou na Grécia Antiga e continuou no
século XIX. Newton e Leibniz foram homens verdadeiramente notaveis e suas
contribui¢des foram de importancia decisiva, mas o assunto nem comegou nem
terminou com eles.

Os problemas enunciados acima estavam presentes nas mentes de muitos
cientistas europeus da metade do século XVII - mais notadamente em Fermat
- e foi feito um progresso consideravel em cada um deles, com engenhosos
métodos especiais. A grande realizacdo de Newton e Leibniz foi reconhecer e
explorar a intima conexdo entre esses problemas, que ninguém tinha entendido
completamente. Especificamente, eles foram os primeiros a entender o significado
do Teorema Fundamental do Cdlculo, o qual diz, com efeito, que a solugao do problema
da tangente pode ser usada para resolver o problema da area. Esse teorema —
certamente o mais importante de toda a Matematica - foi descoberto por cada um
deles, independentemente um do outro, e eles e seus sucessores usaram-no para
unir as duas metades do assunto numa arte de resolucao de problemas de poder e
versatilidade impressionantes.

** E as vezes escrito Leibnitz (prontncia latina) para sugerir a prontincia
correta.

Como essas observagoes sugerem, come¢amos nosso trabalho fazendo
um estudo bastante completo do problema da tangente. Depois [...] voltamos
ao problema da drea. Dai, prosseguimos em varias dire¢des, estendendo nossos
conceitos e instrumentos basicos para classes mais amplas de fun¢ées com maior
variedade de aplicagOes significativas.

Antes de tentar calcular o coeficiente angular de uma reta tangente,
devemos primeiro decidir o que é uma reta tangente - e isto nao ¢ tao facil quanto
parece.

No caso de uma circunferéncia nao ha dificuldade. Uma tangente a uma
circunferéncia (Fig. 2.2, a esquerda) é uma reta que intercepta a circunferéncia
em apenas um ponto, chamado o ponto de tangéncia; as retas nao-tangentes ou
interceptam a circunferéncia em dois pontos diferentes ou nao a interceptam.

Figura 2.2
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Essa situacao reflete a ideia intuitiva, que a maioria das pessoas tem de
tangente a uma curva num dado ponto como sendo uma reta que "toca" a curva
naquele ponto*. Ela sugere também a possibilidade de definir uma tangente a uma
curva como uma reta que intercepta a curva em apenas um ponto. Essa definigao
foi usada com sucesso pelos gregos ao tratarem de circunferéncias e algumas
outras curvas especiais, mas, para curvas em geral, ela é totalmente insatisfatoria.
Para compreender o porqué, considere a curva mostrada na Fig. 2.2 a direita. Ela
tem uma tangente perfeitamente aceitavel (a reta debaixo), que essa definigcao
rejeitaria, € uma reta obviamente nao-tangente (a reta de cima), que seria aceita.

* A palavra latina tangere significa "tocar".

O conceito moderno de reta tangente originou-se com Fermat, em torno
de 1630. Como os estudantes poderao ver, esse conceito é nao s6 um enunciado
razoavel acerca da natureza geométrica das tangentes, mas é também a chave de
um processo pratico para a construgao de tangentes.

Resumidamente, a ideia é esta: considere uma curva y=f(x) e P um dado
ponto fixo sobre essa curva (Fig. 2.3 ). Considere Q um segundo ponto préximo
de P sobre a curva e desenhe a reta secante PQ. A reta tangente em P pode agora
ser encarada como a posi¢ao-limite da secante variavel quando Q desliza ao longo
da curva em direcao a P. Veremos na Segao 2.2 como essa ideia qualitativa leva,
pelo menos, a um método quantitativo para o cdlculo do coeficiente angular exato
da tangente em termos da fungao f(x ) dada.

Yy

Figura 2.3 A ideia de Fermat.

Que nao haja ma compreensao. Essa maneira de pensar acerca de tangentes
nao é um ponto técnico de menor importancia na geometria de curvas. Pelo
contrario, é uma das trés ou quatro ideias mais fecundas que qualquer matematico
ja tenha tido, pois, sem ela, ndo haveria o conceito de velocidade ou aceleragao ou
forca em Fisica, nem dindmica ou astronomia newtoniana, nem ciéncia fisica de
qualquer natureza, exceto como mera descri¢ao verbal de fendmenos, e certamente
nao teriamos a idade moderna da Engenharia e tecnologia.

FONTE: SIMMONS, George F. Calculo com geometria analitica. Sdo Paulo: Pearson Makron
Books, 1987. p. 69-72. v. 1.
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RESUMO DO TOPICO 6

e Estudamos o Teorema de Rolle e o Teorema do Valor Médio, este tlltimo muito
importante no Calculo e tendo aplicagdes praticas.

* Resolvemos problemas de otimizagdo, envolvendo maximos e minimos de
fungdes onde aplicamos os conceitos estudados nos Tépicos 4 e 5.

¢ Finalizando este tdpico, resolvemos limites indeterminados aplicando a

chamada Regra de L'Hospital. Esta regra facilita o processo de “levantar” a
indeterminagao dos limites, que foi estudado no Tépico 2 da Unidade 1.
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AUTOATIVIDADE

Agora chegou a sua vez de colocar em pratica o que foi estudado. Lembre-se
das orienta¢des dadas para o calculo dos limites.

1) Verifique se as condi¢des do Teorema do Valor Médio sao satisfeitas pela
fungao f(x) =x3+3x2-5 em [ -1, 2]. Determine os pontos desse intervalo onde
se verifica a afirmacao do teorema.

2) Um motorista esta dirigindo em uma estrada reta com o limite de velocidade
de 80 km/h. As 08 horas e 05 minutos da manha, um controlador cronometra
a velocidade do carro como sendo 75 km/h e, 5 minutos depois, um segundo
controlador, 10 km adiante na estrada, cronometra a velocidade do carro
como sendo de 80 km/h. Explique por que o motorista poderia receber uma
multa por excesso de velocidade.

3x X

nh funcao f(x)=50+—"-
3) Suponha que a fungio f(x) * > " 20000
aproximada de sacas de milho produzidas por hectare, num determinado
terreno, ao se aplicar x gramas de adubo por metro quadrado, onde 0 < x <

150. Determinar a quantidade de adubo a ser aplicada por metro quadrado

forneca a quantidade

para obtermos a maior producao possivel.

4) Uma caixa d’dgua (sem tampa) deve ter o formato de um paralelepipedo reto
retangulo, ter altura igual a largura e que a soma das dreas de suas paredes
(incluindo o fundo) seja 6 m2. Determinar suas dimensoes para que sua
capacidade seja a maior possivel.

5) Encontre o raio e a altura do cilindro circular reto de maior volume que pode
ser inscrito em um cone circular reto com 10 cm de altura e 6 cm de raio.

6) Uma forma liquida de penicilina fabricada por uma firma farmacéutica é
vendida a granel a um preco de R$ 200,00 por unidade. Se o custo total de
producao (em reais) para x unidades for c(x)=2500.000 + 80x +0,003x2 e se a
capacidade de produgao da firma for de, no maximo, 30.000 unidades em um
tempo especificado, quantas unidades de penicilina devem ser fabricadas e
vendidas naquele tempo para maximizar o lucro?

Nos exercicios de 7 a 13, calcule os limites utilizando a regra de L’Hospital.

4 3

.ox =Tx +x+5
7) lim 5 >

=1 2x” +4x” —6x



lim
8) X—>+0 €3x +x

lim 2x* —24x+32
?) =22x° —9x* +12x—4
10) lim
1) lim 2%

X—>+00 ’\/;
12) lim —5!

i x4 4x

) 1—cos x
13) lm ———

x—0 X



UNIDADE 3

INTEGRACAO

OBJETIVOS DE APRENDIZAGEM

A partir desta unidade voceé sera capaz de:
e reconhecer os diferentes tipos de integrais;

e resolver as integrais através das técnicas de integragao por substituicao e
integracao por partes;

e calcular drea entre curvas utilizando as integrais;

e calcular volume de sélidos de revolugao;

e calcular valor médio de uma funcao;

e calcular integrais de fung¢des racionais por fragdes parciais;

e calcular integrais improprias.

PLANO DE ESTUDOS

Esta unidade esté dividida em cinco tdpicos, apresentando as principais técnicas
de integragao e aplicagdes de integrais definidas. Em cada tdpico é apresentado
o conceito, seguido de diversos exemplos para auxilid-lo(a) na compreensao e
resolugao dos exercicios propostos.

Além disso, é apresentado um resumo do topico e um texto complementar. Nes-
te texto é dada énfase a personalidade matematica de Gottfrield Wiheim von
Leibniz, que contribuiu no desenvolvimento do calculo diferencial e integral.

TOPICO 1-INTRODUCAO A INTEGRAL
TOPICO 2 — DEFININDO AREA COMO UM LIMITE
TOPICO 3 - APLICACOES DA INTEGRAL DEFINIDA

TOPICO 4 - METODOS DE INTEGRACAO I

TOPICO 5 - METODOS DE INTEGRACAO IT
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TOPICO |

INTRODUCAO A INTEGRAL

| INTRODUCAO

Na Unidade 2 estudamos a derivagao (calculo diferencial), que, em termos
geométricos, corresponde ao coeficiente angular da reta tangente a curva. A
derivada também é um método de calculo para descrever como as fun¢des variam
em um dado momento. Esse fato levou os estudiosos a buscarem um método para
descrever como essas varia¢des instantaneas poderiam se acumular ao longo de
um intervalo para produzir a fungao.

2 INTRODUCAO A INTEGRAL

Havia outro estudo, eles investigavam areas sob curvas, uma pesquisa que
desenvolveu o segundo ramo principal do calculo, chamado calculo integral.

Newton e Leibniz sabiam intuitivamente que existia uma ligacao entre
coeficientes angulares de retas tangentes e 4reas entre curvas. A descoberta
desta ligacdo (chamada de Teorema Fundamental do Calculo) juntou o calculo
diferencial e integral, tornando-os a ferramenta mais poderosa que os matematicos
j& obtiveram para entender o universo.

3 INTEGRAL INDEFINIDA

Caros académicos, iniciaremos o estudo de determinar uma fungao f(x) a
partir de um de seus valores conhecidos e sua derivada f'(x).

Primeiro, precisamos encontrar uma formula que dé todas as fun¢des que
poderiam ter f(x) como derivada. Essas fun¢des sdo chamadas primitivas de f(x),
e a férmula que fornece todas elas é chamada integral indefinida.

Aintegral indefinida consiste no processo inverso ao da derivac¢ao, chamado
de antiderivacao.

Para a derivada da funcao F(x) = 3 x2, obtemos F’(x) = f(x) = 3x. Como a
integracao é o processo inverso da derivac¢ao, deve-se obter uma funcao F(x) tal
que F’(x) =3x. A fungao



UNIDADE 3 | INTECRACAO

F(x)= % x?, € uma solugao, mas existem outras, como: F (x) = % x2+4 (F/(x)
= 3x = f(x)).

Definicao 3.1.1 Uma funcdao F(x) € uma primitiva de uma fungdo f(x) se
F’(x) = f(x) para qualquer x no dominio de f.

Exemplo 1:

Encontre a fun¢ao primitiva de f(x) =3x°.

Resolugio:

F(x) = x?ﬁ ¢ uma primitiva da fungao f(x) = 3x°.

Pois, F'(x) = % . 6x°=3x°= f(x), satisfaz a Defini¢ao 1.1.1.
Exemplo 2:

As fungdes g(x) = x?} +4 e h(x)= % (x® + 3) também sao primitivas da fungao
f(x) =x2

Resolucao:

Verificaremos a igualdade F'(x)=f(x) da Definigao 1.1.1. Assim,

g'(x)=%.3x2+0=x2=f(x)e

h'(x) = % (x3+3)°% 3x2=x2 = f(x).
Teorema 3.1.1 Se F(x) for qualquer primitiva de f(x) em um intervalo [a,
b] entdo, para qualquer constante ¢, a fungao F(x) + ¢ é também uma primitiva

de f(x) em [a, b].

A constante ¢ é chamada de constante de integracdo: ela é uma constante
arbitrdria, uma vez que a ela pode ser atribuido qualquer valor real.

Defini¢ao 3.1.2 O conjunto de todas as primitivas de f(x) é a integral
indefinida de f em relagao a x, denotada por:

[ £(x) dx.

Representamos a integral pelo simbolo |. A fungdo f(x) é o integrando de
uma integral e dx indica a varidvel de integracao.

A integral indefinida de uma fungao [ f(x)dx = F(x) + ¢ é na verdade uma
familia de fungdes: para cada valor atribuido a constante de integragdo ¢ temos
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| INTRODUCAO A INTECRAL

uma nova fungao que é solucao da integral. Um membro especifico da familia é
determinado atribuindo um valor particular a constante de integracao.

Exemplo 3:
Calcule | cos(4x)dx.

Resolucao:

F(x) = i sen(4x) é uma primitiva da funcdo f(x) = cos (4x).
Entdo, pelo Teorema 1.1.1 [ cos(4x)dx = i sen(4x) + c.
Exemplo 4:

Calcule | 2xdx e faca o grafico com varias primitivas da f(x).

Resolugao:

Como visto anteriormente, ha varias primitivas para uma mesma fungao,

que diferem entre si pelo valor da constante ¢ (constante de integragao).

Assim, | 2xdx =x2 + c.

Na figura a seguir mostramos o grafico das curvas y =x2+c.

FIGURA 57 — O GRAFICO DAS CURVAS y = x* + C
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FONTE: O autor



UNIDADE 3 | INTEGRACAO

&

Usamos.o simbolo.{ f(x)dx para designar a integral indefinida. De acordo com esta
notacdo, o simbolo! é chamado sinal de integracdo e a funcéo f(x) integrando. O simbolo dx
que aparece no integrando serve para identificar a variavel sobre a qual integraremos.

4 PROPRIEDADES DA INTEGRAL INDEFINIDA

Assim como os limites e as derivadas, as integrais obedecem as regras
algébricas, conforme veremos a seguir.

1) Integral de uma funcao: J dx=x+c.

2) Integral da multiplicacao por uma constante: Sejam f(x) uma fungao
integravel e k uma constante real qualquer. Entao, ! k f{x)dx =k f(x)dx.

Exemplo 1:

Isdx=50dx=5x+c.
3) Integral da soma: Sejam f(x) e g(x) fungdes integraveis. Entao,
I 1) + gtondx =1 fodx + grdx.

Exemplo 2:

3 2
] (x2+x+4)dx=I sedx + I xdx + ] 4dx = %+X7 +4x +c.

4) Integral da diferenca: Sejam f(x) e g(x) fungOes integraveis. Entao,
] [f(x) — g(x)]dx = ff(x)dx - fg(x)dx.

Exemplo 3:

5 3
] (x4—x2)dx=I xtdx - xedx = %—%+C-
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| INTRODUCAO A INTECRAL
S INTEGRAIS IMEDIATAS

A integragao é o processo inverso da derivagao. Assim como, na derivagao,
temos “regras” de integracao para func¢des basicas.

TABELA DE INTEGRAIS IMEDIATAS

1)Idu=u+c

n+1
Z)Iu“du=u +c,n#-1
n+1

3)J ﬂ=1n|u| +C
u

4)Ia“du= a
In a

+c,a>0,a#1
S)Ie“du=e“+c
6)Isenudu=-cosu+c
7)Icosudu=senu+c
8)Isec2udu=tgu+c
9)Icosseczudu=-cotgu+c

1O)Isec utgudu=secu+c
11)Icossec u.contg u du = - cossec u +c
12)Jsecudu=ln|secu+tgu| +c
13)Icossecudu=1n|cossecu—cotgu| +c
14)Itgudu=ln|secu| +c

15)Ic0tgudu=ln|senu| +c

Exemplo 1:
441 5
Ix4dx=x te=21c.
4 +1 5



Exemplo 2:

4 4
I2x3dx=2jx3dx=2x—+c=x—+c-
4 2

Exemplo 3:
—2+1 -1
jidx:Jx‘zdx: +c:X_+C:_1+C_
x2 -2+1 -1 X
Exemplo 4:
Yo+1 3
J‘\/;dx=jx%dx=x2 +c=XZ+c=E\/x3+c.
Y+ 1 3 3

1
No caso da func¢do poténcia f(x) = x -1 = —, a integral é especial, porque uma
X

1
primitiva da funcgdo f(x) = x -1 € a funcao f(x) = In|x| . Portanto, J.;dX =1Inlx| + c.

Exemplo 5:

Calcule J(ze —44+ 3«/;)dx _

Resolugio:

I(ze -4+3&)dx=6jx2 dx — 4] dx + 3[ x ax
=6§—4x+3%+c

%
=2x3 —4x+3.2x

+C

=2x3 —4x+2x” +¢




| INTRODUCAO A INTECRAL

Exemplo 6:
Calcule J (sec x.tg + 7cossec® x) dx
Resolugao:

] (sec x.tg + 7cossec®x) dx = J (secx.tg x) dx + 7I cossec’x dx =sec x —7cotg x + ¢

Exemplo 7:
2
Calcule J‘(S\l x? - —j dx .
5x
Resolugio:

I[%/X_z—%jdx:.ﬁ/x_zdx—j%dx

=Ix% dx—%j%dx

x% |
= 5/3 —g n|X|+C
3x% 2
= -=In|x|+c
5 5

6 INTEGRACAO POR SUBSTITUICAO

Algumas integrais sdo resolvidas aplicando uma das férmulas bésicas
(integrais imediatas) depois de ser feita uma mudanga de varidvel (substituicao).
O método da substituicao é motivado pela regra da cadeia do ponto de vista
da antidiferenciagao. Assim, sejam f(x) e F(x) duas fungdes tais que F'(x) = f(x) e
suponhamos que g seja uma outra fungao diferenciavel. Vamos derivar a funcao
composta F (g (x)). Aplicando a regra da cadeia, escrevemos:

[F(gC]" =F(g(x)) - 8" (%)

Integrando a igualdade, temos

TP (g(3) - &' (3) dx = F(g(x) + ¢
e, como temos que F(x) é uma primitiva de f(x),

I (gx) . g'(x) dx = F(g(x)) + c

Veja como se da a substitui¢do na integral em que a fungao integrante é
uma derivada de uma fun¢ao composta.
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UNIDADE 3 | INTEGRACAO

jf(g(x)) .g'(x)dx = ] f(u) du Substituir u = g(x) e du = g'(x) dx
=F(u)+c Encontrar a primitiva F(u) de f(u)
=F(g(x)) + ¢ Voltar para a varidvel x

O objetivo da técnica de integracao € tornar a integral tdo simples que a
integral fique semelhante a uma das integrais da tabela de integrais imediatas.

Caro(a) académico(a), por uma questdo de organizacdo nos exemplos que
sequirdo, nas suas resolucdes a coluna da direita sera reservada para mostrar as substituicdes
feitas e as derivadas necessarias.

Exemplo 1:
Calcule a integral f (x*=7)1 3x> dx

Resolugdo: Perceba que a escolha da fungao u é fundamental para o sucesso
da resolugao da integral. Também deve ser observado que a fungao u devera ser
derivada e, neste caso, tratando-se de fungdes polinomiais, a func¢ao u deve ser a
funcao de maior grau. Ja que, ao aplicar a regra de derivagao da poténcia, a fun¢ao
diminui o grau, facilitando nossa integracao.

Escolhendo como u = x* — 7 (possui maior grau), entao du = 3x? dx. Assim,
escrevemos a integral como:

J‘(x:"—7)153x2 dx=J.u15 du u=x®-7
u16 %23)(2
=—+c¢ X
16
x3_7)° du = 3x? dx
= +c
16
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OPICO 1 | INTRODUCAO A INTECRAL

Siga 0s seguintes passos para calcular a integral I f(g(x)).g (x) dx.

Passo 1: Faca uma escolha para u, isto é, u = g(x). A escolha deve se basear no fato de que
se quer facilitar a integracgéo.

du
Passo 2: Calcule — = g'(X).
dx

Passo 3. Faca a substituicdo u = g(x), du = g (x) dx. Depois de feita a substituico de variavel,
toda a integral deve estar em termos da variavel u; nenhum x deve continuar aparecendo.
Se isto nao acontecer, deve-se tentar uma nova escolha para u.

Passo 4: Calcule a integral resultante, se possivel. Neste momento, a integral resultante deve
ser uma integral imediata.

Passo 5: Substituir u por g (x); assim a resposta final estara em termos de x.

Exemplo 2:
10x*
i ——dx
Calcule a integral _[ 32 0x5 O
Resolugio:

Novamente, observe que temos duas fun¢des polinomiais. E como ja foi
destacado anteriormente, devemos escolher como fungao u a de maior grau, pois
derivando o grau diminui.

Fazendo a substituigao de 3 + 2x° por u na integral dada, temos u =3 + 2x°.
Derivando u, temos du =10x* dx. Assim, reescrevemos a integral como:

J‘10x4 dx = [9Y u=3+2x°
3+2x° u du
_10v4
=Inju|+c dx =10x
:In‘3+2x5‘+c du =10x* dx
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Exemplo 3:

Calcule a integral [+ dx

Resolucao:

Nesta integral, o fato marcante € a presenca do e, nimero de Euler. Pois, na
tabela das integrais imediatas, temos a integral ! e du = " + c. Assim, comparando

a integral com a tabela, observa-se que o u deve ser a fungao 5x.

Fazendo a substitui¢gio de 5x por u na integral dada, temos u = bx,
implicando em du =5 dx. Assim, reescrevemos a integral como:

Iesxdx:Ieuldu u=>5x
5
:1_[9“ du ﬂ=5
5 ax
1 4
=—e" +cC du=5dx
5
IR U _ gy
5

AUTOATIVIDADE

Resolva as seguintes integrais e tente escrever uma generalizacao destas
integrais, isto €, escreva uma “regra” para integrais desta forma.

1) [ dx
2) [e dx
3) [ e dx

Exemplo 4:

Calcule a integral J.3X x? +5 dx.
Resolucao:

Esta integral se assemelha a integral do exemplo 2.
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Precisamos recordar como se escreve um radical na forma de poténcia:

B gm :a’%.

Escolhendo como u = x* + 5, pois a sua derivada é uma fungao do 1° grau,
conforme segue du = 2x dx. Assim, reescrevemos a integral como:

j3X\/X2+5 dX=3J‘u% %du u=x2+5

3u% au
=23 +C d_:2X
2 3 X
=%_§u%+c du = 2x dx
=(x2 % ﬂ:xdx
_( +5)/+c 2

[ ATENGRO
o
&'

~

Observe o0s guatro exemplos feitos anteriormente. Em todos existe uma
coluna a direita mostrando a substituicdo na variavel na integral por u e, em seguida, a
diferenciacdo das variaveis. Em seu caderno, quando vocé for resolver os exercicios, procure
seguilr a mesma organizagao apresentada nos exemplos, pPois 1sso ajudarad vocé na proxima
técnica também. Lembre-se de que um dos objetivos da matematica € o de desenvolver no
estudante a organizacdo. Portanto, seja organizado.

Exemplo 5:

Calcule a integral J.12x2e"3 dx.
Resolucao:

Podemos apontar dois motivos para escolher como u = x’: primeiro pelo
fato do grau ser maior (um grau a mais) que na outra fun¢ao em x e o outro fato é
a comparacao com a integral ! e* du da tabela. Fazendo a substitui¢ao u = x°, temos
du = 3x? dx. Assim, reescrevemos a integral como:

du_ 4,0
ax
I12xze"3 dx=12je“%du du = 3x2 dx
—4e" +¢c U _ 2 gy
3
—4e* +¢ u=x°



IMPORTANTE

L\
&

No inicio deste item (método da integracao por substituicéo) foi mostrado de
onde decorre a integracéo por substituicio [F(g(x))] = F (g(x)). g (x). Assim, podemos fazer a
verificacdo da integral resolvida, isto €, podemos verificar se a funcdo encontrada na integral
F(g(x)) + ¢ corresponde & funcéo primitiva da funcdo integrante F (g(x)) . g’ (x).

Fazendo a verificagao:

No exemplo 5, resolvido anteriormente, foi calculada a integral

2.x° ~ e ~ 3 ~
j12X e* dx e obteve-se como fungdo primitiva a funcdo 4e* +c. Entdo vamos
tazer a verificagao se essa fungao é, de fato, a fungao primitiva que procurdvamos.

Devemos verificar a igualdade [F(g(x))]" =F'(g(x)) . g"(x).

[49"3 + C] = [4e"3] +¢'=4.3x%* +0=12x%"

Veja que a igualdade foi verificada. Este € um recurso que vocé dispde para
comprovar que de fato vocé encontrou a fungao primitiva através da integral.

o
IMPORTANTE

[}
N

~"

O objetivo da técnica de integracdo por substituicdo é substituir a funcao em
X" (que tem grau maior) a fim de tormar esta integral tdo simples como uma das integrais
Imediatas da tabela. Entdo, apos a substituicdo devemos ter uma integral semelhante a uma
das integrais imediatas.

Exemplo 6:
Calcule a integral I cos(4x) dx.
Resolucao:

Nesta integral, perceba a presenga da fungao trigonométrica cos x. Pois, na
tabela das integrais imediatas, temos a integral ! cos u du=sen u +c.

Assim, por comparacao entre as integrais fazemos a substitui¢ao de 4x por
u naintegral dada, entao u =4x. Derivando u temos du =4 dx. Assim, escrevemos
a integral como:
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J.cos(4x) dx = I(cos u)% du

u=4x
1
=chosu du ﬂ:“
ax
=%senu+c du =4 dx
= lsen(4x)+ c a _ ax
4 4

\J
AUTOATIVIDADE ,'_-:7‘/

Resolva as seguintes integrais e tente escrever uma generalizagao destas
integrais, isto ¢, escreva uma “regra” para integrais desta forma.

1) J cos (5x) dx
2) f cos (7x) dx
3) J sen (6x) dx
4) J sen (3x) dx

Exemplo 7:
Calcule a integral [ sen‘ x cos x dx.

Resolucao:

Nesta integral, a principio tanto faz a fun¢ao que chamaremos de u . Mas
devido a poténcia a fung¢ao u deve ser a fungao trigonométrica sen x.

Escolhendo como u = sen x, entdo du = cos x dx. Assim, escrevemos a integral
como:

jsen“xcosx dx=.|‘u4 du U =sen x
u’ du
Y 0 —— =cos X
5 ax
sen®x
= z +C du =cosx dx
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Exemplo 8:

X2

Calcule a integral .[3—7 dx
(0-2x%)
Resolugao:

Observe que tanto o numerador quanto o denominador da integral sao
fungdes polinomiais. Portanto, devemos escolher como fun¢ao u a fungao 9 — 2x
> do denominador, pois ela tem grau maior, e quando a derivamos, teremos uma
funcao de grau menor para substituir. E para a resolucao da integral temos que usar

uma propriedade de poténcia:

1 “n
— =a
a

Escolhendo como u =9 - 2x3, entao du = -6x2 dx. Assim, reescrevemos a
integral como:

Tomoey = I500
= —Iu‘7 du au _ —6x2
— dx
1
_(_2)_6)+C du = —6x? dx
_1ueic au _ a2 gy
12 -2
:—(9—2x3)6 +c
Exemplo 9:
Calcule a integral I X dx.
5+x

Resolugao:

Agora a situagao é um pouco diferente das anteriores. Pois nas anteriores
as fungdes polinomiais na integral possuiam graus diferentes e nesta as fungdes
tém mesmo grau.

Escolhemos como u=5+x, entao du = dx.

Mas se substituirmos na integral, obtemos

I X dx= J.i du . Isto nao pode ocorrer!
S+ X u
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Ao trocarmos a variavel, a integral tem que ter apenas a nova variavel u.
Entao na igualdade em que propomos a substituicao, devemos escrever a variavel
x em fungao de x e ai substituir na integral, deixando a integral toda na variavel
u.

Assim, escrevemos a integral como:

j X dx=ju_5du u=5+x
5+x u
) du _,
_I(quujdu o
du =dx
:I(Héjdu
u u-5=x
=u+5Inu+¢
S
(/UI_‘IQ =(5+x)+5In5+x+c
(DY
&

CUIDADO! CUIDADO! CUIDADO!

a+b
a

N&o caia na tentacio! E comum o aluno cometer o seguinte erro na fracdo ®

b

esta simplificacéo so ocorre com o produto. Assim o correto ¢ © ﬂ =b.

a

Exemplo 10:
Calcule a integral I x(x +3)° dx.
Resolucgao:

Nesta integral, aplica-se um procedimento semelhante ao que foi
apresentado anteriormente.

Escolhendo como u = x + 3, segue que du = dx. Assim, reescrevemos a
integral como:

Ix(x+3)9 dx=I(u—3)L19du u=x+3
= [ -3u®)au Wy
dx
11 10
:"1’_1__3;"0 +c du =dx
(x+3)" 3(x+3)° u-3=x
T 10
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Neste topico voce viu que:
Iniciamos o tépico mostrando que a integragio € o processo inverso da derivagio.

As propriedades algébricas estudadas nos limites e nas derivadas sao as mesmas
empregadas nas integrais.

Neste estudo inicial das integrais, aprendemos como calcular integrais imediatas
utilizando a tabela de integracao.

Finalizamos o topico com a técnica de integragao por substitui¢do ou mudanga
de variavel. Esta técnica tem como finalidade tornar a integral mais simples,
facilitando o célculo. E ainda vimos que as integrais que sao resolvidas por esta
técnica tém suas primitivas como fungdes compostas. Vamos recordar as etapas
do método.

As integrais tém a seguinte forma:

J(g(0). 809 dx.

Passo 1: A escolha para u, isto é, u=g(x).

Passo 2: Calcule au _ g'(x).
dx

Passo 3: Faga a substitui¢ao u = g(x), du=g’(x) dx.

X

Observe que toda a integral deve estar em termos da variavel u ; nenhum
deve continuar. Se isto nao acontecer, deve-se tentar uma nova escolha para u.

Passo 4: Calcule a integral resultante, se possivel.

Passo 5: Substituir u por g (x); assim a resposta final estara em termos de x.
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Agora chegou a sua vez de colocar em pratica a técnica de substitui¢ao que
foi apresentada. Lembre-se das orientagdes dadas para cada tipo de integral
desenvolvida.

Nas questoes de 1 a 8, calcule as integrais indefinidas:

1) [(Bx® - 2x? + 8x - 6) ax
2).[ +x? —5x dx
3) [(Wx+3x) ax

4) I(3e” +u3) du

5)I(x +2 jdx

(x —3x+5j

7) J. 7x4 +sec? x
8).[(—+4XJ

Nos exercicios 9 a 12, calcule as integrais fazendo as substitui¢des indicadas.

9) J‘2x(x2 + 1)23 dx; u=x%+1

dx; u=4x%+5

3x
1O)j Vax? +5

11) jes"” dx; u=3x+7

12) Ix\/2x—1 ax; u=2x-1
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Nos exercicios 13 a 20, calcule as integrais fazendo as substitui¢des
apropriadas.

13) I(1+sen x)9 cos x dx

14) lenx
15) Ix(Z—xz)sdx

3
x2e™?* dx

16) ]

17) [ xJ7x* +12 dx

4x° +1

18) Iﬁ dx
19) Iese“" cos x dx

senf

20) j

resol ugao da questdo 15 %'1, F



TOPICO 2

DEFININDO AREA COMO UM LIMITE

| INTRODUCAO

Os gregos da Antiguidade tinham grande conhecimento acerca de areas
de triangulos, circulos e configuragdes relacionadas, mas qualquer outra figura
apresentava um novo e insoluvel problema. O primeiro avango foi feito pelo
matematico grego Arquimedes, que aplicava uma técnica denominada método da
exaustdo para calcular a area de regides limitadas por parabolas, por espirais e por
varias outras curvas.

2 O CONCEITO DE AREA

No século XVII, varios matematicos utilizavam limites para obter areas de
figuras com contornos curvilineos. Mas foram Newton e Leibniz que mostraram
que, se uma quantidade pode ser calculada por exaustao, entao pode também ser
calculada muito mais facilmente com o uso de antiderivadas. Esse importante
resultado é denominado Teorema Fundamental do Calculo.

O problema da drea pode ser enunciado como: dada uma fungao f continua

e ndo-negativa em um intervalo [a, b], qual a drea da regiao entre o grafico de f e
o intervalo [a, b]no eixo x (figura a seguir)?

FIGURA 58 - GRAFICO 2.1

FONTE: O autor
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3 INTEGRAL DEFINIDA

3.1 SOMA DE RIEMANN

Para resolver o problema da area, utilizaremos a soma de Riemann. Iniciamos
dividindo o intervalo [a, b] em n subintervalos e escolhendo n -1 pontos: x,, X,
X..., X_, entre a e b, sujeitos apenas a condigao de que:

a=x,<X, <X,<X,<..<x_,<x =b

O conjunto P = {x,,x,, X,, X,..., X_,, X} € chamado particao de [a, b].

n-1”7 'n

FIGURA 59 — GRAFICO 2.2

AY
SN y = fx)
AT
gHHBHHIEAE
a". lfb’x

FONTE: O autor

A particao P define n subintervalos fechados:

X, %] X %] Xy X1 [X 1 X ], Onde [x,,, x,] € o i-ésimo subintervalo de P,
e seu comprimento € Ax, =x, — x, .

Em cada subintervalo selecionamos algum numero c,. Depois, em cada
subintervalo construimos um retangulo de base Ax, e altura f(c) (figura a seguir).
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FIGURA 60 — GRAFICO 2.3

' y = f(x)

-

3

>

X =aCXCGX Xy €& X X.GX,=b X

FONTE: O autor

Assim, em cada subintervalo formamos o produto f(c).Ax. Entao §,
representa a soma das areas nos n retangulos

S, = f(c1).Ax1 +f(cz).Ax2 +...+f(c,,).Axn

n

S, = Y fle;)- Ax;

i=1

Esta soma, que depende da particdo P e da escolha dos niimeros c, é uma
soma de Riemann para f no intervalo [a, b].

Definicao 3.2.1 (A integral definida como limite de somas de Riemann)
Seja f uma fung¢ao definida em um intervalo fechado [a, b]. Para qualquer particao
P de [a, b], escolha os numeros c, arbitrariamente nos subintervalos [x_, x]. Se
houver um namero S tal que:

i=1

independentemente de como P e os c, forem escolhidos, entao f sera
integravel em [a, b] e S serd a integral definida de f em [a, b].

UNI

L\
S

fundamental, usada por Einstein, cerca de 50 anos depois, para desenvolver a Teoria da

Os resultados apresentados por Riemann acabaram sendo uma ferramenta
‘ Relatividade.
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3.2 AREA SOB UMA CURVA

n
A soma de Riemann o7~ ;f(c,- )-a
retangulos (figura 58), fornece uma estimativa para a drea da regido entre a curva
eoeixo x desde a até b. Como os retangulos dao uma aproximacao cada vez
melhor da regidao, a medida que usamos parti¢des com normas cada vez menores,

a aplicacao de limite a soma de Riemann nos fornece o valor da drea da regiao

(figura 57).

Definicdo 3.2.1 (Area sob uma curva) Se y =f(x) for ndo negativa e integravel
em um intervalo fechado [a, b], entdo a drea sob a curva y = f(x) desde a até b sera

aintegral de fdea até b,

Exemplo 1:

Calcule a area sob a fungao f(x) =2x +3 no intervalo fechado [1, 5].

Resolucio:

Vamos aplicar a Definicao 2.2.2,
mesmo que nao tenha sido mostrado como
se calcula a integral definida: este exemplo
nao tem a finalidade de mostrar as etapas
com célculo da integral, mas comprovar seu
resultado. Entao,

A= jabf(x)dx
A= LS(ZX +3)dx
A= (x2 + 3x)

5
!

A=40-4
A =36 u.a. (unidades de area)

Agora, a fim de verificar o resultado acima, vamos calcular a 4rea da regiao
sob a func¢ao utilizando nossos conhecimentos de Geometria. Pelo grafico da fungao
(figura 60), percebe-se que a regiao cinza tem a forma de um trapézio retangulo.
Assim, pela férmula da drea do trapézio a area.
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que é a soma das areas dos

FIGURA 61 - GRAFICO 24

151y
14+
T
124

af-c ]l 1234567¢8

FONTE: O autor
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(B+b)h

A:
2
A (13+5)4
2
A=36u.a.

Com os dois calculos é possivel observar que a integral fornece de fato o
valor da 4rea, nao sendo mais uma aproximagao.

N

UNI

(L)Y
N’

~

Historicamente, a expresséo "f(x) dx" era interpretada como uma area infinitesimal
de um retdngulo de altura f(x) e base infinitesimal dx. Entdo, a area total sob a curva era
obtida somando essas areas infinitesimais. Q. simbolo IX éum 'S" espichado que era usado
para indicar essa soma. Para nos, o simbolo I de integral e o simbolo dx podem servir para
lembrar que a integral definida € realmente o limite de somatorio quando Axi — 0.

Teorema 2.2.1 Se f € continua sobre [a, b], entao f é integravel em [a, b].

4 PROPRIEDADES DA INTEGRAL DEFINIDA

Definigdo 3.2.3 Se f for integravel em [a, b], deﬁnimosj ° f(x) dx = — I f(x)dx-

b

Teorema 3.2.1 Se f e g forem integraveis em [a, b] e se k for uma
constante, entdao k. f, f+g, f- g, sao integraveis em [a, b] e

Jb k.f(x)dx = k_[ab f(x) dx

a

Ib [f(x)+ g(x)]ax = I: f(x) dx +
J

[Flc)- gl = [ ()~

a a

Teorema 3.2.2 Se a<c<b ef for integravel em um intervalo fechado [a,
b] contendo trés pontos a, b, c, entao:

Lb f(x)dx = IC f(x) dx +Ib f(x) dx

a Cc

193



NIDADE 3 | INTEGRACA

nao importando como os pontos estejam ordenados.
Teorema 3.2.3

(i)Se f for integravel em [a, b] e f(x) >0, para todo x em [a, b], entdo:

J.bf(x)dx >0-

a

(ii) Se f e g forem integraveis em [a, b] e f(x) > g(x) paratodo x em [a, b], entdo:

b

Ib f(x)dx > I g(x)dx .

a a

5 TEOREMA FUNDAMENTAL DO CALCULO

Teorema 3.2.4 (Teorema Fundamental do Calculo — Parte 1) Se f é continua
sobre [a, b], entao a funcao

¢ derivavel em todo ponto x em [a, b] e

dF d *
a_ajaf(t)clt = f(x).

dF
Interpretando a equagao diferencial = f(x), ela tem uma solucao para
toda fungdo continua f, e toda fungdo continua f é derivada de alguma outra

fungao, isto ¢, [ “F(t) ot -
a

Teorema 3.2.5 (Teorema Fundamental do Célculo —Parte 2) Se f é continua
em todo ponto de [a, b] ese F é qualquer primitiva de f em [a, b], entao

[ Hx)ax=F(x) [}

J' :f(x)dx = F(b)- Fla)
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A segunda parte do Teorema Fundamental do Calculo mostra como
calcular integrais definidas a partir de primitivas.

Exemplo 1:

1
Calcule a integral definida I 1(2X +1f dx.

Resolucao:

Para resolver a integral definida, aplicaremos as propriedades da integral
definida e o Teorema 2.4.2.

I 11 (2x +17 dx = J‘ 11 (4 X2 +4x + 1)dx Desenvolvendo o produto notavel

= J.1 4x2 dx + .[ 1 4x dx + I 11 dx Propriedades da integral difinida
-1 -1 -1

1 1

_4x3 4x?

3

1
+x|_1
1

Primitica de f - tabela de integrais

- imediatas

3 3
= %— 4'(_31) +21%2 22 (<12 +1-(-1)

:i+i+2—2+1+1
3 3

Portanto, j _11 (2X + 1)2 dx = %

Cow

(LY
hS

A resolucdo apresentada acima pode ser feita sem aplicar a propriedade da
integral definida (linha 2 da resoluc¢éo). E, naturalmente, chega-se a0 mesmo resultado.

Exemplo 2:

’ (x2 —4x+7)dx-

Calcule a integral definida J.
-3
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Resolugio:

X2 —4x+7)dx = —3——2+7x
J’O( ) X 4x
3 3 2

0
Primitiva de f- tabela de integrais imediatas
-3

03 2 (— 3)3 2
=5 207470~ ~2(-3)7+7(-3) Teorema 2.4.2
- (-9-18-21)
=48

Portanto, JO3 (x2 —-4x+ 7)dx =48

Exemplo 3:
Calcule a integral definida I 18 [5 Ux - %] dx.
X

Resolucao:

Para resolver esta integral definida, primeiro temos que reescrever a funcao
integrante para usar a tabela de integrais imediatas e depois o Teorema 2.4.2.

8 8 ]
L (5 ¥x - %j dx = L (5XA —6x7? )dx Propriedades da poténcia
X
8
;A -1
= 5:(—3 _6x J Primitiva de f - tabela de integrais
P -1 imediatas
8
%
= 73'5: + 6x‘1]
1
8
15x% 6]
= + —
4 X
1
158% 6 (15.1% 6
= + 3 —( 2 + T] Teorema 2.4.2
=60+ 3_15_ 6
4 4
=51
8
Portanto, j (5 ¥x - %) dx =51
1 X

Definicdo 3.2.4 (Area liquida com sinal) Se uma fungao f for continua em
[a, b], entdo a 4rea liquida com sinal A entre a curva y =f(x) e o intervalo [a, b] é
definida por
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A= I abf(x)dx,

A expressao “area liquida com sinal” na definicdo anterior significa que
¢ feita a soma da drea que estd acima do eixo x (drea positiva) com a area que
estd abaixo do eixo y (drea negativa). Entao, esta soma é o que chamamos de area
liquida com sinal. Observe no exemplo a seguir.

Exemplo 4:

Use a Defini¢ao 2.4.1 para encontrar a drea liquida com sinal entre o grafico
de y=senx e o intervalo [0, 2x].

Resolugio:
FIGURA 62 — GRAFICO 2.5

Resolvemos a integral dada por I
27
A= '[ sen x dx
0 bT:
2” } ‘ ‘ I‘ 3
A=(-cosx)|; = 55 . E
A = —-c0s27 - (~cos0) -t

A=-1+1=0 FONTE: O autor

A drea liquida com sinal é nula. Isso se deve ao fato de ter duas regides no
intervalo [0, 2n] com mesma area, sendo uma positiva (acima do eixo x) e outra
negativa (abaixo do eixo x). Essa conclusdo estd de acordo com o grafico de f
mostrado na figura 61.

Exemplo 5:

Calcule a drea da regiao mostrada no grafico (figura 61) de y=sen x nointervalo
[0, 2mt].

Resolucao:

No exemplo 2, a drea obtida foi zero. Para ter a soma das duas areas,
aplicaremos o Teorema 2.3.2 e a Defini¢ao 2.3.1. Entao,

2
A:I sen x dx
0

T 2
A:J. senxdx—j sen x dx
0 T

A=(-cosx)|s -(-cosx) |72[”
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A=—cosr - (-cos0)-[-cos 27z — (- cos 7|

A =-cosz+cos0+cos2r —cosrx
A=—(-1)+1+1-(-1)=4 va.

-

UNI

L\
-

Caro(a) académico(a), nas questdes onde € para calcular a area total, € importante
fazer um esboco do grafico da fung¢do para ver o posicionamento da regi&o em relacdo ao
eixo x.

Exemplo 6:

Determine a area total da regiao entre a curva y =x®-4x e oeixo x no
intervalo [-2, 1].

Resolucao:

Através do grafico (figura a seguir), percebe-se que no intervalo [-2, 1] ha
duas regides (acima e abaixo do eixo x). Assim, vamos particionar o intervalo dado
em dois subintervalos: [-2,0] e [0, 1]. Integramos f ao longo de cada subintervalo
e somamos os valores absolutos das integrais.

FIGURA 63 — GRAFICO 2.6
/\y ’

FONTE: O autor
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RESUMO DO TOPICO 2

Neste topico estudamos:

¢ Fizemos um rapido resgate historico do problema da drea: como definir a area de
uma regiao plana se ela for limitada por uma curva?

* Definimos a soma de Riemann para, em seguida, ter a integral definida: o limite
aplicado a soma de Riemann, que calcula a area abaixo da curva limitada pelo
eixo x.

¢ Enunciamos o principal resultado do Calculo, o Teorema Fundamental do
Célculo, que mostra como calcular integrais definidas a partir de primitivas.
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Agora chegou a sua vez de colocar em pratica os conhecimentos sobre as
integrais definidas.

Nas questoes de 1 a 6, calcule as integrais definidas:

1) [ fo-x2)ax

2) La(x2 +2)dx

3 (3t +a ¥x)ax
5) L3(3x2 ~5x+2)dx
5) '[Omasex dx
6)]'022x2 X3 +1dx

7) Ache a area da regiao limitada pela curva y =- x2+ 4x e pelo eixo x no
intervalo 1< x < 3..

8) Encontre a area da regiao limitada pela curva y =x%-2x2-5x + 6, , pelo eixo
x epelasretas x=-lex=2.

9) Calcule a area da regiao limitada pela curva Y = Vx , pelo eixo x e pelas
retas x=1 e x=2.

10) Encontre a area da regiao limitada pela curva y =1-x2? e pelo eixo x no
intervalo 0 <x<2.

E 2
Assista ao video de :
resolucdo da questdo 6 [EltEEwE:
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TOPICO 3

APLICACOES DA INTEGRAL DEFINIDA

| INTRODUCAO

No topico anterior aprendemos como calcular a drea de uma regido
limitada sob uma curva através da integral definida. Agora vamos aprender a
calcular a 4drea de uma regiao limitada entre duas curvas.

2 AREA ENTRE CURVAS

Considere a regiao S (figura a seguir) que fica entre duas curvas y = f(x)
e y = g(x) e entre as retas verticais x =a e x =b. Suponhamos f e g funcoes
continuas tais que f(x) > g (x) e paratodo x em [a, b].

FIGURA 64 — A AREA DE UMA REGIAO LIMITADA ENTRE DUAS CURVAS

FONTE: O autor

Da mesma forma como descrito para as areas sob as curvas, dividimos
S em n faixas de mesma largura, e entao calculamos o valor aproximado da
faixa i-ésima através da area do retangulo de base Ax e altura f(x,’-'sj— g(x;) (figura
a seguir). Portanto, utilizaremos integrais definidas para calcular a drea entre as
curvas, conforme a defini¢do a seguir.
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FIGURA 65 — A AREA ENTRE AS CURVAS

YA -
|
1
faenl |
1
I
|
0 a :
'  x
x

FONTE: O autor

Definicao 3.3.1 Se f e g sdo continuas com f(x) > g(x) ao longo de [a, b],
entdo a drea da regiao entre as curvas y =f(x) e y=g(x) de a até b é a integral
def-g dea até b

A= | lit)-g(x)ax.

Exemplo 1:

Calcule a area da regiao compreendida entre as fungoes Y = Vx e y=x+
1, easretas x=1ex=4.

Resolugao:

Primeiro, fazemos um esbogo do grafico para verificar a posi¢ao das curvas
no grafico.

FIGURA 66 — GRAFICO 3.3

FONTE: O autor
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Através do grafico (figura 65), definimos a reta como f(x) = x + 1 (limite
superior), a curva como g(X) =Jx (limite inferior) e, a limitacadoem x de1a4.

Assim, calcularemos a area por:

b

A= | [flx)-g(x)lax

2 %
A= X—+x—2x2

2 3

1

2 % 2 %
A_A L, 2.4 (P 2.4

2 3 2 3
A:8+4—E—[1+1—2J

3 2 3

a-®

6
Exemplo 2:

Calcule a area da regiao compreendida entre as fungdes y=x? e y=-x2+

4x.

Resolugao:

Neste enunciado ha uma diferenca do anterior: nao sao dados os limites em

OPICO 3 | APLICACOES DA

Defini¢ao 3.1.1

Primitiva de f - tabela de
integrais imediatas

Teorema 2.4.2

x. Novamente, recorreremos ao grafico (figura a seguir).
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FIGURA 67 — GRAFICO 34

FONTE: O autor

Para a integral definida, consideremos a pardbola como f(x) = -x2 + 4x
(limite superior) e a outra pardbola como g(x)=x? (limite inferior). Os limites em
x sdao dados pelos pontos de interse¢ao entre as curvas. Assim, igualando-se f e g,
em relagdo a y, temos:

X2 =-x2+4x

2x2-4x=0

x(2x-4)=0

x=0ou2x—-4=0=>x=2 Limites da integral definida

A= I;[— x2 +4x - xz]dX Defini¢ao 3.1.1

A= .[()2[— 2x2 + 4x]dx

2
3 2
A= - 2x +4L
3 2

0

Primitiva de f - tabela
de integrais imediatas

-2.28

A= +2.22 Teorema 2.4.2
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Existem situagdes em que é complicado calcular a drea com os limites em
x. Nestes casos, convém integrar em y, ou seja, com os limites de integracdo no
eixo v.

Defini¢ao 3.3.2 Se fe g sao continuas com f(y) > g(y) ao longo de [c, d],

entdo a drea da regiao entre as curvas x =f(y) e x=g(y) de c até d é aintegral
de f-g de c a d:

A=) gly)lay

Exemplo 3:

Calcule a drea da regidao compreendida entre as fungdes x=y2+1 e x+y

Resolucao:

Neste exemplo temos mais novidades: observe o grafico (figura a seguir) e
veja que, se quisermos integrar em x, precisaremos dividir a drea em trés regioes
e assim resolvermos trés integrais. Mas se resolvermos pela Definicao 3.1.2, o
procedimento é o mesmo do Exemplo 2, através de uma tnica integral.

FIGURA 68 — GRAFICO 3.5

-

L

.

FONTE: O autor
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Para a integral definida, consideremos f(y)=7-y a reta (limite superior) e
g(y) =y?+1 apardbola (limite inferior). Os limites em y sao dados pelos pontos
de intersecdo entre as curvas. Assim, igualando-se f e g, em relagao a y, temos:

y2+1=7-y

y2+y-6=0

14412 —~4.1(-6)

21

y:

y=-3ouy=2

A=.[_23[7—y—(y2+1)dy

A=If3[6—y—y2]dy

2 3
-3
2 3
aoer-Z 2 fo
2 3

A:12—2—§—(—18—2+9
3 2

125
6

N
&

Limites da integral definida

Definic¢ao 3.1.2

Primitiva de f - tabela de integrais
imediatas

ﬂ_ﬂj

2 3

Caro(a) académicol(a), ao ver as duas definicdes e os exemplos anteriores, vocé
pode estar se perguntando: quando devo usar a Definicdo 3.1.1 ou Definicdo 3.1.2?7 Vamos
lhe dar uma dica para auxiliar nesta decisdo. Considere uma regido definida entre duas
funcdes (figura 68a). Esta regido esta definida em um intervalo sobre o eixo x (figura 68a) ou

sobre o eixo y (figura 68b).
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FIGURA 69a — UM INTERVALO SOBRE O FIGURA 69b — UM INTERVALO SOBRE O
EIXO X EIXOY

FONTE: O autor FONTE: O autor

Na figura 68a consideramos o intervalo de integra¢do no eixo x ; assim, é
preciso definir as duas fungdes que limitam a 4rea. Desta forma, podemos utilizar
setas perpendiculares ao eixo x que indicam o crescimento do valor da varidvel y.
Neste grafico, todas as setas tocam primeiro numa das fung¢des (neste caso a reta)
que limita a regiao e depois que as setas atravessam a regido elas tocam a outra
funcao (neste caso a parabola) que delimita a regido.

Em contrapartida, na figura 68b consideramos o intervalo de integracao
no eixo y ; assim, é preciso definir as duas fun¢des que limitam a 4rea. Utilizamos
setas perpendiculares ao eixo y que indicam o crescimento do valor da varidvel x.
Neste grafico todas as setas perpendiculares ao eixo y tocam primeiro a pardbola
que limita a regido. Depois que as setas atravessam a regidao, algumas tocam a
reta, enquanto que as outras setas tocam a parabola que delimita a regido. E ai
seria preciso dividir a regido em duas, por ter duas fungdes diferentes (a direita)
limitando a regido e, consequentemente, teria duas integrais para calcular.

Portanto, diante destas situa¢des a melhor opgao é integrar em x, conforme

a figura 69, pois, do contrario teria que montar duas integrais, o que daria mais
trabalho.
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De acordo com a dica dada acima, retorne aos exemplos de calculo de area
entre curvas e faca uso das setas para definir o modo de calcular (integrar) a area.

3 VOLUMES DE SOLIDOS DE REVOLUCAO

Um sdlido de revolugio é um solido obtido pela rotagao em 360% ou seja, uma
volta completa de uma regiao plana em torno de uma reta (eixo de revolugao) que
estd no plano da regiao.

3.1 VOLUME POR DISCOS PERPENDICULARES AO EIXO X

Definicao 3.3.3 Suponhamos que um solido de revolugdo é obtido
rotacionando-se uma regidao R delimitada pela curva y = f(x), em torno do eixo
x,sendo f uma fungdo continua num intervalo [a, b], f(x) > 0, e pelas retas verticais
X =a e Xx=b, como mostra a figura a seguir. Entao o volume V deste sélido é dado

por:

R NORS

a

FIGURA 70 — FUNCAO 3.6

5= g

FONTE: O autor

Exemplo 1:

Encontre o volume do solido obtido pela rotagao em torno do eixo x da
area limitada por y=2x+3,y=0 parax € [0, 4].

Resolucao:

Observe o grafico (figura a seguir). Ele mostra a regiao que € rotacionada
em torno do eixo x, gerando o solido sobre o qual calcularemos o seu volume.
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FIGURA 71 — GRAFICO 37

T~
in-Y

FONTE: O autor
V= ﬂj () ax Definicdo 3.2.1
a

V= nj:[zx +3Pdx

4
V= 7Z'J. [4x2 +12x + Q]dx Desenvolvimento produto notavel
0
3 2 4
4x° 12x o . - .
V=r N + ; +9x Primitiva de f - tabela de integrais imediatas
0

3 2 3 2
Ver 4.4 +12.4 04 4.0 +12.0 +9.0
2 3 2

V= [%+96+36}

V= 652 7 u.v. (unidades de volume)

Definicao 3.2.2 Sejam f(x) e g(x) fungdes reais de varidvel real continuas
em [a, b] com f(x)2>g(x)>0. O volume V do sélido de revolugao gerado pela
rotacdo da regido limitada em torno do eixo x pelos graficos de y = f(x), de y =
g(x),de x=a ede x=b é dado por:

v = [ [ - lgG)P Jax.
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Exemplo 2:

Encontre o volume do sélido gerado quando a regiao delimitada pelas
curvas y=x,y=2-x2 e x=0 gira em torno do eixo x.

Resolucao:

Agora observamos no grafico (figura 71) que a regido a ser rotacionada
em torno do eixo x estd compreendida entre duas fungdes. Entdo, definimos a
parabola como f(x) =2 — x2 (limite superior), a reta como g(x) =x (limite inferior)
e, alimitacdo em x de 0 até 1 (intersecao entre as fungoes).

Igualando as fungdes para obter o ponto de intersecao,
FIGURA 72 - GRAFICO 3.8

FONTE: O autor

O valor x =-2 ndo serve, pois ndo estd compreendido entre as curvas
dadas. Assim, x = 1.

V= ﬂj b([f(x)]2 - [g(x) 2 )dx Definigao 3.3.4

V= ﬂjJ([Z—xz]z —[x]zjdx
V=7r'[;(4—5x2 +x4)dx

1
5x° x5]

Vo ;{ Ay — : X Primitiva de f - tabela de

5 integrais imediatas

0

3 5
Veona1-2T 1 g
3 5

V= 3—7r u.v.

15
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3.2 VOLUME POR DISCOS PERPENDICULA

APLICAGOES DA INTEGRAL DEFINIDA
RES AO EIXO Y
Defini¢ao 3.3.5 Suponhamos que um solido de revolugao é obtido
rotacionando-se uma regiao R em torno do eixo y, delimitada pela curva x =
f(y), sendo f uma fung¢ao continua num intervalo [c, d], f(y) >0, e pelas retas

horizontais y =c e y =d, como mostra a figura 73 a seguir. Entao o volume V
deste sdlido é dado por

d
v =x[ [yl
Exemplo 3:

Determine o volume do sélido obtido com a rota¢do, em torno do eixo y, da

e 1 . . 1
regiao limitada pela curva y = ~ € 0eixo y no intervalo 7 4.

Resolugdo:
d 2 T
V= ﬁj [F(y ) dy Definigao 3.3.5
Cc
4 2 FIGURA 73 - GRAFICO 3.9
1
V= ZZ'J.V {—} dy
WLy
4
V=r y’zdy

<
I
N
1
N |
N
|
7 N\
o !
=] L
N—
—_ 1
e
oS
s
-7

FONTE: O autor

Definicao 3.3.6 Sejam f(y) e g(y) fungdes reais continuas em [c, d] com
f(y) 2 g(y) 2 0. O volume V do sélido de revolugao gerado pela rotacdao x da regiao
limitada pelos graficos de x =f(y), de x=g(y), de y=c ede y=d em torno do
eixo € dado por:

V= ()P - loly )P Jay
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Exemplo 4:

Determine o volume do solido obtido pela rotacdao da parte da regiao

X
delimitada por y = %/; ey= 7 2 redor do eixo y no primeiro quadrante.

Resolucgao:

Observamos no grafico (figura a seguir) que a regido a ser rotacionada em
torno do eixo y estd compreendida entre duas fung¢des. Entao, definimos a curva
como f(y) =y® (limite superior), a reta como g(y) =4y (limite inferior) e a

limitacdo em y de 0 a 2 (intersecao entre as fungdes).

Igualando as fung¢des para obter o ponto de intersecao,

O valor y=-2 nao serve, pois nao
estd compreendido entre as curvas dadas.
Assim,y=0 ou y=2.

V= ﬁfoz([4y]2 |y ]zj dy

V= 7Z'J.02(16y2 —ye)dy

FIGURA 74 — GRAFICO 3.10
I?)rll.

0

FONTE: O autor

Definicao 3.2.4

A R



4 VALOR MEDIO DE UMA FUNCAO

Teorema 3.3.1 Se f(x) € continua em [a, b] entdo, em algum ponto ¢ em
[a, b], 0 valor médio de f em [a, b] é definido por:

f(c) L jbf(x)dx

:b—a a

Interpretacdo geométrica: Se f(x) >0 para todo x €[a, b], entdo a drea sob o
grafico de f éigual a 4rea do retangulo de base b - a e altura f(c), conforme pode
ser observado na figura a seguir:

FIGURA 75 — GRAFICO 3.11

Y

FONTE: O autor

Exemplo 1:

f(x) =1 +x? é continua no intervalo [-1, 2]. O Teorema do Valor Médio para
as integrais diz que existe um ntmero ¢ em [-1, 2] tal que f(c) é o valor médio da
funcaoneste intervalo. Calcule este valor médio e encontre o valor c explicitamente.

Resolugdo:

Aplicamos o Teorema 3.3.1
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f(c) = %[2 +%-[—1+ (‘;)3 J]

f(c) =2 valor médio de f

Entdo o valor de ¢ é tal que f(c) =2. Assim,
1+c2=2

cz=1

c=+1.

Exemplo 2:

Determine o valor médio de f(x) = 4 em [0, 3] e calcule qual o ponto do
dominio dado que realmente assume esse valor.

Resolugio:

fle) = [ ") ae

zb—a a

f(c) = ﬁ'f: (4 - x) dx = %(Jj 4dx — ijdx)

f(c)= %{4(3 -0)- (% - %ﬂ

O valor médio de f(x) =4 - x ao longo de [0, 3] é g

5
A fungao assume esse valor quando 4 - x = 5 Entdo x = 5

Exemplo 3:

A lei representativa da temperatura (em graus Celsius) em uma casa,
que servira de geladeira (projeto experimental), durante um dia é dada por
(t—8)7r
10 } onde t ¢é o tempo em horas, com t=0 representando
meia-noite. Para a elaboracdo do projeto de climatizacdo da geladeira, pede-se
determinar a temperatura média diaria.

T=27+53en{



Resolugao:

Para calcular a temperatura média (TM), utilizamos o Teorema 3.3.1,
fazendo

™ = i 27t—@cos
24

z 10 da substituigao

2
(t- 8)71} Aplicamos a técnica

™ = % {27.24 - ﬂ cos{%} -27.0+ @ cos{w}}

T T 10

™ = 26,3°C.



RESUMO DO TOPICO 3

Neste topico vimos:

Calculamos érea entre duas curvas: integrando em x e integrando em y:
b d
A= [ Trlx)-glxlaxe A= [ Trly)-glyllay

Calculamos volume de sélidos de revolugao por discos perpendiculares ao eixo
x:

b b
V= TP ax e v = 2 [r00F - [glx]E o
Calculamos volume de sélidos de revolugado por discos perpendiculares ao eixo
y:
d d
vorf sy e v =af fF -lobFJoy.

jbf(x)dx.

a

Calculamos o valor médio de uma fungio por f(c) = A
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Agora chegou a sua vez de colocar em pratica os conhecimentos sobre as
integrais definidas e as suas aplicagdes.

1) Encontre a drea da regiao limitada acima por y =x — 6, abaixo por y=x2 e
nas laterais por x=0ex=2.

2) Encontre a area limitada pelas curvas y=x?ey =4.

3) Determine a area da regidao compreendida entre a parabola y=2-x? ea
reta y=-x.

4) Determine a area do primeiro quadrante que € limitada por y = \/; ,y=x-2e
y=0.

5) Calcule a 4rea da regiao limitada pelas curvas y=2x2+10 e y=4x+16 de
modo que -2<x<5.

6) Calcule a drea da regiao limitada pelas curvas y2+y-1=0 e y-x=0.

7) Encontre o volume do solido obtido pela rotagdo da area limitada por ¥ = \/; ,
em torno do eixo x, o eixo das abscissas e areta x =4.

8) Calcule o volume do solido que se obtém pela rotagao da regiao limitada por
y=x3y=0 e x=1 em torno do eixo y.

9) Calcule o volume do sélido que se obtém pela rotacao da regiao limitada por
x2=y-2,2y-x-2=0,x=0 ex=1 em torno do eixo x.

10) A regiao compreendida entre a pardbola y =x? e areta y=2x no primeiro
quadrante gira em torno do eixo y para gerar um soélido de revolugao.

Determine o volume do sdlido.

Nas questoes 11 e 12, determine o valor médio da fun¢ao f(x) no intervalo
dado e em que ponto do dominio f realmente assume esse valor.

11) f(x) = v/x em [0, 3].

12) f(x) =x2+x em [-12,0].
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13) Um pesquisador estima que t horas depois da meia-noite, em um
periodo tipico de 24 horas, a temperatura em certa cidade ¢ dada por

2
C(t)=3-=(t-13)°, 0 <t <24 graus Celsius. Qual é a temperatura média na

cidade enfre 6 da manha e 4 da tarde?

14) Um copo de limonada a uma temperatura de 40 °F é deixado em uma
sala cuja temperatura constante ¢ de 70 °F. Usando um principio da
Fisica denominado Lei do Resfriamento de Newton, pode-se mostrar que,
se a temperatura da limonada atingir os 52 °F em uma hora, entao sua
temperatura T como fungdo do tempo decorrido pode ser modelada pela

equacdo T =70-30e " em que T estd em graus Fahrenheit e t, em horas.
Encontre a temperatura média T, da limonada ao longo das primeiras 5
horas.
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METODQOS DE INTEGRACAO |

| INTRODUCAO

Nesta se¢dao estudaremos uma técnica de integracdo que esta baseada na
derivagao do produto. Observem o que é exposto a seguir.

2 3
Sabemos que JX ax :X?+c e sz dx =%+c_

Assim, Ix.x dx # J.x dx.Ix dx .

Isto significa que a integral de um produto geralmente nao € o produto das
integrais.

Dai a necessidade de buscar uma técnica de integracao para integrais onde
temos o produto de duas fungodes.

Vamos recordar como se aplica a derivada no produto de duas fungdes.

Sejam f(x)=x e g(x)=senx fungdes reais e consideremos na multiplicacao,
obtendo x.sen x para derivarmos, utilizamos a regra da derivada do produto.

Pela tabela de derivadas temos, (u.v)' =v.u'+u.v’.

Escrevendo a regra acima com as fungdes f(x) e g(x), obtemos:

[F(x).9(x)] = g(x)£'(x)+F(x).g'(x).

Substituindo as fungdes, temos:

! ’

x.sen x| =sen x.x'+ x.(sen x
[xsen x] (sen x)

[x.sen x] '~ sen x.1+ X.cos X

[x.sen X] ’= Sen X + X.COoS X
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Usaremos esse exemplo de motivagao para deduzirmos a equagao da
integragao por partes.

2 INTEGRACAO POR PARTES

Sejam f(x) e g(x) fungdes diferencidveis em um intervalo aberto. Temos,

[F(x).9(x)] = g(x)F'(x)+F(x)g'(x).

Vamos isolar o termo f(x)g'(x),

!

[f(x)g(x)] = f(x).g'(x) = g() ()
~£(x).9'00) = f(x).9(x)] + g(x)F ()

Multiplicando a equagao por (-1),

F(x).9'(x) = [f(x)g(x)] - g(x)F(x).

Integrando ambos os lados da igualdade, obtemos

J'f(x).g'(x) dx = j[f(x).g(x)]'dx - J' g(x).F(x) dx

jf(x).g'(x) dx = f(x).g(x)—jg(x).f’(x) dx

Esta é a formula de integracao por partes. Ela propicia encontrar a integral

if(x)g (x) dx, através da escolha correta das fungdes para a utilizagao da férmula.
ssim, a integral inicial, bastante complicada, é substituida por uma integral mais

simples para ser resolvida I glx).f'(x) dx.

Costumamos escrever
u=Ff(x) = du="f(x) dx
v=g(x) = dv=g'(x) dx

Entdo, substituindo u e v na férmula de integracao por partes, encontramos
J-u dv =uv —Iv du

Na utiliza¢ao da férmula, o principal € a escolha apropriada de u e de dv,
de tal maneira que calcular ) v du seja mais simples do que calcular ) u do.
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Exemplo 1:

Calcule a integralf X cox x dx.

Resolucao:

Primeiramente, para resolver esta integral devemos escolher
convenientemente u e dov. Observando que a parte da integral que escolhemos
para ser o u deverd ser derivado, e a outra parte (restante) o dv devera ser

integrada, escolnemos u=x e dv=cosx dx. Assim,

u=x = du=dx
dv = cos x dx = v =) cosxdx=senx.

Aplicando a formula da integragao por partes, temos Fwdv=uo-1 vdu
e obtemos ) x cos x dx =x. sen x —J senx dx.

Apds a substituigao na formula, observe que resolver a integral I senx dx ¢
mais simples que resolver a integral inicial ! x cos x dx.

Agora calculamos a integral: I'x cos xdx =x. senx - (—cos x) + ¢
Portanto, I X COS X dx = X. sen x + cos x + C.

Exemplo 2:

Calcule a integral [ xerdx,

Resolugio:

Na integral I x e* dx, escolhemos u=x e dv=e*dx. Assim,

u=x = du=dx
dv=ex dx = v=! edx=¢"

Aplicando na férmula da integragao por partes Fudo=uov-T o du, obtemos
jxe" dx = x.e”* —Iex dx .

Ap0s a substituicao na férmula, observe que a integral ['evdx 6 mais simples
que a integral inicial } x e* dx.

Agora calculamos a segunda integral: jX e* dx=xe"-e*+c,
Exemplo 3:

Calcule a integralj In x dx.
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Resolucao:

Na integral, ] In x dx escolhemos u—-1Inx e dv=dx. Assim,

u=Inx > du=1dx
X
dv = dx = V=J.dx=x

Aplicando na férmulaj udo=uov-— ] v du, obtemos:

jlnx dx=|nx.x—jx% dx

Ilnx dx=x.|nx—_[dx

Apos a substi}uigéo na formula, observe que a integral I' dx ¢ mais simples
que a integral inicial } dx.

Agora calculamos a segunda integral:

I Inxdyx=xInx—x+c.

Caro(a) académico(a), observe que nao ha outra escolha possivel para a fungdo
U, pois, na tabela das integrais imediatas, ndo tem a integral 7 In x dx.
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Exemplo 4:
Calcule a integral [ 3y (x +4)2 dx.
Resolucao:

Na integral, [ 3. (x +4)? dx, escolnemos u=3x e dv=(x+4)2?dx.

Assim,
u=23x = du=3dx

13
dv = (x +4)2dx = V=I(X+4)12 dx=(XJ;g) .

Para calcular a integral J (x +4)"dx foi empregada a técnica de integracao
13
por substituigao, fazendo u=x+4. Entdo du=dx e jum du = % Voltando para

13
a variavel x, tem-se M
13

Aplicando agora a férmula I udo=uov— I v du obtemos:

(x+4)13 _J-(x + 4)13

J.3x(x+ 4)12 dx =3x
13 13

3 dx

12 _ 3x(x+4)13 _i 13
I3X(X+4) dx—413 13J.(x+4) dx

Ap0s a substitui¢ao na férmula, observe que a integral ] (x +4)" dx é mais
simples que a integral inicial } 3x(x + 4)" dx.

Entdo, calcula-se a J (x + 4)¥® dx, utilizando novamente a técnica de
(x+4)14

integragao por substituigao. j(x +4)"° dx = 12

13 14
J.3x(x+4)12 dx = 3X(X+4) _i(x+4) +C
13 13 14

13 14
I3x(x + 4)12 ax = 3x(x hi 4) - 3(X * 4) +C
13 182
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Observe que neste metodo temos que resolver pelo menos duas integrais.
E, muitas vezes, necessitaremos utilizar mais de uma tecnica para calcular tais integrais:
precisaremos utilizar a integrac&o por substituicdo ou mesmo aplicar novamente a técnica
de integracdo por partes até chegarmos a uma integral imediata (que esteja na tabela de
integracéo).

Portanto, na integral acima foram utilizadas duas técnicas de integragao:
por partes e por substituicao.

Exemplo 5:

Calcule a integral [ xsen (6x) dx.

Resolucao:

Na integral, [ xsen (6x) dx escolhemos u=x e dv=sen(6x)dx. Assim,

u=x = du=dx

dv = sen(6x) dx = V= Isen(Gx) dx = —%cos(Gx).

Para calcular a integral I sen (6x) dx foi empregada a técnica de integragao
por substitui¢ao, fazendo u=6x entdao du =6 dx. Assim, temos:

1 e 1
5 J. senudu = —5o0sU & voltando para a varidvel x, tem-se — Ecos(Gx).

Aplicando na férmula ] udvo=uv _] v du, obtemos:
1 1
Ix sen(6x) dx = x[— Ecos(Sx)} - J[— gcos(Gx)} dx
Ix sen(6x) dx = —% xcos(6x) - [— %jj cos(6x) dx

Jx sen(6x) dx = —%xcos(Sx)+ %Icos(Gx) dx
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Ap0s a substitui¢ao na férmula, observe que a integral I' cos (6x) dx é mais
simples que a integral inicial ! x sen (6x) dx.

Entao, calcula-se, [ cos (6x) dx utilizando novamente a técnica de integragao
1
por substituicao. ICOS(GX) dx = Esen(Gx ).
J‘ 1 11
x sen(6x) dx = 5 ¥ cos(6x)+ 55 sen(6x)+c

1 1
jx sen(6x) dx = —gxcos(Gx)+ %sen(Gx)+ c

Portanto, na integral acima foram utilizadas duas técnicas de integracao:
por partes e por substituigao.

Exemplo 6:

Calcule a integral ] 422 sen x dx.

Resolucgao:

Na integral ] 4x? sen x dx, escolhemos u=4x2 e dv =sen x dx. Assim,

u=4x2 = du =8x dx
dv = senxdx = v=J) senxdx= —cosx.

Aplicando a formula J udovo=uo _I v du, obtemos

I4x2 sen x dx = 4x?.(-cos x) - J.(— cos x).8x dx

j4x2 sen x dx=—4x2.cosx+.[8xcosx dx

Apds a substituicao na formula, observe que a integral [ 8x cos x dx é mais
simples que a integral inicial | 4x* sen x dx.

Agora calculamos a segunda integral novamente por partes. Na integral J
8x cos x dx escolhemos u=8x e dv=cos x dx. Desta vez fazemos:
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u=8x = du=8dx
dv = cos x dx = v =) cosx dx =sen x.

Aplicando a féormula I udo=uv _] v du, obtemos:

ij cosx dx =8x.senx — j(senx).s dx
I8x cosx dx =8x.senx — BI senx dx
j8x cosx dx = 8x. senx —8(—cos x)

ISX cosx dx = 8x.senx +8cos x

Juntando o resultado desta integral a integral inicial, temos:

I4x2 sen x dx =—4x2.cos x +[8x.senx +8cos x|+ ¢

I4x2 sen x dx = —4x2.cos x +8x.senx +8cos X + ¢

Portanto, na integral acima foram utilizadas duas técnicas de integracao:
por partes (duas vezes) e por substituicdo.

3 INTEGRAIS ENVOLVENDO POTENCIAS DE SENO E COSSENO

Estudaremos algumas integrais trigonométricas na forma de poténcias e
produtos de fungdes trigonométricas. Serao apresentadas algumas formulas que
auxiliardao na resolucao das integrais do tipo ! sen™ x cos" x dx.

Como a resolugao destas integrais difere conforme os valores de m e n,
vamos estudar cada caso separadamente.
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3.1 m impar
Se m ¢ impar, a poténcia do seno € impar (m = 2k + 1), podemos separar
um fator seno e utilizar a identidade trigonométrica conhecida como relagao

fundamental da trigonometria sen? x + cos? x = 1. Assim, conseguimos expressar
os fatores remanescentes em termos de cosseno.

2k+1

J.sen’"x cos” x dx=.[sen xcos" x dx

= J‘SGnZKX sen x cos” x dx
2 k n
= J(sen X) sen x cos” x dx

= I(1 —coszx) Kcos” x sen x dx

Agora, faga uma substituicao u = cos x.
Exemplo 1:

Calcule a integral [ sen®x cos? x d.
Resolucgao:

Na integral I'sen® x cos? x dx, vamos aplicar o procedimento descrito acima
para m=3 e n=2.

J.sen3xcosz X dx = J.senz”x cos? x dx
2 2
=J‘sen X sen xcos‘ x dx
= I(1 —cos? x)cos2 xsen x dx
B 2 4
= I(cos X —CO0S x) sen x dx
= I(COSZ X sen x —cos*x sen x) dx

=J.cos2 X sen x dx—jcos“xsenx ax



Nas duas integrais, substituimos u = cos x

:j—u2 du—j—u4 du U =CoS X
:—J.u2 du+ju4du du =-sen x dx

3 5
vy .. —du =sen x dx

3 5

cos® x cos® x
- n +c

3 5
cos® x cos® x
Portanto, Isen3xcoszx dx = — 3 g O
3.2 nimpar

Quando n é impar, agora a poténcia do cosseno € impar (n = 2k + 1), e
podemos separar um fator cosseno e utilizar a identidade trigonométrica cos? x =
1 - sen? x, assim expressamos os fatores remanescentes em termos de seno.

2k+1 X dx

J.sen’"x cos” x dx = J.sen’"x cos
m 2k
=Isen X cos“" xcosx dx

= jsen”’ x(cos2 x)kcosx dx

= J‘senm x(1—sen2 x)k cosx dx

Agora, faga uma substituigao u =sen x.

Exemplo 2:

Calcule a integral I sen? x cos’ x dx.



Resolucao:

Na integral I sen? x cos® x dx, vamos aplicar o procedimento descrito
acima para m=2 e n=>5.

.[senzx cos® x dx = .[senzx cos* x dx
= Isenzx(cosz x)2 Ccos x dx

- Isenzx(1 —sen2x) 2 cos x dx

I(1 —2sen’x + sen"’x) sen?x cos x dx
I(senzx cos x — 2 sen“*x cos x + sen®x cos x)dx

= Isenzxcosx dx—2jsen4x COS X dx+Isen6x oS X dx

Nas duas integrais, substituimos u = sen x

=J‘u2 du—2]u“du+J‘u6 du Uu=senx

ud ud U’ du =cos x dx

_sen®x  2sen®x  sen’x

+
3 5 7

sen®x 2sen®x . sen’x
3 5 7

Portanto, Isenz x cos’x dx = +c.

3.3 m n par

Quando m e n forem pares, as poténcias de seno e cosseno sao pares, e
podemos utilizar as identidades trigonométricas dos arcos-metade

sen2x=%(1—0032x) cos?x =%(1+0032x)

Assim, expressamos os fatores remanescentes em termos de seno.



J-senmx cos” x dx = Isen”‘x cos?¥ x dx

~ leens]* s o) o

_ IE (1—cost)} kB (1+cost)} < ax
. B (1 cos2x)1 (1+ cos 2x)} < dx
:I[%(pcoswx)} < ax

(2] -cos?2n)* o

Gj [-cos? 2x) ax

Agora, desenvolva a poténcia (1-cos? 2x)* e, em seguida, resolva as integrais
por substituicao.

Exemplo 3:

Calcule a integral [ sen? x cos? x dx.

Resolucao:

Na integral ] sen”® x cos® x dx, vamos utilizar as identidades sugeridas
acima.

J.senzx cos? x dx = I%ﬁ —cost)%(1 +c0s2x) dx
1
=ZJ(1—0082x)(1+c032x)dx
1
:ZI(1—c0322x)dx

:%de—jcosz2xdx]

No membro da esquerda, temos trés integrais para resolver. A primeira
¢ imediata, a segunda sai com uma substitui¢do u = 2x e a terceira aplicamos a
féormula de reducao.
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Isenzxcoszx dx =+ x—ic032xsen2x—ljdx
4 2.2 2
=l x—10052xsen2x—1x +c

4| 4 2
=1 lx—10082xs;en2x +cC

4|2 4

1

:—x—l0032xsen2x+c
8 16

Portanto, Isenzx cos? x dx = %x - %cos 2xsen2x +c-

—

UNI

[0
&’

~"

Os procedimentos apresentados neste topico nao séo a unica maneira de resolver
tals integrais. Podem ser utilizadas outras identidades trigonometricas para tornar as integrais
mais simples. Aparentemente, essa utilizacdo ocasionara em primitivas aparentemente
diferentes, mas nao € verdade: as primitivas serdo as mesmas e elas apenas diferenciaram
na apresentacéo. Algumas manipulacdes algebricas mostrardo que sera possivel ver que se
trata da mesma funcao primitiva. Isto pode ocorrer com os exercicios propostos, isto €, as
respostas que vocé encontrar podem eventualmente estar um pouco diferentes da resposta
apresentada no final da unidade. Sugiro que verifique a igualdade entre a fungcao primitiva
encontrada e a fornecida como resposta. Bons estudos!!!

4 INTEGRAIS DE REDUCAO OU RECORRENCIA

A integracao de fungdes poténcias trigonométricas é resolvida usando a
técnica de integracao por partes e, quando a fungdo € seno ou cosseno, existem as
férmulas de redugao ou recorréncia para expoentes maiores ou iguais a dois.

Para as integrais:

I sen™ u du ej cos™ u du, sendo n inteiro e positivo.

Através da integragao por partes, deduzem-se as seguintes formulas:
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n

1 _ -1 _
Isen”u du =——sen"ucosu + jsen” 20 du, nelIN*
n

n

n 1 n-1 n-1 n-2 *

Icos u du=—cos" 'u senu+—'[cos udu, nelN
n n

Vamos mostrar alguns exemplos dessas integrais.
Exemplo 1:
Calcule a integralf sen? x dx.
Resolugao:

Na integral I sen x dx, vamos aplicar a formula de recorréncia para n =2.

Isenzx dx =—1sen xcosx+1jsen°x dx
2 2

Isenzx dx :—1senxcosx+1jdx
2 2

2 1 1
sen‘x dx:—Esenxcosx+§x+c

Exemplo 2:
Calcule a integralf cos® x dx.
Resoluc¢ao:

Na integral I' cos® x dx, vamos aplicar a férmula de recorréncia para n = 3.

Icos3x dx =%cos2 x sen x+§jcos X dx

. 1, 2
ICOS X dX=§COS xsenx+§senx+c



&

Observe que em situacdes onde o valor de n for maior que 3 € necessario aplicar
novamente a formula na integral do segundo membro.

Nestas integrals podem ocorrer tambem situagdes em que temos uma constante
multiplicando o argumento das funcdes trigonometricas. Por exemplo, f sen4 5x dx. Entéo
o procedimento &: primelro fazer uma substituicdo u = 5x e, em seguida, aplicar a formula
de reducéo.

Assim, podemos reescrever as formulas apresentadas acima para esses casos.

1 _ n-1 _
Isen”au du =-—sen” 1aucosau+—J'sen” 2au du, neiIN*
n

an

1 _ n-1 _
Icos”au du =—cos" " au sen au+—J.cos” 2au du, neIN*
an n

Exemplo 3:
Calcule a integral [ sent 5x dx.
Resolucao:

Na integral I sent 5x dx, vamos aplicar a férmula de recorréncia para n =
4 ea=5>5.

J.sen45x dx =—isen3 5x cos5x+§J.sen25x dx -
54 4

Conforme ja comentado, na integral do segundo membro teremos que
aplicar novamente a formula de recorréncia.

Isen45x dx:—isen3 5xcosSx+E —isen5xc035x+ljsen°5x adx
20 4 52 2
J.sen45x dx :—isen3 5xcosSx+§ —isen5xcos5x+1_[ dx
20 4 10 2
Isen45x dx =—isen3 5xco:35x—isen 5x cos5x+§‘[ dx
20 40 8

Isen45x dx =— " sen® 5x cos5x — - sen 5x cos5x + S x 4 ¢
20 40 8
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TICAS

(AL}
&’

~"

A integragéo requer bastante habilidade algébrica com as relagdes e identidades
trigonométricas. Sugiro que consultem o livro: [EZZI, Gelson et al. Fundamentos de
matematica elementar. Trigonometria. 8. ed. S&o Paulo: Atual, 2004. v. 3.
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RESUMO DO TOPICO 4

Neste topico voce viu:

* A técnica de integracdo por partes. Vamos recordar as etapas do método. As
integrais tém a seguinte forma:

jf(x).g(x) dx .

Passo 1: A escolha conveniente para u e dv, istoé, u=£(x) e dv=_g’(x) dx.

d
Passo 2: Calcule d_)L: =f'(x) e jdv = Ig’(x) dx .
Passo 3: Faca a substituigao:

u=Ff(x) = du="F(x) dx
dv=g'(x) dx = v=g(x)

na formula de integragao por partes;
Fwdv=uo-T vdu,
Passo 4: Calcule a integral do segundo membro, se possivel.

Passo 5: Se a integral do segundo membro nao ficou como uma integral imediata,
entdo aplique alguma técnica conveniente.

¢ Estudou trés procedimentos para o produto de poténcias de seno e cosseno.

.f sen™ x cos™ x dx Procedimento Identidades trigonométricas

e Separe um fator de sen x.
m impar o Apliqueaidentidade trigonométrica. sen? x =1 — cos? x

e Faca a substituicao u = cos x.

e Separe um fator de cos x.
n impar o Apliqueaidentidade trigonométrica. cos?x=1-sen?x

o Faca a substitui¢do u =sen x.

1
e Useasidentidades trigonométricas sen’x = ) (1 —-cos2 x)
m, n par para reduzir as poténcias de sen x e
1
COs X. cos?x :§(1+0032x)
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* Estudou a técnica de integracao trigonométrica. As formulas de reducao

1 _ n-1 _
Isen”au du =——sen"” 1aucosau+—jsen” 2au du, neiIN*
n

an

1 _ n-1 _
jcos”au du =—cos™ " au sen au+—jcos” 2au du, neIN*
an n



\J
AUTOATIVIDADE ,‘_-:7‘/

Agora é a sua vez! Resolva as integrais aplicando a técnica de integragao por
partes. Lembre-se das orientagdes dadas, o cuidado na escolha das partes u e
dv para cada tipo de integral desenvolvida.

Nos exercicios 1 a 4, calcule as integrais fazendo as substitui¢des indicadas.

1) I5xex dx; u=5x; dv=e*dx
2) Iln(1— x)dx; u :In(1— x); dv = dx
3) [te* dt;u=t dv=e*dt

4) J-xzex dx; u=x2; dv=e*dx

Nos exercicios 5 a 10, calcule a integral utilizando a técnica da integragao por
partes.

5) lenxz dx

6)j2—x
2

N 5=

8) J.x(x+5)_14 dx

9) j&lnx dx

ax

10) J.x2(2x—1)_7 dx
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Nos exercicios 11 a 16, calcule as integrais trigonométricas.

11) [sen’x dx

12) Icos“x dx

13) Isenzxcos3 X dx
14) jcosz4x dx

15) Isen‘:’xcosz x dx

16) Isen37x dx
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TOPICO 5

METODOS DE INTEGRACAO I

| INTRODUCAO

p(x)

Uma fungao da forma onde p(x) e q(x) #0 sao polindmios, é chamada

q(x)’ p(x)

de fungado racional. Tecnicamente, é possivel escrever qualquer expressao a0
como uma soma de expressoes racionais cujos denominadores envolvem poténcias
de polindmios de grau nao superior a 2.

2 INTEGRACAO DAS FUNCOES RACIONAIS POR FRACOES
PARCIAIS

Em algebra, normalmente combinamos duas ou mais fracdes em uma
unica, usando um denominador comum. Por exemplo:

3 .2 _3(x+5)+2(x-1)  5x+13
x-1 x+5 (x—1)x +5) X2 44x-5

Asintegrais queresolveremosnesta secao se apresentarao da seguinte forma:

5x+13 3
.[ x2 4+4x_5 X ,onde deveremos escrever esta integral como I X —1 dx + I xX+5 ox ’

facilitando bastante a integracao. Vamos estudar um método geral para a integragao
de fungdes racionais, baseado na ideia de decompor uma fungao racional em uma
soma de fungdes racionais mais simples (conforme mostrado acima), que possam
ser integradas pelos métodos estudados anteriormente.

Se p(x) e q(x) sdo polindmios e se o grau de p(x) € inferior ao de q(x),

~ . X X
entdo podemos decompor a fragao ZEX; na forma: 57(;% =F. F. R F,. Sendo

Bx +C

F (k=1,2,3,..,n)daforma —A _ ou
(ax +b)" (ax2 +bx+c
reais e 1 inteiro positivo, ax?+bx +c ¢é irredutivel.

)n ,para A, B e C nameros

Se todos os fatores de q(x) sao lineares, entao a decomposicao em fragoes
p(x)
parciais de 9(*) pode ser determinada usando-se a seguinte regra: REGRA DO
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FATOR LINEAR.

Para cada fator da forma (ax + b)™, a decomposi¢ao em fragdes parciais
contém a seguinte soma de m fragdes parciais:

Plx) _ A ot A A
q(x) ax+b (ax+bf’ (ax+b) (ax +b)"

onde A, A, A, .., A_ sao constantes a serem determinadas.

Exemplo 1:

Calcule j 25’(7_3 dx -
X< -2x-3

Resolugao:
Fatorando o polindmio X2 - 2x - 3, temos x2-2x—3=(x+1)(x - 3).
Os fatores x+1 e x—3 sao lineares e aparecem na primeira poténcia:

assim sendo, cada fator contribui com um fator na decomposicao em fragoes

parciais pela regra do fator linear. Deste modo, a decomposigao tem a forma:

5x-3 A B
= +
x2_-2x-3 x+1 x-3,

onde A e B sao constantes a serem determinadas. Assim, aplicando o método de
Descartes, temos:

5x-3=A(x-3)+B(x+1)  Multiplique os dois lados da equagao por (x+1)
(x=3)
5x —3 = (A +B) - 3A +B. Combine os termos

Por comparagao, equacionamos os coeficientes para obter o sistema linear
a seguir.
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{A+B:5 + 3A-B=3 ::g_::
~3A+B=- - B
+B 3 4A 8 B3
A=2
5x-3 2 3
J‘m dX—jX+1dX+JX_3dX U=X+1
du at
_2j7+3jT du = dx
=2 Inju|+3 Inft|+¢c t=x-3
=2 Inx+1+3 Inx-3/+¢ dt = dx
5x -3
Portanto, ,[27 dx =2 Inx+1+3 Inx-3/+c
X“-2x-3
Exemplo 2:
x-1
I 3 > dx
Calcule * X~ +x° —4x-4
Resolucao:

Fatorando o polindmio x3+x2 - 4x —4, temos x3+x2-4x—-4=(x-2)(x +1)
(x+2).

Os fatores x—2,x+1,ex+2 sao lineares e aparecem na primeira poténcia:
assim sendo, cada fator contribui com um fator na decomposicao em fragoes
parciais pela regra do fator linear. Deste modo a decomposicao tem a forma:

x-1 A B C
= + +
x3+x2_4x-4 Xx-2 x+1 x+2

onde A, B, C sao constantes a serem determinadas. Assim,
x=1=AKXx+1)(x+2)+B(x-2)(x+2)+C(x=2)(x+1).

Existe outra maneira pratica para determinar os valores das constantes A,
B, C. Tomamos valores de x que anulam os diversos fatores, como segue:
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x=2 - 1=A34 x=-2 - -3=C(4)-1) x=-1 > -2=B(3)1
1 c_-3 5.2
12 4 3
X /2 /
-[x3+x2 i 4 j dx+Ix+1dx+I dx

1 In‘x—2|+Z In‘x+1‘—g In|x+2|+c
3 4

12
Portanto, J‘ 3 );_1 dx = il In|x—2|+g In|x +1 3 In|x+2|+c¢
X° +x°-4x -4 12 3 4
Exemplo 3:
dx
Calcule | ——.
-.‘x3 —4x?
Resolugao:

Fatorando o polindmio x3-4x2, temos x° - 4x2= x2.(x — 4).

1 A

A decomposigao tem a forma: “ax?  x + 2 + ~_a onde A, B, C sao
constantes a serem determinadas. A551m

1=Ax(x-4)+B(x-4)+Cx?
1=(A +C)x%+ (- 4A + B)x — 4B.

Determinando os valores das constantes A, B, C pelaregra pratica. Tomamos
valores de x que anulam os diversos fatores, como segue:

x=0 —»> 1=-48B x=4 — 1=16C A+C=0
B=_—1 C:i A=_—1
4 16 16
J‘ j/edx+IAdx+J. /6 adx
S ¥ L S M
16 4 -1 16
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1 1 1
=—— Inx|+—+-— Inx-4|+c
16 4x 16
1 x-4 1
=—| +—+C
16 X 4x
Portanto, I ax 1 x4l
X _4)(2 16 X 4x

Se alguns dos fatores de q(x) sao quadraticos irredutiveis, entao a
contribuicao destes fatores para essa nova decomposicao em fragdes parciais

p(x)
de “g(x) pode ser determinada a partir da seguinte regra: REGRA DO FATOR

QUADRATICO.

Para cada fator da forma (ax?+bx+c)™, a decomposi¢ao em fra¢des parciais
¢é formada pela soma de m fragdes parciais:

p(x) Ax + B, N Ay x + B, N Az X + Bj - A, x+B,

q(x) ax?+bx+c (ax2+bx+c)2 (ax2+bx+c)3 (ax2+bx+c)m

onde A, A A, .. A B, B, B, ..B_ sdoconstantes a serem determinadas.
Exemplo 4:

J‘ 5dx
Calcule ¥ X° +4x .

Resolucao:

Fatorando o polindmio X3+ 4x, temos x3 +4x =x. (X2 + 4).

Pela regra do fator linear, o fator x introduz um sé termo e pela regra do

fator quadratico, o fator x2 + 4 introduz dois termos (uma vez que m =2). Deste
modo a decomposi¢ao tem a forma:

1 A Bx+C B .
" + onde A, B, C sao constantes a serem determinadas.

x3 +4x x? +4

Assim,
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1=A(2+4) + (Bx + C)x
1= (A +B)x2 + Cx + 4A.

Determinando os valores das constantes A, B, C pelo método de Descartes,
temos:

A+B=0 4A=5 A+B=0
C=0 A3 g__2
4A=5 4 4
5dx % 5, x

=|Z=dx + dx
J‘x9’+4x J‘X J‘x2+4

_3 In|x]—§.1 In|x2+4|+c

4 4 2

_S Y —E.In‘x2 + 4‘ +c
4 8

Portanto, J- Sdx _5 In|x|—g.ln‘x2 +4‘+c

X +4x_Z

Exemplo 5:

3

Calcule J-(Xz)(? dx

Resolugao:

O polindmio x2 + 2 j4 é irredutivel. Deste modo a decomposigao tem a
forma:

x*  Ax+B Cx+D

= +
(x2 +2)2 x?+2 (x2 +2)2 onde A, B, C sdao constantes a serem
determinadas.

Assim,

x3=(Ax+B)(x?+2) + Cx+D
x3=Ax3+Bx2+(2A+C)x+2B +D.

Determinando os valores das constantes A, B, C pelo método de Descartes,
temos:
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A=1

B-0 2A+C =0
2A_+C:0 21+C=0
2B+D =0 C=-2
® -2
J‘(XZXJF 2)2 * I X2X+2 dX+I(x2 +);)2 ™
_1rdu du
T2l e
— In‘x2 2‘ X2j12 A +c
:lln‘x2+2‘+ 21 +cC
2 X% +2
Portanto, J‘ﬁ dx :% In‘x2 +2‘+ x21+2 +c

3 INTEGRAIS IMPROPRIAS

ODOS DE INTEGRACAC

1du = xdx
2

b
As integrais definidas L f(X) dx estudadas até esta secao sao numeros

Definigdo 3.5.1 A integral impropria de f no intervalo [a, + o) é definida

[ Fix)ax = lim ? F(x)dx .

a b—+wda

247

reais e f(x) é uma fungao continua no intervalo [a, b]. Pode acontecer que, ao
aplicarmos estes conceitos, seja preciso ou conveniente considerar os casos em que
a=—om,b=-00, ou f seja descontinua em um ou mais pontos do intervalo. Nestas
condigOes, € preciso ampliar o conceito de integral e as técnicas de integracao, de
modo a incluir estes casos adicionais. Estas integrais em que a=— o0, b=— 00, ou f
¢ descontinua em [a, b], sdo chamadas Integrais Improprias.
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Quando este limite existir, dizemos que a integral impropria converge, e o limite é
definido como sendo o valor da integral. Quando o limite ndo existir, dizemos que a integral
Impropria diverge, e ndo e atribuido nenhum valor real. Isto se aplica a todo tipo de integrais

improprias.
Exemplo 1:
Calcule a integral imprépria J' 1 dx -
% x?
Resolucao:

Conforme a Definigao 3.5.1, substituimos o limite superior infinito por um
limite finito b, e entdo tomamos o limite da integral resultante. Assim,

+oo 1 . b 1
j — dx = lim j —zdx

% X b— +x % X )
FIGURA 76 — GRAFICO 5.1

-1 1 2 3 4 5

FONTE: O autor

. [—1 2}
= lim|—+=
b+ b 3

2
3
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Portanto, IM iz dx :% e esta integral é convergente. A regido mostrada
3

% x

no grafico (figura 76) tem érea% .

Definicao 3.5.2 A integral impropria de f no intervalo (- oo, b] € definida

por
J.b f(x)dx = lim Ib f(x)dx .
—00 a—>-—oda
Exemplo 2:
Calcule a integral imprépria I S dx |
- (5 - x)2

Resolucao:

Conforme a Defini¢ao 3.5.2, substituimos o limite inferior infinito por um
limite finito 4, e entdo tomamos o limite da integral resultante. Assim,

J’3 * im0
- (5—X)2 a—>-oda (5—X)2
3
= lim j (5-x)2 dx u=5-x
a—>-oda
= lim [u™ du du = dx

I
i’_
é3
VO
[6)]

| —_
x
A

1 1

= lim|—-

a— oo|:2 5 — a:|
1

2
3 dx 1 . ,

Portanto, j W = 5 eestaintegral ¢ convergente.

o (5_ x

Definicao 3.5.3 A integral impropria de f no intervalo (- oo, + ) é definida
por:
+o0

onof(x)dx:J.c f(x)dx+j F(x)dx

—00 —0 Cc

onde ¢ é um numero real qualquer.
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Exemplo 3:
Calcule a integral imprépria J.HO xe X dx .
0
Resolugio:
J.M xe? dx = lim ° x e 2 dx u=-2x
0 b—>+0d 0
b
T _ -2x L -2x _
_bl_|)n+1w 2xe 0+2I e dx} du =-2dx
1 1 o
= lim [——xe‘z" ——e‘z"} dv = e ¥ dx
b— 4| 2 0
. 1, _ 1 _ 1 _ 1 _
_tim | = pe2t o2 _[_ 1 gg20_15-20 v:—le’zx
b—+o| 2 4 2 4

+00 1 ;
Portanto,J‘ xe ™ dx = 2 e esta integral € convergente.
0

Definicao 3.5.4 Se f for continua no intervalo [a, b], exceto por uma
descontinuidade infinita em b, entdo a integral impropria de f no intervalo [a, b]
¢ definida por:

b k
j f(x)dx = lim [ F(x)dx.
a k—>b"Ja
Defini¢ao 3.5.5 Se f for continua no intervalo [a, b], exceto por uma
descontinuidade infinita em 4, entdo a integral imprdpria de f no intervalo [a, b]
¢ definida por:

Lb f(x)dx = Jim. I: f(x)dx .

FIGURA 77 - GRAFICO 5.2
Exemplo 4: [T+

J'1 dx
Calcule a integral imprépria J-3 x +1.

Resolucao:

1
Observemos que ! (x)= w11 ¢ descontinua em .‘
x=-1 eareta x=-1 ¢ uma assintota vertical (figura N
77). Assim, | st
FONTE: O autor
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I.13 xdj-(1 =J.:: xd:1+-[-11 xd:1

. 1T dx
= lim + lim _
k>-1d-3 X+1 k>-1Jk x+1

= tim I+, + tim infc+ o],
ot Nim

k— -1
= tim (infc+4~nf=3+1)+ tim (inft+ 9 ~Infk +1)
=0
T dx
Portanto I 3 x 11 Ddo existe e esta integral ¢ divergente.
—
UNI
L}

N

O texto a seguir foi extraldo da internet em um site bastante completo —
Centro de Ensino e Pesquisa Aplicada da Universidade de Sdo Paulo. O texto € parte de
uma bibliografia de uma grande personalidade da matematica que contribuiu muito com o
desenvolvimento do Célculo.
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LEITURA COMPLEMENTAR

BIOGRAFIA DE GOTTFRIED WILHELM VON LEIBNIZ (1646-1716)

Leibniz nasceu em Leipzig, Alemanha, no dia 1° de julho de 1646. Ingressou
na Universidade aos 15 anos de idade e, aos 17, ja havia adquirido o seu diploma
de bacharel. Estudou Teologia, Direito, Filosofia e Matematica na Universidade.
Para muitos historiadores, Leibniz é tido como o ultimo erudito que possuia
conhecimento universal.

Aos 20 anos de idade ja estava preparado para receber o titulo de doutor
em Direito. Este lhe foi recusado por ser ele muito jovem. Deixou entao Leipzig e
foi receber o seu titulo de doutor na Universidade de Altdorf, em Nuremberg.

A partir dai, Leibniz entrou para a vida diplomatica. Como representante
governamental influente, ele teve a oportunidade de viajar muito durante toda a
sua vida. Em 1672 foi para Paris, onde conheceu Huygens, que lhe sugeriu a leitura
dos tratados de 1658 de Blaise Pascal se quisesse tornar-se um matematico. Em
1673 visitou Londres, onde adquiriu uma copia do Lectiones Geometricae de Isaac
Barrow e tornou-se membro da Royal Society. Foi devido a essa visita a Londres
que apareceram rumores de que Leibniz talvez tivesse visto o trabalho de Newton
que por sua vez o teria influenciado na descoberta do Calculo, colocando em
duvida a legitimidade de suas descobertas relacionadas ao assunto.

Sabemos hoje que isto nao teria sido possivel, dado que Leibniz, durante
aquela visita a Londres, ndao possuia conhecimentos de geometria e analise
suficientes para compreender o trabalho de Newton.

A partir dai, a Matematica estaria bastante presente nas descobertas de
Leibniz. Em outra posterior visita a Londres, ele teria levado uma mdaquina de
calcular, de suainvenc¢ao. Uma das inimeras contribui¢des de Leibniz a Matematica
foi o estudo da aritmética bindria, que, segundo ele, havia sido utilizada pelos
chineses e estaria presente no livro I Ching.
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Como aconteceu com Newton, o estudo de séries infinitas foi muito
importante no inicio de suas descobertas. Relacionando o triangulo de Pascal e o
triangulo harmonico, Leibniz percebeu uma maneira de encontrar o resultado de
muitas séries infinitas convergentes. A essa altura ele voltou-se para o trabalho de
Blaise Pascal - Traité des sinus du quart de cercle, que lhe teria dado um importante
insight: a determinacao da tangente a uma curva dependia das diferencas das
abscissas e ordenadas na medida em que essas se tornassem infinitamente
pequenas e que a quadratura, isto é, a drea, dependia da soma das ordenadas ou
retangulos infinitamente finos.

Esse insight levaria Leibniz em 1676 a chegar as mesmas conclusoes a que
havia chegado Newton alguns anos antes: ele tinha em maos um método muito
importante devido a sua abrangéncia. Independente de uma funcao ser racional
ou irracional, algébrica ou transcendente - termo criado por Leibniz -, as operacoes
de encontrar “somas” (integrais) ou “diferencas” (diferenciais) poderiam ser
sempre aplicadas. O destino havia reservado a Leibniz a tarefa de elaborar uma
notacdo apropriada para estas operagdes, assim como as nomenclaturas - Célculo
Diferencial e Célculo Integral -, ambas utilizadas atualmente.

O primeiro trabalho sobre Célculo Diferencial foi publicado por Leibniz em
1684, antes mesmo do que Newton, sob o longo titulo Nova methodus pro maximis et
minimis, itemque tangentibus, qua nec irrationales quantitates moratur . Nesse trabalho
apareceram as formulas:

d(xy) = x dy =y dx (derivada do produto)

X dx-xd
d[;) = % ( derivada do quociente)

y

dx»=n x!

Dois anos mais tarde, Leibniz publicaria no periédico Acta Eruditorum
um trabalho sobre o Calculo Integral. Nesse trabalho apresenta-se o problema da
quadratura como um caso especial do método do inverso das tangentes.

Além do Calculo, Leibniz contribuiu para outras areas da Matematica. Foi
ele quem generalizou o teorema do bindmio em Teorema do Multinémio, para
expansoes do tipo (x +y + z)". A primeira referéncia do método dos determinantes
no mundo ocidental também foi feita por ele. Leibniz reelaborou e desenvolveu o
conceito de logica simbolica. Contribuiu também para a teoria de probabilidades
e a analise combinatdria.
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O peso das descobertas e contribuicdes de Leibniz para o Calculo e para a
Matematica como um todo é tao grande que outras importantes dreas de atuacao
frequentemente sao deixadas de lado. Nao obstante, Leibniz é considerado também
um dos sete filésofos modernos mais importantes.

Em Fisica, Leibniz acabou negando a teoria da gravitagao de Newton, pois
acreditava que nenhum corpo podia entrar em movimento “naturalmente”, a nao
ser através do contato com outro corpo que o impulsionaria. Ele também rejeitou os
conceitos newtonianos de espago e tempo absolutos. Junto com Huygens, Leibniz
desenvolveu o conceito de energia cinética. Apesar de tudo, as suas contribuicoes
para a ciéncia foram de certa forma obscurecidas por aquelas de Newton. Isto,
entretanto, ndo o faz menos importante que Newton na descoberta do Célculo. Na
realidade, Leibniz e Newton foram os dois maiores protagonistas na descoberta
desta poderosa ferramenta matematica, o Calculo.

E sabido que Leibniz era capaz de ficar sentado na mesma cadeira por vérios
dias, pensando. Era um trabalhador incansavel, um correspondente universal -
ele tinha mais de 600 correspondentes. Era patriota, cosmopolita e um dos génios
mais influentes da civilizagao ocidental. Em julho de 1716 adoeceu, ficou entao de
cama até a sua morte, no dia 14 de novembro, em Hannover, Alemanha.

FONTE: Disponivel em: <http://www.cepa.if.usp.br>. Acesso em: 19 jan. 2011.
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RESUMO DO TOPICO 5

Neste topico estudamos e vimos que:

¢ Estudamos a integracdo de fungdes racionais por fragdes parciais e ai vimos
duas regras para construir a decomposi¢ao em fragdes parciais.

p(x) = A1 + A2 + A3 +...+ Am ou
q(x) ax+b (ax+bf’ (ax+b) (ax +b)"

p(x) Ax +B, N Ay x + B, N A3 x + Bs - A, x+B,

qlx) ax?+bx+c (ax2+bx+c)2 (ax2+bx+c)3 (ax2+bx+c>m

¢ Finalizando, estudamos a integral imprdpria, onde primeiro devemos resolver
a integral para depois calcular o limite. Vimos duas situagOes das integrais
improprias.

¢ Integrais imprdprias com limites infinitos de integracao:

+00 b

1) Se f(x) é continua em [a, + ) entdo ja fx)dx = Jim . f(x)ax

b b
2) Se f(x) é continua em (-, b] entdo I_ f(x)dx = lim Ia f(x)dx

0 a— —w

Cc +00

f(x)dx+I

+o0
3) Se f(x) é continua em (~o0, +) entdo J:w f(x)dx = J- f(x)dx

—00 c

¢ Integrais imprdprias com descontinuidades infinitas:

b K
1) Se f(x) é continua em [, b) entdo I f(x)dx = lim | f(x)dx

k—>b Ja

b . ¢b
2) Se f(x) é continua em (a, b] entdo ja f(x)dx = lim [ f(x)dx

k—a'dk
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Agora chegou a sua vez de colocar em pratica o que foi estudado. Lembre-
se das orientagdes dadas para o calculo das integrais improdprias.

Nos exercicios 1 a 6, calcule as integrais indefinidas por fragdes parciais.

J‘ 2x+3 dx

x2+x-6

2)_[ —-3x -1 dx

X+X

-2x+3
dx
3) J.x +2x2 + x

dx
4 -
)jx2+x—2
3x* +4x° +16x%2 +20x+9
5 | dx
x+2 X +3)

6)J.x +3x

Nos exercicios 7 a 11, calcule as integrais imprdprias.

7) ‘[_Owex dx
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