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El juego bayesiano

* Enlos juegos definidos hasta ahora, todos los elementos del juego son
conocidos por todos los jugadores.
* Estrategias (acciones).
* Orden del juego.
* Funcion de pagos.
e Es decir, cuando definimos un juego todos los jugadores saben qué
juego se esta jugando.
* Y también: todos los jugadores saben que todos los jugadores saben qué
juego se esta jugando.
e Y también: todos saben que todos saben que todos saben.... qué juego se
esta jugando.
e Esto se denomina conocimiento comun. Es decir, una vez definido el
juego, este es de conocimiento comun.



El juego bayesiano

A menudo, alguna de las caracteristicas del juego no es conocida por algun
jugador.

Esto se traduce en que hay jugadores con informacion privada no conocida por
otros jugadores.

En esos casos, los modelos de juego vistos hasta ahora no serian, en principio,
adecuados.

Nuevo modelo: el juego bayesiano, donde los pagos no son conocimiento comun.

La informacion privada sobre alguna de las otras caracteristicas se puede
modelizar también como un caso de informacidén privada sobre los pagos.

P.e., sila Jugadora 1 no sabe si el conjunto de estrategias de la Jugadora 2 es {A, B}
o {A, B, C} podemos transformar el juego en otro en el que la Jugadora 2 tiene
como conjunto de estrategias el {A, B, C}, pero la Jugadora 1 no sabe si los pagos
de la Jugadora 2 en caso de elegir la C son los que 2 sabe o son un valor muy bajo
(que hara que C nunca se elija).

Segun si el juego sobre el que hay informacion asimétrica es estatico o dinamico,
asi el juego bayesiano sera también estatico o dinamico. En este tema solo
veremos los estaticos.



El juego bayesiano

Ejemplos de juegos bayesianos.

* Duopolio de Cournot donde los costes de la rival son desconocidos.

* Oligopolio de Bertrand donde la demanda es incierta, pero una empresa
tiene informacion sobre ella.

e Subasta donde las valoraciones de los demas participantes no son
conocidas.

* Contribuciones privadas a un bien publico sin conocer costes o valoraciones
de los demas.

* Negociacion sin conocer su factor de descuento del rival.
* Batalla de los sexos sin saber si la pareja prefiere estar sola o acompanada.

* Dilema del prisionero sin conocer si la otra jugador presenta preferencias
altruistas.



El juego bayesiano

En el estudio de los juegos bayesianos veremos lo

siguiente:

* La definicion de juego bayesiano para recoger la informacion
asimétrica.

* Eluso de las funciones de mejor respuesta para definir el
equilibrio bayesiano.

* La redefinicion del juego bayesiano como un juego dinamico
de informacion imperfecta.

* La equivalencia del equilibrio bayesiano con el equilibrio de
Nash de |la forma normal correspondiente a ese juego
dinamico.



Ejemplo 1

El Jugador 1 puede elegir entre dos acciones Ay B.
El Jugador 2 puede elegir entre dos acciones | y D.
Los pagos dependen de los tipos de jugadores.

El Jugador 1 es de un solo tipo y este es conocido por el Jugador 2.
El Jugador 2 puede ser del tipo x o de tipo y.

El Jugador 2 sabe su tipo pero el Jugador 1 no sabe con certeza el
tipo del Jugador 2.

El Jugador 1 sabe que el Jugador 2 es del tipo x con probabilidad
2/3, y del tipo y con probabilidad 1/3.

Los pagos, segun acciones elegidas y tipo del Jugador 2, se
muestran en las siguientes tablas.



Ejemplo 1

Modelizamos “no conocer los pagos” como “no conocer los tipos”

p=2/3 2 tipo x p=1/3 2 tipoy
I D I D
Al4,3|3,1 Al 3,3 |1,6
: B|3,6]2,3 ' B| 1,1 (5,3

Es un juego bayesiano.

No son dos juegos en forma normal: no son dos matrices
independientes y no se pueden analizar como tales.

El Jugador 1 no sabe en qué matriz estan.

El Jugador 2 si sabe en qué matriz estan.



Ejemplo 1

* Encontremos el equilibrio bayesiano a partir de las correspondencias de
mejor respuesta.

« Comencemos por el Jugador 2, que conoce su tipo (y el tipo del Jugador 1):

e Si2esdeltipo x:

* La estrategia D esta estrictamente dominada por la estrategia I. Su mejor respuesta para
cualquier estrategia del Jugador 1 sera I.

e Si2esdeltipoy:

* La estrategia | estd estrictamente dominada por la estrategia D. Su mejor respuesta para
cualquier estrategia del Jugador 1 serd D.

* Es decir, la mejor respuesta del Jugador 2 ante cualquier estrategia del Jugador
1 serda (I, D).
* Ahora podremos calcular la mejor respuesta de 1 frente a (I, D):
« U;(A,ID)=(2/3)4+(1/3)1=9/3
« U;(B,ID)=(2/3)3+(1/3)5=11/3
* El equilibrio bayesiano sera: (B, (I, D)).



Ejemplo 1

Este ejemplo ha sido facil porque el Jugador 2 tenia una estrategia dominante. En
general no sera asi y tendremos que calcular todas las mejores respuestas del Jugador 1
para las posibles estrategias del Jugador 2, S, = {lI, ID, DI, DD}}.

A partir de ahi encontrariamos estrategias tales que una fuera mejor respuesta frente a
la otra y viceversa (lo veremos con mas cuidado en el Ejemplo 2).

Pago esperado de jugar A:

UL(A, D) = (2/3)4 + (1/3)3 = 11/3
U,(A, ID) = (2/3)4 + (1/3)1 = 9/3
Uy (A, DD = (2/3)3 + (1/3)3 = 9/3
Uy (A, DD) = (2/3)3 + (1/3)1 = 7/3

1 ID

Pago esperado de jugar B:

U, (B, 1N = (2/3)3 + (1/3)1 = 7/3
U, (B, ID) = (2/3)3 + (1/3)5 = 11/3
U,(B,DI) = (2/3)2 + (1/3)1 = 5/3
U,(B,DI) = (2/3)2 + (1/3)1 = 5/3

DI DD

A | 11/3 3

3 7/3

B 7/3 | 11/3

5/3 3




Representacion del juego bayesiano

El juego bayesiano debera tener definidos los siguientes elementos:

El conjunto de jugadores: N = {1, 2, ..., n}.

Los tipos de los jugadores (un tipo por cada parte de informacidn privada que pueda tener un
jugador): T; = {t},¢7,...,t,""} paratodo i € N.

 Cadatipo de cada jugador debera tener definida una distribucion de probabilidades sobre
combinaciones de tipos (representaran sus creencias sobre los tipos de los rivales):

p((ty ta, o tig iy, s t)It) = p(Ei1t)
paratodot_; € T_;, paratodot; € T; y paratodoi € N.
* Las acciones posibles para cada tipo. Por conveniencia, supondremos que todos los tipos de un
mismo jugador tienen el mismo conjunto de acciones: A;, = A; = (AllAl2 Ai‘l) paratodot; €
T; yparatodoi € N.
* Unaestrategia del Jugador i es un vector de acciones, una por cada tipo: (ati1, Ar2) e atzni).
*  Funciones de pagos que dependen no sdlo de las acciones sino también de los tipos:
* Pagodel tipo t;: u;,(aq, @y, -, Qp; ty, oy e by g, Eigeqy oo b))

* Pago del Jugador i:

uti(al, as, ..., Ay; tl' tz, . tn) = ZtieTip(ti)uti(al, as,...,Ay; tl’ tz, ey ti—l’ ti+1, ey tn)



Representacion del juego bayesiano

Nota técnica:

e Estrictamente, como elemento primitivo del modelo de juego bayesiano
deberiamos tener una distribucidon de probabilidad sobre todas las combinaciones
de tipos.

e A partir de esta distribucion se calcularian todas las demas probabilidades.

* Porejemplo, sea un juego con 3 jugadores con tipos Ty = {a, b}, T, = {x,y}, T, =
{r, t}

e Sea la distribucion de probabilidad sobre tipos:
(p(a,x,7),p(a,x,t),p(a,y,m),p(ay,t),p(b,x,r),pb,xt),pb,yr),pbyt).
Estas probabilidades son numeros entre Oy 1, cuya suma es 1.

* Ahora podemos calcular, por ejemplo:

* pla) =pla,x,v) +pla,xt)+playr)+play,t).
p(a,x,t)

¢ p(xl tla) = p(a) *



Representacion del juego bayesiano

Veamos la representacion bayesiana del ejemplo 1:
* Jugadores, N = {1, 2}.
* Tipos: Ty = {1}, T; = {x, y}.

Probabilidades sobre tipos: cada uno de los tres tipos tiene
creencias sobre los demas.
2 1

* pix|) =3, p(y|D) =3,

* p(1lx) =1,

* p(1ly) =1

* Acciones: 4; = {A, B}, A, = A, = {l, D}.
* Estrategias:

* Sl = A1 = {A, B},
. S, = AyxA, ={Il,ID, DI, DD}.

* Pagos: las 2 matrices de la transparencia 7.



Representacion del juego bayesiano

El juego bayesiano se puede representar mediante su forma extensiva.

Pagode 1 4 3 3 2 3 1 1 5
Pago de 2 3 6 1 3 3 1 6 3

Conjuntos de informacién. Jugador 1: {1}, Jugador 2: {2.x, 2.y}.

Estrategias: S; = {A, B}, S, = {lI, ID, DI, DD}.



Ejemplo 2

La batalla de sexos con informacion asimétrica.

Ella prefiere que salgan juntos antes que separados, y
prefiere el futbol a la opera.
Las preferencias de El dependen de si esta agobiado o no.
* Siesta agobiado prefiere pasar la noche sin su pareja.
* Sino esta agobiado (normal) prefiere pasar la noche con Ella.
* En ambos casos prefiere la 6pera al futbol.

Los pagos se indican en las siguientes tablas.

Ella cree que es igual de probable que él esté agobiado como
qgue no lo esté.



Ejemplo 2

Pagos si El estd normal
Prob.=1/2

Ella

Pagos si El estd agobiado
Prob.=1/2

Ella

El
F
, 1 0,0
0,0 1,
El
F 0
2,0 0,
0, 1 1,0




Ejemplo 2

Analicemos la mejor respuesta de El.

El normal El agobiado
F 0] F 0]
F 2,1 0,0 F 2,0 0,2
Ella Ella
0] 0,0 1,2 0] 0,1 1,0

Si ella elige futbol la mejor respuesta de EL es: futbol si normal y épera si agobiado.
Si ella elige dpera la mejor respuesta de EL es: dpera si normal, y futbol si agobiado.

MR (F) = FO, MR (0) = OF.



Ejemplo 2

Mejor Respuesta de Ella.

FF FO OF (0]0)

F 2 1 1

= | O

O 0 0,5 | 05

MRE) 2 (OF) = F
MRE,(00) =0

ENB: (futbol, (futbol si normal, y épera si agobiado)) = (F, FO)



Ejemplo 2

Forma extensiva de la batalla de sexos con informacion asimétrica.

tg; = agobiado

Pago de Ella 2 0 0 1 2 0 0 1
Pago de El 1 0 0 2 0 1 2 0

Encontremos el ENPS de esta forma extensiva.

Como solo hay un subjuego, coincidira con el EN.



Ejemplo 2

Pasemos a la forma normal:

FF FO OF 00
F 2,0,5 1,15 1,0 0,1
0 0,0,5 0,5,0 0,515 1,1

* EN: (F, FO), que coincide con el equilibrio bayesiano.

* De hecho, el EN de la forma normal correspondiente a la forma
extensiva de un juego bayesiano es siempre el equilibrio bayesiano del
juego bayesiano.



Extensiones

Ella tiene un tipo, El tres tipos. La matriz de la forma normal serd 2x8.
Ellay El tienen dos tipos.
Ellay El tienen un nimero arbitrario de tipos.

Hay metacreencias: El tiene 2 tipos, Ella tiene creencias sobre estos dos tipos. El
no sabe cuales son estas creencias de Ella, pero tiene formadas unas creencias
sobre esas creencias de Ella.

Lo anterior se puede complicar tanto como se quiera. Segun el teorema de
Harsanyi, siempre se podra modelizar como lo hemos hecho, multiplicando el

numero de tipos.
Hay mas de dos jugadores.

Los jugadores eligen secuencialmente. Quien juega después observa la accion,
pero no el tipo de quien ha jugado.

Estas extensiones no se veran en este curso.



