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Capítulo III 
 

 

Equações Lineares Homogéneas. 

 

Recordemos que uma equação diferencial ordinária de n-ésima ordem é uma equação 

na qual a derivada de odem n , ( ) nnn dxydy =  da função desconhecida ( )xy  é a 

maior derivada existente. Assim a equação é da forma ( )( ) 0,,,, =′ nyyyxF … , 

podendo ocorrer simultaneamente, ou não, derivadas com ordem inferior a ( )ny , bem 

como a própria função y . A equação é chamada linear se pode ser escrita na forma 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xryxpyxpyxpy n

n
n =+′+++ −

− 01
1

1 "  onde r  à direita e os coeficientes 

0p , 1p , …, 1−np  são qualquer função dada de x . Qualquer equação diferencial de    

n -ésima ordem que não possa ser escrita na forma anterior é chamada não linear. 

Como anteriormente, para 2=n , a forma standard 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xryxpyxpyxpy n

n
n =+′+++ −

− 01
1

1 " , com ( )ny  como primeiro termo é 

prática. (Deve dividir-se a equação por ( )xf  se o seu primeiro termo é ( ) ( )nyxf .) Se 

( ) 0≡xr , a equação anterior torna-se ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 001
1

1 =+′+++ −
− yxpyxpyxpy n

n
n "  e 

é chamada homogénea. Se ( )xr  é diferente de zero a equação é chamada não 

homogénea. 

 

Solução. Solução Geral. Independência Linear. 

 

Uma solução de uma equação diferencial de n -ésima ordem - linear ou não         

linear – num intervalo aberto I  é uma função ( )xhy =  que é definida e n  vezes 

diferenciável em I  e é tal que a equação se torna uma identidade se substituirmos a 

função desconhecida y  e as suas derivadas na equação por h  e as suas 

correspondentes derivadas. 

Voltemos à equação homogénea e vejamos: 
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Teorema – Para a equação diferencial linear homogénea 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 001

1
1 =+′+++ −
− yxpyxpyxpy n

n
n " , as somas e múltiplos constantes de 

soluções num intervalo aberto I  são novamente soluções da equação anterior em I . 

 

A demonstração é uma generalização simples da demonstração que vimos para o 

teorema fundamental nas equações diferenciais lineares de segunda ordem. Não 

vamos aqui realizá-lo. 

Repetimos aqui o aviso de que este teorema não se verifica para a equação linear não 

homogénea ou para uma equação não linear. 

A nossa discussão desenvolve-se paralelamente ao que fizemos para as equações 

diferenciais de segunda ordem. Vamos definir uma solução geral de 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 001

1
1 =+′+++ −
− yxpyxpyxpy n

n
n " , para o que necessitamos da noção de 

independência linear de duas a n  funções, um conceito de grande importância. 

 

Definição (Solução Geral. Base. Solução Particular.). 

 

Uma solução geral de ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 001
1

1 =+′+++ −
− yxpyxpyxpy n

n
n "  num intervalo 

aberto I  é uma solução da equação anterior em I  da forma 

( ) ( ) ( )xycxycxy nn++= "11  ( ncc ,,1 …  arbitrários) onde nyy ,,1 …  é uma base – ou 

sistema fundamental – de soluções de ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 001
1

1 =+′+++ −
− yxpyxpyxpy n

n
n "  

em I ; isto é, estas soluções são linearmente independentes em I  como definido à 

frente. Uma solução particular da equação anterior em I  é obtida se atribuirmos 

valores específicos para as n  constantes ncc ,,1 …  em ( ) ( ) ( )xycxycxy nn++= "11 . 

 

Definição (Independência e Dependência Linear). 

 

n  funções ( ) ( )xyxy n,,1 …  são chamadas linearmente independentes num intervalo I  

onde são definidas se a equação ( ) ( ) 011 =++ xykxyk nn"  em I  implica que todos 

nkk ,,1 …  são nulos. Estas funções são chamadas linearmente dependentes em I  se 

esta equação também se verifica em I  para nkk ,,1 …  não todos nulos. Se e somente 

se nyy ,,1 …  são linearmente dependentes em I , podemos expressar uma (pelo 
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menos) destas funções em I  como uma combinação linear das outras 1−n  funções, 

isto é, como uma soma dessas funções cada uma multiplicada por uma           

constante – nula ou não. Isto motiva o termo linearmente dependente. Por exemplo, se 

( ) ( ) 011 =++ xykxyk nn"  em I  se verifica para 01 ≠k , podemos efectuar a divisão 

por 1k  e expressar 1y  como a combinação linear ( )nn ykyk
k

y ++−= "22
1

1
1 . Note-se 

que quando 2=n , estes conceitos reduzem-se aos definidos anteriormente       

(EDOL 2ª ordem). 

 

Exemplo – Mostre que as funções xy =1 , xy 32 = , 3
3 xy =  são linearmente 

dependentes em qualquer intervalo. 

 

312 03 yyy += . 

 

Exemplo – Mostre que xy =1 , 2
2 xy = , 3

3 xy =  são linearmente independentes em 

qualquer intervalo, por exemplo, em 21 ≤≤− x . 

 

A equação ( ) ( ) 011 =++ xykxyk nn"  em I  é 03
3

2
21 =++ xkxkxk . Tomando 

1−=x , 1, 2, obtemos 01 321 =++− kkk , 0321 =++ kkk , 0842 321 =++ kkk , 

respectivamente, o que implica 01 =k , 02 =k , 03 =k , isto é, independência linear. 

 

Este cálculo demonstra a necessidade de encontrar um método melhor para testar a 

independência linear, como veremos mais à frente. 

 

Exemplo – Resolva a equação diferencial de quarta ordem 045 =+′′− yyy IV . 

 

Como anteriormente, tentamos xey λ= . Então a substituição e omissão do factor 

comum (não nulo) xeλ  origina a equação característica 045 24 =+− λλ  que é uma 

equação quadrática em 2λµ = , 0454 =+− µµ . As raízes são 1=µ  e 4=µ . Assim 

2−=λ , -1, 1, 2, que origina quatro soluções, portanto uma solução geral em qualquer  
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intervalo é xxxx ececececy 2
432

2
1 +++= −−  desde que aquelas soluções são 

linearmente independentes. 

 

Problema de Valor Inicial. Existência e Solução Única. 

 

Um problema de valor inicial para a equação 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 001

1
1 =+′+++ −
− yxpyxpyxpy n

n
n "  consiste na equação anterior e n  

condições iniciais ( ) ( ) ( ) ( ) 10
1

1000 ,,, −
− ==′= n

n KxyKxyKxy …  onde 0x  é um 

determinado ponto no intervalo I  considerado. 

 

Teorema – Se ( ) ( )xpxp n 10 ,, −…  são funções contínuas num intervalo aberto I  e 0x  

pertence a I , então o PVI ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,001
1

1 =+′+++ −
− yxpyxpyxpy n

n
n "  

( ) ( ) ( ) ( ) 10
1

1000 ,,, −
− ==′= n

n KxyKxyKxy …  tem uma solução única ( )xy  no 

intervalo I . 

 

O teorema de existência de solução e solução única aplica-se a problemas de valor 

inicial. 

 

Exemplo – Resolva o problema de valor inicial ,0663 23 =−′+′′−′′′ yyxyxyx  

( ) ( ) ( ) 41,11,21 −=′′=′= yyy  num intervalo aberto I  no eixo dos x  positivo 

contendo 1=x . 

 

Como anteriormente tentamos mxy = . Por diferenciação e substituição obtém-se 

( )( ) ( ) 0661321 =−+−−−− mmmm xmxxmmxmmm . Ordenando os termos e 

ignorando o factor mx , obtemos 06116 23 =−+− mmm . Se conseguirmos encontrar 

a primeira raíz 1=m , podemos dividir e encontrar as outras raízes 2=m  e 3=m . 

(Caso contrário, para equações de grau superior a quatro, é necessário encontrar as 

raízes através de um método numérico.) As correspondentes soluções x , 2x , 3x  são 

linearmente independentes em I  - penúltimo exemplo. Assim uma solução geral em 

I  é 3
3

2
21 xcxcxcy ++= . 
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O 2º passo consiste em achar a solução particular. Precisamos agora das derivadas 
2

321 32 xcxccy ++=′ , xccy 32 62 +=′′ . Daqui e de y  e das condições iniciais 

obtemos ( ) 21 321 =++= cccy , ( ) 1321 321 =++=′ cccy , ( ) 4621 32 −=+=′′ ccy . 

Pela eliminação ou pela regra de Cramer, tem-se 21 =c , 12 =c , 13 −=c . Assim 

322 xxxy −+= . 

 

Independência Linear de Soluções. Wronskiano. 

 

Vimos que era conveniente deter um critério prático para atestar da independência 

linear de soluções. Felizmente que o critério envolvendo o wronskiano, que vimos 

anteriormente, estende-se à ordem n . Utiliza o wronskiano W de n  soluções definido 

como o determinante de ordem n : ( )
( ) ( ) ( )12

2
1

1

21

21

1 ,,

−−−

⋅⋅⋅

′′′
=

n
n

nn

n

n

n

yyy

yyy
yyy

yyW

"
"
"
"

…  e 

pode ser exposto como se segue. 

 

Teorema – Suponha-se que os coeficientes ( ) ( )xpxp n 10 ,, −…  de 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 001
1

1 =+′+++ −
− yxpyxpyxpy n

n
n "  são contínuos num intervalo aberto I . 

Então n  soluções nyy ,,1 …  da equação anterior em I  são linearmente dependentes 

em I  se e somente se o seu wronskiano é nulo para 0xx =  em I . Para além disso, se 

0=W  para 0xx = , então 0≡W  em I ; assim se existe um 1x  em I  para o qual 

0≠W , então nyy ,,1 …  são linearmente independentes em I . 

 

Demonstração – Sejam nyy ,,1 …  linearmente dependentes em I . Então existem 

constantes nkk ,,1 …  não todos nulos, tais que 011 =++ nn ykyk "  para todo o x  em 

I , e, efectuando 1−n  diferenciações desta identidade, 011 =′++′ nn ykyk " , … , 

( ) ( ) 011
11 =++ −− n

nn
n ykyk " , e 011 =++ nn ykyk " , 011 =′++′ nn ykyk " , … , 

( ) ( ) 011
11 =++ −− n

nn
n ykyk "  é um sistema linear homogéneo de equações algébricas 

com uma solução não trivial nkk ,,1 … , de forma a que o seu determinante coeficiente 
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seja nulo para todo o x  em I , pelo teorema de Cramer. Mas o determinante é o 

wronskiano W , portanto 0=W  para todo o x  em I . 

Do mesmo modo, seja 0=W  para um 0x  em I . Então o sistema 

011 =++ nn ykyk " , 011 =′++′ nn ykyk " , … , ( ) ( ) 011
11 =++ −− n

nn
n ykyk "  com 0xx =  

tem uma solução nkk ~,,~
1 … , não todos nulos, pelo mesmo teorema. Com estas 

constantes definimos a solução nn ykyky ~~~
11 ++= "  de 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 001
1

1 =+′+++ −
− yxpyxpyxpy n

n
n " . Através de 011 =++ nn ykyk " , 

011 =′++′ nn ykyk " , … , ( ) ( ) 011
11 =++ −− n

nn
n ykyk "  satisfaz as condições iniciais 

( ) ( ) ( ) 0~,,0~
0

1
0 == − xyxy n… . Mas outra solução que satisfaz estas condições iniciais é 

0≡y . Assim yy ≡~  em I  pelo último teorema, isto é, 011 =++ nn ykyk "    

verifica-se identicamente em I , o que significa dependência linear de nyy ,,1 … . 

Se 0=W  num 0x  em I , verifica-se dependência linear pelo parágrafo anterior, 

portanto 0≠W  para qualquer 1x  implica independência linear das soluções 

nyy ,,1 … . 

 

Exemplo – Podemos agora provar que no penúltimo exemplo tem-se uma base. 

 

Vejamos: 

=
−−

=

−−

−−
=

−−

−−
= −−

−−

−−

−−

−−

16970
0330
4310
1111

8118
4114
2112
1111

88
44
22 22

22

22

22

22

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

eeee

eeee
eeee
eeee
eeee

W  

72144084108048
97
33
31

1697
033
431

=+++−+−=−−−−=  

 

Uma Solução Geral de ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 001
1

1 =+′+++ −
− yxpyxpyxpy n

n
n "  Inclui Todas 

as Soluções. 

 

Mostraremos primeiro que as soluções gerais existem sempre: 
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Teorema – Se os coeficientes ( ) ( )xpxp n 10 ,, −…  de 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 001
1

1 =+′+++ −
− yxpyxpyxpy n

n
n "  são contínuos num intervalo aberto I , 

então a última equação tem uma solução geral em I . 

 

Demonstração – Escolhe-se um determinado 0x  em I . Pelo penúltimo teorema antes 

do teorema acima, a equação ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 001
1

1 =+′+++ −
− yxpyxpyxpy n

n
n "  tem n  

soluções nyy ,,1 … , onde jy  satisfaz as condições iniciais 

( ) ( ) ( ) ( ) 10
1

1000 ,,, −
− ==′= n

n kxykxykxy … , com 1=jk  e todos os outros k ’s nulos. 

O seu wronskiano em 0x  é igual a 1; por exemplo, quando 3=n , 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1
100
010
001

,,

030201

030201

030201

030201 ==
′′′′′′
′′′=

xyxyxy
xyxyxy
xyxyxy

xyxyxyW . 

Assim estas soluções são lineamente independentes em I , pelo último teorema antes 

do que demonstramos agora; formam uma base em I , e nn ycycy ++= "11          

com constantes arbitrárias ncc ,,1 …  é uma solução geral de 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 001
1

1 =+′+++ −
− yxpyxpyxpy n

n
n "  em I . 

 

Podemos agora provar a propriedade básica de que a partir de uma solução geral da 

equação anterior qualquer solução da mesma solução pode ser obtida através de uma 

escolha adequada dos valores das constantes arbitrárias. Assim, uma equação 

diferencial linear de n-ésima ordem não tem soluções singulares, isto é, soluções que 

não podem ser obtidas a partir de uma solução geral. 

 

Teorema – Suponha que ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 001
1

1 =+′+++ −
− yxpyxpyxpy n

n
n "  tem 

coeficientes contínuos ( ) ( )xpxp n 10 ,, −…  num intervalo aberto I . Então toda a 

solução ( )xYy =  da última equação em I  é da forma ( ) ( ) ( )xyCxyCxY nn++= "11 , 

onde nyy ,,1 …  é uma base de soluções da equação 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 001
1

1 =+′+++ −
− yxpyxpyxpy n

n
n "  em I  e nCC ,,1 …  são constantes 

adequadas. 
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Demonstração – Seja nn ycycy ++= "11  uma solução geral de 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 001
1

1 =+′+++ −
− yxpyxpyxpy n

n
n "  em I  e escolha-se um determinado 0x  

em I . Mostremos que podemos encontrar valores de ncc ,,1 …  para o qual y  e as 

suas primeiras 1−n  derivadas estão para Y  e as suas correspondentes derivadas em 

0x , isto é, isto significa que para 0xx =  deveríamos ter Yycyc nn =++"11 , 

Yycyc nn ′=′++′ "11 , … , ( ) ( ) ( )111
11

−−− =++ nn
nn

n Yycyc " . Mas este é um sistema linear 

de equações com ncc ,,1 …  desconhecidos. O seu determinante coeficiente é o 

wronskiano de nyy ,,1 …  para 0xx = , que não é nulo pelo penúltimo teorema anterior 

a este porque nyy ,,1 …  são linearmente independentes em I  - formando uma base! 

Assim o sistema de equações lineares tem uma solução única nn CcCc == ,,11 … . 

Com estes valores encontramos a solução particular em I  

( ) ( )xyCxyCy nn++= "11
*  a partir da solução geral. Do sistema de equações 

lineares vemos que *y  está para Y  em 0x  e o mesmo se verifica para as primeiras 

1−n  derivadas de *y  e Y . Isto é, *y  e Y  satisfazem em 0x  as mesmas condições 

iniciais. Do teorema da solução única segue-se que Yy ≡*  em I , e o teorema é 

provado. 

 

Equações Homogéneas com Coeficientes Constantes. 

 

Escrevamos agora uma equação diferencial linear homogénea de n-ésima ordem na 

forma ( ) ( ) 001
1

1 =+′+++ −
− yayayay n

n
n " . A ideia de solução é a mesma que para 

2=n . Na verdade, por substituição de xey λ=  e as suas derivadas obtemos a 

equação característica 001
1

1 =++++ −
− aaa n

n
n λλλ "  da primeira equação. Para 

encontrar soluções da equação homogénea, temos que determinar as raízes de 

001
1

1 =++++ −
− aaa n

n
n λλλ " , o que será difícil na prática e terá que ser feito por 

um método numérico, a não ser que o consigamos fazer por manipulação ou 

tentativas. Vamos discutir alguns casos: 
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Raízes reais distintas. 

 

Se 001
1

1 =++++ −
− aaa n

n
n λλλ "  tem n  raízes reais diferentes nλλ ,,1 … , então as 

n  soluções x
n

x neyey λλ == ,,1
1 …  constituem uma base para todo o x , e a 

correspondente solução geral de ( ) ( ) 001
1

1 =+′+++ −
− yayayay n

n
n "  é 

x
n

x nececy λλ ++= "1
1 . Na verdade, as soluções em x

n
x neyey λλ == ,,1

1 …  são 

linearmente independentes, como veremos depois do exemplo. 

 

Exemplo – Resolva a equação diferencial 022 =+′−′′−′′′ yyyy . 

 

As raízes da equação característica 022 23 =+−− λλλ  são –1, 1 e 2 e a 

correspondente solução geral é xxx ecececy 2
321 ++= − . 

 

Os estudantes familiarizados com determinantes de n-ésima ordem podem verificar 

que pondo em evidência todas as exponenciais das colunas, o wronskiano de 
xx nee λλ ,,1 …  torna-se: 

( )

11
2

1
1

22
2

2
1

21

11
2

1
1

22
2

2
1

21

111

1

21

21

21

21

−−−

++

−−−

⋅⋅⋅
==

⋅⋅⋅

=

n
n

nn

n

n
x

xn
n

xnxn

x
n

xx

x
n

xx

xxx

n

n

n

n

n

e

eee

eee
eee
eee

W

λλλ

λλλ
λλλ

λλλ

λλλ
λλλ

λλ

λλλ

λλλ

λλλ

λλλ

"
"
"
"
"

"
"
"
"
"

" . 

 

A função exponencial nunca é nula. Assim 0=W  se e somente se o determinante à 

direita é nulo. Este é o chamado determinante Vandermonde ou Cauchy. Pode 

mostrar-se que iguala ( ) ( ) Vnn 211 −−  onde V  é o produto de todos os factores kj λλ −  

com kj <  ( )n≤ ; por exemplo, quando 3=n  tem-se 

( )( )( )323121 λλλλλλ −−−−=−V . Isto mostra que o wronskiano não é nulo se e 

somente se todas as n  raízes de 001
1

1 =++++ −
− aaa n

n
n λλλ "  são diferentes, e, 

sendo assim, tem-se: 
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Teorema – Qualquer número de soluções x
m

x meyey λλ == ,,1
1 …  de 

( ) ( ) 001
1

1 =+′+++ −
− yayayay n

n
n "  são linearmente independenres num intervalo 

aberto I  se e somente se mλλ ,,1 …  são diferentes. 

 

Raízes complexas simples. 

 

Se ocorrerem raízes complexas, elas devem ocorrer em pares conjugados uma vez que 

os coeficientes de ( ) ( ) 001
1

1 =+′+++ −
− yayayay n

n
n "  são reais. Assim, se 

ωγλ i+=  é uma raíz simples de 001
1

1 =++++ −
− aaa n

n
n λλλ " , também 

ωγλ i−=  o é, e duas correspondentes soluções linearmente independentes são 

xey x ωγ cos1 = , xey x ωγ sin2 = . 

 

Exemplo – Resolva o problema de valor inicial ( ) ,5,00,022 ==+′′−′′′ yyyy  

( ) ( ) 20,10 =′′−=′ yy . 

 

Uma raíz de 022 23 =+− λλλ  é 01 =λ . Uma solução correspondente é 10
1 == xey . 

A divisão por λ  permite obter 0222 =+− λλ . As raízes são i+= 12λ  e i−= 13λ . 

As correspondentes soluções são xey x cos2 =  e xey x sin3 = . A correspondente 

solução geral e as suas derivadas são [ ]xBxAecy x sincos1 ++= , 

( ) ( )[ ]xABxBAey x sincos −++=′ , [ ]xAxBey x sin2cos2 −=′′ . Daqui e das 

condições iniciais obtemos ( ) 5,00 1 =+= Acy , ( ) 10 −=+=′ BAy , ( ) 220 ==′′ By . 

Assim 1=B , 2−=A , 5,21 =c . A resposta é [ ]xxey x sincos25,2 +−+= . 

 

Raízes reais múltipas. 

 

Se uma raíz dupla ocorre, digamos, 21 λλ = , então 21 yy =  em x
n

x neyey λλ == ,,1
1 …  

e tomamos 1y  e 12 xyy =  como duas soluções linearmente independentes 

correspondendo a esta raíz, como anteriormente. Se uma raíz tripla ocorre, digamos, 

321 yyy ==  em x
n

x neyey λλ == ,,1
1 …  e três soluções linearmente independentes 
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correspondendo a esta raíz são 1y , 1xy , 1
2 yx . Mais geralmente, se λ  é uma raíz de 

ordem m, então m  correspondentes soluções linearmente independentes são xeλ , 
xxeλ , … , xm ex λ1− . 

 

Exemplo – Resolva a equação diferencial 033 =′′−′′′+− yyyy IVV . 

 

A equação característica 033 2345 =−+− λλλλ  tem as raízes 021 == λλ  e 

1543 === λλλ  e a resposta é ( ) xexcxccxccy 2
54321 ++++= . 

 

Mostramos agora como chegar a xeλ , xxeλ , … , xm ex λ1−  - e que estas funções são 

soluções de ( ) ( ) 001
1

1 =+′+++ −
− yayayay n

n
n " . Para simplificar um pouco as 

fórmulas, usaremos a notação do operador – se escrevermos yDy ′=  significa que D  

é um operador, transforma y  na sua derivada y′ ; L  é um operador linear: 

[ ] [ ] 00 =+′+′′⇔== byyayyPDyL , P  significando polinómio – escrevendo          

o lado esquerdo de ( ) ( ) 001
1

1 =+′+++ −
− yayayay n

n
n "  como 

[ ] [ ]yaDaDyL n
n

n
0

1
1 +++= −
− " . Para xey λ=  podemos efectuar as diferenciações 

indicadas, obtendo [ ] [ ] xn
n

nx eaaeL λλ λλ 0
1

1 +++= −
− " . Seja 1λ  uma raíz de n-ésima 

ordem do polinómio à direita, e sejam nm λλ ,,1 …+  outras raízes, todas diferentes de 

1λ , quando nm < . Na forma de produto tem-se [ ] ( ) ( ) xmx eheL λλ λλλ 1−=  com 

( ) 1=λh  se nm =  ou ( ) ( ) ( )nmh λλλλλ −−= + "1  se nm < . Diferencia-se em ambos 

os membros relativamente a λ :  [ ] ( ) ( ) +−=
∂
∂ − xmx ehmeL λλ λλλ
λ

1
1  

( ) ( )[ ]xm eh λλ
λ

λλ
∂
∂

−+ 1 . As diferenciações relativamente a x  e λ  são independentes, 

portanto podemos inverter a sua ordem à esquerda: [ ] [ ]xxx xeLeLeL λλλ

λλ
=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡
∂
∂

=
∂
∂ . 

Agora o membro direito da penúltima equação é nulo para 1λλ =  devido aos factores 

1λλ −  (e 2≥m ). Assim [ ] [ ]xxx xeLeLeL λλλ

λλ
=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡
∂
∂

=
∂
∂  mostra-nos que xxe 1λ  é uma 

solução de ( ) ( ) 001
1

1 =+′+++ −
− yayayay n

n
n " . Podemos repetir este processo e 
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chegar a xex 12 λ , xm ex 11 λ−  através de outras 2−n  diferenciações relativamente a λ . 

Continuando já não obteríamos zero à direita porque a menor potência de 1λλ −  seria 

( )0
1λλ − , multiplicada por ( )λhm!  e ( ) 0≠λh  porque ( )λh  não tem factores 1λλ − ; 

assim encontraríamos precisamente as soluções em xeλ , xxeλ , … , xm ex λ1− . 

 

Raízes complexas múltiplas. 

 

Neste caso, as soluções reais são obtidas como no caso das raízes complexas simples. 

Consequentemente, se ωγλ i+=  é uma raíz complexa dupla, também o conjugado 

ωγλ i−=  o é. As correspondentes soluções linearmente independentes são 

xe x ωγ cos , xe x ωγ sin , xxe x ωγ cos , xxe x ωγ sin . As duas primeiras destas resultam de 
xeλ  e xeλ  como antes, e as segundas duas de xxeλ  e xxeλ  do mesmo modo. Para 

raízes complexas triplas - que raramente ocorrem na prática – obter-se-ia duas 

soluções mais, xex x ωγ cos2 , xex x ωγ sin2 , e assim sucessivamente. 

 

Exemplo – Resolva ( ) ( ) 08118 57 =′′′++ yyy . 

 

A equação característica ( ) ( ) =+=++=++
223243357 981188118 λλλλλλλλ  

( )( )[ ] 033 23 =−+= ii λλλ  tem uma raíz tripla zero e raízes duplas i3−  e i3 ,      

assim, com 0=γ  e 3=ω , uma solução geral é 

( )xBxAxxBxAxcxccy 3sin3cos3sin3cos 2211
2

321 ++++++= . 

 

Equações Não Homogéneas. 

 

Das equações lineares homogéneas passaremos às equações diferenciais lineares não 

homogéneas de n-ésima ordem, que escreveremos na forma standard 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xryxpyxpyxpy n

n
n =+′+++ −

− 01
1

1 "  com ( ) nnn dxydy =  como 

primeiro termo, que é prático. Aqui, ( )xr ≢0. Ao estudar a equação                     

acima, precisamos também da correspondente equação homogénea 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 001

1
1 =+′+++ −
− yxpyxpyxpy n

n
n "  tal como anteriormente para 2=n . 
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Poderemos deduzir a teoria relativa à equação não homogénea a partir da teoria 

inerente à correspondente equação homogénea, isto é: 

 

Teorema – A diferença de duas soluções da equação 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xryxpyxpyxpy n

n
n =+′+++ −

− 01
1

1 "  num intervalo aberto I  é uma 

solução de ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 001
1

1 =+′+++ −
− yxpyxpyxpy n

n
n "  em I . A soma de uma 

solução de ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xryxpyxpyxpy n
n

n =+′+++ −
− 01

1
1 "  em I  e uma solução de 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 001
1

1 =+′+++ −
− yxpyxpyxpy n

n
n "  em I  é uma solução de 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xryxpyxpyxpy n
n

n =+′+++ −
− 01

1
1 "  em I . 

 

Não demonstraremos este teorema, embora a demonstração se assemelhe àquela de 

para 2=n . 

 

Solução Geral (Solução Particular). 

 

Uma solução geral da equação diferencial não homogénea 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xryxpyxpyxpy n

n
n =+′+++ −

− 01
1

1 "  num intervalo aberto I  é uma 

solução da forma ( ) ( ) ( )xyxyxy ph += , onde ( ) ( ) ( )xycxycxy nnh ++= "11  é uma 

solução geral da equação homogénea ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 001
1

1 =+′+++ −
− yxpyxpyxpy n

n
n "  

em I  e ( )xy p  é qualquer solução da equação não homogénea em I  não contendo 

constantes arbitrárias. Uma solução particular da equação 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xryxpyxpyxpy n

n
n =+′+++ −

− 01
1

1 "  em I  é uma solução obtida de 

( ) ( ) ( )xyxyxy ph += , atribuindo valores específicos às constantes arbitrárias ncc ,,1 …  

em ( )xyh . Tal como no caso da equação homogénea, podemos provar que a equação 

não homogénea tem uma solução geral, que inclui todas as soluções, por forma a que 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xryxpyxpyxpy n

n
n =+′+++ −

− 01
1

1 "  não tenha soluções singulares. 

 

Teorema – Se os coeficientes ( ) ( )xpxp n 10 ,, −…  da equação 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xryxpyxpyxpy n
n

n =+′+++ −
− 01

1
1 "  e ( )xr  são contínuos num intervalo 

aberto I , então a última equação tem uma solução geral em I , e toda a solução de 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xryxpyxpyxpy n
n

n =+′+++ −
− 01

1
1 "  em I  é obtida atribuindo valores 

adequados às constantes nessa solução geral. 

 

Problema de Valor Inicial. 

 

Um problema de valor inicial para ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xryxpyxpyxpy n
n

n =+′+++ −
− 01

1
1 "  

consiste nesta equação e n  condições iniciais ( ) 00 Kxy = , 

( ) ( ) ( ) 10
1

10 ,, −
− ==′ n

n KxyKxy …  - tal como para a respectiva equação homogénea 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 001
1

1 =+′+++ −
− yxpyxpyxpy n

n
n "  - e tem uma única solução. 

 

Teorema – Se os coeficientes de ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xryxpyxpyxpy n
n

n =+′+++ −
− 01

1
1 "  e 

( )xr  são contínuos num intervalo aberto I  e 0x  pertence a I , então o problema de 

valor inicial ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,, 0001
1

1 Kxyxryxpyxpyxpy n
n

n ==+′+++ −
− "  

( ) ( ) ( ) 10
1

10 ,, −
− ==′ n

n KxyKxy …  tem uma solução única em I . 

 

Demonstração – Escolha-se qualquer solução geral ( ) ( ) ( )xyxyxy ph +=  da equação 

não homogénea em I , que existe pelo anterior teorema. Então o segundo teorema que 

vimos para equações lineares homogéneas de n-ésima ordem – teorema da existência 

e solução única para problemas de valor inicial – implica que o problema de valor 

inicial para a equação homogénea ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 001
1

1 =+′+++ −
− yxpyxpyxpy n

n
n "  com 

condições iniciais ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0
1

10
1

000 ,, xyKxyxyKxy n
pn

n
p

−
−

− −=−= …  tem uma 

solução única ( )xy*  em I . Assim ( ) ( ) ( )xyxyxy p+= *  é uma solução de 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xryxpyxpyxpy n
n

n =+′+++ −
− 01

1
1 "  em I , que satisfaz as condições 

iniciais, ( ) ( ) ( ) ( ) 10
1

1000 ,,, −
− ==′= n

n KxyKxyKxy … ; isto é, ( )xy  é a solução 

desejada, e o teorema fica demonstrado. 

 

Veremos de seguida métodos de resolução. 
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Método dos Coeficientes Indeterminados. 

 

Tal como nas equações lineares de segunda ordem, o método dos coeficientes 

indeterminados permite obter soluções particulares py  da equação de coeficientes 

constantes ( ) ( ) ( )xryayayay n
n

n =+′+++ −
− 01

1
1 " . Neste método, a gama de 

aplicação – a funções ( )xr  cujas derivadas têm formas similares às da própria função 

( )xr  - e os detalhes técnicos de cálculo continuam os mesmos de para 2=n . A única 

pequena diferença diz respeito à Regra da Modificação e advém do facto de que 

enquanto para 2=n  a equação característica da equação homogénea pode ter 

somente raízes simples ou duplas, a equação característica da presente equação 

homogénea ( ) ( ) 001
1

1 =+′+++ −
− yayayay n

n
n "  pode ter raízes múltiplas de maiores 

ordens m ( n≤ ). Tem-se assim: 

 

Regras Para o Método dos Coeficientes Indeterminados. 

 

(A) Regra Básica – Se ( )xr  em ( ) ( ) ( )xryayayay n
n

n =+′+++ −
− 01

1
1 "  é uma das 

funções na primeira coluna da tabela abaixo, escolhe-se a função correspondente py  

na segunda coluna e determina-se os seus coeficientes indeterminados por 

substituição de py  e das suas derivadas em ( ) ( ) ( )xryayayay n
n

n =+′+++ −
− 01

1
1 " . 

 

(B) Regra da Modificação – Se um termo escolhido para py  é uma solução da 

equação homogénea ( ) ( ) 001
1

1 =+′+++ −
− yayayay n

n
n " , então multiplica-se ( )xy p  

por kx , onde k  é o inteiro positivo mais pequeno, tal que nenhum termo de ( )xyx p
k  

é uma solução de ( ) ( ) 001
1

1 =+′+++ −
− yayayay n

n
n " . 

 

(C) Regra da Soma – Se ( )xr  é uma soma das funções listadas na tabela             

abaixo – primeira coluna – então escolhe-se para py  a soma de funções nas linhas 

correspondentes da segunda coluna. 

 

Assim, para um problema de valor inicial tem-se três passos: 
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• Primeiro passo – Encontrar uma solução geral da equação homogénea 
( ) ( ) 001

1
1 =+′+++ −
− yayayay n

n
n " . 

• Segundo passo – Verificar se a regra da modificação pode ser aplicada, e depois 

determinar uma solução particular ( )xy p  da equação não homogénea 

( ) ( ) ( )xryayayay n
n

n =+′+++ −
− 01

1
1 " . 

• Terceiro passo – Encontrar a solução particular da equação não homogénea 
( ) ( ) ( )xryayayay n

n
n =+′+++ −

− 01
1

1 "  que satisfaz as condições iniciais dadas. 

 
Método dos Coeficientes Indeterminados 

Termo em ( )xr  Escolha para py  

xkeγ  xCeγ  

( )…,1,0=nkxn  01
1

1 CxCxCxC n
n

n
n ++++ −

− "  

xk ωcos  

xk ωsin  
xMxK ωω sincos +

⎭
⎬
⎫

 

xkeax ωcos  

xkeax ωsin  
( )xMxKeax ωω sincos +

⎭
⎬
⎫

 

 

Exemplo – Resolva xIV eyy 25,4 −=− . 

 

A equação característica 014 =−λ  tem as raízes 1±  e i± . Assim uma solução geral 

é ixxx
h ecececy −− ++= 321  ou xBxAececy xx

h sincos21 +++= − . 

A regra da modificação não é necessária. De x
p Cey 2−=  encontra-se por substituição 

( ) xxx eCeCe 2224 5,42 −−− =−− . Obtém-se 3,0=C . A resposta é =+= ph yyy  

xxx exBxAecec 2
21 3,0sincos −− ++++= . 

 

Exemplo (regra B) – Considere xeyyyy 3033 =−′+′′−′′′ . Encontre uma solução 

geral. 
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A equação característica 0133 23 =−+− λλλ  tem uma raíz tripla 1=λ . Assim uma 

solução geral é xxx
h excxececy 2

321 ++= . Vejamos qual o segundo passo. Se 

tentarmos x
p Cey = , encontramos 3033 =−+− CCCC  que não tem solução. 

Tentemos xCxe  e xeCx 2 . A regra da modificação diz que façamos o                

seguinte x
p eCxy 3= . Então ( ) x

p exxCy 23 3+=′ , ( ) x
p exxxCy 66 23 ++=′′ , 

( ) x
p exxxCy 6189 23 +++=′′′ . A substituição destas expressões em 

xeyyyy 3033 =−′+′′−′′′  e a omissão do factor comum xe  permitem obter a 

expressão: ( ) ( ) ( ) 30336636189 3232323 =−++++−+++ CxCxxCxxxCxxx . Os 

termos lineares, quadráticos e cúbicos desaparecem e 306 =C . Assim 5=C . A 

resposta é ( ) xx
ph exexcxccyyy 32

321 5+++=+= . 

 

Exemplo – Resolva o problema de valor inicial 46222 2 +−=+′−′′−′′′ xxyyyy , 

( ) ( ) ( ) 10,50,50 =′′−=′= yyy .  

 

Uma solução geral da equação homogénea é xxx
h ecececy 2

321 ++= − . É necessária 

uma solução py . O lado direito da tabela sugere que tentemos NMxKxy p ++= 2 . 

Então MKxy p +=′ 2 , KYp 2=′′ , 0=′′′py . A substituição na equação permite obter: 

( ) ( ) 4622222 22 +−=++++−⋅− xxNMxKxMKxK . Equacionando por potências 

tem-se 22 22 xKx = , ( ) xxMK 622 −=+− , 424 =+−− NMK . Assim 1=K , 

2−=M , 3=N . Obtém-se a solução geral +++=+= − xxx
ph ecececyyy 2

321  

322 +−+ xx . Para determinarmos as constantes a partir das condições iniciais, 

precisaremos também das derivadas 222 2
321 −+++−=′ − xecececy xxx , 

24 2
321 +++−=′′ − xxx ecececy . Para 0=x  e usando as condições iniciais, obtemos 

( ) 530 321 =+++= cccy , ( ) 5220 321 −=−++−=′ cccy , ( ) =+++=′′ 240 321 cccy  

1= . Somando ( )0y  com ( )0y′  tem-se 132 32 −=+ cc . Subtraindo ( )0y ′′  por ( )0y  

vem 33 3 −=c . Assim 13 −=c , 12 =c  e 21 =c . A resposta é 

322 2 +−++= − xxeey xx . 

 



Capítulo III – Equações Diferenciais Lineares de Ordem Superior 

Prof. Alzira Dinis 
72 

Método de Variação de Parâmetros. 

 

O método de variação de parâmetros é um método para encontrar soluções 

particulares py  de equações diferenciais lineares homogéneas de n-ésima ordem 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xryxpyxpyxpy n
n

n =+′+++ −
− 01

1
1 " . Aplica-se a qualquer equação 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xryxpyxpyxpy n
n

n =+′+++ −
− 01

1
1 "  com coeficientes contínuos e 

membro direito igual a ( )xr  num intervalo aberto I , mas é mais complicado do que o 

método anterior. O método permite obter uma solução particular py  da primeira 

equação em I  na forma ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) +++= ∫∫ "dxxr
xW
xW

xydxxr
xW
xW

xyxy p
2

2
1

1  

( ) ( )
( ) ( )∫+ dxxr
xW
xW

xy n
n . Aqui nyy ,,1 …  é uma base de soluções da equação 

homogénea ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 001
1

1 =+′+++ −
− yxpyxpyxpy n

n
n "  em I , com o wronskiano 

W , e jW  ( nj ,,1…= ) é obtido de W  substituindo a j-ésima coluna de W  pela coluna 

[ ]1000 … . Assim, quando 2=n , 
21

21

yy
yy

W
′′

= , 2
2

2
1 1

0
y

y
y

W −=
′

= , 

1
1

1
2 1

0
y

y
y

W =
′

= , e vemos que ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ++= ∫∫ dxxr
xW
xW

xydxxr
xW
xW

xyxy p
2

2
1

1  

( ) ( )
( ) ( )∫++ dxxr
xW
xW

xy n
n"  é igual ao obtido anteriormente para 2=n . 

Para além disso, a demonstração efectuada para 2=n , estende-se para n  arbitrário, 

como se segue: 

 

Escrevamos ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 001
1

1 =+′+++ −
− yxpyxpyxpy n

n
n "  como [ ] 0=yL . Numa 

solução geral de [ ]yL , nn ycycy ++= "11  substituamos as constantes (ou 

parâmetros) por funções ( ) ( )xuxu n,,1 …  a serem determinadas de modo que 

nnp yuyuy ++= "11  se torne uma solução da equação não homogénea 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xryxpyxpyxpy n
n

n =+′+++ −
− 01

1
1 "  em I . Esta é uma condição em n  

funções arbitrárias ju , e parece plausível que que possamos impor mais 1−n  

condições. Para simplificar os cálculos, escolhemos as últimas condições de modo 
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que em py′ , py ′′ , …  nos livremos do máximo de derivadas de ju  possível. Assim, de 

nnp yuyuy ++= "11 , ( ) ( )nnnnp yuyuyuyuy ′++′+′++′=′ "" 1111  e escolhemos 

como primeira das 1−n  condições 011 =′++′ nn yuyu " . Diferenciando o que resta, 

encontramos ( ) ( )nnnnp yuyuyuyuy ′′++′′+′′++′′=′′ "" 1111  e impomos como segunda 

condição 011 =′′++′′ nn yuyu "  e assim sucessivamnte até que encontramos 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )22
11

11
11

1 −−−−− ′++′+++= n
nn

nn
nn

nn
p yuyuyuyuy ""  e impomos como última das 

1−n  condições ( ) ( ) 022
11 =′++′ −− n

nn
n yuyu " . As expressões para as derivadas, como 

reduzidas por estas condições, são ( ) ( ) ( )j
nn

jj
p yuyuy ++= "11 , 1,,1 −= nj … . 

Diferenciando a última destas expressões obtém-se então 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )11

1111
−− ′++′+++= n

nn
nn

nn
nn

p yuyuyuyuy "" . Como n -ésima condição, 

queremos que py  seja uma solução da equação não homogénea 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xryxpyxpyxpy n
n

n =+′+++ −
− 01

1
1 " ; substituindo as expressões 

( ) ( ) ( )j
nn

jj
p yuyuy ++= "11 , ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )22

11
11

11
1 −−−−− ′++′+++= n

nn
nn

nn
nn

p yuyuyuyuy "" , 

( ) ( )nnnnp yuyuyuyuy ′′++′′+′′++′′=′′ "" 1111 , ( ) ( ++′+′++′=′ "" 1111 yuyuyuy nnp  

)nn yu′+  e nnp yuyuy ++= "11  em ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )xryxpyxpyxpy n
n

n =+′+++ −
− 01

1
1 "  

tem-se ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )++++′++′+++ −−
−

−− 11
111

11
1111

n
nn

n
n

n
nn

nn
nn

n yuyupyuyuyuyu """  

( ) ( )xryuyup nn =++++ "" 110 . Ordenando os termos em 1u , então em 2u , etc, 

tem-se [ ] 011 =yLu , então [ ] 022 =yLu , etc, porque nyy ,,1 …  são soluções de 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )∫∫∫ +++= dxxr
xW
xW

xydxxr
xW
xW

xydxxr
xW
xW

xyxy n
np "2

2
1

1 . Isto 

reduz ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )++++′++′+++ −−
−

−− 11
111

11
1111

n
nn

n
n

n
nn

nn
nn

n yuyupyuyuyuyu """  

( ) ( )xryuyup nn =++++ "" 110  a ( ) ( ) ryuyu n
nn

n =′++′ −− 11
11 " . As condições que 

vimos formam um sistema de n  equações para as funções desconhecidas nuu ′′ ,,1 … : 

( ) ( )

( ) ( )⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=′++′

=′++′

=′′++′′
=′++′

−−

−−

ruyuy

uyuy

uyuy
uyuy

n
n

n
n

n
n

n
n

nn

nn

1
1

1
1

2
1

2
1

11

11

0

0
0

"
"
#
"
"

. O determinate dos coeficientes do sistema é o 
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wronskiano W  que não é nulo pois nyy ,,1 …  é uma base de soluções de 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )∫∫∫ +++= dxxr
xW
xW

xydxxr
xW
xW

xydxxr
xW
xW

xyxy n
np "2

2
1

1 . A regra 

de Cramer permite obter para nuu ′′ ,,1 …  os integrandos na última equação, e a 

integração e substituição em nnp yuyuy ++= "11  produz a expressão para             

py , ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )∫∫∫ +++= dxxr
xW
xW

xydxxr
xW
xW

xydxxr
xW
xW

xyxy n
np "2

2
1

1  e 

completa a integração. 

 

Exemplo – Resolva a equação não homogénea de Euler-Cauchy 

xxyyxyxyx ln663 423 =−′+′′−′′′ . 

 

O primeiro passo consiste em encontrar uma soçução geral: a substituição de mxy =  

e das suas derivadas, omitindo o factor mx , permite obter 

( )( ) ( ) 0661321 =−+−−−− mmmmmm . As raízes são 1, 2, 3 e dão-nos como uma 

base da equação homogénea xy =1 , 2
2 xy = , 3

3 xy = . O segundo passo consiste em 

encontrar os determinantes necessários. São eles: 32

32

2
620
321 x

x
xx

xxx
W == , 

42

32

1

621
320

0
x

x
xx

xx
W == , 32

3

2 2
610
301

0
x

x
x

xx
W −== , 2

2

3

120
021
0

xx
xx

W == . O terceiro 

passo consiste na integração. Precisamos de ( )xr  na forma padrão, que obteremos 

dividindo a equação dada por 3x  - o coeficiente de y ′′′ ; assim ( ) ( ) xxxxxr lnln4= . 

Então ( ) −⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=+−= ∫∫∫ 9

ln
32

ln
2
1lnln

2

33
32 xxxxxdxx

x
xxdxxxxdxxxxxy p  

( )xxxxxxxx −+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−− ln

24
ln

2

322
2 . Simplificando vem ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

6
11ln

6

4

xxy p . 


		2008-01-23T11:45:16+0000
	Maria Alzira Pimenta Dinis
	I am the author of this document




