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Capitulo 111 — Equagdes Diferenciais Lineares de Ordem Superior

Capitulo 111

Equac0es Lineares Homogéneas.

Recordemos que uma equacéo diferencial ordinaria de n-ésima ordem é uma equagao
na qual a derivada de odem n, y™ =d"y/dx" da funcio desconhecida y(x) é a
maior derivada existente. Assim a equacdo é da forma F(x, Y, Y. y(”))z 0,
podendo ocorrer simultaneamente, ou ndo, derivadas com ordem inferior a y(”), bem
como a propria funcdo y. A equacdo é chamada linear se pode ser escrita na forma
y™W 4 p L (x)y" Y o+ p,(X)y' + py(x)y = r(x) onde r & direita e os coeficientes
Por Pis --s P,y S80 qualquer fungdo dada de x. Qualquer equagéo diferencial de
n-ésima ordem que nao possa ser escrita na forma anterior é chamada néo linear.
Como anteriormente, para n=2, a forma standard
y™W 4 p L ()Y 4y (X)y + po(X)y = r(x), com y™ como primeiro termo é

pratica. (Deve dividir-se a equago por f(x) se o seu primeiro termo é f(x)y™.) Se

n-1)

r(x)=0, a equagdo anterior torna-se y™ + p,_, (x)y" ™ +---+ p,(x)y’+ p,(x)y =0 e
¢ chamada homogénea. Se r(x) é diferente de zero a equacio é chamada ndo

homogénea.
Solucéo. Solucéo Geral. Independéncia Linear.

Uma solugdo de uma equacdo diferencial de n-ésima ordem - linear ou nao
linear — num intervalo aberto | é uma fungdo y=h(x) que é definida e n vezes
diferencidvel em | e é tal que a equacédo se torna uma identidade se substituirmos a
funcdo desconhecida y e as suas derivadas na equacdo por h e as suas

correspondentes derivadas.

Voltemos a equacdo homogénea e vejamos:
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Capitulo 111 — Equagdes Diferenciais Lineares de Ordem Superior

Teorema - Para a equacao diferencial linear homogénea
y™ +p, ,(x)y" Y+ 4 p,(x)y’ + py(x)y =0, as somas e mdltiplos constantes de

solucBes num intervalo aberto |1 sdo novamente solugdes da equacdo anterior em 1 .

A demonstragdo é uma generalizacdo simples da demonstracdo que vimos para 0
teorema fundamental nas equagdes diferenciais lineares de segunda ordem. N&o
vamos aqui realiza-lo.

Repetimos aqui o aviso de que este teorema néo se verifica para a equagéo linear néo
homogénea ou para uma equacgéo nao linear.

A nossa discussdo desenvolve-se paralelamente ao que fizemos para as equacdes

diferenciais de segunda ordem. Vamos definir uma solugdo geral de
y™W 4 p L (x)y" Y 4.+ p,(X)y'+ py(x)y =0, para o que necessitamos da nogao de

independéncia linear de duas a n fungdes, um conceito de grande importancia.
Defini¢do (Solucé@o Geral. Base. Solugéo Particular.).

Uma solugdo geral de y™ +p,,(x)y"™™ +---+ p,(x)y’'+ py(x)y =0 num intervalo
aberto | é wuma solucio da equacdo anterior em | da forma
y(x)=c,y,(X)+---+¢,y,(x) (c,,...,c, arbitrarios) onde vy,,...,y, é uma base — ou
sistema fundamental — de solugdes de y™ + p,_, (X)y"™ +---+ p,(x)y"+ p, (x)y = 0

em | ; isto é, estas solugdes sdo linearmente independentes em | como definido a
frente. Uma solucéo particular da equacdo anterior em | € obtida se atribuirmos

valores especificos para as n constantes c,,...,c, em y(x)=c,y,(x)+---+c,y,(x).

Defini¢do (Independéncia e Dependéncia Linear).

n fungdes vy,(x),...,y,(x) sdo chamadas linearmente independentes num intervalo |
onde so definidas se a equagdo k,y,(x)+---+k,y,(x)=0 em I implica que todos
K,,...,k, sdo nulos. Estas fungdes sdo chamadas linearmente dependentes em | se
esta equacdo também se verifica em | para k,,...,k, ndo todos nulos. Se e somente

se VY,,...,Y, sdo linearmente dependentes em |, podemos expressar uma (pelo
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Capitulo 111 — Equagdes Diferenciais Lineares de Ordem Superior

menos) destas fun¢es em | como uma combinagéo linear das outras n—1 fungdes,
isto é, como uma soma dessas fungdes cada uma multiplicada por uma
constante — nula ou ndo. Isto motiva o termo linearmente dependente. Por exemplo, se
Ky, (X)+--+k,y,(x)=0 em I se verifica para k, # 0, podemos efectuar a divisio

por k, e expressar y, como a combinagdo linear y, = —ki(k2 y, +---+k,v, ). Note-se
1

que quando n=2, estes conceitos reduzem-se aos definidos anteriormente
(EDOL 22 ordem).

Exemplo — Mostre que as fungbes y, =x, Yy, =3x, y,=x sdo linearmente

dependentes em qualquer intervalo.

Yy, =3y, +0ys;.
Exemplo — Mostre que y, = X, Y, =X*, y, = x* s&o linearmente independentes em

qualquer intervalo, por exemplo, em —1<x<2.

A equacio k,y,(x)+---+k,y,(x)=0 em | € kx+k,x*+k,x*=0. Tomando
x=-1, 1, 2, obtemos -1k +k,+k;=0, Kk, +k,+k, =0, 2k, +4k, +8k, =0,

respectivamente, o que implica k, =0, k, =0, k, =0, isto é, independéncia linear.

Este célculo demonstra a necessidade de encontrar um método melhor para testar a

independéncia linear, como veremos mais a frente.

Exemplo — Resolva a equacéo diferencial de quarta ordem y" —5y"+4y=0.

Como anteriormente, tentamos y =e”™. Entdo a substituicio e omissdo do factor
comum (ndo nulo) e origina a equacdo caracteristica A* —54> +4=0 que é uma
equacio quadraticaem g = A", u* —5u+4=0. Asraizessdo y=1e u=4. Assim

A=-2,-1,1, 2, que origina quatro solucdes, portanto uma solucdo geral em qualquer
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intervalo é y=ce™+c,e” +c,e* +c,e” desde que aguelas solucBes sdo

linearmente independentes.
Problema de Valor Inicial. Existéncia e Solugdo Unica.

Um problema de valor inicial para a equacao

y™ 4+ p, L, (x)y" Y+ + p,(x)y + py(x)y =0 consiste na equagio anterior e n
condigdes iniciais  y(x,)=K,, y'(x,)=K,, ..., y"P(x,)=K,, onde x, é um

determinado ponto no intervalo | considerado.

Teorema — Se py(x),..., p, ,(x) sdo fungBes continuas num intervalo aberto | e X,

pertence a 1, entdio o PVI y™4p  (x)y"V -+ p(x)y’+ po(x)y =0,
y(%)=Ky, y(%)=K, ..., y"(x,)=K,, tem uma solugdo Gnica y(x) no
intervalo | .

O teorema de existéncia de solucéo e solugdo unica aplica-se a problemas de valor

inicial.

Exemplo — Resolva o problema de valor inicial x’y”—3x’y”+6xy'—6y =0,
y@) =2, y'(@)=1 y"(1)=-4 num intervalo aberto | no eixo dos x positivo

contendo x=1.

Como anteriormente tentamos y = x". Por diferenciacdo e substituicdo obtém-se
m(m—1)(m-2)x™ —3m(m -1)x™ +6mx™ —6x™ =0. Ordenando 0s termos e
ignorando o factor x™, obtemos m® —6m? +11m—6=0. Se conseguirmos encontrar
a primeira raiz m =1, podemos dividir e encontrar as outras raizes m=2 e m=3.
(Caso contrario, para equagdes de grau superior a quatro, € necessario encontrar as
raizes através de um método numérico.) As correspondentes solugdes x, x°, x* sdo
linearmente independentes em | - penultimo exemplo. Assim uma solucdo geral em

A 2 3
| € y=CX+C,X" +CyX°.
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O 2° passo consiste em achar a solugéo particular. Precisamos agora das derivadas
y'=c, +2c,Xx+3¢c,x*, y"=2c,+6c,x. Daqui e de y e das condicBes iniciais
obtemos y(l)=c, +c,+c, =2, y'(@)=c, +2c,+3c, =1, y"(l)=2c,+6c, =—4.
Pela eliminacdo ou pela regra de Cramer, tem-se ¢, =2, ¢, =1, ¢, =-1. Assim

y=2x+x"-x°.
Independéncia Linear de Solugdes. Wronskiano.
Vimos que era conveniente deter um critério pratico para atestar da independéncia

linear de solucgdes. Felizmente que o critério envolvendo o wronskiano, que vimos

anteriormente, estende-se a ordem n. Utiliza o wronskiano W de n solug¢des definido

Y1 Y2 Yn
: _ i Y: ot i
como o determinante de ordem n: W(y,, ..., V,)= e
iy ey
pode ser exposto como se segue.
Teorema - Suponha-se que os coeficientes  p,(x),...,p,,(x) de

y™W 4 p L (x)y" Y 4.+ p,(X)y’ + py(x)y = 0 sdo continuos num intervalo aberto 1 .
Entdo n solugdes v,,...,y, da equagdo anterior em | s&o linearmente dependentes
em | se e somente se 0 seu wronskiano é nulo para x = X, em | . Para alem disso, se
W =0 para x=X,, entdo W =0 em | ; assim se existe um x, em | para o qual

W =0, entdo y,,..., Y, sao linearmente independentesem 1 .

Demonstracdo — Sejam y,,...,Yy, linearmente dependentes em | . Entdo existem
constantes k;,...,k, ndo todos nulos, tais que k;y, +---+Kk,y, =0 para todo o x em
|, e, efectuando n—1 diferenciacGes desta identidade, k,y, +---+Kk,y, =0, ...,
Ky 4wk y" =0, e Ky, +--+ky, =0, Ky +-+ky =0, ..,
ky"Y ... 4k y"P =0 é um sistema linear homogéneo de equacdes algébricas

com uma solugéo néo trivial k,,...,k,, de forma a que o seu determinante coeficiente
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seja nulo para todo o x em |, pelo teorema de Cramer. Mas o determinante € o
wronskiano W , portanto W =0 paratodoo x em | .

Do mesmo modo, seja W =0 para um x, em |. Entdo o sistema
Ky, ++Kk Yy, =0, ky ++ky =0, ..., ky"™ +...4k y"Y =0 com x = x,
tem uma solugéo El,...,En, ndo todos nulos, pelo mesmo teorema. Com estas
constantes definimos a solucdo y= Elyl et En Y, de
yW 4 p L ()Y ot p (X)y + py(x)y=0. Através de ky,+--+k,y, =0,
Kyl +--+k Yy, =0, ..., ky"+...+k y" =0 satisfaz as condigdes iniciais
y(x,)=0,..., ¥"¥(x,)=0. Mas outra solugio que satisfaz estas condicdes iniciais é
y=0. Assim y=y em | pelo Ultimo teorema, isto &, k,y,+---+k,y, =0
verifica-se identicamente em |, o que significa dependéncia linear de y,,..., Y,

Se W =0 num x, em |, verifica-se dependéncia linear pelo paragrafo anterior,

portanto W =0 para qualquer x, implica independéncia linear das solucOes

Yireeo ¥Yn -

Exemplo — Podemos agora provar que no penultimo exemplo tem-se uma base.

Vejamos:
e2* ¥ X ¥ 1 11 1 1 1
e _g X a2 2 =11 2 |0 1 3 4
W — € € € € — e—2xe—xexe2x _ —
4e™® ¥ et 4e* 4 11 4 |0 -3 -3 0
—8e ™ —e* e* 8e* -8 =118 [0 7 9 16

1 3 41 3
=|-3 -3 0-3 -3=-48+0-108+84+0+144 =72
7 916 7 9

Uma Solucéo Geral de y™ +p_(x)y"™ +---+ p,(x)y'+ p,(x)y =0 Inclui Todas

as Solucgdes.

Mostraremos primeiro que as solucGes gerais existem sempre:
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Teorema - Se 0s coeficientes Po(X)r.y Pya(X) de

y™ 4 p L (x)y" Y 4.+ p,(x)y’ + py(x)y = 0 séo continuos num intervalo aberto 1,

entéo a ultima equagdo tem uma solucéo geral em | .

Demonstracdo — Escolhe-se um determinado x, em | . Pelo pendltimo teorema antes
do teorema acima, a equagdo y™ + p,_(X)y" Y +---+ p,(x)y’+ p,(x)y =0 tem n
solucbes Yiveer Yoo onde Y satisfaz as condicoes iniciais
Y(%e) =Ko, y'(Xo) =Ky, ooy YO (%)) =k, com k; =1 e todos os outros k ’s nulos.

O seu wronskiano em X, € igual a 1; por exemplo, quando n=3,
yl(XO) Y(Xo) ys(xo

) 100
W(yl(XO)’ yz(xo)i Y3(X0)): YI(XO) y;(xo) ys(xo =0 1 0=1.
! 0 01

yi(x) v (%) val(x

Assim estas solugdes sdo lineamente independentes em |, pelo Ultimo teorema antes

do que demonstramos agora; formam uma base em |, e y=cy,+---+C,Y,

com  constantes  arbitrarias  c,...,C € uma solucdo geral de

n

y ™+ p L ()y P+ p (X)y + po(x)y=0em 1.

Podemos agora provar a propriedade bésica de que a partir de uma solucéo geral da
equacao anterior qualquer solugdo da mesma solucéo pode ser obtida através de uma
escolha adequada dos valores das constantes arbitrarias. Assim, uma equacao
diferencial linear de n-ésima ordem ndo tem soluc@es singulares, isto €, solu¢des que

ndo podem ser obtidas a partir de uma solugéo geral.

Teorema - Suponha que Y™ +p (X)y"V+--4 p(X)y' +p,(X)y=0 tem
coeficientes continuos p,(X),..., p,,(x) num intervalo aberto |. Entdo toda a
solugdo y =Y/(x) da Ultima equagéo em | é da forma Y(x)=C,y,(x)+---+C,y,(x),
onde Yireear ¥ é uma base de solucoes da equacao
y™ +p, ,(x)y" Y+ 4+ p(x)y + py(x)y=0 em | e C,,...,C, sdo constantes

adequadas.
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Demonstracdo - Seja  y=c,y,+---+C,y, uma solugdo geral de
y™ 4 p L (X)y" Y -+ p,(X)y'+ py(x)y =0 em I e escolha-se um determinado x,
em | . Mostremos que podemos encontrar valores de c,,...,c, para o qual y e as
suas primeiras n—1 derivadas estdo para Y e as suas correspondentes derivadas em
X,, Isto é, isto significa que para X=X, deveriamos ter cy, +---+cC,y, =Y,
cly, +-+chy, =Y, ..., ey +hc ym =y (D Mas este € um sistema linear
de equagbes com c,,...,c, desconhecidos. O seu determinante coeficiente é o
wronskiano de vy,,..., Y, para X = X,, que ndo é nulo pelo penultimo teorema anterior
a este porque v,,...,Y, sdo linearmente independentes em | - formando uma base!
Assim o sistema de equagdes lineares tem uma solugdo unica ¢, =C,,...,c, =C,.
Com  estes valores encontramos a  solugdo  particular em |
y =C,y,(x)+--+C,y,(x) a partir da solucdo geral. Do sistema de equagdes
lineares vemos que Y~ esta para Y em X, e 0 mesmo se verifica para as primeiras
n-1 derivadas de y" e Y. Isto é, y e Y satisfazem em x, as mesmas condigdes
iniciais. Do teorema da solugdo Unica segue-se que y =Y em |, e o teorema é

provado.
Equacbes Homogéneas com Coeficientes Constantes.

Escrevamos agora uma equacdo diferencial linear homogénea de n-ésima ordem na
forma y™ +a  y"V+..-+ay +a,y=0. A ideia de solucdo é a mesma que para
n=2. Na verdade, por substituicio de y=e”™ e as suas derivadas obtemos a
equagdo caracteristica A" +a, A" +---+a,A+a, =0 da primeira equagdo. Para
encontrar solugbes da equagcdo homogénea, temos que determinar as raizes de
A"+a, A ++a+a, =0, o que sera dificil na pratica e tera que ser feito por
um método numeérico, a ndo ser que o consigamos fazer por manipulacdo ou

tentativas. Vamos discutir alguns casos:
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Raizes reais distintas.

Se A"+a, A" +---+ad+a, =0 tem n raizes reais diferentes 4,,..., 4., entdo as
n solugbes y, =e™*,...,y, =e™* constituem uma base para todo o x, e a

correspondente  solugio  geral de  y™+a,,y"Y+--ray ray=0 &

AnX =

y=ce™ +---+ce™. Na verdade, as solucbes em y, =e™, ...y, =e™ sio

n

linearmente independentes, como veremos depois do exemplo.

Exemplo — Resolva a equacdo diferencial y”" —2y"—y'+2y =0.

As raizes da equagdo caracteristica A*-24*-1+2=0 sio -1, 1 e 2 e a

correspondente solucio geral é y =c,e™ +c,e* +c,e”.

Os estudantes familiarizados com determinantes de n-ésima ordem podem verificar

que pondo em evidéncia todas as exponenciais das colunas, o wronskiano de

e** ...,e™* torna-se:

eilx eizx . einx 1 1 .. 1

et et o p et A A A,

W=| e et .. pet|=elhtiako 2 2 22
n-1,A4Xx n-1,4,% n-1,4,% n-1 n-1 n-1

A e A, e e Aye A A e A

A funcdo exponencial nunca é nula. Assim W =0 se e somente se 0 determinante a

direita é nulo. Este é o chamado determinante Vandermonde ou Cauchy. Pode
mostrar-se que iguala (~1)""*/?V onde V ¢ o produto de todos os factores 2, - 2,
com j<k (<n); por  exemplo,  quando n=3 tem-se
~V =—(4, =2, A, =4, N4, — 4,). Isto mostra que o wronskiano ndo é nulo se e
somente se todas as n raizes de A" +a, A" +---+a,A+a, =0 sdo diferentes, e,

sendo assim, tem-se;
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Teorema - Qualquer numero de solugdes vy, =e™,...,y, =e™™ de
yW+a y"P4...ray' +a,y=0 sio linearmente independenres num intervalo

aberto | se e somente se 4,,...,4, sdo diferentes.

Raizes complexas simples.

Se ocorrerem raizes complexas, elas devem ocorrer em pares conjugados uma vez que

os coeficientes de y™ + an_ly(”‘l) +--+aYy +a,y=0 sdo reais. Assim, se
A=y+io é uma raiz simples de A"+a, A" +---+ad+a, =0, também

A=y—iw 0 & e duas correspondentes solucdes linearmente independentes s&o

y, =e” coswx, y, =e”sinax.

Exemplo — Resolva o problema de valor inicial y”-2y"+2y=0, y(0)=05,
y'(0)=-1 y"(0)=2.

Umaraiz de 2° —24*+21=0 é A, =0. Uma solugdo correspondente ¢ y, =e®* =1.
A divisio por A permite obter 4> —21+2=0. As raizes sdo 1, =1+i e A, =1-i.
As correspondentes solugbes sdo y, =e*cosx e Yy, =e*sinx. A correspondente
solugdo geral e as suas derivadas sdo y=c, +e*[Acosx+ Bsinx],
y'=e*[(A+B)cosx+(B—A)sinx], y"=e*[2Bcosx—2Asinx|. Daqui e das
condig@es iniciais obtemos y(0)=c, + A=0,5, y'(0)=A+B=-1, y"(0)=2B=2.

Assim B=1, A=-2, ¢, =2,5. Aresposta é y =2,5+e*[-2cosx +sinx].
Raizes reais multipas.

Se uma raiz dupla ocorre, digamos, 4, = 4,, entdo y, =y, em y, =e**,...,y, =™
e tomamos y, e Yy,=Xxy, como duas solugbes linearmente independentes
correspondendo a esta raiz, como anteriormente. Se uma raiz tripla ocorre, digamos,

y,=Y,=Y, em y, =e™* ..y =e™ e trés solugbes linearmente independentes
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correspondendo a esta raiz sdo y,, xy,, x*y,. Mais geralmente, se A é uma raiz de
ordem m, entdo m correspondentes solugdes linearmente independentes sio e”,

X m-1

xe™, ..., x" e,

"

Exemplo — Resolva a equagéo diferencial y¥ —3y" +3y”"—y"=0.
A equacdo caracteristica A°—31°+32°-2°=0 tem as raizes A, =4,=0 e
Ay=A,=A;=1earespostaé y=c, +czx+(c3 +c4x+c5x2)ex.

Mostramos agora como chegar a e”, xe™, ..., x"'e® - e que estas fungdes s&o

solugdes de y™ +a ,y"+...+a,y'+a,y=0. Para simplificar um pouco as
férmulas, usaremos a notacdo do operador — se escrevermos Dy =y’ significa que D
é um operador, transforma y na sua derivada y'; L €é um operador linear:
L[y]=PD[y]=0< y"+ay'+by=0, P significando polinémio — escrevendo
o lado  esquerdo  de y"+a y"P4.tay+ay=0  como
L[y]= [D” +aHD”’1+---+a0]y. Para y=e™ podemos efectuar as diferenciagdes
indicadas, obtendo L|e”|=[1" +a, 4" +---+a, p™. Seja 4, uma raiz de n-ésima

ordem do polinébmio a direita, e sejam A ., A, outras raizes, todas diferentes de

m+l7°

X

A, quando m<n. Na forma de produto tem-se L[e*x]:(/l—/ll)m h(2)e™ com

h(1)=1se m=n ou h(1)=(1-4,,)--(4-4,) se m<n. Diferencia-se em ambos

os membros relativamente a  A: a%L[e“]zm(/l—;tl)m1h(/1)e“+

+(2-4)" i[h(/l)e“]. As diferenciacBes relativamente a x e A sdo independentes,
Yooa

portanto podemos inverter a sua ordem a esquerda: % L[e‘“x]: L{a%e“} = L[xe*x].

Agora 0 membro direito da pendltima equacdo € nulo para A = A, devido aos factores
A—=2, (e m>=2). Assim a% L[e?]= L[a%e”} = L|xe* | mostra-nos que xe** é uma

solugdo de y(”)+an_ly(”‘1)+-~+a1y’+a0y=0. Podemos repetir este processo e
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chegar a x%e™*, x™'e*™* através de outras n—2 diferenciacBes relativamente a 1.
Continuando ja ndo obteriamos zero a direita porque a menor poténcia de 4 — A4, seria

(A-4,)°, multiplicada por mth(4) e h(1)= 0 porque h(4) ndo tem factores A — A, ;

assim encontrariamos precisamente as solugcdes em e, xe”™, ..., x"'e”.

Raizes complexas multiplas.

Neste caso, as solugdes reais sdo obtidas como no caso das raizes complexas simples.

Consequentemente, se 4 =y +iw € uma raiz complexa dupla, também o conjugado
A=y—iow o é As correspondentes solucdes linearmente independentes sio
e” coswx, e”sinwx, xe” coswx, xe”sinwx. As duas primeiras destas resultam de

e™ e e™ como antes, e as segundas duas de xe™ e xe®™ do mesmo modo. Para
raizes complexas triplas - que raramente ocorrem na pratica — obter-se-ia duas

solugdes mais, x2e™ coswx , x’e”™ sinwx , e assim sucessivamente.

Exemplo - Resolva y) +18y® +81y" =0.

A equacio caracteristica A +184° +814° = (2 +1842 +81)= 2*(4 + 9f =
= 22[(A+3i)A-3i) =0 tem uma raiz tripla zero e raizes duplas —3i e 3i,
assim, com y=0 e =3, uma solugdo geral é

Y = C, +C,X+C,X? + A cos3x + B, sin3x + (A, cos3x + B, sin 3x).

Equacbes Ndo Homogéneas.

Das equacg0es lineares homogeéneas passaremos as equagdes diferenciais lineares ndo

homogéneas de n-ésima ordem, que escreveremos na forma standard
Y+ P ()Y ey (X)y + p(X)y =r(x)  com  y® =d"y/dx"  como
primeiro termo, que €é pratico. Aqui, r(x)#0. Ao estudar a equagio

acima, precisamos também da  correspondente  equacdo  homogénea

y™W +p L (x)y" Y .+ p,(x)y'+ py(x)y =0 tal como anteriormente para n=2.
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Poderemos deduzir a teoria relativa a equacdo ndo homogénea a partir da teoria

inerente a correspondente equagdo homogénea, isto é:

Teorema - A diferenca de duas solucdes da equacao

y"W 4 p L ()Y 4 p,(X)y'+ po(X)y = r(x) num intervalo aberto | ¢é uma

solugdo de y™ +p, ,(x)y"™ +--+ p,(X)y'+ py(x)y=0 em 1. A soma de uma
soluggo de y™ + p,_,(X)y"™® +---+ p,(x)y’ + py(x)y = r(x) em I e uma solucéo de

n-1) 0 em | é uma solugio de

Y™ 4 ()Y e py (X)y + po(X)y

n-1)

y(n) + pn—l(x)y( teeet pl(X)y'—i_ po(x)y = r(x) em I.
N&o demonstraremos este teorema, embora a demonstracdo se assemelhe aquela de

para n=2.
Solucéo Geral (Solugdo Particular).

Uma  solucdo geral da  equacdo diferencial nao homogénea

y"W 4 p L ()Y o+, (X)y + po(X)y = r(x) num intervalo aberto | é uma

solugdo da forma y(x)=y,(x)+y,(x), onde y,(x)=c,y,(x)+--+c,y,(x) é uma
solugio geral da equagdo homogénea y™ +p, ,(X)y" ™ +---+ p,(x)y’+ p,(x)y =0
em | e yp(x) é qualquer solucdo da equagdo ndo homogénea em | n&do contendo

constantes arbitrérias. Uma solucéo particular da equacao

yW 4 p L (X)y "V o p (X)y + po(X)y =r(x) em | é uma solugdo obtida de

y(x)=y,(x)+y,(x), atribuindo valores especificos as constantes arbitrarias c,,...,c,

em yh(x). Tal como no caso da equacdo homogénea, podemos provar que a equacgédo

ndo homogénea tem uma solucédo geral, que inclui todas as solucées, por forma a que

y™ p L (X)y" Y -+ p,(X)y' + po(x)y = r(x) ndo tenha solugdes singulares.

Teorema - Se os  coeficientes Po(X),..., poa(x)  da  equagio

n-1)

y™W s p L ()Y 4 p, (X)y + py(X)y = r(x) e r(x) sdo continuos num intervalo

aberto |, entdo a Ultima equacdo tem uma solucéo geral em 1, e toda a solucdo de
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n-1)

yW o p L (x)y "V 4 p,(X)y'+ py(X)y =r(x) em | & obtida atribuindo valores

adequados as constantes nessa solucéo geral.

Problema de Valor Inicial.

Um problema de valor inicial para y™ + p_(x)y™™ +---+ p,(x)y"+ p, (x)y = r(x)
consiste  nesta  equagdo e n condicOes iniciais y(%,)=K,,

y'(xo): Koo y(”‘l)(xo)z K,, - tal como para a respectiva equacdo homogénea
n-1)

Teorema — Se os coeficientes de y™ + p, ,(X)y"™ +---+ p,(x)y" + py(x)y = r(x) e
r(x) sdo continuos num intervalo aberto | e x, pertence a |, entdo o problema de
valor inicial -y 4+ pyy (x)y" ek py(X)y + po (X)y = 1), y(xo) =Ko,

y'(%)=Ky ..., y"(x,)= K, , tem uma solucéo Gnicaem I .

Demonstracdo — Escolha-se qualquer solugdo geral y(x)=y,(x)+y,(x) da equacio

ndo homogénea em | , que existe pelo anterior teorema. Entdo o segundo teorema que
vimos para equagdes lineares homogeéneas de n-ésima ordem — teorema da existéncia

e solugéo unica para problemas de valor inicial — implica que o problema de valor

inicial para a equago homogénea y™ + p, (x)y™™ +---+ p,(x)y’ + py(x)y = 0 com
condigdes iniciais  y(x,) =Ko =Y, (% ). YOV (%)= K,y — v, (x,) tem uma
solugdo Gnica y'(x) em 1. Assim y(x)=y"(x)+y,(x) é uma solucio de
y"W 4 p L ()Y 4 (X)y + po(X)y =r(x) em I, que satisfaz as condigdes
iniciais, y(x,)=K,, ¥'(x,) =Ky, ..., y"H(x,)=K,,; isto & y(x) é a solugéo

desejada, e o teorema fica demonstrado.

Veremos de seguida métodos de resolugéo.
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Meétodo dos Coeficientes Indeterminados.

Tal como nas equagOes lineares de segunda ordem, o método dos coeficientes
indeterminados permite obter solugGes particulares y da equagdo de coeficientes
constantes y(”) +an_1y(”‘1) +o+ay +ay= r(x). Neste meétodo, a gama de
aplicagio — a fungdes r(x) cujas derivadas tém formas similares as da prépria fungdo
r(x) - e os detalhes técnicos de calculo continuam os mesmos de para n= 2. A dnica

pequena diferenca diz respeito a Regra da Modificagdo e advém do facto de que
enquanto para n=2 a equacdo caracteristica da equacdo homogénea pode ter
somente raizes simples ou duplas, a equacdo caracteristica da presente equacao

homogénea y™ + an_ly(“‘l) +---+a,y'+a,y =0 pode ter raizes multiplas de maiores

ordens m (< n). Tem-se assim:
Regras Para o Método dos Coeficientes Indeterminados.

(A) Regra Basica — Se r(x) em y™+a _,y"+...+ay' +a,y=r(x) é uma das

fungdes na primeira coluna da tabela abaixo, escolhe-se a fungdo correspondente vy,

na segunda coluna e determina-se 0s seus coeficientes indeterminados por

substituicéo de y, e das suas derivadas em y™ +a,_y" + - +a,y +a,y =r(x).

(B) Regra da Modificagdo — Se um termo escolhido para y, € uma solucdo da
equacdo homogénea y(”) +an71y(”’1) +---+a,y'+a,y =0, entdo multiplica-se yp(x)
por x*, onde k é o inteiro positivo mais pequeno, tal que nenhum termo de xkyp(x)

¢ umasolugdo de y™ +a,,y" ™ +...+a,y' +a,y =0.

(C) Regra da Soma — Se r(x) é uma soma das fungdes listadas na tabela

abaixo — primeira coluna — entdo escolhe-se para y, a soma de fungGes nas linhas

correspondentes da segunda coluna.

Assim, para um problema de valor inicial tem-se trés passos:

Prof. Alzira Dinis
69



Capitulo 111 — Equagdes Diferenciais Lineares de Ordem Superior

e Primeiro passo — Encontrar uma solucdo geral da equacdo homogénea
yW+a y"Y4.tay+a,y=0.

e Segundo passo — Verificar se a regra da modificacdo pode ser aplicada, e depois

determinar uma solucdo particular yp(x) da equacdo ndo homogénea
yWra vy ray +ayy =r(x).
e Terceiro passo — Encontrar a solucdo particular da equacdo ndo homogénea

y™ +a y" +...+ay +a,y = r(x) que satisfaz as condicdes iniciais dadas.

Método dos Coeficientes Indeterminados

Termo em r(x) Escolha para y,,
ke’ Ce”
kx"(n=01,...) CoX" +Cp X"+ +Cix+C
k cos awx
} K cosax + M sin ax
ksin wx
ke™ cos ax
}eax(K cos X + M sin ax)
ke sin ax

Exemplo — Resolva y'" —y =45e%*,

A equacdo caracteristica A* —1=0 tem as raizes +1 e *i. Assim uma solugéo geral

€y, =ce +ce*+c,e™ouy, =ce*+c,e”* +Acosx+Bsinx.

A regra da modificacdo ndo é necessaria. De y, = Ce™®* encontra-se por substituigio
4 -2x -2X -2x 4 ,

(-2)'Ce™ —Ce™ =45e™. Obtém-se C=03. A resposta € y=y, +y, =

=c,e* +c,e " + Acosx + Bsinx+0,3e 7.

Exemplo (regra B) — Considere y"—-3y”"+3y’'—y=30e*. Encontre uma solucdo

geral.
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A equagdo caracteristica 2° —34> +34-1=0 tem uma raiz tripla 2 =1. Assim uma
solugdo geral é y, =c.e* +c,xe* +c,x’e*. Vejamos qual o segundo passo. Se
tentarmos y, =Ce”, encontramos C-3C+3C-C =30 que ndo tem solugdo.
Tentemos Cxe* e Cx%*. A regra da modificacdo diz que fagamos o
seguinte  y, =Cx%*. Entio y, =C(x*+3x2f*, y’ =C(x°+6x>+6xf",
yy = C(x3 +9x% +18x + G)ex . A substituicio  destas  expressdes  em
y"—3y"+3y'—y=30e* e a omissdo do factor comum e* permitem obter a
expressio:  (x° +9x? +18x+6)C —3(x® + 6x +6x)C +3(x° +3x*)C —x°C =30. Os
termos lineares, quadraticos e cubicos desaparecem e 6C =30. Assim C=5. A

respostaé y =y, +y, = (cl +c2x+c3x2)eX +5x%*.

m

Exemplo — Resolva o problema de valor inicial y”—2y"—y'+2y=2x*-6x+4,

y(0)=5, y'(0)=-5 y"(0)=1.

Uma solucdo geral da equacdo homogénea é y, =c,e™ +c,e* +c,e”™. E necesséria
uma solucdo y,. O lado direito da tabela sugere que tentemos y, = Kx® +Mx+N .
Entdo y, =2Kx+M, Y =2K, y7=0. A substituicio na equacdo permite obter:
—2-2K —(2Kx+M )+ Z(Kx2 +Mx + N): 2x? —6x +4 . Equacionando por poténcias
tem-se 2Kx* =2x*, (-2K+2M)x=-6x, —4K-M +2N=4. Assim K =1,
M=-2, N=3. Obttm-se a solucdo geral y=y, +Yy, =ce " +C,e" +ce” +
+x?-2x+3. Para determinarmos as constantes a partir das condicBes iniciais,
precisaremos  também  das  derivadas y'=-ce* +c,e* +2c,e” +2x-2,
y"=-c,e +c,e* +4c,e” +2. Para x =0 e usando as condigdes iniciais, obtemos
y(0)=c, +c, +c, +3=5, y'(0)=—¢, +¢, +2c,—2=-5, y"(0)=c, +¢C, +4c, +2 =
=1. Somando y(0) com y'(0) tem-se 2c, +3c, =—1. Subtraindo y"(0) por y(0)
vem 3¢,=-3. Assim c¢,=-1, ¢,=1 e ¢ =2. A resposta &

y=2e"+e*+x*-2x+3,
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Método de Variacao de Parametros.

O método de variacdo de parémetros é um método para encontrar solucdes

particulares y, de equagGes diferenciais lineares homogéneas de n-ésima ordem
yW 4 p L ()Y 4, (X)y + po(X)y = r(x). Aplica-se a qualquer equagio
y™ +p, ,(X)y" Y -+ p(x)y + py(x)y =r(x) com coeficientes continuos e
membro direito igual a r(x) num intervalo aberto | , mas é mais complicado do que o

metodo anterior. O meétodo permite obter uma solugdo particular 'y, da primeira

equagio em | na forma yp(x)zyl(x)jvv\\//l((:))r(x)dx+yz(x)jvv\\//z((;))r(x)der...Jr

+yn(x)IW”(X)r(x)dx. Aqui y,,....y, é uma base de solugdes da equagio

W (x)

homogénea y™ + p,_,(x)y'

"V 1.4 p,(X)y'+ py(x)y =0 em 1, com o wronskiano

W,eW; (j=1...,n)¢obtidode W substituindo a j-ésima coluna de W pela coluna

[0 0 ... 0 1. Assim, quando n=2, W= y1, yf : l=|o yf =y,
yl yZ 1 y2

w, =" 9 y;, € vemos que y (x)=y (X)J'Wl—(x) r(x)dx + y (X)IWZ(X)F(X)dX-i-
AR T w(x) T W(x)

+oty, (x)J'W” (x) r(x)dx é igual ao obtido anteriormente para n=2.

w(x)
Para além disso, a demonstracdo efectuada para n =2, estende-se para n arbitrario,

COMoO se segue:

Escrevamos y" + p,,(x)y™™ +---+ p,(X)y'+ py(x)y =0 como L[y]=0. Numa
solugdo geral de L[y], y=¢y, +---+C,y, substituamos as constantes (ou
parametros) por fungdes u,(x),...,u (x) a serem determinadas de modo que
Y, =Uy, +--+U)y, se torne uma solugdo da equagdo ndo homogenea
y™ +p, L, (X)y" Y -+ p,(X)y’ + py(x)y = r(x) em I . Esta é uma condigdo em n
funcbes arbitrarias u;, e parece plausivel que que possamos impor mais n-1
condigOes. Para simplificar os célculos, escolnemos as Gltimas condigdes de modo
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que em y;, Yy, ... nos livremos do maximo de derivadas de u; possivel. Assim, de
Yo =UY; +o+U Yy, Yo =y +--+uyy,)+ Uy, +---+uly,) e escolhemos
como primeira das n—1 condi¢Bes u;y, +---+u;y, =0. Diferenciando o que resta,
encontramos Yy’ = (u,y; +---+Uu,yn)+(ujy; +---+uly,) e impomos como segunda
condi¢do u;y; +---+u;y, =0 e assim sucessivamnte até que encontramos
y(n ) ( uy" o,y ) ( uly"? oy )e impomos como ultima das
n—1 condigdes uly1 L yn =0. As expressdes para as derivadas, como
reduzidas por estas condigdes, sdo yl\) =uy!+-+uyld, j=1 ..., n-1.
Diferenciando a Gltima destas expressoes obtém-se entéo
YO = Uy e y® ) (uy™Y -+ uly ™). Como  n-ésima  condigdo,
queremos que 'y, seja uma solugdo da equagio nd homogénea
yW o p L ()Y 4 (X)y + po(X)y =r(x);  substituindo  as  expressdes
ygj)zulyl(j)+---+uny£”, y( (1yl 4oy ) (1y1 +otulyln )
Vo = (Uyyy Uy yn)+ Uy +orunyn ) Yy = (ugyg Uy )+ (U, 4ot
FULY,) € Yy = U Yy e U Y, em Y™ p (YT ey (X)y + po(x)y = r(x)
tem-se (ulyl(”)+-~+unyf, ) (1yl +oet Uyl )+ pnl( u Y 4 y ™ )

+--+ polU,y, +---+U,y,)=r(x). Ordenando os termos em u,, entdo em u,, etc,

tem-se u,L[y,]=0, entdo u,L[y,]=0, etc, porque vy,,...,y, sdo solugdes de

y,(x)= yl(x)jwl(x) r(x)dx + v, (x)jWZ(X) r(x)dx +---+y, (x)jw” (x) r(x)dx.  Isto

W(x) W(x) W(x)

reduz (™ 4o U,y )+ Uy Y ey )+pn1(1y1 U,y )

+ot pouyy, +-+uyy, )=r(x) a uly"™+.uy"™ =r. As condigdes que

!

vimos formam um sistema de n equacdes para as fungdes desconhecidas uj,...,u;:

yluilt+”'+ ynur::O
YiUy +-o4+ yup =0

: O determinate dos coeficientes do sistema é o
y1 u +- +yn u =0

yl U1+ +yn n=r
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wronskiano W que ndo é nulo pois vY,,...,y, € uma base de solucbes de

n

y,(x)= yl(x)J'Wl(X) r(x)dx +y, (x)J'W2 (x) r(x)dx +---+vy, (X)J'W“ ) r(x)dx. A regra

W (x) W (x) W (x)

de Cramer permite obter para u,,...,u; 0s integrandos na ultima equagdo, e a

n

integracdo e substituicio em 'y, =u,y, +---+U,y, produz a expressao para

vor 93000 = 20010 iy, GO sy, (O] e g e

W(x) W(x) W(x)

completa a integragéo.

Exemplo - Resolva a equagdo ndo homogénea de Euler-Cauchy
x3y" —3x%y" +6xy’ -6y = x*Inx.

O primeiro passo consiste em encontrar uma sogucédo geral: a substituicdo de y = x"

m

e das suas derivadas, omitindo o factor x™, permite obter
m(m-1)m-2)-3m(m-1)+6m—-6=0. As raizes sdo 1, 2, 3 e ddo-nos como uma

base da equagdo homogeénea vy, = x, y, = x*, y, = x>. O segundo passo consiste em

x x> x¢
encontrar 0s determinantes necessarios. S3o eles: W =[1 2x 3x’|=2x°,
0 2 6x
0 x> x® x 0 x° X x> 0
W, =0 2x 3x’|=x*, W,=1 0 3x’|=-2x%, W,=1 2x 0/ =x*. O terceiro
1 2 6X 0 1 6x 0 2 1

passo consiste na integracdo. Precisamos de r(x) na forma padrdo, que obteremos
dividindo a equacio dada por x* - o coeficiente de y"; assim r(x)=(x*Inx)/xInx.

« X ) a0 1 x( x3 x?
Ento yp(x)sz'Exlnxdx—x J'xlnxdx+x Jlgxlnxdx=5 ?Inx—g -

2 2 3 4
~x2l inx =2 |+ X (xInx— ). Simplificando vem Y, X fnx =1,
2 4 2 6 6
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