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Introducao

Na aula de hoje iniciaremos o estudo das EDOs de ordem

n > 2. Comecgaremos com as EDOs lineares de 22 ordem.
|
Em geral, vamos assumir que uma EDO linear de 29 ordem
pode ser escrita como

AX)y" + B(x)y' + C(x)y = F(x), (1

~

em que A, B, C e F sao fungdes continuas em um intervalo
aberto /.

I ———
Uma EDO linear de 22 ordem também pode ser escrita como

~

Y+ p()y' +ax)y = f(x), (2
dividindo (1) por A(x).



Exemplo 1
A EDO

ey" +cosxy’ + (1 ++/x)y =tan""x,
é linear com

A(x) = €, B(x)=cosx, C(x)=1++x e F(x)=tan "x.

Exemplo 2
As EDOs

y'=yy e y'+3(y)?+4y° =0,

nao sao lineares.



Existéncia e Unicidade da Solucao

Teorema 3 (Existéncia e Unicidade)

Se p, q e f sdo fungbes continuas em um intervalo aberto | que
contém o ponto a entao, para quaisquer numeros by e b, o
problema de valor inicial (PVI)

Y'+p(x)y' +qx)y =f(x), y@=by e y'(a)=b.

admite uma unica soluggo em |I.

Observagéao 1:

A solugcao de um PVI envolvendo uma EDO linear de 22 ordem
€ determinada considerando duas condig¢oes iniciais!



Equacdées Homogéneas

Definicdo 4 (EDO Linear de 22 Ordem Homogénea)

Uma EDO de 22 ordem é homogénea se F(x) =0 ou f(x) =0,
ou seja, pode ser escrita como

AX)y"+B(x)y'+ C(x)y =0 ou y"+p(x)y' +q(x)y =0.

Observacgao:

O termo “homogéneo” tem significado diferente para EDOs de
14 ordem.



Principio da Superposicéo

Teorema 5 (Principio da Superposicao)

Se y; e y» sdo ambas solugdes de
Ax)y" + B(x)y' + C(x)y =0,
em um intervalo I, entdo qualquer combinag&o linear
Yy =0Cy1 + G,
é também solugao da EDO.

A demonstracao sera apresentada na aula!



Exemplo 6

Por inspec¢éo, notamos que
y1(x) =cosx e y»(x)=senx,
sao ambas solugdes da EDO homogénea
y"+y=0.
Pelo Teorema 5,
y(Xx) = c1Ccos X + ¢ senx,

€ também solugao para quaisquer ¢; € Co.



Exemplo 7
Sabendo que
yilx) =¢e* e ya(x) = xe¥,
sdo ambas solucdes de
y'=2y'+y=0,

determine a solucado da EDO que satisfaz as condi¢des iniciais

y(0)=3 e y'(0)=1.



Exemplo 7
Sabendo que
yi(x) =€ e ya(x) = xe’,
sao ambas solugdes de
y'=2y'+y =0,

determine a solugcado da EDO que satisfaz as condi¢oes iniciais

y(0)=3 e y'(0)=1.

Resposta: A Unica solugéo do PVI é

y(x) = 3e* — 2xe*.



De um modo geral, suponha que

Y =Gy + C)o,

€ uma solugao de uma EDO linear de 29 ordem homogénea.
|
Impondo as condicdes iniciais

y(a=by e y'(a) = by,
obtemos o sistema linear

ciyi(a) + coya(a) = by,
ciyj(a) + coys(a) = by,

nos coeficientes ¢y e c,.
|
Equivalentemente, temos o sistema linear
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Concluindo, considere o PVI

Y'+pX)y'+q(x)y =0, y(@a)=by e y(a) =by,

em que p e g sao fungdes continuas em /.
|
Conhecendo solugdes y; e y», conseguiremos determinar a
Unica solugdo do PVl em [ usando y(x) = ¢1y1(x) = Caya(X)
se, e somente se, o sistema linear

v el el =15

admitir uma anica solugéo.



Wronskiano
Em outras palavras, a expressao

y(x) = ciy1(x) + caya(x),
pode ser usada para determinar a Unica solucao do PVI
y'+px)y +q(x)y=0, y(@=»by e y'(a)=b,
para qualquer a € /, se o determinante

y1(x) ya(x)

V=i v

= y1(X)ya(x) = y1(x)y2(x),

chamado wronskiano, for diferente de zero para todo x € /.

Observacao

Se o wronskiano nao se anula em nenhum ponto x € /, entao
Y1 € y» s@o linearmente independentes em /.



Solucao Geral

Teorema 8 (Solugédo Geral de uma EDO Homogénea)

Se y; e y» sdo duas solugbes linearmente independentes da
EDO linear homogénea

y'+p(x)y' +q(x)y =0,

em que p e q sdo ambas fungées continuas em um intervalo I,
entao qualquer outra solucdo da EDO pode ser escrita como

Y(x) = cry1(x) + caya(x),

para cy e ¢, reais.



Equagdes de Ordem Superior

De um modo geral, uma EDO linear de ordem n > 2 pode ser
escrita como

Po(X)y™ + Py(x)y""=") + ..+ Po_1(X)y' + Pa(X)y = F(x),
ou, equivalentemente,

Yy + o)y + L+ ot (XY + pa(X)y = f(x). (3)

Teorema 9 (Existéncia e Unicidade)

Se p1,po, ..., pn € f sdo fungcdes continuas em um intervalo
aberto | contendo um ponto a entdo, dados by, by, ...,b,_1, a
EDO (3) admite uma unica solugdo no intervalo | que satisfaz
as condigées iniciais

y@=by, y(@=nby, ... y" (@) =b, .



Definicao 10 (Equagdo Homogénea)

Uma EDO linear de ordem n > 2 é dita homogénea se pode
ser escrita como

Po(x)y™ + Py(x)y™ D 1 ..+ Pp_(x)y’ + Pa(X)y = 0,

ou

n—1)

Y+ 10y "V 4 ppoi (X)Y + pa(x)y = 0.

Teorema 11 (Principio da Superposicéo)

Se y1,¥,...,yn 840 n solugées de uma EDQO linear
homogénea de ordem n > 2, entao

Y=CYi +CYo+ ...+ Cnyn,

é também uma solugcdo da EDO.



Definicao 12 (Wronskiano)

O wronskiando de fungdes y1, yo, ..., ¥n, todas n — 1 vezes
diferenciaveis, é o determinante

34 §Z] e Yn
W — y.1/ y.é . y-,’7
y1(n'—1) yz(n'—1) y yr(7n'—1)

Observacgao:

As fungoes y1, o, . . ., ¥n S0 linearmente independentes em
um intervalo / se o wronskiano nao se anula nesse intervalo.



Teorema 13 (Solucéo Geral)

Se yq, ¥o, ..., ¥n SA0 solugbes linearmente independentes da
EDO linear homogénea

Y+ 10y 4 prt (X)Y + pa(x)y = 0,

em que p1, po, . . ., Pn SA0 fungbes continuas em um intervalo |,
entao qualquer outra solugcdo da EDO pode ser escrita como

Y(x) = c1y1(x) + Cayo(X) + ... + Cnya(X),

paracy, Co, ..., Cp reais.



Equagdes com Coeficientes Constantes

Considere uma EDO linear homogénea de ordem n > 2 com
coeficientes constantes:

any'™ + a1y 4+ ay +ay =0.
Vamos buscar uma solugao nao-trivial na forma
y(x) = e™.
Note que a k-ésima derivada de y satisfaz
y®(x) = rfe™ = rky(x).
Substituindo na EDO e simplificando, obtemos
an"+an 1" ' +...+a;r+ay=0,

chamada equacao caracteristica para a EDO.



Raizes Distintas da Equacéo Caracteristica

Se r é uma solucéo da equacao caracteristica, entéo

y(x) = e* é uma solugdo da EDO.
|
Sobretudo, como anr” + ap_1r"' + ...+ ayr + ag = 0 possui n
solugcoes ry, s, . . ., In, podemos expressar a solucao geral da
EDO como

y(x) =c1e" + e + ... + cre™,

desde que r; # r; para todo i/ # j, ou seja, se nao houverem
raizes repetidas.



Exemplo 14

Encontre a solucéo geral de

y" +5y +6y =0.



Exemplo 14

Encontre a solugéo geral de

y" + 5y’ + 6y = 0.

Resposta: A solucao geral é

y =cie 2 + e,



Exemplo 15

Determine a solugéo do PVI

y'+5y ' +6y=0, y(0)=2 e y'(0)=3.



Exemplo 15

Determine a solugéo do PVI

y'+5y'+6y=0, y(0)=2 e y'(0)=3.

Resposta: A solucdo do PVI é

y =9 773



Exemplo 16

Encontre a solugao do PVI

y® +8y" —10y' =0, y(0)=7,y'(0)=0 e y"(0)="70.

Obs: A solucao de

ci + Co + ¢ = 7,
- 5 + 2¢3 = O,
+ 25¢, + 4cy = 70,

éci=0,c0=2ec3=5.
|



Exemplo 16

Encontre a solugéo do PVI

y® +3y" =10y’ =0, y(0)=7,y'(0)=0 e y"(0)=70.

Obs: A solucao de

cTt + €& + ¢ = 17,
— 5 + 2¢3 = 0,
+ 25¢ + 4¢3 = 70,

éci=0,0=2ec3=5.
I ———
Resposta: A solucdo do PVI é

—5x 2Xx

y =2e > +5e



Exemplo 17

Determine a solucao geral de

y"+9y=0.



Exemplo 17

Determine a solugéo geral de

y"+9y =0.

Resposta: A solucao geral é

y(Xx) = ¢1 cos(3x) + ¢z sen(3x).



Raizes Complexas Distintas

Se ry e r, forem raizes complexas conjugadas, entao
n=XA+ip e rn=X\—iu
Usando a formula de Euler,
e = cosf +isend,
podemos escrever a combinacgao linear
kie"* + kpe?*
de forma alternativa como

c1e™ cos(ux) + coe™ sen(ux).



Exemplo 18

Determine a solugéo geral da EDO

y'+y' +y=0.



Exemplo 18

Determine a solugéo geral da EDO

y"+y' +y=0.

Resposta: A solucao geral é

y(x) = cre */?cos <\/2§X> + coe *?sen <§X> .



Exemplo 19

Encontre a solugao do PVI

y'—4y' +5y=0, y(0)=1 e y'(0)=5.



Exemplo 19

Encontre a solugéo do PVI

y"—4y' +5y =0, y(0)=1 e y'(0)=>5.

Resposta: A solucdo do PVI é

y(x) = e (cosx + 3senx).



Consideracdes Finais

Na aula de hoje iniciamos o estudo das EDOs de ordem n > 2.
Especificamente, vimos:

» Enunciamos um teorema que garante a existéncia e
unicidade da solugé&o de um PVI.

Comentamos sobre o principio de superposi¢ao das
solugdes de uma EDO linear homogénea.

v

v

Introduzimos o wronskiano e comentamos sua relagao
com a dependéncia linear de fungdes.

» Enunciamos um teorema sobre a solucao geral.

|
Por fim, apresentamos uma técnica para resolver uma EDO
homogénea com coeficientes constantes quando as raizes da
equacao caracteristicas sao todas distintas.



