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FAVARIM, V. A. Diagramas de drbitas e leis de escala em sistemas dindmicos
nao lineares. Dissertagao de mestrado UNESP - Universidade Estadual Paulista, Sao

Joao da Boa Vista, 2022.

Resumo

Nesta dissertagao foram investigadas algumas propriedades dindmicas no mapa Ricker,
parametrizado pelo parametro de controle r. Esse mapeamento pertence a um conjunto
de mapas unidimensionais discretos utilizados para descrever a dinamica de populagoes
biolégicas. Construimos o diagrama de orbitas e calculamos os expoentes de Lyapunov
para avaliar o comportamento do sistema. Para a bifurcagao em r = 0, realizou-se a anélise
da relaxagao, fornecendo o expoente de relaxacao 6 = —1, classificando-a como bifurcagao
transcritica. Para a bifurcacao em r = 2, determinamos os expoentes caracteristicos de
decaimento de orbita para estado estacionéario via método numérico e analitico, como
sendo a =1, f = —0,5 e 2z = —2, classificando-a como duplicagao de periodo. Também
foram calculadas as orbitas supertracks, um conjunto de fungoes iterativas continuas nao
sensiveis as condigoes iniciais. Com essas fungoes, foram extraidos os valores dos expoentes
de decaimento das érbitas supertracks para o ponto fixo. O principal objetivo do trabalho
foi caracterizar as propriedades dindmicas do mapa Ricker com diferentes metodologias,
podendo determinar a natureza de algumas bifurcagoes via método tradicional e também
via supertracks, e por fim poder relacionar algumas de suas propriedades com modelos

tedricos ja conhecidos como o circuito de Chua.

Palavras-chave: Mapa Ricker, Expoente de Lyapunov, Diagrama de Orbitas, Orbitas

Supertracks, Circuito de Chua.



FAVARIM, V. A. Orbit diagram and scaling laws in nonlinear dynamical systems.
Master Degree UNESP - Universidade Estadual Paulista, Sao Joao da Boa Vista, 2022.

Abstract

In this dissertation some dynamical properties were investigated in the Ricker map,
parameterized by the control parameter r. This mapping belongs to a set of discrete one-
dimensional maps used to describe the dynamics of biological populations. We construct
the orbit diagram and calculate the Lyapunov exponents to evaluate the behavior of
the system. For the bifurcation at » = 0, we performed relaxation analysis, providing
the relaxation exponent § = —1, classifying it as a transcritical bifurcation. For the
bifurcation at r = 2 we determined the characteristic orbit decay exponents for steady
state via numerical and analytical method, as being a = 1, f = —0.5 and z = -2,
classifying it as period doubling. Also calculated were the supertracks orbits, a set of
continuous iterative functions not sensitive to initial conditions. With these functions, the
values of the decay exponents of the supertracks orbits for the fixed point were extracted.
The main goal of the work was to characterize the dynamic properties of the Ricker map
with different methodologies, being able to determine the nature of some bifurcations via
the traditional method and also via supertracks, and finally being able to relate some of

its properties with theoretical models already known as the Chua circuit.

Keywords: Ricker Map, Lyapunov Exponents, Orbit Diagram, Supertracks Orbits, Chua

Circuit.
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Capitulo 1

Introducao

Sistemas dindmicos possuem relagoes matematicas que, a partir do conhecimento de
um estado configuracional em um determinado instante, é possivel determinar o estado
em um instante posterior. Alguns autores datam o inicio dos estudos sobre sistemas
dinamicos entre os séculos XV e XVI, com a busca pela compreensao da mecanica celeste,
contudo a modelagem matematica de um sistema temporal s6 teve progresso com Isaac
Newton e suas leis do movimento (LEONEL, 2019).

Ao longo dos anos, a interdisciplinaridade de sistemas dindmicos nao lineares ficou
cada vez mais evidente e, com isso, o interesse pela drea aumentou gradativamente. Esses
modelos matematicos podem ser aplicados muito além da matematica e fisica, passando
pela biologia, transmissao de doencas, ciclos economicos, eletronica, nimeros randoémicos,
analise de espectro de energia, anélise numérica, obtencao de resultados analiticos, crip-
tografia, polindmios, ou mesmo em modelos teéricos como da dindmica de fluidos com a
convecgao Rayleigh-Bernard, modelos de dindmica populacional, como no caso do mapa
Smith e Slatkin ou mesmo no foco do estudo desta disserta¢ao, o modelo Ricker (KEN-
DALL; FOX, 1998; STROGATZ, 2018; LUNA-ACOSTA et al., 2001; ZHANG, 2006)

Existem essencialmente sistemas dindmicos lineares e nao lineares. O primeiro possui
solugoes gerais, e é possivel com pouca complexidade matemaética determinar o compor-
tamento futuro do sistema. O segundo, todavia, possui maior complexidade de obter so-
lugoes exatas para analise analitica, e mesmo se obtidos os resultados podem ser de dificil
interpretacao. Com o grande desenvolvimento tecnolégico e de processamento das tltimas
décadas (ROCHA; MARTINS-FILHO; MACHADO, 2005), esses sistemas estao gradati-
vamente sendo estudados e, atualmente, foram ja desenvolvidos uma enorme quantidade
de referéncias de estudos desenvolvidos e aplicados com a Teoria do Caos em mapeamentos
caodticos e sistemas modelados matematicamente.

Algumas metodologias convenientes proporcionam uma analise mais holistica da dina-

mica do sistema, a fim de simplificar e compreender determinados comportamentos. Por
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exemplo Aleksandr Lyapunov propos que o comportamento cadtico pode ser determinado
a partir da evolugao de duas condigdes iniciais proximas (zg e 2o+ ¢) que se afastam uma
da outra exponencialmente no tempo. Assim, o estado futuro de uma condicao inicial
torna-se independente da outra, nao havendo, portanto, nenhum tipo de ligagao ou re-
lacao. Essa separacao exponencial de érbitas com condigoes iniciais vizinhas no espaco
de fases conduz ao conceito de expoente de Lyapunov positivo, fornecendo a identificagao
da dindmica da orbita como cadtica. A analise do afastamento exponencial médio entre
trajetorias vizinhas também pode caracterizar a presenga de comportamentos periédicos
ou quase periddicos, no caso, quando a evolucao de duas condigoes iniciais se mantém
proximas com o passar do tempo. Nessa condigao, o expoente de Lyapunov é negativo.

Outra forma de abranger determinadas caracteristicas é utilizando as se¢oes de Poin-
caré (HILBORN et al., 2000), em que permite a redugdo de um fluxo de solugoes de um
problema de N dimensoes para N — 1 dimensoes. Além disso, é possivel a discretizagao
de equagoes diferenciais, que permite um custo numérico menor em obter informacoes do
problema quando comparado a equacgoes diferenciais descritas nos modelos.

Mapeamentos discretos unidimensionais, como o ja conhecido mapa logistico - ampla-
mente estudado e desenvolvido erobertmay e inspiragao para este trabalho, possui um
desenvolvimento matematico aparentemente simples. Entretanto, a alteracao do para-
metro de controle proporciona uma grande diversidade de comportamentos interessantes
em sua dindmica, como pontos fixos, bifurcacoes de diversos tipos, atratores caoticos,
crises de fronteiras, dentre outros. Esse comportamento pode ser identificado em mapea-
mentos unidimensionais nao lineares em geral e neste trabalho algumas metodologias ja
conhecidas para a literatura estao aplicadas em um mapa ainda nao tao estudado.

A ciéncia possui objetivo de encontrar leis deterministas que governam a realidade. As
leis sao convenientes para prever a evolucao futura de um sistema real, bastando expandir
e extrapolar as fungoes matematicas representativas para os valores e condigoes iniciais
dadas. Assim, tem-se sistemas dinamicos deterministicos, que sao previsiveis e regidos
diante de alguma lei, seja ela uma simples equagao ou até um conjunto de equacoes
diferenciais, ou saindo da matemética, também como sistemas biologicos ou quimicos, e
assim por diante.

Diversos sistemas nao lineares apresentam evolucoes temporais que podem ser des-
critas usando-se formalismos de escala. Com a variagao de paradmetros de controle, é
possivel observar e caracterizar, via leis de poténcia, grandezas fisicas e observéiveis no
espaco de fases. Essas leis de poténcia podem levar a definicao de expoentes criticos con-
duzindo a comportamentos universais. Trata-se de uma metodologia muito bem aceita
pela comunidade cientifica na investigacao de diversos problemas.

Em mapeamentos discretos unidimensionais, podemos observar uma série de caracte-
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risticas e comportamentos relacionados a dindmica do sistema. O diagrama de o6rbitas,
presente no Capitulo 3 construida para o mapa Ricker, representa a visao geral do mapa
alvo deste trabalho, e ficard visualmente mais evidente alguns pontos aqui citados. An-
tes de introduzir o modelo em si conforme apresentamos a seguir, é importante realizar
uma pequena analise de pontos importantes que serao comentados e desenvolvidos nesse
trabalho.

1.1 Sistemas unidimensionais e Orbitas

Considerando um sistema caracterizado por uma dinamica nao linear, podemos abran-
ger e analisar, de forma genérica, algumas caracteristicas importantes da estrutura de um
sistema como esse. O sistema parte de uma condicao inicial, que chamamos nesse traba-
lho de z5. Um sistema dindmico nao linear é, por definicao, iterativo, deterministico e
sensivel as condicoes iniciais. Isso quer dizer que um sistema evolui baseado na iteracao
anterior, portanto o proximo resultado depende do atual, e assim por diante. Um sistema

como esse, de forma genérica, pode ser evoluido da seguinte forma:

Tpy1 = M(xy,), (1.1)

sendo a fun¢do M(z,) conhecida. A condigao inicial xy é importante para caracterizar
o primeiro resultado do mapa, para posteriormente realizar o procedimento iterativo.

Dessa forma, a evolucao de um mapa genérioco unidimensional discreto é descrita pela

sequéncia:
T = M(x0)7
To — M(Jfl),
T3 = M(I‘Q),
Ty = M(zy), (1.2)

Nesse caso, considerando as condig¢oes supracitadas, dada uma condicao inicial zy ¢é
possivel encontrar a sequéncia de estados (xg, 1, T, ..., T,) por n aplicagdes sucessivas de
M. Essa sequéncia é chamada de orbita e, em alguns casos, uma expressao geral para z,
em funcao de n pode ser obtida.

Assim, a partir de um estado inicial, a evolugao dindmica de um sistema fornece um
conjunto de estados seguintes. A sequéncia desses estados recebe o nome de orbita, que

fornece a dindmica temporal de um estado inicial. Conforme descrito em (LEONEL, 2019),
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a partir da troca da configuracao inicial, a evolucao dinamica fornece outra sequéncia de
estados distintos e, consequentemente, outra 6rbita. Considerando todas as érbitas dentro
de um intervalo de paradmetros de controle, podemos considerar o espago de fases ou espaco
de estados, que fornece informacoes a respeito de todos os estados considerados do sistema
dindmico.

Para o caso particular do mapa Ricker, que sera apresentado e discutido em detalhes

posteriormente, no Cap. 3, considerando M — f, temos que:

F(@n) = Tpiy = 2”17, (1.3)

onde r é o parametro de controle, que agora analisamos como um valor fixo.

r=1 r=3
25 2,57
2
1,5
> >
1 /
0,5
(a) (b)
0
0 10 20 30 10 20 30

n n

Figura 1.1: Primeiros 30 pontos das érbitas para o mapa Ricker, considerando xy = 0,5
e dois parametros de controle diferentes, em (a) r =1 e em (b) r = 3.

A figura 1.1 apresenta os primeiros pontos da 6rbita para os parametros em figura 1.1(a)
r =1 e figura 1.1(b) » = 3, a fim de analisar diferentes comportamentos do sistema, e
com zo = 0,5. Nota-se uma grande diferenca em suas 6rbitas ja nas primeiras iteracoes,
ilustrando comportamentos com naturezas diferentes.

Outra ilustragao pertinente é a analise da sensibilidade as condigoes iniciais, também
utilizando o mapa Ricker, para o mesmo parametro de controle » = 3, com duas condig¢oes
iniciais ligeiramente diferentes,na figura 1.2(a) xy = 0,5 e figura 1.2(b) o = 0,51 com um
mesmo parametro de controle » = 3. Podemos identificar visualmente uma divergéncia
de o6rbitas ja nas primeiras iteradas, apresentando uma grande sensibilidade as condicoes

Iniciais.
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@ , e,
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Figura 1.2: Primeiros 30 pontos das orbitas para o mapa Ricker, em (a) o = 0,5 e em
(b) xy = 0,51 para um mesmo parametro de controle.

1.2 Caracterizacao do caos

O caos é um termo usado para descrever o comportamento complexo de um sistema.
De acordo com Leonel (2019), a perda de correlacido da evolugdo temporal a partir de
duas condigoes iniciais préximas e o afastamento exponencial dessas 6rbitas no espaco
de fases remetem ao conceito de caos. Isso garante que o conhecimento de um determi-
nado estado futuro a partir de uma das condigoes iniciais nao permita dizer nada sobre
o comportamento temporal da outra condigao inicial. Em suma, conforme descrito por
Poincaré, um sistema cadtico deve possuir trés condigoes satisfeitas: comportamento li-
mitado, aperiodico e sensivel as condigoes iniciais (MONTEIRO, 2002).

A sensibilidade as condigoes iniciais pode ser observada em intimeros modelos e siste-
mas fisicos. Lorenz afirma que o pinball esta para o caos assim como o dado esta para a
probabilidade (SAVI, 2006). Minimas diferengas em condigdes iniciais de langamento da
bola pode acarretar em diferencas muito grandes depois de um certo tempo. Analoga-
mente, a minima variagao de um impulso de um esquiador no inicio de uma pista pode
acarretar em grandes diferencas em um determinado ponto da pista. Essa sensibilidade as
condicoes iniciais esté ilustrada para o mapa Ricker na figura 1.2, na qual duas condic¢oes

iniciais proximas, com diferenca de 1072, sao aplicadas e evoluidas no mapa.

1.3 Atrator

Uma consideracao importante para todo o estudo de sistemas nao lineares, seja uni-

dimensional ou nao, é o conceito de atrator. Este consiste em um ponto ou conjunto de
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pontos no espago de fases para o qual as 6rbitas convergem com o tempo. Ha, essencial-

mente, trés tipos de atratores:

e Atrator de ponto fixo;
e Atrator de ciclo limite;

e Atrator estranho

Os atratores de ponto fixo sao definidos por pontos ao quais o sistema sempre con-
verge, ou seja, um sistema de atragao fechado que representa um estado estacionario bem
definido. Atratores de ciclo limite tratam parametros limitados que definem os limites
em que o sistema pode oscilar e representam um ciclo com periodicidade. E por fim,
atratores estranhos possuem uma orbita em torno de pontos de maneira nao periddica
e cadtica. Independente de sua natureza, podem ser vistos no espaco de fases de forma

clara, conforme sua representacao dinamica.

1.4 Transiente

O conceito de transiente é caracterizado pelos primeiros pontos de uma 6rbita, ou seja,
seu comportamento inicial (FIDELIS et al., 2013). Em muitos casos o comportamento do
transiente nao ¢é relevante para a o6rbita, pois apenas apds um grande nimero de iteradas
a Orbita converge de fato para um atrator. Assim, a maior parte dos estudos de sistemas
dindmicos descartam o transiente, buscando analisar o comportamento assintotico ou
estacionario das orbitas. A quantificacao de quantos pontos sao necessarios para atingir o
estado estacionério ¢ obtida empiricamente, de forma que a simulagao nao sofra alteracoes
indesejadas.

Algumas caracteristicas visuais ja foram identificados no item 1.3, contudo vale ilustrar
em uma situagao especifica o significado pratico e visual do transiente. A figura 1.3 ilustra
os primeiros 60 pontos do mapa Ricker, considerando o = 0,5 e r =1,9.

Nota-se que logo apds a condigao inicial a Orbita inicia sua trajetéria em direcao ao
ponto fixo. Especificamente nesse caso tem-se o ponto fixo z* = 1, ou seja, a orbita
com o passar das iteragoes converge para esse valor. Conforme supracitado, o nimero de
iteragoes deve ser escolhido tal que para n muito grande, x,, atingiu seu comportamento
definitivo, ou seja, comportamento tal que permanega o mesmo para qualquer nimero
de iteragoes, considerando seja um ponto fixo unitario ou peridédico. Nesse caso, para
apenas 60 iteracoes, nao é possivel assumir que o comportamento jé finalizou seu periodo
transitorio, portanto a figura procura apresentar apenas o comportamento da 6rbita nos
passos iniciais. O comportamento antes da convergéncia pode ser de diversos formatos e

geralmente nao possui importancia para estudo e caracterizagao do modelo.
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Figura 1.3: Primeiros 60 pontos do mapa Ricker, considerando xo = 0,5 e r =1,9.

Para um mapa que ilustra a dinamica populacional, a érbita pode simbolizar alguma
propor¢ao de alguma determinada razao de ntmeros de individuos, como porcentagem
ou uma fragao. KEsse comportamento simboliza que em algum determinado periodo de
tempo (anos, por exemplo), a populagdo de algum determinado individuo oscila entre

valores ligeiramente maiores e menores que a razao 1, convergindo para x, ., = 1.

1.5 Bifurcacgoes

As bifurcagoes estao associadas a mudancas de estabilidade do sistema que, como
supracitadas, podem ser alteradas de acordo com a mudanca nos parametros. Possuem
grande importancia cientifica, uma vez que apresentam modelos para transigoes e insta-
bilidades de sistemas conforme algum parametro é variado. A referéncia (STROGATZ,
2018) apresenta algumas das bifurcagoes aqui citadas, em sistemas de tempo continuos
unidimensionais regidos por equagcoes diferenciais. Essas caracteristicas podem ser esten-
didas para mapeamentos discretos. Assim, podemos destacar quatro principais tipos de

bifurcacoes:
e Sela-no
e Forquilha
e Transcritica

e Duplicagao de periodo
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A bifurcacao sela-n6 acontece quando o sistema nao possui nenhum ponto fixo, porém,
quando um parametro é variado surge um ponto fixo nao-hiperboélico que se separa em dois
pontos fixos: um ponto de sela e um nd. A bifurcacao de forquilha acontece quando existe
um ponto fixo estavel que se torna instavel, originando dois novos ponto fixos estaveis. A
bifurcacao transcritica ocorre com a coexisténcia de dois pontos fixos, sendo um estéavel
e um instavel, e na bifurcacao ocorre a troca de estabilidade entre eles. E finalmente,
a bifurcagao de duplicacao de periodo, hd um surgimento de uma o6rbita com periodo
duplicado, onde o ponto fixo perde a estabilidade e surgem dois ramos novos estaveis
(LEONEL, 2019). Nesse trabalho, o foco de estudo é duas bifurcagoes especificas do mapa

Ricker, que foram definidas e classificadas conforme desenvolvimento da dissertacao.

1.6 Comportamento assintético

O comportamento assintético pode apresentar trés dinamicas tipicas: dinamica cao-
tica, periddica ou divergente.

Dinamicas cadticas sao dindmicas que satisfazem as condig¢oes apresentadas por Poin-
caré descritas na Segao 1.2. Ou seja, orbitas que nao divergem, nao apresentam periodi-
cidade e sao sensiveis as condigoes iniciais, conforme ilustrado na figura 1.2.

Dinamicas periddicas sao aquelas em que ocorre a condi¢ao x4, = x,, para n >> 1
e p >= 1. Assim, considerando uma érbita de periodo p e, assim, a condicio M®(z,,) =
Tpip = T, € validada. A partir desta condi¢ao que os pontos fixos (periodo 1) e demais
regioes periddicas de um sistema de tempo discreto sao obtidas.

Dinamica divergente é aquela em que, considerando n — oo, tem-se x,, — 400

1.7 Estabilidade de pontos fixos ou periédicos

Chamamos neste trabalho um ponto fixo de z*. Considerando sua existéncia, temos
entdo que para um mapeamento unidimensional M o ponto fixo é descrito por M(z*) =
z*, de modo que para todo x, = x* com n >> 1, segue com M(x,) = x,.1 = x*. Dessa
forma entende-se que um ponto fixo é caracterizado pela estabilidade periddica do espaco
de fases. Essa analise considera periodicidade p = 1, contudo para p > 1 a descri¢cao
¢ analoga, podendo presumir que M® (z*) = =, e, portanto, a descricio genérica é
fornecida por M®)(z,,) = x,,, = * para qualquer p > 1 .

O estudo de estabilidade e periodicidade é apresentado em (TEIXEIRA et al., 2015),

de modo que é utilizado como base de estudo para o trabalho em questao.
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1.8 Orbitas supertracks

De acordo com Oblow (1988) outra forma de obter informagoes relevantes a respeito
de mapeamentos discretos é com o estudo do comportamento de fungoes continuas, deno-
minadas orbitas supertracks. Elas sao obtidas a partir da derivada do mapa da seguinte

forma:

df (z,,) _ dz,

dx,, dx,,

= 0. (1.4)

Essas fungoes permitem a analise das fronteiras do mapa e de convergéncias de 6rbitas
para pontos fixos com decaimentos exponenciais, bem como a condicao de densidade
pontual de cada parametro de controle do mapeamento discreto (FIDELIS et al., 2013;
OBLOW, 1988, 1987).

1.9 Divisao do trabalho

Nessa dissertagao o alvo de estudo seréd o mapa Ricker, proposto em meados da segunda
metade do século XX (LEVIN; GOODYEAR, 1980; KOETKE; DUARTE; WECKERLY,
2020; RICKER, 1954). Conforme referéncias, Ricker propés um modelo de dinamica
populacional, especialmente para aplicacao em peixes, que possui comportamento cadtico
ou nao, dependendo do paradmetro de controle. O trabalho, portanto, é baseado neste
modelo unidimensional discreto, que foi pouco investigado pela literatura.

Para melhor expressar nossas intengoes, organizamos essa dissertacao da seguinte
forma:

No Capitulo 1 realizou-se uma breve introducao a respeito de toépicos importantes para
o estudo de mapas cadticos e teoria do caos. Especificamente, para modelos unidimensio-
nais. No Capitulo 2, tem-se a fundamentagao teérica reproduzindo anélises ja conhecidas
do mapa logistico, com o objetivo de criar um alicerce soélido para as analises seguintes.

Com o embasamento necesséario ja realizado, no Capitulo 3 apresentamos o mapa
Ricker com mais detalhes, desenvolvendo alguns exemplos de iteracoes e o diagrama de
orbita (DO) para r € [0,4] , utilizado para compreensdo do comportamento geral do
sistema, analisando de maneira ampla. Com o modelo feito, o serd descrito o calculo dos
expoentes de Lyapunov para caracterizar a dinamica das érbitas em fun¢ao do parametro
de controle..

Posteriormente, ainda no Capitulo 3 observamos algum comportamento tipico em
r = 0, que conduz a uma anélise especifica para caracterizacao do tipo de bifurcagao. Na
ocasiao, é analisado o parametro de controle r € [—0.5, 0, 5] apenas para fins teéricos, uma

vez que nao possui validade fisica um parametro de controle negativo nesse tipo de mapa
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proposto. Para definir a natureza da bifurcacao, nesse caso é necesséario definir um tempo
de relaxacao 7, que, com uma tolerancia tol, é possivel caracterizar o valor do expoente
§, considerando 7 oc 1, em que d é o expoente de relaxacio.

A finalizacao do Capitulo 3 esta relacionada ao valor r = 2 em que podemos iden-
tificar visualmente no diagrama de orbitas uma bifurcagao de duplicacao de periodo. A
metodologia ja conhecida pela literatura permite caracterizar os expoentes criticos «, (8
e z para a bifurcagao em questao, via metodologia numérica e analitica. Uma descrigao
fenomenolégica de uma fungao homogénea generalizada consegue fornecer hipoteses de
escala que sao importantes para validacao dos expoentes criticos.

Por fim, no Capitulo 4 apresentamos uma anélise holistica de supertracks aplicadas
para o mapa em questao, com uma aplicacao especifica também na duplicacao de periodo
com desenvolvimentos inéditos na literatura atual. Primeiramente tem-se a comparacao
das supertracks com o proprio diagrama de o6rbita, demonstrando o comportamento geral
do sistema.Apresentamos também a importancia de fung¢oes de ordem alta bem como a
interacao da tangéncia e cruzamento dessas func¢oes. Posteriormente, mostramos a apli-
cacao de sucessivas iteragoes de fungoes supertracks no ponto de bifurcagao de duplicagao
de periodo, em r = 2, a fim de, via supertracks, caracterizar os expoentes criticos. Es-
tes, descritos e apresentados referéncia (POLI, 2021) estao validados para o mapa Ricker,
bem como toda a integracao e comparacao do mapeamento discreto unidimensional com
as fungoes supertracks.

Vale ressaltar que todas as simulagoes foram realizadas no software Matlab, utilizando
por padrao ntmeros de ponto flutuante no formato de precisao dupla de acordo com a
norma IEEE®) 754 para precisao dupla. Todos os valores desse tipo de precisao requerem

64 bits e sao suficiente para a anélise fenomenologica em questao (POLI, 2021).
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Capitulo 2

Propriedades dinamicas do mapa

Logistico

Neste Capitulo realizaremos uma revisao bibliografica do mapa logistico, com uma

visao abrangente baseada no diagrama de 6rbitas bem como nos expoentes de Lyapunov.

2.1 O mapa Logistico

A equacao que descreve o mapa logistico é dada por:

Tpa1 = 12,(1 — x,), (2.1)

onde z,, ¢ o numero de individuos na enésima geracao e r o parametro de controle de modo
que r € [0,4]. O sistema, apesar de simples, possui destaque em suas propriedades dina-
micas por apresentar comportamento complexo (MONTEIRO, 2002). O mapa logistico,
bem como uma série de mapas unidimensionais discretos, é uma equagao deterministica,
ou seja, o estado futuro serd determinado de acordo com os estados presentes. O compor-
tamento do sistema varia de acordo com os valores de r, oscilando seu comportamento
entre periddico e cadtico com minimas alteragoes. Esse fato chamou a atencao de Robert
May, que realizou amplos estudos a respeito (MAY, 1974).

Os pontos fixos da equagao 2.1 podem ser encontrados a partir da condi¢ao x, 1 =
x, = =¥, de modo que a sucessao de iteragoes resulta em um mesmo ponto com a condi¢ao

de iteragoes suficientemente grande. Assim, temos:
" =rz* (1 —z"), (2.2)
r* —rr* +rot? = 0. (2.3)
Resolvendo a equagao para x, temos que os pontos fixos de periodicidade p = 1 sao
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descritos por:
x] =0, (2.4)

1
ry=1——.

(2.5)

As fungoes que descrevem o comportamento assintotico do mapa para érbitas de pe-

riodo 2 sao baseadas na condi¢ao x,,o = x, = r*. Assim:

Tpro = rTpi1 (1 — xppq). (2.6)

Substituindo (2.1) em (2.6), ficamos com:

Tpro = rre,(1 —x,)1 — [rae, (1 — x,)], (2.7)

Tnyo = r2x, —r?a? — 322 + 20323 — 352 (2.8)

n’

Considerando a suposigao supracitada, temos que x, .2 = z,. Portanto:

2 2,.2

T, = 12w, — a0 —r3a? 4 2% — el (2.9)

1=7r*— 1%z, — 1z, +2r°22 — r’z?, (2.10)

Para determinacao das funcoes de ponto fixo, faz-se necessario encontrar as raizes da
funcao em questao. Assim podemos aplicar o teorema de D’alembert para divisao de
polinémios, que é utilizado para diminuicao de grau de polinéomio: dado um polindémio
p(z) de grau n > 1, sendo ¢; a raiz de p(z), entdao p(z) é divisivel por x — ¢, resultando
em um quociente polinomial ¢;(x) de grau (n — 1). Assim:

—r? +r’z, + iz, — 2r32% + ¥ + 1

= 2.11
a:—l—l—% (211)

— T3x2 — T3£L' — 7“2l’ + 7"2 +7r (212)

Dividindo a equag@o (2.12) por r e resolvendo em fungao de x, temos duas solugoes

possiveis e os pontos fixos sao definidos e descritos por:

r+1+vr2—2r—3

Tl = 5 (2.13)
e
., r+1—+r2—2r—3
v = o (2.14)

Apos o célculo analitico dos pontos fixos, é importante representa-los graficamente.
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Na figura 2.1 é apresentado o diagrama de bifurcacoes, tornando possivel identificar o
comportamento das fungoes que representam os diferentes pontos fixos, em funcao de
r. Considerando a fungao x por r, tem-se a representagao do diagrama de bifurcagoes.
Na figura 2.2 tem-se o diagrama de oOrbitas, portanto é possivel observar uma grande
abrangéncia de solugoes de acordo com diferentes parametros de controle.

E possivel observar nas duas figuras a seguir que para r € [0,1] o comportamento &
caracterizado pelo periodo 1 e a érbita é atraida para o ponto fixo 27 = 0. No intervalo
r € [1, 3] ainda permanece uma érbita de periodo 1, porém regida por uma fungao diferente
da anterior, sendo agora x3 = 1 — 2. Ao observar o intervalo r € [3;3,5], a 6rbita de
periodo 2 surge e permanece com alternancia entre dois pontos fixos, descritos por x3 e
x;. Vale a pena também ressaltar que para valores de r onde estes pontos fixos perderam a
estabilidade as curvas continuam a aparecer, porém sao instaveis. A analise é analoga para
periodos maiores que 2, porém a abordagem analitica fornece fung¢oes mais complicadas

devido ao grau do polindémio..

1 —
80,5

0

0 0,5

Figura 2.1: Diagrama de bifurcag¢oes para o mapa logistico para r € [0, 4].

O diagrama de orbitas consiste em uma sucessao de iteragoes do mapa com cada
valor de r, com resolucao tao baixa quanto necessario. Para tal, é importante também o
descarte do transitorio, uma vez que para a analise em questao o inicio do comportamento
assintotico nao possui interesse para analise.

E possivel observar os valores obtidos anteriormente para pontos fixos, no caso em que
ha periodicidade 1 (p = 1) e periodicidade 2 (p = 2). Além disso é possivel identificar a
rota para o caos bem como algumas janelas de periodicidade em meio ao comportamento
cadtico.

Uma forma de caracterizar a presenca ou auséncia de caos é utilizando os expoentes de
Lyapunov para qualquer mapa discreto unidimensional que pode possuir comportamento

caobtico.

24



20,5 o

0 0,5 1 1,5 2 2,5
p

Figura 2.2: Diagrama de o6rbitas para o mapa logistico para r € [0, 4].

2.2 Expoentes de Lyapunov para o mapa logistico

A divergencia exponencial média permite, dentre outras avaliagoes, classificar uma
6rbita como cadtica ou nao. O procedimento genérico tem utilidade para qualquer mape-
amento discreto unidimensional e, de acordo com o sinal do expoente, é possivel caracte-
rizar a natureza da dinamica. Se o sistema dinamico apresenta comportamento caético,
o expoente de Lyapunov para tal é positivo, bem como se o sistema possui comporta-
mento periodico, o expoente é negativo. Aqui discutiremos mais a respeito, fazendo uma
abordagem genérica e posteriormente direcionada para o mapa em questao.

O procedimento para calcular os expoentes de Lyapunov consiste em iterar duas condi-
¢oes inicias proximas e acompanhar a evolugao das duas no espaco de fases. Se a distancia
de ambas reduzir com o passar do tempo, as 6rbitas sao ditas regulares. Entretanto caso
a distancia entre as 6rbitas aumente exponencialmente, o conhecimento de uma delas nao
permite dizer nada sobre a outra, portanto, apresenta-se um comportamento caoético.

Para ilustrar o procedimento, consideremos um mapeamento unidimensional genérico.

Tny1 = f(2n), (2.15)

sendo f(x,) uma fungao discreta nao linear. Vamos considerar duas condigbes iniciais
muito proximas para analisarmos a evolugao de o6rbita e podermos introduzir o conceito
dos expoentes de Lyapunov em mapeamentos unidimensionais. Sendo assim, chamaremos

as condicoes de x( e xg + ¢ e considerando a situagao-limite ¢ — 0, tem-se:

d= \f(”)(xo—l—c) —f(")(:co)|. (2.16)

E possivel definir a distancia relativa como d /c e admitir que esta tenha um compor-

tamento exponencial em n tal que % = ¢ sendo \ o expoente de Lyapunov. Assim,
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temos:

g @040 = )] o

c—0 C

que conduz, por definicao de derivada, a

| ()| = ™, (2.18)
An = In|f"™(z0)], (2.19)
1 n—1
A= lim =S Inlf (). 2.20
nggon;nlf(x)\ (2.20)

A funcao f que define o mapa em geral depende de ao menos um parametro de controle.
Assim, o expoente de Lyapunov A também dependerda (ARAUJO et al., 2013), ou seja,
A= A(r).

2
i [
2
~< Y
4
-6
-8
0 0,5 1 1,5 2 2.5 3 3,5 4

r

Figura 2.3: Diagrama de o6rbitas para o mapa logistico para r € [0, 4].

Considerando agora a derivada do mapa da Eq. (2.1) na Eq. (2.20), temos a represen-
tagao dos expoentes de Lyapunov para r € [0, 4] para o mapa Logistico. Desta equagao,
tem-se que para A > 0 o comportamento é cadtico e para A\ < 0 o comportamento é
periddico ou quase-peridodico. Quando A = 0 o diagrama de 6rbitas demonstra uma nova

bifurcagao. A figura 2.3 ilustra os expoentes de Lyapunov para o mapa Logistico.
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Capitulo 3

Propriedades dinamicas do mapa
Ricker

Neste Capitulo apresentamos algumas propriedades dindmicas do mapa Ricker. Cons-
truimos o diagrama de 6rbitas, calculamos dos expoentes de Lyapunov, e analisamos duas
de suas bifurcac¢oes. Vale ressaltar que como nao ha ligacao matemaética entre o presente
capitulo e o anterior, os valores descrito como ponto fixo z;;, expoentes de Lyapunov \ e
dentre outras relacoes, sao nominadas para o mapa presente. Assim, é preciso desconsi-

derar os nomes das varidveis anteriormente descritos.

3.1 O Modelo Ricker

Ricker prop6s um modelo de dindmica populacional, especialmente para aplicagao em
peixes, que possui comportamento interessante para analise. Trata-se de um modelo uni-
dimensional de x,; dependendo de x,,, tratando, portanto, de um sistema essencialmente

+ ) ) )

deterministico. O modelo é descrito por:

F(@) = 21 = ", (3.1)

em que a fungdo f(xr) = x,,1 é a proxima iterada que utiliza a variavel dinamica z,, e o
parametro de controle r. O mapa Ricker possui natureza deterministica e integralmente
dependente da condicao inicial e do parametro de controle, caracteristicas semelhantes
do mapa logistico (MAY, 1974). Assim, dada uma condigao inicial zy, o mapa da Equa-

¢ao (3.1) evolui através de um processo iterativo do tipo:

X0y L1, T2, T3y evvy Ty Tt 1y ooes (3.2)

Essas trajetorias podem ser caodticas ou nao, considerando a condi¢ao inicial x( e
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dependendo do parametro de controle. E possivel considerar diferentes valores de para-
metro de controle em estado estacionario e analisar seus possiveis resultados. Utilizando
a Equagao (3.1), podemos considerar primeiramente para r = 1, r = 2,2, r = 2,75 e
r = 3,13. Esses valores de parametro de controle simbolizam diferentes condigoes: taxa
de alimentacao, reproducao, predadores, condi¢oes climéaticas, todas compiladas em um
tnico parametro para melhor parametrizacao e estudo do modelo teérico. A figura 3.1

demonstra, para quatro parametros de controle diferentes, a evolugao das orbitas.

T

0,5
(@ o b g
0 10 20 30 0 10 20 30
n n
25 : ; 3
5 2,5
2.
1,57
IS 15
1
|
0,5 05
0 : 0 : :
) o 10 20 30 W o 10 20 30
n 4!

Figura 3.1: Primeiras 30 iteragoes para o mapa ricker considerando (a)r = 1, (b)r = 2,2,

(c)r =2,75, (d)r = 3,13.

Apenas de ambito ilustrativo, a figura 3.1 apresenta alguns tipos de comportamentos
em funcao dos pardmetros. Nao ha como garantir comportamento cadtico ou periédico
com uma quantidade baixa de iteragoes, mas os valores foram escolhidos especificamente
em condi¢oes que a natureza do comportamento apresentado se repete por um periodo
n >> 10%. Assim, na figura 3.1(a), para r = 1, tem-se uma aproximacao direta ao ponto
fixo, no caso, z* = 1. Com r = 2,2, ilustrado na figura 3.1(b) os valores alternam com
periodicidade 2, oscilando entre apenas dois valores. Na figura 3.1(c), com r = 2,75 ndo

ha periodicidade, e, conforme ja apresentado brevemente na secao 1.2, é deterministico,
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aperiodico e sensivel as condigoes iniciais, apresentando portanto um comportamento
caotico. E finalmente com r = 3,13 na figura 3.1(d), temos novamente uma janela de
estabilidade, porém agora com periodo 3.

O calculo do ponto fixo parte da definicao deste, sendo z,,1 = x, = x*. Assim, para

o modelo em questao da Equagao 3.1, tem-se que:

gt = grer=e"), (3.3)
er1=2") = 1, (3.4)
r(l—z*) =0, (3.5)

o que conduz, considerando (1 —z*) =0 a:
" =1 (3.6)

Isso implica que para r € |0, 2], intervalo onde ha a periodicidade p = 1, o espago de
fases converge para o estado estacionario composto pelo ponto fixo z* = 1.

A abordagem mais completa de boa parte das caracteristicas construtivas presente no
mapa Ricker é baseada no estudo do diagrama de o6rbitas. Para isso, itera-se dinami-
camente o mapa da Equagao (3.1), considerando r € [0,4] e a condicao inicial empirica
zo = 0,5 com resolucao de r = 0.0004 e, para cada valor de 7, sao realizadas 10? itera-
das. Para isso, é necessario descartar o transiente, ignorando as primeiras 10° iteradas.
Com essas informagoes, tem-se o diagrama de orbitas (DO) do mapa Ricker na figura 3.2

usando a condigao inicial xg = 0, 5.

6

Figura 3.2: Diagrama de orbita para o mapa Ricker com xy = 0, 5.

E possivel identificar alguns pontos importantes na figura 3.2 para o presente estudo,
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bem como a dindmica comportamental do mapa em questao. O mapa possui uma bi-
furcacao transcritica em r = 0 que serd definida e estudada no Capitulo 3.3, em que o
parametro de controle é aplicado entre a transicao de valores negativos para positivos.
Apesar de nao possuir sentido fisico para valores de r < 0, o estudo é necessario para

caracterizagao da natureza da bifurcagao.

3
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Figura 3.3: Diagrama de orbita com aproximagao na imagem, considerando r €
[1,95;3,25] e 2o = 0, 5.

Podemos observar na figura 3.3 que ela possui também um comportamento linear apos
periodo transitério em r € [0, 2], em que a evolugao da condigao inicial converge para o
atrator de ponto fixo z* = 1 e, logo em r = 2, uma bifurcagao. Nesta, especificamente,
o trabalho trata alguns estudos ainda inéditos na literatura. Com valores de r > 2, o
mapa evolui com divisoes de duplicacao de periodo sucessivas, respeitando o critério de
proporcionalidade universal para mapeamentos unidimensionais. Além disso, é possivel
por fim identificar as janelas de estabilidade, que ocorrem em diversos periodos durante
o caos, bem como as areas "escurecidas"de maior densidade.

A figura 3.3 demonstra com mais precisao a bifurcagao bem como a rota para o caos.
Além disso fica muito evidente as linhas de tendéncia que posteriormente serao sobrepostas

com a apresentacao das fungoes supertracks.

3.2 Expoentes de Lyapunov para o mapa Ricker

A equagao encontrada anteriormente em Equacao (2.20), descreve os expoentes de
Lyapunov de um mapa genérico. Para a determinacao dos expoentes de Lyapunov para

o mapa Ricker, faz-se necessario, portanto, substituir a derivada de uma func¢ao genérica
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f'(x;) pela derivada do mapa Ricker. Considerando entdo a Equagao 3.1, temos que o

calculo dos expoentes de Lyapunov é dado por:

n—1
1
A= lim — Zln!e’"(kx") — ra;en 7o), (3.7)
=0

n—oo 1

Assim, considerando um intervalo definido por r € [0, 4], temos os expoentes de Lya-~

punov para o mapa Ricker.

6

(b) -8

Figura 3.4: (a) Diagrama de orbita para o mapa Ricker considerando r € [0,4]. (b)
Expoentes de Lyapunov para o mapa Ricker considerando também r € [0,4]. A linha em
A = 0 representa o ponto de mudanca de estabilidade.

Desta equacao, tem-se que para A > 0 o comportamento é cadtico e para A < 0 o
comportamento é peridédico ou quase-peridodico. Quando A = 0 o diagrama de orbitas
demonstra uma nova bifurcagao. A figura 3.4 demonstra a comparagao da aplicagao do
diagrama de orbitas e dos expoentes de Lyapunov, em escala convenientemente ajustada
para comparacgao com o diagrama de orbitas. Podemos identificar algumas bifurcacoes

importantes que estao dispostas em analises a seguir, como as presentes em r = 0 e em
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r = 2, agora novamente demonstrada pelo diagrama de 6rbita como bifurcacoes. Além
disso, ficam evidentem algumas janelas de estabilidade.

Novamente, para uma caracterizacao visual mais precisa, tem-se a representacao do
diagrama de o6rbitas juntamente com os expoentes de Lyapunov numa condicao de maior
visibilidade. Nesse caso, considera-se a rota para o caos apds a bifurcacao em r = 2,
conforme podemos ver na figura 3.5(a), o diagrama de orbitas para r € [2,65;2,95] e
condigao inicial o = 0,5 e na figura 3.5(b), os expoentes de Lyapunov para o mesmo

intervalo citado.

2,5
2

0 ]
2,65 2,7 2,75 28 2,85 2,9 2,95

(b) 2,65 2,7 2,75 2.8 2,85 2,9 2,95

Figura 3.5: (a) Diagrama de orbita para o mapa Ricker considerando r € [2,65;2,95].
(b) Expoentes de Lyapunov para o mapa Ricker considerando também r € [2,65;2,95].
A linha em \ = 0 representa o ponto de mudanca de estabilidade.

3.3 Relaxacao de 6rbitas para o ponto fixo em r =0

Nesta secao, realizamos um estudo sobre a relaxacao de orbitas para o ponto fixo em

r = 0, onde podemos descrever uma descontinuidade no diagrama de 6rbitas. O parametro
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de controle negativo simboliza uma incoeréncia fisica, uma vez que representa condic¢oes
reais de vida de uma dinamica populacional, contudo vale ressaltar que o estudo tedrico
é necessario para definicao da natureza da bifurcacao. Esta, em questao, é ilustrada na
figura 3.6.

1.5

-0.5 ;
-0,5 0 0.5

r

Figura 3.6: Bifurcagao em r = 0, considerando zy = 0, 5.

Como ilustrado na figura 3.6, para valores r < 0 temos o ponto fixo z* =0. Emr =0
o expoente da exponencial do mapa da Equacao (3.1) é zero, resultando apenas o valor de
Zo, que neste caso foi simulado como zy = 0,5. Para valores r > 0, temos o ja conhecido
ponto fixo x*. A andlise da natureza da bifurcagdo é baseada nesse caso, pelo tempo de
relaxacgao, devido a descontinuidade.

De acordo com o que foi feito para o mapa logistico em Leonel (2019) podemos conside-
rar a relaxacao de orbitas para r > 0 sendo r ~ 0. Considerando r; = 0,01 e r, = 0,001,
temos o comportamento saturado apés um determinado periodo de iteragoes, ou seja, a
convergéncia é estacionada em funcgao da resolucao da simulacgao. Isso demonstra que a
orbita atingiu o ponto fixo e nao houve decaimento em lei de poténcia. A funcao que
ajusta este decaimento ¢ uma exponencial e a velocidade de convergéncia depende do
parametro p = |r — r.|, sendo r. o pardmetro que define a bifurcagdo. Uma descrigdo
empirica para o comportamento de x(n) neste caso é dado por:

z(n) — " = (zg — 2¥)e™ 7, (3.8)
em que xro — x* representa a distancia inicial do ponto fixo e 7 ao tempo de relaxacao,
e ¢ dado por 7 ox u, em que & é o expoente de relaxacdao. No caso, como considerado
para todo o trabalho uma condicao inicial menor do que o ponto fixo, tem-se a analise,

portanto, do modulo da distancia inicial ao ponto fixo.
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Figura 3.7: Esbogo de |zg — z*| vsn considerando r; = 0,01 e ro = 0, 001.

A figura 3.7 mostra a saturagao via resolugao para r; e mesmo com a maior proximi-
dade do ponto fixo - em ry, com uma grande quantidade de iteragdes, o comportamento
apesar de diferente, nao decai em lei de escala. Assim, é necesséario uma outra abordagem,
no caso, a obtencao de um expoente baseado no tempo de relaxagao.

O tempo de relaxagao é dado com uma condi¢ao inicial iterada a partir do mapa, até
que a distancia ao ponto fixo seja menor que uma determinada tolerancia preestabelecida.
Assim que a distancia for atingida, a dindmica é interrompida, o nimero de iteragoes até
que a condi¢ao de convergéncia seja atingida é registrada e uma nova simulacao ¢ iniciada
com um parametro u diferente, repetindo todo o processo. A figura a 3.8 mostra o
comportamento de 7 vs. u, considerando tol = 1071, proporcionando o ajuste em lei de
poténcia de § = —1,00121(3).

A relaxagao ilustrada na figura 3.8 mostra que o decaimento em lei de poténcia forne-
cendo o expoente § = —1,00121(3) ~ —1 conforme descrito para uma bifurcagao transcri-
tica (LEONEL, 2019). A referéncia em questdao propoe uma tabela (3.1) para os valores
dos expoentes criticos de acordo com a bifurcacao. O expoente encontrados portanto
validam a natureza das bifurcacoes.

A tabela em questao é referenciada em outros momentos do trabalho, com foco prin-

cipalmente na bifurcacao de duplicacao de periodo.
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Figura 3.8: Esbogo do comportamento de 7 vs p confirmando a existéncia de uma lei de
poténcia com o expoente § = —1,00121(3) ~ —1.

Bifurcagao o gz )
Duplicacao de periodo 1 -0,5 -2 -1
Transcritica 1 -1 -1 -1
Tangente 1 -1 -1 -0,5
Sela-no 1 -1 -1 -0,5

Tabela 3.1: Tabela para valores dos expoentes criticos «, 3, z e d para diferentes tipos de
bifurcagoes (LEONEL, 2019).

3.4 Convergéncia de orbita para o ponto fixo em r = 2

Nesta secao sao investigados os expoentes criticos obtidos a partir de um estudo sis-
tematico de leis de escala, realizado para o mapa logistic-like, utilizando uma descri¢ao
robusta no estudo de uma fung¢ao homogénea generalizada. Os expoentes «, e z encon-
trados poderao ser utilizados para determinar a universalidade das bifurcagoes.

A primeira bifurcacao de duplicacao de periodo é observada em r = 2, quando o ponto
fixo x* torna-se instavel e uma orbita de periodo 2 nasce assintoticamente estavel, con-
vergindo em alternéncia para dois novos pontos fixos regidos por fungoes independentes.

Para compreender o decaimento de orbita para ponto fixo no estado estacionério, a
investigagao ¢ baseada no comportamento de z, na evolugao temporal da distancia do
ponto fixo na érbita com diferentes condigoes iniciais.

Como z* # 0 sendo z* = 1, faz-se necessario a parametrizagao da condi¢ao inicial
subtraindo em todas as simulac¢oes o valor do ponto fixo, uma vez que a convergéncia de

orbita para ponto fixo leva em consideracao apenas a distancia modular da érbita para o
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ponto fixo. Assim, consideraremos ¢ = xy — x*. Desta maneira, a convergéncia de orbitas

para ponto de equilibrio é mostrada na figura 3.9.

10-3 ;---‘---o-o-t-o

107+
10°

Figura 3.9: Decaimento de 6rbita para ponto fixo em z* =1er = 2.

Dependendo da condigao inicial zg, a érbita mantém-se em um comportamento cons-
tante até o nimero de iteragao de cruzamento n, - cruzamento entre a linha de tendéncia
que representa o estado em que o6rbitas sao constantes e a linha de decaimento exponen-
cial. Apo6s o cruzamento as 6rbitas decaem em lei de poténcia descrita pelo expoente (3,
fornecendo 5 = —0,4997(2), considerando valores diferentes de e. Analisando a figura
3.9 e considerando (z,, —x*) = €, e (xg — 2*) = €y, podemos propor as seguintes hipoteses

de escala:

1. Para n << ng, o comportamento de € vs. n ¢ dado por €, x €, no qual a ¢ um
expoente critico. Tem-se, nesse caso, @ = 1, uma vez que um regime constante esta

estacionado sobre ¢y por um longo intervalo de n.

2. Para n >> n,, o comportamento de = vs. n é dado por ¢, < n”, no qual 8 é um

expoente critico que fornece o decaimento de € para o ponto fixo

3. Finalmente, para n,, tem-se que n, o €, em que z € um expoente critico de n, e
) I 0>

fornece o nimero de interagoes do crossover.
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A figura 3.10 mostra n, como funcao de ¢y em que obtivemos o valor do expoente

critico z dado por um ajuste em lei de poténcia, sendo z = —1,99(3).

10%4

102" '
107 107 1072 10™

o

Figura 3.10: Ntmero de iteragoes de cruzamento n, como fungao das condigoes €y, usando
r=2.

Com o comportamento observado na figura 3.10 e as hipoteses de escala podemos
descrever o comportamento de €, como uma func¢ao homogénea generalizada nas variaveis

n e €y, definida como:
z(eo,n) = lz(1%q, I°n), (3.9)

sendo [ é um fator de escala, a e b sao expoentes caracteristicos. Como [ é um fator de
escala, é possivel assumir algum valor empirico conveniente para calculo. Assim, temos
1

[“¢p =1, levando a [ = 60_7 . Substituindo na equagao anterior, temos:

_1 _b
x(eg,n) = €5 “x(1, €5 °m). (3.10)
_b
Assumindo z(1, ¢, “n) constante para n << n, e comparando com a primeira hipotese
de escala,é possivel constatar que a = —%. Posteriormente, assumindo [ constante e,

. _1 .
analogamente ao processo anterior, I’n = 1, portanto [ = n~%. Assim, temos:

z(€p, n) :n_%x(n_%eo,l), (3.11)

. _a 2
em que assumiremos que x(n~ b€y, 1) é constante para n >> n, e comparando com a

segunda hipotese de escala, concluimos que 8 = —%.

Assim é possivel correlacionar os resultados obtidos com as expressoes para o fator de

escala. Isso conduz a:

1 _1
nI B = 60 047 (312)



S wle

(3.13)

Ng = €] .

Comparando a terceira hipétese de escala com o resultado obtido, temos que a lei de
escala é dada por
e

=5 (3.14)

Isso implica que todos os expoentes estao interligados e, sabendo dois deles é possivel
determinar o terceiro. E possivel ainda analisar os expoentes em uma proporcao reescalada
de forma conveniente, conforme figura 3.11, tal que €, — i—g en — % colapsando todas
as curvas de €, vs. n em apenas uma curva. O colapso sobreposto valida os expoentes «

[ e z anteriormente descritos.

GU.'D 1
= 10
W “ 4
\\ |
102 . \
107 10 1072 10° 102 104
Z
n/e
0

Figura 3.11: Colapso de todas as curvas em um tnico plot universal com reescala conve-
niente, em x* =1er = 2.

3.5 Aproximacao analitica da convergéncia de oOrbita

para o ponto fixo z*

Nesta secao sao representadas diferentes aproximacoes analiticas para alcancar o equi-
librio. Primeiramente, considera-se o ponto de bifurcacao de duplicagao de periodo em

r = 2. Assim, o mapeamento é descrito como:

(@) = Tpyy = 2,207, (3.15)

Tnys = Tppqe2d72n+1) (3.16)
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A analise da bifurcacao de duplicacao de periodo implica em compreender a segunda
iterada no ponto da bifurcacao. Dessa forma, é realizada uma expansao em série de Taylor

de x, 19 em torno de x*.

1! 2!
+flll(f($*);'($ — [L‘*)3 + 0(4)7
f(f(x) = 2" +uy(z, — 2%) + up(w, — %) + us(w, — %)%, (3.17)

em que ui, Us € uz Sao a primeira, segunda e terceira derivada do mapa divididas pelo
seus respectivos fatores aplicadas no ponto fixo x*, fornecendo entao u; = 1, us = 0 e
ug = —4/3. Nesse caso manteremos os termos de baixa ordem, uma vez que € é muito

proximo de zero. Entao, como uy = 0, temos:

Tpyo = 2° + (1, — %) + uz(x, — 2°)°. (3.18)

Como sabemos que z* é positivo, uz é negativo e supondo novamente que a varia-
vel dindmica x pode ser considerada como uma variavel continua, podemos reescrever a

Equacao (3.18), considerando que (n +2) — (m + 1) e n — m da seguinte maneira:

Tyl = T + Ty — 2 + uz(x,, — 2*)3

_ *\3
Tima1 — Ty = Uz(Tmy — x¥)
~ dr __ /
~am = —Use€ , (319)
sendo € = (z — z*). Fazendo separacao de variaveis, obtemos a seguinte equacao diferen-

cial:

dx

6’3

= —ugdm. (3.20)

Para resolucao, deve-se aplicar a integral nos dois membros da igualdade. Os limites de
integracao sao tais que a condigao inicial xg é definida para m = 0 e para um valor m

arbitrario, temos o limite superior x,,. Dessa forma:

Tm dz’ m /
fxo PZE —us fO dm’
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_25% iom - —u3m’]6",
Nkt ) = —ugm, (321)

Considerando €, = (z,,, — 2*) e ¢, = (xo — 2*) temos:

1 1

T2 a2 2usm. (3.22)
0 m
Finalmente, retornando a suposicao m — n, chegamos & aproximagao analitica para a
convergéncia de orbita para o ponto fixo da primeira duplicacao de periodo escrita como:
6/
A E— (3.23)

€
" /14 2uzne)?

de modo que podemos observar que:

1. Para n << n,, temos 2ugne,? << 1, o que implica em €, = €, permitindo concluir

que o expoente critico a = 1.

. 11 .
. Para n n, temos 2usn'n im € = (2u3) 2n"2, que comparan
2. Para n >> n, temos 2uzn'n >> 1, ass " 2us , que comparando &

segunda hipotese de escala, obtemos o expoente critico § = —1/2.

3. Finalmente, para n = n,, tem-se que 2usne,? = 1, assim temos n, = (2us) e, 2
) ’ 37t ) 3 0

que comparando com a terceira hipotese de escala, podemos concluir que z = 2.

Com os resultados aqui apresentados, valida-se entao as hipoteses de escalas apresen-
tadas na Segao 3.4

Com esses procedimentos, neste Capitulo apresentamos analitica e numericamente os
expoentes criticos «, # e z. Eles podem ser comparados com outros mapas ja conhecidos
na literatura como o mapa logistic-like (LEONEL, 2019; TEIXEIRA et al., 2015).
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Capitulo 4

Analise das 6rbitas supertracks no

mapa Ricker

Além do estudo numérico tradicional ja conhecido para analisar mapas unidimensio-
nais, usado para inspecao dos atratores, uma ferramenta alternativa é o estudo baseado
em fungoes supertracks. O estudo pode ser direcionado em qualquer mapeamento unidi-
mensional, ja que é uma técnica geral. Constroi-se um conjunto finito de s, (r) de fung¢oes
polinomiais recursivas a partir do mapa Ricker, de forma que sao obtidas pela iteragao
recursiva da fungao f(z,) do mapa, avaliada no seu ponto maximo, ou seja, no ponto cuja

derivada é nula.

4.1 Definicoes e formalismo das 6rbitas supertracks

Conforme apresentado por Oblow (OBLOW, 1988), o formalismo da analise das 6rbitas
supertracks provém do estudo da derivada do mapa. A andlise pode ser aplicada para
outros mapas unidimensionais discretos, mas estudaremos aqui especificamente o mapa
Ricker. A anélise é baseada no fato que se, durante o processo iterativo do mapa, a

condicao

df(xn)

dx,,

=0, (4.1)

é alcancada, a orbita é dita superestavel. Quando isso ocorre, a 6rbita para este valor
do parametro fixo r perde dependéncia da orbita existente, portanto perdeu também sua
dependéncia da condigao inicial zy pois a equacdo Equagao (4.1) torna-se nula a partir
de entao, nao importando quantas iteradas sejam calculadas. Esta condi¢cao pode ocorrer

em alguns pontos criticos do mapa. Para o mapa estudado, a condigao é:
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df () d(z,e”)
dz,, dz,, ’ (4.2)

df(xn)

= ¢"(1=2n) 1— r(l=zn) — ), 4.3
. e + x,r( Tp)e (4.3)

Assim, como a derivada é nula, quando a orbita passa por x = 1/r toda a informacao
dos pontos da orbita anterior é perdida bem como a correlagao com as condigoes iniciais,
devido ao término do periodo transitorio. Isso ¢ um ponto de partida para entender o
comportamento caotico de forma convencional, segundo Oblow (OBLOW, 1988).

O ponto em que a derivada anula-se, ou também definido como ponto maximo do
sistema, possui, portanto, grande importancia. Durante a iteracao, uma orbita que passa
pelo ponto critico define o inicio de uma orbita supertrack, que por sua vez, sua evolucao
demonstra diferencas qualitativas entre os comportamentos do sistema.

Vale lembrar que as érbitas supertracks nao possuem dependéncia funcional da con-
digao inicial e dependem unicamente do parametro de controle do sistema, fazendo com
que cada iterada torna-se uma func¢ao continua de r, diferente do modelo discretizado de
um mapa cadtico convencional.

A solugao da equagao Equacdo (4.3) acima é entao utilizada como condigao inicial
e, a partir dessa, um conjunto de fungdes s,(r) é gerado. A condigdo inicial so(r) sera

utilizada para iterar sucessivamente as fungoes seguintes. Tem-se, portanto:
1
So(r) = —. (4.4)
r
Com a condigao inicial so(r) é possivel encontrar as outras fungoes seguintes s (),
So(r), $3(1), ..., Sp(r), com um processo iterativo, criando as fungdes chamadas orbitas
supertracks. Elas sao chamadas também de fungoes polinomiais ou Q-curves (OBLOW,

1988). As fungoes supertracks genéricas dos mapas sao obtidas iterativamente por:

snt1(r) = f(sn(r)), (4.5)

Assim, para o mapa Ricker da Eq. (3.1), tem-se a fungao genérica aplicada:

Considerando a equagao anterior e considerando sy = %, tem-se as primeiras equacoes
supertracks do mapa ricker:
1y €

1
51 = spe’ 1750 = ;e’”(l_v' == (4.7)
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r(l—s1) € r—er 1

=—c¢ , (4.8)

So = S1€

637._67‘71_627“767‘_171_1
S5 = spe"(1752) — - : (4.9)

e assim sucessivamente, em que o grau da fungao em r cresce de acordo com n. Sao fungoes

continuas em r, com derivadas continuas, que modelam assintoticamente o diagrama de
orbitas.

Figura 4.1: (a) Conjunto das oito primeiras fungdes supertracks para o mapa Ricker. (b)

Sobreposicao das seis primeiras supertracks com o diagrama de orbitas do mapa Ricker
com xg = 0, 5.

Uma das vantagens de trabalhar com as 6rbitas supertracks esta no fato de se tratarem
de fungoes continuas e suaves em todo dominio, permitindo o estudo de suas derivadas em

pontos que aparentam descontinuidade no diagrama de oérbitas. As orbitas supertracks
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apresentam-se como candidatas interessantes no estudo da rota para o equilibrio assinto-
tico de orbitas, principalmente pelo fato de serem continuas no parametro r e apresentam
condicao inicial tinica.

A figura 4.1(a) ilustra apenas as primeiras oito 6rbitas supertracks no mapa Ricker e a
figura 4.1(b) relaciona as érbitas supertracks junto com o diagrama de érbitas. Uma visao
holistica do diagrama de orbitas com zy = 0,5 juntamente com as orbitas supertracks,
¢ possivel observar todas as 6rbitas vindo de +o0o convergindo assintoticamente para o
ponto fixo x* = 1 para valores do parametro de controle r entre 0 e 2, bem como a
denotacao de todas as regioes mais escurecidas pelo diagrama de orbitas, agora trilhado
pelas orbitas supertracks. Nota-se também, numa visao mais aprofundada,que as érbitas
s1 e s9 demarcam as bordas superiores e inferiores das supertracks, respectivamente.

Novamente, para uma analise apenas tedrica, tem-se a representacao grafica na fi-
gura 4.2 das 19 primeiras 6rbitas supertracks, com visualizagao semelhante ao que foi apre-
sentado no diagrama de 6rbita mostrado no Capitulo 3.3, ou seja, para r € [—0,5; 0, 5]
e limitando a visualizagao do valor de s, para valores entre —6 e 6, uma vez que elas

divergem para valores muito grandes.

0,5

Figura 4.2: Orbitas Supertracks no mapa Ricker para r € [—0,5; 0,5].

E possivel, logo no inicio de analise, observar a convergéncia assintotica para o ponto
fixo, sendo ele em z* =0 parar < 0 e z* =1 para r > 0 e também a rota para —oo em
r e vindo de co em 7.

Na figura 4.3 é possivel identificar o um comportamento assintotico das fungoes super-
tracks para as Orbitas. A taxa de aproximacao das supertracks reduz conforme o tempo,

fato que levanta o questionamento de como ¢é a natureza do comportamento dessa apro-
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Figura 4.3: Orbitas Supertracks no mapa Ricker para r € [1,9; 3, 25].

ximagcao, que sera abordado a seguir.

4.2 Propriedades das o6rbitas supertracks

A figura 4.4 representa as mesmas oito primeiras Orbitas supertracks anteriormente

citadas. E possivel notar alguns cruzamentos e tangenciamentos das orbitas.

2,4 2,6

r

Figura 4.4: Orbitas Supertracks no mapa Ricker com ampliacdo na rota para o caos.

Assim, de acordo com a referéncia (JENSEN; MYERS, 1985), é possivel citar duas
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caracteristicas importantes da interacao das érbitas supertracks:

e A tangéncia de oOrbitas supertracks simboliza a existéncia de um ponto fixo ou de

orbita periddica estavel.

e O cruzamento de oOrbitas supertracks identificam os pontos de Misiurewicz, que
sao pontos periddicos instaveis, indicando que o mapa é cadtico para este valor de

parametro fixo r.

O encontro de todas as orbitas supertracks plotadas, com excecao de sy e so é obtido
pelos dados de simulagao, em que r ~ 2, 833.
De acordo com Fidélis (FIDELIS et al., 2013), orbitas superestaveis de periodo p

ocorrem em 7, quando s,(r) intercepta so(r), ou seja, quando:

Snap(Tp) = sn(rp) V 7plsn(rp) = s0(r) (4.10)

d d
%(Snw(rp)) = %(Sn(rp)) V rplsn(rp) = so(r) (4.11)
o que significa que as orbitas supertacks passam pelo mesmo ponto e com o mesmo sinal

de derivada. A mesma analise vale para:

d d
%(sn-&-p(rp))%(sn(rp)) >0 (4.12)
se apresentadas na mesma condi¢do da Equacao (4.10).
Um ponto de Misueriwicz ocorre quando duas ou mais supertracks com inclinagoes
diferentes se cruzam, e representam uma singularidade instavel no comportamento caético.

Assim:
Sn (Tn7p> = Sn-&-p(rn,p) (4.13)

@ (n(rnp)) o (susp(rag)) < 0 (114)

acontece para gerar o(s) ponto(s) de Misiurewicz em r,, , = M,, ,, pois pode corresponder a
uma orbita periddica instével de periodo p > 1. O valor de n corresponde ao pré-periodo.

As supertracks de ordens mais elevadas, ao tangenciarem-se entre si, dao origem a
orbitas superestaveis e pontos de Misiurewicz, de acordo com suas inclinac¢oes, que tornam-
se mais densos com maiores frequéncias em todo o regime caético. A sucessao de r,
pela interceptacao em sy pode ser usada para calcular a constante de Feigenbaun e sua
constante de escala universal (FIDELIS et al., 2013).
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4.3 A importancia de orbitas supertracks de ordens

altas

Conforme ja trabalhado e supracitado, 6rbitas supertracks modelam assintoticamente
o dominio do espago de fases e o diagrama de 6rbita, fornecendo informagoes em fun-
¢oes continuas no tempo e independentes de condigoes iniciais. As primeiras duas 6rbitas
supertracks modelam assintoticamente os limites superiores e inferiores do diagrama de
orbitas, conforme visto na figura 4.1(a) e (b). As seguintes representam areas de maior
densidade iterativa, representando trajetorias suaves e com pontos de tangéncias e inter-
sec¢ao bem definidos e claros num diagrama com escala padronizada.

Contudo a contribuicao de orbitas supertracks de ordem alta pode possuir certa rele-

vancia e coeréncia quando comparado ao diagrama de érbitas de qualquer mapa unidi-

mensional.
4 . .
544 S48
— 845 — S84t
3 4F 49
846 —550
" — 847 — 851
w 2 k
1
0 1 1
0 0.5 1 1,5

Figura 4.5: Supertracks de ordem alta, conforme mostra a legenda da figura.

A figura 4.5 demonstra a 44° supertracks até a 512, em um plot Ginico com escala
conveniente. Quanto maior a ordem da fung¢ao, maior a proximidade com o diagrama de
orbita, e na imagem ¢é possivel observar com precisao a semelhanca. Foi escolhido empi-
ricamente de forma que modelassem visualmente bem o diagrama, bem como escolhidas
oito supertracks para demonstrar com maior precisao até o comportamento apos a pri-
meira bifurcagdo de duplicacao de periodo, onde o periodo p aumenta exponencialmente
até atingir o comportamento cadtico.

As janelas de estabilidade também ficam nitidas no plot com supertracks de ordem
alta. A maior proximidade visual desta interagao com o diagrama de orbitas vai depender

exclusivamente do grau escolhidos das func¢oes, mas nesse caso tem-se precisao suficiente
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para identificar até mesmo o periodo de oscilacao presente nas janelas de estabilidade.

4.4 Leis de poténcia no ponto de bifurcacao de dupli-

cacao de periodo via orbitas supertracks.

Um estudo sistematico sobre leis de poténcias em pontos de bifurcacao no mapa

logistic-like foi realizado no trabalho (POLI, 2021). As anélises foram baseadas em:

e Orbitas supertracks s,(r),

e A razdo entre duas supertracks consecutivas s, (r)/s,(r) em uma orbita de periodo

b,

e A derivada das fungoes supertracks no ponto de bifurcacdo, denotada por s/ (r),

e A razao entre duas derivadas consecutivas das fungoes supertracks s, ,(r)/s; (r) em

uma orbita de periodo p.

Estendemos os estudos investigando a aproximacao das orbitas nos pontos de bifur-
cagoes no mapa Ricker. Como descrito em Poli (2021), a aproximagao das sequéncias
em direcao aos respectivos valores assintéticos pode ser caracterizada por meio de leis
de poténcia. Dessa forma, para cada ponto de bifurcacao, dado o parametro de controle,
existem quatro expoentes caracteristicos, 6,,, w,, ¢, e 7, ligados & aproximagao das quatro

sequéncias em direcao aos seus valores assintoticos. Dessa forma, podemos supor que:

e Para a orbita: |s,(r) — x| oc n, onde o 6, esté relacionado com o expoente 3 da

lei de escala;

e Para a aproximacao a unidade da razao entre as orbitas: |S’;+—€f;) — k| o n¥r
n

e FExistem duas possibilidades para a derivada, sendo elas:

s . / /% .
— Caso ela seja convergente: |s! (r) — s*| oc n¥r;
— Caso ela seja divergente: s/ (r) oc n®;

. ~ . . ~ . st ()
e Para a aproximacao a unidade da razao entre as derivadas |% — k] xn’;
n
E possivel também observar algumas caracteristicas especificas de cada tipo de bifur-
cacao a partir do estudo das orbitas supertracks. Em r = 2, a bifurcacao de duplicacao
de periodo é caracterizada pela maior proximidade das supertracks conforme o grau da

funcao.
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O comportamento assintotico a partir das orbitas supertracks para bifurcacoes de
duplicagao de periodo serao estudadas nessa parte do trabalho. O estudo é baseado no-
vamente na primeira bifurcacao de duplicacao de periodo, em r = 2, uma vez que nas
duplicagoes seguintes tem-se a mesma natureza comportamental. A figura 4.6 apresenta
uma ampliacao da bifurcagao em questao, com as primeiras 19 orbitas supertracks. Nota-
se a proximidade assintética das orbitas em formato continuo e suave, diferentemente
do comportamento do mapa em si, que possui descontinuidades e é discreto. Esse com-
portamento pode ser analisado também por decaimentos de érbita conforme descritos a

seguir.

1,9 1,95 2 2,05 2,1
Ti
Figura 4.6: Primeiras 19 orbitas supertracks juntamente com o diagrama de érbitas para

o mapa Ricker, com r € [1,9; 2,1]. Para a construcao do diagrama de bifurcagoes
consideramos zy = 0, 5.

E importante ressaltar que o estudo a partir das funcdes supertracks retorna apenas
um expoente critico por sequéncia estudada. O comportamento de crossover, presente na
descricao via lei de poténcia estudadas anteriormente nao esté presente aqui, devido a
natureza da construgao das orbitas a partir de uma condigao inicial tnica (ponto critico)
dos mapas. Assim, apenas o comportamento estacionario da convergéncia é estudado,
obtendo, a partir dali, o expoente buscado.

A figura 4.7 mostra a aproximacao das orbitas supertracks para o ponto fixo proximo
a bifurcacao de duplicacao de periodo p = 2 subtraindo o ponto fixo z* = 1 em uma
fungao de n. Um ajuste em lei de poténcia fornece 8, = —0,4998(3). Na figura, o dia-
grama pequeno representa o valor das orbitas supertracks sem modulo e desconsiderando
a subtragao do ponto fixo, considerando também numa escala semi-log. No caso em ques-

tao é possivel observar a convergéncia no formato decimal e também a diferenciacao de
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Figura 4.7: Aproximagao da érbita em dire¢ao ao ponto fixo na bifurcacao de duplicagao
de periodo, fornecendo a lei de poténcia com 0y = —0,4998(3).

pontos pares e impares, que possuem alternancia em calculo. Observa-se, finalmente, que
a convergéncia para o ponto fixo é dada apés uma série de iteracoes e tanto as orbitas
pares quanto as impares convergem para o mesmo ponto fixo x* = 1.

A analise da razao de o6rbitas supertracks oferece um segundo expoente critico. Consi-
derando uma o6rbita de periodo p = 2 - primeira bifurcacao de duplicacao de periodo em

: 2
r = 2, considera-se |S’;+—f2()) — 1| o n*2.
n

10° 102 10% 108 108
n

Figura 4.8: Aproximagao da érbita em dire¢ao ao ponto fixo na bifurcacao de duplicagao
de periodo, fornecendo a lei de poténcia com ws = —1,5002(1).

A razao de orbitas demonstrado na Figura 4.8 fornece o ajuste em lei de poténcia para
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a razao entre orbitas considerando a periodicidade p = 2, fornecendo o segundo expoente
critico, we = —1,5002(1).

Os expoentes criticos 05 e wy recuperam alguns dos expoentes criticos encontrados no
Capitulo 3 sao validados com a correlacao dos expoentes obtidos para o mapa logistic-like
em (POLI, 2021).
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Capitulo 5

Propriedades dinamicas do circuito de
Chua

O circuito de Chua é um circuito eletréonico que apresenta comportamento cadtico.
Foi introduzido em 1083 por Leon Ong Chua, com a proposta de idealizar um circuito
elétrico que se comportasse de maneira cadtica para demonstrar experimentalmente o
modelo cadtico do sistema de Lorenz, refutando a ideia de que trata-se apenas de um
fenomeno matematico (MARTINS, 2016; RAMOS, 2019). Matsumoto, em 1985, reali-
zou as primeiras experiéncias em uma versao simplificada, utilizando também simulagoes
computacionais para provar a existéncia de caos no circuito. No mesmo ano foram obtidos
os primeiros resultados experimentais utilizando esse circuito, caracterizando a primeira
confirmacao experimental da existéncia de caos em circuitos elétricos. Além disso, foi ana-
lisado detalhadamente os atratores encontrados experimentalmente no circuito de Chua
com a utilizagdo de expoentes de Lyapunov para caracterizar o Caos. (MATSUMOTO;
CHUA; KOMURO, 1985; ZHONG; AYROM, 1985)

Chua projetou o circuito como um circuito auténomo, ou seja, um circuito que contém
apenas elementos eletronicos invariantes no tempo e com fontes de corrente constante
(BAPTISTA, 1996; RAMOS, 2019). Para um circuito auténomo exibir um comporta-

mento cadtico, ele deve conter trés essenciais caracteristicas:

e Pelo menos um elemento nao linear;
e Pelo menos um resistor ativo localmente e

e Trés ou mais elementos de armazenamento de energia.

O circuito de Chua é um dos circuitos que atendem a esses critérios. E composto

por dois capacitores (C), um indutor (L) e um resistor (R) que estdo conectados a uma
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Figura 5.1: Circuito de Chua, baseado em (PEREIRA et al., 2014).

resisténcia nao linear, também conhecido como diodo de Chua. Esta representado na
Figura 5.1

O dispositivo de nao linearidade é conhecido como Diodo de Chua, apresentado na
Figura 5.2, que possui trés segmentos com inclinagao negativa e trés pontos de equilibrio
instaveis. Essa nao linearidade presente nesse sistema permitiu os matematicos da época
estudarem analiticamente. E baseado em amplificadores operacionais e sua configuracio
facilita o fluxo de corrente elétrica que fornece energia no sistema. A figura 5.3 representa
regioes de nao-linearidade presentes nesse circuito, de modo que o comportamento da
corrente nao varia linearmente em funcao da tensao, havendo, portanto, trés regioes de
comportamento de inclinacao negativa.

O comportamento cadtico ocorre devido ao funcionamento periédico do sistema que
depende de um equilibrio entre os circuitos e o resistor R do circuito de Chua. Esse
circuito € um dos poucos sistemas fisicos nao lineares que apresenta regimes cadticos
por diferentes abordagens, incluindo sistemas experimentais, computacionais e anélises
matematicas (JUNIOR, 2010; MITAL; KUMAR; PRASAD, 2008; PEREIRA et al., 2014).

As equacgoes que descrevem o comportamento do circuito de Chua em funcao dos

parametros de controle sao descritas por:

dve,  Vey — Vg 14

= - — 1
dt RC, C, (5.1)
dv,, Vey — Uey 14

= - — 5.2
dt RCy Cy (5:2)

diL Vey

2L e 5.3

dt L (5-3)
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Figura 5.2: Diodo de Chua, baseado em (RAMOS, 2019).
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Figura 5.3: Nao-linearidade do diodo de chua, baseado em (PEREIRA et al., 2014).

sendo v, € v as tensoes nos capacitores C7 e Cy, respectivamente, 77, a corrente do
indutor. O termo i4(t) representa a nao linearidade do sistema.

Para simulacoes, podemos considerar a = g—f, 8= %, a = RG, e b = RG,. Para
ilustrar os tipos diferentes de comportamento em fungao do tempo do modelo teérico do
circuito de Chua, é possivel representar o espago de fases com diferentes configuragoes de
parametros de controle e condigoes.

O comportamento presente no circuito de Chua possui uma dinamica mais complexa
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do que aquela exibida pelos atratores de Lorenz ou de Rossler (RADWAN; FOUDA,
2015). Existem essencialmente quatro tipos de atratores que podem ser observados nesse

circuito, sao eles:

e Ponto fixo,
e Ciclo limite ou periddico,
e Single scroll,

e Double Scroll.

A observacao desses atratores é visualizada com maior precisao nos espacos de fases,
onde cada selecao de iteracoes é plotada com um determinado conjunto de parametros de
controle. O espago de fases consiste em um sistemas de coordenadas associadas as varia-
veis, descrevendo a dinamica de um sistema (MARANHAO, 2001). Podemos observar,
para algumas condigoes diferentes ilustradas a seguir, o espago de fases para condicoes de
parametros de controle especificas fornecendo diferentes érbitas para v.;, ves € ir.

Primeiramente na figura 5.4 podemos observar um atrator, com os parametros o = 9, 4,
=28 G,=-1,2e G, =—0,T.

1.5

Veo 05 1

-[/;31
Figura 5.4: Espaco de fases do circuito de Chua simulado, com os parametros a = 9,4,
5228, Ga = —1,2 € Gb: —0,781’0 :0,7

Para uma segunda simulacao, a alteracao dos parametros de controle fornecem uma
visao diferente do espago de fases, contudo ainda de natureza muito parecida. Com os
parametros o = 12, =28, G, = —1,2 e Gy, = —0,7 e o = 0,7, 0 comportamento é o

representado pela figura 5.5.
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Figura 5.5: Espaco de fases do circuito de Chua simulado, com os parametros com os
parametros a =12, § =28, G, = —1,2e G, = —-0,7e 2o =0, 7.

Para uma terceira condigao diferente, apresentada na figura 5.6, os parametros o =
14,6, p =28, G, = —1,2 e G, = —0,7 e g = 0,7 fornecem uma natureza fundamen-
talmente diferente, podendo identificar a presenca agora de um atrator caédtico do tipo
double scroll, em que as 6rbitas sao inéditas em cada novo ciclo nunca repetindo o mesmo

posicionamento dimensional, representando portanto um atrator estranho.

Figura 5.6: Espaco de fases do circuito de Chua simulado, com os pardmetros com os
pardmetros a = 14,6, 6 =28, G, = —-1,2e G, = —0,7Te 27 =0, 7.

Os espacos de fases permitem a visualizacao de uma ampla disponibilidade de iteragoes
para um conjunto de parametros de controle fixo, permitindo a visualizagao simples de

uma determinada condigao orbital como apresentado na figura 1.1. Contudo para melhor

26



representacao, é possivel simular um diagrama de 6rbitas para o circuito em questao, onde
a variavel em funcao da alteracao do parametro ilustra o comportamento do sistema.
Assim, é possivel visualizar a caracterizacao cadtica e periddica de algum sistema em
funcao apenas de um parametro especifico. Para tal, a simulagao executada demonstra

uma faixa de alteracdo do parametro o com todos os outros parametros fixados (LI;
ZENG; YANG, 2014).

-1,5 T T T T T T T T T

1
7 7.2 7.4 76 78 8 8,2
o

Figura 5.7: Diagrama de 6rbitas para uma faixa de operagao do circuito de Chua, em
fungao do ajuste de a. Adaptado de (LI; ZENG; YANG, 2014).

Nota-se a clara semelhanga da figura 5.7 com diagrama de 6rbitas apresentado para
o mapa Logistico na figura 2.2 e com o mapa Ricker na figura 3.1. Assim, tem-se que a
algumas fundamentagoes que sustentam os mapas unidimensionais, quando considerados
de forma convenientemente correta, também sao validos para analise de sistemas fisicos

mais complexos como o circuito de Chua.
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Capitulo 6
Conclusoes

O trabalho teve como principal objetivo estudar e demonstrar as propriedades dinami-
cas do mapa Ricker, utilizando diferentes ferramentas ja conhecidas pela literatura. Para
isso, primeiramente fez-se necessaria uma contextualizagao com um mapa ja conhecido:
o mapa logistico. Foi realizado entao, para o mapa logistico, o desenvolvimento analitico
dos pontos fixos x7, 25, 25 e 2} e plotado, com eles, o diagrama de bifurcagoes. Além disso,
também foi apresentado o diagrama de orbitas e o calculo dos expoentes de Lyapunov.

Com a contextualizagao teérica e com o devido embasamento, o mapa unidimensional
discreto proposto por Ricker foi apresentado. Com ele, realizou-se o calculo do ponto fixo
x] e o estudo do diagrama de o6rbitas com a visao ampla do mapa, identificando alguns
pontos principais de interesse, como as bifurcagoes em r = 2 e r = 0. Os expoentes de
Lyapunov foram calculados e colocados em paralelo com o diagrama de 6rbitas, a fim de
caracterizar o caos e caracterizar alguns pontos fixos.

Para a bifurcacao transcritica em r = 0 estudou-se o tempo de relaxacao obtendo o
expoente 0, comparando com as referéncias para validar a natureza da bifurcacao. Para
a bifurcagao de duplicacao de periodo, em r = 2, realizou-se um estudo de leis de escala
para a analise de convergéncia para ponto fixo para encontrar os expoentes criticos «, 3 e
v, utilizando a analise numérica e analitica para tal. Essas metodologias sao comuns para
analise de mapas como esse, portanto sao de extrema importancia para caracterizacao de
um mapa tao pouco estudado como o Ricker.

Utilizou-se das versateis fungoes supertracks, primeiramente também com a holistica
analise do diagrama de 6rbitas, identificando principais pontos de interesse e comparando
com informagoes ja conhecidas. Com isso, fez-se conveniente a descricao e andlise da
tangéncia dessas funcgoes continuas, que fornecem a existéncia de um ponto fixo ou de
orbita periddica estavel, e de seus cruzamentos, que apresentam a existéncia de pontos de
Misiurewicz, simbolizando pontos instaveis.

Ainda em analises de supertracks, foi investigada a convergéncia dessas fungoes para
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ponto fixo, abordando tanto do valor das fungoes em si quanto da razao entre érbitas de
periodo p = 2. Com isso, foi possivel validar dois outros expoentes, 6 e w, a partir de um
ajuste em lei de poténcia.

Por fim, o circuito de Chua simulado, proposto ha algumas décadas, introduz o con-
ceito de que sistemas dinamicos com comportamento cadticos nao sao estudos unicamente
teoricos, fornecendo caracterizacoes tedricas fundamentalmente semelhantes aos modelos
unidimensionais com maior simplicidade. Com a visualizacao de algumas érbitas perio-
dicas e cadticas e com a andlise do diagrama de 6rbitas com a alteragao do parametro o
fica clara a semelhanca e aplicabilidade de sistemas dinamicos.

O trabalho, portanto, identificou as propriedades dindmicas de um mapa unidimensi-
onal inédito. Essas caracteristicas presentes nesse modelo tedrico sao estritamente con-
troladas via software e procura refletir uma realidade especifica de alguma determinada
aplicagao real, mas a aplicabilidade de sistemas dinamicos vai muito além de apenas di-
namica populacional. Muitos modelos matematicamente restritos pela fisica classica sao
possiveis de representar e compreender com as anéalises de propriedades dindmicas, como o
péndulo duplo, previsao do tempo, sistemas financeiros, circuitos elétricos como o circuito
de Chua, RLC nao-linear, RLD, e dentre outros.
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