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1° Semestre de 2004/05
LEAero, LEBiom, LEFT e LMAC
Exercicios para as aulas praticas

I Elementos de Légica e Teoria dos Conjuntos (20-24/9/2004)

1. (Exercicio 1.2 de [4]) Prove que, quaisquer que sejam as proposicoes p, ¢
e r, sao verdadeiras as proposicoes:

a) [(p=g A(g=p]e (e,
b) (p=4q) & [(~q) = (~p),

o pAp=9]=q

d) [(p=aN(g=r)]=(p=r),
e) [pA(gVvr)elpArgV(pAar),
£) pvigAn)]<[pva V)

2. (Exercicio 1.3 de [3]) Indique quais das seguintes proposigdes sdo ver-
dadeiras e quais sao falsas supondo que as varidveis intervenientes tém
por dominio a) o conjunto dos reais e b) o conjunto dos naturais nao
nulos. Negue as proposicoes usando as segundas Leis de De Morgan.

Ve 22 +1>1,
Veox>2=x>1,

2)
b)
c) Vp3, y=2a?
d) 3,V, y = 2?
e) Vo3, z =yz,
f) Joy (@ —y)? =2 —y?
g) vz,y (z—y)? =2y
3. (Exercicio 1.4 de [3]) Verifique que, no conjunto dos reais, as condigdes

3,y = 2% e y > 0 sdo (formalmente) equivalentes. Observe bem que o

quantificador existencial em x converteu a condicao com duas varidveis,

y = 22, numa condicdo equivalente a y > 0, que tem apenas uma varidvel.

A varidvel y diz-se varidvel ndo quantificada ou livre. Na mesma ordem
de ideias, verifique as equivaléncias formais:
) 3y z=10Y & z >0, emR,
b) Vo y<z & y=1, em N\ {0},
) Vay<z © y=y+1, em N\ {0},
d) I,z=y+2z & >y, em N\ {0}

a

C

4. (Exercicio 2.1.4 de [4]) Indique quais das proposicOes seguintes sdo ver-
dadeiras:

a) 0 c 0,
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b) 1€ {1},

o) {1} € {1,2,3},

d) 1€ {2},

&) {1} € {1,{2,3}},

) ) ={x eN:z=2+1},
g) 1eR,

h) 1€ {R}.

. (Exercicio 2.1.5 de [3]) Quantos elementos tém os conjuntos seguintes:

)
0, {0}, {0.{0}}, {{0}}?

Indique algumas proposicoes verdadeiras que exprimam relagoes de in-
clusao e relagoes de pertenca entre os conjuntos dados.

. (Exercicio 2.1.6 de [3]) Indique dois conjuntos A e B para os quais seja

verdadeira a proposicao (A € B) A (A C B). Seja agora A um conjunto
arbitrario. Construa um conjunto B para o qual a proposi¢ao anterior
seja verdadeira.

. Prove por indugdo que 1+ 3+ ...+ (2n — 1) = n2.

. (Exercicio 2.1.7 de [3]) Sendo A um conjunto arbitrdrio, chama-se con-

junto das partes de A, e designa-se por P(A), o conjunto cujos elemen-
tos s@o todos os subconjuntos de A. Por exemplo, se A = {1,2} é

P(A) ={0,{1},{2},{1,2}}.
a) Quantos elementos tém os conjuntos P(0) e P(P(())?
b) Verifique que z € A < {z} € P(4).

¢) Prove por indugdo que, sendo A um conjunto com n elementos, o
nimero de elementos de P(A) é 2.

Teoria dos Conjuntos, Indugao Matematica (27/9-1/10/2004)

. (Exercicios 2.1.9 e 2.1.10 de [3]) Interprete geometricamente os seguintes

conjuntos:
a) {z:|z| <1},
b) {z: |z| < 0},

¢) {z:|x —a| <€}, onde e >0,
) {z:|r—al] > L}, onde L >0,
) {z:|z| >0},

£y {z:]r -1 = |z — 5|},

g) {z: |z =1 = |a]},

h) {z: |z —a| =},

22 —1] > |4 —z|}

[N

x
x

@

x
x



r:1< (x—1)2 <4},

i (z—a)(x—b) <0}, onde a < b,
D) {z:23>x},

m) {z:z-1<6/z}.

.

)
)
)

A A
8

2. Mostre que, para todos z,y € R, se tem ||z| — |y|| < |z — y|.

3. *(Exercicio 2.1.12 de [3]) Um conjunto X e duas operagoes, designadas
(por exemplo) pelos simbolos U e N, constituem uma dlgebra de Boole sse
forem verificados os seguintes axiomas: Vg p ccx,

i) aube X Aanbe X,

ii) (aUb)Uc=aU(bUc), (anb)Nec=an(bNc),

iii) aUb=bUa,anb=>bNa,

iv) an(Uc)=(anbd)U(anc),aU(bne)=(aUb)N(aUc),

) existem dois elementos, que designaremos por 0 e 1, tais que aU0 = a
eanl=a,

vi) dyex aUd =1Aand =0.

v

Prove que, sendo A um conjunto arbitrério, o conjunto X = P(A) e as
operagoes de reuniao e interseccao de conjuntos constituem uma algebra
de Boole. Quais sao os elementos 0 e 1 dessa algebra?

4. *(p. 34 de [3]) Seja A um conjunto nao vazio. Uma relagdo G, no conjunto
A, diz-se uma relacao de equivaléncia sse

1) Veea oGz (reflexividade),
ii) Vuyca oGy = yGo (simetria),
iii) Vuy2ca (2Gy A yGz) = Gz (transitividade).

Sao relagoes de equivaléncia, por exemplo, a relacao de igualdade num
dado conjunto, a relagao de paralelismo no conjunto das rectas do espago,
a relacao de semelhancga de triangulos, a relagao de equipoténcia entre
subconjuntos de um dado conjunto. Nao sao relacoes de equivaléncia a
relacao de perpendicularidade de rectas do espacgo, a relagao de divisor
entre nimeros naturais, de contido entre conjuntos, e a de maior entre
nimeros reais.

Fixada uma relagdo de equivaléncia G num conjunto A, diz-se que dois
elementos a e b de A sao equivalentes segundo G sse aGb. Sendo ¢ € A,
chama-se classe de equivaléncia de ¢, e designa-se por [c], o conjunto de
todos os elementos de A que sdo equivalentes a ¢: x € [¢] & £Ge. Mostre
que:

a) a € [a,
b) aGb & [a] = [b],
¢) (~ (aGb)) < [a] N [b] = 0.

5. (Exercicios 1.17, 1.18 e 1.19 de [4]) Demonstre pelo principio de indugao
matematica que:
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a) (n!)? > 2”n2 para todo o natural n > 4,
b) ﬁ +...+m:m,paratodoonaturalnzl,
c) n! >2"~! para todo o natural n > 1,

_ n(n+1)(2n+1)
- 6

d) 12+22+...+n? , para todo o natural n > 1.

(Exercicio 1.20 de [1]) Demonstre a desigualdade de Bernoulli: Sendo
a>—-leneN,
(I1+a)">1+na.

Indugao Matematica, Axiomas dos Nimeros Reais (4-
8/10/2004)

Considere a sucessao (u,) dos nimeros de Fibonacci:

Uy = 07
Uy = 1,
Up41 = Up + Up—1 para n € Nj.

n n
Prove por indugao que, para n € N, u,, = % [(1+2\/g> — (%) ] .

*(Exercicio 1.21 de [1]) Demonstre, pelo principio de indu¢ao matemadtica,
o binémio de Newton:

(arb)" =Y (;f)a"’pb”, Vo €N, VapeR.
p=0

Recorde que (;) = ﬁlp),, e que desta igualdade se tira imediatamente

ae ("5 1) = (,20) + (3)

(Exercicio 1.1 de [4]) Deduza a partir dos axiomas dos niimeros reais:

—0=0,1"1=1,

=)

—(—z) =z, Vapo (z71) "t =2,

)
)
¢) z(=y) = (-2)y = —(2y), (=2)(-y) = vy,
)
)

[N

(ay =2z A e £0) = (y = 2),
VoVyz0dt o = yz,

T u _ zU
f) Vw,uvy,v;ﬁO m T T yu?

e

*Verifique que (Zs,+, x) é um corpo, onde Zz = {0,1,2}, + é a adigdo
modulo 3, e X é a multiplicagdo médulo 3.

*(p. 39 de [3]) Diz-se que G é uma relagdo de ordem no conjunto S sse
satisfaz as seguintes propriedades:

a) Vyes ~ (zGx) (propriedade anti-reflexiva),

b) Ve yes (2Gy) = [~ (yGz)] (propriedade anti-simétrica),



10.

11.

12.

13.

14.

€) Yay2es [(xGy) A (yGz)] = (xGz) (propriedade transitiva).

Se, além destas trés, G satisfizer a propriedade da tricotomia,
Vayes ¢ =yV (zGy) V (yGr),

diz-se que G é uma relacao de ordem total. Verifique que a relacao de
menor no conjunto dos nimeros reais € uma relagao de ordem total, e que
a relacdo inclusdo estrita é uma relacdo de ordem (em geral nao total) no
conjunto das partes de um determinado conjunto A.

(Exercicio 1.2 de [4]) Deduza as propriedades:

a) x+z<y+z=xz<y,
b) x>0& 27! >0,
c) z>1s 271t €]0,1].

Verifique que V.%o a + % > 2.
Verifique que Vo<q<p a < Vab < “T*b < b.

(Exercicio 1.3 de [4]) Prove que, se z é um racional diferente de zero e y
um irracional,  +y, z — y, xy e y/x sdo irracionais; mostre também que,
sendo x e y irracionais, a sua soma, diferenca, produto e quociente podem
ser ou nao ser irracionais.

(Exercicio 1.8 de [4]) Seja A um subconjunto de R, majorado e néo vazio,
e seja m um majorante de A, distinto do supremo desse conjunto. Mostre
que existe € > 0 tal que V.(m)N A = 0.

(Exercicio 1.9 de [4]) Sendo A um subconjunto majorado e ndo vazio de R
e o = sup A, prove que, para qualquer € > 0, o conjunto V.(«) N A é nao
vazio. Na hipétese de o néo pertencer a A, o conjunto V(a) N A pode ser
finito? Justifique.

(Exercicio 1.5 de [4]) Sejam A e B dois subconjuntos de R tais que A C B
e suponha que A é nao vazio e B é majorado. Justifique que existem os
supremos de A e B e prove que se verifica sup A < sup B.

*(Pagina 56 de [4]) Seja X um conjunto e P(X) o conjunto das partes
de X. Porve que #X < #P(X). Sugestao: Suponha que existia uma
bijeccao ¢ de X em P(X). Designe por M o conjunto definido por M =
{r € X:2 ¢&p(r)} e por m o elemento de X tal que p(m) = M. Prove
que nao se pode ter nem m € M nem m ¢ M.

*(Exercicio 1.7 de [4]) Prove que o conjunto de todas as aplicagdes de {0, 1}
em N tem a poténcia do numeravel e que o conjunto de todas as aplicagoes
de N em {0,1} tem a poténcia do continuo. Prove ainda que o conjunto
de todas as aplica¢oes de um intervalo [a,b] (com a < b) em {0,1} tem
poténcia superior a do continuo.



IV Sucessoes (11-15/10/2004)

1. (Exercicio I1.1 de [4]) Indique quais sdo majoradas, minoradas, limitadas,
de entre as sucessoes definidas do modo seguinte:

a) u, = DT

b) u, = (—1)"n?.

¢) up =n=",

d) un=1+3+5m+...+ 5.

e) up =0, ug =1, Upyo = 7u"+;"+1.
f) w1 = -1, upy1 = —2uy,.

2. (Exercicio I1.2 de [4]) Baseando-se directamente na definigdo de limite
mostre que

2n—1
a) St — 2.

b) Vil g

n

V  Sucessoes (18-22/10/2004)

1. (Exercicio IL.5 de [4]) Determine, se existirem, os limites das sucessoes que
tém por termo de ordem n:

2 2

o

2_
) Z4+§'

2" 1
C) 2n+1_1 .

n3+1
d) n24+2n—1"

) (=1)"n>+1
n?+2

n(n—1)(n—2)
f) (n+1)(n+2) °

) nn=D(n=2)...(n—p)
(n+1)(n+2)...(n+q)

h) %T, onde p € Nj.

i) {1+ L
)

N gnbn
j) giqpes onde a,b € RY.

)

,onde p,g € Ny.

o



VI Sucessoes (25-29/10/2004)

1. (Exercicio II.1g) de [4]) Seja (u,) a sucessdo definida por recorréncia por
Uy =1, Upt1 = V2 + Up.

a) Prove por indugdo que 1 < u,, < 2, para todo o n € Nj.

3 _ (2—up)(un+l) 4
b Verlﬁque que Up41 — Up = m e mostre que (Un) € crescente.

)
¢) Justifique que (u,) é convergente.
)

d

Aplicando limites a ambos os membros da expressao de recorréncia,
determine o limite de (uy,).

2. (Exercicio 8.13 de [?]) Seja (ay) a sucessao definida por recorréncia por
3(14an)
3+an, °

ar =3, Gpy1 =

(3_\/5)(0‘71,_\/5) .

a) Verifique que a,,; — V3 = Tra

an > /3, para todo o n € Nj.

Prove por indugao que

b) Prove que (a,) é decrescente.
¢) Justifique que (a,) é convergente.
d) Aplicando limites a ambos os membros da expressdo de recorréncia,
determine o limite de (a,,).

3. (Pégina 96 de [4]) Prove que se |c| < 1, entdo ¢” — 0.
Sugestao: Use a desigualdade de Bernoulli: (1 + k)™ > 1+ nk, para
qualquer n ¢ Ne k> —1.

4. *(Pégina 101 de [4]) Seja p € Ny e u,, > 0 para todo o n € N;. Prove que
se u, — a, entdo ¢u, — ¥/a.

Sugestao: Para a > 0, use

e |un — al

| $/un — {/al (F/um)P~1 + a(un)P=2 + ...+ (Ya)P=2 fun + (Fa)p—1
Jun —al
(ay+

5. (Pagina 102 de [4]) Prove que, para todo a > 0, lim, o {/a = 1.

Sugestao: Use a desigualdade de Bernoulli: (1 + k,)™ > 1+ nk,, para
qualquer n € N e qualquer sucessao (k;) cujos termos sejam maiores do
que —1. Suponha em primeiro lugar que a > 1 e defina k,, := /a — 1.

6. *(Pédgina 135 de [4]) Seja w uma sucessdo de termos positivos. Prove que

Un+1
Un

limite.

se

converge em R, entao ({/u,,) também converge, e para 0 mesmo

7. Mostre que lim {/n = 1.

8. Seja p > 0ea > 1. Mostre que



. n? _ = 1: n? __ 1
a) lim 2% = 0. Sugestao: lim {/2% = .

b) lim &~ = 0. Sugestdo: Se n > C(a), entdo & < 2 x a€(@ onde C(a)
n: n: n
designa a caracteristica de a.

c) limn”—,i = 0. Sugestao: 7?—,: <1
*(Pagina 132 de [4]) Seja u uma sucessio convergente em R, e seja v, a

média dos n primeiros termos da sucessdo u: v, = W Prove
que nestas condigoes v também é convergente e limv = limu.

VII Sucessoes (1-5/11/2004)

1.

(Exercicio I1.5 de [4]) Determine, se existirem, os limites das sucessoes que
tém por termo de ordem n:

a) = 2.

b) {5
c) V2" + 1.
d) Vnl.

e) (1+ 1y
H(1- %)“'
g) (1+55)" .

Calcule, se existirem,

a) lim, (2 - %)n

2
b) limy, oo 2o
(Exercicio I1.3 de [4]) Seja A um subconjunto de R com supremo s. Prove
que existe uma sucessao (), de termos em A, convergente para s. Prove
ainda que, se A ndo tem méximo, a sucessdo (z,) pode ser escolhida por
forma que seja estritamente crescente.

(Exercicio 1.4 de [4]) Sendo (z,) uma sucessdo mondtona e (y,) uma
sucessao limitada verificando |x,, — y,| < 1/n, para todo o n € Ny, prove
em primeiro lugar que (x,) é limitada e depois que as duas sucessoes sao
convergentes para o mesmo limite.

(Pagina 119 de [4]) Seja (u,) limitada e € > 0. Prove que é finito o
conjunto das ordens n para as quais u, > lim u, + €.

Seja (z,,) uma sucessao tal que |x,|? < 65|x,| +99. Prove que (z,) tem
uma subsucessdo convergente.



7. Considere a sucessao (z,,) obtida por truncatura da dizima que representa
7 com n casas decimais. Considere também a sucessao (y, ), em que y, se
obtém de x,, por uma troca da ordem dos seus digitos:

T, = 3.1 Y1 = 1.3

x5 = 3.141 ys = 1.413
T4 = 3.1415 ya = 5.1413
5 = 3.14159 ys = 9.51413

(a) Diga se o conjunto {x, : n € Ny} tem fnfimo, supremo, minimo e
maximo.

(b) A sucessao (z,) converge? Qual o seu limite? Justifique.
¢) Determine liminf z,, e limsup z,,.

(
(d) Prove que (y,) tem pelo menos dois sublimites.

8. *(Exercicio II.11 de [4]) Dé um exemplo de uma sucess@o cujo conjunto
de sublimites seja o conjunto:

a) R.

Poderd haver uma sucessao cujo conjunto de sublimites seja Q7 Justifique.

VIII Séries (8-12/11/2004)
1. (Exercicio I1.12 de [4]) Calcule a soma das séries:
a) Y27,
b) Yonle 37,
c) 27010:1 ﬁ
d) 27010:1 m

2. (Exercicio I1.13 de [4]) Prove que qualquer nimero representado por uma
dizima periédica é racional.

Sugestao: 0.2151515... = & + 1325 (1+ 107241074+ ...).
3. (Exercicio 11.14 de [4]) Determine a natureza das séries:

a Zn 0 n3+47

=

)

)Zn Oma

) Yoo Vn+1-—y/n,
) Yoolo s
)
)
)

[oPaNe)

@

n!
Y neo nz+2m
£) Xole 7o
n!)
g Zn 0 EZn)




IX

B

gn
h Zn 0 T+37>

1000

Dm0 (1 001)7 *

)
i)
IDPI S
k)
)
)
)

1

Yot T

oo 1.3.5...(2n+1)
D) >0 550 (3n+3)

oo [(2n)!
Zn OTE'T)TL})"
n En O(Vn+ _\/>)

Séries (15-19/11/2004)

. (Exercicio I1.17 de [4]) Determine se sao absolutamente convergentes, sim-

plesmente convergentes ou divergentes as séries:

a) oty S
b) o2y Gt
c) En 0 nll; )
d) oo, S

. (Exercicio I1.18 de [4]) Determine os intervalos de convergéncia das séries:

oo (=)™ (nt D!,
a En 1 2.4.6.. (2n) ’

271,

b Zn 0 (2n+1)

EOO (D" 2n+1
n=0 2n-+1 ?

)
)
)

d) oLy S
)
)
)

C

[©)

Yoot o EE onde a # 0,

oo (5z+1)*"
f En 0 n2+1 -

g Zn 0[3+( nrran.

(Pagina 247 de [4]) Esboce o grafico da fungao exponencial.

(Pagina 268 de [4]) Esboce os gréficos das funcoes seno hiperbélico, coseno
hiperbdlico e tangente hiperbdlica.

(Pagina 216 e 250 de [4]) Prove a férmula fundamental da trigonometria.

10



Continuidade e Limite (22-26/11/2004)
. (Exercicio 3.26 de [1]) Considere f : R — R, definida por

2+ ol

fla) =

(z),
onde D designa a funcao de Dirichlet.

a) Indique o contradominio de f. A funco é majorada? E minorada?
b) Quais sao os limites lim,_,_ f(x) e lim,_ 1 f(2), caso existam.
¢) Em que pontos é f continua.

. (Pédgina 301 de [4]) Defina os limites laterais de f no ponto a e os limite
de f(x) quando x tende para a por valores distintos de a.

. (Péginas 265 e 266 de [4]) Defina as fungdes trigonométricas inversas
arcsin, arccos e arctan e esboce os seus graficos.

. (Exercicio 3.27 de [1]) Seja f : R — R, continua em no ponto 1, dada por

0 sex < —1,
f(z) =4 arcsinz se —1l<z<1,
Ksin(gx) se x > 1.
a) Determine K.
b) Estude f do ponto de vista da continuidade.

¢) Indique o contradominio de f e se tem supremo, infimo, méximo,
minimo.

d) Quais sao os limites lim,_,_ f(x) e lim,_ 1 f(2), caso existam.
. *(P4gina 282 de [4]) Seja .. a,z™ uma série de poténcias com raio de

convergéncia r # 0. Prove que z +— > ° | a,z" é continua em | — r,7[.

. (Exercicio 4.2.6 de [1]) Seja A CRece A. Sejam f, g: A — R, com f
limitada e lim,_,. g(z) = 0. Mostre que lim,_..[f(z)g(x)] = 0.

. (Exercicio 4.2.7 de [1])

a) Dé uma defini¢ao rigorosa de lim,_.. f(z) = +o00 e use-a para provar
que lim,_.q ?12 = +o00.

b) Dé agora uma definicdo de lim, 4o f(2) = L. Mostre que limy 4o £
=0.

¢) Qual a definigao rigorosa de lim,_, o f(z) = +00? Dé um exemplo de
um tal limite.

. (Exercicio 4.3.8 de [1])
a) Mostre que se uma fungao é continua em R e nula em todos os racionais,

entao a funcao é identicamente nula.

11



10.

XI

w N

b) Se f e g estdo definidas em R e coincidem nos racionais, tém que
coincidir em R?

Calcule se existirem:

1

a) limg o sin -,

=)

lim,_g [:C sin %] ,
c) limg 400 [m sin %],
2

—1

)
)
)
) limg 0 e -1
)
)
)

[N

x )

. tanh /x
hmm—»O T\f )

= O

lim, o [#? (1 — cos 1)].
g) limg 400 [x2 (1 — cos %)]

*(Exercicio 4.3.9 de [1]) Seja f uma fungdo definida em R e assuma que
existe uma constante c tal que 0 <c<1le

[f(x) = fy)| < clz =y
para todos z, y € R.

a) Mostre que f é continua em R.

b) Escolha um ponto y; € R e considere a sucessao

(Y1, f(ya), F(f(1))s-- o)

Em geral, se yn+1 = f(yn) (para n € Ny), mostre que a sucessao (y,)
¢ de Cauchy. Podemos portanto definir y = lim y,,.

¢) Mostre que y é um ponto fixo de f, i.e. f(y) =y, e que f nao tem mais
nenhum ponto fixo.

d) Mostre que, para qualquer z € R, a sucessdo (z, f(z), f(f(z)),...)
converge para y.

Continuidade e Limite (29/11-3/12/2004)

. (Exercicio II1.12 de [4]) Prove que todo o polinémio de grau {mpar tem
pelo menos uma raiz real.

. Prove que se f:[0,1] — [0,1] é continua, entdo tem um ponto fixo.

. Prove que se f: R — R é continua e tem limites finitos no infinito, entao
¢ limitada.

. (Exercicio 3.29 de [5]) Sejam ¢ e ¢ : R\ {0} — R, definidas por

1 1
o(z) = e 1/7" Y(x) = xsin — — cos —.
x x

a) Estude ¢ e ¥ quanto a continuidade.

12



b) Averigue se ¢ e 1 s@o prolongdveis por continuidade & origem.

¢) Mostre que ¢ e ¢ sdo limitadas.

5. Sera limitada toda a fungao continua em R satisfazendo f(n) = 0, para
todo o n inteiro?

6. (Exercicio II1.16 de [4]) Supondo f continua no intervalo semi-fechado
la,b] nao pode provar-se a existéncia de pelo menos um extremo de f
nesse intervalo. Justifique.

7. (Exercicio 3.40 de [5])

a) Sendo g : [0,4+00[— R continua no seu dominio, mostre que a funcao
v :[-1,1] — R, definida por

p(x) = g(1 —2?)
tem maximo e minimo.

b) Se, na alinea anterior, considerdssemos g definida em [0, +00[ e continua
em ]0, +oo], poderfamos continuar a garantir a existéncia de maximo
e minimo para ¢? Justifique.

8. *(Exercicio I11.8 de [4]) Mostre que para que uma fun¢ao monétona definida
em ]a, b[ possa prolongar-se por continuidade aos pontos a e b, é necessério
e suficiente que seja limitada.

9. (Exercicio IV.1 de [4]) Calcule as derivadas das fungdes:

a) x+— tanzx — x,

b

ercos x
l—sinz’

T — earctan w

c
d

)

) @

)

) log? :p
e) z — wsinxtanz,

)

)

)

I e

f

g
h

T ( + log x),

XII Diferenciabilidade (6-10/12/2004)

1. Calcule pela definigao as derivadas de

a) x+— x,
b) z+— 22,
c) T e”,
d) =+ sinz.

2. (Exercicio IV.3 de [1]) Determine o dominio de diferenciabilidade e calcule
as derivadas de

13



10.

11.

12.

a) x +— x|z,
b)
c) x+— log |:r|
)
e) x

z — e 17l

a—lz]

d

T = e

(1@
Considere a funcao ¢ : R — R, definida por

o eVe sen #0,
qb(x)—{o se z = 0.
a) Mostre que ¢ é diferencidvel.

b) Determine a equagao da recta tangente ao grafico de ¢ no ponto (a, ¢(a)).
Seja f : R — R, diferencidvel. Calcule (arctan f(x) + f(arctanx))’.

Prove que se f : R — R é de classe C'"° e se anula numa sucessao de
pontos estritamente decrescente e convergente para zero, entao todas as
derivadas de f se anulam na origem.

(Exercicio 4.31 de [5]) Seja f uma fungdo continua num intervalo aberto
que contenha os pontos 0 e 1 e tal que, para todo o n € Ny,

1 1
f(n>3nr
a) Calcule f(0).

b) Prove que o contradominio de f contém o intervalo [2, 3].

¢) Supondo agora, suplementarmente que f é indefinidamente diferencidvel
nalguma vizinhanga da origem, determine f(*)(0) para todo o k € N.
Indique se o ponto 0 é, ou nao, ponto extremo de f.
Sugest@o: Poderd ser-lhe 1til considerar a funcao ¢(z) = f(x)+ 22 —3.

Prove que se f : R — R é duas vezes diferencidvel e o seu grafico cruza a
recta y = r em trés pontos, entao f” tem pelo menos um zero.

Prove que a equacdo 3z2 — e® = 0 tem exactamente trés zeros.

Prove que se f : Ry — R ¢é diferencidvel e satisfaz f(n) = (—=1)", para
n € N, entao a sua derivada nao tem limite no infinito.

*Prove que se f é duas vezes diferencidvel em R, com segunda derivada
limitada em mdédulo por ¢, e f(0) = f/(0) = 0, entdo para todo o z € R
@) < Sl

Sugestao: Considere g(z) = f(z) — §2* e h(z) = f(z) + 2.

Prove que se f é de classe C! em R e a equacdo f(z) = z? tem trés
solucoes, sendo uma negativa, uma nula e outra positiva, entdao f’ tem
pelo menos um zero.

Use o Teorema de Lagrange para mostrar

a) Vg yer |sine —siny| < |z —yl|.

b) VnenVo<y<z ny" Hx —y) <a" —y" <na" Lz —y).
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XIIT Diferenciabilidade (13-17/12/2004)
1. (Exercicio IV.12 de [4]) Calcule os limites:

a) lim,_o ©=2,

b) lim,_, M

c) hmrﬁl(logx loglogx)
d) lim,_ g+ %/17

e) lim,_,o- %Wy

2. (Exercicio IV.9 de [4]) Mostre que, entre todos os rectangulos com um
dado perimetro é o quadrado que tem area méxima, e que entre todos os
rectangulos com uma dada area é o quadrado que tem o perimetro minimo.

3. (Exercicio IV.10 de [4]) Determine o cilindro de area total minima, de
entre todos os cilindros circulares rectos com um dado volume.

4. (Exercicio IV.21 de [4]) Estude as fungoes definidas pelas expressoes seguintes
(no maior subconjunto de R onde cada uma delas faz sentido) e esboce os
respectivos graficos:

5. Esboce o grafico da fungao f: RT — R, definida por f(x) = {/x.

15



Sumarios

Nas datas abaixo indicadas foram discutidos os exercicios das 13 fichas acima:

Turmas 9101413102
Quarta-feira, 8:00-10:00, C22 Turma 13101
Turmas 13101413102 Sexta-feira 10:00-12:00, C9
Quarta-feira, 14:00-16:00, P12
Aulan.®1 22/09/2004 24/09/2004
Aula n.° 2 29/09/2004 01/10/2004
Aulan.® 3 06/10/2004 08/10/2004
Aulan.° 4 13/10/2004 15/10/2004
Aulan.®5 20/10/2004 22/10/2004
Aulan.° 6 27/10/2004 29/10/2004
Aula n.° 7 03/11/2004 05/11/2004
Aula n.° 8 10/11/2004 12/11/2004
Aulan.°9 17/11/2004 19/11/2004
Aula n.° 10 24/11/2004 26/11/2004
Aulan.® 11 | 06/12/2004, 14:00-16:00, V126* 03/12/2004
Aula n.° 12 | 09/12/2004, 15:00-17:00, Pal** 10/12/2004
Aula n.° 13 15/12/2004 17/12/2004

*Substitui a Aula do feriado 01/12/2004
**Substitui a Aula do feriado 08/12/2004
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