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(parafraseando o livro do Génesis.)

“De uma perspectiva mais longa da historia da humanidade, quando vista daqui a dez mil
anos, havera pouca duvida de que o mais significativo evento do século XIX tera sido a
descoberta de Maxwell a respeito das leis da eletrodinamica. A gerra civil americana, que
ocorreu nesse mesmo século, sera ofuscada, em toda sua insignificancia provinciana, em
comparacao com as equagoes de Maxwell.”

(Richard Feynman, em suas Ligoes de Fisica)



Prefacio

O eletromagnetismo cldssico é provavelmente a mais bem compreendida teoria da Fisica e seguramente
uma das mais bem sucedidas. A historia da humanidade costuma ser dividida em Antes e Depois de Cristo,
porém, de um ponto de vista estritamente cientifico, poderia-se dizer ela esta dividida em Antes e Depois
de Maxwell, tal o impacto causado pelas aplicagoes do eletromagnetismo na sociedade moderna. O escocés
James Clerk Maxwell, que viveu no século XIX, sintetizou em um conjunto de equacoes a descricao de todos
os fenémenos eletromagnéticos e atualmente vivemos a plenitude da Era Fletromagnética. O dominio da teoria
eletromagnética permitiu resolver desde os problemas mais simples, como a iluminacao de residéncias e vias
publicas, passando por complexas maquinas e equipamentos elétricos de uso residencial e industrial, e finalmente
promovendo uma revolugao na forma como nos localizamos e nos relacionamos com as pessoas, através do uso
de comunicagoes méveis, sistemas de posicionamento global (GPS) e o advento da internet e das redes sociais.
O desenvolvimento das telecomunicagoes é um marco tao relevante que, na busca pela vida inteligente fora do
nosso planeta, os astronomos classificam as possiveis civilizagoes existentes fora da Terra em duas categorias:
as que ja chegaram as comunicagoes eletromagnéticas e as que ainda nao a dominam, sendo assim impossivel
rastred-las. E portanto, fundamental que fisicos e engenheiros eletricistas tenham amplo conhecimento das leis

do eletromagnetismo e dominio das técnicas matematicas empregadas na solugao de problemas praticos.

A literatura acerca da teoria eletromagnética na forma de livros didaticos é vastissima, contemplando os
mais diversos niveis de profundidade e formas de abordagem. Cabe nesse contexto a pergunta: por que mais um
livro de teoria eletromagnética, em meio ao oceano de informagoes ja disponiveis? Obviamente que nao busca-se
aqui apresentar um pouco mais do mesmo, embora os topicos mais importantes e consagrados nao poderiam ser
omitidos. Tipicamente os livros diddticos apresentam a teoria eletromagnética sob o prisma do desenvolvimento
histérico, abordando os assuntos na ordem cronolégica em que os conceitos foram aparecendo, o que nem sempre
traz consigo uma consisténcia légica. Nesse caso, primeiro sao apresentadas as leis eletrostaticas, partindo-se
do conceito de carga elétrica e da lei de Coulomb, introduzindo-se o conceito de campo elétrico. Nesse primeiro
contato com o conceito de campos no dominio da eletrostatica, muitos alunos tém a impressao de que trata-se de
um artificio puramente matematico e desnecessario. Os conceitos de energia potencial, potencial escalar elétrico
e capacitancia sao discutidos e em alguns textos, a solugao de problemas de contorno através das equagoes de
Poisson e Laplace é considerada e discutida em maior ou menor grau de complexidade. A seguir, usualmente
define-se a corrente elétrica e a ideia de conservagao da carga é apresentada através da equacao da continuidade,
discutindo-se ainda a classificagao dos materiais quanto & sua condutividade, para mais adiante apresentar as
leis da magnetostatica. Uma vez que os campos magnéticos estaticos sao gerados pela corrente elétrica, a busca
de uma simetria onde de fendmenos magnéticos sao capazes de produzir campo elétrico levou a descoberta da
lei de Faraday, onde a dindmica temporal ndo pode mais ser omitida. A apresentacdo de fendmenos variantes
no tempo e a constatacdo de que a lei de Ampere néo estd de acordo com a conservacdo de carga, levou
Maxwell a corrigir a lei de Ampere e apresentar as equacoes que levam seu nome. A partir dai sdo tratados os
fendmenos ondulatérios, sendo que somente com a dedugao e discussao do teorema de Poynting mostrando que os
campos eletromagnéticos transportam energia o aluno pode se convencer totalmente da existéncia fisica real dos
mesmos, nao sendo meramente artificios mateméaticos. Partindo-se das equacoes de Maxwell varias aplicagoes
sdo abordadas em diferentes livros de acordo com o que seus autores julgam mais importante ou interessante,
deixando outros tépicos em segundo plano. O principio de indugao, onde a teoria é gradativamente generalizada
indo do caso particular para o mais geral, é sistematicamente empregado, porque historicamente os fenémenos

estaticos foram compreendidos antes daqueles variantes no tempo.
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A ideia do presente texto é apresentar as equagoes de Maxwell do ponto de vista axiomatico, e a partir
delas derivar os casos particulares, ou seja, adota-se aqui uma postura logico-dedutiva que nao é a mais usual
quando no estudo da teoria eletromagnética. Os conceitos mateméaticos fundamentais para a compreensao
rigorosa e a lei de conservacao na forma da equagao de continuidade sao apresentados primeiro e entao as
equagoes de Maxwell sao dadas como postulado fundamental da descricao dos fendmenos eletromagnéticos
classicos. Das equagoes de Maxwell, varios casos particulares sao discutidos em maior ou menor profundidade,
de acordo com a conveniéncia. Por exemplo, dd-se mais enfoque aos fenémenos ondulatérios e variantes no
tempo do que a eletrostatica e magnetostatica, embora estas tltimas sejam brevemente discutidas. Conceitos
como homogeneidade, isotropia e linearidade em meios materiais ganharam um capitulo préprio, porque sao
considerados de fundamental importancia. Sempre que possivel, experimentos reais relacionados aos conceitos

tedricos apresentados sao propostos e discutidos. Exercicios sao propostos ao final de cada capitulo.

A presente obra estd estruturada da seguinte maneira: o primeiro capitulo contempla uma breve introdugao
ao assunto onde a histéria do eletromagnetismo é contada, situando a teoria eletromagnética em relacao a Fisica
moderna e discutindo de forma geral o espectro eletromagnético e suas aplicagoes. O Capitulo 2 traz, de forma
bastante didética e resumida, longe de querer apresentar todo o rigor matematico necessirio, (os mateméticos
que me perdoem por alguma omissao ou falta), uma revisao completa dos fundamentos mateméticos necessarios
para compreender a teoria, como o conceito de campos e particulas, vetores e o cdlculo diferencial e integral
vetorial, e finalmente as transformadas de Fourier. O Capitulo 3 discute a equagao de continuidade de modo
bastante geral, particularizando para o caso da conservacao da carga elétrica, com exemplos de processos fisicos
que ocorrem na natureza, onde a lei de conservacao sempre se verifica. As equacoes de Maxwell sao devida-
mente apresentadas no Capitulo 4, e seu significado fisico é detalhadamente discutido. Indo além, verifica-se a
auto-consisténcia interna do sistema de equacoes, demonstrando que sao consistentes com a lei de conservagao
de carga elétrica e, com a definicao adicional da forga de Lorentz, é deduzida a lei de conservagao de energia,
também conhecida como teorema de Poynting. Para finalizar o Capitulo 4, apresenta-se de forma bastante
simplificada a obtengao das equagoes de Maxwell macroscopicas a partir das equagoes microscépicas, justifi-
cando assim o aparecimento de dois vetores associados ao campo elétrico e outros dois associados ao campo
magnético. O Capitulo 5 trata da fungao resposta ou susceptibilidade dos meios materiais, apresentando con-
ceitos como homogeneidade, isotropia e linearidade. A teoria microscépica cldssica para a resposta da matéria
aos campos eletromagnéticos é discutida, permitindo assim inferir comportamentos gerais da matéria em fungao
da frequéncia dos campos aplicados. Os Capitulos 6 e 7 sao destinados a discutir de forma tao ampla quanto
possivel a eletrostatica e a magnetostatica, respectivamente, com a apresentacao de problemas de contorno e
suas solucoes. Para o leitor interessado nos fenémenos eletromagnéticos em regime variante no tempo, a omissao
desses dois capitulos é perfeitamente possivel, passando diretamente ao Capitulo 8, onde sao apresentados os
conceitos fundamentais da ondulatéria, sendo a equagao de ondas deduzida em um caso geral, partindo-se de
nocoes intuitivas que sao associadas a ondas. Apresenta-se a solucao da equacdo de ondas pelo método de
separagao de varidveis e desta sao derivados os conceitos de comprimento de onda, frequéncia angular temporal
e a relacdo entre velocidade da onda, comprimento de onda e frequéncia. O Capitulo 9 trata da obtencdo da
equacao de ondas no eletromagnetismo para meios lineares, isotrépicos e homogéneos, bem como sua solucao
geral em meios materiais. Fendmenos de superposicao de ondas e incidéncia em interfaces, levando ao prob-
lema de reflexdo e refracao e a lei de Snell, sdo discutidos detalhadamente. O Capitulo 10 traz a defini¢ao
dos potenciais eletromagnéticos, discutindo-se a liberdade de gauge e a obtengao de equacoes de ondas para os
potenciais. A partir da solucao formal para esses potenciais, discute-se o problema de radiacao eletromagnética

e os conceitos mais fundamentais da teoria de antenas. O Capitulo 11 apresenta o problema das ondas guiadas,
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abordando a defini¢ao geral de guia de ondas e os conceitos associados, como modos de propagacao, a decom-
posigao transverso-longitudinal, os principais tipos de guias. As linhas de transmissao e os guias metalicos
sao analisados de modo quantitativo, enquanto os guias dielétricos sao apresentados de forma qualitativa. Os
fenémenos de difracao sao detalhadamente discutidos através da aproximacao paraxial, apresentada no Capitulo
12, enquanto a dispersao é analisada no Capitulo 13. A obra esta longe de ser exaustiva e completa, e por isso,

outras referéncias sao apontadas ao longo do texto.

Curitiba, Julho de 2015.

César A. Dartora
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Relacoes Vetoriais

I- Algebra de Vetores
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IT - Operagoes vetoriais em sistemas coordenados usuais
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VZA=V(V-A) -V xVxA

Observe que nestas coordenadas VZA # é,,VQAp + ég,VZAW +34,V?A,.

Coordenadas Esféricas (r,0, p):
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III - Identidades Vetoriais

V(®T) = UVD + VY
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V(@V) = UV2® + OV 4 2V - VI
V- (AxB)=(VxA)-B—(VxB)-A
VX (PA)=VP x A+DPV X A
Vx(AxB)=AV-B-BV-A+(B-V)A-(A-V)B
V-VXA=0
VxVd=0
VxVxA=V(V-A)-VA

Teorema de Gauss
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Teorema de Stokes

Identidades de Green Escalares
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/ (PV2U — @V2T) dV = f{ (IVP — dVY) - dS (38)
14 S

Identidades de Green Vetoriais
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s
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1% s
/nxvédszfcbdl (43)
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1
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onde §*(R) = §(x — 2')d(y — y')3(2 — 2’) é a funcio delta de Dirac em 3 dimensoes e R = |R| = |r — r'|
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onde V operaemr e V' em r’, R = r —r’. Na notagao utilizada acima, os vetores sdo denotados por letras em

negrito, enquanto escalares por letras gregas.



Constantes Uteis
Velocidade da luz no vécuo - ¢ = 1/,/Eopp = 2.998 x 10%m/s.
Permissividade dielétrica do vdcuo - g9 = 8.854 x 10712 F/m
Permeabilidade magnética do vécuo - po = 47 x 1077 H/m
Impedancia do Espaco livre - Zy = \/m = 376.7 Q
Moédulo da carga do elétron - e = 1.602 x 10~1° C

Constante de Planck - h = 6.626 x 1073* J.s
h=J-=1.055x 1073 J.s

Constante de Boltzmann - kg = 1.381 x 10723 J/K

Ntmero de Avogadro - Ny = 6.023 x 10?3 /mol

Massa de repouso do elétron - m, = 9.11 x 1073! kg = 0.511 MeV/c?
Massa de repouso do préton - m, = 1.672 x 10727 kg = 938.3 MeV/c?
Massa de repouso do néutron - m,, = 1.675 x 10727 kg = 939.6 MeV /c?
Magnéton de Bohr - up = eh/(2m.) = 9.27 x 10?* A.m? (ou J/Tesla)

Raio de Bohr - ag = 47eg/(mee?) = 5.29 x 10~ m

Energia de Bohr - By = —m.e*/[(4me0)?2h%]) = —2.17 x 1071 J = —13.6 eV
Comprimento de onda Compton do Elétron - A\c = h/m.c = 1.43 x 10712 m
Constante de estrutura fina - a = e2/(4weghc) = 1/137

1eV =1.602 x 10712 Jou 1 J=6.242 x 108 eV



Chapter 1

Introducao

Pode-se afirmar de modo seguro que a tarefa fundamental da Fisica é compreender as leis que governam
todos os fendmenos naturais, permitindo ao campo da Engenharia a aplicagdo do conhecimento acumulado &
solugao de problemas praticos, visando promover conforto e melhoria das condi¢oes de vida das pessoas na
sociedade moderna, através de projetos de construgao civil e saneamento, meios de transporte, desenvolvimento
de dispositivos mecénicos, elétricos e eletronicos, concepcao de equipamentos para uso doméstico, na medicina,
em aplicagoes militares e tantos outros sistemas. A Fisica, por ser uma ciéncia empirica, ampara-se no método
cientifico, que consiste na formulagao de teorias cujas hipéteses cientificas, segundo Karl Popper, sao dotadas de
uma propriedade fundamental, a falseabilidade ou refutabilidade. Uma hipdtese falsedvel é aquela para a qual
a realizacao de testes experimentais adequados permitem demonstrar se a hipotese é verdadeira ou falsa, dadas
as condigoes do experimento, podendo a hipétese eventualmente ser refutada. Diz-se que uma teoria cientifica é
corroborada pelo experimento, mas nunca que ela é absolutamente verdadeira, uma vez que pode haver algum
experimento futuro que venha a refuta-la parcialmente, sob a luz de novos resultados. Desse modo, o papel do
cientista é propor teorias contendo uma série de hipoteses e postulados cientificos, de tal sorte que a teoria geral
permita fazer previsoes e derivar conclusoes particulares, passiveis dos mais variados testes experimentais. Uma
teoria é aproximadamente vélida (corroborada) se suas previsoes sdo confirmadas pela experiéncia sob certas
condigoes, nao significando a validade de modo geral, ou seja, a teoria pode nao ser mais valida se as condicoes
experimentais sao alteradas. Em outras palavras, a teoria cientifica permite uma aproximacao assintética das
verdadeiras leis naturais, possuindo limites de validade. Uma teoria cientifica bem sucedida sob determinadas
condigoes, podera se mostrar falha em condicGes mais gerais ou extremas e nesse caso uma nova teoria se faz
necessaria, mas esta devera ser bem sucedida tanto nas novas condi¢oes quanto nas situagoes em que a teoria
antiga obteve sucesso. Cada nova teoria cientifica deve aprimorar as anteriores, de tal forma que nos aproxima
mais e mais da forma final das leis naturais. Os dados experimentais conhecidos previamente providenciam as
preciosas dicas para o cientista na tarefa de propor teorias cientificas.

A teoria eletromagnética é talvez a mais bem sucedida teoria da Fisica, com aplicacées em praticamente todas
as areas da Ciéncia Béasica e da Tecnologia, tendo se tornado o exemplo paradigmético da ciéncia moderna.
Um pouco da histéria dessa fantastica jornada serd contada a seguir. Os fendémenos elétricos, magnéticos e
Opticos sao conhecidos e estudados desde a Antiguidade e no principio foram tratados como ramos distintos
das ciéncias naturais e ndo como aspectos resultantes de uma mesma teoria. O magnetismo é conhecido desde
aproximadamente 900 A.C. quando Magnus, um pastor de ovelhas grego, percebeu que o seu cajado metalico era
atraido pelas pedras da regido denominada Magnésia. Os gregos também ja conheciam algumas propriedades
elétricas, descritas em 600 A.C. por Tales de Mileto. Em especial, sabia-se que o material &mbar, denominado

elektron em grego, era capaz de atrair objetos leves depois de ter sido atritado a uma flanela, num processo



hoje conhecido como eletrizagao por atrito. A hipdtese atomistica, considerada por Richard Feynman a mais
importante de toda a ciéncia, segundo a qual a matéria é constituida por dtomos, foi proposta originalmente
ainda em 480 A.C. por Leucipo de Mileto e Demécrito de Abdera. Como sabemos, a verificagao dessa hipotese
86 foi possivel na Idade Contemporanea. Em 295 A.C. Eucilhes publicou um tratado sobre os fendmenos épticos
conhecidos até entao. Sabe-se que desde 121 D.C. os chineses conheciam propriedades magnéticas e sabiam que
uma barra de ferro poderia ser imantada na presenca de um ima natural, mas o efeito da bussola s6 foi descrito
em 1088 por Shen Kua Yao. Como sabemos, a bussola foi essencial para a navegacao e a descoberta do ”Novo

Mundo”, expandindo nao somente os horizontes geograficos como também os conhecimentos da humanidade.

A Idade Média foi particularmente pobre em descobertas cientificas, sobretudo aquelas relacionadas ao
eletromagnetismo, pelo menos no mundo ocidental. Na Idade Moderna uma nova era para a ciéncia é in-
augurada, sob a influéncia de filésofos como Reneé Descartes, que propoe os fundamentos béasicos do método
cientifico. Nos Séculos XVI e XVII novos conhecimentos acerca dos movimentos planetarios sdo obtidos, Nicolau
Copérnico e Johannes Kepler propoe a teoria heliocentrista, segundo a qual a Terra se move em uma &rbita
aproximadamente circular em torno do Sol, assim como os outros planetas, e Galileu Galilei, com seus estu-
dos sobre cinematica e suas observacoes astrondmicas derivadas do aprimoramento do telescopio feito por ele
mesmo, é considerado o pai da Fisica. Em 1600 um marco para o estudo da Eletricidade e do Magnetismo é
a pulicacdo do tratado De Magnete pelo inglés William Gilbert. Ele descobriu que o préprio globo terrestre
é um grande ima e explicou parcialmente fendmenos ligados ao magnetismo, propondo que o magnetismo ter-
restre estd relacionado ao seu movimento de rotacao. Gilbert fez ainda o primeiro tratado sobre eletricidade,
distinguindo os fené6menos magnéticos e os elétricos, e fabricou o primeiro eletroscépio. Em 1648, no estudo da
Optica o holandés Snellius descobriu a lei da refracao da luz e pouco depois, em 1665 Isaac Newton formulou
suas primeiras hipdteses sobre gravitagao, propondo ainda a teoria corpuscular da luz. Somente em 1676 foi
demonstrado pelo dinamarqués Olaus Romer que a velocidade da luz é finita. Newton publicou em 1687 o seu
monumental trabalho Philosophiae naturalis principia mathematica, onde enunciou a lei da gravitagao universal
e resumiu suas descobertas cientificas. A incompatibilidade da teoria corpuscular da luz proposta por Newton
com as observagoes experimentais foi demonstrada por Huygens, que formulou em 1690 a hipdtese ondulatéria
da luz. Huygens ja havia descoberto em 1678 o fendmeno de polarizacao da luz. Os estudos da eletricidade
avancam de forma rapida e em 1750 Benjamin Franklin propés um modelo de fluido elétrico com dois estados
de eletrificacdo: positivo e negativo. A conservacdo de carga elétrica total foi também proposta. Nessa mesma
época, John Mitchell mostra que a agao de um ima sobre outro pode ser deduzida a partir de uma lei de forca
que varia com o inverso do quadrado da distancia entre os pdlos individuais do ima. Em 1785 o francés Charles
Augustin Coulomb enunciou a lei das forgas eletrostaticas que leva o seu nome e inaugurou um novo rumo para
as pesquisas em eletricidade e magnetismo. Trabalhando de forma independente inventou uma balanca de torsao
muito precisa para demonstrar a lei do inverso do quadrado da distancia para as cargas elétricas, verificando
ainda a lei de Mitchell para imas e sugerindo ser impossivel separar dois polos magnéticos sem criar mais dois
pélos em cada parte do ima. No ano de 1799 Alessandro Volta demonstrou a pilha voltaica e o aleméo Friedrich
Herschel descobriu a existéncia do espectro infravermelho. Pouco depois, em 1801 outro alemao, Carl Ritter,
descobriu o espectro ultravioleta e um avango fundamental no campo da Optica foi feito pelo inglés Thomas
Young, com a descoberta da interferéncia das ondas luminosas, corroborando a hipétese ondulatéria da luz.
Enquanto isso, o francés Augustin Fresnel realizou pesquisas independentes sobre a difracdo da luz e em 1819
desenvolveu a teoria ondulatéria da luz. O ano de 1820 produziu avancos extraordindrios e essenciais para o
desenvolvimento da teoria eletromagnética. Hans C. Oersted anunciou a descoberta de que o magnetismo esta

diretamente ligado a eletricidade, observando o desvio produzido pelas correntes elétricas sobre a agulha de uma



bussola. Os franceses Jean-Baptiste Biot e Félix Savart encontraram a expressao matematica para a intensidade
da forca magnética produzida por um pequeno segmento de um fio conduzindo uma corrente elétrica. Andre
Marie Ampere demonstrou que duas correntes se atraem quando se movem paralelamente no mesmo sentido e
se repelem quando se movem paralelamente em sentidos contrarios e mostrou que a deflexao da agulha de uma
bissola causada por uma corrente elétrica poderia ser usada para medir a intensidade da corrente (principio
do galvanémetro). Propés ainda um modelo dos fmas permanentes em termos de correntes elétricas molecu-
lares. Sua formulagao inaugura o estudo da eletrodinamica. Em 1831, buscando algum tipo de simetria entre
fenémenos elétricos e magnéticos, e sabendo que a corrente elétrica gera fenomenos magnéticos, trabalhando
de forma independente, o inglés Michael Faraday e o americano Joseph Henry descobriram a indugao eletro-
magnética. A lei de indugao foi complementada pelo russo Heinrich Lenz, em 1833, que determinou o sentido

das correntes induzidas.

Quando James Clerk Maxwell entrou em cena no século XIX, havia sido acumulado vasto conhecimento
experimental acerca dos fendomenos elétricos, magnéticos e épticos. O valor experimental da velocidade da luz era
aproximadamente conhecido e foi determinado em 1849 pelo francés Armand Fizeau, algumas leis matematicas
de validade limitada j& haviam sido formuladas e o importante conceito de campo havia sido introduzido por
Michael Faraday. Maxwell foi capaz de reunir todo o conhecimento acumulado ao longo dos séculos em um
conjunto de equacoes que levam seu nome, dando forma final a uma teoria que permitiu unificar a eletricidade, o
magnetismo e a éptica em um arcaboucgo dotado de légica e coeréncia. Como resultados derivados da sua teoria,
exposta por volta de 1865, Maxwell concluiu que a luz é uma onda eletromagnética, cuja velocidade calculada a
partir de parametros eletromagnéticos independentes era concordante com os dados experimentais disponiveis
para a época. Previu ainda a existéncia de ondas eletromagnéticas em um vasto espectro de frequéncias, sujeitas
as mesmas leis de reflexao, refragcao e difracao que eram conhecidas para a luz visivel. Em 1873 Maxwell
publica a sua obra monumental A treatise on electricity and magnetism, condensando todos os seus importantes
trabalhos em eletromagnetismo. Experimentos posteriores conduzidos independentemente por Heinrich Hertz e
Oliver Lodge, em 1888, confirmaram essas previsoes, coroando triunfalmente a teoria eletromagnética. Maxwell
faleceu em 1879, mesmo ano de nascimento de outro grande nome da ciéncia, Albert Einstein, e ndo pode ver

o triunfo final de sua teoria eletromagnética.

A era da eletronica foi inaugurada em 1884, quando o americano Thomas Edison produziu a primeira valvula
eletronica. No ano de 1887 o alemao Heirich Rudolf Hertz descobriu o efeito fotoelétrico e os americanos Albert
Michelson e Edward Williams Morley mostram a constancia da velocidade da luz em qualquer referencial. Estes
dois ultimos experimentos tem relagao direta com as duas principais revolugoes cientificas do século XX, a
mecanica quantica e a teoria da relatividade. Em 1895 o alemao Wilhelm Rontgen descobriu os raios X e o
holandés Hendrik A. Lorentz desenvolveu um modelo atéomico que permite explicar a estrutura fina dos espectros
atomicos, realizando ainda contribui¢ées fundamentais para a eletrodindmica dos corpos em movimento (a
forca de Lorentz), propondo as transformagoes relativisticas de coordenadas que hoje levam seu nome. A
radiotransmissao, importante aplicacao da teoria eletromagnética, foi desenvolvida entre os anos de 1896 e 1902

pelo italiano Guglielmo Marconi e pelo brasileiro Roberto Landell de Moura, dentre outros.

Por volta de 1900 Max Planck deu inicio & mecanica quantica com seus estudos sobre a radiacao do corpo
negro, enquanto o russo Piotr Liebedev provou experimentalmente a pressao exercida pela luz sobre um corpo
material. Entre 1900 e 1905 a teoria especial da relatividade foi desenvolvida de modo independente por
Hendrik Lorentz, Albert Einstein, Henri Poincaré e outros. No ano de 1905 Einstein introduziu o conceito
de féton na explicacao do efeito fotoelétrico, demonstrando o cardter corpuscular da radiagdo. Com base na

hipétese quantica, em 1913 Niels Bohr explicou os niveis de energia do 4tomo de hidrogénio e a estabilidade



dos atomos e na década de 1920 Louis de Broglie propos a dualidade onda-particula, segundo a qual todos os
entes fisicos elementares comportam-se como onda em certas circunstancias e como particulas em outras. A luz
nao seria excegao a regra. Entre 1910 e 1940, mas sobretudo na década de 1920, Louis de Broglie, Wolfgang
Pauli, Werner Heisenberg, Niels Bohr, Paul A.M. Dirac, Erwin Schroedinger e outros desenvolvem formalmente
a mecanica quantica. A década de 1940 viu nascer as bases da teoria quantica de campos, que emerge da fusao
entre a mecanica quantica e a teoria da relatividade. A chamada eletrodinamica quéantica, cujo desenvolvimento

se deveu sobretudo a Richard Feynmann, Sin-Itiro Tomonaga e Julian Schwinger, é o exemplo paradigmatico

mais bem sucedido de uma teoria quantica de campos.

A seguir iremos fazer uma breve digressiao a respeito das interagdes fundamentais conhecidas e do papel do
eletromagnetismo nesse contexto. Mais adiante, os limites de validade da prépria teoria eletromagnética serao

apresentados e para finalizar este capitulo, o espectro eletromagnético com suas aplicagoes serd brevemente
apresentado.

1.1 As Interacgoes Fundamentais Conhecidas

Sabe-se que todos os fenomenos naturais conhecidos sao descritos pela existéncia de quatro interagoes
fundamentais, a saber:

e Interacao Gravitacional: descreve a forca atrativa entre as massas. E uma interacao de longo alcance
(forga F o< 1/72) sempre atrativa, tendo maior relevancia quando grandes massas interagem em distancias
astronomicas, sendo responsavel por manter os planetas em 6rbitas estaveis e providenciar a forca de coesao
interna de planetas ou corpos celestes. A gravidade é provavelmente a mais aparente das interagoes porque
é sentida no nosso dia-a-dia, influenciando a trajetéria de todos os objetos méveis. Todavia, é a mais fraca
das interagoes. Tomando a forca forte, a ser descrita a seguir, como referéncia de interagao, a forca

gravitacional entre dois prétons é 40 ordens de grandeza mais fraca que a forga forte em uma distancia
da ordem do raio do nicleo atémico.
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Figure 1.1: A interacdao gravitacional: atua desde a escala astrondémica sendo responsavel pelas Orbitas

planetarias, quanto em nosso cotidiano, nas trajetorias de corpos rigidos e fluidos, por exemplo. E a mais
fraca de todas as interagoes, mas é sempre atrativa.



e Interacao Eletromagnética: descreve a forga entre cargas elétricas, é de longo alcance (forca F o< 1/r2).
Pode ser atrativa ou repulsiva. A interagao eletromagnética é a principal responsavel pelas oOrbitas
atomicas, pela coesao da matéria, ligagoes moleculares, sistemas de comunicagao. O estudo e compreensao
da interacao eletromagnética é responsavel pelo avango tecnolégico da sociedade atual: motores e ger-
adores, circuitos eletronicos, sistemas de comunicagao, etc. Quando comparada a forga forte entre dois

prétons dentro de um nicleo, tem uma intensidade relativa de 1/137 ~ 1072,

o

Carga em
movimento
oscilatorio

exercida sobre
uma segunda
carga

Onda Eletromagnética
Emitida pela Carga -e

Figure 1.2: A interac@o eletromagnética: no exemplo mostrado uma carga em movimento oscilante produz
tanto o campo eletrostatico quanto radiagao eletromagnética. Tanto o campo eletrostatico quando a radiacao
sao capazes de agir sobre uma segunda carga a certa distancia da primeira.

e Interacao Forte: é uma forga atrativa de curto alcance (~ 10714 m) responsével pela coesdo dos consti-
tuintes do nucleo atomico. O ntcleo atomico, constituido de prétons, de carga positiva, e néutrons, sem
carga elétrica, é pelo menos 5 ordens de grandeza menor do que o dtomo todo. A interacao forte produz
a forca mais intensa existente, dai o seu nome, e em distancias da ordem do didmetro do nicleo consegue
superar a repulsao eletromagnética entre protons para manter o nticleo coeso. Usualmente toma-se a forga

forte como referéncia unitéria de intensidade das interagoes.

e Interacao Fraca: nao tem natureza atrativa ou repulsiva, também é de curto alcance (~ 107 '4m) e é
responsavel pelo decaimento beta dos niicleos atomicos, bem como decaimentos de particulas. Exemplo:
muon decai em elétron mais neutrinos, ou néutron decai em préton, elétron e neutrino. Sé é mais forte

do que a forca gravitacional, e tem uma intensidade relativa & forca forte de 10~* aproximadamente.

De modo bastante simplificado, sabe-se que as particulas verdadeiramente elementares podem ser classifi-
cadas da seguinte forma: i) léptons, que incluem os elétrons e os neutrinos; ii) quarks, dos quais séo feitos os
prétons e os néutrons, constituintes do nicleo atémico, mas podem ainda formar mésons, que sao os mediadores
da forga forte em uma aproximagao mais grosseira da fisica do ntcleo, e outras particulas mais exdticas; iii)
bdsons de gauge, que sdo os mediadores das interagoes, aqui incluidos os fétons (quanta da radiacao eletro-
magnética). H4 seis tipos de quarks, denominados up, down, charm, strange, top e bottom, cuja carga elétrica
é fraciondria, havendo ainda suas correspondentes anti-particulas, cuja carga elétrica tem sinal oposto ao das
particulas, mas a matéria estdvel é formada somente por u (carga +2e/3) e o d (carga —e/3). Por exemplo,

o préton é resultado da combinacao p = uud enquanto o néutron é obtido por n = udd. Os quarks possuem
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Dentro do niicleo:

@ proton Fé I forga eletrostdatica

@ néutron

&iclition Fn- forca nuclear forte

Figure 1.3: A interacdo nuclear forte: no interior do nicleo atémico, constituido de prétons e néutrons, os
prétons se repelem eletrostaticamente enquanto os néutrons nao tem carga elétrica. A forga de coesao capaz de
superar a repulsao coulombiana é a forga nuclear forte, que produz atragao mutua entre todos os constituintes
do nicleo.

Decaimento Beta

Z Zxi
Ac>B +e+v

Figure 1.4: A interacao fraca: decaimento beta de um dtomo A de nimero atéomico Z para um dtomo B de
nimero atéomico Z + 1. Nesse caso um néutron decai para um préton, emitindo um elétron e um neutrino na
reagao.

além da carga elétrica, um outro tipo de carga chamada cor, que pode assumir trés valores distintos, que da
origem a chamada cromodindmica quantica, cujo béson de mediagdo é o chamado glion. Sabe-se que a carga
de cor nao é observada individualmente devido a intensidade das interagoes, dai que os quarks sempre apare-
cem em particulas compostas cuja carga de cor total é nula. Ha também seis tipos de 1éptons denominados
elétron e~, neutrino-elétron v, mion u~, neutrino-muion v,, tdon 7~ e neutrino-tdon v,, havendo ainda as
correspondentes anti-particulas. Os neutrinos ndo possuem carga elétrica enquanto os outros 1éptons tem carga

—e para as particulas e +e para as anti-particulas. Léptons nao possuem interagao forte, sofrendo acao da



11

forga gravitacional (quando massivos), forga eletromagnética (quando carregados) e forca fraca. Por outro lado,
os quarks sao afetados por todas as quatro interagoes. Os bdsons de gauge sao as particulas responséveis por
mediar as interagoes. Fétons mediam a interacgao eletromagnética e nao possuem massa, dai deriva o fato de que
o eletromagnetismo é uma interagao de longo alcance, assim como a gravitagao, mediada pelos gravitons (ainda
nao foram plenamente observados experimentalmente). Os bésons conhecidos como W+, W~ e Z° sdo massivos
e respondem pelas interagoes fracas, enquanto os chamados glions, j4 mencionados acima, sao responsaveis pela

mediacao das interagoes fortes entre os quarks.

As interacoes fortes e fracas s@o de curto alcance e estdo confinadas a distancias da ordem do tamanho
do nicleo atémico, sendo importantes sobretudo no estudo da fisica nuclear ou de altas energias. Devemos
lembrar ainda que o niicleo atomico (7 ~ 107*°m) é 5 ordens de grandeza menor que o d&omo como um todo
(~ 1071%m) e na matéria ordindria as interagoes fortes sdo significativas somente no interior do niicleo, cuja
carga elétrica total é sempre positiva, dada pelo niimero atomico Z. Portanto, quando nao estamos interessados
no que acontece no interior do nticleo, o mesmo pode ser visto como uma carga puntual +Ze. Por outro lado, a
interagao gravitacional, embora sempre atrativa, é muito ténue, sendo relevante apenas para grandes agregados
de massa, podendo ser tipicamente negligenciada no estudo de dtomos, moléculas e muitas outras situagoes em
que o eletromagnetismo se faz presente. Podemos dizer que a interagao eletromagnética é a principal responsavel
por boa parte dos fendmenos conhecidos, pelas propriedades fisicas e pela forma como a matéria esta organizada.
Além disso, a interacao eletromagnética possui todas as propriedades mais desejaveis, em termos de intensidade
e alcance, para permitir o desenvolvimento das telecomunicagoes, por exemplo, uma vez que as forgas nucleares
tem alcance muito curto, embora intensas, enquanto as forcas gravitacionais sao de longo alcance mas muito
fracas, sendo assim dificeis de detecta-las. A detecgao de ondas gravitacionais demanda aparatos experimentais

extremamente sofisticados.

A teoria eletromagnética de Maxwell é um paradigma a ser seguido pela Fisica atual porque se tratou da
primeira teoria realmente unificadora de que se tem noticia. A Figura 1.5 mostra de modo bastante geral o
panorama das teorias da Fisica atualmente aceitas e suas conexoes logicas e hierdrquicas. Por exemplo, a teoria
da gravitacao proposta por Newton no século XVII foi generalizada pela teoria da relatividade geral de Einstein
e Hilbert, proposta no inicio do século XX. A eletricidade e o magnetismo, vistos e estudados até o século XVIII
como fendmenos distintos, foram unificados no século XIX por J.C. Maxwell num conjunto coerente conhecido
como eletromagnetismo. O final do século XIX e inicio do século XX foi marcado pela descoberta da estrutura
atomica da matéria, a radioatividade e o decaimento beta dos atomos, fazendo nascer o estudo das interagoes
fracas e a Fisica Nuclear. Em meados do século XX, com a utilizacao das chamadas teorias quanticas de campos,
observou-se ser possivel unificar a teoria eletromagnética de Maxwell com as interagoes fracas, dando origem a
chamada teoria eletrofraca, proposta por Steven Weinberg, Sheldon Lee Glashow e Abdus Salam. Ao mesmo
passo o entendimento das forgas nucleares fortes levou a proposta da existéncia dos quarks por Murray Gell-
Mann e ao surgimento da teoria da cromodinamica quantica, que descreve o comportamento dos quarks e suas
interagoes. A teoria eletrofraca juntamente com a cromodinamica quantica formam o chamado Modelo Padrao
das particulas e interagdes elementares. Acredita-se que na escala de energias acessivel nos experimentos atuais
envolvendo as interagoes entre as particulas elementares a gravitacao nao desempenha nenhum papel relevante
devido a sua fraca intensidade. Todavia, a busca por uma grande teoria unificada da qual todas as forgas da
natureza seriam originarias, incorporando assim a gravitacao as demais forgas da natureza, é o Santo Graal da

Fisica tedrica.

Para se ter uma ideia mais clara da importancia da interacao eletromagnética, é possivel afirmar que toda a

Quimica deriva da combinacao entre as leis da mecanica quantica e a interacao eletromagnética entre as cargas.
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Figure 1.5: Panorama geral das teorias da Fisica e suas hierarquias.

Uma vez que nao estamos interessados no que acontece no interior do nicleo atémico na maioria das situagoes, os
niveis de energia dos elétrons em um atomo sao derivados da interagao coulombiana entre as cargas elétricas que
o compoem, que providencia o termo de energia potencial na equacao de Schrodinger. Do mesmo modo, a ligagao
quimica e o arranjo espacial de atomos para formar moléculas ou sélidos surge da interacao eletromagnética
entre as cargas constituintes dos atomos presentes. Em geral os elétrons em orbitais mais internos, cujas
camadas estdo totalmente preenchidas e compensadas,formam uma camada de carga negativa esfericamente
simétrica que blinda parcialmente a carga do ntcleo, produzindo um fon de carga efetiva +Z.se < +Ze. Os
elétrons das camadas eletronicas nao totalmente preenchidas sao denominados elétrons de valéncia, e essas
camadas incompletas, camadas de valéncia. A teoria da ligagdo quimica é efetivamente a teoria das interagoes
eletromagnéticas entre os fons e os elétrons das camadas de valéncia, tratadas de acordo com as leis da mecanica

quantica.

Finalmente, o estudo do eletromagnetismo é fundamental em Engenharia Elétrica porque providencia um en-
tendimento fisico-matematico dos fenémenos eletromagnéticos e propagacao de ondas eletromagnéticas. Permite
entender as limitagoes da teoria de circuitos ou da éptica geométrica e é fundamental no estudo e desenvolvi-
mento de dispositivos e sistemas eletromagnéticos e eletronicos. A Figura 1.7 ilustra bem a conexdo entre as
equagoes de Maxwell e as varias derivacoes delas decorrentes. As equacoes de Maxwell formam o conjunto geral
do qual se pode obter a teoria de circuitos, a éptica geométrica e a teoria de micro-ondas como casos particulares.
Por exemplo, a teoria de circuitos elétricos, embora historicamente tenha sido desenvolvida de modo indepen-
dente das equacoes de Maxwell, pode ser obtida destas 1ltimas considerando-se que as dimensoes relevantes do
sistema fisico em estudo s@o muito menores do que o comprimento de onda de operacdo, d << A, permitindo
assim desprezar efeitos ondulatoérios por completo. No outro limite, sistemas de interesse cujas dimensoes sejam
muito maiores que o comprimento de onda, d >> A, leva ao estudo da éptica geométrica, enquanto a teoria
das micro-ondas é um caso intermedidrio, do qual também é possivel chegar a teoria de circuitos, fazendo um

processo de limites.
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Figure 1.6: A interacao eletromagnética: no interior do dtomo, os elétrons sdao atraidos pelo ntcleo de carga
+Ze mas se repelem mutuamente. O estado fundamental de energia, bem como os outros estados excitados
sao o resultado da aplicagao da mecanica quantica ao problema de miultiplas cargas. Uma molécula, por sua
vez, resulta da interagao eletromagnética entre os elétrons de valéncia, que ocupam as camadas incompletas
e mais externas dos atomos, e os ions constituidos do nicleo e respectivas camadas completas que blindam
parcialmente a carga do ntcleo.

Teoria de Circuitos
Elétricos

Dominio Optico

Equacdes de
Maxwell

Teoria Ondulatoria
da Luz e Difracao

Teoria de Micro-ondas

Figure 1.7: Relagoes entre as equacoes de Maxwell e suas varias aproximagoes.

1.2 Limites de Validade do Eletromagnetismo

Conforme ja foi mencionado, toda teoria cientifica constitui-se de um conjunto de leis mateméticas e pos-
tulados com o intuito de descrever o mundo real. Podemos dizer que as teorias cientificas acabam por ter um
limite de validade, a partir do qual nao sdo mais vélidas para descrever os fen6menos fisicos envolvidos. Como
um exemplo bem conhecido podemos citar a mecanica newtoniana, valida para descrever os fendmenos fisicos
macroscopicos e de baixas velocidades. Para altas velocidades temos que apelar para uma teoria mais geral

da relatividade especial, ao passo que o mundo microscépico deve ser descrito pela mecanica quantica, sendo
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a teoria de Newton obtida da teoria da relatividade no limite de baixas velocidades, onde a velocidade da luz
pode ser considerada como infinita, ¢ = 3 x 108m/s — oo ou da mecénica quantica no limite em que a constante
de Planck pode ser considerada nula, A — 0.

Portanto, a questao do limite de validade para a aplicacao do eletromagnetismo classico é bastante per-
tinente. Para todas as situagoes praticas do mundo macroscépico e mesmo para varias situagoes no mundo
macroscopico as equagoes do eletromagnetismo sao validas, respeitando automaticamente a teoria da relativi-
dade. De fato, pode-se afirmar que historicamente o desenvolvimento da teoria da relatividade foi consequéncia
do estudo do eletromagnetismo e seus resultados experimentais. Mesmo no dominio da mecanica quantica as
equagoes de Maxwell sao validas e tem a mesma aparéncia matemdtica, mas os campos elétrico e magnético,
que classicamente sao fungoes vetoriais simples, devem ser reinterpretados em termos de operadores quanticos.
Classicamente a componente do campo elétrico E,(z,y, z,t) é uma fungio escalar do espago e do tempo, en-
quanto na mecanica quantica devemos substitui-la por um operador Ex, que é uma matriz de dimensao infinita,
dependente do espaco e do tempo. Esse operador é responsavel pela criacao e aniquilagao de fétons, que sao as
particulas associadas ao campo eletromagnético.

Vamos tentar colocar alguns limites ao eletromagnetismo classico agora. Em primeiro lugar, a teoria eletro-
magnética cldssica pressupoe a existéncia de cargas puntuais. Entretanto uma carga puntual tem dimensao
nula, volume nulo e energia prépria infinita pois a densidade de carga ¢é infinita no ponto onde esté localizada
a carga. Experimentalmente ¢ estabelecido que a lei de Coulomb varia na forma 1/r2. Desse modo, para uma
carga puntual o campo elétrico em r = 0 deve divergir, tendendo ao infinito, e entdo nao poderiamos usar o
eletromagnetismo como conhecemos em r = 0. Esse problema de definicdo de objetos puntuais nao é exclusivi-
dade da teoria eletromagnética e tem resistido a todas as tentativas de solucao nas teorias da Fisica. Para fins

de estimativa grosseira, a energia de auto-interagao associada a uma carga elétrica —e é dada por:

1 e?
U= — 1.1
471’80 To ( )

onde rg é o raio do elétron. Idealmente ryp = 0 e entao teriamos energia de auto-interacao infinita. Associar ao
elétron um raio finito leva ao problema de coesao interna, que ja foi abordado por Abraham e Lorentz, dentre
outros, sem sucesso. Omitindo o problema da coesao interna, se toda a energia de auto-interacao cuja origem

é eletromagnética puder ser associada & energia de repouso mc? da particula, temos:

1 €2
2
= — 1.2
me 471'60 To ( )
de onde resulta:
L ¢ o ogx10-1 (1.3)
To = — ) Z. m . .
0 4dmeg mc?

Esta distancia representa um limite de validade que nos mostra o quao préximos poderiamos chegar de um elétron
para medir o campo eletromagnético classico pelas leis classicas. Quando entramos dentro do elétron, ou seja,
para distancias menores do que ry ha forcas que nao conseguimos compreender a partir do eletromagnetismo
classico, como a origem da coesao interna. Ou convivemos com a carga puntual e a existéncia de divergéncias
(valores que vao a infinito), ou ndo conseguimos estabelecer a origem da coesdo interna. Consideragdes de
natureza quantica e dados experimentais atuais corrigem algumas distor¢oes e impoe para o raio eletréonico um
limite muito menor do que o valor de ry classico, aqui estimado. Usualmente as escalas de distancias envolvidas
nas interagoes eletromagnéticas entre cargas sao bem maiores do que o raio classico do elétron rg e nunca
chegamos tao proximos das cargas quanto o valor de rg para medir os campos. O ndmero finito de elétrons
em um atomo deve se distribuir dentro de uma esfera de raio ~ 1071%m, o tamanho tipico do dtomo, o que

faz com que os elétrons fiquem bem distantes uns dos outros e mesmo do niicleo, de raio 10~!%m, quando
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comparado a distancia rg. Portanto podemos ficar tranquilos quanto a distancia minima de uma carga para a
qual o eletromagnetismo classico é vélido.

O eletromagnetismo classico deve ser substituido pela eletrodinamica quantica no limite em que evidencia-
se a dualidade onda-particula e o cardter corpuscular da luz. De fato, na maioria das aplicagdes rotineiras
em sistemas de comunicacao ou no estudo de propriedades fisicas da matéria no espectro de radiofrequéncias
(RF) podemos utilizar o eletromagnetismo cldssico porque o nimero de fétons associado aos campos num
dado volume considerado é tao grande que é praticamente impossivel observar a granulosidade da luz, ou seja,
ver que ela é constituida de pequenos graos de energia. Podemos fazer a analogia com um fluido, constituido
verdadeiramente por dtomos e moléculas, entes inerentemente discretos, mas para um grande nimero de dtomos
no limite macroscépico, o carater atomistico do fluido fica mascarado e é possivel assumir que o mesmo é um meio
continuo cuja descricao passa a ser feita por equacoes diferenciais parciais para um campo de velocidades. Para
que o eletromagnetismo classico seja valido é importante também que a interagao do campo eletromagnético
com a matéria possa também ser tratada do ponto de vista puramente ondulatdrio, o que ocorre quanto fétons
individuais nao possuem energia suficiente para produzir transicoes eletronicas entre niveis de energia distintos
nos atomos ou moléculas ou ainda promover elétrons de uma banda de energia de valéncia para uma banda
de condugdo em um meio material. A minima energia necessaria para promover um elétron de uma banda de
energia de valéncia para uma banda de energia superior de condugao, criando um buraco na banda de valéncia
e um elétron na banda de conducao, ambos portadores de carga, é a diferenca entre o nivel maximo de energia
permitida da banda de valéncia e o nivel minimo de energia da banda de condugao e é denominada bandgap.
A relacdo de Planck estabelece que, para um tnico féton, a relagao entre frequéncia w da onda e energia Ey do
féton é dada por:

Ef =hw=hf, (1.4)
onde h = 6,626 x 1073*J.s é a constante de Planck (A = h/(27)). Por exemplo, o silicio cristalino é um
semicondutor cujo gap de energia vale aproximadamente 1eV, correspondendo a um comprimento de onda de
radiacao de 1,24um, que esta na faixa do infravermelho. Nessa situacao, a interacao do campo eletromagnético
com o meio material nao pode mais ser inteiramente considerado sob o aspecto ondulatério, e portanto classico.

Para uma analise de nimero de fétons tipica em sistemas cldssicos, consideremos por simplicidade uma
fonte isotrépica que emite uma poténcia Py na forma de ondas eletromagnéticas esféricas, distribuindo P
uniformemente sobre a superficie de uma esfera, cuja drea vale 47r2, 4 medida que as ondas se propagam
radialmente para fora da fonte. Desse modo, a uma distancia r da fonte podemos calcular a densidade de

poténcia que é transportada pelas ondas esféricas geradas pela fonte:
A2

A quantidade S estd associada ao médulo do vetor de Poynting S = E x H emitido pela fonte, onde E e H sao os

(1.5)

campos elétrico e magnético da onda, respectivamente. O significado fisico de S sera discutido detalhadamente
mais adiante, mas podemos antecipar que corresponde a uma densidade de corrente de energia, ou seja, mede a
quantidade de energia Er que atravessa uma drea A em um intervalo de tempo At, na forma S = Er/(AAt).
Dessa ultima equacgao é facil obter a energia Er = SAAt presente em um volume V = Adl, sendo dl = cAt a

distancia percorrida por um féton com velocidade ¢. De maneira explicita, temos:

Er = %v . (1.6)

O ntmero médio de fétons N presente no volume V serd dado simplesmente pela razao entre a energia total

Er e a energia de um féton, ou seja:
. Er P()V

N=ZF_ 0¥
E;  Awchwr?
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Admitindo um volume de referéncia da ordem V = A3 onde A = ¢/f = 2mc/w é o comprimento de onda

associado, obtemos:
_ 27T202P0
 hwir?
Para uma tipica estacdo radio-base (ERB) de telefonia celular operando na frequéncia de microondas f =

(1.7)

1800MHz e emitindo uma poténcia de 100W, a uma distdncia da antena da ERB de » = 1000m o nimero de
fétons N no volume V = A3 é da ordem de 10%. Portanto é perfeitamente aceitdvel omitir o carater discreto
da radiacao, uma vez que o nimero de fétons é muito grande e uma pequena incerteza quanto ao nimero
verdadeiro fard pouca diferenga, ou seja, o cardter granular da radiagdo nao serd facilmente perceptivel [1.2].
o eletromagnetismo classico é uma teoria estatistica do comportamento de um grande nimero de fétons onde
uma pequena incerteza no numero de fétons torna-se irrelevante, o que ocorre para a maioria das aplicacoes
praticas.

Finalmente, podemos demonstrar que o alcance infinito da interagao eletromagnética estd associado ao fato
de que, dentro dos limites experimentais conhecidos, a massa de repouso do féton pode ser considerada nula.
Conforme proposto por Yukawa, podemos assumir para um potencial de interagdo esfericamente simétrico a

seguinte forma genérica:
670”"

B(r) = do :

r

onde ¢y é constante e « = 1/L corresponde ao inverso da distancia de alcance L da interagdo. Se o = 0 o
alcance ¢ infinito. E sabido que uma particula livre relativistica de massa m deve satizfazer a seguinte relagao
de dispersao:
Ej _ 2 2 2

2 =P +mec (1.8)
onde F ¢ a energia total da particula e p o seu momento linear, ¢ é a velocidade da luz no vacuo. Para a obtengao
da equagao de ondas relativistica da mecanica quéantica valemo-nos da prescrigao usual em que substituimos
E — ihd/0t e p = —ihV , introduzindo ainda uma fungao de ondas ¥(x,y,z,t). A rigor, toda particula

obedecerd na mecanica quantica relativistica, independentemente do seu spin, a seguinte equacgao:

1 02 m2c?
2 _
(v - 62({%2> \I’(l’,%z’t) - B2 ‘I’(x,y,z,t) . (19)
Suponha que ¥ é a fungdo de ondas do féton. Para o regime estatico, as derivadas temporais sdo nulas e temos:
) 2.2
\Y \I](Ivyaz7t) = ?\If(x,y,z,t) ) (110)
cuja solucao esfericamente simétrica é da formas:
e—ar
U(r) =Ty , (1.11)
r

exatamente como proposto por Yukawa, com constante o = me/h. Nesse caso, para L — 0o, ou seja, para que
o eletromagnetismo tenha alcance infinito, é necessario que o = 0, o que implica que a massa de repouso do
féton, m, deve ser nula, conforme inicialmente mencionado. Nessa linha de raciocinio, com base no alcance da
forga nuclear forte Yukawa inferiu a existéncia de uma particula mediadora da forga forte, o pion (méson pi) e

determinou a sua massa aproximada.

1.3 O Espectro Eletromagnético e Suas Aplicagoes

Tendo em vista o impacto causado pela teoria eletromagnética poderiamos dizer que a histéria moderna e

contemporanea da humanidade pode ser dividida em Antes e Depois de Maxwell. O impacto causado pelo



17

dominio dos fenémenos eletromagnéticos pode ser observado em toda parte, desde a iluminacao das casas e das
vias publicas até a forma como nos relacionamos com as pessoas. O desenvolvimento das telecomunicagoes é um
marco tao relevante que os astréonomos que buscam vida inteligente fora do nosso planeta classificam as possiveis
civilizagoes existentes fora da Terra em duas categorias: as que ja chegaram as comunicagoes eletromagnéticas
e as que ainda nao a dominam, sendo assim impossivel rastred-las. Dentre toda a gama de aplicagoes os mais

importantes exemplos sao:

- os sistemas de poténcia, responsaveis pelo fornecimento de energia para industrias, residéncias, etc. Uma
imensa variedade de dispositivos e maquinas, como motores e geradores, sao vastamente empregados.
Para levar a energia de um ponto a outro sao utilizadas linhas de transmissao de energia. Tanto motores,
aquecedores e outros equipamentos de uso industrial quando pequenos aparelhos domésticos (liquidificador,

secador de cabelo, televisor, lampadas, etc) utilizam energia elétrica;

- equipamentos biomédicos em geral, desde os sistemas de monitoramento de fungoes vitais de um paciente
a aparelhos cirirgicos, passando pelos lasers cirdrgicos, fontes de raios X e tomédgrafos, que requerem o
dominio de vérios fenémenos eletromagnéticos para serem compreendidos. A preocupacgdo na medicina

inclui as instalacoes de poténcia e aterramentos;

- sistemas de uso militar, como radares de microondas para deteccao de alvos, rastreamento e monitora-

mento, armas de pulsos eletromagnéticos, navegacao aérea e maritima, e outros;

- sistemas de comunicacoes de todos os tipos, abrangendo um amplo espectro de frequéncias, desde ondas
curtas em RF até os sistemas épticos, passando pela radiodifusdo e transmissdo de TV, TV a cabo,
telefonia movel e fixa, internet e comunicagoes via satélite. O mercado das comunicagoes é um dos mais
importantes da economia mundial, tendo modificado significativamente a forma como enxergamos o mundo

e nos relacionamos;

- sistemas de radar e posicionamento civis, como o GPS, aplicagoes de comunicacao e radar de policia,

navegacao comercial em aeroportos e outros;

- sensoreamento de diversos tipos, utilizando transdutores cujo sinal de saida é sempre um sinal elétrico

(para medir temperatura, movimento, campos, etc);

O espectro eletromagnético estd organizado por faixas de frequéncias cujas caracteristicas apresentam certas
semelhancas de propagacao e efeitos fisicos sobre a matéria usual e vai idealmente desde zero até infinito. A
Figura 1.8 ilustra de modo geral o espectro eletromagnético. No Brasil a agéncia que regulamenta a utilizagao
do espectro, sobretudo na faixa denominada Radiofrequéncia (RF), que se estende de 0 a 300GHz é a ANATEL.

Convencionou-se internacionalmente dividir o espectro de RF em uma escala de poténcias de 10 na forma
3x10" < f <3x 10" Hz, onde n = 0,1,2,... é um inteiro, de tal forma que, adotando-se a velocidade da
luz no vécuo como cg = 3 x 108m/s e utilizando-se a expressdo A = ¢/ f as faixas em termos do comprimento
de onda X ficam dadas por 1087 > A > 10" "m.

A faixa de frequéncias denominadas de ELF (termo do inglés Extremely Low Frequencies ou Frequéncias
Extremamente Baixas, também denominadas ondas megamétricas) corresponde a 30 < f < 300 Hz, ou em
termos de comprimentos de ondas, 10* > X\ > 10® km. Nesta faixa estd frequéncia da rede elétrica, que é
de 50 ou 60Hz, dependendo do pais. No Brasil adotou-se 60Hz, que correponde a um comprimento de onda
A = 5000km.

A faixa seguinte é denominada VF (Voice Frequencies ou Banda de Voz), correspondendo a regiao 300 <

f <3000 Hz, ou 102 > X > 10%km. O som audivel para algumas pessoas vai até 15 — 20kHz, porém a telefonia
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Figure 1.8: O espectro eletromagnético.

analégica, hoje praticamente em desuso, definiu a banda base de voz até 3400Hz, com transmissd@o por par
metalico e chavemento por relés. Na sequéncia aparecem as ondas muito longas ou VLF (do inglés Very Low
Frequencies), correspondendo a faixa 3 < f < 30 kHz(10% > X\ > 10km), e as ondas longas ou LF, na faixa que
compreende o espectro 30 < f < 300 kHz (10 > X > 1km) As faixas de VLF e de LF acima citadas encontram
aplicacbes sobretudo militares, para comunicagdo submarina, por exemplo. Ainda hé a emissdo de sinal de
relégio padrao em 125kHz e atualmente tem aplicages na tecnologia de RFID (sistemas de identificagdo por
RF, utilizados em etiquetas e cartdes de variados usos).

Os sistemas de comunicagao civil comegam a aparecer em grande escala a partir do espectro de ondas médias
ou MF, que esta na faixa 300 < f < 3000kHz(1000 > A > 100m). Além do broadcasting de AM (usualmente
a faixa se extende de 550kHz a 1850kHz), essa faixa é amplamente empregada na radionavegacdo. Até aqui
o fenémeno de propagacao envolve um tipo de ondas chamadas ondas de superficie, que tem o campo elétrico
orientado verticalmente em relagao ao solo e é guiado pela curvatura da Terra. Para as frequéncias mais altas,
no MF principalmente, comecam a ocorrer efeitos de ondas celestes, em que as ondas propagam-se até a camada
superior da atmosfera terrestre denominada ionosfera, sendo ai refratadas de volta, bem como ondas de visada
direta.

As ondas celestes por reflexdo ionosférica tem grande importancia para a propagacao de sinais nas ondas
curtas, ou HF, que corresponde a faixa de 3 < f < 30 MHz(100 > A > 10 m). A variabilidade da altitude
da camada ionosférica com a hora do dia, a estacao do ano e as coordenadas de latitude e longitude produzem
efeitos muito significativos no alcance dos sinais, fato percebido por qualquer radioamadorista. Esta faixa é
destinada para vérias aplicacoes de radionavegacao, broadcasting de rddio e comunicacoes de longa distancia
(eventualmente continentais) por ondas celestes (denominadas ainda de ondas ionosféricas).

As ondas de VHF, ou ondas muito curtas, que se extendem na faixa 30 < f < 300 MHz(10 > A > 1
m) se propagam sobretudo por visada direta, podendo ainda ser ondas celestes até préximo de 50MHz. Esta
faixa permite o broadcasting de TV, e tem na radiodifusao de FM, que compreende a faixa 88 — 108MHz no
Brasil, uma de suas principais aplicagoes. Telefonia, comunicagoes de policia e radionavegacao sao aplicagoes
caracteristicas do VHF.

A préxima regiao do espectro de RF, onde predomina a propagacao em visada direta, denomina-se Faixa

das Micro-ondas, que compreende uma ampla regido de 300MHz < f < 300GHz, ou 1lm > A > lmm.
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Pode-se dizer que nas aplicagbes atuais as micro-ondas constituem a faixa mais relevante do espectro de RF,
permitindo desde a telefonia celular até os sistemas de radar, bem como o estudo de materiais e moléculas
através de ressonancias tipicas que aparecem nessa regiao, devido a modos de vibragao molecular. Por ser
bastante grande, costuma-se dividir as micro-ondas em sub-faixas. A primeira delas é o UHF, que compreende
0,3 < f < 3GHz(100 > X > 10cm), e tem aplicagoes em radares, canais de TV, o forno de micro-ondas,
que opera especificamente em 2,4GHz, a internet wireless, que utiliza-se de uma banda em torno de 2,4GHz,
comunicagoes via satélite e principalmente a telefonia movel celular, atualmente nas faixas de 900MHz, 1800MHz
e 2100MHz.

Encerrando o espectro do RF, as ondas de SHF, na faixa 3 — 30GHz, e de EHF', na faixa 30 — 300GHz,
tém importantes aplicagoes de radar, teleguiamento, comunicacoes militares e via satélite, bem como outras

aplicagoes de curta distancia.

.

E importante notar que na faixa de micro-ondas hé outra forma de subdivisdo espectral que nao segue
o padrao de poténcias de 10 aqui empregado, porém comumente mencionadas na literatura da area. Sao as
bandas L (1-2GHz), S (2-4GHz),C(4-8GHz),X(8-12GHz), Ku(12-18GHz), K(18-27GHz), Ka(27-40GHz), R(26,5-
40GHz), Q(33-50GHz), V(40-75GHz), W(75-110GHz) e Ondas Milimétricas (110-300GHz).

A regiao abaixo do espectro visivel e acima das micro-ondas é denomindada genericamente de espectro
infravermelho IR (InfraRed) e situa-se na faixa 0.3-375 THz(100 > A > 0,8um). O espectro IR é, por sua vez,
subdividido em outras faixas. POr exemplo as Ondas Submilimétricas compreendem a faixa 300-3000 GHz,
que também é denominada radiacdo de terahertz ou banda T, ainda pouco explorada. Possiveis aplicagoes

para a banda T estao nas areas médica, quimica e bioquimica.

O chamado IR préximo, que fica somente um pouco abaixo do espectro visivel, tem importantes aplicagoes
na medicina e nas comunicagbes épticas. Tipicamente a fibra dptica opera nas faixas de 0,9um , 1.3um e

1,55um , denominadas primeira, segunda e terceira janelas épticas, respectivamente.

Considera-se Espectro Visivel aquele faixa do espectro perceptivel pelo olho humano, embora outros seres
vivos possam enxergar em regioes espectrais ligeiramente diferentes. Somos capazes de detectar através da
visdo ondas na faixa de 375 a 790 THz ou seja, 800 > A > 379 nm. Os valores considerados podem variar
ligeriamente. As principais aplicacoes e estudos associam-se ao estudo da propagao de ondas de luz visivel,
com objetivo de produzir materiais opacos ou mais transparentes, espelhos e lentes para cameras fotograficas,
telescopios e microscopios, bem como as aplicagoes em oftalmologia, que se ocupa do estudo da fisica e fisiologia
do olho. O estudo pormenorizado da luz visivel visa o melhoramento de lentes corretivas, aplicacoes de laser em
cirurgias corretivas, dentre outras possibilidades. Como aplicagdes meramente tecnoldgicas podemos citar os
mouses dpticos, cortes a laser, seméforos, comunicacao de tltima milha em fibras plasticas, etc. E importante
mencionar que a frequéncia f da luz visivel aumenta (e por consequéncia A = ¢/ f diminui) do vermelho para o

violeta, passando pelo verde e o azul.

Finalmente chegamos a uma regiao do espectro a partir da qual a radiagao tem a capacidade de produzir
ionizacao de dtomos e moléculas, sendo portanto denominada radiagao ionizante. Até o espectro visivel
considera-se que a radiagao nao tenha condigoes de ionizar a matéria, embora em altas intensidades, a ionizagao
pode ocorrer em frequéncias relativamente baixas. No entanto, na radiacdo ionizante o aspecto corpuscular
de féton na interacdo da luz com a matéria ndo pode jamais ser negligenciado. A radiac@o ionizante menos
energética estd na regido denominada de Ultravioleta (UV) que situa-se na faixa 790-22500 THz, ou 379 — 13
nm. Ela jad é capaz de ionizar gases atmosféricos e pode causar danos a satude, porém tém aplicagoes em
medicina, fabricagao de dispositivos, gravacao 6ptica de memérias eletronicas reprogramaveis, etc. Ja os Raios

X e Raios Gama estdo em frequéncias acima de 22500 THz (ou A < 13 nm) e s@o altamente energéticos e
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ionizantes. Os raios X sao amplamente utilizados em Medicina, em aparelhos de raio X, radioterapia e tomografia
computadorizada, bem como para enxergar a estrutura da matéria, nas técnicas conhecidas como difragao de
raios X. Os raios gama sao tao energéticos que permitem perceber a estrutura do nticleo atomico e estao muito
presentes na chamada radiagao césmica. Utilizando o conceito de fé6ton com energia E = hf, podemos dizer
que a radiacao ultravioleta vai de 3eV a pouco mais que 100eV, os raios X ficam compreendidos entre 100eV e
100keV, enquanto os raios gama, que tem energias maiores do que os raios X, apresentam energias tipicamente
maiores do que 1MeV. Nesse sentido, enquanto os raios ultravioleta tipicamente sao capazes de arrancar os
elétrons de valéncia de um atomo, os raios X produzem ionizagao promovendo a quebra de ligacao dos elétrons
mais internos e mais fortemente ligados ao atomo originalmente neutro. Ja os raios gama sao capazes de
promover transicoes quanticas nos estados fisicos do interior do nucleo, permitindo assim estudar a prépria

natureza do nucleo e seus constituintes internos.
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Chapter 2

Fundamentos Matematicos

A compreensao da teoria eletromagnética em grande profundidade requer o dominio de algumas ferramentas
matematicas imprescindiveis. Sao elas o calculo vetorial, a dlgebra de niimeros complexos e a andlise de Fourier.
A proposta deste capitulo é ser um guia rapido de consulta, contendo os conceitos matematicos essenciais para

o entendimento do eletromagnetismo, bem como os resultados e teoremas mais importantes.

2.1 Particulas e Campos

E sabido que a teoria eletromagnética é uma teoria de campos. Surge imediatamente a pergunta: o que
é um campo? Quais suas propriedades mais essenciais? E imprescindivel ao leitor saber conceituar um campo
e diferencid-lo de uma particula para poder entender o eletromagnetismo corretamente. Para que possamos dar
uma definicao razoavel para um campo é necessario entender em linhas gerais o que é uma particula e quais as
suas diferencgas essenciais com relagao a um campo qualquer.

Uma particula é um ente localizado no espaco, descrito essencialmente por um vetor de estado [r(¢), p(t)],
onde r(t) é a posigao da particula no instante de tempo ¢, em relagdo a um dado sistema de coordenadas, p(t)
é o momento linear da particula, dado pelo produto entre a massa m e a velociade instantdnea v(t) da mesma.
Um exemplo de particula é um carro trafegando em uma rodovia, que para um observador distante pode ser

considerado um ponto material e sua dinamica é determinada pelas leis de Newton:

dzl(:) = % =v(t), (2.1)
dp(t) _
3 F() , (2.2)

onde F ¢é a forca resultante sobre ela no instante de tempo t. Note que o tnico parametro independente é
o tempo t e as coordenadas x(t),y(t), z(t) dependem de t. Nesse caso, o problema traduz-se em resolver um
conjunto de equagoes diferenciais ordinarias, cujas derivadas sao totais em relagao ao tempo. O numero de
graus de liberdade para caracterizar uma particula é, por definicao, finito. Isso significa que para descrever
corretamente a dinamica da particula precisamos, em um dado instante de tempo ¢, de um ndmero finito de
numeros, ditos graus de liberdade, usualmente r(t) e p(t). Quando uma particula puntual é representada no
espaco e parametrizada pelo tempo, o resultado é uma trajetéria dada por uma curva qualquer. A figura 2.1
ilustra essa situagao.

Por outro lado, do ponto de vista da Fisica, um campo é um ente estendido no espago e no tempo, ou seja,
nao pode ser localizado no espaco para um dado instante de tempo. O campo corresponde a uma grandeza
fisica que assume um valor em cada ponto do espago, podendo variar no tempo, tendo portanto infinitos graus

de liberdade, uma vez que o espago forma um continuum. Para poder representar um campo faz-se necessario

21
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Figure 2.1: Exemplo de trajetéria de uma particula do tipo ponto no espacgo. Dado um instante ¢ a particula é um
ente bem localizado no espago pelas suas coordenadas r(t) = [x(¢), y(¢), z(t)]. Para caracterizi-la completamente
sao necessarios os valores da velocidade instantinea v(t), que é sempre tangencial & trajetéria.

utilizar uma funcdo ¥(x,y, z,y,t) parametrizada pelas coordenadas de posicao e de tempo, (r,t) = (z,y, 2, t).
Ao contrario do que ocorre com uma particula, para um campo as coordenadas (z,y,z) sao independentes
do tempo t, e parametrizam o campo juntamente com o tempo. Espago e tempo entram em pé de igualdade
na parametrizagao da fung¢ao do campo. Desse modo, os campos tém sua dinamica descrita necessariamente
por equagoes diferenciais parciais, envolvendo derivadas em relagao ao tempo e ao espago. Os campos podem
ser classificados de acordo com o nimero de componentes necessarios para descrevé-los em escalares, vetoriais
ou tensoriais. Aqui serfo utilizados apenas os campos escalares e vetoriais. Um campo escalar é aquele para
o qual a magnitude caracteriza-o por completo. Em contrapartida, campos vetoriais sdo fungoes orientadas
estendidas no espago-tempo, precisando de médulo, direcao e sentido em cada ponto do espaco e do tempo para
uma descricao completa. No espago de dimensao D, um campo vetorial possui D componentes, orientadas ao
longo dos respectivos eixos do espago. O caso de maior interesse é o espago tridimensional (D = 3). Fungoes
escalares sao representadas por qualquer letra do alfabeto latino ou grego, por exemplo f(z,y, z,t) ou ¢ (z, y, 2, t).
Fungoes vetoriais podem ser expressas de modo geral apresentando uma flecha sobre a letra (latina ou grega),
ou ainda através de uma letra em negrito, como f(x, Y, 2, 1), gz_b'(gc, y,2,t) ou f(x,y, z,t), indicando a necessidade

de orientagao no espago.

Exemplos de campos escalares sdo uma onda de pressdo no ar p(x,y, z,t), que descreve o som, a funcao
de temperatura T'(z,y, z,t) ou o potencial escalar elétrico ¢(z,y, z) utilizado na eletrostatica. Note que este
iltimo é independente do tempo pois trata-se da eletrostatica, e por isso o tempo ¢ foi omitido do conjunto de
parametros necessarios para descrever o campo. Exemplos de campos vetoriais sao intimeros, como o campo
de velocidades v(z,y, z,t) em um fluido, e mais importante para nés, os campos eletromagnéticos E(z, vy, z,t) e

H(z,y, z,t), que serao detalhadamente estudados aqui.
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Figure 2.2: Representacao gréfica de um vetor A = (A,, 4,, A,) em uma posicdo r = (z,y, z) no instante de
tempo .

Enquanto a trajetéria de uma particula pode ser visualizada facilmente no espaco, quando parametrizada
pelo tempo, uma vez que essa trajetéria é uma curva, ou seja, um objeto unidimensional, a visualizagao de
um campo nao é tao trivial, sobretudo se este depender de todas as coordenadas do espaco e do tempo. Em
geral, um campo escalar que depende apenas de uma varidvel espacial, z e do tempo ¢ pode ser representado
através de uma superficie. A figura 2.3 mostra o grafico de um campo (z,t) em funcéo de z e t. Campos cuja
dependéncia envolva trés ou quatro coordenadas ja nao podem ser visualizadas através de um grafico inico. Por
exemplo, uma fungao v (z,y,t) pode ser visualizada no espaco (z,y) em véarios instantes de tempo. A evolugao
temporal dessa funcao produz um ”filme”, contendo os varios quadros que mostram a evolucao temporal da

distribuicao do campo no espago.

Para nao deixar duvida alguma sobre as diferencas entre particulas e campos a figura 7?7 mostra uma
particula e um campo em ¢t = 0 e posteriormente a evolugao temporal de cada um. Note que em t = 0 a
particula esta localizada em um ponto no espaco e & medida que o tempo passa a sua trajetéria descreve uma
curva no plano (z,t), sendo  uma fungdo do tempo. Considerando apenas uma dimenséo espacial, sem perda
de generalidade, o fato de que precisamos apenas do valor de z(0) em ¢ = 0 para localizd-la evidencia que a
particula é descrita por um nimero finito de graus de liberdade. Em contrapartida em ¢t = 0 o campo é funcao
da coordenada espacial x e portanto, uma vez que a variavel x assume valores no continuum, requer infinitos
graus de liberdade (os valores de v para cada valor de x) para ser completamente descrito, produzindo uma

superficie quando mostramos o grafico da evolugao temporal.

2.2 Propriedades e Operacoes com Escalares e Vetores

Aqui vamos apresentar algumas propriedades importantes nas operacoes de soma, produto e diferenciagao de

campos escalares e vetoriais.
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Figure 2.3: Visualizagdo de um campo v (z,t) em funcdo de x e t. A representacdo gréfica do campo produz
uma superficie.

(a) x(t) (b)
t=0
Particula
. e
|\ '
wio (© wix,) (d)
A
/ =0
Campo / "
x
X

Figure 2.4: Particula versus campo: em (a) uma particula é ilustrada em ¢ = 0 e em (b) a sua trajetéria x(t)
em fungdo de t. Em (¢) um campo é ilustrado em ¢ = 0 em fungéo de z e em (d) a evolugdo temporal desse
campo € ilustrada, gerando assim uma superficie.

2.2.1 Propriedades Basicas de Escalares

Dentre as propriedades mais essenciais de um campo escalar estd a a comutatividade das operacoes de soma e

produto. A diferenciacao segue as regras usuais do calculo. Para duas quantidades escalares ® e ¥ temos as
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seguintes propriedades validas:

V+d=4d+ T (2.3)
TO=0 U (2.4)
0 0P ov
am@@ywmw+¢%i (2.5)
0 od oV
6l‘i ((I) + \I’) o 6331 + (9331‘ (26)

onde z; é uma componente do sistema coordenado utilizado (x1,x2,x3) ou o tempo t.

2.2.2 Propriedades Basicas da Soma de Vetores

A operagao mais basica que podemos realizar com vetores é a soma. A soma de vetores é associativa, distributiva

e comutativa. Sejam os vetores A, B e C, entao:

A+B=B+A, (2.7)
A+(B+C)=(A+B)+C=(A+C)+B, (2.8)
A-B=A+(-B), (2.9)

onde vetor —B tem a mesma magnitude e direcao de B porém com sentido contrario.

i

Figure 2.5: Representacao Gréfica da Soma de Vetores.

Na Figura 2.2.2 mostramos a regra do paralelogramo, um método gréafico simples para adicionar vetores,

util para visualizagao em alguns problemas.

2.2.3 Produtos Vetoriais e Suas Propriedades

Diferentemente das fungoes escalares, para as quais sé é possivel definir um tnico tipo de produto, os produtos
entre dois vetores admitem dois tipos: o produto escalar, na qual dois vetores sao multiplicados de tal forma
a resultar em uma quantidade escalar, e o produto vetorial, no qual dois vetores sao combinados por uma
multiplicacdo cujo resultado é também um vetor. As propriedades desses produtos ndo sdo iguais quanto a
comutatividade.

Produto Escalar
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O produto escalar de dois vetores resulta em uma quantidade escalar. Define-se produto escalar da seguinte

maneira:

A-B=|A[[B|cost = A1 B, + A2 By + A3 B3 (2.10)

onde 6 é o angulo formado pelos vetores A e B. Podemos interpretar esse produto como a projecao do vetor A
sobre o vetor B e vice-versa.

O produto escalar é comutativo, ou seja:

A-B=B-A (2.11)

Al cos6

Figure 2.6: Produto Escalar: projecao de um vetor sobre o outro.

A Figura 2.2.3 mostra os dois vetores A e B, e o dngulo 0 formado entre eles. Do produto escalar podemos

determinar a magnitude de qualquer vetor real:
A-A=|AP

de onde tiramos portanto que:

Al = VA A (2.12)

Podemos generalizar a equagao acima para o modulo de um vetor complexo A, em que as componentes do vetor

sao fungoes complexas, escrevendo uma quantidade positiva definida na forma:
|A|=VA*-A>0. (2.13)

que representa o médulo ou magnitude desse vetor complexo.
Produto Vetorial

Define-se o produto vetorial da seguinte maneira:

AxB= é]_(AQBg — A3B2) + éz(AgBl — AlBg) + 53(14132 — AQBl) (214)
|A x B| = |A||B|sin 6 (2.15)

onde A é o angulo formado pelos vetores A e B. Este produto pode ser interpretada como o vetor area do

paralelogramo que pode ser formado pelos dois vetores, sendo que o vetor resultante é ortogonal aos outros dois.
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Regra da Mao Direita

Figure 2.7: Produto Vetorial: o médulo é a drea do paralelogramo definido pelos vetores, |a x b| = |a||b]| sin .

O produto vetorial nao é comutativo, ou seja, a ordem dos vetores importa na multiplicacao, e temos:
AxB=-BxA (2.16)

Mostramos esquematicamente na Figura 2.2.3 um método grafico para determinar a direcao e sentido do
vetor resultante, no produto vetorial. O método é o do parafuso, ou da mao direita. O produto vetorial de A
com B tem magnitude |A| |B|sin@, onde 6 é o angulo formado pelos dois vetores. A dire¢do do vetor resultante
é ortogonal a A e B simultaneamente. Para determinar o sentido é que usa-se a regra do parafuso. Devemos
rodar o vetor A em direcao ao vetor B, e entao utilizar a conhecida regra da mao direita ou do parafuso. Cria-se
uma parede imaginaria, na ponta do parafuso e entao, roda-se o parafuso no mesmo sentido que fizemos com o
vetor A. Se o sentido for horario, o parafuso entra na parede hipotética e entao, o sentido é para cima, ou para

dentro da parede. Em caso contrério, trocamos o sinal.

2.2.4 Vetores Unitarios

Um vetor unitdrio é utilizado sempre que queremos caracterizar uma direcao e sentido, apenas. Dessa forma,
um vetor unitario adquire magnitude unitdria, tem apenas direcao e sentido. Podemos caracterizar qualquer
vetor de magnitude diferente de 1 através de vetores unitarios. A defini¢ao segue abaixo:

. A

aAA = m (217)
onde 45 é um vetor de magnitude 1 na direcao e sentido do vetor A. Note que para um outro vetor qualquer
paralelo a A mas com magnitude diferente de |A[, o vetor unitdrio resultante é o mesmo. Por isso a importancia
do vetor unitario: podemos caracterizar um vetor qualquer por sua magnitude vezes o vetor unitario, que contém
a informacao de direcao e sentido do vetor apenas.

No espaco tridimensional R? definem-se trés vetores unitarios (41,42, 43) ortonormais entre si, que formam

uma base de vetores unitarios completa para a caracterizagao de quaisquer outros vetores do espago tridimen-

sional. As propriedades de produto escalar e produto vetorial entre esses vetores ficam definidas abaixo:

a4y =0 (2.18)

5.1 X éj = Eijkék (219)
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onde J;; ¢ a funcao de Kronecker e €55 ¢ o tensor de permutagao:

1 i=j
5”_{ 0 it) } (2.20)
1  ijk=1,2,3 e permut. cicl.
gijk =< —1 4jk=2,1,3 e permut. cicl. (2.21)

0 i=jouit=kouj==k

Na forma explicita temos:

Ay Ay =g -Ap =43 43 =1 (2.22)

Ay Ay =4y A3 =43 -8, =0 (2.23)

41 XA; =Ay XAy =Aaz3 xaz3=0 (2.24)
47 X Ay = a3 = —4s X a3 (2.25)

g X A3 = 4y = —a3g X as (2.26)

43 X 41 = 4 = —4; X a3 (2.27)

2.3 Sistemas de Coordenadas e Transformacoes entre Sistemas

Existe uma infinidade de sistemas coordenados, dos quais, os mais uteis e usuais sdo os sistemas cartesiano ou
retangular, cilindrico circular e esférico. Como dito anteriormente, um vetor nao depende do sistema coordenado
que estd sendo utilizado, e por isso, é importante levar em conta as simetrias do problema a ser resolvido e

optar pelo sistema de coordenadas mais adequado.

2.3.1 Coordenadas Retangulares (z,y, z)

Este sistema é o mais convencional. Para caracterizar um ponto utilizamos 3 nimeros (z,y, z) que representam
simplesmente profundidade, largura e altura, em relagado a uma origem (0,0, 0).

Um vetor A qualquer nessas coordenadas é representado por:
A = A4+ Aya, + A4, (2.28)
sendo (&x, &y, 4,) os vetores unitdrios nessa representagao:

By Ay —Ay -4, —4,-4, =1
By Ay =8y -8, =8, 8, =0

dy Xy =4, x4, =4, x4, =0

4y X &y = 4, = —4y X &4
a, X 8, =8y, = —4, X &
4, X x = &y = —8y X 4,

Elemento diferencial de comprimento, area e volume

dl = dz ax + dy &y + dz &, (2.29)
dS = dy dz ax + dz dz &, + dx dy &, (2.30)
dV =dz dy dz (2.31)
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Figure 2.8: Sistema de Coordenadas Cartesianas.

-~
-~

Onde devemos tomar cuidado sempre com o sinal de dS, pois um elemento de drea aponta sempre para fora da

superficie. Um elemento diferencial de drea é sempre obtido através de
dS =dl; x dlg

ou seja, o produto vetorial entre dois elementos de comprimento, por isso o vetor area é sempre perpendicular

a superficie. J4 um elemento diferencial de volume é dado por um produto triplo de vetores.

dV =dx dy dz &x - (&y X &,) =dz dy dz

2.3.2 Coordenadas Cilindricas (p, ¢, 2)

Este sistema é muito til em problemas de simetria cilindrica. Para caracterizar um ponto utilizamos 3 nimeros
(p,p, 2) que representam simplesmente uma distancia radial em relacdo ao eixo z, dado por p, um angulo
azimutal ¢ em relagao ao eixo x e uma altura z.

Um vetor A qualquer em coordenadas cilindricas é representado por:
A=A4,+A,a,+ A4, (2.32)
sendo (&,,4,,4,) os vetores unitdrios nessa representacgao:

a,-4,=4a,-4,=4a,-4,=
a,-4,=4,-4,=4,-4,=

a,xda,=a,xa,=4a,xa, =0
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Figure 2.9: Sistema de Coordenadas Cilindricas Circulares
Elemento diferencial de comprimento, area e volume

dl=dp a, + pdy a, + dz &, (2.33)

dS = pdy dz &, + dp dz &4, + pdp dy a, (2.34)

dV = pdp dyp dz (2.35)

2.3.3 Coordenadas Esféricas (r,0, ¢)

Este sistema é 1til em problemas de simetria esférica. Para caracterizar um ponto utilizamos 3 ndmeros (r, 6, )
que representam simplesmente uma distancia radial em relagdo ao ponto (0,0,0), e dois angulos 6 e ¢ que
caracterizam o ponto através da inclinacao de r em relacao aos eixos x e z, respectivamente.

Um vetor A qualquer nessas coordenadas é representado por:
A=A 4 +A) a9+ A, a, (2.36)

sendo (&r,&4,4,) os vetores unitarios nessa representacao:

4 -4, =89 -4y=4a,-a,=1 (2.37)

4 -4y=489-4,=4a,-4,=0 (2.38)

4 X &, =8y xdg=4a,xa,=0 (2.39)
A, X &g =8, = —4y X & (2.40)

dp X &, = &, = —4, X 4y (2.41)

A, X &, =89 = —&, X &4, (2.42)
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Figure 2.10: Sistema de Coordenadas Esféricas.

Elemento diferencial de comprimento, drea e volume

dl =dr a, +rdf ay + rsinf dy a, (2.43)
dS = r*sin6 df dp a, +rsind dr dp ap + rdr df a, (2.44)
dV =r*sin dr df dy (2.45)

2.3.4 Transformacgoes entre Coordenadas

Como dito anteriormente um vetor pode ser representado, equivalentemente, em diferentes sistemas coordenados.
O vetor é independente da representacao, mas suas componentes dependem dela. Muitas vezes um vetor estd
representado em um sistema de coordenadas e desejamos converter suas componentes para outro sistema de
coordenadas. E o que demonstraremos aqui. Dado um vetor A, a representacao de A em um sistema coordenado

é obtida pela projecao de A sobre cada um dos vetores unitarios do sistema adotado, ou seja,

A= (A -a;) 4 + (A a) ax+ (A-4a3) ag
= (A-ay) 4, + (A -4y) &y + (A -4,) &,
=(A-a,)a,+ (A 4, a,+ (A 4,4,
= (A-a) A+ (A-4y) &+ (A -4,) &, (2.46)

portanto a componente A; de um vetor, num sistema coordenado com vetores unitarios (a1, a2, as) serd dada
por:

Ai=A-4

Transformacao entre coordenadas cartesianas e cilindricas
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Para a transformacao de coordenadas (z,y,z) — (p, ¥, 2), temos:

p=+z2+y? (2.47)

@ = arctan (%) (2.48)
z=2z (2.49)
ou (p,p,z2) = (z,y, 2):
x=pcosy (2.50)
y = psinp (2.51)
z=2z (2.52)

Dado um vetor A cuja representacao em coordenadas retangulares é conhecida:
A=A, a+A,4a,+ A, &,

queremos a sua representacao em coordenadas cilindricas. Para tanto devemos projetar o vetor nos vetores

unitdrios das coordenadas cilindricas:
A,=A-a,=A4,a,-a,+A,a,-8,+A4,4, 3,
A, =A-a,=A,4,-4,+A,4,-4,+ 4,4, -4,
A, =A-4, =A,4,-a,+A,4,-4,+A,4,- -3,

e que podemos escrever em termos de uma equagao matricial:

A, a5 -4, ay-a, 4&a,-a, A, A,
A, | = | ax-a, a,-a, a,-a, A, | =U| Ay (2.53)
A, ax -8, ay-4, 4a,-a, A, A,

onde U é a matriz de transformacao

U= ay-a, ay-a, a,-a,
ax -4, ay-a, 4a,-a,
Uma vez conhecida essa transformacao, podemos obter a transformagao inversa, que significa que conhecemos
o vetor A em coordenadas cilindricas inicialmente e o projetamos na representagao cartesiana. E possivel fazer

a andlise novamente, ou inverter diretamente a matriz U de forma que:

Ap Az AI AP
A, | =U| A, |« | A | =U1| A, (2.54)
AZ Az AZ AZ

Vamos agora utilizar um principio fisico: o vetor A possui a mesma magnitude, ndo importa a representacao,
ou seja, a matriz de transformacao deve preservar a norma do vetor. Isso s6 pode ser feito através de uma

matriz unitaria, que é aquela, em que a transposta conjugada é igual a inversa da matriz original, ou:
uUt=UU=1-U"=U"

e o sinal T denota transposta conjugada.
Como os vetores unitarios que estamos utilizando sao todos reais, a transposta conjugada acaba sendo

simplesmente a transposta.

URet - Cil)=| ax-a, a,-4, a,-a,
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45 -4, ax-a, Aax-4a,
U(Cil = Ret) = U ' (Ret — Cil) = UT(Ret —Cil)=| a,-4, a,-a, a,-a,
a,-a, a,-a, 4&,-a,
Podemos generalizar o resultado acima, para a transformagcao entre dois sistemas de coordenadas S(&;, 42, a3)

e S'(a), ah,a;):

1 Ay Ay 1
h|=U| A | & | A | =U"| A4 (2.55)
3 Az Az 3

sendo
a;-ay ajp-az ag-asg

a3'511 a3‘€12 33'53

e Ut é a matriz transposta de U, que é igual a sua inversa.

Devemos agora calcular os produtos escalares entre os vetores unitarios das coordenadas cilindricas e carte-
sianas:
4, -8y =cosp Aa,-ay =sinp &a,-a4,=>0
4, -85y = —sinp 4&,-4, =cosp 4&,-4,=0
a, -4, =0 a,-4,=0 a,-a,=1

(2.57)

e entdo podemos escrever explicitamente a matriz U(Ret — Cil), cuja transposta d& a transformacio inversa:

cosep sing 0

URet - Cil) = [ —sing cose 0 (2.58)
0 0 1
cosp —singp 0

U(Cil - Ret) = | sing cosp O (2.59)
0 0 1

Com base nestas matrizes agora é facil escrever os vetores unitdrios de uma base, em termos da outra:
a, = COosSp ax +sinp ay
a, = —sIny ax + cosy ay
a, = a, (2.60)
ou
4y =cosp 4, —sinyp a,
ay =siny a, +cosp a,
i, = a, (2.61)

Como o procedimento foi aqui demonstrado, nao iremos dar detalhes para as proximas relagoes de trans-

formagao, ficando como exercicio para o aluno interessado e apenas os principais resultados serao mostrados.

Transformagao entre coordenadas cartesianas e esféricas

Para a transformagao de coordenadas (z,y,2) — (1,6, ¢), temos:

r = 2 + y2 + y2 (262)

6 = arccos (;) (2.63)

p = arctan (%) (2.64)
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ou (r,0,0) = (,y, 2):

x =rsinfcosp

y =rsinfsiny

z=rcosf
enquanto para a matriz U temos
A, Ay A,
Ag | =U| A || A | =U t
A, A, A,
sinfcosy sinfsinp
U(Ret — Esf) = | cosfcose cosfsing
—sing cos
sincosy  cosfcosp
U(Esf — Ret) = | sinfsing cosfsing

cos —sinf

Transformagao entre coordenadas cilindricas e esféricas

Para a transformacao de coordenadas (p, ¢, z) — (1,6, ), temos:

r=/p?+ 22

0 = arccos (E)
r
p=¢
ou (r,6,0) = (p, ¢, 2):
p=rsind
p=9
z=rcosl
enquanto para a matriz U temos
A, A, A,
Ag | =U| A, | & | A, | =UT
A, A, A,
sinf 0 cosf
U(Cil - Esf) = [ cosf 0 —sinéd
0 1 0
sinf cosf O
U(Cil — Esf) = 0 0

cosf) —sinf O

A,
Ap

A

©

(2.65)
(2.66)
(2.67)

(2.68)

(2.69)

(2.70)

(2.71)
(2.72)
(2.73)

(2.74)
(2.75)
(2.76)

(2.77)

(2.78)

(2.79)

Apenas como um ultimo comentério, o médulo do determinante das matrizes de transformacao é 1, signifi-

cando que oS vetores preservam a norma.

2.4 Calculo Vetorial Diferencial e Integral: Teoremas

Os vetores, além das operagoes de somas e produtos, podem ser integrados, ou diferenciados, conforme serd

mostrado a seguir.
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2.4.1 Diferenciacao de Vetores

De maneira simplista, a diferenciacao de um vetor é definida como:

0A . Az + Axy) — A(xy)
Du;  anho Az, (280)

muito embora uma discussao sobre as formalidades e dificuldades adicionais com a definicao possam ser encon-

tradas na literatura. Aqui damos algumas propriedades de diferenciagao de vetores:

g—xAi = %;1:” ayx + aaif ay + %;1: a, (2.81)
aii (A+B)= ngZ + gi (2.82)
aii (PA) = giA + @gi (2.83)
8ii(A~B):gi~B+gz A (2.84)
8ii(AXB):gmAi x B+ A x ZE (2.85)
(2.86)
Se decompomos o vetor em sua magnitude e diregdo, A = A &4, temos:
ngi = a%(A ap) = 2:. Aa + A%‘Z‘ (2.87)

Acima z; pode representar qualquer coordenada cartesiana, ou o tempo.

2.4.2 Integracao de Vetores

E usual também em Eletromagnetismo aparecerem integrais, que sdo de caminho, de superficie (dupla) ou de

volume (tripla). De maneira geral temos:

/ AdS = / A,dSay + / A,dSay + / A.dSa, (2.89)

onde dS aqui pode denotar uma integral de superficie ou de volume.

Integrais de Caminhos

Sao representadas por:

/A~dl:/Az dl‘+/Ay der/AZ dz (2.90)
c c c c

e o resultado destas integrais de vetores é sempre um escalar, haja vista o produto escalar. Para um caminho

fechado, que encerre uma determinada superficie S denotamos a integral acima por fc A - dl

Integrais de Superficie

Sao integrais duplas, que no caso mostrado abaixo redundarao em um escalar:

/A-dS:/Aw ngC—&—/Ay dSy—i—/AZ ds. (2.91)
S S S S

onde uma superficie orientada, ou vetor area, sempre aponta para fora da superficie em questao, por isso, em

coordenadas cartesianas temos:
dS = dS,ax + dSyay + dS,a,
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sendo:

dS; =dydz , dS, =dxdz , dS.=dzxdy

Uma integral de superficie fechada, envolvendo um volume total V' é denotada por fs A - dS.

Integrais de Volume
S3o integrais triplas, onde o elemento dV ou ainda denotado por d®z é um escalar, diferentemente do
elemento diferencial de comprimento e do elemento diferencial de superficie. A integral de um escalar em um

volume resulta em um escalar, enquanto a de um vetor resulta em um vetor, como exemplo vamos ter:

/AdV:/AI av ax+/ Ay dv éx+/Az AV ax (2.92)
14 14 |4 14

/A-BdV:/ A, B, dV +/ A, B, dV+/ A, B.dV (2.93)
\%4 \% 14 \%4

A seguir alguns teoremas e defini¢oes importantes serao demonstrados e discutidos.

2.4.3 O operador Nabla

Define-se o operador Nabla (V) como um operador diferencial vetorial, que pode ser representado de forma

simples em coordenadas cartesianas, conforme mostrado abaixo:

0 0 0
A 3 A, — 2.94
V=a x+ay y+ay ” (2.94)

e que é util para simplificar a notacao das operagoes com vetores.

2.4.4 Derivada Direcional: Gradiente

Quando temos uma funcao escalar ® qualquer, esta é representada apenas por uma magnitude, entretando,
muitas vezes é importante conhecer ndo somente a funcao escalar ®, mas sim sua variagdo de ponto para
ponto. Esta variacao nao é idéntica em todas as direcoes e portanto adquire um carater vetorial, ja que precisa
ser caracterizada pela magnitude da variacao, e pela direcao da variacdo. Define-se entao, para uma diregao

i =n, ax +ny ay + n. a,+ arbitraria, a variacdo da fungao:

0 0o 9d 0D

on ~ax Ty 9"
o que podemos escrever em termos do operador nabla, na forma:
0P
o = (V®) -1 (2.95)

Nesse sentido definimos o gradiente de uma funcao escalar: é a derivada direcional na direcdo de méxima
variacao da fungao ®. De forma mais simplista, o gradiente é uma maneira de quantificar a variacao de ® no

espago dando diregao e sentido para a variagao.

2.4.5 Fluxo de um Vetor, Divergéncia e Teorema de Gauss

Define-se o fluxo de um vetor através de uma superficie S, de area total s como a integral abaixo:

\If:/SA-dS (2.96)
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Para dar um exemplo, vamos considerar a vazao de um liquido, através de uma superficie S. A velocidade do

liquido sendo v e dependente da posigdo na superficie, nos dd para a vazao (em unidades de volume/unidade

Q:/SV~dS

Existe uma outra quantidade importante, quando consideramos uma superficie fechada, englobando um

de tempo) a seguinte expressao:

volume total V', e queremos saber o fluxo total de um vetor W;,q;, que entra ou sai do volume. Este fluxo é

obtido pela integracao da superficie total que engloba o volume, ou seja:
ytar = f A-dS (2.97)
s

Daqui surge o conceito de divergéncia de um vetor, que representa a quantidade de fluxo que deixa um
volume AV infinitesimal, por unidade de volume:
div A li L A - dS (2.98)
v = 1m —— . .
AV=0 AV Jg
E importante observar que o fluxo total que deixa uma superficie fechada estd associada a um volume finito.
Quando definimos a divergéncia do vetor, que é uma medida do fluxo de um vetor, transformamos a medida
de fluxo, em uma medida puntual, dado que tratamos de um volume infinitesimal, e por isso a superficie que o
encerra também ¢ infinitesimal.

Consideremos agora a integral de fluxo total

\I/T:fAmlS,
S

em um cubo infinitesimal de volume AV = Ax Ay Az. Como haviamos mencionado, o vetor A independe
do sistema adotado, e por conveniéncia, adotamos o sistema cartesiano. Suponha que o centro desse cubo

infinitesimal estd no ponto P = (xo, Yo, 20), € 0 vetor A(z,y, z) em P seja conhecido.

Figure 2.11: Cubo Infinitesimal
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Vamos integrar sobre todas as faces do cubo envolvendo o volume AV para obter o fluxo total:

S L1 L2
+/ Ay(z,y, 2)dS, — / Ay(z,y, 2)dS, +
L3 L4

+ Az(377y72’)d5z -

L5

Az (Jf, Y, Z)dSz
L6

sendo dS; = dy dz = Ay Az, dS, = dz de =~ Az Az e dS, = dz dy =~ Az Ay. L1 a L6 sao as faces do cubo,
conforme mostrado na Figura 2.4.5. Podemos expandir agora o campo A, em cada uma das faces, em termos

de séries de Taylor, até primeira ordem apenas:

Aol 2)| | = Aulo o, ) + 522
Aule,,2)] |, = Aulo,0,20) = S5
Ay, = Ayl o, 0) + L
A2, = Ayfan, o, 0) — S5
Anle,9,9)|, = Ax(ro,0,20) + 5o
Ax(,2)| | = Awo,10,20) - S22

Se Az, Ay e A, sdo infinitésimos, termos de ordem maior sao insignificantes. Temos entdo, a soma de todas as

integrais:

Az 0A,

fAmts _ (Az(mo,yo,zo )
S
Ay 6A

+ <Ay(m0,y0,z0 + > ALA

+ (A (@0, Yo, 20) +

cujo resultado da soma é dado por:

A,

( «(Z0, Y0, 20) —
< (l‘o,yo,zo - 5 A

Agc 8A

AyAz +

Ay 6A AA

)

8

Az
(900, Yo, Zo

0A,

0A
ngwZS(am

dy

) Ax Ay Az (2.99)

0z

e para esse fluxo em um volume infinitesimal, conforme haviamos definido, temos a divergéncia:

. 1
1r1_1>0 AV

(

0A,
ox

dA,
dy

aAZ) Ax Ay Az
0z

efetuando o limite, ja que o termo em AV = Ax Ay Az se simplifica, e utilizando o operador nabla, temos

9A,

04, 0A.

diVA:V-A:(afr

)

(2.100)

dy 0z

Agora segue um importante teorema, chamado teorema de Gauss, que é muito util em Eletromagnetismo.

Hav{amos tomado o volume AV como infinitesimal, para o cubo centrado em (g, 3o, 20), mas podemos tomar
um volume arbitrariamente grande agora, somando sucessivos volumes infinitesimais, e sucessivas superficies

que contenham esses volumes. De (2.98), podemos escrever, para o i-ésimo infinitésimo de volume AV;:

V-AAVi:j(I{ A -dS
S
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Para o volume total particionado na forma AV = V/N, queremos integrar o fluxo total, entao:

N N
jéA-dS:ngnoo; SiA-dS:J\[lgrloo;V-AA%
o que resulta em:
]{ A-dS= /V -AdV  (Teorema de Gauss) (2.101)
s

2.4.6 Circulagao de um vetor, Rotacional e Teorema de Stokes

Da mesma forma que definimos o fluxo de um vetor, podemos definir a circulagdo de um vetor C, que é o uma

medida de como o vetor se encurva ou rotaciona em uma dada regiao do espaco:
C= ]{A -dl (2.102)
c

que significa que a circulagdo do vetor A é igual a integral em um caminho fechado C do vetor vezes o elemento
diferencial de deslocamento. Se um vetor nao rotaciona em uma regiao evidentemente que a integral de circulacao
serd nula. Esse é o caso de um vetor constante em todo o espaco.

Mas o conceito de circulagdo pode envolver um caminho arbitrariamente grande. O que queremos é um
caminho infinitesimal, fechado, de modo a dar para a circulagdo uma interpretagdo ponto a ponto. Um caminho
qualquer C' sempre encerra uma superficie S. Se fizermos C' infinitesimal temos uma pequena superficie AS
encerrada pelo caminho, e entao podemos definir o rotacional de um vetor, que é uma medida da rotacionalidade
de um vetor, ponto a ponto:

rot A = lim ALS %A -dl ag (2.103)

AS—0

L3
-

Ax

L4
Ay A. vzl | Ay | L2

Pix.v.z)

AXx
—

£

Figure 2.12: Caminho Infinitesimal

Vamos fazer um procedimento andlogo ao que foi feito na dedugao do teorema de Gauss. Consideremos por
simplicidade, um caminho infinitesimal, conforme mostrado na Figura 2.4.6, cuja superficie orientada aponta
na diregao &, e tem magnitude AS = Az Ay. A integral de circulagao total é dada por

C:%Awil: A, dx — Ay dx +
L1 L3

+ [ Ay dy —/ Ay dy (2.104)
L2 L4
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Vamos expandir os campos A, e A, em séries de Taylor até primeira ordem:

Ao,y + Ay/2,2)| = As(z,y,2) A2y aaé
Ay(z +Az/2,y,2)| = Ay(zy,2) + %aaix
Ay(x — Az/2,y,z) I Ay(z,y,2) = A; aaf;

e substituindo, isto na integral de circulagao:

C— j{A.dlz [<A$(x,y,z) - Aana/i;) - (Ax(at,y,z) + Aanaf;w)] Az +
)

Az DA, Az DA, B
[(Ay(x,y, z) + > or ) (Ay(%y,Z) S om Ay =
04, 04, (04, 0A,
< o a9y >AZC Ay == ( o 3y AS (2.105)

substituindo este resultado na expressao (2.103) temos:

. [0A, 0A,
(rot A) -4, = (31: 9y )

Como especificamos a superficie para ter direcdo z, tivemos este resultado. Utilizando o mesmo procedimento

é possivel considerar em um cubo infinitesimal, as outras superficies orientadas, sendo o resultado:

rot A — 0A. 04, . 04, 0A; - 04, 04,
B 0z ox Y 83@ y

dy 8z
Também aqui é possivel utilizar o operador nabla, para colocar na forma:

L (0A. 0A)N . | (0A. QA . (04, 0A,

dy 0z
O rotacional é dado, em outros sistemas coordenados, no formulario.
Agora utilizando novamente (2.103) podemos deduzir o teorema de Stokes. Uma vez que a defini¢ao de

rotacional é dada, se quisermos, agora a circulagdo em um caminho arbitrariamente grande, podemos somar
sobre caminhos infinitesimais, sendo a superficie encerrada total S em um caminho qualquer, particionada em

N partes infinitesimais, N — co. Formalmente temos para uma circulagao infinitesimal:
Ci:rotA-ASiéi:% A - d]
L.

Somando sobre os NN infinitésimos temos, com AS; = AS;a;:

c_ngnOOZc = lgnOOZrotAASal_ lim Z% A - dl;

de onde resulta o seguinte teorema, tao importante quanto o teorema de Gauss:

7{A~d1:/VxA-dS (2.107)
C S
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2.4.7 Outras Identidades Importantes

Algumas identidades importantes em Eletromagnetismo, que serao muito utilizadas nos capitulos futuros sao

mostradas abaixo, e fica para o leitor a demonstragao, como exercicio.

V x (V@) =0 (2.108)
V- (VxA)=0 (2.109)

As duas expressoes acima afirmam que o rotacional de um campo gerado a partir do gradiente de um escalar é
nulo, ou seja, o campo é irrotacional. A segunda identidade diz que o divergente do rotacional de um vetor é
sempre nulo. Como o rotacional de um vetor gera um campo rotacional, cujas linhas se fecham, é natural que
o seu divergente seja nulo.
Além disso temos a definicdo do operador Laplaciano V2, que é definido para um escalar como sendo:
0? 0? 0?

2FH _ v . (2 Y Y
Ve =V-Vo <8x2+3y2+622>¢ (2.110)

acima mostramos em coordenadas cartesianas a expressao explicita do operador laplaciano, mas em outras

coordenadas é dado no formulario. Para vetores, em coordenadas cartesianas temos:
V?A = V24, 4, + V?A, a4, + V?4, 4, (2.111)

mas apenas em cartesianas a expressao é tao simples, pois em outros sistemas a expressao deve ser obtida de
outra maneira. Temos entao uma outra identidade, da qual, em qualquer sistema coordenado podemos calcular
o laplaciano de um vetor:

VxVxA=V(V-A)-VA (2.112)
que também serd amplamente utilizada. Outras expressoes e identidades sao mostradas no formulario, no inicio

da apostila.

2.5 Numeros Complexos e Fasores

Em Eletromagnetismo é conveniente trabalhar com nimeros complexos e fasores. Dado um nimero complexo

temos alguns resultados importantes abaixo:

U =Ugr+iU; =|V|exp (iby) , (2.113)

0| = /02 4+ W2 (2.114)

v
0y = arctan (1> , (2.115)
Up
U* = \I’R — i\I/[ = |\I/‘ exXp (—29\1;) s (2116)
0| = VI (2.117)
U+ o+
Up = R(T) = +2 : (2.118)
v —
U= S(0) = —— (2.119)
exp(+if) = cosf £ isinf , (2.120)

onde acima o sinal * denota conjugacao complexa, ¥ é uma quantidade complexa qualquer, ¥ a parte real de

U e U; a parte imagindria. Perceba que |e?| = 1.
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Figure 2.13: Representacdo no Plano Complexo: ¥ = Ui + ¥ = |[U|exp (iby).

Em regime senoidal ou harménico, analogamente aos Circuitos Elétricos, temos o regime A(z,y,z,t) =
A(z,y, z) cos(wt) ou A(z,y,z,t) = A(z,y, z) sin(wt), ou combinagdes dessas possibilidades. Para representar a

primeira alternativa podemos fazer:
A(z,y,z,t) = R(A(z,y, z) exp(iwt)) (2.121)
enquanto para a segunda temos:
A(z,y,z,t) = R(—iA(x,y, z) exp(iwt)) . (2.122)

De uma forma geral, consideramos A(z,y,z) um fasor, ou seja, um vetor com cada componente sendo repre-

sentada por um nimero complexo, sendo o campo vetorial real dado por:

A(l‘, Y, Z) exp(th) + A*(£7 Y, Z) exp(_th)
2 )

A(z,y,z,t) = (2.123)

com

A(Iayaz) = AR(xawa) + iA[(I,?J,Z) .

Podemos trabalhar portanto, com o fasor A(z,y, z). O produto de dois vetores serd dado por:

A(z,y,z,t) - Az, y, z,t) = R[A exp(iwt)] - R[B exp(iwt)] =

A(z,y,z)expliwt) + A*(z,y, z) exp(—iwt) B(x,y, z) exp(iwt) + B*(z,y, z) exp(—iwt)

2 ' 2
A - Bei2wt + (A . B)*€7i2wt
4

A expressao acima representa o produto de dois vetores que dependem do tempo de forma harmonica, e por

1
A(x,y,z,t) 'B(I,y72,t) = Z(AB* + A" B)+

isso é usual considerar a média sobre um periodo, e nesse caso os termos de variacao rapida e*2“! desaparecem

na média sobre o periodo:

(F(t)) = T/o F(t)dt (2.124)
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temos entao:

(Aw,9,2,1) By, 2 0) = SR[AG,y,2) - B (r,,2)] (2.125)

O resultado vale para outras quantidades, como o produto vetorial, ou seja:
1
(Alz,y,2,t) x B(z,y, 2,1)) = g R[A(z,y,2) x B*(2,y,2)] . (2.126)

2.6 Transformadas de Fourier

Vamos definir aqui o par de transformadas de Fourier que comumente utilizamos:
oo
:/ dt exp (—iwt) f(t) , (2.127)
— 00

1

fit)= o /jo dw exp (iwt) F(w) , (2.128)

e de forma mais geral ainda, para uma funcao ou um vetor A |

Ak,w) = /d3x /:)O dtexpfi(k - x —wt)] A(x,1) , (2.129)

A(x,t) = >k b dwexp [—i(k - x —wt)] Ak,w) , (2.130)

onde x = (21, x2,23), k = (k1, k2, k3) e a notagdo utilizada é:

/d3x=/ da:/ dy/ dz
/dBk:/ dkx/ dky/ dk,

Para um escalar também temos a transformada generalizada, basta substituir o vetor pelo escalar nas expressoes
acima. Algumas propriedades importantes de transformadas de Fourier, que também podem ser encontradas

na literatura corrente, sao mostradas abaixo:

F (expliwot) f(t)) = F(ew — wo) (2.131)
F(f(t) = {/ ft—7)g(r)d } = F(w)G(w) (2.132)

F <dnf( )> = (iw)" F(w) (2.133)

dtn

onde F denota transformacao de Fourier da fungao. Importante também é a identidade de Parseval, mostrado

/ dt| f(t) / dw|F(w (2.134)

Tabelas de pares de transformadas podem ser encontradas na literatura corrente.

abaixo:

2.7 Ponto Campo, Ponto Fonte e Funcao Delta de Dirac

Como tltimo tépico neste capitulo, vamos definir como notagdo que os pontos de observagao dos efeitos eletro-

magnéticos, ou ponto campo, sejam denotados por r (ou x) e os pontos de fonte do campo, por r’ (ou x’). Dessa
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forma:

r=zéx+ya,+za,
r'=12"ax+y a,+ 2 4,
R=r-1r'=(@-2)ax+ (y—y)ay, + (z — 2')a,

( )
(2.136)
( )
Rl =[r—r|=(e—2)+@y—y)+(z - 2)? (2.138)
( )
( )
( )

1
V2 (R> = —4753(R)
V- R=3 VxXxR=0
1 R al R
V(R> =w Vv <R>R3
onde V operaemr e V' em r’ e as expressoes devem ser demonstradas pelo leitor interessado, como exercicio.

Na equagcao (2.139) aparece a fungao delta de Dirac generalizada para o espago tridimensional. A funcao delta

de Dirac, denotada por §(x — () é definida conforme a Figura 2.14 no limite £ — 0.

J&)

lg gemm = == —

L
b

1
= X
Xj 82 X5 X822

'
X

Figure 2.14: Funcao Delta de Dirac: préximo de x = z( a funcdo é retangular, tem altura 1/e e largura € em
torno de z. Observe que lim._,o f(x = 29) — o0 enquanto a largura tende para zero, mas a drea da funcao é
unitaria.

Define-se entao:

0(x —x9) = 0,sex#xg
= 00,8¢ T = o (2.142)
satisfazendo as seguintes propriedades:
/ 0z —mo)dr =1, (2.143)
—oo
/ F@)0(a — 2)da’ = f(z) | (2.144)
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Entao podemos extender o conceito ao espago tridimensional na forma:

/ dved(r) =1 (2.145)
/ dV'o(r)63(R) = ¢(r) (2.146)
/ dV'A(r)&*(R) = A(r) (2.147)

sendo dV o elemento diferencial de volume,R = r—r’ e a fungio delta de Dirac 63(R) = §(z—2")d(y—1')d(2—2").
As integrais acima devem ser realizadas em todo o espaco, de —oo até co nas trés varidveis cartesianas ', 3 e
z'. Podemos entender a fun¢ao delta tridimensional como a densidade de uma carga puntual no espaco. Perceba
que a funcdo 63(R) deve valer zero em todo o espaco, exceto em R = r —r’ = 0, onde ela vale infinito. Veja
que a fungao de densidade espacial de uma carga puntual obedece exatamente essas propriedades, ou seja, a
densidade de carga é zero em todo o espago, exceto onde a carga estd colocada. Mas nesse ponto ha uma carga

finita em um volume que tende a zero, dando a densidade o valor infinito.

2.8 Referéncias Deste Capitulo
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2.3 William H. Hayt, Eletromagnetismo (LTC, 6a Ed.).

2.4 Erwin Kreyszig, Advanced Engineering Mathematics (Wiley, 1988, 6th ed.).

2.5 Erwin Kreyszig, Introductory Functional Analysis with Applications (Wiley, 1989).

2.6 George B. Arfken, Hans J. Weber, Mathematical Methods for Physicists (Elsevier, 2013, 7th Ed.)

2.9 Problemas Propostos

1) Uma particula de carga ¢ e massa m sofre a agdo de um campo magnético constante B = (0,0, B)T.
Dadas as condigoes iniciais rg = (A,0,0)m em ¢ = 0s e vo = (0, vp, 0) encontre as equagoes de movimento
e resolva r(t) e v(t) para todo o tempo t. Qual é a trajetéria da particula? Faca um esbogo grafico.

Dica: A forga de Lorentz que age sobre a particula é dada por:
F=¢gE+vxB),
onde E é o campo elétrico e B é o campo magnético na posi¢ao em que a particula se encontra.

2) Escreva a equagao de ondas e a equagdo da difusdo e discuta suas diferengas, dando exemplos de campos

que satisfazem uma ou outra dessas equagoes.

3) Seja R = x — x’ o vetor que une os pontos de medida de um campo x = (z,y, z) e um ponto na regiao
fonte x’ = (2/,y/, ).
a) Represente R, x e x’ graficamente.
b) Calcule a divergéncia e o rotacional de R.

¢) Seja R o médulo de R, determine:
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4)

5)

6)

d) Mostre que

R-da=3V,
a(R)

sendo da o vetor diferencial de superficie.

1 1
V(= -da:—47r:/ V2(>dV,
]{ <R> V(a) R

v? <}1%) = —418°(R) = 6(z — 2')8(y — y')3(z — 2')

e) Demonstre que

isso mostra que

sendo 6(a — b) a fungdo impulso ou delta de Dirac.

Demonstre explicitamente, por aplicacao das derivadas, ou utilizando os teoremas de Gauss e Stokes que:

V x (V®) =0 (2.148)
V- (VxA)=0 (2.149)

Qual é a versao integral das duas identidades vetoriais acima (utilize os teoremas de Gauss e Stokes

apropriadamente)?

Para um numero complexo qualquer
¥ =B +ia

onde i = y/—1. Se preferir utilize j no lugar de i. a) represente o niimero no plano complexo.

b) determine o médulo desse nimero.

¢) determine o dngulo formado pelo niimero com o eixo dos reais.

d) denotando conjugagdo complexa por *, o que é o conjugado *? O que significa a conjugagao complexa
no plano complexo?

e) demonstre que |[¢p|2 = Pp*.

f) demonstre que o conjugado do produto de nimeros complexos é o produto dos complexos conjugados.

Para isso vocé pode demonstrar para dois nimeros ¥, e 12 e depois generalizar o resultado.
* * ok
(7/}1 7/12) = 7/’1 77[12

(V12 n)" = Y1595,

g) determine a agdo do ntimero 4 sobre um nimero complexo no plano complexo. Ou seja, qual o resultado
de multiplicar um ndmero complexo por i? Qual o efeito de sucessivas operagoes i sobre o nimero

complexo no plano complexo?

Obs.: em Matematica diz-se que a algebra dos nimeros complexos é isomorfica a dos vetores no plano,

pois os vetores em duas dimensoes, R? tem as mesmas propriedades que um niimero complexo C.
Demonstre através da expansao em séries de Taylor que:
+i6

et =cosf L£isinf ,

e verifique que para o médulo temos:

|eii9| — 1 ,
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8)

9)

10)

11)

12)
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sendo 0 = 6%, ou seja, 0 é real. Que figura geométrica descreve o resultado acima no plano complexo?

Mostre que qualquer ntimero complexo pode ser expresso na formas:

=B +ior=[ple

onde

vl = VBT a2

tan 911, = % .
Verifique que:
Re(y) = § = =¥
Im(y) =a = 2 ;Z}/}*

Re(—it)) = Im(4)
Im(—it)) = —Re(4))

Escreva cosf e sinf em termos de exponenciais e*? e e=%.

Verifique que
Re(¢12) # Re(¢1)Re(y)2)

Quais as condigoes para que a igualdade passe a valer?

Dados i1 = 5+4i e po = 4 —Ti, represente os nimeros na forma polar, calculando seus médulos e angulos
com o eixo real. Determine : a) o produto 1);s.

b) o complexo conjugado do produto e o produto dos complexos conjugados.

c) a parte real do produto.

d) o produto das partes reais.

Demonstre que o produto de dois niimeros complexos pode ser expresso como o produto dos mdédulos com

fase resultante dada pela soma das fases:
P1hy = |1y |[1ha]e O1F02)

Podemos generalizar a algebra dos nimeros complexos para trabalhar com vetores. Tal procedimento é
muito util no regime harmoénico onde no dominio do tempo um vetor que oscila com frequéncia w, pode
ser escrito na forma geral:

A(x,t) = A1(x) cos(wt) + Aa(x) sin(wt)

ou ainda
A(x,t) = Re(A.(x)e™?) |
sendo A.(x) = A;(x) —iAz(x) . Verifique que

Ac (X)eiwt + A: (X)e—iwt

A(x,t) = 5

Definido-se a média temporal de uma funcao qualquer sobre um periodo 7' na forma abaixo:

(F(t)) = % /O " Pt (2.150)
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13)

14)

15)

mostre que, para dois objetos f e g quaisquer submetidos a uma operacao de multiplicacdo ® qualquer:

obtém-se em regime harmonico:

(F(,y,20) © gla,9,2,1)) = 5Re[F(r,y,2) @ C* (., 2) (2.151)

sendo F e G representagoes fasoriais de f e g. O resultado vale para quantidades vetoriais, como o produto

escalar e vetorial, ou seja:

(A(z,y,2,t) - B(z,y, 2, 1)) = %Re [A(z,y,z) - B*(x,y,2)] (2.152)

(A(x,y,z,t) x B(z,y, 2,t)) = %Re [A(z,y,2) x B*(z,y, 2)] (2.153)

Dados os vetores abaixo:
E(z,t) = 10 cos(wt — kz)ax — 6sin(wt — kz)a,

1
H(z,t) = ﬁ(fj sin(wt — kz)ax + 10 cos(wt — kz)ay )

Note que os vetores nao dependem de x,y, ou seja, sao constantes em um planoz, y definido para um dado
instante (z,t).

a) Encontre representagoes fasoriais para E e H.

b) Determine o valor médio de E(z,t) x H(z,t), tanto realizando a integral de média dos vetores acima,

quanto utilizando as representacoes fasoriais e os resultados demonstrados na questao anterior.

Dados os vetores em representacao fasorial abaixo:
E = [(5 4 4i)ay + (3 — 4i)a, e’ @t=F2)

L
H—ﬁazXE

a) Determine a parte real de E e H. Tome cuidado pois tanto o termo entre colchetes quanto a exponencial
sao numeros complexos e a parte real do produto é diferente do produto das partes reais!!

b) Encontre o valor médio de E x H.
Demonstre que:
v[ei(wtfkr)} — _ikei(wtfk-r) ’

VQ[ei(wt—k‘r)} - k- kei(wt—kr) ,

sendo r = (z,y, z) o vetor posigao e k = (k;, ky, k.) denominado vetor de onda.

Para uma fungao vetorial complexa na forma
A= Aoei(wtfk-r) _ 7ik6i(Wt7k'r) ,
onde A é independente de r e do tempo t mostre que:

V-A=—-k- A,
VxA=—-ikxA.

O que vocé pode concluir nesse caso?
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16) Encontre a transformada de Fourier ¢ (k) do potencial eletrostético ¢(r) gerado por uma carga puntual g

localizada na origem, dado pela seguinte expressao:

o(r) = L1

" Adper

)

onde r = |r|
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Chapter 3

Lei de Conservacao de Carga e
Equacao da Continuidade

A ideia de conservacao constitui um dos pilares da Fisica Moderna, contida essencialmente na famosa
expressao atribuida a Lavousier de que na natureza "nada se perde, nada se cria, tudo se transforma”. E um
fato corroborado empiricamente que certas quantidades fisicas sdo conservadas em todos os processos conhecidos,
como por exemplo, a energia, o momento linear, o momento angular, a carga elétrica de sistemas fechados. Em
sistemas nao relativisticos a massa total do sistema é conservada, enquanto que em processos relativisticos a
massa de repouso das particulas presentes constitui apenas parte da energia total do sistema, e esta iltima é
que deve se conservar. Neste capitulo serd deduzida uma lei geral de conservacao de algum tipo de “carga” do
sistema, levando a famosa equagao da continuidade, que pode ser aplicada para a conservacao da carga elétrica,
no caso particular do eletromagnetismo, mas também ao caso da conservacdo de massa em um fluido, ou da
energia de um sistema qualquer. O teorema de Poynting, que serd visto mais adiante, demonstra a conservagao
da energia total em um sistema fechado contendo cargas elétricas e campos eletromagnéticos e é, portanto, um

caso particular da equagao da continuidade.

3.1 A equacgao de continuidade

Considere um tipo de carga Q(t) que pode variar no tempo (pode ser a carga elétrica, ou entao a massa em uma
aproximagao nao-relativistica, por exemplo), contida em determinado volume V' do espago, conforme a figura
3.1.

Se dividirmos o volume V' em pequenos volumes menores AV a carga total também serd particionada em
pequenas quantidades AQ(r, t) correspondentes & quantidade de carga contida no volume AV em torno do ponto
r no instante de tempo ¢. Desse modo podemos definir a densidade volumétrica de carga, p(r,t), como uma
variavel continua que mede de modo puntual a quantidade de carga contida em um volume AV infinitesimal,

em torno de um ponto r no instante de tempo ¢, por unidade de volume, ou seja:

A d
plr.1) = Alxlfnio i(; 2 - Qd(; . ’ (3:-1)

Tendo em conta a densidade de cargas em cada ponto podemos determinar a carga total contida no volume V'

simplesmente integrando a densidade de cargas, na forma abaixo:
Q) = [ peav . (3:2)
\%

Admitimos agora que a carga (Q nao pode ser criada nem destruida, apenas transportada de uma regiao para

outra. O fluxo de cargas de uma regiao para outra é representado por uma quantidade denominada densidade

o1
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Figure 3.1: A carga Q(t) é contida no interior do volume V', mas pode variar no tempo, uma vez que pode
haver fluxo de cargas através das fronteiras do volume. O transporte de cargas é mensurado pela densidade de
corrente J. Se ocorre fluxo liquido de cargas para fora do volume V| medido através da integral de fluxo de
J atravessando a superficie fechada a(V') que delimita o volume V, necessariamente a carga total contida no
volume deve diminuir em fung¢ao do tempo.

de corrente de cargas, uma grandeza vetorial dada pela quantidade de carga AQ(r,t) que atravessa uma &rea
AA nas vizinhangas do ponto r em um intervalo de tempo At em torno do instante ¢, por unidade de area e
por unidade de tempo, ou seja:

AQ(r,t) .

J(r,t) = lim lim aa , (3.3)

AA—0 At—0 AAAL
onde 4p4 = AA/AA é um vetor unitdrio normal & superficie AA para a qual o maximo valor de densidade de

corrente, em modulo, é obtida. Desse modo a corrente de cargas () que atravessa uma superficie a no instante
t é dada simplesmente por:
I,(t) = /J -da , (3.4)
a
onde da é o elemento diferencial de area. A méxima corrente ocorre quando o vetor normal & superficie em
consideragao é orientado paralelamente ao vetor densidade de corrente J.
Agora, se queremos saber qual o fluxo liquido de cargas que atravessa uma superficie fechada determinando
um certo volume V por unidade de tempo, ou seja, a quantidade total de carga que entra ou sai do volume V'

por unidade de tempo, temos:
Iliq(t) = % J-da. (35)
a(V)

No entanto, se hé cargas entrando ou saindo do volume V' através de suas fronteiras, fato que é mensurado
pela quantidade Ijiq(t), deve haver uma variacdo da carga total contida no interior do volume V', porque néo
podemos criar ou destruir cargas, ou seja, transcorrido um intervalo de tempo At a carga contida no volume é
dada por:

Qt+ At) = Q(t) — IigAt . (3.6)
Note que o sinal do segundo termo na equagao acima é negativo porque a convengao na definicdo (3.5) assume

que ljjq > 0 se a carga flui para fora do volume V/, fazendo com que a carga total diminua no seu interior a
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medida que o tempo passa. Introduzindo (3.5) em (3.6) e levando ao limite At — 0 obtemos facilmente:

Q  d
%}(V)J -da = —E = —% /VpdV . (37)

A equagio acima é conhecida como equagido da continuidade da carga (na forma integral), porque representa a
conservagao e a impossibilidade de criar ou destruir cargas.

Por simplicidade e sem perda da generalidade para o resultado final da equagao da continuidade na forma
diferencial, que pretendemos obter a seguir, vamos admitir que o volume V' considerado nao dependa do tempo,
de tal modo que possamos converter a derivada temporal total d/dt que aparece na equagdo acima, na derivada

parcial da densidade de cargas p em relacao ao tempo:

dp
J'da:—/—dV. 3.8
f;(V) v ot (3:8)

Mesmo que o volume varie com o tempo, é possivel encontrar uma transformacao de coordenadas, no qual o

volume seja constante. Aplicando o teorema de Gauss ao lado esquerdo da equagao acima obtém-se:

f J-daz/v-Jdvz—/@dv. (3.9)
a(V) v v ot

Agora, uma vez que as integrais de volume tem que ser iguais na expressao acima, independentemente do volume

escolhido, podemos perceber que:

VI=—-—— (3.10)
o que é convencionalmente expressado na forma

dp
V-J+—=0. 3.11
+ 5 (3.11)
Na forma diferencial, valida ponto a ponto, fica claro que se as linhas da densidade de corrente J divergem no
ponto r entao deve haver fluxo de carga para fora daquele ponto, e como deve haver conservagao de carga, é

inevitavel que a densidade de cargas p naquele ponto deve diminuir a taxa dada pela divergéncia de J.

3.2 Relacao entre pe J

Existe uma importante relagao entre a densidade de carga volumétrica p, a velocidade v com que as cargas
se deslocam e o vetor densidade de corrente J. Para obté-la considere a situagdo mostrada na figura 3.2.
H&4 uma quantidade de carga Ag no ponto r, em torno do qual podemos definir um volume infinitesimal
AV = AAAL. Escolhe-se a superficie de tal forma que o vetor unitario perpendicular a superficie AA estd
orientado paralelamente ao vetor velocidade v com que a carga Aq se desloca. Podemos fazer o volume AV
tao pequeno quanto o necessario para conter apenas uma unidade de carga Aq, fazendo com que uma carga Agq
estd separada das outras por uma distancia minima AL que corresponderd & distancia percorrida pelas cargas
Aq no intervalo de tempo At, ou seja, AL = vAt.
Da defini¢ao de densidade de corrente dada pela equagdo (3.3) e sabendo que At = AL/v temos:

A 9 (3.12)

Aq _
T A4S0 AA(ALv

= A AAAL

J aa
lembrando que o vetor unitario 4a coincide com o vetor unitario ¥ na direcao do vetor velocidade v. Uma vez
que AAAL = AV e utilizando adefini¢do de densidade de cargas dada pela equagao (3.1) obtemos facilmente
a relagao desejada, dada abaixo:

J=pv. (3.13)
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Figure 3.2: A carga Aq contida em um volume AV atravessa a superficie AA com velocidade v no intervalo de
tempo At.

Quando hé mais de uma espécie de portador de carga, basta somar vetorialmente as contribui¢ées na forma
J =3, pivi, sendo p; a densidade de cargas do i-ésimo tipo e v; a sua velocidade. Aqui cabe uma andlise
interessante no caso da carga elétrica. Geralmente os meios materiais sao eletricamente neutros de tal forma que
a densidade de cargas localmente se anula, na média, ou seja, p = >, p; = 0. Para ser mais exato, é sua integral
sobre todo o volume do material que deve se anular, mas em anélises macroscépicas pode-se supor que p = 0
em boa aproximagcao. Todavia, a densidade de corrente nao precisa se anular, mesmo que a densidade de carga
resultante de contribuigoes de diversas espécies leve a um material macroscopicamente neutro. Para isso basta
que as velocidades dos portadores de carga sejam diferentes. De fato, um meio material é constituido de ions de
carga positiva e muito mais massivos do que os elétrons negativos. Dessa forma, sob a acao de uma forga, os ions
pouco alteram sua condig¢ao de quase repouso, no equilibrio termodinamico, mas os elétrons muito mais leves do
que os ions que formam o material adquirem velocidades tipicamente trés ou quatro ordens de grandeza maiores,
fazendo com que a densidade de corrente J seja dominada pelo movimento dos elétrons. Em alguns materiais,
sobretudo os chamados semicondutores, a auséncia de elétrons na banda de valéncia tem comportamento de uma
carga positiva, com massa similar a do elétron, sendo denominada lacuna. Nos semicondutores tanto elétrons

quanto lacunas contribuem significativamente para a densidade de corrente total no material.

3.3 A lei dos nés em circuitos elétricos

A equacao da continuidade da carga quando expressa na forma integral, toma a forma da lei dos nds da teoria
de circuitos. Suponha um conjunto de condutores metdlicos i = 1,2, ...N que se encontram em um ng, conforme
mostrado na figura 3.3, transportando cada um deles uma densidade de corrente J;, sendo nula a densidade de
corrente fora dos caminhos condutores. Podemos utilizar a equacao da continuidade nesse né, envolvendo-o por

um volume V' que o contenha completamente.
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Figure 3.3: A Lei dos Nés: como nao ha aciumulo de carga no né encerrado pelo volume V', a soma de todas as
correntes que adentram o volume V através de suas fronteiras deve se anular.

Desse modo temos:

N
> dq
J-da= Ji~dai:——, 3.14
f;(v’) e /a dt 314

sendo a corrente I; que atravessa a segao transversal do i-ésimo condutor metalico dada pela integral da densi-
dade de corrente J; em relacao a se¢ao transversal do condutor, ou seja:
Ii :/ Ji -dai . (315)
a;
Uma vez que a teoria de circuitos é vdlida em baixas frequéncias, a derivada temporal d/dt é desprezivel, o que

significa supor, de outro modo, que nao pode haver acimulo de carga em um né e portanto:

N
YL=0, (3.16)
i=1

representando que, se a teoria de circuitos é vélida, a soma de todas as correntes que entram em um né deve

ser nula. O acimulo de cargas pode ser ainda incorporado, através da utilizacao da definicao de capacitancia.

3.4 Alguns Exemplos de Processos Fisicos

A validade da conservacao de carga elétrica, bem como massa-energia, momento linear, etc, pode ser constatada
em uma série de processos fisicos, como por exemplo a ionizagdo de dtomos e a aniquilacdo ou criacao de pares
particula e anti-particula.

Comecamos pelo caso do processo de ionizagdo de um &dtomo qualquer. Por simplicidade escolhemos o
hidrogénio (H), cujo processo estd ilustrado na figurafigionizH.

O atomo H inicialmente neutro é constituido de apenas um préton de carga +e e um elétron de carga —e,

tendo carga total @ = 0, portanto. Irradiando o dtomo com fétons de energia E = hf apropriada (onde h é
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Figure 3.4: Conservagao da carga no processo de ionizacao do dtomo de hidrogénio.

a constante de Planck e f a frequéncia do f6ton), tipicamente maior do que 13,6eV, que estd no espectro do
ultravioleta e acima, a absor¢ao de um ou mais fétons faz com que o elétron adquira energia suficiente para
se dissociar do préton, gerando assim um elétron livre e um fon positiv livre, nesse caso o préprio préton. Ao
final do processo, em um volume V muito grande a carga total continua nula, @ = 0, ou seja, a carga total se
conserva. No entanto, se consideramos um volume V' de dimensoes do atomo, inicialmente, dentro desse volume
h& um préton e um elétron, fazendo com que Q = 0 no interior desse volume. Apds o processo de ionizacao por
absorcao de féton, o préton, trés ordens de grandeza mais massivo que o elétron, permanece praticamente imoével
no interior do volume, ao passo que o elétron pode cruzar as fronteiras do volume. Nesse caso hd uma corrente
de um elétron (carga negativa) para fora do volume V', cujo efeito fisico é o equivalente & entrada de uma carga
positiva no interior do volume V', havendo no intervalo de tempo At uma variacdo de carga AQ = +e, que
corresponde justamente a carga do préton que ficou no interior do volume.

J& nos processos de aniquilagdo e criagao de pares de particula e anti-particula consideremos o caso de
um elétron e um pdsitron, a anti-particula do elétron, por simplicidade, conforme ilustrado na figura ??. A
anti-particula possui a mesma massa que a particula, enquanto sua carga tem sinal contrario. Inicialmente,
um sistema contendo um elétron e um pésitron tem carga total nula, Q = 0, porque a carga do pdsitron é +e,
enquanto que a carga do elétron vale —e. Ao colidirem, hd uma regido muito pequena onde processos quanticos
acontecem e ao final, o par é aniquilado, dando resultado a energia na forma de radiagao eletromagnética. Por
uma questao de conservacao de energia, o nimero minimo de fétons gerados a partir da reacao é 2. Claramente,
apds a aniquilagao do par, a carga total do sistema continua nula, uma vez que fétons ndo transportam carga
elétrica. A energia minima dos dois fétons finais serd E,, + E,, = hf1 + hf2 = 2mc?, correspondendo a soma
das energias de repouso de um pésitron e um elétron. Uma vez que para um elétron a energia de repouso é
dada por E, = mc? = 0,511MeV, os fétons gerados estardo no espectro de radiacio gama, sendo altamente
energéticos, portanto. Por outro lado, dois fétons gama podem interagir e através de efeitos inerentemente
quanticos, podem dar origem a um par elétron-positron. Esse processo é conhecido como criacao de pares. Mais

uma vez a carga total se conserva, assim como a energia, o momento linear, etc. O processo de aniquila¢ao ou
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Figure 3.5: Processos de aniquilacao de par elétron-pésitron, gerando dois fétons gama, e criagao de par elétron-

positron a partir da interacao entre dois fétons gama. Esses processos sdo inerentemente quanticos e relativisticos
e a carga elétrica total é conservada.

criacao pode ocorrer com um numero maior do que apenas dois fotons, sendo 2 ou 3 os casos mais provaveis.
Observe que a aniquilagao em apenas um féton nao seria proibida pela conservacao de carga, mas violaria a

conservagao de energia ou momento linear, que nao poderiam ser satisfeitas simultaneamente com apenas um
féton.
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3.6 Problemas Propostos

1) Embora alguns conceitos importantes no completo entendimento deste exercicio serao apresentados so-
mente mais adiante, admita que seja dada a lei de Ohm vetorial, relacionando a densidade de corrente

elétrica no interior de um material ao campo elétrico E na forma que segue:

J=0E, (3.17)

onde ¢ é denominada condutividade elétrica do material. Se uma densidade volumétrica de cargas p esta

presente no interior desse meio material o campo elétrico E estara relacionado a p através da famosa lei

de Gauss, dada por simplicidade na forma abaixo:

V.Ezg, (3.18)
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sendo a quantidade ¢ a permissividade dielétrica do meio material. Utilizando as equagoes (3.17) e (3.18)
na equagao da continuidade e admitindo que o e € sejam independentes da posi¢ao e do tempo, demonstre

que
o op

T

Se uma certa quantidade de carga py esta presente no material em ¢ = 0 mostre que

0.

_ —t/T
p(t) = Poc / ’
onde 7 = ¢/0 é um tempo caracteristico relacionado & taxa de extin¢ao da densidade de carga nesse meio

material. Explique esse resultado fisicamente.

Calcule 7 em um meio bom condutor como o cobre onde € ~ gy = 8,854 x 10712F/m e o = 5,7 x 107S/m.

Faca o mesmo para um vidro com € = 4eg e o = 10711S/m. Explique os resultados.

Lei de Fourier para o transporte de calor: sabe-se que o fluxo de calor em um material se da
das regioes mais quentes para as mais frias, sendo representado pelo vetor Q = —oprVT, onde T é a
temperatura e o a condutividade térmica do material. Considerando que a densidade de energia em um
dado ponto do material pode ser representada como u = nkgT sendo n a densidade de portadores de
energia calorifica no material, kg a constante de Boltzmann, e supondo que n ndo seja dependente de T’
numa primeira aproximagao, encontre a equacao de difusao do calor com base na equacao da continuidade

(conservagao da energia).



Chapter 4

As Equacoes de Maxwell

Tradicionalmente as equagoes de Maxwell sao apresentadas ao estudante na ordem cronoldgica em que foram
descobertas ao longo do desenvolvimento da teoria eletromagnética. Essa abordagem histérica nao segue um
roteiro 16gico e consistente, uma vez que as leis fundamentais foram sendo modificadas ao longo do tempo em
funcao de novas descobertas experimentais, até chegarem a forma final conhecida atualmente. Desse modo,
parece mais natural uma apresentagao axiomatica das equacgoes de Maxwell, onde os resultados particulares
podem ser derivados da teoria geral. O objetivo do presente capitulo é apresentar as equagoes de Maxwell como
um postulado fundamental da teoria eletromagnética, explicar suas consequéncias e significados fisicos, bem

como demonstrar algumas leis de conservacao consideradas importantes.

4.1 Equacoes de Maxwell em forma diferencial e integral

Postulado fundamental: Todos os fendmenos eletromagnéticos cldssicos sao descritos pelas equacoes de

Maxwell, que sao expressas abaixo em notagao vetorial:

V-D = p, (4.1)
v-B = 0, (4.2)
0B
VXE = 5 (4.3)
oD
H = J+—— 4.4
V x + ot ( )

juntamente com as relagoes constitutivas dos meios materiais, que discutiremos mais adiante:

D = €0E+P, (45)
B = u(H+M). (4.6)

Nas equacoes acimas:
D — vetor densidade de fluxo elétrico [C/m?];
E — vetor campo elétrico [V/m];
B — vetor densidade de fluxo magnético [T ou Wb/m?];
H — vetor campo magnético [A/m];

P — vetor polarizagao dielétrica[C/m?];

99
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M — vetor magnetiza¢do do meio[A/m];
p — densidade de carga elétrica [C/m3];

J — vetor densidade de corrente elétrica [A/m?];

onde as unidades do SI sdo mostradas.

Em meios lineares e isotrépicos, a polarizacao e a magnetizagao podem ser escritas como:

P = ¢ /_OO Xe(t — T)E(7)dT (4.7)
mo- T lt - D H(T)dr (48)

onde Y. e Xm sao ditas susceptibilidade dielétrica e magnética do meio, respectivamente. As expressoes
mostradas sdo para campos de variagdo geral no tempo, em meios lineares, em que a polarizacdo P e/ou a
magnetizagdo M dependem diretamente do campo elétrico E e/ou magnético H aplicado.

A forma integral é obtida aplicando-se o teorema de Gauss as equagdes (4.1) e (4.2) e o teorema de Stokes

as equagoes (4.3) e (4.4), resultando nas seguintes equagoes:

D-da = /pdV, (4.9)
a 1%

B-da = 0, (4.10)

d

]{E~d1 = ——/B-da, (4.11)
C dt a

H.dl = /J-da—&-i/D-da. (4.12)
c s dt Jq

onde a denota superficie e V' denota volume.
Na compreensao de propagacao de ondas eletromagnéticas é preferivel a utilizagao da forma diferencial.
Todavia as expressoes integrais podem ser muito tteis na solugao de problemas de alta simetria, sobretudo em

eletrostatica e magnetostatica.

4.2 Significado Fisico das Equagoes de Maxwell

Para uma compreensao correta dos fendmenos eletromagnéticos e nao perder-se no meio da selva de simbolos
meramente matematicos, é fundamental entender o significado fisico de cada uma das equagoes de Maxwell e
isto se dé pela correta leitura das equagoes.

A equagdo (4.1) é conhecida como Lei de Gauss-Coulomb e é novamente mostrada abaixo:
V-D=p.

Nessa equagao lé-se que a divergéncia do vetor deslocamento elétrico D é igual a densidade volumétrica de
carga elétrica p. Fisicamente significa que existe fonte de divergéncia para o campo elétrico, e na regiao fonte
as linhas do campo podem divergir, se p > 0 naquela regiao, ou convergir na situagao oposta, p < 0. Em outras
palavras linhas de campo elétrico nascem (divergem) nas regides que contém densidade de cargas positivas e
terminam (convergem) nas regioes de densidade de cargas negativas. A figura 4.2 ilustra de modo simplificado
o significado dessa equacao.

A equagao (4.2) é conhecida como lei de Gauss magnetica ou lei da auséncia do monopolo magnético, sendo
novamente mostrada abaixo:

V-B=0.
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Figure 4.1: A Lei de Gauss-Coulomb: as linhas de campo elétrico divergem nas regides de cargas positivas e
convergem para as regioes onde existam cargas negativas. Para uma carga puntual positiva a linha de campo é
descontinua exatamente no ponto onde a carga se localiza, divergindo desse ponto.

Diz-se que a divergéncia do vetor densidade de fluxo magnético B é exatamente igual a zero, significando que
nao ha fonte de divergéncia para o campo magnético. Em outras palavras, ndo ha monopolo magnético (ou carga
magnética) e portanto, ndo havendo fontes de divergéncia para as linhas do campo B, estas devem ser fechadas.
Pode-se inferir daqui que o campo magnético s6 pode ter natureza solenoidal. Antes da unificagao da eletricidade
e do magnetismo, imaginou-se a existéncia de dois pélos magnéticos (andlogos as cargas elétricas positivas e
negativas), das quais emanariam as linhas de campo magnético. Se fosse verdadeira a existéncia dessas cargas
magnéticas, usualmente denominadas poélo norte e pélo sul, a divergéncia do vetor B necessariamente seria
diferente de zero. No entanto o préprio Coulomb demonstrou que é impossivel separar os pélos norte e sul de
um ima permanente, e sempre que tal ima é dividido ao meio, na intencao de separar seus poélos norte e sul,
dois novos poélos surgem e cada metade carregard um pélo norte e um polo sul. Dai conclui-se que os pdlos
magnéticos sao entes ficticios, embora tteis em algumas descrigoes praticas do magnetismo, mas nao sao de
forma alguma cargas magnéticas reais. Dentro de todos limites experimentais conhecidos hoje, sabe-se que o

monopolo magnético nao existe. A figura 4.2 ilustra as linhas de campo magnético fechando-se sobre si mesmas.

A Lei de Faraday, também conhecida como lei da inducdo eletromagnética, dada pela equagao (4.3), que é

reproduzida abaixo
0B
VxE= T

foi descoberta em 1831 por Michael Faraday e por Joseph Henry, independentemente. O sinal — no lado direito
foi descoberto por Lenz. Matematicamente, 1é-se que o rotacional do campo elétrico E é igual ao negativo da
variagao temporal do campo magnético B. Do ponto de vista fisico, podemos afirmar que o negativo da variacao
temporal do campo magnético, —9B/0t, atua como uma espécie de ”densidade de corrente magnética” capaz
de produzir um campo elétrico de natureza solenoidal (ou rotacional), cujas linhas devem ser fechadas. Em
outras palavras, o campo elétrico tem fonte de circulagdo na variagdo temporal do campo magnético, que induz
um campo elétrico de natureza solenoidal, cujas linhas devem ser fechadas. A figura 4.3 ilustra a geragdo do
campo elétrico nao-eletrostatico, de natureza solenoidal, proveniente da lei de indugao, tendo por fonte o vetor

—0B/0t. Note que as linhas do campo elétrico circulam em torno de —9B/dt em cada ponto do espago. E

importante observar alguns aspectos histéricos em contraste com o significado fisico da equagao (4.3) como a
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Figure 4.2: Lei de Gauss magnética: as linhas de campo magnético B sao fechadas porque nao existem cargas
magnéticas monopolares.

Figure 4.3: Linhas de campo elétrico geradas pela variagdo temporal do campo magnético, conforme a Lei de
Faraday, circulam em torno de —0B/0t e sao fechadas.

conhecemos hoje. Sempre em busca de simetrias na natureza, e sabendo-se que uma corrente elétrica era capaz
de produzir campos magnéticos, ou seja, fend6menos magnéticos estavam intrinsecamente ligados a propriedade
carga elétrica em movimento ou corrente elétrica, por volta de 1820 os cientistas perguntavam-se: é possivel o
campo magnético gerar fenémenos elétricos? Ja que uma corrente elétrica gera campo magnético, seria possivel
que reciprocamente um campo magnético possa gerar um fendmeno elétrico, como uma corrente elétrica? Como
sabemos, as respostas para essas perguntas foram dadas quase simultaneamente por Michael Faraday e Joseph
Henry por volta de 1831, mas nao exatamente como era esperado. Na verdade um campo magnético por si
mesmo, constante no tempo, era incapaz de gerar qualquer corrente ou efeito observavel em um circuito vizinho,
mas Faraday e Henry perceberam que ao modificar o estado do campo magnético, ou seja, variando o campo
magnético no tempo, uma forca eletromotriz surgia, induzindo no circuito préoximo uma corrente elétrica, que
era medida através de um galvanémetro. Considerando-se um um circuito elétrico cuja corrente é determinada
através de um galvanémetro as observagdes eram as seguintes: i) na presenca de um {ma em repouso, nada
acontecia no circuito; ii) quando o {ma permanente, fonte de campo magnético era aproximado ou afastado do
circuito, fazendo variar assim o fluxo magnético que atravessava o circuito (quanto mais préximo o ima mais
forte o campo e afastando-o ou aproximando-o do circuito resulta na variagdo temporal do fluxo magnético),

Faraday percebeu que a agulha do galvanometro era defletida, ou seja, uma pequena corrente era induzida
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no circuito. O sentido dessa corrente foi determinado por Lenz, dai o nome Lei de Faraday-Lenz. Conclusoes
idénticas sao obtidas quando um circuito elétrico adicional é utilizado para gerar o campo magnético. No regime
permanente nada ocorria no circuito vizinho onde se media a corrente induzida, mas nos transientes ocasionados
pelo chaveamento do circuito gerador de campo magnético era possivel observar a geragao de uma fem induzida,
tanto maior quanto mais rapida era a variacao temporal do campo magnético. A expressao matematica para a

lei da inducao somente foi estabelecida por James Clerk Maxwell e pode ser expressa na forma:

fem. = 7{ E.d—_n (4.13)
c dt

Na forma integral 1é-se que a integral de caminho do campo elétrico E sobre um caminho fechado C deve
ser igual ao negativo da taxa de variacao temporal do fluxo magnético ®,, que atravessa uma das superficies
encerradas pelo caminho C', dado por:

0, = B da (4.14)
a(C)

onde a(C) é uma superficie delimitada pelo caminho C. Note que nao se trata de uma superficie fechada. Em
outras palavras, em um circuito fechado C', surgira uma forga eletromotriz induzida, ou diferenca de potencial
ao longo do caminho, que é igual & taxa de variagao temporal do fluxo magnético ®,,. O sinal indica que a
forga eletromotriz tem sentido contrario ao da variacao, na tentativa de, ao produzir uma corrente induzida
(se houver um caminho condutor para tanto), contrabalancar a variagdo do fluxo e manter constante o fluxo
magnético que atravessa a superficie encerrada por C. O campo elétrico E que surge devido a indugao pela
variacao do fluxo magnético nao pode ser escrito na forma de um gradiente de potencial, como no caso de
um campo eletrostatico E.. Esse novo campo, que surge devido a variagao do campo magnético é um campo
rotacional e nao conservativo. O campo obtido através do gradiente de um escalar tem integral de circulagao

total nula, ou seja, é um campo irrotacional, ou ainda:

fEe«dl:jl{Vrj)-dl:()

Este novo campo produzido através da lei de Faraday apresenta f E - dl # 0, e por isso ndo pode ser um
campo gerado a partir do gradiente do potencial escalar ¢. Expressando a lei de Faraday na forma integral

explicitamente em termos do campo magnético:

d
E-d=—— B da. 4.1
]{J dt/a a (4.15)

Embora essa forma integral seja amplamente utilizada em Engenharia Elétrica na analise de maquinas elétricas
e transformadores, onde os caminhos fechados C' escolhidos sao circuitos condutores fechados, é preciso deixar
claro que a lei de Faraday se aplica a qualquer caminho virtual que se queira, sendo valida inclusive no vécuo,
onde nao ha condutores ou cargas livres. Nesse sentido a lei de Faraday é uma relagao muito mais geral entre
os campos eletromagnéticos E e B, que prescinde da existéncia de caminhos condutores propriamente ditos.
Os circuitos condutores sao meramente “sensores” para a realizagdo de medidas experimentais. Dada uma
regiao qualquer do espago, que pode ser o vacuo, o negativo da variagao temporal do campo magnético ira
induzir um campo elétrico solenoidal em qualquer caminho fechado escolhido. Se nesse caminho colocarmos
um condutor contendo muitas cargas livres, o campo elétrico induzido presente no espago ird atuar sobre as
cargas, produzindo correntes, que sao facilmente mensurdveis. Todavia o campo elétrico induzido na lei de
Faraday estard 14 desde que haja variagao temporal do campo magnético que permeia aquela regiao do espago,
independentemente da existéncia de um caminho condutor propriamente dito.

Note que a derivada temporal no lado direito da forma integral da lei de Faraday é total, indicando que atua

sobre o resultado da integral de superficie. Tanto o valor de da quanto B, ou ainda a drea total a podem variar
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com o tempo t. Todavia vamos admitir por simplicidade, e sem perder a generalidade do resultado final, que
somente B possa depender do tempo, permitindo substituir a derivada temporal total pela derivada parcial do

campo magnético, conforme abaixo:

0B
%E~d1:— — -da. (4.16)
o Ot
Agora aplicamos o teorema de Stokes para obter o resultado de interesse:
0B
VXE=——. 4.17
8 a1 (4.17)

Finalmente a lei de Ampere-Maxwell, dada pela equacao (4.4) e reproduzida abaixo, por conveniéncia,

oD

VxH=J+ T
significa que um campo magnético H de natureza solenoidal, cujas linhas sao fechadas, pode ser produzido
tanto pela densidade de corrente elétrica de condugao J, que constitui-se de cargas em movimento, quanto
pela densidade de corrente de deslocamento 0D/0t, que representam a taxa de variagdo temporal do vetor
de deslocamento elétrico D. Em outras palavras, tanto as cargas em movimento quanto a variacao temporal
do campo elétrico sao capazes de produzir campo magnético de natureza solenoidal, cujas linhas devem ser
fechadas. A figura 4.4 ilustra as linhas de campo magnético que circulam em torno do vetor densidade de

corrente resultante J + 0D/ 0t.

J+dD/dt

Figure 4.4: Lei de Ampere-Maxwell: a linhas de campo magnético H sdo fehadas e circulam em torno da
densidade de corrente total, dada pela soma vetorial da densidade de corrente de conducaos J e da densidade
de corrente de deslocamento 9D /0t.

O passo fundamental para a versao final das equagoes de Maxwell, unificando o campo elétrico e o magnético
em um campo eletromagnético, foi dado por James Clerk Maxwell, que percebeu que a lei de Ampere contém

um erro. Consideremos a equagao da lei de Ampere:
VxH=J

e tomemos o divergente dessa equagao:
V.-VxH=V-J

O divergente do rotacional de um vetor é sempre nulo, de tal forma que isso implica que:
V.-J=0

mas isso somente é vélido no caso em que dp/9t = 0, ou seja, quando ndo hé variacdo no tempo. Caso assumimos

que mesmo no regime de variagao temporal V - J = 0 a conservacao da carga elétrica sera violada, e isso nao
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ocorre experimentalmente, pois sabemos que

dp
V- J+—=0
ot
De modo a tornar a equagao de Ampere verdadeira, Maxwell adicionou o termo que falta, que nada mais é do
que completar a equagao de continuidade:

op
. H: . _— =
V-V x VJ—i—at 0,

mas p =V - D, e entao:

V~VXH:V-J+%V~D:O,

A derivada temporal e a divergéncia comutam, e podem ser trocadas de ordem, de tal modo que:

D D
V-VXHZV-J+V-62V~<J+8):07

ot ot
o que implica a lei de Ampere-Maxwell, escrita novamente abaixo por conveniéncia
oD

O termo de densidade de corrente de deslocamento, 9D/0t, assim denominado por Maxwell, ndo é causado
pela conducdo de cargas, e sim pela variagao temporal da densidade de fluxo elétrico D. Maxwell conseguiu
inferir que nao somente uma corrente de condugao J dé origem a um campo magnético, mas também a variagao

temporal do vetor elétrico D.

4.3 Leis de Conservagao e o Vetor de Poynting

Dentre os pilares da fisica e da Ciéncia moderna em geral estd o conceito de conservagao, ilustrado de forma
simples pela sentenca atribuida a Lavoisier de que "na natureza nada se perde e nada se cria, tudo se trans-
forma”. Sabe-se que em sistemas fechados tanto a carga elétrica, quanto a energia, o momento linear e outras
quantidades fisicas relevantes sao sempre conservadas. Quantidades de energia podem ser trocada entre as
particulas e os campos presentes no sistema, mas sempre a energia total do sistema serd conservada, ou seja,
é uma constante. Notadamente, a lei de Ampere-Maxwell foi proposta por Maxwell a fim de corrigir a lei de
Ampere e compatibilizd-la com a conservacdo de carga elétrica, uma vez que esta tultima estd fortemente am-
parada pela experiéncia. Ja o teorema de Poynting foi deduzido por John Henry Poynting, aluno de Maxwell,

demonstrando a conservacao de energia em um sistema eletromagnético fechado.

4.3.1 Consisténcia das Equacgoes e a Equacao de Continuidade

Uma vez conhecidas as equacoes de Maxwell podemos questionar a consisténcia interna da teoria. Uma in-
consisténcia interna da teoria poderia ocorrer caso uma das equagoes fosse incompativel com as demais, con-
tradizendo uma ou todas as demais equagoes. Primeiramente vamos considerar a lei de Faraday e demonstrar
que ela é perfeitamente consistente com as demais equagoes. Aplicando a operacdo de divergéncia a lei de
Faraday, obtemos a seguinte equacao:

0B

V- (VxE)=-V- (m) . (4.19)

O lado esquerdo corresponde a uma identidade matematica que diz que o divergente de um rotacional é sempre
nulo, ou seja, V- (V x E) = 0. No lado direito podemos trocar a ordem das derivadas, uma vez que estas

comutam entre si, para obter:

0

Vo (VxE)= -

(V-B)=0. (4.20)
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Para a situagao mais genérica possivel, o campo magnético B pode variar arbitrariamente no tempo. Lembrando
que qualquer campo B pode ser expresso através de produtos de fungodes do espago e fungdes do tempo, o
operador divergente, V - B, somente atua sobre as coordenadas espaciais, nao alterando a dependéncia temporal.

Nesse caso, para satisfazer (4.20) faz-se imperativo que
V-B=0,

o que é totalmente consistente com a auséncia de cargas magnéticas dada pela equagao (4.2) e também com as
demais equagoes. Se nao conhecéssemos a lei de auséncia do monopolo magnético, a lei de Faraday nos levaria a
concluir esse fato para que o sistema de equagoes seja autoconsistente. Portanto a auséncia de monopolos e a lei
de Faraday nao sao linearmente independentes entre si. O leitor poderia argumentar em favor da possibilidade
de considerar ainda que V - B é uma constante, cuja derivada temporal é nula e satisfazendo a equacao (4.20).
Todavia, isso restringe a variagao temporal ao caso de um campo puramente estatico, o que fere a nossa premissa
original de que B pode variar arbitrariamente no tempo.

Essa andlise de consisténcia deixa claro que as modificacGes impostas as equagoes de Maxwell na sua forma
atual seriam pequenas caso se verificasse a existéncia do monopolo magnético. Nesse caso, uma vez que V-B =
Pm, onde p,, é uma densidade de cargas magnéticas, a conservagao de carga magnética demandaria o acréscimo
de um termo —J,, a lei de Faraday, onde J,, seria uma densidade de corrente de cargas magnéticas formada
por monopolos magnéticos em movimento.

Considerando agora a lei de Ampere-Maxwell, podemos aplicar a divergéncia em (4.4):

oD
Mais uma vez utilizando a comutatividade das derivadas e substituindo na equagao acima a lei de Gauss-Coulomb
(4.1) obtemos a equagdo da continuidade da carga elétrica:

Ip

V- J+—=0 4.22

0, (422)
que nos mostra que as equacoes de Maxwell sdo consistentes com a conservacio de cargas elétricas. Além disso,
a lei de Ampere-Maxwell é totalmente consistente com as outras equacoes, e nao é linearmente independente

da lei de Gauss-Coulomb por intermédio da equacao da continuidade de carga.

4.3.2 Teorema de Poynting em Meios Lineares, Homogéneos e Isotrépicos

Vamos agora deduzir um importante teorema, que mostra que o campo eletromagnético é capaz de transportar
energia, ou seja, o campo eletromagnético é um ente fisico real, e ndo meramente um artificio matematico
utilizado na solug@o de problemas eletromagnéticos. Além disso, o campo eletromagnético é capaz de transportar
momento linear, quantidade de movimento andlogo ao termo p = mv para uma particula, sendo capaz de
produzir pressao e também momento angular, podendo produzir torque, mas é importante mencionar que o
campo eletromagnético propriamente dito nao transporta carga elétrica ou massa.

Para o vacuo ou em meios lineares, isotropicos e homogéneos podemos escrever as seguintes relagoes entre

D ¢ E, B e H, respectivamente:

D = ¢E, (4.23)
B = uH, (4.24)



67

onde ¢ e u sdo conhecidas como permissividade dielétrica e permeabilidade magnética do meio material, respec-

tivamente. Nesse caso, as equagoes de Maxwell tomam a forma que segue

V-E = g , (4.25)

V-H = 0, (4.26)
OH

VxH = J+s%};. (4.28)

Em um sistema fisico fechado, nao somente as cargas sao capazes de produzir campos, como estes reagem,
produzindo forcas sobre as cargas. A forga total exercida sobre uma particula puntual de carga ¢ é denominada

forca de Lorentz e é dada pela expressao abaixo:
F=q¢E+vxB), (4.29)

onde F é a for¢ca medida em newtons, ¢ é a carga da particula e v a sua velocidade. Considere um volume V'

que pode ser particionado em elementos infinitesimais dV, conforme ilustrado na Figura 4.3.2. Um elemento

Campos (E,B)
Cargas (p,J)

Figure 4.5: Sistema fechado de cargas elétricas e campos confinados a um volume V' que pode ser particionado
em infinitesimais dV.

infinitesimal dV contém uma carga puntual de valor dqg = pdV, tal que possamos utilizar a forca de Lorentz

sobre esse elemento, para determinar a sua trajetéria:

dF = dg(E+v x B) =dV(pE+J x B) . (4.30)

A forga total é simplesmente obtida integrando sobre o volume V':
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F = /(pE +J xB)dV . (4.31)

Nesse caso o termo (pE + J x B) tem unidades de [N/m?] e portanto corresponde & uma densidade de forca
de Lorentz:

—

F=pE+JxB. (4.32)

O trabalho realizado pelos campos no sistema de particulas é simplesmente dado por:

W:/F~dl://(pE+J><B)-dldV. (4.33)

Ainda é conveniente definir uma densidade de trabalho realizado W, e neste caso temos simplesmente:

WZM: (PE4+J xB)-dl. (4.34)

dv
O elemento de trajetéria dl pode ser escrito utilizando a velocidade do elemento de carga dg no ponto r, na
forma dl = vdt, onde dt é um infinitésimo de intervalo temporal. Fazendo uso de J = pv, sendo portanto a
densidade de corrente paralela a velocidade v podemos perceber facilmente que o termo de forga magnética nao

realiza trabalho permitindo reescrever a expressdo (4.34) na forma que segue:

Wz/pE-dl:/pv-Edt:/dtJ-E. (4.35)

Considerando o elemento diferencial da equacao abaixo e dividindo toda a equagao acima por dt temos a
densidade de poténcia P:
dP  dWw
- 2T _J.E 4.36
dv dt ’ ( )
cuja unidade de medida é o W/m3. Fazendo uso das equacdes de Maxwell, podemos expressar a densidade de

corrente elétrica em fungao dos campos eletromagnéticos:

oD
J=VxH-—
T
e portanto a densidade de poténcia toma a forma:
oD

E conveniente ainda incluir um termo contendo V x E + 0B /0t = 0, que é um termo nulo para simetrizar as

equagoes, de modo a obter uma identidade vetorial a seguir:

oD OB
P:(VXH—(%)-E—<V><E+(%)-H. (4.38)

Agora podemos reagrupar os fatores dessa tltima equacao, na forma que segue:

oD B H> : (4.39)

o que permite utilizar a seguinte propriedade vetorial:
V. (ExH)=VxE-H-VxH-E

e ainda, uma vez que assumimos D = cE e B = pH:

oD 0B 190
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para finalmente obter a expressao desejada:

1 1
—eE? + B2> =J-E (4.40)

2 21

P:—V~(E><H)—§t<

A equacao acima pode ser reescrita agora, na sua forma final e mais elegante:

Olem
. =-J-E 4.41
V-S+ ot J ( )
onde:
S = ExH (4.42)
1 o 1o
Uy = 3 (eE + NB > (4.43)

Esta é a forma pontual da equacao de conservagao da energia, ou Teorema de Poynting. O vetor S é o vetor de
Poynting e tem unidades de poténcia por unidade de drea, ou seja, corresponde a uma densidade de fluxo de
energia [W/m?] ou [J/(s.m?)], no SI. J4 e, é uma densidade de energia eletromagnética, medida em [J/m?]
no SI. O termo J - E é o termo dissipativo para o campo eletromagnético, mas estd associado a energia de

movimento das particulas, pois podemos escrever:

ow

—=J-E. 4.44

T (4.44)
Definindo a densidade de energia total do sistema u como a soma das densidades de energia associadas aos

campos, denotada por u..,, ¢ a densidade de energia mecanica associada as particulas, denotada por W:
U= Uem + W, (4.45)

podemos colocar o teorema de Poynting na forma de uma equagao de continuidade para a energia:

ou
.S+ =90. 4.4
V-S+ BN 0 (4.46)

Podemos concluir que o vetor de Poynting é responsavel pelo transporte de energia. Se a densidade de energia
total u decresce com o tempo em um dado ponto do espaco, isso deve significar que ha energia fluindo para fora

daquele ponto, sendo transportada pelo vetor de Poynting.

Teorema de Poynting na forma integral:

Podemos colocar a equagao (4.41) na sua forma integral(basta usar o teorema de Gauss, integrando sobre o

fs~da+£/uemd‘/=—/J~EdV (4.47)
a dt Jy v

onde da é o diferencial de superficie, a é a superficie que encerra o volume total V. O termo §a S-da representa o

volume):

fluxo de energia eletromagnética que atravessa os contornos dovolume V', encerrado pela superficie de contorno
a, na forma do vetor de Poynting. Em outras palavras o fluxo de energia eletromagnética para fora de uma
superficie a fechada, deve ser igual a diminui¢do da energia eletromagnética armazenada no interior do volume

adicionada a uma taxa dissipativa de trabalho dos campos sobre as particulas.

Termos correspondentes em circuitos elétricos

= A dissipagao esta contida no termo:

/J-EdV:VeI.
v



70

= A energia armazenada na forma do campo elétrico estd associada ao capacitor C' e a diferenga de potencial
Ve:
1 1
- / eE2dV = —CV?.
2 Jy 2
= A energia armazenada na forma do campo magnético estd associada ao indutor L e & corrente elétrica I:
1 1 1
- | -B%aV =-LI*.

= O termo de radiacao nao tem anélogo direto em circuitos:
Prad = lim S-da.
r—>00

Vetor de Poynting em Regime Harmoénico

= Em regime harmonico interessa-nos a média sobre um periodo de oscilagao, ou valor RMS do vetor de

Poynting S:
1 T
Simed = (S) = —/ (E x H)dt . (4.48)
T Jo
Fica como exercicio demonstrar que )
Sined = §Re [E x HY], (4.49)

de acordo com os resultados mostrados na revisao de Vetores e Fasores.
Radiagao Eletromagnética:
Vamos considerar o valor médio do teorema de Poynting:

ou

R Smed = 7<a>

= f(r), (4.50)

onde f(r) atua como fonte para a divergéncia de S,,.q em analogia com a densidade de carga p em relacao
ao vetor D. Se pudermos assumir que f(r) é dominada por um termo de fonte externa que cede energia ao

sistema: )
J() = SRl - Eend] |

desprezando outros efeitos temos como solugao:

1 / (I’—I'/) /
= V. 4.51
Smed Ar V/f(r)|r7r/‘3d ( 5 )

Para uma fonte puntual isotrépica colocada na origem podemos escrever:
fr) = Pod*(r)
onde P, é a poténcia emitida por essa fonte. Substituindo em (4.52) nos dé como resultado:

P
% a, . (4.52)

Smed = A2 ar

Observe o decaimento na forma 1/r2. Esse resultado mantém-se para fontes nio isotrépicas, na chamada regido

de campo distante, conforme serd visto mais adiante.
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4.4 Equacoes de Maxwell no Regime Harmoénico

Considerando-se o regime harmoénico, com variacdo do tipo f(t) = asinwt + bcoswt, onde a e b sdo constantes
reais, podemos, analogamente ao que é feito na teoria de circuitos elétricos, escrever um campo vetorial qualquer
na forma:

A(z,y,z,t) =R [A(:my, z)em]

onde A(z,y,z) é uma grandeza complexa, ou um fasor. Todas as operagdes podem ser realizadas sobre a
quantidade complexa, e entao, tomar a parte real do resultado, dada a linearidade das operagbes com que
trabalharemos. Nesse caso fazemos:

E(z,y,2,t) = E(z,y, 2)e™"

B(z,y,2,t) = B(z,y, z)e""
Tomar o regime harmoénico é o equivalente a tomar a transformada de Fourier das equagoes de Maxwell em
relacdo ao tempo, para ir para o dominio da frequéncia. Para meios lineares e isotrépicos as relacoes entre B e
H, D e E podem ser escritas na forma simplificada:
D =¢(w)E (4.53)
B =pu(w)H (4.54)
onde € = go[1 + xe(w)] é a permissividade dielétrica e e u = po[l + xm(w)] é a permeabilidade magnética do

meio. Para meios homogéneos ¢ e u nao dependem da posicao, e fazendo essas consideragoes podemos escrever

as equagoes de Maxwell no regime harmonico:

V. E= g (4.55)

V- H=0 (4.56)

V x E = —iwpH (4.57)
VxH=J+iweE (4.58)

o que nos permite utilizar apenas os campos E e H. Qualquer campo com dependéncia temporal mais complicada
pode ser decomposto em componentes de Fourier, para cada componente estudamos as equagoes de Maxwell no

regime harmonico, e depois o resultado é a soma de todas as componentes.

4.5 Das equacoes de Maxwell microscépicas para o mundo macroscépico

Qualquer teoria dos fenomenos eletromagnéticos baseada na Fisica Classica estd fundamentada nas famosas
equagoes de Maxwell no dominio classico. Assumindo que o espaco inter-atomico ou inter-molecular seja o
véacuo e que todas as cargas do meio material, constituido de elétrons e nicleos sejam cargas puntuais, podemos

postular as equagoes microscépicas de Maxwell na forma abaixo:

1
Ve = —n, (4.59)
€o
Vb = 0, (4.60)
ob
_ _ob 4.61
Vxe 5 (4.61)

0
Vxb = juoj+Hosos (4.62)
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sendo fipgg = 1/c% e ¢ a velocidade da luz no vécuo, pp é a permeabilidade magnética do vdcuo, g9 a permis-
sividade dielétrica do vacuo e e e b sdo os campos elétrico e magnético microscopicos, respectivamente. 7 e j
sao as densidades de carga e corrente microscépicas, levando em conta todas as cargas estando elas ligadas ou
nao. No espaco microscopico as oscilagoes de e e b sdo muito grandes. Por exemplo, em um atomo a medida
em que nos afastamos do ntcleo positivo em direcao aos elétrons, vemos grande variagao do campo, inclusive
com inversao de sinal, ou seja o campo adquire carater oscilatério. Além disso a agitacao das particulas e o
movimento eletronico provoca grandes flutuagoes dos valores de campo eletromagnético. Se realizamos uma
média sobre grande nimero de particulas, uma vez que as variagoes tendem a ser aleatdrias e as oscilagoes
muito rapidas, hd a tendéncia de cancelamento de variagoes muito réapidas, restando apenas uma envoltéria
de campo. Em geral nos experimentos usualmente realizados em escala macroscépica é esse valor médio sobre
grande ntmero de particulas que se obtém. Precisamos entao calcular o valor médio das fungoes microscépicas
e das equagoes de Maxwell.

Em geral, para o cdlculo de média necessitamos definir uma funcao peso. No caso de querermos conhecer o
valor médio do campo eletromagnético para um volume macroscépico, devemos definir uma fungao peso capaz
de levar em conta o campo eletromagnético de varios dtomos e moléculas simultaneamente em um volume que
possa ser considerado infinitesimal para todos os fins de medidas macroscopicas, tal que para cada um desses
volumes de amostragem possamos atribuir um tinico valor de campo correspondente ao valor médio do campo
microscépico naquele dado volume infinitesimal. A definicao desse volume infinitesimal deve ser tal que preserve
todas as caracteristicas do meio material macroscépico. A funcdo peso mais comum seria entdo, constante sobre
um cubo infinitesimal centrado em um certo ponto x e contendo vérios atomos e moléculas, e deve se anular
para fora desse cubo. Outra possibilidade é a utilizacdo de fungoes gaussianas. Definindo a média de uma
varidvel qualquer a(x,¢) na forma abaixo:

A(x,t) = (a(x,1)) = f(x—x"ax',t)dV’, (4.63)
v
onde f(x —x’) é a fungdo peso, podemos tomar as médias das equagdes de Maxwell. Dessa forma:
E(x,t) = (e(x,t)) = fx—x"e(x', t)dV", (4.64)
Vv

Bx.t) = (bxt) = | flx=x)b(x V" (4.65)
Lembrando que f(x — x) deve ser uma funcio de suporte compacto centrada na regiio de interesse, temos:
(eebet) = [ flx=x)V el v =
[ 9 1= e andv - [ V=) el v =
¢ o [FOe = Xelo 1)l JRCEEIRECR (4.66)

onde aplicamos propriedades do calculo vetorial e o teorema de Gauss. Lembrando que se o volume de integracao
é grande o suficiente, a funcdo f deve se anular nas fronteiras, e o primeiro termo se anula. Pelas propriedades

de derivadas de (x — x') é facil ver que V' f(x —x') = =V f(x — x’), ficando facil mostrar que:
(V-e(x,t)) =V (e(x,t)) =V -E. (4.67)
Aplicando argumentos similares é facil mostrar que:

(V xe(x,t) =V x(e(x,t)) =V xE. (4.68)
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Do mesmo modo para as médias temporais, tem-se

<3e(a’;’t)> = ety = 22 (4.69)

Generalizando, aplicando a propriedade: a derivada da média é igual a média da derivada, podemos tomar a
média das equacoes (4.59)-(4.62). As equacoes (4.60) e (4.61) sdo prontamente obtidas:
(V:-b=0) = V-B=0,

Jb 0B
<Vxe:—8t> = VXE——E

As equagoes (4.59) e (4.62) necessitam maiores cuidados, sobretudo com relagio as fontes 1 e j. Devemos
lembrar que a densidade de cargas n é microscépica e deve levar em conta todas as cargas, livres ou ligadas. O
mesmo vale para j, que deve levar em conta correntes livres e correntes atéomico-moleculares.

Utilizaremos aqui a fungao delta de Dirac para descrever todas as cargas como puntuais. Sdo propriedades

da funcao delta de Dirac:

Bx—-xNadv' = 1 (4.70)
V/

L fENB(x—xNdV' = f(x) (4.71)

Uma distribuicao macroscépica continua é o resultado da suavizagao da fungao de Dirac pelo efeito da média,

ou seja, pela fungao peso. Vejamos:

n= Z(cargas livres) + Z(cargas ligadas)

Definindo por antecipagao o momento de dipolo elétrico na forma:

p. =Qd (4.72)

onde @) é a carga positiva e d é o vetor que aponta de —(@) para +(), podemos escrever:
=Y ao*(x—x;)+ > QU (x—x, —dy;) (4.73)
7 nj

sendo a somatdria sobre o indice i realizado sobre as cargas livres sem vinculos e a somatéria sobre os indices nj
realizado sobre as cargas ligadas na forma atomico-molecular. Nesse caso x; é a posicao instantanea da carga
livre g; enquanto para a j-ésima carga no n-ésimo atomo, )7 a posicao é dada em relagao ao centro geométrico
do sistema atémico, x,,. Em geral o vetor de posigao relativa d,; dessa carga em relacao ao centro ¢ em médulo
muito menor do que o préprio valor de x,,, permitindo conforme veremos logo adiante, uma adequada expansao
em séries de Taylor. Devemos realizar a média de (4.73):

v’

m = fex=-x)[D ad®&® —x)+ > Qp*(x —xp —dy;) | dV’ (4.74)
% nj
Fazendo a integral sobre o volume na equagao acima traz como resultado:
(n) =D aif(x—x)+ ) QF f(x = %0 —dyy) - (4.75)
% nj

Conforme ja comentado, d,,; tem dimensoes atomicas e portanto iremos expandir f em séries de Taylor, levando

em conta até a primeira ordem, na forma abaixo:

fx=xn —dnj) = f(x —xn) —dy; - VI(x—x0) + ...
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Termos de ordem maior na série de Taylor levam as defini¢oes de quadrupolo elétrico e momentos de ordem
maior, que da origem as chamadas expansoes em multipolos. Para o que nos interessa basta até a primeira

ordem e entao:

=Y aif(x—x)+ Y Qrf(x—%n) = Y Qdn; - VF(x —xp) . (4.76)
i nj nj

Vamos trabalhar o ultimo termo:

> Qpdy; - Vf(x—x,)=V" Z flx=x )(Q7dy;) 8% (x — x,)dV
nj

sendo pJ = Q7d;; o momento de dipolo elétrico da j-ésima carga na n-ésima molécular. Se definirmos a

densidade de polarizagao dielétrica, ou simplesmente polarizagao:

P= Z f x —x' (Q;Ldnj)é (x' —x,)dV’ = Z f x —x)pMad(x' — x,) (4.77)
temos:

(n)=p-V-P, (4.78)
onde:
p=> afx—x)+ Y Qrf(x—xy)
i nj

Observe que o vetor de polarizacao P é proporcional a )", j P /V e podemos interpretd-lo como a densidade

de momentos de dipolo elétrico. Dessa forma a média da equagdo (4.59) torna-se

p—V-P

1
<V'e77> = V- E=—
€0 €0

ou V-D=p, sendo D=¢gE+P

Agora realizando a média de (4.62) temos:

OE
>:>V><B Lo (§) + poco——

Oe
<V X b = poj + poco—; o

ot

Resta agora calcular o valor médio (j). Lembrando dos conceitos bésicos da eletrodindmica:
J = MiVi
onde 7; é a densidade de carga da i-ésima carga e v; é a velocidade instantdnea dessa carga, podemos escrever:

.] = Z%Vi X — Xz + Z QJ Vn + an)(ss(x — Xp — dnj) ) (479)

nj

onde a somatoria em ¢ se da sobre cargas livres e a somatodria em nj sobre as cargas ligadas. E interessante
notar que v, ¢ a velocidade do centro do sistema molecular e v,; é a velocidade relativa a esse centro da j-ésima

carga na n-ésima estrutura ligada. Realizando a média temos:
= avif(x = %)+ > Qh(va + Vi) f(x =X, — duy) , (4.80)
% nj
e podemos novamente utilizar a expansao em séries de Taylor:

= D2 avef e =) + 3 Qv+ V) [ 00) = duy - Ve =) (4.81)

nj
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Podemos expandir a expressao acima e definir:

J= avif(x—x)+ Y Qhvaf(x—xn) . (4.82)
[ nj

E bom lembrar ainda que uma vez que d,; é a posicao relativa da j-ésima carga na n-ésima molécula, a

velocidade relativa v,; é dada por:
d

Vnj = *dnj ,

dt

e podemos entao escrever:

. oP
%:Q%anf(x - xn) = E .

Resta analisar o termo seguinte:
- Z Q}’z(vn + an)dnj ! Vf(X - Xn) '
nj

A demonstragio é bastante trabalhosa, envolvendo um termo de quadrupolo elétrico, ficando a encargo do leitor
interessado a demonstracao, que envolve uso de identidades do célculo vetorial. Aquele termo que nos interessa
é a magnetizagao:
= Qh(Vn+ Vaj)dn; - V(X — %) ® V x M
nj

sendo
M= <Z mnS(xxn)> ) (4.83)

onde m,, é denominado momento de dipolo magnético da n-ésima molécula:

1 .
m, =Y 5 @(dnj X vig) - (4.84)
J
Dessa forma temos:
. oP
<J>=J+VXM+E. (4.85)

e finalmente

oP OE
B= M+ — —
V x J+V x +8t +,u0608t
Definindo o vetor:
B
H=—-M
Ho
temos
oD
VxH=J+ —
X T
E sumarizam-se assim as equacoes de Maxwell macroscépicas:
V-D = p, (4.86)
V-B = 0, (4.87)
0B
VXxE = —— 4.88
x = (4:88)
oD
VxH = J+ (4.89)

ot’
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juntamente com as denominadas relagoes constitutivas

D = ¢E+P, (4.90)
B = u(H+M), (4.91)
P = <Zp2j53(x—xn)>, (4.92)
M = <Zmnj53(x—xn)>7 (4.93)

onde M é denominado vetor magnetizagao e corresponde a densidade de momento de dipolo magnético no meio

material. Sao definidos ainda o momento de dipolo elétrico e momento de dipolo magnético:

P = Qidy, (4.94)
1 .
m,; = §Q%dnj X Vnpj - (495)

Para os interessados em maiores detalhes sugere-se a Referéncia [4.1] de J.D. Jackson, que é referéncia obrigatéria

na area de Eletrodinamica Cléssica.

Nesta ultima Secao demonstramos que para ir do dominio atéomico para a escala macroscépica, devemos
definir além dos campos E e B, campos auxiliares D e H, que levam em conta a polarizacao dielétrica e a
magnetizagao do meio. Surgem naturalmente através da realizacao das médias as definigoes do momento de
dipolo elétrico e momento de dipolo magnético. Entretanto a definigao cléssica do momento de dipolo magnético
nao leva em conta o momento angular intrinseco das particulas que é conhecido como spin, cujo entendimento

s6 pode ser feito através da mecanica quantica, além do escopo desta obra.

4.6 Referéncias Deste Capitulo
4.1 John D. Jackson, Classical Electrodynamics (Wiley and Sons, New York, 3rd. Ed., 1998).
4.2 Matthew N.O. Sadiku, Elementos do Eletromagnetismo (Ed. Bookman, Porto Alegre, 5a. Ed, 2005).
4.3 William H. Hayt, Eletromagnetismo (LTC, 6a Ed.).

4.4 John R. Reitz, Frederick J. Milford, Robert W. Christy, Fundamentos da Teoria Eletromagnética (Ed.
Campus).

4.5 J.C. Maxwell, A Dynamical Theory of the Electromagnetic Field, Philosophical Transactions of the Royal
Society of London 155, 459-512 (1865); J.C. Maxwell, A Treatise on Eletricity and Magnetism, Vol. 1 and
2 (Dover, New York, 1991), 3rd. Ed. (A primeira edigdo dos dois volumes desta obra foi publicada no
ano de 1873).

4.7 Problemas Propostos

1) Faga um resumo histérico da descoberta da Lei de Indugéo e da Lei de Ampere-Maxwell, explicando as

motivagoes histéricas que levaram a descoberta desses principios fisicos. Descreva o significado fisico das
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equagoes de Maxwell na forma puntual ou diferencial:

VD:p)
vV-B=0,

0B

E=—

V x T
oD

H= —
VX I+ ot ’

Observacao: as relagoes constitutivas para meios materiais sao

D:€0E+P:€E
B =po(H+M) = pH

Faca as ilustracoes que julgar importantes.

2) Encontre as equagdes de Maxwell na forma integral, a partir dos teoremas de Gauss e Stokes e das equagdes

de Maxwell na forma puntual.

f A.dS = / VA dV (Teorema de Gauss)
S v

% A-dl= / V x A -dS (Teorema de Stokes)
c s
Descreva o significado das equagoes na forma integral.

3) Mostre a partir da Lei de Ampere-Maxwell e da Lei de Gauss-Coulomb (V- D = p), que a equacio da

continuidade é consequéncia das equagoes de Maxwell.

4) Obtenha no regime estético as leis da eletrostética e da magnetostdtica. Mostre que o campo eletrostatico
pode ser expresso na forma E = —V¢ onde ¢ é o potencial escalar elétrico. Por que isso é valido? Obtenha

a equacao de Poisson na Eletrostatica.

5) O vetor densidade de fluxo magnético associado a um fio infinitamente longo transportando uma corrente

I é dado por:
~ pol .
= 73@
2mp
Mostre por um célculo direto que V - B = 0. Mostre ainda que este campo satisfaz a Lei de Ampere,

utilizando a forma integral.

6) Uma esfera de cargas no espago livre é caracterizada por uma densidade de cargas volumétrica dada por:

_f po(1=7%/a*) r<a
p—{ 0 r>a

sendo a o raio da esfera e pg uma constante. Encontre o vetor campo elétrico E para qualquer valor de r

e calcule V x E.
7) Um campo magnético é descrito em coordenadas cilindricas por
B. = Byp*tcos(2rz/L)
B, =0
Sabendo que nao hé variacoes em ¢ tanto no campo elétrico quanto no campo magnético, encontre

as compontentes B, e E,. Sugestao: Encontre B, a partir da equacdo em divergéncia para o campo

magnético, e o campo F, a partir da Lei de Faraday.
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8)

9)

10)

Dado o campo elétrico no vacuo E, = FEycos(wt — kz) e sabendo que E, = E, = 0, encontre a partir das

equagoes de Maxwell o campo magnético B. Escreva os campos na forma de fasores.

Com base nos principios fisicos da lei de Faraday-Lenz projete um medidor de corrente que passa em
um fio longo em regime de corrente alternada na frequéncia angular w, monte o dispositivo e faga testes

experimentais com o aparato desenvolvido.

Dado o teorema de Poynting na forma puntual:

OUem,

ot

V-S4 =-J.E

onde

S=ExH
1 1
Uem = = <5E2 + B2)
2 H
dé o significado fisico desta equagao (explique o que representa cada termo desta equagao) e através do

teorema de Gauss encontre a forma integral da equacao, também dando a descricao fisica para a forma

integral.

Para uma fonte de energia puntual concentrada na origem, emanando uma quantidade de poténcia con-

stante ao longo do tempo, podemos escrever:

V- Sned = f(I‘) ) (496)

onde S,,cq € 0 valor médio do vetor de Poynting e f(r é o valor médio de —% —J-E no tempo. Qual é

a forma integral de solucao de S,,cq47 O que se espera para distancias muito grandes em relagao & origem,

se a fonte f(r) estd localizada na origem e é pequena em relacao a distancia ao observador?



Chapter 5

Propriedades Eletromagnéticas dos
Meios Materiais

Os meios materiais costumam ser caracterizados por inimeras propriedades fisicas e quimicas. Por exemplo, a
agua em condigOes normais de pressao e temperatura apresenta-se no estado liquido. O resfriamento da agua
pode levé-la ao estado sélido e o aquecimento acentuado ao estado de vapor. As ligas metalicas sdo caracterizadas
por suas propriedades mecanicas de maleabilidade, ductibilidade, dureza etc. Assim como os meios materiais
respondem a presenga de um campo de temperatura ou a tensoes mecanicas aplicadas, também o farao em
relacdo a presenca de campos eletromagnéticos. A resposta dos meios a campos eletromagnéticos aplicados
pode depender da amplitude, diregdo e/ou frequéncia desses campos. O objetivo deste Capitulo é apresentar
os principais conceitos associados a caracterizacao eletromagnética dos meios materiais, como homogeneidade,
isotropia e linearidade, descrever a funcao resposta em relagao a campos elétricos e magnéticos, e classificar de

modo simplificado os meios materiais de acordo com suas principais caracteristicas.

5.1 Funcao Resposta ou Susceptibilidade de um Material

Um dos conceitos mais fundamentais da Fisica é a causalidade, ou seja, um efeito somente é observavel depois
que uma excitagao ou causa externa anterior lhe deu origem, ou seja, o efeito é sempre precedido por uma causa.
Aqui vamos considerar uma teoria geral para o efeito produzido em um meio material por um estimuloa exterior
aplicado a esse meio. Espera-se a existéncia de uma relagao entre causa e efeito, que nao é necessariamente linear.
Essa relacao é denominada fungao resposta ou susceptibilidade. Suponha agora que um estimulo externo e(r,t)
é aplicado a um material qualquer. Espera-se que alguma caracteristica fisica desse meio material, denominada
s(r, t), seja afetada pelo estimulo, apresentando uma resposta tipica do material. A relacao entre a componente
i-ésima do vetor de saida, s; e a j-ésima componente do vetor de estimulo, e; é dada por uma convolucao na

forma abaixo:

¢
si(r,t) = E // d3r’/ dt'Z(r =1’ t —t)e;(x', 1) . (5.1)
§ —00

Note que a saida s;(r,t) pode depender de todos os instantes de tempo anteriores a ¢ mas nenhum instante
t' > t, ou seja, nao hé efeito sem causa. A funcdo Z;;(r —r’,¢t —¢’) é denominado tensor de susceptibilidade
no espaco real, conectando as diversas componentes dos vetors de entrada e saida, e; e s;, respectivamente.
Geralmente podemos assumir por simplicidade que a resposta do material no ponto r nao depende do estimulo

que ocorre em outros pontos, ou seja:

Eij(r =/t —t") = 8 (r — r')xi; (vt — '), (5.2)

79
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onde §%(r —r’) ¢ a fungdo delta de Dirac em relagao as varidveis espaciais e x;;(r',t —¢') é também denominado
tensor de susceptibilidade, mas agora somente localmente da posigao, adicionalmente a dependéncia temporal

e implicitamente do estimulo e. Inserindo (5.2) em (5.1) obtém-se:
t
si(r,t) = Z/ dt'xij(r,t —t")e;(r,t') . (5.3)
j —o0

E conveniente aplicar a transformada de Fourier em relacdo ao tempo a expressao acima, porque nesse caso a
integral de convolugao no tempo resulta em um simples produto no dominio da frequéncia angular temporal w

e tem-se:

si(r,w) = inj(r,w)ej(r,w) . (5.4)

J

Agora podemos analisar algumas propriedades da fungao de susceptibilidade no dominio da frequéncia para os

mais diversos meios materiais.

5.1.1 Homogeneidade, Isotropia e Linearidade

A funcao susceptibilidade pode ser representada na forma de uma matriz, que no espaco tridimensional tem 9

componentes distintas, mostradas abaixo em coordenadas cartesianas:

Xzz Xzy Xzz
Xyz Xyy Xyz s (5'5)
Xzz  Xzy Xzz

Pl
Il

onde cada elemento y;; (e, r,w) pode depender do estimulo e, da posigao r e da frequéncia w. Os meios podem ser
classificados pela forma com que y depende de e e r. Para fazer tal classificagdo precisamos definir precisamente
os conceitos de homogeneidade, isotropia e linearidade.

Homogeneidade refere-se a independéncia da fungao susceptibilidade em relagao & posicao r. Isso significa
que o meio material tem as mesmas propriedades em todos os pontos do espago e é dito meio homogéneo.
Nesse caso a funcao resposta é funcao apenas de w, e eventualmente poderd ser funcao da amplitude estimulo
e desde que o préprio estimulo seja uniforme no espago. Na prética, a homogeneidade de um meio é apenas
uma aproximacao, embora véalida em diversas situagoes, uma vez que imperfeices e flutuagbes microscépicas
sao sempre presentes nos meios materiais. Para citar um exemplo, considere o ar como meio material: se
desprezarmos as diferencgas de densidade causadas por efeitos de temperatura e pressao, ou impurezas devidas
a particulas de poeira e polui¢do, o ar é um meio homogéneo, o que é valido geralmente em frequéncias baixas.
Mas no dominio de frequéncias épticas, o efeito do gradiente de temperatura bastante acentuado proximo de
uma superficie muito aquecida, como o pavimento de uma rodovia em um dia muito quente, faz com que surjam
diferencas na densidade do ar, modificando seu indice de refragao em funcao da distancia em relagao a superficie
aquecida, tornando-o um meio nao-homogeéneo. Os efeitos dessa nao-homogeneidade sao bem conhecidos por
todos que ja vivenciaram a refragao de baixo angulo que produz uma sensagao de espelhamento no pavimento,
dificultando a visibilidade em uma rodovia.

Isotropia refere-se a uma propriedade do espaco, que deve ser igual em todas as diregoes possiveis. Para
tanto, o espaco deve ter as mesmas propriedades quando observado de qualquer direcao. Imagine todas as
diregoes representadas pelos vetores unitarios normais a superficie de uma esfera. Um meio verdadeiramente
isotropico tem suas propriedades inalteradas pela direcao escolhida, ou seja, a funcao de susceptibilidade do

material nao poderd depender da direcao de aplicagao do estimulo, ji que todas as dire¢des no interior do
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material tem propriedades iguais. Nesse caso tensor de susceptibilidade deve ser expresso na forma que segue:

1
X=x(rw) | 0
0

o = O

0
U (5.6)
1

ou seja, é uma fungao susceptibilidade x(r,w) idéntica em todas as dire¢oes, multiplicada pela matriz identidade,
significando que a resposta é sempre paralela ao estimulo e além disso, em qualquer direcao que o estimulo é
aplicado obtém-se a mesma amplitude e fase da resposta, relativa ao estimulo. Nesse caso, a relagao entre a

resposta do material e o estimulo possa ser expressa na forma simples abaixo:
s(r,w) = x(r.w)e(r,w) . (5.7)

Embora a maioria das aplicagoes praticas possam ser aproximadas por uma situagao isotropica, existem intimeros
exemplos onde esta aproximagao nao é vélida. Um meio que tem respostas diferentes em diferentes diregoes
é denominado anisotrdpico. Se o tensor da fungao resposta puder ser expresso na forma diagonal, mas os el-
ementos da diagonal nao sao idénticos, dizemos que se trata de uma anisotropia diagonal. Toda matriz pode
ser diagonalizada por uma transformacao de similaridade, e nesse caso os eixos de referéncia, nao necessaria-
mente ortogonais, tem que ser adequadamente escolhidos e sdo considerados eixos de simetria do material. A
anisotropia leva a interessantes efeitos, como por exemplo a birrefringéncia, em que o indice de refragao do
material é dependente da orientacao dos campos aplicados e/ou da dire¢ao de propagacio da onda.
Linearidade é a propriedade genérica em que a fungao resposta ou susceptibilidade do sistema nao depende
da amplitude do estimulo, ou seja, a saida e a entrada estao relacionados por uma constante de proporcional-
idade, independente do estimulo e;. Nesse caso o gréfico de s; versus e; ¢ uma reta cuja tangente é igual a
susceptibilidade. Geralmente essa propriedade é valida para baixos campos de estimulo aplicados ao material.
Para altos campos o meio material acaba por apresentar algum comportamento nao-linear. Exemplos de meios

lineares e nao lineares sao o resistor 6hmico e o diodo, respectivamente, em relagao a condutividade elétrica.

5.2 Teoria da Permissividade Dielétrica

As equacoes de Maxwell no dominio do tempo descrevem todos os fendmenos eletromagnéticos conhecidos e sao

dadas abaixo:

V-D = p, (5.8)

V-B = 0, (5.9)
0B

VxE = —7°. (5.10)
oD

onde p=>3_ 0daNa €Jd = > o "aQaVa 530 a densidade de carga volumétrica total e vetor densidade de corrente,
medidas em C/m? e A/m?, em respectivamente, produzidas pelas cargas q,, que se movem com velocidade v,
e cuja densidade volumétrica em particulas por unidade de volume é dada por n,, E é o vetor intensidade de
campo elétrico, medido em V/m, D é o vetor deslocamento elétrico em C/m?, H é o vetor intensidade de campo
magnético em A/m e B é o vetor densidade de fluxo magnético em Wh/m?. Todas as unidades utilizadas estdo
dadas no sistema internacional de medidas (SI).

Para completar o conjunto das equagoes, é necessario conhecer as relagoes constitutivas dos meios, que

contém a resposta dos meios materiais a aplicagao dos campos E e H. Para um meio material nao-magnético
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isotrépico e homogéneo, na presenga de campos eletromagnéticos E(r,t) e H(r,t) que variam suavemente no

espaco em comparagao com a escala atomico-molecular, a resposta de um material é dada pelas relacoes abaixo:

D = gE+P, (5.12)
P = 50/ Xe(t' — )E(r,t')dt" (5.14)

onde P ¢ a densidade de polarizacdo dielétrica do meio, g = 47 x 1077"H/m é a permeabilidade magnética
do vécuo, g9 = 8.854 x 107*2F/m ¢ a permissividade dielétrica do vdcuo e x.(t — t') a fungdo resposta ou
susceptibilidade dielétrica no dominio do tempo.

A transformada de Fourier, conectando os espacos duais de tempo t e frequéncia w, ja definida anteriormente,

estd dada na forma abaixo:

f(r,t) % /_OO F(r,w)e™tdw , (5.15)

Flr,w) — /_oo Flr, e tdt | (5.16)

assumindo meios macroscopicamente neutros tem-se que p = 0, e como regra geral, que os meios materiais
satisfacam a chamada lei vetorial de Ohm, onde a densidade de corrente J e o campo elétrico E sdo proporcionais

no dominio da frequéncia,

J=0E, (5.17)

onde o é a condutividade elétrica do material, as equacoes de Maxwell sdo expressas na forma abaixo:

V-E = 0, (5.18)
V-H = 0, (5.19)
VXxE = —iwpH, (5.20)
VxH = iweE. (5.21)

A permissividade dielétrica complexa do material, . aparecendo na equagdo (5.21) é dada pela seguinte ex-

pressao:
o

Ec = €1 —lEg = €1 — z; , (5.22)
ou seja, a grandeza fisica . incorpora os efeitos da condutividade elétrica do material através da parte ima-
gindria.

Pode-se ainda aplicar a transformagcao de Fourier as equagoes (5.12) e (5.14). No dominio da frequéncia a
integral de convolugao (5.14) reduz-se a um produto P(r,w) = x.(w)E(r,w). Nesse caso a equacdo (5.12) toma

a forma abaixo:

D(r,w) = e.(w)E(r,w) , (5.23)

onde a permissividade dielétrica complexa é relacionada & fungao resposta susceptibilidade dielétrica y.(w) pela
equacao abaixo:

ge(w) =0 [1+ xe(w)] - (5.24)

Observe que no dominio da frequéncia a relagdo entre a polarizagdo dielétrica e o campo elétrico aplicado é

dada diretamente pela equacao P = ggx E.
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E possivel obter a partir das leis de Newton da mecanica uma equagao diferencial que descreva a dinamica

do vetor P. O resultado no dominio do tempo é o seguinte:

2

% +v CZP + wiP = wleoE | (5.25)
onde wy, = nyq?/(meg) é denominada frequéncia de plasma associada a carga g, cuja massa vale m e densidade
de particulas de carga ¢ sendo dada por ng, wy é a frequéncia de ressonéncia, associada a uma forca de ligagao
da carga ¢ ao sistema material e v = 1/7 é a frequéncia de colisdes associada & dissipagido sempre presente em
um sistema fisico real. Resolvendo a equagao acima no dominio da frequéncia, e generalizando para o caso de
mais de um tipo de portador de carga e/ou mais de uma frequéncia de ressonancia do material obtém-se uma

expressao geral para a permissividade dielétrica complexa do material, dada abaixo:

e (w) — 152( ), (5.26)
W2
e1(w) 1+ Z Wi (W, — ) (5.27)
wo

™
s}
—~

€
=

I

€0 L, — w?)? + Wl
2
5 w2, wv
2w) _ W) =y e (5.28)
€0 weo (w§,, —w?)? + w?v?2

n

Pode-se perceber das equagoes acima que €1(w) = &1(—w) e ea(w) = —ea(—w). Essa relacao de paridade das
fungoes €1 e g5 estao associadas a causalidade e podem ser diretamente correlacionadas através das relagoes de

Kramers-Kronig, mostradas abaixo:

aw) = 1+ %P/Oo %dw’ : (5.29)
ea(w) = f%P/OO W#dﬁ (5.30)

onde o simbolo P acima denota parte principal da integral, que significa remover os pontos para os quais a
integral diverge.

E interessante considerar o comportamento idealizado em frequéncia de meios materiais que sao consider-
ados isolantes ou condutores no regime DC. Suponha por simplicidade que somente haja uma frequéncia de

ressondncia wy no material, reduzindo as expressoes (5.27) e (5.28) as seguintes:

aw) _ o, pd-e?) (5.31)
€0 (W2 —w?)2 + w22’ '
w2w1/
2w _ oW _ ————— . (5.32)
€0 weQ (wg —w?)? + w?v

Agora considere o caso de materiais dielétricos de poucas perdas, tendo como exemplos os isolantes dielétricos
utilizados em dispositivos de alta tenso e ainda as fibras 6pticas. O caso ideal corresponde a levar as expressoes

acima ao limite ¥ — 0 e nesse caso obtém-se:

a(w) _ v

W T s (5.33)
ew) W _

w0 - L [0(w —wo) + d(w + wo)] - (5.34)

Na frequéncia de ressonancia w = wy, a parte imaginaria €5 diverge, o que significa que um meio dielétrico
de poucas perdas tem comportamento de um condutor, com alta condutividade efetiva. Todavia, longe das

ressonancias do material €9 = 0 e obtém-se a equagdo de Sellmeier (se o material tem vérias frequéncias de
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ressonancia wo,, somam-se sobre elas):

2
j : Wopn

E bastante facil verificar a validade das relacdes de Kramers-Kronig para as equacdes (5.31) e (5.32), o
que permite vislumbrar um método de caracterizacao experimental da permissividade dielétrica complexa.
Determina-se experimentalmente a parte imaginaria da permissividade dielétrica complexa em frequéncia e
obtém-se a parte real a partir da equacao (5.30). E facil verificar que a parte imaginaria da permissividade
dielétrica complexa estd associada a absorgao do material, pois o campo aplicado a um dado material E induz

uma corrente J = oE que leva a uma dissipacao média de poténcia cuja densidade volumétrica é dada por:

1 1
Pdis = §U‘E‘2 = §w52|EmC|2. (536)
Pode-se definir a Absortividade do Material na forma abaixo:
Pdis o 1
= T = 2w52 . (5.37)

Conhecendo a amplitude do campo elétrico de frequéncia w aplicado ao material e medindo a densidade de
poténcia média dissipada no material tem-se a medida desejada de €5. Essa técnica é muito tutil em altas
frequéncias, onde |E|? est4 diretamente relacionado & densidade de fluxo de energia incidente no material e
providenciado por uma fonte de radiacao.

Nos meios condutores os elétrons sao quase livres, o que corresponde a nao haver ressondncias e wy —
0. Condutores metdlicos usuais ainda satisfazem a condi¢do v >> w para frequéncias abaixo do espectro

ultravioleta, o que resulta na seguinte expressao:

£ o w?
L my—i— 1L (5.38)
o WEeQ wv

Por comparagao, 0 = wgso /v =nyq*T/m, o que corresponde & condutividade de Boltzmann dos metais.

A Figura 5.1 mostra curvas tipicas da permissividade dielétrica complexa para um meio dielétrico hipotético
com frequéncias de plasma w,/wy = 3 e de colisdes v/wy = 0.5 < wp/wpy, normalizadas pela frequéncia de
ressonancia wp, em fungao da frequéncia normalizada w/wy. E facil ver que no valor de pico da parte imaginaria
€2 hd uma diminuicao abrupta da parte real £1. Um caso distinto é ilustrado na Figura 5.2 para outro meio
hipotético, que poderia ilustrar um material com condutividade i6nica, por exemplo, fazendo w, < v. Foram
escolhidos os valores normalizados wy/wy = 1.5 ¢ v/wy = 3.

Cabe destacar que é um tanto usual na area de materiais dielétricos apresentar o comportamento da permis-
sividade dielétrica complexa através o gréfico (ou diagrama) de Nyquist, onde a parte real e1(w)/eop é plotada
versus a parte imagindria eo(w) /g, ambas obviamente parametrizadas pela frequéncia w. Na Figura 5.3 ilustra-
se o caso de um material que possui duas ressonancias distintas wg; e wge é apresentado ao leitor, fazendo
wp2 = 4wpy. As frequéncias de plasma e colisdes associadas as duas ressonéancias foram tomadas idénticas por
simplicidade, sendo adotados os valores wy /w1 = 2 e /w1 = 0.5. Note que ha um loop interno correspondendo
a segunda ressonancia no grafico de Nyquist.

E possivel que haja em um meio material uma banda de ressonéancias, ou seja, um intervalo de frequéncias wq
onde é permitido que haja méxima absor¢ao da radiacao eletromagnética, como ocorre em um semicondutor por
exemplo, em que a frequéncia minima para que haja efeito fotoelétrico interno, correspondendo & ressonancia
é igual ao gap de energia dividido pela constante de Planck, fy = wo/(27) = E,/h, mas uma vez atingido esse

valor de frequéncia, qualquer frequéncia na banda w; < wy < ws com wy correspondendo a um possivel limite
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Figure 5.1: Permissividade dielétrica para um dielétrico hipotético em funcao da frequéncia normalizada w/wy
com valores w,/wy = 3 e v/wy = 0.5.

S ———— 777777

Figure 5.2: Permissividade dielétrica para um meio hipotético em fun¢ao da frequéncia normalizada w/wg com
valores wy,/wo = 1.5 e v/wy = 3.

superior, pode promover um elétron da banda de valéncia para a a banda de conducao do material, gerando

assim grande absorgao, o que corresponde & ressonancia. Nesse caso, as somas que aparecem em (5.27) e (5.28)
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Figure 5.3: (a) Permissividade dielétrica e (b) Diagrama de Nyquist para um meio hipotético com duas res-
sonancias em funcdo da frequéncia normalizada w/wp1, com valores normalizados wpe = 4wo1, wp/wer = 2 €
V/wm =0.5.

sao substituidas por integrais, resultando nas expressoes abaixo:

e1(w) “ wi(wh —w?)
—_— 1 .
+ [J (wg — w2)2 ¥ w22 p(wo)dwo ) (5 39)

€o 1
ga(w) w2 wiwy
= d 5.4
50 Al (w(Q) _ CU?)Q +w2y2 p(wo) WO ) ( 0)

onde p(wp) é uma fungao de densidade de estados de ressonancia. Na Figura 5.4 é mostrado um gréfico tipico
dessa situacdo, com p(wp) = 2.5\/wp, wa/wi = 3, wp/wl = 2 e v/wi = 0.4. Observe que e2(w) assume
valores signficativos em todo o intervalo de ressonéncia, enquanto nessa faixa 1 (w) decresce como uma fungao
praticamente linear da frequéncia. Em geral w; estd localizada no espectro infravermelho ou acima para o caso
ilustrado e a técnica de medida geralmente envolve medidas de refletividade e absortividade de uma amostra
do material. A refletividade do material na incidéncia normal estd diretamente associada ao indice de refracao
complexo n(w) = \/e.(w) através da relagio R = |(n — 1)/(n + 1)|2.

5.2.1 A técnica do circuito RC para medidas em baixas frequéncias

No regime de baixas frequéncias, para as quais o comprimento de onda A = ¢/f é muito maior do que todas
as dimensoes fisicas envolvidas no sistema considerado, métodos muito simples, baseados na teoria de circuitos
elétricos, podem ser usados para determinar a func¢do .. Uma possivel realizagdo experimental é um circuito
RC, conforme ilustrado na Figura 5.5.

Tendo um osciloscépio & disposicao, pode-se medir a relacio de amplitude e fase entre a tensio Ve™* medida
na admiténcia Y = G + iwC' e a corrente I = (Vy — V))/R que circula pelo circuito, medida sobre o resistor R.

Da teoria de circuitos sabe-se que I =YV = (Vj — V)/R e pode-se calcular Y conforme a equagao abaixo:

AV )
Y—W—G+ZWC’, (5.41)
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Figure 5.4: Permissividade dielétrica para um meio semicondutor hipotético com uma banda de ressonancias

w1 < wp < wg, em funcdo da frequéncia normalizada w/wy, com valores normalizados wy = 3w1, wp/w1 = 2 €
V/wl =0.4.
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Figure 5.5: Esquema para a medida da permissividade dielétrica utilizando o modelo de circuito RC. A con-
dutancia G e a capacitancia C' dependem do meio material que se quer caracterizar.

onde AV =V —V. A esséncia da medida esta na confeccao de um capacitor C,,, que é preenchido pelo material
que se quer caracterizar, ou seja, o material a ser medido faz o papel de dielétrico do capacitor. A geometria
desse capacitor pode ser variada de acordo com a conveniéncia. Para sélidos que podem ser facilmente moldados
em formas de blocos com faces planas e perfeitamente paralelas a geometria mais simples é a do capacitor de
placas paralelas. E importante ressaltar que usualmente C,,, tem valor de algumas dezenas ou poucas centenas
de pF e nesse caso é importante levar em conta o efeito das pontas de prova utilizadas na medida experimental.

Geralmente a ponta de prova é caracterizada por uma admitancia Y, = 1/R, 4+ iwC), onde R, é a resisténcia
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e C, a capacitancia da ponta de prova, respectivamente. Essa admitancia Y, que associa-se em paralelo com
o capacitor (), contendo material a ser caracterizado, que é representado por uma admitéancia Y,,. Valores
tipicos de C), estao na faixa de 10pF, enquanto R, na escala de M(). Para obter a admitancia do material
tem-se que Y, =Y —Y,. As perdas por corrente de fuga no material dielétrico que preenche o capacitor Cp,
estao incorporadas na parte real de Y;,,. Na medida, o valor do resistor R é perfeitamente conhecido e nao pode
depender da frequéncia w. A admitancia Y,, = G,, + iwC,, é fungdo do produto da permissividade dielétrica
do material €, e da geometria do capacitor, através do fator geométrico Fy, ou seja, Yy, = iwe.(w)F,. Para um
capacitor de placas paralelas de drea A separadas por uma distancia d, no interior do qual é colocado o material
que se quer analisar,F, = A/d. Observe que o volume da amostra de material que se quer medir é simplesmente
dada pelo produto Ad, na situacido mais simples, ou seja, o meio material a ser caracterizado preenche totalmente
a drea interna do capacitor de placas paralelas. Nesse caso tem-se G,, = cdA/d e C,, = ¢1A/d, onde o é a
condutividade do material e €1 a parte real de sua permissividade dielétrica complexa. Pode-se ainda expressar
a admitancia complexa dessa estrutura de placas paralelas na forma abaixo:

Yo = (0 + iwel)g - iw% (51 - zg) . (5.42)
Combinando as equagoes (5.41) e (5.42) obtém-se prontamente os valores de €1 e o, uma vez conhecidos dos
valores medidos experimentalmente para V e AV, utilizando o osciloscopio para medir maxima amplitude da
tensao no capacitor |V| e a méxima amplitude da tensdo no resistor |AV|, bem como a fase relativa entre V' e
AV =V, —V, dada por 8 = wAt, onde At é o intervalo temporal transcorrido entre o maximo de amplitude
da fonte e 0 maximo de amplitude de sinal medido no capacitor, conforme ilustrado na Figura 6. O resultado

final é mostrado abaixo:

d (1]AV]
e = Aw(R 4 sen@wC,,) , (5.43)
d [ 1]|AV] 1
= S22 sg - =) . 44
= (e Rp> .

A maijor dificuldade experimental é a precisa medigao da fase 6 quando uma caracteristica é muito predominante,
como um material muito bom condutor, onde ¢ é um valor bastante elevado, na maior parte das vezes algumas

ordens de grandeza maior que wej.

5.3 Propriedades Magnéticas dos Materiais

Em termos de um tensor de susceptibilidade magnética x;; podemos escrever:
3
Mi = ZXZ‘J‘HJ‘ 5 (545)
j=1

onde M; é a i-ésima componente da magnetizacao do material e H; o campo magnético externamente aplicado
ao material. Os materiais podem ser classificados de acordo com a resposta a aplicacao do campo em trés
categorias principais:

e Diamagnéticos xm, < 0 (linear).

e Paramagnéticos 0 < x,, < 1 (linear).

e Ferromagnéticos x,, >> 1 (nao-linear e anisotrépico).

H4 ainda outros tipos de materiais exéticos que podem ser classificados como antiferromagnéticos, superpara-
magnéticos, vidros de spin, ferrofluidos, que somente podem ser compreendidos com base nas leis da mecanica
quéantica, embora qualquer teoria séria dos fendmenos magnéticos na matéria nao possa prescindir de uma teoria

quantica.
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5.3.1 Momento de Dipolo Magnético, Magnetizacao e Dinamica da Magnetizacao

Vamos tentar aqui definir o momento de dipolo magnético através de uma visao mais intuitiva. Consideremos

a forga de Lorentz exercida sobre uma carga g por campos eletromagnéticos E e B:
F=¢gE+vxB), (5.46)
com a generalizagao para a densidade de forca na forma:

F=pE+JxB. (5.47)

Estamos interessados em efeitos magnéticos e sem perda de generalidade vamos por ora considerar que E = 0,
resultando portanto:
| . :/ J x BdV (5.48)
v

que em um circuito fechado resulta na seguinte expressao:
F,, = j{ IdL x B, (5.49)
c

sendo C' o caminho fechado percorrido pela corrente no circuito. Na Mecanica Classica costuma-se definir

também o torque, que tem a tendéncia de produzir rotagao sobre alguma estrutura:
T=rxF, (5.50)

sendo T o torque exercido sobre um ponto P cujo vetor posigao vale r relativamente a um eixo O de referéncia.

Por simplicidade vamos considerar uma espira retangular sendo percorrida por uma corrente I imersa em
um campo magnético constante B, conforme mostra a figura. Se o campo B é constante, claramente a forca
total resultante sobre a espira serd nula, exceto por forcas de tragdo internas, mas o torque resultante nao se

anula. Vejamos o que ocorre se consideramos que r esta contido no plano da espira:

F:ZFZ':F1+F2+F3+F4

sendo F; a forga exercida sobre o lado i-ésimo do retangulo. Note que cada lado da espira pode ser descrito por

um vetor de comprimento L;, sendo L; = —L3 e Ly = —L,4. Em termos de forga tém-se portanto:
F,=IL;xB
e é facil mostrar que a forca resultante se anula, ou seja, F = 0. Entretanto, o torque nao sera nulo:
T=> 1 xF,
i
sendo r; medido em relagao ao eixo de referéncia da espira. Note ainda que a area da espira é dada por:
A=L; xLy
Apo6s alguns célculos fica facil mostrar que:
T = IL; x (Ly x B)
Se a espira é retangular entdo Lj - Ly = 0 e temos:

T=I(L; xLy) xB
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Se definimos agora o momento de dipolo magnético da espira:
m=TA (5.51)

temos a equagao de torque na forma abaixo:
T=mxB (5.52)

Note que se m é ortogonal a B o torque é maximo, e tende a rotacionar a espira para que o momento de
dipolo magnético fique orientado na mesma dire¢ao do campo, enquanto que se m é paralelo a B nao ha torque.
Podemos definir a energia potencial de um dipolo magnético na presenga de um campo magnético como a

energia necessaria para rotacionar o mesmo até a posigao de equilibrio:

0 . 0
Um:/T-dH:/Tde.
0 9

Observando que o valor do torque em mddulo é dado por:
T =mBsinf ,
onde A é o angulo formado entre os vetores m e B podemos fazer

0
U, = / mB sin0dd = —mB cos 6 .
0
Lembrando da definigao de produto escalar, fica claro que:
U,=-m-B. (5.53)

Esta defini¢do acima ird nos acompanhar ao longo de todo o restante do texto. Aos interessados nessa deducao

bésica recomendam-se textos introdutérios de Fisica. Observe que:
- Se m || B ndo hé torque sobre o dipolo magnético e a energia é minima,
- Se m | B o torque é maximo e o estado de energia ndo é mais 0 minimo mas também nao é méximo;

- Se m é anti-paralelo a B nao ha torque mas a energia é maxima. Isso significa que qualquer perturbagao
produzird torque no sentido de rotacionar o dipolo até a posigao de equilibrio, mas nesse caso o trabalho

realizado pelo campo aplicado serd maximo.

5.3.2 Momento de Dipolo Magnético de uma Carga em Movimento: Relacao com
o Momento Angular

Agora vamos analisar o momento de dipolo magnético para o movimento orbital de uma particula. Considere
a Figura 5.6, tendo em consideragao a definigao (5.51).
Em relac¢do a um ponto de referéncia O uma carga descreve um movimento descrito pelo conjunto [x(t), v(t)].

O deslocamento dl infinitesimal é dado simplesmente por:
dl = vdt ,
e em relacao a origem O a area varrida pelo vetor x de posicao instantanea serd dada por:
1 .
A= §|x||dl| sin 0

ou em termos vetoriais:

Azlxxdl
2
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Figure 5.6: Area varrida por uma particula em movimento curvilineo em torno da origem O.

Agora utilizando dl = vdt na equacdo acima temos:

A:%xxdvdt.

E interessante agora substituir A na definicio (5.51):

I
m:IA:%xxdv.

Mas Idt = q é a carga e portanto:

m = gx X V. (5.54)

Este resultado ja foi obtido na Segao anterior. Vamos agora utilizar um resultado da Mecanica Classica que

define 0 momento angular através da expressao abaixo:
L=xxp, (5.55)

onde p = mv é o momento linear de uma particula de massa m. (Néo devemos confundir p com o momento de
dipolo elétrico nem tampouco a massa m com o médulo do vetor m. Para a carga g vamos escrever a massa na

forma mg, para evitar confusdo.) Temos entéo:

m = %x X v = 2Lqu X (mgv) . (5.56)
Observando que mqyv = p e que L = x X p temos:
q
= 5.57
me g (5.57)

Este resultado é também muito importante: o momento de dipolo magnético associado ao movimento orbital
¢é proporcional ao momento angular da particula! O fator ¢/(2m,) depende somente da carga e da massa
da particula. Observa-se facilmente que quanto maior a massa menor serd o momento de dipolo magnético
da particula, para o mesmo valor de momento angular L. Para a magnetizagao associada a um conjunto de

particulas, considerando-se apenas movimento orbital, temos:

_ qi B o
M = Z o L;03(x — x;) (5.58)



92

e conforme ja haviamos comentado, o vetor de magnetizacao M corresponde & densidade de momentos de dipolo
magnético em um certo volume do material.

Classicamente o momento de dipolo magnético m é associado diretamente ao movimento orbital, através
do momento angular L. Somente com os conceitos da Mecanica Quantica é que se torna possivel incluir um
momento angular intrinseco das particulas, denominado spin, e que contribui fortemente para o momento de
dipolo magnético das particulas. Na verdade é possivel classicamente, dotar corpos materiais de movimento de
rotacao. O momento angular correspondente é dado por L = I,,w, em médulo, onde I,,, é o momento de inércia
do corpo e w a velocidade angular de rotagao em torno de um eixo de referéncia. Particulas puramente puntuais
nao tem volume e por esse motivo nao poderiam possuir um momento angular intrinseco. Além disso o momento
angular intrinseco ou de spin pode assumir classicamente qualquer valor, assim como o momento angular
orbital. Veremos que na Mecéanica Quéntica ambos serao quantizados, ou seja, assumirao somente certos valores
discretos. Até os limites de erros experimentais, na Mecanica Quantica o elétron pode ser considerado uma
particula puntual, mas ainda assim dotada de momento angular intrinseco ou spin, que nao tem analogo classico.
Modelos classicos do elétron com spin foram propostos por Uhlenbeck e Goudsmit, mas é possivel demonstrar
varias inconsisténcias da teoria classica do spin com a teoria da relatividade: se o elétron é puntual, classicamente
nao pode ter spin, enquanto que se tiver um certo volume, para os valores experimentais encontrados sua
velocidade de rotacao deveria exceder a velocidade da luz.

Demonstra-se através da forca de Lorentz, que a forga sobre um dipolo magnético m imerso em um campo
magnético B é dada por:

F=V(m-B), (5.59)

resultado esse que é fundamental no entendimento dos experimentos de Stern e Gerlach que demonstraram a
existéncia do spin. Para haver forca resultante, note que B deve ser nao uniforme sobre a regiao do dipolo

magnético.

5.3.3 Diamagnetismo

A origem do diamagnetismo pode ser entendida de maneira bastante simplificada com base na Lei de Lenz,
que discutiremos a seguir. Sempre havera uma contribuicao diamagnética para a susceptibilidade magnética de
qualquer material. O material serd diamagnético se as outras interagdes sao negligencidveis e é caracteristica
de um material diamagnético:

x<06ﬁ:1+x<1. (5.60)

Em materiais diamagnéticos geralmente a susceptibilidade é muito menor do que a unidade, ou seja, y << 1 e
é perfeitamente aceitavel para estudo de propagacao de ondas por exemplo fazer a aproximagao p =~ .

Sdo exemplos de materiais diamagnéticos notavelmente o Bismuto (x = —1.66 x 107%), a dgua y = —9.05 x
1075, bem como o carbono na forma diamante e na forma grafite, o cobre, merctirio, a prata, dentre outros.

Baseados na Lei de Lenz, podemos interpretar o diamagnetismo da seguinte maneira: imagine um elétron
em movimento orbital. Ao aplicar um campo H externo o fluxo magnético que atravessa a drea A definida pela
orbita do elétron ird aumentar. De acordo com a Lei de Lenz deve surgir um efeito contrério na tentativa de
manter o fluxo magnético inicial. Nesse caso o momento angular do elétron ira alterar a sua direcao, produzindo
assim um campo magnético interno tal que se oponha ao campo aplicado externamente.

Um célculo utilizando os procedimentos da mecanica quantica, devido a Lev Landau, mostrou que a suscep-
tibilidade diagmagnética de um material, x = M/H, é dada por:

Lnup

ia = T . 61
Xd 3kl (56 )
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Note a dependéncia dessa susceptibilidade de Landau com T~!. Diversos materiais ndo se enquadram nesse
cendrio. Por exemplo, os supercondutores sao materiais que, abaixo da temperatura critica, tem pronunciada
resposta ao campo magnético, o chamado efeito Meissner, que repele as linhas de campo magnético do seu
interior, devido as supercorrentes que surgem na sua superficie em resposta ao campo magnético externo, mas que
pode ser interpretada como um tipo diamagnetismo ideal de forma efetiva, embora a préopria supercondutividade,

que define esse comportamento, seja uma fase da matéria.

5.3.4 Paramagnetismo e a Teoria de Langevin

Langevin em 1905 descreveu o paramagnetismo assumindo que cada dtomo ou molécula do material devia
possuir momento de dipolo magnético bem definido de médulo u, que poderia se orientar aleatoriamente. Na
presencga de um campo magnético B = uoH a energia magnética E,, desse momento de dipolo magnético seria
dada por:

E,(cost) = —p-B = —ppgH cosf , (5.62)

onde 6 é o angulo formado entre a orientacao do momento de dipolo magnético e o campo aplicado. Nao
confundir aqui g com o tensor de permeabilidade magnética. Nesse caso a fungao de probabilidade de encontrar
o momento de dipolo orientado a um angulo € com o campo magnético é dada pela distribuicao de Boltzmann:

1 ,
p(0) = e onbeost, (5.63)

onde 8 =1/(kpT) é o reciproco da temperatura T e Z é a normalizagdo, conhecida como funcao de partigdo,
dada por:
1
7 = / d(cos 9)6_’8“3“)59

-1
O valor médio da projegao da magnetizacao na diregao do campo, ou seja, de i cos § serd dado por:
f—ll d(cos f) cos fe=PrB cost

‘];11 d(COS 9)6—5#3 cos 6

(5.64)

onde n é a densidade de momentos de dipolo magnético de médulo p no material. Realizando as integrais acima,
obtém-se o resultado de Langevin:
M =nuLl(BuB) (5.65)

onde L£(z) é denominada fungao de Langevin:
1
L(zx) = coth(x) — e (5.66)

Para a temperatura 7" muito alta, 5 — 0 e podemos expandir a funcao de Langevin em séries de Taylor:

x
L(x)]z<<1 ~ 3"
No caso fuB << 1 obtém-se a relagao:
2
ny
M(H) = ——uoH 5.67
(H) = gt (567)

ou seja, a susceptibilidade de Langevin, x = M/H, é dada simplesmente por:

2
np
XLang = M0 3kBT ) (568)
e verifica-se uma variagao na forma 1/7 para a susceptibilidade de um material paramagnético. Este resultado

realmente é observado na prética, para muitos materiais, conforme ilustrado na Figura 5.7.
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Figure 5.7: Curva caracteristica de magnetizagao seguindo a fungao de Langevin.

Uma vez que a resposta diamagnética estd sempre presente, é necessario levar em conta tanto a contribuigao
dia quanto paramagnética para determinar o comportamento do material. H& materiais em que a resposta
paramagnética nao segue a lei de Langevin, como € o caso do paramagnetismo de Pauli, para materiais alcalinos
ou o de van Vleck, que ocorre em materiais de terras raras, cujo tratamento requer a aplicagao dos procedimentos

da mecanica quantica.

5.3.5 Modelo de Weiss para o Ferromagnetismo

Pierre Weiss prontamente extendeu o modelo de Langevin para tratar do Ferromagnetismo em uma aproximagao
conhecida como aproximacao do campo molecular. Admitindo que o campo experimentado por um momento de
dipolo p no interior do ferromagneto é a soma do campo externo aplicado com um campo interno proporcional a
magnetizagdo M, na forma B = uo(H +¢M) e introduzindo este campo total na fungao de Langevin encontra-se

a expressao abaixo:

np?po(H 4+ gM
M = npuL (pofpu(H + gM)) = Mol M) (5.69)
3kpT
Da tltima expressao obtemos a susceptibilidade do ferromagneto:
2
np
. — 5.70
XFM = Ho 3kp(T —T,) ( )
onde T, é uma temperatura critica, denominada temperatura de Curie do ferromagneto.
Ngp?
T. = 5.71
. (5.71)

No modelo de Weiss, xras diverge para T = T, indicando que abaixo de T, pode haver magnetizacao espontanea.
A fungao de Langevin e o modelo de Curie-Weiss descrevem bem o comportamento da matéria em altas tem-

peraturas, mas falham para temperaturas mais baixas.

5.3.6 Equacgao para a Dinamica da Magnetizacao

Considere a definicao de momento angular L vista anteriormente e tomemos a derivada temporal do mesmo:

d d dx dp

%L:@(XXP):EXPJFXXE
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Lembremos que a Segunda Lei de Newton nos dé:

_dp

F=
dt

e além disso v = dx/dt e portanto paralelo a p. Portanto temos:

%LZXXF

mas o lado direito é o préprio torque! Podemos escrever o analogo da Segunda Lei de Newton para o Momento

Angular:
dL
— =T 5.72
i (5.72)
Agora consideremos a magnetizacao, na forma (5.58), onde vamos escrever:
;= qi
' 2m%‘
M = Z%LZ& (x —x;)
Tomando a derivada temporal de M temos:
dM dL;
— = i 00 (x = x;)
dt zi:” a0 X0
e podemos utilizar entao a equagao (5.72):
dL;
dt
Dessa forma
dM
o (zi:'yimié?’(x —x;)) xB.
Se pudermos assumir que y; = -y entao, finalmente obtemos:
dM

A equacgao acima é a equagao de dinamica temporal da magnetizagao M na presenca de um campo B. Note
que o préprio campo B é fungao da magnetizacao entao a equagao de movimento é na verdade dependente do
campo aplicado H, uma vez que M x M = 0, pelas propriedades do calculo vetorial. Esta tultima equagao é
valida quando nao ha dissipagao. E possivel incluir perdas de maneira fenomenoldgica, e a equagao resultante

é conhecida como equagao de Landau-Lifschitz-Gilbert (LLG equation):

%:WMXB—kng(MXB). (5.74)
T

As equacoes acima podem ser utilizadas para determinar a susceptibilidade de um sistema magnético, ou entao
para descrever a dinamica da magnetizagao classicamente. E interessante que classicamente M é um vetor que
depende do momento angular das particulas constituintes do sistema, mas que pode assumir valores continuos.
Na mecanica quantica M torna-se um operador, também depentende do momento angular, que é um operador
quantico com auto-valores discretos. Entretanto a equacdo quantica tem forma muito semelhante as equagoes

acima.
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5.4 Susceptibilidade Dinamica no Regime Linear

Usualmente meios magnéticos apresentam propriedades anisotrépicas, sendo amplamente utilizados em dispos-
itivos de microondas onde a nao-reciprocidade é bem-vinda. Exemplos tipicos sao as ferrites, compostos da
forma MO.FeO,, onde M é um metal. Na natureza é comum o composto FeO.FeO,. Costuma-se definir dois

eixos de referéncia:

* Easy Axis (Eixo Fécil): onde a magnetizacao é preferencial. Em estado natural a magnetizagdo tende
a se alinhar ao easy axis do material, sendo necesséaria a aplicagao do campo externo para reorientar a

magnetizagao em outra diregao;
* Hard Axis (Eixo Duro): corresponde ao eixo onde é necessiria maior energia para alinhar a magnetizacao
paralela a este eixo.

A partir da equagao de dinamica de magnetizagao vamos determinar a susceptibilidade dinamica. Podemos
assumir em um material qualquer cuja magnetizagao DC, correspondente a um campo aplicado em um dado
eixo de referéncia, seja dada na forma:

M = 4. - Hy = Mya, . (5.75)

Para pequenas perturbacoes em torno do valor Hy temos:

sendo o campo total aplicado dado por:
H(t) =Hy+ h(t) . (5.77)
A susceptibilidade dinamica, correspondendo a uma relagdo de linearidade entre SM(t) e h(t), serd obtida

através da expressao:

O M;
X = S - (5.78)
J
Para resolver o problema em questao vamos utilizar a equagao de movimento na forma abaixo:
dM
— =7"MxB. 5.79
o = M (5.79)
A equagao acima pode ser reescrita na linguagem de componentes:
dM.
dtx =~vy(MyB, — M,B,) , (5.80)
dM,
dty =~(M,B, — M,B,) , (5.81)
dM,
dt = V(M»LBy - MyBL) , (582)
onde temos:
B, = po(0M, + hy) , (5.83)
B, = uo(0M, + hy) , (5.84)
B, = po(Mo + 6M. + h.) . (5.85)
Substituindo o campo B nas equagoes (5.80)-(5.82) obtém-se as seguintes equagoes:
dd M,
o = poy[0My(Mo+ 0M, + h,) — (Mo + 6M,)(6 M, + hy)] , (5.86)
doM
dt . = uOV[(MO + (;Mz)((st + hz) - 5Mz(MO + 5Mz + hz)} ’ (587)
doM,
= poY[0My(6My + hy) — My (6My + hy)] | (5.88)

dt
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Se assumimos que |h| << |Hg| e que [dM]| << My, podemos linearizar as equagoes. Fica a encargo do leitor

demonstrar que em regime harmonico, ou seja, para
_ iwt
h = hoe s

+2iwt

negligenciando termos quadraticos em 0M e harmonicas, ou seja, termos na forma e , encontramos as

seguintes equacoes:

iwdM, = wodM, — yuoMoh, , (5.89)
iwoM, = poyMohy —wodM, , (5.90)
woM, = 0, (5.91)
onde definiu-se que:
q
= Hy = —(Bg — poMy) . 92
Wo = HoYHo 2m( 0 — toMo) (5.92)

Expressando o sistema acima na forma matricial:

My | =1 Xys Xyy O hy , (5.93)
5Mz 0 0 Xzz hz
podemos resolvé-lo, apra obter
o Mowo
Xex = Xyy = X = —5 35 > (594)
vy w? — w?
Yo Mow
Xz —Xyz = —iN = , (5.95)
Y Y w? —w?

Observe que x e n sao fungoes diretas da magnetizagao DC. Podemos escrever agora o tensor de permeabilidade

magnética na forma:

w —im 0
w=ypo | in p 0|, (5.97)
0 0 1

onde p representa a matriz de permeabilidade e p =1+ x.

Um meio com o tensor na forma (5.97) é dito meio giromagnético. Meios com a permissividade dielétrica &
de carater tensorial com a mesma forma acima mas permeabilidade p escalar sao ditos meios giroelétricos. Um
exemplo de meio giroelétrico é a ionosfera terrestre. J& os meios com permeabilidade e permissividade dielétrica
de cardter tensorial sao ditos meios girotrépicos.

E facil ver que, dada a aplicagao de um campo magnético Hy, gerando magnetizacao DC, a superposigao
de um campo ac(e’?) serd responsavel por uma magnetizacao AC descrita por um tensor de susceptibilidade.
Uma vez que um campo h = (h;,0,0) gera magnetizacao tanto na diregdo x quanto na dire¢do y, vé-se logo que
o meio é anisotrépico. Além disso o eixo ao longo do campo magnético dc é diferenciado em relagdo ao plano
ortogonal a ele. A propagagdo de ondas em um meio giromagnético (ou giroelétrico) dé origem a alguns efeitos

interessantes:
— birrefringéncia e dicroismo;

— efeito de rotagdo de Faraday e efeito Kerr magneto-6ptico.
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5.6 Problemas Propostos

1)

Considerando a condutividade dos meios materiais do ponto de vista eletromagnético, dé exemplos préticos
de: 1) materiais condutores; ii) materiais dielétricos; iii) materiais semicondutores; iv) materiais ferro-

magnéticos condutores; v) materiais ferromagnéticos isolantes; vi) materiais supercondutores.

Apresente valores de condutividade para os exemplos apresentados. Apresente a temperatura critica dos
supercondutores, quais sao os tipos de supercondutores?

Considere a resposta magnética dos meios materiais e dé exemplos de: i) materiais diagmagnéticos; ii) ma-
teriais paramagnéticos; iii) elementos ferromagnéticos em temperatura ambiente; iv) ligas ferromagnéticas;
Apresente valores de susceptibilidade magnética e temperatura de Curie no caso dos materiais ferro-
magnéticos.

O que ¢ histerese? Nao-linearidade e histerese sao sinénimos? Explique.

Dé exemplos de meios anisotropicos, nao-homogéneos e nao-lineares. Discuta possiveis aplicagoes ou

situagoes em que ocorrem. O que é birrefringéncia e a que se deve? Cite exemplos.



Chapter 6

Campos Eletrostaticos e
Magnetostaticos

O regime estatico é um caso particular das equacoes de Maxwell, em que as fontes p e J nao variam no tempo,
poduzindo desse modo campos elétricos e magnéticos estaticos, ou seja, que também nao variam no tempo.
Relaxando um pouco essa condicdo, pode-se afirmar que quando as variagoes temporais sdo muito lentas, ou
seja, mudancas acontecem numa escala de tempo muito maior do que o tempo necessario para a informacao se
propagar da fonte até o ponto onde os campos sdo observados, o regime estatico ainda continua aproximadamente

vélido. Partindo das equacoes de Maxwell variantes no tempo, mostradas abaixo novamente:

V-D = p, (6.1)

V-B = 0, (6.2)
0B

VXE = - (6.3)
oD

em regime estitico devemos descartar as derivadas temporais, fazendo 9/0t — 0. Nesse caso o conjunto

resultante é o seguinte:

V-D = p, (6.5)
V-B = 0, (6.6)
VxE = 0, (6.7)
VxH = J. (6.8)

Note que agora os campos elétricos e magnéticos desacoplam, havendo duas equagoes onde somente aparecem
quantidades elétricas, e duas outras onde somente aparecem quantidades magnéticas, descrevendo a Eletrostatica

e a Magnetostética, respectivamente, quando consideradas adicionalmente as relagoes constitutivas dos meios.

6.1 Eletrostatica

Consideremos as leis de Maxwell que governam a eletrostética, dadas abaixo:

V-D = p, (6.9)
VxE = 0, (6.10)
D = gE+P. (6.11)

99
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Note que a equagao em divergéncia apresenta fonte p enquanto que a equacao em rotacional tem fonte nula,
significando que o campo elétrico estatico tem natureza nao-solenoidal. A solugao para esta equagao rotacional

apresenta-se prontamente com a ajuda da identidade vetorial abaixo:
VxV¢=0,

onde ¢ é uma funcao escalar, denominada potencial escalar elétrico. Define-se o campo elétrico E em termos

do potencial escalar elétrico na forma abaixo:
E=-V¢, (6.12)

onde o sinal — é adotado convencionalmente, por razoes que serao discutidas mais adiante. Nesse caso a equagao
(6.10) estd automaticamente satisfeita. Passamos entdo para as equagoes restantes, uma vez que o problema
agora é determinar o potencial escalar ¢. Utilizando a relagdo constitutiva (6.11) e (6.12), podemos reescrever

a lei de Gauss (6.9) na forma abaixo:
PV P

€0

Vip = (6.13)

Esta é a equagao de Poisson para um caso geral. No caso de meios lineares, isotropicos e homogéneos, pelo

menos por partes, podemos escrever P = gy E, de forma que:

2,_ P
V=L, (6.14)

sendo € = g¢(1 4 x.) a permissividade dielétrica DC do meio material.

6.1.1 Solucao integral da Equacao de Poisson

Considere um meio linear, isotrépico e homogéneo, sem fronteiras, onde é vélida a equagdo (6.14). A solugao
integral da equagao de Poisson pode ser obtida através do método de fungées de Green. Caso haja fronteiras, nao-
homogeneidades e condigoes de contorno, o método também pode ser utilizado, embora a dificuldade matematica
aumente significativamente. Nesse método, o potencial eletrostitico ¢(r) na presenca de uma fonte p(r) é
simplesmente dado pela convolugao espacial entre a fonte p e a resposta do meio a uma carga puntual, tal que:
or) = [ Glr)p)av’, (6.15)
V/
onde dV' é um infinitésimo de volume na regiao fonte e G(r,r’) é denominada func¢ao de Green. Consideragoes
de homogeneidade podem ser utilizadas para concluir que G(r,r’) = G(r — r’). Substituindo (6.15) em (6.14)
e lembrando que [i,, 67 (r —r')p(r')dV’ = p(r), onde 6P (r — r’) ¢ a delta de Dirac em D dimensdes espaciais,
permite-nos obter a equagao para a fungao de Green:

V2G(r -1 = —ééD(r —-r'). (6.16)

Como vemos, G é a resposta do meio a uma carga puntual situada em r’. Podemos definir agora o par de

transformadas de Fourier:

GR) = (2;)]3 / dPkG(k)e R (6.17)
Gk) = / d°RG(R)e®*R | (6.18)

para obter a equagao de Poisson no dominio k:
G(k) = = (6.19)
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sendo k? = k - k. O trabalho maior é a obtencdo da transformada inversa da solucdo acima, cujo resultado
depende da dimensionalidade do espaco. Vamos considerar aqui o caso D = 3, pela sua importancia ébvia.

Temos entao:

G(R) = (273)35 /d3k$e_ik'R. (6.20)

Levando as integrais para coordenadas esféricas, sendo R = |r — 1’|, temos:

R)— ! T e L —ikRcoso
= —— (2 cos . -21
G(R) e /k:O /9:0 go:Ok sin fdkdfdp e (6.21)

A integracao somente é possivel introduzindo um pequeno compontente imaginario em k para fazer a integral
convergir no limite R — oo. O resultado é dado abaixo:
1
" 4meR
Inserindo o resultado acima em (6.15) temos a forma integral bem conhecida:

6(r) = 4%5/ %dw . (6.23)

G(R)

(6.22)

E facil perceber que uma carga puntual ¢ situada na origem, cuja densidade de carga vale p = ¢d(r) produz um

potencial escalar na forma:

$(r) = —2

= 6.24
der’ ( )

que varia na forma do inverso da distancia r.

Tendo em maos o conhecido resultado matemético V(1/R) = —R/R? e o potencial escalar dado por (6.23
podemos utilizar a definigio E = —V¢ para obter o campo elétrico gerado por uma distribui¢do genérica de
cargas:

E(r) = ﬁ /V/ p(r’)%dV’ : (6.25)

6.1.2 A rota historica para a lei de Gauss-Coulomb

O primeiro estudo consistente das forgas elétricas se deu por volta de 1785, por Charles Augustin Coulomb

que experimentalmente verificou a lei da forga elétrica entre duas cargas consideradas puntuais, tendo esta lei
a mesma forma que a lei de Newton para a gravitagdo, ou seja:
1 q¢,

e = MﬁaR

onde R=|r—r'|eag = (r—1')/|r — 1’| = R/R. Uma vez definida essa lei para a forga, tornou-se conveniente,

(6.26)

para os casos em que tenhamos distribuigoes de cargas criando suas linhas de forga e atuando sobre uma outra
carga-teste, o conceito de campo elétrico E, que na verdade vai muito além de mera formalidade matematica
como ja vimos. Na estatica o campo é definido através da forga que atua sobre uma carga elétrica q de teste:
F
E = lim —= (6.27)
q—0 q

Dessa forma a forga elétrica é definida através da equacao:
Fo=¢E. (6.28)

O significado de ¢ — 0 é que a carga de teste deve ser suficientemente pequena para que a forca que ela faz

sobre as cargas que geraram o campo E nao perturbe suas posi¢oes, o que destruiria sua configuracao e alteraria

o valor original do campo que se quer medir Para uma tnica carga ¢’ gerando o campo temos, portanto:
1 4 .

= Zag. 2
47‘(’50 RQaR (6 9)
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Admitido que o principio de superposicao seja valido, um conjunto de cargas ¢; distribuidas aleatoriamente, ira
produzir um campo dado pela soma vetorial dos campos gerados pelas cargas indiviualmente, ou seja,
N
1 qi(r —ry)

B 6.30
dmeg = [r —r;? (6.:30)

Sendo r o ponto onde estamos observando o campo, e r; a posicao da i-ésima carga. Levando a distribuigao
de cargas ao limite do continuum, ou seja a carga individual ¢; — 0 e o nimero de cargas N — oo em um
determinado volume do espaco, podemos converter a ultima expressao em uma integral:

/ dV’p(r’)|(r_r/) (6.31)

E
I‘—I'/‘S

- 4dmeg
onde p agora é a densidade de cargas, ou seja, é a razdo entre a quantidade de carga Aq(r’) contida em um
volume AV em torno do ponto r’, e o volume, p = Aq/AV. A expressao (6.31) é idéntica a (8.59).

Ja o potencial escalar elétrico, na estatica, é obtido usualmente a partir de uma andlise do trabalho realizado
por uma forga externa F em uma carga de teste para contrabalangar o efeito da forca elétrica F, = ¢E = —F,

para transportd-la de um ponto a até um ponto b. O trabalho realizado é dado por:

b b
W:/F-dl:—q/E-dl, (6.32)
a a

e a diferencga de potencial entre esses pontos é definida como a razao entre o trabalho realizado e a carga q.

W b
Vab:—:—/ E-d=V,-V,
q a
Vb tem o significado de diferenca de potencial elétrico. No caso da Eletrostatica é facil verificar que E = —V¢

satisfaz a condigao acima, onde ¢ é um funcao escalar e ¢, — ¢, = Vg A expressao para a funcao ¢ em
termos da distribuicao de cargas pode ser obtida diretamente da definicao de campo elétrico, utilizando algumas

identidades do célculo vetorial. Considerando a seguinte relacao:

1 R
V(za)—‘m’

com R =r —r', e 0o campo elétrico sendo dado por:

o 1 / / (I‘—I‘i)
E= 4ﬂeo/de(r)|r—ri|3 ’

__ ! L (L
E = 47T€0/de(r)V(R>.

Como o operador V estd operando sobre as varidveis de observagao do campo r e a integral é realizada sobre

47350 v / AV’ p(x') (;) .

Desse modo o campo elétrico é dado pelo gradiente de uma funcao escalar ¢ que, no caso da eletrostatica, é o

podemos escrever:

as varidveis de fonte r’, podemos escrever:

E=—

potencial elétrico. Podemos chamar ¢ de potencial de Coulomb e temos:
E= _V(b ’

conforme definido anteriormente. Para um campo vetorial obtido a partir de um gradiente, a integral de caminho

fechado anula-se, como podemos verifica:

fEe-dlz—fw-dl:—/vagb-dszo,
S
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ja que:
VxV¢p=0,
entao para o campo eletrostatico temos:
vXEe:o@jéEe.dl:o. (6.33)

A forma integral nessa tltima equagdo é a esséncia da lei das malhas em circuitos elétricos em baixas

frequéncias. Note que a integral de caminho fechado C' pode ser separada em N trajetos, C' = L1+ Lo+...4+ Ly,

tal que:
N N
fEe-dlz—Z/ E-dl=> Vin1=0, (6.34)
n=1 L, n=1
sendo V,, i1 = — f;:“ E-dle ayy1 = a1, fechando o circuito.

6.1.3 A Lei de Gauss revisitada

A lei de Gauss é uma importante relacdo experimental, que pode ser deduzida a partir da expressdo do campo
elétrico: ) )

E=-p -V / dv’% .
Tomemos o divergente da expressao acima, e temos:

1 plr') 1 p(r')
VE=-——V.V dV’—:——VQ/dV’—
47T€0 / R 47‘(80 R ’

ou ainda, podemos operar diretamente em 1/R, j& que o laplaciano somente atua nas coordenadas de campo:

1 1
E=— / / 2 ([ = .
\% Ireg /dV p(r' )V (R)

Utilizando mais uma vez as propriedades de célculo vetorial temos:

v? (;) = —4ré(jr —r'|) ,

e fazendo uso dela, temos:
1
V-E=——— [ dV'p()[-4ré(jr —1'|)] .
e [ Vo) am(ir — )
Como a integral de uma fungao delta de Dirac multiplicada por outra fungao em todo o espaco nos da a prépria

fungao no ponto em que o argumento da delta se anula, temos:

v.E= 1) (6.35)
€0

Para o caso de meios materiais, podemos mostrar que:
V-D=p, (6.36)

com D = ¢yF + P, onde P é a polarizagao dielétrica do meio. As equagbes acima sao a versao diferencial da
primeira equacao de Maxwell, no vacuo, e num meio qualquer, respectivamente. Vamos utilizar a expressao
mais geral, em que aparece D para deduzir a Lei de Gauss.

Uma vez que temos (6.36) podemos integrar sobre o volume, para obter um fluxo total:

vr= [ avv.D= [ avp.
Vv 14

mas aplicando o teorema de Gauss temos

jiD~dS :/VpdV. (6.37)
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6.1.4 Energia Eletrostatica e Capacitancia

Sabemos que a densidade de energia armazenada pelo campo elétrico pode ser expressa na forma abaixo:

1
U = §5E2 , (6.38)

onde considera-se aqui um meio material isotrépico e linear. Na teoria de circuitos elétricos, sabemos que a

energia total armazenada no capacitor é dada por:
Lo
Uc = §CV , (6.39)

onde C' é a capacitancia, medida em farads [F] e V = — ff E - dl a diferenga de potencial entre seus terminais.
Uma vez que a energia total armazenada no interior do capacitor esta associada a integral de volume da

densidade de energia armazenada na forma do campo elétrico, temos:
1 2
C= 72 eE“dVol . (6.40)

Note-se que aqui utilizamos dVol para designar a integragao sobre o volume, uma vez que V esta sendo utilizada
para designar a diferenca de potencial entre os terminais do capacitor.

Agora, o problema de determinar a capacitancia estd em resolver o potencial eletrostatico ¢ na regiao
interna do capacitor, dadas as condigoes de contorno impostas pela geometria do mesmo, e os materiais que sao

utilizados para fabrica-lo.

6.2 Magnetostatica

Vamos agora estudar as principais relagoes da magnetostatica, como a definicao de campo magnético, e as
principais leis matemédticas que regem os campos magnéticos que nao dependem do tempo. As seguintes equagoes

formam a base da magnetostatica:

V-B = 0, (6.41)
VxH = 7J, (6.42)
B = uH+M), (6.43)

Para satisfazer automaticamente a equagio (6.41), podemos utilizar uma identidade do célculo vetorial que diz
que V-V x A =0 e portanto definir:
B=VxA. (6.44)

Utilizando ainda a equagdo constitutiva (6.43) na forma abaixo:
H=B/uy—-M,

podemos fazer a substituigdo da equagao (6.44) em (6.42) para obter a seguinte equagao, denominada equagao
de Poisson vetorial:
VZA = —pp(J+V x M) , (6.45)

onde adotou-se a condigao de calibre V x A = 0. A solucdo formal desta equagdo é, mutatis mutandis,aniloga

a equagao de Poisson escalar, sendo dada simplesmente por:

A Mo J)+V xM(®))
o 47 \ |X7X/|

av’ . (6.46)
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6.2.1 O Potencial Escalar Magnético

No caso em que J = 0 fazemos:
VxH=0=H=-V¢,,, (6.47)

onde ¢,, é dito potencial escalar magnético. A equacgido de Gauss magnética pode ser escrita na forma:
V-B=0=V-H=-V-M

e podemos fazer entao as seguintes defini¢Ges:

H = —Vén, (6.48)
pm = —-V-M, (6.49)
Vim = —pm, (6.50)

onde define-se uma densidade de carga magnética ficticia, p,, e nesse caso a solugao dos problemas magne-

tostaticos seguem completa analogia com a Eletrostatica. A solug@o formal para o potencial ¢,, é dada abaixo:

1 [ VMK,
== [ XX gy 51

Para um tnico momento de dipolo magnético m localizado na posi¢ao xq temos:

M = md(x — xq) . (6.52)
Pede-se ao leitor que demonstre que:
Gy = m-R (6.53)
M AnR3 '
onde R = x — xg. Realizando o calculo de B = — gV ¢,,, obtém-se:
B=-""[3(m -R)R— R’m] . (6.54)
47 RP

A energia de interacao entre dois dipolos magnéticos m; e my pode ser calculada facilmente considerando-se a

energia de um dos dipolos imerso no campo gerado pelo outro, ou seja:
Upn=-m; By =-my- B,

onde B; ou By tem a forma (6.54), substituindo-se m por m; ou msy, respectivamente. Temos entdo:

U’m = _4:;%5 [3(1’!11 . R)(mg . R) — R2m1 . mg] . (655)
Podemos generalizar a expressao acima para um conjunto de dipolos. Para um par temos:
. 1
Up = —5(m; - B; +m; - By)

onde colocamos a energia na forma simétrica para que a soma sobre todos os indices i, possa ser feita sem
restricoes e evitar a dupla contagem da energia. Obtém-se da expressao Uy, =), y Untj o seguinte resultado:

Ho 1 2

ij i
A interag@o acima é conhecida como interagao dipolo-dipolo ou simplesmente interacao dipolar. Ela é de longo
alcance porém relativamente mais fraca do que outra denominada interacdo de troca, que é de curto alcance mas
tende a alinhar os dipolos paralelamente. A interagao dipolo-dipolo usualmente é responsédvel por ”destruir”

configuragoes magnéticas, criando regides de dominios magnéticos.
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6.2.2 A rota historia para a Magnetostatica

Foi verificado experimentalmente que na presenca de um campo magnético de magnitude B, gerado por um

ima permanente por exemplo, a forca magnética agindo sobre uma carga de teste de carga g e velocidade v é:
F =quBsinf

ou seja, v e B devem estar ortogonais entre si para que a for¢a seja maxima. Entretanto o sentido da forca deve
ser determinado através da regra da mao direita, ou ainda, fazendo uso do cédlculo vetorial, para colocar numa

forma mais rigorosa:
F=qvxB. (6.57)

A equagao (6.57) permite definir o campo magnético. Dada uma carga de teste g e velocidade v, em mdédulo,
sabemos que esta, por estar em movimento também cria campo magnético. De modo a medir um campo
magnético resultante gerado por uma distribuicdo de correntes, a carga de teste ndo pode influir na distribuicao

de campo gerado pelos demais elementos de corrente. Dessa forma:
F
B = lim — . (6.58)

Note que tal expressao nao é completa dado que o campo B tem trés componentes e apenas as componentes
ortogonais a velocidade sao medidas para uma dada diregao do vetor velocidade. E necessério portanto uma
série de medidas, para determinar as 3 componentes. Experimentalmente mostrou-se que a forca magnética
entre duas cargas puntuais é dada por:

~ po qq'v x (V! X &Rr)
CArx R? ’

(6.59)
sendo ag = R/R e R =r — 1’ que pode ser colocado na forma de Lorentz:
F=qvxB,

sendo o campo gerado B por uma carga puntual ¢ em movimento retilineo uniforme, omitindo os indice ’, dado

por:
_ Mo gqv X8R
47 R? '

Para uma distribuicao de cargas puntuais o campo gerado em um ponto r é sempre dado pela soma vetorial,

B (6.60)

novamente admitindo valido o principio de superposicao e linearidade:

N
o vi X (I’—I‘i)
B="— ——— . 6.61

47 ;q v — ;|3 (6.:61)

Quando fazemos N — oo e ¢; — Ag; ~ 0, sendo

Ag;
J = S = o)),
obtemos uma expressao integral na forma:
140 J@) xR
B=—[dV —F7—. .62
i VTR (6:62)

Considerando novamente a seguinte relagao:

1 R
V<R>R3’
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podemos escrever:

Ho ! ! 1
B=——[dV'] —
i / VI(r') xV (R> ,
ou ainda, utilizando o fato de que

Jr')xV (;) =-V (;) x J(r') = -V x (J(}l;)> + %V x J(r')

e dado que V x J(r') = 0, pois V opera somente em r e a densidade de corrente J é funcao de r’ apenas, temos

J(r")
R

B:@vX/dv’
4

que pode ser escrito em termos de um potencial vetor magnético A:

B=VxA, (6.63)
sendo o potencial vetor dado por
Ho ,J(r)
A="—[d .64
e / 1% 7 (6.64)

que coincide com nossos resultados anteriores.
Percebemos das equactes acima que o campo magnético é um campo rotacional e sendo assim podemos

escrever:

V-B=V-VxA=0

e temos a equagao de Maxwell para fontes magnéticas:
V-B=0, (6.65)
ou, utilizando o teorema de Gauss, temos na forma integral:

f;B-dazO. (6.66)

6.2.3 Lei de Biot-Savart e Forcas Magnéticas entre Correntes

Consideremos uma colecao de cargas elétricas em movimento, ou seja, uma corrente elétrica. De forma simplista

podemos escrever, para uma parcela de carga dq e velocidade v:
dl

dqv=dq— =Idl
v it

O campo gerado por aquela pequena parcela de carga sera:

Ho dqv X &
dB="———-—
47 r2
ou ainda: I dlx
Ho X ar
dB="———
47 r2

A expressao acima deve ser integrada por toda a extensao que transporta a corrente I:

po [ Idlxa,

B =
4 r2

(6.67)

A expressao acima é conhecida como Lei de Biot-Savart. Biot e Savart em 1820, bem como Ampeére entre 1820
e 1825 estabeleceram as leis basicas relacionando o campo magnético B as correntes elétricas e as leis de forgas

entre correntes elétricas.
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Consideremos um fio infinitamente longo, sendo percorrido por uma corrente I, conforme a figura. O campo
serd dado por:
o [°° Idz' a, x &,
B = —_—
r2

—o00
e como resultado:
_ tol A
2mp 7
sendo p = /22 + 32
Dado o campo de uma distribuicdo de correntes podemos entao determinar a forga entre dois condutores

transportando correntes. As forcas entre condutores foram medidas experimentalmente por Ampere. Tem-se:

dF =dqvxB
ou ainda:
dF=1dlxB
que podemos escrever como:
F:/Idle (6.68)
e substituindo o campo gerado por uma corrente:
Mo Il dll X (12 dlz X fir)
F="— 6.69
4 // 7‘2 ( )

Considerando dois fios longos, podemos utilizar a expresséo (6.68) e o campo magnético para um fio infinitamente
longo, para encontrar que a forca por unidade de comprimento entre dois fios percorridos por correntes I; e I,
paralelos é:
F o pohls
L 2mp
Torque sobre uma espira de corrente: O Dipolo Magnético
Observe a figura a seguir:

Uma espira de corrente estd sujeita a um torque provocado pelas forcas magnéticas, dado por:
T=rxFy,=rx(IlxB)

T=rx (Il x B)
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A expressao pode ser escrita ainda na seguinte forma:
T=pgxB
sendo o momento de dipolo magnético definido abaixo:
ji=1Irxl
O produto r x 1 é a area da espira, de na direcao do vetor superficie, entao podemos escrever:
il = 14

Ao girar a espira o torque produz trabalho. Vejamos:
W = /F~d1: /Frsin9d9

Frsinf =71

WZ/F-dlZ/TdQ
02

W = uBsin0dd = —uB cos 03 + B cos 64
01

pois dl = rdfay, mas reconhecendo:

temos:

Da defini¢do T = ji x B temos

W:_ﬁl‘B+ﬁ2'B

e podemos definir entao a energia potencial devido ao momento do dipolo magnético :
U=-ji-B

A diregdo de menor energia, que é uma posicao de equilibrio é quando o momento mangnético fica paralelo ao
campo aplicado. A méxima energia é encontrada na condi¢ao anti-paralela.
Um exemplo adicional: consideremos um elétron érbita circular no atomo de hidrogénio. podemos calcular

o momento magnético dado que a 4rea é simplesmente 7r? onde r é o raio da érbita.
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A corrente de um elétron é a carga eletronica dividido pelo tempo gasto para cumprir uma revolugao, ou

seja, o periodo da érbita T. Temos entao:

2

e o 5  ewr
= —qr° =efnr‘ =
b= f >
Adicionalmente, a quantizagao proposta por Bohr diz que:
59 nh
mor = mwr = —
27

onde n = 1,2,3.... Para a primeira érbita, n = 1 e temos:

h
wrt = ——
2mm
e o modulo do momento magnético do elétron é entao:
eh
BB =
dm

a quantidade acima é conhecida como magnéton de Bohr.

Efeito Hall

Considere a figura a seguir:

A corrente que passa pelo material J, sobre a agdo do campo magnético B aplicado, que consideramos na

direcdo x. A densidade de corrente pode ser escrita simplesmente como:
Jy = nquy
onde n é o numero de portadores de carga ¢q. A forga elétrica sobre a carga ¢ é simplesmente:
F, = —qu,B,

que efetivamente representa um campo nao-eletrostatico:

E, = —v,B,
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Esse campo tende a acumular portadores positivos na superficie inferior do material, enquanto que na parte
superior temos um acimulo de cargas negativas. Devido ao acimulo surge um campo eletrostatico em oposigao
a esse campo nao-eletrostatico, que no equilibrio tem o mesmo médulo. Dessa forma uma diferenca de potencial
pode ser medida entre as duas superficies:

V =+v,B,d

O efeito Hall permite inferir a densidade de portadores de carga, uma vez que podemos conhecer a densidade

de corrente J, e o campo magnético aplicado. Define-se o coeficiente Hall da seguinte maneira:

E 1
Ry=—2 = _—
H Jy By ng

e em termos desse coeficiente temos:

J, 1dB,
Vi = +v,B,d = +-2B,d = FRy
‘ ng A
ou: _—
1 H -
R = —— =
a ng I-d-B,;

A Lei de Ampeére
Para o que segue considere o campo magnético gerado por um fio infinitamente longo, cuja expressao ja foi

demonstrada través da lei de Biot: ;
Mot

B=—3
2rr ¢

e queremos realizar a integral de caminho desse campo:

%B~dl
c

Observe a figura

Figure 6.1: AV=A-Al=A-v-At

Na figura mostrada o caminho adotado é uma circunferéncia de raio r e portanto

dl = rdypa,
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Tem-se entao:
27 ,UOI 27
%B-dl:/ 2—5¢~rd<pég,:uol/ do = pol
c 0 0

Tr
O resultado obtido é valido para qualquer caminho de integracao adotado e para qualquer distribuigao de

correntes, e leva o nome de Lei de Ampere:

(6.70)

Considere a figura:

Figure 6.2: dl = rdpa, + dra,

Vamos demonstrar a independéncia da integral com relagao ao caminho. No caso o campo adotado é

azimutal, e o caminho adotado é:
dl = rdpé, + dra,

e portanto:
B.dl = B,rdy

e o resultado é o mesmo que se tivéssemos escolhido um caminho arbitrario.

7( B-dl= ol (6.71)
C

A lei ainda pode ser escrita na forma:

]{B~d1:u0/J-dS:,uOI (6.72)
C S

Podemos considerar ainda um meio geral no qual B = po(H + M). Neste caso podemos mostra que:

?{H-dl:/J-dS:I (6.73)
C S

e aplicando o teorema de Stokes aqui temos:

ng~d1:7{V><H-dS:/J~dS
c c s

de onde tiramos a forma diferencial da Lei de Ampere:
VxH=1J] (6.74)

Interpretagao da Lei de Ampére:
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A lei de Ampere na sua forma integral afirma, que a integral de caminho do campo magnético B em um
caminho fechado e arbitrario C é igual a ug vezes a corrente total encerrada pelo caminho C.

Dessa forma, para um caminho arbitrario que nao encerre nenhuma corrente a integral é nula, ao passo que
uma vez encerrada a totalidade da corrente, a escolha do caminho é arbitraria.

Vamos mais uma vez provar o que foi dito, através do exemplo do campo de um fio infinito carregando uma
corrente 1.

Observe a figura seguinte: Para o caminho 1:

s I 27 I
B-dlz/ Ho rAdcp—l—/ Ho redyp = puol
c, 0 2mra x 27mrp

Para o caminho 2: Sabemos que o resultado deve ser nulo pois nao hé corrente envolvida pelo caminho, mas

92 I 92 I
f B-dl:/ Ho rAdcp—i—/ FOZ (redyp) =
Cs 61 27TTA 61 27'('7'0
f{ B-dl=0
Cy

Na sua forma diferencial a lei de Ampere, que é equivalente a forma integral, afirma que a densidade de

vamos calcular.

correntes J é fonte de campo magnético na forma de um campo rotacional, cujas linhas se fecham sobre si
mesmas.

Aplicagoes da Lei de Ampere

Embora tenha validade geral, a lei de Ampeére na forma integral tem mais utilidade em casos bastante
simétricos. Tem o mesmo papel em problemas de determinacao de campo magnético que a lei de Gauss tem

para a eletrostatica. Alguns principios bésicos para aplicar a lei:

Se B ¢ tangente a trajetéria em todos os pontos da trajetdria entao a integral serd igual ao médulo B

multiplicado pela circunferéncia da trajetoria;
Se B é perpendicular a trajetéria em parte da trajetoria, essa parte nao contribui para a integral;

fc B - dl = 0 se o caminho escolhido nao englobar nenhuma corrente, mas isso nao quer dizer que o campo

magnético B seja nulo na trajetéria;



114

Devemos escolher a trajetoria mais simétrica possivel para que a integral possa ser calculada.

Campo de um solenéide
Consideremos um solendide longo, com n espiras por unidade de comprimento e carregando uma corrente

I, conforme mostrado na figura:

Quanto maior o comprimento L do solenoide mais concentradas ficam as linhas de campo em seu interior.
Um solendide infinitamente longo deve concentrar o campo todo no seu interior, sendo uniforme. Aplicando a

lei de Ampere:

B = ponl

sendo n o0 nuimero de espiras por unidade de comprimento.
Campo Magnético em um Tordide

Consideremos um toréide de raio médio r, envolvido por N espiras de corrente.
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Utilizando o caminho mostrado na figura temos
%Bwll = B2mr = puoNI
de onde tiramos que o campo B é azimutal e dado por:

N
B = pol —
27r

se n = N/(27r) temos o mesmo resultado que o exemplo anterior.

6.2.4 Energia Magnetostatica e Indutancia

Sabemos que a densidade de energia armazenada pelo campo magnético é dada por:
|
Um = 5 uH= | (6.75)

para um meio material isotrépico e linear, por simplicidade. Na teoria de circuitos elétricos, sabemos que a

energia total armazenada no indutor vale:

1
U = 5LP , (6.76)

onde L é a indutancia, medida em henries [H] e I = § H - dl a corrente que circula no indutor. Uma vez que
para obter a energia total armazenada no interior do indutor devemos integrar sobre o volume total do mesmo

a densidade de energia armazenada na forma do campo magnético, obtemos a expressao para a indutancia:

L pH2dVol . (6.77)

g

Dessa forma, a determinacao de indutancia consiste em um problema de contorno para o potencial magnéticoo
) )
que pode ser resolvido através de métodos similares aos da eletrostatica, dadas as condigGes de contorno impostas

pela geometria do indutor, e os materiais que sao utilizados para fabrica-lo.

6.3 Referéncias Deste Capitulo

[6.1] Matthew N.O. Sadiku, Elementos do Eletromagnetismo (Ed. Bookman, Porto Alegre, 5a. Ed, 2005).
[6.2] William H. Hayt, Eletromagnetismo (LTC, 6a Ed.).

[6.3] John D. Jackson, Classical Electrodynamics (Wiley and Sons, New York, 3rd. Ed., 1998).

6.4 Problemas Propostos

1) 1.1) O potencial eletrostdtico ¢ criado por um momento de dipolo elétrico de médulo p. = ¢d e orientado

ao longo do eixo z é dado por:

Pe
0,p) = ———=cosf .

a) Determine o campo eletrostatico E = —V¢.

b) Encontre a equacdo das linhas de campo e faga um esbogo gréfico.
c¢) Determine V x E.
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2)

3)

4)

1.2) O potencial vetor magnético A criado por um momento de dipolo magnético de médulo m = TA,
onde I é a corrente que circula pelo circuito fechado e A a drea encerrada pelo circuito, e orientado ao
longo do eixo z, tal que m = ma,, é dado por:

m X &
A — Ho r
4mr?
a) Faga o produto vetorial m x &, e encontre as componentes de A em coordenadas esféricas.
b)Determine o campo magnetostitico B =V x A.

c¢) Determine V - B.

Um disco circular de raio a estd uniformemente carregado com densidade de cargas superficial p, C/m?.
Considere o disco colocado no plano z = 0 com vetor superficie orientado ao longo do eixo z,

(a) Demonstre que em um ponto (0,0, 4) o campo elétrico é dado por
Ps h A
E— 1-— " _)a,
2¢e0 ( (h? + a2)1/2) a

(b) A partir do resultado anterior determine o campo E para uma lamina infinita a — oo de densidade

superficial de cargas colocada sobre o plano z = 0.

(¢) Se a << h mostre que o campo ¢ similar ao de uma carga puntual.

Para uma distribuicao esférica de cargas dada por
- { po(a®> —1%), r<a
p= 0, r>a
supondo € = g em todo o espago. (a) Determine o campo elétrico E e o potencial ® para todo o espago.

(b) Faga o gréfico de E, em fungdo de r e encontre o valor de r para o qual o campo E, é maximo.

Determine a velocidade v e a energia total Eyptqi = Eein + U (em €V) de um elétron no atomo de
hidrogénio (Z = 1) em movimento circular uniforme com raio ry = 5.29 x 10~!'m, se a forca centripeta é
providenciada pelo campo devido ao potencial eletrostatico ® = Ze/(4megr), como no modelo atémico de

Rutherford. A forga centripeta é dada por:

Dados tteis: massa do elétron m = 9.11x1073'kg, carga ¢ = —e = —1.6x107'°C, 1eV = 1.6 x107? joules

Para € = ¢y e dado o potencial eletrostdtico abaixo

o - { Dy(1—p?/a®), p<a

B —Bln(p/a), p>a
(a) Esboce ®(p) em fungao de p e calcule o campo elétrico E e a densidade de cargas p, em todo o espago
0 < p < oo. (b) Determine o valor de B para que nao haja descontinuidade no campo elétrico em p = a.

Faga o esboco do gréfico de p,(p) ¢ E,(p).

6.1 - Determine o potencial ®, o campo elétrico E e a capacitancia por unidade de comprimento para uma
linha de transmissao consistindo de um de par de condutores de raio a e distantes d e também de um guia

coaxial cujas superficies do interno e da malha tem raios a e b > a, respectivamente.

6.2 - Determine A, H e a indutancia por unidade de comprimento para as situacoes da linha de transmissao
de par de condutores paralelos do guia coaxial. Para tanto considere que a terminagao da linha e do cabo

esteja curto cirtuitada e a corrente que os percorre vale I.



7)

8)

9)

10)

11)
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Figure 6.3: Capacitor de placas nao-paralelas

Determine a solucao da equacao de Laplace para @, e determine entao o campo elétrico e a capacitancia
da estrutura mostrada na figura abaixo: Assuma que as duas placas se estendam de p; = a até py = b
com altura z = h. O angulo « é o angulo formado pelos dois planos mantidos a potenciais ®(¢ = 0) = ¢¢
e d(p=a)=0.

Escreva as equagoes que governam a magnetostatica e justifique o fato de podermos escrever B = V x A.
Da Lei de Ampere na forma diferencial, V x H = J, obtenha a forma integral, e dé a interpretacao fisica

para a forma integral, esquematizando a interpretagao através de figuras.

Uma espira circular de raio a situada sobre o plano z = 0 e centrada na origem transporta uma corrente I
no sentido anti-hordrio quando vista de cima(perspectiva de um observador que estd em algum lugar tal
que z > 0).

a) Determine o campo magnético gerado por esta espira em r = (0,0, h). Faga uso das simetrias envolvidas!
b) Determine o torque que o campo da espira produz sobre um dipolo magnético de momento m = méy
e situado em r = (0,0,h). Considere todo o espago com permeabilidade pg. Obs.: Para um dipolo

magnético temos:
Up,=-m-B

T=mxB
Para um condutor infinitamente longo de raio a, colocado de tal modo que seu eixo coincida com o eixo
z e transportando uma corrente total Iy o potencial vetor no interior do condutor é dado por:

_ —lopo
4ma?

(CEQ + y2)éz
Determine o campo magnético H e a densidade de corrente J no interior do condutor, p < a.

Encontre a indutancia mutua entre uma espira retangular e um fio infinitamente longo transportando

corrente I, conforme a figura abaixo:
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Figure 6.4: Espira retangular sob influéncia do campo produzido por um fio infinitamente longo



Chapter 7

Fundamentos gerais da ondulatoria

Campos ondulatérios sao essenciais na descricao de uma ampla variedade de fendmenos fisicos, como o som, as
vibragoes mecanicas em cordas e membranas, ondas gravitacionais e no nosso caso de interesse, a propagacao
do campo eletromagnético. Quando utilizamos logo no inicio o termo campo ondulatério estamos afirmando a
priori que uma onda é um campo, mas um tipo muito especial de campo, com certas caracteristicas peculiares
que lhe conferem o nome de onda. E importante observar que toda onda ¢é essencialmente um campo, mas nem
todo campo tem natureza ondulatéria. O objetivo deste Capitulo é apresentar o conceito essencial de campo
ondulatorio e a partir dele deduzir a equacao de ondas, resolvendo-a em coordenadas cartesianas para obter a

solugao de ondas planas uniformes.

7.1 A Equacao de Ondas

Antes mesmo de obter a equacgao diferencial que rege os fendomenos ondulatérios mais simples precisamos re-
sponder a questdo essencial: O que é uma onda? A experiéncia cotidiana, como a observacao das vibragGes em
uma corda ou membrana, as ondas que surgem em um lago quando jogamos uma pedra na agua, ou quando
caem as gotas de chuva, o som e as ondas no mar nos mostram claramente que uma onda é um tipo de campo,
ou seja, nao é um fenémeno localizado no espago porque existe em uma regiao do espago e por isso deve ser
descrita por uma fungdo matemética 1(z,y, z,t), que pode ser um escalar ou um vetor, dependendo da situagao,
que é parametrizada pelas coordenadas espaco-temporais. A figura 7.1 ilustra duas ondas geradas por fontes
puntuais na superficie da agua, propagando-se e produzindo interferéncia ao se encontrarem. Vamos agora
inferir a propriedade mais essencial de um campo ondulatério, ainda com base na experiéncia. Uma onda é um
tipo de perturbacao no espaco que se propaga, ou seja, se desloca, a medida que o tempo passa, com veloci-
dade constante. Ao propagar-se a onda pode transportar energia, momento linear, momento angular e outras
quantidades fisicas.
E comum classificar as ondas quanto ao seu carater e quanto a periodicidade, da seguinte forma:

A) Quanto ao cardter:

e Longitudinais: sao aquelas na qual a perturbacao propaga-se na mesma direcao em que ocorrem. Por
exemplo o som no ar corresponde a uma onda de pressao, que é caracterizado por zonas de compressao
e descompressao do ar, cuja diregdo de propagagao é a mesma da perturbacao. Além do som em fluidos
existem outros tipos de ondas longitudinais, como alguns tipos de ondas mecanicas, por exemplo vibragoes

longitudinais em uma mola. A figura 7.2 ilustra uma onda longitudinal.

e Transversais: sao aquelas para as quais a perturbagao ocorre em um plano perpendicular a diregao de

propagacao, como é o caso as ondas na superficie da dgua, vibragoes de cordas, ondas eletromagnéticas
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Figure 7.1: Duas ondas propagando-se na superficie da dgua, produzindo interferéncia no momento em que se
encontram.
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Figure 7.2: Exemplo de onda longitudinal: o som é a variagdo da pressdo Ap(z,t) em relagdo atmosférica
poMoléculas do ar se movem na mesma direcao da propagacao da onda.

planas uniformes. Estas ondas admitem polarizagao, ja que no plano que contém a perturbacao hé duas
diregoes linearmente independentes e as oscilagoes podem ocorrer em uma ou outra dessas direcoes, ou
ainda combinagoes lineares dessas. A figura 7.3 ilustra ondas transversais nas duas polarizagGes possiveis

em um dado plano transversal a direcao de propagagao.

e Transverso-Longitudinais ou Mistas: sao ondas em que as perturbacdes ocorrem tanto na diregao de
propagagao, ou também chamada diregao longitudinal, quanto no plano transverso. Existem solucoes das

equagoes de Maxwell com essas caracteristicas e levam o nome de modos TE, TM ou hibridos, e serao
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Polarizagao vertical
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Figure 7.3: Exemplo de ondas transversais: vibracoes de uma corda esticada, que admitem polarizacdo. A
perturbacao oscila no plano perpendicular ao eixo de propagacao da onda.

discutidos posteriormente.
B) Quanto a periodicidade:

e Periddicas: sao aquelas para as quais o valor de amplitude se repete periodicamente no tempo, dado um
ponto no espago. Podem ser harmonicas puras(ou senoidais) ou ainda ser constituidas de superposigoes
de harmonicas, podendo ser expressas por séries de Fourier. A figura 7.4 ilustra uma onda de natureza

senoidal em funcao de x e t.

e Nao-Periddicas ou Pulsos: sao ondas que nao apresentam repeticao de um padrao e devem ser repre-
sentados por uma superposi¢ao de ondas senoidais com espectro continuo. A figura 7.5 ilustra um pulso

gaussiano em funcao de z e t.

Para deduzir a equacao de ondas vamos considerar uma perturbacao ¢(z,t) que se desloca no espago com
velocidade constante v no sentido positivo do eixo z, muito similar a um movimento retilineo uniforme (MRU),
conforme ilustrado na figura 7.6 (similar a um MRU). Por uma questao de simplicidade, vamos trabalhar apenas
com uma dimensao espacial, que denotaremos z e o tempo t. Os resultados serao prontamente generalizados
posteriormente.

Considerando a nossa experiéncia cotidiana, se conhecemos o campo ondulatério para todo o espaco, no
caso ¥(z,tp) no instante de tempo inicial ¢ = ¢y, sabemos que essa distribuigao espacial ird se deslocar com
velocidade v & medida que o tempo passa, ou seja, a funcdo 1(z,t) deve se propagar com velocidade v, fazendo
com que um pico localizado na posicao zg em t = ty se desloque para uma posi¢do z = zg + vAt num intervalo
de tempo transcorrido At =t — tg. Em outras palavras, um campo ondulatério é aquele que sofre translagoes
de toda a fungao i & medida que o tempo passa. O montante da translacao segue um MRU, com velocidade v,
significando que se um observador quiser acompanhar algum valor especifico de amplitude do campo (2, to)
que se encontrava em 2y no instante de tempo tg, deverd se deslocar seguindo uma equagao de movimento do

tipo z = zp + vAt a medida que o tempo passa. Podemos arranjar os elementos dessa equagdo de MRU do
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Figure 7.4: Onda periédica harmoénica pura f(z,t) = sen(wt — kz).

Figure 7.5: O pulso gaussiano f(z,t) = Ae=@=v0*/7* & ym exemplo de onda néao periddica.

seguinte modo:

z2=2z0+vAt =zp +v(t —tg) = 290 —vtp = 2 — vt .

(7.1)
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Figure 7.6: Campo Ondulatério ¥(z,t) em funcao de z em dois instantes de tempo distintos, ¢y e t: conforme
a nossa experiéncia, idealmente uma onda deve se deslocar sem deformagao a medida que o tempo passa. A
crista da onda que no instante ty estava localizada na posi¢ao zg move-se para a nova posicao z = zg + vAt com
velocidade v em um intervalo At =t — ¢g.

Em meios ditos sem perdas a onda nao sofre atenuacdo e o valor de amplitude v, (z0,t0) (que pode ser uma

crista da onda, por exemplo) se desloca satisfazendo a equagéo:
Yp(20,t0) = Pp(z = 20 + VAL L) . (7.2)

A condigao acima é satisfeita desde que o argumento de ¥ assuma a forma que segue:
w(zvt) = ¢<Z - Ut) .

Fica fécil verificar que qualquer valor dado (zg, to) se desloca com velocidade constante no sentido positivo do
eixo z. Até agora somente consideramos uma onda que se desloca no sentido positivo do eixo z, mas a solugao
geral pode envolver uma onda que propaga-se no sentido negativo de z, também com velocidade v em maédulo.
Em ampla gama de situagoes essa onda nao pode ser omitida, porque ondas podem encontrar obstaculos gerando
componentes de onda refletida. A esta componente que propaga no sentido negativo denominamos onda contra-
propagante. Para obter forma da solucao dessa componente utilizamos o mesmo raciocinio que nos levou a
concluir que uma onda propagante deve depender somente da combinacao z — vt, bastando trocar o sinal para

z + vt, o que corresponderia a inverter o sentido da velocidade. Desse modo a solucao geral 1(z,t) é dada por:

P(z,t) = f(z —vt) + g(z + vt) . (7.3)

Cabe agora obter a equagao diferencial que rege a funcdo ¥(z,t) no caso geral. Uma vez que ¢(z,t) é

dada por uma superposi¢ao de duas componentes, uma propagante e a outra contra-propagante, note que tanto
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f(z — vt) quanto g(z + vt) dependem de z e t. E conveniente realizar uma transformagcao de coordenadas,

definindo duas novas varidveis:

= z—ut, (7.4)
= z+ut, (7.5)
de tal forma que nessas coordenadas:
P(z,t) =, ¢) = f(n) +9(C) - (7.6)
Aplicando sucessivamente os operadores 9/9n e 9/9¢ obtemos uma equagéo diferencial parcial para ¢ em termos
denec:
o (of\ 0 (Of\ _
o () =7 (36) = (7

O objetivo primario de encontrar uma equagao de ondas foi alcangado. Todavia, a equagao acima estd numa
forma pouco convencional, por utilizar coordenadas 7 e (, que correspondem a distintos observadores que se
movem junto com a onda propagante e contra-propagante, respectivamente. De modo a escrever a equagao
em termos das varidveis originais z e ¢, precisamos expressar 9/0n e 8/8¢ em termos de 9/8z e 8/0t. E
importante lembrar que para um campo as variaveis z e ¢t sao independentes entre si. Primeiro vamos inverter

as transformagoes de coordenadas (7.4) e (7.5):

z = %C (7.8)
_ n+¢
t = 18 (7.9)

para poder utilizar a regra da cadeia, na forma como segue:

o _ 020 o0to _1(0 10 (7.10)
on  Ondz onot 2\0z wot)’ '
0 0z 0 ot 0 1/0 10

e 8C<’9z+6<8t_2<82+v8t> (7.11)

Utilizando agora as equagoes (7.10) e (7.11) na equacao (7.7) podemos colocar a equacao de ondas na sua forma

mais conhecida
oy 19w
822 w2 o2

Esta é conhecida como equagdo de ondas homogénea em uma dimensao espacial (1D). A generalizagdo para

(7.12)

uma fungao geral ¥(x,y, z,t) corresponde a trocar o operador a 9?/0z? pelo operador laplaciano:

2
%zVZ,

e incluir um termo de fonte s(z,y, z,t), que poderia estar presente. Desse modo obtemos a equagao de ondas

nao-homogénea:

, 1 07
Ve - U?@ 7/’(1’,%2,75) = 75(1‘7yaz7t) . (713)

O operador de ondas muitas vezes é representado pelo simbolo a seguir:

1 02
(o2 _ Lt 9
D<V U28t2> ’
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dito operador de D’Alembert, ou D’Alembertiano, em homenagem a Jean le Rond D’Alembert (1717=1783),
matematico francés que estudou equagoes diferenciais parciais, em especial a equagao de ondas, dentre outras
contribuicoes fundamentais a matematica.

A troca do operador 92/9z? pelo operador V2 pode nao parecer tio ébvia. Todavia se admitimos que a
solugao v(z,t) é uma solugao vélida no espago tridimensional, mas que independe das varidveis (x,y) podemos
realizar uma transformacao de coordenadas (z,y,z) — (2/,9,2’). A forma mais simples de transformagao é
uma rotagao pura. Nesse caso, é de se esperar que ¥(z,t) torne-se uma fungao do tipo ¥(z’,y’, 2, t) no novo
sistema de coordenadas. A derivada parcial 9%/9z? deve ser expressa no novo sistema de coordenadas. Vamos

supor por simplicidade a seguinte transformagao de rotagao:

¥’ = cosf xr—sinf z, (7.14)
Yy =y, (7.15)
2 = sinf x+cosb z . (7.16)

Nesse caso podemos calcular as derivadas 0/0z e 92/92% em termos das novas coordenadas:

o _ oo oo 0r
dz 0z 0x  0z0y 0z 07
. 0 0
= 781119% +C080§ 3 (717)
92 L, 02 o . 0°
9.2 = s1n2t9agcl2 +0082962/2 — 2Sln9COS@m . (7.18)

Note que a equacdo de ondas original, que leva em conta somente 9?/9z2 nio é invariante de forma ao mudar

de referencial:

2 2 2 2 2
(88,22 — 1)12;2> P(z,t) =0— (Sinzeai/2 + 60529832 - 2Sin96089% — ;(;) (@' Y, 2 ) =0.
Um dos pilares da fisica moderna é o conceito de invariancia, que significa que as equagoes que descrevem um
determinado fendmeno nao devem mudar de forma por uma mudanga de referencial. Em outras palavras, a
forma das equagoes que regem o fenémeno fisico nao devem depender do referencial. Ha um problema com
a nossa equacao de ondas porque ao mudar de referencial ela muda de forma. Para torna-la invariante de
forma, considerando-se a validade da equagao no espago tridimensional, sujeito a transformagoes lineares de
coordenadas, devemos necessariamente substituir o operador 8%/9z2 pelo operador laplaciano V2. No caso da

transformacao de rotagao (7.14)-(7.16) é facil mostrar que:

& 0, 0% o0 . &
@ = COS eax/z 4+ sin Qﬁ + 2sin 6 cos am ; (719)
32 32

_ ’ (7.20)
Oy? Oy'?
92 L, 02 , . 0 . 9?
52 — sin 9890’2 + cos 08;2’2 — 2s1n00089m , (7.21)

fazendo com que o laplaciano seja invariante de forma:

I
ox?2 Oy 022  0x?2  Oy?  92?
Portanto a substituicio 92/92? — V? é amparada pela necessidade de invariancia da equagdo de ondas por
uma transformacao de coordenadas, de tal modo que a fisica ndo dependa do referencial adotado.

Finalmente, é importante notar que a fungao 1 pode representar um campo escalar ou uma componente de

um campo vetorial, ou ainda uma componente de um campo tensorial de ordem maior.
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7.2 Solucao da Equacao de Ondas Homogénea em Coordenadas
Cartesianas

No caso mais geral a equacao de ondas possui uma fonte s(z,y, z,t) que emite a perturbagao que se propaga no
espaco. No entanto, tipicamente a fonte é limitada a uma certa regiao finita do espago, e estamos interessados
em analisar as ondas geradas em uma regido em que s(zx,y, z,t) = 0. Nessa regido a equagao a ser resolvida é a

equagao de ondas homogénea, mostrada abaixo:

, 1

Vamos propor uma solucdo da forma v (x,y, z,t) = ¥(z,t), fazendo com que as derivadas em relacao as varidveis

x e y sejam nulas, reduzindo & equagéo de ondas unidimensional (8.203), reproduzida abaixo por conveniéncia:
%y 1 0% _0
022 w2012

Utilizando o método da separagao de varidveis podemos escrever:
P(z,t) = F(z) G(t) . (7.23)

Substituindo a expressao acima na equacao de ondas nos da:

Pu_ 10 &P, 1 EG

- ~rf T g
022 02 ot? dz? v2 dt? ’

e dividindo toda a equacgao acima por ¢ = F'G fornece o seguinte resultado

v d*F 1 &G 9
—_—— = = — = —J s
F dz2 G dt?
onde w? é uma constante. Note que se F'(z) somente depende de z e G(t) somente depende de ¢, entdo % "2225

)
somente pode ser funcao de z enquanto é Lf;tg; somente pode depender de t. Uma vez que essas duas quantidades

devem ser exatamente iguais, a Unica forma de uma fungao genérica de z ser idéntica a uma funcao genérica
de t para todo (z,t) é que estas sejam uma constante, que foi aqui escolhida aqui como —w?, propositalmente,
porque no regime harménico podemos fazer G(t) = Goe™?, onde G é uma constante qualquer e w é a frequéncia
angular temporal. Rigorosamente falando, a solucao (z,t) pode ser complexa no caso de sistemas lineares,
mas fisicamente o que observamos é a parte real da solugao complexa obtida. Em regime linear as partes real
e imaginaria de uma funcao complexa satisfazem a equagao de ondas de modo independente. A solugao geral
para a fungdo F(z) é a seguinte:

F(z) = Aexp(—ikz) + Bexp(ikz) , (7.24)

onde A e B sdo constantes complexas e uma relacdo entre k e w, denominada relacao de dispersao, é imposta
pela equacao de ondas, sendo dada abaixo:
vk = w? . (7.25)

Multiplicando F'(z) e G(t) para obter ¢(z,t), chegamos ao resultado desejado:
¥(z,t) = Aexpli(wt — kz)] + Bexpli(wt + k2)] . (7.26)

Observe que a solugdo acima tem a forma da solucao requerida pela nossa intuigao, ou seja, depende somente

das combinagoes z — vt e z 4+ vt. Levando-se em conta que vk = w, tem-se:

P(z,t) = Aexp[—ik(z — vt)] + Bexplik(z + vt)] . (7.27)
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Por simplicidade vamos fazer B = 0, tal que ¢(z,t) seja composta apenas da componente propagante,
ou seja, aquela que propaga-se no sentido positivo de z. Escrevendo a amplitude complexa na forma polar,

A = |A|exp(igg) e tomando a parte real da equacao (7.26) temos:
Yr(z,t) = |A] cos(wt — kz + ¢p) . (7.28)

Observe que a solugdo acima é composta de amplitude |A| e fase:
o(2,t) = wt — kz + ¢g. (7.29)

Sem perda de generalidade podemos considerar a fase global ¢¢ = 0, para obter relagoes gerais entre frequéncia

temporal e comprimento de onda.
Def.: Periodo temporal T e frequéncia f

O periodo temporal T é o intervalo de tempo transcorrido entre dois instantes de tempo ¢ e t + T, tal que a
diferenca de fase A¢ da onda entre esses instantes seja exatamente igual a 27, em médulo, em um dado valor
de z, ou seja:

|A| = |¢(z,t +T) — ¢(z,t)| = 2 ,

que resulta em:
27

T (7.30)

w
Lembrando que a frequéncia é igual ao inverso do periodo T'= 1/ f, obtemos facilmente a famosa relagdo entre
we f:

w=2nf. (7.31)

Graficamente é facil perceber que o periodo é o intervalo de tempo transcorrido entre dois maximos, ou dois
minimos, ou dois pontos sucessivos quaisquer da funcao de onda para os quais o valor da funcao e sua derivada

sao idénticos, dado um valor de z. Consideremos z = 0 e nesse caso:
Yr(z =0,t) = |A| cos(wt) (7.32)

Esta funcao é cossenoidal e tem periodo 27 ficando facil ver que considerando-se o méximo que ocorre em wt = 0
0 proximo ird se repetir ap6s um periodo, ou seja, w1 = 27, levando a equagao previamente deduzida. A figura
7.7 ilustra o periodo temporal para esse caso.

Def.: Comprimento de onda )\ e frequéncia espacial k

O comprimento de onda A é a distancia entre dois planos sucessivos para os quais a diferenga de fase da

funcao de onda seja exatamente igual a 27 a um dado instante de tempo ¢, ou seja,
|A¢| = |¢)(Z,t) - ¢(Z + Aat)| =2m.

E facil mostrar da definigao acima que
27

)\ )

onde k é denominado ntimero de onda ou ainda frequéncia espacial. Para ilustrar o comprimento de onda

k (7.33)

considere parte real da fungao 1 em todo o espago para t = 0:

Yr(z =0,t) = |A|cos(kz) . (7.34)



128

AVAN

Figure 7.7: O periodo temporal T é o intervalo transcorrido para dois pontos cuja fase ¢ = wt — kz tenha
diferenca 27 em dado valor de z.

0,1)

o

yR(z

ki=2m

A /\\/

Figure 7.8: O comprimento de onda A é a menor distancia entre dois maximos ou dois pontos equivalentes, onde
tanto a funcdo quanto a sua derivada tem mesmo valor, a um dado instante de tempo t.

|

yg(z,t=0)

Esta fungao também é cossenoidal cujo periodo é 2w. Considerando-se o maximo em kz = 0 o proximo maximo
ocorrerd em kA = 27, o que leva diretamente & relagdo (7.33). A figura 7.8 ilustra o comprimento de onda.

Podemos utilizar a relagao de dispersao, na forma abaixo,
vk=w, (7.35)
e as relagoes (8.156) e (7.33) para obter a famosa relagao da ondulatdéria:

v=Af. (7.36)
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A figura 7.9 ilustra a parte real da solucdo de campo ondulatério 9(z,t) = Ae“!=#2) em funcao de z e t.
Fica claro que uma crista da onda (um valor pico) move-se uma distdncia A em um intervalo de tempo T', o que

novamente nos leva a relacéo (7.36).

Deslocamento de uma crista

Figure 7.9: Onda harmoénica 9(z,t) propagando-se com velocidade v = A\/T ao longo do eixo z.

Ainda para um melhor entendimento do fenémeno ondulatério, considere dois observadores A e B em
coordenadas distintas, conforme ilustrado na figura 7.10. Em ¢ = 0 a onda tem a forma harmoénica senoidal
no espago. Considerando-se que essa onda propaga-se no sentido positivo do eixo z com velocidade v, os
observadores em A e B medem o efeito da onda que passa por eles, podendo desse modo construir um grafico
de amplitudes no tempo. Tipicamente, para uma onda eletromagnética, um sensor de campo elétrico (uma
pequena antena, por exemplo), poderia ser acoplada a um osciloscépio e o grifico do campo em fungao do
tempo seria mostrado na tela do dispositivo. Nesse caso, o ponto 5 mostrado no grafico é medido em ¢t = 0 pelo
observador A enquanto o ponto 1 da onda é observado por B. A medida que o tempo passa, os pontos 6,7,8,9...
passam sucessivamente por A enquanto por B passardo os pontos 2,3,4,5,6,7,8,9.... Note que o observador B
sempre mede o efeito da onda com certo atraso em relacdo ao observador A, porque cada ponto da onda que
vem de uma fonte em z = —oo passa primeiro por A e depois por B. Por esse motivo o ponto 7 mostrado na
figura passa por A antes de passar por B. Desse modo fica claro que uma onda harménica é descrita por uma
funcdo senoidal no espaco em um dado instante de tempo, mas é vista como uma funcao senoidal no tempo,
por um observador parado em algum ponto do espaco, que mede a amplitude dessa onda a medida que o tempo

passa.
Def.: Velocidade de fase v,

A velocidade de fase é a menor velocidade requerida para um observador que queira acompanhar um plano

de fase constante. Em outras palavras, mede a velocidade com que um plano de fase constante se desloca a
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Figure 7.10: Parte real de uma onda harménica pura ¢ (z,t) = Aet@t=k2) em funcéo de z para t = 0 e vista por
dois observadores situados em A e B, em funcao do tempo t. A medida que o tempo transcorre toda a figura
mostrada para t = 0 se desloca rigidamente no sentido positivo do eixo z, fazendo com que os observadores
possam medir uma variagao senoidal no tempo.

medida que o tempo passa. Uma vez que a fase é dada por (7.29), a variacdo de fase d¢ é dada por:
dop = wdt — kdz . (7.37)

Uma vez que se requer d¢ = 0 para acompanhar um plano de fase constante, o observador deve se deslocar uma

distancia dz no intervalo dt, tal que a velocidade de fase é dada por

B (7.38)
da k

Nesse caso v, = v, ou seja, a velocidade de fase v, é idéntica a constante que aparece na equacao de ondas,
v. Todavia esse resultado nao é geralmente valido, sendo estritamente verdadeiro somente vale para o tipo
de solucao obtido aqui. Esse tipo de solugao chama-se onda plana uniforme, cujo conceito sera tratado na
sequéncia. Quanto ha superposicao de ondas, a velocidade de fase v, refere-se a velocidade de fase da frequéncia
central do espectro, também denominada de portadora, enquanto uma outra velocidade denominada velocidade
de grupo v, refere-se a velocidade média com que o pacote de ondas se desloca. Usualmente, é a velocidade de

grupo que efetivamente tem relevancia fisica, havendo alguma relacao entre v,y € v, na forma vgv, = v2.

7.3 Conceito: Ondas Planas Uniformes

Embora para encontrar a solugdo da equagao de ondas (7.22) seja possivel utilizar o método de separagao de
variaveis na forma

U(x,y, z,t) = F(x)G(y)H(z)eiwt ,

onde j& assumimos o regime harménico pelo fator e*?, é mais interessante procurar compreender o conceito
de onda plana uniforme e generalizar a solugao particular ¥ (z,t). A demonstragao da solugdo pelo método da

separagao de variaveis é deixada como exercicio.
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A solugao da equagéo de ondas homogénea para uma funcao (x,y, z,t) que somente dependa das varidveis
z,t, sendo constante em relagdo as varigveis no plano (z,y) foi conhecida na Segao anterior e estd reproduzida

abaixo por comodidade:

U(z,y,2,t) = P(z,1) = Aexpli(wt — kz + ¢o) ]

Note que para um dado valor de z no instante de tempo ¢ a fungdo v (z,t) independe das varidveis (x,y),
significando que no plano (z,y) definido pelo valor de z considerado no instante ¢ a fungio de onda ¥(z,t) é
uniforme em todo o plano. Dai vem o nome desse tipo de solucao: onda plana uniforme.

A onda plana uniforme é composta de infinitos planos sucessivos, em cada um desses planos a funcao de
ondas tem valor uniforme no plano, a um dado tempo t. Com o transcorrer do tempo esses planos movem-se
rigidamente na diregdo de propagagio, que é perpendicular aos sucessivos planos. No caso especifico de ¥(z,t)
temos uma perturbacao que se propaga com velocidade v ao longo de z a medida que o tempo passa, tendo
valor uniforme em um plano (z,y) que é perpendicular & diregdo de propagacao.

Conhecendo o conceito fundamental da onda plana uniforme, vamos generalizar a solugdo 1(z,t). A gener-
alizacao pode ser feita simplesmente fazendo uma transformacao de rotacao do sistema de coordenadas. Aqui

vamos apelar para aspectos mais intuitivos. Veja que a fungado de fase pode ser escrita como:
d(z,t) =wt —kz + ¢g .

Se escolhemos um valor da fase ¢(z,t) no instante de tempo ¢, que desejamos acompanhar, podemos escrever a
equagao para z. E f4cil ver que temos nesse caso a equagao do plano (z,y) para o qual a fase ¢ é constante em

todo o plano, definido por:
. wt — ¢+ ¢o
— % -

Observe que a medida que o tempo passa, uma vez escolhido o valor de ¢ que desejamos acompanhar, o plano
(z,y) definido pelo valor de z inicial correspondente a ¢ ird se deslocar no sentido positivo com velocidade
w/k=w.

Lembrando que a equacgao geral do plano em trés dimensoes é dada por:
N-r=nzr+ny+n.z=d

onde i = (ng,ny,n;) é um vetor unitdrio perpendicular ao plano por ele definido, e porer unitario satisfaz a
relagio fi - i = n2 + ni +n2=1,r=(z,y,2) é o vetor posicio e d é uma constante real qualquer que mede a

menor distancia entre a origem e o plano, vamos propor a substitui¢ao de z por @i - r tal que:
o(r,t) =wt —kir-r+ ¢g , (7.39)
fazendo com que a solugao geral da equagio de ondas (7.22) seja dada por:
U(r,t) = P(x,y, 2,t) = Ae'@ImFRrEoo) (7.40)
Podemos ainda definir a quantidade conhecida como vetor de onda:
k =kn , (7.41)
deixando a solugao geral na forma abaixo:

Br,t) = (o, y, 2,1) = Aeiletkrton) (7.42)
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Note que toda a informagao de amplitude (e polarizagdo para ondas de cardter vetorial) estd na constante A,
enquanto que a informacao da diregao de propagacao, frequéncia e comprimento de onda estd no termo de fase.
Note que definindo k = (0,0, k) recuperamos a solugao particular ¢(z,t) com que trabalhamos até o momento.

A demonstracao de que a expressao (7.42) é solucao da equagdo de ondas é deixada como exercicio e para

tanto o leitor devera provar que
V(expli(wt — ki - + ¢)]) = —ikAexp[i(wt — ki - T + ¢p)]
V?(expli(wt — ki -t + ¢p)]) = —k® expli(wt — kit - T + ¢o)]

e ainda que para satisfaze a equagao de ondas homogénea mostrada abaixo

1 92
<V2 - vgatz> P(x,y,2,t) =0

a relacdo de dispersdo toma a forma v?k? = w?, como anteriormente.
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7.5 Problemas Propostos

1) Considere que o ar em condigdes normais de pressdo e temperatura satisfaca a lei do gds ideal:
p= nkBT 3

onde p é a pressao, n a densidade volumétrica de particulas do ar, kg é a constante de Boltzmann e T
a temperatura absoluta. Despreze os efeitos gravitacionais, e considerando em regime linear, as leis de
Newton para um fluido e a equagao de continuidade da massa, obtenha a equagao de ondas do som no ar,

que nada mais sao que ondas de pressao.

Obtenha a velocidade de propagacao das ondas sonoras no ar em fun¢do da densidade do ar a temperatura

ambiente. Como a velocidade do som muda com a temperatura, em funcao desse modelo?

2) Dadas as seguintes fungoes:
(x — vt)T

1 = Aexp |:_ 2:1;(2)

x? t
= A —_— —
V2 eXp { 2:6% T:|

esboce graficamente ¥ (z,t) e ¥o(x,t). As duas fungoes sdo ondas? Justifique. Qual delas satisfaz a

equacao de difusdo, mostrada abaixo:
oy _ 0
ox2 ot



3)

4)

5)

6)
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Dada a fungao abaixo:

¥ = 10exp |- (100z —2300015)2 ’
qual a amplitude e a velocidade de propagagao dessa onda? Esboce graficamente esse campo ondulatério
para varios instantes, em funcao de z, que estd medido em metros, e o tempo em segundos. Esse campo

é escalar ou vetorial?

Dadas as fungoes de onda abaixo:
1 = Aexp [i(wt — k2)]

1o = Bexp [i(wt + kz)] ,

Encontre a onda resultante da superposigao ¢ = v +1?2, sabendo-se que 1(0) = 1(d) = 0 é uma condi¢ao
de contorno. Em outras palavras, dadas as condi¢oes de contorno, determine a relacdo entre A e B e a
condicao sobre a constante k. Interprete fisicamente seus resultados. Onde essa situacao poderia ocorrer

em situacoes fisicas reais?

Existem os fenomenos de reflexao, refracao e difracao para ondas de som? Qual é o indice de refracao da
agua em relagao ao ar, para ondas de som? Uma onda actstica incide do ar para a dgua a um angulo de
30° no ar em relagao a normal. Qual o angulo formado entre a normal e a diregao de propagacao da onda

transmitida?

Prove que
V(expli(wt — ki 1 + ¢p)]) = —ikfrexpli(wt — kL - T + ¢y)]

V?(expli(wt — ki -t + ¢p)]) = —k* expli(wt — ki - T + ¢y)]

e ainda que para satisfaze a equagao de ondas homogénea mostrada abaixo

<v2 Lo ) oy, 2 1) = 0

202

a relacdo de dispersdo toma a forma v?k? = w?. O que significa o vetor A?
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Chapter 8

Ondas Planas Uniformes

Agora que ja temos familiaridade com as equagoes de Maxwell na sua forma diferencial, para o regime
dependente do tempo, e com os fundamentos gerais da ondulatdria, vamos estudar uma das suas previsoes
mais espetaculares, as ondas eletromagnéticas. O inglés Sir Isaac Newton (1642-1727) é considerado um dos
maiores cientistas da histéria, tendo descoberto independentemente de Leibniz o Céalculo Diferencial, formulou
as leis basicas da Mecanica Cléassica Nao-Relativistica e a teoria da gravitacao, além de seus estudos grandiosos
sobre refragao e reflexdo em 6ptica. Todavia, deixou ainda como legado uma teoria corpuscular da luz (nao
ondulatéria, portanto), que se veria mais adiante, estava incorreta. Sua autoridade retardou a aceitagio de
uma teoria ondulatéria para a luz. Foi o holandés Christiaan Huygens (1629-1695) quem propds com base em
observagoes experimentais dele e de outros que a luz era um fen6meno ondulatério. Conhecido pelo principio que
leva seu nome (o famoso principio de Huygens), descobriu também a birrefringéncia. Discordava frontalmente da
da teoria corpuscular de Newton. Dentre os expoentes da teoria ondulatoéria da luz, podemos destacar Thomas
Young e Augustin Fresnel, com experimentos que evidenciaram de forma inequivoca o carater ondulatério da luz.
Jean Foucault demonstrou que a luz se propagava mais rapido no ar do que na agua, o que contrariava a teoria
corpuscular de Newton, que previa o oposto. Mas somente com James Clerk. Maxwell a teoria ondulatéria da
luz foi colocada em um sélido arcabougo tedrico. Ele provou ser a luz uma onda eletromagnética, encontrou
o valor da velocidade ¢ para o vacuo, com base em célculos eletromagnéticos e péde comparar com os valores
experimentais conhecidos da época, o que pode ser visto em seu monumental trabalho:

A Dynamical Theory of the Electromagnetic Field, J.C. Maxwell, 1864, Philosophical Transactions of the
Royal Society of London 155: 459-512.

A confirmagao experimental dos resultados de Maxwell s6 veio em 1888, em experimentos conduzidos por
Heinrich Hertz e independentemente por Oliver Lodge. O alemao Hertz foi um dos primeiros a compreen-
der a importancia da teoria de Maxwell e desenvolveu experimentos que confirmaram a existéncia das ondas
eletromagnéticas no espectro do RF. Demonstrou a refragao, reflexao e difracao das ondas EM. Curiosamente
descobriu também o aspecto corpuscular da luz: o efeito fotoelétrico, explicado somente em 1905 por A. Einstein.

Uma das solugoes mais importantes para as equagoes de Maxwell sao as chamadas ondas planas uniformes,
que serao demonstradas e discutidas nesse Capitulo. As equagoes de Maxwell sdo um conjunto de 4 equagoes
diferenciais vetoriais que quando espandidas resultam em 8 equagoes diferenciais, o que é bastante complexo de
se resolver. Em meios lineares ha apenas 6 varidaveis de campo independentes pois das 8 equagoes de Maxwell,
2 acabam sendo redundantes. Ao invés de atacar as equagoes de Maxwell na forma como estao, é possivel fazer
algumas manipulagoes, levando a uma equagao de ondas para o campo elétrico E, ou para o campo magnético H,
também conhecida como equacao de Helmholtz no regime harmoénico. Essa equacdo é uma equacao diferencial

parcial que pode ser mais facilmente resolvida do que as equagoes de Maxwell na sua forma convencional.
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8.1 A Equacao de Ondas

Utilizemos as equagoes de Maxwell na forma abaixo supondo meio homogéneo, linear e isotrépico:

V-E = g , (8.1)
V-H = 0, (8.2)
OH
0E

Tomando simultaneamente o rotacional em (8.3) e (8.4) temos:

H
VxVxE:—,qua— (8.5)

ot
VXVXH:VXJJrst%—}f (8.6)

As derivadas temporais e o rotacional sao comutéveis, dai que V x % = %Vx, e podemos reescrever as equagoes

acima utilizando ainda a identidade vetorial (34), VxV x A = V(V-A)—V?2A, para obter as seguintes equacgoes:

V(V-E)-V’E = —u% (V x H) (8.7)
V(V-H)—VQH:VXJ—keg(VxE) (8.8)

ot

Agora podemos fazer uso das equagoes de Maxwell na forma (4.55)-(4.58), substituindo-as nas equagoes (8.7) e
(8.8):

P\ _vE— 2 9E
v(g) V2E = uat(J+sat (8.9)
0] 0H
~V?H = Jte— (—p—r 1
v VxJ+ eoi \ Ty (8.10)
Rearranjando as equacoes acima para deixar as fontes p e J do lado direito, obtemos:
0? P 0J
2 — _— = — —_
(v u58t2>E V<E>+uat : (8.11)
2 0

Note que nas equacoes acima estd presente o operador de ondas ou D’Alembertiano:
82
O=(V?—pe==) .
ot2
Nas equagoes (8.11) e (8.12) vemos que o campo elétrico E tem sua fonte nas densidades de cargas p e
corrente J, enquanto o campo magnético H apenas na densidade de corrente J. As cargas e correntes podem
ser intrinsecas ao meio, ou também induzidas pelos campos que incidem no meio. Vamos considerar o caso mais

simples, dado pela Lei de Ohm vetorial, na qual o campo elétrico produz uma densidade de correntes na forma:
J=0E (8.13)

onde ¢ é a condutividade do material. Consideremos entdo p = 0 e a densidade de correntes dada por (8.13)

para obter:

9? OE
2 0" oL
(V u68t2) E = uo 5 (8.14)

0? OH
2 _ 07 _ on
(V ueatQ) H = puo 5 - (8.15)
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Tais equagoes representam a propagacgao de campos eletromagnéticos em meios nos quais a corrente é excitada
pelo préprio campo. Neste sentido o termo a direita nas equagoes representa as perdas da onda para o material.
Tais equacoes representam a propagacao de campos eletromagnéticos em meios nos quais J deve-se ao préprio
campo. Neste sentido o termo a direita nas equagoes representa as perdas da onda para o material. No vacuo
ou meios dielétricos ideais, onde nao ha perdas, podemos fazer ¢ = 0 e temos como resultado as equagoes de

onda homogéneas ideais:

102
102

C% = pe e ¢ tem unidades de velocidade, sendo a velocidade de propagagao da onda eletromagnética nesse meio

material.

Por outro lado, em bons condutores psd?/0t? << ucd/ot entao:

OE
Pa ni
V°E = po T (8.18)

Esta ltima é a equagao de difusao e nao tem solugbes ondulatérias reais!
Todas as equagoes acima referem-se a campos com variagdes quaisquer no tempo. Estamos interessados

entretanto nas variagoes harmonicas, ou seja, campos do tipo
E = E(z,y, z,w)e™" . (8.19)

De forma mais rigorosa, podemos definir as transformadas de Fourier para o tempo:

F(w) = /_OO f(t)e ™tdt

f) = % /_00 F(w)e™'dw

Vamos escrever os campos na seguinte forma:

1 > )
E(z,y,z,t) = —/ E(z,y, 2 w)e™ dw (8.20)
2 J_ o
1 > iwt
H(z,y,2,t) = — H(z,y,z,w)e“"dw , (8.21)
2 J_ o

O contetddo espectral de uma onda é dado pelas fungoes vetoriais E(z,y, z,w) e H(z,y, z,w). Para obter a
equacdo de Helmholtz (equacdo de ondas no dominio da frequéncia) podemos utilizar tanto a defini¢ao (8.19)
nas equacoes de onda quanto as definigoes da transformada de Fourier. Um campo geral no dominio do tempo
serd simplesmente dado pela soma de todas as contribuigoes de frequéncia. Para lembrar das propriedades de

transformadas de Fourier, temos as simples substituicoes

g—)iw
ot ’
a2 T Y

e utilizando as propriedades e substituindo os campos na forma (8.20) e (8.21) em (8.14) e (8.15) temos:

(V2 + w2,u<€) E(z,y,z,w) = iwpcE(z,y, z,w) , (8.22)
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(V2 + wz,us) H(z,y,z,w) =iwucH(z,y, z,w) . (8.23)

E possivel escrever ainda em forma mais compacta as equagoes de Helmholtz, definindo uma permissividade

dielétrica complexa, na forma abaixo (conforme ja discutido no Capitulo 5, sobre Meios Materiais):
co=¢ (1 - z‘i) , (8.24)
de tal forma que (8.22) e (8.23) possam ser escritas na forma abaixo:
(V2 +wpe.) E(z,y,2,w0) =0, (8.25)

(V2 + WQMEC) H(z,y,z,w)=0. (8.26)

E bom lembrar que, conforme visto anteriormente, quando discutimos as propriedades dos meios materiais, a

permeabilidade magnética p e a permissividade dielétrica €. em geral variam com a frequéncia.

8.1.1 Solucao de Ondas Planas Uniformes

Partiremos agora para a determinagao de solugoes de ondas eletromagnéticas planas, muito tteis na analise de
problemas fisicos reais, e que embora sejam solucoes exatas das equagoes de Maxwell, sao ideais e nao possiveis
de serem realizadas na pratica por terem energia infinita, o que nao é fisicamente vidvel. No entanto, é facil
perceber que ondas planas representam uma excelente aproximacao para ondas esféricas que sao emitidas por
uma fonte puntual, na chamada regiao de campo distante, onde distancia do observador até a fonte emissora é
muito grande e o fator de curvatura da superficie esférica torna-se pequeno, podendo ser aproximada localmente
por um plano.

Indo adiante, qual é o procedimento para a determinagao dos campos? Em primeiro lugar podemos obter um
dos campos (E ou H) no dominio da frequéncia resolvendo a equagdo de Helmholtz. Como os campos nao sao
independentes entre si, uma vez que um deles foi determinado o outro é calculado através de uma das equagoes
de Maxwell primitivas que os acopla. Se a situacao é um pouco mais complexa e os campos admitem variagoes
arbitrarias no tempo, como no caso da emissao de pulsos, fazemos a transformacao de Fourier dos campos que
foram obtidos em regime harmonico, para a obtengao da solu¢ao no dominio do tempo. Vamos adotar o célculo

de E via equagao de Helmholtz e determinar H através da seguinte equagao de Maxwell:

oH
VXE=—p—:1.
. H ot
No dominio da frequéncia ficamos com:
E
H- i B (8.27)

Wit
sendo E determinado através da equagdo (8.25).

Outra questdo importante é a transferéncia da energia eletromagnética de um ponto a outro através da
onda. A densidade de poténcia eletromagnética transportada pela onda é dada pelo vetor de Poynting, cujo

valor médio no regime harmoénico é dado através da seguinte expressao:
1 *
Sined = iRe {ExH"} . (8.28)

Tendo essas equagOes em maos, vamos analisar as soluges de ondas planas. A proposta de solucao é da forma

abaixo:

E(z,y, 2,w) = Ege@te kT (8.29)
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onde Ej é um vetor constante em relagdo a ao espago-tempo (r,t), mas poderia ser uma fungao das varidveis

no espaco dito reciproco (w, k), e

k = #xks +Aayk, + agks, (8.30)
r = iy +yay + 24,, (8.31)
k-r = kax+ky+k.z. (8.32)

O operador laplaciano pode ser representado em coordenadas cartesianas na forma abaixo:
V2A =4, V?A, +a,V?A, +34,V?4, |

onde a acao sobre um escalar ® qualquer é aquela usual, ou seja,

02 9* 9
2 (9 L 9 L 9
Ve = <8x2+8y2+822>q>’

A=4a,A, +4a,A,+4a,A, é um vetor expresso em componentes cartesianas. Note que separadamente A,, A,
e A, sdo escalares.
As quantidades que calcularemos agora serdo importantes adiante:

—ik-r a 9 a 9 a 9 —ik-r
V(e k ): <axam+ayay+azaz>€ k =

_ <éx3 . 0 0 ) o ilhawthyythez) _ —ikpx

e—i(kmac+kyy+kzz) — e—ikzme—ikyye—ik’zz

)

e tem-se entao:

; 0 0 0 ; ; ;
—ik- N ~ A —ikyx —ik, —ik.z __
V(e i l‘): (ax&r+ay@+azaz'>e 1 Ie 1 ,/ye tkaz _
a(efikza:efikyyefikzz)

8(67ik1w67ikyyefik:zz) 8(67ik1w67ikyyefik:zz)

V(e *T) =4 a +4a =
( ) * or Y oy “ 0z
aefikx:r ) ) aefikyy ) ) aefikzz ) )
= &, 5 efzkyyefzkzz + ay 5 efzkwwefzkzz +a, 5 efzkwwefzkyy _
i Y z
— _ikzéxe—zkmwe—zkyye—zkzz _ Z'kyaye—zkzaze—zkyye—zkzz o ikzaze—zkzwe—zkyye—zkzz )

Colocando em evidéncia as exponenciais, temos:
V() = —ilkafin + ky By + koo e e,
para finalmente escrever:
V(e ™) = —jke T (8.33)
Quanto ao laplaciano, tem-se que

, 9? 9?2 0? .
2 —ikry _ [ Y v v —ik-r
V(e >—(ax2+ay2+azz)e |

Efetuando a derivada de segunda ordem em relagao a varidavel z, por exemplo, obtemos:

82 T o 867ik»r )
_ptkr _ 7 — 7]{:2 —ik-r
922° Ox ( Ox > =® ’
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e da mesma forma para y e z, de tal forma que:
V2 (em KTy = —fZeikr (8.34)

onde k? = k-k = k2 —i—kz—i—kg. No dominio de varidveis complexas é importante ressaltar que k-k # |k|? = k-k*.

Agora vamos analisar a solugao proposta (no que segue o fator e™* serd omitido, por conveniéncia), para

ver se esta satizfaz a equacao de Helmholtz:
E(z,y,2) = Eoe ™"

(V2 + wzlu’gc) E($7 Y, Z) =0= Vz(Eoe_ik‘r) + wzlj,ECEoe_ik'r .

Uma vez que Eq = Eygéx + Eoydy + Eo.4, é um vetor constante em relacdo a (z,y, z), nas quais o laplaciano

atua, suas derivadas serao nulas e podemos escrever:
(V2 +w?pe.) E(z,y, 2) = Eo (V2 (e7™7) + wlpe.e ™) .
O laplaciano da parte exponencial j& estd dado pela expressao (8.34). Utilizando aquele resultado, obtemos:
(V2 + wzusc) E(z,y,2) = Eg (7k267ik'r + wz,uece*ik'r) ,
= (—k*+w?pe.) Ege T = 0.

Para que a equagdo acima seja satisfeita existem duas possibilidades: 1) Eg = 0, mas esta é a solucao trivial da

equagdo de Helmholtz, o que ndo desejamos; 2) a quantidade entre parenteses deve ser nula, ou seja:
k2 4+ wlue. =0

e esta condicao deve ser satisfeita para que (8.29) seja solucao da equagdo de Helmholtz. Dada a frequéncia w

a solucao de onda deve respeitar a seguinte relagao, conhecida como relagao de dispersao:

k? = wlue. > k= wy/ie. . (8.35)

Mostramos assim que a solugao proposta satisfaz a equacao de Helmholtz, onde k é dito vetor de ondas. e pode

ser escrito na forma:
k =kn (8.36)
onde fi é um vetor unitario que aponta na direcao de k e representa a diregao de propagacao da onda.

Agora que temos o campo elétrico vamos calcular o campo magnético pela equagao de Maxwell (8.27):

_,VXE_ VX (Ege~ k)
o owp wi '

H

Novamente, Ey é um vetor constante em relagao as coordenadas espaciais, r, e desse modo as derivadas espaciais

presentes no operador rotacional nao atuam sobre ele. Podemos utilizar entao a seguinte identidade vetorial:

VX (PA)=VIXA+IV x A,

—ikr uma quantidade escalar, e A = Eq um vetor constante, tal que:

onde fazemos ® = e
V x (BEge ™ T) = V(e ™) x Eg + e X"V x Bg = V(e *T) x By ..

O gradiente da exponencial j& foi calculado anteriormente, sendo dado pela equacao (8.33), e obtemos:

V x (Bge %T) = —ike kT x By = —ik x (Ege *7") = —ik x E .
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Fazendo a substitui¢ao do resultado acima em (8.27) para calcular o campo magnético, nos fornece:
kxE

wp
O resultado acima pode ser expresso utilizando a definigdo (8.36), que relaciona k e i:

k
H=—naxE.
wht

Uma vez que H é medido em A/m e E em V/m no SI, sendo o vetor unitdrio i uma quantidade adimensional, a

H =

(8.37)

analise dimensional nos leva a concluir que a quantidade ﬁ = 1/Z deve ser medida em unidades de inverso de
impedancia, ou seja, Q~!. Substituindo k por (8.35), permite-nos definir uma quantidade fisica caracteristica

do meio material na frequéncia w, denominada impedéancia caracterisrica do meio:

wH H
L =—=,]— 8.38
k g (8:38)
0 que nos leva a escrever a expressio (8.37) na forma abaixo:
1
H= Zﬁ x E . (8.39)

Com base nas solugoes de E e H podemos calcular o valor médio do vetor de Poynting:

1 N 1 1 . "
Sined = §Re{E><H = 2Re{E>< <Z*HXE )} )
Utilizando a identidade do triplo produto vetorial,A x (B x C) = (A - C)B — (A - B)C temos
Ex(@AxE)=(E-E— (E-a)E*.
E f4cil verificar através da equacao de Maxwell V-E =0 que E-1i = 0:

V-E=0=V(Epe *7) =V(e k7). Eg + e X'V . Ey .

Lembrando que Eg é constante e portanto a sua divergencia é nula, e utilizando o ja conhecido resultado do

gradiente da exponencial, temos:
V-E=0=V(e *"). By = —ik -Ege *" = —ikh -E=0,

de onde a tunica solugao possivel é:
k-E=0—n-E=0. (8.40)

Podemos facilmente demostrar, utilizando a solu¢do para o campo magnético dada na equagao (8.37) e a lei de

Gauss magnética, V - B = 0, que:

k-H=0—~na-H=0. (8.41)
Voltanto ao calculo do valor médio do vetor de Poynting, com os resultados obtidos acima, temos:
1 1 -
Smed = §R€ {Z*} (E -E )1’1 . (842)

Vamos agora sumarizar os resultados e tirar as conclusoes pertinentes:

- Dada a equacao de Helmholtz para o campo elétrico (assumimos a variagao harmonica e??):

(V2 + w2,uec) E(z,y,2) =0

e a equagao de Maxwell para determinar o campo magnético:
VxE
H=1 ;
wp
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- Temos por solugao:

E(z,y,2) = Ege %" e H=_ixE (8.43)
k
A= 5 k=w/E ;2= gﬁ (8.44)
Sped = “Red 2 (E-E*)i (8.45)
med—2 € 7 n .
A-E=0 e A-H=0 (8.46)

- De (8.43), como o campo magnético é obtido através de um produto vetorial entre i1 e E; sabemos que H

é ortogonal aos outros dois;

- De (8.45) concluimos que a energia eletromagnética se propaga na diregao de k, haja vista que a diregao do

Poynting é fi. A intensidade da densidade de poténcia é proportional ao médulo do campo ao quadrado.

- De (8.46) concluimos que para uma onda plana a diregdo de propagacao da energia fi é ortogonal tanto a
E quanto a H. Portanto fi, E e H formam uma triade de vetores ortogonais entre si. Como a perturbagao
E e H é ortogonal & dire¢ao de propagacao a onda é dita transversa (caracterfstica das ondas planas muito

importante).

8.1.2 Uma Abordagem Alternativa: A solugcao da Equagao de Ondas no Vacuo

Vamos buscar a solugao mais simples possivel para o campo eletromagnético no vacuo, onde p = 0e J = 0.

Sejam as equagoes de Maxwell no véacuo:

V.-E = 0, (8.47)
V-H = 0, (8.48)
OH
E = —po—— A
V X Ho ot (8 9)
OE
H = % .
V x 057 (8.50)

juntamente com a equagao de ondas para o campo elétrico no vacuo:
1 o2
V- S—|E=0.
( c 5t2)

oF oE oF
E = T Yy z -0
\Y 9 + By + Ep )

vamos assumir uma forma para o campo elétrico que a satisfaca automaticamente:

Observando a lei de Gauss:

E(z,y,2,t) = E.(2,0)a, ,VY(z,y,z,1) . (8.51)

ou seja, o campo elétrico s6 tem componente na dire¢cdo x e esta somente depende de (z,t). Nesse caso, a
divergéncia anula-se, como requer a lei de Gauss, e a equagao de ondas é dada por:

ok 1 92

Ja estudamos essa equacao no capitulo de Ondulatéria, onde o método de solugao usual é a separagao de

varidveis. Em regime harmonico (variagdes do tipo e'“?) a solugio geral pode ser escrita como:

E(2,t) = (Ae™** 4 Bem™#)eiwt |
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sendo k? = w?/c? (relagio de dispersdo),A e B sdo constantes complexas. O termo e’** representa onda

contra-propagante e e~ k2

uma onda propagante. Para o que segue assuma que:
A=0 e B=FEy'" Ey=E; .
Desse modo, na notagao vetorial a solugao é dada por:
E(z,t) = Epax expli(wt — kz + 6p)] . (8.52)

Podemos perceber que a onda possui as seguintes caracteristicas:

e Amplitude , dada por Ejy

e Polarizagao = demonstra o carater vetorial, nesse caso, ax

e Fase ¢(z,t) = wt — kz + 6y, que depende de (z,1).

Considerando somente a parte real da solugao acima temos:

Egr(z,t) = Eoax cos(wt — kz + b))

Lembre ainda que, do termo de fase ¢(z,t) = wt — kz + 6y, tiramos as seguintes informagoes:

~ Frequéncia:

w=2nf
~~ Comprimento de onda:
2T
k=—
A
Utilizando a relagdo de dispersao k? = w?/c?:
ck=w,
podemos facilmente mostrar que:
c=Af.

Sem perda de generalidade vamos assumir 6y = 0, ou seja,
Egr(z,t) = Egcos(wt — kz)ax
Consideremos agora a func¢ao em todo o espaco para t = 0:
E.(z=0,t) = Egcos(—kz) = Eg cos(kz) . (8.53)

Esta funcdo é cossenoidal, e podemos daqui definir o comprimento de ondas A (ou periodo espacial):
Comprimento de Onda \: é a menor distancia espacial entre duas frentes de onda distintas para os quais

a diferenca de fase é igual a 2m em um dado instante de tempo, i.e.,
d(z,t) —p(z + A\ t) = [wt — kz + 0p] — [wt — k(z+ X)) + 6] = kX =27
de onde vem:

o
A

Note que o nimero de onda k pode ser interpretado como uma frequéncia espacial.

k
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Velocidade de Fase

~» Um observador estdtico em uma dada posicdo z perceberd o campo elétrico (e também magnético da
onda) variar senoidalmente, ou seja, naquele ponto hd mudanga de fase & medida que o tempo passa.

~» Para que um observador acompanhe um plano de fase constante ¢(z,t) = ¢y = cte, 0 mesmo tem que se

deslocar com velocidade constante, chamada velocidade de fase, v,. Sendo ¢ = cte:
¢ = wt —kz = dpy =0 = wdt — kdz

dz w
T I
~~ Verifica-se dai que a onda se propaga para +z: a medida que o tempo t passa, para que a fase medida por
um observador seja constante ¢y = wt — kz ele deve se deslocar para +z, de tal modo que a diferenca wt — kz
se mantenha constante.
~» Uma onda contra-propagante, que vai para —z tem fase dada em geral, por ¢(z,t) = wt + kz + 6. ¢t 1
implica z | para que um observador acompanhe um plano de fase constante.

Voltando agora para a solucao na forma complexa:
E(z,t) = Epaye!(wt—kz=+bo)

sabemos que a mesma satisfaz a equacao de ondas, mas devemos ainda determinar H e verificar se a mesma

satisfaz todas as equacoes de Maxwell. Pela lei de Faraday em regime harmonico temos:

E
VXE:—iwugHéH:ivx )
wp
lembrando que
OF oF, 0E, OF oF OF,
E= N T _"—"2)a Y =T )a,. 8.54
VX (8y 8z>a+<8z 8w)ay+<8x 8y>az (8:54)
Como E tem somente componente F,(z,t), resulta que
oF, -
V xE = Wéy = _ikEOel(wt—kz-l-Go)éy ,
e temos portanto:
H = iEoéyei(wt—kz+90)
WHo
~+ Veja que E é medido V/m e H em A/m. Definigdo: Impedéancia do Espago Livre Zj:
1 k w 1

Zy  wpo  wcopo  Copo

=2.9979 x 10°m/s ~ 3 x 10%m/s .

Co —
Vv Ho€o
Zo = ? ~ 377Q = 1207 Q (8.55)
0

Portanto:

E(Z7 t) — Eoéxei(wt—k‘z—‘reo)

H= @éyei(wt—kz-&-eo)
0

Verifique que esta solugao satisfaz todas as eqs. de Maxwell no vacuo:

V-E=0 ¢ V-H=0
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VXE=—iwpH e V xH =iwgyE

Algumas conclusoes podem ser prontamente inferidas da solucdo abaixo:

E(z,t) = FEyayxe!@—kat0o)
E .

H(z,t) = —Oéyez(“’t_kzwo).
A

~» E e H sao ortogonais entre si.
~~ Também sao ortogonais & diregao de propagacao z => A onda EM plana uniforme é transversal.

Calculando o valor médio do vetor de Poynting temos:
2
Sined = %Re(E x H*) = QE—ZOOQZ . (8.56)
~ A energia se propaga na direcdo z, através do vetor de Poynting S,,cq.
~~ A onda é dita eletromagnética pois para haver transporte de energia, através de S deve haver tanto E
e quanto H. E transversal pois a perturbacao E e H é ortogonal a direcao de propagacao!
= Para uma ONDA PLANA UNIFORME: E 1 H 1 S,,,¢cq4-

A Figura 8.1 ilustra o campo elétrico E,(z,t) e o campo magnético Hy(z,t) para t = 0 em funcao de z.

8.2 Analise da Propagacao de Ondas em Meios Materiais

Sabemos da relagao de dispersao,
k= wy/pe. = 8 —ia (8.57)

é um numero complexo que depende das caracteristicas do meio, pois ao menos a permissividade dielétrica do

5625(1—1'1) .
we

Também a impedéancia do meio, Z = \/u/e., serd uma quantidade complexa. A varidvel complexa k é dita

meio é tipicamente complexa:

constante de propagagao medida em m~1, 8 é chamada constante de fase [1/m ou rad/m] e o é dita constante
de atenuagao [1/m ou np/m]. Para um meio sem perdas k = 3 e sabemos que k = 27/\. Desse modo vamos
generalizar essa relacao para: )

Y

B =Re(k) = - . (8.58)

Dessa forma, uma onda plana uniforme propagando-se em uma direcao arbitraria i em um meio material

qualquer pode ser expressa na forma abaixo:

E = Eoefaﬁrei(wtfﬁﬁf) , (859)
k 1
H=_ixE=_ ixE. (8.60)

Lembrando que as equacoes i - E = 0 e i - H = 0 devem ser satisfeitas, vamos assumir i = &,, sem perda de

generalidade para a andlise que segue, e além disso, Eg = Eypa, de forma que:

E = Epe!@t=F2)a, (8.61)
1 .
H= ZEOeZ(Wt_kz)éy ; (8.62)
1 1
Simed = ERe {Z*} |E‘25~z . (863)

Do ponto de vista da propagacao de ondas eletromagnéticas O que define se um meio é dielétrico ideal,

dielétrico real ou condutor é a relacao entre corrente de conducao e corrente de deslocamento. Essa relagao é
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Figure 8.1: Onda Eletromagnética Plana Uniforme. Os gréficos mostram os campos E,(z,t = 0) e Hy(z,t =
0)(em fungao de z, para t = 0). Observe que & medida que o tempo passa a figura é transladada no sentido
positivo do eixo z.

chamada tangente de perdas do meio. Assumindo meios materiais em que a densidade de corrente de condugao

J obedece a lei de Ohm, J = ¢E, e a densidade de corrente de deslocamento Jp = 9D /3t em regime harmonico

é dada por
Jp =iweE
define-se: 3
o
tanf, = ——— = — . 8.64
M T 19D/t we (8:64)

Essa relacao é que define o comportamento do meio. Veja que a tangente de perdas aparece na definicao de

Ec =€ (1 —ii>
we

8.2.1 Meios Dielétricos Ideais ou Meios Sem Perdas (0 = 0)

et

No caso de materiais dielétricos e magnéticos sem perdas, ou seja, ideais, temos as seguintes expressoes para as

constantes de propagacao, perdas e impedancia:

a=0; B=w/ue, (8.65)
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ou seja,
k=p=wue . (8.66)

Note que também a impedancia caracteristica ¢ um nimero real puro nesse caso:
1
7 =4/=. (8.67)
€

Omitindo a dependéncia temporal e’ temos entdo, para os campos propagantes na direcdo z positiva, as

expressoes abaixo:

E = Ey e 7% a, | (8.68)

H-= % Eo eP* 4, (8.69)

1 Je R
Smed = 2\/; Eg ag . (870)

E bastante 1til definir o nimero de onda kg que corresponde a constante de propagagao no vacuo:

2m
ko = wy/Eofio = X (8.71)

onde Ay é o comprimento de onda no vacuo. Coonsideremos ainda que a velocidade de fase é dada por:

w
= — = )\
c= =),
e da optica, o Indice de Refragao n é dado por:
A
c:%o ou nZTOZk%' (8.72)

Desse modo é possivel relacionar as constantes eletromagnéticas do meio, como a permeabilidade magnética e
a permissividade dielétrica ao indice de refracao do meio. Temos no caso de meios dielétricos ideais a seguinte

relagao:
N = /fbrEr,. (8.73)

onde g, = g/eg e p, = /o sdo valores relativos. Em dielétricos ideais e ndo-magnéticos, p, = 1 (u = pp) € 0

indice de refracao fica relacionado diretamente a permissividade dielétrica:

n=./e . (8.74)

Dessa forma podemos calcular o comprimento de ondas no meio A, bem como a impedancia caracteristica

Z, em termos dos valores do vacuo, Ay e Zy, ou seja:

A= T (8.75)
7= 2 (8.76)

sendo o préprio vadcuo um caso particular com: ¢, = 1. Em muitos casos o ar atmosférico é considerado como

sendo aproximadamente o vacuo, como primeira aproximacao.
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8.2.2 Meios Dielétricos Reais ou com Pequenas Perdas(c << we)

Em dielétricos reais ndo magnéticos (u,, = 1), o # 0 embora ¢ << 1. Para um meio comportar-se como
dielétrico porém, basta que

g
—<<1,
we

predominando assim a corrente de deslocamento. Nesse caso, utilizando a seguinte aproximagao

\/1—1-3:@14-%,

temos: .
k:ff—mzw,@—iia,/ﬁ, (8.77)
€
de onde, por comparacao, podemos inferir que:
O'ZO
o =
2\/er

1% . O ZO
7 = /= |1 — | = .
€ ( T 2ws> VEr (8.79)

A onda propagada nesse meio tem, no sentido positivo de z, as seguintes expressoes:

B = wy/1e = ko/er , (8.78)

[¢)

e além disso:

1 . ,
E = Eyexp [—20\/@] e P7a, = Foe e P7a, (8.80)
/ 1 4 E ,
H= 2 (1 —1 i) Ey exp [—20\/52} e Pra, ~ Z—z ere e Py, (8.81)
Spea = VoI B2 exp (—202) &, - (8.82)
27,

Observando as expressoes de campo em um dielétrico real E e H ficam ligeiramente defasados entre si, mas
esta pode ser até mesmo negligenciada ja que nao ha uma influéncia significativa na densidade de poténcia.
As perdas sao dependentes de forma linear com a condutividade o e sdo levadas em conta na constante de
atenuacao a.

Definicao: Comprimento de Penetragao §:

E a distancia necesséria para a intensidade de campo cair a 1 /e (= 37%) do valor em z =0 e é dada por:
0=—. (8.83)

Para um dielétrico real, serd dada por:
5 2./
a O'ZO ’

Para um material na frequéncia de f = 3 x 10° Hz (A = 10cm), com as seguintes caracteristicas: &, = 4, p, ~ 1,

c=10"% Q" 'm~! temos:

2 1498 %1070 << 1
wEe

de forma que a penetracdo da onda nesse meio é da ordem de

5_2\/11

= — =106k
10-6 377 ™ = 10-6km

ou seja,
0 >> A\,

o que significa que a onda se propaga muitos comprimentos de onda em um dielétrico real, e portanto, dielétricos

nao sao bons isolantes para ondas eletromagnéticas.
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8.2.3 Meio Condutor (o >> we)

O meio condutor ideal possui condutividade infinita (¢ — 00). Vamos nos concentrar nos casos em que o >> we,
ou seja,

o
— >>1,
we

e nesse caso de um bom condutor predomina a corrente de condugao. Dessa forma temos:

wpo
o = = —_—

2

k:ﬁ—mz,/%a—i), (8.84)
Z= \/g(ui). (8.85)

Aqui o campo magnético fica em defasagem evidente (—45°) em relagdo ao campo elétrico e temos:

E = Epexp {1 / w,;wz} exp {i, / wgaz} Ay , (8.86)
o . wuo . Jwpo .
H=, /m(l —i)Epexp {—1 / 22} exp [—z, / Qz} ay , (8.87)
1 | 9 jwpo | .
Sined = 5\ 2 E§ exp [ 2 5 z} a, . (8.88)

Observamos que o campo magnético assume valores bastante altos, dado que é multiplicado por /0., enquanto

e podemos escrever:

o comprimento de penetracao de campo serd dado por:

5o 2
wpo

Esta é distAncia em um condutor onde o valor do campo cai do valor para um valor de ~ 37% do campo
inicial. Essa é a esséncia do efeito skin ou pelicular dos condutores: os campos e correntes ficam somente na
superficie do condutor a altas frequéncias, uma vez que § é um valor pequeno comparado ao comprimento de

onda. Para exemplificar, vamos supor f = 1 MHz, . = o e a condutividade do aluminio o ~ 3.54-107 Q@ 'm—!:

§~85-107° m = 85 um

ou seja, um campo eletromagnético incidindo numa chapa de aluminio de 1 mm nao passaria para o outro lado,
o que sugere que os condutores sao bons isolantes de ambientes para a influéncia de ondas eletromagnéticas.

Aqui tem-se de forma exata

= (8.89)

ou seja, § < A, conforme mencionamos.

8.2.4 Meios com Perdas e Condutividade da ordem o ~ we

Aqui devem resultar expressoes gerais para « e . Da defini¢ao

kzw@zﬁ—iazw”ue(l—ii),



150

e colocando na forma polar a parte complexa, apds cdlculos um tanto tediosos chegamos a:

a=uw “25\/ 1+(é)2—1 (8.90)

:wﬁ\/m+1 (8.91)

B 1
Z= e(l-i2)’

e apos as manipulagoes matemaéticas, podemos escrever:

Para a impedancia do meio temos:

Z=r+ix, (8.92)

sendo

+1, (8.93)

UJE

w_\/251+ \/\/ wg gy (8.94)

Os campos propagantes na direcao z positiva s@o da forma geral:

E = Epe %%~ 24, | (8.95)
1 —az , —ifza
H= EEOe e P*ay (8.96)
1 2 —2(yz~
Sied = Re 7 Ege ay . (8.97)

8.3 Ondas planas no Espaco Reciproco

Aqui temos um capitulo a parte, que pode ser considerado avangado para alguns porque utiliza o conceito de
transformada de Fourier generalizada, e é equivalente ao regime harmonico dos campos. Dadas as equacoes de

Maxwell em meio homogéneo, linear e isotrépico:

V-E=p/e

V-H=0

OH

0E
VxH=J+:00 (8.98)

e as transformadas de Fourier generalizadas:
o0
= /d%‘/ dtexp [i(k - r — wt)] A(r,t)
—00

A(r,t) =

k /jo dwexp [—i(k - r — wt)] A(k,w)

das propriedades de transformadas sabemos que:

F(T0Y) = e Fe)

dtn
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para uma varidvel ¢. Entao vamos aplicar a transformada de Fourier as equagoes de Maxwell:
/d?’m/oo dtexpli(k - r —wt)](V-E = p/e)
/dgav/OO dtexpli(k-r—wt)] (V-H=0)

/d?’x/_o;dtexp[i(kT—Wt)] (V xE= _Maal;l)

3 DO . OE
d’z dtexplifk - r—wt)] [VxH=J4+ec— (8.99)
o ot
de onde tiramos que:
k-Ek,w) = ipk,w)/e (8.100)
k-Hk,w) = 0 (8.101)
kxEk,w) = wuH(k,w) (8.102)
k xHk,w) = iJk,w)—weE(k,w) (8.103)
ou no vacuo, onde p e J sao nulos, temos simplesmente:
n-Ekw)=0
ni-Hk,w)=0
nx Ek,w) = ZpH(k,w)
1
i x Hk,w) = —?E(k7w) (8.104)
0

sendo Zy = \/uo/eo0 e k/k = 11. O espago reciproco é dito o espago de k e w enquanto o espago real é o espago

deret.

8.4 Representacao Geral da Polarizacao de Ondas Eletromagnéticas

Consideremos a solucao geral de ondas planas uniformes propagando-se em uma direcao arbitraria f, mostrada
abaixo:

E= Eoefozfrrei(wtfﬁfrr) )

Definigao: Polarizagao de uma onda eletromagnética indica o carater vetorial da onda e é sempre obtida a
partir da orientagao do vetor campo elétrico E.
Queremos agora encontrar uma solugao geral para o vetor Eg, sendo conhecido . Da lei de Gauss para

ondas planas uniformes:

é facil ver que

A solugao vetorial mais geral para esta equacao é a superposicao linear de vetores Eqg contidos no plano normal
a n:

Eo = F1a; + Esaq
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onde &; e ap sao vetores unitarios que formam uma base ortonormalizada no plano perpendicular ao vetor A,

ou seja:
a;-84 = Aaz-a=n-n=1, (8.105)
418 = a3 -0=4a8,-01=0, (8.106)
él X 52 = 1n s (8107)

Lembrando ainda que
|Eo| = Eo = V|E1|* + [E2|? (8.108)

é possivel definir

B, = FEycos(p)e'® | (8.109)
E, = Eysin(p)e'® | (8.110)

de tal forma que possamos escrever:
E = Eo[cos(p)ay + sin(p)eiTagle b reilwt=Ahrtoy) (8.111)

onde A, é denominada fase global e -, definida abaixo,
N=0y— 0, (8.112)

é a fase relativa entre as componentes nas direcoes a; e as .
Por simplicidade, para a anélise que virda na sequéncia vamos assumir ondas propagantes no sentido positivo

do eixo z, ou seja, i = &, tal que:

E = FEylcos(p)ay + sin(p)eay|e 2%l @i=F2+0) (8.113)
E ) )
= l-sin(p)e Ny + cos(p)ayle e W (8.114)
Smed = sRe - \[E[% (8.115)
med — 5 € 7+ z - .

A polarizacao de uma onda eletromagnética pode ser classificada em linear, circular ou eliptica, esta ultima o

caso geral.

8.4.1 Polarizagao Linear
A polarizacio linear serd obtida quando e’ = %1, ou seja, quando a fase relativa for dada por
y=mm ,m=0,+1,£2..
Por simplicidade vamos escolher m = 0 e #; = 0, e nesse caso:
E = Eycos(p)ay + sin(p)ay el @A) (8.116)

cuja parte real vale:
Egr = Eylcos(p)ax + sin(p)ay]e™** cos(wt — Bz) , (8.117)

Observe que tanto a componente E, quanto E, estdo em mesma fase, e portanto o campo resultante oscila sobre
uma linha reta contida no plano (z, y) formando um angulo ¢ com o eixo z - daf o nome de Polarizacao Linear.

Obviamente o campo magnético oscila sobre uma linha perpendicular a esta, ou seja, uma linha que forma um
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angulo ¢ com o eixo y. Se definirmos o eixo 2 como eixo vertical e o plano (y, z) como plano horizontal, temos
dois casos particulares:
~» Polarizacao Vertical: ¢ =0
Egr = Eoaxe “* cos(wt — f2) (8.118)

~ Polarizacao Horizontal: ¢ = /2

Er = Epaye™ % cos(wt — f2) (8.119)

A Figura 8.2 mostra o campo elétrico, bem como o campo magnético, de uma onda de polarizacdo linear

vertical, em ¢t = 0, em funcao da coordenada referente ao eixo de propagacgao z.

E (V/m)

Figure 8.2: Onda de Polarizagao Linear: para um observador em z qualquer, a figura move-se para a direita a
medida que o tempo passa e o campo E oscila sobre uma linha reta.

8.4.2 Polarizacao Circular

A polarizagao circular serd obtida quando e*” = +i, ou seja, a fase relativa entre as componentes E, e £, sera

dada por
T
= :l:f
T
e quando a amplitude das componentes E, e E, forem iguais, ou seja, ¢ = m/4. Temos entdo duas solugoes
distintas:
E. = @[ax T iay]e @ elWt=h2) (8.120)
V2 y
cuja parte real vale: 5
Ef = —Oe*‘“[cos(wt — Bz)ax £sin(wt — Bz)ay] . (8.121)

V2
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A primeira delas é denominada Onda de Polarizacao Circular Direita ou Anti-Horaria. Considere o
plano z = 0 e temos

E
El = = [cos(wt)ay + sin(wt)ay] . (8.122)

V2
Observe que as componentes F,, e £, oscilam no tempo em diferenga de fase de 90°, com o vetor E descrevendo

uma circunferéncia de raio Fy/ V2, no sentido anti-hordrio para um observador que vé a onda chegando até ele

(regra da mao direita). Fazendo a = 0, por conveniéncia, em ¢t = 0 tem-se

Ey R . R
El = ﬁ[cos(ﬂz)ax —sin(fz)ay] . (8.123)
A Figura 8.3 ilustra o comportamento do vetor campo elétrico & medida que o tempo passa em z = 0. O vetor
descreve uma circunferéncia cujo sentido de rotacao é dado pela regra da mao direita, para um observador que

vé a onda chegar. Ja a Figura 8.4 ilustra essa mesma onda no espaco, para t = 0.

o

Figure 8.3: Onda de Polarizagdo Circular Direita (RHCP): Um observador em z = 0 vendo a onda chegar
percebe um campo E que descreve uma circunferéncia no sentido anti-horario a medida que o tempo passa.

A segunda situacdo é a de uma Onda de Polarizacao Circular Esquerda ou Horaria. No plano z = 0
temos o campo elétrico dado pela expressao abaixo:
E? = &[cos(wt)é — sin(wt)ay | (8.124)
— \/§ X y
Observe que as componentes I, e F£, oscilam no tempo em diferenca de fase de —90°, com o vetor E descrevendo
uma circunferéncia de raio Ey/v/2, no sentido horério para um observador que vé a onda chegando até ele (regra
da mao esquerda). Fazendo a = 0, por conveniéncia, em ¢t = 0 tem-se:

ER

Ey N . ~
o= %[Cos(ﬁz)ax +sin(Bz)ay] . (8.125)
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Figure 8.4: Onda de Polarizacao Circular Direita (RHCP): o campo E descreve uma hélice no espago para um
determinado instante ¢. A medida que o tempo passa a figura se desloca para a direita, e um observador em
um plano z qualquer vé um campo elétrico que descreve uma circunferéncia no sentido anti-horario.

o

Figure 8.5: Onda de Polarizacao Circular Esquerda (LHCP): Um observador em z = 0 vendo a onda chegar
percebe um campo E que descreve uma circunferéncia no sentido horario a medida que o tempo passa.
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e
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bl
b DY

L Y

Figure 8.6: Onda de Polarizagao Circular Esquerda (LHCP): o campo E descreve uma hélice no espago para
um determinado instante ¢. A medida que o tempo passa a figura se desloca para a direita, e um observador
em um plano z qualquer vé um campo elétrico que descreve uma circunferéncia no sentido horério.

As Figuras 8.5 e 77 ilustram uma onda de polarizacao circular esquerda, em z = 0 em fungao do tempo, e t =0

em funcao de z, respectivamente.
Algebra dos vetores unitarios de polarizacao circular
Os vetores unitarios utilizados para descrever polarizagao circular sao complexos, na representagao complexa

do campo eletromagnético, e seguem regras nao usuais de produto escalar. Sao definidos os vetores unitarios

de polarizagao circular conforme as expressoes abaixo:
R 1. A
aL = ﬁ(ax Fidy) . (8.126)
E f4cil ver que
& =4y
bem como demonstrar as seguintes relacoes:
ar-a; =0, (8.127)
4 -4} =ar-az =1, (8.128)
(8.129)

Ay X &p =18, .
E possivel ainda mostar que uma onda de polarizagao linear é uma superposi¢ao adequada de ondas de polar-

(8.130)

izagao circular:
E = (B 4, + E_a_Je *%/(@i=ft0)

Veja que se By = E_ = Ey/\/2 entdo:
E= Eoéxe—azei(wt—ﬁz-‘ral) ,
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enquanto que se £, = E* = iEo/\/§ obtemos:
E = Eoéyefazei(wtfﬁz+91) )

A Figura 8.7 mostra a obtencao de um campo de polarizagdo linear como superposi¢ao de duas ondas de

polarizacao circular de sentido de rotagao opostos.

Figure 8.7: Onda de Polariza¢ao Linear obtida a partir da soma de duas ondas de polarizagao circular, E; e
E_.

De modo geral a Polarizacdo de uma onda pode ser Eliptica, ¢ # 45° e v # 0:

E = Eplcos(p)ax + sin(go)e”éy]e_”‘zei(m_ﬁzwl)

sendo as polarizagoes lineares e circulares casos particulares do caso mais geral. A Figura 8.8 mostra um exemplo

de polarizacao eliptica anti-horaria.

8.5 Condicoes de Contorno e Interfaces Planas entre Meios: lei de
Snell, refracao e reflexao, angulo de Brewster

A incidéncia das ondas eletromagnéticas em interfaces entre meios distintos é um problema de suma importancia
ja que a idealizagao de meios infinitos nao se realiza na pratica e temos a presencga de varios meios, com a onda
se propagando de um meio para outro.

O problema da incidéncia em interfaces nada mais é do que solucionar as equagdes de Maxwell com condi¢Ges
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Figure 8.8: Onda de Polarizacdo Eliptica Anti-Horéria .

de contorno apropriadas. As condigbes de contorno gerais em interfaces sao as seguintes:

fi; - (Dy — D3) = pg (8.131)

iy - (By —By) =0 (8.132)

fi; x B; = iy x By (8.133)

fiy x Hy — fi; x Hy = Jg (8.134)

enquanto para meios sem cargas e correntes superficiais pg e Jg temos:

fiy Dy =y - Dy (8.135)
fi; - (B —By) =0 (8.136)
fiy; x By = fiy x Ey (8.137)

fiy x Hy = iy x Hy (8.138)

o que reflete apenas a continuidade das componentes normais de D e B e tangenciais de E e H nas interfaces.
De acordo com o tipo de interface entre dois meios materiais, a reflexao pode ser classificada em:
e Especular: quando a interface entre os meios é perfeitamente lisa em relacao ao comprimento de ondas A
da onda incidente.
e Difusa: para superficies rugosas em relacdo ao comprimento de ondas .

O problema mais simples que podemos pensar é uma interface plana ideal conforme mostra a figura 8.10.
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(a) Reflexio Especular (b) Reflexao Difusa
(superficie lisa) (superficie rugosa)

Figure 8.9: Tipos de Reflexao em Interface entre 2 Meios: Especular e Difusa.

n,.
Onda Incidente
L 0 Onda Refletida
Meio 1 of
=
Meio 2 X
H
o\ "t
M2
Onda Refratada
ou Transmitida

V2

Figure 8.10: Interface perfeitamente plana entre dois meios materiais em z = 0.

8.5.1 A Incidéncia Normal

No caso em que 6; = 0, de incidéncia normal, uma onda plana incidente tem ambos os campos E e H totalmente
tangenciais a interface e esse caso é o mais simples. Quando tratamos um meio em que a onda incide com um

angulo 0; # 0 havera componente de E ou de H que serd perpendicular a interface.

Vamos analizar primeiramente a incidéncia normal (6; = 0), ilustrado na Figura 8.11, e podemos escrever
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1 A“r
Meip ] ~Onda —p—
Incidente

L H; omp-E, | HQup-E,

. —J}— Onda Refletida

Figure 8.11: Interface plana em z = 0. Incidéncia normal.

os campos na forma abaixo:

Observemos que a frequéncia w nao deve mudar ao passarmos de um lado a outro da interface, e

k‘1:w\/,u1€1, Zy = /;—11

ky = wy\/l22,, Zp =,/

€2
Podemos escrever para o meio 1 e 2 os campos totais:

E; =Ei +E, = Eg [ ™" +re'™?] e
Hi = H; + H, = B [e7™1% —reihi#] ¢

E2 = Ey = 7Epexp [i(wt — ka2)] 8x

E
H, =H; = TZ—O exp [i(wt — kaz)] &y
2

Para a interface colocada no plano z = 0, devemos impor a continuidade aos campos, que sd@o puramente

tangenciais, entao:
E.(2=0) = FE(2=0),

Hy,(z2=0) = Hy(2=0),
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cujo resultado é o sistema de equagoes abaixo:

l14+r=r71,
1 1
—(1—p) = —
Zl( 7') ZQT )
de onde tiramos:
Zy — 2y
r=—=, 8.151
ZQ+Z1 ( )
275
T= . 8.152
Z2+Zl ( )

Em geral, para meios épticos ou nao magnéticos, podemos escrever o indice de refracao na forma /. = n e

entao € facil mostrar que;

pan2 , (8.153)
ni + no

o2 (8.154)
ni + no

Os parametros r e 7 sao as amplitudes de reflexao e transmissao dos campos, no entanto, é conveniente tratar
da poténcia refletida e transmitida. Do vetor de Poynting sabemos que a poténcia é proporcional ao quadrado

dos campos e por isso podemos escrever:

Er2 i 2 2
L 0 e , (8.155)

B=lgp =

Zy— 71
Zy+ 2y

ny + No2

onde o coeficiente R é a razao entre a poténcia refletida e a incidente e é dito refletividade.

A densidade de poténcia transmitida deve ser escrita na forma:

1
S, = — 2E2
= Il

ao passo que o Poynting incidente é dado por:
1
Si = Z'EOP )

e por isso definimos o coeficiente de transmissividade dado por:

St Zl 2

T=—=— 8.156
Si Z2 |T| ? ( )

e é facil mostrar que:

R+T=1, (8.157)

o que reflete apenas a conservagao da poténcia na interface.

8.5.2 Incidéncia Obliqua

.,

E importante definir de forma geral o conceito de Refletividade: é a razao entre a densidade de poténcia

transportada pela onda refletida e a densidade de poténcia da onda incidente na interface:

Srefl o |Er|

R= Sinc N |E7‘|

= Irf*, (8.158)

onde o parametro r é denominado amplitude de reflexao e R refletividade.
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Definicao: Plano de Incidéncia é o plano formado pelo vetor unitdrio normal a interface fi; e o vetor de

onda incidente k; = k1fi;. No nosso caso, ilustrado na Figura anterior, é o plano (z, z).

Para o caso da incidéncia obliqua, se a onda tiver polarizagao arbitraria podemos decompor em dois estados:

= Campo E paralelo ao plano de incidéncia ( ou H perpendicular ao plano de incidéncia)

= Campo E perpendicular ao plano de incidéncia (ou H paralelo ao plano de incidéncia)

A amplitude de reflexdo r serd dependente da polarizacdo, conforme veremos. Para meios comuns R < 1

em em interfaces dielétrico/condutor R = 1.

e Campo E paralelo ao plano de incidéncia

Para este caso o campo elétrico encontra-se no plano (z, z), conforme mostrado na Figura 8.12.

Onda Incidente
1nj
Meio 1
Meio 2
6; E p
no A
Onda Refratada
t \ou Transmitida
v Z n t

Y

Figure 8.12: Interface plana em z = 0. E paralelo ao plano (z, 2).

e portanto possui uma componente que é perpendicular a interface. Podemos escrever para os vetores

unitarios de incidéncia, reflexao e transmissao, as seguintes expressoes:
n; = sin ;a5 + cos 6,4, ,
N, = sinf,.a, — cosb,a, ,

Ny = sin 0,45 + cos 6,4, .

Como os campos E e H sdo ortogonais a n e das equagoes de Maxwell temos:

n-E=0,

1
—nxE=H
71X ,

podemos escrever para 0s Campos

E; = Ey (cos 0;45 — sin6;4a,) e~ (sinbiztoosfiz)

Eo,. ik (sing, .
Hi = “aye ik (sin 0;x+cos 6;2) ,
A

E, =r Ey(—cosf,.85 —sinf,.a,) e~ (sinOrz—cos 0,.2)

—ik1(sin 0,z —cos 0,.z)
)

Eq
H, =7 —1aye

E¢ = 7 Eqg (cos 045 — sin 0;4,) e~ th2(sin Orztcos Orz)

04  —iko(sin@iz+cosf
H,=r1 7ay6 tko(sin Oy x+cos 0y z) )

2

(8.159)
(8.160)
(8.161)

(8.162)
(8.163)
(8.164)
(8.165)
(8.166)
(8.167)
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Os campos devem ter continuidade na interface, em z = 0 e portanto temos:
Ei.(2=0)+E..(2=0)= E, (2 =0) ,

Hiy(z=0)+ Hyy(2=0)=Hyy(2=0),

o que resulta nas seguintes equacoes:

cos eie—ikl sinf;x re_““ sin 6,z = 7cos ete—zkg sin 6, ,
1 T T T
7(6 1kq sin 6;x +re ik1 sin 9,,43) — — re iko sin 0y )
Al Z2

Na forma como estd, ha duas maneiras de solucionar as equagbes acima. A primeira é manter as exponenciais,
e fazer r e t dependentes de x. Esta alternativa é inconcebivel fisicamente dado que a interface é homogénea e
idéntica em todos os pontos, e dessa maneira nao haveria razao para que a amplitude de reflexdo e transmissao
dependesse de x, ou seja, estamos dizendo que todos os pontos sao equivalentes. De maneira a eliminar a
variacao em z, para termos uma solugao fisicamente aceitavel somente nos resta eliminar as exponenciais, e isso

somente pode ser feito se os argumentos de todas elas forem idénticos, ou seja:
kisinf; = ki sin6,. = ko sin 6y | (8.168)
e esta é a forma geral da Lei de Snell, que ainda pode ser escrita como:
sinf; =sin6, < 0; = 0, (8.169)

o que significa dizer que o angulo de reflexao é exatamente igual ao angulo de incidéncia, conforme ja era sabido
da Optica geométrica, empiricamente, e aqui aparece naturalmente como resultado das equagoes de Maxwell e

condigoes de contorno. Para a relagio entre o dngulo de incidéncia e de transmissio (ou refracdo), temos:
kisin@; = kysinf; , (8.170)

ou em termos de indices de refracdo n = k/ko onde k é a constante de propagagao em um meio qualquer, dada

por
k= w\/pe ,
e ko é a constante no vacuo:

ko = w+/poco ,

teremos:
nysing; = nosiné; | (8.171)

que é a lei de Snell relacionando o angulo de refragao e de incidéncia, com os indices de refracao dos meios,
e que foi deduzida empiricamente. A constante de propagagao em um dado meio, pode, portanto ser escrita

como:

k= kon , (8.172)

sendo
n = VARER , (8.173)

e ugr € €r sao a permeabilidade magnética e a permissividade dielétrica relativa do meio em questao. Torna-se
claro aqui, que todas as leis da éptica geométrica aparecem naturalmente na teoria de Maxwell, e além disso o

indice de refracao é totalmente caracterizado conhecendo-se os parametros eletromagnéticos do meio.
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Para r e t o conjunto de equacoes, utilizando-se a lei de Snell, agora reduz-se a:

cosf;(1 —r) =7cosb ,

i(l—l— )_i
zo T

e resolvendo para r e 7 temos, no caso de E no plano (z, z), dito plano de incidéncia, e somente H totalmente

tangencial a interface, o seguinte resultado:

Z1C089i—ZQ 1-— k sin 6

2
V1= (B sing,
r= ( - )2 , (8.174)
Zicost + Zoy /1 — (% Siﬂei)
,— 2Z2 COS 01 . (8175)

2
Z1cos0; + Zay |1 — (% Sinei)

Estas expressoes sao validas para o campo elétrico no plano formado por k; = k11i; e ky = kofig, que em nossa
definigdo é o plano (z,z). Para o caso em que o campo elétrico é totalmente tangencial a interface, ou seja, é

perpendicular ao plano (z, z) a situagdo se mofifica, conforme veremos a seguir.

e Campo H paralelo ao plano de incidéncia
Agora é o campo magnético que nao é totalmente tangencial a interface, e temos a situagao mostrada na
Figura 8.13.

Onda Incidente
1nj
Meio 1
>
Meio 2 3
o, H P
L]
E Onda Refiatada
t ou Transmitida
e
V T

Figure 8.13: Interface plana em z = 0. E perpendicular ao plano (z, 2).

Podemos escrever para os campos:

Ei = — Epaye ki (sin0ivtcos0iz) (8.176)
H; = lZC—T (cos 08y — sin 0;4,) e~ *F1(sin Osateosbiz) (8.177)

E, = —r Egaye th1(sinro—cos0r) (8.178)

H, =& %J (= cos 0,8 — sin B,4,) ¢~ 1 (S Ora—cos0r2) (8.179)
E, = —7 Bolyeika(sintiotcos0iz) (8.180)

Hi=r Z—O (cos b a5 — sin 6,4,) e~ tha(sinOrztoosiz) (8.181)
2
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Dadas as simetrias entre E e H, a situagdo do campo H com componente perpendicular a interface correp-

sonde a fazer as modificagbes: E - He H— —E, u — ¢ e ¢ — u. Fica para o leitor demonstrar que:

2
Zycosb; — Ziy[1 — (% Sinei)
r= _ (8.182)
Zycosl; + Z14/1 — (%Sinez)
,— 222 COS 01 . (8183)

2
Zycosl; + Z14/1 — (% Sinei)

Para encontrar os resultados acima, novamente é uma condicao fisica que as leis de Snell, (8.168)-(8.171) sejam
satisfeitas.

Note que o cardter vetorial das ondas mostra-se claramente aqui, dado que dependendo da orientacao veto-
rial dos campos, E com componente perpendicular ou H com componente perpendicular & interface, modifica
os coeficientes de transmissao e reflexao, r e t. Essas caracteristicas permitem medidas de indice de refragao em
funcdo da frequéncia, além disso, dado o cardter vetorial das ondas permite-se através do emprego do fendomeno

da reflexao e refracdo, a polarizacdo de ondas. Para isso vamos definir o angulo de Brewster.

Angulo de Brewster 0
Existe um angulo de incidéncia para o qual a onda eletromagnética é totalmente transmitida, ou seja, r = 0,
que é conhecido como angulo de Brewster, e que s6 é possivel para o caso da polarizacao paralela. Fazendo
r = 0 no caso da polarizacao paralela obtemos
tan Op = <"2> (8.184)
ni
onde ni e ng sao os indices de refracao dos meios 1 e 2, respectivamente. Nesse caso ao incidir uma onda
com mistura de polarizagoes, aquela que tiver polarizacao com campo E paralelo ao plano de incidéncia sera

totalmente transmitida, restando uma onda refletida totalmente polarizada.

Polarizagdo por Reflexdo

A ngulo de Brewster

Incident
unpolarized | Reflected
A ray | ray ¥
~ fp J' V'
M
= . N | 0p o
A luz nao-polarizada pode ( p¥s _
ser polarizada por meio da Sk o
P p =10 oy Glass
reflexdo. |
| \
|
e
0
Componente Perpendicular a Pagina 1 90- BB \ \Refrac ted
! ray

Componente Paralela a Pagina

Figure 8.14: Polarizacao total da onda refletida para o angulo de Brewster.

Pode-se tentar achar um angulo de Brewster no caso em que H é paralelo ao plano de incidéncia, mas é facil

mostrar que esse angulo nao existe no caso de interfaces entre dielétricos nao-magnéticos. Nao existe nenhum



166

angulo de incidéncia para o qual a onda com polarizacao em que E é totalmente tangencial a interface seja
totalmente transmitida.

Nas férmulas obtidas anteriormente podemos colocar tudo em funcao dos indices de refragao ny e ny dos

meios:
k1 = kony ko = kong ,
Z Z
Zl = 70 Z2 = 70 )
ny no

de forma que para o campo Elétrico E paralelo ao plano de incidéncia (também chamada polarizagéo vertical)

temos:
2

2
ngcos —niq/1 — (Z—; Sin9)
R = , (8.185)

2
ngcosh +nqiq/1 — (Z—; sin@)

enquanto que se o campo Elétrico E é perpendicular ao plano de incidéncia (também chamada polarizagao
horizontal), temos
2
nycosf —noy /1 — (Z—; siné))
R, = = - (8.186)
nycosf +mnoy /1 — (%sin@)

Angulo Critico 6; = 0,

O angulo critico é aquele para o qual ocorre reflexio interna total. e R = |r|> — 1. Da lei de Snell:
nysinf; = nosiny

o angulo critico ocorre quando o angulo da onda refratada tende para 90°. Nesse caso sinf; = 1 e tem-se, 6:
. . N2
nysinf, = no = sinf, = —
ni
Somente ocorre se ng < nj e nesse caso pode ocorrer o guiamento da luz por reflexdo interna total, principio de

funcionamento da fibra 6ptica, por exemplo.

Figure 8.15: Reflexao interna total e a ideia por tras da fibra 6ptica.

Os gréficos de refletividade em func¢ao do angulo de incidéncia para duas situacoes, uma em que nao hé
angulo critico (n; < ng) e outra em que existe angulo critico (ny > ng) em interface entre dois meios sao

ilustrados nas Figuras 8.16 e 8.17, para ambas as polarizagoes do campo da onda incidente.
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Figure 8.16: Refletividade R(0) = |r(0)|?> com n; = 1 e ny = 2, para ambas as polarizagdes vertical e horizontal.
Note que para uma das polarizagoes, no caso a paralela, R = 0, no angulo de Brewster.
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Figure 8.17: Refletividade R(0) = |r(0)|? com n; = 2 e ny = 1, para ambas as polarizacoes. Para a polarizacio
paralela R = 0, no angulo de Brewster. Aqui n; > ny e ocorre angulo critico, . = 30°.

8.6 Um Exemplo de Propagacao em Meios Anisotropicos

Vamos aqui descrever a propagacao de ondas eletromagnéticas em um meio giromagnético de maneira simplifi-

cada. Considere as transformadas de Fourier generalizadas:

1 .
f(r,t) = @i / F(k,w)e! @ =% 3k | (8.187)
Flk,w) = / Flr, £)e=it=Ien) giygy (8.188)

onde f(F) podem ser escalares, vetores, tensores, etc. Aplicando as propriedades de transformadas
V « —ik

— g
ot w
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nas equagoes de Maxwell temos:

V-D=p —- —-ik-D=p,
V-B=0 — —-ik-B=0,

VxE:—%—]? - —tkxE=—iwB,
V><H:J+%—]tD — —tkxH=J+iwD,
e podemos escrever entao:
k-D=ip, (8.189)
k-B=0, (8.190)
kxE=wB, (8.191)
kxH=iJ—wD . (8.192)
Assumindo que
D= EoE
B=u-H
p=0¢e¢e J=0
temos finalmente:
k-E=0, (8.193)
k-p-H=0, (8.194)
kxE=wu -H, (8.195)
kxH=—wegE . (8.196)

Combinando as equagoes (8.195) e (8.196), multiplicando vetorialmente esta tltima por k nos fornece a seguinte
equagao:

E*H — (k- H)k = w?cou-H | (8.197)

que deve ser resolvida simultaneamente com (8.193)-(8.196), utilizando ainda o resultado (5.97) para o tensor
de permeabilidade magnética.
Embora a solucao geral seja bastante complexa, podemos obter algumas solugoes particulares de modo

relativamente simples. Primeiro podemos avaliar o vetor B. Note que

po —in 0 H,
B=p-H=po|in pn 0 H,
0 0 1 H,

Note que H, e H, acabam sendo misturados, enquanto que H, nao se acopla aos outros dois. Podemos entao
procurar uma forma diagonal para a equacao acima, ou seja, encontrar os auto-vetores e auto-valores da equagao

para B:

i —M|=0, (8.198)
p-H; = \H; (8.199)
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sendo a solugdo para A os autovalores, 1 é a matriz identidade e H; um dos auto-vetores da equagao. Ha trés

auto-vetores, pois a matriz g é uma matriz 3 x 3. Obtém-se facilmente:

Ay =polp+n) = Hf = Ho(ax —idy) , (8.200)
A =po(p—n) = Hy = Ho(ax +iay) , (8.201)
A= Lo = HS = Hypa, R (8202)

sendo a solucao para H na forma
H= Hoei(wt—k»r) )

Pela forma da equagao (8.197), podemos escolher ainda, o caso particular mais simples, no qual k-H = 0. Nesse

caso:
— se B, = 0 entao no caso mais simples H = (H,, Hy,0) e podemos fazerk; = (k;,k,) =0 e k = k,4,;
— se B =0 no caso mais simples H = (0,0, H,) e podemos fazerk = (k,, ky,0).
A equagéo (8.197) torna-se simplesmente:
E*H; = w?so\H; | (8.203)

e temos como solugao geral trés casos, a seguir:

H, = Hy(ay —iay)e’“=+2) onde B =ko/(u+17), (8.204)
H_ = Hy(ay +idy)e!@t 52 onde By =ko/(u—1n), (8.205)
H, = Hoa,e! @' Fo=0y) onde B=,/B2+B2=ko, (8.206)

onde f; correspondem as solugoes da equagao (8.203) para o valor de k e kg = w/c = 27 /Ag. Observe que as
solugoes (11.6) e (8.205) correspondem a ondas de polarizagao circular que se propagam paralelas ao campo
magnético dc aplicado, enquanto que (8.206) é uma onda de polarizacdo linear como o campo magnético par-
alelo ao campo magnético dc aplicado mas propagando-se em uma direcao perpendicular a direcao do campo

magnetico dc.

8.6.1 Efeito de Rotacao de Faraday

Consideremos em z = 0 uma onda polarizada na direcao . Podemos compor um campo de polarizacao linear

através de uma superposicao de ondas de polarizagao circular, ou seja:

‘ H, (0,t) + H_(0,¢
H(z = 0,1) = Hoe™!]a, = +(0, )‘; U (8.207)

Uma vez que as constantes de propagacao das ondas de polarizacao circular direita e esquerda sao diferentes,
ou seja, B4+ # B, a medida que a onda se propaga a polarizacao linear na dire¢ao x nao sera mantida. Senao
vejamos quando a onda se propaga a superposigao resultante sera:

H, (2,t)+H_(2,t) Hy
2 2

) H, )
H(z,t) = (y — idy)el@i=F+2) 4 70(5,( +idy)ef@t=f-2) (8.208)

Podemos definir a constante de fase média [ e a diferenga de constante de fase 3, na forma:

B = # ) (8.209)

0 =Py —p-, (8.210)
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para reescrever a equagao (8.208) na forma abaixo:

H = Hye'@t=52) [cos (?z) 4y — sin (5;’2) éy} . (8.211)

Observe que:

— Em um meio giromagnético (poderia ser giroelétrico ou girotrépico), as ondas de polarizagao circular tem

constantes de propagacao diferentes;

— Uma onda de polarizagao linear é a superposicao de ondas de polarizacao circular e conforme podemos
ver da equagdo (8.211) a polarizagdo rotaciona por um angulo A¢ & medida em que a onda se propaga.

Esse efeito é conhecido como Rotagao de Faraday, sendo utilizado em muitos dispositivos.

O angulo de rotacao é dado por:

)
A¢ = 76,2 (8.212)
ou, em termos de variagao:
Agp B
— = — 8.213
Az 2 ( )
Substituindo os valores de ¢/ temos:
Ag ko
N —E[\/m — V=l .
Para o caso particular em que 1 << p é ficil demonstrar que:
A9 _ kon
Az 2’
e se utilizamos a definicdo de n verificamos que:
A¢ ko wpoyMo
— = 8.214
Az 2 w?2—w? ( )
Lembrando que kg = w/c temos:
A poyMo o (8.215)

Az 2¢c w?—w?’
Para frequéncias muito maiores que wgy o valor de A¢/Az torna-se uma constante que depende somente da

magnetizacao:
Ao poyMo
Az 2¢c

. . ’ 2 . ’ ~
Obviamente em um meio real hd perdas e o fator —*— deve ser substituido por uma funcao adequada da
0

(8.216)

frequéncia.

Medidas de desvio da polarizacao ou rotagao da polarizagao linear de uma onda que propaga-se em um meio
magnetizado permitem uma medida direta da magnetizacao do meio.

Qualquer meio sujeito a um campo magnético aplicado tera através da condutividade ou analogamente do
tensor de permissividade dielétrica uma rotacao de Faraday equivalente. E possivel mostrar que nesse caso
Ap/Az x w e é uma funcdo crescente com a frequéncia. Portanto em muitos casos a medida de My deve-se
ao efeito de Faraday provocado pela permissividade dielétrica e nao pelo tensor de permeabilidade. Em altas
frequéncias o meio pode tornar-se giroelétrico, portanto.

De qualquer forma o efeito Faraday no qual a polarizagdo da onda transmitida em um meio magnetizado
rotaciona é utilizado na medicao de propriedades magnéticas do meio. Além disso é utilizado em muitos

dispositivos de microondas nao-reciprocos que utilizam ferrites, como circuladores, isoladores, etc.
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8.6.2 Efeito Kerr magneto-6ptico

Eo analogo ao efeito de Faraday, porém medindo-se a onda refletida por um meio magnetizado. Se a onda
incidente tem polarizagao linear a onda refletida terd sua polarizagao rotacionada em relagdao a onda incidente,
cujo valor de magnitude e direcao dependerao diretamente da magnetizacao do meio refletor. O efeito Kerr é
bastante utilizado na medida de magnetizagao superficial dos meios. Em inglés usa-se a sigla MOKE(Magneto-
Optic Kerr Effect) para designar medidas do efeito Kerr magneto-éptico, ou ainda SMOKE (Superficial MOKE).

8.7 A Equacao de Ondas em Meio Dielétrico Isotropico e Nao-
Homogéneo

Considerando aqui um meio dielétrico isotrépico e nao-magnético que satisfaz, no dominio da frequéncia, a
seguinte relagao:
D(r,w) = e.(r,w)E(r,w) , (8.217)

podemos expressar as equagoes de Maxwell na seguinte forma:

V-E = -E-V(lne,), (8.218)
V-H =0, (8.219)
VxE = —iwpH, (8.220)
VxH = iwekE. (8.221)

Apoés aplicarmos o rotacional a equagao (8.220) e fazermos uso da equagao (8.221), concomitantemente com
a identidade V x V x E = V(V - E) — V?E, onde V - E é dado por (8.218), obtemos a equagdo de ondas de

Helmholtz para o campo elétrico, na forma abaixo:
(V24 k)E=-V[E-V(ne)] , (8.222)

onde k? = w?upe., k é a constante de propagacao. Aqui j temos um diferencial em relacao & equacdo de ondas
que seria obtida em um meio homogéneo, em que &. nao depende da posi¢ao. Para meios nao-homogéneos
o termo do lado direito produz efeitos nao triviais devido ao acoplamento entre as diversas componentes dos
campos eletromagnéticos, sobretudo na polarizagao dos campos. Para compreender melhor o que acontece,
consideremos uma situagao muito simples, em que a permissividade dielétrica depende somente da coordenada
z, isto é, e, = €.(z). Um exemplo concreto dessa situacio seria a atmosfera terrestre, onde o eixo z é o eixo
vertical e representa a altitude. A rarefacdo do ar atmosférico com o aumento da altitude faz com que o indice
de refragao n(z) e a permissividade dielétrica €(z) diminuam. Em linguagem de componentes, a equagao de

ondas (8.222) nesse caso toma a forma que segue:

OF, d(lne.)

(VP+E)E, = - T (8.223)
OF, d(lne.)
2 2 _
(V2B = == (8.224)
0 d(lne.
(V+I)E, = — (E (;l; )) . (8.225)

Pode-se ver facilmente que a componente de campo E, acopla-se com as componentes F, e £, através da
derivada da permissividade dielétrica em relagdo a varidvel z. O desacoplamento ocorrerd somente se E, = 0,

correpondendo a um caso muito particular de solucao.
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8.9 Problemas Propostos

1)

2)

A partir das Equacoes de Maxwell na forma diferencial, escreva as equagoes de Maxwell no vdcuo e obtenha

a equagao de ondas no espago livre(vdcuo). A resposta deverd ser:

1 92
Gﬂ‘@mﬂEzo

1 02
(W‘@mQHZO

Sao dadas as equagoes de Maxwell macroscopicas abaixo:

lembrando que pgeg = 1/¢2.

V-D=p V-B=0
0B oD
VXE——E VXH—J‘FE

Considerando a solucdo geral de onda plana uniforme E = Eye*@*=%*) onde Ey é um vetor complexo
constante, w é a frequéncia angular da onda e k é o vetor de onda na dire¢gdo de propagacao da onda:

a) Demonstre que E = Eqe’“t~k) gatisfaz a equacio de ondas homogénea

1 02
(V2 — 1}26t2> E(x,y,Z,t) =0

desde que v?k? = w?, k> =k - k.
b) Demonstre que para as ondas planas uniformes no vécuo as equagoes de Maxwell reduzem-se a um

conjunto algébrico:

k-E=0, k- H=0 , kxE=wuH , kxH=—weH

¢) Discuta as relagoes entre k, E e H para a onda plana uniforme.

Dicas: Os seguintes resultados sao tteis:

0

v(ei(wtfk-x)) _ 7Z'k€i(Wt7k'x) , a(ei(wtfk-x)) _ Z-wei(wtfk-x)
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4)
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V-(fa)y=V(f)-a+ fV-a | Vx(fa)=V(f)xa+ fVxa

onde f é uma fungdo escalar e a uma fungao vetorial. Além disso, para trés vetores quaisquer temos:

ax(bxc)=(a-c)b—(a-b)c

Seja uma onda eletromagnética plana e uniforme no vacuo cujo vetor campo elétrico seja dado por:

E=E, (\/§ax - az) exp {z lwt — 6283 (?z + ;xﬂ }

sendo Ep = 100mV/m, ¢ dado em segundos e (x,y, z) em metros . Determine:

a) o comprimento de ondas Ag e a frequéncia f = w/(2m).

b) a dire¢ao de propagacao desta onda, ii. Qual o angulo formado entre vetor unitdrio fi e o eixo 27;
¢) o campo magnético H e o seu valor em mdédulo, Hy.

d) o valor médio do vetor de Poynting dessa onda.

Superposicao de ondas e Interferéncia: Duas ondas monocromaticas de frequéncia w se propagam no
véacuo, com campo elétrico E; e Es de mesma amplitude Ey e polarizados em +y conforme ilustra a

Figura 1. Os vetores de onda kj e ko formam um angulo § = 30° com o eixo z e obviamente tem mesmo

A

k
E 7 J
7]
9 >
OV z
E,
kz

Figure 8.18: Duas ondas planas uniformes de mesma frequéncia propagando-se no vacuo nas direcoes de ki e

ko.

5)

médulo |kq| = |ks| = k. Determine:

a) Os vetores unitdrios iy e fip que indicam a diregdo de propagacdo de cada uma das ondas;
b) O campo elétrico restultante da superposicao das duas ondas, E = E; + Eo.

¢) O campo magnético H = Hy + Hj resultante da superposigao.

d) O valor médio do vetor de Poynting.

Dado o campo magnético no vicuo H, = Hycos(wt — kz), H, = Hpsin(wt — kz), H, = 0, encontre a
partir das equagoes de Maxwell o campo elétrico E, e calcule o fluxo de poténcia dado por S = E x H.

Encontre a média do vetor de Poynting em um periodo de oscilacao temporal, ou seja:

1 T
Sied = = ExH
d T/o X

onde T'=1/f =2n/w.
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6)

7)

8)

9)

10)

11)

a) Para uma onda eletromagnética no vacuo a velocidade de propagagao é ¢ = 3 x 10%m/s. Dadas as
frequéncia f = 60 Hz, 1 kHz, 1 MHz, 1 GHz, 10'* Hz encontre os comprimentos de onda respectivos.
Dado A = 632 nm (laser vermelho), encontre o valor de k, w e f.

b) Sabendo que em 6ptica define-se indice de refragdo de um meio como a razao entre a velocidade da luz
no vicuo ¢g e a velocidade da luz naquele meio ¢, ou seja n = ¢gp/¢, encontre a velocidade da onda nos
meios com indice de refracao n = 2.2, n = 1.5, n = 9, e sabendo-se que a frequéncia nao deve mudar de
um meio para outro, encontre os comprimentos de onda nesses meios, para uma frequéncia f = 10'! Hz.

O que acontece com o comprimento de ondas?

Discuta de forma clara o que é um meio linear, isotrépico e homogéneo, dando exemplos e contra-exemplos
em cada caso. Mostre que para um meio macroscopicamente neutro, linear, isotrépico, nao-magnético

= po porém nao-homogéneo na permissividade dielétrica temos
1
V-E=—--V(¢)-E
€

Obtenha a equacao de ondas para o campo elétrico nesse caso. Cite exemplos praticos para um meio de

permissividade dielétrica nao-homogénea.

Obtenha uma onda cujo vetor de Poynting se propaga formando um angulo de 30° com o eixo z, sendo
contido no plano (z, z) para todo o espago, e propaga-se no sentido positivo dos eixos = e z. Sabe-se que
o campo elétrico tem polarizacdo linear na direcéo a,. A frequéncia desta onda é de 108 Hz (faixa de
FM), o médulo do campo elétrico vale 10 mV/m e o meio em questdo é ndo magnético, ou seja pu, = 1,
dielétrico cujas perdas podem ser desprezadas, €, = 2.145 e o ~ 0. Calcule o comprimento de ondas no

meio em questao. Encontre o vetor campo magnético e a intensidade do vetor de Poynting.

Sejam dados a intensidade e dire¢cdo do campo elétrico Eg = (50mV/m) ax em z = 0 e a direcdo de
propagacao de uma onda eletromagnética de frequéncia angular w = 600 x 10° rad/s, fi = &,, para um
meio material ndo magnético com condutividade ¢ = 107Q"'m =" e o fndice de refracdo n = Ver = 1.125
(ar com poluigdo, humidade por exemplo) encontre a frequéncia temporal f da onda, o comprimento de
ondas A (no vécuo e no meio) e a impedancia do meio. E aplicdvel a aproximacao de baixas perdas nesse
caso. Determine o valor da constante de atenuacao. Encontre o valor de intensidade do vetor de Poynting
em z = 0 e a uma distancia z = 10 km. Agora supondo uma superficie perfeitamente absorvedora e
orientada A = (0.25m?)(cos(30°)ax + sin(30°)a,), qual é a poténcia média absorvida por essa superficie

em z = 10 km?

Encontre a razao entre o médulo da corrente de condugao o E e da corrente de deslocamento we E para as
frequéncias 60 Hz, 10 MHz, 10 GHz, para um campo elétrico de intensidade E nos seguintes meios:

a) Vidro dielétrico de poucas perdas ¢ = 4.1eg e o = 107 12Q " 1m~1;
b) Bom condutor, Cobre € = g e o = 5.80 x 107Q " 1m~1L.

O que vocé nota de diferenca basica entre condutores e dielétricos?

Dadas as equagoes de Maxwell:

V-D=p V-B=0
0B oD
VXE—fa VXH—J‘FE

deduza a equagao de ondas para o campo elétrico E em um meio dielétrico macroscopicamente neutro(p =
0) e com condutividade nula, ou seja J = 0. Assuma que o meio é nao-magnético, B = puoH mas

D =¢oE + P, onde P ¢ a polarizacao dielétrica do meio.



12)

13)

14)

15)
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Uma onda plana em um meio nao-magnético sem perdas tem campo elétrico dado por:
E = 77 cos(10% — 3z + 42)a, mV/m ,

onde t é dado em segundos e z é dado em metros. Encontre:

a) a representagdo complexa de E, a polarizacao e a diregdo de propagagio da onda;

b) a frequéncia f, o comprimento de ondas no vdcuo(\g) e no meio em questao(A), bem como a permis-
sividade dielétrica relativa, &,;

c¢) o campo H, tanto na forma complexa quanto no dominio temporal.

d) o vetor de Poynting médio, S,,eq-

A realizacdo mais simplista de um guia de ondas consiste de dois planos metéalicos paralelos colocados em
r =0e x = a. As ondas eletromagnéticas ficam entao confinadas na regiao contida entre esses planos,
0 < z < a. Uma forma de entender o comportamento do mesmo é supor que a onda resultante é a

superposi¢ao de duas ondas planas uniformes, na forma abaixo:

_ i(wt—kgz—k.2) 5
E; = Ae SRR

_ i(wttkyr—k.z) 4
Eg = Be ay

Pelas condigoes de contorno, sabemos que as componentes tangenciais do campo elétrico total E = E; +

E;(nesse caso a componente E,, total) nas superficies metélicas colocadas em = 0 e z = a deve se anular.

a) Determine a relagdo entre as constantes A e B para que E,(z = 0) = 0 em Y(¢,2). Escreva o campo
elétrico resultante E = E; 4+ Es e diga se esse campo resultante é também uma onda plana uniforme.
Justifique.

b) Tendo em maos o resultado anterior, faga Ey(z = a) = 0 e obtenha os possiveis valores de k;. O que
se observa para k;?

¢) Determine o campo magnético resultante da superposigao das ondas, H = H; + Hs.

d) Determine a densidade de poténcia média transportada por essa onda, S,,cq-

Uma onda eletromagnética no espaco livre é descrita pelo campo elétrico na forma abaixo:
E = Eycos(kyz) expli(wt — k,2)] &y

sendo k? = k2 + k2, Ey, k, e k. puramente reais.

a) Represente essa onda como superposicao de duas ondas planas uniformes

b) Encontre a expressdo do campo magnético H para essa onda

c¢) Determine o valor médio do vetor de Poynting, S,,.q. Qual a dire¢do de propagagao do fluxo de poténcia

médio para essa onda?

Considere a incidéncia de uma onda eletromagnética plana e uniforme em uma interface entre dois meios
dielétricos ideais de indices de refracdo n; = 1 e ny = 1.5, com angulo de incidéncia de 6; = 56,31°. Se o

plano de incidéncia é o plano (z, z) e o campo elétrico da onda incidente é dado por:

Eipne = [(cos ;85 — sin0;4,) — &y expli(wt — kz cos§; — kxsinb;)]

1
V2
determine:

a) o angulo de Brewster, 5.

b) a polarizagao da onda refletida para o dngulo de incidéncia 6; = 56, 31°.
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16)

17)

¢) o valor da refletividade R = |r|? (veja no formuldrio) e o valor percentual da densidade de poténcia

refletida relativa a densidade de poténcia total incidente.

Demonstre que na situacao de reflexao total entre dois meios dielétricos ideais a amplitude de reflexao
é dada na forma r = €%, onde ¢ é uma fase que depende do angulo de incidéncia e da polarizacao.

Determine ¢ para ambas as polarizagoes.

Em uma configuracao de interfaces de trés camadas com indices de refracao ni, ne e n3 tal que:

ni z2<0
n(z) = ng 0<z<d
ns z>d

encontre a refletividade R = |r|?, no caso da incidéncia normal § = 0, aplicando as condigdes de fronteira
nas interfaces z = 0 e z = d, uma vez que a onda incidente vem do meio n; e serd em geral parcialmente

transmitida ao meio 3. Considere as seguintes hipéteses:
Ondas Eletromagnéticas propagando-se no meio 1, incidente e refletida:
Ei _ E()ei(Wt_konlz)}A(
Hi _ EEoei(wtfkonlz)y
Zy

E, = _TEoei(UJt+k0nlz)&

ni ; ~
Hr — T?OEOez(wt+konlz)y

Ondas Eletromagnéticas propagando-se no meio 2, composicao de uma onda propagante e uma contra-
propagante:

E, = Ey [Aei(wtfkrgngz) . Bei(wt+k0ngz)}5~(
%) i —k, i(wt+konzz]s
H., — —2E Aez(wt 0n2Z Bez(w +konao
2= 7 of + Iy
Ondas Eletromagnéticas propagando-se no meio 3, apenas a onda transmitida de 1 para 3:
Ei _ TEoei(wtfkongz))A(
Hi — T%Eoei(wt—kongz)y

0
O problema consiste em encontrar os coeficientes r, 7, A, B. Com a expressdo obtida para r faga o grafico
da refletividade R = |r|> em fungdo do comprimento de ondas no vécuo A = 27 /ky lum < A < 3um no
Matlab, para ny = 1, ng = 1.5, ng = \/nins, d = Ag/(4n2), comprimento de ondas de projeto Ag = 1.5um.

O que vocé pode concluir?



Chapter 9

Potenciais Eletromagnéticos e Antenas

A determinacao dos campos E e B a partir de potenciais aparece pela primeira vez no estudo da eletrostatica

e da magnetostatica, onde os campos sao calculados através das relagoes abaixo:
E=-V¢,

B=VxA,

com a solucao formal, na forma integral, sendo dada por:

¢(r) 1 /de/ p(X/)

" 4re

r—x|
pof s JX)
Ar)=— [ d .
(x) 471'/ * |r — x'|

Sabemos que em regime estatico as quantidades E e B podem ser determinados independentemente. Mostraremos
aqui como calcular os campos E e B no regime variante no tempo. Em particular o campo E nao pode ser
mais calculado tao somente através do gradiente de uma funcao escalar, haja vista a lei de Faraday, que nos
diz que a integral de caminho fechado de E é igual ao negativo da taxa de variacao do fluxo magnético. E uma
conhecida identidade matematica que a integral de caminho fechado para um campo vetorial obtido através do
gradiente de uma funcao escalar é nula e por este motivo o campo elétrico gerado a partir da variacao do fluxo
magnético no tempo nao pode ter natureza eletrostatica, ou seja, nao pode ser calculado simplesmente através
do gradiente de uma fungao escalar.

Existem varias maneiras de introduzir os potenciais ¢ e A e aqui mostraremos que estes tratam-se de
artificios matematicos para calcular os campos. O potencial ¢ somente pode ser associado & uma diferenca de

energia potencial no caso da eletrostatica.

9.1 Os potenciais ¢ e A e condigoes de calibre

Sejam dadas as equagoes de Maxwell em regime variante no tempo para o vacuo:

V-E=—, (9.1)
€0
V-B=0, (9.2)
0B
E=—
V % T (9.3)
1 0E
B =1+ —=— 4
VX H‘O +02 at3 (9)

177
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onde ¢ = 1/(p0g0) é a velocidade da luz no vacuo. Nesse caso precisamos trabalhar apenas com os campos E
eB= /L()H

Observando a equacao (9.2) e tendo em consideracao a identidade vetorial abaixo:
V-VXxA=0,
podemos propor para o campo magnético B que seja calculado a partir da relagao abaixo:
B=VxA,

e dessa forma a lei de Gauss magnética serd automaticamente satisfeita.

A outra equacao sem fontes é (9.3). Substituindo B por V x A temos:

0 0A
VXE:_EVXA:—VXE

Podemos escrever essa equagao subtraindo de E o termo eletrostatico ja que V x E, = —V x V¢ = 0, conforme
ja sabiamos e por isso:
0A
VXE=-VxV¢p—-—Vx —.
ot
Para que a equacao acima seja satisfeita requeremos que:

Podemos finalmente escrever entao os campos E e B em funcao dos potenciais:

0A
B=VxA, (9.6)

onde ¢ e A sdo ditos potencial escalar elétrico e potencial vetor magnético, e sao medidos em [V] e [V.s/m],
respectivamente.

Vamos utilizar as equagoes de Maxwell com fontes agora, para obter as equagoes de ¢ e A em termos de p
e J: Substituindo (9.5) e (9.6) em (9.1) e (9.4) temos:

27&872 __r_9 ) 199

<V 2 o2 (bi €0 ot VoAt c2 Ot ’ (97)
1 62 10

(7= dam) A=+ (VA 35 o

Note que as equagoes de onda acima estao acopladas. Vamos mostrar agora que ¢ e A sao multiplamente
definidos, ou, em outras palavras, existem inimeros potenciais distintos que levam ao mesmo resultado para os

campos, que sao os entes fisicos mensurarveis de fato. Consideremos a definicao abaixo
B=VxA,

e facamos agora a seguinte transformacao:
A=A+ VA,

onde A é uma fungdo escalar bem comportada qualquer, dependente de r e ¢. Calculando o campo B’ resultante
do novo potencial A’ temos:
B =VxA=VXxA+VxVA=B,
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ou seja B’ = B, mesmo sendo os potenciais diferentes entre si. Dado que B é calculado a partir do rotacional
de A, o acréscimo do gradiente de qualquer funcao escalar ao valor original de A nao altera o resultado do valor
de campo. Para que o campo E seja o mesmo, ja que trata-se da mesma situacao fisica, temos:
0A 0
E=-V¢——=-Vop— —(A'=VA),
¢ 5 ¢ = 5 )

e reagrupando os termos, podemos redefinir o potencial ¢:

oA
¢/ =¢— ot
Desse modo para dois conjuntos (¢, A) e (¢, A’) relacionados pela chamada transformacao de calibre, dada
abaixo:
OA
P I 9.9
A =A+VA, (9.10)

onde A(r,t) é uma fungao escalar, os campos calculados E e B resultam os mesmos. Mostramos portanto que
existem uma infinidade de potenciais ¢, A que levam aos mesmos campos E, B. Uma vez que a situacao fisica
nao se altera pela transformacao de calibre, dizemos que a teoria é invariante de calibre ou possui simetria de
calibre.

E conveniente entfio impor uma condicéo adicional para fixar (¢, A). Essa escolha é chamada de condicao
de calibre dos potenciais. Existem dois calibres amplamente utilizados. Um deles em que fixamos V- A =0 é
conhecido como calibre de Coulomb ou de Radiacao. Utilizaremos aqui um outro mais interessante, conhecido

como calibre de Lorentz-Lorentz, na qual a condi¢ao a ser satisfeita é:

19¢
VAt 5o =0, (9.11)

de modo que os potenciais satisfacam as equacoes de ondas com fontes na forma abaixo:

1 62 p
;72 _— = ——
< c? 3t2> €0 (912)
1 9?
2 _
(v -= 8t2> A=—ppd. (9.13)

O calibre de Lorenz-Lorentz tem a caracteristica peculiar de ser invariante da Relatividade Restrita, ou seja,
ele é compativel com a relatividade especial, o que significa dizer que se o calibre de Lorentz é satisfeito em um
dado sistema de referéncia inercial, entdo também serd em qualquer outro sistema de referencia inercial. Essa

propriedade nao ocorre com o calibre de Coulomb.

9.2 Solucao Formal das Equacoes de Ondas dos Potenciais

Por analogia com o regime estatico, vamos propor que a solucao formal para as equagoes de ondas dos potenciais
(9.12) e (9.13) é dada por:

(1) = — / Pl ¥ :Rt_R/C)dSr’ (9.14)

Afr,t) =1 / SO =t = R/S) o, (9.15)

R



180

sendo d®r’ = dV’ o diferencial de volume e a distancia entre um ponto de observacdo r e um ponto qualquer na

regiao da fonte r’ é dada por:

R=lr—x| = V2P 4 -y + (-2
Esta ultima equagao também pode ser escrita na forma
R=|r—r'|=vr2+12-2r-v, (9.16)

o que serd tutil adiante. Observando a forma das solugoes, é importante perceber que aqui hd uma sutil diferenga
para as solugoes estéticas, pois introduzimos o tempo t’ da fonte, que conecta-se com o tempo ¢ em que os campos
sao de fato observados através de um termo de atraso R/c, conforme sera discutido agora.

Interpretagao Fisica da Solugao Formal Proposta

Para fins de discussdo vamos analisar apenas o potencial escalar elétrico ¢(r,t). Considere a Figura 9.1. O

A(r 1)

o

Figure 9.1: A regiao fonte de volume V'’ pode ser dividida em pequenos infinitésimos dV’ contendo uma carga
dq do tipo puntual situada em r’ no instante t’, que produz um potencial d¢ no ponto de observagdo r em um
instante t posterior.

potencial ¢(r,t) é gerado por uma distribui¢ao de cargas cuja densidade volumétrica vale p(r’,t'). Uma carga
infinitesimal dg = p(r’,t")dV”’, contida no interior do volume V' da fonte est4 localizada na posi¢ao r’ no instante
de tempo local t’. Um observador na posicao r ird observar a contribuicao infinitesimal de potencial d¢ gerado
por esta carga dg em um instante de tempo ¢t > t'. Qualquer alteragao na fonte ird aparecer somente depois de
um retardo temporal At =t —t'. Como ja sabemos, a informacao eletromagnética se propaga na velocidade ¢

e a distancia entre observador e fonte é R, de tal forma que:

de onde concluimos que:
) (9.17)
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ou seja, o infinitésimo de potencial d¢ gerado na posi¢ao r no instante de tempo t é produzido por uma carga dq
na regiao fonte, que existia na posi¢ao r’ em um tempo anterior ¢’ =t — %. A solugao da equagao de ondas leva
em conta o tempo de retardo da informacao poranto. Uma vez que uma carga puntual dg produz um potencial
da forma
dofe.t) — B9 o)
dreg R dmegR
pelo principio de superposicao podemos somar todas as contribuigoes dos infinitésimos de carga dq que formam

_ )
otw.t) = [ dote) = [ BELlav,

e utilizando (9.17) obtemos a equagao (9.14). Mutatis mutandis a mesma argumentacao aplica-se para a solugao

a regiao fonte para obter:

do potencial vetor A.

9.2.1 Solucao de ¢ e A no Calibre de Lorentz pelo Método das Fungoes de Green

Vamos aqui demonstrar formalmente a solugdo das equagoes (?77) e (9.13) para os potenciais novamente

mostradas abaixo:

Como cada componente de A e também ¢ obedece a uma equagao de ondas escalar vamos escrever uma equagao

de ondas escalar para uma fungdo ¥(r,¢) com fonte f(r,t), conforme mostrado:

2
(V2 — ;gﬁ) U(r,t) = —f(r,t) .

Recordando as propriedades de fungoes delta de Dirac:

/ " (e — 20) () = flao)

— 00

e generalizando para as quatro dimensdes (r,t) podemos escrever:

f(r,t) = /d4rf(r’,t’)54(x —a'),

[ita=[ax [ay [az [ ar.

e —a)=03rc )5t —t)=6(x —2")d(y —y)o(z — 2)(t — 1) ,

onde a notagao utilizada é a seguinte:

e os limites de integragao sempre sao —oo a +00. Podemos escrever a equagao de ondas na forma:

(V2 _ 182) U(r,t) = —/d4xf(r’,t')54($ —a'),

c? ot?
e nesse caso, a fonte tem coordenadas (r',¢'), ao passo que a solucao deve ser em (r,t¢). Vamos propor uma
solucao na forma:
U(r,t) = /d4xf(r’,t’)G(r —-rt-t),

e nesse caso, a equagao resultante sera:

2
(V2= S ) G =t =) = =8 -1 0) (9.13)
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A fungdo G(r —r',t — ¢') é chamada fungdo de Green para o problema, e pode ser considerada a resposta do
meio material considerado para uma fonte impulsiva no espago e no tempo. Dessa forma a convolugao da fungao
de Green no espaco e no tempo com uma fonte arbitraria qualquger nos da a solugao para a fungao de ondas ¥
do problema. Temos agora a tarefa de encontrar essa fungao de Green G para o espago livre, que é o que nos

interessa. Tomemos a transformada de Fourier da eq. (9.18), e como resultado temos:

(k2 - “’2) Gk,w)=1, (9.19)

de onde tiramos:
Gkw) = ——5. (9.20)

Agora somente nos resta fazer a transformagao de Fourier inversa onde temos:

k:/_oo dwexp [—i(k - r —wt)] Gk,w) , (9.21)

sendo aqui r,¢ entendido como r —r’,¢ — t’. Inserindo a solucao encontrada temos:

1 o _ 1
G(r,t) = o8 /dgk/_OO dwexp [—i(k - r — wt)] T‘Z—j , (9.22)
ou ainda: ) - )
G(r,t) = d%/ d —i(k-r—wt , 9.23
(r1) 1674 / oo wexp [—ik - — wb)] (k—w/c)(k+w/c) (9-23)
Devemos inserir um termo infinitesimal ¢ nos pélos da equagao acima de forma a fazer convergir a integral:
1
G(r,t li 4’k d k- t 9.24
(r1) = 167r4 5o / wexpl=ilk v —wt)] S T e i) (9:24)

Para a solugao convergente propagante no tempo, podemos utilizar o método de Cauchy para integracao, que
nos mostra que para uma fungao complexa F(Z), a integral em um caminho fechado no sentido anti-horario no

plano complexo Z é dada simplesmente por:

j{F(Z)dZ =2mi Y F(Z)=2miY (Z— Zn)F(Z) vz

Res

onde Z,, sdo os polos de F(Z) envolvidos pelo caminho de integragdo. Para o caminho inverso (horario) apenas
inverte-se o sinal do resultado. Considerando-se um plano complexo para w na integral (9.24), podemos realizar

um caminho fechado que vai de —oco a 400 no eixo real de w e fechar o caminho pela parte imaginaria, enlagando

os polos:
w = *xck —i(.
Reescrevendo (9.24) na forma que segue:
G(r,t) = lim [ d®k / dwexp [—i(k - r — wt)] ! , (9.25)
671'4 ¢—0 (w—=ck+iQ)(w+ ck +iC)
temos como resultado a chamada fungao retardada de Green (onde a causa precede o efeito):
; 1
Ggr(r,t) = 1;03 /d?)kE {exp [—i(k - v — ckt)] — exp [—i(k - T + ckt)]} . (9.26)
T

Considerando a integracdo em d>k no sistema esférico, ou seja,

d*k = k? sin Odkdfdy ,
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e temos:
Gpg(r,t) = 1é;3 /k2 sinf dk df dp {exp[—i(krcosf — ckt)] — exp [—i(kr cos + ckt)]} é (9.27)
Integrando inicialmente em ¢ obtemos:
Gg(r,t) = % /k sinf dk do {exp [—i(krcosf + ckt)] — exp [—i(kr cos — ckt)]} . (9.28)
Fazendo a mudanca de varidveis cos = u, du = —sin 6df e invertendo os limites de integragao temos ainda:
Gg(r,t) = 81% / k dk /_11 du {exp [—i(kru + ckt)] — exp [—i(kru — ckt)]} . (9.29)

A integracao completa resulta em:

Grir,t) = ma [t’ - (t - "”‘C’”)] . (9.30)

Como as fontes f para ¢ e A sdo p/eg e poJ, respectivamente, podemos escrever finalmente:

1 Ir — x/|
3./ ! ! I
¢—/dx/dt750|r /5{t —<t— B )} p(x',t)
3./ / Ho / |I‘ ](/| 1oy
= — 0 |t — |~ ——
J /dx /dt4 v /|5{ ( p )]J(x,t)

e integrando em relagdo a ¢’ temos

Lo ot =t = e x/|/c)

= . 1

¢(r,t) o /d x v = x| ) (9.31)
to [ 5 ALY =t =[x —x|/c)

A =— .32

(r,t) 47T/d x P~ ; (9.32)

conforme j& sabfamos. Voltando para a notacdo usual, fazendo d®z’ = dV' e R = |r — x/|, e af ficamos com as

expressoes ja apresentadas anteriormente.

9.3 Potenciais Eletromagnéticos no Regime Harmonico

Wi o nesse caso os campos sao dados por:

Em regime harmoénico consideramos variagoes do tipo e
E=-V¢—iwA (9.33)
B=VxA. (9.34)

As equagoes de ondas tomam a forma da equacao de Helmholtz, ou seja:

(V2+ 1) o=—-2 (9.35)
€0
(V2+E*) A =—pod , (9.36)
onde
2w
k=w HoEo = 7 .
Representando as fontes p e J na forma harmoénica complexa:
p(r,t) = p(r)e", (9.37)

J(r,t) = J(r)e™t, (9.38)
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e substituindo-as nas equagoes (9.14) e (9.15) obtemos:

eiwt , e—ikR ,
ot = /V o) v (9.39)
wt —ikR
A(r,t) = “(fﬂ /lJ(x’)e V' (9.40)

Embora possa nao parecer, a simplicidade do resultado acima é enganosa e sem nenhum tipo de aproximagao
fica muito complicado obter a integragao das equagoes para os potenciais. Vamos considerar entao as situagoes
nas quais a regiao fonte (tipicamente uma antena) esteja centrada na origem do sistema de coordenadas, e a

observacao serd realizada a distancias grandes em relagao a dimensao maxima da fonte d, ou seja:

d =max(|r'|) << 7,

tal que:
r’? r
R=+Vr?+7r?-2r-v'=r\/1+— -2 1.
r r
Até aqui o resultado é exato, mas note que se ' << r entao
7“/ ,r/2
— >> -5 -
r r

r

Observando que - = &, = fi podemos escrever

/ /

r v or
2—-r'=2n-— o —,
T roor

Y 2 R . . ~
desprezar o termo quadrético “5 em R e utilizar a seguinte aproximagao:

vl—i—azl—}—g , se a<<1,

para obter o resultado desejado para R:
R=r—f-r, (9.41)
Nas equacoes de A e ¢ aparecem os seguintes termos:

. . s
e—sz ~ e—lkrezknq‘ ;

1 1 1 n-r 1
= x4+ ~
R r—n-r r r2 r

ik

Justifica-se a eliminagio de fi - r' em 1/R mas ndao em e **¥ pois a exponencial, além de ser oscilatéria,
contém o fator multiplicativo k. Mesmo i - r’ sendo pequeno, o produto com k pode resultar um niimeroe nao

negligenciavel. Tem-se entao:

L
R e 9.42
R r ( )
Nesta aproximacao, o calculo dos potenciais resume-se as seguintes integrais:
1 ei(wt—kr) TP ,
r,t) = S — r')e™™ T dv’ | 9.43
oe.t) = o= [0t (943
Lo ei(wt—kr) / N bR ,
Ar,t)=——— J R AA 9.44
(r,0) = 22— [ 3)e (9.44)
Observe que o seguinte termo:
ei(wtfkr)

r
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corresponde & uma onda esférica que se propaga na dire¢do n = 4, com velocidade ¢ = w/k. O fator 1/r,
como veremos adiante significa que a densidade de poténcia decai na forma 1/r2, conservando a poténcia total
emitida pela fonte.

Os termos de integral:

F@)em T ay' = [ f)e™ T dv’ = F(k) = F(ki) ,
Vo Vo
onde f = p ou f = J correspondem a transformada de Fourier generalizada dos termos p e J, passando do
dominio r’ para o dominio k. Lembrando que ¢ e A estao conectados pelo calibre de Lorenz-Lorentz, que em
regime harmonico poode ser escrito como:
i s
w

no caso de andlise de antenas, basta conhecer o potencial A para determinar os campos E e H = B/ .

Uma vez que A somente é fungdo da densidade de correntes J na fonte, ndo é necessirio conhecer a dis-
tribuicao de cargas p. Devemos lembrar ainda que tipicamente a fonte estd confinada a uma regido pequena do
espaco, e estamos observando os campos muito longe da fonte, e portanto a densidade de corrente no ponto de
observacao é nula, embora o potencial A gerado naquele ponto dependa de J em r’. Na regiao longe da fonte,
J =0 e podemos adotar o seguinte procedimento de cédlculo:

~~ Calcularemos o potencial vetor A

i(wt—kr)

Alrt) =2 —— / ety

~~» Determinaremos H
B:VXAéH:iVXA,

Ho
~» Determinaremos E da lei de Ampere-Maxwell:
2 Z,
E-SvxB=-i22VxH,
w k

9.4 Teoria da Radiacao e consideragoes sobre o vetor de Poynting

A origem das OEM estd na oscilagao da carga elétrica:

e em antenas — ondas de radio no espectro RF, microondas;

e nos atomos e moléculas: microondas, luz visivel, ultravioleta;

e colisao de particulas carregadas em alta velocidade, efeitos do ntcleo do atomo: raios X, raios Gama.

E importante diferenciar os termos radiar e irradiar, que sao comumente empregados quando mencionamos
radiagao:

e Radiar: emitir radiagao. Diz-se que o objeto radia quando estd emitindo radiacao.

e Irradiar: submeter algo ao efeito da radiacdo. A superficie da Terra é irradiada pelo Sol.

A condicao sine qua non para que haja radiacdo é que a carga elétrica esteja acelerada. MRU produz campos
de natureza coulombiana, ou seja apenas com dependéncia (o 1/72) ou com decaimentos ainda mais rapidos.
A aceleragio é capaz de produzir a componente de campo E; o 1/r!

Antenas sao constituidas de condutores onde elétrons sao submetidos a uma forga:
F, = Fysen(wt) .
Como hé aceleracao por efeito da forca ha emissao de radiagao eletromagnética,

a(t) = EZ = agsen(wt) ,
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A v=v0+adt

radiagdo

-

v E
(@) Carga g (b) Carga Acelerada
movimento MRU
~ i Et~ i
72 r

Figure 9.2: O modelo de Thomson da radiacdo: as linhas ficam distorcidas na regido distante.

a ac¢ao dessa aceleracao sobre os elétrons produz uma corrente oscilante da forma:

I(t) = Ip cos(wt) .

Uma vez que tenhamos calculado os campos, sabemos que a densidade de poténcia emitida pela fonte é
medida através do vetor de Poynting:
1
Sined = §Re(E x H*) | (9.45)

enquanto que pelo teorema de Poynting, a poténcia total que flui através de certo volume V através das suas

fronteiras, i.e., através da superficie a(V') que delimita o volume é dada por:
P, = j{ Sined - da . (9.46)
a(V)

Definicdo: A Radiagao Eletromagnética é a densidade de poténcia que flui radialmente para fora da
regiao de fonte e que se propaga para o infinito, constituindo uma poténcia que é perdida pela fonte para o
campo eletromagnético.

~» O campo radiado pela fonte torna-se independente da mesma, podendo a medida que se propaga ao
infinito ser absorvido, refletido, refratado, etc.

~+ Para um observador distante, fazendo medidas em um volume pequeno, Vppe << 13, comparado ao
volume da esfera de raio r centrada na fonte, o campo eletromagnético radiado tera todas as caracteristicas das
ondas planas uniformes.

~ Portanto, para saber quanta poténcia se transferiu da fonte para o infinito, podemos considerar os limites

de um volume infinitamente grande, cuja fronteira a(V') é uma superficie esférica de raio r — co. Nesse caso
da = r? sin 0dfdpa,. |

de tal forma que:

™ 27
Proq = lim / (Simed - &z )r? sin 0dOdy . (9.47)

r—oo fg_g ©=0

Definindo a densidade de potencia de radiagao, Syqq, conforme abaixo:

Srad = Smed : ér 3 (948)
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Figure 9.3: Elétrons em movimento acelerado no interior de um condutor perdem energia para o campo de
radiacao que se propaga ao infinito, sendo bem aproximadas por ondas planas uniformes, na regiao do campo

distante.

podemos em coordenadas esféricas separar as variaveis, na forma abaixo:

Srad(r; 07 50) = R(T)f(ea QO)
para obter

o0

™ 2m
0< </ / f(6,9) sin@dﬁdgp) <00 .
0=0 J =0

™ 27
Praa = lim [P*R(r)] / / (0, ) sinbdidy ,
r— 0=0 Jp=0

onde devemos ter:

(9.49)

Portanto, uma vez que a integral de f(0, ) é limitada, na expressao de P,.q acima temos vérias hipéteses para

R(r):
~~ Sendo
R(r) = Sor", n>-2,
temos

Pradﬁooa

o que ¢ impossivel fisicamente, porque nao hé fonte com disponibilidade de energia infinita.

~+ Sendo
R( ) S()f n>2,

rn’
temos

Prad—>07

possivel fisicamente, mas nao correspondendo a radiacao.

~> Finalmente, sendo
1
R(r)=Sy—,
( ) 07_2
temos

. So
Prgq ¢ lim 7“2—2 — cte .
r—00 r
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Essa € a unica possibilidade que corresponde a radiagao eletromagnética. Podemos dizer que a lei do inverso
do quadrado da distancia para a densidade de poténcia radiada é uma consequéncia de conservagao de energia,
pois no espaco livre P,.,4 deve ser uma constante nao nula e nao divergente, e também do fato de que o universo
em que vivemos tem 3 dimensoes espaciais, que faz com que a superficie de fronteira do volume esférico tenha

dependéncia com r2. Desse modo a densidade de poténcia radiada devers obedecer a seguinte lei:
So
Srad = ﬁf(ga 90) :
~~ A poténcia radiada se conserva pois a medida que a onda radiada se propaga a densidade de poténcia cai
com 1/r? mas a drea varrida pela frente de onda aumenta com r2, de forma que ha compensagio no produto

entre a area e a densidade de poténcia emitida. Uma vez que
1 A
Srad = §Re(E x H*) - &, ,

devemos concluir que para satisfazer a condicao da densidade de poténcia decaindo na lei do inverso do quadrado
da distancia, e simultaneamente as equagoes de Maxwell, os campos de radiagao obedecem a uma lei do inverso
da distancia, ou seja:

1
Erad xX =,
T

1
H,«ad xX = .
T

9.5 Potenciais de Lienard-Wiechert e Radiacao de Cargas Aceler-
adas

Uma solugao importante para os potenciais ¢ e A é considerar cargas puntuais em movimento, ja que qualquer
campo eletromagnético pode ser considerado como a composi¢ao de muitas cargas puntuais que somam seus
efeitos. Para uma carga puntual cuja posi¢ao seja ro(t) e velocidade v(t) a densidade de carga e corrente deve

ser escrita na forma:

p(x,1) = g8%(x — ro(t)) 9.50)
J(r,t) = qv(t)d°(r — ro(t)) (9.51)
e entao os potenciais serao dados por:
_a [P —xo(t—R/c)
o(r,t) = Treo / i av (9.52)

= - (9.53)

Aparentemente é facil a integracao das fungoes delta de Dirac, entretanto o argumento x’ encontra-se dentro

Alr,¢) = 1ot / v(t — R/c)83 (X' — xo(t — R/€)) o

de R também. E necessério portanto fazer uma modificacao de varidveis, tal que a delta possa ser integrada

facilmente. Nesse processo a Jacobiana da transformagao deve ser incluida na integral. Fazendo entao:
u=r'—ro(t— R/c))

tem-se para a Matriz Jacobiana
8u1 8u1 6u1
ox’ oy’ 0z’

Bu;g 6’!1,3 8u3
ox’ oy’ 0z’
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e tem-se entao

q /
.54
o) = e %ot = RJ0) \/ |J| lav (9:54)
pogv(t — R/c) '
A(r,t d .
) = o —xo(t = R/0) |J| v (9.55)

com |J| o determinante da matriz jacobiana. Temos como resultado final para estas integrais, o que é chamado

de Potenciais de Lienard-Wiechert:

- q
Ot = o — ot = /0| (9.56)

poqv(t — R/c)

A(r,t) = 9.57
) = Tl —xo(t — R/ (9.57)
sendo
k=1-R. Y
C

Vamos analisar o caso mais simples, em que a velocidade da particula é em geral muito menor do que c. Isto é
valido para grande parte dos sistemas radiantes de interesse. Nesse caso podemos fazer os potenciais similares

aos do caso quase estatico onde kK — 1, e temos:

q

t) = 9.58
o) = e —xo(t — R/ (9.58)
poqv(t — R/c)
A = . .
) = e —xolt = /) (9:59)
Para calcular os campos temos:
0A
=V
B=VxA

Mas estamos interessados no campo radiado, ou seja, aquele cuja energia é perdida pela particula. Nesse caso

o vetor de Poynting deve ter dependéncia 1/72, caso contrario nao hé energia irradiada:

P:j{ExH-daznm/ / r?E x H-a,sinf df dy

T—>00 0

O termo do gradiente do potencial escalar somente gera termos em 1/r2? ou superior, nesse caso nao contribui

para a radiacao de energia. Temos as seguintes relacoes para os campos irradiados:

0A
E;oa = ot
1
Hrad = —ar X Erad
CHo

Considerando-se a solugao para o potencial A em regime nao relativistico, ou seja, de baixas velocidades, temos

para Os campos:

Hoqv qv
E=— = 9.60
ATR drc2egR (9.60)
qay X vV
H=—-——— 9.61
4mcR ( )

e para a poténcia irradiada por unidade de anulo sélido temos:

P 2:,2
d——rar ExH-= v

-2
— 0
dQ (4m)2c3eq S
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onde 0 é o angulo formado entre a aceleragao da particula v e a distancia entre ela e o ponto de observacao R.

Para a poténcia total irradiada temos:

2 .\ 2
q° 2 (v
P = — | = 9.62
4dmeg 3¢ <c) ( )

Podemos perceber daqui, que somente cargas aceleradas, ou seja, tendo v # 0, é que irradiam ondas
eletromagnéticas.
Agora vamos analisar o caso geral, considerando-se os potenciais ¢ e A de Liénard-Wiechert. Para tanto

vamos definir as seguintes quantidades:

-V
=_ 9.63
i=" (9.63)
9 1
V=T 3 (9.64)
. R r—ro(t—R/o)
=_ = 9.65
"TR T r_rolt— R/O)] (9.65)
k=1-0(-1a (9.66)
Os potenciais de Lienard-Wiechert sao reescritos abaixo:
q 1
= - 9.67
¢ 4dreg [KR:| vot ( )
_ 9 1liv
" dweg 2 L‘QRi|ret (9.68)

onde o sub-indice ret denota que as quantidades entre colchetes devem ser calculadas no tempo retardado, ou
seja, no tempo t’ = t— R/c da particula. A tarefa de encontrar os campos E e B é aparentemente muito simples,
mas nao é. De fato os argumentos da velocidade e posigdo da particula contém ¢ e R, dado que t' =t — R/c.
Vejamos entao:

0A

B=-Vo—5/

1
B=VxA=-[fi x Bl
C

Precisamos calcular apenas o campo elétrico E e temos entao:

q 1 1071wV
E=- i =
drreq <V |:I€R:|ret + c2 ot [KJRLeJ

Temos que avaliar corretamente o gradiente e a derivada temporal da expressao acima:

1 0 1 1
(2], = e (i) Ve = = Vo

8[V}ret 0 [V] 8t’_[VLet8t’ v O(kR) ot

Ot LRlwet ~ OF LRl 0t ~ |WR],, Ot w2R2 0 Ot
Observando as expressoes acima, devemos determinar V(kR), 8(kR)/0t, dt'/dt, etc. E o que iremos fazer

agora.

V(kR)=V(R—(-R)=V(R)—~V(F-R)=VR - — 9(5-R)

e lembrando que t' =t — R/c, VI’ = —VR/c, temos:

vay:VR—§+law'R)

c Ot Vh
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dF-R) v
or ¢

pois OR/0t' = —v. Outro resultado importante é mostrado abaixo:

Vamos agora avaliar VR e 0tPrime/0t:

OR OR OR

VR = V|I' - Xo(tl)| = %éx + Fyéy + aéz
OR
VR =V.R+ —Vt
o
VR = % +3-AVR
de onde tiramos:
R
R=—
v kR
e
o _ | 1oR_ | 10R0Y
ot cot cot' ot
de onde ¢ facil mostrar que:
o 1
ot kK

Substituindo estes resultados nas expressoes anteriores temos:

V(kR) = [(1—5%;-}{);—5}
ret

0 A% v \4 2 7 oA v
a [E}ret: |:l<62.R_ HSRQ (Cﬁ _CQ'n_C'R>:|ret

Utilizando ainda k — 1 =—fF-f e 1 — 2 = 1/42 temos:
1 v R =
V(kR) = K+.R> B}
v2 2 kR rot
Q[L} v 52+(_1)_XR
9t LRl ~ |R2R~ PRZ \C ar c

Substituindo estas duas tltimas na expressao para os campos, e fazendo alguns arranjos, temos como resultado
final:

ret

_ 4 h—f 1 R PN 4
4wy {72(1 — g n)3R2 + e(1— B’ ﬁ)an X |:(n B) C:| }rct (9.69)
B = %[ﬁ X E]ret (9.70)

A demonstragao fica como exercicio. E facil ver que hd um termo que depende somente de velocidade e o outro
depende linearmente da aceleracio. O termo dependente apenas em velocidade tem dependéncia com 1/R? e
d4 a interacao coulombiana, e por este motivo nao contribui para o campo irradiado, como pode ser visto da

andlise do vetor de Poynting. J& o termo em aceleragido tem dependéncia 1/R, contribuindo para a radiacao.
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Para baixas velocidades, podemos fazer n — E ~her=(1- 5 ) = 1 e para o campo de aceleragdo (ou

radiagdo) temos:

qg 1 .
E,q = pr c2Rn X [f X V] (9.71)
ou ainda expandindo o produto vetorial, temos:

Erad = ———[(f- V)& — V] (9.72)

rad = —— ——[(-v)h — Vv .

d 47T€0 2R

Bua = -1 @ (9.73)

rad = e R '

e para a poténcia, obtemos o resultado anterior, senao vejamos:

dP 1
— =R?*Sp=R*>—(E xB)-i
a0 R HO( X ) n

Assumindo desde ja que E é ortogonal & direcdo fi temos:

dP 1 R2|E|?
— =R’Sp=R*—(Ex (AxE)) A= Ll
dQ Hoc Clio
e dessa forma é facil mostrar que obtém-se a expressdo (9.62), quando a férmula acima é integrada em todo o
angulo solido. Além do que, da expressao
apP ¢>v?

=1 g2 .74
a0~ (2, sin” 0 (9.74)

vemos que a poténcia irradiada é maxima na diregao ortogonal a direcao de aceleracao.

9.6 O Dipolo Elétrico

Queremos analisar como é o campo produzido por uma antena conhecida como antena dipolo curto. Esta antena
é muito empregada principalmente em sistemas de recepgao. Embora a transmissao utilize dipolos maiores ou

arranjos de antenas, algumas conclusdes sao ainda vélidas. Um dipolo curto é ilustrado na figura (9.4). Como

hz
I P
a2
-
\'““H
T /_."_/_
P
& i i
//
2 =,
//, 2 Y
s
X R

Figure 9.4: Dipolo Curto de comprimento total d.
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os extremos sao abertos, a corrente elétrica neles deve ser nula de tal modo que a distribuigao de corrente no

dipolo é aproximadamente:
In(1-22'/d) para z>0

N —
I(z) = Ip(14+22'/d) para z>0 (9.75)
sendo o vetor densidade de corrente da forma:
I(x) = I(z)0(a")o (1 )
onde 6(.) sdo as fungdes delta de Dirac.
O potencial vetor A é dado simplesmente por:
iwt d/2 —ikR
A = Hoc / 1(2)5——d-'a, (9.76)
47'(' —d/2 R

onde R = /22 +y2 + (z — 2/)2. Se estamos interessados em regides onde podemos assumir que R = r =
\/m , isto é, que na regiao onde estamos olhando o campo produzido pela fonte, a fonte é vista como
uma fonte muito pequena, quase puntual, podemos simplificar o problema da integragao. A solucao obtida
é valida para regices © >> d, onde d é a dimensao da fonte de corrente, no nosso caso, o dipolo curto. E
importante notar que esta aproximagao é muito boa, principalmente a médias e longas distancias da fonte.

Temos:

i(wt—kr) d/2
Y / 1(2')d &, (9.77)
dmr —d/2

Resolvendo a integral, que agora é muito simples
d/2 Ind
/ I(2)dz = 22=,
—d/2 2
ficamos com:

Iod ,
A = B0 i(wt—hn)g, (9.78)

8mr
Vamos passar o potencial vetor para coordenadas esféricas, de modo que:

Iod .
A= “QT(;@W—”) [(Ag - Ar)ap + (8 - Ag)Ag + (8, - 4,)4,)] (9.79)

Do céalculo vetorial:

e temos o potencial em coordenadas esféricas (mais conveniente para tratar a radiagdo de uma antena):

Iod
— H0T0¢ i(wt—kr) [cos Ba, — sin Bay] (9.80)
8mr

Calculando o campo magnético:

o - 0 . 04\ .
B_VXA_TSine <69(A¢SIH0)—6SD)31‘+
1 1 0A, 0 . 1/0 0A\ .
+ (Sme 9o ar““Av)) 8o+ (ar(“‘*e) ~ 0 >av

Temos:
A, = /‘LOIOdei(wtfkrr)
8rr

cosf
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Ind
Ag = _HO%0® itwt—k) sin g

8mr
A, =0

portanto A, = 0 e todas as derivadas em relacdio a ¢ também s@o nulas (observe que nesse caso A nao varia

com ). Observando isso e levando em conta no rotacional, ficamos com um campo magnético na diregao ¢

dado por:
B= ! ( 0 A 8Ar> a, (9.81)

=7 \a ") " 5

Agora calculando as derivadas:

0 (T’Ae) _ iklu’ojodei(wtfkr) sin 6

or 8
aAr ,LLOIOd ( t—k ) .
— _ i(w r 0
o0 7r € St
e substituindo em (9.81) nos da:
/,Lolod . 1 i(wt— . A
B= Sor (zk‘ + r) e Wtk gin fa, (9.82)

Calculando o campo elétrico, também devemos avaliar um rotacional, de modo que

E— _Z,V x B
wo&
1 0 . 0B\ .
V X B = m (%(BLPSIHG) — agp) ar+

1 1 0B, 0 R 1/0 0B, \ .
r (me dp &«(TB%@)) B3 (ar(’“B@) - ae) 2

Nesse caso s6 temos componente do campo B na direcao ¢ simplificando o rotacional para:

1 9 s 19 A
VxB= rsin@%(Bw sin0)a, — —;E(TBg,)ag

r

Temos entao:

E 1 1 0 19
- ————(B,sinf)a, — —— B.)a
1WoE <rsin0 89( psind)a r@?“(r ¢)ae>

Calculando as derivadas:

0 . wolod | . 1 . i(wt—kr)
2 (B,sinf) = +=)(2cos (et —kr
80( »sin ) - (ik r)( cosfsinf)e

%(TB@) = M;T(; [—ik (lk + T) — r2:| sin Get(wt—kr)

substituindo o resultado acima, e fazendo uso das relacoes entre k, 1, u, €, chegamos ao campo:

Iod | 2 2
E = %giwt—kn) [0089 ( Fo 4 ) A + (9.83)

8T r2\ e twers

' 1 1
+sin9(w“°+2,/“°+ : 3>ée]
r T g TWET

Vemos que o campo elétrico possui componentes F, e Ey, mas somente Ey possui dependéncia do tipo 1/r, e

este sera o que ird contribuir para o campo distante, conforme veremos adiante.

Para sumarizar, vamos reescrever o campo elétromagnético calculado abaixo:

Iod 1\
B = £00% (zk + > @tk gin &,
8mr r
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Iod . 2 2 ] 1 1
E = Lez(wtfkr) {COS@ <2 Ho 4 3) A, +sinf (Zw,ug + — Ho + - 3> ée}
8 T 13 TWET T T 19 TWET

Observando para as solugoes acima, vemos que hd termos variando com 1/r, 1/r% e 1/r3. Cada uma dessas
componentes tem um predominio em uma regiao do espaco de forma que podemos separar a solugao em regioes
de campo, cada qual dominada por um dos termos acima mencionados. A primeira observacao a ser feita é que
nossa solucao é valida para r > d, onde d é a dimensao da fonte. Dito isto vamos analisar o campo elétrico Fy,

que possui as trés dependéncias:

Ioyd
Eo(1/r) = ;—W%silﬂ
Ipd 1/
2y _ 1o Mo .
Eg(l/’f‘ )—gﬁ ?Slnﬁ
Igd 1
3y — 0% 5
Eo(1/r°) = Fy— sin 0
e o termo de fase e/“*=F7) foi omitido. Temos as seguintes relacoes entre as componentes:
Eo(1/r)  kr '
Ep(1/r3 1
o(1/17) _ (9.85)
Ep(1/r) — (kr)?
Eo(1/r? 1
oll/r) _ 1 (9.86)

Eo(1/r3)  kr

Das relagoes acima podemos definir trés regioes:

Regiao 1 Campo Préximo - A regido mais préxima da fonte. E dita regiao de campo préximo. Para este caso, o
termo 1/73 é dominante. Para que isso aconteca devemos ter 1/(kr) >> 1 de tal forma que a condicio
obtida, fazendo uso de k = 27/A, onde X\ é o comprimento de onda, é:

r << i

27
ou seja, a regiao de campo préximo é aquela em que o ponto de observagao estd a uma distancia da fonte
que é muito menor que o comprimento de onda. Neste caso a solucao dos campos é aquela obtida através
da eletrostdtica e magnetostdtica. No nosso caso, os campos séo aqueles gerados por um dipolo elétrico(ver
livro do eletromagnetismo, que o campo estatico de um dipolo elétrico varia com 1/r%). Os termos em
1/7? sdo menores também do que os termo em 1/r%. O campo magnético nessa regiao tem um efeito muito
menor. Podemos dizer que a contribuigao fundamental é dos campos elétricos com dependéncia em 1/73.

Outro ponto importante é que nao ha uma relagao fixa entre campo elétrico e magnético nessa regiao.

Regiao 2 Zona Intermediaria - E uma regiao intermediaria de distancias, também dita zona de indugao. Vale a

relacdo 1/(kr) = 1, ou seja as distancias sdo da ordem do comprimento de onda A.

A
T~ —

21

Nessa regiao todas as componentes de campo tem uma contribuicao nao negligivel para o campo total.

Regigo 3 Campo Distante - A situagao se inverte em relagdo ao campo préximo. Como veremos aqui sim ha uma
relagao constante entre o campo elétrico e o campo magnético. E a regiao dominada pelos campos de
radiacdo, conforme veremos. As distancias sdo maiores que o comprimento de onda, e o termo de campos
dominante é aquele que varia com 1/r. Temos:

>> A
r -
2
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Seguiremos a andlise para as duas regioes de maior interesse: o campo proximo e o campo distante. Na
regiao intermediaria, conforme dito, todas as componentes de campo devem ser levadas em conta, em pé de

igualdade.

Regiao de Campo Proéximo

Conforme haviamos falado, o termo dominante é aquele que envolve a dependéncia 1/r3. Na verdade o
campo gerado na regiao préxima é predominantemente elétrico, sendo aquele gerado por um dipolo elétrico:
Iod

Erx ——
87 (iwe)r3

e @t=kT) [9 cos B4, + sin Hag)
Holod
8mr2

sendo o campo magnético menor em importancia do que o campo elétrico, e pode ser tranquilamente negligen-

B~ e @Wt=kT) gin fa,

ciado. Verifique em livros de Teoria Eletromagnética, que definindo o momento de dipolo elétrico na forma

_ lod

T 2iw
Por este motivo esta antena é dita de dipolo. Como ela tem extremos em aberto, as cargas oscilam entre os dois
extremos, formando um dipolo variante no tempo. O momento do dipolo formado é o que foi escrito acima.

Calculando o Vetor de Poynting para os Campos Préximos, temos:
1
Sims = 53‘%{E x H*}

E apds a substituicao dos campos, vemos que nao hé parte real, somente reativa, por isso os termos de campo
préoximo déo contribuigdo nula para a irradiagao de energia eletromagnética. Alguém poderia pensar em tomar
o termo em 1/7? do campo elétrico, af resultando um vetor de Poynting nio nulo. Mas o fato é que o fluxo de
divergéncia do Poynting é nulo para termos que tem dependéncia em r na forma 1/r™ e n > 2. No caso dos
campos préximos sem levar em conta termos de 1/r? no campo elétrico a dependéncia em 7 é 1/r° (levando

1/r? d4 dependéncia 1/r*). Quando fazemos a integral do fluxo temos a poténcia irradiada:
P= f Sims - DdS
s

Nao confundir dS que é superficie com S,.,,s, que é o vetor de Poynting. O vetor fi aponta na diregao da
superficie. Se quisermos integrar em uma esfera de raio arbitrario, para ver qual o fluxo esta saindo desta

esfera, temos:
™ 2m
P = / d9/ dp Syms - apr?sinf
0 0
€ para o termo em 1/7“5 tem-se:
1
r
Fazendo r — oo, ou seja, a superficie é fechada, arbitraria, mas de raio infinito, temos o valor nulo para a

poténcia. A poténcia irradiada é aquela que vai para infinito, e nesse caso, a poténcia que vai para infinito é

zero, portanto, os campos proximos, como dito anteriormente nao contribuem para a energia irradiada.

Campo Distante
Aqui iremos mostrar que os campos ditos campos na regiao distante sao os que contribuem para a energia
irradiada. Levando em conta nos campos somente os termos em 1/r temos:

Iod (i .
E=2 (M“O) @tk i 9, (9.87)
8w r



197

8 r

Somente observando os campos dados por (9.103) e (9.88) podemos concluir de anteméo que sdo ortogonais

Iod (ik\
_ tolod <Z> eIk sin 04, (9.88)

entre si e apresentam uma relacado de propor¢ao constante, sendo o campo elétrico na direcao # e o campo

magnético na diregdo ¢. Podemos observar que a relacao entre as amplitudes de ambos é:

Ey %(i“’r““)sinﬁ w

B,  telod (ikygng  k

E 1
o _ —c (9.89)

Biq, v/ HOE

onde ¢ é a velocidade da luz no meio com permissividade €. Estamos tratando meios nao magnéticos, mas

para que sejam, somente substibuimos po por p. A relagao entre Fy e H, é a impedéancia do meio, e podemos

concluir da propria relagao (9.89):

FEy FEy Lo Mo
— == = = [oC =4/ — = 9.90
H, OBw o€ o e ( )

Sabemos entdo que Ey e B, mantém uma relagao constante na regido de campo distante. Vamos mostrar

agora, que esses campos sao irradiados. Calculemos primeiramente o vetor de Poynting:

| o1 ,
Srms—g%{EXH}—TMO%{EXB}

1 I ' ; I —i _
Sms = — R Tod (iwpo e @t=kT) 6in 0ag x Holod [ —ik e~ i(wt=kr) G 0a,
210 8T r 8T T
1 Iod rwpgy . polod (kY | JUA
Srms = 2—MO§R {877 (T) sin 6 < S <7‘) sin 9) } ap x 4,
2 12
Srms = 1 IO df kWMO Sil’l2 951‘
2(8m)2 \| r?

Agora fazemos uso de k = 27/ e w = ck = 2mc/\ entdo temos kwpg = (27)%cuo/A2, e ainda pgc = 7, desse

modo (27)?
21
kw‘LL() = 22 n
e o resultado final para o Vetor de Poynting, que representa a densidade de poténcia que atravessa uma superficie:
2/dN* 1 .
Srms = 7;—20 ()\) = sin? 04, (9.91)

Queremos saber agora qual a poténcia irradiada, para isso temos que integrar o vetor de Poynting:

P= % ST"H’LS -DdS
S

27 2
P = / d&/ dy 7710 () % sin® fa, - 4,1 sin 6
r

22 (d\? [T, 1
p =100 () / df— sin? 0r? sin @ =
0 T

32 A

2l (d 2/7T .3
P = — =
39 3 ; df sin” 0

g 4
/ sin® 0df = =
0 3

Agora temos, de tabela de Integrais:
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e obtemos o resultado final:

2

anlg (d
P= - .92
12 <)\ (9:92)

Vemos que mesmo fazendo r — oo, a poténcia nao é anulada, ou seja, esta poténcia deixou a fonte emissora,
foi irradiada. Uma vez tendo sido irradiada, essa energia é perdida pela fonte, e convertida em ondas eletro-
magnéticas que se propagam ao infinito, a menos que seja absorvida por outras cargas, meios materiais, etc.
Uma vez irradiada tem independéncia da fonte. Se a fonte for desligada os campos préximos deixam de existir,
mas a energia que foi irradiada pela fonte antes do desligamento segue viajando, ja que a integral do fluxo do
vetor de Poynting nao se anula. Os campos irradiados influenciam a grandes distancias. Sao estes os desejados
em sistemas de comunicagoes, mas sao campos desse tipo que geram interferéncias a longas distancias.

Podemos definir ainda uma resisténcia de irradiagao, ja que a fonte perde energia na forma de ondas que se

desprendem da fonte, e vao ao infinito na forma:

1
P= 53[3
ou op
R=—
I3

e daqui tiramos, no caso do dipolo curto:

r="1 (f\l>2 (9.93)

Se usarmos n = 1207 ) temos:
d\2
R = 207? (A) Q (9.94)

Lembrando ainda que d é o tamanho total do dipolo. Se o dipolo tem tamanho igual a décima parte do

comprimento de ondas, obtemos:
2

rR="20
5

o que significa dizer que a resisténcia de perdas por irradiagao é de aproximadamente 2€). Em geral essas
perdas podem ser desprezadas em circuitos elétricos onde o tamanho do circuito é muito pequeno comparado
ao comprimento de onda do sinal eletromagnético que percorre o circuito. Mas existem antenas com grandes
resisténcias de radiagdo. O dipolo de meia onda chega a mais de 50Q2. (Vale lembrar que existe ainda uma parte
reativa e diz-se entdo impedéancia da antena, mas tal discussao foge ao escopo da disciplina).

Uma vez que o campo ¢é irradiado, este se propaga pelo espago até ser recebido por antenas receptoras para
ser processado. Entretanto, em alguns casos é indesejavel que a resisténcia de irradiagao chegue a um circuito.
De forma bastante simplista, podemos pensar que a tensao induzida em um circuito cuja parte atingida pela

onda tenha comprimento [ devido a onda serd da forma:

V:/E-dl

9.7 O Regime Quase-Estatico

Em regime quase estatico, temos o que chamamos anteriormente de campo préximo. A energia eletromagnética
nao ¢é radiada, ou seja, cessada a fonte, cessa o efeito. Normalmente temos equipamentos que funcionam a uma
frequencia muito baixa(60 Hz) e nesse caso o comprimento de ondas é muito grande (5000 km no caso de 60

Hz). Desse modo, é pertinente desprezar alguns efeitos. Em outras palavras, no cdlculo do potencial escalar e
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vetor a exponencial e~**" pode ser feita igual & unidade ja que se trabalhamos na regido de campo préximo r
é pequeno e k = 2w /A também é pequeno, pois A é um valor muito grande em baixas frequéncias. desse modo
kr ~ 0 e exp(—ikr) &~ 1. Levamos em conta entdo a variagdo temporal et entretanto, na regido de campo
préximo (muitas vezes dita regido de Fresnel, em dptica) as variagoes espaciais devido ao cardter ondulatério sao
omitidas. E como se as variagoes temporais na fonte fossem transmitidas instantaneamente ao ponto de medida.
Vejamos entao: os campos se propagam a uma velocidade ¢ no vacuo. Para baixas frequéncias, o periodo da
onda é muito grande, e temos f = 1/T. Quando analisamos um circuito, ou vdrios, em que a frequéncia é
dita baixa, o comprimento do circuito ou do sistema em andlise é pequeno em compara¢ao ao comprimento de
ondas. Para o caso de 60Hz, queremos analisar a tensao em todos os pontos em uma cidade de raio 50km. A
onda leva um tempo t = 50km/c = 166 us enquanto o periodo da onda é de 1/60s, ou seja, 16,6 ms. A relagao
entre o tempo necessario para uma frente de onda de fase constante percorrer todo o circuito e para a fase da
onda mudar de 27 em um ponto do circuito é
1665

=0.01
16, 6ms 0.0

ou seja, a onda leva 100 vezes mais tempo para mudar totalmente a fase em um ponto, do que uma fase
percorrer o raio de 50 km. Nesse caso podemos desprezar a mudanca de fase espacial e é como, se todos
os pontos do circuito tivesse experimentanto o mesmo valor de fase do campo ondulatério no dado instante
de tempo. E portanto uma aproximacao muito boa e que leva ao uso da teoria circuital. Voltando ao caso
dos potenciais, para exemplificar k = 27/5000(km)~! e num raio de 50km temos kr = 27/100. Dessa forma
e27/100 — (0.998 + 0.0627 ~ 1. Vamos entdo considerar a aproximacao de campos préximos, para frequéncias

baixas, ou em outras palavras, kr =~ 0, que significa que a informagao se propaga de forma instantanea:

eiwt 1
o(z,y,2,t) = E/’p(xl)ﬁdvl , (9.95)
/‘OeWt Nl /
A(xayvzat) = An /J(X )Edv . (996)

Os campos obtidos E e B sao dados pelas equagoes mostradas anteriormente, e temos:

E= ( ! / PO 11 gy — 0 /V J(X/)dV’)> eit | (9.97)

4meg R2 Am R
J(x') x 4 ,
- %2 5 %d‘/’em . (9.98)

Em regime harmonico precisamos apenas conhecer a corrente pois sabemos que a densidade de cargas p e
a densidade de correntes J se relacionam pela equacao da continuidade, escrita abaixo na forma do regime

harmonico:

Da aproximagao acima, ou utilizando as equagoes de Maxwell na forma integral, em situacoes de simetria
favoravel, podemos obter os campos em diversas situagoes. Uma situagao importante é um fio longo carregando
uma corrente que varia no tempo de forma harmoénica. Este caso retrata uma linha de transmissao de energia
que é capaz de produzir campos intensos. Considerando-se que estamos na regiao de campo préximo, o campo
magnético gerado por uma linha de transmissao é:

I .
B = %ewtéw : (9.99)
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onde r é a distancia em coordenadas cilindricas agora. O efeito do plano de terra nao esta sendo considerado
aqui. Podemos colocar a corrente em fungao da poténcia transmitida pela linha e da tensao da linha, ou seja,
a corrente de pico é 2P/V onde P é o valor médio da poténcia, e V é a tensao de pico, e temos:

_ &Eeiwtaw . (9.100)

2mr 'V

Convém observar que entre duas ou mais linhas de transmissao podemos definir indutancia mitua, capacitancia
efetiva entre linhas, de tal modo que uma linha de transmissdo interfere na outra. Desse modo devemos ter
em mente que uma linha de transmissao deve manter uma certa distancia da outra, bem como de outros
equipamentos, para minimizar efeitos de interferéncia. Existem critérios para que tal seja concretizado, e esses
critérios formam as normas que os Engenheiros devem seguir para projetar linhas. Mesmo em instalagoes
residenciais deve-se ter o cuidado de projetar adequadamente o cabeamento telefonico, de dados e elétrico, para

minimizar as interferéncias.

9.8 Caracteristicas Basicas de Antenas

Uma antena é o elemento ou regiao do espago capaz de radiar poténcia eletromagnética para o espago externo
de modo eficiente quando atua como transmissora, ou por outro lado, é capaz de capturar de modo eficiente a
energia proveniente de espaco livre e que adentra sua regiao de abrangéncia, quando atua como receptora.

~» Para Antenas que respeitam a Reciprocidade (em geral é o caso) basta estudar o comportamento da
radiagao produzida(irradiagao) para inferir o comportamento da antena sendo irradiada(gerando radiagao).

Os conceitos basicos relacionados com Antenas que serdo abordados aqui sdo os campos eletromagnéticos e

poténcia emitida ou radiada, o diagrama de radiacao, diretividade, eficiéncia e ganho, impedéancia de antena.

9.8.1 Principais Tipos de Antenas

= Filamentares - sao aquelas fabricadas a partir de fios condutores. Os exemplos principais sao os Dipolos

Elétricos e Antenas Loop, ilustradas na Figura 9.5

Figure 9.5: Antenas filamentares tipicas, como o Dipolo Elétrico e o Loop.

= Antenas de Microfita ou Patch sdo aquelas concebidas sobre substratos dielétricos, sendo a sua princi-
pal vantagem a integrabilidade a sistemas produzidos com tecnologias de circuitos impressos. Sao vérias as

configuracoes e geometrias admissiveis, e algumas estao ilustradas na Figura 9.6.
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Figure 9.6: Exemplos de antenas construidas em microfita.

= Antenas de Abertura: sfo mais conhecidas as parabdlicas e cornetas, muito empregadas no espectro de
microondas ou quando se requer alto ganho e desempenho. Sao invidveis em baixas frequéncias devido a forte
relacdo entre o tamanho fisico e o comprimento de onda empregado no sistema. Alguns exemplos sdo ilustrados
na Figura 9.7.

= Arranjos e Antenas Yagi-Uda: s@o arranjos de antenas filamentares, tipicamente ressonantes, para permitir
alto desempenho e ganho de valores médios a elevados. Sao ilustradas na Figura 9.8

= Antenas Fractais sdo antenas tipicamente construidas em microfita, que possuem um padrao geométrico
que se repete em escala, conferindo as mesmas propriedades da geometria fractal, como dimensionalidade fra-
cionaria, o que permite produzir antenas fisicamente pequenas e com grande largura de banda, necessarias em
sistemas de comunicacao que requerem utilizagao de amplo espectro. Sao empregadas atualmente em telefonia

celular, por exemplo. Algumas dessas geometrias sdo ilustradas na Figura 9.8.1.

9.8.2 Regioes de Campo e Campos de Radiacgao

Conforme ja foi visto, considerado o regime harmoénico os campos sdo dados pelas expressoes abaixo

E=-Vé—iwA ,
B=VxA,

sendo que na condigao r’ << r os potenciais sao dados por:

1 ei(wt—kr) L,
,t — 7\ itki-r dV/ ,
oe.t) = o= [ ptee
i(wt—kr) L,
A(r,t) = %ﬁ% / IR gy (9.101)

Apos o célculo dos campos, é possivel perceber termos de contribuicoes distintas para os campos em funcgao da
distancia. Isso leva a definir as Regices de Campo.

e Regiao do Campo Préximo ou Zona de Fresnel

~> Nessa regiao os termos de campo predominante estao associados & energia armazenada e representam

uma parcela reativa da impedancia da antena.
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Figure 9.7: Antenas de Abertura Tipicas, como as refletoras parabdlicas, amplamente utilizadas em sistemas
de comunicagao em microondas.
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Figure 9.8: Exemplos de antenas do tipo Yagi.

~ As compontentes de campo predominante variam na forma 1/r2, 1/r3, etc, e portanto o vetor de Poynting
tem dependéncia na forma 1/r%, 1/r°... ndo representando energia radiada, ou seja, uma vez que a fonte cessa,

cessam OS campos.

~~ A condicao para a regiao préxima é:

r<< Ao kr<<l1.
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eRegiao Intermediaria
~> Nessa regidao todos os termos dos campos tem igual peso. Nao hd um fator predominante.
~~ O Campo Préximo e o Campo de Radiagao coexistem, produzindo uma regiao de alta interferéncia.

~ A condigdo para definir esta regido proxima é:

re~Xskr~1.

eCampo Distante ou Zona de Fraunhoffer: Campos de Radiagao
~~ Nessa regido os campos de radiagao, que representam poténcia radiada pela fonte, convertida pela fonte
em ondas eletromagnéticas, sao predominantes.

~~ Uma das condigoes possiveis para definir esta regiao é a seguinte:
r> s kr>>1

Em alguns casos, sendo d a dimensao da fonte, a condigao é definida como:

r>>—
~~ Sao caracteristicas dessa regiao:
e 0s campos dependem da distancia na forma 1/r;

e cessada a causa, ou seja, se cessa a fonte, esse campo nao desaparece, pois é energia radiada para o infinito

(energia perdida pela fonte);
e para um observador distante a onda radiada terd todas as caracteristicas de uma onda plana, localmente;

e portanto os campos de radiagdo estao sujeitos a reflexao, refracao, difracao e todos os fenémenos inerente-

mente ondulatdrios.
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Calculo dos campos de radiagao
~~ Na analise de radiagao de uma antena o campo de radiacao é o mais relevante e pode ser determinado
diretamente das componentes transversas do potencial vetor A.

Definicao: O Potencial Transversal A é dado pela expressao abaixo:
A =A-(Aa)a,=A—-A4,a,, (9.102)

permitindo determinar diretamente os campos de radiacao, que satizfazem as seguintes relagoes:

Erad = —iwAJ_ = _iCkAJ_ s (9103)
1
Hrad = Zér X Erad 3 (9104)
ér : E'rad =0 P Eir : Hrad =0 5 (9105)
1 N 1 -
Srad - iRe(Erad X Hrad) - ﬁ‘EradFar . (9106)

~» Um observador distante da antena pode definir um sistema de coordenadas local (x1,y1,21). A direcao

radial &, corresponde, no sistema de coordenadas local, a uma direcao tal que &, = n e nesse caso:

1
Hyu0 = 0% Brad | (9.107)
A -Erq=0, (9.108)
A -Huq=0. (9.109)

Estas relagoes sao as relagoes de ondas planas. Portanto localmente para um observador distante, a onda radiada
parece-se a uma onda plana uniforme. O vetor de Poynting de radiacao representa a densidade de poténcia

radiada pela fonte, e pode ser escrito diretamente em fungao do potencial transversal, na forma
2
~ w 2
S'r‘ad - Sradar - QZ|AJ—| ar , (9110)

ou Se.a:
Ta 22 . .111

~ Observe que se a frequéncia angular w é nula nao ocorre radiacao! A radiagdo é tanto mais eficiente
quanto maior a frequéncia. A densidade de poténcia depende explicitamente de w?, mas o potencial transverso

é também uma funcao de w.

9.8.3 Elemento Diferencial de Angulo Solido df?2

Antes de prosseguirmos na teoria de antenas e conveniente definir uma grandeza chamada angulo sélido. Para
compreender o que é angulo s6lido vamos fazer uma analogia com um angulo linear #. Primeiramente, sabemos

que o comprimento total de circunferéncia vale:
C =2mnr.

Observe a Figura 9.9. E sabido que se o angulo total de uma circunferéncia, um unidades de radianos vale 27 e
a razao entre o comprimento de circunferéncia e o raio que lhe deu origem € igual a esta constante, entao, para
arcos de comprimentos dl; e dls gerados a partir dos raios de circunferéncia r; e 79, respectivamente, mas com

a mesma abertura angular, deve valer a relagao:

dl
dh _dl _db_ 4y
T1 T2 T
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dl

Figure 9.9: Representacao de um segmento de arco para fins de definigao do diferencial de angulo linear.

onde df é denominado elemento infinitesimal de angulo linear, cuja integral sobre uma volta completa de

2
/ d6==27="
0 T

~~ Podemos fazer o mesmo agora com a superficie de uma esfera. Note que a area da esfera é dada por:

circunferéncia deve valer

Aesf = 47‘(7“2 .

Dessa forma a razao entre a area da esfera e o raio que deu origem a essa esfera, r vale:

Aesf _

2 dr

Qesf =

que é uma quantidade adimensional, denominado dngulo sélido total de uma superficie esférica (unidade stero-
radiano , str).

Uma vez que a relacao vale para toda a superficie da esfera, deve valer para elementos infinitesimais:

da da da
21 = TQ =5 =d.
T3 r3 r

~~ dS) é conhecido como elemento infinitesimal de angulo sélido, e é a razao entre uma casca de superficie

esférica infinitesimal e o quadrado do seu raio, 2.

Observe agora a Figura 9.10. Podemos ver entao que:
da = r?sin8dfdy |

e portanto o elemento diferencial de angulo sélido d§2 = da/r? é dado pelo produto de dois angulos lineares df

e dy, mas tem um fator de peso, sinf, em coordenadas esféricas:
dQ = sindfdyp . (9.112)

Pode-se demonstrar facilmente que:

iy 27
Q= /dQ = / / sin 8dfdy = 47 . (9.113)
0=0 J =0

~ Utilizaremos , por comodidade para a integral de uma fungéo qualquer f(, ) a seguinte notagao:

/Q 1(6,9)d

tomando o cuidado de lembrar que a integral em €2 é dupla, nas varidveis 0 e !!!

™ 2
/F(G,g@)dﬁz/ / f(8,¢) sinfdfdyp .
Q 6=0 J =0
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da :(Ir.dé))(r.sinédgo) y

Figure 9.10: Definicao do angulo sélido.

9.8.4 Poténcia Total Radiada

Consideremos agora uma antena na origem, conforme a Figura 9.11. poténcia total radiada é dada por

d
da

da =(Ir.d6)(r.sin6'd90) %

Figure 9.11: Regiao de antena situada na origem de um sistema de coordenadas.

P..q = lim 7‘2/ Srad(r,0,0)dQ |
Q

r—00

porém na pratica é impossivel medir essa poténcia simultaneamente. Utiliza-se um sensor de poténcia radi-
ada(antena de teste) para medir a poténcia radiada em um ponto (r,8, ), r — 0.

~» O sensor deve ter uma &rea infinitesimal da = 72d€), e o vetor superficie deve apontar na direcio
radial, de tal forma que o vetor de Poynting de radiagao e o vetor drea do sensor sejam perfeitamente paralelos,

resultando na maxima poténcia medida pelo sensor. Vale lembrar que o vetor de Poynting da radiagao representa
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a densidade de poténcia radiada em W/m?2. A poténcia coletada pelo sensor serd entdo:
dP = Syqqda = Syqqr?dQ) .
Integrando sobre o angulo sélido total de uma esfera obtemos:

Pmdz//TQSmd(T,ﬂ,cp)dQ. (9.114)
QJQ

9.8.5 O Radiador Isotrépico Ideal

Define-se Radiador Isotrépico Ideal ou Antena Isotrépica Ideal como o elemento capaz de radiar igualmente em
todas as direcoes do espago com eficiéncia maxima, ou seja, sua densidade de poténcia nao deve depender das
varidveis (6, ).

Se entregamos uma poténcia Py a uma antena isotrépica, ela ird radiar Py distribuindo essa poténcia igual-
mente sobre uma superficie esférica, ou seja:

i 0
rad = gpp2

(9.115)

9.8.6 Funcao Diretividade Angular e Diagramas de Radiagao

Embora S,qq(r, 0, %) jd nos fornega a informagao necessiria de como a antena radia no espago é conveniente
adotar um procedimento de normalizagao, para eliminar a dependéncia com a distancia e também com a poténcia
de alimentacao.

Define-se entdo a partir da antena isotrépica a diretividade de uma antena qualquer, como a razao entre a
densidade de poténcia S,.q(r, 0, ¢) gerada pela antena teste no ponto r = (1,0, ¢) e a densidade de poténcia
que seria gerada por uma antena isotrépica nesse mesmo ponto, dado que ambas tem a mesma poténcia total

radiada, ou seja:
Srad(ra 97 SD)

= Po/(4nr?)|pyp,.,

Uma vez que fornecemos para o radiador isotropico uma poténcia Py igual a poténcia radiada pela antena em

D(8, »)

estudo:
PO - Prad = / TQSrad(raev @)dQ 5
Q

obtemos finalmente: 28, aa(r, 0, 0)
AreSraa(r, 0, ¢

D(6 - Gar’> 7> 9.116

( ’<‘0) fQ TQSTad(TvaagO)dQ ( )

= A fungao D(0, ) é conhecida como fungao diretividade angular da antena. O gréfico da fungao D(6, ¢)

é um grafico 3D em coordenadas polares. Obtém-se uma superficie onde cada ponto nesta é a distancia de valor
D(6, ) a partir da origem para cada posicao (6, ).

= E convencional também fazer cortes do grafico 3D resultante por planos especiais, que dependem de cada
situagao. Tais graficos sao conhecidos como diagramas de radiagao.

~ Pode-se demonstrar ainda que fQ D(0,p)dQ2 = 47, ou seja, a superficie representada por D(6, ) tem a
mesma ”area”, independente da antena, embora a forma seja dependente da antena.

~ Para a antena isotrépica temos:

D(O,p)=1. (9.117)

O gréfico dessa funcao é uma esfera de raio unitdrio. Qualquer corte por um plano que passe pela origem gera

um diagrama de radiacao que é uma circunferéncia de raio unitario, conforme ilustrado na Figura 9.12.
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Figure 9.12: Diagrama de radiacdo para o padrao isotrépico D(6,¢) = 1.

Fica como exercicio demonstrar que para o dipolo elétrico curto temos:

ZI2 d* 1

—_— ——— 1 2
52 2250

Srad =

e ainda que:
/ sin? 0dQ = 8w ,
Q 3

o que resulta na seguinte fungao de diretividade angular

Db, ) = gsinQ 0. (9.118)
O gréfico dessa fungao é conhecido como donut (a rosquinha americana), ilustrado na Figura 9.13.

O diagrama de radiagdo de uma antena qualquer ¢ ilustrado na Figura 9.14.

9.8.7 Eficiéncia de Radiacao e Ganho de Antena

A eficiéncia de uma antena é a razdo entre a poténcia que lhe é entregue e a que é convertida em radiagao, ou

seja:
Prad
= —. A1
=g (9.119)
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Figure 9.13: Padrdo do Dipolo Elétrico - Donut: D(6,¢) = 2 sin® 6.

Desse modo defini-se 0 Ganho de Antena como a razao entre a densidade de poténcia gerada por uma antena
qualquer quando lhe foi entregue uma poténcia P;, e a densidade de poténcia que seria gerada por uma antena
isotrépica ideal no mesmo ponto (r, 6, @), ou seja,

Sﬂld(ra 97 QD)

G(97S0) = Pin/(4777'2)

Ganho de antena refere-se ao ganho de densidade de poténcia que uma antena d4 em uma
determinada diregao relativa a uma antena isotrépica ideal com a mesma poténcia de alimentagao.

Fazendo uso das defini¢oes anteriores para diretividade angular e eficiéncia de antena temos:
47”'2775md(7"7 95 410)

= = . 1
G(0,¢) fQ 125, aa(r, 0, 0)dQ2 nD(0, ¢) (9.120)

E comum se referir ao valor maximo da funcao acima para mencionar o ganho de uma antena e dessa forma
Go =nDy , (9.121)

onde Gy = max[G(0, p)] e Dy = max|f, ¢].
~» Ganho de Antena é um ganho relativo a uma antena de referéncia e mede o ganho em densidade de poténcia

em uma certa direcao. Importante notar que a antena nao amplifica poténcia!l Todavia pode ”amplificar” a



210

Figure 9.14: Padrao de uma Antena Qualquer: Lébulo Principal e Lobulos Laterais.

densidade de poténcia em uma certa direcao. Uma antena qualquer que seja diretiva é capaz de gerar densidade
de poténcia maior do que a antena isotropica em uma dada direcao, se ambas tiverem a mesma poténcia de

entrada.

9.8.8 Poténcia Efetiva Radiada Isotropicamente - EIRP

E a poténcia total que deveria ser entregue a uma antena isotrépica para poder gerar a mesma densidade de

poténcia maxima de uma antena qualquer, ou seja:
Pgrrp =GPy, . (9.122)

~» Em teoria de Antenas é comum utilizar unidades de dB. O dBi é o ganho em dB relativo a uma antena
isotréopica enquanto dBd é o ganho em dB relativo a um dipolo de meia onda. Podemos converter os valores

entre dBi e dBd através da seguinte expressao:

G(dBi) = G(dBd) +2.15 .

Além disso, definindo a poténcia em dBm como aquela medida em relagdo a uma referéncia de ImW, em
escala logaritmica,
ImW

P(dBm) = 101og;, (P(mw)) :



211

podemos escrever

Essas unidades de medidas sao frequentemente empregadas por engenheiros de telecomunicagoes.

9.8.9 Largura de Feixe (Beamwidth)

Considere a Figura 9.15. ~» Define-se angulo sélido de um feixe na forma:

antena
diregdo
de
maximo
ganho

Figure 9.15: Definicao da largura de feixe radiado.

_471'

=75 - (9.123)

Afp é também chamado largura de feixe ou angulo de abertura do feixe. Q24 é o produto de dois angulos

lineares internos.

9.8.10 Area de Abertura Efetiva Acs

~ Quando a antena atua como Receptora, ird capturar uma parcela da radiagao proveniente do espago externo.
Mesmo que a antena nao tenha uma area fisica, caso das antenas filamentares, é possivel definir uma area efetiva

na forma:

onde:
~» Pr é a poténcia recebida pela antena
~+ Sine & densidade de poténcia incidente na antena (ou em outras palavras irradiada sobre a antena).
E possivel mostrar ainda que existem uma relacao direta entre o ganho de antena e a area efetiva, na forma

abaixo:

(9.124)

Da expressao acima pode-se definir dois tipos principais de antenas:

~~ Antenas com ganho fixo e A.; dependente de A, Acy < A>. Um exemplo aqui é o dipolo elétrico, onde
temos Q4 =87/3 e Ay =nA?/Q4.

~» Antenas com 4rea efetiva fixa e ganho variavel na forma G o 1/A2. Exemplo: refletoras parabdlicas.
Nesse caso a area efetiva é proporcional a area fisica da antena.

Na pratica, tanto G quanto A,y dependem de A em uma forma néo trivial.

Férmulas uteis para antenas de abertura (parabdlicas e cornetas):
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~> Consideremos uma antena de abertura cuja abertura seja um disco circular de diametro d, entao

considerando-se que tenha uma eficiéncia de abertura 7,:

A, d?
Neg = el onde Aphys = ™
phys 4

AN
i (%)

~ Pode-se usar 0.6 < 7 < 0.8 usualmente. Em fungéo da largura de feixe, para n, = 0.6:

obtém-se:

30000 A
= —F - o
9?3 onde AGB 70 d

9.8.11 Polarizacao de Antena

A polarizagdo de uma antena é a orientagdo do campo elétrico radiado, E,.q em relacdo a algum sistema de
coordenadas, conforme ja discutido anteriormente. Dependendo da construgao, antenas capazes de transmitir
ou receber ondas eletromagnéticas em polarizagao linear, circular, ou eliptica. H4 antenas que operam com a

possibilidade de selecionar a polarizagao desejada.

9.8.12 A Férmula de Friis

~» Considere a Figura 9.16. A férmula de Friis relaciona a poténcia transmitida em um ponto e a poténcia

onda direta Rx

Figure 9.16: Um link de comunicacoes tipico, onde as antenas transmissora e receptora estao a uma distancia
r entre si.

recebida em outro, em um link de comunicacdo, em funcéo dos parametros do sistema.
Observe que se os 16bulos principais das antenas estao devidamente alinhados a densidade de poténcia na
antena de recepgao sera dada por:
g Pgirp  GrPr
d = =
e 4772 4mr?

sendo r a distancia entre as antenas, Gr o ganho maximo da antena transmissora e Pr a poténcia total

transmitida.
~ Se a antena de recepgao tem uma &area efetiva, que relaciona-se com o seu ganho, na forma:

Gr\?
dr

R
Aef =
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entao a poténcia recebida serd dada por:

GrGr)?

Pr = SpqqAR, = Pp— 22
" et =T (2

. . , . . N 2
~~ A férmula acima é a férmula de Friis. Na expressao Pr = PrGrG 3(4:;7 o termo

)\2
(47r)?
é chamado ganho do espago livre e seu inverso, perda ou atenuacao do espaco livre. Representa uma perda de
densidade de poténcia, devido ao decaimento na forma 1/72.
~» Na pratica ha outras perdas, como absorcao, desalinhamento das antenas, descasamento de polarizagao,

etc, que podemos incluir na forma de um fator de transmissao do sistema, 1"

T = NabsMpolgTre f1

para obter uma expressao mais completa:
2

A

onde 7455 Tepresenta as perdas por absor¢ao no meio de propagagao:

~ ,—Qar
Tabs ~ € )

«a é a constante de perdas do meio. Em geral a propagacao se da no ar, e as perdas podem ser desprezadas,
mas ja nas microondas o é bastante dependente da umidade do ar e outros fatores. O fator n,, esta associado
ao descasamento das polarizagoes:
A a% |2
Npol = [éT - ER["
J& a quantidade 7, corresponde ao desalinhamento dos 16bulos principais, sendo dado por

_ GT (07 90) GR(67 QO)
g Gr Gr

= gT(Qv 90)912(9, 90) .

Finalmente, 7,.f; corresponde ao efeito das ondas refletidas:

rest = |14 V/9r(0, 0)g:(0, 0)|D|eifr ettAr |2

onde I' é o coeficiente de reflexao no ponto de reflexao especular e Ar é a diferenga de caminho entre a onda
direta e a onda refeletida.
A férmula de Friis em dB

Podemos passar a expressdo (9.125) para escala em dB:

Pr A2
1010g1o[PfT}:1010g10 GTGRWT :

Utilizando as propriedades de logaritimos temos:

Gs = Pr(dBm) — Pr(dBm) = Gy(dBi) + Gr(dBi) + Grs(dB) + T(dB) ,

sendo:
Gr(dBi) = 10log,o[Gr] e Ggr(dBi) =10log,y[Gr] ,
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T(dB) = 10log,o[T] ,

2

Grs(dB) = 10log,, < 2) = —Aps(dB) .

(47mr)

Vamos trabalhar a expressao para atenuacao do espago livre (FS=free space):

A2 47r)?
Aps(dB) = —10log,, (W) = 101logy ((>\2)> ;

Lembrando que:
c

A=

temos:
(4mrf)

Cc

) = 20log;o(47) + 20log;g ((rcf)> '

Aps(dB) = 20logy (

Podemos utilizar agora:
r(m) = 10%r(km) , f(Hz)=10°f(MHz) e ¢=3x10°m/s ,
para obter
Arps(dB) = 32.44 + 201log;o[r(km)] + 201og,o[f (M Hz)] . (9.126)

Se a frequéncia é expressa em GHz tem-se
Aps(dB) = 92.44 + 201log;o[r(km)] + 201og,o[f(GHZ)] . (9.127)
A férmula de Friis em escala decibel pode ser finalmente escrita como:
Pr(dBm) = Pr(dBm) + Gr(dBi) + Gg(dBi) + T(dB) — Ars(dB) (9.128)
onde

Aps(dB) = 32.44 + 201og;o[r(km)] + 20 logo[f (M Hz))

ou

Apg(dB) = 92.44 + 201og;o[r(km)] + 201og,[f(GHz)]

Lembrando que o fator de transmissao T é geralmente negativo, ou seja, representa uma atenuagao causada

por diversos fatores, que foram citados anteriormente.

9.8.13 Calculo da Amplitude de Pico do Campo Elétrico

Muitas vezes é relevante determinar a amplitude maxima do campo elétrico de um sistema radiante. Da definigao
de ganho, podemos escrever a densidade de poténcia radiada como a forma:
Gr(8,¢)Pr
Srad(r,0,0) = oz
Para um observador medindo o campo distante, ou de radiacao essa onda deve se parecer a uma onda plana,
temos: )
Eq

Srad(ryevsp) = ﬁ ;
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onde Ey(r, 8, ¢) é a amplitude de pico do campo em mddulo, na posicao (r, 6, ¢). Z é a impedancia caracteristica

do meio. Juntando as equagoes e utilizando para o ar o valor Z = 3770 = 1207}, temos:

60Gr(0,¢)Pr

EO (T7 9, (P) = r

(9.129)

.

O méximo valor de Fy a uma dada distancia r ocorre para os valores (6, ¢) no qual Gr(6,¢) é méximo. E
importante notar que o valor RMS é dado por Eo/\@.

Em um sistema tipico de telefonia celular Pr = 10mW, G = 10 e r = 1000m, de onde tiramos:
Ey = 2.4[mV /m]
E claro que a 100m da antena transmissora esse valor é 10 vezes maior.

9.8.14 A equacao do radar

Um radar é um sistema de deteccao e localizagao de alvos a distancia, utilizando para tanto o espalhamanento
da radiagao eletromagnética incidente em um alvo. Existem vérias aplicagoes para radares, desde militares até

meteorologicas. Consideremos um radar conforme a Figura 9.17.

d ™\
Radar

Figure 9.17: Um sistema de radar tipico.

~> Sed<<ry,roentdory &ro =r.
~~ A antena transmissora do radar cria uma densidade de poténcia no alvo dada por:

GrPr
472

Srad =

~ O alvo é caracterizado por sua secao de choque ou se¢ao de espalhamento (scattering cross section), em m?,

0sc. Na pratica o, é funcdo da direcdo, mas vamos assumir o valor médio. O alvo entdao coleta uma certa
quantidade de poténcia. Se nao houverem perdas essa poténcia serd espalhada pelo alvo. Aqui vamos assumir
que seja de forma isotrépica tal que:

Psc = OradTsc
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gerando assim uma densidade de poténcia espalhada na regiao da antena receptora, dada por:

S = Sradasc _ GTPTUSC
O 4mr2 (4m)2pd

A antena receptora tem uma certa drea efetiva A,y = GrA?/(4n), de tal forma que:

o ]DTGYTG’RO'M)\2

PR = = o (9.130)

Em geral os radares operam com uma tinica antena para transmitir e receber de tal forma que G = Gg = G.

Nesse caso podemos estimar o alcance do radar:

Pr G?X20,.\ /"
Tmax = (133 (471_)3 (9131)

onde Pr é a minima poténcia que deve ser recebida pelo sistema receptor, conhecida como sensibilidade do
receptor.
Um radar pode detectar tanto posi¢gdo quanto velocidade do alvo. A distancia do alvo é simplesmente dada

por:
cAt

2 )
onde At é o tempo transcorrido entre a emissao de um pulso de radar e o sinal recebido. Ja a velocidade é

T =

obtida por efeito Doppler:
Af =+2-fo
c

onde Af é um desvio de frequéncia em relagao a uma portadora fy, positivo se o alvo se aproxima e negativo

se o alvo se afasta. A expressao acima é valida quando v << c.

9.9 Impedancia de Antena

A impedancia de uma antena caracteriza-a como elemento de circuito e é dada por:
ZA - Rrad + Rohm + ZXA 5 (9132)

sendo
~~ R.q.q a resisténcia de radiagao.
~> Ronm a resisténcia de perdas por efeito Joule, etc.
~ X 4 € a reatancia da antena, que esta associada ao campo eletromagnético armazenado, ou seja, o campo
proximo.
Lembrando que: .
Py = §ZA|IO|2 )

onde Iy é a corrente de pico aplicada a antena no ponto de alimentacao, temos:
1 2
Prad = iRrad|IO|

Invertendo a relagao acima, podemos escrever:

2Prad 2

_ _ 2
Ryga = TAE = |IOZ/QT Srad(r, 0, 0)d (9.133)

A resisténcia de perdas é dada por:

1

1
R, mzi/ J~E*dV/:7/ J-J* v’ 9.134
=10 oIl )y (9.134)
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A reatancia de uma antena representa a energia armazenada pela mesma, e no regime harmoénico é dada

por: A
w
XA:—/ Wy, — we)dV'
|1o]? V’( )
sendo:

1
m = HH*?
w e

1 *
wezisE-E .

E e H representam o campo préximo nas equagos (9.136) e (9.137).

Uma expressao para o dipolo elétrico curto é dada por:

Xa == [1“ <2d - 1” Otms

(9.135)

(9.136)

(9.137)

Uma vez que a parcela reativa pode ser compensada, em principio a eficiéncia de uma antena esta relacionada

a parte resistiva da sua impedancia. Vejamos:

PTad PTad

= Pzn _F)rad"_-Pohm7

de onde resulta:
Rrad

= Rrad + Rohm )

Para o dipolo elétrico Ry,qq o< w? € Ronm X y/w € portanto para frequéncias mais altas predomina a resisténcia

de radiagao, fazendo com que n — 1.

Circuitos Equivalentes e Casamento de Impedancia

Zg Zy
, I Il—l

V,

)

. (S R . L

a) Circuito equivalente de

Transmissao Recepcio

Lembrando que:

~ O teorema da maxima transferéncia de poténcia exige que para a antena transmissora:

Za =75

enquanto que para a recepgao:
Za=177

1
1
o
<
1
|
1
|
|
1
|
1
£
1
1

1
b) Circuito Equivalente de

~ Para antenas filamentares, como o dipolo, atuando como receptoras, a tensao induzida na antena é dada por:

VA:—/E~dl
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enquanto em antenas magnéticas pode-se obter a tensao induzida na antena pela lei de Faraday:

d
‘/ = — — B .
A dt / da

~» Em geral é necessario algum circuito de casamento para cumprir o teorema de méaxima transf. de poténcia

|
7 g .
—L o ] b) Circuito Equivalente de
'] Circuito o
I Recepcio
‘| casador
' |
Ve(>) | &y g |
: Impedancia ] &
é | i Circuito
1 I
+ | Casador
- .: : Vv, @ [ Vi
a) Circuito equivalente de a ! de L
Transmissio | |Impedancia
1
1
1

Os circuitos de casamento de impedancia usuais podem se utilizar de transformadores, bem como das

configuracoes abaixo:

— —o ] .
B A R
Z Zl zZ 3 7
Z 2 Z 7
a) Circuito T b) Circuito Pi

9.9.1 Consideragoes sobre Ruido em Antenas

~ Qualquer sistema fisico real apresenta um nivel de ruido que se superpoem ao sinal desejado, produzindo
um prejuizo a performance do sistema. Uma antena em um sistema de comunicagao ou radar, captura, além
dos sinais desejados, outros sinais que estao presentes no espago, e que muitas vezes situam-se na mesma faixa
espectral de atuagao da antena.

~» Dentre as fontes de ruido para uma antena podemos citar como principais o céu (o sol é fonte de ruido
branco), o solo, fontes construidas pelo homem, e o préprio ruido térmico interno da antena.

E usual definir a poténcia de ruido a partir de uma temperatura efetiva de ruido. Para o caso da antena

tem-se:

Py =kp-Ta-Af,

onde:
~» Py é a poténcia de ruido (noise);

~ kp = 1.38 x 10723J /K é a constante de Boltzmann,



219

~ Af é a largura espectral do sistema .

Para os sinais externos, podemos definir a temperatura efetiva da antena na forma:

1

Ty =—
A 47TQ

T(0,0)G(0,¢)d2 , (9.138)

ou , através de uma simplificagao:
Ta = NeewTten + NsotoLsolo

sendo 7cey € Nsolo valores relativos entre 0 e 1. Usualmente:

Toew =3 — 10K

Tso10 = 290K

Levando-se em conta todo o ruido do sistema podemos definir:
Tn =T4+ Tsys

e entao
Py =k -Tn-Af. (9.139)

Para avaliar o desempenho de um sistema é usual utilizar a relagao sinal ruido:

Pr
SNR = —
Py’

onde Pgr é a poténcia recebida pela antena.

GrGr)\?

PR:PTW ;

de forma que:
PrGrGr N2
k’BTN(Af) (471'7")2 '

Utilizando o Teorema de Shannon, obtém-se um valor limite para a taxa de transmissao:

SNR =

(9.140)

C = Aflogy(1+ SNR) bits/sec , (9.141)

se a taxa de repeticao R cumpre com R < C' entao havera algum cddigo de transmissao que permite ao sistema
operar corretamente. O valor maximo é dado por:

1 PrGrGr N2

R= (Ey/En) kpTy (dmr)2

(9.142)

onde Ej é a energia disponivel por bit e Eny = kpTh.

9.10 Emissao e Absorcao de Radiacao no Espectro ()ptico e Acima

A radiagdo de ondas eletromagnéticas em frequéncias épticas e/ou acima é produzida no dominio dos dtomos
e moléculas. Na escala atomica de dimensoes nao é mais possivel tratar os fendomenos eletromagnéticos apenas
pelo seu cardter ondulatério. E necessario apelar para a dualidade onda-particula e o conceito quéantico de

féton, que é o menor pacote de energia de uma onda de frequéncia f e carrega uma energia:

E;=hf, (9.143)
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- Niicleo: protons + néutrons
O Atomo ﬁ) Carga total = + Ze
—T 10 Néutron (ndo tem carga elétrica)
e .
/ Y
/ \ @  Proton (carga +e)

' e \
; “' | @  Elétron (carga -e)
\ o / ) Orbital Eletronico Ocupado

}:)/ Orbital Eletronico Vazio

Figure 9.18: Representacao esquematica simplificada de um atomo.

onde h = 6,626 x 10734J.s é a constante de Planck. Um 4tomo no estado fundamental é capaz de absorver
radiagao eletromagnética, se a diferenca de energia entre seu estado inicial Ey e final F; for igual ao quantum
da radiagao, ou seja

Ei—Ey=hf,

Se um 4tomo estd em um estado de mais alta energia E7, poderd emitir radiacao, indo para um estado Fy, com
frequéncia da radiagdo determinada pela conservagao de energia
_ E1—-E
f=—"

A Figura 9.19 ilustra essas situagoes.

Atomo

— -

Atomo

I
estadovazio,

emitida

estado vazio

incidente estado ocupado
OEM
(a) Absor¢do: Atomo no estado (b) Absor¢do: Atomo em um estado
fundamental absorve radiagdo e o elétron  excitado volta para o fundamental emitindo
vai para um orbital de maior energia uma OEM.

Figure 9.19: Emissao e Absor¢ao de Fétons na presenca da radiacio eletromagnética.

A Radiagao Eletromagnética Ionizante

= Considera-se radiacdo ionizante aquela para qual o féton associado tem energia maior do que 10eV.
(1eV = 1.6 x 10~ %joules)
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= Raios Ultravioleta (alguns eV até 100 eV)
= Raios X (100eV até 100keV)

= Raios v (acima de 100keV)
e Os fotons muito energéticos dessas radiagoes sao capazes de arrancar elétrons do 4tomo ao serem absorvidos.

O elétron fica livre e deixa um ion de carga +e. Esse tipo de radiagao affeta a estrutura das moléculas como o

DNA, e sao sltamente penetrantes e nocivas a saude.

Atomo Neutro Atomo Tonizado
Carga +e
Radiacéio
ITonizante @ %
F
/

s Py
_ .Q Vacincia

-

Absorcgdo de e- li'-:e.\

Radiacaoe Ionizante

Figure 9.20: Ac¢éo da radiacdo ionizante: apds absorver um féton da radiacao o elétron é ejetado do dtomo ou
molécula produzindo ionizagao.

e Microondas nao sao ionizantes, mas excitam vibragoes moleculares e por isso sao utilizadas em aplicagoes
como o forno de microondas. Ondas de frequéncia 2,4GHz sao confinadas em uma cavidade metéalica. Ao serem
absorvidas fazem as moléculas de dgua do alimento vibrar. Essas transferem parte da vibracgao para os outros

atomos do alimento, difundindo o calor gerado por todo o alimento.

wo [T U

radiagdo amostra espectro (IV)

»

<

»

/

y U
S S §
a oA .

Figure 9.21: Vibragoes da molécula de dgua na presenca de radiagao no espectro de microondas.

A Anatel regulamenta a exposicao dos seres humanos a radiacao eletromagnética através da Resolugao 303

de 2 de julho de 2002: ” Aprova o Regulamento sobre Limitacdo da Exposi¢do a Campos Elétricos, Magnéticos
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e Eletromagnéticos na Faixa de Radiofreqiiéncias entre 9 kHz e 300 GHz.” Estabelece-se conforme normas
internacionais que o maximo admissivel de radiacao é 2W /kg. Como referéncia, para a poténcia de 1W a uma

distancia de 5cm da antena temos:

1 2
med = ————5 = 31, .
Smea = g oge = P18V /m

Sao poténcias tipicas em aplicacoes de RF:

e Forno de Microondas: 700 — 1400W no interior da cavidade. Vazamento de radiacao deve ser menor do
que 1W, por norma.

e Estacdo de Radio FM (alcance de 50km): 100kW.

e Telefone Celular: 2W de pico, depois reduz entre 10 e 100 vezes indo para menos de 500mW. ERB Celular:
50-100W tipico.
e Sistema de Wifi: em torno de 100mW.
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9.12 Problemas Propostos

1) Mostre que os campos definidos em termos dos potenciais escalar e vetor, ¢ e A, na forma abaixo:

0A
E=-V¢— —
Vo- o0
B=VxA,

satizfazem automaticamente as duas equacoes de Maxwell sem fontes p e J. Encontre as equagoes de

ondas para os potenciais no calibre de Lorenz,

10
A4 9P
v c? Ot 0,

a partir das equagoes de Maxwell com fontes.

2) Dada a densidade de corrente abaixo, para antena conhecida como dipolo elétrico ideal:

d d

J() = 1od(a)o(y)a, , —5 <253
sendo §(z') e 6(y’) as fungdes impulso ou delta de Dirac determine A, E e B. Analise as componentes de
campo e extraia os campos de radiagdo (considerar somente as componentes de campo que variam com

1/r), a densidade de poténcia radiada e a poténcia radiada.
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4)

5)
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Descreva as principais caracteristicas do campo préximo e do campo distante gerado por uma antena. Em
que escala de distancias o campo préximo é dominante e em que escala estaremos na regiao de campo
distante. Qual o significado fisico do campo distante? Discuta o vetor de Poynting de radiacao para
propagacao nio guiada, ou em outras palavras, por qual motivo S,.q oc 1/72. Como seria a densidade de

poténcia em um mundo bidimensional?

E sabido que o campo distante (ou de radiagao) de uma antena depende essencialmente do potencial vetor
transverso:

AL =A—Aa, = (0,49, 4,), (9.144)

onde A, é a componente radial do potencial vetor A, calculado através da expressdo:

i(wt—kr)

A = HoC Z(k,0,¢) (9.145)

4d7r
sendo k o numero de onda e Z(k, 0, ) a transformada de Fourier da distribui¢do de densidade corrente
na regiao fonte, que leva do espago r’ = (2/,y’, 2’) (coordenadas na regiao fonte) para o espaco reciproco

de vetor de onda k = (ky, ky, k.) = k(sin 0 cos ¢, sin §sin ¢, cos #), ou seja:
Z(k,0,¢) :/ / / Iy, 2 )™ da' dy' dz' (9.146)

Para uma antena filamentar orientada ao longo do eixo z temos:

J(z,y,2) = 1(2)6(x)d(y)a,. (9.147)

Pede-se:

(a) Demonstre, utilizando a distribuigao (9.147), que para uma antena filamentar a equacdo (9.146) reduz-
se a : -

Z(kcosf) = / I(2)e* e D2 q2'a, = F(kcos0)a, . (9.148)
(b) Suponha uma distribuigao de corrente uniforme ao longo de um fio que se estende sobre o eixo z desde
—d/2 até d/2, ou seja, I(z) = Iy para |z| < d/2 e I(z) = 0 se |z| > d/2. Encontre a tranformada de

Fourier F(k cos#) dessa distribuigdo de corrente .

(c) Converta entdo &, para coordenadas esféricas conforme realizado em aula e determine o campo elétrico
e magnético de radiagao:
Erad = —iw[A - Arér]
1

Hrad = Eér X Erad

(d) Encontre a densidade de poténcia radiada por essa antena e esboce o diagrama de radia¢ao (ou o

ganho) em fungao de 6 para d = 2\. Quantos 16bulos se podem perceber no plano (z, 2)?

Demonstre que para o dipolo elétrico curto temos:

712 d* 1

_ 102
Srad = 37?’[‘72 sin“ @
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6)

7

8)

9)

10)

11)

Demonstre que:
8

sin’ 0d) = —
A ;

e ainda que a diretividade angular de um dipolos é dada por:

D(6, ) = %sinQ 0 (9.149)

Consideremos uma antena do tipo dipolo magnético constituido de uma espira circular de raio a << A e
médulo do momento magnético dado por m = ma?ly, onde Iy é a amplitude da corrente que circula pela
espira. Essa espira produz um potencial vetor magnético A, na condicdo r >> a e a << X\ mostrado

abaixo: ]
Zk/l,om ez(wtfkr)

A= sin fa,,.

4dmr
a) Demonstre que o potencial do dipolo é dado pela expressao acima, a partir da distribuigdo de corrente
em uma espira circular.
b) Encontre os campos de radiacdo E,.q € H,.qq4, a partir do potencial vetor A dado. Se o plano de terra
é o plano (x,y) essa antena tem polarizagao vertical ou horizontal?
¢) Mostre que o vetor de Poynting de radiagdo dessa antena é dado por

7T4Z013 CL2 2 . 9
Srad = 22 <)\2> sin” 6.

Determine entao a poténcia total radiada Pr,q = fQ 72S,0qdS).
d) Determine a diretividade do dipolo magnético. Aponte as dualidades/simetrias em rela¢iao ao dipolo

elétrico.
Descreva o significado fisico do ganho de uma antena. Em outras palavras, o que é ganho de antena?

Deduza a férmula de Friis,
GG \?
P.=P———0
T ()2
para um link de comunicacao em visada direta.

Demonstre que o valor de pico do campo elétrico radiado por uma antena na dire¢cao de maximo ganho

da antena é dado por

V060G P,y
By = Y= [V /],

onde G é o ganho da antena transmissora e P,,q a poténcia radiada por essa antena.

Qual a poténcia total radiada por um dipolo curto de comprimento 30 c¢m, carregando uma corrente de
500 mA, na frequéncia de 1MHz?

A férmula de Friis relaciona poténcia transmitida e recebida na forma abaixo:

GG\
(4mr)?

sendo G; e G, o ganho das antenas de transmissao e recepgao, no seu valor méximo, A o comprimento de

PT:Pt

onda e r a distancia entre transmissor e receptor. E claro que a poténcia recebida depende da orientagao
relativa das antenas. Considere a férmula de Friis para um link de comunicagao sendo que as duas antenas
sdo iguais e tem ganho G. A frequéncia utilizada no link é de f = 3 GHz. Se o receptor tem sensibilidade
para receber até —100dBW (converta para Watts), e estando localizado a 50km de distancia do transmissor

cuja poténcia transmitida é de 30 Watts:
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13)
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a) calcule o ganho das antenas G, em um dia normal, onde a férmula de Friis acima é aplicdvel;

b) calcule o coeficiente de atenuagao « e o coeficiente de fase 8 em um dia de chuva, onde os parametros
do meio mudam. Num dia seco estamos considerando o = 0, mas com a umidade crescente considere
a aproximagao para meios dielétricos com poucas perdas e considere a condutividade do ar nesse caso

como sendo 0 =5 x 10780 1m~!. A permissividade dielétrica relativa é e, ~ 1;

c) A férmula de Friis modifica-se por efeito da atenuagdo, considere simplesmente:

G2 )\2
P.=P—=T
¢ (4mr)?
onde T é o coeficiente de transmissao do meio:
T = exp(—2ar).

Devido a atenuagao (interferéncia das condi¢des do meio na propagacdo) haverd problemas na re-

cepcao do sinal? Se sim, aponte uma solugao.

Um sistema de broadcasting de TV via satélite opera a uma frequéncia de 12 GHz. A poténcia transmitida
pelo satélite ¢ 120W enquanto que o receptor é capaz de detectar sinais de 2x 10712 W (veja que a poténcia
recebida é da ordem de pico-Watts!!!). Se a distancia entre o satélite e o receptor é r = 36.000km e se
a antena transmissora é igual & antena receptora, calcule o ganho G (em dB) de modo a que o sistema

funcione adequadamente.

Consideremos a férmula de Friis aplicada a um sistema de comunicagdo mével (telefonia celular por

exemplo):
GG, \?

(4mr)?

consistindo de uma antena na estagao rddio-base (ERB) de ganho G = 13dBi e um telefone mével uti-

PT:Pt

lizando um dipolo curto. Vamos desprezar os efeitos de atenuacao no meio de propagagao. A frequéncia
utilizada no link é f = 1.85 GHz.

a) Qual é o raio de alcance da ERB para qua a comunicagio nao seja perdida em meio ao ruido se o
aparelho mével pode transmitir uma poténcia méaxima de 3dBm e o receptor da ERB tem sensibilidade
minima de —93dBm? (converta as poténcias para mW!!)

A Anatel regulamenta os limites para exposigao da populagao em geral a Campos Eletromagnéticos de RF
através da Res. 303/2002, na faixa de radiofreqiiéncias entre 9 kHz e 300 GHz. Para a faixa de 400MHz

até 2000MHz, a exposicao maxima em termos do valor de pico do campo elétrico é dada pela formula
Eo(maz) = 1.9445+/f [V/m],

enquanto que em termos de densidade de poténcia vale a relagao:

Svealmaz) = 5L (W/m?),

onde f deve ser dada em MHz. Lembre ainda que, da teoria de antenas e da propagacao de ondas temos
Sraa = E3/(2Z) onde Ey é o médulo do pico do campo elétrico e além disso S.qq = Gy P;/(47r?) na
direcao do maximo ganho da antena.

b) Determine a densidade de poténcia de radiacdo gerada pelo aparelho mével a uma distancia de lem

da cabeca do usuario do aparelho. A partir desse valor, diga se é seguro utilizar um aparelho celular, de
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14)

15)

16)

17)

18)

acordo com a norma da Anatel.
c¢) Se a ERB transmite uma poténcia de total de 100W na faixa de 1.85GHz, qual é a distdncia minima

da antena que pode ser considerada segura para a populacao em geral?

A densidade de poténcia maxima gerada por uma antena de ganho 20 operando na frequéncia f = 2.4GHz
a uma distancia de 100m da mesma é de 400nW/m?. Determine:

a) A poténcia de entrada nessa antena transmissora.

b) A densidade de poténcia e a intensidade do campo elétrico a 200m da antena.

¢) A poténcia recebida por um aparelho receptor localizado a 100m da antena transmissora e utilizando

uma antena de ganho G = 2.

O regime transiente de carga de um capacitor de placas paralelas pode ser descrito através dos potenciais
eletromagnéticos ¢ e A na regiao 0 < z < d entre as placas, dados aproximadamente pelas expressoes

abaixo, em coordenadas cilindricas:

$(p,p,2,t) = ¢o— Eo(l—e ")z
E0p2 —t)TA
Ap,p,2,t) = R /"4,

onde ¢g é uma constante, Fy é o valor de pico do campo elétrico, ¢ é a velocidade da luz no dielétrico entre
as placas, T é a constante de tempo de carregamento, ¢t é o tempo medido em segundos e p = y/x2 + y2 é
a distancia em relagao ao eixo z em coordenadas cilindricas.

Determine os campos E e B entre as placas.

Pesquise e apresente dados de fabricantes para antenas reais, com seus diagramas de radiagao. Procure

dados de antenas de refletor parabdlico, hélice quadrifilar, etc.

Descreva os sistemas de radar, encontrando uma ”férmula de Friis” equivalente para o radar monoestatico
(usa a mesma antena para transmitir e receber). Defina expressoes que permitam determinar a distancia e
velocidade de um alvo. O que é o efeito Doppler e para que serve em radares? Cite aplicagoes de sistemas

de radar.

Pesquisar e Explicar: Modelo de Thomson da Radiacao. Potenciais de Lienard-Wiechert e A Carga
Acelerada. Formula de Larmor. O problema da radiacao de uma carga acelerada no modelo atomico de

Rutherford e o modelo atéomico quéantico de Bohr.



Chapter 10

Ondas guiadas

Ondas eletromagnéticas na presenca de contornos metalicos formam um aspecto pratico de muita importancia
para a transmissao da energia eletromagnética, através de estruturas que denominamos guias de onda. Es-
truturas dielétricas com indice de refracao que varia no espago, como € o caso das fibras 6pticas também sao
capazes de produzir guiamento e tem importancia fundamental para os atuais sistemas de comunicagoes.

Podemos definir uma onda guiada da seguinte maneira:

- A onda eletromagnética possui uma diregdo preferencial de propagagdo a qual denominamos z. Para a
analise matematica é conveniente, portanto utilizar um sistema cilindrico, para citar exemplos, o carte-
siano, o circular, o eliptico-cilindrico, etc. No sistema cartesiano temos cilindros cuja secao transversal é

um retangulo ao passo que no sistema circular o corte transversal produz circulos;

- O guiamento da onda é feito por uma estrutura, seja um cilindro metélico oco, ou uma fibra éptica, capaz
de confinar a energia da onda a uma certa regiao do espaco, utilizando-se das propriedades de interface e

condigoes de contorno entre meios distintos;

- Uma onda guiada pode ter suas componentes de campo decompostas em compontentes transversais e

longitudinais a direcao z;

- Ondas no espago livre sdo do tipo Transversal EletroMagnética (TEM), e tanto o campo elétrico quanto
0 magnético sao ortogonais a direcao de propagacao. No caso das ondas guiadas, podemos classifica-las
em Ondas Transversais Elétricas (TE), onde somente o campo elétrico é transversal & dire¢éo z, ou Ondas
Transversais Magnéticas (TM), onde somente o campo magnético é transversal a dire¢ido z. Guias ocos
nao sdo capazes de propagar ondas TEM. Apenas os guias coaxiais e as linhas de transmissdo propagam
modos TEM;

- Séo caracteristicas de guias de onda o surgimento de modos de propagagdo(que nada mais sdo do que
as formas de distribuicao transversal do campo no interior do guia, cada modo propagando-se com uma
velocidade especifica) e o aparecimento de frequéncias de corte para cada modo, abaixo da qual a onda
é apenas evanescente no interior do guia. Guias coaxiais nao apresentam frequéncia de corte devido aos
modos TEM.

Nos deparamos entao com o seguinte problema: resolver as equagoes de Maxwell na presenga de condigoes

de contorno, que podem ser de Dirichlet ou Neumann, ou ainda outras mais complicadas.
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10.1 Principais Tipos de Guias de Onda

Podemos classificar os guias de ondas em trés grandes grupos principais, a saber: i) linhas de transmissao (LT),
ii) guias de onda metalicos e iii) guias de onda dielétricos. Vamos discutir um pouco mais detalhadamente esses
tipos.

Linhas de Transmissao: Muitos autores consideram as estruturas de LT como guias de ondas e outros
preferem tratd-las em separado. A Linha de Transmissao deve ser constituida de pelo menos duas superficies
condutoras mantidas a uma diferenga de potencial. Esse é um requisito para a admissao de solu¢oes do tipo
TEM, o que a diferencia dos demais tipos de guias. Os modos TEM nao apresentam frequéncia de corte.
Idealmente as LTs poderiam operar deste o regime DC até frequéncia f — oo, mas na pratica as perdas em
altas frequéncias limitam seu uso até o espectro de microondas. Sao exemplos tipicos de LT, ilustrados na

Figura 10.1, as seguintes estruturas: i) par de condutores, ii) guia coaxial, iii) microstrip lines. As linhas de

o o
=

plastic jacket

dielectric insulator

metallic shield

centre core “” xd

Par de Condutores &y

- @ o -+

Microstrip Line

Condutor sobre
Plano Terra

b

Guia Coaxial

Cabo Coaxial RG

Figure 10.1: Linhas de Transmissao Tipicas.

campo em LTs sao ilustradas na Figura 10.2 .

Os Guias de Ondas Metalicos, por sua vez, sao muito utilizados na faixa das micro-ondas, pois as
dimensoes em frequéncias menores os tornam invidveis. Nao admitem a existéncia de modos TEM e apresentam
frequéncia de corte f., abaixo da qual nao operam. Essa frequéncia de corte depende essencialmente da geometria
e das dimensdes do guia, bem como do material dielétrico no interior do guia. As geometrias mais utilizadas sao
a retangular e a circular e em geral sdo preenchidos de ar (ou vdcuo, como primeira aproximagao). A Figura
77 ilustra essas estruturas.

Ja os Guias de Ondas Dielétricos e a Fibra Optica sdo estruturas capazes de confinar e guiar ondas
eletromagnéticas através das condigoes de contorno impostas entre meios de natureza dielétrica. A fibra éptica
é um caso particular de guia de ondas dielétricos, utilizando geometria circular na sua secdo transversal. A

Figura 10.4 ilustra geometrias tipicas.
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Figure 10.2: Formas do Campo nas Linhas de Transmissao Tipicas.

v

Figure 10.3: Guias de Onda Metélicos tipicos utilizads no espectro de micro-ondas.

10.1.1 Formas de Abordagem para o estudo de Propagacao de Ondas

No estudo de ondas eletromagnéticas sao varias as possibilidades de abordagem:
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Guias Slab Fibra Optica Tipica

capa

2

nucleo HRER

Figure 10.4: Guias Dielétricos Tipicos: nj e ng sdo valores distintos de indice de refragdo dos dielétricos.

> Optica Geométrica: negligencia os efeitos difrativos e as ondas sdo representadas por raios. Aplica-se
bem em algumas situagoes em que d >> A e distancias propagadas relativamente pequenas.

~~ Optica Fisica/Teoria da Difracdo Escalar: onde negligencia-se o cardter vetorial das ondas eletro-
magnéticas. Muito 1til no dominio éptico.

~ Equacoes de Maxwell: leva em conta tanto o aspecto ondulatério quanto o carater vetorial das ondas
eletromagnéticas.

~> No estudo de Ondas Guiadas podemos separar a andlise em dois aspectos:

1) Andlise Modal: preocupa-se apenas com a forma de distribuicdo e polarizacao dos campos, aplicagio
das condicGes de contorno impostas pelo guia de ondas, no dominio da frequéncia.

2) Andlise de Dispersao/Atenuacdo na Propagacdo de Sinais: geralmente assume-se que o modo é
conhecido, a preocupagao é com aspectos dispersivos de sinais compostos por muitas frequéncias.

Para a realizagao de tais anélises € util uma abordagem matemaética conhecida como decomposicao transversal-

longitudinal das equagoes de Maxwell.

10.2 A Decomposicao Transversal-Longitudinal

Todo o guia de ondas produz o confinamento da densidade de poténcia da onda eletromagnética a uma certa
regido do espago, dando um caminho (eixo) preferencial para a propagacao da mesma. Vamos denotar este eixo
por z, (longitudinal). Sao propriedades essenciais dos guias de onda reciprocos (nos quais a onda propagante e
contra-propagante tem as mesmas caracteristicas):

e Simetria de inversao espacial: as propriedades fisicas nao se alteram se fizermos a transformagao de inversao
z — —z, apenas a onda propagante torna-se contra-propagante e vice-versa, com as mesmas caracteristicas de
propagacao e distribuicao de campos.

e Simetria de inversdo temporal: as propriedades fisicas ndo se alteram se fizermos a transformagao de
inversao t — —t.

e Simetria de translagao longitudinal: fazendo uma translagao 2z’ = z + z¢ onde zp é uma constante qualquer
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a secao transversal do guia e portanto suas propriedades devem permanecer inalteradas — invariancia da secao
transversal do guia em relacao a z.

As simetrias do guia de onda sugerem fazer uma separacao das varidveis e dos vetores em componentes longi-
tudinais (ao longo de z) e transversais (perpendiculares ao eixo z). Denotaremos as coordenadas transversais por
x) = (x1,z2). Existem muitos sistemas ditos cilindricos, sendo os mais conhecidos o retangular x; = (z,y) e o

circular x; = (p, ). Fazendo uso da simetria, qualquer vetor e também o operador V podem ser decompostos

na forma
A=A +A,4,, (10.1)
0
= —a, . 10.2
V=V, + 8Za (10.2)

Agora vamos aplicar essa decomposicao as equagoes de Maxwell, consideradas em meios dieletricos nao-

magnéticos, na forma abaixo:

V-E = 0, (10.3)
V-H = 0, (10.4)
OoH

E = —puo— 10.

V x Ho ot (10.5)
OE

H = ¢— 10.

V x 6at , (10.6)

onde E é o vetor campo elétrico em [V /m] e H é o vetor campo magnético em [A/m]. Veja que estamos fazendo
J =0, ou entéo incluindo os efeitos da lei de Ohm vetorial em &, considerando a permissividade complexa nesse

caso. Pela decomposicao transversal-longitudinal devemos fazer:
E = E, +F.a,, (10.7)

H = H, +H.4,. (10.8)

Sao propriedades dos produtos transverso-longitudinais:

e Para o produto escalar:

A, -Ba, = 0, (10.9)
A, -B, = A,B,+ AyBy s (1010)
a-a, = 1, (10.11)
e Para o produto vetorial:
AL X Bzfiz = CL N (1012)
Al X Bl = Czﬁz s (1013)
a, xa = 0, (10.14)

Como exemplo vamos fazer a decomposicao transverso-longitudinal da Lei de Faraday,

OH
VXE=—puy—,
Ho ot
realizando a seguinte substituicao:
E = EL + Ezéz )
H = H,+H.4,,

0
vV = Vl*l’%az.
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Nesse caso temos:

0 0
(VJ_ + éz) X (EJ_ + Ezaz) = - (HJ_ + Hzéz>-

0z Ho 5
Coletando os termos longitudinais e transversais, obtemos:
OH,
VixEL = —po’s A,

1 X By Ho ot a

(Q)EJ_ 8HJ_
i, X -V.E, = - ;

& ( 9. ot ) Ho o

Através do mesmo procedimento aplicado as demais equagoes de Maxwell, encontramos equagoes na forma

transversal-longitudinal:

ok,
-E = - 10.1
Vi-E; 5 (10.15)
O0H,
-H = - 10.1
V. -H, 5 (10.16)
0H,
VJ_ X EJ_ = _M()Wéz N (1017)
. OE OH
az X ( 8; VLEZ> = Mo 8tl s (1018)
E,
Vl X Hl = €aat éz s (1019)
. (0H, OB,
a; X < 2 — VLH2> = 6? . (1020)

Observe que agora temos 6 equagoes, pois as duas equagoes em divergéncia sao escalares mas as duas equagoes de
Maxwell em rotacional se descobram nas suas componentes transversais e longitudinais. Os campos transversos
E | e H, sao responsaveis pelo transporte da energia ao longo do eixo z uma vez que a componente z do vetor
de Poynting é dada por:

S, =Sied 8z = %Re (E; xHY)-a, . (10.21)

E interessante expressar os operadores transversos nos dois principais sistemas de coordenadas cilindricas, o
cartesiano e o cilindrico circular.

Coordenadas cartesianas:

0 0

\% —ay+ —a
LT 9 + y Ay

9? 9?

2 _ 7 -

Vi= Ox? + Oy?

Coordenadas cilindricas circulares:

0 10

V=8 -—+a,——.
Pop  Tpop

2 10 (0N 10
Vi=o\Pop) TP
10.3 Conceitos Fundamentais sobre Analise Modal

Antes de prosseguirmos com as demonstragoes matemaéticas, é importante definir alguns conceitos fundamentais:

Modos: os modos sao todas as possiveis solugoes das equagoes de Maxwell sujeitas as condigoes de contorno
impostas pelo guia de ondas. Do ponto de vista fisico, correspondem as possiveis distribui¢ées do campo
eletromagnético e respectiva polarizagao no interior do guia. Em geral, existem modos continuos e modos

discretos, correspondendo as possiveis solugoes.
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~~ Qualquer campo eletromagnético no interior de um guia de ondas pode ser expresso como superposi¢ao de
modos, assim como qualquer sinal periédico pode ser escrito na forma de uma série de Fourier. Nesse sentido os
modos eletromagnéticos de um guia de ondas sao as fungoes de base num espago vetorial abstrato, permitindo

expandir qualquer fungao nessa base de fungoes:

E= Z Amﬁm(xj_)ei(wt_ﬁmz)

10.3.1 Tipos de Modos

Os modos podem ser classificados de acordo com as componentes de campo que possuem e também quanto a
constante de propagagao longitudinal k,. Temos

A) Quanto ao cardter vetorial:

e Modos TEM (Transversal EletroMagnético)

e Modos TE (Transversal Elétrico)

e Modos TM (Transversal Magnético)

e Modos EH e HE ou Hibridos

e Modos LP (Linearmente Polarizados)

Os princpais modos, TEM, TE e TM, sao representados na Figura 10.3.1.

E, E,
A S
a . d
< 6TE v =
H, g A
a)Modo TEM b)Modo TE c) Modo TM
Hz = Hz +0 ok 0

B) Quanto & constante 8: (considerando-se meios sem perdas!!)

~» Considerando apenas as solugoes de onda propagantes em guias ideais sem perdas (dielétricos de condu-

tividade nula e condutores ideais o — c0):

E=E, + E.a, = Eo(x )e'@52) (10.22)

sendo § uma funcao de w em geral e a mesma forma para H=H, + H,4a,, temos:

92 ] s ot w.

Observe que:
E, =E o(xy)e@ )

Ez = EOZ(XL)ei(Wt_Bz) .

e Modo Propagante: § = 8*, ou seja, § é real, com solugoes discretas.
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e Modo Evanescente: § = —(*, ou seja, § é imaginédrio puro e o campo no interior do guia terd decaimento
exponencial e 18lz,

e Modos de Radiagao: Para g = (§* existe ainda um continuum de solugoes que nao sao guiadas, mas
propagam-se para fora do guia.

Para 8 complexo existem ainda solu¢ées denominadas Modos de Vazamento (LEAKY MODES). Em
uma fibra 6ptica os MODOS PROPAGANTES séao ainda separados em MODOS DO NUCLEO e MODOS DE
CASCA.

e Guias metalicos ideais admitem apenas modos propagantes e evanescentes.

Podemos fazer para os modos com [ real em guias dielétricos um diagrama, como o ilustrado na Figura
10.5.

NO

k n J Modos do Niicleo

0 T~ (discretos)
kon,
Modos de Casca
(discretos)
kons
H
Modos de
Radiac¢do
n (continuum)

Figure 10.5: Diagrama de Modos Propagantes: Constante [ real.

Frequéncia de Corte w, = 27 f.: é a frequéncia minima para a qual um modo passa a ser propagante, ou
é aquela na qual 8 = 0 e acima da qual ocorre propagagao.

= E convencional agrupar as frequéncias de corte para os modos ditos propagantes em uma sequéncia
crescente:
fo<fi<fo<fz<..
~~» Modo Fundamental ou Modo Dominante é aquele que possui a menor frequéncia de corte
dentre todos. Nesse caso fj.
~~ Modos Superiores sao os outros modos capazes de se propagar.
e Propagacao Monomodal: somente o modo fundamental se propaga na frequéncia de operacao f, ou

seja, ocorre na condi¢ao
Jo<f<fi.
e Propagacgao Multimodal: além do modo fundamental pelo menos mais um modo é capaz de propagar-se
na frequéncia de operagao f, ou seja,
f>hn.
Um diagrama modal tipico, onde faz-se o grafico da velocidade de grupo normalizada v, /c versus frequéncia

angular w é apresentado na Figura 10.6.
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vg/‘:’ A Monomodo!  Multimodo

R

Figure 10.6: Velocidade de grupo vy = ¢f/w = B/k.

10.3.2 Equacgoes para modos TE ou TM no regime harmoénico

No caso em que E, # 0 e/ou H, # 0, correspondendo aos modos TE, TM ou hibridos, as equagdes de Maxwell
transverso-longitudinais podem ser resolvidas para o regime harmonico, com solugoes dependentes na forma
e @t=k=2) substituindo as derivadas 9/0t — iw e 0/0z — —ik., determinando-se os campos transversos E| e

H, diretamente a partir das componentes longitudinais, conforme as equacoes abaixo:

—ik, wh R

EJ_ = k2 — k-g <}€ZVJ_HZ X az + VJ_EZ> s (1023)
—ik, we A

H, = m V.H, — EVLEZ X Qg . (1024)

As expressoes acima sao nao sdo mais validas para os modos TEM, quando E, = 0 e H, = 0 simultaneamente, ja
que temos os campos transversais ficam indeterminados pelo fato de que quando k = k, nesse caso. Os campos
longitudinais obviamente satisfazem a equacao de ondas, e dadas as condigoes de contorno providenciadas pelo

guia de ondas, podem ser prontamente resolvidos, através das equagoes
(Vi +k1)E.=0, (10.25)
(Vi+Kk)H. =0, (10.26)

sendo k% = k% — k2. O nosso problema entao é resolver uma equagdo de Helmholtz bidimensional para E, ou

H,. Vamos reescrever a expressao acima na forma abaixo:
(Vi+k1) U =0 (10.27)

sendo que ¥ serd o campo FE, para ondas TM e serd o campo H, para ondas TE, sujeitas as condicoes de

contorno apropriadas.
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10.4 Anadlise dos Modos TEM na Linha de Transmissao

Para modos TEM nao pode haver componentes longitudinais, e portanto:
E,=0 , H,=0. (10.28)

Nesse caso o conjunto das equacoes de Maxwell reduz-se ao seguinte:

V,-E = 0, (10.29)
vV, -H = 0, (10.30)
VixE, = 0, (10.31)
VixH, = 0, (10.32)
a, x ag; = —,JoaI;tL , (10.33)
a, x 8(1;; = 58% . (10.34)
Multiplicando a equagao (10.33) vetorialmente na forma:
ézg X <éz X aEL) = ﬁzg X (uoaHL) ,
0z 0z 0z ot
utilizando (10.34) e fazendo algumas manipulagoes algébricas temos a equacdo de ondas:
(88222 - u05§;> E, =0. (10.35)
A solugao dessa equagao prova que as ondas de modos TEM propagam-se com velocidade v dada por
P (10.36)

02

Para um modo TEM de linha de transmissao o campo propaga-se na dire¢ao z, mas pode depender das variaveis
(x,y), desde que satisfaca as demais equagoes de Maxwell. Vamos utilizar um método de separagao de varidveis

para resolver esse sistema:
E.(z,y,2,t) = E(x,y)V(zt), (10.37)

—

H, (z,y,2,t) = H(z,y)I(z1), (10.38)

e queremos associar V(z,t) e I(z,t) a ondas de tensao e corrente na linha, conforme veremos. Substituindo
(10.37) e (10.37) em (10.31) e (10.32) obtemos:

—

VixE; =0=V, x&x,y) =0,

VixH, =0=V, xH(z,y) =0,

uma vez que V(z,t) # 0 e I(z,t) # 0 e o operador V| somente atua nas coordenadas transversais, e ndo em

(z,1).

e Agora podemos utilizar uma versao bidimensional da propriedade V x V¢, na forma:
VJ_ X VJ_(b(‘r7y) =0 )

para escrever as seguintes relacoes:
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(2,y) = —Vige(r,y), (10.39)
H(z,y) = ~Vidm(zy), (10.40)

onde ¢¢(z,y) e ¢m(xz,y) sdo os potenciais escalares elétrico e magnético, respectivamente. S6 dependem das
varidveis transversas e dizem como os campos se distribuem no plano transversal. Utilizando as defini¢oes acima

e substituindo nas equagoes em divergéncia, obtém-se:

Vige = 0, (10.41)
Viém = 0 (10.42)

A solugao da dependéncia transversa dos modos TEM de uma linha de transmissao equivale a resolver
a equacao de Laplace em duas dimensoes, com condices de contorno impostas pelos condutores!!
~» Agora lembremos do vetor de Poynting (estamos aqui considerando o valor instantidneo e nao o valor
médio):
S.=S-8,=(E, xH,) a8, = (. xH.) a,[V(z,t)I(z,1)]

A poténcia total transportada P, pelo guia pode ser obtida integrando-se S, sobre a superficie transversa, cujo
diferencial vale da = dxdy:

P, = /Szda = [V(2,0)I(2,1)] /(51 X H,)-azda .

a
Note que o produto VI pode ser sacado para fora do simbolo de integracdo uma vez que s6 dependem de (z,t)
e a integral é sobre as outras duas dimensoes. Se queremos interpretar V' e I como tensao e corrente, respecti-
vamente, tal que P, = VI, conforme a teoria de circuitos elétricos, surge uma condigao de normalizagao:

P.(z,t) =V(z,0)I(z,t) , /(51 XH,) gda=1. (10.43)

a

10.4.1 Equacgoes do Telegrafista ou de Linhas de Transmissao

Sao as equagoes de ondas para linhas de transmissao conhecidas como equagoes do telegrafista pois os fenémenos
ondulatorios em transmissoes de telégrafo ja eram conhecidas mesmo antes da teoria eletromagnética de Maxwell.
Sao equagoes diferenciais parciais que relacionam as ondas V' e I, ao invés de trabalhar diretamente com os com
os campos. Vamos aqui obté-las a partir das equagoes de Maxwell. Considere as equagoes de Maxwell, para

modos TEM, dadas a seguir:
OE | OH |

a, X o= = —po— (10.33)
. _OH,  0E,

X 5= = e (10.34)
El(z,y,2t) = E@yV(zt), (10.37)

—

H, (z,y,2,t) H(z,y)I(z,t) . (10.38)

Substituindo as equagoes (10.37) e (10.38) em (10.33) e ((10.33)) obtemos:

. - oV(z,t) 0I(z,t) =
az X g(xay)T = ~—Ho ot H("E,y) 7) (1044)
fox A LD = VED g, ) (10.45)
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Com a finalidade de eliminar o carater vetorial dessas duas equagoes, vamos fazer o produto escalar da primeira
das equagoes acima com H(z,y) e da segunda com &(z,y), e depois integrar sobre a superficie transversal a do

guia:

[ x €A™ 20— o [y A ).

[ a0 = VD [ gy g paa.

Observe que naturalmente aparece a condi¢do de normalizacdo dos campos (10.43). Vamos fazer algumas

defini¢oes adicionais de alguns parametros caracteristicos de uma LT.

e Capacitéancia por unidade de comprimento C' (medida em F/m):

—»

Czef“g( )_’g
Ja(Er xHy

e Indutancia por unidade de comprimento L (medida em H/m):

[ H(@,y) - Hz,y
= 1o fa(é:;_ » HJ_) azda /7—[ (z,y) ,y))da . (10.47)

azda —5/8 x,y) ,y))da . (10.46)

As quantidades L e C' somente dependem do comportamento dos campos em relacdo as varidveis transversais
e portanto da geometria da LT. Tendo essa defini¢coes em consideragao, podemos escrever as equagoes de linhas

de transmissao sem perdas na forma usual:

oV(z,t) 8](2 t)
o o (1048)
ol(z,t) oV (z,t)

e (10.49)

que podem ser prontamente resolvidas.

Muitos livros-texto obtém as equagbes acima (ja incluindo perdas) através de um modelo da linha de trans-
missdao que é denominada modelo de parametros distribuidos onde requer-se o conhecimento apenas de
Circuitos Elétricos. Todavia, é gratificante notar que as equagoes de Maxwell reproduzem todos esses resultados

conhecidos empiricamente.

10.4.2 Uma Dedugao Alternativa das Equacgoes do Telegrafista: O Modelo de
Parametros Distribuidos

Para modelar a linha de transmiss@o considera-se um trecho de linha Az << A no qual as leis de circuitos sao
vélidas ainda, mostrado na Figura 10.7. Para adicionar complexidade a essa demonstragao, vamos considerar

linhas com perdas. Sejam conhecidos a priori os parametros da LT definidos abaixo:

R - resisténcia série por unidade de comprimento [ohms/m] - representa perdas nos condutores (o < 00).

G - condutancia paralela por unidade de comprimento [siemens/m] - representa perdas no dielétrico
(0 >0).

e L - induténcia por unidade de comprimento [F/m].

e (C - capacitancia por unidade de comprimento [H/m)]
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Figure 10.7: Modelo de Parametros Distribuidos da Linha de Transmissao.

Podemos aplicar a lei das malhas e nds no circuito mostrado na 10.7, para obter:

V(z,t) — RAzI(z,t) — LAzaI(aZt’ b_ V(z+Azt) = 0, (10.50)
[ot) = GAV (24 Az ) — AV EEBSD _po iy — o, (10.51)

ot

Reagrupando os fatores, dividindo tudo pelo comprimento Az << A e tomando o limite Az — 0:

lim V(z + Az, t) = V(z,t) ~ Jm BRI - Lal(z, t) 7
Az—0 Az Az—0 ot
1 A -1 A
lim (24428 = I(1) = lim [-GV(z+ Az,t)— C’M :
Az—0 Az Az—0 ot

Uma vez que do lado esquerdo temos a propria definicao de derivada, temos com resultado final:

%Z’t) _ _Rj(z,t)—La]f;’t), (10.52)
z

ol(z,t) oV (z,t)

= = vy - (10.53)

Podemos calcular L e C' para os varios tipos de linhas de transmissao facilmente, através das expressoes
jé definidas anteriormente, para L e C. Os parametros distribuidos R, G, L, C determinam o comportamento
da propagacao de ondas em uma linha de transmissao, que nada mais é do que uma guia de ondas onde V
representa o campo elétrico e I o campo magnético, sob o ponto de vista da teoria de circuitos. A analise da
configuracao transversal dos campos aparece no cédlculo de R, G, L,C' mas muitas vezes torna-se mais fécil a
determinacao experimental desses parametro em nivel DC, uma vez que em muitas situagoes ndo hé variagoes
drasticas dos parametros com a frequéncia. Para linhas de transmissdo sem perdas R =0 e G = 0 e o sistema

acima reduz-se ao que encontramos anteriormente.
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10.4.3 Solucao das Equacoes do Telegrafista

Considere uma LT sem perdas, onde R =0 e G = 0 e as equagoes tomam a forma a seguir:

ov(zt) I (z,t)
e i A <L (10.54)
0l(z,t) oV (z,t)

e = Ot (10.55)

Pode-se demonstrar facilmente a equagdo de ondas para V(z,t) (basta tomar a derivada 0/Jz na primeira

equacdo e utilizar a segunda):

02 0?
— LC=— =0. 10.
(822 08t2> V(z,t) =0 (10.56)
Por questao de consisténcia com a equagao (10.35) temos a relagao:
1
poe = LC = er (10.57)

A solucao das equacbes em regime harmonico, para uma linha de transmissao conectando uma carga Z;, a um

Zg= 2o < /

e

gt v~ <=l 7B

A S 1. /9

=0 =

Figure 10.8: Linha de Transmissao Carregada com Carga Zj. Sao parametros da linha o comprimento [, a
impedancia caracteristica Zj e o valor de 8 na frequéncia de operagao.

gerador de sinais, conforme ilustrado na Figura 10.8 toma a forma a seguir:

Viz,t) = [Vgte 7+ vy el?] el (10.58)
1 . o
I(z,t) = Z (Vohe™ P2 — Vi ef7] et (10.59)

onde VO+ ¢ a amplitude da onda propagante (do gerador para a carga) na linha e V;” a amplitude da onda

refletida pela carga (propaga-se de volta ao gerador). Para linhas sem perdas temos:

w L
—wVIC == e Zy=4/= 10.
B=wVIC=" ¢ Z o (10.60)

onde 8 [rad/m] é a constante de propagagao na linha e Zy a impedancia caracteristica da linha (ndo confundir

com impedancia do vdcuo). A constante S se relaciona ao comprimento de ondas A por:

2
B = - (10.61)
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Agora vamos definir algumas quantidades mensuraveis muito importantes.
Coeficiente de Reflexao I’
Em espectro de microondas é a medida mais usual, correspondendo a razado entre a amplitude da onda

refletida e da onda incidente em um ponto da linha, definida como:

V= eifz B2
L(z) = 7‘/036_1& = [oe™P* (10.62)
onde V-
In=T(z=0) = 9%
0 (Z ) VO+

. Para linhas sem perdas o mdédulo do coeficiente de reflexdao permanece constante ao longo da linha ao passo

que a sua fase varia. Podemos escrever V' e I em termos de I', conforme segue:

V(z) = Vi e'® =814 T(2)],labelV gama (10.63)
I(z) = %wy%m%@ufn@y (10.64)
0

Utilizando as duas ultimas equacoes podemos calcular a Impedancia de Entrada Z;,,, que corresponde
4 impedéancia que seria impedancia medida em algum ponto da linha. Utilizando as equagoes (??) e (10.64)

obtemos facilmente:

V(z,t) 1+4T(2)
7. (2) = y , 10.65
@ =Ten ~ 110 (10.65)
ou na forma inversa temos: Zule) - 2
in\Z) — 40
I'z)= ————~ . 10.66
) Zin(2) + Zo ( )
O valor de I'y é dependente do valor de carga Z;, conectada em z = I:
Zr, — 2o
I'il)=I, = —— 10.
onde Zy é a impedancia caracteristica da linha. Agora temos I';, = I'pe?"$! = % de onde tiramos:
_a Zr — 2y o
Tn="T 2ipl _ ZL  “0 —2ipl 10.
0 e 7T Zoe , (10.68)

onde [ é o comprimento da linha.
Podemos expressar Z;, em termos de Z1,, Zy e do comprimento da linha, utilizando as equagoes anteriores.

O resultado desejado é o seguinte:
Zr +iZgtan[B(l — z)]

Zin = Z ; . 10.69
' O Zo+iZp tan[B(l — z) ( )
Para z = 0 temos a impedancia vista pelo gerador:
Z A
Zin = Zo =" + 12y tanl 3] (10.70)

Zo +iZy, tan[Bl] ’

Um parametro ttil para saber se ha onda refletida em uma linha de transmissao é a chamada Relagao
de Onda Estaciondria (ROE), do inglés SWR - Standing Wave Ratio, que corresponde a uma medida de
refletividade em um ponto da linha na forma:

[Vinaz| _ 14T

SWR = = .
|Vmin| 1- |F‘

(10.71)

Este parametro é facilmente mensurdvel por sondagem ao longo da linha, determinando o maximo e o minimo

valor do pico de tensao V(z,t), em mdédulo.
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Alguns casos especiais em linhas de transmissao, considerando a impedéancia de carga e o comprimento da
linha serao considerados a seguir. Um caso muito importante é o Repetidor de Impedancias, que corresponde
a linhas de transmissdo de comprimento | = mA/2, com m = 1,2,3.... Note que para esse caso tan(8l) =0 e
portanto Z;, = Z,, ou seja, a impedancia vista pelo gerador em z = 0 tem o mesmo valor que a impedancia da
carga.

Outro caso relevante é o Transformador de Impedéncias, em que a linha tem comprimento | = m\/4
com m = 1,3,5.... Nessa situacao temos tan(8l) = tan(w/2) = oo e por isso:
Z3

Lim = .
Zy,

(10.72)

O transformador de impedancia é muito utilizado em casamento de impedancias, e pode converter reatancia
capacitiva em indutiva e vice-versa, ou curto circuito em circuito aberto e vice-versa.

As Linhas Curto Circuito, Z; = 0, produzem uma impedancia de entrada na forma:
Zin = 1Zptan(pl) , (10.73)
enquanto Linhas Abertas Z; = oo produzem a seguinte impedancia:
Zin = —iZycot(pl) . (10.74)

Com linhas em curto ou aberto, variando [ podemos obter qualquer reatancia ou susceptancia que desejarmos.
Note ainda que o comportamento da impedancia de entrada é periddico com a frequéncia, dada a presenga de

fungoes trigonométricas em sua definigao.

10.4.4 A Carta de Smith

Esta é uma ferramenta de cédlculos grafica bastante pratica para uso em microondas inventada pelo Engen-
heiro Phillip H. Smith (1905-1987). Primeiramente normalizamos a impedancia medida em um ponto Z pela

impedancia caracteristica da linha Z:

Zy, 1+7T
=—==—" 10.75
t=2 =17 (10.75)
Agora expressando os nimeros complexos na forma cartesiana Z% =r+irel =u+iv temos
. 1+u+iv
r4+ir=-——
1—u—1w
Igualando as partes real e imaginaria temos:
1—u?—9?
= 10.76
(R ( )
2v
S 10.77
Tl @t ( )

Resolve-se esta equacao no plano u — v, dados os valores de r e z, temos:

= Circunferéncias de resisténcia r constante:

r 2 1 2

2
- = . 10.78
(“ 1+r> A (Hr) (10.78)

Dado o valor de r as circunferéncias de resisténcia constante tem centro em

(0, vo) = <1—T—r ’ 0>




243

eraio 1/(1+ 7).

= Circunferéncias de reatancia x constante:

(u—1)>%+ (v — 1>2 -1 (10.79)

T

Dado z as circunferéncias de reatancia constante tem centro em
1
(U()yvo) ={1, =
T
e raio 1/|z|.

A Figura 10.9 ilustra o procedimento de construgao da carta de Smith no plano complexo.

x=1 x=2
r=0

x=05

indutivo

x=0

capacitivo

x=-1

Figure 10.9: A Carta de Smith.

10.5 Modo TEM em um guia coaxial

Os guias coaxiais, assim como qualquer LT constituida por dois condutores sao capazes de suportar modos
TEM. Uma caracteristica fundamental que difere os modos TEM dos modos TE e TM é que um modo TEM
nao possui frequéncia de corte. Um guia coaxial é mostrado na Figura 10.10.

O condutor interno tem raio a enquanto que o externo tem raio b, tendo condutividade o e profundidade de
penetragao 6. O dielétrico entre os dois condutores é assumido como sendo sem perdas com constantes p e €.

Queremos apenas o0 modo TEM, mas o guia suporta modos TE e TM. Das equacoes de Maxwell:
V X E = —iwuH

V x H = iweE
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Figure 10.10: Guia Coaxial Metalico de raio do condutor interno a e externo b

e pela simetria do problema, sabemos que o campo elétrico é radial e o campo magnético deve ser azimutal.

Queremos E, =0 e H, = 0. Observando a equagao para o rotacional em coordenadas cilindricas temos:

oF .
. = henH,
0H
a; = iwekE,
e ainda as equagoes adicionais,
10
- (pH,) =0

pOop
pois nao queremos campo elétrico e magnético na diregao de propagacao. Desta tltima sabemos que H, o< 1/p,

para que a componente z do campo Elétrico seja nula. Da mesma forma F, o< 1/p. Das equagoes

OF .
T, = ity
0H, .
8; = iwek,

podemos obter as equagoes do movimento harmonico:
0*E, 2
92 —w ek,

e combinando as solucdes, e conhecendo o campo magnético em p = a, que seja a amplitude maxima H,(p =

a) = Hp temos:
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Hoa
B, = B0 gilwt—k2) (10.80)
e p
Hoa
H, = 208 ¢ilwt=k.2) (10.81)
P

sendo k, = w,/pe. A energia é transportada na dire¢do z de onde tiramos a densidade de poténcia (Poynting):

1 [u, ,a?
.= z1—Hi—= 10.82
S. =5\ SHi (10.82)

A poténcia transportada é a integral da densidade em relagao & secdo transversal ou seja:

P = / S.pdpde
e resolvendo vem:
b
P= w\/ﬁﬂg& In () (10.83)
€ a
As perdas sao dadas por:
P = Pye™?**
como anteriormente. Calculando a temos:
__Llar
2P dz

e ainda calculando as perdas, devemos levar em conta as duas superficies condutoras, ou seja:

a1
e HQd‘ }{H2d‘
dz 290 (7{| <p| p ‘Pp:a+ |Ho|"p ‘Pp:b

dpP 1 1 1
T — T 9ord?HZ2 (24 =
dz 200 ¢ 10 (a * b)

Substituindo este resultado na expressao para alpha, temos:

oo —4P/dz 1 552ma?HE (5 + )
RN N0

o %i(;\/jln(i/a) ((11 n i) (10.84)

Quando trabalhamos com parametros de linhas de transmissao, precisamos da impedéancia caracteristica da

e simplificando vem:

linha, que pode ser calculada na forma:

7 _K_fE~d1
T T §H-dl
Nesse caso:
v _ f;Ede

Zo=— =L |
0 1 fH<ppd(p p=a

b a i(wt—k,z
Zo:K: fa\/gHToe( ks )dp
I f %ei(wtszz)pdgp‘

p=a

A corrente sera til para o cdlculo de resisténcia e portanto:

Hpa )
I = / iaez(wtszz)pd(p‘ _ QWHoaez(wtszz)
p p=a



246

Resolvendo as integrais acima, os termos de fase se cancelam e temos:

Zy = = ”m(l’) (10.85)

o\ oe a

Ja a resisténcia série por unidade de comprimento é simplesmente definida como:

P 1

— = _RI”
dz 2
R 2dP/dz _ 2=2ma?HE (1 + 1)
I? (2rHpa)?
de onde tiramos:
R= ! 1 + 1 (10.86)
~ 2mo6 \a b '
Pode-se demonstrar também que a indutancia por unidade de comprimento, considerando-se a indutancia interna
do condutor vale:
I b pd (11
L=—In|(- -+ - 10.87
27Tn(a>+47r <a+b ( )

onde p. é a permeabilidade do condutor. O resultado é obtido da relagao:

_ g /dz

L
1

onde ¢, é o fluxo magnético.

10.6 Guias de Ondas Metalicos: propagacao de energia e atenuacao

10.6.1 Modos TE em Guia Metdalico

Em um guia metalico, os modos TE caracterizam-se pelo fato de o campo elétrico ser perpendicular & diregao

de propagacao ao passo que o campo magnético possui componente longitudinal. Podemos escrever entao:

(Vi+k) U =0 (10.88)
— U A
EL = WVL\I’ X Qg (1089)
—ik,

O campo elétrico é nesse caso sempre perpendicular as superficies condutoras que delimitam a guia de onda,
entretanto, para cumprir com as condicoes de contorno, o campo magnético perpendicular a um condutor
perfeito deve ser nulo na superficie condutora e por isso, o problema é sujeito as condigoes de contorno de

Neumann, ou seja:

o
ol =0 (10.91)

significando que a derivada de ¥ em relagdo a normal na superficie condutora deve ser nula, e assim o campo

magnético perpendicular se anula nas interfaces. Outra definicdo importante é impedancia da onda. O leitor

ko Ju
_k Je 10.92
! k\ﬁ 102

pode facilmente verificar que n = F, /H | :
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10.6.2 Modos TM em Guia Metalico

Este caso pode ser obtido por consideracoes de simetria das equagoes de Maxwell. A onda TM tem campo
magnético perpendicular a z, entretanto uma componente de campo elétrico longitudinal deve existir para dar

suporte a onda. Nesse caso:

(Vi+k)U =0 (10.93)
—ik,
WE R
HL = WVL‘II X Qg (1095)

E como ¥ = F, e nos contornos metélicos o campo elétrico tangencial deve se anular, entao, a condicao de

Dirichlet garante o cumprimento das condi¢ées de contorno, ou seja:

\1/‘ =0 10.96
. (10.96)

e a impedancia da onda é, para o caso TM:

k, [u
— Iad 10.
0=yt (10.97)

Note que a impedancia dos modos TE e TM sao diferentes.

10.6.3 Propagacao da Energia e Perdas

Vamos mostrar agora que ha um vetor de Poynting nao nulo na diregao z. Utilizando a definicao convencional

de vetor de Poynting, temos: )
S = §§R{E x H*} (10.98)

mas queremos a componente de densidade de poténcia que se propaga ao longo de z, e portanto vamos fazer:
1
SZ:éZ-Sziﬁ{EL x HY } (10.99)

Obviamente ha componente de Poynting na direcao transversal, mas esta é uma energia reativa, que fica
armazenada na secao transversal do guia, e nao nos interessa.
Calculando a densidade de poténcia que se propaga ao longo de z para os modos, temos como resultado:
Modos TE

1 wuk, 9
Modos TM
1 wek, 9

Note que o que muda de um para o outro é a substituicdo de pu por €, sem esquecer é claro que as fungoes
¥ sao diferentes nos dois casos.

Calculemos agora a poténcia transmitida:
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onde a integral é realizada sobre a superficie transversal do guia e I" vale u(e) para o modo TE(TM). Aplicando

o teorema de Green para o caso bidimensional podemos escrever:

1\
/|VL\I/|2da:/VL‘II*-VL\Ilda:7{ m*g—ndl—/\y*v’jwa
C

lembremos agora que a integral no contorno ¢ é sempre zero devido ao fato de que ¥ = 0 ou 9¥/dn = 0 na

superficie condutora, e temos ainda:
V32U = k20 = —(k* - k)T

de forma que temos:

1 wpk, 9

Prp) = §(k2 —k2) /\‘I’| da (10.102)
1 wek,

Py = 22— 12 /I‘I’I2da (10.103)

Considerando-se o guia um condutor perfeito, a onda nao penetra no metal e a absor¢ao é nula, portanto,
nao ha perdas. Entretanto na pratica a superficie condutora nao é perfeita, tem condutividade finita e a onda

penetra parcialmente produzindo perdas por efeito Joule. Podemos estimar as perdas da seguinte maneira:
P = Pye 22 (10.104)

onde « é a constante de perdas, e deve ser fungdo da condutividade do material. Temos, diferenciando a

expressao acima em relagao a z, a seguinte expressao para o

1 dP

Mas a perda de poténcia é devida ao efeito dos campos penetrando o condutor. E possivel mostrar que:

P 1 ,

onde 6 é a profundidade de penetracao da onda:
[ 2
0=/ —
Hwo

Observamos que as perdas dependem do modo de propagacgao e do material do qual é feito o guia.

Deducao das taxa de perdas:

A densidade de corrente nas paredes condutoras é dada pela lei de Ohm vetorial
J=0E

e as perdas sdo por unidade de drea, considerando-se que a corrente penetre uma dimensao § no condutor, sao:

deerdas o o 2
Sperdas Oy g = g
da QJ 2| |

A superficie envolvida é da = dldz entdo, em relagdo a z temos que integrar em relacdo a dl, ou seja:

deerdas _ / deerdas

dl
dz da

deerdas oo / 2
—Sperdas 79 [ B2l
dz 2 Ll
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Colocando em termos da corrente superficial temos:

dee'rdas _ o 2
_E?__iz/““”

Por consideragoes de contorno a densidade de corrente elétrica no interior de um condutor vale:

1
Jsup ® -nx H

)

e pode-se escrever entao:
dP

1 2

10.6.4 Guia Metalico Retangular

Um guia metélico retangular é mostrado na Figura 10.11. As paredes do guia sdo condutores perfeitos (o — 00)

e estao definidas por:

y=2>o 0<z<a
z=0 0<y<b
r=a 0<y<b

A solugéo dos modos TE (TM) passa pela equagao diferencial de ¥ com condi¢oes de contorno de Neu-

mann(Dirichlet). Vamos solucionar de forma geral a equagéo transversal para ¥ em coordenadas retangulares:
(Vi+k)T=0
ou ainda:

0?2 0?
($+a—y2+ki>\l’=0

¥ = f(x)g(y)e @)

A solucao geral para ¥ é da forma:

Aplicando essa solucao temos:

kL =k — k2 =kl + k]
sendo que temos duas equagoes diferenciais independentes para f e g, na forma abaixo:

d f(z)

A2 = —kif(l')
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2
d df;(f) = —ky9(y)

Estas duas equacoes diferenciais tem solugoes bem conhecidas, sendo a combinagao linear de funcoes trigonométricas,

de modo que uma solugao geral é escrita na forma abaixo:

U = f(x)g(y)e' ' F?) (10.106)

sendo
f(z) = Acos(kyx) + Bsin(k,x) (10.107)
9(y) = Acos(kyy) + Bsin(kyy) (10.108)

Agora vamos determinar os coeficientes transversais k, e k, para os modos TE e TM.
Modos TE

Nesse caso, sao requeridas condigoes de contorno de Neumann, pois ¥ = H, e o campo magnético perpen-
dicular ao condutor deve se anular. Portanto (0¥ /0n)|s = 0, ou seja, a derivada normal se anula nas paredes

do condutor:

ov
— =0
8y y=0
ov
el =0
8y y=b
ov
el =0
0x lz=0
ov
il =0
3x r=a
daqui tiramos:
B=0
D=0
ke =20 m=0,1,2...
a

ky = & n=0,1,2...
a

lembrando que se m = n = 0 a solugao é trivial, e portanto apenas um dos dois pode ser zero, o outro sendo

diferente de zero. A solucao nesse caso é:
Vg = H, = Hycos (mx) cos (%y) (10.109)
a

A relacao de dispersao nesse caso vale:

i a®>  b?

mn nﬂ n2
g — \/wzﬂ&. e ((12 _ b2> (10.110)

Observando a expressao para k., vemos que existe uma frequéncia minima, abaixo da qual a onda é evanescente

2 2
k2=k2—ki=k2—k§—k§=w2ﬂg—w2<m ”)

pois k. torna-se imaginario e a propagacao tem a caracteristica e~1¥:1*. Por isso o ponto critico é k, = 0 e nesse

ponto temos a frequéncia de corte do modo T'Ey, j:

. T [m? n?
w = —

— + = 10.111
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Se consideramos a > b a menor frequéncia de corte serd com m =1 e n = 0, e é a menor frequéncia possivel

mesmo considerando os modos TM, como veremos:

wig = (10.112)
Para a = 0.05 m, a frequéncia de corte é f = 3 GHz.

Modos TM

Nesse caso U = F,, e H, = 0. Temos as condigoes de contorno de Dirichlet, o que implica em ¥|g = 0, ou

seja:
v =0
y=0
v =0
=0
G =0
y=b
v =0
e a solucao final é:
WTM::E;:;Eogn(fo)gn(%§y) (10.113)
a

sendom =1,2,3... en = 1,2,3.... Notemos que nem m, nem n podem ser nulos, senao temos a solugao trivial.
Portanto o modo TM de ordem mais baixa é com m =1 e n = 1. A relacao de dispersao é a mesma dos modos

TE, ou seja:

mn m2 n2
kz = \/(,U2‘LL€ — 72 <a2 — b2> s (10114)

. T [m? n?
o 10.115
e pEe N a? * b2’ ( )

entretanto, a frequencia mais baixa permitida no modo TM é:

B U 1 i 1
wip=—1\/—=+—=,
W eV a2 b2
e este valor é certamente maior do que a primeira frequéncia de corte dos modos TE. Para a = b = 0.05m temos
f =4.23 GHz no modo TMj;.

A Figura 10.12 mostra as curvas modais para um guia retangular de dimensées ¢ = 5 cm, b = 2.5 cm. O

(10.116)

plot é feito normalizado, ou seja, w versus ck, /w.

10.6.5 Demonstracao: Auséncia de Modos TEM em um guia oco

Dissemos inicialmente que para suportar um modo TEM um guia deve ser composto por no minimo dois
condutores. Vamos demonstrar aqui essa impossibilidade para os guias ocos, ou seja que sao compostos apenas
por um contorno metélico. Para o modo TEM os campos longitudinais devem ser nulos, ou seja, £, = 0 e
H, = 0. Nesse caso os campos devem ser totalmente transversais a direcao z. Vamos supor agora o mesmo
guia retangular da secao anterior, e que tenhamos o campo elétrico na direcao z, E,. Esse campo elétrico é

tangencial as paredes y = 0 e y = b e por isso deve se anular nessas paredes, ou seja:
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Figure 10.12: Modos para o Guia Retangular Metalico de dimensoes a e b.

Para que essa solucao seja possivel, o campo elétrico deve ser uma funcao de y pelo menos. Observando a

equacao de Maxwell V x E = —iwpuH, temos, em coordenadas cartesianas:

i (OB, OE
H,=——¢_==
wu<8w 8y>

mas como F, é func¢ao de y, vemos a impossibilidade da onda ser TEM e cumprir com as condigoes de contorno

impostas pelas equagoes de Maxwell.

O mesmo vale se tivéssemos escolhido H,,, pois ai é o campo magnético perpendicular as superficies metélicas
que deve se anular nas superficies, e ai 0 campo deve ser uma fungao de x. Pelas equagoes de Maxwell demonstra-
se novamente que é necessario a existéncia de um campo E, para cumprir com as condigoes de contorno. Portanto

nao sao possiveis modos TEM em um guia metalico oco, constituido apenas de paredes condutoras.

O modo fundamental do guia retangular
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Conforme vimos, o modo fundamental do guia retangular com a > b é o TEjg ouseja, m =1en=0. O
campo longitudinal é dado por:
H, = Hjcos (Ix> etwt=Fr02) (10.117)
a

onde
2

w wig
Bro = — 1-—.
c w

Calculando os campos transversais pelas férmulas (?7) e (10.119)

E, = _7’:;50 Hy sin (%) eilwt=Pro2)g | (10.118)
H, = Zﬁ/wﬂO sin (fx) i@t=Pro)g (10.119)
T/a a

O perfil do campo elétrico E,(x) do modo TE;( para o Guia Retangular Metalico de dimensoes a e b ¢ ilustrado
na Figura 10.13. O campo magnético transverso serd ortogonal a E;, e tem a mesma dependéncia em relacao a

Z:

2

Figure 10.13: Observe que o campo elétrico(transversal) para o modo TE( se anula nas paredes x =0 e x = a.

10.6.6 Guia Metalico de Secao Circular

Considere agora um guia metéalico de segao reta circular, sendo um tubo metdlico oco de raio a. Os mesmos
procedimentos utilizados para resolver o problema do guia retangular aplicam-se aqui. Temos apenas uma
pequena diferenga, que é a modificacao do laplaciano transversal para as coordenadas cilindricas circulares,

devido a simetria circular do problema, ou seja, a equacao
(Vi+K)¥=0

deve ser escrita na forma: )
1o} 0

1 1
{ (pap> + Err + ki] U(p,,2,t) =0 (10.120)
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sendo, pelo método da separagao de variaveis:

U(p, ¢, 2,t) = f(p)g(p)e' @k

Se supormos g(p) = e™¥, com m um ntimero real e inteiro, temos uma equacio para f(p) que é a seguinte:
1d ( df(ﬂ)) <2 m?
—— | p—== )+ k- — | flp)=0 (10.121)
pdp \" dp p?

e a equagao acima é a conhecida equagao diferencial de Bessel, cuja solugao sao as fungoes de Bessel, na forma:

fp) = AJm(kLp) + BK(k1p)

onde J,, é a funcao de primeira classe e K, é a funcao modificada de primeira classe de Bessel. Na verdade ha
um conjunto de solugoes que satisfazem a equacao de Bessel, sendo elas as func¢oes de Hankel, Bessel, Neumann
e existem relagoes matematicas relacionando umas as outras.
Como queremos solucionar o guia metélico de secao circular oco, a funcao deve ser bem comportada para
p = 0 e a funcao de Bessel que cumpre tal requisito é a funcao de primeira classe, entao a solucao para o guia
oco devera ser:
U = Ay, (kyp)etmeet@t=ks=) (10.122)
Modos TE
Nesse caso ¥ = H, e devemos cumprir as condigoes de contorno de Neumann, ou seja,
ov
—1 =0
onls

o que significa fazer em p = a, superficie condutora, a derivada da funcao Bessel de ordem m nula:

dJm(klp) o O
=
ou de forma simplificada a condigao é:
J,’n(ku_a) =0
Seja a variavel x = k| a entao
J () =0

/
mn?

tem n solugoes. As raizes da equagao acima sao x ou seja, x,,. € a n-ésima raiz da equagdo J/ (x) = 0.
Dessa forma:
x/

kL _ Zmn
a

mn x;nn 2

Tabelas de valores para =/ sao disponiveis em livros de férmulas e funcoes matemaéticas especiais. Abaixo
mn b1

A relacao entre k, e w nesse caso é:

alguns valores para rafzes de J/, (z) = 0:

m=0: x,,=23832,7.016, 10.173...
m=1: ), =1841, 5331, 8.536...

m=2: a, =3.054, 6.706 , 9.970...
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m=3: x4, =4201, 8015, 11.336...

Modos TM
Nesse caso ¥ = F, e devemos cumprir as condigoes de contorno de Dirichlet, ou seja,
\1/‘ =0
s

o que significa fazer em p = a, superficie condutora, a fungao Bessel de ordem m nula:

Jm(kLP) ‘p:a =0

ou de forma simplificada a condigao é:
Im(kLa)=0

Seja a variavel x = k| a entao
Im(x) =0

tem n solugdes. As raizes da equacdo acima S0 Ty, OU seja, Ty, é a n-ésima raiz da equagdo J,(x) = 0.
Dessa forma:

Lmn
ki =
a

A relagao entre k, e w nesse caso é:

Tmn \?
k= 3 Jw?pe — ( ) (10.124)
a

Abaixo alguns valores para raizes de J,,(z) =0

m=0: o, =2.405, 5520, 8.654...

m=1: x1,=3.832, 7.016, 10.173...
m=2: x9, =5.136, 8417, 11.620...

Note que os modos TEg,, e TMy,, tem os mesmos valores para a constante de propagagao k,. Ja o modo

fundamental, que é o primeiro modo de propagacao é o modo TE;1 e o segundo modo é o TMyl. Para esses

2
RTEIL \/WQME B (1.841)
a
2
TMO1 \/wQuE B (2.405)
a

10.7 Cavidade Ressonante

dois modos temos:

Vamos considerar agora uma cavidade ressonante circular. Uma cavidade é uma guia de onda com as ex-
tremidades fechadas por condutores, ou seja, se no guia de onda nao hé condigbes de contorno na direcao de
propagagao z, agora na cavidade estamos impondo condigbes de contorno em z. Consideremos uma cavidade
de raio a e comprimento L. A solucao da equagao de ondas agora requer ondas refletidas, ou seja, como o guia
é circular, temos:

U = Jm(klp)(A/(iikzz + Blefikzz)ei(wt)

e nesse guia teremos os modos TE e TM da mesma maneira. Vamos analisar:
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Modos TE

Nesse caso ¥ = H, e d¥/dn = 0 nas interfaces, ou seja, além da condigao:

Podemos escrever a solugao na forma:
U = J,, (2 p/a)[Acos(k.z) + Bsin(k,z)]e'“?

e a derivada em relagao a z impoe:
A=0
k.L=pr p=0,1,2,...

Portanto a solugao final é:

U = AJy,(2),,p/a) sin (p%z) i@t (10.125)

comm = 0,1,2.... n =1,2... e p = 1,2.... Agora, o conjunto de frequéncias possiveis na cavidade é discreto,

pois ha condigoes de contorno em todas as diregoes, ou seja:

. ™ \° /a\2
G = o 1+(> (1) » (10.126)

Tinn
Modos TM

Nesse caso ¥ = E, e U = 0 nas interfaces, ou seja, além da condigao:

Jm<kl_p)‘p:a =0

temos agora E; =0 em 2z =0e z = L, ou seja:

df\D
dz

z=0

dv
il =0
dz lz=L

Podemos escrever a solucao na forma:
U = Jo (Zmnp/a)[Acos(k.z) + Bsin(k,z)]e @t

e a derivada em relagao a z impoe:

B=0
k.L=pr p=12,..

Portanto a solugao final é:

U = AJy (Tmnp/a) cos (%z) elwt) (10.127)
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comm=0,1,2.... n=1,2... e p=0,1,2.... Agora, o conjunto de frequéncias possiveis na cavidade é discreto,

pois ha condigbes de contorno em todas as direcoes, ou seja:

2
™ _ Tmn ™ ( a ) 2 9
= 1 — 10.128
Wm,n,p a\/pe * (xmn> L b ( )
Agora temos podemos determinar o modo fundamental.

Para o modo TE; ; ; temos:

1.841 a\?
TE
= =20 142,912 (7) 10.129
w111 a\//E + I3 ( )
enquanto para o modo TMjy ; ¢ temos
2.405
wy 14 (10.130)

L0 =
Observe acima, que o modo fundamental e também a frequéncia pode ser sintonizada através da relagao

a/L, o que faz das cavidades um importante dispositivo de altas frequéncias. Os dois modos, TEq 11 ¢ TMg 1,0

tem a mesma frequéncia se a equagao abaixo é cumprida:

2
1.841,,, 142912 (g) _ 2.405
av/Ihe L TR
ou seja:
e !
L 2

Nesse caso se L > 2a, o modo TE é o fundamental e se L < 2a o modo TM é o fundamental. O modo TE tem
boa aplicagdo pois podemos sintonizar a frequéncia fundamental modificando a relagao a/L, isto é facil de fazer
movimentando uma das faces do cilindro.

Uma cavidade ressonante apresenta também perdas devido a condutividade finita das paredes metélicas.
Desse modo a frequéncia de ressonancia deve ser entendida como uma frequéncia central e uma banda de

frequéncias préximas a ressonancia calculada no caso sem perdas.

10.8 Guias Dielétricos: a Fibra ()ptica

Atualmente boa parte dos sistemas de comunicagao utilizam a transmissao da informagao em frequéncias épticas.
Um dos sistemas de comunicagao mais primitivos é aquele utilizando a propagagao da luz: fardis para navegacao,
seméaforos, etc. Entretanto a propagacao no ar nao é eficiente porque a atmosfera produz atenuagao por absorgao
e os efeitos de difracao sao muito pronunciados. Se a distancia entre transmissor e receptor for muito grande,
torna-se inviavel a propagacao de ondas em frequéncias 6pticas por meio livre. Por isso, com o avango tecnolégico
criaram-se as guias de ondas no espectro éptico, que sao as chamadas fibras épticas, que além de permitir altas
taxas de transmissao de dados, sao praticamente imunes a ruidos e tem baixas perdas quando comparadas a
guias de ondas metélicos.

Muito embora a andlise é semelhante ao caso dos guias metdalicos, a complexidade das solugoes aumenta
muito, mas as conclusoes gerais, a respeito de existéncia de modos continuam vélidas. Um modo de entender
as fibras ¢ utilizando a éptica geométrica, o que facilita bastante, e nesse caso a propagacao pode ser entendida
como a reflexdo na interface entre dois meios distintos, produzindo o efeito de reflexao total, quando o angulo

de incidéncia for maior do que o angulo critico, conforme veremos.
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10.8.1 Estudo da Propagagao através da f)ptica Geométrica

A Optica geométrica baseia-se nas leis de Snell para reflexao e refragao, representando as ondas por raios,
que indicam a dire¢ao de propagacao. Conforme ja vimos anteriormente sabemos, as leis de Snell devem ser

satisfeitas na interface entre os dois meios, ou seja:

9, = 0, (10.131)
nising; = ngosindy, (10.132)

onde ny; = y/e1/ep e ng = y/ea/ep sdo os indices de refragdo dos meios 1 e 2, respectivamente. O chamado
angulo critico 6., dado por:

sinf, = — , (10.133)
ni

é o angulo para o qual existe, do ponto de vista geométrico, reflexdo total da onda incidente. Uma vez que
sinf; < 1, quando a igualdade é atingida, 6; = 90°, significa que a onda ndo mais penetra o meio 2. Veja
que somente existe tal angulo para o caso em que ny > ny. Para haver confinamento de ondas, ou guiamento,
requer-se entao um meio de indice ny envolvido por outro meio de indice ny < nj.

A propagacao de ondas em um guia de ondas dielétrico, como é o caso da fibra 6ptica, sob o ponto de
vista da Optica geométrica, se da por multiplas reflexdes internas totais, conforme ilustrado na Figura 10.14.

Observe-se que a curvatura da fibra deve ser limitada de tal forma que a onda guiada nao vaze do nicleo para

n2

s \

Figure 10.14: Propagacao na Fibra Optica sob a perspectiva da éptica geométrica

0 meio exterior.

As comunicagbes Opticas sao realizadas tipicamente em torno dos comprimentos de onda Ag = 900nm,
Ao = 1300nm e Ag = 1500nm, conhecidas como primeira, segunda e terceira janelas épticas, respectivamente.
As perdas sdo tipicamente menores que 0,2dB/km nas fibras de silica.

Elas podem ser classificadas quanto ao seu perfil de indice de refragao, da seguinte forma:

1) Fibra de Indice Degrau: para nq > ne

n1 0<p<a
ne)={ 1 .20

e 4= p<b (10.134)

2) Fibra de Indice Gradual: o indice varia gradualmente de n; caindo para o valor ny, no intuito de equalizar

os tempos de propagacao dos diversos modos presentes na propagacao multimodal. O perfil mais tipico é o
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parabdlico:

n(p):{m(l_A'Zz) Ospsa (10.135)

onde o pardmetro A é dado por:

10.1
- (10.136)

Tipicamente A << 1, correspondendo ao que se chama de condigdo de guiamento fraco.

Quanto & forma de operacao, temos:

1) Operagao Multimodo: quando vérios modos de propagacdo se propagam na frequéncia de operagao
desejada.

2) Operacao Monomodo: quando apenas o modo fundamental é propagado na frequéncia de operagao
desejada.

E importante destacar que uma fibra nao é multimodo ou monomodo sempre. Isso dependerd da frequéncia
de operagao. Por exemplo, uma fibra que opera monomodo em A = 1.55um (infravermelho) nao estard operando

na condicao monomodal para frequéncias na faixa do espectro visivel ou no ultravioleta.

10.8.2 Estudo da dispersao em fibras multimodo através optica geométrica

A dispersao é um efeito temporal geralmente indesejavel. Na fibra multimodo a principal contribuicdo para a
dispersao é proveniente das diferentes velocidades de propagacao dos diversos modos presentes.

~~ Denomina-se esta de DISPERSAO INTERMODAL. Obviamente néo ocorre na fibra de operagao monomodo.
A dispersao provoca efeitos como a ISI (Interferéncia Inter-Simbdlica) em sistemas digitais. No caso da dispersao
intermodal, a mesma informagao se propaga através de modos distintos, chegando a tempos distintos no destino
final.

~~ Se o0 tempo de atraso entre a chegada do modo mais riapido e a do modo mais lento é consideravel a
superposi¢ao/batimento dos sinais que trazem a mesma informagao ird degradar o sinal de tal forma que se
torna impossivel reconhecer a informacao. A dispersao limita portanto a distancia maxima possivel, sem que
haja sistema de regeneragao do sinal. A Figura 77 ilustra a dispersao intermodal para uma fibra de indice

degrau.

n2

ANVZS

N2  raio mais rapido raio mais lento

Figure 10.15: Propagacao Multimodo.
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O modo mais rapido propaga-se paralelo ao eixo da fibra num meio de indice de refragao ny, portanto a sua
velocidade é dada simplesmente por
_c
vf = 77/71
J& 0 modo mais lento incide na interface ny/ne com o angulo critico pelo menos, pois para angulos menores
que 0. deixa de ocorrer guiamento e a onda vaza para o meio ny. A componente da velocidade de propagacao

paralela ao eixo da fibra é dada entao por:

c cneo
vy =—sind, = —-.
ny ni

Para uma fibra de comprimento L podemos calcular os tempos de propagagao e o atraso temporal do raio
mais lento em relagao ao mais rapido:

L Ln1
tf:—zi’

tl:7:77

L
r:tl—tf:"l("l—1>
&

Fazendo uso da definicao de A tem-se
_ LAn?
T oeng

, (10.137)

~» Dada a janela de tempo ocupada por um unico bit T’ para um sistema de comunicacao, a taxa de transmissao
B serd dada por B = 1/T. Como o tempo de atraso 7 deve ser menor do que T, ou seja, T' > 7, temos facilmente

o produto BL:

CNo
BL < —— . 10.138
< niA ( )

Veja que esta tultima férmula implica que o produto BL é inversamente proporcional a A = (n; —ns)/n;. Nesse
caso a diferenca de indice de refracdo entre os dois meios deve ser pequena, dai ser desejavel a condicao de

guiamento fraco. Vejamos alguns exemplos:

~ Fibra sem casca: para este caso n; = 1.5 e ny = 1, resultando entao
BL < 0.4Mb/s - km .

~ Fibra com casa: n; = 1.5 e A =2 x 1073 resulta em
BL < 100Mb/s - km .

~ A tecnologia que permitiu o desenvolvimento e fabricacdo de fibras na condigdo de guiamento fraco levou
a um aumento exponencial na capacidade de transmissao das mesmas, tornando-as comercialmente viaveis.

Aprimoramento: A Fibra Multimodo de Indice Gradual

~~ A idéia bésica da fibra de indice gradual é fazer a equalizagao dos tempos de propagagao dos diversos modos
propagantes. Foi um passo seguinte no aumento da capacidade dos sistemas 6pticos anterior ao surgimento das
fibras monomodais.

~> O raio que caminha paralelo ao eixo se propaga em um indice de refragao n;. A idéia é fazer com que
0s raios que se propagam certo angulo em relagao ao eixo, tenham velocidades de propagacao maiores do que a
velocidade do raio paralelo, de tal forma a compensar a maior distdncia percorrida. Isso somente é possivel se

esses raios (modos) ndo paralelos se propaguem em meios de indice de refracdo menor que n;.
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ni

n2

Figure 10.16: Propagacao Multimodo em uma Fibra de Indice Gradual: Equalizacio dos tempos.

Para tanto um perfil muito utilizado é o parabdlico:

n(p):{ m (I_A'%) Oi”i“ (10.139)

A propagagao na fibra de indice gradual é ilustrada na Figura 10.16. E possivel mostrar que o limite agora

fica da seguinte forma:
8c

TL1A2

~» Aumenta ainda mais a capacidade de transmissiao, uma vez que depende de 1/A2!!

BL <

10.8.3 Uma equagao de trajetdéria para a ()ptica Geométrica

Quando o indice de refracao nao varia muito numa distancia equivalente a um comprimento de ondas, é possivel
fazer algumas aproximacgoes que recaem na chamada Optica Geométrica. Primeiramente vamos fazer algumas

analogias, lembrando a forma do campo elétrico de uma onda plana uniforme:
E = Ege! @tk (10.140)

onde Eg é um vetor complexo e constante e k/k indica a direcio de propagagdo da onda. Escrevendo E =

Eoe'l@t=30)] onde S(x) = k - r é facil mostrar que:
k=VS. (10.141)

A funcao S indica superficies de fase constante de uma onda, e o gradiente desta funcdo mostra para onde

ocorre a maxima variagao, ou seja, para onde a onda se desloca. Podemos generalizar, para qualquer onda
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eletromagnética:
E = Ey(r)e/wt=5®)] (10.142)

onde agora Ej nao é mais constante. Entretando para pequenas variagoes do indice de refragao é possivel assumir
um regime de adiabaticidade negligenciando variagoes de amplitude, e a trajetoria de raios serd perfeitamente
descrita pela equagao (10.141):

k=VS

E importante lembrar que localmente:

k = kit = konit

sendo kg = 2m/Ag, Ao é 0 comprimento de ondas no vacuo, n é o indice de refragdo e i é um vetor unitdrio
na direcao de propagacao da onda. Uma vez que o interesse se dd nas ondas guiadas que se propagam quase
paralelas ao eixo z, podemos assumir que

,Z{Jz %k’on .

Esta denomina-se APROXIMACAO PARAXIAL - onda se propagando paralela ao eixo. Observe a Figura

10.17. Em coordenadas cilindricas temos a relagao 6bvia:

No

Figure 10.17: Frentes de Onda em uma Trajetéria Nao-Retilinea.

ky —dp e k, —dz

de onde vem:

dp kK,
— =+ 10.14
dz k, (10.143)
Observemos que:
=28
P 8[)
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mas na aproximacao paraxial podemos fazer:

para calcular a segunda derivada da equacao (5.80):

?p 0 [k, 0 1 98
— == \|—=]==—=] . 10.144
022 0z (lcz) 0z (kon ap) ( )
Comutando as derivadas em p e z no caso em que n nao é funcao da varidvel z temos:
0%p 1 0 [0S
—=——1= . 10.145
022 kon Op ( 0z > ( )
Uma vez que 95/0z = kon e temos:
0%p 10n
— = ——. 10.146
022 ndp ( )
Esta é a equacao de trajetéria de um raio na aproximacao paraxial.
Tempos de propagacgao de sinal

Lembrando que localmente temos:

dl ¢
dt  n
podemos reescrever esta equagao na formas:
n
dt = —dl .
c

Uma vez que a onda se propaga com deslocamentos em p e z, mas a trajetéria é uma fungéo (z, p(z)) de acordo

com a equacao(10.146) podemos escrever:

di? = dp® + d2*

ou ainda

d 2
dl = 1+<p> dz
dz

de onde finalmente tiramos o resultado desejado

T L d 2
T:/ dt:/ Dt <p> dz . (10.147)
0 0o C dz

E necessdrio resolver a equacao de trajetéria de raios para determinar o tempo necessario para uma onda
propagar uma distancia L em uma fibra 6ptica. Pede-se nos exercicios para determinar a solucao desse problema
no caso da fibra éptica com perfil parabdlico.

Finalmente, o Angulo de Aceitagio e a Abertura Numeérica siao medidas da facilidade de acoplamento
da luz a fibra 6ptica, proveniente de um outro meio de indice ng. Pode-se demonstrar que na condicao de

guiamento fraco:

NA =ngsina; =nivV2A ,

sendo «; o angulo de aceitacao e NA a abertura numérica da fibra.
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10.10 Problemas Propostos

1)

2)

3)

4)

5)

Explique de maneira simples (diga quais estdo associados & caracteristica espacial da onda e quais &
caracterfstica temporal), com as observagoes que achar pertinentes os seguintes fenémenos que ocorrem
com uma onda eletromagnética:

a) Difragao;

b) Dispersao;

¢) Atenuacéo e absor¢ao.

Em um guia de onda, o que representa um modo de propagacao? Por que surgem modos distintos de

propagacao?

Em um sistema de microondas operando a 900MHz, a onda de tensao que se propaga em um cabo coaxial

de impedancia caracteristica Zy = 50 ohms e dielétrico de permissividade relativa e, = 2.25 é dada por:
V(z,t) = 25e!@1=F2) L 10" @tHB2) ol |

Por simplicidade vamos desprezar atenuacéo no cabo. A onda refletida pela carga Z conectada ao final do
cabo é desviada do gerador através de um circulador, para uma carga muda de valor 50ohms. Determine:
a) A onda de corrente I(z,t) no guia.

b) O coeficiente de reflexdo I'y em z = 0.

c¢) A impedéncia de carga Zj,, se o cabo coaxial tem um comprimento [ = 1m. na frequéncia de operagao.

d) A poténcia dissipada na carga Z7..

Considere uma antena monopolo de meia onda cuja impedancia vale aproximadamente Z4 = 36 + i21 )
operando em f = 100MHz, determine:

a) o coeficiente de reflexdo quando a mesma é conectada a uma linha de impedéancia caracteristica Zy =
75 Q.

b) a impedéncia vista pelo gerador se a antena é conectada através de um cabo coaxial Zy = 750, &, = 2.25

e comprimento do cabo [ = 10m.

Calcule a minima frequéncia de corte para um guia retangular com dimensoes a = 3 cme b = 1.5 cm. Faca
0 mesmo para um guia metdlico circular de raio a = 1 cm. Para o modo fundamental do guia retangular
(TEqp) calcule o coeficiente de atenuagao, a:

1 dP

_ 10.14
2P dz (10.148)

o =

1 wup
Pirg) = émﬂw dx dy (10.149)
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7)
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P 1 ,
2

0=y —
Hwo

A funcao do modo fundamental TE é dada por:

Vg0 = H, = Hy cos (Ex> (10.150)
a
e
—ifB
Ho= gVl (10.151)

Se 0 =57x10"Q 'm~!, e u, = 1, &, = 1, calcule as perdas para uma frequéncia w exatamente no
ponto médio entre a frequéncia de corte fundamental e a frequéncia de corte do segundo modo. Qual o

espagamento entre os regeneradores de sinal?

Para um guia retangular com dimensoes ¢ = 3 cm e b = 1 cm, sendo a a dimensao em relagao ao eixo x e
b em relagao ao eixo y determine

a) a frequéncia de corte, ou f. = w./(27) do modo fundamental e as frequéncias de corte para os modos
superiores.

b) Para o modo fundamental do guia retangular (TEjq) calcule os campos transversais uma vez que a

funcao do modo fundamental TE é dada por:
I = [, = Hycos (H) el(wt—h=2) (10.152)
a

e para obter os campos transversais TE consulte o formulario.
¢) Determine o segundo modo e sua a frequéncia de corte, bem como as expressoes para os campos do
segundo modo do guia. O segundo modo é um modo TE ou TM?
d) Calcule o valor do coeficiente de atenuagao, «, para o modo fundamental. O coeficiente de perdas para
o modo TE;g é dado pela expressao mostrada abaixo:
R 2b w?
o= gz ()

onde Z é a impedancia do meio que preenche o guia,

_ fen
Rs = 20

e w. é a frequéncia de corte do modo fundamental. Faca o =5 x 107Q 'm™!, e pu, = 1, &, = 1, e calcule
as perdas para uma frequéncia w exatamente no ponto médio entre a frequéncia de corte fundamental e a
frequéncia de corte do segundo modo. Qual deve ser o espacamento entre os regeneradores de sinal?

e) Qual é a velocidade de grupo para a propagacdo na frequéncia utilizada no item anterior?

f) O que s@o modos de propagagao evanescentes? E os modos propagantes o que significam? O que é

propagacao monomodo, multimodo e dispersao modal?

Calcule o coeficiente de perdas de um cabo coaxial de raio interno a e externo b. Para a = 0.406mm e
b = 1.548mm, sendo o0 = 5x107Q"'m~1, u, = 1, e preenchido de polietileno cuja permissividade relativa é
€, = 2.25. Determine entao o espagamento necessario entre os regeneradores de sinal. Determine também
o fator de velocidade ¢/cp, a impedancia caracteristica, a indutancia e a capacitancia por unidade de
comprimento para este guia, que é na verdade uma linha de transmissao pois comporta os modos TEM.
Veja os Exemplos 9.4.1 até 9.4.3 do capitulo 9 do livro de Orfanidis. (Férmula de perdas em um cabo

coaxial é dada na apostila.)
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8)

9)

10)

Calcule as frequéncias de ressonancia para um cavidade ressonante circular de dimensoes raio R = 3cm e
comprimento d = 5 cm. Qual é o modo fundamental? Discuta o efeito das perdas, devido ao fato de que
o condutor nao é perfeito nas paredes, para a frequéncia de ressonancia. Calcule a largura de linha na

frequéncia fundamental wy, j4 que o fator de mérito wp/Aw = @ = 20 para a cavidade.

A cavidade conhecida como ressoador de Fabri-Perot e constituida de dois espelhos paralelos tem impor-
tantes aplicacOes em Optica, na obtengao do efeito laser. Para haver lasing (poder gerar um feixe de luz
intenso e coerente) um dos requisitos é que o meio material entre os espelhos apresente ganho suficiente
para compensar as perdas no comprimento de ondas de interesse e esse meio é dito ativo. Consideremos
que o meio entre dois espelhos satisfaca esse primeiro requisito, ou seja, apresente ganho numa faixa de
comprimentos de onda de interesse. Dessa forma a selegdo da frequéncia (ou comprimento de onda) cor-
reta de laser deverd ser feita através do ajuste da distancia d entre os espelhos. Entre os espelhos havera
a propagacdo de ondas eletromagnéticas em ambos os sentidos (onda propagante e onda refletida). Um
dos espelhos é sempre um refletor perfeito R ~ 1 enquanto o outro tem uma refletividade menor, cerca
de R = 0.7, para deixar uma parte da energia contida na cavidade passar para fora, constitindo o feixe
de laser desejado. Para fins de analise, consideremos que o ganho do meio ativo compense exatamente as
perdas condutivas no material e as perdas nos espelhos, de forma que possamos tratar ambos os espelhos
como condutores perfeitos 0 — 0o, R = 1. Adota-se um sistema de coordenadas em que o eixo z é o eixo
de propagagcao das ondas entre os dois espelhos perfeitamente paralelos entre si. O primeiro espelho é o
plano z = 0 e o segundo espelho é o plano z = d e podemos representar o campo elétrico entre os espelhos
na forma

E=E, +E, = (Eiei(wtsz) + Erei(thrkz))éx

onde F; é a amplitude do campo propagante no sentido positivo do eixo z e E, do campo propagante no
sentido oposto.

a) Lembrando que o campo elétrico tangencial & uma superficie condutora perfeita deve se anular sobre
a superficie, encontre as relagdes entre E; e E, e as condigoes sobre o nimero de onda k = 27 /) para
satisfazer as condigoes de contorno impostas. Uma vez encontrada a forma do campo elétrico, determine
0 campo magnético na cavidade.

b) Para um material com indice de refracao n = /g, ~ 1 e ativo na faixa de 692.00nm < X\ < 692.20nm
colocado entre os dois espelhos com distancia de separagao d = lcm, determine quantos e quais sao os
comprimentos de onda excitados na cavidade assumindo que todos os comprimentos de onda possiveis
entre o minimo e o méximo da faixa ativa sejam excitados.

Obs.: 1nm = 10""m

Para um guia retangular com dimensoes a = 2.3 cm e b = 1.15 cm, sendo a a dimensao em relagao ao eixo
z e b em relagdo ao eixo y determine

a) as frequéncias de corte, ou f. = w./(27) do modo fundamental TE1 e do modo seguinte TEg; .

b) Para o modo fundamental do guia retangular (TE1() determine os campos transversais uma vez que a
funcao do modo fundamental TE é dada por:

WP = H, = Hycos (E) eilwt—F=2) (10.153)
[¢

e esboce o gréfico do campo elétrico £, (para obter os campos transversais TE consulte o formuldrio).
¢) Qual é impedancia do guia e a velocidade de grupo para a propagacdo na frequéncia do ponto médio

entre a frequéncia de corte do modo fundamental e a do modo seguinte?
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d) Em poucas palavras: O que sdo modos de propagacdo evanescentes? E os modos propagantes o que

significam? O que é propagacao monomodo, multimodo e dispersao intermodal?

11) Deduza as equagdes de linhas de transmissdo. Discuta as semelhangas e diferengas das linhas de trans-

missao com relagao aos guias metalicos ocos.

12) O que sao fibras épticas? Discuta os fundamentos fisicos e aplicagdes das mesmas. Para a fibra dptica de

indice gradual de perfil parabdlico, mostre que a) Guardando somente termos lineares em p temos:

0%p 2A
G5l (10.154)

b) A solugéo geral de trajetéria é dada por:
p(z) = Acos(pz) + Bsin(pz) ,

onde p = v2Aa

¢) Assumindo B =0 e A = a determine através da equacao (10.147) o limite para produto BL.

13) Determine o raio de curvatura méximo que uma fibra éptica admite, em funcao de A, ny e ny para que

nao haja perda de vazamento pelas leis da éptica geométrica.
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Chapter 11

Teoria de Difracao na Aproximacao
Paraxial

Os desvios da propagacao da luz em relagao a Optica geométrica de raios responsével por encurvamento, alarga-
mento espacial e interferéncia de ondas que podem ser ondas mecanicas (som, ondas de dgua), eletromagnéticas
ou ondas de matéria no caso da mecanica quantica ganharam o nome de Difragao, um fenémeno intrinsicamente
ondulatorio. Provavelmente o mais conhecido fendémeno associado a difracao corresponde ao surgimento de
franjas de interferéncia ap6s uma onda passar por uma fenda simples, conforme ilustrado na Figura 11.1 ou

ainda uma composicao de fendas. Do latim, o termo difractus significa particionar ou quebrar. Difragao, em

Observado
ha pratica

Optica
Geomeétrica

FEMDA FEMDA

Figure 11.1: Fenomenos de difracao observado em uma fenda simples iluminada por uma onda monocromatica
produzida por uma fonte de luz coerente, como um laser.

um senso bastante geral é todo e qualquer desvio e encurvamento da propagacao de uma onda em relagao as
previsoes da Optica Geométrica.

Alguns pontos importantes cabem mencao prévia:

e Sempre ocorre em sistemas nao-guiados, onde a densidade de poténcia decai na forma 1/72 pelo menos se o
espago considerado é tridimensional, para a regiao de campo distante (zona de Fraunhoffer), conforme discutido
anteriormente. De fato a difracdo leva a uma lei da forma 1/r”~! para o comportamento da densidade de

poténcia na regiao de campo distante.
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e E um fenémeno espacial, ocorre uma onda de frequéncia tnica, ou monocromatica.

Existem dois tipos de difragao denominados de Fresnel e de Fraunhofer, que ocorrem na regiao de campo
préximo e distante, respectivamente. Define-se um parametro chamado Numero de Fresnel F':

2
—
AT
onde d é a dimensao da abertura do padrao transversal de campo inicial, r a distancia do ponto de observagao
em relagdo a um ponto no plano inicial e A 0 comprimento de onda. A Zona de Fresnel corresponde a F' > 1 e
a Zona de Fraunhofer, quando F' < 1 é a regiao de campo distante ou campos de radiacao cuja densidade de
poténcia decai na forma 1/r? para o espaco tridimensional, conforme mencionamos.

Da equagao de Helmholtz e dos Teoremas de Green chega-se a uma teoria de difracao de forma rigorosa,
levando ao Principio de Huygens, que considera que cada ponto de uma abertura ou frente de ondas age como
fonte puntual de ondas esféricas secunddarias, permitindo explicar, por exemplo, o experimento de dupla fenda
de Young, onde uma onda plana monocromatica incide sobre um plano contendo duas aberturas ou fendas e
produz uma figura de interferéncia sobre um anteparo colocado a uma certa distancia da fenda. Em 1818,
Augustin Fresnel combinou as idéias intuitivas de Christian Huygens para a teoria ondulatéria da luz de 1678
com o principio de interferéncia de Young para produzir uma teoria ondulatéria da éptica quantitativamente
razoavel. Uma vez que a teoria de Huygens e Fresnel é anterior ao desenvolvimento das equacoes de Maxwell
muitas consideragoes arbitrarias tiveram que ser feitas, de modo a conciliar a teoria escalar com os fendmenos
observados experimentalmente. Nos estudos da propagacao de ondas através das equagoes de Maxwell raramente
uma solugao analitica exata é conhecida, fazendo necessdria uma simplificacdo do problema fisico torne a anélise
possivel. Entre 1880 e 1900, Kirchhoff, Rayleigh e Sommerfeld desenvolveram uma teoria da difracdo no dominio
Optico bastante simplificada, onde o carater vetorial da onda pode ser desprezado em primeira aproximacao e
um campo escalar ¥ pode representar entao a componente F, do campo elétrico, por exemplo. Essa teoria
aplica-se também a outros tipos de ondas como o som. Para uma abertura qualquer, de superficie S’, iluminada
por uma onda incidente ¥(5’), a onda difratada serd dada pela integral de Kirchhoff-Fresnel, que nada mais é
do que a expressao matematica do principio de Huygens:

e—ikR

_ k / /
Vaiso.9.2) = 5 [ W) s (11.1)

onde U(S") = ¥(z',y,2” = 0) é a onda incidente na abertura colocada no plano 2’ = 0, exp(—ikR)/R ¢é a
expressao matemética para representar uma onda esférica e dS’ indica um elemento diferencial de superficie
na abertura. A abertura é justamente a parte do plano z’ = 0 que permite a transmissao de uma parte da
onda incidente, e ¥4 r(x,y, 2) é a onda difratada, ou seja, a onda que se propaga para além da abertura. Os
resultados dessa teoria sao bastante satisfatérios e concordam bem com os experimentos.

Todavia, a aproximagcao mais util para a solugao da equacao de ondas, sobretudo no estudo da propagagao
de feixes Opticos, também denominada éptica de Fourier, faz uso da chamada aproximacao paraxial. A equagao
paraxial escalar negligencia aspectos vetoriais do campo eletromagnético, mas apresenta excelentes resultados
no dominio éptico, podendo ser empregada também no estudo de micro-ondas com bons resultados. A grande
sacada dessa aproximacao é que a equagao de ondas de Helmholtz apresenta derivadas de segunda ordem em
todas as coordenadas espaciais enquanto que a aproximacao paraxial retém somente a derivada de primeira
ordem em relagao a alguma dessa varidveis, tornando possivel quando buscamos solugoes que se propagam, a
implementagao numérica de métodos de Runge-Kutta, que sao relativamente simples e robustos quanto a sua
estabilidade.

Cabe destacar ainda que solugoes da equacao de Helmholtz que nao sofrem difragdo existem e sdo denomi-

nadas de ondas nao-difrativas. Essas nao sao realizdveis de forma exata no mundo real porque requerem energia
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infinita. Por exemplo, uma onda plana monocromaética é solugao natural da equagao de Helmholtz em coor-
denadas cartesianas e nao sofre difragdo, mas uma vez que a densidade de poténcia deve ser constante em
um plano de drea infinita, sua poténcia total deve ser constante e infinita, o que é fisicamente inconcebivel.
As ondas nao-difrativas nao sao quadraticamente integréaveis em relagao as coordenadas da segao transversal
a diregao de propagacao e isso significa que uma quantidade infinita de energia é necessaria para construi-las.
Entretanto, elas sao uteis porque formam em um dado sistema de coordenadas uma base completa e ortogonal
de fungoes, tornando possivel representar qualquer solucao como superposi¢ao adequada de tais ondas nao-
difrativas. Solucoes de ondas nao-difrativas sao obtidas em sistemas clindricos do tipo (x1,x2, 2), sendo z o eixo
longitudinal e (21, z2) um par de coordenadas transversais. Dentre os mais conhecidos, além do préprio sistema
retangular temos o sistema o cilindrico circular (p, ¢, z) onde surgem os feixes de Bessel, e o eliptico-cilindrico

(u,v, z) onde surgem os feixes de Mathieu.

11.1 A aproximacao paraxial da equacao de ondas

Antes de prossequir vamos tentar responder & seguinte questao: O que é paraxialidade?

De forma simples, termo paraxial que tem origem no grego, significa em nosso contexto a propagacao de
uma superposicao de ondas, todas elas com vetor de diregao de propagacgao formando um angulo muito pequeno
com o eixo de propagagao (axis) tomado como referéncia, sendo portanto quase paralelas a esse eixo. Esse
eixo é denominado longitudinal e adota-se convencionalmente a coordenada z de um sistema cilindrico para
representa-lo.

Transversalidade e Paraxialidade

Um erro comum em livros-texto de Fisica basica muito empregados nos cursos de graduagao em Fisica e
Engenharia é a afirmacao de que as ondas eletromagnéticas sdo transversais, ou seja, 0s campos oscilam sempre
em um plano perpendicular o direcao de propagac¢do. Essa sentenca nao é verdadeira de forma geral, uma vez que
a condicao de transversalidade é satisfeita somente pelas as ondas planas uniformes. As superposigoes arbirarias
de ondas planas uniformes produzem campos resultantes que satisfazem a transversalidade. Para iluminar essa
discussao vamos considerar e demonstrar que nem todas as ondas eletromagnéticas sao transversais consideremos
o problema da superposi¢ao de duas ondas planas uniformes. A situacao considerada é ilustrada na Figura 11.2.
Por simplicidade, duas ondas planas uniformes de mesma amplitude propagando-se no vacuo formam angulo 6

com o eixo z e tem polarizacao tal que o campo elétrico de cada uma delas é dado abaixo:

E; = Ey(cos fa, — sin Héz)ei(Wt_kU”Sille_k"z cosf) (11.2)

Ey = Eo(cos fay, + sin fa, )e!(Witkorsind—kozcost) (11.3)

onde Ej é uma constante real que denota a amplitude, ky = 27/\g = w/cy é o numero de onda no vicuo e
co ~ 3 x 108m/s é a velocidade da luz no vécuo. Pelo principio de superposi¢ao, o campo elétrico E da onda

resultante é dado simplesmente pela soma vetorial dos campos individuais:
E = E, + Ey = 2Ee' (@t k02 c050) (65 0 cos (ko sin 0)ay + i sin 0 sin(koz sin 0)4,] . (11.4)

Observando a expressdo acima, podemos ver que a velocidade de fase, dada por v, = w/(ko cosf), aponta na
direcao 4, e o préprio campo elétrico resultante E apresenta uma componente nao nula nessa dire¢ao. Todavia,
a diregcao de propagacao da energia média transportada pela onda resultante é a que deve ser tomada como
direcao de propagacao da onda. Para tanto precisamos determinar o vetor de Poynting médio, dado de forma
geral para ondas monocrométicas (que tenham apenas uma componente de frequéncia w) pela expressao abaixo:
2ko| Eo|?

cos 6 cos? (ko sin 0)&, (11.5)
wWHo

1
Suca = 3Re (B x HY) =
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Padrio de Interferéncia

Onda 1

Onda 2

Figure 11.2: Duas ondas planas uniformes propagando-se em diregoes distintas mas ambas formando um angulo
f com o eixo z. E facil mostrar que o padrao de interferéncia resultante para a densidade de poténcia tem a
forma cos?(koz sin 6), produzindo regides de méximos e outras escuras.

o que significa que a onda transporta energia na direcao z, e nesse caso o campo elétrico tem uma componente
nessa mesma direcao, significando que o campo E nao é totalmente transversal & direcao de propagacao da onda
resultante. Fica como exercidio encontrar os campos magnéticos Hi, Hy de cada onda plana separadamente e
depois o campo H resultante da superposicao. O campo magnético resultante é totalmente transversal, como
deve ter sido demonstrado pelo leitor, e por isso esse tipo de solugdo é denominada onda TM (transversal
magnética).

Agora vamos tentar responder em linhas gerais a seguinte questao: Qual é a relagao entre a transversalidade
e a paraxialidade? A resposta estd na restricao que se devemos fazer ao angulo 6 para satisfazer a condigao
de paraxialidade. Considerando que 6 < 1, sabemos que cosf ~ 1 — #2?/2 e sinf ~ §. Quanto menor o valor
do angulo 6 maximo de um conjunto de ondas consideradas na superposi¢ao, menor serd a importancia das
componentes longitudinais dos campos E e H resultantes da superposigao, e a condigao de transversalidade é
aproximadamente satisfeita, dando origem a modos denominados quasi-TEM (TEM significando Transversal
EletroMagnética). Veja que E, — 0 se § — 0 e 0 mesmo ocorreria caso houvesse componente H, na solucao.
Isso pode ser demonstrado mesmo no caso em que o meio seja fracamente nao-homogéneo. Portanto as ondas
paraxiais sao aproximadamente transversais. O erro da aproximagao paraxial dependera invariavelmente
do que é considerado um angulo muito pequeno e ficard na ordem de 62 /2 x 100%. Para § < 10° o erro é menor
do que 1%.

Sabemos agora que uma onda resultante de natureza paraxial corresponde a uma superposi¢ao de ondas com
vetores de onda na forma k,,, = fa, + 0k, onde |0k, ,,| < S é um pequeno desvio transversal do vetor de
onda da m-ésima onda plana uniforme que compoe a onda resultante. Nessa condicao, a onda propagante tem

um termo de fase predominante na forma e~%*, permitindo escrever a solucdo de (8.222) na forma que segue:
E(x,y,z,t) = A(xvyaz)ei(WtiﬁZ) ) (116)

onde A(z,y,z) é uma fungao vetorial que leva em conta as variages lentas do vetor campo elétrico, compar-

ativamente a e~*#* e contém, adicionalmente, toda a dependéncia nas varidveis transversais (z,%). Na prética
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esse método remove as variagoes rapidas em relacao o eixo z do problema a ser resolvido, restando apenas a
andlise das variagoes lentas, ou da envoltéria A(z,y, z). Decompomos convenientemente o operador diferencial

V e também o laplaciano em componentes transversais e longitudinais, como anteriormente:

3] 3] 0 3]
— 3, 5, — A, — — A, — 11.
V=a —ax—&—ayay—f—a o V,.+a ER (11.7)
0? 82 82 82
2 _

e desse modo podemos calcular diretamente a derivada de segunda ordem do campo E em relacao a z, tendo

como resultado:

02 [ (93 Y, %)

922 [A(z,y, 2)e!@TFh2)] = @A(Jc,y, z) — 226 — B2A(x,y,2)| WP (11.9)

Lembrando que a fungao vetorial A(x,y, z) deve variar lentamente em relacdo a z, suas derivadas devem ser
ainda mais lentas. Uma vez que a derivada de primeira ordem estd multiplicada por uma frequéncia espacial
B elevada, esta nao pode ser desprezada, enquanto que a derivada de segunda ordem é desprezivel quando
comparada ao termo de primeira ordem e ao termo multiplicado por 52. A aproximacdo paraxial de primeira
ordem corresponde simplesmente & desprezar o termo 9?A(z,y,2)/02%, e podemos converter a equagio de

Helmholtz em um meio homogéneo(ou com fraca nado-homogeneidade), para o campo elétrico:
(V2+EHE =0,

na seguinte equagao vetorial:
9 (K-8
—A = — ——A
Y92 T 28 5viA 28

Para meios homogéneos a permissividade €. e consequentemente k? = w?ue, nao dependem da posicio per-

(11.10)

mitindo escolher f = k. Para meios isotrépicos e uma vez eliminada a componente de campo longitudinal
A, (vélido na aproximacao paraxial) ndo haverd acoplamento entre as componentes A, e A, e podemos escr-
ever A(z,y,z) = ¥(z,y,2)é, onde & é um vetor de polarizacdo que permanecerd invariante ao longo de toda
a propagagao e ¥ é uma fungao complexa que descreve a dindmica da amplitude e da fase do campo eletro-
magnético em funcao da distancia propagada z e das coordenadas transversais (z,y). A equagdo resultante,

mostrada a seguir e muito 1til no dominio éptico e em micro-ondas, é denominada equacao paraxial escalar:

Y 1 (k? — B?)

— 11.11

9 = 25 Vig + TR (11.11)
Cabe ressaltar aqui que o termo %Vi descreve inteiramente os efeitos de difragao de um feixe de ondas,

k232 5 . _ .
% descreve espalhamento e refragdo. A aproximacdo na forma acima somente

enquanto que o termo
é valida quando este tultimo termo nao é capaz de produzir efeitos de reflexao da onda tal que surja uma

componente contra-propagante muito intensa.

11.1.1 Analogias com a Equacao de Schrodinger Nao-Relativistica da Mecéanica
Quantica

A Optica e a mecanica quéantica apresentam analogias bem conhecidas. Historicamente a inspiragao de
Erwin Schrédinger para formular a versdo ondulatéria da mecanica quéantica tem origem numa formulacao da
6ptica devida a Hamilton e Jacobi, que tentavam identificar a trajetdria de uma particula com o gradiente das
superficies de fase constante S(z,t) de uma fungao de onda na forma (z,t) = ¢(z)e Wt=5@N Note que
iwt iwt

a diferenca de nossa convencao para o regime harmonico e** | utilizou-se no caso da mecanica quantica e~
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Uma vez que a parte real ou o médulo sao as tnicas grandezas relevantes em nosso caso, isso nao faz nenhuma

diferenca, a ndo ser trocar ¢ por —i nas equacoes. Se tivéssemos adotado a convencao e~** a equacdo paraxial

teria a forma

2 2
zg—f = —%V T — WQ/} .
A equagao de Schrodinger nao-relativistica para a fungao de ondas 1 da mecanica quantica é mostrada
abaixo )
h(?;f = h V2w+Uw : (11.12)

h = h/(2m) é a constante de Planck, m é a massa da particula e U o termo de energia potencial, que em
geral depende da posigio e/ou do tempo. Observe que V2 aparecendo na equagao acima é o laplaciano com-
pleto. Todavia muitos sistemas quéanticos de interesse atual sao bidimensionais e poderiam ser ”simulados”
experimentalmente através de analogias Opticas. Note que a equacao (11.11) que descreve a propagacao de
ondas eletromagnéticas no regime paraxial é simplesmente a equagao Schrodinger nao-relativistica, desde que
fagamos a troca i — —i e o tempo t da mecéanica quéantica seja substituido pela coordenada longitudinal z,
que corresponde ao eixo longitudinal. Uma vez que na equagao paraxial aparece apenas o operador laplaciano
transversal V3 = 0%/0z% + 90?/0y? e nao o laplaciano completo V? da equagao de Schrédinger, a analogia s6
é perfeita para os problemas da mecénica quantica em (1 + 2)-D, ou seja, em uma dimensao temporal e duas
espaciais.

J4 energia potencial U(z,y, 2,t) da Mecanica Quantica é representado pelo fator [k?(x,y,2) — 5%]/(28) na

equagao paraxial.

11.1.2 Formulacao Lagrangianda da Optica no Regime Paraxial

Adotando a convencao e~ ™! para o regime harmonico, podemos demonstrar que o campo 6ptico ¥(x,y, z) é

descrito pela fungao de densidade lagrangiana na forma abaixo:

Taﬂ_i .
L=1y 92 25Vﬂ/l ViYy+ 25

Uma vez que o regime paraxial em meios sem perdas é andlogo a mecanica quantica nao-relativistica, a

L (k2 gty (11.13)

propagagao de ondas pode ser descrita por um conjunto de fungoes de base em um espaco de Hilbert. A
densidade hamiltoniana pode ser prontamente encontrada por transformagoes de Legendre, desde que o campo
1) tenha um momento canonicamente conjugado m = AL/9(0/0z) = ipT. O resultado da densidade hamilto-
niana H = 7T1L — L é

H = ﬂvﬂw Vi — —5( 2_ 5ty (11.14)

sendo aqui ¢ = 0v/9z no contexto do regime paraxial. De forma anéloga ao operador momentum da mecanica
quantica, aqui temos p; = —iV .

A dualidade onda-particula na mecanica quantica é correspondente & dualidade entre propagacao de ondas
- Optica geométrica. Em outras palavras, podemos obter uma equacao de trajetéria de raios simplesmente
observando que (11.14) pode ser obtida de uma expressio na forma H = ¢! He), onde a hamiltoniana de uma

particula H é dada por:

H = 25pl+U(x JYyZ) (11.15)

sendo p = (ps, py) = B(92/02,0y/92) e U(z,y,2) = — 55 (k*~ 7). Fazendo k(z,y, 2) = kon(z,y, 2), n(z,y,2) =

no + dn(z,y, z) é o indice de refracdo do meio, onde ng é uma constante e dn(z,y, z) uma pequena perturbagao
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ao Indice de refragao e escolhendo 8 = kgng podemos utilizar as equagoes de Hamilton abaixo:

= 11.16
3 op; (11.16)
6})1‘ OH
= — 11.17
0z oz; ’ ( )
onde i =1,2 e x; = (x1,22) = (x,y), para obter a trajetdria de raios:
?x  10n
— = - 11.18
022 nox’ ( )
0%y 10n
— = —— 11.19
022 nody’ ( )

que nos lembram a segunda lei de Newton. E possivel, utilizando a Hamiltoniana (11.15), que descreve essen-
cialmente a Optica geométrica, escrever uma integral de Feynman, somando sobre todas as trajetorias de raios
possiveis entre dois pontos quaisquer, o que leva a determinar o propagador da equacao paraxial. Nesse sentido,
a “quantizacao” da 6ptica geométrica leva a Optica fisica descrita pela equagao paraxial. Essa demonstragao

estd muito além do nosso escopo.

11.2 A equagao paraxial em (141)-D e exemplos relevantes em
optica

Por simplicidade vamos considerar a equagao paraxial para (141) dimensoes, ou seja, ondas propagando-se
em z (ou o tempo t) com padrao de intensidade transversal dependente somente da coordenada z. No caso da

equagio paraxial (11.11) podemos substituir V2 — 9%/922, com o resultado a seguir:

0 1 02 k? — B2
20 ——f + wlﬁ . (11.20)
0z 2B 0x 2/
No caso geral em que a permissividade dielétrica depende de modo muito complicado de x e z, o sistema
acima nao tem solucdes analiticas exatas e deve ser integrado numericamente. A solucao numérica mais simples

consiste em discretizar as coordenadas = e z, bem como as derivadas, na forma:

o(x, 2) ~ Vi, z) —d(wi z1) ’ (11.21)
8,2 Ti,2j AZ
P (x, 2) V(Tig1, 25) + (i1, 25) — 29(4, 25)
o ~ : (11.22)
81'2 Ti,2; Ax
onde Az = x; — x;-1 ¢ Az = z; — zj_1, © e j s@o nimeros inteiros associados & discretizacdo do espago

(2, 2) continuo. E importante observar que hd uma relacao entre A, e Ax, que deve ser ajustada na pratica
para garantir convergéncia. Métodos como o Runge-Kutta de ordem maior sao capazes de aproximar melhor
as derivadas, produzindo maior convergéncia do que o método simplista exposto acima. A descricdo de tais
métodos pode ser encontrada em literatura especializada em calculo numérico.

Para fins de validacdo do método numérico vamos considerar a propagacao do feixe gaussiano em meios
homogéneos, de modo que possamos fazer § = k ocnforme mencionada anteriormente, reduzindo o problema a

seguinte equacao diferencial:

O 1 0%
Aplicando a transformada de Fourier, definida como segue:
1 [ - .
U(z,2) = %/ ke, 2)e” *eTdk, | (11.24)
—0oQ

(ks 2) = /jo &(kx,z)eik”dx , (11.25)
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a equacao (11.23), obtemos de forma muito simples a solugéo geral, na forma abaixo [6]:

1 oo 2 .
P(r,z) = 2—/ O (ky, 0)eikez/ 2R) g=ikaz gp. - (11.26)
T J -0

¥ (kz,0)

/ U (ky, 0)e*edx | (11.27)

onde ¥(z,0) é o padrdo transversal do campo em z = 0, tomado como campo inicial, e ¥(k,;,0) é a sua
transformada de Fourier. O padrao de intensidade transversal inicial para um feixe gaussiano tem a seguinte

forma;
x,0) = e~ /(25) 11.28
¥ e " /(2z5)

Fica como exercicio resolver o sistema de equagoes (11.26) e (11.27) para a condigao inicial acima e demonstrar

que:

W@, 2) = —20 exp =) (11.29)

J1— i 203 (1 - iz%)
Na Figura 11.3 ilustramos a propagacao numérica do feixe gaussiano e a comparagao entre o resultado numérico e
o analitico exato, utilizando o comprimento de onda A = 632.8nm (corresponde ao valor tipico de um apontador
laser, disponivel facilmente no comércio), com zy = 10pm e amplitude de pico 19 = 1 u.a. (unidades arbitrarias).
Para aqueles pesquisadores interessados em implementar solu¢des numéricas, é sempre importante ter em maos
uma solugdo analitica conhecida do problema a ser resolvido para fins de validacao do método. E possivel
observar no presente exemplo a excelente concordancia entre a expressao analitica e o resultado numérico, na
Figura 11.3, para a distancia final z = 3kz3, sabendo que quanto maior a distancia propagada pelo algoritimo

numérico maior é o erro acumulado.

0.35 T T T T T

0.3/ — Solugéo Analitica
—+— Simulagdo Numérica

0.25}

0.2~

l(x,2)?

0.15-

0.1~

0.05-

I
10 -8 -6 -4 -2

0
X(p m)

Figure 11.3: Propagacao de uma onda gaussiana através da aproximagao paraxial: comparagao entre a intensi-
dade |¢(x, 2)|? a expressao analitica (11.29) e uma solugdo numérica obtida para a distancia z = 10kz3/\.

11.2.1 Difragao por fenda simples

Esse problema certamente é um dos mais conhecidos no estudo da difracao. Uma fenda simples é iluminada por
uma onda plana uniforme, de tal forma que a condicdo inicial seja 1 (x,0) = 9 para |z| < d/2 e (z,0) =0
para |z| > d/2. Este exemplo j4 foi discutido em algumas das Referéncias apresentadas ao final do Capitulo,

utilizando em menor ou menor detalhe. Fica como exercicio, utilizando o método de fase estacionaria para
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resolver o sistema de equagoes dado por (11.26) e (11.27), demonstrar que a solu¢do analitica para grandes

— / ked? Sln( 2dz ) ikx?/(2z)
w(l’, Z) = wo 1271_2@6 . (1130)

Considerando ¢y = 1 e comprimento de onda A = 632.8 nm (corresponde ao valor tipico de um apontador

distancias é dada por:

laser, disponivel facilmente no comércio), com extensao da fenda d = 10um, podemos simular numericamente
a equagao paraxial e comparar o resultado numérico com a expressao (11.30). Os graficos gerados através
do método numérico sdo mostrados nas Figuras 11.4.(a) a 11.4.(c), para uma distdncia mdxima propagada
zp = 0.2kd?. A janela computacional para o eixo transversal = foi de —5d a 5d e um termo dissipativo na forma
—a(x)y foi acrescentado na equagao para absorver as ondas que chegam aos limites da janela computacional. O
ajuste de a(x) tem que ser feito na pratica. Nota-se a boa concordancia entre o resultado gerado numericamente
e a previsao tedrica dada pela equacdo (11.30), como se observa na Figura 11.4.(c) para a distancia final.
Observando a Figura 3.(b) que mostra [1(0, z)| pode-se ver a partir de 80gym um pequeno ruido numérico que
deve-se & nao absorcao total das ondas que chegam as fronteiras da janela computacional. Na mesma Figura
11.4.(b), observa-se a oscilagdo da intensidade da onda propagada em funcdo de z em torno do valor inicial
12 = 1, 0 que nao ocorre na propagacao da onda gaussiana do exemplo anterior, mostrada na Figura 11.3.(b)
correspondente. Isso se deve ao fenomeno denominado de difragao de gume de faca, que acontece devido as

variagOes muito abruptas na intensidade do campo inicial, nesse caso provocadas pela fenda.

11.2.2 Difracao em Coordenadas Cilindricas

Em muitas outras situagoes, por questao de simetria do problema é interessante expressar as equagoes (?7) e
(??) em outros sistemas de coordenadas. Um exemplo tipico ocorre quando ®(x,y,0) tem simetria cilindrica
circular, caso de uma onda plana incidente sobre uma abertura circular. Reescrevendo as varidveis de integragao

em coordenadas cilindricas, temos:

1 Zkz —ikppcos(p—a)
D(p,p,2) (271_) /po/a ®(k,, @, 0) exp T ° kodkyda (11.31)
®(kp, @,0) = / / ®(p, p, 0)e’er = pdpdp . (11.32)
p

Um laser comum pode ser tratado de forma aproximada por uma distribuicao da densidade de poténcia gaussiana
com relacdo a varidvel transversal p, denominado feixe gaussiano, correspondente a uma distribuicao inicial na
forma ®(p, p,0) = ®¢ exp {——2} Podemos entao resolver o problema utilizando as equagdes (11.31) e (11.32),

para obter:

P p?

(p, o, 2) = —0 S CE— 11.33
(ngZ) llﬁexp[ 20’2(1_’LQTZ]€) ( )

com uma densidade de poténcia na forma:

1 [e  |®f P 1.
S —————exp|—-—————— | 4, , 11.34
=3\ [ (14 ) 13y

que fornece uma definicdo para a largura de feixe dependente da posicdo, pois podemos colocar a fungao

gaussiana na expressao acima em uma forma compacta:

exp _p722 = exp {— v } ,
a (14 72) b(2)?
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Figure 11.4: Difracdo da onda plana pela fenda simples na aproximacdo paraxial: (a) perfil de intensidade
transversal |¢(z, )|, (b) intensidade |¢(0, 2)|? no eixo longitudinal em fungdo da distancia propagada z e (c)
comparacio entre a expressdo analftica (11.30) e a solucdo numérica obtida para a distancia z = 0.2kd>.

52
b(z) =a 1+W'

Define-se ainda o comprimento de difragao Lg;y como a distancia percorrida pela onda ao longo do eixo z para

sendo a largura do feixe dada por:

a qual a largura transversal ao longo de = dobra, ou seja, b(z = Lqg;f) = 2a, resultando para o caso da gaussiana

no valor abaixo:

2
Lais = 27r\/§aT (11.35)

O feixe gaussiano, ilustrado na Figura 6, apresenta a particularidade de manter a forma a medida em que propaga

e a difracao se manifesta através do alargamento do feixe gaussiano mas nao no aparecimento de termos de
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interferéncia e maximos e minimos de densidade de poténcia & medida em que a onda se propaga, enquanto
outras distribuigGes iniciais sao transformadas a medida em que propagam, produzindo além de alargamento,
também o fendmeno de interferéncia bem nitido, com o aparecimento de maximos e minimos como é o caso do

exemplo anterior.
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11.4 Problemas Propostos
1) Os mecanismos essenciais da difragéo estao contidos na equagdo de Helmholtz
(V2 + k)T =0, (11.36)

onde V2 é o operador laplaciano, k = nw/c é o nimero de onda no meio, w é a frequéncia temporal, n
é o indice de refracdo do meio e ¥ é um escalar que representa uma componente de campo elétrico ou
magnético. Observa-se ainda que k relaciona-se ao comprimento de onda A no meio através da relagao
k = 2n/A. Uma equagdo similar & (11.36) aplica-se também para ondas mecénicas, como o som, por
exemplo, caracterizando a universalidade do fendomeno. Ao contrario da dispersao, que ocorre em meios

cujas caracteristicas dependam da frequéncia, n(w), a difragdo deve ocorrer mesmo para vacuo.
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Assumindo a propagacao paraxial, propomos uma solugao da forma abaixo:
U(z,y,2) = O(x,y,2)e” ", (11.37)

que permite remover a variacao rapida na direcao z, se cada onda plana uniforme que compoe a funcao ¥
tiver vetor de onda k com a componente k, ~ k >> (k;, k) e nesse a diregao preferencial de propagacao

estd no eixo z. E facil demonstrar que:

2 [0 0d L ] ..
ﬁ |:a 3 21]{87 —k @:| 5

e uma vez que a variacdo rapida esteja contida no termo e~*** temos:

9°® 0P
| << 2|5

)

permitindo negligenciar a derivada de segunda ordem de ® em relagao & varidvel z. Desse modo (11.36)
toma a forma conhecida como equacao de propagagao paraxial:
0d
0z

onde V2 = 8, + 0, corresponde & parte transversal do operador laplaciano, dependendo somente das

i 2
- (0] 11.
Vit (11.38)

segundas derivadas em relagao as varidveis (z,y). Definindo as transf. de Fourier conforme segue:

O(x,y,2)

@np? / / (ky, by, 2)e” FeTe "RV ak, dk, | (11.39)

D(ky,ky, 2) = / / (z,y, 2)eF=Cekvy dady | (11.40)

e aplicar essas relagoes a equagao (11.38). Observando as propriedades mateméticas das transformadas, é

facil ver que a seguinte substituicao é possivel:
2 2 2
Vi = —(kz + ky)

permitindo obter a equagao abaixo:
d -
aé(kx,ky,z) (k2 + k)P (ky, oy, 2) - (11.41)
Dada a condicao inicial @ (k,, k,,0) encontrada a partir da distribuigao espacial ®(z,y,0) no plano z =0

podemos escrever a solucao da equagao acimas:

B (ky, by, 2) = (kx,k:y,O)exp[ (k%;ﬁ)} ,

2k

e finalmente obtém-se o conjunto de equagdes que descreve a teoria conhecida com éptica de Fourier [2]:
Pews) = G / / B (ks by, 0) exp [%W + k?)] “ikes bk, dk, | (11.42)
)

D(ky, ky,0) = / / (z,y,0)e*=Te*u¥ drdy . (11.43)

ik-x __

A solucdo ¥(xz,y,2z) = ®(x,y, 2)e”"** é uma superposicio adequada de ondas planas uniformes, e~
e~ ke thyy+k-2) contendo diferentes vetores de onda k = (ks ky, k;) de mesma frequéncia w e mesmo
valor para o produto k - k = k? = w?pue. mas k, ~ k >> k,, k, na aproximacao paraxial. Uma vez que ¥

representa uma das componentes do campo elétrico:

E = &(z,y, 2)e! @t F)a, | (11.44)
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podemos determinar a densidade de poténcia dada pelo vetor de Poynting;:

1 1
Spea ~ 2\/jEPaz - 2\/§|<I><x,y,z>2az . (11.45)

Pede-se entao:

a)

Substituindo (11.43) em (11.42) demonstre que:

ik ,
O (z,y, 2) =5 / / (',y',0) exp [2 [(x—2')? + (y — )] | da'dy/ (11.46)

Tome o cuidado de escrever (11.43) trocando a varigvel z por =’ e y por ¢/, ou seja:

kr,ky,O / / (z',y,0)et= @’ gikyy’ dz'dy’

**Integral gaussiana, 1til no cdlculo:

° 2 m 2
e~ 0T +bx+cdx — 76_[) /(4a)+c
oo a

E possivel em problemas de simetria cilindrica circular, transformar as varidveis z, y, z’, ¥’ em (11.46),

de tal forma que z = pcosp e y = psinp... O resultado final é:
2m
k
D(p,p,2) / / (o', ,0) exp [l pe COS( @) pdpdo . (11.47)
27TZ '—0

Para uma abertura circular de raio a colocada em z = 0 e iluminada por um feixe laser de comprimento

de onda A, com onda incidente podendo ser considerada plana uniforme na abertura, ou seja,

(', a,0)=Ey p'<a
d(p',,0) =0 P >a
(11.48)

determine, utilizando (11.47, a expressao para ®(p, ¢, z) em qualquer z >> a.

Integrais uteis:

2m
/ eii“"sydy:%rjo(x)
0

onde Jy é a funcao de Bessel de primeiro tipo de ordem 0.

Ji(b
/xJo(bx)da: = a:lT(x)
Determine, para uma distancia da abertura z = L >> A, tal que tan = p/z = sin 6, o valor de sin 6

e portanto a relacdo p/z para o qual ocorre o primeiro minimo da funcao ®(p, ¢, z) obtida.

Construa uma abertura circular (fenda circular) experimentalmente e faca a medida das distancias
p do primeiro minimo (regiao escura) e dos préximos. O padrao resultante é conhecido como padrao
de Airy, ou ainda discos de Airy (Airy pattern). Use fendas de dimensoes da ordem de 100um e
distancias para as quais podem ser observados os efeitos difrativos serdo da ordem de metros, a
depender da dimensao da fenda. Use um laser vermelho, cujo comprimento de onda tipico fica em
torno de A = 632nm.
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2) O Método da Fase Estaciondria e a Fenda Simples: A realizacdo de integrais definidas de limites

400 com integrandos oscilatérios sao muitas vezes complicadas de resolver mesmo numericamente. No
entanto, uma vez que as regioes de oscilacoes muito rapidas do integrando pouco contribuem para o
resultado da integral, pode-se aproximar o integrando na regido (ou regides) em que a fase varia pouco.

Denomina-se método da fase estacionaria. Considere a seguinte integral:
0 .
F= / f(z)e @ dy (11.49)
—00

onde f(z) é uma funcdo bem comportada que varia lentamente com x na maior parte das regides, relati-
vamente & S(x). As regides em que S(x) varia muito rapidamente pouco contribuem & integral, pois para
cada ”4rea” positiva sob a curva f(z)e’ (*) haverd uma correspondente contribuicdo negativa. Portanto,
vamos expandir S(z) em séries de Taylor em torno de um ponto estaciondrio, ou seja, dS/dx|y=, = 0 tal
que:

1
S(z) = So + 5S”(m —x0)?, (11.50)
sendo Sp = S(zo) e " = d*S/dx?|(y—sp)-
Pede-se para demonstrar que o resultado da integral sera aproximadamente o seguinte:

F = f(xo)eiso o -

(11.51)

Este é o valor da integral no método da fase estaciondria.
Agora utilize esse método para resolver o problema da difracdo por uma fenda simples em 1+ 1D, onde
o campo inicial, em z = 0 é dado por
®(x,y,0) = Phip , —a<z<a,
O(z,y,00)=0 , |z|>a. (11.52)

Veja que nao depende de y. Nos célculos vocé percebera que para grandes valores de z oscilagoes rapidas
ikiz
2k
estaciondria, ou seja, na condigao em que:

ocorrem devido ao termo de fase exp [ - zkxx} na integral de difragao. Utilizando o método de fase

d [k2z
dk, [Qk _kwx} =0,

mostre a uma solucdo aproximada do campo distante é dada na forma abaixo:

Dod sin [Hz
O(z,y,2) = %\/Ek[df] : (11.53)
2z

O fator de decaimento do campo com +/z decorre do fato de a situacdo ser considerada bidimensional

(z,z), ou invariante em y, garantindo assim a conservacdo da poténcia total da onda. Em 3-DIM o fator
correto seria de z e ndo de y/z. Fazendo uso das definigdes k = 27/\ e /2 = tanf e ainda aproximando

tan @ = sin 6, quando = << z, podemos reescrever esta iltima expressdao na forma abaixo:

Dod sin[rdsind/\
P = . 11.54
(2,9) 2m\/z  wdsinf/\ (11.54)

O resultado acima é bem conhecido da teoria da difragdo: padrao de interferéncias caracteristico do
experimento da fenda simples. Faca o gréifico de intensidade |®|? do campo em fungdo de wdsinf/\ e

encontre os valores de 6 onde ocorrem os maximos dessa funcao.

Proponha aplicagoes desse tipo de experimento. O que é o principio de Babinet?
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3) Obtenha a equagio de propagacao paraxial e a partir da éptica de Fourier determine o comprimento de
difragao e a solugao para todo z para uma onda monocromadtica de frequéncia w cujo perfil em z = 0 é
gaussiano na forma

2a2

g2
@(:my,O)erxp( ) .

Determine a solucao para todo z se agora a onda tem padrao inicial na forma gaussiana em coordenadas

cilindricas

_p?
D(p,p,0) = A £
(p,¢,0) exp<2a2> :

onde p? = 22 + 42,
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Chapter 12

Dispersao Temporal

A dispersao da luz é um fenémeno ondulatdrio associado a superposicao de ondas com diferentes frequéncias, ja
discutido na Ref.[6], e produz deformagao temporal de pulsos propagantes em sistemas de comunicagado 6ptica
e a decomposi¢ao da luz branca por um prisma, para citar as consequéncias fisicas mais conhecidas. Podemos
estudar a dispersao de ondas em sistemas guiados por uma equagao paraxial. Partindo da equagao de ondas
no dominio da frequéncia mostrada na equagao (8.222), desprezando o lado direito na chamada condicao de
guiamento fraco, muito usual em fibras épticas, porque o indice de refracao do nicleo é muito parecido com o

da casca. Podemos escrever a solugao para um pulso do campo elétrico na forma que segue:
E=A(x,y, z,w)ei(ﬁf’z) , (12.1)

onde o vetor A descreve a envoltéria do sinal, w é a frequéncia portadora do sinal e [y uma constante de
propagacao longitudinal ao longo de z na frequéncia central wy do espectro de um pulso. Uma vez que o perfil
transversal é definido por condigoes de contorno impostas pelo guia de onda, podemos supor uma solugao para
a envoltéria na forma A(z,y, z,w) = F(z, y)iﬁ(z, w)é, sendo & um vetor unitdrio de polarizacdo, cuja variacao é
desprezivel em meios isotrépicos e aproximadamente homogéneos. A funcao F'(z,y) descreve o perfil transversal
do modo, que também nao varia ao longo da propagacao e satizfaz uma equagao de ondas bidimensional, na
forma:

(V3 +k2)F(.y) =0, (12.2)
onde k2 = k2 + kf, = k% — % é o ntimero de ondas transversal e 3(w) é a constante de propagacao na frequéncia
w, nao necessariamente na frequéncia central wy do espectro do pulso considerado. A solucdo dos valores de
ki e F(x,y) que satisfazem as condigbes de contorno impostas pelo guia é obtida através da chamada andlise
modal. Substituindo a soluc¢do proposta acima na equagao (8.222) nos fornece o resultado abaixo:

. -
2715 + Qiﬂog—f + (2 -B2 -k =0. (12.3)
Lembrando que k% — k3 = (2, podemos expandir a fungao 3 em séries de Taylor em torno da frequéncia de

portadora do pulso, wq:

s =3 i () )| =)™ = ot o= ) + 3ol b (12)
onde sio definidas as seguintes quantidades:
Bo = Blwo) , (12.5)
pr = g—f oy (12.6)
B2 = % o (12.7)
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Desse modo, pode-se mostrar facilmente que:

(k* — B2 — k%) = B2 — B2 = 2B0S1(w — wo) + [BE + Bof)(w — wo)? + O(w — wp)?]. (12.8)

Negligenciando termos que dependam da (omega — wy)™, com n > 3, o que é geralmente possivel caso B2 # 0,
a equacao (12.3) toma a forma abaixo:
9”9 1%
022

Uma vez que 7]1(2, w) é uma fungéo no dominio w podemos aplicar a transformagcao de Fourier (2.127) & equagao

+ 26 ,80 + (28081 (w — wo) + (B + BoBa)(w — wo)?|Y =0 . (12.9)

acima, para obter:

2
TR gy P20 g (12520 — e
+(B% + BofBe) (—828?) - 2¢w0%?t) +wg\11(z,t)) =0. (12.10)

Podemos identificar os termos wo/By = vp € f1 = 1/v, com a velocidade de fase da portadora e a velocidade
de grupo de um pacote de ondas, respectivamente. Para remover a componente de variagao rapida no tempo
definimos W(z,t) = 1(z, t)e~*°! para obter a versdo simplificada da equagio acima:

0%Y(z, 1) o(z, t) a¢(z t) 9%1P(z,1)
022 0z ot?

Convencionalmente faz-se uma transformacao galileana de coordenadas, na forma T' =t — 1z e Z = z. E

+ 2y + 2601 ———— — (B] + o) =0. (12.11)

deixado como exercicio mostrar que para solucoes dependentes de z e T' a equagao toma a forma a seguir:

00(ET) 1, 0%(zT)
9z arz -

E interessante notar que a equagao acima tem a mesma forma da equacao de Schrodinger da mecanica quéntica,

ﬁ (12.12)

porém com os papéis do tempo e do espaco trocados. Quando os termos em [,, com n > 3, comegam a se
tornar importantes aparecem na equacao as derivadas de ordem mais alta no tempo, e a analogia com a equagao
de Schrodinger nao-relativistica nao é tao boa. E possivel ainda levar em conta efeitos difrativos inserindo um
termo contendo Vi, o que define um operador andlogo ao laplaciano, com trés coordenadas x,y,T.

A solugao da equagdo (12.12), mutatis mutandis, segue a mesma metodologia empregada no estudo da
difragdo na aproximacao paraxial. Aplicando a transformada de Fourier,obtemos de forma muito simples a

solucdo geral, na forma abaixo [6]:

¥(2,T)

1 [ - . .
o / $(0,w)e 2" 26T gy (12.13)
T J—00

P(0,w) = /_OO D(0,w)e”Tar | (12.14)

onde 9(0,T) é o padrao temporal do campo em z = 0, tomado como campo inicial, e 1/;(0, w) é a sua transformada

de Fourier.

12.1 Efeitos de degradacgao de sinais na fibra optica

A utilizacdo de guias de ondas evita o principal efeito da propagacao ndo guiada: a difracdo. Na propagacgao
guiada a onda propagante se propaga através de um ou mais modos possiveis dentro do guia. Assumindo-se
que este seja conhecido, deseja-se determinar quais efeitos ocorrem com um sinal & medida em que se propaga
ao longo da fibra.

~ Sao estes efeitos principais:
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e Dispersao;
e Atenuacio;
e Nao-linearidades;

Temos entdo para a DISPERSAO:

1) Dispersao Intermodal - ocorre na propagagao Multimodo;

2) Dispersao Intramodal - tanto monomodo quanto multimodo, mas é mais relevante no caso monomodo,
pois a dispersao intermodal usualmente domina no caso multimodal. Podemos separar em:

2.1) GVD - Group Velocity Dispersion - ocorre devido a geometria do guia de ondas, bem como devido ao
material.

2.2) PMD - Polarization Mode Dispersion - devido & defeitos, birrefringéncia e anisotropia.

~~ Vamos reescrever a equagao paraxial, acrescentando novamente o termo que foi negligenciado anterior-

mente, ou seja, a derivada segunda de ® em relagao a variavel z:

001y 0
Y5z~ 28, 922

~~ Nesse sentido, até aqui nao ha aproximagao alguma sendo feita!! Trocamos 8 por By, por motivos que

Vi + + (k* — B3)®] ,

seguirao.

~» Cabe lembrar que a constante k(w) = kon(w) é uma funcao da frequéncia, definido em outros termos
como k?(w) = w?ppe.(w).

~» Um sinal eletromagnético usualmente tem largura de banda Aw e é montado sobre uma onda portadora
de frequéncia wy. Geralmente, e especialmente no dominio éptico tem-se a condigao Aw << wy.

Lembrando que no modelo de Lorentz:

2
€ o w

— =g —i— =14 5—F—, (12.15)
€0 WEQ Wiy — w* +wv

sendo €, a parcela real da constante dielétrica relativa, o a condutividade do material, w a frequéncia de

2
p

do material e v a frequéncia de colisdes, N, é a densidade de cargas g no material e m a massa das mesmas.

n(w) = \/5 (12.16)

~ A parte imagindria estd associada a absorcao, enquanto a parte real corresponde & caracteristicas de

operagao, w? = N,q?/(meo) a frequéncia de plasma do material, w, uma frequéncia caracteristica de ressonancia

fase/dispersao na propagagao.
~~ Meios condutores - elétrons quase livres, o que corresponde a w, — 0 e geralmente satisfazem a condigao
v >> w para frequéncias abaixo do ultra-violeta, o que nos da:
2

w.
—e i a1 (12.17)
o Weéop wr

Ec

~~ Materiais dielétricos de poucas perdas, categoria na qual podemos enquadrar as fibras épticas - linha de
ressonancia estreita. O caso extremo desse tipo de material corresponde a levar a expressao (12.15) ao limite

v — 0 e nesse caso obtém-se:

e .o Wp

~ Em w = w,, um meio dielétrico de poucas perdas tem comportamento de um condutor, com alta condu-

tividade efetiva.
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~~ O limite para longe da ressonancia nos da a chamada equagao de Sellmeier.
2
2 “p
w =14 —*—
; w2 — w?

~» Dado que a comunicacdo éptica geralmente satisfaz a condi¢do wy >> Aw (wo ~ 10rad/s, Aw ~

10*rad/s para comunicacdes em Th/s), podemos expandir k em séries de Taylor em torno de wo:

—~ 1d
— —wo)™ . 12.1
mZ: m! dwm ‘w:wo (w wo) ( 9)
Definindo os coeficientes a seguir:
d™k(w)
L = ; 12.20
dwm w=wq ( )

com I'g = kon(wp), podemos expressar k?(w) na forma:

- Z Z %S!Frrs(w - W())T—i_S 5

Inserindo a expansao na equagao paraxial, obtemos:

o2 (E i )]

~» Expandir k(w) em torno de wy corresponde & eliminagao da variagdo temporal rdpida na forma e

8<I>
8z 26

iwot
7
assim como removemos a variacao rapida em relacdo & z com o termo e~ %07
~~ A prova desse argumento se d4 passando do dominio w—wyg para o dominio ¢, fazendo uso das propriedades
das transformadas de Fourier: (i)"(w — wp)™ > e'“otgn /otn

Obtemos entao a equagao de propagacao paraxial no dominio do tempo:

8<I> 8 <I> ot
Vi 4+ i"eT, T <1> 20 12.21
az 260 L <ZZ rls! S Ofr+s Bo ) ( )
onde ¥(z,y, z,t) é dado por
U(x,y,2,t) = O(x,y, 2, t)e <0t (12.22)

~ Variacoes rapidas estdo em e~ (“ot=502) ¢ o comportamento de envoltéria é descrito por D(x,y, 2, 1).
Restringindo atengao & ondas guiadas propagantes: um modo deve satisfazer uma equagio da forma V2 ® =

—kiOCIJ entao podemos substituir este resultado na equagao anterior, para obter

8<I> 1

5 = 2 (12.23)

" *s
r+s 2 2
322 (Z Z 7481 Iy (’%TJFS — (B + kloﬂ’)

Negligenciando derivadas temporais de ordem maior do que 92?/9t? pode-se reescrever a equacio acima:

0?®
o2

8<I> 1
82’ 250

Fazendo I'2 = 52 + k2 e utilizando a regra da cadeia de derivadas podemos mostrar que:

%P 0P
{ +T2® — 20T — — (Dol +T%)——

5 — (B + ki)@} : (12.24)

_dk _dkdB _ Bop
[i(wo) = 7 (wo) = dBdw Ty

onde os parametros 3y, 81 e fB2 sdo definidos na forma
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Bo = B(wo) » (12.25)
B = i (12.26)
B2 = 2zl (12.27)

permitindo escrever a constante §(w) em séries de Taylor:

0B 1023
B(w) = B(wo) + % WO(W —wo) + 3902 wo(w —wo)® + e s (12.28)

Reescrevemos a equacao na forma:

3<I> 1 [o%® . 0P 0%

Bz Tﬂo [022 = 2ifof1—, ot — (BoB2 + B7) =5 12 ] (12.29)
Utilizando a relagao:

82<I> 282<I>
/81 atg -

e fazendo uma transformacao galileana de coordenadas:

/
zZ = =z,

T t—ﬁlz.

podemos reescrever (12.29) nas coordenadas (z,T'), na forma abaixo:

02 pp 0’0
i —?2@. (12.30)

~~ Novamente, tema forma de uma equagao de Schroedinger.

Por analogia com a Mecanica Quéantica de uma particula livre tem-se

Ak, BQA 2

A transformada de Fourier demanda que um pulso de duracdo 7 satisfaz uma relacdo de incerteza na forma

7> 1/(2Aw)

assim como

Laisp = Az > 1/(2Ak,)

E f4cil mostrar dessas relagoes, portanto que

Laisp ~ 47% /32

o que estd de acordo como resultados bem conhecidos obtidos de forma exata.

Solucao Exata: sendo conhecido o formato do sinal em z = 0 podemos obter facilmente
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1 Rl 27 .
b(x,y,2,T) = 2—/ O(x,y,z =0,w) exp [2/62;&}} T dw (12.31)
T J—co
. 1 [ ,
d(z,y,2 = 0,w) = 7 / ®(z,y,2=0,T =t)e “TarT . (12.32)
™ — 00
~s ®(x,y,2,T) é o envelope da funcao U(z,y,z,t) = ®(x,y, z,t)e H“0t=F02)  que contém um termo de

oscilagao répida e~#(wot=Foz),

Para um espectro gaussiano na forma

~ 2.2
@(x,y,z:o,w) :(I)L(wvy)exp <w27—0) .

pode-se obter de maneira relativamente facil, nas coordenadas (z,t) a seguinte solugao:

U(w,y,z,t) =D (2,y) o p [—(t — 20— %Z/Toz)} gilwot=Foz) (12.33)

———— €x
2 . 2 2,2/.2
Ty + if2z 2(ry + B32%/75)
~~ A frequéncia wy é denominada frequéncia portadora e o termo exponencial é o termo de fase relacionado
a esta frequéncia, e/(“0*=502) que podemos escrever na forma e~ "o (z=vpt)

Dessa forma definimos a chamada velocidade de fase
vp = wo/Po

que é a velocidade com que a fase da onda portadora se propaga.

~~ Ja a velocidade
vg=1/B1
é aquela com a qual o envelope se propaga ao longo de z.

Existe uma relacao formal que diz que

_ 2
Vg - Vp =C

~~ Finalmente, o termo (2 é responsavel pela dispersao, ou seja, pelo alargamento temporal do pulso a

medida em que propaga ao longo de z. Definindo uma largura temporal 7(z) na forma

2,2
7(2) = |75 + ’Bif , (12.34)
0

e calculando a densidade de poténcia transportada pela onda

_ 1 /e )2 2m ox _(t—ﬁlz)2
Smed—2\/;|¢l_( Y| Wew=1e p[ ) } , (12.35)

podemos obter o comprimento de dispersao Lyjsp,
72
Laisp = V3 % (12.36)
2

como a distancia para a qual o pulso gaussiano dobra sua largura temporal. Se S5 = 0 nao hé dispersao,
pois Lgisp — 00.

~» O parametro 2 produz alargamento do pulso gaussiano mas ndo muda sua forma - ele continua gaussiano.
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~» Podemos levar em conta mais termos na expansio em séries de Taylor para §(w), mas nesse caso & medida
que propaga até mesmo o pulso gaussiano muda sua forma.

~ Incluindo (3 é a aproximacao seguinte:

0P B0’ B3P0

i, = 2o T a1 (12.37)

~ Fxiste uma regiao de operagao da fibra para a qual f5 = 0, denominada de regiao de dispersao zero.
Nesse caso, para obter os efeitos dispersivos se faz absolutamente necessario levar em conta o efeito de (3 e
termos de ordem maior.

~ E também possivel combinar os efeitos de By e (B3 para obter, apds uma certa distdncia propagada,
dispersao nula, ou quase, se os efeitos combinados se cancelam.

Analise quantitativa da dispersao

~~ Observe que em uma fibra de comprimento L, o tempo T necessario para um grupo de ondas percorrer
essa distancia é dado simplesmente por:

L
T===1Lg".
v

g
~ Para calcular as diferencas de tempo entre as componentes de frequéncia dentro desse pacote de ondas,

podemos simplesmente derivar a expressao acima em relagao a w:

AT = L?dw = LBsdw . (12.38)
w

Para que um sinal possa ser recuperado, a largura de bit 7 deve satisfazer a condigao:
7> AT,

Assumindo a largura de banda na forma B = 1/7, obtemos:

1
BL .
= BoAw
Lembrando que:
c=\f
e w =27 f temos
27c
dw = —FdA s
e portanto:
BL < ——
< DAX
sendo definido o parametro de dispersao:
27c
D— _Fﬁz (12.39)

~ A largura A\ nao estd associada a banda da informacao e sim deve-se geralmente & largura de banda do
laser. Tipicamente lasers semicondutores multimodo tem AX = 2nm.

~» Em fibras de silica padrao o valor do parametro de dispersdo gira em torno de D = 1ps/(km . nm) em
A = 1.3um. Isto nos dd BL ~ 1(Th/s).km.



292

E interessante notar algumas relagdes que seguem de definigoes anteriores:

BB
neff = k‘io = C; 5
dessa forma
1 8neff
B = - [neff—Fwaw )

mas uma vez que v, = 1/81, podemos definir o indice de refracao do grupo, n,, na forma
g ’ s gy

C 6”6
ng:F:cﬂl :neff+w7a(jf y (1240)
g
~~ Lembrando que D = —%Bg e o = 0P1/0w, temos finalmente:
21 [ Oneyy 62neff
D= 2 2 B 4w e (12.41)

~~» Na verdade D = Dy; + Dw onde Dj; é uma parcela que sé depende do material, enquanto que Dy é a
variacao do indice efetivo do guia com a frequéncia.

~~ Tipos de Fibra Quanto a dispersao:

A) Fibras de Silica Padrao: em geral a dispersao depende de f32, exceto no ponto de dispersao nulo, onde
B2 = 0 e tem-se que levar em conta o efeito de 3. O parametro D geralmente é baixo préximo de A = 1.3um.

B) Fibras de Dispersao Deslocada: E construida de tal forma que (2 = 0 na frequéncia de operaciao desejada,
usualmente através do material e geometria do guia de ondas. Os parametros que podem ser modificados sao
a, n1 e A. Essas modificagoes fazem um valor muito pequeno em D = 1.55um

C) Fibras com Perfil de Dispersao Plana: Para operar em um amplo espectro 1.3um < A < 1.6um, a fibra
é construida de tal forma a tornar a dispersao plana nessa regiao de interesse, com o mais baixo valor de D

possivel.

12.2 Atenuacao: Perdas na Fibra

~ A atenuacdo em uma fibra éptica pode ser separada em varios termos especificos:

1) Absorgao/Atenuagao:

e Intrinseca: deve-se as caracteristicas do préprio material com o qual a fibra 6ptica é construida, no caso
a silica. Do ponto de vista fisico corresponde a uma contribui¢cao imaginaria do material para a constante

dielétrica .. Longe das ressonancias esse termo é usualmente menosprezado.

e Extrinseca: deve-se a ressonancias e outros efeitos produzidos por impurezas na fibra. Um exemplo tipico
de impureze extrinseca na fibra é a dgua e moléculas OH, devido & umidade, que sao capazes de produzir
alta atenuacgao. Na verdade a melhoria da propagacao nas fibras 6pticas passou pela técnica de eliminacao

de impurezas, sobretudo a umidade.

2) Perdas por espalhamento:
A onda propagante encontra centros de impureza, nos quais ela é espalhada. Um exemplo de fend6meno
de espalhamento bem conhecido é o espalhamento sofrido pela radiagao solar, dando a tonalidade azulada a

atmosfera.

Existem trés tipos principais de espalhamento:
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e Espalhamento Rayleigh: este fenémeno ocorre devido a pequenas inhomogeneidades no indice de refragao
da fibra, devido a flutuagoes da densidade da mesma. Ocorre até mesmo devido a efeitos de temperatura.

A perda por espalhamento Rayleigh tem uma lei da forma:

C
ar = - (12.42)

A frequéncia da onda espalhada é a mesma da onda incidente, nesse caso.

e Espalhamento Brillouin: espalhamento de ondas eletromagn. com o auxilio de ondas de som no material -
interagao fonon-féton na fibra. Pode haver absorcao ou emissao de fonons, a onda resultante tem frequéncia

ligeiramente diferente da onda incidente.

e Espalhamento Raman: transi¢cbes atOmicas no material. A onda incidente e a onda espalhada tem

frequéncias diferentes.

~~ Os fenémenos de Brillouin e Raman s6 podem ser compreendidos inteiramente através da Mecanica
Quaéntica.

~~» Ambos geralmente sao nao-lineares.

~» O efeito Raman pode ser utilizado em amplificadores épticos.

~+ Nao linearidades importantes sao:

1) Three and Four-Wave Mixing: ocorre geralmente em sistemas WDM, onde duas ou mais ondas se com-

binam de forma nao linear, para gerar uma terceira. Exemplo:
W1+ W — Wz =wg .
2) Propagacao Soliténica: corresponde & propagacao de pulsos Gpticos que nao se dispersam e nem difratam,

na presenca de meios nao-lineares. Proposta de propagagao a longas distancias.
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12.4 Problemas Propostos

1) Considere a solugdo da equagio de dispersdo dada abaixo:

D(=T) 1
! 0z 2

0%y (z,T)

52 aTQ )

(12.43)



294

utilizando transformadas de Fourier:

P(z,T)

1 [ . . .
5 / (0, w)e P2 1261 T gy (12.44)
™ —0o0

D(0,w) = /_OO (0, w)e”TdT | (12.45)

onde ¥(0,T") é o campo em z = 0. Obtenha a solugdo geral e o comprimento tipico de dispersdo para o
pulso gaussiano:
$(0,T) = Ae=T7/275) (12.46)

onde 7 é uma constante de tempo associada a largura do pulso.

O que muda na equagao de dispersao e na forma da solucao ao considerarmos um termo adicional devido

ao (3?7 Proponha a nova equacao e sua solucao. Que novos efeitos podem ocorrer?



