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Capitulo 1

Introducao
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Capitulo

Curvas e trajetorias

Neste capitulo, estudamos fungoes vetoriais do tipo 7(¢), ou seja, uma fungao
que associa um parametro real a vetores no plano ou espaco. Tais fungao veto-
riais, que dependem de apenas uma variavel, sao os exemplos mais simples que
estudaremos.

2.1 Funcoes vetoriais de uma variavel - curvas e
trajetorias
Uma funcgao vetorial de uma variavel é uma fungdo da forma
7: D — R,

onde D C R é o dominio de definicdo de 7 e t é um parametro - podendo ser
interpretado como o tempo ou nao. Em coordenadas cartesianas, uma funcao
vetorial assume a seguinte forma:

Exemplo 2.1.1. Sao exemplos de fungoes vetoriais
a) f(t) =sen (t)i + cos(t)]
b) g(t) = ti + cosh(t)k
¢) h(t) = 2cos(t)i + 4sen (t)] + th, 0 <t <8

Uma curva no espaco pode ser representada pelo conjunto de pontos de uma
fungao vetorial 7(¢) nao constante em todo o seu dominio. Um ponto 7(¢) de uma
parametrizacao é dito regular se 7'(t) # 0. Uma parametrizacao é dita regular em

2
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TRAJETORIAS 3
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xT

Figura 2.1: Hélice circular dextrogira associada a fun¢ao vetorial do Exemplo 2.1.3.

t se 7'(t) # 0 em todos os pontos. E possivel definir orientacdo para uma curva
regularmente parametrizada, a orientagao é dada pelo sentido de crescimento do
parametro t.

Exemplo 2.1.2. A funcio vetorial f(t) = cos(t)i + sen (£)] para 0 < ¢ < 2 des-
creve uma circunferéncia de raio 1 centrada na origem sobre o plano zy orientada
no sentido anti-horario.

Exemplo 2.1.3. A funcdo vetorial f(t) = cos(t)i+sen (t)j+tk para t € R descreve
uma hélice circular, como mostra a figura 2.1.

O limite, a derivacao e a integracao vetorial sao definidas componente a com-
ponente no sistema de coordenadas cartesiano:

11_{12 r(t) = lltgré x(t)i + %g% y(t)j + lim z(t)k (2.1)
dr(t) dz(t) - dy(t)—,» dz()

= k 2.2

dt a a7 (22)

/abf(t)dt - / dtz+/ dt]+/ (2.3)

/F(t)dt :/ dtz—l—/y dt]+/ 1tk (2.4)

Teorema 2.1.1 (Regras de derivagdo). A derivada de fungoes vetoriais satisfaz
as sequintes identidades:

1. Se #(t) ¢ um vetor constante, entdo 7 (t) = 0.

2. 4[aF(t) + ia(t)] = a0l 4 gdnd)

Licenga CC-BY-SA-3.0. Contato: reamat@ufrgs.br
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4 Célculo Numérico

3. Se f(t) € uma fungdo real, entdo % [fOF ()] = f/(t)F(t) + f(t)%(tt)
4o g () - 7)) = Fi(t) - T+ T - ()

5. LA (E) x 7)) = 7 () x 20 4 910 o g g

Demonstragio. Os dois primeiros {tens podem ser obtidos diretamente de (2.2). A
verificacao fica a cargo do leitor. O item trés pode ser obtido de uma aplicacao da
regra da cadeia a (2 2):

SO = 5 [F0e0T+ SOy0T + 100

= [ "(x(t) + F(O2' O+ [ (Oy() + FOy (D) + [F/(0)2(8) + ()2 ()] k
= F() [x®)i +y(®)] + 2] + F(t) [ ()7 + ¢/ ()] + 2 (k]

= fi(O)F() + f(6)r(t)
A derivada do produto escalar de duas fungoes vetoriais é dado por:

d .
yAUORAD)

[wl(t) 2(8) + y1(B)y2(t) + 21 () 22(1))]

= [ '(t)xz( ) + 21 ()5 ()] + [11(D)y2(t) + y1(t)ys(0)]
[21(#)22(t) + 21(1) 25(t)]

)

= 7(t) - dr;i ) + d?”;i - 75(1)

Finalmente a derivada do produto vetorial pode ser obtida de:

L0 < m0)] = 00 — 5 (0]
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[ @Op(t) — (b0 k
_ 7?1(75) % d?“;it) + d’l";it) 5

Demonstraremos agora um importante teorema do cédlculo vetorial:

Teorema 2.1.2. Uma fungdo vetorial i(t) possui norma constante se e somente
seu(t)-u'(t) =0.

Demonstragio. Como |lul]? = (t) - 4(t), temos

dlu)?> d ... . di di dii
- . Y i BT Ny D)V Bl
g = o ) A = =20

—

Assim, se ||u|| for constante, a derivada a esquerda é nula e temos u(t) - @’ (t) = 0.
Reciprocamente se (t) - @'(t) = 0, entao ||u|| deve ser constante. O
Observagao 2.1.1. Uma importante interpretagdo deste teorema é que se v(t)
representa a velocidade de uma particula no instante de tempo ¢, entao se o mo-
dulo da velocidade v(t) for constante e ndo nulo entao a aceleragdo @ = v'(t) é
perpendicular a velocidade sempre que for nao nula.

Exercicios resolvidos

Esta secao carece de exercicios resolvidos. Participe da sua escrita.

Veja como em:

https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html

Exercicios

E 2.1.1. Reconhega e represente graficamente as curvas descritas pelas se-
guintes fungoes vetoriais:

Licenga CC-BY-SA-3.0. Contato: reamat@ufrgs.br
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6 Célculo Numérico

e) f(t) = ti+ cosh(t)], —oo <t < o0

—

f) f(t) = senh ()i + cosh(t)], —oo < t < o0

E 2.1.2. Seja 7(t) o vetor posi¢do de uma particula dado por

—

7(t) = acos(wt)i + asen (wt);

Calcule o vetor velocidade ¢ e o vetor aceleracao ¢ dados por v = 7 (t) e d = v’ ().

E 2.1.3. Dada a funcdo vetorial 7(t) = ¢%7 + ¢'j — 2 cos it k, calcule:
a) lim 7(t)

t—0

dr(t)

dt
¢) #(1)

b)

—

: 5 : _ 127 2t 7
E 2.1.4. Verifique que a funcao vetorial dada por f(t) = 1570 + 1577, —00 <
t < oo representa uma curva contida em uma circunferéncia no plano xy centrada
na origem. Identifique o raio desta circunferéncia, identifique a curva e isole os

quatro quadrantes.

E 2.1.5. Encontre a derivada de cada uma das fung¢oes vetoriais do exemplo
3.1.1

E 2.1.6. Mostre as seguintes identidades:

2 PO i) = ()
b) & [7(e) x (1)) = 710) x ()
dr(t) 1 . .
) T = T )
dr(t) _ (@) () -
Vo =~ ewp O
Observagao: Lembre-se que 7(t) = f(—g er(t) =)

Licenca CC-BY-SA-3.0. Contato: reamat@ufrgs.br
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Figura 2.2: Aproximagao poligonal do comprimento do arco

2.2 Comprimento de arco

Seja a =ty < t; < ty < --- < t, = b uma particao equidistante do dominio
com At =t; —t;_1 e P,=17(t;), 1=0,1,--- ,n, pontos sobre a curva, como mostra
a figura 2.2. Uma possivel aproximacao para o comprimento da curva ¢ dado pelo
comprimento da poligonal. Observe que o comprimento do segmento P;_; P; é dado
por ||P; — P,_1||, logo, a aproximagao para o comprimento da curva é

L, = Z 15— Pia |

= Z \/ —2i1)? 4+ (Y — Yi1)? + (2 — 2i21)?

B —zi)? | (Wi —yi)? | (i zie)?
n ZNJ (At)2 * (At)? + (At)?

% 1 Yi — Yie1\ 2 (Zz — Zi—1>2
_ Jr Jimh L AN A
S (B (M) - ()

Naturalmente, L = lim,,_.o, L,,. Como o lado direito da ultima igualdade é uma

soma de Riemann, temos:
N, (), (d=()
dt dt

L_/abJ (df; >2dt_/ab||F’(t)||dt. (2.5)

Licenga CC-BY-SA-3.0. Contato: reamat@ufrgs.br
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8 Célculo Numérico

Logo, o comprimero do arco s quando a parametro corre de a até t é

s(t) = /: 7(F)ldr,  a<t<b (2.6)

Exercicios resolvidos

Esta secao carece de exercicios resolvidos. Participe da sua escrita.

Veja como em:

https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html

Exercicios

Esta secao carece de exercicios. Participe da sua escrita.

Veja como em:

https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html

2.3 Triedro de Frenet-Serret

Seja a curva descrita pela fungao vetorial 7(t). Queremos encontrar um vetor
que seja tangente a curva em um dado ponto. Para tal tomamos o limite

hmr@+hy—mw
h—0

Este limite converge para 7 (t) e, geometricamente, para o vetor tangente a curva
no ponto P relativo a #(t)! sempre que 7(t) # 0. O sentido do vetor 7(t) é dado
pela parametrizagao da curva, em outras palavras, o vetor 7'(t) aponta no sentido
em que o parametro t cresce.

Observe que a norma do vetor tangente depende de como a curva é parametri-
zada e nao apenas da curva em si. A fim de trabalhar com um objeto que independe
da parametrizagao, é natural definirmos o vetor tangente unitario, denotado por

—

T (veja figura 2.4):

1T (@)l = 7(t) # 0. (2.7)

1O leitor atento ao formalismo pode tomar esta coma uma definicio de vetor tangente. Adi-
ante, veremos que esta defini¢do é consistente com o vetor tangente do calculo de fungdes de uma
variavel.

Licenca CC-BY-SA-3.0. Contato: reamat@ufrgs.br
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2.3. TRIEDRO DE FRENET-SERRET 9

Figura 2.3: O vetor tangente 7 (t)

A condigdo de existéncia para o vetor T é a funcao vetorial que parametriza a
curva seja diferenciavel que sua derivada seja diferente de zero, ou seja, que a
parametrizacao seja regular.

Observagao 2.3.1. Quando 7(¢) representa a trajetéria de uma particula ao longo
do tempo, a derivada 7 (t) é a velocidade v¥(t) da particula. Neste caso, o vetor
tangente unitario é o versor associado a ¥(t):

F(t) = v(t)0(t) = v(t)T ().

A norma de ¥(t), denotada por v(t), é chamada de velocidade escalar. O vetor
T'(t) indica o sentido e a dire¢ao da velocidade.

O vetor T pode ser definido de forma alternativa como segue: olhamos s como
funcdo de t na expressao (2.6) e observamos que s'(¢t) = ||7’(¢)|| > 0. Assim, s(t) é
uma func¢ao continua e monétona de t. Também, usando a rega da cadeia, temos:

dF  dids _ dF

— =22
di ~dsdi dsl Ol
Como 7(t) representa o vetor tangente, entao
T ar _ 7

ds |72l dt

representa um vetor tangente unitario.

Agora, queremos definir um vetor ortogonal a T que esteja no mesmo plano
formado por 7(t) e 7 (t). Para isso, usamos o resultado do teorema 2.1.2. Observe
que a funcao vetorial f(t) possui médulo constante e, portanto, f(t) T (t) = 0.

Licenga CC-BY-SA-3.0. Contato: reamat@ufrgs.br
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10 Célculo Numérico

Figura 2.4: Triedro de Frenet-Serret

Observe que T(t) e T'(t) estio ambos no plano formado por 7(t) e 7 (t) e sio

ortogonais entre si. No entanto, 7"(¢) ndo é necessariamente unitario. Logo, faz
sentido definir o vetor normal unitario como

g L0
170

A figura 2.4 contém a representacao do triedro de Frenet-Serret em alguns pontos
de uma hélice dextrogira.

Finalmente, vamos definir um vetor unitario que é simultanemente ortogonal a
T e N. A forma natural de obter um vetor ortogonal a outros dois vem do produto
vetorial. Assim, o vetor binormal unitario é definido como

B=TxN.
Das propriedades de produto vetorial, temos que B , além de ortogonal a TeN ,
¢ unitario e forma um sistema dextrogiro. O trio 7', N e B ¢é chamado de triedro
de Frenet-Serret. A figura 2.4 apresenta a representacao de alguns triedros de

Frenet-Serret.

Licenga CC-BY-SA-3.0. Contato: reamat@ufrgs.br
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Exercicios resolvidos

Esta secao carece de exercicios resolvidos. Participe da sua escrita.
Veja como em:

https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html

Exercicios

E 2.3.1. Represente graficamente o terno de vetores f,]\7 e B e verifique
através da regra da mao direita as seguintes identidades:

— — —

a) B=Tx N
b) T = N x B
O N—BxT

Use a identidade vetorial dada por
U X (Ux W) =0(U- ) —(u-0)
para obter as identidades b e ¢ a partir de a.

E 2.3.2. Considere a trajetéria dada pela equagoes paramétricas

r = tsen(f)
= tcos(t)
z = 0

Esboce grafico dessa trajetoria para 0 < t < 27, indicando os pontos inicial e
final. Esboce o triedro T, N e B nos instantes ¢ = /4, t = 3w/4, t = b /4,
t = 7w /4.(Obs.: Nao é necessario calcular analiticamente o triedro.) Considere a
identidade vetorial % = 27 - 4 no instante t = 7/2, ela é compativel com seu

dt
desenho?

E 2.3.3. Um erro comum entre estudantes é substituir a definicdo de vetor
binormal unitario B =T x N pela expressao espuria dada por

Calcule esta expressao para o movimento circular uniforme e verifique que ela é
igual a —T e, portanto, perpendicular a B.

a
=

U
&

IS
2

U

t
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12 Célculo Numérico

Curvatura nula Curvatura pequena Curvatura maior

Figura 2.5: Ideia de curvatura.

Esta secao carece de exercicios. Participe da sua escrita.
Veja como em:

https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html

2.4 Curvatura e Torcao

Nessa secao, estamos interessados em definir, a cada ponto da curva, fungoes
que medem o quanto ela esta torcida ou curvada, isto é, se a curva é muito diferente
de uma reta ou se esta fora de qualquer plano do espaco. Primeiro, definiremos uma
funcao chamada de curvatura, que mede a cada ponto do dominio, a variacao do
vetor tangente com respeito ao comprimento de arco s. Naturalmente, queremos
que a reta tenha curvatura nula, pois ela nao difere da sua tangente em ponto
algum. Para facilitar a visualizagdo, podemos comecar pensando apenas nas curvas
que estao contidas em algum plano. A figura 2.5 nos d4 uma ideia de curvatura.

Pelo teorema 2.1.2, temos que % ¢ paralelo ao vetor normal N, ou seja,

dT .
— = kN 2.8

onde () > 0 é uma fungao escalar chamada de curvatura. Por outro lado,
calculamos a variacao do vetor tangente com respeito ao comprimento de arco

Licenca CC-BY-SA-3.0. Contato: reamat@ufrgs.br
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2.4. CURVATURA E TORCAO 13

s usando a regra da cadeia

a1
ds  dtds dt|s'(t)|

onde s(t) é a fungdo que mede o comprimento do arco dado pela expressao (2.6).
Usando o fato que s'(t) = ||7(¢)||, temos:

i 1t
ds ||[P()] dt”
Portanto, podemos escrever
I7(t)l
K(t) = :
17 ()]

Definimos também, para cada ponto ¢ do dominio, o raio de curvatura p(t) da

forma:
1

k(L)
O raio de curvatura tem a seguinte interpretagdo geométrica: considere um ponto
7(tp) onde da curvatura nao é nula e defina o ponto 7(tg) + k(t9) N, chamado de

centro de curvatura. O circulo centrado no centro de curvatura e raio p(tg) é
tangente a curva em t, e possui a mesma curvatura (veja a figura 2.6).

p(t) =

Exemplo 2.4.1. A curva descrita por 7 = acos(t)i + asen (t)], a>0,0<
t < 27 é uma cincunferéncia. Sua curvatura pode ser obtida da seguinte forma:

F(t) = —asen (t)i+ acos(t)], (2.9)
17 (@) = \/a2 sen 2(t) + a? cos?(t) = Va2 = la| = a, (2.10)
T(t) = —asen (t)ia+ acos(t)) = —sen ()i + cos(t)7, (2.11)
(2.12)

Exemplo 2.4.2. Dada a curva y = 22, vamos encontrar a curvatura e o raio de

curvatura no ponto x = 1. Primeiro, encontramos uma parametrizagao para essa
curva, por exemplo, 7= ti + t2j. Calculamos:

F(t) =1+ 21,

17O = V14 482,

—

L e o
(t)—ﬁ(wr%])

Licenga CC-BY-SA-3.0. Contato: reamat@ufrgs.br
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=
Ny

Figura 2.6: Circulo de curvatura

Licenca CC-BY-SA-3.0. Contato: reamat@ufrgs.br


https://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/
reamat@ufrgs.br

2.4. CURVATURA E TORCAO 15

Tty = -2 - &, 2 j
V(1 + 4¢2)3 JA+4e2)3 VIH4a2 )

Em ¢t =1, temos:

) 44+< 8 2>4 1. 2.
= ———-=1 _—— R = —— —,
NG Ve VE) T TR TR
e
116 4 2
TV ==+ = = =.
Portanto,
I 2
k(1) = =—
17l 5v5
e

veja representacao geométrica na figura 2.6.

O leitor deve ter observado que conhecendo somente a curvatura nao é possivel
reconstruir uma curva a partir de um ponto dado. Um curva pode nao estar
contida em plano algum no espaco e, por isso, precisamos definir uma funcgao
escalar, chamada torcao, que mede a magnitude da variagdo do vetor binormal. A
figura 2.7 apresenta uma ideia de tor¢do: uma curva contida em algum plano no
espaco tem tor¢ao nula e quando maior a variagao com respeito ao plano definido
por TeN , maior a tor¢ao. O leitor deve tomar cuidado na interpretagao da figura
2.7, pois se esticarmos indefinidamente a hélice circular representada, ela voltara
a se aproximar de uma reta, que tem tor¢ao nula (veja problema 2.4.2). Sabendo
que a tor¢ao sera definida em termos da variacdo do vetor binormal com respeito
ao comprimento de arco s(t), fazendo algumas observagoes:

—

(Fx8) =T 5s

B _ d
ds ds

Usando a expressao (2.8), temos que Cfl—f = kN, logo

=

dB - d
= =T .
ds % S

QU
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16 Célculo Numérico

Torcao nula - Torcao pequena - Torgao maior -

Figura 2.7: Ideia de torcao.

Isso implica que ‘Z—f é cirtogonal aT. Mas, pelo teorema 2.1.2, temos que (fi—f é
ortogonal a B. Logo, ‘fl—f é paralelo a N, ou seja,
dB .
— =—7N 2.13
dS ) ( )

onde 7 é chamado de tor¢ao. O sinal negativo tem um propésito: quando 7 > 0,

% estd no sentido de —N; entdao se P é um ponto sobre a curva movendo-se no

sentido positivo, B gira em torno de T como um parafuso de rosca direita sendo
apertado (veja a figura 2.8). Em alguns contextos, calculamos a médulo da tor¢ao,
dada por

7| = dB| _ |B"(1)]
ds || (|7 (8]
Ainda, definimos o raio de torcao por
1
t) = —.
=0
Podemos calcular % em termos da curvatura e da torcao:
AN d /5 = dB = = dT
—=—(BxT)=—xT+ B x —.
ds ds<x> dsx+xds
Usando as expressoes (2.8) e (2.13), escrevemos
dN L. L
— =—717N xT+ B x kN.
ds
ou seja,
dN q _
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As equagoes (2.8), (2.13) e (2.14) sdo chamadas de Férmulas de Frenet-Serret.

Como esperavamos, se k = 0, entao % = 0, o que implica que T' nao varia ao
longo da curva, ou seja, a curva é uma reta. Agora, se 7 = 0, entao % =0eBé
um vetor constante. Como B-T = B - % = (, entdo podemos integrar para obter

B- (7" —74) = 0, onde ry é um vetor constante da integragao. Logo 7 estd contido
no plano ortogonal a B.

Exemplo 2.4.3. Vamos calcular curvatura, raio de curvatura e o médulo da tor¢ao
para a hélice circular 7(t) = cos(t)i + sen (t) + tk:

—

7 (t) = —sen (t)i 4 cos(t) + k,

7O = V2,

- sen (t)-» cos(t) 1 -
T = — + +—F,
() 5 ¢ \/5 \/5
= cos(t)- sen (t)

() = — - ,

(t) 7 7
. 1

0| = —,
170l =
1 1 1
= — . — ——
K(t) = 75 7o
p(t) =2,
N(t) = —cos(t)i — sen (£)]
> _ sen (t) cos(t) 1
B(t) =% " u
—cos(t) —sen(t) 0

= 2 /2 J+ —Qk
O
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18 Célculo Numérico

“curvatura

Figura 2.8: Curvatura e Torcao

E 2.4.1. Calcule a curvatura, o raio de curvatura e o médulo da torgao das

curvas abaixo:

acosh(t)i + bsenh (t)j, —oo < t < 00, a >0, b > 0.

a)

— acos(t)i+ bsen (t)k, 0 <t <27, a >0, b > 0.

=y

b)

¢) 7= acos(t)i + asen (t) + ctk, t >0, a > 0, ¢ > 0.

E 2.4.2. Dada a hélice circular ¥ = acos(t)i + asen (t) + ctk, t > 0, a >

0, ¢ > 0, calcule o valor de ¢ para que a tor¢ao seja maxima.
A curvatura e a torcao podem ser calculadas de maneira mais simples. Para

concluir isso, comegamos calculando as derivadas de 7. Usamos aqui que s'(t) =
|7 (t)||, obtida da equacao (2.6):

dr’ds -
o S Ue
" asar -’

?
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—

7:" = SNT + S,T,
= &'T+4|T'|N
= s f + 8/2l€]\7

7 = §"T +§"T' +25's"kN + s (FJNI—FFL/N)
= "T +s"s'kN + (23’3"/{ + 5’2/<a’) N
+ $k(—kT + 7B)
= (3'" - 525’3> T+ (35”5’/—@ + 5’25’) N + s®k7B,

onde usamos as expressoes (2.8) e (2.14). Agora, tomamos os seguintes produtos:

7 x i =s%kB e 7ox " = kAT

Isso implica em

7 x| =1sPr e 7 x = |7 x P

ou seja
" I 7|
K =

[[r][3

(2.15)

ANS A=l

RIS

(2.16)

Observacao 2.4.1. Uma aplicagdo natural é a decomposicao da aceleracao em
suas componentes tangencial e normal. Observe que

F=v=v1=5T

a=1vT+ v’kN.

Concluimos que a aceleragao estd no plano normal a B e possui componentes
tangencial e normal:

a=arT +anN,

onde ap = v’ e ay = v2k. Entdo, se a velocidade possui normal constante, temos
Y ?
que v' = 0 e a aceleragao possui apenas componente normal.
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20 Célculo Numérico

Exemplo 2.4.4. Consideremos agora, a curva gerada pelas seguintes equacgoes
paramétricas:

x(t) = cos(t) y(t) = sen (t) z(t) = f(t).

Onde f(t) é uma fungao dada. Observe que a projegao desta curva no plano xy é
uma circuferéncia de raio 1. A curva é, portanto, gerada pela trajetoria de ponto
cuja projecao do movimento no plano zy é cirvular e a altura é dada pela funcao
f(t). Podemos calcular a curvatura e a torgao conforme a seguir:

F(t) = cos(t)i +sen (t)j + f(t)k
r(t) = —sen ()i + cos(t)j + f'(t)k )ﬁ
(t) = = cos(t)i —sen (1) + f"(t))
r(t) = sen ()i — cos(t)j + f"(t)k

Assim, calculamos:

) = [f(t)cos(t) + f'(t) sen (£)] 7+ [~ F/(£) cos(t) + f"(¢) sen (1)
) = F)+ £

I7(8) x @)l = 1+ (1)) + (f(1))?

I = V1+(r)?

E finalmente, obtemos:

V14 () + (f”( ))?

(1 + (f’( »2)*?
F/(8) + £()
L+ (f'(0)* + (f"(1))

Podemos, agora, explorar diversos casos particular:

a) Caso f(t) = c¢ constante. Neste caso, recaimos na circunferéncia de raio 1,
cuja curvatura é 1 e a torcao é nula.

b) Caso f(t) = ct com c constante Recaimos na hélice cicular uniforme, ja

estudada, cuja curvatura é + —— e a torgao é T + —.

c) Caso f(t) = ct? com c constante. Recaimos na hélice cicular com espaga-

V42144 c2t2

mento linearmente crescente, cuja curvatura é dada por (a2
C

e cuja

torcao ¢ dada por 2 m
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2.4. CURVATURA E TORCAO 21

d) Caso f(t) = sen (t). Recaimos na elipse de semieixos 1 e v/2 no plano y = z.
Lo e <
Neste caso, a curvatura é Kk = ooy € 8 torcao é nula.
e) Caso 7 = 0, isto é, f'(t) + f"(t) = 0, o que é equivalente a f(t) = a +
bcos(t)+csen (t) onde a, b e ¢ sdo constantes. Recaimos na elipse de semieixos

1 evV1+0b>+c? no plano z = bxr + cy. Neste caso, a curvatura é k =
VRS
(1—bcsen (2t)+c? cos?(t)+b2 sen 2(t))

573 € a torcao ¢ nula.

Exercicios resolvidos

Esta secao carece de exercicios resolvidos. Participe da sua escrita.

Veja como em:

https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html

Exercicios

E 2.4.3. Considere a hélice dada por

= acos(t),
= asen (t),

z = ct,
onde a > 0.
a) Encontre a curvatura desta hélice usando a férmula
_ 7 x 7o)l

I @]

b) Encontre a torgao desta curva usando a seguinte férmula para calcular o
vetor binormal unitario:

B =

X
17 (2) < ™ (@)

¢) Encontre a tor¢gdo maxima e a tor¢do minima para um dado a.

E 2.4.4. Considere as funcoes vetoriais dadas por

!

-

(t) = COS(?Tt)Z_')j— sen (t)7] )
(t) = cos(wt®)i + sen (7t®)]

Q) =

Licenga CC-BY-SA-3.0. Contato: reamat@ufrgs.br


https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/
reamat@ufrgs.br

22 Célculo Numérico

Verifique que ambas parametrizam a mesma curva quando —1 <t < 1. Verifique
se as parametrizagoes sao regulares e compare o comportamento da derivada em
t = 0. Que consequéncias isso tem para a existéncia do vetor tangente unitario?

E 2.4.5. Uma motocicleta percorre uma trajetoria circular de raio 20m com
velocidade constante em médulo. A motocicleta podera derrapar se a aceleracao
normal exceder 2m/s?. Qual é a velocidade maxima do motocicleta para que ela
nao derrape?

E 2.4.6. Mostre que se ay e ar indicam as aceleracoes normal e tangencial,
respectivamente, entao
112 2 2
|dll” = ay + a7
onde d é o vetor aceleracao.

E 2.4.7. Mostre que a curvatura do grafico da fungao

y=f(z)
sobre o plano zy é dada pela expressao

@l
(L4 @)

Use esta expressao para obter a curvatura das seguintes curvas planas:

k() =

a) y=axr+b

b) y =+va?> — 2% —a < x < aondea> 0.
c) y=ua"

d) y = ax?

e) y = cosh(x)

f) y = senh (z)

g) y = cos(x)

Como vocé interpreta os casos a e b? As curvas dos itens ¢ e g possuem pontos
onde a curvatura é zero. Que implicacao isso tem sobre a existéncia do vetor
normal unitario N7 Interprete geometricamente.

E 2.4.8. Calcule o valor minimo e o valor maximo do raio de curvatura de
uma elipse de semi-eixos a e b quando 0 < a < b. O que acontece quando a = b?
Quais sao os semi-eixos da elipse cujo raio de curvatura varia entre 50m e 400m?
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Esta secao carece de exercicios. Participe da sua escrita.

Veja como em:

https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html
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Capitulo 3
Superficies

—

Neste capitulo, estudamos fungoes vetoriais do tipo f(u,v), ou seja, uma fungao
que associa um ponto do plano real a vetores no espago.

3.1 Funcgoes vetoriais de duas variaveis reais -
superficies

Uma funcgao vetorial de duas varidveis ¢ uma funcao da forma
7: Dy x Dy — R?,

onde D; x Dy C R? é o dominio de defini¢io de 7 e (u,v) € Dy x Dy sdo os
parametros ou as coordenadas de superficie. Em coordenadas cartesianas, uma
funcao vetorial assume a seguinte forma:

—

Fu,w) = 2(u,0)i + y(u,v)j + 2(u)k
Exemplo 3.1.1. Sao exemplos de fungoes vetoriais
a) flu,w) = sen (u)i + cos(v)j + uvk
b) §(u,v) = sen (u) cos(v)i + cosh(u) senh (v)k + uk

Uma superficie no espago pode ser representada pelo conjunto de pontos de
uma fungao vetorial 7(u,v) ndo constante em todo o seu dominio. A seguinte
interpretagao ajuda entender essa fungao: se fixamos v e temos que 7(u,v) descreve
uma curva e 7, (u,v) é um vetor tangente a essa curva. Da mesma forma, se fixamos
u temos que 7(u,v) descreve uma curva e 7, (u,v) é um vetor tangente a essa curva.
Se essas curvas nao forem paralelas, temos um sistema de coordenadas curvilineo
para escrever todos os pontos da superficie. Pense no globo terrestre, o medidiano

24
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Figura 3.1: Um esfera centrada na origem com meridianos e paralelos tracados.

de Greenwich e a linha do Equador: o globo como uma superficie, Greenwich e
Equador como duas curvas e longitude e latitude como um sistema de coordenadas
curvilineo, veja Figura 3.1 Observe que esse sistema curvilineo fica bem definido
quando 7, e 7, nao sao paralelos nos pontos do dominio. Chamamos de superficie
regular aquela que satisfaz

Ty X Ty 7 0.
Exemplo 3.1.2. A superficie
7 = asen (u) cos(v)i+asen (u)sen (v)j+acos(u)k, a >0, 0<u<m, 0<v<2r
descreve uma esfera centrada na origem e raio a. De fato, colocando

xr = asen (u) cos(v), y = asen (u) sen (v) e z = acos(u),

temos que

x2+y2+z2:a2.

Além disso, se (z,y,2) é um ponto qualquer nesta esfera, entao existem u e v

na parametrizacio. Para tal, basta escolher u = cos™! (i) e escolher v € [0,27)
tal que:

cos(v):aseflw e Sen(v):asez(u)’ u#0 e u#m.

3.2 Quadricas

A figura 3.2 apresenta uma lista das principais quadricas estudadas na disci-
plina de Célculo Diferencial e Integral com fungoes de vérias variaveis. As equagoes
sao as seguintes:

Licenca CC-BY-SA-3.0. Contato: reamat@ufrgs.br


https://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/
reamat@ufrgs.br
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2 2
x
a) Cone eliptico: 2% = =5 + v

a2 b2
T A Vo
b) Elipsdide: = + 3 + 5= 1
22
c¢) Paraboldide Eliptico: z = —+ 73
a b?

Y
d) Paraboléide Hiperbdlico: z = — — >
a b?

2 .2 L2

CH A

e) Hiperboldide de uma folha: PEIRRNC

f) Hiperboldide de duas folhas: SR T

Elipsoéide Paraboléide Eliptico
z

Paraboléide Hiperbolico Hiperboloide de uma folha Hiperboléide de duas folhas

Figura 3.2: Quadricas

3.3 Casos y = f(z,2), 2= f(z,y) ou z = f(y,2)

O caso particular da superficie representada por uma func¢ao z = f(x,y), po-
demos assumir uma parametrizagdo natural ¥’ = ui + vj + f(u,v)k. Analogamente
para os casos y = f(z,z) ou x = f(y,z), podemos assumir, respectivamente, as
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parametrizacoes 7 = ui + f(u,v)]_"qL vk ou 7 = f(u,v);—l— V) + uk. Para o caso
z = f(x,y) (analogamente para os demais), a condicao 7, x 7, # 0 assume a forma

i 7k
Fu X Fv = 10 fu(u,v)
0 1 foluw)

Isso implica que 7, X 7, # 0, ou seja, a superficie é regular. Voltaremos a discutir
esse assunto nos proximos capitulos, quando o vetor gradiente estiver definido.

3.4 Vetor unitario normal

Para os fins de teoria de integracao sobre superficies, que discutiremos mais
adiante, é fundamental definir o vetor unitario normal. Dado uma superficie e um
ponto nela, dizemos que um vetor é normal & superficies, se ele é perpendicular
no ponto a cada curva contida na superficies. Em especial, um vetor normal
a superficies no ponto zo = z(ug,v0), Yo = Y(uo,v0) € 20 = 2(ug,vp), deve ser
perpendicular as curvas 7(ug,v) e 7¥(u,vg), isto é, as curvas geradas quando se fixa
um dos parametros ug ou vy, respectivamente. Assim, podemos concluir que cada
vetor normal estd da mesma direcao do produto vetorial 7, x 7,. Finalmente, o
vetor normal unitario deve ter normal unitario, portanto, deve ser da forma:

Ty X T

=4+ (3.1)

[

Aqui o sinal indica para qual lado o vetor normal aponta.
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Capitulo 4

Campos vetoriais

4.1 Campos escalares e campos vetoriais

Campo é termo usado para designar fungoes definidas em uma porc¢ao do es-
paco tridimensional (ou bidimensional), isto é, fungoes cujo dominio D é um sub-
conjunto de R? (ou R?). Trabalharemos com dois tipos de campos: os campos
escalares e os campos vetoriais. Os campos vetoriais sao funcoes cuja imagem é
composta de vetores no R?, ja a imagem dos campos escalares sao nimeros reais,
isto é, escalares.

Exemplo 4.1.1. Sao exemplos de campos escalares.

a) A fungdo que liga a posi¢ao de um ponto dentro de uma sala a temperatura
neste ponto.

b) A pressao do ar como fungao da posi¢ao na atmosfera.

¢) f(x,y,2) = 100 + 20e V*Fv*+2*,

d) flzy,z) =7 7=a2+y?+ 22, onde 7 = xi + yj + zk .
Exemplo 4.1.2. Sao exemplos de campos vetoriais.

a) A fungao que liga a posigao de um ponto dentro de uma fluido a velocidade
(vetor) neste ponto.

b) O campo magnéticos, elétrico, gravitacional etc.
¢) Fzy,2) =i+ 2] — yk.
d) Fzy,z)=7xk

28
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4.2 Representacao grafica dos campos vetoriais

Um campo vetorial é representado graficamente por um conjunto de setas par-
tindo de pontos (z,y,z) e de comprimento proporcional ao médulo de F(z,y,z) e
mesma direcao e sentido de F'(z,y,z). O conjunto de pontos é escolhido de forma

arbitraria de forma a permitir interpretar o campo.

Exemplo 4.2.1. Represente graficamente o campo vetorial F' (xy) = \/QZ, y > 0.
A Y

AR A B O A

¥ =

'
LTy

=
(S
—

Exemplo 4.2.2. Represente graficamente o campo vetorial ﬁ(:z:,y) = xf, y > 0.
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1Y
- - - - - 0,8 - - = — ——
- - - - - 0.6 - - - — ——
-+ € - - - B - — — — —
0,4
- - - - - | - - - —
0,2
- - - - - - - - — ——
i T
ettt
—1 -0,5 ) 0,5 1
- - - - - 0.2 - - - — —
-+ € - - - B - — — — —
—-0,4
- - - - - | - - - —
—0,6
- - - - - - - - — ——
- 4 - - -—0,8 |- - - = — —
1L
Exemplo 4.2.3. Represente graficamente o campo vetorial ﬁ(az,y) = —yi + zj.
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14Y
////“w‘\\:\
- - AN
R DR
SRR RN
| lw:u:+ L ":*I:*:T:i
~1 —0,5 X ,,05ff 1
¥\\\—0,2— //‘
SR A
S S
AR L
e

4.3 Calculo com o operador nabla

4.3.1 Operador v

No célculo vetorial, o operador 6, pronunciado nabla ou del, ¢ um simbolo
usado para denotar uma série de operadores diferenciais definidos em campos es-
calares e vetorias, como gradiente, divergente e rotacional. Ele é definido simboli-
camente como:

Licenga CC-BY-SA-3.0. Contato: reamat@ufrgs.br


https://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/
reamat@ufrgs.br

32 Célculo Numérico

Rigorosamente falando, o operador del ndo é um operador diferencial, mas um
mnemonico que ajuda a lembrar de uma série de operadores diferenciais:

Vf = ;8f+j07f+k7f (Gradiente),

ox Jy 0z
= = oFy, 0F, O0F; .
o= D
\% pe + dy + P (Divergente),
R 0F;  0F, 0F, OF; -~ (0F, O0F ,
S (k. B g 9% grz D).
V xF ( oy 0 ) +J ( % on > +k ( or oy ) (Rotacional)

O rotacional pode ser representado pelo seguinte determinante simbdlico, que fun-
ciona como um mnemonico para lembrar facilmente de sua defini¢ao:

i 7k
Vi r_| o9 o 90
VxF = % 5
R N 2

Exemplo 4.3.1. Calule o gradiente do campo escalar dado por f(z,y,z) = zy + z.

=, _ f -of  »0f

Exemplo 4.3.2. Calule o divergente e o rotacional do campo vetorial dado por
F = (yz+ )i+ 2%] + 2°k.

_Z+ zj +k (4.2)

- = aFl 8F2 0F3 2 2
V- F = =14+0+32"=3 1 4.3
5 + o + P +0+ 3z 24+ (4.3)
A
v« = d o
VXF = S (4.4)
yz+x 22 23

= (0-22)i+(y—0)j+(0—-2)k
= 22+ yj'— 2k,

Exemplo 4.3.3. Dado o campo vetorial dado por F= x5f+y25, calcule o gradiente
do divergente,VV - F', de F

. OF, OF, OF, A
\Y 8x+8y+8z ba® + 2y (4.7)
VV-F = 202%]+2j (4.8)
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4.3.2 Operadores diferenciais de segunda ordem

Operadores diferenciais de segunda ordem podem ser definidos através da com-
posicdo de operadores diferenciais de segunda ordem. Combinando o gradiente,
rotacional e divergente, encontramos as seguintes possibilidades:

V-V/f (Divergente do gradiente ou laplaciano) (4.9)

V xVf (Rotacional do gradiente) (4.10)
VV.F (Gradiente do divergente) (4.11)
V-VxF (Divergente do rotacional) (4.12)
VxVxF (Rotacional do rotacional) (4.13)
(4.14)

Os operadores VxVeV-VxF sio identicamente nulos, o que pode ser provado
por simples inspecao

ik

VxVf = |2 2 2 (4.15)
of of of
dr 0Oy 0Oz

- 07 0? (02 o2 L[ 02 92
S i B (R R - f—jf 116)
0z0y  Oyoz 0xdz  0z0x Oyor  Oxd
Sob sufiente regularidade, as derivadas parciais podem ser comutadas e cada termo
do rotacional ¢ nulo, isto é:

VxVf = 0 (4.17)

para todo f continuamente diferenciavel.

4.3.3 Derivada direcional e gradiente
4.3.4 Divergente
4.3.5 Rotacional

4.4 Identidades envolvendo o operador nabla

VxVf=0 (4.18)
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4.5 Campos conservativos

Definicao 4.5.1. Um campo ﬁ(x,y,z) é dito conservativo se existe um campo
escalar p(x,y,z) tal que
F(zy,z) =V

Neste caso ¢ é chamado de campo potencial de

—

F(zy,2)

Observacao 4.5.1. Campos conservativos também sao conhecidos como campos
grandiente ou campos irrotacionais, este ultimo nome advém do fato que

V x F(z,y,2) =V x Vo =0.
Esta identidade ¢ oriunda da Equacao 4.18.
Exemplo 4.5.1. O campo F = 2zyi + 2] é conservativo por F = V (2%y).

Teorema 4.5.1. Seja F:R® = R3 um campo vetorial continuo e VxFE = 0,
entao F' € conservativo.

—

Demonstragio. Como VxF= 0, temos:

5(;2” - (4.19)
on _on am
(?91;}, - a;;. (4.21)

Defina, agora, a funcao ¢ : R® — R dada por

o(x,y,z) = /Ox Fi(s,y,2) + /Oy F5(0,s,2) + /OZ F3(0,0,s).

Basta provar que 6@(x,y,z) = F, isto é
Zf = B, (4.22)
?;; - B, (4.23)
gf — P (4.24)
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A primeira desigualdade advém diretamente do teorema fundamental do célculo.
Para obter a segunda desigualdade, derivamos o potencial em relacao a y:

0 .0
@@(m,y,Z) - //O @F1<57y72)d5 + F2(07y7"7’)

z 0
= / ng(S,y,Z)dS + F2(07y7z)
0o Os
- (Fg(x,y,z) - F2(07y72)) + F2(07y7z) = FQ(I7y,Z)

Onde usamos a Identidade 4.20.

Finalmente, para obter a terceira desigualdade, derivamos o potencial em re-
lacao a z:

0 0
—p(xy,z) = / —Fi(s,y,2)ds + / —FQ (0,s,2)ds + F3(0,0,2)
0z 8
= / (s,y,2)ds + / —Fg (0,s,2)ds + F5(0,0,2)
= [ (B@y.2) = B0g.2) + (FB09.2) — F(0.0.2) + F(0.0,2)
= By, Z)
Onde usamos as Idendidade 4.19 e 4.21. O

4.6 Campos radiais e potenciais centrais

Campos radiais vetoriais sao campos da forma F' = f(r)7, isto é campos veto-
riais cujo médulo depende apenas da distancia até a origem, isto é, de r = ||7]| =
V2 + y? + 22 e cuja diregao é sempre paralela ao vetor posicao, 7.

Exemplo 4.6.1. Represente graficamente o campo vetorial F =Fno plano xy.
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Esta se¢do (ou subsegao) estd sugerida. Participe da sua escrita. Veja como em:
https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html

Exercicios resolvidos

Esta secao carece de exercicios resolvidos. Participe da sua escrita.

Veja como em:

https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html

ER 4.6.1. Um exercicio.

Solucao. Resolucao do exercicio. O

Licenca CC-BY-SA-3.0. Contato: reamat@ufrgs.br


https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html
https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/
reamat@ufrgs.br

4.7. EXERCICIOS FINAIS

37

Exercicios

Veja como em:

https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html

Esta secao carece de exercicios. Participe da sua escrita.

E 4.6.1. Um exercicio.

4.7 Exercicios finais

Veja como em:

https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html

Esta secao carece de exercicios. Participe da sua escrita.

E 4.7.1. Um exercicio.
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