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INTRODUCCION

Este trabajo esta dirigido, principalmente, a los estudiantes que cursan la
asignatura de Calculo en la Escuela Superior de Cédmputo del Instituto Politécnico
Nacional (ESCOM-IPN). Aunque también, puede servir como material de apoyo
para los profesores de esta escuela que imparten la asignatura. Este compendio
de problemas resueltos esta desarrollado acorde al programa vigente de Célculo
que se imparte en la ESCOM-IPN. Explicitamente seccionamos el trabajo
expuesto de la siguiente manera: en la primera seccion presentamos ejercicios de
desigualdades, operaciones con funciones y sus propiedades, en la segunda
seccién, damos un tratamiento intuitivo acerca del limite de una funcién en un
punto y continuidad, asi como también, técnicas para determinar limites. Para la
tercera seccion se trabaja con la definicion de la derivada de una funcidn en un
punto, su interpretacion como pendiente, velocidad y tasa o razon de cambio; junto
con las reglas para encontrar derivadas. En la cuarta seccion trabajamos con la
definicion de la integral definida por sumas de Riemann, propiedades y técnicas de
integracion. Finalmente, para la quinta seccion desarrollamos ejercicios de
derivacion e integracion relacionados con las funciones trascendentales:
logaritmos, funciones exponenciales, funciones trigonométricas, trigonométricas
inversas y funciones hiperbdlicas.

Los problemas que se presentan surgen de la bibliografia aprobada vy
recomendada en el programa oficial vigente y que se cita al final de este trabajo.
En todos los problemas se ha procurado mantener la mayor claridad; tanto en los
métodos empleados, como en el uso de los conceptos y teoremas para plantear y
resolver problemas especificos, todo ello, con el proposito de que el estudiante
forje la habilidad de solventar su propia resolucion, la cual es una parte de suma
importancia en su formacion profesional. Finalmente, aprovecho para agradecer a
los integrantes de la academia de ciencias basicas de la ESCOM-IPN por todas
las aportaciones y observaciones hechas a este trabajo.



Para facilitar un repaso de las propiedades de R se presenta el siguiente resumen.
Conjuntos

Aunque en general no existe una definicion formal para definir lo que es un
conjunto, en este trabajo simplemente diremos que se trata de una coleccion de
objetos de cierto tipo que se llaman los elementos del conjunto. Los objetos de un
conjunto se denominan elementos o miembros de un conjunto. Generalmente se
utilizan letras mayusculas A4,B,C, ... para denotar conjuntos y letras mindsculas
a, b, c, ... para designar a los elementos de un conjunto. De esta manera, el término
‘conjunto” se considerara sindénimo de “clase”, “coleccién” y “familia”, pero estos
términos no se definirdn asi como tampoco se dard una lista de axiomas para la
teoria de conjuntos.

Para que una coleccién S de objetos sea un conjunto, aquella debe estar bien
definida. Esto quiere decir que, dado un objeto x cualquiera, debe ser posible
determinar si x es 0 no un elemento de S. Como por ejemplo el conjunto S dado
por las soluciones de la ecuacién x? = 9 o la coleccion de estados de la Republica
Mexicana son ejemplos de conjuntos. Las colecciones basadas en juicios
subjetivos como “todos los jugadores de futbol son buenos” o “todos los adultos
inteligentes” no son conjuntos.

Notacion

Las nociones basicas de la teoria de conjuntos que se emplearan en los ejercicios
de este trabajo son las siguientes:

e El elemento x esta en el conjunto A: x € A.

e El elemento x no esta en el conjunto A: x ¢ A.

e El conjunto de todos los x que verifican la propiedad P: {x: P}.

Por ejemplo, A = {x: x es una vocal} = {a, e,i,0, u}.

A es un subconjunto de B: (A esta incluido en B) A <€ B.

A es un subconjunto propio de B: A c B. (A esta incluido en B pero A # B)
Launibnde AyB: AUB ={x:x € Ao x € B}.

La interseccibon de AyB: AnB ={x:x € Ay x € B}.

El conjunto vacio: @

Numeros Reales y Desigualdades

Nuestro estudio del célculo se basa en el sistema de los nimeros reales. A este
conjunto lo denotaremos como R. Este sistema consiste en el conjunto de los
nameros reales junto con las operaciones algebraicas que se basan en las
operaciones de adicion y multiplicacion entre sus elementos. En seguida se
introducen las propiedades de orden de R y se ilustra el uso de estas propiedades.



Finalmente la nocién de valor absoluto, que se basa en las propiedades de orden
sera ilustrada con algunos ejemplos.

Clasificacién

Es comun utilizar varios conjuntos particulares que se denotan por simbolos
comunes como se indica a continuacion. (El simbolo := se emplea para indicar
que el simbolo de la izquierda se define por la expresion de la derecha.)

e El conjunto de los nimeros naturales N :={1,2,3, ... }

e El conjunto de los enteros Z :={0,1,-1,2,—-2,3,-3, ...}

e El conjunto de los nimeros racionales Q := {% neEZyn+ 0}
Por ejemplo, 2/5,—19/2,4/1 = 4.

e Los numeros irracionales. Este conjunto consiste de todos aquellos
nameros reales que no estan en Q. Es decir, a este tipo de nimeros no se

les puede escribir como un cociente de enteros. Por ejemplo, V2,3, .
El diagrama de la figura 1 indica las relaciones entre los tipos de niumeros que se
emplean en el algebra. La linea que une dos rectangulos indica que los niumeros
citados en el rectangulo superior abarcan los del rectangulo inferior. Los nUmeros
complejos, contienen a todos los numeros reales.

Niimeros complejos

Miimercs reales

Mimeros racionales

MNiimeros irracionales

Enteros negativos ‘ | 0 | ‘ Enteros positivos ‘

Figura 1
Representacion Geométrica

Los numeros reales se pueden representar mediante puntos en una recta L, de
modo que a cada namero real, a le corresponda exactamente un punto de L, y que
a cada punto P, en L, le corresponda un numero real. A esto se le llama
correspondencia biyectiva. Para hacer esto primero se escoge un punto arbitrario,
0, llamado origen, y a él, se le relaciona el niumero real cero. Los puntos
asociados a los enteros se determinan, entonces, trazando segmentos de recta
sucesivos de igual longitud a la izquierda y a la derecha de 0, como se ve en la
figura 3.



El punto que corresponde a un numero racional como 23/5, se obtiene al
subdividir los segmentos. Los puntos asociados a determinados numeros

irracionales como, por ejemplo v2,¥3 y V5 se pueden determinar mediante
construccion geomeétrica. (Figura 2)
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Figura 2.Construccion geométrica de V2

El nimero a asociado a un punto A en la recta L, es la coordenada de A. Se dice
gue tales coordenadas constituyen un sistema coordenado, y que L es un eje
coordenado o bien una recta numérica real. Se puede asignar un sentido (0
direccion) a L expresando que el sentido positivo es hacia la derecha, y el sentido
negativo, hacia la izquierda. Se puede indicar el sentido positivo colocando una
punta de flecha enL como se indica en la figura 3.

Los numeros que corresponden a puntos a la derecha de 0 en la figura 2 son los
numeros reales positivos. Los que corresponden a puntos a la izquierda de O son
los numeros reales negativos. EI numero real cero no es positivo ni negativo.
Notese la diferencia entre un namero real negativo y el negativo de un nimero
real. En particular, el negativo de un numero real,a, puede ser positivo. Por
ejemplo, si a es negativo, digamos a = —3, entonces el negativo de a es —a =
—(—3), que es positivo.
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Figura 3. Recta numérica real.



Propiedades algebraicas de R

En el conjunto R de los numeros reales hay dos operaciones binarias, denotadas
por + y - que se denominan adicion (4) y multiplicacion (M), respectivamente.
Estas operaciones satisfacen las siguientes propiedades:

Suma
(A))a+ b =b + a paratodaa,b en R (propiedad conmutativa de la adicion);

(A)(a+b)+c=a+ (b+c) para toda a,b,c en R (propiedad asociativa de la
adicion);

(A3)Existe un elemento 0 en R tal que 0+a=ay a+0=a para toda a en R
(existencia del elemento 0);

(A,)Para cada a en R existe un elemento —a en R tal que a+ (—a) =0y (—a) +
a = 0 (existencia de elementos negativos).

Multiplicacion
(M)a-b =>b-aparatodaa,b en R (propiedad conmutativa de la multiplicacion);

(My)(@a-b)-c=a-(b-c) para toda a,b,c en R (propiedad asociativa de la
multiplicacion);

(M3)Existe un elemento 1 en R tal que 1-a=a y a-1=a para toda a en R
(existencia de un elemento unitario);

(M,)Para toda a # 0 en R existe un elemento % en R tal que a - G) =1y (i) a=

., ., oy _ 1 . . ,
1. En notacién también podemos escribir a™! = - (existencia de reciprocos);

D)a-(b+c)=(@-b)+(a-c)yb+c)-a=(b-a)+ (c-a)para toda a,b,c en R
(propiedad distributiva de la multiplicacion sobre la adicién).

Observacion. Los numeros reales son cerrados con respecto a la operacion suma
(+) y multiplicacién(-), es decir, si a y b son dos nimeros reales cualesquiera
entonces su suma a + b y su multiplicacion a - b también es un namero real. El
lector debe estar familiarizado con todas estas propiedades. El objeto de esta lista



es que todas las técnicas y operaciones comunes del algebra se pueden deducir
de estas nueve propiedades.

Propiedades de la igualdad
Sia = by c es cualquier nUmero real, entonces

e a+c=b+c
e a'c=b-c

Multiplicaciones en las que interviene el cero
e a-0 =0 paratodo namero real a.

e Sia-b=0 entonces a=0 o bien b =0. Con esto, queremos dar a
entender que al menos uno de los dos nimeros a o b es cero.

Propiedades de los numeros negativos

e —(—a)=a.

e (—a)b =—(ab) = a(-b)
e (—a)(=b)=ab

e (-Da=-a

Propiedades de Orden

Se estableceran ahora algunas de las propiedades bésicas de la relacion de orden
en R. Estas son las conocidas “reglas de desigualdades” que el lector ha usado en
cursos de matematicas anteriores. Se usaran con frecuencia en las secciones
posteriores.

Si a y b son numeros reales, entoncesa es menor que b y expresaremos esto
como a<b si b—a es un nimero positivo. (0 < b — a). Esto es equivalente a
decir que b es mayor que a.

e Por ejemplo, 5<7vyaque 0<7-5=2. (0 sea, 7—5=2es un namero
positivo)

e —7<-3yaque 0<-3—-(-7)=4.(0 sea, —3—(—7) =4 es un nimero
positivo)

Desde el punto de vista geométrico, a < b si el punto a esta a la izquierda del
punto b sobre la recta real. La notacion a < b significa tanto a < b como a =b



(equivalentemente b = a).Si -a es un numero positivo, se dice que a es un
namero real negativo y se escribe a < 0. Por ejemplo, —(—7) = 7 €S un numero
positivo, por lo cual se tiene que —7 < 0.

Tricotomia

Los numeros reales estan ordenados de manera que si a y b son nimeros reales,
entonces se verifica solamente una de las siguientes afirmaciones:

a<hb, a=>o, a>b.

Los simbolos <, >, <, > se llaman desigualdades. Las propiedades siguientes
relacionan el orden en R con la adicion y la multiplicacién, ademas proporcionan
parte de las herramientas que se emplean para trabajar con desigualdades.

Propiedades de las desigualdades

Sia< byb < centonces a < c.(propiedad transitiva)
Sia < b, entonces a + ¢ < b + ¢ para todo numero real c.
Sia<byc<d,entoncesa+c<b+d.
Sia<byO0<c,entonces ac < bc
Sia<byc<0,entonces bc < ac

Sia # 0, entonces a® > 0

Si ab > 0, entonces a y b son ambos positivos 0 ambos negativos.

NoookrwhE

Las siguientes propiedades adicionales importantes de las desigualdades nos
ayudaran en ciertos casos.

8. Si0<ax<xb entonces%< %

9. Si0 < a < bentonces a? < b?
10.Si 0 < a < b entonces va < Vb
11.Si0<a<1lentonces0<a?<a



Intervalos

Supongamos que a < b. El intervalo abierto es el conjunto de todos los niameros
comprendidos entre a 'y b:

(a,b) ={x ER:a < x < b}
El intervalo cerrado [a, b] es el intervalo abierto (a, b) junto con los extremos a y b:
[a,b] ={x ER:a < x < b}
Existen otros siete tipos de intervalos
(a,p] ={x e Ria < x < b}
[a,b) = {x € R:a < x < b}
(a,0) ={x e Ria < x}
[a,0) ={x € R:a < x}
(—oo,b] = {x € Rix < b}
(—oo,b) ={x € R:x < b}
(~00,00) =R

Esta notacion para los intervalos es facil de recordar: utilizamos un corchete para
indicar la inclusién o exclusion de un extremo; en caso contrario un paréntesis. Los
simbolos —o0 e oo no representan numeros reales, por lo cual no existen los
intervalos [a, o] ni [—oo, b] ni otros de la misma forma.
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Valor absoluto

Dos propiedades importantes de un numero real a son su signo y su medida o
magnitud. Desde el punto de vista geométrico, el signo de a nos dice si el punto a
esta a la derecha o a la izquierda de 0 sobre la recta real. La magnitud de a es la
distancia entre el punto a y el 0; el nUmero no tiene signo y su magnitud es cero.
Habitualmente a la magnitud de a se le llama valor absoluto de a, se representa
como |a/|. El valor absoluto de a se define de la siguiente manera:

asia=>0
la| =
—asia<0

Otras caracterizaciones son: |a| = Va?; |a| = max{a, —a}.

|4 =4 |4|=4

Interpretaciones geométricas:

e |a| = |a — 0| Distancia de a al 0.
e |c— a| Distanciade a a c.
Propiedades:

|a + b| < |a| + |b|(desigualdad del triangulo)
llal = Ibl| < Ib —al

1. |la| =0siysbélosia=0.
2. |b—al =|a-b|.

3. |ab| = |al|b|

4. la|? = |a?| = a?

5.

6.
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UNIDAD TEMATICA I. Funciones algebraicas y sus gréaficas.

1.1 Numeros reales y desigualdades

Resolver una desigualdad en la variable x, consiste en hallar el conjunto de los
valores numéricos de x para los cuales la desigualdad se verifica.

La manera de resolver una desigualdad es muy parecida a la que utilizamos para
resolver una ecuacion algebraica pero existe una diferencia importante. Utilizando
las propiedades de desigualdades podemos sumar y restar un numero en ambos
miembros de la desigualdad sin alterar la relacion de orden existente, incluso
podemos multiplicar o dividir por un numero positivo y la desigualdad se
conservara; no sucede lo mismo si se multiplica o divide en ambos miembros por
un numero negativo, en este caso la desigualdad se invertira

Al sumar, restar, multiplicar o dividir es posible sustituir una desigualdad
determinada por una lista de desigualdades equivalentes, la ultima desigualdad
debe ser de tal forma que sea evidente hallar los valores numéricos que la
satisfacen.

1. Resuelve la siguiente desigualdad —3x + 4 < 11.

Solucidn. Las siguientes desigualdades son equivalentes.

-3x+4<11 Desigualdad inicial

—3x +4+(—4) <11+ (—4) Suma del inverso aditivo de 4

—3x <7 Desigualdad equivalente

(L) (—30) > (i) - Producto por el inverso multiplicativo de —3. La
-3 -3 desigualdad se ha invertido

x> —g Desigualdad equivalente

En términos de intervalos se concluye que el conjunto solucion de la desigualdad
. 7
dada es el conjunto de todas las x tales que x € (—5, oo).

2. Resuelve la siguiente desigualdad 4x —3 < 2x+5
Solucidn. Las siguientes desigualdades son equivalentes.

4x -3 <2x+5 Desigualdad inicial

Desigualdad equivalente donde se ha sumado 3 en

ambos miembros

Desigualdad equivalente donde se ha sumado -2x en

ambos miembros

(1) 2y < (}) 3 Producto por el inverso multiplicativo de 2 en ambos
2 2 miembros de la desigualdad equivalente anterior

x <4 Desigualdad equivalente

4x < 2x+ 8

2x <8
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En términos de intervalos se concluye que el conjunto solucion de la desigualdad
dada es el conjunto de todas las x tales que x € (—oo,4).

3. Resuelve la siguiente desigualdad —6 < 2x — 4 < 2
Solucién. Método 1.

Un numero real x, es una solucion de la desigualdad dada si y solo si es una
solucién simultanea para las dos desigualdades siguientes

—6<2x—4y 2x—4<2

La primera desigualdad se resuelve como sigue:

—-6<2x—4 Desigualdad inicial izquierda

-2 < 2x Desigualdad equivalente donde se ha sumado 4

(1) (—2) < (1) 5 Producto por el inverso multiplicativo de 2 en ambos
2 2 x miembros de la desigualdad equivalente anterior

-1<x Desigualdad equivalente

A continuacion se resuelve la segunda desigualdad

2x —4 <2 Desigualdad inicial derecha

2x < 6 Desigualdad equivalente donde se ha sumado 4

(l) (2x) < (l) 6 Producto por el inverso multiplicativo de 2 en ambos
2 x 2 miembros de la desigualdad equivalente anterior

x<3 Desigualdad equivalente

De esta manera, x es una solucion de la desigualdad —6 < 2x — 4 < 2 si y s0lo si
satisface las dos condiciones dadas

-1<xyx<3
O sea
x€(—1,4o) y x € (—0,3)

Podemos concluir que el conjunto solucion de la desigualdad dada es el conjunto
de todas las x tales que

x€ANB =(—1,+0) N (-x,3) = (-1,3)
O sea

-1 <x<3.

Método 2. Otra estrategia comunmente empleada consiste en resolver en forma
simultdnea ambas desigualdades, este método se muestra a continuacion:

—-6<2x—4<?2 Desigualdad inicial
—-2<2x<6 Desigualdad equivalente donde se ha sumado 4
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1 1 1 Producto por el inverso multiplicativo de 2 en todos
(—) (-2) < (—) 2x < (—) 6 los miembros de la desigualdad equivalente

2 2 2 anterior
-1<x<3 Desigualdad equivalente

Para resolver una desigualdad que incluye polinomios de grado mayor que uno, se
expresa cada uno de estos polinomios como producto de factores lineales ax + b,
o como factores cuadraticos irreducibles de la forma ax? + bx + ¢, en algunos
casos encontraremos ambas formas en la misma desigualdad.

Si alguno de esos factores es distinto de cero en un intervalo dado, entonces es
positivo 0 negativo en el intervalo, es decir, si escogemos cualquier valor de
prueba k en el intervalo y resulta que el factor es positivo 0 negativo cuando x = k,
entonces diremos que es positivo 0 negativo ese factor en el intervalo dado.

Observacion. El procedimiento descrito anteriormente que nos permitird conocer
el signo que tiene un factor lineal o cuadratico en un intervalo dado, esta
justificado por el siguiente resultado.

Teorema. Si una funcion f es continua en un intervalo I'y f(x) # 0 para toda x en
I, entonces f(x) > 00 f(x) <0 paratoda x en I.

1. Resuelve la siguiente desigualdad

1
g(x2—4x+3) <0
Solucién. Método 1. La desigualdad inicial es equivalente a la desigualdad
x—1Dkx-3)<0

Los factores x —1 y x — 3 son cero cuando x = 1y x = 3. Al retirar estos puntos
del eje real, se determinan los siguientes intervalos que no se traslapan

(—00,1),(1,3),(3,0)

Notemos ahora que la funcion f(x) = %(x —1)(x — 3) es continua y no se anula

dentro de cada uno de estos intervalos, por lo tanto podemos determinar el signo
gue tienen los factores x — 1y x — 3 en cada intervalo con un valor de prueba.
Para hacer esto, vamos a utilizar la siguiente tabla de signos

Intervalo (—o0,1) (1,3) (3, )
Factor de prueba k 0 2 4
Signode x — 1 — + +
Signo de x — 3 — — +
Signo de f(x) + — +
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Las soluciones de la desigualdad %(x —1)(x — 3) < 0 son los valores de x para

los cuales el signo resultante es estrictamente negativo. Asi, la solucion de esta
desigualdad es sélo el intervalo (1, 3). Este resultado también puede comprobarse
graficamente. Figura 4.

0.6

0.2

-0.2

1
figura 4. Grafica de la funcion f(x) = g(x —1(x—-3)<0en(1,3)

Método 2. Por casos.
La desigualdad inicial dada en el ejemplo anterior es equivalente a la desigualdad
x-1Dkx-3)<0

Esta ultima desigualdad se resolvera si conocemos los valores de x para los
cuales el producto de los factores x —1 y x — 3 en R es un nimero negativo. Para
hallar los valores de x vamos a utilizar la siguiente propiedad: Si ab < 0, entonces
ay b tienen signos opuestos. De lo anterior podemos considerar dos casos:

x—1<0&x—3>0 obien x—1>0& x—3<0.
Casol.x—1<0yx—3>0.

Las desigualdades anteriores son equivalentes a las desigualdades x <1 & x > 3
por lo tanto, se deben encontrar todos los valores de x en R tales que x € (—, 1)
& x € (3,x), estas condiciones nos sugieren que x pertenece al conjunto

Por lo tanto, este conjunto no es solucion de la desigualdad.
Cas02.x—1>0yx—-3<0.

Las desigualdades anteriores son equivalentes a las desigualdades x > 1 & x <
3, por lo tanto, se deben encontrar todos los valores de x en R tales que x € (1,)
& x € (—x,3), estas condiciones nos sugieren que x pertenece al conjunto

(—0,3) N (1,00) = (1,3)
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Del andlisis de los casos anteriores se concluye que el conjunto solucion para la
desigualdad %(x —1)(x — 3) < 0, esta dado por

x €QU(13)=(13).

2. Resuelve la siguiente desigualdad

(x+2)(3—-x)
x+Dx2+1)

Solucién. Método 1.

Los factores x +2 y 3 —x son cero cuando x = —2 y x = 3 respectivamente. El
denominador del cociente se anula cuando x = —1. Al retirar estos puntos del eje
real se obtienen los siguientes intervalos que no se traslapan:

(—00,-2); (=2,-1); (=1,3); (3,)
Notemos ahora que la funcion

(x+2)(3—x)
(x+1D)(x2+1)

fx) =

Es continua y no se anula dentro de cada uno de estos intervalos y por lo tanto
podemos determinar el signo que tienen los factores x +2y 3 —xy x+ 1 en cada
intervalo con un valor de prueba. Utilizando el hecho de que el factor x2 + 1
siempre es positivo, obtenemos la siguiente tabla de signos

Intervalo (=0,=2) | (=2,-1) | (=13) |(3,)
Factor de prueba k -3 —-3/2 0 4
Signodex + 2 — + + +
Signode 3 —x + + + -
Signodex + 1 — — + +
signode x*> + 1 + + + +
Signo de f(x) + — + =

Las soluciones para la desigualdad

(x+2)3—-x) -
x+1Dx2+1)

Son los valores de x para los cuales el signo resultante es menor o igual a cero.
Asi, la solucién de esta desigualdad son todas las x tales que

x €[-2,—-1) U [3,00)
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Método 2. Por casos.
El resultado anterior se puede verificar si hacemos un andlisis de los casos en que

. ny . (x+2)(3—x)
la variable x produce en la expresion algebraica CrDGTD valores menores o

iguales a cero, para lograrlo vamos a considerar tres casos:
Caso 1. Buscamos a todos los valores de x para los cuales se cumple lo siguiente
x+2>0 3—x>0;, x+1<0
Osea x>-2; x<3; x<-1
En términos de intervalos, se concluye que
x €(—=2,0)N(—,3) N (—0,—1) = (-2,-1)
Caso 2. Buscamos a todos los valores de x para los cuales se cumple
x+2>0 3—x<0; x+1>0
Osea x>-2; 3<x; x>-1
En términos de intervalos, se concluye que
x € (=2,0) N (3,0) N (—1,0) = (3, 0)
Caso 3. Buscamos a todos los valores de x para los cuales se cumple
x+2<0;, 3—x>0; x+1>0
Osea x<-2; x<3; x>-1
En términos de intervalos, se concluye que
x € (=00, -2)N(=0,3)N(=1,0) =0

De los resultados obtenidos en los casos 1, 2 ,3 y utilizando el hecho de que la
desigualdad no es estricta y admite el valor de cero, se concluye que la soluciéon
de la desigualdad

(x+2)(3—-x)
GrD+n =

Esta dada por todos los valores de x tales que
x€[-2,-1)U[3,0) U =[-2,—-1)U[3,).

Finalmente, notemos que este resultado también puede comprobarse
graficamente. Figura 5.



—

0.6
0.4

0.2

-4 -

figura5. f(x) =

-0.2

-0.4

(x+2)(@B—-x)

x+Dx2+1)

<0en[-2,—1)U[3,m)
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Desigualdades y valor absoluto

En esta seccion revisaremos algunas de las técnicas que se utilizan para resolver
algunas desigualdades que contienen valores absolutos. En las siguientes
expresiones, vamos a emplear las letras griegas épsilon(e) y delta(é) para denotar
distancias.

I La desigualdad |x — c| < § donde § > 0 y c € R es equivalente a la desigualdad

- <x—c<d.
Lo cual ocurre siy solo si
c—6<x<c+do=x€e(c—6c+56)..(1).

En el caso en el cual ¢ = 0, se tiene la desigualdad |x| < §. La cual es equivalente
a la desigualdad

—-6<x<6..(2).

Lo cual ocurre siy solo si x € (=6, 6).

1. Resuelve la siguiente desigualdad |x — 5| <1.(c=5,6§ = 1)

Solucién. La desigualdad |x — 5| < 1 ocurre siy sélo si

—-1<x-5<1o4<x<5<x€(4,6)

2. Resuelve la siguiente desigualdad |x + 2| <3.(c=-2,6 =3)

Solucion. La desigualdad |x + 2| < 3 ocurre siy solo si

—-3<x+2<3&e-5<x<1lesxe(-51)

II La desigualdad 0<|x—c| <& donde 6 >0 y c€e R es equivalente a la
desigualdad

—-6<x—c<é.
Junto con la condicion de que x — ¢ # 0. Esto se cumplira si x # c.

Por lo tanto, la desigualdad 0 < |x — ¢| < 6 ocurre siy s6lo si
x—c<0..(@)

x—c>0.. (ii)



De la definicion de valor absoluto y de las condiciones anteriores se deduce

O0<|x—c|<de=>xe(c—-6c)ul(c,c+6)..(3)

1. Resuelve la siguiente desigualdad

0<|x—=5|<1;c=5y6=1
Solucién. Para que 0 < |x — 5| se deben considerar dos casos:
x—5<0..(1)
x—5>0..(02)
Si x — 5 < 0 entonces por la definicion de valor absoluto, la desigualdad
0<|x-5]|<1.
Es equivalente a
0<—-(x—-5<1
O sea,
0<5—-x<1e -5<—x<-4=4<x<5
Por lo tanto,
x € (4,5) ... (D)

Por otra parte, si x —5 > 0 entonces por la definicién de valor absoluto, la
desigualdad 0 < |x — 5| < 1 es equivalente a

0<x-5<1
Es decir
0<x—-5<1&e&5<x<6
Por lo tanto,
x € (5,6) ... (ii)
Finalmente, de las expresiones (i) y (ii) se concluye que:

0<|x-5|<1ex€e(45uU(,6)

Tal y como se indica en la expresion (3). Nuevamente, podemos verificar este

resultado de manera gréfica.

19
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Observacion. Siempre es mejor hacer el analisis por separado de cada uno de los
casos que se presentan en este tipo de desigualdades en vez de sdlo sustituir los
valores de c y de § en la expresion (3).

II1I Veamos ahora el siguiente caso. Sea € > 0. Si pensamos en |x| como la
distancia entre el valor de x y cero, entonces

x| >e=ox>¢c0 x<—¢
Por ejemplo,
x| >3 ©&x>30x<-3

Esto se puede ver en la grafica 6
12

10

v
-10 -5 5 10
Figura 6.Graficade f(x) = |x| > 3

La representacion de los intervalos en la recta real se observa en la figura 7

-5 0 5

Figura 7. Representacion de (—o0,—3] y [3,00) en el eje real

1. Resuelve la siguiente desigualdad
[2x + 3| >5
Solucién. Método 1. De acuerdo con la descripcion anterior tenemos lo siguiente:
12x+3|=>5<2x+3>502x+3<-5
Resolviendo la desigualdad 2x + 3 > 5:

2x+325 =2 x>22=x>21
Por lo tanto, la solucion de la desigualdad 2x + 3 > 5 son todos aquellos valores
de x tales que x € [1, ).
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Ahora resolvemos la desigualdad 2x + 3 < —5:

2x+3< -5 o2x<-8s=x<—-4

Por lo tanto, la solucién de la desigualdad 2x + 3 < —5 son todos aquellos valores
de x tales que x € (—o, —4].

Finalmente, concluimos lo siguiente:
[2x + 3| =5
=2x+3=2502x+3<-5
& x € (—o0,—4] U[1, ).
El conjunto solucion de la desigualdad se observa en la figura 8.

12

10|

.
Figura 8. Graficade f(x) = |2x + 3|

Método 2. Un procedimiento alternativo es con el uso de las siguientes
propiedades

Si0 < a < bentonces a? < b? ylal =\/§
Puesto que
[2x+3|=5>0
Entonces al elevar al cuadrado a ambos lados de la desigualdad, nos queda
52 < |2x + 3|2
& 25 < (2x + 3)?
S 0<x?+3x—4

S0 x+4)(x—-1)
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La desigualdad equivalente anterior se puede resolver utilizando una tabla de
signos o analizando los posibles casos, el resultado sera el mismo como se
observa en la figura 9.

Figura9. Graficade f(x) = (x +4)(x — 1)

Otros tipos de desigualdades con valor absoluto que también pueden resolverse
utilizando todas las propiedades enunciadas anteriormente se expresan en los
siguientes ejercicios.

1. Resuelve la siguiente desigualdad
[3x — 9] < |4 — 8x]|
Solucion. Método 1.

Podemos utilizar las propiedades siguientes:

Si0 < a < bentonces a> < b? y |la| = a2
Puesto que
0<|3x—9| < |4— 8x|
Entonces al elevar al cuadrado en ambos lados de la desigualdad, se tiene
[3x —9]? < |4 — 8x]|?
< (3x —9)? < (4 — 8x)?
& 9x%2 —54x + 81 < 16 — 64x + 64x?
& 65 < 55x%2 — 10x
< 0 < 55x%2—10x — 65

(:)O<(x—§>(x+1).
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La solucion de la desigualdad anterior esta dada si conocemos los valores de x
13
para los que el producto de los factores (x _H) y (x+1) en R, nos da como

resultado un numero positivo. Para hallar estos valores vamos a utilizar la
siguiente propiedad: Si ab > 0, entonces ay b tienen el mismo signo. Por lo tanto,
se tienen dos casos en la desigualdad:

x—=>08&x+1>0 obienx—=<0y x+1<0.
Casol.x—§>0yx+1>0

De las desigualdades anteriores se tiene: x > % y x > —1. Por lo tanto se deben
encontrar todas las x en R tales que

X € (goo) y x € (—1, )

Por lo tanto, para este caso en particular los valores de x se deben tomar de tal
forma que

(13 )n( 1 0) (13 )
— 00 — c)=|—,0

*E€\1r ’ 11°°%°)
CasoZ.x—§<0yx+1<0.

De las desigualdades anteriores se tiene: x < E y x < —1. Por lo tanto, se deben
encontrar todas las x en R tales que

x € (—oo,g) y x € (—o0,—1)

Por lo tanto, para este caso en particular los valores de x se deben tomar de tal
forma que

x € (—o0,—=1) N (—%%) = (—o0,—1)

De los resultados obtenidos en los casos 1y 2, se concluye que el conjunto
solucién para la desigualdad |3x — 9| < |4 — 8x| esta dado por

x € (—o0,—1) U (goo)

Estos conjuntos estan representados en la figura 10.
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-5 5 10

Figura 10.Gréficas dey = |4 — 8x| & y = |3x — 9]

Método 2. Ahora, ya podemos utilizar el hecho de que
13
[3x—9| < |4—-8x| = 0< (x—ﬁ)(x+1).

13 13
Y observamos que los factores (x - H) y (x + 1) son cero cuando x = T Yx=
—1. Al retirar estos puntos del eje real, se forman los siguientes intervalos que no

se traslapan
13\ /13
(=, 1), (—1, H) ) (ﬁ’ 00)

Notemos ahora que la funcién f(x) = (x - E) (x + 1) es continua y no se anula
dentro de cada uno de estos intervalos; podemos determinar el signo que tienen
los factores x —1—? y x + 1 en cada intervalo con un valor de prueba, para hacer
esto utilizaremos la siguiente tabla de signos

Intervalo (—00,—1) ( 13) (13 )
_1J_ _Fm
11 11
Factor de prueba k -2 0 2
13 — — +
Si de x — —
igno de x — -
Signode x + 1 — + +
Signo de f(x) + — +

Las soluciones de la desigualdad 0 < (x - g) (x + 1) son los valores de x para

los cuales el signo resultante es estrictamente negativo. Asi, la solucién de esta
desigualdad esta dado por todas las x tales que
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x € (—o0,—1) U (g,w).

La representacion de estos conjuntos en la recta real se observa en la figura 11

O o =
-3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 11. Representacién de x € (—o,—1) y (g 00) en el eje real.

Método 3. Como [3x — 9| < |4 — 8x|, entonces para 4 —8x #+ 0 0 sea, x # %
podemos reescribir a esta desigualdad como

[3x — 9]

1
L T T
|4 — 8x]| x

2
3x—9
4 — 8x
3x—9<1
4 — 8x '

<=>| |<1

=S -1<

3x-9
4—-8x

De esta manera, x es una solucion de la desigualdad —1 < <1 x ;t% si, y

solo si se satisfacen las dos desigualdades
<3x—9 3x—9<1_ il
a—8x Y a—sx " 72

Las desigualdades anteriores son equivalentes a las expresiones

5x$5<0 11x—13<
4—8x Y T4 _8x

0; il
X >

Utilizando una tabla de signos es posible analizar cada una de las desigualdades y
comprobar que el resultado es el mismo.
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1.2 Funciones
Representacion de las funciones
Se tienen cuatro maneras posibles de representar una funcion.

e Verbalmente: mediante una descripcion en palabras.
e Numéricamente: con una tabla de valores.
e Visualmente: mediante una grafica.
e Algebraicamente: por medio de una formula explicita.
Si una sola funcién se puede representar de las cuatro maneras, con frecuencia
resulta util pasar de una representacibn a otra, para adquirir conocimiento
adicional de esa funcion. Pero ciertas funciones se describen de manera mas
natural con un método mas que con otro.

e

1-x '

1.Seag(x) =

(a) Determina el dominio de g.

(b) Calcular g(5),9(=2) y g(—a)

Solucién (a) La expresion % es un numero real siy solo si el radicando 4 + x es
no negativo, y el denominador 1 — x no es igual a cero. Asi, g(x) existe siy so6lo si
44+x=>20y 1—-x#0

Es decrr,
x=>2—4 vy x+1
Podemos expresar el dominio en términos de intervalos como
D(f) =[-41) v (1,).

(b) Para calcular los valores de g se sustituye el valor de x en la expresion
algebraica

o VAt5 _V9_ 3
9B =15 =377
VA+(=2) V2
g(_z)_—l—(—Z) =3
44 (—a) V4—a
g(—a) =

2. Determina el dominio y el rango de f(x) = 4 + vx — 3.
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Solucion. Para que vx — 3 sea un niumero mayor o igual a cero, se debe tener
gue x — 3 = 0, 0 sea que se debe tener que x = 3 con lo cual se garantiza que

Vvx—3=20
Y en consecuencia

4 ++x—3=4.

El menor valor de f(x) ocurre en x = 3y es f(3) = 4 + 0 = 4. Ademas, debido a
gue Vx — 3 aumenta cuando el valor de x aumenta, se concluye que f(x) = 4. Por
consiguiente se concluye que el rango de f es R(f) = [4,%) y que el dominio de
f escomo D(f) = [3, ).

x  f(x)

3 4 110
5 5.41
10 6.64
15
15 7.46
20 8.12
25 8.69 | } t f >
5 10 15 20
30 9.19

Figura 14. Graficadey = 4 +Vx — 3
Funciones polinomiales
Una funcion f(x) se llama funcion polinomial o polinomio si f es de la forma
fx) = apx™+ ap_x™ 1+ -+ ayx? + a;x + a,.

En donde n es un entero no negativo y los numeros a,, a,_1, ..., a,, a;,a, SON
constantes llamadas coeficientes del polinomio. El dominio de todo polinomio es el
conjunto de los nameros reales R. Si el coeficiente a,, # 0, entonces el grado del
polinomio es n; por ejemplo, la siguiente funcién es un polinomio de grado 4.

f(x) = x*—16x% ++/2.

Una funcion polinomial de grado 1 tiene la forma f(x) = ax + b; y se denomina
funcion lineal porque su grafica es la recta y = ax + b, cuya pendiente es a y su
ordenada al origen es b. Por ejemplo, la funcién f(x) = 2x — 1 es una linea recta
con pendiente 2 y ordenada al origen y = —1. (Figura 15)
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3 -7
2 -5 ]
-1 -3

0 -1 5 3 i p
1 1

2 3 / ik
3 5

Figura15. y=2x—1

Una funcién polinomial de grado 2 posee la forma f(x) = ax? + bx + ¢; y se llama
funcidn cuadrética. La grafica de una funcion cuadratica es siempre una parabola
que se obtiene mediante una transformacién de la parabola y = ax?. Por ejemplo,
y = x? ylafuncion y = x? + 6x + 10. (Figura 16)

f i i i i t
-4 -3 -2 -1 1 2

Figura 16. Graficasde y =x? y y =x?+6x + 10

Una funcién polinomial de grado 3 es de la forma f(x) = ax3 + bx? + cx +d. Y se
conoce como funcidn cubica. La figura 17 muestra la grafica de una funcién
cubica.

Figura 17
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Funciones Racionales

Una funcion racional f es un cociente entre dos polinomios:
P(x)

Q(x)

Donde P y Q son funciones polinomiales. El dominio consiste en todos los valores
de x tales que Q(x) # 0; por ejemplo la funcion

flx) =

()_2x4—x2+1
fx) = xZ2—4

Es una funcién racional con dominio D(f) = {x: x # +2}.

Su gréfica se indica en la figura 18.

-20 -10 10 20

+1o

Figura 18. Grafica de la funcion f(x)

Las funciones racionales son mas dificles de analizar y de representar
graficamente que las polindbmicas. Por ejemplo, es importante analizar el
comportamiento de una funcién racional f = P/Q en las proximidades de un cero
de Q, también lo es para valores grandes de x, tanto positivos como negativos. Si
P y Qno tienen factores comunes, entonces los ceros de Q corresponden a
asintotas verticales de la gréfica de f; la existencia de asintotas horizontales
depende del comportamiento de f para valores grandes de x (esto es, cuando x —
+00). En la unidad tematica 2 se definen y estudian en detalle ejercicios de
asintotas verticales y horizontales.

En la figura 19 se muestra la grafica de

11
x2—4x+4  (x—2)2

fx) =



30

Hay que observar que x = 2 es una asintota vertical y el eje x (y = 0) es asintota
horizontal.

Figura 19. Grafica de la funcion f(x)

En la figura 20 se muestra la grafica de

x? x2
= =G D+ D

En este caso, las rectas x = 1 y x = —1 son asintotas verticales y larectay =1 es
asintota horizontal. A partir de esta informacion, el dominio de la funcion f es el
conjunto D(f) = {x:x # 1} y que el rango de f es el conjunto R(f) = (—o0,0] U
(1, 00).

' | i i
-4 -2 2 4
1-2

Figura 20. Grafica de la funcion f(x)
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Funciones definidas por partes

Una funcion f puede implicar dos o mas expresiones o férmulas, cada una
definida en subconjuntos distintos del dominio de f. Una funcion definida de esta
manera se denomina funcion definida por partes.

1.- Traza la grafica de f y con ayuda de esta determina el dominio y el rango de la
funcion.

(0 s 1
X—1 si 1<x<
fx)=< 1 i <
4-x si 3<x<
L 0 si x>

Figura 22. Grafica de la funcion f(x).

Como podemos observar, el dominio de f es el conjunto de todos los nUmeros
reales, mientras que el rango de f es el conjunto dado por R(f) = [0,1].

2.-Sea

(0.4 si 0<w<1
0.6 si 1<w<?2
cw)=< 0.8 si 2<w<3
1.2 si 3<w<4
\1.4 si 4<w<5

La grafica de la funcion f se muestra en la figura 23
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>

o 5 3 4 5w

Figura 23. Grafica de la funcion f(x)

En este caso, el dominio de f es el intervalo, (0,5] mientras que el rango de f es el
conjunto dado por R(f) = {0.4,0.6,0.8,1.2,1.4}.

3.- La funcion de valor absoluto definida como y = |x| es un ejemplo de una
funcién definida por partes, con dominio D(f) = Ry rango R(f) = [0, ).

+ 15

-5 5

Figura 24.Graficadey = |x|

4.- Otras funciones de valor absoluto son las funcionesde y = |3x — 9| ylade y =
|4 — 8x|.

Figura 25. Graficasdey = |4 — 8x|& y = |3x — 9]
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5.- Sea f(x) la funcién determinada por la ecuacion:
fx)=|x+2|+ |x— 3|

Traza la gréafica de f(x) y luego determina su dominio y su rango.

Solucion. De la definicion de valor absoluto se tiene lo siguiente

x+2 si x+2=20 x+2 si x=-2
lx + 2| = =

—x—2 si x+2<0 —x—2 si x<-=-2

Analogamente

x—3 si x—3=20 x+2 si x=3
lx — 3| =
3—x si x—3<0 —x—2 si x<3
Se sabe que el dominio de la funcién de la suma de funciones dada por la expresion
y=|x+2|+|x—3|

Es la interseccion de los dominios de la funcién y; =[x+ 2| y la funcion y, = |x — 3].
Como el dominio de cada una de estas funciones es el conjunto R entonces se concluye
gue el dominio de la funcién dada por y también es el conjunto R. Ademas, podemos
observar que existen tres casos que deben ser considerados para analizar el
comportamiento que tiene la gréafica de esta funcion:

x<2, —2<x<3; x=3
Caso l.x < —2.

e Six<—-2entoncesx+2<0.

e Por otra parte, al ser x < —2 entonces x — 3 < =5y como —5 < 0, por transitividad
se concluye que x —3 < 0.

En conclusion, se tiene lo siguiente:

e Six<2entoncesx+2<0yx—3<0.
Y por la definicién de valor absoluto nos queda:

y=lx+2[+[x—-3|
y=(=x—-2)+(—x+3)
y=-2x+1

Caso 2. -2 <x<3.

e Si—-2<x<3entonces0 <x+2<5,yporlotantox +2 > 0.
e Porotraparte,si —2 < x < 3 entonces —5<x—3 <0,y porlotanto x — 3 < 0.

En conclusion, se tiene lo siguiente:
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e Si—2<x<3entoncesx+2>0yx—3<0.
Y por la definicion de valor absoluto nos queda:

y=|x+2|+|x—3|
y=&+2)+(—x+3)

y =5.

Un analisis similar nos dice que:

Caso 3. Six >3 entonces y = 2x — 1.

Con base en la informacion obtenida de los casos 1, 2 y 3, obtenemos la siguiente
grafica

figura 27. grafica de la funcion y = |x + 2| + |x — 3|

Finalmente, concluimos que el rango de f(x) es en conjunto dado por R(f) =
[5, o).

6.- En varias ocasiones existiran ejercicios en las que se espera que podamos
traducir las palabras que describen una funcibn o una ecuacién en simbolos
matematicos. A continuacion veremos algunos ejemplos de este tipo de casos.

La resistencia R de una viga rectangular es directamente proporcional al producto
del ancho y el cuadrado de la altura de su seccion transversal. Encuentra las
dimensiones de la viga mas resistente que se pueda obtener de un tronco circular
de diametro a.
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~

NG
SSS Viga
~ T~ gectangular
SS o
~

Figura 28. Viga rectangular.

Solucion. Si x representa lo largo de la viga de la seccién transversal y y el
ancho, entonces de acuerdo a los datos del ejercicio se tiene:

R(x,y) = xy? ... (1)
Por otra parte, para el radio % del tronco se sabe que
At
Multiplicando la expresion por 4 se tiene, y2 = a? —x? ... (2)
Comoy? = 0, entonces se debe tener que
a?—x*>0=oad>x*e |x|<ae x €[-aal.

Y debido a que los valores de x y de y representan longitudes, la ecuacion (2)
puede reescribirse de la siguiente manera

y?2=a%*—-x% x€[0,a] .. (3)

Sustituyendo la ecuacién (3) en la ecuacion (1) podemos expresar la resistencia
R(x,y) de la viga como funcion de la variable x de la siguiente forma

R(x) = x[a? — x?] = a’x —x3; x € [0,qa]

7.- Se va a construir un vaso de papel en forma de cono circular recto quitando un
sector circular a una hoja de papel con forma de circulo y radio R uniendo después
las dos orillas rectas del papel restante. Expresa el volumen del vaso en funcion
de la altura h del cono.
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R/

,\‘.

Figura 29. Hoja de papel donde se ha eliminado el sector circular.

Solucion.

Figura 30. Cono de papel construido quitando un sector circular

El volumen de un cono esta dado por la expresion
s
V(r,h) = 57‘2 h .. (1)

Por otra parte, de acuerdo a los datos del diagrama se tiene que
h? +r? = R?
Por lo tanto
r2 =R?—h% .. (2)
Sustituyendo la ecuacién (2) en la (1) podemos expresar al volumen del cono
V(r, h) como funcion de la variable h de la siguiente manera:

V(rh) = g[R2 — Kk

La funcién esta definida ahora en una sola variable y se puede expresar de la siguiente
forma

V(h) = gth —h:he[OR] .. (3)

El dominio de la expresién (3) se debe a que la variable h representa una longitud.

8.- Se van a usar 300 metros de tela de alambre para construir 6 jaulas en un
zoolégico como se muestra en la figura. Expresa el area que abarcan las jaulas
como una funcién de la longitud x que se indica en la figura.
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Figura 31. Jaulas de alambre.

Solucién. Si x representa la longitud del terreno y y el ancho entonces podemos
utilizar el siguiente diagrama

X

Figura 31. Esquema de las jaulas de alambre

Pero para conocer la cantidad de cerca que se va a utilizar se debe considerar las
partes que dividen al terreno en 3 partes, asi que el perimetro del terreno P, viene
dado por

P(x,y) =3x+ 4y
Pero de acuerdo con los datos del ejercicio se tiene que
300 = 3x + 4y ... (1)
Por lo tanto

300 — 3x
y= =

Ademas, el ejercicio indica que el area del terreno esta dada por

Alx,y) =xy .. (3)

Al sustituir (2) en (3), obtenemos al area A(x) como una funcion de x

300x — 3x?

Alx) =
(x) 2
Aunque el dominio de la funcion A(x) es todo R, se sabe que A(x) = 0 por tratarse
de un é&rea. Por lo tanto el dominio de A(x) queda expresado de la siguiente
manera

300x — 3x?

Alx) = 2

; x € [0,100].
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1.3 Operaciones con funciones

Una funcién algebraica es aquella que se puede expresar en términos de sumas,
restas, productos, cocientes o raices, de caracter finito, de funciones polinomiales.
Por ejemplo,

x(x? +5)
x3 + \/;

Las funciones que no son algebraicas se llaman trascendentes. Las funciones
exponenciales y logaritmicas que se estudian en la unidad tematica 5 son
ejemplos de funciones trascendentes. Con frecuencia se definen las funciones
mediante sumas, restas, productos y cocientes de diferentes expresiones. Por
ejemplo, si

f(x) =5x*—2Vx +

h(x) = x2 +V/5x + 1.
Se puede considerar que h(x)es una suma de valores de las funciones
f(x) = x%yg(x) = V5x + 1.
A la funcion h se le llama suma de fy g, y se representa mediante f + g. En

general, si fy g son funciones cualesquiera, se emplea la terminologia y notacion
gue se observa en la siguiente tabla.

Terminologia Valor de la funcién
Suma f+g f+9)x) =fl)+9x)
Diferencia f — g f=9)x) =fx)—gx)
Producto fg (fg)x) = fx)g(x)
Cociente i (£> (x) = @

g g(x)

Los dominios de las funciones f + g, f —g y fg son la interseccion An B de los
dominios Ay B de f y de g respectivamente. El dominio de f/g es el subconjunto
de A n B formado por todas las x tales que g(x) # 0.

1.- Si f(x) =v4—x%2y g(x) =3x+1. calcula la funcibn h=f/g y define al
dominio correspondiente.

Solucion. Primero vamos a determinar los dominios de las funciones fy g.

Puesto que

Vi—x2>2004—-x*>204>x’e x| <2
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Entonces el dominio de f es el intervalo cerrado A = [-2,2] y es claro que el
dominio de g es B = R.

La interseccion de estos dominios es AN B = [—2,2]. Ahora, para encontrar el
dominio de f/g hay que excluir cada numero x en el intervalo [—2,2] tal que 3x +

1 = 0; es decir, x = % Por lo tanto, se tiene lo siguiente:

()( ) = 3+1ysudomlnloD(f)_{x 2<x<2%Lx+# }

2.- Si

fx) = x3 y gx)=Inx.

Calcula la funcion h = fg y define al dominio correspondiente.

Solucion. Primero vamos a determinar los dominios de las funciones f'y g.

Las raices cubicas de un numero x son numeros y que satisfacen la ecuacion:
y? = x wex (1)

Si x y y son numeros reales, entonces existe ademas una unica solucién; y esta a
Su vez es un numero real, dada por

SV

y=x

Si se usa la definicidon (1), se observa que la raiz cubica de un numero negativo es
también un numero negativo. Por lo tanto se puede concluir que D(f) = R. Por
otra parte, se sabe que D(g) = (0,). La interseccién de estos dominios es AN
B = (0,0)y por lo tanto, se tiene lo siguiente:

(f9)@) = f)g(x) = (x3) (nx) y D(fg) = (0,00).

A continuacion explicaremos como se pueden usar dos funciones f y g para
obtener las funciones compuestas fog y gof. Las funciones de este tipo son muy
importantes en calculo. La funcion fog se define como sigue.



Definiciéon de funcién compuesta
La funcion compuesta fog (f circulo g) de dos funciones f y g se define como
(fog)(x) = f(g(x)). "f de g(x)"

El dominio de (fog) es el conjunto de todas las x en el dominio de g, tales que
g(x) esté en el dominio de f.

Similarmente, el dominio de (gof) es el conjunto de todas las x en el dominio de
f, tales que f(x) esté en el dominio de g.

",
. L , 1 .

x glx) flgix))

Figura 32.Diagrama de flechas para la composicion (fog).

1.- Sean f y g dos funciones cuyas expresiones son:

fx) = x%; gx)=1—-+x
i Determina (fog)(x) y el dominio de fog.
ii Determina (gof)(x) y el dominio de gof.
iii Determina (gog)(x) y el dominio de gog.
Solucion.
i Determina (fog)(x) y el dominio de fog.

Como la raiz cubica de un numero negativo es también un numero negativo, se
puede concluir que D(f) = Ry que D(g) = [0, ).

Por otra parte,
1
(fog)(x) = f(g(x) = fF(1 —vx) = (1 —Vx)5.
El dominio de fog es el conjunto de todas las x € D(g) = [0, ) tales que

g(x) =1-vxeD(f) =R.

Como todo numero real tiene raiz cubica, entonces se sigue que

40
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g(x) =1—+/x € D(f) = R, para toda x € [0, ).
Por lo tanto, el dominio de la composicién gof es el conjuntoD(fog) = [0, ).

ii Determina (gof)(x) y el dominio de gof.

(9012 = 9 = o (2) = 1 - |
El dominio de gof es el conjunto de todas las x € D(f) = R tales que
f(x) =1-+x € D(g) = [0,).
El enunciado "1 — +/x esta en [0, )" equivale a la desigualdad:
1-Vx 20e12Vx>2000<x<1

Por lo tanto, el dominio de gof es el conjuntoD (gof) = [0,1].

iii Determina (gog)(x) y el dominio de gog.

La composicién de las funciones es:

(gog)(0) = g(g(x) = g(1—vx) =1— |1 -V

El dominio de gog es el conjunto de todas las x € D(g) = [0, =) tales que
9(x) =1—+x € D(g) = [0,).
Nuevamente, el enunciado "1 — /x estd en [0,00)" es equivalente a la desigualdad:
1-Vx 20012Vx=200<x<1
Por lo tanto, el dominio de gogtambién es el conjunto D(gog) = [0,1].

De acuerdo con este ejemplo, f(g(x)) Yy f(g(x)) no siempre son iguales; es decir,
fog # gof. También es posible que el dominio de una funcion compuesta pueda
ser distinto de los de las dos funciones dadas. Si dos funciones f y g, tienen
ambas el dominio R, entonces el dominio de fog y de gof también es R.



2.-Sea f(x)=x?>-16Yy g(x) = Vx.

Determina (fog)(x) y el dominio de gof.
Solucion.

(@) (gof)(x) = g(f(x)) = g(x? — 16) = VxZ —16.

(b) Se sabe que el dominio de f es R. y que el dominio de g es [0, ). El dominio
de gof es el conjunto de todas las x € D(f) = R tales que

f(x) =x*—16 € D(g) = [0, ).

El enunciado "x2 — 16 esta en [0, )" equivale a la desigualdad:
x’2—-16>0ox?>16 |x| =>4

Por lo tanto, el dominio de gof es el conjuntoD (gof) = (—, —4] U [4, ).

3.- Determina la funcion f o g y su respectivo dominio. Si

1 1
f(x)=x+;;g(x)=ziz
Solucioén.
(a)
x+1 x+1 1 x+1 x+2
x+ 2

(b) El dominio de f es el conjunto D(f) = {x: x # 0}, y el de g es el conjunto
D(g) = {x:x # —2}.

El dominio de fog es el conjunto de todas las x € D(g) = {x:x # —2}tales que

1
gx) = % € D(f) = {x:x # 0}.

Y para que, i—: € D(f) se debe cumplir que

x+1

0
x+2¢

Por lo tanto, el dominio de la composicion gof es el conjunto

D(fog) = {x|x # —1,x # —2}.
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4.- Determina la funcion g o f y su respectivo dominio. Si

f(x) =sen(x) y glx) =1—+/x
Solucion.
(a)

(gof)(x) = g(f () = g((sen () = 1 - [sen(x).
(b) El dominio de f es el conjunto D(f) = R, y el de g es el conjunto
D(g) = [0, ).

El dominio de gof es el conjunto de todas las x € D(f) = R tales que

f(x) = sen(x) € D(g) = [0, ).
Y para que, sen(x) € D(g) se debe cumplir que

sen(x) =0

Por lo tanto, el dominio de la composicion gof es el conjunto

D(fog) = Dy.r = {x|x € [2nm, 7 + 2nw];n € ZU {0} }.
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Transformaciones de funciones

Al aplicar ciertas transformaciones a la gréfica de determinada funcion podemos
obtener las gréficas de otras funciones relacionadas, reduciendo con ello el trabajo

de graficacion.

1.- Desplazamientos verticales. Sea f una funcion dada. Si el nUmero ¢ es

positivo entonces tenemos lo siguiente

e Siy=f(x)+ clagraficade y = f(x) se desplaza c unidades hacia arriba.
e Siy=f(x)—clagraficade y = f(x) se desplaza ¢ unidades hacia abajo.

A

o |

A

v

=

r

(a, bﬁ

-

.,

=10

.'r I
y=f /|
— (a,b—c)

-

X

Las funciones f(x) = sen(x) y f(x) = x? con los desplazamientos verticales de 2

y —2 que se indican graficamente.

k4
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2.- Desplazamientos horizontales. Sea f una funcion dada. Si el nimero c es
positivo entonces tenemos lo siguiente

e Siy=f(x—c) la grafica de y = f(x) se desplaza horizontalmente a la
derecha una distancia c.

e Siy=f(x+c) la grafica de y = f(x) se desplaza horizontalmente a la
izquierda una distancia c.

LY

{a. b )ﬂ-'
.-"r-

—_E e —————
W

- c=>=0 -

La siguientes graficas muestran estos efectos en las funciones f(x) = (x +¢)3y

flx) =—(x+c)? parac=-20.3

'
+
~

+
o




3.- Estiramientos y compresiones verticales

Sea f una funcién dada. Si el nimero ¢ > 1 entonces tenemos lo siguiente

46

e Siy=cf(x)lagraficade y = f(x) se alarga c veces en direccion vertical.
e Siy= %f(x) la gréfica de y = f(x) se comprime ¢ veces en direccion

vertical.

.
(a, cb)+

¥ crx T ¥ ciix)
COm « . —+4 i .ll . 9
| COn W = £ =
[, ia, by 4+
|I "‘I .z"-"-'" !
|/ P i /i
L ,!!I* 1 1 ﬁ"fp"_ i 1 w//l -

} j_,_f_? } ‘.-l 1 /Ill_llalfi T
’ I.-' _.'I -
\/ { ta,chy |

La siguiente grafica muestra este efecto en la funciéon y = cos(x).

y =cos(x); y=4cos(x) y y = %cos(x).

15

Y
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4.- Estiramientos y compresiones horizontales
Sea f una funcion dada. Si el nimero ¢ > 1 entonces tenemos lo siguiente

e Siy = f(cx) lagraficade y = f(x) se alarga c veces en direccion vertical.
e Siy =f(%x) la grafica de y = f(x) se comprime c veces en direccion
vertical.

I
fd
.

T 1=

(a. b) [: .r;)

. . P .z _ — 2. _ l
La siguiente grafica muestra este efecto en la funciéon y = /16 — (cx)?; c =1, 2,4

T6
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Reflexion de una grafica sobre el eje x

Podemos obtener la gréfica de y = —f(x) multiplicando por —1 la ordenada de
cada punto de la grafica de y = f(x). Asi cada punto (a,b) de la gréfica de y =
f(x) que esta arriba del eje x determina un punto (a,—b) en la gréafica de y =
—f(x), que esta bajo dicho eje. Igualmente, si el punto (c,d) queda abajo del eje
x, es decir, d < 0, entonces (¢, —d) queda arriba del eje x. La graficade y = —f(x)
es una reflexion de lade y = f(x) en el eje x 0 con respecto a este eje.

La grafica de y = —x? se puede obtener localizando o puntos, o bien podemos
trazar la grafica de y = x? y luego multiplicamos por —1 las ordenadas de sus
puntos. Este procedimiento da como resultado la reflexion en el eje x, como se
indica en la figura.

Wy

Graficasde y =x? y y = —x?

Funciones periodicas

Si f(a+p) =f(a) para toda a en el dominio de f, donde p es una constante
positiva, a f se le llama funcion periddica y la p minima se denomina periodo; por
ejemplo, el periodo de y = sen(x) es 2 y el de y = tan(x) es . Si sabemos como
se ve la grafica en un intervalo de longitud p, podemos emplear la traslacion para
trazar toda la grafica de f.

Vi

a—p 0| a a+p a+2p x

Una funcion periddica f y su traslacion simetrica
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A veces es Util comparar las graficas de y = f(x) y la de y = f(cx), donde ¢ # 0.
En este caso, los valores de la funcion de f(x) para
a<x<b

Son los mismos que los de la funcion f(cx) para

. b
a < cx < b o, loque eslo mismo, para%s X<

Este procedimiento se ilustra en los siguientes ejercicios, en los cuales los valores
de las funciones y =3sen2x y y = 2cos(3x —m) se repiten por periodos de

longitudp =rydep = gn respectivamente.

Es posible obtener variaciones de las graficas de funciones trigonométricas por
medio de transformaciones de la forma:

y=asen(bx+c)+d; y=acos(bx+c)+d

Donde a, b,c y d son numeros reales. Nuestro objetivo es el de poder trazar las
graficas de funciones de este tipo sin tener que localizar muchos puntos.

Encuentra la gréafica de la siguiente funcion
y = 2sen(—3x)
Soluciéon. Como sen(—3x) = —sen(3x) (funcién impar) se puede escribir
y = —2sen(3x)
Se sabe que
—1<sen(3x) <1 para0<3x <2m

Esto es
—1<sen(3x) <1 para 0 <x < 3
Multiplicando a esta desigualdad por —2 se obtiene
21
2> —2sen(3x) = -2 para 0 < x < 3

O sea
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21
—2 < —-2sen(3x) <2 para 0 <x < 3

2m
—ZSySZparaOSxS?

Vemos entonces que hay exactamente una onda senoidal de amplitud vertical 2

en el intervalo [02?”] Notemos que la longitud de este intervalo es de 2?” Para

trazar la parte correspondiente de esta grafica y luego repetir este trazo a la
derecha e izquierda vamos a utilizar las siguientes consideraciones:

1.- Se sabe que senx =0, si x=nm donde nes un nimero entero positivo o
negativo, o bien es cero. Por lo tanto para este ejemplo concluimos que

sen3x = 0 si 3x = nm. Esto es,para x = gn
Por lo tanto
Paran =0;x = 0.
Paran = 1;x = g
Paran =2;x = gn.
Paran = 3;x = m.
Paran =4;x = gn; etc.
Y se procede similarmente con los numeros enteros negativos.

2.- También se sabe que la funcién senx =1 si x =g+2nn: donde n es un
namero entero positivo o negativo, o bien es cero. Por lo tanto concluimos que

T 2

T
sen3x =1 si 3x = 5 + 2nm. Esto es,para x = €+ §nn

Por lo tanto, ahora obtenemos lo siguiente:

Paran=0;x=%
5
Paran=1;x = .

9
Paran=2;x = g”? etc.
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Con la ayuda los puntos obtenidos en este par de observaciones, y utilizando el
hecho de que hay exactamente una onda senoidal de amplitud vertical 2 en el

intervalo [02?”] Es decir, -2 <y <2 para0 <x < 2?” Y obtenemos la grafica de

la funcion y = 3sen2x

v
A -
i -ﬂ.——j I i I.f_ i
I A I 4 | '. [ i i\
fY 7T fY 0 {1 10
[ LT T I T T ] -
] L LR
LY i 1| L 13 T
— W T '-}' 'l lﬂ- (| 1 | \ T
f S W il LW
W W —— N J \
a

Utilizamos el hecho de que la gréafica de f tiene un peridodo de longitud p = y
utilizamos la traslacion para trazar toda la grafica.

2.- Ahora veamos un ejemplo de una grafica para una ecuacion de la forma
y =acos(bx + ¢)

Encuentra la gréafica de la siguiente funcion
y = 2cos(3x — m)

Solucién. Se sabe que

—1<cos(Bx—m)<1 para0 <3x—m <271

Por lo tanto, al multiplicar por 2 a esta ultima desigualdad,
—2<2co0s(3x—m) <2 para0<3x—m <2nm

O sea:
T
—2 < 2cos(3x —m) <2 para §Sx£rr
Esto es:

T
—-2<y<?2 para§SxS7T
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Entonces vemos que hay exactamente una onda cosenoidal de amplitud vertical 2
. . . 2

en el intervalo En] Notemos que la longitud de este intervalo es de /2 Para

trazar la parte correspondiente de esta grafica y luego repetir este trazo a la

derecha e izquierda vamos a utilizar las siguientes consideraciones:

. 2n—1 , .
1.- Se sabe que cosx =0, six = %n donde n es un numero entero positivo o

negativo, o bien es cero. Por lo tanto para este ejemplo concluimos que

, (2n—1) 2n+1
cos(3x—m) =0 si 3x—m = — T Esto es,para x = c

i
Por lo tanto

Paran = 0;x = g

Paran=1;x = g

Paran =2;x = zn.

Paran =3;x = %n.

Paran =4;x = %n; etc.

Y se procede similarmente con los nUmeros enteros negativos.

2.- También se sabe que la funcién cosx =1 si x = 2nm: donde n es un nidmero
entero positivo o negativo, o bien es cero. Por lo tanto concluimos que

2n+1
3

cos(3x —m) =1 si 3x —m = 2nm. Esto es,para x = T

Por lo tanto, ahora obtenemos lo siguiente:
1

Paran=0;x = 37

Paran=1;x = m.
5

Paran=2;x = U

Paran = 3;x =-m.

Paran = 4;x = 3m; etc.
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Con la ayuda los puntos obtenidos en este par de observaciones, y utilizando el
hecho de que hay exactamente una onda cosenoidal de amplitud vertical 2 en el

intervalo En] Es decir,

I
—-3<y<3 para§SxS7r

Obtenemos la grafica de la funcion

y = 2cos(3x — m)

))

|
k
lj
—— - -,,|:‘ -~

l @3)T I

Utilizamos el hecho de que la grafica de f tiene un periodo de longitud p =2/3 Ty
utilizamos la traslacién para trazar toda la grafica.

3.- Similarmente es posible trazar la gréafica de la funcién

y=%tan(x+%)

Desplazando la graficade y = %tan(x) hacia la izquierda una distancia de longitud

T

P
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Una grafica es simétrica con respecto al eje y siempre que el punto (—x,y) esté
en la gréfica cuando el punto (x,y) esté en ella. La prueba para saber si esto

ocurre consiste en sustituir la variable x por -x en la funcion f, obteniéndose la
misma ecuacion.

1.- La funcién f(x) = 5x* — x? es simétrica con respecto al eje y, pues

f(=x) =5(=0)* = (=x0)? =5x* —x* = f (%)

+05

T-05

y = 5x* — x?

2.- La funcién x = f(y) dada por la expresion x = 4y? es simétrica con respecto al
eje x, pues

f(=y) =4(=y)? = 5y? = f(y)

1

x = 4y?



3.- La funcién f(x) = 2x — 7x3 es simétrica con respecto al origen pues
f(—x) = —f(x) para toda x.En efecto:

f(=x) =2(—x) = 7(—x)3 = =2x + 7x3 = = f(x)

T0.5

+-0.5

1+-15

y =2x —7x3

55
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1.4 Propiedades de las Funciones
Funciones Pares

Se dice que una funcion es par si f(—x) = f(x) para toda x en su dominio. En este
caso, la ecuacion y = f(x) no cambia si se sustituye x por -x, por consiguiente,
de acuerdo a las pruebas de simetria, la grafica de una funcion par es simétrica
respecto al eje y. De esta manera concluimos que la funcién f(x) = 5x* —x? es
par.

1-1

Se dice que una funcién es impar si f(—x) = —f (x) para toda x en su dominio. En
este caso, de acuerdo a las pruebas de simetria, la grafica de una funcion impar
es simétrica respecto al origen. De esta manera concluimos que la funcién f(x) =
2x — 7x3 es impar.

+-2

Por supuesto que también hay casos en los cuales una funcion dada no es par ni
tampoco impar. La funciones dadas por

f)=x3+x2y f(x)=2x—x?
No cumplen ninguna de las dos condiciones, pues, en ambos casos se tiene que

fE0) #f)y f=x) # —f(x).
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UNIDAD TEMATICA II. Limites de Funciones y Continuidad.

2.1 Introduccién al Calculo.
Definicién informal de limite de una funcidén

En esta seccién el enfoque que se hara acerca del concepto de limite seré
intuitivo, centrado en la compresién de qué es un limite mediante el uso de
ejemplos numéricos y graficos. Supongamos que L denota a un numero finito. El
concepto de que f(x) tiende al nUmero L a medida que x tiende a un nimero a
puede definirse informalmente de la siguiente manera.

1. Si f(x) puede hacerse arbitrariamente proximo al numero Lal tomar
x suficientemente cerca de, pero diferente de un nimero a, por la izquierda
y por la derecha de a, entonces el limite de f(x) cuando x tiende al nUmero
aeslL.
Limites laterales

En general, una funcion f(x) puede hacerse arbitrariamente proxima a un nimero
L, al tomar x suficientemente cerca, pero sin que sea igual al numero a por la
izquierda, y entonces emplearemos la siguiente notacion

lim f(x) =L; obien, f(x) » L, cuando x » a~
xX—a
Similarmente, una funcidn f(x) puede hacerse arbitrariamente proxima a un

namero L, al tomar x suficientemente cerca, pero sin que sea igual al nimero
a por la izquierda, entonces emplearemos la siguiente notacion

lim f(x) =L, obien, f(x) - L, cuando x - a*
xX—a

Se cumplen ademas los siguientes resultados importantes.

(a) Si tanto el limite por la izquierda lim f(x) como el limite por la derecha
x—a
lim+f(x) existen y tienen un valor comun L, es decir,
xX—a

lim £(0) = lim, f(0) =1

Entonces se dice que L es el limite de f(x) cuando x tiende a a o0 bien que f(x)
converge a L cuando x tiende a a, y en tal caso escribimos (Figura 1)

limf(x)=L o f(x) > Lcuando x - a
xX—a

De hecho, el resultado siguiente relaciona el concepto de limite de una funcién con
los limites laterales

(b) lim f(x) = L & lim_ f(x) = lim, f(x) = L.



58

Por otra parte, se dice que lim f(x) no existe o que diverge en x = a si
x—a

(c) Alguno de los dos limites laterales lim f(x) 6 lim, f(x) no existe
x—a x—a

xX—a x—a

., —
K X—=a" >

\_\ f—

(a) Figura 1. }Cl_l’)rtll fx) =L xllrgl_f(x) =xllr£1+f(x) =1L

1. Consideremos la siguiente funcion

16 — x?
4+ x

f) =

El dominio de esta funcion es el conjunto de todos los nimeros reales tales que

x # —4 porque al sustituir x = —4 se obtiene la indeterminacion de 0/0, pero ello

no importa, porque la definicion de lim f(x) dice que sélo se toman en cuenta los
x—a

valores de x cercanos al numero a, por la izquierda o por la derecha, pero no
iguales a a. En la proxima tabla presentamos los valores de f(x), para valores de
x que tienden a —4 pero que no son iguales a —4.

X | 4.1 -4.01 -4.001 -4 -3.999 -3.99 -3.9
f(x)| 8.1 8.01 8.001 7.999 7.99 7.9

Con base en los valores de la tabla, estimamos que

16 — x?
lim =8
x-—-4 4+ x
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Obsérvese que cuando x # —4 se tiene que 4 + x # 0 y por lo tanto, la funcién f
puede simplificarse asi:

16—x2_(4+x)(4—x)_

= 4 —x
4+ x 4+ x

fx) =

Y como se ve en la figura 2, la grafica de f es la grafica de y = —4 —x con un
hueco en el punto correspondiente a x = —4.

Figura2.f(x) =4 —x

Para valores de x suficientemente cerca de —4 a la izquierda y a la derecha,
descritas por las dos flechas sobre el eje x, las dos puntas de flecha sobre el eje
y, representan que los valores de la funcion f(x) se aproximan cada vez mas al
numero 8. En efecto, para x # —4, los limites laterales izquierdo y derecho nos
dan el siguiente resultado

16 — x? 44+x)(4—x
lim = lim ( ) )= lim (4—x)=8
x->—-4~ 4+ x xX—>—4~ 4+ x xX—>—4~
16 —x? G+ -x) _
- S

Y por lo tanto, por la propiedad (b) para limites laterales es posible concluir que

16 — x?
lim =8
x-—-4 4+ x

2. Consideremos la funcion definida por partes y algunos de los valores que toma.

x+2 six<5
flx) =
10— x six>5
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X 4.9 499 4999 5 5,001 5.01 5.1
f(x)| 6.9000 6.9900 6.9990 4.9990 4.9900 4.9000

A partir de su tabla de valores correspondientes para valores de x cercanos a 5
pero no iguales a 5 notamos que cuando x se aproxima a 5 por la izquierda:

lim f(x) = lim (x +2) =7.
x-5 x-5
Luego, cuando x tiende a 5 por la derecha, se observa lo siguiente
xll,rél+ flx) = xll)r5r1+(10 —x) =5.
Y puesto que
Jim f (x) # Jim, f (x)

Entonces por la propiedad (d) podemos concluir que lirr; f(x) no existe.
xX—

x+2 six<5
Graficade f(x) =

10—x six>5

; ( ) , 0
X ,x i

No esta definida en x = 0, aunque de acuerdo a nuestra definicion intuitiva de

limite de una funcién en un punto, esto no tiene ninguna consecuencia cuando se

considera lir% f(x) pues sélo se toman en cuenta los valores de x cercanos a 0,
X—

pero no iguales a 0. A partir de las siguientes tablas de valores,
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X

0.1

—0.01

-0.001 0 0.001 0.01 0.1

f(x)

-10

—-100

—1000

1000 100 10

Podemos observar que los valores de la funcién f(x) crecen sin limite en valor
absoluto cuando x tiende a cero. En otras palabras, cuando el valor de 1 en el
numerador, queda dividido entre una cantidad por la izquierda del numero cero,
gue es negativa y que se va haciendo cada vez mas pequefia, se concluye que

A=y =

. 1 .
Y por lo tanto llrgl_; no existe.
X—

Por otra parte, cuando el valor de 1 en el numerador, queda dividido entre una
cantidad a la derecha del niumero cero, que es positiva y que se va haciendo cada
vez mas pequefia, se concluye que

lim — = o
x-0% X

lim f(x) =
x—>0+f( )
.. . . 1 . .
Y por lo tanto, también en este caso concluimos que hrgL; no existe. Finalmente,
xX—
. . . . 1
por la propiedad (c) para limites laterales se concluye que 11rr(1)f(x) = llrrg); no
xX— X—

existe.

\
f(x) i\
I
|
I
i
il

-
T————9
P
3
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2.2 Técnicas para determinar limites
Algebra de limites

En esta seccion nuestro enfoque del concepto fundamental del limite serd mas
analitico, es decir, usaremos métodos algebraicos para calcular el valor del limite
de funciones. Los Teoremas que se consideran en esta seccion establecen tales
mecanismos

Teorema 1. Limites de una suma, producto y cociente de funciones.
Supongamos que a es un nimero real y que
limf(x)=L; v limg(x)=1L,
x—>a x—a
Entonces
i) lIm{fGO+g(0)} =lim f() +lim g(x) = Ly + L,
(i) lim{fC)g()} =lim f(x) - lim g(x) =L, - L,
(iii) ,lciircll{af(x)} =q- L, paratoda a € R.
(iv)  lim{f(x)/g()} =lim f(x)/lim g(x) =Ly /La; Lp # 0
El Teorema 1 puede plantearse coloquialmente de la siguiente manera

e Si ambos limites existen, entonces

0] El limite de la suma es la suma de los limites

(i) El limite del producto es el producto de los limites

(iii)  El limite de un cociente es el cociente de los limites, en el supuesto de
gue el limite del denominador no es cero.

e Observacion. Si todos los limites existen, entonces el Teorema 1 también
es valido para limites laterales; es decir, la notacion x — a en este Teorema
puede sustituirse por x - a- oporx - a”.
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Aplica el Teorema 1 para determinar los siguientes limites

1.- lirq(x +1)(2x + 3)
X

Solucién. Por la parte (i), (ii) y (iii) del Teorema 1 nos queda

lim(x + 1)(2x + 3) = lim(x + 1)lim(2x + 3)
x—1 x—1 x—1

- {m X+ }Ci_r)r%(l)} {m 2x + }Cig}@)}
=(1+12+3)=10

2
. x%-4
2.-lim=——;x€eR
x—1 3x—6

Solucién. Si hacemos f(x) = x2 — 4y g(x) = 3x — 6 para x en R, entonces no se
puede usar la parte (iv) del Teorema 1 para evaluar a este limite porque

lim h(x) =lim(3x —6) =3limx -6 =0
X—2 x—2 xX—2
Sin embargo, si x # 2, entonces se sigue que

x2—4_(x+2)(x—2)_x+2

3x—6  3(x—-2) 3
Y por lo tanto
y x2—4_1_ x+2_11_ ( 2)_1(2 2)_4
;H}Bx-—6'_ ;E} 3 _-§xgg X+ ~3 + ~3

3.- lim@;para x>0
x->1 x—1

Solucion. Nuevamente observamos que si hacemos f(x) =vx—1ygx)=x—1
para x > 0, entonces no se puede usar la parte (iv) del Teorema 1 para evaluar a
este limite porque

limh(x) =lim(x—1) =0
x—-1 x—-1

Sin embargo, si x # 1, entonces
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Vi—-1_ x-1 1
x—=1 (Wx+1){x—-1) vx+1

Y por lo tanto

lim = lim =—X =—
=1 x—1 xo1yx+1 lm}(\/E+ 1) 2
X—
x+1
4.- xll)rgl+ x2+2
Solucion.
_’7
0 <X

Para x > 0 se tiene que

xr1 ROHD | RO+ 1

o0t x2+2 lim (x242)  lim (x2) + lim (2) 2
x—-0t x—-0t x—-0t

Los siguientes ejercicios hacen uso del siguiente limite trigonométrico importante:

sen(x) _
=1 lim =
x=0 X x—-0 sen(x)
5.- Utilizando el hecho de que m%se?;ﬂ = 1, prueba que lin(l)l_LS(x) = 0.
x— X

Prueba. Como

= () () = et = () (o)

Entonces por la propiedad (ii) y (iv), las siguientes igualdades entre limites de
funciones son equivalentes

. 1—cos(x) sen?(x)
0 x ~ a0x(l+ cos(x))

= lim (sen(x)) lim (L(x)> =(1) (9> =0

x—0 X x-0\1 + cos(x) 2
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6.- lim {sen(Sx);sen(Sx)}

x—0

Solucién. Observemos que este limite es de la forma indeterminada 0/0. Sin
embargo, la expresion fraccionaria puede escribirse como

~ (sen(5x) — sen(3x) ~ (sen(5x) sen(3x)
im0 i

x—0 X X X

_ {5 Sen(Sx)} (3 sen(3x)
= lim{———=¢ — lim {—}
x—0 5x x>0 3x
i { Sen(Sx)} 3 lim {sen(3x)}
x—0 5x x>0 3x

Luego, si se hace u; =5x y u, = 3x, veremos que x — 0 implica que u; -0 vy
u, — 0. En consecuencia

lim
x—0

{sen(Sx) — sen(3x)}

X

~ (sen(5x) ~ (sen(3x)
- {5—} -3 I 5

x—0 X

=5 lim {M} ~3 lim {Sen(uZ)} —5-3=2

U4 -0 ul Uy -0 uz

7.- Evalua el siguiente limite

I i
90 sec(x) — 1

Solucién. Puesto que lir% sec(x) — 1 = 0, entonces nuevamente se tiene que este
X—

limite es de la forma indeterminada 0/0, pero podemos la fraccion de un modo
mas manejable si la escribimos como

x? 3 x? sec(x) + 1\ x%(sec(x) +1) 3 x?(sec(x) +1)
sec(x) —1  sec(x) —1 (sec(x) + 1> T osec2(x)—1 tan2(x)
De donde:

x%(sec(x) + 1) 3 x%cos?(x)(sec(x) + 1) 3
tan?(x) B sen?(x) B

x 2
( ) cos?(x)(sec(x) + 1)
senx



Y puesto que cada uno de estos términos tiene limite cuando x tiende a cero,
entonces

2

2
9lci_r>r(1) {sec())ccﬁ} = ii_r)rg) (ﬁ) ',lci_% cos?(x) -}Ci_t%(sec(x) +D=1DMDR)=2

8.- Evalla el siguiente limite.

Solucion. Como

Y sabemos que

Entonces, para x > % se obtiene que x —% > 0, de esta manera,

1
lim 7 | = ®© no existe.
Tt X — =
X7 4
Y por lo tanto, se concluye que
sen (X —E) sen (X —E) 1
i 4) . 4 _ : _
im ———= = lim T =¢= (1) lim (=
Lt T Lot X —= X —= ST x =
X=7 (X _Z) X2 4 4 X3 4
. sen(x—E) .
Por lo tanto, lim_ 22 no existe.

)
x—>z 4

9.- Evalua el siguiente limite.

o V1+4+2x—+1+3x
lim
x— 0F x + 2x?

66
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Solucién. Como

\/1+2x—\/1+3x_{\/1+2x—\/1+Bx}{\/1+2x+\/1+3x}
X + 2x? - X + 2x2 VI+2x+V1+3x

—X
(x4 2x2)(VI + 2x + V1 + 3x)

Entonces, para x > 0 se tiene que

oW1+ 2x—V1+43x —x
lim > = lim
P x + 2x x> 0% (x + 2x2) (V1 + 2x + V1 + 3x)
-1 xl—iH)l"’(_l) 1

S (T Vi) lim (1 +20(VIT 2 +VT43r) (D@ 2

10.- Encuentra lirré f(x) si f es la funcion definida por partes dada por
X—

] six#0

X

fx) =
1six=0
Solucién. Vamos a utilizar limites laterales. Para x > 0 se tiene

ol x
lim —= lim—-=1
x—0t X x—0% X

Por otra parte, para x < 0, este limite nos queda asi

N b R
lim — = lim — = -1
x-0" X x-0" X
Como los limites laterales izquierdo y derecho de f(x), cuando x tiende a cero

existen pero no coinciden, se concluye que 111‘% f(x) no existe.
X—

Grafica de f(x)
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Limites infinitos y asintotas verticales

El limite de una funcion f no existe cuando x tiende a un nidmero a siempre que
los valores de la funcién crecen o decrecen sin limite. El hecho de que los valores
de f(x) crecen sin limite cuando x tiende a un numero a, se expresa de la
siguiente manera:

lim f(x) = oo **x (1)
xX—a
Si los valores de la funcién f decrecen sin limite cuando x tiende a a, se escribe:
lim f(x) = —o0 *xx (2)
xX—a

Recordemos que el uso del simbolo x — a significa que f muestra el mismo
comportamiento —en este caso, no existe el limite — a ambos lados del numero a
en el eje x. Por ejemplo, la notacién en (1) indica que

lim f(x) =c yque lim f(x)=o
xX—a x—>a

Tal y como se muestra en la siguiente figura

=
/ \ \.

N

a)lim f(x) == b)lim f(x)= —=

En general, cualquiera de los seis tipos de limites que aparecen en la siguiente
definicion, se denomina limite infinito, y nos serviran para establecer la definicién
de asintota vertical.

Definicion. Sea f una funcion definida en ambos lados de un numero real a,
excepto posiblemente en a mismo. La recta x = a se llama asintota vertical de la
curva y = f(x) si por lo menos uno de los siguientes enunciados es verdadero.

lim f(x) = = lim f(x) = o lim f(x} = o

hm f(x) = —o= lim flx}) = —e= lim flx) = —e0
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Ejemplos de algunos de estos casos se presentan en la siguiente figura

VA Va )

|
|

/| [ _//

> X E/
'

X

|
I
|
I
|
I
|
1
|
1
|
1
|
1
|

a) lim f(x) =« b) lim f(x) = —x c)lim f(x) =ccy im f(x) = —=

1.- Determina las asintotas verticales de la funcion

2x
x—3

flx) =

Solucidn. Hay asintotas verticales donde x — 3 = 0, 0 sea, para x = 3. En efecto,
para ver esto estudiaremos el comportamiento de los limites laterales en el punto
x = 3.

X — 3

(a) Para x < 3, se tiene que x —3 < 0 y por lo tanto, el denominador dado por el
namero x — 3 es negativo, de manera que cuando x tiende a 3 por la izquierda, el
denominador x — 3 es negativo y tiende a cero, por lo tanto

2y lim 2x 6

x—3"

1' = = —_— —
3 x—3  Iim (x—3) lim(x—-3) «
x—37 x—3"

3 —— x

(b) Similarmente, para x > 3, se tiene que x — 3 > 0 y por lo tanto, el denominador
dado por el nimero x — 3 es positivo, de manera que cuando x tiende a 3 por la
derecha, el denominador x — 3 es positivo y tiende a cero, por lo tanto

2y lim 2x 6

x—3

x-3tx—3 lim(x—3) lim(x—3)

x—3% x—-3%
Por lo tanto, de acuerdo con la definicion de asintota vertical, se concluye que la
recta x = 3 es asintota vertical de la funcién



70

Fo =

Cabe hacer sefialar que no es necesario resolver para los dos casos (a) y (b) para
afirmar que la recta x = 3 es asintota horizontal de la funcién f(x).Basta con
mostrar que se cumple uno sélo de los casos que aparecen en la definicion de
asintota horizontal. Sin embargo, hacer el andlisis de ambos, puede resultar de
ayuda como informacion para trazar la grafica de f(x), que se muestra a
continuacion.

X

2.- Determina las asintotas verticales de la siguiente funcion.

sen (X - %)

(x-5)

fl) =

Solucién. Como

sen(x—%)_ SETL(X—%) 1
RSN

Entonces, hay asintotas verticales donde x —% = 0,0sea, parax = %. En efecto,

fl) =

para ver esto estudiaremos el comportamiento de los limites laterales en el punto

b4
X =
4

—— X

M

Para x > % se obtiene que x — % >0y como lim (x — %) = 0, entonces

X
4
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lim = o0
+ 7-[
x—)% X — Z
Sabemos también que
sen\x —
lim ( T 4) =1
Tt
x> X —Z
Y por lo tanto, se concluye que
sen (x - E) sen (x - E) 1 1
I 4) _ .. 4 _ . _
im ————== lim T 7¢= (1) lim (=™
N n Tl ox—73 x—7 N
X~ (X —Z) X2 4 4 X% 4

No existe. Asi, se concluye que la recta x = % es asintota vertical de la funcion
f(x). Andlogamente, es posible probar que para x < %se tiene

sen (x - %)
lim ———==-—

(-8

-1

fe) =

sen(x=5)
(x-%)

3.- Para la funcion

Fo =~

Podemos observar que los valores de f(x) crecen sin limite en valor absoluto
cuando x tiende a cero. En otras palabras, cuando el valor de 1 en el numerador,
gueda dividido entre una cantidad por la izquierda del niamero cero, que es
negativa y que se va haciendo cada vez mas pequefa, se concluye que
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lim f(x) = lim — = —
xﬁo_f( ) x->0" X
. 1 . .
Y por lo tanto llr(l)l_ ~ o existe. De esta manera, podemos concluir que la recta
X—
1
~

x = 0 es asintota vertical de la funcion f(x) =

Similarmente, cuando el valor de 1 en el numerador, queda dividido entre una
cantidad a la derecha del nUmero cero, que es positiva y que se va haciendo cada
vez mas pequefia, se concluye que

lim f(x) = lim — = o
xﬁ0+f( ) x-0t X

., . . 1 .
Y por lo tanto, también en este caso concluimos que 11r51+; no existe.
X

\
HVJF\

-
C etk |
-

< f(x)
L

4.- Determina las asintotas verticales de la siguiente funcion.

X

Vx + 2

Solucion. Se puede observar que el dominio de la funcion f es el conjunto
(—2,) y la interseccién con el eje y se da en el punto (0,0). Por otra parte,
afirmamos que la recta x = —2 es asintota vertical para la funcion f(x). En efecto,

para —2 < x setieneque 0 <x+2y lin%+\/x + 2 = 0. De esta manera,

x——

fl) =

x lim x )
lim = x>-2% = = -
x> =2%/x + 2 lin%+\/x +2 lin%+\/x +2
xX—>— x—-—

P

Vx+2

Por lo tanto, la recta x = —2 es asintota vertical para la funcion f(x) =
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+-10

X

Vx+2
Limites en el infinito y Asintotas horizontales

flo) =

Si una funcion f tiende a un valor constante L cuando la variable independiente x
crece sin limite (x - ©) o cuando x decrece sin limite (x » —), entonces se
escribe

lim f(x)=L o xl_i)moof(x) =1L

X— 00

Y se dice que f posee limite en el infinito.

Definicion. Se dice que la recta y = L es una asintota horizontal para la grafica
de una funcion f(x) si se cumple alguna de las dos condiciones siguientes.

lim f(x) =L o xl_i)r_noof(x) =1L

X— 00

La siguiente figura muestra algunas asintotas horizontales tipicas.

\‘ A} \‘ \‘

a) f(x) = L cuando x — = b) f(x) — L cuando x — —= ¢) flx) = L cuando x — —=, d) f(x) = L, cuando x— —=,
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1.- Determina cuales son las asintotas verticales de la siguiente funcion.
fx)= x2—yx*—x2+1
Solucién. Vamos a evaluar el siguiente limite

ii_g)lo(xz— x4—x2+1)

Este limite es una forma indeterminada del tipo oo — oo asi que para poder

evaluarlo vamos a racionalizar la expresion x? —vx* —x2+ 1 para reescribir a
esté limite como

X2+ Vxt—x2+1
lim(xz—\/x4—x2+1)=lim (xz—\/x4—x2+1)
X—00 X—00 x2_|_,/x4_x2+1

_ x?—1
= lim
x=0 \ x2 4 4/x*—x2+1

Y ahora simplemente hay que observar que

1
= (1% )
lim ( X ) = lim X2

AV 2 1) o ETES

. 1
im(i-52) 1-0 1
1 1-0+0 2
i (14 -]
X—00

. 1 , . s
Por lo tanto, concluimos que la recta y = > es asintota vertical de la funcion f(x).
1

Similarmente, es posible verificar que lim ( x2 —Vx*—x2+1 ) ==

Xm0 2

X— 00

NN Y AT

| i ‘ i ‘ i >
-3 2 \ / 2 3 4 5 6
4

y=x>—yxt—x2+1




2.- Determina cuales son las asintotas verticales de la siguiente funcion.

x> +x—-1

IO =1

Solucién. Vamos a evaluar el siguiente limite

x> +x—1
im —————
nooo 3x2 + 1

Este limite se puede reescribir asi

1 1
o2 +x-1 1ty
lim = lim
X —00 3x2+1 X—00 3 1
Tz

75

Y ahora utilizamos el Teorema para calcular el limite de la suma producto y

cociente de funciones, para obtener la siguiente igualdad

dm(4i-g) Jmwrim - im ) 1i0-0 1
im(+)  m@emfE o P07

- . . . Zix-1
Similarmente, es posible verificar que lim -

Xx——o00 3x2+1

larectay = g es asintota vertical de la funcion f(x).

I 4

x> +x—1

f) =377

1 .
= Por lo tanto, concluimos que



3.- Determina cuales son las asintotas verticales de la siguiente funcion.

f)=+x?+1—x

Solucién. Vamos a evaluar el siguiente limite

limvx2+1—x

X—00

Si racionalizamos a la expresion Vx? + 1 — x. Nos queda

T = (T ()

= lim

e
x—’°°{ x2+1+x

Por lo tanto, la recta y = 0 es asintota vertical de la funcion f(x).

4.- Determina cuales son las asintotas verticales de la siguiente funcion.

f(x):1+e‘x

Solucidén. Primero vamos a evaluar el siguiente limite

li 6
xl—r>£10 1+e*

Para x > 0, lim e~ = 0. Por lo tanto,

X— 00

6 lim 6
li — xX—>00 =——=6
et 1+e* lim(Q+e*) 1

X—00

76



Por lo tanto, la recta y = 6 es asintota vertical de la funcion f(x).

Por otra parte, parax < 0, lim e™ = co. Entonces,

X——00

6 lim 6 6

X—00

lim

= — = 0
xs—ol+e™* lim(l+e*) 1+ lim(e ™)

X—>00

X—>00

Por lo tanto, la recta y = 0 es asintota vertical de la funcion f(x).

10

77
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2.3 Continuidad

A menudo se puede calcular el limite de una funcién cuando x tiende a a, con soélo
calcular el valor de la funcién en a. Se dice que las funciones con esta propiedad
son continuas en a.

Definicién 1. Se dice que una funcién f es continua en un nimero a Si

}Cifcllf(x) = f(a)
Notemos ademas, que la definicion anterior requiere implicitamente de tres cosas:
(a) f esta definida en a. (Es decir, a esta en el dominio de f)

(b) chl_r)rcll f(x) existe

(©) limf (O = f(a)

Si f esta definida cerca de a, es decir, f esta definida en un intervalo abierto que
contiene a a, excepto tal vez en a, se dice que f es discontinua en a, o0 que f no
es continua en a. Geomeétricamente, una funcién continua en todo numero de un
intervalo dado, se puede concebir como una funcion cuya grafica no se
interrumpe.

1.- Determina si la siguiente funcion definida por partes

(271 vzt
SL X
I\/E—l
o) =1
1 ~
ESl x=1

Es continua en 1.

Solucion.
(a) f esta definidaen x = 1, es decir f(1) = %

(b) Veamos si lirrif(x) existe. Puesto que paravx —1 # 0
X—

x—1 (Vx+1)(Vx—1)

N o1 =Vx+1

Y en tal caso

x—»l\/_ llm(\/_+ 1) =2
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(c) Puesto que lirqf(x) existe pero no es igual a f(1) = % se concluye que la
xX—

funcion f(x) no es continuaen x = 1.

2.- Determina si la siguiente funcion definida por partes

x3—-1
six+1
fay=¢x-1
3 si x=1

Es continua en 1.

Solucién.

(a) f esta definida en x = 1, es decir f(1) = 3.

(b) Veamos si Liﬂ f(x) existe. Puesto que parax —1 # 0

=1 (x—-1DE*+x+1)

= = x? 1
1 1 x“+x+

Y en tal caso

x3-1

lim

= lim(x?+x+1)=3
x-1 X — x-1

(c) Puesto que lirr}f(x) = f(1) = 3, se concluye que la funcién f(x) es continua en
x>

x =1.

Continuidad por laizquierday por la derecha de una funcidon f en un punto.

Definicion 2. Una funcidn f es continua por la derecha de un ndmero real a, si
lim, f(0) = f(a)

Una funcion f es continua por la izquierda de un namero real a, si
lim £(x) = f(a)

Al igual que con la definicion de limite de una funcién en un punto, el resultado
siguiente relaciona el concepto de continuidad de una funcién con la continuidad
por laizquierda y por la derecha de una funcion f en un punto.

limf(x) = f(a) & lim f(x) = Tlim f(x) = f(a)




1.- Determina si la siguiente funcion definida por partes

(L gixz1
SL X
I\/E—l
f@)=4
[ 1
ESi x=1

Es continua en 1.

Solucién. Utilizaremos limites laterales.
Limite lateral izquierdo. Puesto que para 0 < x < 1 se cumple que 0 < +/x < 1.

De manera que para+/x < 1 se concluye que +x — 1 < 0, por lo tanto, para

0<x<1:

x—1 (Vx+1)(Vx—-1)

N i1 =Vx+1 Vx—-1<0

Por lo tanto

ox—1 :
xh_gl—\/}_1 B xh-gl—(\/}_l_l) =2

Limite lateral derecho. Para x > 1 se cumple que vx > 1.

De manera que para vx > 1 se concluye que Vx —1 >0,y parax > 1:

x—1  (Vx+1)(Vx—1)

= =vVx+1; Vx—1>0
Vx—1 Vx—1
Por lo tanto
ox—1 :
Jim ey = Jm (V1) =2
Puesto que
S0 = Jip 0o =2

Se tiene que

lim =L =7

m =
x-1 x —1

Y por lo tanto la funcién f definida por partes es continua en 1.
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2.- Determina si la siguiente funcion definida por partes
1x|

X

six+0

fx) =
1six=0
Es continua en 0.

Solucién. Vamos a utilizar limites laterales.

Limite lateral derecho. Para x > 0 se tiene

Limite lateral izquierdo. Por otra parte, para x < 0, este limite nos queda asi

o xl L —x
lim — = lim — = -1
x-0" X x-0" X

Como los limites laterales izquierdo y derecho de f(x), cuando x tiende a cero
existen pero no coinciden, se concluye que lirr(1) f(x) no existe, y que por lo tanto,
X—

la funcién f definida por partes no es continua en 0.

3.- Encuentra los valores de m y de n de tal manera que la funcion f sea continua
enx = 3.

mx si x <3
fx)={ n six=3
—2x4+9 six>3

Solucién. Vamos a utilizar limites laterales.
Limite lateral izquierdo. Para x < 3 se tiene

lim mx = 3m
xX—3"

Limite lateral derecho. Para x > 3 se tiene
lim (—2x+9) =3
x—3t

Y parax =3

limn=n
x—3
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Finalmente, para que se cumpla la condicion

lirréf(x) =n< lirggf(x) =3m= lim+f(x) =3
x= x= x-3

Se debe tener que m = 1, con lo cual se obtiene que n = 3.

4.- Escribe los valores de c y de d para los que la funcién f es continua en R.

2x Six <3
fx)={cx?+d sil<x<2.
Ax Six =2

e Parax < 3, f(x) corresponde a la grafica de y, = 2x. Notemos que para
x = 1, obtenemos el punto P, = (1,2) que pertenece a esta recta.

e Por otra parte, para x > 2, la funcion f(x) corresponde a la grafica de

y; = 4x. Para x = 2, obtenemos el punto P, = (2,8) el cual pertenece a esta

otra recta.
Sabemos que geomeétricamente, una funcion continua en todo numero de un
intervalo dado, se puede concebir como una funcion cuya grafica no se
interrumpe. De esta manera, para que esta condicion pueda cumplirse en la
grafica de f(x), necesariamente se debe cumplir que los puntos P, = (1,2) y P, =
(2,8) pertenezcan a la parabola

y, =cx?+d

c+d=2
Esta observacion nos conduce al siguiente sistema de ecuaciones: .
4c+d =8

La solucion esta dada por c = 2 y d = 0. Por lo tanto concluimos que

2x six<3
f(x) =42x? sil<x<2.
4x Ssix =2
Y se verifica facilmente lo siguiente: lin% 4x = lin% 2x2=8=f(2) vy lin} 2x =
x— x— x—
lim 2x% = 2 = f(1). La gréafica de f(x) se indica a continuacion.

x—-1
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Y=4x

Y=2x

5.- Determina si la siguiente funcion.

f(x)=L;x+2>0
Vx + 2

Es continua en continua en x = —2.

Solucién. Utilizaremos al limite lateral derecho para investigar la continuidad de
esta funcion en el punto x = —2.

Para -2 < xsetieneque 0 <x+2y lim \/x + 2 = 0. De esta manera,

x—>=2

lim x )

lim X xmat o0
x> =2%y/x + 2 lim \/x +2 lim \/x +2
x—>=2 x——2
Puesto que 11m = "o existe, se concluye que 11m — tampoco existe y por

2Vx+
;x+2>0noes contlnua en x = —2. Notemos que

-2t Vx
lo tanto, Iafunc:lon f(x) = \/:
este hecho también se puede verificar mas facilmente observando que la funcion
f(x) = —==;x+ 2> 0 no esta definida en x = —2.
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Continuidad en un intervalo abierto y en un intervalo cerrado

Definiciéon 3. Una funcién f es continua
(a) Sobre un intervalo abierto (a, b) si es continua en todo nimero del intervalo; y

(b) Sobre un intervalo cerrado [a,b] si es continua en el intervalo (a,b) v,
ademas

Jim f(x) =f(a) y lim f(x)=f(b)

Comprueba que la funcién
h(x) = x4/16 — x?2
Es continua en el intervalo [—4,4].

Solucién. Como podemos observar, h = fg donde f(x) =xy g(x) =vV16 — x2.
El dominio de f(x) es el conjunto R y el dominio de g(x) es el conjunto [—4,4]. Por
lo tanto, el dominio de la funcién h(x) es el conjunto [—4,4]. Y de esta forma, para
a € (—4,4), se tiene

i 16 = lm 26— = (e ) (576 7) = (i) [lma1e =)
= (a) (\/ 16 — az) = h(a)

Y de acuerdo a la definicion 3, h es continua en el intervalo (—4,4). También
debemos calcular el limite derecho en —4 y el limite izquierdo en 4.

x— —4%

lim k() = lim x/16—x2 = (_lim x ) <\/xlir_r}}+(16 - x2)> = (-4 (0) = h(0)

Y por lo tanto h(x) es continua por la derecha en —4. Similarmente,

xl_i)rgl_ h(x) = xl_i)r:rll_x\/ 16 —x2 = (xl_i,lil—x ) <\/xl_i)1£1_(16 — x2)> = (4) (0) = h(0)

De manera que h(x) también es continua por la derecha; por consiguiente, segun
la definicion 3, la funcién h(x) es continua en el intervalo [—4,4].
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h(x) = x4/16 — x?

Operaciones con funciones continuas

En lugar de aplicar siempre las definiciones 1, 2 y 3 para comprobar la continuidad
de una funcion, como en los ejercicios anteriores, resulta conveniente aplicar el
teorema siguiente.

Teorema 1. Sea A € Ry sean fy g funciones definidas de A aR. Seana e Ry
c € A, tales que f y g son funciones continuas en a. Entonces las siguientes
funciones también son continuas en a.

@ f+g.f-gfgyeaf.

(ii) La funcion h = g siempre que g(x) # 0 para toda x en A.

Continuidad de una funcién compuesta

El siguiente teorema establece que la composicion de dos funciones continuas es
continua.

Teorema 2. Si g es continua en un numero a 'y f es continua en g(a), entonces la
funcién compuesta (fog)(x) = ( f(g(x)) es continua en a.

1.- Sean f(x) = xé y gx)=1—+/x.
(i) Determina (fog)(x) y el dominio de fog.
(ii) Donde es continua la funcién h(x) = (fog)(x)

Solucion. (i) Como laraiz cubica de un numero negativo es también un numero
negativo, se puede concluir que D(f) = Ry que D(g) = [0, ).
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Por otra parte,

hG) = F(g() = F(1 — ) = (1 — V)"
El dominio de h = fog es el conjunto de todas las x € D(g) = [0, ) tales que
g(x) =1—-+x e D(f) =R..

Como todo numero real tiene raiz cubica, entonces se sigue que

g(x) =1—+/x € D(f) = R, para toda x € [0, ).
Por lo tanto, el dominio de la composicion h = gof es el conjuntoD(fog) = [0, ).
(ii) Por el teorema 2, h(x) es continua para toda a € [0, ) pues)lci_r)rtll h(x) =
limf(gG) = lim {£ (lmg @)} = (1 = limvx)’ = (1 - @)* = h(@).
2.- Sean f(x) =sen(x) y glx) =1—+x
(i) Determina h(x) = (gof)(x) y el dominio de h(x).
(ii) Donde es continua la funcién h(x) = (gof)(x)
Solucién. (i)

h(x) = g(f(x)) = g(sen (x)) = 1 — [sen(x).
El dominio de f es el conjunto D(f) = R, y el de g es el conjunto
D(g) = [0, ).
Y para que, sen(x) € D(g) se debe cumplir que
sen(x) =0

Por lo tanto, el dominio de la composicion h = gof es el conjunto

D(h) = Dy.r = {x|x € [2nm,m + 2nn];n € Z U {0} }.

(ii) Por el teorema 2, h(x) es continua para toda
a € {x|x € [2nm,m + 2nn];n € ZU {0} }

Pues en tal caso

lim (o) = limg(f () = lim {g (limf (o))}
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=1- ’alcl—r>r¢11 sen(x) = 1 —y/sen(a) = h(a)

Finalmente tenemos el resultado siguiente.

Teorema 3. Los siguientes tipos de funciones son continuos en todo niumero de
sus dominios.

e Polinomios

e Funciones Racionales

e Funciones Raiz

e Funciones Trigonométricas

e Funciones Trigonomeétricas Inversas
e Funciones Exponenciales

e Funciones Logaritmicas

1.- Comprueba que la funcion

Es continua en el intervalo [—2,&) U G' 2]
Solucion.

Sean f(x)=v4—x% y g(x)=3x+1. Primero vamos a calcular al dominio
correspondiente de la funcion h = f/g.

Puesto que

Vid—x2>004—-x*>04>x*o |x]| <2.

Entonces el dominio de f es el intervalo cerrado A = [—2,2] y es claro que el
dominio de g es B = R.

La interseccion de estos dominios es AN B = [—2,2]. Ahora, para encontrar el
dominio de f/g hay que excluir cada numero x en el intervalo [—2,2] tal que 3x +

1 = 0; es decir, x = g Por lo tanto, se tiene lo siguiente:

Va—x2

3x+1

h(x) = (5) (x) = y D) ={c-—2gx=s2x=i}=[-2)Hui,2

Entonces, por el teorema 1 se tiene que para a € [—2,%) U (%, 2]
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V4 — x? lim (V4 — x?) chi_r};nl(é}—xz) 4 —a?
lim h(x) = lim =24 = = h(a)
xXx—a

isa 3x +1  limBx+1)  m@Bx+1) 3a+1
x—a

xXx—a

Y por el teorema 3, la funcién h(x) es continua en [—2,&) U (i, 2].

2.- Comprueba que la funcién

1
h(x) = x3 In(x)
Es continua en el intervalo (0, o).

Solucién. Sean

Wl

fx)=x3 y g(x)=Inx.

Ahora, vamos a determinar los dominios de las funciones fy g. Se observa que la
raiz cubica de un numero negativo es también un numero negativo. Por lo tanto se
puede concluir que D(f) = R. Por otra parte, se sabe que D(g) = (0,). La
interseccion de estos dominios es ANB = (0,0) y por lo tanto, se tiene lo
siguiente:

(f9)®) = f)g(x) = (x3) (nx) y D(fg) = (0,00).

Entonces, por el teorema 1 se tiene que para a € (0, )

1 1
lim h(x) = )lcl_r)rcll <x§> (Inx) = 3161_1)1611 <x§> lim(In x)

xX—a Xx—a

= lim (x%> {in (1im@))} = a3 In(a) = h(a)

Xx—a X—a

Y por el teorema 3, la funcion h(x) es continua en (0, ).

3.- Consideremos a la funcién

f(x) = arctan(x)

La funcién tangente inversa, tiene su dominio en R y contradominio en (—gg) En
la siguiente figura podemos ver su gréfica.



f(x) = arctan(x)

Sea a = 1. Como a € R entonces por el teorema 3, y = arctan(x) es continua en 1
ya que

is
lim f(x) = lim arctan(x) = arctan {lim(x)} = arctan(1) =
x—1 x—1 x—-1

7=

89
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Tipos de discontinuidades

En las siguientes figuras aparecen las gréficas de varias funciones que no son
continuas en el nimero x = a.

(i) Discontinuidad de Salto en a

En este caso los limites laterales izquierdo y derecho de la funcion y = f(x)
cuando x tiende a a existen pero son distintos y por lo tanto la condicién (b) de la
definicién 1 de continuidad en un punto falla.

L — a %

y1 = lim f(x) # lim f(x) =y,
xX—a xX—a
La funcién

[x]

feo ==

"

No es continua en x = 0 ya que como vimos anteriormente

—1 = lim f(x) # lim f(x) =1
x=0~ x-0%

Y de este modo, la funcion f(x) = 'i—' tiene una discontinuidad de salto en x = 0.




91

2. Consideremos la funcion definida por partes

x+2 six<5
flx) =
10—x six>5

Cuando x se aproxima a 5 por la izquierda, se tiene
lim f(x) = lim (x +2) =7.
x—-57 x—57
Luego, cuando x tiende a 5 por la derecha, se observa lo siguiente
xll,rél+ flx) = xll)r5r1+(10 —x) =5.

Y puesto que lir?_f(x) #* lirélJrf(X), entonces podemos concluir que la funcion
X— X—
f(x) tiene una discontinuidad de salto en x = 5.

x+2 six<5

f@) ={
10—x six>5

(ii) Discontinuidad Infinita en a

Si x = a es una asintota vertical para la grafica de y = f(x), entonces se dice que

f tiene una discontinuidad infinita en x = a. En este caso no se satisface ninguna
de las tres condiciones de la definicion 1 de continuidad.

A

Asintota vertical
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La funcion

Vs
sen (x — Z)

2

T
(x-%)

Tiene una asintota vertical en el punto x = % por lo tanto f tiene una discontinuidad
infinita en x = .

fx) =

fo 2 tnla)

(-5

2.- La funcion.

X
Vx + 2

Tiene una asintota vertical en el punto x = —2 por lo tanto f tiene una
discontinuidad infinita en x = —2.

fl) =

+-10
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(iii) Discontinuidad Evitable o Removible en a

Y A

f(a)

X / =
/ a
(a) (b)

En las graficas que se muestran a continuacion se observa que lim f(x) existe.
x—a

o
® ---

e En el caso (a) se tiene que lim f(x) # f(a) ya que la funcién f no esta
x—a
definida en x = a.

e En el caso (b) se tiene que lim f(x) # f(a) a pesar de que f si esta
x—-a
definida en x = a.

Si f:A - R es una funcion que tiene una discontinuidad evitable en x =a y se
define(o se vuelve a definir) a f(a) como lim f(x) entonces la nueva funcion
x—a

resultante F: A U {a} - R es continua en a.
1.- Sea

x—9
Vx—3

En este caso f(x) no esta definida en x = 9 y por lo tanto f no puede ser continua
es este punto. Sin embargo, para evaluar

o x—9
lim

x—>9\/__ 3

Cambiamos la forma de f(x) racionalizando el denominador de la siguiente
manera. Para x # 9:

f) =

(X #+9

x —_—
lim——— =Ilim
x—9 \/} —3 x-9

x—9)(Vx+3
{\/}—3}{\/§+3

. -9 . . . .y
Y como Im‘;% existe, entonces podemos definir la funcion F(x) como
X -

}zygg{ﬁw}:e
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x—9
six#9 (Vx+3six+9
F(x)={V*—3 =
6 si x=9 6six=9

Y entonces la funcion resultante F es continua en x = 9. Con esto se logra evitar la
discontinuidad de la funcion f(x) en x = 9.

Y Y

6 6

3 3

0 9 X7 9 X
F@) = i %9 F)

Observacion. Si una funcién f: A € R — R no tiene limite en x = a, entonces no
hay manera de obtener una funcién F: A U {a} —» R que sea continua en a. Por
ejemplo, la funcion

OEEY

No tiene limite en x = 0 y por lo tanto, no hay valor que se le pueda asignar en x =
0 para obtener una extension continua de f(x).

2.- Consideremos la siguiente funcién

16 —x?
Six #—4
fl) =1 *H*
6 si x =—4

Los limites laterales izquierdo y derecho nos dan el siguiente resultado

16 — x? 4+x)(4—x
lim = lim ( ) )= lim (4—x)=8
x->—-4~ 4+ x x—>—4~ 4+ x x—>—4~
16 — x? 4+ x)(4—x
y lim = i ( ) )= lim (4—x) =8

m
x-—-4t 4+ x x——4%t 4+ x x——4t
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Y por lo tanto, por la propiedad (b) para limites laterales es posible concluir que
16 —x?
lim —— =
x->—4 4+ x

12:;2 + f(—4) a pesar de que f si esta definida en x =

Notemos ademas que lim4
x—-—

16—x2 . . .
+§ existe, entonces podemos definir la funcion F(x) como

a.Y como lim

x—>—4

16—x* six#—4 (4—x six+—4
F(x) = 4+ x —
8six=—4
8 si x=-4
Y entonces la funcion resultante F es continua en x = —4. Con esto se logra evitar
la discontinuidad de la funcion f(x) en x = —4. Mientras que, como se ve en la
figura, la grafica de f resulta ser la grafica de y = —4 — x con un hueco en el punto
correspondiente a x = —4.

e = - -

P -

[ —4
f(x)= Tt SLXx #+

6 si x=—-4
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UNIDAD TEMATICA IIl. La Derivada y las técnicas de derivacion

3.1 Derivada.

Introduccion a la derivada: pendiente, velocidad, razon de cambio.

1.- (a) Establece si existe f'(0) para la funcion

f(x)_{xsen%, x#0
0, x=0

Solucién. Para establecer la existencia de f'(0) vamos a utilizar la definicion de
derivada de una funcién en un punto con limites laterales.

1
oy oo FOER—f©O - hsen(G)—0
FO= = =
~ hsen (%) _
ST T e @

Y como hlir{)1+ sen (%) € [—1,1], entonces se concluye que f'(0) no existe.
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2.- Establece si existe f'(0) para la funcién

Flx) = x%sen e #0
0, x=0

Solucion. Nuevamente vamos a utilizar la definicién de derivada de una funcion
para investigar esto.

_ f(O0+h)—f(0)
m

f (0) - }ll—>0 h
1
h?sen (£)—0
_ . Hosen ()
h—0 h
h%sen (%)
= lim
h—0 h

_ 1
= }Lllr(l) h sen (E)

Para calcular este ultimo limite, vamos a hacer lo siguiente. Recordemos que para
1 .
todox e R—1 <senx < 1. Entonces, para x = . ; h # 0 se tiene

—1 <sen (%) <1.. (1.

Como h # 0 vamos a considerar dos casos

(a) Si h > 0, entonces de la desigualdad (1) obtenemos

1
—h < hsen (—) < h.
h
De manera que por el teorema de compresion

1
0 = lim (—h) < lim h sen (—) < lim h=0.
h- o0t h- ot h h- ot

Por lo tanto



(b) Si h < 0 entonces de la desigualdad (1) se obtiene
1
—h = h sen (—) = h.
h
O sea
1
h < h sen (E)S —h.

Como h < 0 entonces —h > 0 y de este modo

1
0= lim h < lim hsen (—) < lim (—h) = 0.
h—- 0~ h—- 0~ h h—- 0~

Por lo tanto, nuevamente se obtiene

) 1
hl_l)r(r)l_ h sen (E) = 0.

Como los limites laterales izquierdo y derecho existen y son iguales a cero, se
concluye que

] 1
}LIL% h sen (E) = 0.

Por lo tanto

'(0) =limh 1) - 0
f = lim h sen (E) =

Y asi, concluimos que f’(0) existe.

+0.2

+ 0.1

Y

Il 1 1 Vo L 1 Il 1
t } t f o= } } t
-0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0.1 M 0.4

+-0.1

1
FO) = {xzsen e #0
0, x=0

2—xsi x<1
x?—=2x4+2si x>1

3.- Sea o) ={

¢Es derivada f en 1? Dibuja la gréafica de f(x).



Solucion. Vamos a utilizar limites laterales para verificar esto.

Limite lateral izquierdo.

_ fA+h-fQ)
m

f(1)=hl—l>0— h
- 2-(1+4+hn-1
= lim
h- 0" h
— lim 2= 1
hlrg_ ho

Por otra parte, para el limite lateral derecho tenemos

) = 1 [AER =S

h- ot h

{1 +h?-20+h)+2}-1
= lim
h- 0t h

2

= lim —=1lim h=0
h—o0t h h- o0t

Puesto que los limites laterales izquierdo y derecho existen pero no coinciden, se
concluye que f'(1) no existe y por lo tanto, f no es derivable en x = 1.

T4

2 o <2
4.- Sea ={ XSt =
f&) mx+bsi x>2

Determina los valores de m y de b que hacen que f sea siempre derivable.
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Solucién. Para que la funcion f(x) sea siempre derivable en ¢ = 2 se debe
cumplir que

flc+h)—f(c) _ lim flc+h)—f(c)

file)= hl—%l— h hl o+ h

Limite lateral izquierdo. Para x < 2 se tiene

f@2+h)-f(2)
h

f1@2) = lim

(2+h)? - (2)?

h- 0~ h
i 4h + h?
T h

= }ll_r)r(l)(ll- + h) = 4.

Por otra parte, para x > 2, el limite lateral derecho nos da

f@2+h)-f(2)

F@= "
. m@2+h)+b—(2m+Db)
= lim
h—-0 h
i ™

De esta manera, para que los limites laterales izquierdo y derecho sean iguales,
se debe tener que m = 4. Por otra parte, observamos que parax =2 f(2) =
4.Como el punto p = (2,4) también debe estar en la curva y = f(x), entonces para
el caso x > 2 utilizamos la formula punto-pendiente y — y, = m(x — x,,). De donde

y—4=4(x—2)
y =4x — 4.
Y porlo tanto b = —4.

En conclusion, para que la funcidon y = f(x) definida por partes sea siempre
derivable en el punto x = 2, se debe tener que

m=4yb=-—4
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5.- Encuentra la ecuacién de la recta tangente a la curva en el punto indicado

== 3,2
y= x —2 ) p( , )
Solucién. Utilizando las formulas de derivacion se obtiene que

dy 1

PRl e Al )

De modo que para x = 3 obtenemos que f'(3) = —1. Para obtener la ecuacién de
la recta tangente, utilizamos la férmula punto pendiente

y—yo=m(x—x0); p=(32),m=-1
y—2=(CDx-3)

y=-x+5

\:\‘
2 -1 ! 1 ) 3 4 5 6
1.4
_x—1 . (32
y_x_z ’p(')

6.- Encuentra una ecuacion de la recta tangente a la curva y = x+/x que es
paralelaalacurvay =1+ 3x

Solucidn. Sea y, la ecuacion de la recta que estamos buscando. Para que la
recta con ecuaciéon y = 3x + 1 Sea paralela con larecta y; = f'(c)x + b se debe
cumplir que f’(c¢) = 3, donde

f@) = xx y [l =Vvx

Por lo tanto, para ¢ en el dominio de f(x), se tiene que f'(c) = 3, 0 sea
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3
zVe=3

Al despejar obtenemos que ¢ = 4. Ahora bien, para ¢ = 4, f(4) = 8 y por lo tanto
la recta y, que estamos buscando tiene pendiente f'(c¢) = 3 y pasa por el punto
p = (4,8). De esta manera, utilizando la formula punto pendiente y — y, =

m(x — x,). Se tiene

y=8=f()x-4%
y—8=3(x—-4)
y =3x—4.

Por lo tanto, la ecuacion de la recta tangente a la curva y = x+/x que buscamos
tiene ecuacion y;, = 3x — 4

+15

5 10
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7.- Comprueba de manera analitica que la funcion

fO) =1|x -6

No es derivable en x = 6.

Solucién. Vamos a utilizar la definicidon de la derivada de una funcién en x = 6. Si
h > 0 se tiene

6) — 1im [EFM =F©)

h -0t h

1(6+h) —6]—10]

Por otra parte. Si h < 0 entonces

6) — 1im L6 =F©)

h -0~ h

|(6 +h) — 6] —|0]
h -0~ h

Puesto que los limites laterales izquierdo y derecho de f'(6) existen pero no son iguales,
se concluye que

f(6+h)—f(6)

f1(6) = Jim h

No existe y por lo tanto f(x) = |x — 6] no es derivable en x = 6.
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Derivadas en intervalos abiertos y en intervalos cerrados
1.- Para qué valores de x es derivable la funcion
f(x) = xlx|
Solucién. Setienen3casos (i)x > 0,(ii)x =0 y(iii)x < 0.
Caso (i) x > 0. En este caso

fx+h) - fx)
h

fx) = lim

y (x + h)|x + h| — x|x| "
= %k %k %k
hlr—>no h M

Ahora bien, si  x > 0 entonces |x| =x y se puede elegir a h > 0 suficientemente
pequefio de tal maneraque x + h > 0

De donde |x + h| =x+h. Y por lo tanto de (1) obtenemos lo siguiente

vy e (et R)lx+ k| — x|x|
fGo) = lim n

(x + h)? — x?
= m-—r-——-
h -0 h

2xh + h*
h(2x + h)

= AI%T = }gré(Zx + h) = 2x.

Y asi f(x) es derivable para toda x > 0.
Caso (ii)x =0, en este caso

fO+h)—f(0)
h
(0+mI0+h|—0[0]
m =

- i}1—>0 h }}lgl

f(0) = lim

hlh| _

<)
=
>
J
S

De manera que f(x) es derivable para x = 0.



Caso (iii)Si x <0, entonces

, - (x+h)|x+h| —x|x|
fl(x) = glmo A *xx (2)

De manera anéloga al caso (i) si x < 0 entonces se puede elegirh <0y
suficientemente pequefa de tal maneraque x + h < 0

x+h x )]

Y por lo tanto de (2) se obtiene

F00 = ,}@0 (x+h)|x +hh| —x(—x)

(x + W){—(x+ h)} + x*
RS h

—(x + h)? + x?
= lim
h -0 h

— (2xh + 1)
T RS0 h

—h(2x+ h)

= lim A = llg((Zx + h) = —2x.

Como x < 0 se tiene que f'(x) = —2x > 0.

Por lo tanto f(x) también es derivable para toda x < 0.

Finalmente, a partir de los resultados obtenidos con la ayuda de los limites concluimos

gue f(x) es derivable para toda x en R.
2.- Sea

0 si x<0
5—x si 0<x<4

f(x)= 1

5—x

Si x =4

(@) ¢Dbnde es f(x) discontinua?
(b) ¢Dbnde es f(x) derivable?
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e Si x < 0 entonces podemos escoger h suficientemente pequefio de tal manera

que x + h < 0 yen tal caso

I I |
w+h * 0

, . Fh)—f (%)
= |im 22V
f'(x) Jim -

070
AR T

De esta manera f(x) es derivable para toda x € (—oo, 0] y por lo tanto tambien es
continua en este intervalo.

e Si0< x < 4entoncesparah > Otalque 0 <x+ h < 4 se tiene

':| * w+h 4
1) = tim LEFD =@

h =0 h

5—(x+h)—(5-—x)
h -0 h

=1

> =

= lim
h -0

De esta manera f(x) es derivable para toda x € (0,4) y tambien es continua en
este intervalo.

La funcion f(x) es discontinua cuando x = 5 € [4,©) ya que este punto es una
asintota vertical de la funcién. De manera que

(5) = i [ET WSO

No existe.

Si x€[4,5)U (5, »)entonces para h > 0 suficientemente pequefio se tiene

H——o i
4 x x+h 5
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fx+h) —fx)

fl) = lim

h
1 1
=r}ir_r)105_(x+z) 5—x
1 1

= T G- (5 —x)

Con base en estas observaciones concluimos que

0 Si x<0
-1 si 0<x<4
f'(x) = 1
G—x)7? Si x=4

f'(x) es derivable y continua en todo punto de su dominio siempre que x # 5.
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3.2 Reglas para encontrar derivadas

e Utiliza laregla de la cadena para obtener la primera derivada de las
siguientes funciones

1.— y=lx|

Solucién. Escribimos y = Vx2, de esta manera y puede expresarse en la forma
y=(fog)) =f(gx))

Donde f(x) = vVx y g(x) = x2 y como f'(x) = % y g'(x) = 2x.

Entonces utilizando la regla de la cadena nos queda

d
§f(g(x)) = f'(g(x))g'(x)

2. — y = 2(sen7rx)

Solucion. La expresion y = 26¢n™) pyede expresarse en la forma

y=(fogx =f(g)).
Dondef(x) = 2*y g(x) = senmx, como f'(x) = 2*In(2) y g'(x) = mcosmnx.

Entonces utilizando la regla de la cadena nos queda

d !
—f(9@) =f"(g())g'®)
= f'(senmx)mcosmx

= 2%€"X In(2)mcosmx
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3.— y =arccos(x + arc senx)

Soluciéon. Nuevamente la expresion dada puede verse en la forma
y=(fog)x) =f(g().

Dondef(x) = arc cosx y g(x) = x + arc senx, puesto que f'(x) = —ﬁ y

gx) =1+ —\/1i7 entonces

d
@f(g(X)) =f'(g(x))g' (%)

1
= f'(x + arc senx) {1 + m}

-1 { 1
_ 1+ |
\/1—(x+arcsenx)2 V1 —x?

4. — Utiliza la regla de la cadena para probar que
d

— X = X

dx
Solucién. Se sabe que x =In(e¥)...(1)
Notemos que x = In(e*) es de la forma (f 0 g)(x) = f(g(x)), donde

flx) =In(x) y g(x) = e”.

Y ahora, vamos a derivar a ambos lado de la expresion (1) utilizando la regla de la
cadena

d

— X =
dxln(e) 1
1 d
i (pX) =
ex dx(e) 1

De donde
d
——(e) =e”

dx
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5.— y =sen(tan2x) ... (1)
Solucion. La expresion para y puede expresarse en la forma

y=(fogon =f(g(htx)).
Donde

f(x) =senx
g(x) =tanx
h(x) = 2x.

Y como f'(x) = cosx, g'(x) =sec?xy h'(x) = 2.

Entonces al derivar la expresion (1) utilizando la regla de la cadena, se obtiene lo
siguiente

Ly =2 f (o(ht)

= ' (9(r(®))) g’ (hG))h' ().
Sustituyendo nos queda

dy :
P f'(tan2x)g'(2x) - 2

= cos(tan 2x) sec?(2x) - 2

6.— y =cos,/sen (tanmx) ... (1)

Solucidn. La expresiéon dada para y puede escribirse en la forma

y=(fogohoros)(x).
Donde

f(x) =cosx ; f'(x) =—senx

1
gx) =+x ; g(x)=ﬁ

h(x) =senx ; h'(x) = cosx



r(x) =tanx ; r'(x) = sec?x
s(x)=nx; s'(x) =m.

De esta manera, al derivar la expresion (1) utilizando la regla de la cadena nos
gueda

d
£=f’(g ohoros)g(horos)hh(ros)r(s)s

= —sen{,/sen (tanmx} -
2

1

JJsen(tanmx)

7.— Encuentra la derivada de la siguiente funcion

-sen(tanmx) - sec? (mx) - m

y = |sen x|

Solucién. Esta expresion tiene la forma y = f(g(x)) donde f(x) = |x|y g(x) =
sen x, de manera que f'(x) = % y g(x) = cos x. Por lo tanto
dy senx.cosx

= ;X # NI, N entero
dx |sen x|

111



112

Derivacion implicita

Utilizando derivacion implicita encuentra la ecuacion de la recta tangente con el
punto indicado para las siguientes funciones.

1.- (x2+y?)?2 =4x%y ; p=(1,1)

Solucién. Derivamos a ambos lados de la ecuacién dada con respecto a x
obtenemos

4a . 2 232 _ 4 4.2
dx(x + y2) —dx4xy

d d
2(x* + y?) (Zx + 2y£> = 4{x2d—2: + 2xy}

dy dy
2(x% + y2)2x + 2(x2 + y2)2y — = 4x? =
(x> +y9)2x + 2(x +y)ydx xdx+8xy

dy dy
2 4 12 2 4 2 — Ay2
4x(x*+y?) +4y(x*+y )dx 4x dx+8xy

dy dy
2 N 428
4y(x* +y )dx 4x e

= 8xy — 4x(x? + y?)
dy
a{ély(xz + y2) — 4x?} = 8xy — 4x(x? + y?)

dy 8xy—4x(x*+y?)
dx  4y(x? +y?) — 4x2

Y ahora, parax =1, y =1 se tiene que

dy _8(LM)-4MQ2) _
dx  4(1)()-41)

Ahora, para calcular la ecuacion de la recta tangente en el punto p = (1,1) ,
utilizamos la férmula punto-pendiente:

Yy — Yo = m(x —x,) ; donde m = 0
Y nos queda
y—1=0x-1)

y=1
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2. 7x2 — 6v/3(xy) + 13y2 =16 ; p = (/3,1)

Solucién. Derivamos a ambos lados de la ecuacién dada con respecto a x.
d
a{hz — 6V3(xy) + 13y} = 0

dy_
dx

d
14x — 6\/§(x—z+y> + 26y

7 0

dy dy
14x — 6V3x——6V3y + 26y— =
x—6 3xdx 6v3y 6ydx 0

d
{26y — 6v3x} 2 = 6v3y — 14x
dy 63y — 14x
dx 26y — 6v3x
Y ahora, para x =3 ; y =1 nos queda

dy 6vV3(1)—14(v3)  8V3

" _ehBwm 8-

Nuevamente, para calcular la ecuacion de la recta tangente en el punto p = (\/§ 1)
utilizamos la férmula punto pendiente y — y, = m(x — x,); donde

m=—/3 y P=(x0,¥y) = (\/§, 1)

Y nos queda

y—1=—V3(x-+v3)
y= —V/3x + 4.
3.- y = (cosx)*

Solucidn. Escribimos a esta expresion asi
In(y) = x In(cos x).

Y ahora derivamos con respecto a x a ambos lados de esta ecuacion resultante:
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d d
Eln(y) = d—x{x In(cos x)}

ldy
ydx

1
x{ - sen x} + In(cos x).
Cos x

Por lo tanto

dy
e y{xtan x + In(cos x)}.

Pero y = (cosx)*, por lo tanto

d
d_ic/ = (cosx)*{xtan x + In(cos x)}

4.- y = arctan(x)

Solucidén. Se sabe que
y = arctan(x) siysblosi  x = tan(y).

Al derivar implicitamente x = tan(y) con respecto a x obtenemos

d . 1
I an(y) =
dy
2y = =1.
secy dx
O sea
dy _ 1 1

dx ~ sec?y 1+ tan?y’

1
14x2

o d
Pero como x = tan(y) entonces x? = tan?y y al sustituir esto nos queda ﬁ =

d
Por lo tanto — (arctan x) = —.
dx 1+x
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5.- y = +/arctan x

Solucién. Equivalentemente podemos escribir
y? =arctanx .. (1)

Y ahora, derivamos a la expresion (1) con respecto a x utilizando derivacion
implicita.
d d

—vy? = —arctanx

dx y dx

dy 1
2y— =
dx 1+ x2

dy 1
dx  2y(1+x2)
Pero como y = +arctanx entonces
dy 1
dx  2,/arctanx (1 + x2)
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Aplicaciones

1.- Demuestra que la tasa de cambio del volumen de una esfera con respecto al
radio es igual al area de la superficie.

Demostracion. Se sabe que el volumen de una esfera de radio r esta dado por la
formula

4
V(T) = §T[T3

Por lo tanto, al derivar a ambos lados de esta ecuacion con respecto a
r obtenemos lo siguiente

av
— = 4qr?

dr

Esta expresion es precisamente la formula para calcular el area de la superficie de
una esfera.

2.- La coordenada x del punto P que se muestra en la figura tiene una tasa de
crecimiento de gcm/h. ¢,Cuan rapido crece el area del triangulo rectangulo
OPA cuando las coordenadas de P son (8,2)?

Y

0 A

0 X A

Solucién. Sean x y y las distancias de los segmentos 04 y AP respectivamente y
denotemos por A(x,y) el area del triangulo OAP tal y como se indica en la figura.
Entonces se tiene la siguiente informacion.

Datos d—lecm/h
— 1 3

Incégnita Hallar el valor de % cuando P = (x,y) = (8,2)

De acuerdo con la figura descrita para este ejercicio, se deduce que el area del
triangulo OAP es
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1
Alx,y) = Zxy === (1)
Y ademas se sabe que la ecuacion de la curva es

1
x=y3:y=x§***(2)

La ecuacién (1) es la ecuacion que relaciona las variables. Ahora derivamos
ambos lados de la ecuacion (1) con respecto a t para obtener

dt [ ydt] e 3)

;. ., . . dy
El Unico dato que no conocemos en esta ecuacion es el diferencial —, bero lo
podemos conocer derivando a la ecuacion (2), con lo cual obtenemos
dy 1 _2dx

E_gx 35*** (4)

Sustituyendo (4) en (3) y sustituyendo valores ‘Z—’; = g,x =8 yy =2 se obtiene lo

S|gU|ente

dA 1711 1dx dx_l[(8)()+(2)]
ac 235 Vel T z13 3
Por lo tanto
A _4 .
dt_9cm/

3.- La orilla de una alberca es un rectangulo de 60 metros de largo y 30 de ancho,
y Su seccion transversal tiene las dimensiones (en metros) que se indican en la
figura. La alberca se esta llenando a razon de 500 metros cubicos de agua por
minuto. Calcula aproximadamente la razon de cambio del nivel del agua h en el
momento en que la profundidad en la parte mas honda es de 4 metros

60

20

Solucidn. Sea x la longitud horizontal y h la altura del nivel del agua de la alberca
gue se indican en el diagrama anterior. Entonces tenemos lo siguiente
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Datos. 2—‘: = 500m3/min
Incégnita. HalIar% cuando h = 4.

60

7l

Con la ayuda del diagrama anterior vamos a determinar cual es la ecuacion que
relaciona las variables V & h. Para ello vamos a utilizar la formula para calcular el
area de un trapecio dada por

20

A= %(B + b)h xxx (1)

B

Y también un poco de semejanza, como podemos observar del diagrama anterior
se tiene la siguiente relacion entre segmentos

60 5

Esto es
x = 12h **x (2)
En nuestro caso solamente necesitamos calcular el valor de A, = %A dado en (1)

el cual representa al area de la zona sombreada en el diagrama, por lo cual
encontramos que el valor de esta area es

1
A= 2 (2x 4+ 40)h **x* (3)
Pero por (2) se llega a

1
A= 2 (24h + 40)h **x* (4)



119

Por lo tanto, el volumen de agua en la parte sombreada puede expresarse en
términos de la altura del nivel del agua h como

V(h) = (6h + 10)30h;0 < h < 5 %% (5)

Donde
V(0)=0yV(5)=6000m3

Ahora vamos a obtener el volumen de agua cuando la altura h se encuentra como
se indica la figura siguiente.

60

| VL LALLLL)

20

El area de la seccion transversal A, correspondiente a la parte rayada puede
expresarse en términos de la altura del nivel del agua h como

A, =(60)(h—5); 5<h<0.

Por lo tanto, el volumen correspondiente a esta seccidn transversal de la piscina
puede expresarse en términos de la altura del nivel del agua h como

V(h) = (60)(30)(h—5);5 < h < 9 **x (6)

Donde
V(5)=0yV(9) =7,200 m3

A partir de las ecuaciones (5) y (6) podemos observar que de hecho, el volumen
de la piscina es una funcion continua definida por partes con dominio definido
para 5 < h < 9 dada de la siguiente manera

(6h + 10)30h si 0<Sh<5
V(h) = wxx (7)
6,000 + (1800)(h—5) si 5<h<9

De acuerdo con los datos de este ejercicio necesitamos derivar a ambos lados de
la ecuacion (7) con respecto a t para obtener que



120

av dh
—=360h—+300;0<h <5
dt dt
Por lo tanto
av
dh i 300

&= 360n T (®

Pero como Z—: = 500m3/min, entonces cuando h = 4 de (8) se concluye que

dh 500 —300 5
dt  360(4) 36

Por lo tanto la razon de cambio del nivel del agua h en el momento en que la
profundidad en la parte mas honda de la piscina es de 4 metros es de

. 5 m
aproximadamente ——.
36 min
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Derivadas de orden superior

Recordemos que la derivada de una funcion f(x) se define como

fx+h) - fx)
. :

f'() = lim

A f'(x) se le considera como una nueva funcién llamada derivada de fy se puede
considerar geométricamente como la pendiente de la recta tangente a la gréafica de
fenelpunto P = (x,f(x)). Puesto que f'(x) también es una funcién, entonces
f'(x)puede tener una derivada de si misma y se indica como f"'(x) que se define
de la siguiente manera

f'x+h)—f'(x)
- :

f(x) = lim

Y se le puede interpretar como la pendiente de la curva y = f'(x) en el punto
(x, f(x)). Utilizando la notacién de Leibnitz, la segunda derivada de y = f(x) se
expresa como

d (dy) _d?y

dx\dx) ~ dx?*

Similarmente, se puede definir la derivada de orden 3y 4, continuando con este
procedimiento en general, la n —ésima derivada de y = f(x) se expresa asi
d"y

dx?

Y= FM(x) =

1.- Aplica la definicién de una derivada para hallar a f' (x) y f" (x) . Después
grafica a las funciones f(x), f' (x) y f'' (x) y verifica que tus respuestas sean
correctas, para las siguientes funciones

@ fx)=144x —x?
(b) F(x) ==
Solucién. (a)

fx+h) —fx)

f(x) = lim h
o {1 +4e+ ) = (c+ B2 — {1+ 4x — %}
= h
. 4h —2xh — h?
= lim

h—-0 h
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. h(4-2x—-h
= lim h(g-2x-h)
h—0 h

= }11%(4 —2x —h)
=4 —2x.
Y ahora

e R~ f()
f@) = Jim h

{4 -2x+h)}—{4—2x}
= lim
h—0 h

(b)

o R - fQ)
fe) = lim h

_1
_n.x+h x
L —

— 1 x—(x+h)
= hx(x + h)
_l' _h
_hl—r:rtl)hx(x+h)

1 1

}ll_r;% ~x(x +h) B

Y ahora

0= L EHD I




_ .. 2xh+h?
= hx2(x + h)?
o 2x + h

= 0 x2(x + h)?

_Zx_ 2

x*  x3

2.- Si se lanza una pelota en el aire con una velocidad de 40 pies/segundo, su
altura en pies, después de t segundos se expresa por

f(t) = 40t — 16t2

(a) Encuentra la velocidad promedio para el periodo que se inicia cuando t = 2
y dura 0.05 segundos.

(b) Encuentra la velocidad instantanea y su aceleracion para el valor de t = 2
segundos.

Solucidn. (a) La velocidad promedio se define como la pendiente

fla+h)—f@)

A ;a=2,h=0.05.

mQP =

Donde
[a,a + h] =[2,2.05]

Sustituyendo se obtiene

(40(2.05) — 16(2.05)2} — {40(0.05) — 16(0.05)2}
Maop = 0.05

14.76 — 1.96 -
_ _ pies
— o5 =256 /s.
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(b) La velocidad se define como el cambio instantaneo de la posicién de la pelota

con respecto al tiempo y esta dad por
f'® =40 -32t,

Para t =2, f'(2) =40 —32(2) = —24m/s por otra parte, la aceleracion se
define como el cambio instantaneo de la velocidad de la pelota con respecto al
tiempo, en este caso se tiene f"'(t) = —32.Parat = 2, f'(2) = —32pies/s?.
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UNIDAD TEMATICA IV. Técnicas de integracion y la integral definida.

La integral definida

En los siguientes ejercicios vamos a utilizar los siguientes resultados.

e Teorema. Si f es integrable en el intervalo I = [a, b] entonces

b n
f(x)dx = lim fl)ax ... (1).

Donde: x,=a+kAx y Ax =22

n

e Teorema. Si f es continua en I = [a, b], 0 si f tiene Unicamente un ndmero
finito de saltos discontinuos, entonces f es integrable en I = [a, b]; es decir,

la integral definida f: f(x)dx existe.
1.- Evalta la integral definida mediante sumas de Riemann para la siguiente
funcion.

f(x) = xparax € [a,b]
Solucion:

b— .y . . .
Sea Ax= Ta una particion regular del intervalo I = [a,b]. Como la funcién

f(x) = x es continua en el intervalo I = [a, b], entonces f(x) es integrable en [ =
[a,b]. Y de acuerdo a la formula (1) obtenemos lo siguiente

n

b b—a\\b—a
fxdxz lim f a+k< )
a n—oo n n
k=1
n
k(b — b —
= lim {a+ ( a)}( a)
n—oo n n
k=1
n
b — k(b —
= lim( a)Z{a+M}
n-oo \ N n
k=1

- i (e Y K2

k=1
b—a
= lim( )
n—oo n

n
b—a
na + Zk}

—
S
=
1l
[u=y



_ 711_{{}0 (b ; a) {na N b ; a (n(n2+ 1))}

lim {(b —a)a+ (b ; a) <n(n2+ 1)>}

n—oo

b% — 2ab + a? +1
lim {(b —a)a+ az a” nln )}
n 2

n—-oo

Aijﬂlo{(b_a)a"'(b —2;b+a >(n:1)}

b? — 2ab + a?
2

=(b—-a)a+

b? a?®

— 2 _ -

=ab—a“+ 5 ab + >
b? a* 1

= —2 — —2 = E(az — bz)

x2si0<x<2

f&) =

x Si2<x<5

Encuentra el area de la region limitada por la grafica de f(x) y el eje x.
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Solucion. Como podemos observar, la funcidn f(x) tiene una discontinuidad de
salto en el punto x = 2 por lo tanto, f(x) es continla trozos_en el intervalo I =
[0,5] y entonces, la integral de f(x) existe en I = [0,5] y por las propiedades de la
integral de Riemann, se puede calcular asi:

josf(x)dx = fozf(x)dx + fzsf(x)dx

2 5
= f xzdx+f xdx
0 2

Utilizando la formula (1) para I = [0,2], f(x) = x? se obtiene

2 - 2k 2
j x2dx = lim f(0+—>—
0

n—oo n/n
k=1
n
_ 2k\2 2
5
n-co n/) n
k=1
2 N 4k?
= lim - z —
n-o n n
k=1
8 n
= lim — > K
n—-oco N
k=1
_ 8 {n(n+ 1D(2n + 1)}
= lim —
n-oc N 6
~ i 8(n)(n+1>(2n+1>
~ a6 \n n n
8 1 1
= hm—(l)(1+—>(2+—>
n-w 6 n n
8 16 8
= — = — = — 2
6(2) 6 =3 uc ... (%)

Por otra parte, para I = (2,5], f(x) = x de modo que

Lsf(x)dxzjjxdleim N f<2+%)3

n—oo n
k=1
n
_ 3k) 3
= lim Z 2+ —t—
n—-o nn

n



im{o ("))

im{e+5 () ()

im {3 (1+7)]
9 21

6+E=7u2 coe (k%)

Finalmente, de (*) y (* *) se concluye lo siguiente.

5 2 5 g
f fx)dx = f xzdx+f xdx =— u?+ —u
0 0 2 3
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Integracion Numeérica.
Regla del Trapecio.

La razon para el nombre de la regla del trapecio se puede ver en la figura, la cual
ilustra el caso para f(x) = 0. El area del trapecio que yace arriba del i-ésimo
subintervalo es

1 a
EAx[f(xi—l) + f(x)]; Ax = ;1=0,1,2,3,4.

AT

0 X, xX X,

Aproximacion trapezoidal

Y en tal caso, se tiene

b
f f(x)dszZ—x {Fxo) +2f(x) +2f(x) + -+ 2f () + f(x)} .. . (D)

Utiliza la regla del trapecio con el valor de n que se indica para aproximar las
siguientes integrales:

Tsin x
1.— f dx;n=6
T X

2

Solucién. Con n=6;a = g y b =1, tenemos que Ax :% y asi, la regla del
trapecio nos da
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a2 @) (G () 20 () (330
11
+2f(12 )+f(”)}

) sen (172 ) sen ( ) seng% 71')
7
27 27

sen (% n) sen ) sen(ﬂ)
10 T

27

T
=% senz(z) .\
2

A

= 0.481672 u?.

+2

"‘I
N =

0.2}
0.6
0.5}
0.4}
0.3}
0.2}
0.1}

2.0 2.5 3.0
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1
2.— f e‘xzdx;n= 10.
-1

Solucién. Como el integrando f(x) = e=** es una funcién continua y ademas es
par en el intervalo [— 1, 1], entonces

1 1
2 2
f e * dx:Zf e X dx
-1 0

Conn=10,a=0, b=1yAx = 1—10 la regla del trapecio nos da

(10)

2 Lot 2 P r0 2 (35) 2 (5) + 27 (55) o () 20 (5
v (gg) + 21 (i) + 21 (i) + 2 (i) + 1)

2 2 2 2 2 2
= %{e‘oz + Ze_(%) + Ze_(lz_O) + 2e_(13_0) + 2e_(14_0) + Ze_(%) + Ze_(%)
742 82 942

+2¢(10) +2¢(0) +20- ) + e‘(l)z} = 1.492422 u?2.




131

Regla de Simpson

Esta regla para aproximar resultados de integracion emplea segmentos
L. . . . b—a
parabolicos en lugar de segmentos de recta y nos dice lo siguiente. Para Ax = —

b A
j f(x)dx = ?x{f(xo) +4f(x1) + 2f(x3) +4f (x3) + - + 2f (xp_2) + 4f (x,—1)
+ f(xp)} #xx (2)

L a=1x, X x Xy

e Aplica la regla de Simpson, con el valor de n que se indica para aproximar
las siguientes integrales:

1
1.— f V14 x3dx;n = 8.
-1

Solucién. Primero notamos que

1 0 1
f 1+x3dx=f \/1+x3dx+f 1+ x3dx
-1 -1 0

De manera que vamos a aplicar la regla de Simpson para cada una de estas
integrales. No tomamos directamente a [ = [a,b] =[—1,1], porque entonces

obtendriamos que Ax = 0. Para la integral f_01\/1 + x3dx tenemos que f(x) =
Vv1+x3,a=—-1,b=0yn = 8. De manera que por la ecuacion (2) nos queda Ax =
éy por lo tanto

0
f 1+ x3dx
-1

ool =

(

+2

Nyinear (D) war (-9) ar(-3) vor (-2 war(-D

(~5)+4r(=5) +70)

~
~

~N W
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- i{m“} /1+(—g)3+2\[1+ (—§)3+4\/1+ (—%)3 +2 /1+(—§)3+
4\/1 (-2 + 2\[1 (=2 a1+ (-3) +VTH (0>3}= 0.84131. ... ()
Por otra parte, para la integral f01 V1 + x3dx se obtiene

1
j\/1+x3dx
0
! 1+ (0)3+4 1+ +2 1+(23+4 1+<3)3
24 8 8

2l T @

14+ (1)3 ;=1.114. ... (x%)

Finalmente, por (*) y (* *) concluimos que

1 0 1
f V1+x3dx = f \/1+x3dx+.]- Vv1+x3dx ~0.84131+ 1.114 = 1.95531.
-1 -1 0

1
2

2.— f cos(e*)dx;n =8
0

e 1 1y
Solucién. Para a=10,b =syn= 8. De manera que por la ecuacion (2) nos

gueda Ax = % y por lo tanto

onac 1]

j(; cos(e*) dx =~ f(0) +4f (%) + 2f (%) +4f (13—()) +2f (%) +4f (%)
6 7 1

+2f (55)+ /(1) +/ )}

= %{cos(ex) + 4 cos (el_l6> + 2 cos( %> + 4cos( i6) + 2 cos (el46) + 4cos< i6)

A

6
+ 2 cos( _6> + 4 cos <e16> + cos (e§>} =0.13273.
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Teorema fundamental de célculo (T.F.C)
1.— Si f es una funcién continua en el intervalo I = [a, b], entonces la funcién f(x)
definida por

F(x)=fxf(t)dt;a <x<b.

a

Es continua en I = [a, b] y diferenciable en el intervalo abierto (a,b) y F'(x) =

f(x).

2.— Sea F(x) cualquier antiderivada de f(x), entonces

b
j F0)dx = F(b) — F(a) .

Encuentra la derivada de las siguientes funciones

Tsent

dt

1— F(x) = f
xZ
Solucidn. Para poder aplicar la primera parte del T.F.C. hay que garantizar que el

integrando f(t) = Se:t

vamos a reescribir a la integral dada asi

sea continua en el intervalo de integracion, para lograr esto

T sent

F(x) = 2T dt

x2
sent
= — dt ;x € [m,al
- t

sent

Con esto se debe tener que el integrando f(x) = es continuo para toda x €

[7,a] a € R fija. Ahora, debemos ser cuidadoso al empezar la regla de la cadena
junto con la primera parte del T.F.C. Sea g(x) = x2. En este caso

d ** sen t d
—)_ - _ 2
dx{ L t dt} dxF(x )

d
= ——=F(g(0) = —F'(9(0)g' @)

= —f(g()g'(x) = — {M} 7 = sen(x®)

g(x) x?
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2.— F(x) =f tcos(t®)dt;x €[-5,b]

-5

Solucién. Como el integrando F(x) = xcos(x3) es continuo para toda x € [—5, b]
para b € R fijo, entonces haciendo g(x) = senx se tiene

d

a{j_s:nxtcos(t'j)dt} = %F(senx) = %F(g(x))

=F'(g(x)g'(x) = f(g(x))g'(x) = {(senx)cos(sen®x)}cosx .

3.— F(x) = fx(t —1)20d;x € [1,3].

Solucién. Como la funcién F(t) = (t — 1)?° es continua en el intervalo I = [1,3],
entonces la primera parte del T.F.C. nos da que

F(x) = :—x{fx(t _ 1)2°dt} (=1 = f(x).
1

4.— F(x)=[[VI+tZdt;x €[0,1]

Solucién. Como en el caso anterior, la funcion f(t) =v1+ t? es continua en el
intervalo I = [0,1], entonces la primera parte del T.F.C. nos da que

F'(x) =%F(x) =i{fx\/1 +t2dt} =y1+t2=f(x).

dx
5. — Evalla la segunda integral o define cuando no existe.
4
(a) f (3x — 5)dx
-2

Solucién. La funcién F(x) =3x—5es continua en el intervalo I =[-24] y
sabemos que una antiderivada de f(x) es F(x) = gxz — 5x asi que, de acuerdo
con la segunda parte del T.F.C.

f:(3x —5)dx =F(4) —F(-2) = {g (4)? — 5(4)} _ g (=2)? — 5(_2)} —_12
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2x2 41

dx
1 Vx

(b)

x%+
Vx
sabemos que F(x) = %ﬁ{xz + 5} es una antiderivada de F(x) , entonces por la

Solucién. Como la funcién F(x) = ! es continua en el intervalo I = [1,2]y

segunda parte del T.F.C.

2x24+1 2 ) 2 ) _ 18 12
T edx = F@ - F() ={§\/§((2) +5)}—{§\/I((1) +5)}_?\/E—?.
V3
(© f 1+6x2dx

Solucién. Puesto que la funcion F(x) = es continua en el intervalo [ =

1+x2

[1,V3] y sabemos que una antiderivada de f(x) es la funcion F(x)=
6 arctan(x) + C, donde C es una constante arbitraria, entonces por la segunda
parte del T.F.C.

\/g
-[1 1 -fxz dx = F(v/3) = F(1) = {6actan(V3) + ¢} — {6actan(1) + C} = %n.

26
(d) f_zt—zdt

Solucion. Puesto que el integrando F(x) = é tiene una asintota vertical en x =
0, entonces se tiene que la funcién F(x) no es continua en el intervalo I = [—4,2]
y por lo tanto no es posible utilizar la segunda parte del T.F.C. para evaluar esta

integral.
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4.2 Técnicas de integracion

En los siguientes ejercicios vamos a utilizar los siguientes resultados.
Regla de sustitucion para integrales indefinidas

e Teorema. Si u= g(x) es derivable en el intervalo I =[a,b] y Si f es
continua sobre el intervalo I = [a, b] entonces

ff(g(x))dx=ff(u)du=F(u)+C.

Donde F es una antiderivada de f.
Integracion por partes

e Seau=f(x)yv=g(x), entonces du = f'(x)dx y dv = g’'(x)dx entonces

judv=uv—jvdu

Resuelve las siguientes integrales utilizando el método de integracion mas
apropiado

1.— fln(xz + 1) dx

Solucién. Integramos por partes. Sea u = In(x?+ 1) ; dv = dx entonces

. 2x
x2+1

du

dx y v = x,Yy sustituyendo nos queda

2

x2+1

fln(xz +1)dx = xIn(x?+1) — f dx

1
_ 2 _ _
= xIln(x*+ 1) 2f(1 x2+1>dx

1
= xln(x2+1)—2x+2f(x2+1>dx

= xIn(x? + 1) — 2x + 2 arctan(x) + C.
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2.— fx(x + 1)V3dx
Soluciéon. Hacemos u =x+ 1 entonces du =dx Yy

jx(x+1)1/3dx= f(u—l)u1/3du= f(u4/3—u1/3)du
3 3 3 3
= ju4/3du—fu1/3du= 7u7/3 —Zu4/3+C = 7(x+1)7/3 —Z(X+1)4/3 + C.

X1/3
3 [ g

., 1/3
Solucion. Hacemos u = x'/3 entonces du = ;C—mdu y entonces

fxl/gd—3f u3d—3f( zu)d
2 T 2™ T M) ™
u
—3fudu—6fu2+2du...(1)

du ahora hacemos w = u? + 2 entonces dw = 2udu,

u
uz+2

Para la integral [

y nos queda

J‘ u d_lj‘ld 5
w272 WW"'()

Sustituyendo la expresion (2) en (1)

1/3 1 3 3
fxzx/—3+2dx=3fudu—3f;dw=5u2—31n(w)+C=5x2—31n(x2/3+2)+C.

4, — 1 —+xdx
[

., 1
Solucién. Hacemos u=+/x  entonces duzgﬁdx y de esta manera

f /1—\/§dx=2f\/mudu .. (1)

obtenemos



138

Para esta nueva integral ahora hacemos w =1 —u entonces dw = —du y de
modo que la integral (1) nos queda asi

2]\/1 —uudu = ZJ(W — Dw2dw = zf(w3/2 — wl?)dw

= 2]W3/2dW—ZfW1/2dW=%W5/2 —§W3/2+C

4 4 4 4 3/2
=§(1—u)5/2 —5(1—u)3/2 +C =§(1—\/§)5/2—§(1—\/§) +C.

1
5 — j—x1/3+x2/3dx
Solucion. Hacemos u = x1/3 entonces du =
L 4 v Y a
x1/3 4 x2/3 x=3 u?+u u=3 w1

1 1
=3f(1——>du=3fdu—3f du.
u+1 u+1

Para la integral fu—ildu hacemos w = u + 1 entonces dw =du Yy de esta

1
3x2/3

dx Yy por lo tanto

manera

j’ 1 d—lfld 5
ut172)w W (2)

Sustituyendo (2) en (1) nos queda

1
f—x1/3+x2/3dX=Bfudu—Bfwdu=3u—31n(w)+C

=3x13=3In(u+1) +C =3x? - 3In(x/3 +1) + C.

2x3
VA +1
Solucién. Hacemos u = x? entonces du = 2xdx de manera que nos queda
2% dx = f ¢ du ...(1).
Vxr+1 u+1

Y ahora, hacemos w = u + 1 entonces dw = du y asi, la integral (1) se convierte
en

6.— dx
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2x3 u (w—1)
dx =f du =f dw
w

Va2 +1 u+1 Vw
= \/W—L dw = | Vwdw — de=zw3/2—2ﬁ+6

2 2
=§(u+1)3/2—2\/u+1+C=§(x2+1)3/2— x2+4+1+C.

7.— jx3 cos(1 — 2x?) dx
Solucion Esta integral puede escribirse asi
fx3 cos(1 —2x?)dx = sz - xcos(1 — 2x?) dx.

Y ahora vamos a integrar por partes sea u = x? entonces du = 2xdx Y

dv = xcos(1 — 2x?)dx, entonces v = %sen(l — 2x?), por lo tanto

x? 1
fxz -xcos(1 — 2x2) dx = —Zsen(l —2x2) + EJ- xsen(1 — 2x2)dx ...(1).

Para la integral
fxsen(l — 2x%)dx
Hacemos w = 1-—2x? entonces dw = —4xdx Yy de esta manera

fxsen(l — 2x%)dx = —%f sen(w)dw ...(2)

Sustituyendo la expresion (2) en (1) nos queda

x? 1¢ 1
fxz -xcos(1 — 2x2) dx = —Zsen(l —2x%) + E{_Zf sen(w)dw}
x? 1
= —Zsen(l —2x%) + §cos(w) +C

2

X 1
= —Isen(l —2x%) + §COS(1 —2x?) +C.



8. — fsenSx-coszxdx
Solucién Reescribimos esta integral asi

j (sen?x)? - senx * cos?xdx = f(l — cos?x)? - senx - cos? x dx

sea u = cosx entonces du = —sen xdx Yy por lo tanto

]senSx - cos?xdx = — f(l —u)?u?

1 2 1
- _ 6 2yt +udu = ——u +ouS ——ud +C
f(u u* +u®)du 7u +5u 3u+
1 2
= —7cos7x +§c055x ——cos3x + C.

140
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Propiedades de la integral definida

En los siguientes ejercicios vamos a utilizar el siguiente resultado.
Regla de sustitucion para integrales definidas

e Teorema. Si u = g'(x) es una funcion continua en el intervalo I = [a, b] y Si
f es continua sobre el rango de u = g(x) entonces

: g(b)
ff(g(x))g’(x)dx = f fWdu = F(g(b)) — F(g(a)).

g(a)
Donde F es una antiderivada de la funcion f.

Evalla las siguientes integrales
Vi

2
1.— f —2cos?x - sen xdx
0

Solucién Sea u=cosx entonces du = —sen xdx. Notamos que cuando
X =§ se hace que cos (g) =0 yquecuando x =0, cos(0) = 1. Y por la regla
de sustitucion pata integrales definidas

L 1 1 2

2 2
—Zf cos?x -sen xdx = Zf u?du = {——uS} = ——,
0 0 3 0 3

€ Inx
2.— —dx
;X

., 1
Solucién Sea u = Inx entonces du = ;dx. Para x =e Yy x =1 obtenemos

u=1 y u=0 respectivamente, por lo tanto, por el teorema de cambio de
variables pata integrales definidas

Inx ! 1 1" 1
f —dxzf uduz[—uz] ==
1 X 0 2 1y 2
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3 f””ﬁd
= | ——=—dx
L VX

Solucién Sea u=1++/x entonces du = %dx. Parax =1y x =4 setiene

u=2 Yy x =3 respectivamente, de manera que

rm
1 Vx

3

3 2
dx=2] \/ﬁdx=2{—u3/2} = 3.15.
2 3 2

2
4. — j |1 — x|dx
0

Solucién. La graficade f(x) = |1 —x|; X € [0,2] eslasiguiente

»
A

1

v

Es claro que f(x) = |1 — x| = 0 paratoda x € [0,2] y se observa que

fozf(x)dx= .l:f(x)dx+f12f(x)dx=j:(l—x)dx+f12(x—1)dx:%+%:1_

5 f_ll[l |x+3|]d
. 3 5 X

Solucion. La grafica del integrando f(x) esta dada en la siguiente figura.

W
Ay

YT y=(xAHs/a)
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Por lo tanto

f_:f(x)dx = f_:f(x) dx+f__31f(x) dx

-1

[ e e [ e o 2t
)G Ty ) Ty Ty T T

dx.

T 2
fzxsenx
%1+x6

Solucion. Como el integrando

x*sen x

f& =777+

Es una funcion continua y ademas es impar en el intervalo de integracion [— % %]

entonces

dx

T Vs
J‘E x*sen x J‘O x’sen x f?xzsenx
x:
%1+x6 _%1+x6 o 1+x°

T Vs
fi x’sen x 4 +f§xzsenxd 0
=—| ——dx x = 0.
o 1+x° o 1+x°

0.4}

0.2|
1.5 1.0 —0 05 1.0 L5

—0.2]

—0.4}

2
xesenx
fx) =

1+ x®
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Integracion de funciones racionales mediante fracciones parciales

Caso 1: El denominador Q(x) es un producto de factores lineales distintos.

1.- Resuelva la siguiente integral

ledx...(l)

x3 4+ x2%2 —6x

Solucién: Ya que el grado del numerador es menor que el del denominador, no
necesitamos dividir, en su lugar factorizamos el denominador como sigue

x3+x?—6x=x(x?+x—-6)=x(x+3)(x—2)

Como el denominador tiene tres factores finales distintos entonces la
descomposicion en fracciones parciales del integrando posee la siguiente forma

x+1 A B C
==+ + )

x3 4+ x2 — 6x X x+3 x—2

Para encontrar los valores de A, B y de C vamos a multiplicar ambos lados de la
ecuacion (1) por el factor x(x+3) (x-2) para obtener

x+1=A(x+3)(x—2)+ Bx(x —2) + Cx(x + 3)
x+1=A+B+C)x*+x(A—2B—-3C)—6A
Esta ultima expresion también la podemos escribir asi
0x3)+x+1=(A+B+C)x?+(A—-2B+3C)x—64 ... (3)

Como dos polinomios del mismo grado son iguales si y solo si son iguales
coeficiente a coeficiente, entonces obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones
en A, ByC.

A+B+C=0
A—-2B+3C=1
—-64=1

Al resolver este sistema obtenemos

( 1
A=——
6

y B= 2
15

3

C=—
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Al sustituir estos valores podemos reescribir la integral (1) de la siguiente manera

+1 1 2 3
x a2 s
[t e flms, 33, o,

x3 4+ x2 — 6x x+3 x—2

_1j1d 2 (1 . 3[.1
o) x5 k3 T 10) =2

= 11|| 21|+3|+31| 2|+ C
= 6nx 15nx 10nx .

Caso lI: El denominador Q(x) es un producto de factores lineales algunos de los
cuales se repiten.

Resuelve la siguiente integral

Solucién: Como el grado del numerador es mas grande que el denominador,
podemos efectuar la division entre estos factores para obtener

xt x* 4+ 6x% —8x + 3
(x—1)3_x3—3x2+3x—1_x x3—3x2+3x—-1
6x% —8x + 3
= N+ —m—m— . (D).

(x+3)+ G- (1

Y ahora aplicamos la descomposicion en fracciones parciales a la fraccion
resultante

6x?—-8x+3 A N B N C
x-1)3  x—1 (x-1)2  (x—1)3

. (2).

Para encontrar los valores de A, B y C vamos a multiplicar ambos lados de la
ecuacion (2) por el factor (x — 3)3 para obtener

6x2—8x+3=Ax—-1)?+B(x—-1)+C
=Ax>+x(-2A+B)+A—-B +C.

Al igualar coeficiente a coeficiente en esta igualdad de polinomios de grado dos,
obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones en A, By C.

A=6
—2A+ B =-8.
A—-B+(C=3
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Al resolver este sistema de ecuaciones obtenemos

A=6
B =4
C=1

Al sustituir estos valores en la expresién (2) nos queda

6x2—8x+3_ 6 4 1

(x —1)3 _x—1+(x—1)2+(x—1)3 - (3

Finalmente sustituimos la expresion (3) en la (1) con lo cual obtenemos la
descomposicion en fracciones parciales de integrando

j(xi—41)3dx=f{(x+3)+xf1+(x—41)2+(x—11)3}dx
=f(x+3)dx+6jxildx+4jﬁdx+j(x_l—l)3dx

4 2 +
x—1 (x—1)2

Caso llI: El denominador Q(x) contiene factores cuadraticos irreducibles, ninguno
de los cuales se repite.

1
=§x2+3x+6ln|x—1|— C.

Resuelve la siguiente integral

dx

J‘x4—2x3+3x2—x+3
x3 —2x2%2+4 3x

Solucién: Como el grado del numerador es mayor que el gado del denominador,
primero efectuaremos la division, con lo cual obtenemos lo siguiente

x4—2x3+3x2—x+3_ x—3
x3 —2x2% + 3x - X x3 — 2x2%2 4+ 3x
x—3
— . (1).
x x(x%2—2x+3) M

Puesto que el factor cuadratico x? — 2x + 3 es irreducible entonces a la fraccién
resultante se le aplican fracciones parciales (caso | y IlI).

x—3 _A+ Bx +C
x(x2—2x+3) x x2—2x+3

. (2).

Para obtener los valores de A, B y C vamos a multiplicar la expresién (2) por el
factor x(x? — 2x + 3) para obtener

x—3=Ax%*—-2x+3)+x(Bx+ ()
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x—3=x%(A+B) +x(—24+ C) + 3A.

Esta ultima expresion se puede reescribir asi:
0(x*)+x—-3=x?(A+B)+x(-24+C)+34

Igualando coeficiente a coeficiente de estas ecuaciones de grado 2 se obtiene el

siguiente sistema de ecuaciones

A+B =0
—2A+C=1
3A=-3
Cuya solucion es el conjunto
A=-1
B=1
c=-1

Sustituyendo estos valores en (2) nos queda
x—1
+ m ...(3).

x—3 1
x(x2—2x+3) «x

Por lo tanto, sustituyendo la expresion (3) en la (1) obtenemos lo siguiente

x*—2x3+3x2—x+3 -1 x—1
x3 —2x%2 + 3x :x_{7+x2—2x+3}
U S S
x x2-2x+3
Por lo tanto
1 x—1

lax

j‘x4—2x3+3x2—x+3d _J‘{ N
x3 — 2x2%2 4+ 3x = X x x2—2x+3

x—1

1
—fxdx+f;dx—fmdx

+C.

"2

1 1
x%2 +In|x| —In |(x2 —2x+3)2
Caso_IV: ElI denominador Q(x) contiene un factor cuadratico irreducible que se

repite.
Resuelve la siguiente integral

f 2x3 4
G2+ 12"
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Solucion: Ya que el grado del numerador es menor que el grado del
denominador, no necesitamos dividir, en su lugar notamos que el denominador
consiste en un polinomio de grado dos irreducible que se repite. Por lo tanto
podemos aplicar el caso IV del teorema de fracciones parciales para reescribir al
integrando asi

2x® Ay +Bix A+ Byx
(x2+1)2 x24+1  (x2+1)2

. (D).

Ahora, necesitamos encontrar los valores de los coeficientes A,, A,,B; y B,, por lo
cual vamos a multiplicar a ambos lados de la expresion (1) por el factor (x2 + 1)?,
para obtener lo siguiente

2x3 = (x? 4+ 1)(A; + B1x) + (4, + Byx)
2x3=Bx3+ A;x? + (B, + By)x + (4; + A4,).
A esta ultima expresion la podemos reescribir asi
2x3 4+ (0)(x2) + (0)(x) + 0 =B;x3+ A;x?> + (B; + By)x + (A; + 4,)

Entonces, al igualar coeficiente a coeficiente de este par de ecuaciones de grado
tres, obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones

Bl = 2

A1 = 0

Bl + BZ = 0

A +A4,=0

Cuya solucion es el conjunto

Al = 0
AZ = 0
Bl = 2
B2 = _2
Y estos valores se pueden sustituir en la expresion (1). Por lo tanto

2x3 2 2x
(x2+1)2 x24+1 (x2+ 1%

Y ahora, podemos sustituir esta descomposicién en la integral dada

j‘ 2x3 d_f{Zx 2x }d
(x?+ 1) = x2+1 (x2+4+1)2 x

=In|x?+ 1| +

C.
x2+1+
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Integrales de expresiones cuadraticas

Una funcién cuadratica es una funcién de la forma F(x) = ax? + bx + c = 0;a # 0.
Algunas de las formas en la que puede aparecer en el integrando se ilustran a
continuacion.

1 j 4x + 3 g
' x2—2x+3x

Solucién. Primero describiremos al integrando asi

4x+3 4Ax+3+(4-4)
x2—2x+4+3  x2—-2x+3

_(Ux—-4)+7

T x2—2x+3

_20@x-2) 7

T x2—-2x+3 x2-—-2x+3
Por lo tanto
j ax+3 _f{Z(Zx—2)+ 7 }d
x2—2x+3 = x2—2x+3 x2-—2x+3 x

—zf 2@x-2) +7f L
N x2—2x+3 X x2—2x+3 e AL

Para la integral

Zf 202x-2)

x2—2x+3 x

Hacemos u = x? — 2x + 3 entonces du = (2x — 2)dx y al sustituir nos queda

Zf 2(2x — 2)

1

Por otra parte para la integral

1
7fx2—2x+3dx'

Podemos completar a la expresién cuadratica asi
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1 1
7fx2—2x+3dx_7f(x—1)2+2dx'

Y ahora hacemos w = x —1 Yy entonces dw = dx. Al sustituir esto nos queda

1 1 1
7Jﬂ6;t?133i;72dx =7fvv2 +-26hv:=7_f;;;i;25655(h”."(3)

1
v24+q2

1
w2+(V2)?

La integral [ dw tiene la forma | dv ; a=+2,

Por lo tanto al sustituir las expresiones (2) y (3) en la (1) nos queda
] i d—zfld +7f -4
2—2x+3 0 “)u™ w2 + (V/2)? v

2in| |+7 t (W)+C
= niu —=darctan | —
V2 V2

7 x—1
=21n|x2—2x+3|+—arctan( >+C
V2 V2

2 f LA
| Y/ —ax
x2+2x+5
Solucién. Como el grado del numerador es igual al grado del denominador
entonces al realizar la division, encontramos que podemos reescribir a esta

integral asi
f x? 4 _f{l 2x+5 }d
x2+2x+5 x= x2+2x+5 X

_fd f 2x+5 dx = J‘ 2x+5 J )
N x x2+4+2x+5 X=X x24+2x+5 X e A2

Ahora seau = x% + 2x + 5 entonces du = 2x + 2 y de este modo

2x+5 2x+2)+3 2x + 2
J = = |

T dx= == Tdx= """ 4 - -
x2+4+2x+5 x x2+4+2x+5 x x2+4+2x+5 x+fx2+2x+5
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o [
B uu+ X2+ 2x 45 e

3
dx vamos a completar el cuadrado para obtener

Para la integral [ ———

3 3 3
jx2+2x+5dx_ j(x+1)2+4dx_ f(x+1)2+22dx'

La integral (3) tiene la forma

1
fﬁdv; v=x+1; a=2...(3).

Por lo tanto, sustituyendo a las expresiones (2) y (3) en la (1) se obtiene
j x? = f 2x+5 4
X2t+2x+50 "7 X2+ 2x+57

1 1
=x—f—du—3j—dv
u v2 + a?

= x — In|ul 3{1 t (v)}+c
=X niu Zarcanz

3 x+1
=x—ln|x2+2x+5|—zarctan( 5 >+C.
3 x+1 d
= | —dx.
V2x — x2

Solucién. Hacemos u = 2x — x? entonces du = (2 — 2x)dx. Para poder sustituir
esta informacion primero reescribimos la integral dada asi

x+1 P 1(-2(x+1)
— dx=——| —Zdx
V2x — x2 2) \2x — x2

1f—2x—2+(2—2)
= d

—= X
2 V2x — x2
1 (2x—2x)—4d
—= x
2 V2x — x2
1{ 2 —2x P 4f 1 d}
=——| —/——dx — 4 | ———dx
2U 2x — x2 V2x — x2
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= —= —du+2f—dx...1.
qu V2x — x2 W

Completamos el cuadrado en la siguiente integral

1 1
j\/Zx—xzdx_f\/Zx—x2+(1—1)dx

1
_f,/l—(x—1)2dx

Y ahora notamos que esta integral tiene la forma

v
;a=1Lv=x—-1..(2).
va — v?
Por lo tanto, sustituyendo la expresion (2) en la (1) nos queda
X + 1 j du 4+ ZJ
u
V2x — x2 w/a — 2

= —%lnlul + Zarcsen( ) +C

1
= —ElnIZx — x?| + 2arcsen(x — 1) + C.
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UNIDAD TEMATICA V. Funciones trascendentales.
Funcidén logaritmica y exponencial natural

La funcién logaritmica con base b = e se define por
y=Inx siysoélosi x =e”
La derivada de la funcién logaritmica natural es

d1 _1
dxnx_x

Si y = g(x) es una funcion diferenciable, entonces por la regla de la cadena

dl()_ldu
dxnu T uodx

Encuentra la derivada de la funcion dada

1.— y = x(Inx)?

Solucidn. Esta expresion tiene la forma y = f(x)g(h(x)) donde
f@=x g@)=x’yhx)=Inx y f()=1 g'C)=2x yh'G) =7

Por lo tanto utilizando la regla del producto junto con la regla de la cadena
obtenemos

dy d d
- = f(x)ag(h(x)) + af(x)g(h(x))

= f(x)g'(h())R' (x) + f'(x) g (h(x))
= Zx{ln(x)}% + (Inx)?

= 2In(x) + (In(x))?
= In(x) {In(x) + 2}

2.— y=x—In|5x + 1|
Solucién. La expresién y tiene la forma
y=s(x)+(fogoh)(x)
=s() + f(g(h(x)))
Donde s(x) = x, f(x) =In(x), g(x) = |x|y h(x) = 5x + 1y ademas



X

— yh'(x)=5
PR (x)

1
S’(X) = 1' f’(X) = ;, g,(x) =

De manera que

d

% =1+ (g(h(®)) g' (AR (x)
1 5x+1

NETHNETS

14 55x+ 1)
a |5x + 1|2
505 1
_ 4 20x+ D)
(5x + 1)

=1

3.— y=_|InVx
Solucidn. Esta expresion tiene la forma
y=(fogoh)(x)
= f(g(h(x))).
Donde
flx) =+vx ;9(x) =In(x) y h(x) = Vx.

Por lo tanto

1 1 1
f(x)=m' g(x)=; yh(x)=ﬁ.

De manera que al utilizar la regla de la cadena se obtiene

d
D 1 (o)) ' (b)) W0

1 1 1
= k —— %
2+/ Invx Vx  2vx
1

- 4x+/ Invx
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1
4,— y= §ln|sen 3x|

Solucién. Escribimos

y= %(fog 0 s)(x).
Donde
fG)=In(x), gx)=Ixl, hx)=senx y s(x)=3x.
Y por lo tanto

1

f(x) = 7 gx) = li—l h'(x) = cosx y s'(x) = 3.

Al utilizar la regla de la cadena se tiene

dy 1 ’ ’ ! !
a_gf (goh os)g'(hos)h'(s)s
1 1 sen 3x 3 (3x)
= - * *
3|sen x| |sen 3x]| cosiax
sen 3x 3
= —— %
|sen 3x|? 08 5%
sen 3x 3 cos 3x £3
— — % = = .
(sen 3x)2 oS 5x sen 3x cotox
5.— y=In(xIn(x))
Solucién. Ponemos
y=f(gx))
Donde
f(x)=In(x) yg(x) = xin (x)
Por lo tanto

1
fry=-y g'x)=1+In)
De esta manera utilizando la regla de la cadena se obtiene

1+ In(x)
x In(x)

dy _ ., ) = . _
- =f'(g)g'(x) = (1 +In(x) =

xin(x)



Derivadas de funciones exponenciales

Si u = g(x) es una funcion diferenciable, entonces
d du
— el =¥ —
dx dx

Encuentra la derivada de las siguientes funciones

2

1.— y=e°
Solucién. La expresion y tiene la forma
y=(fogoh)(x)=f(gh(x)))
Donde
f(x)=¢e* gx)=e*y h(x)= x?

Por lo tanto

flx)=¢e* g'x)=e* y h'(x) =2x
Al utilizar la regla de cadena obtenemos

dy _ R
5—f(goh)g(h)h

2
ex

2
=e® xe* x2x
x2 .2
zzxe{e +x4}
Z_y:exm

Solucidn. La expresion ‘y’ tiene la forma

y = f(g().
Donde
fx)=e* y glx) =xVxZ+1.
Por lo tanto

fl(x)=¢e*y g’(x)zx*z—x+\/x2+1.

2Vx? +1
Utilizando la regla de la cadena obtenemos
2x%2 +1

dy_ ’ ’ — ,xVx2+1
—=f(g@)g'x)=e {m

|
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3.— El modelo matematico de Jenss (1937) constituye una de las formulas
empiricas mas precisas para pronosticar la estatura h (en centimetros) en
términos de la edad t(en afios) para nifios en edad preescolar (de 3 meses a 6
afnos);

h(t) = 79.04 + 6.39 t — 326-09%

a) ¢Qué estatura pronostica este modelo para un nifio de 2 afios?
b) ¢ Cuan rapido crece en estatura un nifio de dos afios?

c) Utiliza la gréafica de h(t) parat € [1/4,6] para estimar la edad de un nifio
de preescolar que mide 100 cm de estatura.

Solucion (a) Parat = 2, la estatura que pronostica este modelo es de
h(2) = 95416 cm
(b) Debido a que h’(t) representa la variacion exacta de la estatura con
respecto a la edad de un nifio de preescolar a la edad t, donde
d
Eh(t) = h'(t) = 6.39 + (0.99)e3-267099¢
Entonces para t = 2, se obtiene h’'(2) = 9.950. Por lo tanto a la edad de 2 afios un
nifio de preescolar crece con una rapidez de 9.950 cm.
(c) Con la ayuda de la grafica de la funcidon h(t) encontramos el valor de t €
[1/4,6] tal que satisface la ecuacion.

100 = 79.04 + 6.39 t — 3267099

Corresponde al valor de t = 3.41835 afios.

fl," S |
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4. — Explica por qué sobre la grafica de y = e* no hay ningun punto donde la recta
tangente sea paralelaalarecta2x+y =1

Solucién. Sea f(x)=1—-2x o sea f(x)=-2x+1, la funcién f representa la
ecuacion de una recta con pendiente m = —2 y ordenada al origen b = 1.

Sea g(x) =e*, como g'(x) =e* y g'(x) representa la pendiente de la recta
tangente La la curva y =e* en el punto P = (x,f(x)) = (x,e*), entonces, para
gue la recta f(x) = —2x + 1 sea paralela a la recta L, debemos ser capaces de
encontrar el valor del nimero real x tal que se cumpla la ecuacién g'(x) =m, o
sea

Puesto que la funcién exponencial y = e* es estrictamente positiva para toda x en
los numeros reales, entonces concluimos que la ecuacion (1) no tiene solucion y
por lo tanto no existe ningin punto donde la recta L a la curva g(x) = e* sea
paralela ala curva f(x) = —2x + 1.
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Integracion de funciones exponenciales

Resuelve las siguientes integrales indefinidas
e—x
- [
(e72* +1)2
Solucidén. Sustituimos u = e* entonces du = e*dx y al sustituir nos queda la
siguiente integral
1 1
[— e a- [
1 1

(ﬁ-l_l) e* (?+1) u

1 1
Ahora, hacemos w = — entonces dw = _qu por lo cual —u?dw = du o sea que

N w
N|w

—%dw = du . Al sustituir obtenemos
1 1 1
2 w 2
(w2 +1)2 w2+1)2w
Para esta integral hacemos la sustitucion trigonométrica w = tan(v) y entonces
dw = sec?(v)dv. Por lo tanto esta Gltima integral se convierte en

_ _f sec?(v) dy = _j' sec?(v)

(tan?(v) + 1)% - tan(v) sec3(v)tan(v)

B f 1 dy = fsen(v)d

B sec(v)tan(v) V= cos?(v) v
Finalmente, hacemos z = cos(v) entonces dz = —sen(v)dv, de modo que la
Ultima integral se convierte en

De donde

= + C.

cos (arctan (el_x)>
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2.— fe‘3xsen 5x dx

Solucién. Vamos a integrar por partes.

1
Sea u = sen5x y dv = e 3*dx entonces du = 5cos5x 0 sea, Edu =cosbx yv=

—ée‘3x por lo tanto
1 5
je‘3xsen 5x dx = —§e‘3xsen 5x + f§8_3x cos 5x dx **x (1)

. 5 _ .
Para la integral [ e 3% cos 5x dx volvemos a integrar por partes, ahora hacemos

u = cos5x y dv = e 3*dx por lo tanto du = —5sen5x y v = —ée‘?’x.

De esta manera

5 5 25
§f e 3¥ cos5xdx = —§e‘3x cos 5x — ?j e 3*sen 5x dx

Sustituyendo todo en la integral (1) nos queda

1 5 25
f e 3*sen 5x dx = —§e‘3x5en 5x — §e‘3x cos 5x — ?J. e 3*sen 5x dx.

Como podemos observar, solo necesitamos despejar el valor de la integral
[ e™3*sen 5x dx agrupando todo en el mismo lado de la igualdad para obtener

34 [, 1
5] *sen 5x dx = —§e‘3x sen 5x — ge‘sx cos 5x + C;.

Finalmente

fe‘3xsen5xdx=i{—le‘3x5en5x—Ee‘3xc055x}+C : C. =iC
341 3 9 Zormz gl
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1
3.~ f(e-l——e)dx

Solucion: esta integral es igual a

er er
dx = | ————dx
jZezx +et +1 f(er + 1)2
Ahora, hacemos u = e?* + 1 entonces du = 2e**dx o bien, %du = e?*dx,

Por lo tanto al sustituir obtenemos

RV SUSI S
2) w2™ T T T 2(e?* 4+ 1) '
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Derivada de la funcién logaritmica

Calcula la derivada de las siguientes funciones

l.—y= xVx

Solucién. Vamos a tomar el logaritmo natural a ambos lados de esta expresion
Iny = In{x"*} = vx In(x)

Y ahora vamos a derivar implicitamente con respecto a x ambos lados de la
igualdad

d d
Tx In(y) = Ix {VxIn(x)}

1dy 1 1 1 In(x)
———=x—+1 —=—+
y dx \/J_Cx n(x) 2Vx  x o 2Vx
Por lo tanto
ldy 2vVx++xIn(x)
ydx 2x
dy {2\/5 +x ln(x)} i {Z\E +x ln(x)}
— =y =X
dx 2x 2x

2.— y=xVx +13Vx2 +2

Solucién. Tomando logaritmo natural a ambos lados de la expresion y luego
simplificando se obtiene

In(y) = In{xvx + 1 Yx2 + 2}
1 1
=In(x) + In(x + 1)z + In(x? + 2)3
1 1
=In(x) + Eln(x +1) + §ln(x2 +2)
Y ahora utilizaremos derivacion implicita para despejar a Z—Z.

d d 1 1 2
a]n(y) = a{ln(x) + Eln(x +1)+ §1n(x + 2)}

1dy_1+ 1 N 2x
ydx x 2(x+1) 3(x2+2)°
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De donde

dy {1+ 1 4 2x }
dx "2+ D T3z +2)

Pero por (1)

e S ) | LR .

2(x + 1) 3(x2+2)

3.— Encuentra la segunda derivada con respecto a x de la funcion

y = VI s (1)

Solucion. Tomamos logaritmo natural a ambos lados de esta expresion

In(y) = In(x*)2

— 11 X
= > In(x*)
1
=% In(x)
Y ahora derivamos con respecto a x.
d
d—ln()’) = ——(xln(x))
1dy 1( 1 1
2= E{x; + 1n(x)} = {1 +In(O)
Por lo tanto
dy

2 = 2y 4 (@) e @)

Pero por (1) y = (x*)*/2, por lo cual al sustituir en (2) nos queda

dy _

v (xx)l/z{l + In (x)}.



4.— y=x%eX xxx (1)
Solucion. Tomamos logaritmo a ambos lados de la expresion (1)
Iny = ln{xxexx}
= In(x e*)*
= x In( xe*)
= x{In(x) + In(e*)}
= x{In(x) + x}
= xIn(x) + x2.
Y ahora vamos a derivar implicitamente con respecto a x para hallar Z—z.

d d
- — 2
dxln(y) T {xInx + x?*}

1

=x—+ In(x) + 2x
X

=1+ In(x) + 2x

Por lo tanto, Z—z = x*e** {1 + In(x) + 2x}.

B (x? + 1)*

5. — >

Solucién. Tomamos logaritmos a ambos lados:

B (x% + 1)*
In(y) =1In {T}

In(y) = In(x? + 1)* — In(x?)
In(y) = xIn(x? + 1) — 2In(x).
Y ahora derivamos con respecto a x

1dy  2x*
ydx x2+1

2
+In(x?+1)——.
X

Por lo tanto

b _ { 2x° +In(x?+1) — %} = {(xZ b 1)x}{ 2x° +In(x?+1) — %}

dx_y x2+1 x?2 x2+1

164
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Integrales de funciones logaritmicas
Evalla las siguientes integrales

1.— j(ln x)%dx

2lnx
dx

Solucién. Integrando por partes, hacemos u = (Inx)?, entonces du =
sea dv = dx, entonces v = x. Por lo tanto,

](lnx)zdx = x(Inx)? — f 2Inx dx

Ahora volvemos a integrar por partes a la integral [ 2Inx dx, haciendo u =Inxy
dv = dx entonces du = idx y v = x. Sustituyendo,

fZlnxdx=2xlnx—2jdx=2xlnx—2x+C.
Por lo tanto

j(lnx)zdx = x(lnx)? — f 2Inx dx =x(Inx)? = 2xlnx + 2x+ C

2.— f sen(ln x)dx.

.. . ., 1
Solucién. Hacemos la sustitucion u = Inx, entonces du = ;dx y x = e*. De esta

manera,

fsen(lnx)dx = feusen(u)du.

Para esta integral resultante, podemos utilizar la siguiente formula

eV{a sen(Bv) — Bcos(Bv)}
a? + 2 '

fe“”sen(ﬁv)dv =
Al sustituira =1y 8 = 1, nos queda

1
fsen(ln x)dx = f elsen(u)du = Ee“{senu —cosu}+ C;u=Inx

= ;{sen (Inx) — cos(Inx)} + C.
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1
3.— f dx
xln x

., 1 -
Solucion. Hacemos u = In x, entonces du = ;dx y al sustituir

1 1
j dx=j—du=ln|u|+C=ln|lnx|+C
xin x Uu

1

no
4, — —0% 0> 1.
0o 01

Solucién. Hacemos u = 8%, entonces du = 6% In 6 dx. Sustituyendo nos queda

1 e 1 ! 1
0 = du=[u]lg =1
L 0—-1 8-1),
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Ecuaciones trigonométricas
Encuentra las soluciones de las siguientes ecuaciones
1.— sen’x—4senx+1=0
Solucién. Completamos el cuadrado en esta ecuacion asi
sen’x —4senx +4 =3
(senx —2)?>=3

Ahora tomamos raiz cuadrada a ambos lados de esta Ultima igualdad, con lo cual

se obtiene senx —2 = ++/3. Para poder resolver esta ecuacion buscamos los
valores de x € [0,2mn] para los cuales

senx = 2 + V3 *xx (1)

senx = 2 — /3 %% (2)

La ecuacion (1) no tiene solucion porque —1 < senx < 1 para toda x € R. Por otra
parte, para la ecuacion (2) se obtiene que

x = arc sen(2 —/3) =~ 15°.

Como la funcién sen x tiene periodo 2m, entonces podemos hallar todas las
soluciones de estas ecuaciones al sumar multiplos de 2w a las soluciones que

estan en el intervalo [0, 2r]. Si sen x = 2 —+/3, el angulo de referencia es de

T, m 11
X=1; 0x=nm—5 =1

Por lo tanto, las soluciones de la ecuacion dada son las siguientes

= o 6 x = 4 2nm nent
x—12 n7T0x—127T nim, n entero.

Wi
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2.— 5cos?x+3cosx—2=0
Solucion. Esta ecuacién se puede factorizar asi

(cosx +1)(5cosx—2)=0
Ahora buscamos los valores de x € [0, 2r] para los cuales

cos x = =1 *xx (1)

2
COS X = Zwex (2)

Como la funcién sen x tiene periodo 2m, entonces podemos hallar todas las
soluciones de estas ecuaciones al sumar multiplos de 27 a las soluciones que
estan en el intervalo [0, 2r].

Si cos x = —1, el angulo de referencia es de x =n 6 x =2m—m =mn. Por otra
. 2 2 o .
parte, si cosx =_ , entonces x = arccos|; ~ 66° por lo cual el angulo de

. 11 , 11 49 .
referencia es x = 2T 0 x= Zn—gn =3 Por lo tanto, las soluciones de la

ecuacion dada son las siguientes

11
X =mn+ 2nm; x—%n+2nn 0 x—%n+2nn, n entero.




169

3.—El interés por los nameros criticos esta relacionado con la busqueda de
valores extremos que puede alcanzar una funcién f en un intervalo cerrado [a, b] y
se definen de la siguiente manera.

Dada una funcién f, los niumeros ¢ en el dominio de f para los cuales f'(c) =00
bien f'(c¢) no existe se denominan nimeros criticos de f.

Encuentra los puntos criticos de la siguiente funcion.
f(x) = sen (x) —sen?(x); x € [0,2m]
Solucién. La derivada de la funcion f es
f'(x) = cosx — 2sen x cosx = cosx (1 — 2sen x)

Debido a que f’ esta bien definida para toda x € [0,2r] entonces para obtener los
numeros criticos de f, resolvemos la ecuacion f’(x) = 0, o sea,

cosx (1 —2sen x) = 0 =*x (1).
Esto se verifica cuando

cos x = 0 x*x (2)
1 —2senx = 0 **x (3)
La ecuacion (2) se verifica cuando x = g yx= 3 y cuando sen x = % que da x =

2
1 5 - 1 1 5 3 , ,os
STy X = Por lo tanto, los nUmeros -T, ST, —TY -7 SON nUmeros criticos de la

funcion f en el intervalo abierto (0,2m). A partir de la grafica de la funcién f,
podemos observar que los extremos 0 y 2w también son numeros criticos que
corresponden a un valor minimo f(0) =0 y un valor maximo local f(27) =0 en
los extremos del intervalo.

+1
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Integracion por sustitucion trigonométrica

Directrices para las sustituciones trigonométricas para integrales que contienen

- VaZz = uZ,a >0, hacemos u = a senf donde—% <6 <

NI

- Va2 + u%,a > 0, hacemos u = a tan 8 donde —§< 0 < %

- Va2 — u?, a> 0, hacemos u = asec@

0S0<§siu2a
Donde § . _
;< 0<msiu < —a

Como podemos observar en cada caso, la restriccion impuesta sobre la variable 6
es precisamente la que acompafia a la funcion trigonométrica inversa

correspondiente, por ejemplo, si queremos escribir 6 = arcsen (%) etcétera.

Después de llevar a cabo la integracion en 6 es necesario volver a la variable
original x. Si se construye en triangulo rectangulo de referencia, uno donde

senf = g , tanf =

Qe

. u
O0sec= —
a

Como se muestra en la figura, entonces las otras expresiones trigonométricas
pueden expresarse facilmente en términos de u.

Forma: Ya~ + Forma:
5.
Nie-—a

\ o

Forma: Ya™ —u~

Susttucion: ¥ =a sen # Sustituc6n: v =a tan 6 Sustitucion: u =a sec #

Evalla las integrales indefinidas que se indican a continuaciéon por medio de una
sustituciéon trigonométrica

1
1.— d
f(x2+ 6x +13)2° %

Solucién. Vamos a reescribir a esta integral asi

1
f [(x +3)2+4]2 dx.
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Hacemos u = x + 3 entonces du = dx y sustituyendo nos queda

fﬁdx.

1

Para el integrando wrn? hacemos la sustitucion trigonométrica u = 2tanw

entonces du = 2 sec?w dw y W=arctan(%). Y al sustituir nuevamente
obtenemos

f 2sec’w
(4tan?(w)+4)2

3 f 2sec?’w 4
] 16sectw w
1

= gfcoszw dw

dw ; sec’w = tan?6 + 1

= %f{%cos(Zw) + %}dw

_ 1 (2)d+1fd
_16 cosl Zw) aw 16 w

- L senzi] + Lwec
= 16 2sen( w) 16W

= Zsen2w+ —w + C. Donde w = arctan (E) = arctan (ﬁ)
32 16 2 2

2.— f\/6x —x?%dx
Solucidén. Primero vamos a completar el cuadrado en el integrando v6x — x? asi
f 9 — (x — 3)2dx.

Luego sustituimos u = x — 3 y du = dx con lo cual la integral anterior nos queda
asi

f J9—2du.
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Para esta integral, hacemos la sustitucion trigopnométrica u = 3sen(w) entonces
du = 3cos(w)dw. De esta manera nos queda

j\/9—u2 du = j\/9—9senzw 3 cosw dw
= ijll—senzw -3 cosw dw

= 9]coszwdw

—9]f @ y+ﬂd

= 2cos w 3 w

—9f (2)+9fd
= 2 COS w 2 w

= 2sen(2w) + 2w + C. Donde w = arcsen (i) = arcsen (E)
4 2 3 3

1
3.~ fmd

Solucion. Hacemos la sustitucion trigonométrica x = tan(u) entonces dx =
sec?u du, y al sustituir nos queda la siguiente integral

sec’u
—  du
(tan?u + 1)2

sec?u
= 7 du
sec*u

= j-coszu du

= f{% cos(2u) + %} du

—1f (2)+1fd
—2 cosl zu > u

= isen(Zu) + %u + C. Donde u = arctan x.
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: 2x—3d
= | ——=dx
V1 —x?

Solucién. Hacemos x = sen(u) y entonces dx = cosu du de manera que

V1 —x2 =1 — sen?u = cosu , por lo tanto,

2x—3 P
—dx
V1 —x2

2senu — 3

= j— ~cosu du
cosu

= f(Z senu — 3)du

= stenudu—f3du

= —2cos(u) —3u+C.

Pero como x = sen u entonces u = arcsen(x) por lo tanto

fwz/—fj;z dx = —2 COS(aTCSf?Tl(x)) — 3arcsenx + C.
5 1 d
- ——dx
x3x2—1

Solucién. Hacemos la sustitucion trigonométrica x =secu entonces dx =
tan u secu du y al sustituir nos queda

tanu - secu
du

sec3uvsec?u—1
1 1
= fcosz(u)du = f{zcos(Zu) +E}du

= %f cos(2u) + %f du = isen(Zu) + %u + C. Donde u = arcsec x.
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(2 + tan®x)sec?x
6.— X
1+ tan3x

Solucién. Hacemos u = tan x entonces du = sec?x dx y al sustituir nos queda

fuz + 2 4
u
ud+1
Y ahora utilizamos fracciones parciales para descomponer a ésta Ultima integral,
con lo cual la podemos escribir asi

1 1 1 1
= | — 1).
j{uz—u+1+u+1}du fuz—u+1du+ju+1du***()

Para la integral

J—
w2—u+t1t
Completamos el cuadrado de la siguiente manera

[ [
u—u+1 v= (_1)2+§u
u=3) 71

. . 1
Y ahora tomamos el cambio de variable w = u — 5 entonces dw = du y por lo tanto

1 1
fl—du = f—zdw *xx (2)

DR A )

Si sustituimos la integral (2) en (1) se obtiene

W2+ 2=

1 1
[— aws [
\/§> u+1

2

2 2
= —arctan(—w>+ln u+1)+C
73 7 (w+1)

2(u-2)

V3

2z
V3

arctan( ) +In(u+ 1) + C. Donde u = tan x.



Funciones hiperbdlicas
Derivadas de las funciones hiperbdlicas

Encuentra la derivada de las siguientes funciones

1.— y= eX gcosch x?
Solucién. La expresion y tiene la forma y = f {g o h o s}, donde
f(x) = e¥ g(x)=e*; h(x)=cosch(x) y s(x) = x2.
Por lo tanto
f'(x)=¢e*; g'(x) =e*; h'(x) = —cosch(x) coth(x) ys'(x) = 2x.
De esta manera utilizando la regla de la cadena obtenemos

d d d
% = f(x)a{(g ohos)(x)} +Ef(x){(‘g ohos)(x)}

=e*{g'(hos)h'(s)s'} + ex{ecoschxz}
= ex{ecoschxz} 9y ex{ecoschxz}{coschxz COtth}

2
= gC0SChx™+201 _ 2xcoschx?cothx?}.

2.— y = tanh(senh x3)
Solucidn. La expresion ‘y’ tiene la forma
y=({ogoh)(x)
= f(g(h(x)))
Donde
f(x) = tanh(x); g(x) = senh (x); h(x) =x3
Por lo tanto

f'(x) = sech®(x); g'(x) =cosh(x); y h'(x)=3x?

Utilizando la regla de la cadena Z—z =f (g(h(x))) g'(h(x))h'(x), se obtiene

d
dx

Y sech?(senh (x®)) cosh(x?) 3x? = 3x2sech?(senh(x?)) cosh(x?).
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3.— Encuentra el o los puntos sobre la grafica de la siguiente funcion donde la
tangente es horizontal

f(x) = (x? — 2) cosh(x) — 2x senh(x)
Solucion. Como
f(x) = (x? — 2)senh(x) + 2x cosh(x) — {2x cosh(x) + 2 senh(x)}.
Entonces
f'(x) = x%senh (x) — 2senh(x) + 2x cosh(x) — 2x cosh(x) — 2senh(x)
= x2senh(x) — 4 senh(x)
= senh(x){x? — 4}.

Para contestar a esta pregunta debemos encontrar los valores de x en R tales
que f'(x) = 0, o0 sea, los valores de x para los cuales se cumple la igualdad.

senh(x){x* -4} =0
Esto es cierto para
x=0 x=2;, yx=-2

Por lo tanto, los puntos sobre la grafica de f(x) donde la recta es tangente es
horizontal son P, = (0,-2), P, = (2,—14.507) y P; = (—2,—14.507).
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4. — Demuestra que para cualquier entero positivo n, se cumple
(cosh(x) + senh(x))n = cosh(nx) + senh(nx)
Demostracion. Procederemos por matematica.

e Paran =1 se tiene el resultado
e Supongamos que este resultado se cumple para todo k numero natural y
veamos que también es cierto para k + 1, es decir, se cumple

(cosh(x) + senh(x))k+1 = cosh{(k + 1)x} + senh{(k + 1)x}
Puesto que

(cosh(x) + senh(x))k+?

= (cosh(x) + senh(x))k(cosh(x) + senh(x))

= {cosh(kx) + senh(kx)}(cosh(x) + senh(x))

= {senh(kx) cosh(x) + cosh(kx) senh(x)} + {cosh(kx) cosh(x) + sen(kx)senh(x)}
= senh{x(k + 1)} + cosh{x(k + 1)}.

Por lo tanto, este resultado también es valido para kK + 1 y de esta manera se
cumpla para todo entero positivo n.

Derivadas de las Funciones Hiperbélicas Inversas

Encuentra la derivada de las siguientes funciones

1.— y = xarctanhx + Iny/1 — x?

Solucién. Vamos a utilizar la regla del producto para el factor x arctanh x , y la regla de la

cadena para el término [nV1 — x2 junto con la regla de la suma, para poder calcular la
derivada de la funcion y .

d d d
y_ 42 xarctanhx + — Iny1 — x2
dx dx dx

—2x

V1—x2 24/1- x2

X __ 4 arctanh ad
= arctanh x — :
1— x2 1— x2

1
= x{l — xz} + arctanh x +
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1
[arctanh(2x)]3

2.— y=

Solucién. Utilizando la regla de la derivada de un cociente junto con la regla de la cadena
se obtiene

1
dy —3[arctanh(2x)]? - { 7 —Zx}

1
dx [arctanh(2x)]®
6x
_ {1 — xz}
[arctanh(2x)]*
6x

(1 — x2) [arctanh(2x)]*

1
3.— y= th (—)
y = arc coth |~

Solucién. La expresion y es de la forma y = f(g(x)), donde f(x) = arccoth(x) y g(x) =

1 reay 1 ey L
< de manera que f'(x) = —= VY4 (x) = = Por lo tanto
1
dy ) 1 1y _(x_z)
o F @ =—5- (-5)= =5
1-(3) x?
1 1

x2—1 1- x2
4.— y = arc senh(sen x)

Solucion. Esta expresion tiene laforma y = (f ° g)(x) = f(g(x)), donde

f(x) = arcsenhx y g(x) = sen(x). Como f'(x) = \/% ; g(x) = cos x entonces,

dy — ! 14 — 1
== f (9))g'(x) = T COS X.
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Integracion de funciones hiperbdlicas inversas

Resuelve las siguientes integrales

1
—————dx *** (1)
f Vx? — 36
Solucién. Esta integral puede resolverse rapidamente por medio de la sustitucién

trigonométrica x = 6 secu . Pero con un poco mas de atencién, podemos observar
que como

w 1 dw
—arc cosh

dx (E) T VwZ_azdx

Entonces sustituyendo w = x y a = 6, entonces dw = dx, de manera que

d 1
Tx {arc cosh (g)} = ﬁ

d {arc cosh (\;_v)} = ﬁdx = ﬁdw

Por lo tanto

fz;%dx = f d {arc cosh (g)} = arccosh (g) + C.
VxZ =

Y como toda funcion hiperbdlica inversa se puede expresar como un logaritmo
natural, donde

arc cosh(v) = ln|v+\/v2 — 1|; v=>1

Entonces tomando v = z obtenemos

X X ’xz
arccosh(g)+C=1n E+ %—1 +C

x Vx2-—-1
+——|+¢C

=1n6

Por lo tanto

x+vVx2—-1
T‘I’C.
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o [
' 6x—x2x

Soluciéon. Completando el cuadrado, podemos reescribir esta integral de la
siguiente manera

| md"

Y ahora haciendo u = x — 3 nos queda que du = dx y al sustituir en la integral
obtenemos

[s—a=mrt=[52md
9_(x—32" " Jo_ 2™

Pero como

d{l " h(u)}_ 1 du_ 1
dx 3arc an 3/) 7 9—u2dx 9-—u?’

Entonces

d{l ¢ h(u)}— Voe= 1 4
3aT'C an 3 —9_u2 x—9_u2 u.

Y por el teorema fundamental del calculo obtenemos

[ = [ ofporcnn 3)
9 — u? u = 3arcan 3

= %arctanh (g) + C.

Y utilizando el hecho de que

1+v
arctanh(v) = =In |;|v|< 1
2 I1-v
Entonces concluimos lo siguiente
x—3
f L du=Larer h(u)+C—1l 1+ (% )+c—11 |+ ¢
9 — u2 u—3arcan 3 —611 — n .
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