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9 - INFERENCIA ESTATISTICA

9.1 - Introducéo

Estatistica € a ciéncia que se ocupa de organizar, descrever, analisar e interpretar dados para
que seja possivel a tomada de decisdes e/ou a validacdo cientifica de uma conclusdo. Vamos rever
algumas definicdes dos Capitulos 6 e 7.

Os dados s&o coletados para estudar uma ou mais caracteristicas de uma POPULACAO:
conjunto de elementos que tem pelo menos uma caracteristica em comum => conjunto das medidas
da(s) caracteristica(s) de interesse em todos o0s elementos que a(s) apresenta(m).

Uma populacdo pode ser representada através de um modelo probabilistico: este apresenta
condicdes para uso, uma certa forma para a distribuicdo de probabilidades, e parametros.

Os dados necessarios para a obtencdo do modelo podem ser obtidos atraveés de um CENSO
(pesquisa de toda a populacgdo), ou através de uma AMOSTRA (subconjunto finito) da populacéo.

Por que usar uma AMOSTRA?
- economia;
- rapidez;
- para evitar a exaustao/extin¢do da populacao.

A AMOSTRA deve ser: representativa da populacdo, suficiente (para que o resultado tenha
confiabilidade), e aleatoria (retirada por sorteio ndo viciado).

“A Inferéncia Estatistica consiste “em - fazer afirmacdes probabilisticas sobre as
caracteristicas do modelo probabilistico, que se sup&e representar uma populacdo, a partir dos dados
de uma amostra aleatdria (probabilistica) desta mesma populagdo”.

Fazer uma afirmac&o probabilistica sobre uma caracteristica qualquer é associar a declaragédo
feita uma probabilidade de que tal declaracdo esteja correta (e portanto a probabilidade
complementar de que esteja errada). Quando se usa uma amostra da populacdo SEMPRE havera
uma probabilidade de estar cometendo um erro (justamente por ser usada uma amostra): a diferenca
entre 0s métodos estatisticos e os outros reside no fato de que os métodos estatisticos permitem
calcular essa probabilidade de erro. E para que isso seja possivel a amostra da populacdo precisa
ser aleatoria.

As afirmacdes probabilisticas sobre o modelo da populacdo podem ser basicamente:
=> estimar quais sdo 0s possiveis valores dos parametros (Estimacao de Parametros):
- qual € o valor da média de uma variavel que segue uma distribuicdo normal?
- qual € o valor da proporcdo de um dos 2 resultados possiveis de uma variavel que
segue uma distribuicdo binomial.
=> testar hipdteses sobre as caracteristicas do modelo: pardmetros, forma da distribuicdo de
probabilidades, etc. (Testes de Hipoteses).
- 0 valor da média de uma variavel que segue uma distribuicdo é maior do que um
certo valor?
- 0 modelo probabilistico da populagdo é uma distribuicdo normal?
- 0 valor da média de uma variavel que segue uma distribuigdo normal em uma
populacéo é diferente da mesma média em outra populagdo?



INE 7002 - Inferéncia Estatistica 2

9.1.1- Amostragem AleatoOria ou Probabilistica

Na amostragem aleatoria todos os elementos da populagdo tém chance diferente de zero de
pertencer a amostra, uma vez que a selecdo dos elementos € feita por sorteio ndo viciado (ver
detalhes no Capitulo 7).

Amostragem Aleatoria Simples
=> todos os elementos da populagdo tém a mesma chance de pertencer a amostra (escolha
por sorteio ndo viciado);
=> cada elemento sorteado é reposto na populacdo antes do préximo sorteio.

Obviamente nem sempre € viavel a amostragem com reposicao, se a amostragem for feita
SEM REPOSICAO os resultados serdo praticamente iguais se 0 tamanho da amostra ndo exceder a
5% do tamanho da populacdo®. Se a populagdo ndo for homogénea em relacdo & variavel sob
estudo, para garantir a representatividade da amostra somos obrigados a selecionar elementos de
cada uma de suas subdivisoes.

9.1.2 - Anélise Exploratéria de Dados?

Uma vez tendo coletado os dados, seja através de censo ou por amostragem, € preciso
resumi-los e organiza-los de maneira a permitir uma primeira analise, e posterior uso das
informacOes. As técnicas estatisticas que se ocupam desses aspectos constituem a Analise
Exploratoria de Dados.

O conjunto de dados pode ser resumido (e apresentado) através das distribuicdes de
freqiiéncias, que relacionam os valores que a variavel pode assumir com a frequéncia (contagem)
com que foram encontrados naquele conjunto. Esta distribuicdo pode ser apresentada na forma de
uma tabela, ou através de um grafico (estes dois métodos podem ser usados tanto para variaveis
qualitativas quanto para variaveis qualitativas).

Ha uma terceira forma de resumir o conjunto de dados: as medidas de sintese ou
estatisticas. As principais estatisticas sdo a média, o desvio padrdo, a variancia e a propor¢éo. Seréo
apresentadas suas formulas basicas, e 0 que cada uma significa.

Meédia: trata-se de uma estatistica que caracteriza o “centro de massa” do conjunto de dados (Valor
Esperado); quando é a média populacional recebe o simbolo p; quando é a média amostral recebe o
~, - - 7" - — X - 7 - Ve -
simbolo X ; trata-se da média aritmética simples: X = L onde xi € o i-ésimo valor do
n
conjunto e n é o numero de elementos da amostra.

Variancia: trata-se de uma estatistica que mede a dispersdo em torno da média do conjunto (em
torno do valor esperado), possuindo uma unidade que é o quadrado da unidade da média (e dos

. , ‘n . . , 2 , . .
valores do conjunto); quando é a variancia populacional recebe o simbolo ¢™; quando é a variancia

2 2
X.")— X:)°/n
amostral recebe o simbolo 52; s? = Z( ) [(21: ) ](usa-se n - 1 no denominador quando se
n —

' A reposicdo garante que as probabilidades de selecionar um determinado elemento permanecem constantes, uma vez
que o “espago amostral” permanece o mesmo. Quando o tamanho da amostra ¢ menor ou igual a 5% do tamanho da
populacdo, mesmo que nédo haja reposi¢ao supde-se que as probabilidades ndo se modificam substancialmente.

¢ Este item foi visto com detalhe no Capitulo 2, na disciplina INE7001 — Estatistica para Administradores I.
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trata de uma amostra)®. O desvio padrdo é a raiz quadrada positiva da variancia, tendo portanto
uma unidade que é igual & unidade da média, sendo muitas vezes preferida para efeito de
mensuracdo da disperséo.

Proporgdo: consiste em calcular a razdo entre o nimero de ocorréncias do valor de interesse de
uma variavel qualitativa e o nimero total de ocorréncias registradas no conjunto (de todos o0s
valores que a variavel pode assumir); quando é uma propor¢do populacional recebe o simbolo r;
quando é uma propor¢do amostral recebe o simbolo p.

Os valores das medidas de sintese, além de resumirem o conjunto de dados, constituem uma
indicacdo dos provaveis valores dos parametros. Assim, em estudos baseados em amostras, é
comum utilizar tais medidas de sintese como estatisticas que serdo utilizadas para estimar 0s
parametros do modelo probabilistico que descreve a populacéo.

9.2 - Distribuicdo Amostral

Os valores dos parametros. do modelo populacional calculados em uma amostra séo
chamados de estatisticas:

Parametros (Populacdo) Estatisticas (Amostra)
Média (u) X
Variancia (cz) s
Desvio Padréo (o) S
Propor¢éo () p
Numero de elementos (N) n

Seja uma populagdo qualquer com um pardmetro 0 de interesse, correspondendo a uma
estatistica T em uma amostra. Amostras aleatorias sao retiradas da populacdo e para cada amostra
calcula-se o valor t da estatistica T.

Os valores de t formam uma nova “populacdo” que segue uma distribuicdo de
probabilidades que é chamada de distribuicdo amostral de T.

Seja a populacéo abaixo, constituida pelos pesos em kg de oito pessoas adultas:

Populacao
Amostras
64 67 Sortear 3
70 57 » {64, 67, 60} => Média = 63,67 kg
65 79 » {64, 70, 72} => Média = 68,67 kg
70 60 » {65, 70, 60} => Média = 65 kg
u = 65,62 kg

Observe que ha uma variacdo na estatistica média, e esta variacdo precisa ser
considerada quando sdo realizadas as inferéncias sobre os parametros.
Figura 1 - Distribuicdo Amostral - Exemplo

Assim sendo, o conhecimento das distribuicGes amostrais das principais estatisticas é
necessario para fazer inferéncias sobre os parametros do modelo probabilistico da populagéo.

® Ha uma razdo matematica para isso: garantir que o valor amostral seja um estimador n#o viciado do valor
populacional (maiores detalhes no item Estimacao por Ponto).
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Por hora, basta conhecer as distribui¢cdes amostrais das estatisticas média de uma variével
quantitativa qualquer, e proporcao de um dos dois Unicos resultados de uma variavel qualitativa.

Exemplo 9.1%- Suponha uma variavel quantitativa cujos valores constituem uma populacéo com os

seguintes valores: (2, 3, 4, 5)

Para esta populacéo, que tem uma distribuicdo uniforme, podemos observar que os parametros sao:
p=35 o’ = 1,25 (usou-se n no denominador por ser uma populagéo)

Se retirarmos todas as amostras aleatdrias de 2 elementos (com reposicdo) possiveis desta
populagdo (n = 2), teremos os seguintes resultados”:

(2,2 (2,3) (2, 4) (2,5)
(3,2 (3,3) (3,4) (3,5)
(4,2) 4, 3) 4, 4) (4, 5)
(5, 2) (5,3) (5,4) (5, 5)

O calculo das médias de todas as amostras acima resultara na matriz abaixo:

(20) (25) (30) (35
- 1(2,5) (30) (35 (4,0
(3,0) (35) (40) (45
(3,5) . (4,0) (45 (50)

Se estas médias forem plotadas em um grafico de frequéncias (um histograma):

o

N
[T T T T [ T T T T [ T T T T[T T T 1]

o
¢

=.5 3.5 4.5 5.

1y

Figura 2 - Histograma de médias amostrais

Se forem calculados a média e a variancia das médias de todas as amostras o resultado sera:

2
X =56/16=35=p V(X) = 0,625 = % -2

* Elaborado pela professora Carmen Dolores de Freitas de Lacerda.
® Hé& 16 amostras possiveis.
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Observe como a distribuicdo das médias amostrais da variavel pode ser aproximada por uma
distribuicdo normal (ndo obstante a distribuicdo da varidvel na populagdo ndo ser normal), e que o
valor esperado das medias amostrais (media das médias) é IGUAL ao valor da média populacional
da varidvel e a variancia das médias amostrais € IGUAL ao valor da variancia populacional da
variavel dividida pelo tamanho da amostra®. E como consequéncia desta tltima afirmagéo, o desvio
padrdo das médias amostrais € igual ao desvio padrdo populacional dividido pela raiz quadrada do

tamanho da amostra’ (¢(¥) = o/vn) => o(x) = 4/1,25/V2 = 0,7906. Quanto maior o tamanho
da amostra (quanto maior n) mais o0 histograma acima aproximar-se-a4 de uma distribuicdo normal,
independentemente do formato da distribuicdo da variavel na populagéo.

VVamos ver outro exemplo.

Exemplo 9.2 - Na Figura 3 abaixo temos a distribui¢cdo populacional (9975 elementos) da variavel
Renda familiar (em salarios minimos) de alunos de um dos conjuntos de dados usados em semestres
anteriores de INE7001. Ela apresenta média populacional () igual a 2,370 salarios minimos, e
desvio padrdo populacional (o) igual a 1,973 salarios minimos.

Renda populacional de alunos Observe que a dlStrlbUlQéO é
ASSIMETRICA, ou seja, ndo €
normal! Isso pode ser confirmado
pela andlise do grafico de
probabilidade normal mostrado na
Figura 4: percebe-se que 0s pontos
estdo distantes da reta teorica,
indicando que os dados NAO
seguem uma distribuicdo normal
com média 2,370328 e desvio

, padrdo de 1,972762 salarios
010 ] 728 1042 1356 167 1980|2298 2612 2926 324 | 3550 g8 4182 sase ass [s124 5438|5252 w05 35| | 1 {NiMOS.
|+ Taaelra falose] s Ll el el s Ll sl sal el s [nlsael szl e

Figura 3 — Histograma agrupado em classes da Renda familiar populacional de alunos em salarios minimos

Grafico de probabilidade normal - Renda populacional de alunos
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® VVoltaremos a analisar o significado destes resultados quando estudarmos a Estimagao por Ponto.
" Porque o desvio padréo é a raiz quadrada positiva da amostra.
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Figura 4 — Gréfico de probabilidade normal da Renda familiar populacional de alunos em salarios minimos

Imagine que seja possivel retirar 1000 amostras aleatdrias de n elementos da populagédo
mencionada anteriormente. Para cada uma das 1000 amostras pode-se calcular a média das rendas
dos alunos: depois calculam-se a média e o desvio padrdo das médias amostrais, para comparar com
os valores populacionais. Em seguida, constroi-se um histograma e um gréafico de probabilidade
normal para as 1000 médias, o que permitird avaliar a aderéncia da distribuicdo das médias
amostrais a normal.

Através do suplemento “Andlise de Dados” da planilha eletronica Microsoft Excel ®
retiraram-se 1000 amostras aleatorias de 2, 8, 40 e 300 elementos. O procedimento para a retirada
das amostras pode ser visto em https://www.youtube.com/watch?v=zkoMzbuYudl &t=340s.

Na Figura 5 esta o histograma agrupado em classes das médias das amostras de 2 elementos,
e na Figura 6 o grafico de probabilidade normal das médias amostrais.
Médias de Renda para amostras de 2 elementos A média das médias amostrais vale
2,370115, e o desvio padrdo das médias
amostrais vale 1,453793. Calculando

% =1,972762//2 = 1,394953
Observando o histograma vemos que a
distribuicdo das médias, para amostras
de 2 elementos, continua assimétrica,
mas o valor da média das médias
amostrais  (2,370115) esta muito
2,058|3,061/4.064 5,067 6,07 7,073\3,075\9,079\10,03 7.‘11,03 5‘12'088‘13}091‘14109 415109 7{ 161 ‘17|m11 o Amn 4‘7“”“” préXimO da médla . pOpUI%Cional
1055 2,058 3061 4054 5087 607 7,073 8076 5073 008311 08512 cess 001160885 097 151 msomsosssosmnz | (2,8 70328), Mas 0 desvio padrdo das
e e mnme médias amostrais (1,453793) esta um

Figura 5 - Distribuicdo amostral da média (n = 2) pouco distante de o /+/n (1,394953).
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Grafico de probabilidade normal - Médias de amostras de 2 Como as amostras tém apenas 2
elementos

. _ | elementos, a distribuicdo das medias
/ ainda estd muito distante da reta

0,9

/ teorica, significando que a distribuicao
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- normal.
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Figura 6 — Grafico de probabilidade normal da média de amostras de 2 elementos da Renda familiar de alunos
em salarios minimos

Obviamente o tamanho da amostra utilizada (2 elementos) ainda ndo foi grande o bastante para
levar aos resultados obtidos no Exemplo 9.1 (provavelmente porque a distribuicdo da populacédo é
assimétrica). Por que a média das médias amostrais ndo coincidiu exatamente com a média
populacional, e por que o desvio padrdo das médias amostrais ndo coincidiu exatamente com o /v/2?
A populacdo de onde foram retiradas as amostras tém 9975 elementos, fazendo amostragem com
reposicao ha 9975 = 99500625 amostras de 2 elementos possiveis, e foram retiradas apenas 1000...


https://www.youtube.com/watch?v=zkoMzbuYudI&t=340s
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Aumentando o tamanho de amostra para 8 elementos obtiveram-se os resultados a seguir.
Na Figura 7 esta o histograma agrupado em classes das médias das amostras de 8 elementos,
e na Figura 8 o grafico de probabilidade normal das médias amostrais.

Médias de Renda para amostras de 8 elementos

Frequéncia
~
S
3

1,743|2,197 2,651 3,105

1,289

1,7432,197 2,651

Renda (sal4rios minimos)

3,559 ‘ 4,013 ‘ 4,467 ‘ 4,921 ‘ 5375 ‘ 5,829 ‘ 6,283 ‘ 6,737 ‘ 7,191 ‘ 7,645 ‘ 8,099 ‘ 8,553 ‘ 9,007 ‘ 9,461 ‘ 9,915 ‘10,369‘
3,105 ‘ 3,559 ‘ 4,013 ‘ 4,467 4,921 ‘ 5,375|5,829 ‘ 6,283 ‘ 6,737 ‘ 7,191 ‘ 7,645 ‘ 8,099 ‘ 8,553 ‘ 9,007 ‘ 9,461 ‘ 9,915‘

Figura 7 - Distribuigdo amostral da média (n = 8)

A média das médias amostrais vale
2,359600, e 0 desvio padrdo das médias
amostrais vale 0,709258. Calculando

% = 1,972762//8 = 0,697477
Observando o histograma vemos que a
distribuicdo das médias, para amostras
de 8 elementos, continua assimétrica, o
valor da média das médias amostrais
(2,359600) estda proximo da média
populacional (2,370328), e o desvio
padrdo  das médias  amostrais
(0,709258) esta mais proximo de o /vn
(0,697477) do que no caso anterior.

Grafico de probabilidade normal - Médias de amostras de 8
elementos
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Houve uma melhoria em relacdo ao
caso anterior, mas a distribuicdo das
médias ainda esta distante da reta
teorica, significando que a distribuicao
das médias NAO segue o modelo
normal.

Figura 8 — Grafico de probabilidade normal da média de amostras de 8 elementos da Renda familiar de alunos

em salarios minimos

Novamente o tamanho da amostra utilizada (8 elementos) ainda ndo foi grande o bastante para levar
aos resultados obtidos no Exemplo 9.1 Vamos agora ver os resultados obtidos para 1000 amostras
aleatdrias de 40 elementos cada. Na Figura 9 esta o histograma agrupado em classes das médias das
amostras de 40 elementos, e na Figura 10 o grafico de probabilidade normal das médias amostrais.

Médias de Renda para amostras de 40 elementos

180

160

140

120

Frequéncia
=
S
]

o
3

@
3

IS
]

N
S

o
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2,564|2,686|2,808 2,930‘3,052
Renda (salarios minimos)

1,710/ 1,832|1,954|2,076 2,198 2,320 2,442

3,540‘3,562‘3,784‘3,905‘4,028‘4,150‘
3,174/3,296 3,418‘3,540‘3,662 3,784‘3,906 a,azs‘

Figura 9 - Distribuigdo amostral da média (n = 40)

A média das médias amostrais vale
2,368340, e 0 desvio padrdo das médias
amostrais vale 0,305290. Calculando

o —_— —
== 1972762 /N40 =0,311921

Observando o histograma vemos que a
distribuicdo das médias, para amostras
de 40 elementos, continua assimétrica,
0 valor da média das médias amostrais
(2,368340) estd proximo da média
populacional (2,370328), e o desvio
padrao das  médias  amostrais
(0,305290) esta proximo de o/vVn
(0,311921).
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Gréfico de probabilidade normal - Médias de amostras de 40
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Houve uma grande melhoria em
relagéo ao caso anterior, mas 0s pontos
ainda apresentam certa distancia da
reta tedrica, indicando que a
distribuicdo das medias de amostras
com 40 elementos ainda ndo pode ser
considerada normal.

Figura 10 — Gréfico de probabilidade normal da média de amostras de 40 elementos da Renda familiar de alunos
em saldrios minimos

Aumentando a amostra para 300 elementos os resultados obtidos para 1000 amostras sao
mostrados nas Figuras 11 e 12.
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Médias de Renda para amostras de 300 elementos
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2,065 ‘ 2,106

2,188

2,147
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2,311

2,352

2,229

2,270
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2,352

2,434|2,475|2,516 2,557

2,393(2,434|2,475|2,516
Renda (salérios minimos)

2,598

2,557
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2,598

2,680‘ 2,721 ‘ 2,762 ‘ 2,803 ‘ 2,844 ‘ 2,335‘
2,639 ‘ 2,680 ‘ 2,721|2,762 ‘ 2,803 ‘ 2,844

Figura 11 - Distribui¢do amostral da média (n = 300)
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Grafico de probabilidade normal - Médias de amostras de 300
elementos
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A média das médias amostrais vale
2,368823, e 0 desvio padrdo das médias
amostrais vale 0,110282. Calculando

o

T 1,972762/+/300 = 0,113897

Observando o histograma vemos que a
distribuicdo das médias, para amostras
de 300 elementos, estd quase simétrica,
0 valor da média das médias amostrais
(2,368823) estd proximo da media
populacional (2,370328), e o desvio
padrdo  das  médias  amostrais
(0,110282) estd proximo de o/vn
(0,113897).

Houve uma grande melhoria em
relacio ao caso anterior, 0s pontos
estdo praticamente sobre a reta tedrica,
indicando que a distribuicdo das
meédias de amostras com 300
elementos pode ser considerada
normal.

Figura 12 — Gréfico de probabilidade normal da média de amostras de 300 elementos da Renda familiar de
alunos em salarios minimos



INE 7002 - Inferéncia Estatistica 9

Podemos entéo enunciar os teoremas:

TEOREMA DAS COMBINAC}()ES LINEARES

Se a variavel de interesse segue uma distribuicdo normal na populacdo a
distribuicdo amostral das médias de amostras aleatorias retiradas desta populagdo também
serd normal, independentemente do tamanho destas amostras.
TEOREMA DO LIMITE CENTRAL

Se a variavel de interesse ndo segue uma distribuicdo normal na populacéo (ou nédo
se sabe qual é a sua distribuicdo) a distribuicdo amostral das médias de amostras
aleatorias retiradas desta populagdo serd normal se o tamanho destas amostras for
suficientemente grande, com uma média igual a média populacional e uma variancia igual
a variancia populacional dividida pelo tamanho da amostra.

Em muitos livros afirma-se que com um tamanho de amostra de 30 elementos a distribuicao
amostral da média ja pode ser considerada normal. Como vimos nas Figuras 9 e 10, mesmo para
uma amostra com 40 elementos a distribuicdo das médias ndo pode ser considerada normal. J& no
caso do Exemplo 9.1 para uma amostra com apenas 2 elementos é suficiente para considerar as
médias com aderéncia ao modelo normal. Tudo dependera da distribuicdo da populacdo: se a
distribuicdo for simétrica, ou ligeiramente assimétrica, quase que seguramente uma amostra de 30
elementos permitiria constatar o teorema central do limite, com a distribuicdo das médias amostrais
sendo normal. Porém, se a populacéo tiver uma distribui¢cdo muito assimétrica (como a mostrada na
Figura 3), ou tiver mais de um “pico”, 30 elementos podem nao ser suficientes. O problema ¢ que o
comportamento da populacdo usualmente € desconhecido, entdo precisamos ter alguma outra
informacao sobre a variavel de interesse: por exemplo, variaveis como renda, gastos geralmente tém
distribuicdes assimétricas (recomenda-se entdo amostras maiores), enquanto outras como medidas
corporeas, dimensbes de pecas geralmente tém distribuicoes simétricas (pode-se trabalhar com
amostras de 30 elementos, provavelmente a distribui¢do das médias seguird uma normal).

Exemplo 9.3% - Pense agora em uma variavel qualitativa que pode assumir apenas dois valores, e
que constitui a seguinte populacao: (i, L, 0, O, )

Vamos supor que ha interesse no valor B (este valor seria 0 nosso “sucesso”). A proporgao
deste valor na populagdo (o valor do parametro) sera « = 1/5.

Se retirarmos todas as amostras aleatdrias de 2 elementos (com reposicdo) possiveis desta
populacdo (n = 2), teremos 0s seguintes resultados®:

(,00) (4,00 (0,00 (0,00 (L, m)
(0,00 (,00) (4,00 (4,00 (U, m)
(0,00 (,00) (4,00 (4,00 (U, m)
(0,00 (,00) (4,00 (0,00 (U, m)
(0, m) (0, m) (T, m) (0, m) (m, m)

Figura 13 - Amostras de tamanho 2 para proporcéo

Observe que se definirmos a variavel como o nimero de “sucessos” (nimero de M) esta terd
uma distribuicdo binomial: ha apenas dois resultados possiveis para cada realizacdo, ha um nimero

8 Elaborado pela professora Carmen Dolores de Freitas de Lacerda.
® Hé& 25 amostras possiveis.
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limitado de realiza¢bes (n = 2 no caso), e cada realizacdo independe da outra (porque a amostra é
aleatdria com reposicao).

Calculando a proporcédo de m em cada uma das amostras, e chamando esta proporcéo
amostral de p, teremos 0s seguintes resultados:

© O © O @2

© O © O 2

p=©® © © (© @2

© O © O @2
L/2) @/2) 2 W2 @

Calculando a média (valor esperado) e a variancia das propor¢des acima teremos:

1 1
— ) e
X=E(p)===n s?=0,08 = =
5 2 n
Observe que o valor esperado (média) das proporcOes amostrais € IGUAL ao valor da
proporcao populacional de W, e que a variancia das proporcoes amostrais € IGUAL ao produto da
proporcao populacional de m por seu complementar, dividido pelo tamanho da amostra™.

Lembrem-se de que uma distribuicdo binomial pode ser aproximada por uma distribuicéo
normal se algumas condi¢Ges forem satisfeitas; se o produto do numero de realizacGes pela
probabilidade de “sucesso” (n x p) E o produto do numero de realizaces pela probabilidade de
“fracasso” (n X [1 - p]) forem ambos maiores ou iguais a 5'*. E esta distribuicdo normal teria média
igual a n x p e variancia igual a n x p x (1 - p). Se estamos interessados apenas na pPropor¢ao
(probabilidade de “sucesso”) e ndo no numero de “sucessos” as expressdes anteriores podem ser
divididas por n (o tamanho da amostra): média iguala p e variancia igual a [p x (1- p) / n].

Por causa do Teorema do Limite Central é que a distribuicdo normal € tdo importante. Ela
representa muito bem uma grande variedade de fendmenos, mas € devido a sua utilizacdo
generalizada em Inferéncia Estatistica que o seu estudo é imprescindivel. Ressalte-se porém que a
sua aplicacdo costuma resumir-se ao que se chama de Inferéncia Paramétrica, inferéncias sobre os
parametros dos modelos probabilisticos que descrevem as variaveis na populacdo. Para fazer
inferéncias sobre outros aspectos que ndo os parametros, ou quando as amostras utilizadas nédo
forem suficientemente grandes para se assumir a validade do Teorema do Limite Central, é preciso
usar técnicas de Inferéncia Nao Paramétrica (que nos ndo veremos nesta disciplina).

9.3 - Estimacéao por Ponto de Parametros

Uma vez tendo decidido que modelo probabilistico é mais adequado para representar a
variavel de interesse na Populagdo resta obter os seus parametros. Nos estudos feitos com base em
amostras € preciso escolher qual das estatisticas da amostra sera 0 melhor estimador para cada
parametro do modelo. A Estimacdo por Ponto consiste em determinar qual serd o melhor estimador
para o parametro de interesse.

19 \/oltaremos a analisar o significado deste resultado quando estudarmos Estimacao por Ponto.
1 Isto também é decorréncia do Teorema Central do Limite.
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Como os parametros serdo estimados através das estatisticas (estimadores) de uma amostra
aleatOria, e como para cada amostra aleatoria as estatisticas apresentardo diferentes valores, 0s
estimadores também terdo valores aleatorios. Em outras palavras um Estimador é uma variével
aleatoria que segue uma distribuicdo de probabilidades.

Naturalmente havera varias estatisticas T que poderdo ser usadas como estimadores de um
pardmetro 8. Como escolher qual das estatisticas sera o melhor estimador para o parametro?

Ha& basicamente trés critérios para a escolha de um estimador: o estimador precisa ser justo,
consistente e eficiente™?.

Um Estimador T é um estimador justo (ndo tendencioso) de um parametro @ quando o valor
esperado de T é igual ao valor do parametro @ a ser estimado: E(T) = .

Um Estimador T é um estimador consistente de um parametro @ quando além ser um
estimador justo a sua variancia tende a zero a medida que o tamanho da amostra aleatéria

aumenta: lim , V(T)=0.

Se ha dois Estimadores justos de um parametro 0 mais eficiente € aquele que apresentar a
menor variancia.

9.3.1 - Estimacéao por Ponto dos principais parametros

Os principais parametros que vamos avaliar aqui sdo: média de uma variavel que segue uma
distribuicdo normal (ou qualquer distribuicdo se a amostra for suficientemente grande) em uma
populacdo (média populacional - u) e proporgédo de ocorréncia de um dos valores de uma variavel
que segue uma distribuicdo de Bernoulli/Binomial™® em uma populacio (proporcéo populacional -
n). Em suma escolher quais estatisticas amostrais sdo mais adequadas para estimar estes
parametros, usando os critérios definidos acima.

Lembrando dos Exemplos 9.1, 9.2 e 9.3, algumas constatacoes que la foram feitas passardo a
fazer sentido agora.

Vamos supor que houvesse a intencdo de estimar a média populacional da variavel do
Exemplo 9.1. Qual das estatisticas disponiveis seria 0 melhor estimador?

Lembrem-se que apos retirar todas as amostras aleatorias possiveis daquela populacéo,
calcularmos a média de cada amostra, e posteriormente calcularmos a media dessas médias
constatou-se que o valor esperado das médias amostrais (média das médias) é IGUAL ao valor da
média populacional da variavel e a variancia das medias amostrais € IGUAL ao valor da variancia

populacional da variavel dividida pelo tamanho da amostra:
2

EM=n  V(®)="-

O melhor estimador da média populacional p é a média amostral X, pois trata-se de um estimador
justo e consistente:

12 Na realidade ha mais critérios, mas estes sd0 0s mais importantes, maiores detalhes em COSTA NETO, P.O.
Estatistica, Ed. Edgard Bliicher, 1978.

3 Ambas exigem que experimento seja um experimento de Bernoulli: que tenha (ou possa ser reduzido) a apenas 2
resultados possiveis complementares.
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- Justo porque o valor esperado da média amostral serd a média populacional;
- Consistente porque se o tamanho da amostra n tender ao infinito a variancia da média
amostral (do Estimador) tenderd a zero.

Agora vamos supor que houvesse a intencdo de estimar a proporc¢ao populacional do valor m
da variavel do Exemplo 9.3. Qual das estatisticas disponiveis seria 0 melhor estimador?

Lembrem-se que apOs retirar todas as amostras aleatdrias possiveis daquela populacéo,
calcularmos a proporgcdo de M em cada amostra, e posteriormente calcularmos a média dessas
propor¢des constatou-se que o valor esperado das propor¢des amostrais (média das proporcoes) é
IGUAL ao valor da proporgdo populacional do valor B da varidvel e a variancia das proporgdes
amostrais é IGUAL ao valor do produto da proporcéo populacional do valor m da variavel pela sua
complementar dividida pelo tamanho da amostra:

= V(p=""E"

n

O melhor estimador da média populacional ® € a propor¢do amostral p, pois se trata de um
estimador justo e consistente:
- Justo porque o valor esperado da proporcéo amostral serd a proporcao populacional;
- Consistente porque se o tamanho da amostra n tender ao infinito a variancia da proporgéo
amostral (do Estimador) tendera a zero.

Poderiamos fazer um procedimento semelhante para estimar outros parametros, como, por
exemplo, a variancia populacional de uma variavel. Este procedimento ndo sera demonstrado, mas o
melhor estimador da variancia populacional serd a variancia amostral SE FOR USADO n - 1 NO
DENOMINADOR DA EXPRESSAO DE CALCULO. Somente assim a variancia amostral sera
um estimador justo (ndo viciado) da variancia populacional.

Como o desvio padrdo € a raiz quadrada da variancia é comum estimar o desvio padrdo
populacional extraindo a raiz quadrada da variancia amostral.

9.4 - Estimacéao por Intervalo de Parametros

Geralmente uma inferéncia estatistica € feita com base em uma Unica amostra: na maior
parte dos casos € totalmente invidvel retirar todas as amostras possiveis de uma determinada
populacéo.

Intuitivamente percebemos que as estatisticas calculadas nessa Ginica amostra, mesmo sendo
os melhores estimadores para os parametros de interesse, terdo uma probabilidade infinitesimal de
coincidir exatamente com o0s valores reais dos parametros. Entdo a Estimacdo por Ponto dos
parametros € insuficiente, e as estimativas assim obtidas servirdo apenas como referéncia para a
Estimacéao por Intervalo.

“A Estimagédo por Intervalo consiste em colocar um Intervalo de Confianga (I.C.) em torno
da estimativa obtida através da Estimagdo por Ponto™.

O Intervalo de Confianca tera uma certa probabilidade chamada de Nivel de confianca (que
costuma ser simbolizado como 1 - o) de conter o valor real do parametro: fazer uma Estimacdo por

4 Esta é a “razdo matemética” a que se referia a nota que tratava de variancia amostral no Capitulo 2 de INE7001.
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Intervalo de um pardmetro é efetuar uma afirmacdo probabilistica sobre este parametro, indicando
uma faixa de possiveis valores, e a probabilidade de que esta faixa realmente contenha o valor real
do parédmetro. A probabilidade de que o Intervalo de Confianga ndo contenha o valor real do
parametro € chamada de Nivel de SignificAncia (o), € o valor desta probabilidade serd o
complementar do Nivel de Confianca. E comum definir o Nivel de Significancia como uma
probabilidade méxima de erro, um risco maximo admissivel.

A determinagdo do Intervalo de Confianga para um determinado pardmetro resume-se
basicamente a definir o Limite Inferior e o Limite Superior do intervalo, supondo um determinado
Nivel de Confianga (ou Significancia). A definicdo dos limites dependera tambeém da distribuicao
amostral da estatistica usada como referéncia para o intervalo e do tamanho da amostra utilizada.

Para o0s dois pardmetros em que temos maior interesse (média populacional p e proporcéo
populacional rt) a distribuicdo amostral dos estimadores (média amostral X e proporgdo amostral p,
respectivamente) pode ser aproximada por uma distribuicdo normal:* o Intervalo de Confianca sera
entdo simétrico em relacdo ao valor calculado da estimativa (média ou propor¢do amostral), com
base na amostra aleatoria coletada.

o2 of2

Li Estimativa LS
Figura 14 - Intervalo de Confianca para uma distribuicdo normal

Onde: Li € o limite inferior e Ls é o limite superior do Intervalo de Confianga; 1 - a € 0
Nivel de Confianca estabelecido, observando que o valor do Nivel de SignificAncia a € dividido
igualmente entre os valores abaixo de Li e acima de Ls.

Para obter os limites em funcdo do Nivel de Confianga devemos utilizar a distribuicao
normal padréo (variavel Z com média zero e variancia um): fixar um certo valor de probabilidade,
obter o valor de Z correspondente, e substituir o valor em Z = (x - “média”)/ “desvio padrio”'®,
para obter o valor x (valor correspondente ao valor de Z para a probabilidade fixada). Observe a
figura abaixo:

Figura 15 - Intervalo de Confianca para a distribui¢cdo normal padréo

15 Isso n&o ocorre para todos os parametros, para a variancia, por exemplo, se a variavel tiver distribuicdo normal na
populacdo a distribuicdo amostral sera a Quiquadrado, que € assimétrica.
16 Foram colocados entre aspas porque os valores dependeréo dos parametros sob anélise e de outros fatores.
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O limite Li (inferior) corresponde a Z; e o limite Ls (superior) corresponde a Z,. O ponto
central 0 (zero) corresponde ao valor calculado da Estimativa. Como a variavel Z tem distribuicao
normal com média igual a zero (lembrando que a distribuicdo normal é simétrica em relagdo a

média) os valores de Z; e Z, serdo iguais em mddulo (Z; seré negativo e Z, positivo):

Z; seraum valor de Z tal que P(Z< Z4) = % , € Zy seraum valor tal que P(Z< Zy) = 1—%

Entdo obteremos os valores dos limites através das expressoes:
Z; = (Li - “média”)/ “desvio padrao” =>  Li=*“média” + Z; x “desvio padrao”

Zy = (Ls - “média”)/ “desvio padriao” => Ls = “média” + Z, x “desvio padrao”

Como Z; = - Z,, podemos substituir:
Li = “média” - Z, x “desvio padriao” Ls = “média” + Z, x “desvio padriao”

E este valor Z, é chamado de Zcitico, porque corresponde aos limites do intervalo®’:
Li = “média” - Zcyitico x “desvio padriao”

Ls = “média” + Zcritico x “desvio padrao”

Reparem que o mesmo valor ¢ somado e subtraido da “média”. Este valor ¢ chamado de
semi-intervalo ou precisdo do intervalo, e recebe simbolo eg:
€0 = Zcritico X “desvio padrao”

Resta agora definir corretamente o valor da “média” e do “desvio padrdo” para cada um dos
parametros em que estamos interessados (média e proporcdo populacional). Com base nas
conclusdes obtidas na Estimacao por Ponto isso.sera simples. Contudo, ha alguns outros aspectos
que precisarao ser esmiugados.

9.4.1 - Estimacéo por Intervalo da Média Populacional p

Lembrando das expressdes anteriores:
Li =“média” - Zritico x “desvio padrao” = “média” - e
Ls = “média” + Zcritico x “desvio padrao” = “média” + eg

Neste caso a “média” sera a média amostral X (ou mais precisamente o seu valor):
PX—eg<p<X+eqg)=1l-a
O valor de eg dependera de outros aspectos.

‘A . . 2 ., . , - . .
a) Se a variancia populacional o™ da variavel (cuja média populacional queremos estimar) for

conhecida.

Neste caso a variancia amostral da média podera ser calculada através da expressao:

2
(&)

— . . ~ s , . (o]
V(X) = PR e, por conseguinte, o “desvio padrdo” sera desvio padrao = ﬁ

7 Esta notagdo é a utilizada na apostila de Roteiros e Tabelas.
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% (¢}
critico
A/Nn

Bastara entdo fixar o Nivel de Confianca (ou de SignificAncia) para obter Z itico € calcular e.

E egsera: e, =2

b) Se a variancia populacional o’ da variavel for desconhecida.

Nestes casos procede-se como no item anterior, apenas fazendo com que o = S, OU Seja,
considerando que o desvio padrdo da variavel na populagdo € uma boa estimativa do desvio
padrdo da variavel na amostra (suposicdo razoavel para grandes amostras). Contudo, ndo
sera possivel usar a distribuicdo normal padrdo (Z) através da distribuicdo t de Student.
Trata-se de uma distribuicdo de probabilidades que apresenta média igual a zero (como a
normal padrdo), é simétrica em relagdo a média, mas apresenta uma variancia iguala n/ (n -
2), ou seja seus valores dependem do tamanho da amostra, apresentando maior variancia
para menores valores de amostra'®. Quanto maior o tamanho da amostra mais a variancia de
t aproxima-se de 1,00 (variancia da normal padr&o)®. A distribuicso t de Student esta na
figura abaixo:

0 th-1

Figura 16 - Distribuicdo t de Student

Observe que tal como a distribuicdo normal padrdo a distribuicdo t de Student é
simétrica em relacdo a média (que é igual a zero).

O valor n -1 (tamanho da amostra menos 1) € chamado de nimero de graus de
liberdade da estatistica. Quando a variancia amostral é calculada supde-se que a média ja
seja conhecida, assim apenas um determinado nimero de elementos da amostra podera ter
seus valores variando livremente, este namero serd igual a n - 1, porque um dos valores nao
podera variar livremente, pois terd que ter um valor tal que a média permaneca a mesma
calculada anteriormente. Assim, a estatistica tera n - 1 graus de liberdade.

A distribuicdo t de Student encontra-se tabelada no apéndice para varios graus de
liberdade e valores de probabilidade.

Quando a variancia populacional da variavel é desconhecida e a amostra tem até 30

elementos substitui-se o por s e Z por t,.; em todas as expressdes para determinagdo dos
limites do intervalo de confianca, obtendo:

Li = “média” - tn_1 critico X “desvio padrao” = “média” - eg
Ls = “média” + tn_1 critico X “desvio padrao” = “média” + eg

'8 Esta ¢ a correcéo propriamente dita, pois ao usar pequenas amostras o risco de que a variancia amostral da variavel
seja diferente da variancia populacional é maior, podendo levar a intervalos de confianca que ndo correspondem a
realidade. A ndo utilizacdo desta corregdo foi a fonte de muitos erros no passado, e, infelizmente, de ainda alguns erros
no presente.

19" Para tamanhos de amostra maiores do que 50 supde-se que a variancia de t é igual a 1: 0 que permite a utilizago da
distribuicdo normal padréo.
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S
L X —
n-1,critico \/ﬁ
Os valores de tp.1critico podem ser obtidos de forma semelhante aos de Zeritico,
definindo o Nivel de Confianca (ou de Significancia), mas precisam também da definicdo do
namero de graus de liberdade (n - 1): tendo estes valores basta procurar o valor em uma
tabela ou em um programa computacional.

E eg seré: e, =t

c) Se a amostragem for probabilistica estratificada proporcional

Vimos na secdo 7.2.3.1 do Capitulo 7 que quando a amostragem ¢ estratificada
proporcional a obtencéo da estimativa da média total da amostra precisa ponderar as médias
da varidvel em cada estrato pelas fracdes deles na populacdo. E, é preciso fazer uma
estimativa da variancia (para depois obter o desvio padrdo) total da amostra, também
ponderando as variancias em cada estrato pelas fracOes deles na populacdo. Naquela secéo
obteve-se:

XEstratificada — le Wi X x;
Onde:
- E é 0 nimero de estratos identificados na populagéo;
- X; € a média de uma variavel quantitativa na parte da amostra retirada de um estrato i
qualquer;
- Wi é a proporgéo que o estrato i tém na populacdo (Ni/N, onde N; é o tamanho do estrato i
e N é o tamanho total da populagéo).

De acordo com autores?®® é possivel obter uma estimativa para a variancia de
Xestratificaaa (€ POrtando do seu desvio padrao):

E
2 2 2
W; Xsi_VViXSi

2 =

S X estratificada — E n N
c i
i=1

Onde:
- % é a variancia amostral da variavel no estrato i
- n; € o tamanho da amostra no estrato i.

Entdo e sera:

— 2
€y = Zcrl’tico X \/5 X estratificada

Como geralmente em amostragem estratificada proporcional as amostras em cada estrato séo
grandes é possivel considerar a aproximacao pela normal, e usar Z da distribuicdo normal.
Lembre-se que 0 e, sera somado e subtraido a Xestrqrificaaa Para obter os limites do

intervalo de confianca.

Se o tamanho da amostra (n) for superior a 5% do tamanho da populacdo (N) os valores de
eo precisam ser corrigidos. Caso contrario os limites dos intervalos ndo serdo acurados. A correcao
é mostrada na equacao a seguir:

% COCHRAN, W.G. Técnicas de Amostragem, Rio de Janeiro: Fundo de Cultura, 1965 COCHRAN, W.G. Técnicas de
Amostragem, Rio de Janeiro: Fundo de Cultura, 1965 e BOLFARINE, H., BUSSAB, W.O. Elementos de Amostragem,
Séao Paulo: Edgar Bliicher, 2005.
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N—n
:eo)( [
N-1

Ocorrigido

9.4.2 - Estimacéao por Intervalo da Proporgdo Populacional &

No item 9.3 declaramos que o melhor estimador para a propor¢do populacional © é a
propor¢do amostral p. E que esta proporcdo amostral teria média igual a ® e variancia igual a
[ x (1 - ®)]/n onde n é o tamanho da amostra aleatoria. A distribuicdo da propor¢do amostral p é
binomial, e sabe-se que a distribuicdo binomial pode ser aproximada por uma normal se algumas
condigdes forem satisfeitas, no caso se:

nxw>5E nx(1l-x)>5.

Ora, se & fosse conhecido ndo estariamos aqui nos preocupando com a sua Estimacdo por
Intervalo, assim vamos verificar se é possivel aproximar a distribuicdo binomial de p por uma
normal se:

nxp>5 E nx(1-p)=5 ouseja usando o préprio valor da proporcdo amostral

observada (trata-se de uma aproximacao razoavel).

SE E SOMENTE SE estas duas condicdes forem satisfeitas poderemos usar as expressoes
abaixo (lembrando das expressdes anteriores):

Li = “média” - Z¢ritico X “desvio padrio” = “média” - eg
Ls = “média” + Zritico X “desvio padrio” = “média” + ey

Neste caso a “média” sera a propor¢ao amostral (ou mais precisamente o seu valor):
P(p—e, fpsp+e)=1-a

. o ey [tx(1l-m , .
E o valor do “desvio padrao” sera igual a g . Novamente, como = é desconhecido,
n

usaremos a propor¢do amostral p como aproximagao.

Entdo eg sera: &y = Z x| 22 1-p)
n

Bastara entdo fixar o Nivel de Confianca (ou de Significancia), Zritico € calcular ey.

Novamente, para o caso de amostragem estratificada proporcional, recorda-se a se¢do
7.2.3.1, que mostrava uma estimativa para a propor¢cdo amostral total:
_ VE
pEstratificada - Zizl Wi X pi
Onde:

- E é 0 nimero de estratos identificados na populacéo;
- pi € a proporc¢do do valor de interesse de uma variavel qualitativa na parte da amostra retirada de

um estrato i qualquer;
- W, é a proporcao que o estrato i tém na populacéo.

E, tal como no caso da média, é possivel obter uma estimativa para a variancia (e
posteriormente o desvio padrado) de Pestratificada
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£ (N;—n) pix(1—p)
szp estratificada = Z IVVLZ B (Nll — 11) X : n; — 1 l
1=

Onde:
- n; € o tamanho da amostra no estrato i.

Entdo eg sera:

— 2
€y = Zcrl’tico X \[S p estratificada

Lembre-se que 0 e sera somado e subtraido & pestratificaaa Para obter os limites do
intervalo de confianca.

Novamente, precisamos corrigir o valor de ey para o caso de populacéo finita:
N—-n
N-1

Em suma a Estimacdo por Intervalo da média e da proporcdo populacional consiste
basicamente em calcular a amplitude do semi-intervalo (o0 eg), de acordo com as condi¢fes do
problema sob analise.

- Para a média, observar se é vidvel considerar que a distribuicdo da variavel na populacdo é
normal, ou que a amostra seja suficientemente grande para que a distribuicdo das médias amostrais
possa ser considerada normal. Se isso for verificado, identificar se a variancia populacional da
variavel é conhecida: caso seja devera ser usada a variavel Z da distribuicdo normal padrdo, para
qualquer tamanho de amostra. Se variancia populacional da variavel ¢ desconhecida formalmente

deve ser usada a variavel t,,.1 da distribui¢do de Student.

- Para a proporcdo, observar se € possivel fazer a aproximacao pela distribuicdo normal.

- Se a amostragem for estratificada proporcional é preciso ponderar os valores pelas proporcoes de
cada estrato na populacao.

corrigido

9.5 - Tamanho Minimo de Amostra para Estimacao por Intervalo de
parametros

Como foi observado a determinacédo dos limites de um Intervalo de Confianca (determinacao
do ep) dependem do tamanho da amostra aleatoria coletada, alem do Nivel de Confianca e da
distribuicdo amostral do estimador utilizado. Nada podemos fazer quanto a distribuicdo amostral do
estimador, o Nivel de Confianca nés podemos controlar, seria interessante definir entdo uma
precisdo (um valor para ep) para o Intervalo de Confianca: € muito comum querermos estabelecer
previamente qual sera a faixa de variacdo de um determinado pardmetro, com uma certa
confiabilidade.

Contudo, para um mesmo tamanho de amostra:
- se aumentarmos o Nivel de Confianca (reduzirmos o Nivel de Significancia) teremos um valor
critico maior, o que aumentara o valor de ep, resultando em um Intervalo de Confianca mais
“largo”, com menor precisao.
- se resolvermos aumentar a precisdo (menor valor de ep), obter um Intervalo de Confianca mais
“estreito”, teremos uma queda no Nivel de Confianca.
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A solucdo é obter um tamanho minimo de amostra capaz de atender simultaneamente ao
Nivel de Confianca (ou de Significancia) e a precisao (eo) especificados. Como as expressoes de ey
sdo em funcdo do tamanho de amostra (n), é razoavel pensar em reordena-las de forma a fazer com
que o tamanho de amostra seja fungdo do Nivel de Confianca e da preciséo (eo).

9.5.1 - Tamanho Minimo de Amostra para Estimacdo por Intervalo da média
populacional

a) Variancia populacional conhecida

2
© ; Z. .. XO

I isolando n: n =| Seritico™ >
Jn e,

Neste caso basta especificar o valor de e; (ha mesma unidade do desvio padrdo populacional

o), e 0 Nivel de Confianca (que sera usado para encontrar 0 Zgritico) € calcular o tamanho minimo
de amostra.

b) Variancia populacional desconhecida

2
S J 1 critico XS
g =t | . x—= isolando n: ~ n=| "Rt -
0 n-1,critico \/ﬁ eO
O procedimento neste caso seria semelhante exceto por um pequeno problema: “se estamos
calculando o tamanho da amostra como podemos conhecer n - 1 e o desvio padrédo amostral s?”

Quando a variancia populacional da variavel é desconhecida o usual € retirar uma amostra
piloto com um tamanho n* arbitrario. A partir dos resultados desta amostra sdo calculadas as
estatisticas (entre elas o desvio padrdo amostral s) que séo substituidas na expressdo acima.

Se n < n* entdo a amostra piloto € suficiente para o Nivel de Confianca e a precisdo
exigidos.

Se n > n* entdo a amostra piloto ¢é insuficiente para o Nivel de Confianca e a preciséo
exigidas, sendo entdo necessario retornar a populacdo e retirar os elementos necessarios para
completar o tamanho minimo de amostra. O processo continua até que a amostra seja considerada
suficiente.

9.5.2 - Tamanho Minimo de Amostra para Estimacéao por Intervalo da proporc¢éo
populacional

Para a proporc¢édo populacional teremos:

2
€0 = Zyitico X /w isolandon: n= [%J xpx(1-p)
0

E necessario especificar o Nivel de Confianca (ou de SignificAncia) que sera usado para

encontrar 0 Zcritico, € 0 valor de e (tomando o cuidado de que tanto ey quanto p e 1- p estejam
todos como propor¢des adimensionais ou como percentuais) para que seja possivel calcular o valor
do tamanho minimo de amostra.

Da mesma forma que no caso da Estimacdo da média quando a variancia populacional é
desconhecida teremos que recorrer a uma amostra piloto, procedendo de forma semelhante a letra b)
do item 9.5.1. No célculo do tamanho minimo de amostra para a Estimacdo por Intervalo da
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proporcao populacional ha porém uma solucéo alternativa: utiliza-se uma estimativa exagerada® da
amostra, supondo o maximo valor possivel para o produto p x (1 - p), que ocorrerd quando ambas
as proporgodes forem iguais a 0,5 (50%).

Conforme visto no Capitulo 7, se o tamanho da populacdo for conhecido é recomendavel
corrigir o tamanho da amostra obtida, seja para o intervalo de confianga de média ou proporgéo,
através da seguinte formula:

Nxn
N+n

Assim procedendo, evitamos o inconveniente de obter um tamanho de amostra superior ao tamanho
da populagéo, o que pode ocorrer se N ndo for muito grande.

n onde N é o tamanho da populagéo

corrigido =

Exemplo 9.4 - Retirou-se uma amostra aleatéria de 4 elementos de uma producéo de cortes bovinos
no intuito de estimar a média do peso do corte. Obteve-se média de 8,2 kg e desvio padrdo de 0,4
kg. Supondo populagdo normal.
a) Determinar um intervalo de confianga para a média populacional com 1% de significancia.
b) Para estimar a média, com 1% de significancia e precisdo de 0,2 kg, esta amostra é suficiente?
a) Seguindo o roteiro de Estimacéo de Parametros do apéndice:

1) O parémetro de interesse € a media populacional u do peso do corte.

2) Adotou-se um nivel de significancia de 1%, entdo o =0,01 e 1-a =0,99%.

3) As estatisticas disponiveis sdo: media amostral =8,2kg s=0,4kg n =4 elementos.

4) Definicédo da variavel de teste:.como a variancia populacional ¢ DESCONHECIDA, néo

obstante a populacéo ter distribuicdo normal, a distribuicdo amostral da média sera t de

Student, e a variavel de teste sera ty.1.

5) Encontrar o valor de tn-1 ¢ritico s €OMO.0 Intervalo de Confianga para a media é bilateral,

teremos uma situacdo semelhante a da figura abaixo:
Para encontrar o valor critico devemos
procurar na tabela da distribuicdo de
Student, na linha correspondente a n-1
graus de liberdade, ou seja, em 4 - 1 = 3
graus de liberdade. O valor da
probabilidade pode ser visto na figura ao
lado: os valores criticos seréo t3:0o0s5 €
t3:0.995 0S quais serdo iguais em modulo. E o
valor de  tp-1critico Sera igual a 5,84 (em
maddulo)

t t

n -1 critico n -1 critico t

n-1

6) Determinam-se os limites do intervalo, através da expressao abaixo (cujo resultado sera
somado e subtraido da média amostral) para determinar os limites do intervalo:

th_1critico XS 584 %04

n—1,critico — — 1,168 kg

Vn V4
L, =X—e, =8,2-1168 = 7,032kg Ly =X-+e, =82+1168 =9,368kg

7) Entdo o intervalo de 99% de confianca para a média populacional da dimensdo €
[7,032;9,368] kg.

60:

2! Esta solucdo somente é usada quando a natureza da pesquisa é tal que nao é possivel retirar uma amostra piloto: a
retirada de uma amostra piloto e a eventual retirada de novos elementos da populagdo poderia prejudicar muito o
resultado da pesquisa. Paga-se, entéo, o preco de ter uma amostra substancialmente maior do que talvez fosse
necessario.

22 Este valor pode ser arbitrado pelo usuério ou pode ser uma exigéncia do problema sob anélise, ou até mesmo uma
exigéncia legal. Os niveis de significancia mais comuns séo de 1%, 5% ou mesmo 10%.
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Interpretacdo: ha 99% de probabilidade de que a verdadeira média populacional do peso
de corte esteja entre 7,032 e 9,368 kg.

b) Como a variancia populacional € DESCONHECIDA, ndo obstante a populagéo ter distribuigédo
normal, a distribuicdo amostral da média serd t de Student, e a variavel de teste sera t,.1. Assim
serd usada a seguinte expressdo para calcular o tamanho minimo de amostra para a estimagao por
intervalo da média populacional.
2
n= {tn—l,critico x Sj
eO

O nivel de significancia € o mesmo do item a. Sendo assim, o valor critico continuard sendo o

Mesmo: tn-1 critico = 5,84. O desvio padrdo amostral vale 0,4 kg, e o valor de eg, a preciséo, foi
fixado em 0,2 kg. Basta entéo substituir os valores na expressao:

2 2
n=| eS| _(584x041 130 1) - 137 elementos
e, 0,2

Observe que o tamanho minimo de amostra necessario para atender a 1% de significancia e
precisdo de 0,2 kg deveria ser de 137 elementos. Como a amostra coletada possui apenas 4
elementos ela é INSUFICIENTE para a significancia e precisao exigidas. Recomenda-se o retorno
a populacéo para a retirada aleatdria de mais 133 cortes.

Exemplo 9.5 - Retirou-se uma amostra aleatoria de 1000 pecas de um lote. Verificou-se que 35
eram defeituosas.
a) Determinar um intervalo de confianca de 95% para a proporcéao pecas defeituosas no lote.
b) Supondo 99% de confianca e precisdo de 1%, esta amostra € suficiente para estimar a proporgédo
populacional?
1) O parametro de interesse é a proporcao populacional t de pegas defeituosas.
2) Adotou-se um nivel de significancia de 5%, entdo a=0,05 e 1-a =0,95
3) As estatisticas sdo: proporcdo amostral -de pecas defeituosas p = 35/1000 n = 1000
elementos.
4) Definicdo da variavel de teste: precisamos verificar se é possivel fazer a aproximacao
pela normal, entdo nx p =1000x 0,035=35>5 e nx(1- p) =1000 x 0,965 = 965 > 5.
Como ambos os produtos satisfazem as condi¢cdes para a aproximacdo podemos usar a
variavel Z da distribuicdo normal padréo

5) Encontrar o valor de Zgritico : como o Intervalo de Confianca para a média é bilateral,
teremos uma situacdo semelhante a da figura abaixo:

Para encontrar o valor critico devemos
procurar na tabela da distribuicéo
normal padrdo pela probabilidade
0,975 (0,95+0,025) O valor da
probabilidade pode ser visto na figura
ao lado: os valores criticos serdo

Z,025 € Zo,975 0S quais serao iguais em
mddulo. E o valor de Zcritico Sera igual

) o a 1,96 ﬁem madulo). _
6) Passa-se agora a determinacdo dos limites do intervalo, atraves da expressdo abaixo

(cujo resultado serd somado e subtraido da proporcdo amostral de pecas defeituosas) para
determinar os limites do intervalo:

€ = Zsitico ¥ M =196 x /M =0,0114
n 1000

L, =p—e,=0,035-0,0114 =0,0236 L =p+e,=0,035+0,0114 =0,0464

iti I 0 . Zcritico
Zcritico >
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7) Entdo, o intervalo de 95% de confianca para a proporcéo populacional de pecas
defeituosas € [2,36%;4,64%].

Interpretacdo: hd 95% de probabilidade de que a verdadeira proporcao populacional de
plantas atacadas pelo fungo esteja entre 2,36% e 4,64%.

b) De acordo com o item anterior é possivel utilizar a aproximacéo pela distribuicdo normal. A
expressao para o célculo do tamanho minimo de amostra para a proporcao populacional sera:

2

n= {ZcriticoJ % p x (1_ p)
e0

Os valores de p e 1 - p ja s@o conhecidos: p =0,035 1-p=0,965

O nivel de confianca exigido é de 99%: para encontrar o valor critico devemos procurar na tabela

da distribuicdo normal padréo pela probabilidade 0,995 (0,99+0,005); os valores criticos serdo

Z,005 € Zo 995 0S quais serdo iguais em modulo. E o valor de Zgyiico Seré igual a 2,58 (em maddulo).
A precisdo foi fixada em 1% (0,01). Substituindo os valores na expresséo acima:

2 2
n= (ﬂ) xpx@—p)= (@j % 0,035 x 0,965 = 2248 14 = 2249
€, 0,01
Observe que o tamanho minimo de amostra necessario para atender a 99% de confianca e precisao
de 1% deveria ser de 2249 elementos. Como a amostra coletada possui apenas 1000 elementos ela
é INSUFICIENTE para a confianca e precisao exigidas. Recomenda-se o retorno a populacéo para
a retirada aleatoria de mais 1249 pecas.

Exemplo 9.6 — Lembrando do Exemplo 7.3 do Capitulo 7. Uma pesquisa de opinido busca conhecer
melhor o comportamento da renda familiar e da opinido de eleitores de uma cidade em relacdo a um
projeto de lei. Para os objetivos da pesquisa € apropriado dividir a populagédo em estratos definidos
por regido, e as proporcdes de cada um em relacdo ao total de habitantes, de acordo com a tabela
abaixo:

Regido Numero de habitantes (Ni) Wi (peso do estrato) = Ni/N
Nordeste 35000 35000/350000 = 0,1
Noroeste 70000 70000/350000 = 0,2
Sudoeste 140000 140000/350000 = 0,4
Sudeste 17500 17500/350000 = 0,05

Central 87500 87500/350000 = 0,25
Total (N) 3500000 -

Retirou-se uma amostra probabilistica estratificada proporcional de 700 elementos, e foram
registradas as rendas familiares e as opiniGes dos eleitores sobre o projeto de lei, sendo calculadas
as médias e variancias®® amostrais de renda (em salérios minimos) e as proporcdes amostrais de
eleitores favoraveis ao projeto de lei, registradas na tabela a seguir:

. .- Variancia amostral de «
Numero de Média amostral de 2 Propor¢do amostral
. _ renda por estrato (55) .

Regido elementos na | renda por estrato (x;) em (salérios de favoraveis por

amostra (n;) | em salarios minimos N 2 estrato (pi)

minimos)

Nordeste 70 3,35 1,56 0,20
Noroeste 140 2,76 1,32 0,25
Sudoeste 280 1,89 0,42 0,10
Sudeste 35 4,78 0,67 0,42
Central 175 3,05 1,04 0,52
Total (n) 700 - - -

2 As variancias ndo haviam sido apresentadas no Exemplo 7.3.




INE 7002 - Inferéncia Estatistica 23

Obtenha os intervalos de confiangca de 95% para a média populacional de renda e para a proporcao
populacional de favoraveis ao projeto de lei.

No Exemplo 7.3 foram obtidos os valores ponderados das medidas amostrais em cada estrato e
depois os totais, conforme visto na tabela a seguir:

e _ W; X X; i
Regido | Wi | m | % (salarios minimos) (favo?éveis) Wi xpi

Nordeste 0,1 70 | 3,35 0,1%x3,35=0,335 0,20 0,1x0,20 = 0,02
Noroeste 0,2 | 140 | 2,76 0,2x2,76 =0,952 0,25 0,2x0,25 = 0,05
Sudoeste 0,4 | 280 | 1,89 0,4%1,89 =0,756 0,10 0,4x0,10 = 0,04
Sudeste 0,05 | 35 | 4,78 | 0,05%x4,78 =0,239 0,42 0,05x%0,42 = 0,021
Central 0,25 | 175 | 3,05 | 0,25%3,05=0,7625 0,52 0,25x%0,52 = 0,13
Total 10 | 700 | - 3,0445 1,0 0,261 (26,1%)

Entdo a média amostral (estratificada) de renda é de 3,0445 salarios minimos, e a proporcgao
amostral (estratificada) de favoraveis ao projeto de lei é de 26,1%.

Agora é preciso estimar as variancias da média e da proporcdo amostral (estratificadas):

2 2 , 2
Regido W; no| s? Wi" x5 Wi Xs;
2 & N
Nordeste | 0,1 | 70 | 1,56 0,1 x1,56 0,1x1,56
270 350000
Noroeste | 0,2 | 140 | 1,32 02*x1,32 02x1,32
2140 350000
Sudoeste | 0,4 | 280 | 0,42 0,4*x042 04 x0,42
2280 350000
Sudeste | 0,05 | 35 | 0,67 0,05% X 0,67 0,05 x 0,67
235 350000
Central | 025 | 175 | 1,04 025" x 1,04 025x1,04
175 . 350000
wi?xs? _ Wixs%] _
Total 10 700 - Szf estratificada = {5:1[ T:S - ;S ] = 0,00715
N; —n; % (1 —p;
Regido | W, N, no| o opg W2 (N;—ny)  pix(1—p;)

X
W, —1 n—1
(35000 =70) 0,20 x (1 - 0,20)
(35000, — 1) 70—1

70000 — 140) 0,25x (1 —0,25
Noroeste 0,2 70000 140 | 0,25 0,22 x ( ) X ( )
(70000 — 1) 140 — 1

140000 — 280) 0,10x (1 —-0,10
Sudoeste 0,4 140000 | 280 | 0,10 0,4 x ( ) X ( )
(140000 — 1) 280 — 1

17500 — 35) 0,42 1-0,42
Sudeste 0,05 17500 35 | 0,42 0,052 x ( ) X x( )
(17500 — 1) 35 —1
(87500 — 175) 052 % (1-0,52)
(87500 — 1) 175 — 1
(Nj—n;)

Total 10 | 350000 | 700 | - | 5% etracisicada = St [Wi xmi—_nx%]:o,ooms

Nordeste 0,1 35000 70 0,20 0,12

Central 0,25 87500 | 175 | 0,52 0,25% x

Como é possivel considerar que a distribuicdo de x estratificada e p estratificada podem ser

aproximadas por uma normal, é possivel encontrar o o valor de Zcritico : cOmo o Intervalo de
Confianca para a media é bilateral, teremos uma situacao semelhante a da figura abaixo:
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Para encontrar o valor critico devemos
procurar na tabela da distribuigéo
normal padrdo pela probabilidade
0,975 (0,95+0,025) O valor da
probabilidade pode ser visto na figura
ao lado: os valores criticos serao

Zp,025 € Zo,975 0S quais serdo iguais em
mddulo. E o valor de Zcritico Sera igual
< a1,96 (em mddulo).

Zcritico o Zcritico

Para o caso da média estratificada:
eo = Zcritico X \[Szf estratificada = 1,96 X/ 0,00715 = 0,1657

LI = festratificada - \[Szf estratificada = 3:04‘45 - 0:1657 = 2,8788

Ls = Jzestratificada + \/Szf estratificada = 3,0445 + 0,1657 = 3,2102

Entdo o intervalo de 95% de confianga para a média populacional da renda é [2,8788;3,2102]
salarios minimos®*.

Para o caso da proporcao estratificada:
eo = Zeritico X \/Szp estratificada = 1,96 x 4/0,00015 = 0,024

LI = Pestratificada — \/Szp estratificada = 0,261 - 0,024 = 0,237

LS = Pestratificada + \/Szp estratificada = 0,261 + 0,024 = 0,285

Entdo o intervalo de 95% de confianca para a proporcdo populacional de favoraveis é
[23,7%;28,5%]%.

"EMPATE TECNICO"

Estamos acostumados a ouvir declarac@es do tipo "os candidatos A e B estdo tecnicamente
empatados na preferéncia eleitoral”. O que significa isso? Geralmente as pesquisas de opinido
eleitoral consistem em obter as propor¢des de entrevistados que declara votar neste ou naquele
candidato, naquele momento. Posteriormente as proporcdes sao generalizadas estatisticamente para
a populacdo, através do calculo de intervalos de confianca para as propor¢des de cada candidato. Se
os intervalos de confianca das proporcdes de dois ou mais candidatos apresentam grandes
superposicOes declara-se que ha um "empate técnico™: as diferencas entre eles devem-se
provavelmente ao acaso, e para todos os fins estdo em condicdes virtualmente iguais, naquele
momento.

24 950 de probabilidade de que a verdadeira média populacional de Renda esteja entre 2,8788 e 3,2102 salérios
minimos.
%% 950 de probabilidade de que a verdadeira proporcao populacional de renda esteja entre 23,7% e 28,5%.
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Exemplo 9.7 - Imagine que uma pesquisa de opinido eleitoral apresentasse os seguintes resultados
(intervalos de confianca para a proporcdo que declara votar no candidato) sobre a prefeitura do
municipio de Tapioca. Quais candidatos estdo tecnicamente empatados?

Opinido Limite inferior % Limite superior %
Godofredo Astrogildo 31% 37%
Filismino Arquibaldo 14% 20%
Urraca Hermengarda 13% 19%
Salustiano Quintanilha 22% 28%

Indecisos 11% 17%

Filismino e Urraca estdo tecnicamente empatados, pois seus intervalos de confianca apresentam
grande sobreposi¢cdo. Godofredo esta muito na frente, pois o limite inferior de seu intervalo é
maior do que o limite superior de Salustiano, que estd em segundo lugar. E importante ressaltar
que o numero de indecisos € razoavel, variando de 11 a 17%, quando eles se decidirem poderdo
mudar completamente o quadro da elei¢do, ou garantir a vitéria folgada de Godofredo.



