Cap. 8 Dinamica de rotacion.

CAPITULO 8. DINAMICA DE ROTACION.

Cuando un objeto real gira alrededor de algin eje, su movimiento no se puede
analizar como si fuera una particula, porque en cualquier instante, diferentes
partes del cuerpo tienen velocidades y aceleraciones distintas. Por esto es con-
veniente considerar al objeto real como un gran numero de particulas, cada
una con su propia velocidad, aceleracion. El analisis se simplifica si se consi-
dera al objeto real como un cuerpo rigido. En este capitulo se trataré la rota-
cion de un cuerpo rigido en torno a un eje fijo, conocido como movimiento
rotacional puro.

8.1 ENERGIA CINETICA DE ROTACION.

Para un cuerpo rigido formado por una coleccioén de particulas que gira alre-
dedor del eje z fijo con velocidad angular @, cada particula del cuerpo rigido
tiene energia cinética de traslacion. Si la particula de masa m;, se mueve con
velocidad vj, su energia cinética es:

Cada particula del cuerpo rigido tiene la misma velocidad angular o, pero dis-
tintas velocidades lineales, porque estas dependen de la distancia r al eje de
rotacion, y se relacionan por V; = o ;. Entonces la energia cinética de la parti-
culai es:

La energia cinética total del cuerpo rigido en rotacion es la suma de las ener-
gias cinéticas de cada particula individual, esto es:
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E. =2 E :Z;miriza)z :;(Z;minz]wz

., 2 . , .

donde se factorizd @” porque es la misma para todo el cuerpo rigido. A la can-
tidad entre paréntesis en la ecuacion anterior se la define como el momento de
inercia, I, del cuerpo rigido:

| :Zmiriz

De la definicion momento de inercia, sus unidades de medida en el SI son
2 . ey . ; < e .y
kg:m*. Con esta definicion, se puede escribir la energia cinética de rotacion de

un cuerpo rigido como:

(8.1)

La energia cinética de rotacion no es un nueva forma de energia, sino que es el
equivalente rotacional de la energia cinética de traslacion, se dedujo a partir de
esa forma de energia. La analogia entre ambas energias % mv y % lo es dire-
cta, las cantidades | y @ del movimiento de rotacion son analogas a m y v del
movimiento lineal, por lo tanto | es el equivalente rotacional de m (algo asi
como la masa de rotacion), y siempre se considera como una cantidad cono-
cida, igual que m, por lo que generalmente se da como un dato. Pero existen
técnicas del calculo integral para calcular I, y teoremas asociados, que no se
usaran en este curso.

El momento de inercia I es una cantidad que depende del eje de rotacion, el
tamafio y la forma del objeto. En la siguiente tabla 8.1 se dan los momentos de
inercia respecto al centro de masa de figuras geométricas conocidas, de distri-
bucion de masa homogénea, cuando giran en torno al eje que se indica.
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TABLA 8.1

Objeto (de masa M)
Aro o cascaroén cilindrico de radio R, eje de rotacion por
su eje de simetria

Disco o cilindro s6lido de radio R, eje de rotacion por
su eje de simetria

Cilindro hueco, de radios interno Ry y externo Ry, eje de
rotacion por su eje de simetria

Esfera s6lida de radio R, eje de rotacion por su eje de
simetria

Cascaron esférico delgado de radio R, eje de rotacion
por su eje de simetria

Barra delgada de largo L, con eje de rotacién por el
centro

Barra delgada de largo L, con eje de rotacion en el ex-
tremo

Placa rectangular de lados a y b, eje rotacion en el cen-
tro perpendicular a la placa

8.2 RELACION ENTRE TORQUE Y ACELERACION ANGULAR.

Para una particula de masa m, que gira como se muestra en la figura 8.1, en
una circunferencia de radio r con la accion de una fuerza tangencial F;, ade-
mas de la fuerza centripeta necesaria para mantener la rotacion. La fuerza tan-
gencial se relaciona con la aceleracidon tangencial a; por F; = ma;. El torque
alrededor del centro del circulo producido por F; es:

T=Fr = (mayr

Como la a; se relaciona con la aceleracion angular por a; = re, el torque se
puede escribir como:

r=(Mmra)r =mr’)a
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Figura 8.1

2 . . .
y como mr” es el momento de inercia de la masa m que gira en torno al centro
de la trayectoria circular, entonces:

= la
El torque que actia sobre una particula es proporcional a su aceleracion angu-
lar o, donde I es la constante de proporcionalidad. Observar que 7= /a es el

analogo rotacional de la segunda ley de Newton F = ma.

Se puede extender este analisis a un cuerpo rigido arbitrario que rota en torno
a un eje fijo que pase por O, como se ve en la figura 8.2. El cuerpo rigido se
puede considerar formado por elementos de masa dm, que giran en torno a O
en una circunferencia de radio r, por efecto de alguna fuerza tangencial exter-
na dF; que actia sobre dm.
Por la segunda ley de Newton aplicada a dm, se tiene:

dF; = (dm) &

El torque dz producido por la fuerza dF; es:

dz=rdF; = (rdm)a; = (rdmra = ¢*dm)a
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Figura 8.2

El torque neto se obtiene integrando esta expresion, considerando que o tiene
el mismo valor en todo el cuerpo rigido,

7, =Idr :jarzdm =aIr2dm

Pero la integral es el momento de inercia I del cuerpo rigido alrededor del eje
de rotacion que pasa por O, entonces,

(8.2)

Observar que aunque la deduccidon es compleja, el resultado final es extrema-
damente simple, como todas las ecuaciones de la Fisica.

Ejemplo 8.1. Una barra uniforme de longitud L y masa M, que gira libremen-
te alrededor de una bisagra sin friccion, se suelta desde el reposo en su posi-
cion horizontal, como se muestra en la figura 8.3. Calcular la aceleracién an-
gular de la barra y su aceleracion lineal inicial de su extremo.

Solucion. Como el torque de la fuerza en la bisagra es cero, se puede calcular
el torque en torno a la bisagra producido por la otra fuerza externa que actua
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sobre la barra, que es su peso, suponiendo que la barra es homogénea y que el
peso actua en su centro geométrico. Entonces:

r=rp= M9

Figura 8.3 Ejemplo 8.1

Como 7= /o, y el momento de inercia de la barra (que se obtiene de la tabla
anterior) es | =(1/3) ML?, se tiene:

LMg
Ia:%:a: 22
ML
3
L3

oL

Para calcular la aceleracion lineal del extremo de la barra, usamos la ecuacion
a =ra,conr =L, reemplazando «:

Ejemplo 8.2. Una rueda de radio R, masa M y momento de inercia I, puede
girar en torno a un eje horizontal sin roce (figura 8.4). Una cuerda ideal se
enrolla alrededor de la rueda y sostiene un bloque de masa m. Cuando se
suelta en bloque, la rueda comienza a girar en torno a su eje. Calcular la ace-
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leracion lineal del bloque, la tension de la cuerda y la aceleracion angular de
la rueda.

Figura 8.4. Ejemplo 8.2

Solucidn: el peso de la rueda y la fuerza del eje de rotacion no producen tor-
que en torno al eje, por lo que el torque que actiia sobre la rueda en torno a su
eje es producido por la tension de la cuerda, su valor es 7= RT. Como 7= /a,
igualando se obtiene

la =RT :>T=I—a
R

Ahora se aplica la segunda ley de Newton al bloque que cae, del DCL se tiene:

T-mg=—-ma=T =mg—-ma

Igualando las tensiones y considerando que @ = Ra = « =a/R, se obtiene
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mg—ma—la—la:>|a+ma—mg:>a( | +1)—g
R R> R’ mR?
g
a=——"—
1+1/mR?

Con este valor de a se calculan T y «, estos célculos dan:

mg
T= > _
1+mR?/I
azig
R+1/mR

8.3 TRABAJO, ENERGIA Y POTENCIA EN EL MOVIMIENTO DE RO-
TACION.

Para un cuerpo rigido que gira en torno a un eje fijo que pasa por O, como se
ve en la figura 8.5. Si una fuerza externa F se aplica en un punto Q del cuerpo
rigido a un distancia r de O, el trabajo realizado por F cuando el objeto gira
una distancia infinitesimal ds = rd & es:

Figura 8.5

222



Cap. 8 Dinamica de rotacion.

dW =F-ds =(F sen¢g)rd0=F;rdé

donde F seng = F; es la componente tangencial de F o la componente de la
fuerza a lo largo del desplazamiento ds, que es la componente que realiza tra-
bajo. La componente radial de F no realiza trabajo porque es perpendicular
al desplazamiento. Como el torque es: 7=r F seng, el trabajo se escribe:

dW = zdé,

integrando, se obtiene:

f
El trabajo de rotacion es andlogo el de traslacion W = I F.dr
i

La potencia con la cual se realiza el trabajo es

aw __do
dt dt

Como dWAt =P y déMt = w, la potencia instantanea es:

P:dﬂ:m),
dt

expresion andloga el cono del movimiento lineal P =Fv.

Tomando ahora la expresion del torque rotacional 7= l¢, aplicando la regla de
la cadena:

dw dw d@ dw
r=la=1—=1 = |

= _ = a)i
dt de dt déo
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Al reagrupar esta expresion y considerando que 7 d@d = dW = dW = ladw.
Integrando se encuentra el trabajo total realizado durante la rotacion:

f f
szfd@zj.la)da):éla)f—ila)f

Por lo tanto, el trabajo neto realizado por las fuerzas externas al hacer girar un
cuerpo rigido es igual a la variacion de energia cinética rotacional del objeto.

Ejemplo 8.3. Para la barra giratoria del ejemplo 8.1, calcular su rapidez an-
gular, la rapidez lineal de su centro de masa y del punto mas bajo de la barra
cuando est4 vertical.

Solucion: Usando el principio de conservacion de la energia, considerando
que la energia potencial se calcula respecto al centro de masa y la energia ci-
nética es de rotacion:

Ei = Ei= E.i + Egi = E¢t + Eg

Cuando la barra esta inicialmente horizontal no tiene E; y cuando esta vertical
tiene solo E., entonces:

l|\/|g|_ w2 =1(1 |\/||_2)a)2
2 2 213
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En el punto mas bajo la rapidez es v = 2v, =-/3Lg .

Ejemplo 8.4. Para el sistema de la figura 8.6, las masas tienen momento de
inercia | en torno a su eje de rotacion, la cuerda no resbala en la polea y el
sistema se suelta desde el reposo. Calcular la rapidez lineal de las masas des-
pues que una ha descendido H y la rapidez angular de la polea.

Figura 8.6 Ejemplo 8.4
Soluciéon: como no hay roce en la polea, se conserva la energia, que aplicada a
cada masa m; y m,, suponiendo que M, se encuentra inicialmente en la parte

superior del sistema, es:

Ei = Es = Ecin + Ecio + Egin + Egio = Ecn + Ecp + Egrt + Egpo

1 , 1 , 1. 5
oO+mgH=-—mv-"+-—mv-+—lw” +m,gH
29 , M 5 M2 ) 19

| 1),
2(m1 +m, +R2)v =(m, —m, )gH

donde se ha usado la relacion v = Rw, despejando V se obtiene:

V:\/ 2(m, —m, )gH

2
m,+m, +1/R
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8.4 MOVIMIENTO DE RODADURA DE UN CUERPO RIGIDO.

Se considerara ahora el caso mas general de movimiento de rotacion, donde el
eje de rotacion no esta fijo en el espacio, sino que en movimiento, este se lla-
ma movimiento de rodadura. El movimiento general de un cuerpo rigido es
muy complejo, pero se puede usar un modelo simplificado limitando el anali-
sis a un cuerpo rigido homogéneo con gran simetria, como un cilindro, una
esfera o un aro, y suponiendo que el cuerpo tiene movimiento de rodadura en
un plano. Considerar un cilindro uniforme de radio R que rueda sin deslizar en
una trayectoria recta, como en la figura 8.7. El centro de masa se mueve en
linea recta, pero un punto en el borde se mueve en una trayectoria mas com-
pleja, llamada cicloide. A medida que el cilindro gira un dngulo &, su centro
de masa se mueve una distancia S = R, por lo tanto, las magnitudes de la ve-
locidad y la aceleracion del centro de masa para el movimiento de rodadura
puro son:

_ds_RdQ_

V. =— =R—=Rw

mdt dt

8, dv,n, _ Rda) _Ra
dt dt

Figura 8.7

Las velocidades lineales en los diferentes puntos P, Q, P’ y Q’ sobre el cilin-
dro en rotacion se ven en los vectores de la figura 8.7. La velocidad lineal de
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cualquier punto estd en direccion perpendicular a la linea de ese punto al pun-
to de contacto P, que en cualquier instante esta en reposo, porque no hay des-
lizamiento.

Un punto general del cilindro, como Q tiene una velocidad con componente
horizontal y vertical. Pero los puntos P, CM y P’ tienen velocidades respecti-
vamente cero en P porque R =0, Von= Rwenel CM y 2R)w =2Rw) = 2viyn en
P’, ya que todos los puntos del cilindro tienen la misma .

La energia cinética total del cilindro rodante es

1

Eczzlpa)z

donde Ip es el momento de inercia alrededor de un eje que pasa por P. Se pue-
de demostrar que |, = l¢y + MR? y al reemplazar en E, se tiene:

1 1
E. =, | 0’ +2MR2a)2,

pero Ven= R, entonces:

Esto significa que la energia cinética total de un objeto en movimiento de ro-
dadura est4 dada por la energia cinética de rotacion en torno al centro de masa
y la energia cinética de traslacion del centro de masa del objeto. El movimien-
to de rodadura so6lo es posible si existe roce entre el cuerpo rigido que se mue-
ve y la superficie, ya que la fuerza de roce produce el torque necesario para
hacer rodar el cuerpo rigido en torno al centro de masa. A pesar del roce no
hay pérdida de energia mecanica, porque el punto de contacto estd en reposo
respecto a la superficie en cualquier instante.
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Ejemplo 8.5: Usar la conservacion de la energia para describir el movimiento
de rodadura de un cuerpo rigido de masa M que rueda por un plano inclinado
o'y rugoso, que se muestra en la figura 8.8.

Figura 8.8. Ejemplo 8.5

Solucidn: Se supone que el cuerpo rigido parte del reposo desde una altura h y
que rueda por el plano sin resbalar. La conservacion de energia da:

E=cte=E +E;=cte=>E;+E; =E4 +Eg

Pero E¢; = 0y E4 = 0,entonces

1 1
Mgh = 5 | 0 + 5 MvZ,

Como Ven= R®w = @ = Ve/R, se reemplaza en la ecuacion anterior

2
\"
;Icm$+;l\/lv§m = Mgh

Despejando vy, se obtiene:

2gh
Vem = )
1+1,,/MR

228



Cap. 8 Dinamica de rotacion.

Por ejemplo, para una esfera solida uniforme, de momento de inercia

I = z MR?, se puede calcular su Vg, en el punto més bajo del plano y su

cm

aceleracion lineal.

= 202 W0 o
(2/5)MR % 7
o EOVRT gy
MR? 5
10
Vem = 7gh

La aceleracion lineal se puede calcular con la ecuacion

2

v
+ 28, X =28, X = A,y = %
X

2 2
cm_Vicm

V

De la geometria de la figura, se tiene: h = X sene, donde X es la longitud del
plano, reemplazando en acy:

10 gxsena
7

a., =——=—(0Sena
o 2X 7g

8.5 MOMENTO ANGULAR DE UNA PARTICULA.

Una particula de masa m, ubicada en una posicién r desde el origen O, que se
mueve con velocidad v, tiene momento lineal p. Se define el momento angu-

lar L de una particula respecto al origen, como el producto vectorial entre la
posicion I y el momento lineal p, esto es:
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L=Fxp 8.4)

La unidad de medida de L en el SI es kg m?/s. La direccién de L es perpendi-
cular el plano formado por r y p y su sentido dado por la regla de la mano de-
recha. En la figura 8.9 se muestra los vectores r y p que estan en el plano xy,
por lo tanto L apunta en direccion del eje z. L es cero cuando r es paralela a p
(oo =0 6 180°), este es el caso cuando la particula pasa por el origen. Si r es
perpendicular a p, a =90°, entonces L=mvr.

Como p = mv, la magnitud de L si a es el angulo entre r y p, es:

L = mvrsena

Figura 8.9

Si se calcula la derivada temporal del momento angular, se obtiene un resulta-
do interesante, en efecto:

dC d dr dp
—:—(rx p):—xmv+rx—
dt dt dt dt
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Como dr/dt =V, el primer término es cero ya que es el producto vectorial de
vectores paralelos; en el segundo término se usa la segunda ley de Newton en
la forma F =dp/ dt, entonces queda:

que es el andlogo rotacional de la segunda Ley de Newton. Esta ecuacion indi-
ca que el torque sobre una particula es igual a variacion temporal del momento
angular de la particula.

Para un sistema de particulas, el momento angular total es la suma vectorial de
los momentos angulares de las particulas individuales, esto es:

Si el torque neto, X7 , es distinto de cero, entonces puede cambiar el momento
angular total del sistema de particulas ya que se tiene:

—

di; _d g _dt
dt  dt“= ' dt

27=2

que significa que la variacién temporal del momento angular total del sistema
de particulas en torno a algun origen es igual al torque neto que actia sobre el
sistema.

8.6 ROTACION DE UN CUERPO RIGIDO EN TORNO A UN EJE F1JO.
Considerar un cuerpo rigido que gira alrededor de un eje que tiene una direc-
cion fija y supongamos que esta direccion coincide con el eje z, como se ve en

la figura 8.10. Cada particula del cuerpo rigido gira en el plano Xy en torno al
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eje Z con rapidez angular w. Entonces la magnitud del momento angular de la
particula en torno al origen O es Lj = mjvirj, ya que V es perpendicular a r.
Pero como V; =rj®, la magnitud del momento angular para una particula i se
puede escribir como:

Figura 8.10

El vector L esta en direccion del eje z igual que el vector @, por lo que se con-
sidera como la componente z del momento angular de la particula i.

Para todo el cuerpo rigido, la componente z del momento angular total es la
suma de L; de cada particula del cuerpo rigido:

donde | es el momento de inercia del cuerpo rigido alrededor del eje z. Notar
que L = lw es el anadlogo rotacional del momento lineal p = mv. Se puede deri-
var L; respecto al tiempo considerando que | es constante:

dLZ_Ida)_

=l—=la
dt dt
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donde a es la aceleracion angular del cuerpo rigido. Pero dL,/dt es el torque
neto, entonces se puede escribir

27=lx

que dice que el torque neto sobre un cuerpo que gira en torno a un eje fijo es
igual al momento de inercia por la aceleracion angular, ecuacion que ya habia
sido deducida anteriormente.

Ejemplo 8.6: Una barra rigida de masa M y largo L gira en un plano vertical
alrededor de un eje sin friccion que pasa por su centro. En los extremos de la
barra se unen dos cuerpos de masas m; y m,, como se ve en la figura 8.11.
Calcular la magnitud del momento angular del sistema cuando su rapidez an-
gular es wy la aceleracion angular cuando la barra forma un angulo ¢ con
la horizontal.

Figura 8.11 Ejemplo 8.6

Solucion: El momento de inercia por el eje de rotacion del sistema es igual a
la suma de los momentos de inercia de los tres componentes del sistema: my,
barra y m,,, con los valores de la tabla 8.1, se obtiene:

2 2 2
I:IML2+m1(Lj +m2(Lj =L(m1+m2+Mj
12 2 2 4 3
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Como el sistema gira con rapidez angular o, la magnitud del momento angular
es:

L M
Lzla):j m1+m2+? @

Para calcular la aceleracion angular usamos la relacion ¢ = la = a = 4/l, al
calcular el torque total en torno el eje de rotacion, se obtiene:

T, = mlg|2'cos¢—m2g|2'cos¢=;(m1 —m, )gL cos ¢

Reemplazando en « los valores de | y de 7, se obtiene la aceleracion angular:

7, _ 2(m, —m,)g cos¢
o=—=
| L(m, +m, +M/3)

Ejemplo 8.7. En la figura 8.12 las masas m; y m, se conectan por una cuerda
ideal que pasa por una polea de radio R y momento de inercia | alrededor de
su eje. La mesa no tiene roce, calcular la aceleracion del sistema.

Solucion: primero se calcula en momento angular del sistema de las dos masas
mas la polea:

My
L =mVR +m,VR + |‘F’{

Figura 8.12 Ejemplo 8.7
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Luego se calcula el torque externo sobre el sistema, la unica fuerza externa
que contribuye al torque total es m;g, el valor de este torque es: 7= m;gR. En-
tonces se tiene:

T:(illt_ mlgR_[(m1+m2)vR+lv}
dv | dv

mgR=(m, +m,)R— +— —

19 ( 1 2) dt R dt

m, +m, +1/R?

8.7 CONSERVACION DEL MOMENTO ANGULAR.

De la ecuacion:

Esta ecuacion dice que el momento angular total de un sistema es constante si
el torque neto que actua sobre el sistema es cero: es el principio de conserva-
cién del momento angular.
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Si un cuerpo rigido experimenta una redistribucion de su masa, entonces su
momento de inercia cambia, en este caso la conservacion del momento angu-
lar se escribe en la forma:

Si el cuerpo gira entorno a un eje fijo, entonces L = lw, y se puede escribir

liw; = 1 w;

Esta es la tercera Ley de conservacion que hemos deducido. Entonces ahora
podemos afirmar que para un sistema aislado, la energia, el momento lineal y
el momento angular permanecen constantes. Son los principios de conserva-
cion en Fisica.

Ejemplo 8.8. Un proyectil de masa m y velocidad v, se dispara contra un ci-
lindro sélido de masa M y radio R (figura 8.13). El cilindro esta inicialmente
en reposo montado sobre un eje horizontal fijo que pasa por su centro de ma-
sa. El proyectil se mueve perpendicular al eje y se encuentra a una distancia
D < R sobre el eje. Calcular la rapidez angular del sistema después que el
proyectil golpea al cilindro y queda adherido a su superficie.

Figura 8.13 Ejemplo 8.8
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Solucion: el momento angular del sistema se conserva, entonces L; = L;:

mv,D = lo :GMRz +mR2jw:>

mv,D

a)=1
2|\/|R2+mR2

Ejemplo 8.9. Un disco de masa M y radio R gira en un plano horizontal en
torno a un eje vertical sin roce. Un gato de masa m camina desde el borde del
disco hacia el centro. Si la rapidez angular del sistema es @, cuando el gato
esta en el borde del disco, calcular: a) la rapidez angular cuando el gato ha
llegado a un punto a R/4 del centro, b) la energia rotacional inicial y final del
sistema.

Solucion. Llamando lq al momento de inercia del disco e Iy al momento de
inercia del gato, el momento de inercia total inicial y final del sistema es:

li = lg + 1y = % MR® +m R?
li = Y2 MR? +m r? = %2 MR? +m (R/4)?

a) Como no hay torques externos sobre el sistema en torno al eje de rotacion,
se puede aplicar la conservacion del momento angular

o, =10

(2 MR? +m R%) e, = (Y2 MR? +m (R/4)%) ax

MR?/2 + mR? M/2+m
Wy = 2 2 Wy = W,
MR?/2+mR?/16 M /2 +m/16
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2
Ec :l lMRz +m(Rj M a)g
2(2 4 M/2+m/16

La energia rotacional aumenta.
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PROBLEMAS.

El centro de masa de una pelota de radio R, se mueve a una rapidez Vv.
La pelota gira en torno a un eje que pasa por su centro de masa con una
rapidez angular w. Calcule la razon entre la energia rotacional y la ener-
gia cinética de traslacion. Considere la pelota una esfera uniforme.

Un volante en la forma de un cilindro sélido de radio R = 0.6 m y masa
M = 15 kg puede llevarse hasta una velocidad angular de 12 rad/s en 0.6
s por medio de un motor que ejerce un torque constante. Después de que
el motor se apaga, el volante efectia 20 rev antes de detenerse por causa
de la friccion (supuesta constante). ;Qué porcentaje de la potencia gene-
rada por el motor se emplea para vencer la friccion? R: 2.8%.

Un bloque de masa m; y uno de masa m; se conectan por medio de una
cuerda sin masa que pasa por una polea en forma de disco de radio R,
momento de inercia | y masa M. Asimismo, se deja que los bloques se
muevan sobre una superficie en forma de cufia con un dngulo € como
muestra la figura 8.14. El coeficiente de friccion cinético es u para am-
bos bloques. Determine a) la aceleracion de los dos bloques y b) Ia ten-
sion en cada cuerda. R: a) (m,send - w)(my + mycosé)g/(my + m, + M),
b) T, = HMyg + Maya, T,=T; + .Ma.

Una masa m; y una masa M, estan suspendidas por una polea que tiene
un radio R y una masa mgs (figura 8.15). La cuerda tiene un masa despre-
ciable y hace que la polea gire sin deslizar y sin friccion. Las masas em-
piezan a moverse desde el reposo cuando estan separadas por una dis-
tancia D. Trate a la polea como un disco uniforme, y determine las
velocidades de las dos masas cuando pasan una frente a la otra.

Un disco s6lido uniforme de radio R y masa M puede girar libremente
sobre un pivote sin friccidon que pasa por un punto sobre su borde (figura
8.16). Si el disco se libera desde el reposo en la posicion mostrada por el
circulo. a) ;Cual es la rapidez de su centro de masa cuando el disco al-
canza la posicion indicada en el circulo punteado? b) ;Cual es la rapidez
del punto mas bajo sobre el disco en la posicion de la circunferencia
punteac;a? ¢) Repetir para un aro uniforme. R: a) 2(Rg/3)”, b) 4(Rg/3)",
c) (Rg)™
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Figura 8.14

Figura 8.15

Figura 8.16

Un peso de 50 N se une al extremo libre de una cuerda ligera enrollada
alrededor de una pelota de 0.25 m de radio y 3 kg de masa. La polea
puede girar libremente en un plano vertical en torno al eje horizontal
que pasa por su centro. El peso se libera 6 m sobre el piso. a) calcular la
tension de la cuerda, la aceleracion de la masa y la velocidad con la cual
el peso golpea el piso. b) Calcular la rapidez con el principio de la con-
servacion de la energia. R: a) 11.4N, 7.6 m/s*, 9.5 m/s, b) 9.5 m/s.

Una ligera cuerda de nylon de 4 m esta enrollada en un carrete cilindri-
co uniforme de 0.5 m de radio y 1 kg de masa. El carrete estda montado
sobre un eje sin friccidon y se encuentra inicialmente en reposo. La cuer-
da se tira del carrete con una aceleracién constante de 2.5 m/s’. a)
(Cuanto trabajo se ha efectuado sobre el carrete cuando éste alcanza una
velocidad angular de 8 rad/s? b) Suponiendo que no hay la suficiente
cuerda sobre el carrete, ;Cuanto tarda €ste en alcanzar esta velocidad
angular? ¢) ;Hay suficiente cuerda sobre el carrete? R: a) 4 J, 1.6 s, ¢) si.

Una barra uniforme de longitud L y masa M gira alrededor de un eje
horizontal sin friccion que pasa por uno de sus extremos. La barra se
suelta desde el reposo en una posicion vertical (figura 8.17). En el ins-
tante en que esta horizontal, encuentre a) su rapidez angular, b) la mag-
nitud de su aceleracion angular, c) las componentes X e y de la acelera-
cion de su centro de masa, y d) las componentes de la fuerza de reaccion
en el eje. R: a) (3g/L)"”, b) 3g/2L, ¢) —(3/21 + ¥4j)g, d) (-3/21 + ¥4 ))Mg.

Los bloques mostrados en la figura 8.18 estan unidos entre si por una
polea de radio R y momento de inercia I. El bloque sobre la pendiente

sin friccidon se mueve hacia arriba con una aceleracion constante de
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magnitud a. a) Determine las tensiones en las dos partes de la cuerda, b)
encuentre el momento de inercia de polea. R: a) T, = my(a + gsend), T,
= my(g-a), b) mR?%g/a - m;R? - myR? - m;R¥g/a)sené.

Figura 8.17 Figura 8.18

Un carrete cilindrico hueco y uniforme tiene radio interior R/2, radio
exterior R y masa M (figura 8.19). Esta montado de manera que gira so-
bre un eje horizontal fijo. Una masa m se conecta al extremo de una
cuerda enrollada alrededor del carrete. La masa m desciende a partir del
reposo una distancia y durante un tiempo t. Demuestre que el torque de-
bido a las fuerza de roce entre el carrete y el eje es:

1

Figura 8.19

Un cilindro de 10 kg de masa rueda sin deslizar sobre una superficie
horizontal. En el instante en que se su centro de masa tiene una rapidez
de 10 m/s, determine: a) la energia cinética traslacional de su centro de
masa, b) la energia rotacional de su centro de masa, y c) su energia total.
R:a) 500 J, b) 250 J, ¢) 750 J.
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Una esfera solida tiene un radio de 0.2 m y una masa de 150 kg. ;Cuan-
to trabajo se necesita para lograr que la esfera ruede con una rapidez an-
gular de 50 rad/s sobre una superficie horizontal? (Suponga que la esfera
parte del reposo y rueda sin deslizar).

Un disco so6lido uniforme y un aro uniforme se colocan uno frente al
otro en la parte superior de una pendiente de altura h. Si se sueltan am-
bos desde el reposo y ruedan sin deslizar, determine sus rapideces cuan-
do alcanzan el pie de la pendiente ;Qué objeto llega primero a la parte
inferior?

Una bola de boliche tiene una masa M, radio R y un momento de inercia
de (2/5)MR’. Si rueda por la pista sin deslizar a una rapidez lineal v,
;Cual es su energia total en funcién de M y v? R: 0.7Mv2.

Un anillo de 2.4 kg de masa de radio interior de 6 cm y radio exterior de
8 cm sube rodando (sin deslizar) por un plano inclinado que forma un
angulo de #= 37° con la horizontal. En el momento en que el anillo ha
recorrido una distancia de 2 m al ascender por el plano su rapidez es de
2.8 m/s. El anillo continua ascendiendo por el plano cierta distancia adi-
cional y después rueda hacia abajo. Suponiendo que el plano es lo sufi-
cientemente largo de manera que el anillo no ruede fuera en la parte su-
perior, ;/qué tan arriba puede llegar?

Una barra rigida ligera de longitud D gira en el plano xy alrededor de un
pivote que pasa por el centro de la barra. Dos particulas de masas m; y
M, se conectan a sus extremos. Determine el momento angular del sis-
tema alrededor del centro de la barra en el instante en que la rapidez de
cada particula es v. R: %2( m; + my)vD.

Un péndulo coénico consta de masa M que se mueve en una trayectoria
circular en un plano horizontal. Durante el movimiento la cuerda de
longitud L mantiene un angulo constante con la @ vertical. Muestre que
la magnitud del momento angular de la masa respecto del punto de so-
porte es:

242



8.18.

8.19.

8.20.

8.21.

8.22.

Cap. 8 Dinamica de rotacion.

L= \/gM L’sen*d
cosd

Una particula de masa m se dispara con una rapidez V, formando un an-
gulo @ con la horizontal. Determine el momento angular de la particula
respecto del origen cuando ésta se encuentra en: a) el origen, b) el punto
mas alto de su trayectoria, ¢) justo antes de chocar con el suelo. R: a) 0,
b) -mv,>sen?0dcosd2g, c) -2mv,°sen’d cosdg.

Un disco s6lido uniforme de masa M y radio R gira alrededor de un eje
fijo perpendicular su cara. Si la rapidez angular es ®, calcular el mo-
mento angular del disco cuando el eje de rotacidén a) pasa por su centro
de masa, y b) pasa por un punto a la mitad entre el centro y el borde.

Una particula de 0.4 kg de masa se une a la marca de 100 cm de una re-
gla de 0.1 kg de masa. La regla gira sobre una mesa horizontal sin fric-
cion con una velocidad angular de 4 rad/s. Calcular el momento angular
del sistema cuando la regla se articulan torno de un eje, a) perpendicular
a la mesa y que pasa por la marca de 50 cm, b) perpendicular a la mesa
y que pasa por la marca de 0 cm. R: a) 0.43 kgm?/s, b) 1.7 kgm?/s.

Una mujer de 60 kg que estd parada en el borde de una mesa giratoria
horizontal que tiene un momento de inercia de 500 kg-m” y un radio de
2 m. La mesa giratoria al principio estd en reposo y tiene libertad de gi-
rar alrededor de un eje vertical sin friccion que pasa por su centro. La
mujer empieza a caminar alrededor de la orilla en sentido horario (cuan-
do se observa desde arriba del sistema) a una rapidez constante de 1.5
m/s en relacion con la Tierra. a) (En qué direccion y con qué rapidez
angular gira la mesa giratoria b) ;Cuénto trabajo realiza la mujer para
poner en movimiento la mesa giratoria? R: a) 0.36 rad/s, antihorario.

Una barra uniforme de masa M y longitud d gira en un plano horizontal
en torno de un eje vertical fijo sin friccion que pasa por su centro. Dos
pequeiias cuentas, cada una de masa m, se montan sobre la barra de ma-
nera tal que pueden deslizar sin friccion a lo largo de su longitud. Al
principio las cuentas se fijan por medio de retenes ubicados en las posi-
ciones X (donde x < d/2) a cada lado del centro, tiempo durante el cual el
sistema gira una rapidez angular . Repentinamente, los retenes se qui-
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tan y las pequefas cuentas se deslizan saliendo de la barra. Encuentre, a)
la rapidez angular del sistema en el instante en que las cuentas alcanzan
los extremos de la barra, y b) la rapidez angular de la barra después de
que las cuentan han salido de ella.

Un bloque de madera de masa M que descansa sobre una superficie
horizontal sin friccion estd unido a una barra rigida de longitud L y masa
despreciable. La barra gira alrededor de un pivote en el otro extremo.
Una bala de masa m que se desplaza paralela a la superficie horizontal y
normal a la barra con rapidez v golpea el bloque y queda incrustada en
¢l. a) ;Cual es el momento angular del sistema bala-bloque? b) ;Qué
fraccion de la energia cinética original se pierde en la colision? R: a)
mvl, b) M/(M+m).

Una cuerda se enrolla alrededor de un disco uniforme de radio R y masa
M. El disco se suelta desde el reposo con la cuerda vertical y su extremo
superior amarrado a un soporte fijo. A medida que el disco desciende,
demuestre que a) la tension en la cuerda es un tercio del peso del disco.
b) La magnitud de la aceleracidon del centro de masa es 2¢/3, y ¢) la ra-
pidez del centro de masa es (4gh/3)”. Verifique su respuesta a la pregun-
ta ¢) utilizando métodos de energia.

Una pequenia esfera sélida de masa m y de radio r rueda sin deslizar a lo
largo de la pista mostrada en la figura 8.20. Si parte del reposo en la par-
te superior de la pista a una altura h, donde h es grande comparada con r
a) Cual es el valor minimo de h (en funcion de R) de modo que la esfera
complete la trayectoria? b) ;Cuales son las componentes de fuerza de la
esfera en el punto P si h=3R?

Un proyectil de masa m se mueve a la derecha con rapidez Vv,. El proyec-
til golpea y queda fijo en el extremo de una barra estacionaria de masa
M vy longitud D que esté articulada alrededor de un eje sin friccion que
pasa por su centro (figura 8.21). a) Encuentre la rapidez angular del sis-
tema justo después de la colision. b) Determine la pérdida fraccionaria
de energia mecanica debida a la colision.
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Figura 8.20 Figura 8.21

A una bola de boliche se le da una rapidez inicial v, en una canal de ma-
nera tal que inicialmente se desliza sin rodar. El coeficiente de friccion
entre la bola y la canal es p. Demuestre que durante el tiempo en que
ocurre el movimiento de rodamiento puro, a) la rapidez del centro de
masa de la bola es 5v,/7, y b) la distancia que recorre es 12v,°/49ug.
(Sugerencia: Cuando ocurre ¢l movimiento de rodamiento puro, Vey =
Rw. Puesto que la fuerza de friccidon proporciona la desaceleracion, a
partir de la segunda ley de Newton se concluye que a., = 1d.)

El alambre de un carrete de masa M y radio R se desenrolla con una
fuerza constante F (figura 8.22). Suponiendo que el carrete es un cilin-
dro so6lido uniforme que no desliza, muestre que, a) la aceleracidon del
centro de masa es 4F/3M, y b) la fuerza de friccion es hacia la derecha y
su magnitud es igual a F/3. ¢) Si el cilindro parte del reposo y rueda sin
deslizar, ;Cuadl es la rapidez de su centro de masa después que ha rodado
una distancia D? R: ¢) (8FD/3M)*.

Suponga un disco solido de radio R al cual se le da una rapidez angular
o, alrededor de un eje que pasa por su centro y después se baja hasta
una superficie horizontal y se suelta, como en la (figura 8.23). Suponga
también que el coeficiente de friccidon entre el disco y la superficie es L.
a) Calcular la rapidez angular del disco una vez que ocurre el rodamien-
to puro. b) Calcular la pérdida fraccionaria de energia cinética desde el
momento en que el disco se suelta hasta que ocurre el rodamiento puro
¢) Muestre que el tiempo que tarda en ocurrir el movimiento de roda-
miento puro es Ran/319. d) Muestre que el tiempo que recorre el disco
antes de que ocurra el rodamiento puro es R®ay’/18 4.
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8.30. La figura 8.24 muestra un carrete de alambre que descansa sobre una

8.31.

superficie horizontal. Cuando se tira, no se desliza en el punto de con-
tacto P. El carrete se tira en las direcciones indicadas por medio de los
vectores Fi, F,, F3 y F4. Para cada fuerza determine la direccion en que
rueda el carrete. Advierta que la linea de accidon de F; pasa por P.

El carrete mostrado en la figura 8.24 tiene un radio interior r y un radio
externo R. El dngulo @ entre la fuerza aplicada y la horizontal puede va-
riar. Demuestre que el dngulo critico para el cual el carrete no rueda y
permanece estacionario esta dado por cosd = r/R. (Sugerencia: En el an-
gulo critico la linea de accion de la fuerza aplicada pasa por el punto de
contacto.)

Figura 8.22 Figura 8.23 Figura 8.24
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