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Introducao

Muitos problemas importantes da engenharia, da fisica, da
biologia e das ciéncias sociais sao formulados por equagbes
que envolvem a derivada de uma fung&o desconhecida.

Uma equacéao que envolve derivadas de uma funcao
desconhecida é chamada equacao diferencial.

Em termos gerais, na disciplina MA311 — Célculo Ill estudamos
as principais técnicas para resolver e avaliar muitas classes de
equacoes diferenciais.

Vamos iniciar o curso estudando como classificar as equagdes
diferenciais.



Exemplo 1

Seja P(t) a densidade (ou numero de individuos) da populagao
de uma certa espécie no instante de tempo t. Podemos
assumir que a taxa de crescimento da populacao é
proporcional a sua densidade. Em termos matematicos,

dP
— = A\P. 1
Aqui, A representa a taxa de crescimento (se A > 0) ou
decrescimento (se A < 0).

A equacdao (1) é chamada equacao diferencial ordinaria de
primeira ordem porque envolve apenas a primeira derivada de
uma funcdo P que depende de uma Unica variavel t.



Exemplo 2

A Lei de Newton afirma que F = ma. Se x(t) representa a
posicao de uma particula no instante t, entdo podemos

escrever 7 J
X X
— = — 2
% —F(tx5). @
em que a forga resultante pode depender do tempo t, da
posicao x e da velocidade da particula %.

No Exemplo (2) temos uma equagéo que envolve a segunda
derivada de uma funcdo x em t. Dessa forma, ela é chamada
equacao diferencial ordinaria de segunda ordem.



Equagdes Diferenciais Ordinérias e Parciais

Se a funcao desconhecida depende de uma Unica variavel
independente, temos uma equacao diferencial ordinaria
(EDO).

As equacdes dos exemplos anteriores sdo ambas ordinarias!

Se derivadas parciais de uma funcao de duas ou mais
variaveis aparecem na equagao, tem-se uma equacao
diferencial parcial (EDP).

Exemplo 3

A equacéao da difusdo ou da condugao de calor

2 2u(x, t) _ du(x,t)
0X? ot

€ um exemplo de equacao diferencial parcial.




A Ordem de uma Equacéo Diferencial

A ordem de uma equacao diferencial é a ordem da derivada de
maior ordem que aparece na equacgao.
|
De forma mais geral, se y é uma funcéao de t, entdo uma EDO
de ordem n pode ser escrita como

F(t,y.y,y",....y™) =0, 3

~

em que F é uma fungéo de t, y e suas derivadas y’, y”,...,y".
|
Na pratica, assumiremos que podemos resolver (3) na
derivada y(" isto &, vamos considerar

y =1ty y ...y, (4

como protoétipo de EDO de ordem n.

~



EDOs Lineares e Nao-Lineares

Uma EDO é dita linear se a funcao F em (3) é linear com
respeito as variaveis y, vy, ..., y("1 e y(m,

Consequentemente, uma EDO pode ser escrita como:
a()y'"™ + ai(y" V) + ..+ an(ty = g(t), (5)

em que ag, ai, - - -, an € g sao fungdes somente de .

Uma EDO que nao ¢ linear é dita ndo-linear. Em outras
palavras, uma EDO nao-linear ndo pode ser escrita como (5).

A EDO (1) é linear.



Exemplo 4

A EDO de segunda ordem

t2y" — 3ty + 4y = 0,

é linear ou nao-linear?



Exemplo 4
A EDO de segunda ordem

t2y" — 3ty + 4y = 0,
é linear ou nao-linear?

Resposta: A equacao é linear porque pode ser escrita como

ao(t)y" + ai(t)y' + ax(t)y = g(1),

com
aO(t) - t27
a1(t) - 732‘7
a2<t) - 47
g(t) =0.



Exemplo 5

A EDO de terceira ordem

" to N

y"+2e'y"+yy' =0,

é linear ou nao-linear?



Exemplo 5

A EDO de terceira ordem

to

+2e'y" +yy' =0,

"

y
é linear ou nao-linear?

Resposta: A equacao nao é linear porque envolve o produto
de y por y'.



Sistemas de EDOs

Um sistema de EDOs é composto varias equagdes envolvendo
duas ou mais fun¢des desconhecidas, todas dependentes da
mesma variavel .

Exemplo 6 (Modelo Presa-Predador)

Sejam x(t) e y(t) as densidades populacionais de duas
espécies no instante t. Vamos assumir que as duas espécies
interagem de forma presa-predador. Especificamente, x
representa as presas e y os predadores. A dindmica das duas
espécies pode ser modelada através dos sistema néo-linear:
{‘Zf{ — ax — axy, ©)
% = —by + Bxy,

em que a, b, a e § sdo constantes positivas.



EDOs Lineares de Primeira Ordem

Iniciaremos nossos estudos sobre a resolugcédo de equagdes
diferenciais considerando EDOs lineares de primeira ordem.

De um modo geral, vamos admitir que uma EDO linear de
primeira ordem pode ser escrita como

~

y' +p(t)y =q(t), 7

em que p e g sao fungdes conhecidas e continuas para todo
a<t<p.

Nosso objetivo é encontrar fungdes diferenciaveis que
satisfazem (7) para todos os valores de t num certo intervalo.

Primeiramente, vamos resolver (7) quando ou p(t) = 0 ou
q(t) = 0.



Se p(t) = 0, entdo temos

y'=a().

Pelo teorema fundamental do calculo (que estabelece a relacao
entre derivada e integral), concluimos que a solugdo da EDO é

y(t) = f q(tot + . ®)

em que c é a constante de integragao.
|
Se q(t) = 0, entdo temos a EDO

y' +p(t)y = 0.

Note que y(f) = 0 é uma solugdo. Vamos procurar uma
solugéo y(t) # 0.



Se q(t) = 0e y(t) # 0, entdo a EDO pode ser escrita como

y/
Z = —p(t).
y p(t)
1
Da regra da cadeia, temos que dlgt|y| =—y.

Portanto, pelo teorema fundamental do calculo, temos

dinly| _

P - pt) = nlyl=- fp(t)dwc,

em que ¢ é a constante de integracao.

Concluindo, a solugéo da EDO y’ + p(t)y = 0 é:

y(t) - Cexp{—Jp<t>dt},

em que C é uma constante (C = e ou C = 0).



Fatores Integrantes

O método do fator integrante é usado para resolver (7) quando
p(t) #0eq(t) # 0.

O conceito chave por tras da técnica do fator integrante € a
regra do produto:
d(fg)

—= = fg'.
dt g—+1g

Com efeito, multiplicando ambos os lados de (7) por uma
funcao u, ainda indeterminada e chamada fator integrante,
obtemos

p()y’ + u(pt)y = p(t)q(t). (10)

Vamos agora escrever o termo do lado direito como sendo a
derivada de um produto.



Considere f = e g = y. Pela regra do produto, temos

difg) dwy) ,

Identificando 'y + ny’ com o termo do lado esquerdo de (10),
obtemos

p(O)y +pt)y = pt)y +ut)ptly < p@'(t) = put)p(t).

Admitindo que u(t) é positiva para todo ¢, obtemos da da ultima
equacao

—p() — () = | pltict + k

em que k € uma constante.

Sem perda de generalizada, consideraremos k = 0.



Concluindo, o fator integrante é dado pela equacéao

u(t) = exp { [ pltict| . (11)

|
Retornando a equacgéo diferencial, temos

d(uc(’;‘)y) =u(t)q(t) = wu(ty= Ju(l‘)q(t)dt+ c.

|
Portanto, a solucao da EDO

y' +pt)y =q(t),

y= ( [ nvatvar+ c) 7

em que ¢ é uma constante e

u(t) = exp { | p(t)dt} |

€ o chamado fator integrante.




E importante observar que toda solugéo de (7) satisfaz

y= sz) (Ju(t)q(t)dt + c) , com pu(t) =exp {fp(t)dt}.
(12)

Dizemos que a expressao em (12) € a solucao geral da EDO.

Geometricamente, (12) define uma familia de curvas, uma para
cada valor da constante c.

Muitas vezes, escolhemos a curva que passa por um ponto
(to, ¥o). Equivalentemente, escrevemos

y(to) = Yo,

que é chamada condicao inicial.

Um problema de valor inicial (PVI) é uma EDO com uma
condicéo inicial.



Exemplo 7

Determine a solugao do problema de valor inicial

{y’ —fy-e,

y(0) = —1.



Exemplo 7

Determine a solugéo do problema de valor inicial

y —zy=¢e",
y(0) = 1.

Resposta: A solucdo do PVIé

_2 e
y=-3¢ 76"



Exemplo 8

Encontre a solucéo do problema de valor inicial

y' +2ty=t y(0)=0.



Exemplo 8

Encontre a solugéo do problema de valor inicial

y +2ty=t y(0)=0.

Resposta: A solugcado do PVI é



Consideracdes Finais

Na aula de hoje, vimos como classificar uma equacao
diferencial.

|
Embora o foco tenha sido as EDOs, conceitos como
linearidade e sistemas sao definidos de forma analoga EDPs.
I ———
Posteriormente, focamos nas EDOs lineares de primeira ordem
e apresentamos o método do fator integrante para resolve-las.



