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RESUMEN

La computacion cudntica es un paradigma de computacion surgido a finales del siglo
pasado y distinto al de la computacion cldsica. En computacion cudntica la unidad de
informacion es el qubit, en lugar del conocido bit de la computacion cldsica. La
computaciéon cudntica aprovecha las propiedades cudnticas de las particulas
subatdémicas para superar algunas limitaciones de la computacion cldasica, permitiendo
desarrollar algoritmos cudnticos de gran eficacia que suponen grandes mejoras en
tiempos de computacién. En este trabajo presentaremos los fundamentos de la
computacién cudntica y desarrollaremos algunos de los algoritmos cudnticos mds

conocidos.
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ABSTRACT

Quantum computing is a computing paradigm that appeared at the end of the
last century and it is different from classical computing. In quantum computing, the unit
of information is the qubit, instead of the well-known bit of classical computing. Quantum
computing takes advantage of the quantum properties of subatomic particles to
overcome some classical computing’s limitations, allowing the development of highly
efficient quantum algorithms which imply great improvements in computation times. In
this work we will present the fundamentals of quantum computing and develop some of

the more common quantum algorithms.
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Capitulo 1 - Infroduccidén a la computacién cudntica

La computacién cudntica es una forma de procesar la informacion surgida en los anos 80 del
siglo pasado. En adelante, y en contraposicién a la computacién cudntica, hablaremos de
computaciéon cldsica cuando queramos hacer referencia a los métodos tradicionales de

computacion.

Vamos a comenzar con un breve recordatorio de como la informacién es guardada y procesada

en nuestros ordenadores actuales.

La pieza bdsica de la computacidén cldsica es conocida como bit. Los dos posibles estados para
un bit son 0 o 1. Con un bit, podemos representar dos valores cualesquiera, como verdadero o
falso, abierto o cerrado, blanco o negro, norte o sur, etc. Basta con asignar uno de esos valores

al estado de "apagado” (0), y el otro al estado de "encendido” (1).

En relacién con el bit, tenemos el byte, que es un conjunto de 8 bits. Mientras que un bit puede
tomar Unicamente dos valores, el byte puede tomar 28 = 256 valores, por lo tanto, permite

representar datos de una complejidad mucho mayor.

1 | m Estoesunbit

O | mp Estoesunbit

Esto es un byte

4

o(1710|117|0(1 |01

Figura 1.1

A continuacion, pasamos a exponer los principios bdsicos de la mecdnica cudntica como base

de la computacién cudntica.

1.1 Mecadnica cudntica

El término mecdnica cudntica surgid a principios del siglo XX para describir los fendbmenos que
se producen a nivel subatémico, véase [3]. En 1924, el fisico francés Louis-Victor de Broglie
presenta su teoria de ondas de materia, con la que se postula que las particulas subatémicas
pueden exhibir caracteristicas de onda y viceversa, véase [4]. Bas&ndose en el planteamiento

de Broglie, Werner Heisenberg y Max Born desarrollaron la mecdnica matricial.



Posteriormente, el fisico austriaco Erwin Schrédinger introduce la ecuacién de Schoédinger, que

describe la evolucidn temporal de una particula, véase [5]. La ecuacion es la siguiente:
] d ~
i h-a‘}’(r, t) =HY(r,t)

Donde ¥ representa la funcidén de onda que describe el sistema, & es la constante de Planck
reducida (es decir, la constante de Planck dividida por 2r ), i es la unidad imaginaria y A es el

operador Hamiltoniano.

Dentro del campo de la mecdnica cudntica encontramos 2 caracteristicas directamente

relacionadas con la computacion cudntica. La superposicion y el entrelazamiento.
1.- Superposicién cudntica

En superposicién, las particulas cudnticas son una combinacién de todos los estados posibles. El
estado de un sistema cudntico no estd definido hasta que se observa y se mide. En este

momento serd cuando el sistema colapse hacia un estado Unico.

Una forma de ilustrar la diferencia entre la posicion binaria (computaciéon cldsica) vy la
superposicion (computacién cudntica) es imaginar una moneda. Los bits cldsicos se miden
como cara o cruz. Sin embargo, si fuese posible mirar una moneda y ver las dos caras ala vez, y

todos los estados intermedios, la moneda estaria en superposicion.
2.-Entrelazamiento cudntico

El entrelazamiento es la capacidad de las particulas cudnticas para correlacionar entre si los
resultados de su medicién. Cuando las particulas cudnticas estdn entrelazadas, forman un
Unico sistema y se influyen entre si. Por ejemplo, dos fotones que surgen a la vez en un proceso

cudntico, estdn correlacionados.

Por tanto, es posible usar las medidas de una parte del sistema cudntico para sacar
conclusiones sobre el resto. Al agregar y entrelazar mds elementos en un sistema, los equipos
cudnticos pueden almacenar exponencialmente mds informacidn y resolver problemas

complejos, con un numero bajo de operaciones.

Desde el punto de vista matemdtico, esta correlacion significa que no es posible factorizar la
distribucion de probabilidad estadistica de dos variables estocdsticas como producto de
distribuciones independientes respectivamente, y, por tanto, esto es equivalente a la

dependencia estadistica de ambas variables

le,xz (1, %2) # le (1) - sz (x2)



1.2 Evolucién histérica de la computacion cudntica

La idea de computacién cudntica surge por primera vez en 1981, véase [1], cuando Paul

Benioff expuso su teoria para aprovechar las leyes cudnticas en el entorno de la informdtica.

Como hemos dicho anteriormente, en computacién cldsica, un bit puede tomar solo uno de
dos valores: 0 o 1. En cambio, en computacion cudntica intervienen las leyes de la mecdnica
cudntica, y el qubit, equivalente cudntico al bit, puede estar en superposicidén coherente:

puede ser 0, 1 y también cualqguier estado mezcla de ambos.

Entre 1981 y 1982 Richard Feynman, véase [2], propone el uso de fendmenos cudnticos con el
objetivo de realizar algunos cdlculos computacionales en el dmbito de la mecdnica cudntica y
expone que, dada su naturaleza, algunos cdlculos de gran complejidad se pueden llegar a
realizar mds répidamente en un ordenador cudntico. Mds tarde, en 1985 David Deutsch

describe el primer computador cudntico universal.

A lo largo de los anos 90 la teoria empieza a plasmarse en la prdctica, y aparecen los primeros
algoritmos cudnticos, las primeras aplicaciones cudnticas y las primeras mdquinas capaces de

realizar cdlculos cudnticos.

Entre 1994 y 1995 Peter Shor define el algoritmo que lleva su nombre y que permite calcular los
factores primos de nUmeros a una velocidad mucho mayor que en cualquier computador

tradicional, véase [9].

En 1996 Lov Grover propone el algoritmo de bUsqueda de datos que lleva su nombre. Aunque
la aceleracion conseguida no es tan drdstica como en los cdlculos factoriales o en

simulaciones fisicas, su rango de aplicaciones es mucho mayor, véase [8].

En 1998 nace la primera computadora cudntica de 2-qubits, que es presentada en la
Universidad de Berkeley, California, véase [10]. Un ano mds tarde, en 1999, en los laboratorios
de IBM se disena la primera mdaquina de 3-qubits, que ademds es capaz de ejecutar por

primera vez el algoritmo de buUsqueda de Grover.

En 2001, IBM y la Universidad de Stanford, consiguen ejecutar por primera vez el algoritmo de
Shor en el primer computador cudntico de 7-qubits desarrollado en Los Alamos. En el

experimento se calcularon los factores primos de 15, dando el resultado correcto de 3y 5.

Finalmente, en 2011, la primera computadora cudntica comercial es vendida por la empresa

D-Wave System a Lockheed Martin, por 10 millones de ddlares, e IBM anuncia que ha creado



un chip lo suficientemente estable como para permitir que la informdtica cudntica llegue en

breve plazo a hogares y empresas, véase[11].

El concepto de supremacia cudntica hace referencia a la posibilidad de realizar cdlculos en
computadores cudnticos consumiendo tiempos cortos (Uunos pocos minutos), cuyos
equivalentes en supercomputadores cldsicos suponen la necesidad de consumir tiempos muy

largos (cientos de anos).

Ademds, la supremacia cudntica ha pasado de ser un concepto tedrico a una realidad en el
ano 2019. Una evidencia de ello se encuentra en la compaiia de Mountain View. La cual ha
conseguido ejecutar en tan solo 200 segundos (tres minutos y 20 segundos), una operacion

para calcular nimeros aleatorios.

Esta operacioén, al ordenador cldsico mds potente a nivel mundial le hubiera llevado al menos
10.000 anos. De forma que seria la primera demostracion real del concepto de supremacia

cudntica. Véase [6].



Capitulo 2 - Conceptos bdsicos de computacion

cudntica

En computaciéon cudntica la unidad bdsica de informacién se conoce como qubit. La principal
diferencia con los bits cldsicos, es que el estado en el que se encuentra un bit es observable en
todo momento, pudiendo obtener o bien 0 o bien 1. Ademds, la observacion del valor de un bit

no altera el estado de dicho bit.

Bit Qubit
(Classical Computing) (Quantum Computing)
/’/\ ™,
.// ™
(-
1 1
Figura 2.1

En cambio, el qubit puede estar en el estado 0,1 0 en una combinacién de ambos estados (es
decir, en superposicidon). Para representar qubits usaremos la notaciéon de Dirac, la cual viene
dada por: '|>', que denominaremos ket. Contamos con dos estados bdsicos para los sistemas

formados por un qubit, los dos estados son:
ket cero : |0 >
ket uno : |1 >

Estos dos estados son la base de los estados computacionales cudnticos, y forman una base
ortonormal del espacio vectorial bidimensional complejo. Podemos realizar las siguientes

identificaciones para trabajar directamente en C2:

0> = ((1))6@2
1>= ((1))E(CZ



Cuando nuestro qubit se encuentre en estado de superposicidn, este estado vendrd dado por:
a
Mo>+m1>=(dec2
2Qué informacién nos aportan los parédmetros a y B2 Siguiendo las leyes de la mecdnica
cudntica, el médulo al cuadrado del pardmetro a nos proporcionard la probabilidad de obtener

el ket cero en el momento de la medida, y de forma andloga ocurre con B vy el ket uno.

Durante un proceso cudntico, no se puede conocer el estado de un qubit, de hecho, no estd
definido. Cuando lo medimos, este colapsa a un estado bdsico, no siempre el mismo. Lo que
sabemos es que al final del experimento obtendremos el ket cero con probabilidad |a|? o el ket

uno con probabilidad |B]?
2Qué propiedades se deben cumplir?

Un gqubit se puede describir como un vector bidimensional en un espacio vectorial complejo con

norma unitaria, es decir,
la* + B =1

Esto se debe a que al final del experimento deberemos obtener bien el ket cero, o bien el ket

uno, son sucesos complementarios, por lo que la suma de las probabilidades es 1.

También debemos destacar que al tomar mddulos y elevar al cuadrado el signo de las

componentes del vector que representa el qubit es irrelevante.

Podriamos representar todos los posibles estados de un qubit, ya sea en superposicion o no, en
la capa externa de una esfera de radio 1, como veiamos en la Figura 2.1. En ella podemos
observar que los estados que se situan en la mitad superior de la esfera tienen una probabilidad
de colapsar al ket cero superiores que al ket uno, mientras que en la mitad inferior la probabilidad

de colapsar al ket uno serd superior.

Por ejemplo, si consideramos un qubit en el siguiente estado:

1 1
— 10> +—=|1>
N A1

Al medirse, se obtendria el resultado |0 > con una probabilidad del 50% 0.5) y |1 >conla

2=
(15!
misma probabilidad (| \/if |2=0.5). Este estado es denotado como |+> y mds tarde trabajaremos

con él.

Veamos mds ejemplos de qubits:



Figura 2.2

2.1 Esfera de Bloch

La esfera que hemos presentado anteriormente tiene nombre propio, Esfera de Bloch.
Esta esfera es una representacién geométrica del espacio de posibles estados cudnticos de un
qubit. Cada estado del qubit corresponde a un punto de la superficie de esta esfera de radio

unidad. Cada qubit tiene dos grados de libertad locales 6, ¢ (con 6¢€[0, ] y pe[0,2r] )

Figura 2.1.1

Cualguier punto de esta esfera representa un estado de un qubit que podemos expresar como

sigue:
6 . (7]
[ >= cos (Z)|O > +e'?sin (§)|1 >,0¢[0,] y pe[0,2m]

Vamos a relacionar esta expresidon con la anterior [ > = a|0 > +8|1 > :
En efecto, sea | >=al0 > +4|1>, con a =r,e'?e, B =rze'?s

Por lo tanto,



[ >= r,ei|0 > +15e'?F|1 > €h)

Como sabemos |ei? | = |cos?(¢) + isen?(¢)| = cos?(¢) + sen?(¢) = 1, por lo tanto, multiplicar
cualquiera de los coeficientes del ket cero o el ket uno por una fase global (e!? ) no tiene ninguna

consecuencia sobre el sistema, ya que las probabilidades se mantienen (| e'? -a| = |e!? |- |a| =
lal).
Podemos multiplicar ambos coeficientes de la expresion (1) por e~i¢a
[ >= 1,10 > +15e" @7 %1 >=1,]0 > +15e"@®)|1 > (2)
Ademds, tenemos que rﬁei¢, puede ser expresado en su forma cartesiana:
e =x+iy
Sustituyendo en (2) tenemos:
Y >=1,]0 > +(x + iy)|1 >

No debemos olvidar la condicion de normalizacién, el producto escalar del estado con si mismo

debeserl, <yl >=1:
L=nl? +x+iyl* = |rl® + 1x* + y|?

Y esta Ultima ecuacion corresponde a una esfera de radio 1 en R3(x,y,7,)
Ahora describiremos la esfera mediante sus coordenadas esféricas:

x = cos(¢) - sen(6)

y = sen(¢p) - sen(6)

z=cos(0) =1,
Sustituyendo en (3) tenemos:
[ >= cos(6)]|0 > +(cos(¢) - sen(8) + isen(¢) - sen(6))|1 >=

[ >= cos(0)|0 > +sen(8) - e?|1 >

6 . . s
Y tomando 7 en lugar de 6, tendriamos la ecuacién de la esfera de Bloch.

Todos los estados por debajo del ecuador de la esfera se corresponden con estados de la parte

. . [ . P
superior de la esfera (de ahi el paso de 6 a 2 ). con lo cual tomamos la mitad del dngulo para no



repetir estados. De esta manera, todos los puntos sobre la esfera de Bloch corresponden a un

estado Unico.

2.2 Operaciones con bits y qubits. Puertas clasicas y puertas cuanticas.

En informdtica cldsica, existen al menos 4 operaciones bdsicas, la multiplicacion l6gica (AND), la
suma légica (OR), la negacion loégica (NOT) vy la comparacion légica (XOR). El resto de las
operaciones se realizan con las anteriores y sus negaciones, por ejemplo, la compuerta légica
NOR viene de negar la compuerta OR, la compuerta NAND viene de la negacion de la
compuerta AND. Estas operaciones se realizan con bits y podemos conectarlas entre si para
obtener nuevas operaciones.

En los siguientes ejemplos grdficos tomaremos 4, como el primer bit, A, como el segundo bit, y S

serd la salida fras el paso por la correspondiente compuerta ldgica.

Compuerta AND Compuerta OR
La salida toma el valor 1 silos dos valores son 1, en ofro La salida toma el valor 1 si uno de dos valores son 1, en
caso toma el valor 0 otro caso foma el valor 0
A, |4, S A, |4 ] S
01]0 0 010 0
0 1 0 0 1 1
1 0 0 1 0 1
1 1 1 1 1 1
Compuerta NOT Compuerta XOR
La salida tfoma el valor contrario a la entrada La salida toma el valor 1 si Unicamente uno de dos
valores son 1, en otro caso toma el valor 0 (seria el OR
excluyente)
A S
A, ] s Ar | 42
0 1 0 0 0
1 0 0 1 1
1 0 1
1 1 0
Tabla 2.2.1



Las puertas légicas en computacion cldsica, se utilizan para llevar a cabo operaciones
matemdticas sencillas, por ejemplo, la suma, representada por la Ultima puerta XOR, donde la
salida es la suma de ambos bits, teniendo en cuenta que estamos en un sistema binario, de forma

que 1+1=0vy 1+0=1.

Las puertas légicas, en computacion cldsica actlan generalmente sobre 2 bits. En computacion

cudntica pueden actuar sobre 1, 2 o mds qubits.

Las operaciones que un ordenador cudntico puede readlizar sobre un qubit son aquellas
transformaciones lineales que toman vectores unitarios y los fransforman en vectores unitarios,

por tanto, cualquier matriz unitaria puede llegar a ser una puerta ldégica cudntica.

Podemos tomar como ejemplo la puerta NOT. En computacién cldsica esta puerta transforma
un 1 en 0y viceversa. En cambio, en computacion cudntica la puerta equivalente transforma el
qubit Y >=al0> +B|1> en [P >=B|0> +a|l >, es decir, en el caso de estados cudnticos

intercambia las probabilidades del ket cero y el ket uno.
La matriz de la tfransformacion seria la siguiente:
Puerta X (bit flip)

Sea X la matriz que representa esta puerta:

e
Il
—/
Il
o -
N————

Veamos un ejemplo de su aplicacion,

Sea [P >=«al|0> +B|1>= (g) aplicando X,

x-|¢>=<f t) (g)=(§)=ﬁ|0> +all >

Las puertas cudnticas que actiuan sobre un Unico qubit se pueden representar mediante
maftrices 2 x 2. Ademds, como se ha sefialado anteriormente, las puertas cudnticas deben
operar de tal manera que el resultado también cumpla la condicidon de normalizacién. Lo que

implica que la matriz de una puerta cudntica debe ser una matriz unitaria.

UU=U-U"=1

Otras puertas cudnticas que se utilizan con frecuencia son:

10



Puerta Z (phase flip)

Sea Z la matriz que representa esta puerta:

Esta puerta no afecta como tal al qubit |0 >= ((1)) ,ya que para él actia como la funcién

0

1) Jlo cambia de signo y pasa a ser —|1 >.

identidad, pero sitenemos el |1 >= (

El estado: |y >=a|0 > +p]|1 > al pasar por la puerta Z serd

[Y >=al0 > —B|1 >
Tras pasar un qubit por la puerta Z las probabilidades se mantienen invariantes.
Puerta Y

Sea Y la matriz que representa esta puerta:

Y—(O _i)— AP
i o)T7

El estado: [P >=«a|0 > +B|1 >= (Z) al pasar por la puerta Y queda como sigue:
0 —i\ [ —ip
r>= (i 0)’ (,8)_<ia>

De nuevo, podemos observar que el cardcter unitario se mantiene,
|=iB1? + lia|® = |BI* + |a|? = 1
Las puertas X, Y, Z reciben el nombre de matrices de Pauli, que cumplen las siguientes

caracteristicas:

1L.— X-X=Y Y—Zz—(1 0)—1
' B B o 1/

2.— det(X) = det(Y) = det(Z) = —1

3.— traza(X) = traza(Y) = traza(Z) =0
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Propiedades de las matrices de Pauli:

a) Son hermiticas:
X*-(O 1)—X—X_1
1 o/ 7 b) Las matrices de Pauli, junto con la
ye = (0 - l) —y=y-! identidad forman una base para el espacio

vectorial de las matrices hermiticas 2 x 2

c)Los valores propios de cada matriz de Pauli son + 1.

Tabla 2.2.2

Por Ultimo, vamos a destacar la relacién directa entre las matrices de Pauli y la Delta de

Kronecker:

o 1sii=j
61’!"{ Osii #j

Seag;(cona, =X, 0, =Y,0; =Z), tenemos que:
i3 6y — i 6

O+ 16 —0i3

Puerta H (Hadamard)

Sea H la matriz que representa esta puerta:

H— 1 (1 1)
IV AVEEE |
El estado: |[Y >=«a|0 > +B|1 >= (Z) al pasar por la puerta H se transforma en:

= =(r 1) (5) =51 =5 @m0 +@-pin>)

De nuevo, podemos comprobar que el cardcter unitario se mantiene:
I1 (a+ P+ . (a =PI : I +ﬁ|2+1 la = BI?
— (a — (- =Z.|q Zilg — -
V2 V2 2 2

1 1
=2 (@ + B2+ 2a) +5 (@ + 2~ 2ap) = (a* + ) = |af* + || = 1
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Debemos destacar que la puerta H convierte:

1
HIO > [+>= —- (|0 > +]1>)
H|1>- |—> ! (10 > —|1>)
- |—>= —" —_
V2

Un aspecto importante de la puerta H, es que al introducir un qubit en un estado bdsico (ya sea
el ket cero, o el ket uno), pasamos a tener un qubit en estado de superposicion perfecta, es decir,
tras aplicar esta puerta, la probabilidad de que el estado colapse al ket cero serd la misma que

la de colapsar al ket uno

Ademds, existe una relacion directa entre las puertas X, Hy Z, véase en [Figura 2.2.1].

0> < X < 1>

! !
H H
! )

> & Z < |->

Figura 2.2.1
También existen puertas cudnticas que provocan rotaciones de nuestros qubits.
Puerta Ry

Sea Ry la matriz que representa esta puerta:

1 O
Ro = <0 eia)

Cuando tratamos la esfera de Bloch en el capitulo 2.1 ya vimos que multiplicar cualquiera de los
coeficientes del ket cero o el ket uno por una fase global (e ) no tiene ninguna consecuencia

sobre las probabilidades asociadas al qubit.

| -al =1e?|-|a| = |af

- o . a
Si aplicamos la puerta Ry a un estado cudntico cualquiera | >= a|0 > +B|1 >= (ﬁ):

Ro - |Yp >= (01 (39 > (;) = (eiea.[;) =al0 > +e' - |1 >

13



De nuevo, y como en todas las puertas cudnticas, el cardcter unitario del estado cudntico se

mantiene en el resultado.
la|? + e - B2 = |a|> + |e® |2+ |BI? = |al* + |B]* = 1

Veamos ahora su relacion directa con la puerta 7.

R—(l 0)_(1 0)_2
T\ eir) \0 -1/

N

1 0 1 0 1 0 .
R%:<O e%)z(o +\/f>=<0 g+i§>:ﬁ

(Podemos ver que Vi = g + i?)

Por lo tanto, podemos concluir que:

2.3 Sistemas con multiples qubits

Hemos estudiado los sistemas con una Unica particula cudntica, ahora pasaremos a estudiar
sistemas con mds de una particula (o qubit).

De la misma forma que existen estados bdsicos para sistemas de un qubit, existen estados bdsicos
para sistemas de mds qubits, defindmoslos.

Los estados bdsicos se denotan como |0........ 0>,]0........ 1>,....,]1....... 1 > de longitud n para
un sistema de n qubits. Por lo tanto, con n qubits tenemos 2" estados bdsicos. Cada uno de estos
estados bdsicos corresponde a un vector de la base €2".

Los estados en superposicién son combinaciones lineales de la forma:
al0........ 0> + a4]0........ 1> +....4an_q |1........ 1>a,€C,
de forma que, |ay|? + |aq|* + -+ + |agn_q|> = 1.

Por ejemplo, para n=2 los estados bdsicos serian los siguientes: |00 >,|01 >,[10 >,|11 >, y los

estados en superposicion serdn:
[ >= 00 > +a;]01 > +a,|10 > +a3|11 >=| o, | € C*
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Cada uno de los estados bdsicos de sistemas de n qubits pueden verse como producto de n

estados bdsicos de un qubit de cada una de sus componentes.

El producto tensorial, también conocido como producto de Kroenecker, se utiliza para poder
combinar estados cudnticos. El estado de combinacion de dos qubits es el producto tensorial de

estos dos qubits. Este producto se denota con el siguiente simbolo ®.

Un sistema de n qubits se puede representar como el producto tensorial de n estados bdsicos.

Por ejemplo, para n=2,

1
[00 >=]0> ®|0 >= ((1)>®<3) = (38) = 8
0 0
i 0
|01>=|0>®|1>=((1))®<2)=((1):£$>= 0
1 0
1 0
110 >= |1>®|0>=(2>®<(1))=((1):E?§>= (1)
0 0
i 0
|11>=|1>®|1>=(2)®<2)=<2:E$>= 0
1 1

Para un estado bdsico de 3 qubits, 001 >, se construiria de la siguiente forma:

()
()
O |=

1
1001 >= [0 > ®[0 > ®|1 >= ((1))@’((1))@((1)) = <(1) 8)69((1)) B 8 ®(2) -
: 0 ©

S O O B

I
coocoococoro

De la misma forma, podriamos hacer lo siguiente:
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1)
0-(5)

\3-8/:

Los estados bdsicos de n qubits representados por su vector correspondiente tendrdn todo ceros

1
0 1

1001 >= |00 > ®|1>={ ®(0> =
0

[=NeNeNelNeNoll el

exceptoun 1 enlaposicion 'j'. Siendo 'j" el nUmero que representaria el qubit en el sistema binario
de n bits:

0..1.=0-2" 14 412" 14 =)

0

donde |0 ...1..>= 1 - posicionj (j €{0,..,2" =1}

Estos vectores se conocen como vectores base. Cualquier estado cudntico es una combinacién

lineal de estos vectores base.

Un conjunto de n qubits (n>1) estd en estado producto si su estado puede expresarse como
producto de los estados de sus componentes. Por lo tanto, todos los estados bdsicos son estados

producto. En caso contrario, diremos que estd en estado de entfrelazamiento.

Veamos un ejemplo de estado producto que no es un estado bdsico.

100> 101>+1 10 > 111>— ! O>-|—1 1>)® ! 0> ! 1>
2100> =2 101> +5110 > — 511 >= (0> + = [1>) ® (510 > =1 >)

V2 V2 V2 V2

Consideramos a continuacion el siguiente estado:

100> +[11 >
- V2

Este estado se conoce como EPR (Einstein-Podolsky-Rosen) o estado de Bell. Se encuentra en

[ >

estado en enfrelazamiento, es decir, que no se puede expresar como producto de los estados

de sus componentes

En efecto, si suponemos que:
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(@110 > 4+a;5|1 >)® (3|0 > +a,|l >)=

(,!1 " a3|00 > +(Z1 " a4|01 > +(Z2 ' a3|10 > +a2 ' 0(4|11 >=

1 1
=—100>+—|11 >
7z 7z

Obtenemos el siguiente sistema:

al'a3=

Il

(Zl - a4 - 0
az " 0(3 = 0
1
Ay " Ay = —=
\ N3
Deducimos lo siguiente. Para que a4 - a, = 0 ,bien a; =0, lo cual no es posible porgque si no el
1 4 1
primer término (a; - a3) se nos anula, o bien a, = 0, perosi a, = 0 el Ultimo término (a, - a,) se hace

cero, lo cual indica que es un sistema incompatible, y por tanto el estado de Bell no es un estado

producto.

2.4 Puertas logicas para n qubits (n>1)

De igual forma que estudiamos las puertas para sistemas de un qubit, lo haremos para sistemas
de n qubits (n>1). Una puerta que actia sobre n qubits es representada por una matriz de

dimensiones 2"x2" unitaria.

Los estados cudnticos sobre los que las puertas actian son vectores unitarios de dimensién 2"

(siendo n el nUmero de qubits del sistema) con componentes complejas.

En este caso, al igual que con un qubit, la accidn de la puerta l6gica en un estado cudntico
especifico se encuentra multiplicando al vector [, > que representa el estado, por la matriz U

que representa la puerta. Y el resultado es un nuevo estado cudntico:
Uy >=[p, >
Ahora estudiaremos las puertas cudnticas controladas.

Dichas puertas actian sobre 2 o mds qubits, donde uno o mds qubits actian como control para

alguna operacion.
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Por ejemplo, la puerta controlada NOT (también conocida como CNOT), actua sobre 2 qubits, y
ejecuta la operacién NOT en el segundo qubit Unicamente cuando el primero es |1 >, y en otro

caso lo deja igual. Tomando la base de estados cudnticos de dos qubits:

1 0 0 0
0 1 0 0
00>={ o |,101>= (|, [10>=| { |,[11>=],
0 0 0 1
Puerta CNOT (Puerta X conirolada)
Sea CX la matriz que representa esta puerta:
1 0 0 O
[0 1 0 O
CX= 0 0 0 1
0 01 0

Esta puerta también es conocida como la puerta X de Pauli contfrolada.

En general, si U es una puerta que opera en un solo qubit con la representacién matricial:

Ugo Uo1
U= )
U Upg

entonces la puerta U controlada es una puerta que opera en dos qubits de forma que el primero
sirve como conftrol, y transforma los estados de la siguiente manera:
|00 >+ |00 >
01 >— |01 >
[10 >— |1 > QU - |0 >= |1 > @(ugo|0 > +uyp|1 >)
11 > |1 > QU - |1 >= |1 > ®(ug]0 > +uyq|1>)
Donde el simbolo ® denota el producto tensorial. Ademds, podemos observar que las puertas

controladas solo actdan si el primer qubit del sistema es un 1, y en ese caso, actuan sobre el

segundo qubit, dejando el primero sin cambios.

La matriz que representa esta transformacién provocada por la puerta U controlada, es:

0 0

0

1 0 0

0 Uoo Uop1
0 Ui Ung

CuU=

[Nl s

En el caso de que nuestra matriz U sea una matriz de Pauli, las denotaremos por CX, CY, CZ.

Este concepto de matrices de control se puede extender a cualquier nUmero de qubits.
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Para las puertas de cambio de fase, también tenemos la correspondiente puerta controlada.

Vedmosla para 2 qubits:

10 00
cPHASE@ |9 5 L o
0 0 0 e

Esta matriz cambia la fase con grado ¢ solo si actia sobre el estado |11 > como podemos

observar en la matriz.
Puerta SWAP (Puerta de intercambio)

Sea SWAP la matriz que representa esta puerta:

SWAP=

[Ny s
(=N e}
SO O
el =A==

Esta actlUa sobre un estado genérico de 2 qubits intercambiando los coeficientes ay, a,:

o
a
[ >= 00 > +a;]01 > +a,|10 > +a3|11 >=| o, | € C*

as

1 0 0 O %o %o

a a

[0 0 1 0 1l _ 2

SWAP"I/)>— 0 1 0 0 az = al

0 0 0 1 a3 a3

Por Ultimo, debemos destacar una puerta ldgica utilizada en sistemas de 3 qubits.
Puerta de Toffoli (Puerta X de doble control)

Sea CCX la matriz que representa esta puerta:

CCX =

SO OO OO OO K
[=NeNolNoloNoN )
[=NeNoNoRal o)
S OO Or OO0 O
S OO rO OO O
(=Nl oo NN Ne)
OO OO OO0 O
S RrRrO OO OO O

La puerta de Toffoli actia sobre 3 qubits, pero solo afecta al valor del tercer qubit. Si el valor de
los dos primeros qubits es |1 > entonces el tercero cambiard de valor, si era |0 >serd |1 > y si era

|1 >serd |0 >.

Veamos un ejemplo de su aplicacion:
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[ >= a,|000 > +a,]001 > +a,]010 > +a;]|011 > +a,|100 > +a:|101 > +a,|110 >

(4%}

ay

(4%}

a3
+ta;|111 >=| ¢, | €C®

as

\ee/

100 00000 go go
01000000 al al
0010000 0 a; a;
0001000 0
CCX-W>=10 000100 0| |a|[7]|a
000O0O0T1UO0TO0]]|% as
\00000001/% \%/
0000001 0 \a g

Solo afecta alos dos Ultimos elementos de la base, ya que son los Unicos que tienen un 1 para el
primer y segundo qubit. Los intercambia de posicidén para que se produzca el efecto de la puerta

X sobre el Ultimo qubit.

2.5 Circuitos cudanticos

Un circuito cudntico simple contiene varias puertas cudinticas, que se leen de izquierda a
derecha, es decir, la puerta mds a la izquierda es la que se aplica primero a los qubits, véase [12].
Por ejemplo, para el circuito:
—-A—-B—-C-—
La multiplicacion de matrices que lo representa, sigue la convencién opuesta, es decir, este
circuito se representaria mediante la matriz unitaria € - B - A, de forma que al aplicarlo al estado
[ >, tfendriamos:
C-B-A-|p>

Cada linea del circuito representa un cable del circuito cudntico que no tiene por qué

corresponderse con un cable fisico.

Estos circuitos pueden aplicarse sobre 1 o mds qubits, ademds, lo usual es asumir que el estado

de entrada de cada qubif es el ket cero |0 >.

En un circuito cudntico, el niUmero de entradas es igual al nUmero de salidas, ya que todas las

operaciones cudnticas, excepto las medidas, son unitarias, y por tanto reversibles.
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Veamos un ejemplo sencillo de un circuito cudntico:

o B
o
Q: ——Hi—%

qs

Figura 2.5.1

Este circuito tiene 4 qubits, g4, 91,492,495, Y 2 bits de medida (lo vemos indicado en la Ultima linea
donde encontramos una ‘c’ y allado un nimero 2), que nos informa de que trabajaremos con 4

qubits, pero solo mediremos 2 de ellos.

Lo primero que ocurre en este circuito es la aplicacion de dos puertas X, una actuando sobre el

primer qubit y otra sobre el segundo.

El estado inicial de los 4 qubits a la entrada del circuito es |0 > . Tras la aplicacién de estas dos

puertas, tendremos los dos primeros qubits con valor |1 >y los dos Ultimos con valor |0 >

El siguiente paso es aplicar una puerta CX, que se aplica como ya sabemos sobre 2 qubits, en
este caso sobre el primero y el tercero. El primer qubit servird como control y el tercero serd el que

se vea afectado en caso de que el primero sea |1 >.

Tras pasar por esta puerta tendriamos los tres primeros qubits con valor |1 >, y el Ultimo con valor

10 >.

A continuacion, aplicamos la misma puerta, pero en esta ocasidon sobre el segundo y tercer qubit.
Tras ello, tenemos de nuevo, los dos primeros qubits con valor [1 >, y los dos Ultimos con valor

10 >.

Por Ultimo, aplicamos una puerta de Toffoli (CCX) sobre el primer, segundo y cuarto qubit, donde
el primero y segundo actuaran como qubits de control. Al ser ambos |1 >, el valor del Ultimo qubit

pasa a ser | 1>, y no existe ningun cambio para los demds.

Ahora bien, medimos Unicamente los dos Ultimos qubits, como vemos indicado en el circuito. Al
medir g5, indicaremos el resultado en el primer bit, y al medir g,, quedard su valor indicado en el

segundo bit.
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El resulfado obtenido es el siguiente:
Y >=]10 >
Mediante este circuito, se consigue ejecutar el algoritmo de suma de dos qubits, vedmoslo:

Qo+ 491 =93 9>

Las opciones para la suma son las siguientes:

0+0=00
0+1=01
1+40=01

141 =10 (caso aplicado en nuestro circuito)

Si estudiamos mds en profundidad la puerta CX, podemos observar que realmente realiza la

siguiente transformacion:
la,b >— |a,a D b >

Es decir, mantiene igual el primer qubit, y en el segundo realiza una suma binaria del qubit de

conftrol y el qubit afectado por este control.

De esta forma, en nuestro circuito, tendremos que ¢, es 1, si y solo si, g, 0 q;. son 1, pero

exclusivamente uno de los dos.

Ya que, siambos son 1, deberemos tfener un 1 en el qubit ¢5. Es por ello que aplicamos una puerta

de Toffoli sobre gy, g1 ¥ q5.
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Capitulo 3 - Programacioén en Qiskit

3.1 Primeros pasos

A continuacion, trabajaremos sobre la programacién en Qiskit, véase [13], de algunos algoritmos
de computacion cudntica. Todos ellos han sido programados en lenguaje Python mediante

Jupyter Notebook.

Muchos algoritmos cudnticos se basan en el andlisis de alguna funcion f(x). Generalmente, estos
algoritmos directamente asumen la existencia de la implementacién de una 'caja negra' de esta
funcién, a la que podemos dar una entrada ‘x’ y recibir la salida correspondiente f(x). Esto se

conoce como un ordculo.

A efectos prdcticos el ordculo serd el circuito cudntico que defina nuestra funcidn, de forma que

infroduzcamos en él nuestra variable ‘x’, y recibamos como salida f(x).

Antes de comenzar con los algoritmos mostraremos una introducciéon a la programacion. En

primer lugar, necesitamos disponer de una cuenta en htips://www.ibm.com/quantum-

computing.

Vamos a crear un circuito, en el que veremos una aplicaciéon prdctica de las puertas X, Hy Z. Este

circuito servird meramente de ejemplo de construccién de un circuito simple.
Primer paso:

Cargar todas las librerias necesarias:

%matplotlib inline

# Importando las librerias de Qiskit y configurando
from giskit import QuantumCircuit, execute, Aer, IBMQ
from qiskit.compiler import transpile, assemble

from giskit.tools.jupyter import *

from giskit.visualization import *

# Cargamos nuestra cuenta de IBM

provider = IBMQ.load_account()

Segundo paso:
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Crear un circuito vacio (creamos el circuito mediante el comando ‘QuantumCircuit(a,b)’ donde
‘a’ serd el nUmero de qubits, y b el nUmero de bits. Los bits nos servirdn para medir los qubits que

gueramos observar al terminar el circuito:
circ = QuantumCircuit(2,2)

circ.draw() #Con este comando dibujamos nuestro circuito

Jo —

Figura 3.1.1
En la Figura 3.1.1, tenemos q,, q,. nuestros qubits, y abajo se indica que fendremos 2 bits.

Tercer paso:

Aplicar las puertas que nos interesen en nuestro circuito. Por ejemplo, vamos a aplicar una puerta

de Hadamard al primer qubit, y una puerta X y otra Z al segundo qubit.

Por Ultimo con el comando ‘measure(a,b)’ mediremos los qubits que queramos observar. El
numero ‘a’ es la posicién del qubit que queremos medir (0 un conjunto de posiciones), vy el
numero ‘b’ la posicién del bit (o un conjunto de posiciones) en el que vamos a dejar registrado

el resultado que observemos del qubit.
circ.h(9)

circ.x(1)

circ.z(1)
circ.measure((0,1),(0,1))

circ.draw()
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Figura 3.1.2

Lo que obtenemos tras aplicar este circuito a los dos qubits iniciales serdn los qubits |01 >y |11 >
con la misma amplitud (con amplitud nos referimos a la probabilidad de obtener cada uno de

ellos).

Al programar en Qiskit, en la medida fras el circuito aparece el valor de los qubits en orden

conftrario, es decir, si tenemos en nuestra salida |01 > ,obtendremos en el grafico |10 >.

Cuarto paso:

Debemos activar el simulador de un computador cudntico. Una vez activado ejecutaremos el
circuito 1024 veces. Esto se debe a que el funcionamiento de un computador cudntico tiene una
naturaleza intrinsicamente probabilistica. Por ejemplo, si un qubit tiene 50% de posibilidades de
ser | 1>y 50% de posibilidades de ser | 0>y solo ejecutamos 1 vez, obtendremos que el 100% de
las veces ese qubit es bien | 0>, o bien | 1>, y esa no es la realidad. Al ejecutar muchas veces,

obtenemos una aproximacion realista de los posibles valores de los qubits medidos.
backend = Aer.get_backend("gasm_simulator")

job = execute(circ, backend, shots = 1024)

result = job.result()

count = result.get_counts(circ)

count

1'10': 527, '11': 497%

Figura 3.1.3
Veamos el resultado grdficamente

plot_histogram(count)
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Figura 3.1.4

sPor qué no se obtiene realmente 0.5 y 0.5, si tedricamente son equiprobables los dos estados?
Esto ocurre porque existe cierto ruido en los computadores cudinticos, y podemos tener pequenas

desviaciones en la solucion.

3.2 Algoritmo Deutsch-Jozsa

3.2.1 Introduccion

Este algoritmo es un ejemplo de problema que resulta sencillo de resolver para un ordenador

cudntico pero muy complejo para un ordenador cldsico.

‘El algoritmo de Deutsch-Jozsa es un algoritmo cudntico, propuesto por David Deutsch y Richard
Jozsa en 1992, véase [7]. Fue uno de los primeros algoritmos disefados para ejecutarse sobre un
computador cudntico vy tiene el potencial de ser mds eficiente que los algoritmos cldsicos all
aprovechar el paralelismo inherente de los estados de superposicidon cudnticos.’ .El paralelismo
inherente hace referencia al hecho de poder tomar muchos estados cudnticos paralelamente

por efecto de la superposicidon cudntica.

El algoritmo de Deutsch-Jozsa trata de determinar si una funcién desconocida es constante o por
el confrario es balanceada. Tomando funciones cuya imagen pertenece al conjunto {0,1}, este
algoritmo consigue ver si la funcién dada es constante o balanceada evaludndola una Unica

Vez.
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En un ordenador cldsico, si tuviésemos n bits, es decir 2™ valores en el dominio, deberiamos
evaluar la funcién como minimo 21 +1 veces para conocer si la funcién es constante o

balanceada.

3.2.2 Desarrollo tedrico

Sea f: {0,1}* - {0,1} una funcién.

f serd constante si f(x) no cambia de valor nunca.

f es balanceada si f(x)=0 para la mitad del dominio y f(x)=1 para la otra mitad.
Hipotesis: f es constante o balanceada.

Con n qubits, nuestra entrada podrd ser un nUmero entero entre 0y 2™ — 1. Por ejemplo, si
gueremos introducir en nuestra funcidn nimeros entre 0 y 3, estos pueden ser representados
con 2 bits.

Por ejemplo

Sean=2

Si £(0,0) = £(0,1) = £(1,0) = f(1,1) = 0 = f es constante
Sif(0,0)=f(0,1)=0yf(1,0) =f(1,1) =1 = fes balanceada

Algoritmo cudntico

Sea Uy la caja negra (ordculo) que realiza la siguiente fransformacion:
Ulx>ly>= x> [y® o0 >
parax € {0,1,..,2" —1}e y €{0,1}, f(x) € {0,1}

El siguiente diagrama de circuito cudntico puede usarse para describir el algoritmo:

&n X X
0 >@n 4 HE L
Ur
D>|1>l.\ l y Y@ f(x) J, J,
lpo > |9y > [, > s >
Figura 3.2.2.1

El estado inicial es |1,b0> =|0 >®"- |1 >, n qubits en estado |0 > y 1 qubit en estado |1 >.
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H es una puerta de Hadamard que actua de la siguiente forma:

1
He0>=|+>= —- (|0 > +|1 >)

z
H-1>——>—i- 0>—1>
1>=|=>= = (0> ~[1>)

Por lo tanto,

Zze{o,l}(_l)x'ﬂz >
V2

H-|x >= x € {0,1}

Ademds,

1O [0 87— H [0 58 H|0 >® ... = 0>+[1> _[0>+]1>
= =

Ahora bien, el segundo estado que observamos es:

Swctoay x> 10> =[1>

[, >= H®"|0 > H|1 >=
¥ NoT 7

Veamos qué ocurre si y € {0,1}:

Siy=0:
Ulx > [0 >=|x > [0 D f(x) >= [x > |f(x) >
Siy=1:
Ulx > 1 >= x> 1D f(x) >
Entonces,

_ Zxepouyn X >

\2n

Uf|x><|0> —|1>>= x> |f) > —|x> |1 f(x) >

V2 V2

Por ofro lado, sabemos que f(x) € {0,1}.

Si f(x) = O

U lx > o> —[1>) x> 0s 1S

Sif(x) =1

2 2 2

lo> —|1>\ x> —|x >
Us | x > = (1> -0 >)=—2(|0>—|1 >)
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Ahora bien, el tercer estado que observamos es el siguiente:

_ er{o,l}"(—l)f(x)lx > 0> —]1>
V2r V2

Para obtener el Ultimo estado necesitamos aplicar una puerta de Hadamard a x.

Y, >

Sabiendo que:

Yzefoa(=1D)¥%|z >
V2

HO"|x >=

,x € {0,1}"

Donde x - z es el producto escalarde xy z: x;.z; @ x,.2, ... D x,,. 2,

Apliguemos la puerta de Hadamard al estado de x en |y, >

H®n Z (_1)f(x) |x > Z (_1)f(X) Ho®n | >
B ——— N _— X =
x€{0,1} \/2_71 \/2_71

x€{0,1}"

- (—1)f<x>< y (—1)”-|z>>_
x€{0,1}™ \/z_n ze{0,1}1 \/ﬁ

z (_1)x-z+f(x) |

= —_— |z >
n

x€{0,1}" z€{0,1}" 2

Por lo tanto,

[P >=

x€{0,1}" z€{0,1}"

o | (los -1
2n NG

(—1)xz+ lo> —[1>)
L G e o

z€{0,1}" xe{0,1}"
Ahora bien, f puede ser constante o balanceada por hipbtesis.
Si f es constante:

(=1)xz+C lo> —-]1>
Wa>= > ) gl () cetoy
z€{0,1}" xe{0,1}"

En este caso, para cada z # 09" los términos se anulan, ya que los coeficientes de |z > se

compensan, en la mitad de los casos son el mismo valor positivo, y en la ofra mitad negativo.

En cambio, para z = 09", nos queda:
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(=1D€-]0 >®n 10>—1>
2n V2

2"

Por lo tanto,

10> —1>

Py >= (=1)¢-]0 >
Si f es balanceada:

Veamos la amplitud del valor |0 >®7

Z (-1)/® =0
x€{0,1}"

Entonces, el estado |0 >®", no aparecerd en nuestras soluciones.

En resumen, si f es constante obtendremos el estado |0 >®" con amplitud 1 o -1, y si f es

balanceada no obtendremos el estado |0 >, ya que su amplitud serd 0.

3.2.3 Programacion

Realizamos siempre el primer paso (definido el apartado 3.2.1).

Ahora vamos a crear nuestro circuito, donde tomaremos 4 qubits, y 3 bits para la medida, es

decir, nuestras opciones de entrada serdn nimeros del 0 al 7.
circl = QuantumCircuit(4,3)

circl.x(3)

circl.h((0,1,2,3))

circl.draw(output = "mpl")

Jo — H
gi — H
gz —H
0k
3
C
Figura 3.2.3.1
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Ahora crearemos la funcidn de la cual queremos conocer si es constante o balanceada.
circ2 = QuantumCircuit(4,3)
circ2.barrier(range(4))
circ2.cx(0,3)

circ2.x(0)

circ2.cx(0,3)

circ2.x(0)

circ2.cx(1,3)

circ2.x(1)

circ2.cx(1,3)

circ2.x(1)

circ2.cx(2,3)

circ2.x(2)

circ2.cx(2,3)

circ2.x(2)
circ2.barrier(range(4))

circ2.draw()

S
a1
qz —_
h
qs & g W
3
C

Figura 3.2.3.2

Esta funcién es constante, ya que lo que hacemos es aplicar una puerta controlada X siempre

sobre el Ultimo qubit (el cual recopila la informacién de f(x)) y aplicar X al qubit de control.
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Tras ello volvemos a aplicar la puerta controlada y por Ultimo, aplicamos de nuevo la puerta X al
qubit de control para que vuelva a su estado inicial. Por tanto, nuestra funcién al tener 3 qubits
es la funcién constantemente 0. Ya que cambia primero de 1 a 0, después de 0 a 1y por Ultimo
de 1 a 0. Independientemente de la entrada a la funcidn, esta siempre acaba devolviendo el

mismo resultado.

Es importante que los qubits de enfrada que funcionan como nuestro dominio ‘x’, fengan el
mismo valor en su entrada al ordculo (a la funcidén) que en su salida. Es por ello, que aplicamos

una doble puerta X sobre cada uno de ellos, para asi devolverlos a su estado de entrada.
Para terminar el circuito, creamos la Ultima parte, la parte de medidas:

circ3 = QuantumCircuit(4,3)

circ3.h((0,1,2))

circ3.measure((0,1,2),(0,1,2))

circ3.draw()

g1 —H

gz — H
qs
C
Figura 3.2.3.3

Aplicamos de nuevo 3 puertas Hadamard a los qubits que forman nuestra enfrada ‘x’.
Por Ultimo, unimos las 3 partes del circuito.
circ = circl + circ2 + circ3

circ.draw(output = "mpl")
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Figura 3.2.3.4

Ejecutamos nuestro circuito y obtenemos lo siguiente:

backend = Aer.get_backend("qasm_simulator")

job = execute(circ, backend, shots = 1)

result = job.result()

count = result.get_counts(circ)

plot_histogram(count)

1.00 1

e
~
w

Probabilities
o
w
[=]

0.25 1

0.00 -

§

Figura 3.2.3.5

Como ya sabiamos, f es constante.
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3.4 Suma con qubits

3.4.1 Introduccion

Pasaremos a desarrollar un algoritmo cudntico para implementar la operacion suma. En este
caso de 3 qubits + 3 qubits. De forma que podremos sumar entre si, nUmeros entre 0y 7, y nuestro
resultado serd un nimero entre 0 y 14. Por lo que para la representacion del resultado
necesitaremos 4 qubits. Aunque este algoritmo es mds complejo que su equivalente cldsico,

ilustra la flexibilidad de la programacién cudntica.

3.4.2 Desarrollo tedrico

Nuestro circuito cudntico Unicamente utilizard puertas X controladas, y doblemente controladas
(CXy CCX), esto se debe a que podemos ver la puerta CX como una suma directa entre el qubit

de conftrol, y el afectado por la puerta X.
Es decir,
CXla,b >> |la,a® b >

Donde @ representa la suma en el sistema binario (1+1 =0,0+0=0, 0+1 = 1)
En primer lugar, debemos senalar que:

|0 > +]0 >= |00 >

0> 4|1 >=|01>

1> +]0 >= |01 >

1> +]1>=1]10 >
La representacion de nuestra suma serd la siguiente:

G192 93 + qa 4s 96 = by by b3 by donde q;, by son qubits.
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Veamos una tabla con el funcionamiento de la suma:

Sigs=11> by = by+qs

Si ge= 1> by = by +qq
Sigs=I1>Yy ge=|1> by = by + 1>
T Siqg=|1> bs= by +q;
Si gs = |1 > by = by +qs
Sigu=|1>y qs = |1 > by = by +]1>
T Sig=1> b= b, +a
Si ga=|1> b= b+,
Siqu=1>y gu=I1> b= b +[1>

Tabla 3.4.2.1

De forma que, en el caso de que exista una Unica condicién aplicaremos una puerta CX, donde
el qubit de conftrol serd el que dé la condicién, y el qubit afectado el que se encuentre

modificado a su derecha en la tabla.

En cambio, en caso de que existan dos condiciones, aplicaremos una puerta CCX, donde los
qubits de control serdn los que dan las condiciones, y el qubit afectado el que se encuentre

modificado a su derecha en la tabla.

3.4.3 Programacion

Realizamos siempre el primer paso (definido el apartado 3.2.1).

Ahora vamos a crear nuestro circuito, donde tomaremos 10 qubits, y 4 bits para la medida, ya

que solo vamos a medir los qubits que nos den el resultado de la suma.

Para nuestro ejemplo, vamos a sumar |110 > +|111 >, es decir, 6 + 7 = 13. Por lo que deberiamos

obtener como resultado [1101 >.

En primer lugar, crearemos el circuito y aplicaremos las puertas X necesarias para situar los qubits
en nuestro objetivo para el ejemplo. (Ya conocemos el hecho de que en el circuito todos los

qubits por defecto se encuentran en el estado [0 >)
Estado_inicial = QuantumCircuit(1e,4)
Estado_inicial.x(0)

Estado_inicial.x(1)

Estado_inicial.x(3)

Estado_inicial.x(4)
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Estado_inicial.x(5)

El siguiente paso serd crear el circuito que representa el algoritmo suma. También crearemos la

parte del circuito que se encarga de la medida, y por Ultimo uniremos las 3 partes.
Suma = QuantumCircuit(1e,4)

Suma.cx(2,9)

Suma.cx(5,9)

Suma.ccx(2,5,8)

Suma.cx(1,8)

Suma.cx(4,8)

Suma.ccx(1,4,7)

Suma.cx(0,7)

Suma.cx(3,7)

Suma.ccx(9,3,6)

Suma.barrier()

Medida = QuantumCircuit(1e,4)
Medida.measure(6,0)

Medida.measure(7,1)

Medida.measure(8,2)

Medida.measure(9,3)

Circuito = Estado_inicial + Suma + Medida

Circuito.draw()
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Figura 3.4.3.1
Ejecutamos el circuito y tenemos el resultado:
backend = Aer.get_backend("qasm_simulator")

job= execute(Circuito,backend, shots=1)

result = job.result()

counts = result.get_counts()

plot_histogram(counts)

1000
1.00
§ 075
=
¥
2 050
2 0.
&
0.25
0.00
g
)
~
Figura 3.4.3.2

El resultado es |1101 >.
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Conclusiones y trabajo futuro

La computacion cudntica supone un cambio de paradigma en el dmbito de la gestion
de la informacion, marcada por la gran eficiencia de los computadores cudnticos en
comparacion con los computadores cldsicos, de los que disponemos en estos

momentos.

En este tiempo hemos expuesto las ideas bdsicas y los algoritmos bdsicos mds utilizados
en computacidon cudntica, estableciendo ademds comparaciones con  sus

equivalentes cldsicos.

Las aplicaciones mds importantes de la computacion cudntica apuntan hacia la
criptografia y hacia la inteligencia artificial, y es en estas dos direcciones en las que nos

planteamos el trabajo futuro.
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APENDICES

Apéndice A- Algoritmo de Grover

A.1 Introduccion

‘En computacion cudntica, el algoritmo de Grover es un algoritmo cudnfico para la
bUsqueda en una secuencia no ordenada de datos con N componentes en un tiempo

O (N'/2). Fue inventado por Lov K. Grover en 1996. Véase [8].

En computacion cldsica, realizar una busqueda de un dato, entre N datos posibles, y
suponiendo que estan desordenados, se necesitaria un tiempo de O(N). El algoritmo de
Grover es una mejora cuadrdtica de esta bUsqueda, que ademds, no requiere una

ordenacioén previa de los datos.

A.2 Desarrollo teérico

Supongamos que queremos encontrar un estado cudntico concreto w.

Entonces, necesitamos U,, operador (ordculo) tal que:
Uy | w>= — | w >
Uy |x>=|x> v]x>% |w>

Es decir, este operador dejard igual cualquier estado distinto del que buscamos, y
cambiard de signo al estado en cuestion.

Si estamos trabajando con dos qubits, los 4 estados bdsicos posibles son :

|00 >= lo1>= |10 > =

SO OoOr
S oo
(=N NN

Donde siempre se cumple que:

. <wlx>=1lew=x

2. <wlx>=<xlw>=0Vx#w

Siendo < a|b >, el producto escalar de ay b.
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Por tanto, podemos definir,
U, = (I-2|w><w|)

qgue cumple las necesidades previas pedidas al operador. Vedmoslo:

1. Ulx>-2|lwes<w|x>=|x>sixzw
2. (I|W> —2|W><W|W>=—|w>

El siguiente diagrama de circuito cudntico puede usarse para describir el algoritmo:

®n
0 >®n i ©

[, > [, > s >

Figura A.2.1
En el primer estado tendriamos:

W, >= er{o,l}n |x > —
1 - \/Z_n -

Aplicamos al inicio una puerta de Hadamard para situar el estado inicial |0 >®™ en un

estado de superposicién.
Aplicando el operador U,, tendriamos

Yxefoyn |x >

\27m

Yxefoyn <Wlx >

Nz

=|s>-2

Y, >= U =2lw><w|)-|s=>]|s > -2 <w]|

2
=|s>—— |w>
n

V2r
Ahoraq, la puerta G puede ser definida como:
2|ls ><s|—1

De forma que:

44



Qls><s| =Dy, >=Rls><s|—=D-(|s> —in lw>) =

V2r

4 2
=2|s><s|s>—|s>——|s><s|w>+—|w >=
2n 2n

N N
2|s > —|s > ki ! >+2| >
=2ls>—|s>——"—|s —|w >=
2n—4 2 B
="on |s>+ﬁlw>—

Sustituyendo ‘s’ por si valor:

2”—4.er{0,1}n |X>+ 2 w >=
N, N

2" —4 . er{o,l}n,x#:w x> 2" —4 (w > 2

: +
2" N PN NG

lw >=
L((zn—@-z x> +(3- 2" — 4w >)
AL \/Z_n x€{0,1}t x+w

Luego la amplitud de todos los estados excepto |w > es:

2" — 4
2n-42n

Ylade |w > es:

3-2"—4
2m - 2n

Por lo que, con este operador, aumenta la amplitud del estado buscado, y repitiendo

el procedimiento aumentaria de nuevo.

U, se construye de forma diferente para cada problema dependiendo del elemento a
encontrar, pero G se mantiene. Veamos coémo construir G mediante un circuito cudntico

simple.

En primer lugar, ‘s’ es la superposicion de todos los estados cudnticos para n qubits. Esto

se consigue aplicando al inicio del circuito una puerta de Hadamard a cada qubit.

Por lo tanto:
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|s >= H®™ . |0®" >

Sabiendo que forma tiene 's’, ya podemos construir el operador de Grover con puertas

cudnticas.
2ls><s|—1=2-H®"-|0®" >< 0®"|. gOn —|
Ademds, por ser H una puerta cudntica unitaria, cumple que:
H-H=1
Por lo tanto, sustituyendo la matrizidentidad por la multiplicacion de puertas Hadamard:
2ls >< s|—1=2-H®".|0®" >< 0®1|. HOn — O . ®n —

Sacando ahora factor comin H®™ por la izquierda y por la derecha tenemos:

= H®n. (2- |0®n S< 0®n| - . g®n
5Cémo podemos enfender esta puerta: 2 - [0®9" >< 0®"| — 12

Veamos que ocurre a cualquier estado bdsico |y > distinto de [0®™ > al pasar por esta

puerta:
(2-]0%" >< 0¥ =) - | >=2-|0®" >< 0B |y > —|pp >= —|yp >
Podemos observar que:
< 0%y >=0
Ya que los estados cudnticos bdsicos para fodo n = 1, forman una base orfonormal.

Pero si el estado al que aplicdsemos esta puerta fuese 09" >, obtendriamos el mismo

estado |09" >.

Es decir, esta puerta cambia de signo todos los estados menos el [0®¥™ >. Si multiplicamos
esta puerta por e™ = —1, no cambia nada, ya que cambiar la fase global no afecta a
las amplitudes de los estados. Tras este cambio, lo que ocurre es que esta nueva puerta,

cambia de signo Unicamente el estado [0®™ >. Y sobre los demds no provoca cambios.
Un circuito cudntico (para 3 qubits) que cumple esta condicidon es el siguiente:

1.- Aplicamos una puerta X a todos los qubits.
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2.-Aplicamos una puerta CCZ, donde los 2 primeros qubits servirdn como control, y el

tercero serd el que se vea afectado.
3.-Aplicamos de nuevo una puerta X a todos los qubits.

En primer lugar, sabemos que la puerta Z cambia de signo el qubit al que le apliquemos
la puerta siempre y cuando este sea el ket uno. Ademds, la puerta CCZ solo se activard

si los dos primeros qubits de control también se encuentran en el estado |1 >.

Por lo tanto, este circuito solo cambia de signo al estado [000 >. Al tener puertas X al
inicio y al final del circuito, la Unica posibilidad es que el ultimo qubit cambie de signo. Y

el primer y segundo qubit no cambian.

Tenemos que senalar que en Qiskit, no existe la puerta CCZ, pero podemos obtener una
puerta equivalente de la siguiente forma. Sabemos que aplicar una puerta Z es

equivalente a aplicar HXH, es decir, la matriz que representa lapuerta Z =H-X - H.

Por tanto, para obtener una CCZ, aplicaremos primero una puerta H, tras ello una puerta

CCX, y, por Ultimo, una puerta H.

A.3 Programacion

Realizamos siempre el primer paso (definido el apartado 3.2.1).

Ahora vamos a crear nuestro circuito, donde tomaremos 3 qubits, y 3 bits para la

medida.

En primer lugar, implementamos el operador G.
# Implementamos la puerta de Grover

Grover = QuantumCircuit(3,3)
Grover.h(range(3))

Grover.x(range(3))

Grover.h(2)

Grover.ccx(0,1,2)

Grover.h(2)
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Grover.x(range(3))
Grover.h(range(3))

Grover.draw(output = "mpl")

o e ——

Figura A.3.1

Ahora crearemos el operador U,,, que es la funcion que podemos ir cambiando a

voluntad.
En este caso esta funcidon hace que solo cambien de signo los estados [110 >y 111 >.

Ya que para que actiue CZ(1,0), el segundo qubit debe ser |1 > para activar la puerta Z

y ademas, Z solo actua sobre el primer qubit si este es |1 >, por definicion de la puerta Z.
Detector = QuantumCircuit(3,3)
Detector.cz(1,90)

Detector.draw(output = "mpl")

X :I:
a1

qz

3
C =—

Figura A.3.2
Ahora veremos el circuito completo, que implementa el algoritmo de Grover.

circ = QuantumCircuit(3,3)
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circ.h(range(3))
circ.barrier(range(3))

circ = circ + Detector
circ.barrier(range(3))

circ = circ + Grover
circ.barrier(range(3))
circ.measure(range(3), range(3))

circ.draw(output = "mpl")

Figura A.3.3

Ejecutamos todo el circuito y vemos los resultados:

backend = Aer.get backend("qasm_simulator")
job = execute(circ, backend, shots = 1000)
result = job.result()

counts

result.get_counts()

plot_histogram(counts)
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Figura A.3.4

Como ya preveiamos, obtenemos los estados [110 > y |111 >. Estos son los dos estados

que buscdbamos, ya gque son los estados que nuestra funciéon U,, cambia de signo.
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Apéndice B- Regresion cudntica

B.1 Intfroduccion

Veamos una pequena aplicacion de Quantum Machine Learning, siendo este un

conjunto de técnicas aplicado en la resolucidon de problemas.
Este conjunto de técnicas trata principalmente de resolver dos tipos de problemas:
1.-Problemas de clasificacion
2.-Problemas de regresion
Incluimos a continuacién un par de ejemplos de programas capaces de llevar a cabo
una regresion a partir de una nube de puntos

B.2 Programacion

-Programa 1

Realizamos siempre el primer paso (definido el apartado 3.2.1).
En este caso también necesitaremos importar mds librerias.
import pennylane as gml

from pennylane import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

En segundo lugar, creamos nuestra funcion, es decir, importamos los datos a nuestro

programa. La funcién a interpolar serd:
f(x) =3-sin (x?)
samples = 100
size = 1.5
step = 0.2

xs = []
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ys =[]
def f(x):
return 3 * np.sin(x ** 2)

Xs = np.arange(-size, size + step, step)

ys = list(map(f,xs))
plt.plot(xs,ys, color = "salmon")

plt.scatter(xs,ys)
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Figura B.2.1

Nuestro modelo sélo considera los puntos azules.

Ahora crearemos el circuito, en el eje X representard la caracteristica y en el eje Y su

etiqueta. Por lo tanto, solo necesitaremos un qubit
dev = gml.device("default.qubit", wires = 1)
@gml.gnode(dev)
def circuit(thetao, x):
gml.RY(theta® * x, wires = @) #insertamos el dato en fase

return gml.expval(gml.PauliZ(wires = @)) #recogemos el valor

esperado que se encuentra entre -1y 1

def g_model(thetad, thetal, theta2, x):
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return circuit(theta®, x) * thetal + theta2 # con esto reescalamos

el valor obtenido

def g_error(theta@, thetal, theta2):
er =0
for x, y in zip(xs, ys):

er += (g_model(theta®, thetal, theta2, x) - y) ** 2 #aqui calculamos

el error cuadratico medio
return np.sqgrt(er) / len(xs)

theta®, thetal, theta2 = np.random.rand(3) * np.pi #les vamos a dar un valor

aleatorio entre @ y pi para todos los thetas

gradient_fn_theta = gml.grad(q_error, argnum = [0,1,2]) #vamos a utilizar el

descenso del gradiente para disminuir el error
#ya tenemos la funcidén que nos dice hacia donde avanzar

#lr sera el coeficiente de aprendizaje (es mas grande en modelos cuanticos que

en modelos clasicos)

lr = 0.75

#vamos a entrenar 101 veces
for epoch in range(101):

gradiente = gradient_fn_theta(theta®, thetal, theta2) #calculamos

el gradiente en la posicion inicial

theta® = theta® - lr*gradiente[@] #y vamos a ir en direccidén opuesta

al gradiente porque nos interesa el maximo descenso

thetal = thetal - lr*gradiente[l] # y el paso serd tan grande como

el coef de aprendizaje
theta2 = theta2 - lr*gradiente[2]

if epoch % 5 == 0: #aqui ploteamos los errores cada 5 pasos
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print("epoch", epoch, "loss", g _error(theta@, thetal, theta2))

epoch @ loss ©.7986426296093378
epoch 5 loss ©.566129723733644

epoch 18 loss €.5351896073187026
epoch 15 loss ©.417986832743373
epoch 208 loss €.3152954617673227
epoch 25 loss ©.22479619242889373
epoch 38 loss €.1299506024826352
epoch 35 loss 8.83968132822821863
epoch 48 loss €.8358529093659778586
epoch 45 loss ©.83504936@8838815435
epoch 58 loss ©.8356849356723248654
epoch 55 loss ©.03584935671851764
epoch 68 loss ©.835849356718512285
epoch 65 loss @.83504935671851219%
epoch 78 loss ©.83568493567185122
epoch 75 loss ©.035@4935671851218
epoch 88 loss ©.83584935671851221
epoch 85 loss ©.8358493567185122
epoch 98 loss ©.83504935671851217
epoch 95 loss ©.835@4935671851217

epoch 188 loss 8.83584935671851217

Figura B.2.2
## podemos ver que el error va disminuyendo
## el modelo es muy sensible al parametro de error que tomemos

## la computacion cuantica puede aproximar funciones a traves de series

de fourier con senos y cosenos

## por lo tanto funcionaria mejor en este caso que al hacer regresion

clasica
def g_solution(x):
return circuit(theta®, x) * thetal + theta2
ys2 = list(map(q_solution, xs))
plt.plot(xs,ys, color = "salmon", label = "real")
plt.plot(xs, ys2, "blue", label = "quantum")
plt.scatter(xs,ys)

plt.legend()
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Figura B.2.3

Podemos observar que la grdfica se ajusta de una manera bastante correcta a los datos

-Programa 2

En el siguiente programa solo mostraremos la parte que cambia con el caso anterior. En

este caso solo cambian los datos. Ademds nuestra funcidon serd:

f(x) =5"cos (x)?

samples = 100

size = 2
step = 0.2
xs = []
ys =[]
def f(x):
return 5% np.cos(x)**2
XS = np.arange(-size, size + step, step)

ys = list(map(f,xs))
plt.plot(xs,ys, color = "salmon")

plt.scatter(xs,ys)
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Figura B.2.4
De nuevo, nuestro modelo solo considera los puntos azules.

Grdfica de salida:
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Figura B.2.5

Nuestra nueva regresion se ajusta de forma aun mejor a la funcién real.
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