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Prefacio

Estas notas incluyen los contenidos del curso Elementos de Astrofisica Teérica
correspondiente al tercer fio de la Licenciatura en Astronomia de la Facultad de
Ciencias Astronémicas y Geofisicas de la Universidad Nacional de La Plata.

Esta asignatura comenzo a dictarse en el ano 1990, siendo su primer profesor la
Dra. Nidia Morrell, y tiene por objeto brindar una introduccién a tres dreas que, en
aquellos anos, eran las de mayor desarrollo en la institucion; atmésferas e interiores
estelares y dindmica de sistemas estelares.

Durante mas de treinta anos he dictado esta materia en forma casi ininterrumpida,
algunos anos en conjunto con la Dra. Morrell, y en estas paginas se incluyen todos los
temas que abarca actualmente este curso. Lamentablemente muchos otros tépicos de
suma relevancia en la astrofisica tedrica no pueden ser abordados en esta asignatura,
pues de otra forma no podria limitarse estrictamente a un cuatrimestre.

Las notas no siguen ningtn texto en particular, todo lo contrario, y son en defini-
tiva el producto final de tantos anos de docencia en este curso y otros, de interaccion
con centenares de alumnos y de la buisqueda permanente para identificar aquellos
temas en los que era o es necesario revisar su formulacion. Por ello, estas notas son
revisadas muy frecuentemente dando lugar a nuevas versiones. En este curso se pro-
cura presentar cada tema con la mayor fundamentacién tedrica posible, teniendo muy
presente que estudiantes del tercer ano de la carrera no poseen atin los conocimien-
tos previos suficientes de mecéanica cuantica, electromagnetismo o relatividad para
abordar temas como un gas de electrones a altas densidades, la interaccion entre
la materia y la radiaciéon, las reacciones nucleares por citar algunos ejemplos. Por
tal motivo el curso inicia con capitulos que incluyen aspectos basicos de termodina-
mica, de teoria del potencial y de hidrodindmica, con el objeto de proporcionar las
herramientas fisicas y matematicas necesarias para estudiar las ecuaciones de esta-
do del gas estelar y de la radiacién, las escalas de tiempo dinamicas, el equilibrio
hidrostatico o el colapso gravitatorio.

Especial énfasis se hace en el tratamiento del transporte radiativo, introduciendo
naturalmente los parametros que lo caracterizan, y que son utilizados en practica-
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mente todos los cursos con contenido astrofisico, como la intensidad especifica, la
intensidad media, el flujo, la presion de radiacion; y se discute su vinculaciéon con
otras distribuciones como la densidad de fotones en el espacio de fases o la densidad
espectral de energia. Se estudia la ecuacion de transporte radiativo para la atmosfera
y su aproximacion de difusién para el interior. Asimismo, se analizan en detalle las
hipétesis y aproximaciones que permiten utilizar la funcién de Planck para describir
localmente el campo de radiacion y se discute un modelo sencillo de atmésfera como
es el de atmosfera gris, entre otros aspectos. Con las herramientas fisicas y matema-
ticas que posee un alumno de tercer ano, se puede presentar la teoria macroscopica
de la radiacién sin avanzar en la derivacion de expresiones explicitas, por ejemplo,
para los coeficientes de opacidad.

Mucho més acotadamente se presenta el transporte convectivo, para el que atin no
existe una teoria satisfactoria debido a la complejidad del problema. El abordaje de
las reacciones nucleares también se presenta en un modo simplificado, pues un estudio
detallado de estos procesos esta completamente fuera de los objetivos y alcances de
esta asignatura. En cursos superiores de atmosferas e interiores estelares se estudia
con detenimiento los problemas que aqui se formulan mas superficialmente.

El tratamiento de los sistemas estelares incluye un capitulo relativamente breve
sobre cosmologia newtoniana; luego se pasa al estudio de las érbitas estelares tanto en
sistemas esféricos como en aquellos que no presentan simetria central, en este tltimo
caso limitando el estudio a trayectorias en dos dimensiones. En los trabajos practicos
se complementa el estudio de las érbitas estelares con la aproximacion epiciclica. En
el ultimo capitulo se presenta en forma muy abreviada la descripcion estadistica de
los sistemas estelares, en particular el equilibrio de sistemas sin colisiones. En un
curso de dinamica estelar se profundiza el estudio tedrico de estos sistemas.

Agradezco a todos los alumnos que han pasado por este curso, por sus preguntas
y discusiones que han sido y siguen siendo enriquecedoras; y muy especialmente a
Héctor Vucetich, quien ha realizado una revisién conceptual de la presentaciéon de to-
dos los temas que aqui se exponen, siendo los errores que seguramente aun persisten
de mi absoluta responsabilidad. Asimismo, hasta la fecha, otros profesores y ex pro-
fesores de la Casa me han hecho valiosos aportes en aspectos méas puntuales; Omar
Benvenuto, Daniel Carpintero, Juan Carlos Muzzio, Nidia Morrell, Gustavo Romero
y Fausto Brédice. A ellos también mi agradecimiento. Confio en que préximamente
otros profesores de asignaturas afines a los temas tratados en este curso me hagan
llegar sus sugerencias y aportes que permitan mejorar estas notas.
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Capitulo 1

Revision de la termodinamica

Los sistemas astrofisicos, en general, no estan en equilibrio térmico o termodiné-
mico. Por ejemplo en una estrella como el Sol, la temperatura varfa desde ~ 107K
en su centro a ~ 10*K en su superficie. Este escenario ocurre en la mayoria de los
sistemas astrofisicos, el cambio en la temperatura sobre grandes elementos de volu-
men es pequenio. Para el Sol, el gradiente medio de temperatura, en valor absoluto

resulta
f
dr

Las propiedades locales de la materia también varian con el tiempo. Por ejemplo,
cuando la estrella se expande o se contrae la composicién quimica o el grado de
ionizacion puede variar en un elemento de volumen del gas estelar. Las escalas de
tiempo que gobiernan estas variaciones temporales son en general muy grandes en
comparacion con las escalas de tiempo que rigen estos procesos microscopicos, estos
ultimos son los que determinan el estado del gas. La rapidez en que ocurren estos
cambios microscopicos es del orden de las escalas de tiempo de los procesos atémicos,
~ 10785, que resultan muy pequenas frente a las escalas de tiempo en la que una
estrella experimenta cambios estructurales, los més rapidos son del orden de 10°a o
menores, pero en todos los casos mucho mayores que 10~8s. Por ello, los cambios de
estado los consideramos instantaneos y un elemento volumen del gas lo supondremos
en equilibrio térmico y por tanto podra ser descripto por las variables usuales de la
termodinamica de equilibrio, como la energia interna, la presion, la densidad y la
temperatura.

Es importante precisar el concepto de elemento de volumen en el gas, mas pre-
cisamente el de elemento macroscopico de volumen, que es un elemento de volumen

~10*Kem™'.

Tcent - Tsup 107K - 104K
R 7 x 101%cm
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espacial (o del espacio de las fases) d*z centrado en x, que contiene un nimero su-
ficiente de particulas de manera tal que puedan definirse parametros macroscépicos
(o medios) como la temperatura, la presién, la densidad, por ejemplo; y que es lo
suficientemente pequefio como para suponer que en dicho elemento estos parametros
no varian.

Este concepto sera de suma utilidad en todo el curso e implica poder aproximar
un sistema que contiene N > 1 particulas por medio de una distribucién continua,
represente este sistema el gas en una estrella, estrellas en una galaxia o un ctimulo
globular e incluso el universo (aqui las particulas serian galaxias). En efecto, sea R
el tamafio lineal de un dado sistema, por tanto el volumen del mismo serd V ~ R3.
El niimero de particulas por unidad de volumen serd n ~ N/R3, por lo que R*/N
sera el volumen asociado a cada particula. El elemento de volumen macroscépico,
0V, debe satisfacer entonces la condicién

1 3 3

SN <L 0V < R°.

En cualquiera de los sistemas que consideraremos, N > 1 o n > 1; por ejemplo, el
valor medio de la densidad del Sol es p ~ 1,4 gecm™3, por tanto n ~ p/my, donde
mpy ~ 1,67 x 1072* g es la masa del 4tomo de Hidrégeno, por lo que la densidad
numérica solar media serd, n ~ 10?* em™. En cambio, en una galaxia N > 10!
Por tanto estos sistemas se pueden aproximar mediante una distribucién continua de
masa y el elemento de volumen macroscopico 0V lo denotaremos cuando corresponda
con dV o d*.

1.1. Principios de la termodinamica

En un gas (y en todo sistema termodindmico) es posible postular que toda la
informacion termodindmica del sistema esta contenida en una funcién S que llama-
remos entropia y que serd funcion de la energia interna U, el volumen V' y el nimero
de particulas, N; S = S(U,V, N), o en caso de existir Ny, No, ... N; especies diferen-
tes de particulas, serd S = S(U, V, Ny, Ny, ... N;), no obstante para esta presentacion
consideraremos solo una unica especie de particulas. Esta relacién, que llamaremos
fundamental, nos dice que si conocemos la entropia como funcién de las variables
extensivas del sistema,! de ella podremos derivar toda la termodindmica del mismo.

IEstas son variables aditivas, por ejemplo, si el sistema estd compuesto por dos subsistemas de
volumen V; y V5 respectivamente, el volumen total del sistema serd Vi 4+ V5. Lo mismo ocurre con
la energia y el nimero de particulas.

12
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A la funcion S le exigimos que sea continua, diferenciable y mondtonamente
creciente con U; que implica

ok I
oU)yn

donde los subindices, como es habitual en la termodinamica, indican las variables
que permanecen constantes.

Postulado de mdxima entropia: Fl valor de equilibrio de cualquier parametro interno
de un sistema sin ligaduras es tal que hace maxima la entropia para el valor dado de
la energia.

Este postulado establece, por ejemplo, que si en un sistema existe una ligadura o
restriccion, al eliminarla los pardmetros termodinamicos evolucionaran y alcanzaran
sus valores de equilibrio cuando éstos maximicen la entropia.

Como S = S(U,V,N) es diferenciable y mondtona creciente con U, se puede
invertir la relacion fundamental y escribir U = U(S,V, N), y es posible demostrar
que el postulado de maxima entropia conduce al

Principio de minima energia: El valor de equilibrio de cualquier parametro interno
de un sistema sin ligaduras es tal que hace minima la energia para el valor dado de
la entropia.

La relaciéon U = U(S,V, N) contiene la misma informacién termodinamica que
S =S(U,V,N), por lo que ambas formulaciones son equivalentes. La representacion
a través de esta ultima relaciéon se la denomina formulacion entrépica, mientras que
la primera, que es la que adoptaremos aqui, se la denomina representacion energética.

Siendo S una funcién diferenciable, U también lo serd, y

a =% ag 09 v YY) g (1.1)
S ) yn OV ) ON ) s,

serd el diferencial exacto de U, esto es, (1.1) es el diferencial de una funcion y al ser
integrado entre dos puntos ¢ y p conectados por cualquier trayectoria arbitraria del
espacio termodinamico, AU = U(p) — U(q), independiente del camino.

Las derivadas parciales en (1.1) también seran funciones de S,V y N, por lo que
las denominaremos

13
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U
T(S,V,N) = 8) Temperatura,
95 )y n
P(S,V,N) = —25) Presién, (1.2)
S,N
oUu
u(S,V,N) = 8N> Potencial quimico.
SV

Es relativamente facil mostrar que estas definiciones, como por ejemplo la de tempe-
ratura, son totalmente consistentes con el concepto intuitivo de ellas. Estas variables,
que claramente no son extensivas, se denominan variables intensivas.

Las relaciones individuales definidas en (1.2) se denominan ecuaciones de estado,
conocer una de ellas no es suficiente para tener toda la informaciéon termodinamica
que contiene U (S, V, N). En cambio, si se conocen las tres ecuaciones de estado, puede
integrarse (1.1) y obtener U. Por ejemplo, de las expresiones de ' = T'(S,V,N) y
P = P(S,V,N), puede eliminarse S y escribir una ecuacion de estado de la forma P =
P(V,T, N), relacion que expresa relaciones entre variables extensivas e intensivas.

Con las definiciones (1.2), el diferencial de U dado en (1.1) lo escribimos como

dU = TdS — PdV + pdN, (1.3)

que en el caso de N = cte se reduce a

dU =TdS — PdV,

donde las expresiones diferenciales T'dS y —PdV, que no son diferenciales exactos,
las denotamos como

dQ =TdS,  dW = —PdV,

donde dQ) y AW se denominan cantidad de calor y trabajo mecanico respectivamente,
por lo que (1.3) se escribe como

dU = dQ + dW. (1.4)

La notacion d indica que los diferenciales de ) y de W no son diferenciales
exactos, esto es ni () ni W son funciones potenciales y, en un proceso termodinamico
de ¢ — p, estas cantidades dependen del camino en el espacio termodinamico que

14
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conecte a estos dos puntos. Recordando cursos de analisis de varias variables, una
expresion diferencial de la forma

u(z,y)dr + v(z,y)dy

sera el diferencial de una funcién potencial, ¢(z,y), si se cumple que

_ 09 _ 09
U(QL’,y) - 87:5’ U(.f,y) - ay
por lo que
ou_ov
oy Oz’

Es claro entonces que no toda expresion diferencial serd un diferencial exacto.
Por tanto si C'y C’ son dos caminos diferentes que conectan los puntos ¢ y p ,
en general sera

/CdQ;é/CldQ, /de;é [ aw.

Es posible transformar estas expresiones diferenciales en diferenciales exactos
mediante un factor integrante. En el caso de dQ, T~! es el correspondiente factor
integrante, mientras que para dW, —P~! lo es. La relacién (1.4) no es otra cosa que
el conocido primer principio de la termodinamica que nos dice que la variacion de la
energia interna de un sistema es producto del intercambio de calor del mismo mas el
trabajo mecanico realizado sobre el sistema; es una ley de conservacién. El segundo
principio de la termodinamica, en esta formulacion, esta incluido en el postulado de
maxima entropia.

1.2. Gases ideales

Un gas ideal es un gas a altas temperaturas y densidades lo suficientemente bajas
de manera que las particulas constituyentes del mismo practicamente no interactian,
excepto por las colisiones que son interacciones de muy corto alcance y breves. No
obstante, estas interacciones son esenciales para que el gas llegue al estado de equili-
brio. En este caso, las particulas del gas se mueven durante la mayor parte del tiempo
a velocidades constantes v < c. En este caso particular, las variables termodinamicas
tienen un valor de equilibrio que siguen muy bien la siguiente relacién (ecuacién de
estado entre variables extensivas e intensivas)

15
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NET kT
P=_—""" —nkT =" 1.
1% " m’ (1.5)

donde k es la constante de Boltzmann (a veces denotada como kg), n = N/V y
p = mN/V esto es, dentro de un elemento de volumen macroscépico la densidad
y el volumen son variables inversas, con m la masa de una particula del gas. Esta
ecuacion de estado puede derivarse empiricamente a partir de la experimentacion o
tedricamente de consideraciones mecanico-estadisticas. En este curso optaremos por
esta segunda opcion.

1.2.1. Distribucion de Maxwell-Boltzmann

En un gas a bajas densidades (y altas temperaturas) la distancia inter-particula d
es grande pues d ~ 1/n'/3. Recordando la formulacién de de Broglie de la mecénica
cuantica u ondulatoria, toda particula material lleva asociada una onda cuya longitud
de onda, A, queda definida por

A\p = —, 1.6
5= (1.6)

donde h es la constante de Planck y p es el médulo del impulso de la particula del
gas. En un gas ideal d => A\p, por lo que podemos despreciar todo efecto cudntico
y considerar a dicho sistema de particulas como un gas puramente clasico (ver la
discusién al comienzo de la Seccion 1.4).

En un curso de “fisica moderna” se demuestra que en un gas clasico todo elemento
de volumen obedece la estadistica de Maxwell-Boltzmann (se derivard en los trabajos
practicos, no obstante mas adelante retomaremos esta discusién) que da cuenta de
la distribucién de velocidades de las particulas (la distribucion espacial se asume
uniforme) y tiene la forma

m

3/2 )

F(v) = (W> exp (—mlv[?/2kT). (1.7)
con T la temperatura del gas en el elemento de volumen. Asi definida la funciéon de
distribucién F(v),

d*P(v) = F(v)d®v,

es la probabilidad de que las particulas constituyentes posean una velocidad v =
(vg, vy, v,) dentro del elemento de volumen del espacio de velocidades d3v = dvgdv,dv,,
como se ilustra en la Fig. 1.1.

16
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V/ Figura 1.1: Espacio de velocidades y ele-
mento de volumen d>v centrado en v.
Es simple corroborar que

/F(v)d% = /Oo /oo /Oo F(vg, vy, v,)dvgdvo,dvu, =1,

ya que F'(vg, vy, v,) = F (vg)F (vy)F (v,) con

m\1/2
F(vg) = (27T]{3T> exp (—mka/Qk:T) ,

siendo F (v;) una distribucién normal de valor medio 0 y varianza k7'/m. En otras
palabras, F'(v) es la distribucién de probabilidad de las componentes cartesianas de
la velocidad. Nétese que F' tiene dimensiones inversas de velocidad al cubo.

Es maés relevante expresar la distribucion de Maxwell-Boltzmann en términos
del médulo de la velocidad v = |v|, ya que nos permitird derivar indistintamente la
probabilidad de que las particulas tengan velocidades entre (v, v+dv) o entre (E, E+
dE), siendo E = mv?/2 la energia correspondiente.? Para hallar la distribucién de
modulos de velocidades, recordemos que la probabilidad es un invariante frente a un
cambio de variables, por tanto si hacemos un cambio, de coordenadas cartesianas en
el espacio de velocidades a coordenadas esféricas en este mismo espacio, (v, vy, v,) —
(v,0, ) donde, de acuerdo a la Fig. 1.1 es

v, = vsenfcos p, v, = vsen 6 sen p, v, = vcosh,

escribimos

2 Al despreciar las interacciones entre las particulas, la energia total es puramente energia cinética.
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P P(v) = F(vy,vy,v,) dvydv,dv, = F(v,0, ¢) v* sen 0dfdedv,
3 a3
d°v v

donde hemos senalado el elemento de volumen del espacio de velocidades tanto en
coordenadas cartesianas como en esféricas, y

F(v,0,¢) = F(vsen® cos p,vsen sen p, v cos ).

Es claro que F no dependera ni de 6 ni de ¢ ya que F', de acuerdo a (1.7) solo depende
de |v| = v. Recordando que sen dfdyp = d*S), el elemento de 4ngulo sélido, podemos
escribir

d*P(v) = F(v)v*dvd*Q,
si integramos esta tltima a todo el dngulo sélido, a los 47 ster,

d*P(v) = dP(v) = 47F(v)vid,

47

denominando f(v) = 4wxF(v)v?, de (1.7) la distribucién de médulos de velocidad
resulta

f(v) =4rm (27:7<:T)3/2 v? exp (—mv2/2kT) . (1.8)

Esta es la forma habitual de la distribucion de Maxwell-Boltzmann para las veloci-
dades, que se ilustra en la Fig. 1.2 para dos temperaturas diferentes y considerando
un gas de hidrégeno.

7x10°® —
. T=10'K —
exio? | [ T=10°K —
[
5x10°® | / \ m=my,
"e o 4x10®
o \
o, | \
= 3x108 1 | \
2108 | \
Figura 1.2: Funcién de distribucién x10® || \
de Boltmann de las velocidades para o / N
atomos de hidrégeno con T' = 10'K 0 2x10’ 4x10’ 6x10” 8x10’ 1x10®
y T = 106K. v[cm s'1]
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El maximo de la distribucién corresponde a v = v, que satisface la condicién
f'(v,) = 0, donde f’ denota df /dv. Por tanto

m\3/? mu3
f'(vy) = 4w (27rkT> <211p — k:Tp> exp (—mvp2/2k:T> =0,

por lo que 2 — mw}/(kT) = 0 resultando

2T
'Up = W

Por ejemplo, para temperaturas tipicas en el interior del Sol, T ~ 10°K y conside-
rando m = my, surge v, ~ 4 X 107cms™' < ¢, lo que justifica el tratamiento no
relativista.

Alternativamente, puede expresarse una distribuciéon en términos del nimero de
particulas dN con médulo de velocidades en el intervalo (v,v 4 dv) como

dN(v) = Nf(v)dv, donde /dN(v) _ /OOONf(v)dv — N/Ooof(v)dv _ N,
o en términos de n = N/V/,

dn(v) = nf(v)dv, /dn(v) = /Ooonf(v)dv =n,

donde n f(v) lo denotamos con n(v), y dn(v) = n(v)dv es el nimero de particulas por
unidad de volumen con velocidades en (v, v+ dv). Son representaciones equivalentes,
solo se modifica la condicién de normalizacién de la distribucion.

Se utilizan en forma alternativa la distribucién de probabilidad f, ntimero de
particulas N f y nimero de particulas por unidad de volumen n, en términos del
modulo del impulso, p = muw, en lugar del modulo de la velocidad. Para expresar la
distribucién de Maxwell-Boltzmann en términos del impulso, f(p), basta considerar
la invarianza de la probabilidad, f(p)dp = f(v)dv y por tanto f(p) = f(v(p))|dv/dp| =
f(v(p))/m.

La distribucion de Boltzmann suele expresarse también en términos de la ener-
gia E = mwv?/2. Denominando ®(E) a esta funcién de distribucion, debe satisfacer
O(E)dE = f(v)dv y por tanto

dv

®(E) = f(u(B)) |75 (E)

’ dE _ mw omE
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usando (1.8) para f que expresamos en términos de F,

322K 1

m
O(F) =47 | —— ey~ —E/ET
(B) =17 (507) o P (~E/AT).
que se reduce a
<I>(E)—2<1>3/2E1/2e (—E/kT) (1.9)
/T \kT P ’ ’

la cual se representa en la Fig. 1.3 para dos temperaturas distintas, expresando la
energia en Kev.

0.6

T=5x10"K ——
A T=1x10K ——
0.5 “1 \
a
0.4 \
=
3 \
X 03 \
g \
\é \
0.2} \
Figura 1.3: Funcién de distri- 01t
buciéon de Boltmann en térmi-
z _ O | | | | | | 1
nos de la energia con T' = 5 X 0 5 . 6 s 10 12 14 16 18
100Ky T=1x10"K. E [Kev]

El méximo de la distribucién ocurre en E, = kT'/2, que surge simplemente de la
condicién d®(E)/dE|g—g, = 0,

d® 2 [ 1\*? (kT -2E,
— =——= (= e e ~E,/kT) = 0.
dE’E:Ep VT <sz> ( 2kT Ep/? > exp (~Ep/kT) =0

El valor medio de la distribucién de energia es®

(E) = /OOo E®(E)E — \/2% (&)3/2 /OOO E*2 exp (—E/KT)dE,

y haciendo el cambio de variables x = E/kT, dv = dE /KT resulta

2kT [
:ﬁ ; %% exp(—x)dz,

3Ver inicio de la siguiente seccién.

(E)
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la integral

00 5 3
/ *? exp(—z)dx =T () =/,
0 2 4
por lo que el valor medio de la energia es
3
(E) = ikT' (1.10)

Recordando el valor de k ~ 1,38 x 10716 erg K71, si la expresamos en Kev siendo
1 erg ~ 6,242 x 10® Kev, la constante de Boltzmann resulta k ~ 8,61 x 1078 Kev K1,
Asi, para temperaturas tipicas en el interior del Sol, T' ~ 10" K, (E) ~ 1 Kev, como
se observa en la Fig. 1.3 para esta temperatura e indica claramente que la mayoria de
las particulas en el interior del Sol poseen energias del orden del Kev. Este resultado
serd de suma importancia cuando discutamos las reacciones nucleares que ocurren
en el interior estelar.

1.2.2. Derivacion de las ecuaciones de estado

Recordemos que dada una distribucién de probabilidad, f(x) con 0 < x < o0,
normalizada a 1, [;° f(x)dz = 1, el valor medio de la distribucién es

@)= [ ef @),

y similarmente el valor medio cuadratico,

(2% = /Ooo 22 f(x)dx.

En general, dada una funcién g(x) el valor medio de esta funcién serd

(9) = [~ g(a)f(@)do.

Si la distribucién no estd normalizada a 1, estas definiciones deben modificarse divi-
dendo el segundo miembro por la condicién de normalizacion, [5° f(z)dz.
Presion

Para determinar la presion a partir de una descripcién microscopica, consideremos
el escenario de la Fig. 1.4, en el cual una particula del gas (&tomo, molécula, electrén,
etc.) con impulso p incide sobre un elemento de superficie orientado d*S cuya normal
es n, siendo ¥ el angulo entre p y n; y supondremos que la colision es elastica. La
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d’Q

Figura 1.4: Representacién esque-
méatica de la colision eldstica de una

particula del gas con un elemento de
superficie orientado d?S.

componente normal del impulso de la particula que colisiona con d?S es p, = p-n =
—pcos ¥, mientras que esta misma componente después de la colision es p cos1}. Por
tanto la variacién de la componente normal del impulso es

Ap,, = 2pcos,

este sera el impulso transferido al elemento de superficie.

Esta transferencia de impulso corresponde a una tnica particula del gas. Consi-
deremos las particulas que inciden sobre d2S contenidas en el elemento de volumen
representado en la Fig. 1.4, d3x = d{¢d?S cos ¥, con d%S cos 1 el elemento de superficie
normal a p. Si n denota la densidad numérica del gas y v = p/m el médulo de la
velocidad de las particulas (que tiene la direccion de df), el nimero de particulas inci-
dentes en el intervalo de tiempo dt, siendo df = vdt, es >N = nd*z = nv cos 9d>Sdt.
Por tanto la variacion de la componente normal del impulso de las particulas que
poseen un impulso p (o velocidad v) y direccion Q = (19, ) serd d®p, = d>NAp,,

d®p, = 2pcosV X nv cos ¥d2Sdt = 2npuv cos? Yd?Sdt. (1.11)

Si g(£2)d?Q denota la probabilidad de que las particulas que inciden sobre d*S tengan
direccién © dentro del elemento de dngulo sélido d*Q = sin Ydiddep, la expresion (1.11)
deberd incluir esta probabilidad. Asimismo, si f(v)dv (o f(p)dp) es la probabilidad
de que la velocidad de las particulas esté en el intervalo (v, v+ dv), también debemos
introducir esta probabilidad en el computo del impulso transferido. Asi

d®p,, = 2npv cos® ¥ x g()d*Q x f(v)dvd*Sdt. (1.12)

Si suponemos isotropia, esto es, las particulas tienen la misma probabilidad de in-
cidir desde cualquier direccién, entonces g(£2) = 1/(47) y considerando sélo las que
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provienen de z > 0, integramos (1.12) sobre 0 < ¥ < 7/2,0 < ¢ < 27. Asimismo,
integramos sobre todos los posibles modulos de velocidades, 0 < v < oo, resultando

0o 2 /2
/ / d*p, = dp, = 2n / pof(v)dy — / dip / sin 9dy cos? 9d2Sdt.
Q Ju 0

Haciendo el cambio de variables u = cos ¥, du = — sin ¥d¥) con limites de integracion
u=1(=0)yu=0(J=m/2), calculamos las integrales sobre u y ¢,

o) 1 1 0o
p, = 2n/ puf(v)dv — 27r/ w?du d*Sdt = E/ puf(v)dvd*Sdt.
0 47 0 3 Jo
1/3

Siendo la presion la variacion de la componente normal del impulso por unidad de
tiempo y superficie, resulta finalmente

1 fo 1 oo
P = / v)vpdv = 7/ n(v)vpdv = 7/ n(p)vpdp. (1.13)
3 3 Jo 3 Jo

Si reemplazamos la distribucion de velocidades de Maxwell-Boltzmann (1.8) en
(1.13) resulta la ecuacion de estado (1.5). En efecto, siendo p = mw,

P o

donde (v?) denota el valor medio cuadrético de las velocidades,

m \3/2 oo
(v*) = 4 (27rkT> /0 vt exp (—mv2/2kT) dv

llamando a = m/2kT, podemos escribir

(v?) =47 (W>3/2/0 vt exp (_sz) dv,

y siendo
= 37 a\32 37 3
4 _ 2\ a _ 2
/0 v exp( )dv S/ — <U>—47T(7T> S5 = oa”
con a = m/2kT resulta
3kT
%= —— 1.14
o) = 2L (1.14)

que reemplazado en la expresién para la presiéon obtenemos P = nkT.
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Esta ecuacién de estado es de amplia aplicacién en la mayoria de sistemas as-
trofisicos que presenten muy bajas densidades y temperaturas relativamente altas.
Posteriormente discutiremos esto con mas precision.

Energia interna

La energia interna de un gas mono-atémico, U, es la energia cinética media de
las particulas por tanto si el gas contiene N particulas y E(v) = mv?/2,

U= N/OOO F(0)E(v)dv = N/OOO f(v>m2“2dv ~ sz /OOO F(o)*dy = N2m<v2>,

utilizando (1.14), resulta inmediato que

lI:zA%T, (1.15)

que coincide con (1.10) para una unica particula, por lo que U/N = (E). Por lo
tanto, para un gas ideal,
20 2
=2_== 1.16
3V 3" (1.16)
donde uw = U/V es la densidad de energia. Notese que esta relaciéon es independiente
de la distribucién f(v) que obedezcan las particulas del gas, pues

mN mN

P=—% = —(* U=—.
En cambio si depende del estado cinético de ellas, pues si v < ¢, las expresiones que
hemos utilizado de p y E en términos de v dejan de ser validas como veremos en las

préximas secciones.

1.2.3. Calores especificos para un gas ideal

Habiendo justificado la validez de la ecuacién de estado (1.5) para gases clasicos
y derivado una segunda ecuaciéon de estado (1.15) que relaciona la energia con la
temperatura, a partir del primer principio de la termodindmica (1.4),

dU = dQ + dw’

podemos derivar el calor especifico a volumen constante para un gas mono-atémico
y no relativista, definido como
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8@)

Cy=—1] .

ar J.,

Siendo dW = —PdV = 0 por ser un proceso a volumen constante, es

dU = dQ = CydT,
y de (1.15), U = 3NET'/2, resulta

dU = gNk:dT = CydT — Cy = ;)Nk:.

Asimismo, definimos el calor especifico a presion constante como
¢ GQ)
P = o5 )
aT ) ,

que podemos relacionarlo con Cy utilizado el primer principio de la termodinamica

dU =dQ — PdV — CydT = CpdT — d(PV),

donde hemos usado que dU = CydT, dQQ = CpdT y, siendo un proceso a presion
constante PdV = d(PV). De la ecuacién de estado (1.5), d(PV) = NkdT y asi

(Cp — Cy — Nk)dT =0,

por lo tanto

5 Cp 5
_ = Nk = —Nk = = _, 1.1

1.2.4. Proceso politrépico

En la seccién anterior definimos calores especificos para dos procesos particulares
en el espacio termodindmico, uno a volumen constante y otro a presion constante,
no siendo d@) un diferencial exacto, obtuvimos resultados diferentes en cada caso.
Ahora nos ocuparemos de los procesos que den lugar a

dQ

Yl
con C' constante. De hecho, esta expresion es la definicién general de calor especifico
(sin particularizar ningin proceso especifico) y exigiremos que este sea constante.

C,
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Busquemos entonces las relaciones entre las variables termodindmicas (o trayectorias
en el espacio termodindmico) que dan lugar a un proceso como este, denominado
politropico. Nuevamente, del primer principio de la termodindamica

NET
AU =d@Q — PdV, — CydT' =0CdT — ‘];dV,

donde hemos utilizado la ecuacién de estado (1.5) para reemplazar P. Por (1.17),
Nk = Cp—cv, asi

dT av dIr  Cp—CydV
Cy —C)—==—-(Cp—-Cy)—, = —+———=—7=0.
(Cy )T (Cp V)V, T+CV—CV
El factor que multiplica a dV/V lo reescribimos de la siguiente manera
Cp—Cy Cp+C—-C-Cy Cp—C_1
Cy—C Cy—-C Oy —-C ’
introduciendo el indice politropico
Cp—C
=%t >~
Cy —C’
la relacion entre T'y V', siendo I' constante, resulta
ar d
— + (- )l =0, —» dmT+ (T -1)dlnV=0 — dn (TVH) = 0;
T Vv
por lo que finalmente obtenemos
TV = cte. (1.18)

Utilizado la ecuacion de estado (1.5), reemplazamos T" = PV/Nk, y siendo Nk
constante, resulta

PV = cte 0 P pt, (1.19)

donde hemos hecho uso de que el volumen y la densidad son variables inversas. Y si
en (1.19) reemplazamos V = NkKT'/ P,

T r
P (P) = cte,
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PYETT = cte. (1.20)

Las relaciones (1.18 - 1.20) son las ecuaciones que satisfacen las variables termodi-
namicas para un proceso politrépico.
Consideremos ahora casos particulares de un proceso politrépico

= Proceso adiabdtico: proceso a entropia constante, dS = 0 — d@Q = 0 por lo
que C =0y

_Cp—C _ Cp

roor-%_“r_
Chr—C Cy

= Proceso isotérmico: proceso a temperatura constante, d7" = 0 por lo que C' —
0y

. Cp—C
P=dneg—c="

También puede verificarse que los procesos a volumen y presiéon constantes son
casos particulares de un proceso politropico.

Las ecuaciones (1.18 - 1.20) son validas para un gas ideal (pues hemos hecho
uso de las ecuaciones de estado de un gas ideal) y, en particular para un proceso
adiabatico, obtuvimos que I' = v = 5/3 para un gas mono-atémico y no relativista.
Estas relaciones pueden no resultar aplicables en un gas genérico, por lo que las
generalizaremos para un gas arbitrario adiabdtico, de la siguiente manera

PV = cte, Pl — e, TV = cte, (1.21)

donde, en general, los exponentes I'; seran distintos como discutiremos més adelante;
para un gas ideal mono-atémico o que se comporte como tal, se cumple I'y = T'y =

Como hemos encontrado dos ecuaciones de estado para un gas ideal (1.5) y (1.15),
siendo N constante, podemos entonces calcular la entropia de un gas ideal. Del primer
principio de la termodinamica

NET
dU =TdS — PdV — CydI'=TdS — ‘];dV,

donde reemplazamos nuevamente P = NET'/V, dividiendo por Ty reemplazando
Nk =Cp—Cy
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dT % ds | 4T dv
S = Oy 4 (Cp — o)L __1 2 e
v T O =0T o e T T Ty

habiendo utilizado que Cp/Cy = ~; integrando esta tltima entre el estado inicial
donde T' =Ty, V =V} hasta otro donde las variables toman los valores T', V'

S — 8y = NkIn (VT0D) = NkIn (VoTy/07Y) (1.22)

donde Sy es la entropia en el estado inicial. De esta expresion para la entropia recu-
peramos la relacion entre V' y T para un proceso adiabatico, pues dS = 0 implica
que

VTY0D = cte — TV~ = cte.

1.2.5. Mezcla de gases ideales

En un sistema astrofisico como una estrella o medio interestelar no habra un tnico
tipo de particulas constituyentes del gas, sino que existird una mezcla de atomos,
iones, electrones que integran el gas estelar.

Si existen r especies diferentes de particulas en un elemento de volumen macros-
copico V', con densidad numérica n; = N;/V, cada una de ellas contribuird a una
presion parcial

B:nlkT, izl,...r,

y de acuerdo a la ley de Dalton, la presion total serd la suma de cada contribuciéon
individual

T ' T NKT
P = ZP,; = ZnikT: k:TZni =nkT = ———,
i=1 i=1 i=1 4
donde la suma se hace sobre todas las especies presentesenel gasyn =3, ;n;, N =

,

Una expresion mas conveniente para la presion total se obtiene a partir de consi-
derar que la mezcla contiene particulas de masa m; y que presentan un abundancia,
n;

donde p es la densidad total de la mezcla de gases. En otras palabras, n; es la fraccion
de la densidad total que corresponde a la especie . Reemplazando en }>!_; n;, n; por
n;p/m; resulta
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r
ZﬁimHa

=1 T

P:pk;TZE:pk—T

i=1 i My

donde mpy es la masa del atomo de hidrégeno. Si introducimos el peso molecular
medio, u, tal que

1 r
- = ZﬁzmHa

o= My

la ecuacién de estado para una mezcla de gases ideales resulta

_ pkT
pm
El peso molecular medio i dependera de la posicion en una estrella a través de las
variables termodindmicas, como la temperatura, la presion y la composicién quimica
(C), que son las que en definitiva determinarén, entre otros, el grado de ionizacién,
por tanto p = u(7T, P,C).
Una expresion astrofisica muy simple de p se obtiene a partir de considerar que,
en una estrella, los principales constituyentes del gas son

P (1.24)

» Hidrégeno (H) completamente ionizado;
= Helio (He) completamente ionizado;

» Elementos mds pesados (Z) que el Helio completamente ionizados.

Si denotamos con Z el nimero atémico y A el peso atémico, y con x = ny,y =
NHe, 2 = Ngz, las abundancias relativas de cada uno de los elementos mencionados
respectivamente, podemos establecer facilmente las siguientes densidades numéricas
de cada especie de acuerdo a (1.23), n; = n;p/m;

» ny = N° de nicleos de H por unidad de volumen: xp/my;
» ny. = N° de nicleos de He por unidad de volumen: yp/4my;

» ny = N° de nicleos de Z por unidad de volumen: zp/Amy.

Asimismo debemos contemplar los electrones liberados por cada dtomo de H, He y

Z

Y

= n.y = N° de electrones de H por unidad de volumen: xzp/my;
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» nepe = N° de electrones de He por unidad de volumen: 2yp/4my;

» n.z = N° de electrones de Z por unidad de volumen: Zzp/Amy.

Suponiendo Z ~ A/2 y z < 1 para A > 4, la densidad numérica total, n, seré la
suma de las densidades numéricas parciales

y oz Yy Zz> p < 3 z> p
= =4+ — S — ) — =2 - = —.
n (x+4—|—A+az+2—|—A p— x+4y+2 p—

Con la condiciéon de normalizacion z + y + z = 1 esta ultima puede escribirse como

<1+3 +1> o
n=\-+-cx+-y)—.
2 T2t T4 g

Siendo que P = nkT = pkT /pumy resulta

n=">_ (1.25)

KM g
y obtenemos de la relacion anterior

1 1 3 1

L2 + Qx + 4y.
Por ejemplo, para una estrella de hidrégeno puro ionizado es x = 1,y = 0 y resulta
i = 1/2, mientras que para una estrella de helio puro ionizado es x = 0,y = 1y
por tanto u = 4/3. A medida que una estrella va transformando elementos livianos
en mas pesados el peso molecular medio aumenta. Esta expresiéon para u, que es
una aproximacion habitual para las estrellas, no depende ni de 7' ni P cuando existe
ionizaciéon completa.

De (1.25), si consideramos un elemento de volumen macroscépico V' de masa m

que contiene N particulas, siendo n = N/V y p = m/V, resulta naturalmente

N=—— (1.26)
pwmpy

relaciéon que utilizaremos mas adelante. En particular si, en lugar de los calores

especificos discutidos anteriormente, utilizamos los calores especificos por unidad de

masa, ¢, = C,,/m, ¢, = C,/m, y siendo por (1.17), C,—C, = Nk, de (1.26) obtenemos
k 3k 5k

Cp— Cp = —, Cp = ——, Cp = ——. 1.27
8 g 2 pmpy " 2umy (1.27)
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1.3. Radiaciéon y materia

Hasta el momento solo hemos considerado la termodinamica del gas estelar o del
medio interestelar. En los sistemas astrofisicos, ademas de gas, existe un campo de
radiacién o gas de fotones que contribuyen a la presion y a la energia. Mas adelante
en este curso (Seccion 5.5) justificaremos las ecuaciones de estado que consideraremos
en esta seccién.

Para un gas de fotones contenido en un elemento de volumen macroscopico V' a
una temperatura uniforme 7' la presién y la energia satisfacen

Prad = ;&T47 Urad = U‘l”;d
donde a = 40/c es la constante de radiacién y o la constante de Boltzmann, y obser-
vamos que la relacién entre la presién y la densidad de energia, Prag = traq/3, difiere
de la de un gas ideal no relativista, precisamente porque los fotones son particulas
relativistas.

Con estas dos ecuaciones de estado podemos calcular la entropia de un gas de
fotones en equilibrio. Del primer principio de la termodindmica

=aT*, (1.28)

dUrad = TdSrad - Pradd‘/a — TdSrad = d(uradv) + Pradd‘/a
1
T
y utilizando (1.28) resulta

1 1
dSrad = (duradv + uraddv + Praddv) = *Vdurad + *(urad + Prad)d‘/a

T T

4
dSpaq = 4aT?VdT + gangV
Siendo dS;,q un diferencial exacto, debe satisfacerse

as rad
oT

) = 4aT?V, = —aT?, (1.29)
\%4

de la segunda de estas relaciones podemos integrar respecto de V' con T' constante, y

4
Srad = gaT?’v +C(T),

donde C(T') es una constante de integraciéon que puede depender de T'. Derivando
esta ultima expresién respecto de T, el resultado debe coincidir con la primera en
(1.29)
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aSrad 2 dC'
= 4aT —
T )V VT
por lo que dC'/dT = 0 y resulta una constante independiente de 7. Finalmente, la

entropia de un gas de fotones es

4
Srad = gaT?’v +C. (1.30)

Recordando las relaciones entre las variables termodindmicas para un gas arbitrario
sometido a un proceso adiabatico (1.21), en particular TV™~1 = cte, de (1.30)
observamos que para un gas adiabatico de fotones dS;.q = 0 implica

T3V =cte — TV = cte, I's=—.

Se deja como ejercicio mostrar que para la radiacion I'y = Ty = 'y = 4/3.4
Como senalamos al comienzo de esta seccién, tanto el gas como la radiacién
contribuyen tanto a la presiéon como a la energia, siendo

NKT 1
P = Pg+Prad:T+§aT4,
(1.31)

3
U = Uyt Una=5NKT + aT*V,

donde el subindice g denota la presién y energia del gas, e introducimos el pardametro

ﬂ _ & 1— 6 _ Prad
P’ P’
que representa la contribuciéon relativa del gas a la presion total. De esta forma,
P = P,/ y podemos escribir la ecuacién de estado

NET  pkT
1% Bumy’
que formalmente equivale a considerar la ecuacién de estado de una mezcla de gases

ideales con un peso molecular medio Su < u, donde 3 variard con la posicion en la
estrella a través de las variables termodindmicas.

P =

(1.32)

1En TV1/3 = cte utilizar la ecuacién de estado para Praq (1.28) y relacionar P,q con V' y luego
Prag con T.
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A partir de (1.31), la definicién de 5y (1.32) podemos expresar la ecuacion de
estado para una mezcla de gas ideal y radiacion en términos de la presion total y la
densidad. De P.q = (1 — )P, escribimos

1 3(1—
—aT*=(1-B)P, — T'= MP,
3 a
utilizando esta expresién para 7' en la relacién para la presién del gas P, = P,

<M>4:54P4 _ P4:< pk )43(1—6)R

Hwmp w3 a

que nos conduce a la relacion

4/3 _ 1/3
o (ﬁﬂ) (3(1@ 6)) e (1.33)

Si /3 es constante, el factor delante de p*/3 es una constante, , y obtenemos la relacién
P = kp*/?, que se conoce como modelo de Eddington.

Consideremos ahora una mezcla adiabatica de gas y radiacion y determinemos
los correspondientes indices adiabéticos definidos en (1.21). Para esta mezcla debe
satisfacerse que

TdS = dU + PdV =0 (1.34)

por ser adiabatica. De la segunda en (1.31)

dU = dU, + d(uraqV) = CvdT + 4aT?*VdT + aT*dV,

el primer término, con ayuda de (1.32) lo reescribimos como

PV3 Cy AT 1 dT

Cydl =Cy—=dl' = —Y __BPV— = — 3PV —

v Y NkT CP—CVB T 7—15 T’
N——

1

donde hemos usado que Cp — Cy = Nk y Cp/Cy = ; el segundo término de dU
también lo reescribimos como

1 T T
4aT3VdT = 12 <aT4> Vd— =12(1 - 5)Pvd—,
3 T T
P
rad

donde reemplazamos P,,q por (1— () P; similarmente, el altimo término en dU resulta
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1
oV = 3 (3aT4) dV = 3(1 — B)PdV.

Por tanto
1 ar T
dU = ——pBPV— +12(1 — B)PV — 1—-p3)Pd
U= APV e +12(1 = 5PV 31— B)PaV,
reemplazando en (1.34)
1 dar T
ﬁBPV? +12(1 - B)PV? +3(1 = B)PdV + PdV =0,

dividiendo toda esta expresion por el producto PV y multiplicando por v — 1, escri-
bimos

B+12(1 = 6)(v—=D]dInT + [(4—35)(y —1)]dInV = 0. (1.35)
Esta relacion puede reescribirse como
81nT> (=380
oV ),  B+121-6)(y—-1)

donde S es constante por ser una mezcla adiabatica. Recordando de (1.21) la relacion
entre Ty V para un proceso adiabatico en un gas arbitrario

InT
TVt =cte — IT+T3—-1)InV =cte — F3—1:—212V>S.

Por lo tanto

(4-35)(yv—1)
B+12(1-8)(y—1)
Es inmediato verificar que en los limites I'y = v = 5/3 para = 1 (solo gas) y
I's = 4/3 para 8 = 0 (solo radiacion).

De (1.32) resulta dln P + dInV = dInT por lo que podriamos reemplazar en
(1.35) dInT y hallar I'; y similarmente I's.

La Fig. 1.5 muestra el comportamiento de los tres indices en funcién de $ donde
observamos que para los valores limites, los tres coinciden, en todo el dominio se
cumple que T'y > T'3 > T'y pero siempre 4/3 < T'; < 5/3. Estos indices juegan un
rol muy relevante tanto en el estudio de la estabilidad estructural de una estrella
asi como también en el transporte convectivo. En un curso de Interiores Estelares se
profundizara sobre estos aspectos.

F3:1+
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17

Figura 1.5:  Indices

adiabaticos en fun-

cion del parametro

B, tomada del libro

0.0 02 04 06 08 10 Theoretical Astrophy-
p sics de M. Guidry.

13

1.4. Materia degenerada

Al introducir el concepto de gas ideal, exigimos que las densidades sean bajas y
las temperaturas altas de manera que la distancia inter-particula sea mucho mayor
que la longitud de onda de de Broglie asociada a cada particula del gas. En efecto,
si n es la densidad numérica del gas, la distancia inter-particula d ~ n~/3. Por otra
parte Ag = h/p definida en (1.6), puede reescribirse en término de la energia de las
particulas, F = p*/(2m)®, como

h
As omE’
donde m es la masa de las particulas del gas. Si el gas se encuentra a una temperatura
T, la energia cinética media (cldsica) por particula, de acuerdo a (1.10) es (E) =
U/N = 3kT/2, por tanto si adoptamos F = (E), la longitud de onda de de Broglie

(térmica) resulta

h
Ap = —— 1.36
B BmkT (1.36)

Para un gas ideal, la condiciéon d > A\p, implica n=! > \%;
1
n <K E(Zﬂka)?’/z. (1.37)
Esta desigualdad establece condiciones para la densidad y la temperatura, esta tltima

debe ser lo suficientemente alta para que (1.37) se verifique y asi se justifique el
tratamiento clasico del gas.

5Recordar que la energia es solamente cinética.
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Siendo el gas estelar esencialmente iones y electrones, notemos que Ag depende
de la masa de las particulas y siendo my ~ 1800m,, resulta entonces que Ag(H) <
0,025 (e) por lo que 0,02Ag(e) es una cota superior para la longitud de onda de de
Broglie para los iones. Alternativamente, para un n dado vemos que (1.37) puede no
satisfacerse para m = m, pero si para m = my, pues difieren en un factor ~ 8 x 10%.
Ahora bien, si esta condiciéon no se cumple, debemos hacer un tratamiento cuantico,
en principio para los electrones. En efecto, para densidades tipicas de estrellas del tipo
solar, (1.37) se satisface claramente, sin embargo para enanas blancas con densidades
medias 2> 10% g cm ™3, deja de valer para los electrones pero se mantiene para los iones.

Por los argumentos senalados en el tltimo parrafo, nos ocuparemos exclusiva-
mente de los electrones. Para ello consideremos nuevamente la distribucién clasica
de Maxwell-Boltzmann f(v) definida en (1.8 -1.9), méas precisamente en la distri-
bucién de impulsos, p = mcv, con f(p) = m_ ' f(p/m.), que de ahora en mas la
denotaremos f(p). Suponiendo que fuese una descripcién véalida, observamos que al
decrecer la temperatura (manteniendo constante la densidad numérica), los electro-
nes decrecen sus impulsos o energias, y cuando 7" — 0, la distribucion de impulsos
f(p) oc T=3/2 exp (—p?/2m.kT) — 0y por tanto la presion P — 0. En otras palabras,
los electrones tienden a concentrarse alrededor del origen del espacio de impulsos e
intentaran ocupar los minimos niveles de impulsos o energias posibles.

Clasicamente no existe restricciéon alguna al tamafio minimo de un elemento de
volumen en el espacio de fases que puede ser ocupado por las particulas de un sistema.
En cambio, en mecanica cudntica el principio de incerteza de Heisenberg impone una
limitacion a la celda minima de este espacio, pues al ser Ax;Ap; > h, parai = 1,2, 3,
donde h es la constante de Planck, el producto de estas tres condiciones establece
que

Brd®p > h3,

por lo que h? es la celda minima de volumen en el espacio de fases.

En mecanica cuantica, a diferencia de la mecéanica clasica, las particulas son
indistinguibles. Al tratar una coleccién de particulas, es posible demostrar que la
funcién de onda correspondiente a esta coleccion debe ser simétrica o antisimétrica
(respecto al spin) frente al intercambio de pares de particulas .

Ademas puede establecerse una relacién (esencialmente empirica) entre la simetria
de la funcién de onda y el spin de las particulas. Los electrones son particulas con spin
semi-entero (1/2), la funcién de onda correspondiente a una coleccién de ellos debe
ser antisimétrica, lo que conduce directamente al principio de exclusion de Pauli:
dos electrones no pueden estar en un mismo estado cuantico. Expresado en otros

6Ver apéndice.
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términos, dos electrones no pueden tener el mismo spin y la misma localizacion en el
espacio de fases. Resulta evidente entonces que si la desigualdad (1.37) no se satisface
por ser la densidad lo suficientemente grande y la temperatura baja, se podria violar
este principio. Si se tratase de particulas con spin entero (que son las particulas
portadoras de las interacciones fundamentales como por e€j. el foton, el gluén; y las
compuestas como la particula a) la funcién de onda de una coleccién de ellas resulta
simétrica, no aplica el principio de exclusion de Pauli y pueden ubicarse en un mismo
elemento de volumen del espacio de fases 7.

Concluimos entonces que en una celda elemental del espacio de fases a lo sumo
pueden existir g5 electrones, donde g, denota el nimero de electrones con estados
cudnticos diferentes en una celda de tamaiio k3. En este caso, g, = 2, un electrén
spin up y otro spin down, por lo que si d® N denota el ntimero de electrones en un
elemento de volumen del espacio de fases d*zd®p, centrado en (x, p) debe satisfacerse

d°N(x,p) = h23 (x,p)d*zd’p, (1.38)
donde f(x, p)d3xd®p da cuenta de la probabilidad de que los electrones se encuentren
en el punto (z,p) dentro del elemento de volumen d*>zd’p; f(x,p) debe necesaria-
mente incluir la restriccion que impone el principio de exclusion de Pauli, por lo
que f < 1. En caso contrario, si se tratase de particulas con spin entero, f(x,p)
no tiene esta restriccion. Por tanto la distribucién f(x,p) es la que determina el
numero de particulas dentro de un elemento de volumen del espacio de fases. En otro
sistema aplicard también (1.38) para el nimero total de particulas en un elemento
de volumen d3zd>p, su densidad serd (g,/h?)f, donde g, es el ntimero de estados
cuanticos diferentes para la celda unidad y f la distribucion correspondiente a la
naturaleza de las particulas involucradas. Esta distribucién dependerd en general de
dos parametros a y (3, que surgen de buscar la configuracién mas probable sujeta a
las restricciones de conservacion del nimero de particulas y de la energia mediante
el método de multiplicadores de Lagrange. Estos parametros pueden expresarse en
términos del potencial quimico y la temperatura; « = —u/kT, = 1/kT.

Concluimos asi que (1.38) es una relacién absolutamente general que utilizaremos
en lo que sigue y en en Capitulo 5 para derivar la densidad de energia de un gas de
fotones (ver discusion en el apéndice).

En un elemento de volumen macroscopico del espacio de configuraciones, V', f no
dependera de x, solo de |p| = p a través de la energia, tal como ocurre en Maxwell-
Boltzmann®. Por lo tanto integramos (1.38) sobre el espacio de configuraciones a V

"Ver apéndice.
8Siempre que no existan agentes fisicos que determinen una direccién privilegiada como campos
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resulta

2
@N(p) = 15/ ()Vd’p, (1.39)
y si consideramos el nimero de electrones por unidad de volumen (del espacio de
configuraciones) n = N/V, (1.39) se reduce a

2

= ﬁ (p)dgp, (140)

d’n(p)
donde d*n(p) es el nimero de electrones por unidad de volumen con impulso p dentro
del elemento de volumen del espacio de impulsos d®p.

De la misma forma en que procedimos con anterioridad con la distribuciéon de
Maxwell-Boltzmann, utilizamos coordenadas esféricas en el espacio de los impulsos
y d3p = p*dp d*Q, donde p es el médulo de p y d*Q es el elemento de dngulo sélido
correspondiente. Si integramos (1.40) sobre todos los dngulos obtenemos

2 _
dn(p) = s547p [ (p)dp = n(p)dp, (1.41)
donde dn(p) = n(p)dp es el nimero de electrones por unidad de volumen con médulo
del impulso entre p y p + dp y n(p) su distribucién,

() = S F (). (142

Los electrones (que son fermiones, como los protones y neutrones) obedecen la
estadistica de Fermi-Dirac que contempla el principio de exclusién de Pauli, siendo

su distribucién )

ORI e

donde f(p) = f(E(p)), con E = p*/2m, y —oco < u < oo es el potencial quimico, que
en esta formulacién lo consideramos como un parametro de degeneracion. En efecto,
si u/kT > 1,

exp [(E(p) — 1) /KT) = exp (E(p)/KT) exp (—/kT) < 1,

y f(F) = 1 para todas las energias fisicamente razonables; este limite corresponde a
una degeneracion fuerte, todos los estados cuanticos estan ocupados. Por otra parte,
si pu/kT < —1,

exp [(E(p) — p)/kT] = exp (E(p)/kT) exp (—pu/kT) > 1,

eléctricos o magnéticos

f(E(p)) (1.43)
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el +1 en el denominador en (1.43) puede ignorarse y en este caso la funcién de distri-
bucién, puramente exponencial, coincide con la de Maxwell-Boltzmann (se justifica
en el apéndice a este capitulo).

De (1.41) y (1.43) puede establecerse una relacién directa entre p y la densidad
numérica de electrones n, integrando sobre todos los impulsos

_ 87?/00 p*dp
h3Jo  expl(E(p) — p)/KT] + 1

n

(1.44)

Para evitar violar el principio de exclusion, los electrones en un gas denso y
frio deben poseer mayores impulsos que los que tendrian clasicamente de acuerdo a
Maxwell-Boltzmann. Como la presion, dada en (1.13) es

P= g/ooo f(v)pvdv = :1))/000 n(p)vpdp, (1.45)

mayores impulsos implican mayores presiones. Esta fuente de presion puramente
cuantica es lo que se denomina presion de degeneracion.

Desafortunadamente ninguna de las dos integrales (1.44), (1.45) admite solucién
analitica, por lo que consideraremos una aproximacion extrema, de maxima degene-
racion que tal como discutimos mas arriba se presenta a temperaturas muy bajas y si
consideramos el limite cuando T' — 0, definimos la energia de Fermi, E; = pu(T = 0)?
y la distribucién de Fermi-Dirac (1.43) toma la forma

, 1 B
0 o [(Bp) — Ep) /AT 11

donde H(E(p) — Ey) es la funcion de Heaviside (1 si E(p) < Ey, 0 si E(p) > Ey)
que se representa en el panel izquierdo de la Fig. 1.6 en color azul. Las otras dos
curvas corresponden a la distribucién de Fermi-Dirac f, dada por (1.43), para dos
temperaturas 75 > T} > 0, siendo la curva roja la correspondiente a 75 y la magenta
aT).

En este limite, todos los estados con E(p) < E; se encuentran completamente
ocupados, justamente E se define habitualmente de esta manera, como el nivel méas
alto ocupado por un sistema de fermiones a T' = 0 K. En esta situacién se dice que
el gas de electrones se encuentra completamente degenerado.

H(E(p) — Ey) (1.46)

9El potencial quimico est4 relacionado con la energia de Fermi y la temperatura por la relacién
gy om (KT wt (kT
E; 12\ E; 80 \ Ef
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Figura 1.6: Izquierda: Distribucién de Fermi-Dirac para tres temperaturas diferentes, T =
0,77 > 0,75 > T7. Derecha: Representacién en el espacio de impulsos de la esfera de Fermi.

Con la energia de Fermi (cuya expresién derivaremos més abajo) es ttil definir
la temperatura de Fermi, tal que Ey = kTt y el impulso de Fermi, Ey = p?c/Qme
(clasicamente). Este dltimo impulso define la esfera de Fermi, el limite por debajo
del cual todos los estados en el espacio de impulsos estan ocupados, p < py como se
ilustra en el panel derecho de la Fig. 1.6.

La Fig. 1.7 muestra en forma comparativa, para una densidad electronica de p =
2x10* g cm ™3 la distribucién 7(p) definida en (1.42), correspondiente a la distribucion

Figura 1.7: (De notas de D. Page,
UNAM): Distribucién de Fermi-Dirac,
n(p), en lineas continuas y Maxwell-
Boltzmann, 7i(p) = nm_ 1 f(p/m.), la dis-
tribucién de Maxwell-Boltzmann para los
impulsos normalizada a la densidad nu-
mérica de electrones n, en lineas a tra-
zos, para n = 5 x 1027ecm ™3 (p = 2 x
1O4gcm_3) para tres temperaturas, T" =
2 x 107,2 x 10%,2 x 10° en negro, rojo y
azul respectivamente. La “linea de Pau-
li” corresponde a degeneracién completa

(n(p) = 8mp?/h?).
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de Fermi-Dirac (en lineas continuas) y la de Maxwell-Boltzmann (en lineas a trazos)
para tres temperaturas diferentes, T' = 2 x 107, 2 x 10%,2 x 10° K, donde observamos
que para la temperatura mas alta, ambas distribuciones practicamente coinciden,
mientras que para las otras dos temperaturas, las diferencias son apreciables. La curva
“linea de Pauli”, que corresponde al caso de degeneraciéon completa con f(p) =1 en
(1.42) para n(p), se aproxima muy bien con la distribucién de Fermi-Dirac para
T = 2 x 10° hasta p ~ 0,6 x 107"gecms™!, que para la densidad considerada, el
impulso de Fermi resulta p; ~ 107 gcms™!.

1.4.1. Ecuaciones de estado en degeneraciéon completa

En un gas de electrones completamente degenerado es simple derivar una ecuacién
de estado para la presion, pues si la distribucion de Fermi-Dirac es una funcion de
Heaviside H(E(p) — Ey), entonces f(p) vale 1 sip < pyy 0sip > py (ver Fig. 1.6
panel derecho) y se simplifica el computo de las integrales (1.44), (1.45), pues (1.42),

MMI%&W@

se reduce a

8 p? p < py

n(p) = (1.47)
0 p > py.

Asi la densidad numérica de electrones (1.44) resulta

8 &7 p°
_ d _ 7/ 2d rf
"= / Jdp = o PP T s
y por tanto
h (3n\/? L8
=5 (=) (1.49)
Siendo E; = pff /2m, surge inmediatamente que
h?  3n\?%/3
E; = — : 1.49
f 8me ( T ) ( )

Tanto el impulso como la energia de Fermi crecen con la densidad de electro-
nes, consecuencia directa del principio de exclusion de Pauli. Para un elemento de
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volumen macroscopico del gas de electrones, si el nimero de electrones aumenta,
necesariamente las particulas deberan ocupar mayores niveles de energia o impulso.

Finalmente, usando (1.45) y (1.47) podemos hallar la presién de un gas degene-
rado

1 oo 187 (rs D 8m

Po= [ e A 1.50
a=5 ), Apvdp=go5 [P dp = 1w (1.50)

~—~

y utilizando la expresién para p; (1.48) encontramos

h2 3 2/3

Py= = 5/3 P p’? 1.51
d 20m€(7r> " e (1.51)

donde p = pempn con p. el peso molecular medio de los electrones. En efecto,
haciendo un anélisis similar al que nos condujo a (1.24), considerando exclusivamente
electrones y con una composicion quimica equivalente, . = 2/(1+ z) ~ 1. Notemos
que en un gas de electrones con 7' — 0 existe una presion finita, mientras que en un
gas clasico P — 0.

Asimismo, se puede derivar la ecuacion de estado para la densidad de energia del
gas de la misma forma que lo hicimos con la distribucién de Maxwell-Boltzmann,
calculando la energia cinética media de los electrones por unidad de volumen, siendo
la energfa de un electrén E(p) = p*/2m., por lo tanto, de (1.47)

2
0o B o pT o 4m Pr oy A 5
u /0 p)ntp)dp = | 5 —np)dp = =g | Py = o mp;

que comparando con (1.50) resulta

P =—u,
3

igual que en un gas ideal.

La expresién para la presién derivada en (1.51) corresponde a una aproximacion
no relativista, pues hemos reemplazado v por p/m. en (1.50). De acuerdo a (1.48),
si la densidad es lo suficientemente elevada, py puede hacerse muy grande. En esta
situacion, debemos considerar las expresiones relativistas que relacionan la energia
(cinética) y la velocidad con el impulso,

oF
E = c\/p? + m2c2 — mc?, U:a—.
p
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Cuando el impulso es grande en comparacién con mc, podemos aproximar

E = pcy/1+ (me/p)? —mc®

R~ pc(l + ; (me/p)* — Elg(mc/p)4 +.. ) —mc?,

(1.52)

usando que /1 +x~1+x/2 —2%/8+....

A los efectos de derivar una expresién simple para la presion, consideramos el caso
ultra relativista que implica p > mc, por lo que despreciamos todos los términos en la
suma que involucran potencias en (mc/p) y la energia se reduce a E' ~ c¢(p—mc) = cp,
por tanto la velocidad, en esta aproximacién es simplemente v = 0F/0p ~ c.

Asi en el computo de P en (1.50) reemplazamos v /& ¢ y esta resulta

1 oo 18w [pr 187  ps 2mc
Pfre:*/ n dp = —— Sdsz/ 3d:747
d-rel = 5 | vpn(p)dp 370 Jo PP = 335¢ Jy PP = gyl
y reemplazando py obtenemos
he (3\'/3
Pd—rel = gc () n4/37 P x p4/37 (153)
T

ecuacién que aplica a muy altas densidades y que resulta més suave que (1.51) ya
que en este caso, la presion varia mas suavemente con la densidad que en el caso no
relativista.

De la misma manera que en el escenario no relativista, derivamos la densidad de
energia aproximando E = pc y obtenemos

8me [Pf 4 2me

o] B Df B
u= /0 E(p)n(p)dp :/0 pen(p)dp = —+ | pdp = ap,

que comparando con Py_ en la forma dada en la ecuacion anterior a (1.53), resulta

1

P = —u,

exactamente igual que para la radiacion.

Estas ecuaciones de estado son de aplicacion frecuente, como primera aproxima-
cién, en estrellas enanas blancas. Si bien es evidente que no estan a 7' = 0 K, una
temperatura central caracteristica es T ~ 107 K que es muy inferior a la corres-
pondiente temperatura de Fermi. Ciertamente, Ty = Ey/k donde E; estd dada por
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(1.49), resulta Ty ~ 10" K para p < 107gem™. En otros términos, las energias
o impulsos de los electrones a las temperaturas tipicas en una enana blanca resul-
tan mucho menores que la energia o impulso de Fermi respectivamente, por lo que
la aproximaciéon de la distribucién de Fermi-Dirac con la funcién de Heaviside es
plausible.

1.5. Regiones de dominio

En un plano logp — logT se pueden definir aproximadamente las regiones de
dominio de cada ecuacion de estado. Para ello definimos los limites donde las contri-
buciones de cada una son equiparables, a medida que aumentamos la densidad.

La presion total, de acuerdo a las discusiones previas, la escribimos como

P:Prad+Pi+Pea

donde P; denota la presiéon de los iones y para los cuales la degeneraciéon puede
ignorarse; P. es la presion de los electrones, cuya expresion depende del grado de
degeneracion. Para bajas densidades P+ P, = P,, siendo P, la presién de un gas ideal
definida en (1.24), donde ambos iones y electrones contribuyen de manera similar.
En cambio para altas densidades, P, =~ P, ~ P4, dada en (1.51), ya que la presién
de los iones puede despreciarse frente a la correspondiente a los electrones.

Comenzando con bajas densidades, tendremos contribuciones del gas ideal y de
la radiacién, por lo que igualando ambas contribuciones

KT 1 1 1 3k
Py=Paqg — 2 = ZaT* — logT = ~logp+ = log [ ], (1.54)
WM 3 3 3 WM

donde el segundo término es una constante. Este limite, que en el plano log p —log T
es una recta de pendiente 1/3, delimitard regiones donde dominard la presién de
radiacién o la presion de gas ideal. Y es un limite preciso, pues tanto las particulas
del gas como los fotones contribuyen en forma aditiva a la presion total, como hemos
discutido previamente, por lo que la igualdad (1.54) es correcta.

Al aumentar la densidad, el gas de electrones puede volverse degenerado y, como
la presion de radiacién no depende de la densidad, existird un limite entre la presion
de un gas clésico y la de un gas de electrones degenerados no relativista (pues el
limite relativista ocurre para densidades mas elevadas), por lo que igualamos
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pkT h? (3)2/3 5/3
g d pmg  20me(pemp )33 \ P

(1.55)

log T

Q

2 ph?
5 log p + log () :
3 ZOkmem?f’

donde hemos tomado p. =~ 1, despreciamos el factor numérico 3/7 y el segundo
término resulta nuevamente una constante. Debemos senalar aqui que la igualdad
(1.55) es una muy grosera aproximacién, pues estamos igualando la presién corres-
pondiente a un gas ideal con la de un gas de electrones completamente degenerado,
por lo que la recta de pendiente 2/3 en el plano log p — log T que delimita la regién
donde domina un gas clasico o un gas de Fermi es solo una estimacion.

Finalmente, a densidades atin mas altas, corresponde considerar cuando un gas
completamente degenerado se vuelve relativista. Por ello equiparamos (1.51) con
(1.53), ambas independientes de T y resulta

5mec 3 5cme s
Pd—Pdfrel — n~<2h> — meH(2h) , (156)

utilizando que p = p.mpn y donde esta también es una cruda aproximacion, pues
derivamos P,y_,, reemplazando v = c. Esta estimacion para la densidad electrénica
puede obtenerse también a partir de imponer que py ~ m.c de acuerdo a la discusion
dada en torno a (1.52). En efecto, de (1.48) para el impulso de Fermi, cuando py ~
mec, debemos considerar la aproximacion relativista y ello implica que

h /3n\'/? 2mec\>
=g (5) mme = nx (5

donde en estas estimaciones hemos aproximado nuevamente 3/m & 1, y observamos
que este valor de n es muy similar a (1.56).

En la Fig. 1.8 (panel izquierdo) se representan estas curvas en el plano log T'—log p,
donde se observa que a bajas densidades y altas temperaturas domina la radiacion,
mientras que a temperaturas entre 10° y 108K, al aumentar la densidad comienza a
dominar el gas ideal, luego la ecuacién de estado correspondiente a un gas degenerado
no relativista y finalmente, para densidades extremas, domina el limite relativista
(ER en la figura). Estas dos tltimas rectas se cruzan en p ~ 2 x 10%gem ™3, T =~ 10°K
por lo que el ligero cambio en la curva intermedia en torno a dicho valor resulta al
considerar la equiparacion entre la presion del gas P, y la de degeneracién relativista
Py_1a, que también arroja una recta de pendiente 1/3 en dicho plano.
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Figura 1.8: Las diferentes ecuaciones de estado en el plano log T'—log p para un composicién
quimica z = 0,70,y = 0,28,z = 0,02, [T] = K, [p] = gecm™3. En el panel derecho se
superponen en este plano cuatro modelos de estrellas de diferentes masas con la variacién
de la densidad y la temperatura desde la superficie hasta el centro (de D. Page, UNAM).

En el panel derecho se representa la marcha de la densidad y temperatura, desde
la superficie hasta el interior, en diferentes modelos estelares simples de 0,1,1,10 y
100Mg. Notese que para 1 < M < 10 los modelos muestran que en toda la estrella
puede utilizarse la ecuacién de estado de un gas ideal, mientras que para las estrellas
de menor masa, debe considerarse la degeneracién, excepto en las capas mas externas
donde la densidad es menor. Por otro lado, para las estrellas mas masivas la radiacion
es la que domina mayoritariamente, salvo en las regiones mas internas donde tanto
el gas como la radiacién contribuyen de manera similar.

Cabe sefialar que para T = 2x 107 K y densidad p = 2x10* g cm 3 puede utilizarse
la aproximacion de gas ideal para los electrones, lo cual esta en completo acuerdo con
lo que refleja la Fig. 1.6 (panel derecho), donde la distribucién de Maxwell-Boltzmann
y la de Fermi-Dirac son muy similares.
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1.6. Apéndice Capitulo 1

Aqui discutiremos, en forma simplificada, ciertas caracteristicas de los sistemas
de particulas cuanticas y, por otra parte, el limite clasico de las estadisticas cuanticas.

1.6.1. Sistemas de particulas

Consideremos un sistema de particulas, que para simplificar la notacién y pre-
sentacion, supondremos que solo consta de dos particulas. Sea ¥(1,2) la funcién de
onda que describe el estado estacionario del sistema, donde 1,2 denotan posiciones
y spin de las particulas: 1 = (@1, m41),2 = (T2, My2).

Una permutacion en la funcién de onda entre las particulas 1 y 2 no puede cambiar
el estado fisico del sistema, pues se trata de particulas indistinguibles, por lo tanto
¥(1,2)*(1,2) = (2,1)*(2,1), o equivalentemente,

(L2 = (2, 1. (1.57)

Si Py denota el operador permutacién entre las particulas 1 y 2, este deberd actuar
sobre la funcién de onda en la forma

P12¢(17 2) = eXP(ia)¢(2> 1)7

donde « es una fase, de manera que (1.57) se satisfaga. Es claro que si volvemos a
permutar, el sistema debe volver a su estado inicial, por ello Pj21(2,1) = ¢(1,2) y
resulta

]312(}5121/1(1, 2))=4(1,2), — exp(ia)exp(ia)(1,2) =1(1,2),

por lo tanto exp(2ia) = 1, siendo entonces exp(icr) = £1. Asi concluimos que una
permutacién solo puede dar lugar a una funcién de onda simétrica, ﬁlgw(l,Q) =
¥(2,1) o antisimétrica, Piotp(1,2) = —1h(2,1)

Exploremos entonces estas consideraciones sobre la simetria de la funcién de onda
de una coleccién de particulas. Supongamos que las dos particulas, 1 y 2, pueden
ocupar los estados a y b. Si las particulas son distinguibles, dos funciones de onda
diferentes describiran los dos posibles estados del sistema,

VY12 = Va(1)Y(2), Va1 = Va(2)1(1).

Si las particulas son indistinguibles, no podremos especificar en que estado esta el
sistema, 1,2 o 2,1, debido a que ambos son igualmente probables. Entonces escribi-
mos la funcién de onda como una combinacion lineal de ambos estados (normalizada
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a [1|* = 1). Si las particulas tienen spin entero, la funcién de onda debe ser simétrica
(respecto a la variable de spin),

1
s = ﬁ(%(l)%@) + a(2)5(1)).

Por el contrario, si las particulas tienen spin semi-entero, la misma resulta antisimé-
trica y escribimos

1
a =75 Wa(1)¥r(2) = %a(2)va(1)).

Colocamos ahora ambas particulas, 1 y 2, en un mismo estado, a por ejemplo. Si son
distinguibles, ¢ 2 se reduce a Yy = 1,(1)1,(2) v la densidad de probabilidad sera

[nl? = ¥ionr = ¥ (1) (2)va(D¥a(2) = [Ya (1)1 [¥a(2)]%,

que aplica en el caso de particulas clasicas que obedecen la distribucion de Maxwell-
Boltmann. Si las particulas son indistinguibles y con spin entero, ®g es g =
V214(1)1,(2) resultando una densidad de probabilidad

[¥al" = 2[ta(1) e (2)* = 2l¥nl”.

En cambio, si las particulas tiene spin semi-entero, de 14 obtenemos ¥ = (1,(1)1,(2)—
1q(2)14(1))/v/2 = 0 y por tanto la densidad de probabilidad se anula. Resulta evi-
dente entonces que es imposible encontrar dos particulas con spin semi-entero en un
mismo estado.

1.6.2. Diferentes estadisticas y el limite clasico
Como hemos discutido previamente, la relacion (1.41), que reescribimos

_ 9

73 dmp” f(p)dp = (p)dp, (1.58)

dn(p)
brinda el niimero de particulas por unidad de volumen con impulso entre (p,p+ dp),
donde en caso de tratarse de electrones g; = 2.
La distribucién f(p) = f(E(p)) depende de si se trata de un gas clésico o cuantico,
y en este ultimo caso, del spin de las particulas involucradas. Hemos senalado que
esta funcion dependerd de dos parametros que relacionamos con la temperatura y el
potencial quimico. La funciéon f(E(p)) puede escribirse en general en la forma

1
exp [(E(p) — p)/KT] + 6’
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donde 0 = 1 para la estadistica de Fermi-Dirac; 6 = —1 para la de Einstein-Bose y
0 = 0 para la de Maxwell-Boltzmann.

Mostremos que efectivamente la distribucién de Fermi-Dirac (al igual de que de
Einstein-Bose para particulas masivas) converge a la de Maxwell-Boltzmann en el
limite cuando u/kT < —1.

De la relacién (1.44) para la densidad numérica de particulas para la distribucion

de Fermi-Dirac
 gsdm /°° p*dp
B3 Jo expl(E(p) — p)/kT] +1

si despreciamos en el denominador el 1 frente a la exponencial si p/kT < —1 de
acuerdo a la discusion dada cuando introdujimos esta distribucion, teniendo en cuenta
que el grado de degeneracién de las particulas clésicas es g; = 1 en lugar de g, = 2 que
corresponde a los electrones con las dos orientaciones del spin y siendo E(p) = p?/2m,
resulta

4 o)
n= h—z exp (u/kT) / p*exp (—p®/2mkT)dp.
0
Introduciendo el cambio de variables
dp

T = ——, dr = ——
2mkT

obtenemos

_47r

n—h3

exp (uu/kT)(2mkT)3/? /Oo v% exp (—a?)dw,
0

V)4
que nos permite derivar explicitamente una expresion para el potencial quimico en
funcién de la densidad y la temperatura,

nh?3 L nh?
kT) = —— s —=ln|——us .
exp 1/ kT) (2rmkT)3/2 © KT ((27?ka)3/2>
De (1.58) para dn(p) con gs; = 1, en esta aproximacion escribimos

4
dn(p) = 55 exp (n/ kT)p” exp (—p*/2mkT)dp,

y reemplazando la expresion para exp (u/kT) surge naturalmente

3/2
dn(p) = 4mn ( ) p*exp (—p?/2mkT)dp,
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que es la distribucion de Maxwell-Boltzmann en términos del impulso.
Notemos que la condicién impuesta para arribar a esta expresion, u/kT < —1,
implica
nh? ) (2rmkT)?/?
QrmkTy2 S5 PSS T
que, a menos de un factor numérico del orden de uno, coincide con (1.37), que
obtuvimos a partir de imponer la restricciéon que la distancia inter-particula debe ser
mucho mayor que la longitud de onda de de Broglie térmica de las particulas clésicas.
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Capitulo 2

Teoria del potencial

En una estrella o en el medio interestelar ademas de gas y radiacion, la gravedad
juega un rol preponderante tanto en el proceso de formacién estelar como durante la
mayor parte de la vida de una estrella, equiparando las fuerzas de presion del gas y

la radiacion. En este capitulo describiremos entonces, con cierto rigor matematico,
la interaccion gravitatoria.

2.1. Ley de gravitacion universal

De acuerdo a Newton, la interaccién gravitatoria se rige por una ley natural, la
ley de gravitacion universal.

m

1 F12 m,
J >
b's X, .
1 Figura 2.1: Dos masas puntuales
mq, Mo, localizadas en x1, T2 respecti-
° vamente respecto a un sistema inercial

O en interaccién gravitatoria.

Esta ley nos dice que dos masas puntuales m; y ms localizadas en los puntos a;
y @2 respecto a un origen O de un sistema inercial (ver Fig. 2.1) experimentan una

fuerza atractiva Fio = —Fy;, donde Fj; es la fuerza sobre m; y esta dada por
T, —x
Flg = —Gmlmg( ! 21 (21)
|1 — |
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donde G es la constante de gravitaciéon universal. La fuerza gravitatoria que ex-
perimentan m; y msy tiene la direcciéon del vector que las une y es inversamente
proporcional al cuadrado de la distancia que las separa.

2.2. Campo y potencial gravitatorio

En lugar de considerar la fuerza que experimenta una masa puntual por la pre-
sencia de otra, introducimos el concepto de campo gravitatorio. En un punto x del
espacio, definimos el campo gravitatorio generado por una masa m’ localizada en el
punto @', como la fuerza atractiva F' a la cual se ve afectada una masa de prueba m
ubicada en el punto @ por unidad de masa de prueba,

F ,(x—x')

g(z,z') = lim — = —Gm

2.2
m—=0m |m—m’|37 ( )

donde utilizamos (2.1) para la fuerza F' y el limite lo tomamos para que este campo
solo sea generado por m’. En otros términos, la masa m’ modifica el espacio de forma
tal que si en un punto @ se coloca una masa puntual, esta se vera afectada por una
fuerza, la que solo dejara de existir si m’ — 0.

Si el campo gravitatorio en un punto es generado por una distribucion extendida
de masa en el espacio, este lo podemos calcular de la siguiente forma. Supongamos
que cada punto de la distribucion de masa estd localizado respecto a un origen O
por medio del vector @', siendo su densidad p(2’) tal como muestra la Fig. 2.2.

Figura 2.2: Campo gravitatorio ge-
nerado por la distribucién de masa
p(2') en el punto x del espacio. o

Subdividimos la distribucién en elementos de masa d®m’ y calculamos el campo
gravitatorio generado por este elemento de masa en el punto @, que puede ser exterior
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o interior a la distribucion, por ello utilizamos vectores independientes para distinguir

la posicién de la fuente de campo y el punto donde se evaliia el campo gravitatorio,

que suelen llamarse punto fuente (') y punto campo (x). De (2.2) escribimos

x—x)

dglz,x') = —Gd3m’(7,
g ( ) | T — CE’|3

ahora d®m’ = p(x')d*x’, donde d®z’ es el elemento de volumen correspondiente a

d>m/, asi

d*g(z,x') = —Gp(:c’)wd%’.

Si sumamos todas las contribuciones de cada elemento de volumen de la distribucién
de masa, esto es sobre todo x’, resulta

—G/p (@ ;%d?)a:’, (2.3)
donde la integral se extiende a todo el espacio. Asi, dada una distribuciéon de masa
arbitraria, esta expresion permite calcular las tres componentes del campo gravita-
torio, no obstante, excepto para leyes de densidad muy sencillas, las integrales que
surgen de (2.3) son en general muy complejas de evaluar.

Para hallar otra forma de calcular el campo gravitatorio, hacemos uso de un
teorema fundamental de los campos vectoriales, que lo enunciamos pero no lo de-
mostraremos.’

Teorema

Todo campo vectorial F(x) queda univocamente determinado si se especifican su rotor
y su divergencia para todo T y ambos se anulan en el infinito como 1/r3.

Maés precisamente, si

V. F(x)=s(x), V x F(x) = c(x),

siendo s(x) y ¢(x) continuos, acotados y con derivadas parciales primeras continuas,
y

s(x) — 0, c(x) =0, como 3 cuando 7 — 00,

entonces

Wer L. A. Santalé, Vectores y Tensores con sus aplicaciones, pag. 179.
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F(x) = -Vo¢(x)+V x A(x), (2.4)
donde

o(x) = 417T/|aj(—w/3:’|d3xl’ Az) = ;/md%’. (2.5)

Este teorema, constructivo, nos dice como hallar un campo vectorial a partir del
conocimiento de su divergencia y su rotor mediante operaciones de derivacion sobre
dos potenciales, uno escalar ¢, y otro vectorial A.?

Siguiendo lo que establece este teorema, calculamos primero la divergencia de g

definido en (2.3),

zc—a:)

V.g=-GV- [y ',

w/|3
donde el operador V implica derivacion respecto de las variables sin primar.
Para intercambiar operadores V y [ debemos asegurar que la integral impro-

pia (pues se hace a todo el espacio) y que posee una singularidad en o’ = x, es
uniformemente convergente. Es simple mostrar que
3 / 3,/ _ .
/p 15"3d /p az’|2d$ k=1,...,3;

si la densidad esta acotada y tiende a 0 en el infinito la dltima integral es uniforme-
mente convergente, por tanto la primera también lo es. Por ello
T
V-g:—G/p(:L" V-!dzj’ '
|z — '

donde V no actia sobre las variables primadas. Evaluamos para @’ # @

v (x—x') V-(z—z)|e—a—(x—2) V-

e — '3 lx — x'|6

Cada término en el numerador resulta,
Vi(i-—x)|e-2P=V-z|z-2P=3|z— 2

(z — )
[z — ']

2Este teorema es de suma importancia en la electrodindmica.

3

(x—2) - V]eg—-2P=(x—-2) 3z =3l —x'°.
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Por lo tanto
(x — ')

v =0,

|z —x'|3

que como senalamos es valido V&' # x. Este resultado nos dice que no hay fuente de
campo gravitatorio cuando x’ # .

Figura 2.3: Entorno de radio
e < 1 alrededor de &’ = x pa-
ra evaluar V - g (ver texto).

En o’ = x el campo dado por (2.3) presenta una singularidad. Tomamos entonces
un entorno de &’ = x de radio ¢ < 1 tal como indica la Fig. 2.3, esto es, evaluaremos
V -gen |z’ — x| <e. En este dominio calculamos

ol
V.g- -G /| | oz T
x'—x|<e

e — /|

Siendo € < 1, definimos £ = a’ — x, con |§| < ey

p(@') = plx + &) = p(x) + Vp(x) - £+ - = plT) + R(e),
donde R(¢) — 0 cuando € — 0. Entonces *

(w_w/>d3$,—GR(€) AV (w_wl)

>z
o/ —z|<e |2 — /|3

V-gz—GP(w)/ v

|z’ —x|<e . |iB - CU/|3

Vista la funcion sobre la que actiia el operador V se cumple que

3Estrictamente, R dependera también de €& = x’ — x, no obstante al considerar que Vp -

f‘w_m‘gasv . ‘(;::f,‘)g, d3x’ esté acotado por |V p| f‘ V. 2=2) 132/ que como veremos ense-

e
guida es un término de O(e) por lo que es legitimo introducir R(e).

z' —x|<e
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0 0
Vo —=-V - —
Oz, oz}’
por lo tanto
_ / _ /
7= v. @) ma [ v @ =) 5
|z’ —x|<e ‘m - w’\3 |z —x|<e |CB - ZU/|3

Haciendo uso del teorema de la divergencia,

_ ! !
. \v (m m)de/:_/l (w m) -ndQS’,

|2/ | <e lx —a']3 —a|=c | — a'|3
donde m es la normal exterior a la superficie de la esfera |’ — x| = ¢,

r —x r—x

n =

Y

' — x| |2 —
tal como se indica en la Fig. 2.3 en linea a trazos para ’. Reemplazando n,
!/ /
T—x z—x 1 1

1= . =S = ————d?S' = —dne’=4r.
|a’' —x|=¢ |13 — .’.B/|3 |.’E, - $| |’ —x|=¢ |.’.L' - .’B,|2 g2

Reemplazando en la expresion para V - g de mas arriba resulta
V .g = —4nGp(x) — 4rGR(e).
En el limite cuando ¢ — 0, R(e) = 0y

V .g=—4nGp(x). (2.6)

Este resultado nos muestra que la fuente de campo gravitatorio solo proviene de
' = x. De acuerdo a (2.5), siendo s(x) = —4nGp(x) resulta

o) = =G [ LEL

y encontramos el potencial escalar de g o potencial gravitatorio. Notemos que para
justificar que la integral (2.3) resulte uniformemente convergente, requerimos que p
no diverja, condicién menos restrictiva que la que fue establecida en el teorema para
s(x) = —4nGp(x). No obstante la demostracion de teorema requiere de las hipdtesis
enunciadas.
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Nos restarfa encontrar el potencial vector A(x). Es simple mostrar que ¢(x) =
V x g = 0. En efecto, de (2.3) podemos escribir, independientemente de la singula-
ridad en & = «’ la cual hemos demostrado que es evitable, que

— 1 1
goc/ m_w/3 x:—/VﬁdB’x’:—V/id?’x/,

siendo?
V xV ;d:gm’ = 0.
|z — |

Por lo tanto

p(')
g(x) =—-Vo, o(x) = —G/ md3$,7 (2.7)
donde ¢ — 0 cuando |x| — oo por las hipdtesis del teorema.

De (2.6) y (2.7), siendo V-g = —4nGpy g = —V¢ y recordando que V-V = V2,
resulta

V2¢(x) = 4rGp(x), (2.8)

conocida como ecuacion de Poisson. En los puntos @ del espacio donde no exista
distribucion de masa, como en el caso de la Fig. 2.2, la ecuacion de Poisson se reduce
a

Vip(x) =0, (2.9)

denominada ecuacion de Laplace.

La interpretacion fisica de ¢ es inmediata. Supongamos que en un dominio arbi-
trario del espacio existe un campo gravitatorio g = —V¢ y consideremos una masa
puntual m. Para desplazar esta masa puntual de un punto A a otro punto B contra
el campo gravitatorio se debera realizar una fuerza minima F' = —mg, por lo que el
trabajo realizado al desplazar esta masa puntual una distancia dl = (dz, dy, dz) seré

AW =F -dl = —mg -dl = mVé-dl =mdg,

por lo que el trabajo total para ir de A a B sera

4De esta simple relacién podriamos haber derivado el potencial escalar ¢ para g ignorando la
singularidad en £ = «’, lo cual no es completamente correcto.

57



P. M. Cincotta Elementos de Astrofisica Tedrica

Wag=m [ do=m(o(B) ~ 6(4).

Por lo tanto m¢ es la energia potencial de la masa puntual y ¢(B) — ¢(A) es la
diferencia de potencial entre los puntos A y B.

Finalmente, si consideramos un volumen V' encerrado por una superficie S con
normal exterior n y que contiene una masa total M, integramos (2.6) a este volumen

/ V. gdir = —47rG/ pdz,
1% 1%
M

utilizando nuevamente el teorema de la divergencia en el primer término resulta

/Sg nd®S = —4xGM, (2.10)

que es la denominada Ley de Gauss.’

2.2.1. Potencial y campo gravitatorio de una masa puntual

En esta seccion discutiremos primero una funcién de distribuciéon muy ttil en la
fisica, la delta de Dirac.

Para ello recordemos que una distribuciéon normal o gaussiana, con valor medio
7o y varianza ¢? tiene la forma

. 2
fz;m0,q) = \/21—7Tq exp (—W) ,

que esta normalizada de forma tal que

/OO f(x; zo,q)dzx = 1.

Ya hemos visto esta distribucion al considerar la distribucion de Maxwell-Boltzmann
de las velocidades; f(x;xo,q)dx = dP(x;xq,q) es la probabilidad de encontrar un
valor de z en el intervalo (z, x+dx). Si x es una longitud f(x; ¢, q) tiene dimensiones
inversas de longitud, pues dP(x; g, q) es por definiciéon adimensional.

5Toda esta formulacién aplica idénticamente para la electrostética por ello, si en esta ley reem-
plazamos g - E,M — qy —4nG — 1/4meg o 1, dependiendo el sistema de unidades considerado,
surge la Ley de Gauss de la electrostatica.
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40+ q=010 —
q=0.05
31 q=001 ——
30 t
o5 |
S
Y
= 20
15 + .
Figura 2.4: Representacién
10r de la aproximacién a la
51 ) | d(x — zp) mediante la fun-
AR cién f(z;xo,q) para o = 1
%0 02 04 05 08 1 12 14 16 18 ¥ tres valores diferentes de
X q— 0.

La delta de Dirac puede ser definida como

(5(LU - xO) - }I%f(xvxﬁ)q)7

que solo depende de ¢ y tendra las mismas dimensiones que f(z;xg, q).

La Fig. 2.4 muestra la distribucién f(x; xo, q) para xg = 1 y tres valores distintos
de ¢ = 0,10, 0,05, 0,01. Observamos que a medida que ¢ disminuye, la distribucién
se hace cada vez mas angosta y toma mayores valores en torno de xy. De hecho,
para ¢ = 0,1, f(z;x0,q) se aprecia como una curva suave, caracteristica de una
distribucion normal, pero para ¢ = 0,01, se observa un pico muy pronunciado, siendo
f(z;x0,q) esencialmente diferente de 0 en (0,95, 1,05). Si tomasemos un valor de ¢
aun mas pequeno, este intervalo donde f(x;zy,q) es apreciable se estrecharia ain
mas en torno a ro = 1 y el maximo creceria significativamente, ya que el valor f en
el méximo es siempre fuax = ¢~ '/V/27.

Este comportamiento de f(x;xo,q) a medida que ¢ decrece se debe simplemente
a que el area total debajo de ella debe ser siempre igual a 1. Por tanto la distribuciéon
delta de Dirac, siendo el limite para ¢ — 0 de f(z;xq,q) debe satisfacer,

/OO d(z — xo)dr =1, dx —x9) =0, Vaz#ux.

—00

Por otra parte, para cualquier funcién suave g(z), se cumple
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, 9(xo) o € (a,b)
/a g(x)d(x — xg)dx =
0 xo ¢ (a,b).

Si g(x) = 1, observamos que la condicién de normalizacién de la § definida arriba,
se satisface con tomar un intervalo (a,b) en torno a g, por ejemplo (zg — €, ¢ + €)
con € K 1.

Intuitivamente, podemos pensar a la § como una distribucion completamente
localizada en un punto (xy en este caso), por lo tanto es muy 1til para representar,
por ejemplo, la densidad de una masa o carga puntual ubicada en un punto (zo); la
densidad solo sera diferente de cero en dicho punto.

Es inmediato generalizar esta distribucion a mas dimensiones, por ejemplo, si hay
una masa puntal m en el punto &y = (g, yo, 20), podemos escribir la densidad del
“sistema” como

p(x) =mo(x — x0)0(y — 20)d(z — 20),

que posee efectivamente dimensiones de densidad. Es habitual denotar con §(x —
o) = 0(x — x)d(y — x0)d(2 — 20), por lo que en general se escribe

p(x) = mo(x — xp). (2.11)

Consideremos ahora un conjunto de N masas puntuales, m;, localizadas en los
puntos x;, i = 1,... N. La densidad de este conjunto, de acuerdo a (2.11), serd

Reemplazando esta densidad en la expresién del potencial gravitatorio dado en (2.7)
resulta para ¢

—G/Zmz x,|)d3 /

donde la integral se extiende a todo el espacio y siendo una suma finita, podemos
intercambiar operadores de suma e integracion sin restricciones y escribimos
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—GZ/mZ )d3 !

ac’|

Al extenderse la integral a todo el espacio y estando las masas localizadas en
puntos distintos, siempre existira un intervalo de integracién donde en solo uno de
ellos estara contenido x; por lo que

GZ |w_mz (2.13)

Para N =1y m; = m resulta

m

¢(x) = -G

@ — @]

de esta ultima, (2.8) y (2.11) podemos escribir esta importante relacién en la teoria
del potencial (haciendo x; = @)

V2 <’1> — _drd(z — ).

x — |

El campo gravitatorio para un sistema de N masas puntuales se obtiene simple-
mente usando la primera de (2.7) y (2.13), g = —V ¢ y obtenemos

-G ) my ;
er—|

que para N = 1 coincide con (2.2), con ; = ' y obviamente g depende tanto del
punto campo como del punto fuente.

2.3. Energia potencial gravitatoria

Consideremos primero un sistema de N masas puntuales idéntico al considerado
en la secciéon anterior; masas my, localizadas en los puntos x;. De acuerdo a la discu-
sion previa, la energia potencial gravitatoria de la masa m; en el potencial generado
por el sistema es

Wi =m;¢(x;)  j=1,....N,

y por (2.13) el potencial en x; resulta
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por lo tanto

La energia potencial gravitatoria total resulta de sumar sobre todos los pares distintos
de masas m; y m;,

Si N — oo de manera que N/V resulte finito, siendo V' el volumen del sistema,
podemos pasar al limite continuo:

ij —>/p(m)d3x; ;mz —>/p(:c/)d3x/,

y obtenemos
Siendo

finalmente resulta

W =_ /p(a:)qﬁ(w)d?’x. (2.14)

Esta es la expresion final para la energia potencial gravitatoria de un sistema arbi-
trario; en la seccién siguiente derivaremos una expresion méas simple para un sistema
con simetria esférica.
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a(b)

r Figura 2.5: Geometria para una cés-
cara esférica de radio b y densidad su-
perficial o(b).

2.4. Sistemas con simetria esférica

En cursos muy anteriores se derivaba el potencial para sistemas sin ninguna si-
metria particular, pero con el propédsito de que este curso se ajuste estrictamente a
un semestre, se ha limitado esta seccion a sistemas con simetria central, esto es, para
densidades que solo dependen de la distancia al centro, p = p(r). En un curso de
Electromagnetismo o Dindmica Estelar se avanzard sobre otras geometrias.

Consideremos, en primera instancia, una cascara esférica de radio b el cual luego
lo haremos variar, con densidad superficial o(b), tal como muestra la Fig. 2.5. Fuera
de r = b no existe distribucién de masa y por lo tanto el potencial generado por esta
cascara esférica satisface la ecuacién de Laplace (2.9),

Vi =0,
que en coordenadas esféricas (7,9, ), el laplaciano tiene la expresiéon
10 0 1 0 0 1 0?
V2= S (rP —_— V— _
r2or <T 67°> + r2sen v O (sen 819) * r2sen? ¢ Jp?

Como nos limitaremos a sistemas con simetria esférica, el potencial sera indepen-
diente de (9, ¢) por lo tanto V?¢ se reduce a

6Tanto en el libro de Jackson, Classical Electrodynamics o Binney & Tremaine, Galactic Dy-
namics puede encontrarse una discusiéon mucho més amplia sobre el problema del potencial en
sistemas sin simetrias particulares.
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1 d [ ,do
il 7 = 2.1
r2dr (T dr) 0, (2.15)

donde hemos reemplazado las derivadas parciales por totales, pues ¢ solo depende
de r. De (2.15)

de

ros=a) (b)) =—= =+ o),

donde ¢;(b), c2(b) son dos constantes a determinar y que dependeran del radio b.

Es claro que esta misma forma funcional de ¢ vale tanto para » < b como para
r > b, ya que en ambas regiones la densidad es nula y el potencial debe satisfacer
la ecuacién de Laplace, como ya se menciond. Por lo tanto, las soluciones para el
interior de la esfera (r < b) y para el exterior (r > b) diferirdn en las constantes.
Escribimos entonces

Cl(b)

¢i(r;b) = —

b
Clﬁ ) vol)  r<b

(2.16)

Cg(b)

Ge(r;b) = — + c4(b) r>b.

Para determinar estas cuatro constantes, utilicemos primero las condiciones de con-
torno que debe satisfacer el potencial:

1. Que el potencial se anule en el infinito;”
2. Que sea acotado para todo r;

3. Que sea continuo.

La condicién (1) aplica sobre ¢, pues implica r — oo, por lo tanto de (2.16) debe ser
c4(b) = 0. La condicién (2) se debe aplicar a ¢;, pues la tinica posible singularidad
esta en r = 0, por ello fijamos ¢1(b) = 0. De (2.16) observamos que el tnico punto
de posible discontinuidad podria ocurrir en r = b, por tanto la condicién (3) exige

(2.17)

Con estas constantes determinadas, el potencial tiene la forma

"Podria elegirse cualquier otro origen arbitrario.
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¢i(r;b) = c2(b) r <b,
(2.18)

Ge(r;b) = — r>b.

Atn sin haber completado la resolucion del problema, observamos que el potencial
en el interior es constante, independiente de r, y que en el exterior cae como r~*
por lo que el campo gravitatorio lo hard como r~2
electrostatica.

Y

, resultado bien conocido de la

Figura 2.6: Superficie de
Gauss para la componente
normal del campo.

Debemos incluir una condicion adicional para poder determinar, junto con (2.17)
c2(b) y ¢3(b). Dicha condicién la provee la Ley de Gauss (2.10). Consideremos un
cilindro en la direcciéon radial centrado en r = b de volumen AV = ¢AS, como se
muestra en la Fig. 2.6; con una superficie total ¥ = 2AS + AS}, siendo AS;, =
2me\/AS/m la superficie lateral, AS;, — 0 cuando € — 0. La densidad de la céscara
esférica de radio b la podemos expresar en términos la delta de Dirac como p(r;b) =
a(b)o(r — b). Sobre este elemento de volumen aplicamos la Ley de Gauss

.nd2S = — . 3
/29 nd*S 47TG/AV p(r;b)d°x. (2.19)

Para esta geometria d®z = drd*S por lo que la integral de volumen en el segundo
miembro de (2.19) resulta
3 T 25 AS
)Pz = o(b / —bydr [ d®S = 5(b)AS,
J Pt =o@) [ ot —vydr [ a5 =o()
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que es justamente la masa del cilindro.

Para evaluar el primer miembro de (2.19), observemos que las normales exteriores
al cilindro son n;, = —e,, n. = e,., con e, el versor radial y denotemos con ¢ la normal
a la superficie lateral, que cumple t - e, = 0. Asi,

/ g-nd*S = / gi - (—e.)d*S +/ g.-e.d*S + g-td*S.
= AS AS N

Siendo un campo central, g tiene la direccién e,, por lo que el ultimo término se
anularda. No obstante, este se anulard siempre pues hacemos ¢ — 0 y AS;, — 0.
Como

d
g:—ng, — g'er:_7¢>
dr
y en este limite, cuando € — 0, el primer término de (2.19) se reduce a
dgbl dgbe
AS — AS.
d?“ r=b dr r=b
Reemplazando entonces lo que obtuvimos para cada miembro en (2.19) resulta
d¢e d¢z
— =4nGo(b).
dr r=b dr r=b m U( )

Esta relacion no es otra cosa que la conocida discontinuidad de la componente normal
del campo (eléctrico o gravitatorio) sobre la superficie.

Utilizando las expresiones de ¢; y ¢, en (2.18), evaluamos sus derivadas, de;/dr =
0,Vr, mientras que dé./dr|,—, = c3(b)/b* y obtenemos c3(b)

c3(b) = 4rGb?o(b),
y reemplazando en (2.17), c3(b) = —c3(b) /b, surge

c2(b) = —4wGbo (b).

Incorporando los valores de las constantes en (2.18) obtenemos finalmente para
el potencial de una céascara esférica de radio b y densidad superficial o(b)

¢i(r;b) = —4nGbo (b) r <b,
(2.20)
4rGb?o(b)
r

r>b.

¢e(r; b) = =
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a(b)
' 5
Figura 2.7: Sistema esférico com-

puesto por cdscaras esféricas de ra-
r dio b, espesor db, densidad superfi-
cial o(b).

Consideremos ahora una distribucion esférica continua de masa, y la subdividimos
en cascaras esféricas de radio b y espesor db, tal como muestra la Fig. 2.7. Si p(b)
denota la densidad de esta cascara de espesor finito, la masa encerrada en un elemento
de volumen dbd?S sera d>m = p(b)obd?S, por lo que p(b)db = do(b) seré la densidad
superficial de este elemento diferencial, y por (2.20) la contribucién al potencial
también serda diferencial,

doi(r;b) = —4nGp(b)bdb 1 < b,

(2.21)

dpe(r;b) = —47er(b)b—(5b r >b.
r

El potencial total generado por la distribucion esférica de masa en un punto r
lo calculamos sumando todas las contribuciones de las cascaras esféricas de radio
b y espesor finito db, haciendo variar 0 < b < oo, separando cada contribucién de
acuerdo a b < r y b > r, por lo tanto

o) = [ o0ursb)+ [ d0i(rsb),

usando (2.21), resulta

Mﬂ:—@@{?ﬁﬁ@wﬁ+zwmmw%,

renombrando b — 1, obtenemos finalmente una expresién integral para el potencial
de una distribucién esférica de masa en cualquier punto r del espacio
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1 T ()
o(r) = —47TG{/ p(r)rdr’ +/ p(r')r'dr’}. (2.22)
T JO r
Es inmediato obtener el campo gravitatorio generado por este potencial pues
do
g(r)==Vo(r) = — e (2.23)

Derivando (2.22)

dé
dr

donde

47 /T p(rr?dr’ = M(r),
0

es la masa contenida dentro de una esfera de radio r, por lo que de (2.23) escribimos
para el campo gravitatorio

g(r)=— er, M(r) = 4x /OT p(r)r?dr. (2.24)

Finalmente, derivaremos una expresion para la energia potencial gravitatoria de
un sistema esférico a partir de (2.14)

1
Wza/M@M@fm
Utilizando coordenadas esféricas (1,9, ), siendo p = p(r), ¢ = ¢(r),

d®x = r?sen 9drdide = rdrd*Q

y como no hay dependencia angular alguna, integramos sobre todo el angulo sélido

W = ;47r /OOO p(r)o(r)ridr = ;/Ooo qb(r)dj\gy)dr,

donde hemos usado (2.24) para M (r). Esta expresion resulta de muy simple apli-
cacion, no obstante la reescribiremos de una forma alternativa al efecto de discutir
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diferentes expresiones de W para sistemas de extension finita e infinita. Integremos
por partes la ultima haciendo
dM (r) do

u=¢(r), dv = = dr; — du:ﬁdr,v:M(T),

por lo tanto

1 00 o0 GM (7”)
W= [qﬁ(r)M(r)‘o - [ M5
donde hemos reemplazado d¢/dr por su expresién. El primer término del segundo
miembro, si el sistema tiene extension infinita, se anula pues M(0) = 0y ¢(0) es
finito siempre, mientras que en oo el potencial se anula y la masa total del sistema
la suponemos finita. Por lo que resulta

G e MA(r)
W = _5/0 dr. (2.25)

r2

Esta expresion debe ser modificada si el sistema tiene extensiéon finita, pues al
hacer la integracién por partes, el término ¢(r)M (r)|ff = ¢(R)M(R) # 0, y donde R
es el radio del sistema y M (R) = M la masa total. Esta constante debe ser incluida
en la expresién de W (2.25), asi
o G RMr)

2 Jo r?

Es conveniente reescribir esta ultima para obtener una expresiéon de W que no

dependa de constantes aditivas; por ello integramos nuevamente por partes en (2.26)

dr + ;qu(zz). (2.26)

1 1
uw=M(r), dv=——dr; — du=2M(r)dM(r), v=—,

r2

,
asi en (2.26)
a | 2" "M 1
= — —_— 2 _— —_
e | =R M) + 5 Me(R),
donde el término
R
') e
r 0 N R rl—I>r(l) r - R’

pues para r < 0 < 1, M(r) ~ . Asi
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GM?

W= -¢ 2R

M) i) + ;Mqﬁ(R) +

0 r

_ —G/OR M:T)dM(r) + A;

(S am)

Ahora de (2.22)

_ 1 R N2 /__G7M
¢(R)7_47TGR/0 p(r')yr'=dr" = 7

por lo que la constante aditiva se anula, y para un sistema finito o infinito la energia
potencial gravitatoria resulta

W= -G /Ooo My) dM (r). (2.27)

2.4.1. Ejemplo

Consideremos el siguiente sistema

Po r<R

p(r) =
0 r> R,

esto es, una esfera homogénea de densidad constante pg y radio R, tal como se ilustra
en la Fig. 2.8.

r (exteriar)
‘ e )

Figura 2.8: Esfera homogénea de ra-
dio R donde se indican los puntos cam-
po r donde se calcula el potencial y el
campo.
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Calculemos primero el potencial en el interior de esta esfera utilizando (2.22)

1 rr R o
¢i(r) = —4rG {/ por’2dr’ +/ por’dr’ +/ 0r' dr’} ,
T JOo T R

1 3 R2 _ 2 R2 2
¢i(r) = —4nG {rﬂor + Po - } = —4nGpy ( — T) ,

3 2 2 6
siendo A a1
M= — 3 — 0
37Tp0R ) — Po 47TR3’
y podemos escribir
GM , 3GM
ST A

y observamos que en el interior de una esfera homogénea

Q0 , , GM
oi(r) = 57 + cte; 0° = 5

expresion que corresponde al potencial de un oscilador armoénico en r.
En el exterior a la esfera homogénea, también haciendo uso de (2.22) resulta

>0,

1 R 1 rm [e'¢)
¢e(r) = —47G {/ por’2dr’ + f/ Or'?dr’ +/ OT’dr’} ,
rJo " JR r

por lo que ¢.(r) = —4rGpeR?/(3r), que en términos de la masa total resulta
GM
Ge(r) = — : r > R.
r

Resulta claro que en r = R hay continuidad en en potencial pues

GM,, 3GM  GM

o) =omt —3 T =~ — %0

En lo que respecta al campo gravitatorio, resulta inmediatamente
—re, = —Q%e,; 1T<R; ge = ———
También observamos la continuidad del campo en r = R, como debe ocurrir.
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Para terminar este ejemplo, calculemos la energia potencial gravitatoria de una
esfera homogénea. Calculamos primero la masa total de la esfera, que por ser p
constante, es simplemente

4
M = g?‘(‘poRg,

y por tanto M (r) resulta

dM(r) _ %Tz
dr R3 7

Por (2.27) la energia potencial gravitatoria sera

o M(r) 3GM? (R 3GM?
W:—G/ 7d]\/[r:—7/ ridr = —= :
0 r (r) RS Jo 5 R
Cabe senalar que para cualquier sistema esférico finito, de masa M y radio R
la energia potencial gravitatoria siempre puede escribirse como (se demuestra en los

trabajos practicos)

dM
r < R; ") _o sor
dr

GM?
R )
con o > 0 una constante del orden de 1 que depende de M, R y de la ley de densidad
p(r).

W=—a«a
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Capitulo 3
Hidrodinamica

La hidrodinamica es fundamental para comprender muchos procesos astrofisicos,
entre otros la formacién estelar. En este capitulo derivaremos las principales ecua-
ciones de la hidrodindmica y mostraremos algunas aplicaciones.

El estado de un fluido queda especificado por su densidad p(x,t), su presion
P(x,t), el campo de velocidades u(x,t) y, puede también requerir de otras variables
termodinamicas como la temperatura y la entropia. Estas tultimas variables resultan
necesarias en caso de contemplar intercambio de energia entre elementos de volumen
de un fluido, aspecto que en esta formulacién no consideraremos, y por tanto el fluido
que describiremos estara a una temperatura uniforme 7.

Al discutir la termodindamica, mostramos que tanto la energia interna como la
presion son variables macroscopicas que estan relacionadas, en el régimen no relati-
vista, con el valor medio cuadratico de las velocidades de las particulas del gas. Ahora
mostraremos que otras variables fundamentales para la descripcién de un fluido, co-
mo el campo de velocidades, también es una variable que surge de una formulacién
microscopica.

Consideremos un elemento macroscopico de volumen del espacio de fases de un
fluido y sea f(x,v,t) la funcién de distribucion de las particulas definida de manera
que

f(z,v,t)d*rd*v = d°N(x, v,1), (3.1)

es el nimero de particulas del fluido con posiciones y velocidades dentro del elemento
de volumen d*zd>v centrado en (x,v) en el instante ¢. Si integramos (3.1) a todo el
espacio de velocidades

PN (, 1) = /f(:c, v, )P P,
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observamos que

/f(w, v, ) d = n(x, 1)

es el nimero de particulas por unidad de volumen del fluido en el punto x al tiempo
t. Si m denota la masa de una particula del fluido, mn(x, t) seré la densidad en dicho
punto

plx,t) = m/f(a:,'v,t)dgv. (3.2)

Figura 3.1: Campo de velocidades de un ele- X /
mento macroscopico de volumen del espacio /
de configuraciones.

Por otro lado, definimos en el punto « la velocidad media de las particulas en el
elemento de volumen d®z, como se ilustra en la Fig. 3.1,

[vf(z,v,t)d* 1 5
(v)(z,t) = [ f@o o (@) /’vf(a:,'v,t)d v,
donde, nuevamente, la integral se extiende a todo el espacio de velocidades.
Este valor medio de las velocidades de las particulas del fluido en el punto x y
en el instante ¢ es lo que denominamos campo de velocidades, (v)(x,t) = u(x,t).

3.1. Ecuacion de continuidad

Consideremos un volumen arbitrario de fluido AV, encerrado por una superficie
Y. en una posicién fija en el espacio y cuya densidad es p(x,t), tal como muestra la
Fig. 3.2.
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Figura 3.2: Fluido que emerge en la direccién e a través del elemento de superficie d?S de
normal exterior n. El vector e es unitario y tiene la direccién de la velocidad u. El elemento
de volumen d3z se construye partir de extender hacia el interior de AV el elemento de
superficie en d?S en la direcciéon del movimiento del fluido e, siendo su longitud en esta
direccién dl.

La masa contenida en este volumen en el instante ¢ es

M(t) = /A _pl@.td'a,

y la variaciéon de la misma debido a cambios de la densidad con el tiempo resulta

dM _ (9,0(:1:,15) 3
- _/AV Sd (3.3)

Por otro lado, la masa contenida en el elemento de volumen diferencial d®z que
fluye hacia el exterior de AV en la direcciéon del campo de velocidades u(x,t) (que
caractarizamos con el vector unitario €) a través del elemento de superficie d2S cuya
normal exterior es n es (ver Fig. 3.2)

d*M = —p(x,t)d*z = —p(x,t)dl e - nd>S,

pues por construccién d*z = e - ndld*S y donde el signo — indica que el volumen
AV pierde masa hacia el exterior si el producto e -n > 0. En el intervalo (¢, + dt),
por construccién del elemento de volumen d3z, dle = udt, y
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d*M = —p(x, t)u - nd*Sdt.

La masa total que fluye a través de toda la superficie ¥ que encierra a AV resulta
de sumar sobre todos los elementos de superficie,

dM:—/pu-ndQSdt:—/ V. (pu)drdt,
by AV

donde hemos hecho uso del teorema de la divergencia. Finalmente, la masa que fluye
hacia el exterior de AV por unidad de tiempo es

dé\f =— /AV V- (pu)d’z. (3.4)

El vector pu es el flujo de masa, que da cuenta de la masa que fluye del volumen
AV por unidad de superficie y tiempo. Si no existen fuentes ni sumideros de fluido,
por conservaciéon de la masa, la variacién dada en (3.3) y en (3.4) deben ser iguales,
por tanto

@3 _ 3 % 3
/Avatdx— /AVV (pu)d’z — /Av{8t+v (pu)}dx—(),

como el volumen AV es arbitrario, la integral sera nula siempre que

ap B

Esta ecuacion de la hidrodinamica se denomina ecuacion de continuidad; conserva-
cién de la masa. En caso de existir fuentes o sumideros de fluido, en lugar de estar
igualada a 0, lo estard a una funcién ¢ (x,t) que dard cuenta de la velocidad del
cambio de la densidad en un elemento de volumen por efecto de la masa que ingrese
o egrese del elemento por otros mecanismos alternativos al flujo p u.

En esta descripcién, el movimiento del fluido esta referido a un observador externo
O y suele denominarse formulacion de Euler. Si consideramos una linea de corriente
del fluido o una trayectoria del elemento de volumen, x(t) y nos movemos con dicha
linea de corriente, p(x(t),t), w(x(t),t). La ecuacién de continuidad (3.5), podemos
reescribirla como

9p
ot

Notemos que los primeros dos términos se corresponden con

+Vp-u+pV-u=0.
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dp _Op  Opdx  Opdy  Opdz dp
o TV T o v oyt T s dr

por lo que la ecuacién de continuidad en la formulacion de Lagrange tiene la forma

dp

— 4+ pV - -u=0. 3.6

s (3.6)
Una solucion muy simple a la ecuacion de continuidad corresponde a un fluido

incompresible! que fluye por un tubo de secciones normales A; y Ay en dos puntos

diferentes como muestra la Fig. 3.3.

Figura 3.3: Fluido moviéndose en un tubo
de secciones transversales A1 y As.

Siendo la densidad constante, en cualquier caso la ecuaciéon de continuidad se
reduce a

V.-u=0,
y si la integramos sobre todo el volumen V' donde esta contenido el fluido resulta
/ V~ud3x:/u-nd2520,
1% )

donde ¥ es la superficie total que encierra a V' y m es la normal exterior a ¥ en cada
punto. En esta geometria, u = uny, = —umny, y sobre toda la superficie lateral del
tubo es u - n = 0, por lo que la integral sobre X se reduce a

UQAQ — UlAl =0 — u2A2 = UlAl,

1Un fluido en el cual p se mantiene constante.
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y expresa que el producto de la velocidad por la seccién transversal del tubo es
constante.

3.2. Ecuacion de movimiento

Consideremos un elemento de volumen AV, densidad p(x,t), presiéon P(x,t) y
masa total Am como el de la Fig. 3.4. Tomamos en AV un elemento de volumen
infinitesimal d3z, con masa d®m = pd3z con una superficie d?S sobre ¥ con n la
normal exterior a este elemento de superficie. Suponemos la existencia de un campo
gravitatorio g en cada punto x y en cada instante ¢, que deriva de un potencial

o(x, ).

&S

Figura 3.4: Fuerzas que acttian sobre el
elemento de volumen AV, de presién y de
gravedad.

En un fluido no viscoso, las fuerzas que actiian sobre un elemento de volumen
son:

Fuerza de presion,

d*F, = —Pnd’S,
el signo — es debido a que consideramos la fuerza debida a la presion que se ejerce

sobre el elemento de volumen y que tiene direccién opuesta a n. La fuerza neta sobre
AV resulta de sumar sobre todos los elementos de superficie d2S,

F,=— / Pnd?S = — /A vV Pdz,
b)) 1%
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donde hemos hecho uso del teorema de la divergencia para un campo escalar.?

Fuerza de gravedad,

d3Fg =d*mg = —pd*2V ¢,

donde utilizamos que g = —V ¢. Por lo tanto, la fuerza gravitatoria total sobre AV
resultara de sumar sobre todos los elementos de volumen d3z,

— / PV odr.
AV

Siendo estas dos las tnicas interacciones que consideramos para el elemento de
fluido, la ecuacién de movimiento para AV resulta, de la segunda ley de Newton

Am®™ — [ wpds - / PV odr.
dt AV AV

Como AV es arbitrario, podemos hacer AV — 0 por lo que Am = pAV, y

d
NS v _ / (VP4 pVoldPe = — [VP 4+ pVe) AV,
y obtenemos finalmente
d
pdi; — VP - pVo. (3.7)

Esta es la ecuacion de movimiento en la formulacién de Lagrange, pues estamos
utilizando la derivada total respecto al tiempo del campo de velocidades, por lo
tanto w(x(t),t). Para expresarla en la formulacién de Euler, observemos que para la
componente k de la velocidad, uy(x(t),t) es

du ou 3. Ouy, de;  Ou 5. Ou ou

kel el I Nl e Z w5 =Tk :—k+(u-V)uk,

dt ot — 8% dt ot . ot
ji N /

uj

J=

relacion que es valida para cada componente de u, por lo que podemos escribir

du ou

o T Vu

’Es inmediato demostrar este resultado a partir del teorema de la divergencia para un campo
vectorial de la forma F = Fk donde k es un vector unitario constante.
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Reemplazando esta relacién en (3.7), resulta la ecuacién de movimiento en la
formulacion de Euler o ecuacion de Euler

g::+(u-V)u: —;VP—VQS. (3.8)

Esta ecuacion (o ecuaciones pues hay una para cada componente de la velocidad)
coincide con las ecuaciones de Navier-Stokes en ausencia de viscosidad.

La ecuacién de continuidad (3.6) y la ecuacién de Euler (3.8) involucran cinco
incognitas p, P, u, suponiendo conocido ¢.* Por lo tanto tenemos cuatro ecuaciones
para estas cinco incognitas, se requiere de una ecuaciéon adicional para poder resolver
el sistema. En general, esta relacion adicional es una ecuacién de estado para el
fluido que relacione las variables termodindmicas. Por otra parte, si el potencial
gravitatorio es generado por la misma distribucién de masa p, esto es cuando el
fluido es autogravitante, se debe incluir ademés la ecuaciéon de Poisson V2¢ = 47Gp.

De (3.7) o (3.8) para un fluido en estado estacionario, donde ninguna de las
variables depende explicitamente del tiempo, se puede obtener una muy conocida
relacion. En efecto, multiplicamos escalarmente (3.7) por w,

d
ou- Y~ P .u—pVé-u,
dt
siendo P, ¢, p, w independientes de t (OP/0t = 0, 0p/0t =0, dp/0t = 0,0u/0t = 0),

recordando que
d, d 0
ot dt dt ot
y observando que el primer miembro puede expresarse en términos de una derivada
total respecto del tiempo, esta ultima resulta

V- u 0,

d P d di
2z _ = Sz P —0
dt (2’)’“‘) o a7y (2’”“' + +p¢) 0

y arribamos al denominado teorema de Bernoulli (conservacién de la energia a lo
largo de una linea de corriente),

1
§p|u|2 + P + p¢ = cte,

donde p¢ es la energia potencial gravitatoria del elemento de fluido por unidad de
volumen.

3Si no consideremos intercambio de calor y transporte de energia, de otra manera deberiamos
incluir méas variables como la temperatura y por tanto mas ecuaciones.
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Cabe senalar que la hipotesis de fluido incompresible es una buena primera apro-
ximacioén para un liquido, pero no lo es para un gas. Por lo tanto, la expresiones
simplificadas que hemos derivado a partir de las ecuaciones de continuidad y de Eu-
ler para fluidos incompresibles y estacionarios no son en general de relevancia en
sistemas astrofisicos.

3.3. Perturbaciones a fluidos homogéneos: la ines-
tabilidad de Jeans

Consideremos un fluido que, a los efectos practicos, los podemos suponer de ex-
tension infinita, estacionario y homogéneo. Esta aproximacién de extension infinita
permite desentendernos de las condiciones de borde para las ecuaciones de continui-
dad, Euler y demas ecuaciones necesarias para resolver el problema.

En este escenario, si incluimos una ecuacién de estado P = P(p), al ser la densidad
constante la presiéon también lo serd. Siendo un fluido homogéneo e infinito, es claro
que no puede existir un campo gravitatorio generado por la misma distribucion de
masa, pues todos los puntos @ seran el centro de esta y por tanto el campo sera nulo
para cualquier punto del espacio y para cualquier instante. De la ecuacién de Euler
(3.8) la velocidad también resulta constante por lo que las variables entonces toman
los valores

p(w7t) = Po,
P(il),t) = Po,

u(x,t) = uy.

Asi estos valores constantes para la densidad, la presion, el campo de velocidades y
el campo gravitatorio (g = —V¢ = 0) satisfacen idénticamente tanto la ecuacién de
continuidad como la ecuaciéon de Euler. Sin pérdida de generalidad podemos suponer
que ug = 0.

Supongamos ahora que existe una pequenia perturbacion a la densidad, una ligera
inhomogeneidad en la distribucién de masa y denotemos con ep;(x,t) a dicho apar-
tamiento de la homogeneidad siendo € < 1 el parametro perturbativo y con valor
inicial ep;(,0).

Esta pequena fluctuacién en la densidad inducirda también pequenos cambios en
la presién y en el campo de velocidades, como se desprende de la ecuaciéon de con-
tinuidad (3.5), la ecuacién de Euler (3.8) y la ecuaciéon de estado. Asimismo, por
la ecuaciéon de Poisson, ep;(x,t) serd fuente de un pequeno potencial gravitatorio.
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Denotemos con €P(x,t), eui(x,t) v €p1(x,t) dichos cambios en la presién, en el
campo de velocidades y en el potencial gravitatorio respectivamente en punto  y en
el instante t¢; las variables resultan ahora

p(w,t) pg—l-Gpl(CU,t),

P(m,t) = P0+€P1($,t),

u(x,t) = euy(x,t), (3.9)
oz, t) = epr(x,t).

El objetivo es encontrar soluciones para las perturbaciones a primer orden en €*

y para ello reemplazaremos las expresiones (3.9) en las ecuaciones de continuidad,
Euler y Poisson que reescribimos a continuacion

% + V- (pu) =0, ec. de continuidad
‘96‘; (u-V)u %VP — Vo, ec. de Euler
V3¢ = 4G, ec. de Poisson
P = P(p). ec. de estado

Comenzamos con la ecuacién de continuidad,

ot em) + V- (o + epr)em) = O,

siendo py constante, esta se reduce a

(975 —l—epOV u; + O(e ) 0,

donde O denota orden, por lo que descartando érdenes superiores a e, resulta la
siguiente ecuacién linealizada

8p1
ot

Ahora hacemos un procedimiento similar con la ecuacién de Euler,

4Ello implica descartar 6rdenes superiores en .
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0 1
(gl;l) -+ <€U1 . V) (6'LL1) = —mV<P0 + Epl) — V(Egbl),

el denominador en el primer término del segundo miembro, haciendo un desarrollo
de Taylor a primer orden en € puede escribirse como

1 11 1
RS S S )
potepr  po L€l po Po

separando ordenes en € y recordando que Fy es constante, la ecuacién de Euler resulta

0 1
il O(€) = —e—VP +0O(?) — eV,
ot Po
y nuevamente descartando términos superiores que orden € obtenemos
8'u,1 1
— =——VP —Vo,. 3.11
BT Vi o1 (3.11)

Ahora en la ecuacién de Poisson, el andlisis es muy simple

V2(ep1) = 47G(epy),
siendo lineal en € resulta

V2¢ = 4nGps. (3.12)

Finalmente, en la ecuacién de estado, haciendo también un desarrollo de Taylor
a primer orden en € se obtiene

(ep1) + O(e?),

0

dP
P:P(Po+ﬁp1)zp(ﬂo)+%

que linealizada en € se escribe

P
P:P0—|—d—
dp

siendo P — Py = eP; por la segunda ecuacion en (3.9), obtenemos

(ep1);

PO

_ap
=0
donde hemos denotado con ¢? = (dP/dp),,, asumiendo que (dP/dp) > 0, lo cual es
inmediato mostrar por ejemplo, para un gas ideal, P = pkT'/(umy) y

P1 P1 = Cgpl, (313)

PO
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P T
2_ ¢ _ KT (3.14)

Cs = —F—
dplpe  pmu

En (3.11) podemos reemplazar en V P; la expresion para P; obtenida en (3.13)
y resulta

Ouy
ot

tomando la divergencia de esta ultima ecuaciéon obtenemos

2
= —*SVPl - Vy;
Po

P 2
=V .u, = —ﬁvzpl - V2¢17
ot Po

y utilizando la ecuacién de Poisson linealizada (3.12)

0 c?

—V u; = ——=V’p; — 4nGp;. 3.15
T ,OOV p1 — 4nGp; (3.15)
Ahora de (3.10)
0
Tt ooV =0,
derivando respecto de t surge
82,01 0 8 1 82p1
—V.u =0 —V.u =—— .
AT TR R T T

Reemplazando en (3.15) el término

0
v
oY ™
obtenemos una ecuacién para pi,
92
81;021 — 2V, — 4nGpipy = 0. (3.16)

Esta es una ecuacion diferencial para p;, que involucra a la misma funcién, a
sus derivadas segundas espaciales y temporales y coeficientes constantes, por tanto
buscamos una soluciéon particular de la forma

p1 = Aexp(i(k - x — wt)), (3.17)
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con A constante y teniendo en cuenta que

82p1 . . . 2
5 = (—iw)(—iw)Aexp(i(k - x — wt)) = —wpy,
9?p1 . ‘ 9 2 2, 12, 1.2
52 (ik;)(ik;)Aexp(i(k - & — wt)) = —kip1  —  Vipr = —(k; +k, +k)p1,
J

al reemplazar en (3.16) resulta

—w?pr + k[’ pr — 4G popy = 0,

y obtenemos una relacién de dispersion no lineal

w? = A|k|* — 47Gpo. (3.18)

Para comprender la fisica detras de esta relacion de dispersion, consideremos
primero un escenario mas sencillo y conocido.

El término 47Gpy proviene de haber incluido en la ecuacién de Euler (3.11) el
campo gravitatorio inducido por la perturbacién en la densidad. Si suponemos que
po| V1| < |V P e ignoramos la autogravedad generada por la perturbacion (que
equivaldria a hacer 0 la constante gravitatoria en la ecuacién diferencial (3.16) para
p1), esta se reduce a®

82p1
ot?

que es una ecuacién de ondas para p; con una relacién de dispersion lineal,

- ciVQpl = 0,

w = clk|.

Por lo tanto, en ausencia de gravedad, la solucién (3.17) es una onda sonora (onda
de densidad o presién), siendo justamente ¢, la velocidad del sonido.
Con autogravedad y de la relacién de dispersion (3.18), w? = c2|k|* — 4w Gpy, si

47TGPO

2
Cs

|k[* >

que implica w? > 0, la solucién (3.17) de la ecuacién (3.16) sigue siendo una onda
sonora pero distorsionada por efectos de la gravedad. Por el contrario, si

5Esta suposicién es una muy buena aproximacion en numerosas situaciones donde efectivamente
los efectos de la autogravedad pueden ser despreciados.
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47TGp0

2
Cs

L= ,
observamos que w? < 0, por lo que w es imaginario puro, w = +ic con ¢ € R. En
este caso la solucion (3.17) es de la forma

p1 = Aexp(ik - x) exp(tot) = A(k - x) exp(Lot),

que claramente no es una onda, sino que existe un modo creciente y otro decreciente
independientemente del signo de . Supongamos o > 0, para t > t, solo sobrevivira
el modo creciente

p1~ pl(w7 O) exp(ot) > pl(:L‘, O)

una solucion inestable; la pequena perturbacién en la densidad crece significativa-
mente, en otras palabras se produce un colapso gravitatorio. Esta inestabilidad es
conocida como inestabilidad de Jeans. Cabe senalar que esta solucién no es valida pa-
ra tiempos arbitrariamente grandes pues la misma satisface el sistema de ecuaciones
linealizado, mientras ep; por ejemplo, es pequeno. En otros términos, esta solucién
da cuenta del crecimiento inicial de la perturbaciéon y para tiempos mayores se debe
realizar un tratamiento no lineal, a mayores érdenes en €.

El limite entre el comportamiento estable e inestable de las soluciones de (3.16)
surge de la relacién de dispersién (3.18), cuando w? = 0, esto es cuando |k| toma el
valor particular

2
k| = ;\/WGpoa

que se denomina ndmero de onda de Jeans. Si definimos la longitud de onda de Jeans

Ay = 27/|ky|, esta resulta
s
Aj = Coy| . 3.19
J=C Gpo ( )

Nétese que (Gpo)~'/? tiene dimensiones de tiempo y, como veremos en el préximo
capitulo, este es una escala de tiempo dinamico, caracteristica en un proceso gravi-
tatorio.

Con estas definiciones, introduciendo también A = 27 /|k| para la solucién (3.17),
la inestabilidad ocurre cuando A > A;: cuando la escala de distancia o tamano de la
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perturbacién supera la longitud de onda de Jeans.®

Asimismo, se define la masa de Jeans como una esfera de densidad py y radio \;

(O )‘J/Q)a
4 472 T
J 3 PoA g 3 CS”G:”po’ ( )

por lo que el colapso ocurrird siempre que la masa de la inhomogeneidad, M, es
tal que M > Mj;. En otros términos, si la masa involucrada en la perturbacion es
lo suficientemente grande, la gravedad dominara frente a las fuerzas de presiéon y
el colapso ocurre. En cambio, si M < M}, la presion superard a la gravedad y la
perturbacion sera estable, se propagard y no existira colapso gravitatorio.

De la expresién para la velocidad del sonido isotérmica, ¢> = kT/(ump ), dada en
(3.14), la masa de Jeans puede expresarse en términos de la densidad y temperatura
como

1 3/2
My me A2 pg 1 PT32 | ——
J ™" Po G/imH )

donde hemos aproximado /3 ~ 1.

Podemos aplicar este criterio de Jeans a estructuras interestelares, como por
ejemplo nubes moleculares, donde la masa de la inhomogeneidad es la masa de la
nube.

Tomando valores p ~ 107*gem™ y T ~ 100 K para nubes de hidrégeno neutro
difusas (1 = 1), la masa critica de Jeans resulta extremadamente grande, M; ~
10°M,,. Este valor de la masa de Jeans es dos ordenes de magnitud méas grande que
las masa tipicas de las nubes difusas, por lo que estas ultimas resultan muy estables
frente al colapso gravitatorio.

En cambio para los nticleos densos de nubes moleculares gigantes, que poseen
tamanos caracteristicos de 0,1 pc, masas M ~ 10Mg, temperaturas T ~ 10 K y
densidades p ~ 107®gcm ™3, (u = 2) obtenemos M; < 10M,. Vemos entonces que,
con masas ~ 10M, los nicleos densos de las nubes moleculares gigantes seran ines-
tables ante el colapso gravitatorio, lo cual es consistente con los lugares de formacion
estelar.

Si bien estas nubes deberian estar presumiblemente en equilibrio con su entrono
interestelar, una pequena perturbaciéon puede iniciar su contraccion dando lugar al

6Cuando la inestabilidad ocurre, A deja de ser una longitud de onda, pues la solucién ya no es
una onda plana.
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colapso gravitacional. Esta perturbacién puede ser debida, por ejemplo, a colisiones
entre nubes.

De esta discusion podriamos eventualmente concluir que la masa entera de una
nube gigante que exceda el limite de Jeans colapsard en una tunica estrella. Eviden-
temente ello no es asi, practicamente todas las estrellas jévenes se encuentran en
cumulos y del orden de las tres cuartas partes de todas las estrellas estan en en siste-
mas binarios o multiples. Por lo tanto, la formacion estelar no puede explicarse sin la
subsiguiente fragmentacion de la masa critica de Jeans. Ello podria ocurrir gracias a
que My o< p~ %2 por lo que a medida que la nube se contrae, aumenta su densidad y
la masa critica decrece, lo que permitiria el colapso de nubes cada vez mas pequenas.
La discusion de este mecanismo, si bien no es compleja, excede los alcances de este
curso.

Cabe senialar que ain cuando las nubes moleculares gigante son inestables en el
sentido de Jeans, no presentan una alta tasa de formacion estelar y el proceso es
poco eficiente. Por tanto la formacion estelar requiere un tratamiento mucho mas
complejo (que esta fuera del alcance de este curso) e involucra, entre otros, el rol que
juegan los campos magnéticos de las nubes moleculares y la turbulencia del gas.
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Capitulo 4

Estructura estelar

Durante la mayor parte de su vida, las estrellas se encuentran en un delicado
equilibrio tanto local como global. Pequenos apartamientos de este equilibrio pueden
dar lugar a estados estables, como es el caso de estrellas variables, o a estados dina-
micamente inestables, como en los fendmenos de pérdida de masa en gigantes rojas,
las novas o las supernovas.

Aun cuando una estrella tiene parametros macroscopicos aproximadamente cons-
tantes, como el radio, la masa y la temperatura efectiva, esta sujeta a cambios irrever-
sibles que son los responsables en ultima instancia de la evolucién estelar. Muchas
veces es posible separar los aspectos estructurales de los evolutivos, pero en otros
casos ambos estan intimamente ligados.

En este capitulo nos ocuparemos de los aspectos estructurales y supondremos que
una estrella se encuentra en equilibrio hidrostatico y térmico.

4.1. Equilibrio hidrostatico

El comportamiento general de un elemento de fluido en una estrella estard des-
cripto en general por las ecuacion de continuidad y la ecuacion de Euler discutidas
en el capitulo anterior,

ap B
ou 1

La aproximacién de equilibrio hidrostatico implica, en términos “matematicos”,
estado estacionario y w = 0, por lo que la ecuaciéon de continuidad se satisface
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idénticamente y la ecuacién de Euler se reduce a

VP =—pVe, (4.3)

y expresa que el equilibrio en la estrella es producto de un balance exacto entre la
presion interna y la gravedad.

Discutamos en términos fisicos cuando es valida la aproximacion de equilibrio
hidrostatico. Suponiendo simetria esférica resulta

dP

VP =—e,,
dr
donde e, es el versor radial, y de acuerdo a (2.24)
M r
—Vo¢ = —Zfe,, _ ¢ rz(r) e, M(r) = 47r/0 p(r)yr?dr’.

No existiendo fuerzas en la direccion transversal, la ecuacién de Euler (4.2) en la
formulacién de Lagrange se reduce a

du, —  1dP  GM(r)
dt  pdr rz
duT
— =0

dt ’

donde ur refiere a la velocidad transversal a r. De la segunda de estas ecuaciones es
claro que ur = cte y sin pérdida de generalidad la podemos hacer nula. La primer
ecuacion la reescribimos como

d*r  dP  GM(r)

Paz = ar 2
Supongamos que subitamente desaparece la presion, por lo que esta tltima solo
incluye la atraccion gravitatoria

(4.4)

d’r GM(r)

dt? r2
y nos preguntamos, cuanto tiempo puede estar ausente la presion antes de que la
estrella colapse por efectos de la gravedad.
Introduciendo una densidad media py = (p(r)), la masa dentro de una esfera de
radio r es M(r) = 4mpor®/3, por lo que la ecuacién anterior se reduce a

— + —Gpor = 0. (4.5)
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Esta ecuacion es de la forma

d*r 4
el + Q%r =0, donde € = ngo.

que corresponde a la ecuacion de movimiento de un oscilador arménico con frecuencia

Q) y periodo T,
2m 3T
T=—=\+.
Q Gpo

Definido asi, este tiempo que le insumiria a una particula ubicada a una distancia
arbitraria r cruzar el centro de la estrella, llegar al punto opuesto y regresar a su
posicién inicial, por lo que el tiempo que le demanda llegar al centro serd 74 = 7/4,
donde 7 se denomina tiempo de caida libre (el subindice es por su nombre en inglés,

free fall)!,

3T
Gpo

1
Gpo

1 3
= — - 4.
Tir = 5 1 (4.6)

Para el Sol, por ejemplo, 7 =~ 30 min, mientras que para una gigante roja, con
masa similar a la masa solar y radio dos ordenes de magnitud mayor que el solar, este
tiempo es de unas tres semanas, y para una enana blanca de unos pocos segundos.

El significado de estos valores de 7 es claro, si la gravedad y la presion no estuvie-
sen balanceadas en absoluto, siendo mucho mayor la gravedad, la fuerza gravitacional
del Sol le induciria un colapso en alrededor de media hora. Si las fuerzas de gravedad
y de presién difirieran en un 1% en favor de la gravedad, de (4.4) la fuerza ne-
ta resultaria —0,01GM (r)p/r? y en (4.5) corresponde reemplazar Gp, por 0,01Gpg
por lo que de acuerdo a (4.6) (con 0,01Gp en lugar de Gpy) el colapso ocurriria en
aproximadamente 300 min., unas cinco horas.

Como el radio solar es el mismo en una escala de tiempo del orden 4,5 x 10° afos,
resulta evidente que las fuerzas de presion y de gravedad deben estar balanceadas con
una precisién mayor que el 1%, por lo que el equilibrio hidrostdtico es claramente
una muy buena aproximacion.

Podriamos hacer este mismo andlisis suponiendo ahora que la gravedad desapa-
rece stbitamente. En tal caso la ecuacion de Euler (4.2) solo incluird términos de
presion. En el capitulo anterior discutimos este problema y encontramos que la ve-
locidad caracteristica de propagacion de cualquier perturbacion es la velocidad del

INé6tar que 7g es independiente de r.
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sonido ¢,. Por lo tanto, se podria definir un tiempo de explosién

R
Texp = (47)

S
donde R es un radio caracteristico estelar.
Ya hemos encontrado que el colapso gravitatorio ocurre si la escala de distancia
de la perturbacion A supera un valor critico, la longitud de onda de Jeans, A\; definida

en (3.19), esto es, si
[ m
A> Ny =coy | 5,
I Gpo

que puede reescribirse en términos del tiempo de caida libre (4.6) como
A > A\ R CT.

Si adoptamos para la escala de la perturbacion un radio caracteristico estelar, A ~ R,
A/Cs & Texp ¥ la condicién de colapso puede expresase en términos de los tiempos de
caida libre y de explosiéon como

Texp ~ TH-

Por el contrario, si Tex, < 7 la presion domina sobre la gravedad y cualquier pertur-
bacién se propaga como una onda sonora. De acuerdo a esta discusion, en equilibrio
hidrostatico debe cumplirse

TH =~ Texp)

para que las fuerzas de gravedad y de presion estén balanceadas.
Utilizando las estimaciones (4.6) y (4.7) para ambas escalas de tiempo, la equi-
valencia entre ellas implica que

s 1 B
4 Gpo - CS7
siendo
3M 9 kT
~ cC = ——
pO 47TR37 S /,LmH

de acuerdo a (3.14) para la velocidad del sonido isotérmica, la aproximacién anterior
toma la forma

3 [AnR0 R V3m R R AGM . _ KT
4V 3GM ¢ 2 VGM " ¢, 3tm R~ umpg’
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De (1.26), pumpy = M/N donde N es el nimero total de particulas en la estrella y
resulta

4 GM?

™

~ 3NEKT.

El primer miembro, a menos de un factor numérico préximo a 1 es |W/|, el valor
absoluto de la energia potencial gravitatoria de la estrella (para una esfera homgénea
el factor serfa 3/5) y el segundo miembro es 2U, el doble de la la energia cinética media
de las particulas de la estrella. Por lo tanto, el equilibrio hidrostatico implica que
|W| ~ 2U. En una préxima seccién encontraremos con mas precisioén esta relacion.

Veamos ahora que 74 determina, ante un desbalance entre la presiéon y la gravedad,
la escala de tiempo en la cual el equilibrio hidrostatico se restablece. En efecto,
supongamos un elemento de volumen estelar centrado en « que a t = 0 se encuentra
en equilibrio hidrostatico, lo que implica que

b
p(x)

Consideremos que a un cierto ¢ > 0 se produce un pequeno apartamiento del

equilibrio, donde el desbalance lo escribimos como
1
———VP(x) - Vo(x) = —eVo(x)
p(x) ’

con € positivo o negativo pero pequeno. Si € > 0 la gravedad supera ligeramente a la
presion, mientras que la situacién opuesta ocurrird si € < 0.

Las ecuaciones (4.1-4.2) en la formulacién de Lagrange toman la forma

VP(x)—Vo(x) =0, u(x) = 0.

dp du 1
— V-u=0 — =——-VP-Vo.
A B T ¢
y de acuerdo al desbalance de fuerzas estas ecuaciones resultan
dp du

Como inicialmente tanto la densidad como la presién y el potencial dependen de la
posicion, el sistema se torna mucho méas complejo de resolver que en el escenario del
capitulo anterior, por lo tanto haremos estimaciones. Tomamos en primer término la
divergencia de la ecuacion de Euler

d

a(V cu) = -V = —4nGpe,
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donde hemos hecho uso de la ecuacién de Poisson. Si consideramos un intervalo de
tiempo At finito suficientemente pequeno, y siendo a t = 0, u(x(0)) = 0, tendremos

V - u ~ —4nGpe At.

Similarmente, de la ecuacién de continuidad para el intervalo At resulta

A}f ~ —V - u At = 47Gpe (At)?,
donde hemos utilizado la aproximacion hallada para V - w. Esta tdltima expresion
nos permite estimar la fluctuacién (positiva o negativa) en la densidad y, definiendo
el tiempo hidrostdtico, T4, como el intervalo de tiempo At = 7,4 para el cual esta
fluctuacion es del mismo orden que el apartamiento del equilibro hidrostatico, esto
es Ap/p = € resulta
€ ~ 4nGpe iy

y obtenemos para Tj;q
1 1

Thid = —/= "= "~
Viar /Gp
La fluctuacién en la presién luego de un tiempo g es AP = ¢?Ap ~ ec?p. Un
aumento (disminucién) de la densidad producto de una contraccién (expansion) del
elemento de volumen durante el intervalo 74, da lugar a un incremento (decreci-
miento) de la presion que resulta del mismo orden que el desbalance de fuerzas, por
lo tanto el equilibrio hidrostatico se restituira.

La expresién de 74 dada en (4.6), fue hallada con anterioridad cuando derivamos
la longitud de onda de Jeans, por lo que 7¢ = 74;, es en realidad una escala de tiempo
dindmica general para un sistema en que interviene la gravitaciéon. Un proceso gra-
vitacional siempre ocurre en escalas de tiempo ¢ >> 74;,, la contraccion gravitatoria,
el equilibrio hidrostatico y muchos otros procesos de relevancia astrofisica.

Por lo tanto la aproximacion de equilibrio hidrostatico (4.3) es valida para escalas
de tiempo Tqin K t K teyol, donde toy €s la escala de tiempo de evolucién estelar
siendo las més rdpidas tewo ~ 10° aflos 0 menores, pero mucho mayores que Tgip.

Bajo estas consideraciones fisicas la ecuacion (4.3), considerando simetria esférica,
se reduce al siguiente par de ecuaciones para el equilibrio hidrostatico

T -

dP(r) _ _GM(T) ()
dr r2 ’
(4.8)
dﬂgy) = dnr?p(r);
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donde dM (r) es la masa contenida dentro de una cascara esférica de radio r y de
espesor dr, tal como mostramos al discutir el campo gravitatorio de un sistema
esférico. De la primera en (4.8) observamos que dP/dr < 0.

4.2. Cota para la presién central

En la seccién anterior establecimos las condiciones fisicas para las cuales la apro-
ximacién de equilibrio hidrostatico es valida, y derivamos la ecuacion correspondiente
a dicha situaciéon de balance entre las fuerzas de gravedad y de presion. La primera
ecuacion en (4.8) es una ecuaciéon diferencial de primer orden para P, por lo que para
resolverla es necesario establecer condiciones de contorno, por ejemplo la presion en
r = 0. Si bien de esta ecuacién no podemos determinar su valor en el centro estelar,
si podemos derivar una cota para ella.

De la primera y segunda ecuacién en (4.8) eliminamos p y escribimos

dP GM(r) 1 dM(r) . aP G M(r)dM(r)

&> —0:
dr r2  Anr?  dr dr  Am 4 dr ’

en el primer miembro aparecen dos derivadas respecto a r, por lo que reescribimos
estos dos términos como la derivada de la suma de dos términos mas uno adicional
para mantener la igualdad,

d (P(r) + GM%)) L G

dr 8t rt 2 rd

o equivalentemente,

d (P(r) + GMQ(T)) - _GM)

dr 8 rd 2 b

Por lo tanto ¢ (r) definida como

G M3(r)

4

V) = Pr) +

es una funcién decreciente de r, por lo tanto ¥(0) > 1(R), siendo R el radio estelar.
Asi

8t r

#(0) = P(0) + 1im & M2(r)

r—0 81 714

> p(r)+ SR )
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donde M(R) =My

M2
i M)

r—0 r

— 0

pues como ya lo hemos considerado previamente, M(r) o 73 para r — 0. Siendo
P(0) = P,, la presién central y P(R) = 0 por definicion, resulta
G M?
P.>———.
8r R4
En general la presion central de una estrella siempre se puede escribir de la forma

(4.9)

GM?
Pc = 6?7
donde 5 ~ 1> 1/(8).
Teniendo una estimacién de la presion central, asumiendo que el gas estelar es
ideal, podemos derivar también una estimacion para la temperatura central T, siendo

P = pkT/(pmpg), haciendo p ~ 3M /(47 R?) resulta

GM? _ 3M kT

P R* 7 4nR® umy’

y obviando factores numéricos del orden de 1 resulta para T,

GM JYianszs

1.
R k

Para el Sol, por ejemplo, estas dos estimaciones arrojan P, ~ 10 ergem=3, T, ~
2 x 107 K. En estrellas evolucionadas, la presién central en general es mucho mayor
que la estimaciéon dada por (4.9).

4.3. Teorema del virial

Consideremos las ecuaciones de equilibrio hidrostatico (4.8) y nuevamente elimi-
namos p,

aP G M(r) dM(r)

dr 4w rt dr =0,

que reescribimos como
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4rr3dP = —G]\;[mdM(r).

El segundo miembro, de acuerdo a (2.27) es dW, siendo W la energia potencial
gravitatoria de la estrella, por lo tanto

dW = 4rr3dP = d(4nr® P(r)) — 12702 P(r)dr, (4.10)

y si consideramos un gas no relativista, por (1.16), P = 2u/3, donde u es la densidad
de energia, entonces

12772 P(r)dr = 87rudr = 2 x 4rr*udr = 2udV,

donde hemos reemplazado 47r?dr por el diferencial de volumen de una céscara esfé-
rica de radio 7 y espesor dr, dV, asi (4.10) resulta

dW = d(4mr* P(r)) — 2udV = d(4nr*P(r)) — 2dU,

pues u es la densidad de energia. Por tanto, integrando entre 0 < r < R, siendo R el
radio estelar resulta

R
W =dnrP(r)| —2U
0

como P(R) = 0, el primer término del segundo miembro se anula y obtenemos

2U + W =0, (4.11)

resultado que se conoce como teorema del virial. Siendo la energia total de la estrella
E = U + W, esta misma relacién se puede reescribir como E = —U. Cabe senalar
que a un resultado muy similar arribamos al establecer la condicién de equilibrio
hidrostatico, Tg ~ Texp-

El teorema del virial también se deriva en una formulacién puramente dinami-
ca, imponiendo la condicion que la derivada temporal segunda del valor medio del
momento de inercia del sistema se anule, dando asf la misma relacién (4.11) para la
energia cinética y potencial media del sistema. Aqui lo hemos deducido para un gas
no relativista en equilibrio hidrostatico. Este teorema juega un rol central tanto en
el proceso de formaciéon como de evolucion estelar.

Supongamos una nube molecular de gas ideal, uniforme, con densidad py, masa
total M., radio R, y en equilibrio hidrostatico, por lo que se satisface el teorema del
virial y 2U, + W, = 0, donde
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3 3GM?
U.= =NKT, e =—= =5
2 5 R,
y de acuerdo a (1.26), N = M./(umy) es el niimero total de particulas del gas.?
Consideremos que se produce un ligero apartamiento de equilibrio tal que 2U, <
|W,.|, la gravedad supera ligeramente a la presiéon. Por lo tanto se producird una
contraccion gravitatoria y

M M? 1 M
CkT<3G d —kT<&

Hmpy 5R. wmp 5R.’

3

siendo pg = 3M,. /(47 R?) la densidad inicial antes de la contraccién, podemos reem-

plazar R, en la ecuacién anterior por R, = (3M./4pom)'/® ~ (M,/4po)"/?
1 43¢ :
— kT < po M2,
WM )

y obtenemos una cota para el valor de M, por encima del cual la nube colapsara,

53/2 12 k 3/2
M. > — T3 [ —— ~ M
g o0 Gumpyg !

donde hemos usado (3.20) para la masa de Jeans expresada en términos de la tem-
peratura y la densidad.

Solo utilizando el teorema del virial y argumentos termodindmicos derivamos una
muy buena estimacion de la masa de Jeans y, de la misma manera se obtiene el radio
o longitud de onda de Jeans.

En caso de equilibrio hidrostatico, se cumple exactamente el teorema del virial y
podemos estimar la temperatura media estelar a partir de expresiones muy similares
para la enegfa térmica y potencial; U = 3SMET/(2umg) y W ~ —GM? /R, aplicando
el teorema del virial

3M/’<:T’\JG]\/[2
WM g ~ R’

o pmy GM
T3 glt con g =0,

que resulta muy proxima a la estimacion dada anteriormente para la temperatura
central.

Supongamos ahora una estrella que se encuentra en equilibrio hidrostatico y que
sufre una contraccion gravitatoria debida a una disminucién de la presion. Esta

(4.12)

2Para la segunda relacién, recordar que al concluir el capitulo de teoria de potencial se calculé
la energia potencial gravitatoria de una esfera homogénea de radio R.
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contraccién implica una disminucién de la energia potencial gravitatoria (aumento
en valor absoluto) pues, como hemos mostrado con anterioridad

W= —a—u
a—p

con « una constante positiva del orden de 1. Por lo tanto una contraccién implica
una disminucion de R, haciendo W maéas negativa, por lo tanto, si denotamos con
AW a esta variacién de la energia potencial, AW < 0.

Sean U; y W la energia cinética o térmica y potencial gravitatoria de la estrella
previas a la contraccion. Al estar en equilibrio hidrostatico, se satisface el teorema
del virial y

2U1+W1:0; E1:U1+W1:—U1,

donde E; es la energia total de la estrella.

Supongamos que luego de la contraccion la estrella alcanza nuevamente el equi-
librio hidrostatico, siendo Us y Wy = Wy + AW la respectivas energias internas y
potencial, que satisfacen

20Uy + Wy = 0; Ey =U; + Wy = —U,,

donde ahora Fs es la energia total luego de la contraccion.
Denotando con AE = Ey, — Ey vy AU = Uy — Uy, resulta inmediatamente que

AU:—A;V>0, AE:A;V<0.

En consecuencia el efecto de una contraccién gravitatoria produce un aumento
de la temperatura y una disminucion de la energia dando lugar a un sistema mas
ligado. La energia que pierde la estrella se irradia al exterior.® Es de destacar este
comportamiento termodinamico “extrano” de una estrella al sufrir una contraccion,
aumenta su temperatura y cede energia, su calor especifico es negativo.

Una contraccién gravitatoria puede originarse a partir de un decrecimiento de la
presion al aumentar el peso molecular medio u, producto de la transformacion por
reacciones nucleares de, por ejemplo hidrégeno en helio. En una escala de tiempo 74,
la estrella recuperara el equilibrio y habra aumentado su temperatura lo suficiente
como para quemar helio en elementos més pesados.

Para concluir con esta seccién repitamos las mismas consideraciones que hicimos
para derivar el teorema del virial, pero ahora para un gas relativista. Al discutir por

3En el capitulo siguiente consideraremos esta fuente adicional de energia que emite una estrella.
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ejemplo un gas de electrones completamente degenerado y relativista, encontramos
que P = u/3, igual que para la radiacién, por lo que en la ecuacién (4.10) se modifica
el ultimo término del segundo miembro al reemplazar P por u y resulta

dW = d(47r*P(r)) — udV,

y al integrar sobre r, procediendo de la misma manera que en el caso no relativista,
obtenemos

U+W =0, E=0.

Este resultado muestra que un sistema en extremo relativista es marginalmen-
te estable. Puede expandirse o contraerse indefinidamente sin variar su energia. No
obstante un pequeno cambio en el sistema puede resultar suficiente para tornarlo
inestable. Un ejemplo importante de sistemas ultra relativistas son las estrellas do-
minadas por la presién de radiacion, estos objetos estan al borde de la inestabilidad.
Este simple resultado brinda una explicacion natural al hecho factico de porque no se
han encontrado estrellas con masas que excedan las 100M; en estrellas muy masivas
la presién de radiaciéon domina completamente y por tanto son inestables .

4.4. Equilibrio hidrostatico en una atmadsfera
En las capas mas externas de una estrella, la ecuacion de equilibrio hidrostatico
(4.8) toma una forma mas simple, reflejando el hecho de que la atmoésfera es en general

muy delgada comparada con el radio estelar, como se muestra esquematicamente en
la Fig. 4.1.

Figura 4.1: Geometria de capas plano

paralelas para una atmosfera.

4Estas consideraciones son claves también para que exista una masa méxima (masa de Chan-
drasekhar) en las enanas blancas.
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De (4.8) si expresamos r = R+ z, donde z se mide desde la fotdsfera estelar donde
queda definido el radio estelar, suponiendo que z < R y siendo dr = dz resulta

@__GM(T)() R P GM(R+>z)
dr rz P dz (R+2)?

donde hacemos

p(R+ z),

R+z R
M(R+z) = 47r/ p(r)rdr’ ~ 47r/ p(r)rdr' = M,
0 0

la masa total de la estrella; p(R + z) — p(z) pues solo implica un cambio del origen
de coordenadas y

11 1 1
(R+ 2?2  R2(1+ z/R)? _R2<

donde hemos hecho un desarrollo de Taylor en z/R. Siendo z < R podemos también
ignorar el término lineal en 2z y aproximamos

-2+ O((Z/R)2)> ,

b 1
(R+ 2?2 RY

por lo que la ecuacién de equilibrio hidrostatico para la atmosfera se reduce a

dP GM

P —gp(2), 9= R

donde g se denomina gravedad superficial que es un parametro muy importante de

la atmosfera. Esta aproximacion para la atmésfera se denomina, aprorimacion de

capas plano-paralelas pues la densidad y la presion solo dependen de la coordenada

cartesiana z. En el proximo capitulo discutiremos con mas detalle esta aproximacion

en términos mas generales para las propiedades de una atmoésfera estelar.
Consideremos una atmosfera isoterma de gas ideal,

(4.13)

kT
p=
Hmy
que reemplazada en (4.13) nos da una ecuacién diferencial para la densidad

kKT d d
P o gp(z), - L=

pmp dz p kT

integrando para z desde z = 0, y definiendo
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g kT

 pmpyg’

obtenemos la conocida ley para la densidad

p(z) = p(0) exp (=z/H).

Es inmediato hallar la ley para la presién, basta reemplazar p(z) en la ecuaciéon de
estado y

P(z) = P(0)exp (=z/H), P(0) =

pmy

El parametro H se lo denomina escala de altura en la atmosfera y, en modelos
no isotérmicos, se generaliza definiéndolo como

dz dz dz P
_ - _ — _p= _ 7
dln P dP/P dP  gp(z)

donde hemos hecho uso de (4.13) para dP/dz.

H—

(4.14)

4.5. Modelos estelares simples

En general las ecuaciones de equilibrio hidrostético (4.8) no pueden ser resueltas,
tal como ocurre con las ecuaciones hidrodinamicas requerimos de una ecuacion adi-
cional pues éstas involucran tres funciones a determinar p(r), P(r) y M(r). Existen
dos excepciones en las que si pueden ser resueltas: cuando p es una funcién conocida
de r; y cuando se conoce P(p).

Si p(r) es conocida, las ecuaciones (4.8) pueden ser integradas, comenzando con
M (0) = 0y se obtiene M(r). Con M (r) puede integrarse la ecuacion para la presion, a
partir de r = R con la condicién de contorno P(R) = 0. Si bien este es un escenario
poco realista para construir un modelo estelar, resulta interesante observar que el
conocimiento de p(r) determina completamente la estructura hidrostatica de una
estrella. Un modelo muy sencillo donde la densidad es una funcién lineal de r se deja
como ejercicio, cuando p(r) = p.(1 —r/R) sir < Ry p(r) = 0sir > R, siendo p, la
densidad central y R el radio estelar.

En el caso de conocer P(p), implica asumir una forma especifica de ecuaciéon de
estado, tal como lo hemos hecho en la seccion anterior para una atmoésfera de gas
ideal isotérmica.
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4.5.1. Modelos politrépicos

Un ejemplo particular donde la dependencia de la presion con la densidad es
conocida tiene la forma

P=Kp, (4.15)

donde K y v > 1 son constantes positivas. Esta relacién se denomina politropica, y
los modelos resultantes se llaman modelos politrépicos. Histéricamente este nombre
deriva de la relacién entre las variables termodinamicas en un proceso politropico y
para los cuales encontramos que PVt = cte, lo que implica P o< p'*, y que formal-
mente coincide con (4.15). En esta discusién, no asumimos ningtn valor particular
para 7.

Modelos con esta ley para la presion han sido muy relevantes desde principios del
sigo XX o antes en la construccién de modelos estelares, atin hoy son tutiles como
ejemplos simples que no difieren demasiado de modelos realistas. De hecho, como
ya hemos visto, los modelos politrépicos son una aproximacion a situaciones que se
ajustan muy bien a problemas reales, como por ejemplo, el modelo de Eddington,
donde tanto el gas como la radiaciéon contribuyen a la presion total, o en un gas
donde domina la presion de los electrones completamente degenerados, tanto en el
escenario no relativista como relativista.

De las ecuaciones de equilibrio hidrostatico (4.8) que reescribimos

aP _ GM(r) dM (r)

D — 42
dr r? Py dr e,

si utilizamos la primera para expresar M (r) en términos del gradiente de presion y
se reemplaza en la segunda, resulta

r2 dP d r? dP
Mr)= ———— — | = ) = 4002
(r) Gp(r) dr’ - dr ( Gp(r) d?“) e,
que puede expresarse como
1 d [(r?dP
R (i e
r2dr ( p dr ) mGp
De (4.15), P = Kp”,
dP dp
= KAy 122
dr P
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que reemplazada en la tultima relacién arroja

Evd (4 odp
el ) = 4 . 4.1
r2 dr <T p dr mGp (4.16)

Esta es una ecuaciéon diferencial de segundo orden, por lo que necesitamos dos
condiciones de contorno para resolverla, por ejemplo p(0) v dp/dr|,—o.

Procuremos hacer esta ecuacion diferencial mas sencilla, para lo cual introducimos
una nueva funciéon adimensional #, definida positiva tal que

p=X\0", neRT, (4.17)

donde A > 0 es, por ahora, una constante arbitraria con dimensiones de densidad

y n lo vamos a elegir de forma tal que simplifique la ecuacién diferencial (4.16).

Reemplazando en esta tltima ecuacion el cambio p — 6 dado por (4.17) resulta
Kvy d

- n— de n
B (ﬂ(ww 2\nfl 1dr> = —4TGNO",

acomodando términos, esta tultima puede escribirse como
nKy\N=2d ([, d
— = (P2 ) = —4nGOT,
r? dr dr
elegimos n de tal forma que ny —n — 1 = 0 y obtenemos la siguiente relacién entre

el indice politropico y vy

1 1
n=——>0, 0 7:n~|— . (4.18)
v—1 n

Por tanto la ecuacion para 6 queda

dr

nK(n+1)XN"2d [ ,df
nr? dr

r ) — —4n GO,

El factor \7~2 en términos de n es A=/ v la ltima ecuacién la reescribimos como

K+ D)\ 1 d [ ,do
—— — | = -0". 4.1
[ 4G r2dr " dr 0 (4.19)

Denominamos

K 1) \1—n)/n
o’ = (n + ))\ > 0,
e
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pues todos los factores que intervienen en su definicién son positivos. Siendo 6 adi-
mensional, & debe tener las mismas dimensiones que r2. Por otra parte, teniendo A
dimensiones de densidad, la elegimos como A = p. = p(0); por lo que ya especificamos
una condicién de contorno para (4.19), 6(0) = 1.

Teniendo « dimensiones de distancia, definimos una coordenada radial adimen-
sional £ tal que

d_1d
dr  adf’
y en términos de esta variable adimensional en (4.19)

o 1d ([ ,.,db .
a%%mg@fa@>—‘“

(4.20)

r=og,

resulta independiente de a y toma la forma

1d ( 2d9> = 0" (4.21)
§2dg \" d¢

Esta ecuacion se conoce como ecuacion de Lane-Emdem de indice n y sus solu-
ciones 6,(£) como funciones de Lane-Emdem. Las condiciones de contorno que debe
satisfacer esta ecuacién son, como ya hemos sefialado #(0) = 1 y otra que debemos
determinar, df/d¢|c—o.

De la condicién de equilibrio hidrostético (4.8)

ldP — GM(r)
pdr N r2

—0 cuandor — 0

pues, como ya sefialamos M (r) oc r® para r — 0. En términos de 6, utilizando que
P x p?y po 0", esta condicion resulta

ldP 1 __ydp 1 ,,dp 1/n—1dp ALn=1, o dfdo df
x X p oc(@) 0 dr_drocdé*’

- iz -
p dr pp dr ,op dr dr

por lo tanto, df/d€|c— = 0.

La ecuacién de Lane-Emdem (4.21) sujeta a estas dos condiciones de contorno
puede ser integrada y para un n arbitrario, en general debe hacerse numéricamente.

La superficie del modelo se define de manera que 6,(£;) = 0, siendo £ = & el
primer valor del radio adimensional para el cual se anula 6,,(§).
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Dadas las soluciones 6,,(€), podemos obtener relaciones para los pardmetros que
caracterizan el modelo. De (4.20), la definicién de « y recordando que A = p,, resulta
inmediato que el radio del modelo estelar es

(1-n)/n\ 1/2
p_ (Kot o €.
4G

La masa contenida dentro de una esfera de radio £ = r/a, M (£), la calculamos a
partir de la definicién de M(r) y usando (4.17), p(r) = p.0",

_47r/,0 r2dr’,

haciendo r = a&; " = af’
¢ ¢
M(§) = dmp. [ 0"(€)a*d(ag)) = dma’p. [ 0"()EdE.

de la ecuacion de Lane-Emdem (4.21) observamos que

por lo tanto

M(&) = —4ma’p, <£ dz> = —4r (W)w n)/2n (5 5)

donde hemos reemplazado « por su definicion. La masa total M resulta de esta
ultima expresion evaluada en & = &,

_ K(n+1)\" (3-n)/2n [ 200

De forma similar se pueden derivar otros parametros, como la presion central,
la densidad media, etc. Aqui solo incluiremos la expresién para la energia potencial
gravitatoria para una politropa de radio R finito,

3 GM?

W =—
5—n R

(4.23)

®La derivacién de todas estas expresiones pueden encontrarse en Chandrasekhar, An Introduction
to the Study of Stellar Structure.
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Para tres valores particulares de n la ecuacién de Lane-Emdem (4.21) tiene solu-
cién analitica, n = 0,1, 5 la solucién es (se deja como ejercicio)

2

&) =1-%,

01(§) = Segg,
05(¢) = !

J1+¢€2/3

que se muestran en la Fig. 4.2 para p,, = A\0).

n=5 ——
12 | "o
1
08
a
Q. 06 |
04
0 L L

0 0.5 1 15 2 2.5 3 3.5

S

& =6,

Figura 4.2: Soluciones a la ecua-
ciéon de Lane-Emdem para la den-
sidad p = A0™ normalizadas a la
densidad central p., en funcién
del radio adimensional £ = r/a.
Para n = 0, la solucién corres-
ponde a una esfera homogénea,
mientras que para n = 1 el per-
fil de densidad es demasiado duro
en comparacién con el correspon-
diente a n = 5.

La solucién y(§) correspondiente a n = 0 que tiene extension finita, es de escaso
interés astrofisico, ya que por (4.17), corresponde a una esfera homogénea de densidad
p = pe. De hecho la derivacién que hemos hecho para la ecuacion de Lane-Emdem
es valida para n # 0, como por ejemplo lo muestra (4.18).

De las soluciones analiticas, la correspondiente a n = 5 es relevante. Si bien tiene
extension infinita, su masa total es finita. En efecto, de la expresiéon para la masa
total de una politropa (4.22), que por simplicidad la escribimos en términos de «,

resulta

,dbs

M = —47ma®p, ( CTS
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con

dos 1 ¢
& e

y evaluando el limite

dos 1 &
im0 = S fm > = /3,
e = Ty ey V3

Asi la masa total es
M = 47v/30°p,.. (4.24)

La densidad correspondiente a esta solucion, p = p.62, siendo r = af resulta

1 35/2a5
P rPeir a3y~ P 3a2 + 22

usando (4.24), expresamos p. en términos de la masa total M y definiendo un para-
metro de escala de distancia b = v/3a = (3M/47p.)/?, de simple dlgebra la densidad
se reduce a

(r) = 3Mb? 1
PP = =4 (b2 + r2)5/2°

De (2.22),
#r) = —4rG {i /Orp(r’)radr’ + ) P(T’)r’dr’}

para el potencial generado por una distribucién esférica de masa, introducimos en
esta ultima la expresion de p(r),

1 r2dr oo rldr!
s [ o [
gb(r) 3G {T’ 0 (b2—|—7“/2)5/2 + . (52—{—7“’2)5/2}7

y siendo®
/7" r2dr’ 1 rs /00 r'dr! 1 1
0 (52 +7“’2)5/2 o 3b2(b2 —|—r2)3/2’ , (b2 —1—7"’2)5/2 3 (b2 —1—7"2)3/2
surge
r? b? GM
= -GM -
¢(7”) <(T2 n b2>3/2 + (7,2 + b2)3/2> \/W;

SVer 1.S. Gradshteyn and I.M. Ryzhik, Table of Integrals, Series, and Products.
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que se denomina esfera de Plummer o esfera de Schuster, que modela en forma
simplificada sistemas estelares esféricos. Este modelo fue originalmente propuesto
por Plummer para representar cimulos globulares, no obstante en la actualidad ya
no es un modelo satisfactorio. De todas formas sigue siendo de gran aplicaciéon pues
tiene muchas propiedades analiticas convenientes.

Para derivar la energia potencial gravitatoria de la esfera de Plummer notemos
que no podemos hacer uso de (4.23) ya que no esta definida para n = 5, pues para
este caso particular R — oo. A partir de la expresién para W obtenida en (2.27),

w—-c [ My) dM(r),

con

_ 3MP? 1
T An (bz+r2)5/2’

M(r) =4rn /Or p(r')r'dr’, dM (r) = 4mp(r)ridr, p(r)

un calculo muy similar al realizado para derivar el potencial de la esfera de Plummer
resulta para W7

3 GM?
32 b
De este tltimo resultado, y de (4.23) para n # 5, concluimos que las funciones de
Lane-Emdem para n < 5 representan sistemas ligados, mientras que para n > 5 dan
lugar a sistemas de extension infinita, masa infinita y no ligados gravitacionalmente.
Otro modelo politropico de sumo interés astrofisico corresponde a n = 3 pues
conduce a una relacién P o< p*/3. Esta expresién tiene exactamente la forma de la
ecuacion de estado hallada para un gas de electrones completamente degenerado y
ultra relativista que modela enanas blancas de muy altas densidades. Asimismo, esta
misma relacion aplica en el modelo de Eddington para una estrella (1.33), donde el
equilibrio hidrostético se debe al balance entre la gravedad y la presion total (gas y
radiacién).

W= —

4.5.2. Esfera isoterma

En el caso de una esfera de gas ideal isotermo, la presion y la densidad satisfacen
la relacion

“En numerosos textos se afirma que la energia potencial gravitatoria de una politropa de indice
n = 5 es infinita, lo cual obviamente no es correcto.
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kT
P = Kp, K=—"—=¢, (4.25)
KM H
que equivale a una politropa con v = 1 que de acuerdo a (4.19) corresponde a

n = oo. Por ello no podemos hacer uso de la ecuaciéon de Lane-Emdem para tratar
este modelo. De la discusion anterior es claro que una esfera isoterma tendra extension
y masa infinita, pues n > 5.

Utilizando nuevamente las ecuaciones de equilibrio hidrostatico (4.8) y la ecuacion
de estado (4.25) escribimos

dP dp GM(r) Kr*dp
dr dr 2z P (r) G pdr’
reemplazando en dM (r)/dr = 4mr?p resulta
K111d (r*dp
— (22 = —)p. 4.26
LMG} r2dr (p dr) P (4.26)

Si procuramos soluciones que resulten finitas en r = 0, hacemos el cambio de
variables

p(r) = poexp (—¥(r)), (4.27)

con ¥(0) = 0.
Reemplazando en (4.26) obtenemos para 1 (r)

K 1 d dy
) i () = o (010

y haciendo nuevamente

K
2 p— pu—
@ = |fl’/TGp0] ’ " 016,

obtenemos

1d [ ,dy
—=— — | =exp| —v). 4.28
€2d€<§ d§> p(-v) (4.28)
Repitiendo el mismo analisis hecho para la ecuacién de Lane-Emdem, es inmediato
mostrar que la otra condicion de contorno es dip/d€|e—o = 0.

Esta ecuacion, con las condiciones de contorno sefialadas, solo puede ser resuelta
numéricamente y en la Fig. 4.3 se muestra la solucién para la densidad (4.27) en
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| Figura 4.3:
U ) -\-\__\_"‘——\_
20

Solucién
numérica para la ecua-

50 20 1pp cion correspondiente a
3 la esfera isoterma.

funcién del radio adimensional &. Si bien, como mencionamos, la esfera isoterma
implica extensién y masa infinita, su perfil de densidad para r < ry, con ry cierto
radio, esto es una esfera truncada, modelan bastante bien, por ejemplo, los ntcleos
galacticos.

Senialemos finalmente que la ecuacién (4.26) admite una solucién particular, que

no satisface la condicién de densidad finita en el origen. Busquemos esta solucion y
para ello procuremos una de ley de potencias

que reemplazada en (4.26) resulta

K11d [ r Cdr a ak 7 d a2
LMG} r2dr (C’r“ dr ) =t = [47TG] %(T) = -
esta ultima igualdad solo se satisface para a = —2, lo que nos permite ademas
determinar la constante C', C' = K/(27G), y la densidad resulta

b K1
P = oG e

que se denomina esfera isoterma singular, debido a su singularidad en el origen.
Claramente

M(r) =4n /T p(r)rdr’ o r,
0

111



P. M. Cincotta Elementos de Astrofisica Tedrica

por tanto, solo un modelo restringido a 0 < r < ry contendra masa finita y, por
tanto, energia potencial también finita y negativa. La esfera isoterma se utiliza en
muchas aplicaciones, por ejemplo para modelar el efecto de lente gravitacional de
galaxias y cumulos de galaxias.

Asimismo, el potencial generado por esta distribucién de masa lo calculamos a
partir de la ecuacion de Poisson

1d [ ,do d [ ,d¢
— (22 =4 = (=2 = 2K.
r2dr (T dr) mGp(r) = dr (7’ dr)

Vista la singularidad en r = 0, es conveniente introducir un radio adimensional £, tal
que r = rg&, con ry una cierta constante. La ecuacién anterior es invariante frente
a este cambio de variables, similar a lo que ocurre en la ecuacion de Lane-Emdem,
por tanto solo debemos cambiar r — &, e integrando

do dp 2K 4
2D _9KE+ Oy, o = —
df €+ 1, dg f + 52’
donde (] es una constante a determinar. Integrando nuevamente resulta,
C
o(6) = 2K Ing - .

Si elegimos, por ejemplo, el origen del potencial en & = 1 (r = r4), C; = 0, obtenemos
finalmente

¢@):2A1n(r).

Trq

Esta forma del potencial es de interés, pues siendo la velocidad circular v? = r|d¢/dr|,
este da lugar a curvas planas de rotaciéon, v, = cte.
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4.6. Apéndice Capitulo 4

Los resultados obtenidos en este capitulo junto a los obtenidos en la discusion de
la Termodinamica, contamos con las herramientas necesaria para verificar que, por
ejemplo, una estrella puede aproximarse muy bien como una configuracion esférica
gaseosa.

4.6.1. Gas Estelar

Es pertinente justificar que efectivamente podemos considerar a las estrellas como
esferas gaseosas y que en general, salvo en regiones de muy alta densidad como ya
hemos discutido, el gas estelar puede considerarse un gas ideal. Al introducir el
concepto de gas ideal, mencionamos que las interacciones entre las particulas es
despreciable y por tanto, la energia es puramente energia cinética o térmica. Veamos
bajo que condiciones este es un escenario plausible en una estrella.

Consideremos, para simplificar, una estrella constituida por una tnica especie de
particulas con peso atémico A, nimero atémico Z y a temperatura 7. El nimero de
particulas por unidad de volumen, como hemos visto es n = p/(umy), siendo una
tnica especie la constituyente de la estrella, u = A, por tanto n = p/(Amyg). La
distancia interparticula, como ya hemos discutido es d ~ n~'/3 = (Ampg/p)"/3.

La interaccion electromagnética tipica corresponde a una energia potencial ca-
racteristica

V &~ Ze ~ Z2e? (p )1/3 ~ Z?e? (M )1/3 — 2% ( M )1/3
d Ampy Ampy R3 R \Ampy ’

donde aproximamos p por una densidad media M/R?.

Por otra parte la energia cinética térmica media de una particula, como hemos
visto, es (F) = 3kT'/2. y utilizando (4.12) para la temperatura media que derivamos
utilizando el teorema del virial, kT ~ umpygR/3,

pmg GM - Amy GM

E) = kT ~
(E) 3 R 3 R’

pues i = Ay por tanto la relacion V/(E) es

1% R 2% M\ e? Z?
<E>NGM.AmH R (.ATNJ{) —<Gm}¥3> A4/3M2/3’
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donde hemos despreciado el factor 3 dado que se trata de estimaciones crudas, y si
expresamos la masa en masas solares, My ~ 2 x 103 g, resulta

v e2 22 (M 72/3,\,001 z2 (MR
(B) \GMZ*mi® | AY3 \ Mg T A\ M '

H

Por ejemplo, para una estrella de tipo solar compuesta por hidrégeno puro, A =
Z =1, resultando que V/(E) ~ 0,01; en cambio para una estrella similar pero de
hierro puro, A = 56, Z = 26 y el cociente resulta 0.03. Por lo tanto resulta evidente
que en general para masas estelares domina claramente la energia térmica sobre
cualquier interaccion entre las particulas y el material estelar puede ser aproximado
muy bien por un gas.

Por el contrario, si consideramos un planeta como La Tierra y tomamos M =
Mg = 6 x 10*" g, y nuevamente adoptamos el escenario extremo de puro hierro, este
cociente resulta ~ 170, por lo que el centro de la tierra claramente no puede ser
considerado un gas.
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Capitulo 5

Transporte radiativo

La radiacion electromagnética juega un rol central en las estrellas, asi como en el
medio interestelar y en muchos otros sistemas astrofisicos. En este capitulo haremos
una descripcion macroscopica del campo de radiaciéon y mostraremos en algunos casos
la vinculacion entre esta descripciéon y la microscépica, esta tltima se encuentra fuera
del alcance de este curso. En cursos superiores de Atmosferas e Interiores Estelares
se profundizara el tratamiento que aqui se brinda.

5.1. Descripcién de campo radiativo

En cualquier punto en el interior o en el exterior de una estrella existiran fotones
de diversas energias viajando en diferentes direcciones. Estos fotones constituyen el
campo de radiaciéon en el punto 7 al instante . Supongamos un elemento de superficie
arbitrario d*S, localizado en la posicién 7, respecto de un sistema de referencia O.
Sea mn el vector unitario normal a dicha superficie y €2 otro vector unitario que define
la direcciéon del campo de radiacion respecto de m, siendo 9 el angulo entre ellos, tal
como se representa en la Figura 5.1.

Imaginemos que a una distancia (arbitraria) d¢ de d*S existe otro elemento de
superficie d2S” que subtiende un angulo sélido d*Q) (visto desde dS) y cuya normal
es precisamente el vector 2. Existiendo un campo de radiaciéon en r al instante ¢,
cierta energia fluird desde d*S a d>S’ en un intervalo dt. Es claro que si n y £ fuesen
ortogonales no habria contribucién alguna del elemento d?S al campo de radiacién
en la direccién €, por lo que el 4rea efectiva o normal, d*S,, = n - Qd%S = cos ¥d%9,
es la que debemos considerar en esta formulacién. Por tanto, la energia d°E que
parte del elemento de superficie d*S posicionado en el punto = al instante ¢, en el
rango de frecuencias (v, v+ dv), en la direccién € dentro del dngulo sélido d*Q y que
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Figura 5.1: Representacién esque-
maética de los elementos geométricos
requeridos para la definicién de la in-
tensidad especifica.

arriba al elemento de superficie d?S’ en t + dt la caracterizaremos a través de una
funcién de distribucion, que denominamos intensidad especifica, I, que dependera de
la posicion, la direccion, la frecuencia y el tiempo, de manera que

SE(r,Q,v,t) = I(r,Qv,t)d*Qdvn - Qd>S dt. (5.1)

Tal como estd definida, la intensidad especifica (o intensidad monocromatica)
provee una descripciéon completa del campo de radiacién (sin polarizacién) y tendré
dimensiones de

-2 1

erg Hz ' em ™2 s ster ™,

donde ster = rad x rad no es en realidad una unidad fisica.
En la literatura es habitual indicar la dependencia con la frecuencia por medio
de un subindice, de manera que de ahora en adelante denotaremos

d°E,(r,Q,t) =d°E(r,Q,v,t), L(r,Q,t)=1(r,Q,u,t).

Un campo de radiacién se dice

= estacionario: cuando no hay dependencia explicita con el tiempo,
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= homogéneo: cuando es independiente de la posicién,
» isotropico: cuando no existe dependencia con la direccion.

Relacionemos la intensidad especifica con una distribucion més familiar en tér-
minos fisicos. Consideremos la densidad de fotones en el espacio de fases n(r, p,t),
definida de manera tal que

d°N(r,p,t) = n(r,p,t)d’rd’p

es el nimero de fotones dentro de un elemento de volumen del espacio de fases d*rd*p
centrado en 7, p en el instante £. Un haz de radiacién de frecuencia v en la direccion
Q equivale a considerar fotones con impulso p = (hv/c)Q!. Por tanto la energia
transportada por los fotones con frecuencia en el intervalo (v,v + dv) la podemos
expresar como

energia de un fotén
6 _ o 3,13
d&’E,= hv  n(r,pt)drdp. (5.2)

nro. de fotones

Si introducimos coordenadas esféricas en el espacio de impulsos (p, ¥, ), el elemento
de volumen es d3p = p?dpd?*Q) donde p es el mdédulo del impulso y d?Q = sin 9dddy
es el elemento de angulo sélido centrado en €2, utilizando la relacion entre el impulso
y la frecuencia resulta

c? c 3

2.,2 3,,2
d*p = p*dpd®Q = (h - ) (%) 20 =" g, (5.3)

El elemento de volumen en el espacio de configuraciones, con ayuda de la Figura 5.1,
podemos escribirlo como

d*r = dtd*S,, = cdtn - Qd*S, (5.4)

pues la diferencia entre d2S,, y d2S’ es de orden d¢ — 0 cuando dt — 0. Por tanto,
introduciendo (5.3) y (5.4) en (5.2) obtenemos

4.3
B, = " v, (o)) 1) PQdvm - QS dt. (5.5)

c2

Comparando (5.5) con (5.1) resulta

!Esta relacién surge de p = mv, E = mc?, por lo que p = (E/c®)v, conv =cQy E = hv.
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4,,3

h
L(r,Qt) =2

c2

n(r, (hv/c)Q,t), (5.6)

relacién que nos muestra que la intensidad especifica es proporcional a la densidad
de fotones en el espacio de fases. Mas precisamente, [, esta intimamente relacionada
con la densidad de energia en el espacio de fases, puesto que la relacién (5.6) se
obtiene a partir de (5.2). Nétese que la dependencia del campo de radiacién con la
frecuencia y la direccién proviene del espacio de los impulsos.

De (5.5), si integramos a todo el angulo sélido y reescribimos cdt n - Qd%S = d3r

h*v3

4 —
d'B, = =

/ n(r, (hv /), 1) d2Q dv dr, (5.7)

obtenemos la densidad de energia espectral, esto es la energia por unidad de volumen
en el intervalo (v, v +dv), u,. Comparando con (5.6) obtenemos la siguiente relacion
entre la densidad espectral de energia y la intensidad especifica

wy (1) = i/ly(r,ﬂ,t)dQQ. (5.8)

Una propiedad importante de la intensidad especifica (demostrada en otros cur-
sos) es su invarianza entre dos puntos arbitrarios, si no existen fuentes o sumideros de
radiacién a lo largo de la linea que une ambos puntos. Es una consecuencia inmediata
de la conservacion de la energia del campo de radiacién en ausencia de procesos de
creacion o aniquilacion de fotones.

5.2. Momentos de la intensidad especifica

Siendo la intensidad especifica una funcion de distribucion, resulta util considerar
los momentos de [, respecto a una de sus variables, en particular, €2.

Recordemos que dada una funcién de distribucion f(zq, z2, x3) con, por ejemplo,
las z; definidas en R, y asumiendo que f esta normalizada a 1, esto es

/ / / f(.i(fl,l'g,l‘g)dxldl’gdl’g = 1,

puede definire el momento de orden k de f respecto a x;, como
M;k) = /_Oo l’?f([ﬂhflfg,l’g)dl’j, (5.9)

donde M}, que también es una distribucién, depende las x; pero no de x;. En el caso
de una funcién de distribucién de una tnica variable, x, el momento de orden 0 es
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justamente la condiciéon de normalizacion de f, el de orden 1 es el valor medio, (z),
y el de orden 2 corresponde al valor medio cuadrético, (z?).

5.2.1. Intensidad media

Definimos el momento de orden 0 de la intensidad especifica respecto a €2 (o valor
medio respecto a todas las direcciones) como

(1) / L (7, Q. 1)d20 (5.10)

que se denomina, intensidad media. La integral en (5.10) se extiende sobre todo el
angulo sélido (47 ster). Suele encontrarse en la literatura que las unidades de J, son
erg Hz 'em 2571, esto es difiere de las unidades de I, en el ster. Esta afirmacion no es
correcta, y proviene justamente de que ster no es una dimensién fisica. En efecto, es
claro que J, no es una distribucién en direcciones, ya que resulta de integrar a todo
el angulo solido, mientras que [, si lo es; la inclusion del ster entre las dimensiones
de I, tiene por objeto enfatizar este hecho. Las unidades de ambas intensidades
coinciden, ya que en (5.10) el denominador 47 son justamente ster. Por ello no hay
incongruencia alguna en la relaciéon entre ambas distribuciones cuando el campo de

radiacién es isotropico, pues siendo I, independiente de €2 resulta

1
Tt = o /I 1)d2Q = —L,(r,t)/dZQ = I(r,1). (5.11)
4m —

Comparando la definicién de J, (5.10), con la expresién para la densidad espectral
de energia, (5.8),

U (7, 1) / L (7, 2, )d?Q.
inmediatamente encontramos una muy estrecha vinculaciéon entre ambas

4
Uy = 7TJ (5.12)

En todos los casos que abordaremos en este curso, consideraremos geometria plana
o esférica. En el caso de atmosferas, utilizaremos la aproximacion de capas plano—
paralelas ya definida con anterioridad. En cambio para el interior de una estrella
utilizaremos la aproximacion de simetria esférica.

Para la aproximacién de geometria plana utilizaremos coordenadas cartesianas,
r = (z,y, z), siendo los planos a z constante los que definen cada capa homogénea
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Figura 5.2: Esquema correspondiente a la
aproximaciéon de geometria plana.

en una atmosfera, ignorando asi toda dependencia con z e y. En la Figura 5.2 se
representa esquematicamente esta geometria. La direccion €2 queda completamente
especificada con los dngulos (¥, ), no obstante, la suposicién de independencia de
la intensidad especifica respecto de (x,y) implica simetria azimutal del campo de
radiacién, esto es independencia respecto de ¢, por lo que resulta I,(r,Q,t) —
I,(z,9,t), donde en la atmoésfera z se mide hacia el exterior (opuesto a la direccién
de la gravedad)?. Nétese que el vector normal a cualquier elemento de superficie
sobre el plano z = cte coincide con el versor e., esto es, con uno de los versores de
la base candnica global para esta geometria. Por ello, al realizar cualquier traslacion
(x,y,2) — (2/,y/,2), la base se mantiene invariante, y en particular n es el mismo
Vz.

En la geometria esférica, utilizamos coordenadas esféricas (r, ©, ®) para definir
el vector posicion, pero asumiremos independencia del campo de radiacion respecto
de los angulos © y ®. La Figura 5.3 ejemplifica este escenario, donde ahora el vector
normal a cualquier elemento de superficie sobre la esfera de radio r es el versor e,, que
depende de la posicién sobre la esfera (la base es local). Tomando el plano tangente a
la esfera en el punto r, que denotamos con II, y donde n L II, fijamos una direccién
(o un eje) denotado con & para definir el dangulo azimutal ¢ correspondiente a la
proyeccion de la direccion del haz €2 sobre I y el eje . A diferencia de la geometria

2La suposicién de invarianza respecto de (x,%) implica la no existencia de direccién privilegiada
alguna sobre el plano z = cte, por lo que el campo de radiacién debe ser independiente de (.
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Figura 5.3: Esquema correspondiente a
la aproximacién de geometria esférica.
El plano II es tangente a la esfera en el
punto 7.

plana, es claro que n varia con r. Nuevamente la simetria esférica asumida implica
que no existe ninguna direccion privilegiada sobre I y por tanto isotropia azimutal
del campo, por lo que resulta I, (r,€2,t) — 1,(r,9,1).

Como en ambas geometrias la intensidad especifica depende de una tinica coorde-
nada espacial z o 7 (modelo unidimensional), el d&ngulo entre los versores 2 y n (9)
y, eventualmente el tiempo, escribimos por simplicidad, I,,(n, 9, t), donde n = z para
la geometria plana y n = r para la geometria esférica. Es evidente que la intensidad
no pude tener cualquier dependencia con ¥ pues toda funcién (bien comportada) del
angulo polar, admite un desarrollo en polinomios de Legendre de cos, por lo que
en vez de la variable ¢ utilizaremos una nueva variable, y = cos? y escribiremos
entonces I,(n, i1, ).

Bajo estas aproximaciones y notacion, para la intensidad media tendremos de
(5.10), que reescribimos

1
J(r 1) = E/I,,(r,ﬁ,t)d%l,

siendo d*Q = sen¥d¥dy y du = — sin9ddd,

1 2 T 1 1
Jy(n,t) = —/ dgp/ I,(n,9,t) sen¥di = 7/ L,(n, u, t)du, (5.13)
A Jo 0 2/
donde hemos utilizado que para ¢ = 0, x = 1, mientras que para ¥ = m, u = —1.

5.2.2. Flujo del campo de radiacion

Considerando nuevamente la Figura 5.1, definimos el flujo del campo de radiacion
como el vector F, tal que el producto escalar

F, -nd*S
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corresponde a la energfa en rango de frecuencias (v, v+dv) que atraviesa la superficie

orientada d?S en el intervalo (¢,¢ + dt). Tomemos la relacién (5.1) y la reescribimos

como?

d°E, = I,Qd*Q - nd*>Sdtdv,
y si integramos a todo el angulo sélido resulta,

d'E, — / 1,Qd%Q - nd?Sdtdy,

por lo que, de su definicion,

F, = [ 1ad0
es el flujo del campo de radiaciéon. En componentes, resulta

Fo = [ LOud0, (5.14)
y para ambas geometrias (ver Figs. 5.2 y 5.3)

Q =senvcosp, €y =senvsenyp, 3 =cos,

y siendo d?Q = sen 9didyp, de (5.14)

2T pm
Fu = / / I, sen? ¥ cos pdidyp
o Jo

2 pm
Fu, = / / I, sen® ¥ sen pdiddyp
o Jo

por lo que para cualquiera de estas dos geometrias, por ser [, independiente de ¢
resulta F,,, = F,, = 0. Por tanto, en estas dos aproximaciones, el flujo es un escalar
que coincide con la componente del vector F, en la direcciéon de m, por lo que en
(5.14) omitimos el subindice 3 y obtenemos

2 s
F, = /[y cos Vd*Q :/ / I, cos ¥ sen ¥dv) dy,
o Jo ST~
ILL —_

dp

y, nuevamente haciendo uso de la isotropia azimutal del campo, resulta

1
Foo.t) =27 [ 1,00 t)udp. (5.15)

3Cuando no resulte indispensable, omitiremos la dependencia funcional de la energia, la inten-
sidad especifica y demads distribuciones con las variables naturales.
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En el caso particular de un campo de radiacién completamente isotropico, esto
es, también independiente de ¥ (o ), (5.15) muestra que el flujo se anula; no existe
un flujo neto de energia a través de la superficie d2S. Por ello, resulta ttil separar
entre el flujo que atraviesa el elemento de superficie tanto en la direcciéon de n como
en la direccién opuesta. Definimos entonces el flujo saliente F,7, > 0 (0 < 9 < 7/2)
y el flujo entrante F,, u < 0 (7/2 <9 < 7), por lo que

Ff= 27r/ L,pdp > 0,
0

0
Fo= —27?/ Lyudp > 0,
1

v

siendo
F,=F —F,.

Nuevamente, para isotropia completa resulta

Ff=nl, F, =71, F,=0.
Es frecuente en aplicaciones astrofisicas definir el flujo astrofisico F), tal que
Fy:WFm Fyi:WFlit7

y comparando con (5.15) resulta

L(n,t) = 2/ v (1, 5 1) pdpa. (5.16)

Notemos que en el caso particular de un campo isotrépico obtendriamos la “confu-
sa” relacién FFf = I,. Esta expresion nos muestra ademds que las dimensiones del
flujo son las mismas que las de la intensidad especifica y la intensidad media si no
consideramos al ster como unidad fisica, en caso contrario [F,| = [I,] x ster.
Volviendo a los momentos de la intensidad especifica, consideremos el momento
de orden 1 respecto a u, que llamaremos H,. Para la componente normal este se

define
H,(n,t) = yym /I n, i, t) cos ¥d*Q = yym / / v (0, i, t) cos ¥ sen Ydiddyp
T
= d
2/ v (1, 1, ) pdp,
y comparando con (5.15) obtenemos

-Fu - 47TH1/~ (517)

Al momento de orden 1, H, se lo suele denominar en la literatura, flujo de Eddington.
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5.2.3. Presion de Radiacion

Como hemos visto, la radiaciéon transporta impulso por tanto una transferencia de
impulso del campo de radiacion al atravesar una superficie dara lugar a una presion
sobre la misma. Hemos senalado ya que el impulso que transporta un fotéon esta dado

por
E

p=—0Q.
c
Si consideramos ahora la energia que transporta el campo de radiaciéon (o el nimero
de fotones en un elemento de volumen en el espacio de fases) dentro del angulo sélido
d*Q) en el intervalo de frecuencias (v, v + dv) entre t y ¢ + dt que atraviesa d*S, E,
debe reemplazarse por d°F, definido en (5.1), por lo que el impulso de un haz de
radiacién serd también un diferencial de sexto orden

_ dE,
N C

d®p Q.
Valiéndonos de la Fig. 5.1, la componente normal del impulso al elemento de super-
ficie orientado d2S, d°p,, = d°p - m, es

d°E,

d®p, = Q-n
c

Por tanto los fotones al atravesar un elemento de superficie transfieren impulso.
Reemplazando d°E, por su expresién en términos de la intensidad especifica, resulta

1
d°p, = ~L,d*Qdv (n - Q)*d*S dt
c
e integrando sobre todo el angulo sélido y utilizando que n - £ = cos ) obtenemos

1
d'po =~ / 1, cos® 9d?Q dv dt d2S,

P,

donde P, es justamente la presidn del campo de radiacion en el intervalo (v, v+ dv)*.
Definimos entonces la presién de radiacion como

cosZ ¥

P _ L gRre
V(nvt) - c V(777ﬂ'7t) :u )

4La variacién de la componente normal del impulso por unidad de tiempo y superficie es la
definicién usual de presién.

124



P. M. Cincotta Elementos de Astrofisica Tedrica

y considerando la simetria azimutal del campo, recordando que en este caso

1
/dQQ = 27r/ dji
~1

finalmente obtenemos

P, _ 11 2d 5.18
v(n,0) = — | L(n,p t)udp. (5.18)

Relacionemos ahora la presion de radiacién con el momento de segundo orden de la
intensidad especifica. Nuevamente, por definiciéon, este momento K, es

1
K,(n,t) = 7/fu(n,u,t)ﬂ2d29,

que por la simetria azimutal de I, resulta

1 r1
Kl/(nvt) = 5 [1 [u(’r]a,uvt):uzdu7

y comparando con (5.18) obtenemos

1
P ="K, (5.19)
C

Considerando una vez mas isotropia completa del campo de radiacion, resulta

1 1 1
KV - 711// 2d = *Im
gt J T

donde hemos hecho uso de (5.11). Utilizando la relacién (5.12), u, = (47/c)J,,
encontramos una relacion sencilla entre la densidad espectral de energia y la presion

de radiacion .
P,=-u,.
3u

Si integramos esta ultima expresion a todas las frecuencias, siendo

u:/ u,dv, Prad:/ P,dv,
0 0

125



P. M. Cincotta Elementos de Astrofisica Tedrica

obtenemos que la presiéon y la densidad de energia de la radiacién satisfacen la relacién

1
Prad - §u7

que es la que hemos utilizamos previamente al abordar la termodinamica de la radia-
cion. Notese que hemos derivado la misma asumiendo solamente isotropia del campo
de radiacion. En una proxima seccion discutiremos la hipotesis adicional que se re-
quiere para obtener la ecuacién de estado v = a1, ya que hasta el momento no ha
sido necesario introducir la temperatura para caracterizar el campo de radiacion a
través de 1, J,, F, v P,.

5.3. Interaccién radiacién y materia

La interaccién materia-radiacién, es un proceso fisico muy complejo. En general
tienen lugar, entre otros, intercambios de energia entre el gas estelar (o interestelar) y
el campo de radiacién que se describen mediante secciones eficaces atémicas y nime-
ros de ocupacion de los diferentes niveles de energia de las particulas constituyentes
del gas. Esta formulacién microscopica esta fuera del alcance de este curso, por lo
que haremos una descripcion macroscopica de los procesos que dan lugar a remociéon
o incremento de la energia del campo de radiacion.

Figura 5.4: Elemento de volumen de gas y
campo de radiacién. (¢
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5.3.1. Opacidad del gas

Para caracterizar la energia removida del campo de radiacion, utilizamos un co-
eficiente macroscopico k,(r,€Q,t), denominado coeficiente de opacidad o extincién
del gas. Consideremos un elemento de volumen del gas de seccién transversal d*S,,
y longitud df¢ = |d€|, tal como se ilustra en la Fig. 5.4. Supondremos que en dicho
elemento de volumen existe un campo de radiacion en la direccion €2. La interaccién
del gas con el campo de radiacién entre r = (z,y, 2) y r+dl = (z+dzx, y+dy, z+dz),
como se dijo, entre otros procesos remueve energia de un haz incidente de intensidad
especifica I,(r, 2, t).

La energia del campo de radiaciéon en r, que atraviesa el elemento de superficie
d*S en la direccién €, dentro del dngulo sélido d?(, en el intervalo de frecuencias
(v,v+dv) y entre (t,t + dt) es

d°E,(r,Q,t) = I(r,Q,t)d*Qdvn - Qd>S dt. (5.20)

Por otra parte, la energia que atraviesa d?S’ en r +d¥£ en el intervalo (¢, + dt') con
t' =t+dt,y dt’ =dt,° en la direccién © dentro del mismo angulo sélido e intervalo
de frecuencias y que fluird hacia otro elemento de volumen, ser4®

d°E,(r +de,Q,t+dt) = L,(r +dl,Q,t + dt)d*Qdv d*S’ dt, (5.21)

aqui incluimos el elemento de superficie d25’ pues tomamos la seccién normal al haz
en T + d&, por tanto 2 = n’, y recordando que n - Qd*S = d%S, = d*S’ + O(dY), la
diferencia de energia entre r+d£ y 7 o, equivalentemente, entre (x+dx, y+dy, z+dz)
y (z,y, z) serd

[I,(r+de,Q,t +dt) — I,(r,Q,1)]d*Qdvn - Qd*S dt,

el término entre corchetes, para una variacién infinitesimal, resulta

811/ 811, a],, a],, aly
— .
xdx—i— ydy+ dz + tdt VI, dé+ "

por lo que la diferencia de energia es

dt = dI,,

d'E, = dI,d*Qdvn - Qd>S dt. (5.22)

5Es claro que el intervalo infinitesimal de tiempo en el que la energia cruza el elemento de
superficie d?S no tiene porqué ser diferente al intervalo en el que cruza el elemento de superficie
d?s’.

6Nétese que aqui consideramos la variacién espacial y temporal de la energfa en cada punto, lo
que no fue necesario considerar para definir la intensidad especifica, pues la misma esta definida en
un punto del espacio y en un instante dado.
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Definimos entonces el coeficiente de opacidad del gas, k, > 0, de manera tal
que la disminucion de la energia del campo entre r y r + d€ resulte proporcional a
la energia incidente en r y a la longitud del elemento de volumen de gas df en la
direccién €2, por tanto:

dSE,

dE, = —k,(r,Q,t) L(r,Q,)d*Qdvn - Qd*S dt dt, (5.23)

donde hemos utilizado (5.20) para la energia incidente y el signo negativo es debido
a que el cambio de energia es negativo. No considerando otros procesos que den
lugar a variaciones de energia del campo de radiacién es claro que de (5.22) y (5.23)
obtenemos

dl, = —k,I,dL. (5.24)

De esta ultima ecuacién vemos que las dimensiones de k, son inversas de distancia,
por ej., cm~! = cm?/cm?, por lo que este coeficiente suele denominarse opacidad
volumétrica. Alternativamente, se define la opacidad especifica, K, tal que k, = pk,,
donde p es la densidad del gas y [k,] = cm?g™!. Por otra parte, si n denota la
densidad numérica del gas, se define la seccion eficaz, o, de manera que k, = no,,
siendo [0,] = cm?.

Para medios estaticos y en ausencia de direcciones privilegiadas a escala atoé-
mica (que las produciria por ejemplo un campo magnético), el coeficiente resulta
isotropico, por lo que k, (7, t).

Los procesos de absorcién (y de emisién como veremos) se describen mediante un
tratamiento cuantico de las particulas materiales presentes en el gas estelar. Existen
muchas formas en las que las particulas pueden interactuar con un fotén. En térmi-
nos amplios, la opacidad puede dividirse en opacidad de la linea y la opacidad del
continuo. La opacidad de la linea tiene su origen por la absorciéon de fotones por un
atomo de manera que un electréon pasa de un nivel de energia a otro superior y por
lo tanto s6lo ocurre para frecuencias especificas. En la atmdsfera de una estrella este
proceso da lugar a las lineas espectrales. Por otro lado, la opacidad del continuo es
la que tiene relevancia en el interior estelar. Los formulacion fisica que describe estos
procesos de interaccion entre fotones y particulas muestra que ellos ocurren sobre un
extenso rango de frecuencias y no a una frecuencia especifica; y este el el origen del
término continuo.

En general la opacidad tiene dos componentes fisicamente diferentes, una debida
a los procesos de absorcion real o absorcion verdadera, esto es, a los procesos en los
cuales la energia de los fotones incidentes es transferida al gas en forma de energia
cinética. En este caso la energia del campo de radiacion (en un intervalo de frecuencias
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y direcciones) pasa integramente al gas aumentando su temperatura, los fotones se
han “termalizado” es el término usual para referirse a este mecanismo de absorcién,
y el coeficiente de opacidad correspondiente lo denotamos k?. Mecanismos tipicos
que dan lugar a absorcion verdadera y que dependen de la frecuencia son

» transiciones libre-libre,
= transiciones ligado-libre,
= transiciones ligado-ligado.

Por otra parte, existen procesos en los que practicamente no existe intercambio
de energia entre el campo de radiacion y el gas, sino que producto de la interacciéon
de las particulas del gas con los fotones, éstos resultan dispersados en una direcciéon
diferente a la incidente y por tanto existe una reduccién de la energia del campo
de radiacion en dicha direcciéon. A este mecanismo se lo conoce habitualmente como
scattering o dispersion y su correspondiente coeficiente lo denominamos £;. Ejemplos
de procesos de scattering son

» dispersion Thompson o electronica: interaccion fotén—electron libre, es inde-
pendiente de la frecuencia,

= dispersion Compton: similar a la dispersion Thompson pero para electrones
relativistas, que depende de la frecuencia

» dispersién Rayleigh: interacciéon foton—dtomo/molécula, tipica en las atmosfe-
ras planetarias.

El coeficiente de opacidad total resulta entonces k, = k% + k7. De la discusion an-
terior, resulta claro que el coeficiente macroscopico k% dependera fuertemente, entre
otros, del las propiedades termodinamicas locales del gas, pues éstas determinaran
en ultima instancia los niveles de ocupacion atémica, grado de ionizacion, etc., por
lo que dependera de la posicion a través de las variables termodindmicas, k%(p, T, C'),
siendo C' la composiciéon quimica. En cambio, k) dependera mucho més fuertemente
del campo de radiacién que del estado termodindmico del gas, como veremos mas
adelante.

La correcta derivacion de una expresién aproximada para el coeficiente de opa-
cidad en los ejemplos mencionados es sumamente compleja, y debe hacerse en el
marco de la mecanica cuantica, que excede los alcances de este curso. De hecho, en
general se utilizan tablas de opacidades obtenidas numéricamente en lugar de las
aproximaciones analiticas mas rigurosas.
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No obstante, mencionemos que el coeficiente de opacidad total incluye todos
los procesos de absorcion habituales en una estrella: libre-libre, ligado-libre, ligado-
ligado, dispersién Thompson (ademés de otros procesos como por ejemplo el ion ne-
gativo del hidrégeno). Existen expresiones muy aproximadas derivadas clasicamente,
para los procesos de absorcion ligado-libre, libre-libre que estan dados por lo que se
denomina Ley de Kramers donde k = (k,) ~ T~7/2 donde (k,) denota el coeficiente
de opacidad promediado sobre todas las frecuencias (se discutird mas adelante). En
cambio en el caso de la dispersién Thompson, el coeficiente de opacidad es indepen-
diente de la temperatura y la frecuencia. En el Apéndice a este capitulo se brinda
una discusion muy acotada de estos procesos de absorcion.

La ecuacién (5.24), dI,, = —k,I,d¢, nos dice que la variacién de energia del haz
de radiacién a lo largo de una distancia df¢ en la direccion €2 a través de un gas se
traduce en una reduccién de la intensidad especifica. El coeficiente de opacidad puede
relacionarse facilmente con el camino libre medio de los fotones de una determinada
frecuencia. En efecto, supongamos que existe un campo de radiacion estacionario
propagandose en la direccién z, de intensidad incidente [,,(0) en = = 0, de (5.24)
tendremos que la variacion de la intensidad especifica (variacién de energia) entre x
y * +dz es

dl,(x) = —k,I,(x)dx,

asumiendo que k, es independiente de x, resulta

= —k,dxr — I,(x)=1,0)exp(—k,x),

Es inmediato verificar que

=1,

oo B B exp(—k,x)]™
kl//o exp(—k,x)dx =k, [—k:u 1

0

por lo que
k, exp(—k,x)dx = dP(x)

es la probabilidad de que los fotones se encuentren en el intervalo (z, x + dx), cuanto
mayor sea = (para un k, dado) menor serd la probabilidad de que los fotones alcancen
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esa distancia en el gas debido a la opacidad del mismo”. El camino libre medio de
los fotones es por definicién el valor medio de la distancia que recorren los fotones a
lo largo de toda la direccién en la que viajan

dP(z)
)\l,:/ x k, exp(—k,x)dz,
0

integrando por partes, haciendo u = x, dv = exp(—k,x)dz, por lo que du = dz,v =
—exp(—k,x)/k, la integral serd

- [_xema(—kfv)] Tk /°° exp(~kva) ,
k, 0 0 k,

que se reduce a

por lo que se obtiene

Esta relacién nos muestra que el coeficiente de opacidad volumétrico resulta ser el
inverso del camino libre medio de los fotones en el gas, para un intervalo de frecuencia
(v, v+ dv). A mayor camino libre medio, mas transparente es el gas a dichos fotones,
ya que pueden recorrer una distancia considerable antes de ser absorbidos por el
gas. Por el contrario, un camino libre muy pequeno, implica que los fotones son
destruidos luego de viajar un trayecto muy reducido en el medio, el gas es opaco
en esta frecuencia. Para el Sol, considerando como fuente de opacidad la dispesion
electrénica (ver apéndice a este capitulo), A ~ 2cm, lo que implica que el gas en el
interior estelar es realmente muy opaco.

Similarmente puede definirse un tiempo libre medio ¢, = \,/c = (ck,)™!, que
provee una escala de tiempo para que los fotones con frecuencia (v,v + dr) sean
destruidos al interactuar con el gas. En general, esta escala de tiempo es mucho mas
pequena que cualquier otra escala de tiempo de evoluciéon o cambio de la estructura
estelar.

"Asumir k, constante (respecto de x), implica que la absorcién es uniforme a lo largo de toda
la direccion, por lo que naturalmente se obtiene una distribucién tipo Poisson, mas precisamente,
una exponencial, cuyo valor medio es kL.
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En funcién de esta discusion, resulta conveniente introducir la variable adimen-
sional 7,

dr, = k,d¢ (5.25)
que llamamos profundidad dptica y (5.24), dI,, = —k,I,,dl, se reescribe como
dl, = —1,dr,. (5.26)

Asi definida, la profundidad éptica proporciona una medida de la transparencia u
opacidad del medio a los fotones con frecuencia (v,v + dv). En efecto, si en una
direccion preestablecida la profundidad éptica entre £y y €1 > £y es

& Godl
oW :/ e = [ 2
Tulbo, &1) I b Ay
y si denotamos con Al = {1 — {y, podemos aproximar
Al
T, R —.
Au

Para un medio opaco (u dOpticamente grueso) a este intervalo de frecuencias, serd
T, > 1 pues )\, < A/, el camino libre medio es muy pequeno frente a la distancia
considerada. Por el contrario, para un medio transparente (6pticamente delgado)
para estas frecuencias, serda 7, < 1, pues A\, > A/, el camino libre medio es grande
y practicamente no ocurriran procesos de destruccién de fotones.

Por tanto, si entre el gas y la radiacién solo existen procesos de absorcion, el
cambio en la intensidad especifica resulta de integrar (5.26) entre 0 y /,

df: _ dr, > I (f(%%) — (),

obteniendo .
L) = L0 exp(—7,(£),  7,(6) = /0 K, (s)ds.

Como ya hemos mencionado, la dependencia del coeficiente de opacidad verdadera
con la posicién, es a través de las variables termodinamicas del gas.

5.3.2. Emisividad del gas

Ademas de absorber energia, para llegar a un estado de equilibrio, el gas debe ser
también una fuente de radiacion. Los atomos pueden convertir su energia térmica en
radiacién, por una excitacion colisional y desexcitacion radiativa o también habiendo
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Figura 5.5: Elemento de volumen de gas
o y campo de radiacion.

sido excitados radiativamente, se produzca una desexcitacion radiativa. Macrosco-
picamente, imaginemos un elemento de volumen del gas d®r, tal como muestra la
Fig. 5.5. Definimos el coeficiente de emisividad volumétrica, x,, de forma tal que la
energia por unidad de volumen que emite el gas en el punto 7, en la direccion €2 den-
tro del dngulo sélido d*€, en el intervalo de frecuencias (v, v + dv) y entre (¢,t + dt)
resulta

dE,(r,Q,t) = o (r, Q,t)d*r dv d>Q dt. (5.27)

De su definicién, resulta claro que x, es una distribucion de la emision de energia
en el espacio, en direcciones y frecuencias. Las dimensiones de este coeficiente seran
entonces [y, ] = [ergecm 3 ster ' s™ Hz71].

De la Fig. 5.5 y discusién anterior, d*r = n - Qd?Sdl, por tanto
dE,(r,Q,t) = x,(r,Q,1) d*Qdvn - Qd>S dt d, (5.28)
y, siguiendo los mismos argumentos y derivaciones realizadas al tratar la opacidad,
ecuaciones (5.20-5.22), obtenemos que la variacion de energia del campo de radiacién
entre los puntos r y r + df€ es

d'E, = dl,d*Qdvn - Qd*S dt. (5.29)
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Nuevamente, no existiendo otros procesos adicionales de creaciéon o destruccion de
fotones que emisién, de (5.29) y (5.28) obtenemos

dl, = . dL. (5.30)

En la descripcién macroscopica de la absorcion, distinguimos entre los procesos donde
los fotones son absorbidos por el gas, termalizandose y es lo que denominamos absor-
cién verdadera. Similarmente, denominamos emision verdadera a aquellos procesos
en los que parte de la energia térmica del gas crea fotones que pasan a incrementar
el campo de radiacién en una determinada direccion e intervalo de frecuencias. Un
mecanismo, ya mencionado, es la excitacion colisional de los dtomos (a partir de la
energfa cinética del gas) y luego se produce una desexcitacién radiativa. En el caso
de scattering, ambos procesos los de absorciéon y emisién, estan relacionados. Por
tanto el coeficiente de emisividad tendra dos componentes, una debida a la emisién
verdadera, x¢, y otra debida al scattering, x; vy x» = X, + X}-

Para la descripciéon del scattering es conveniente introducir dos funciones de dis-
tribucién, por un lado g(€2', €2), tal que

g(Y, Q)Y

es la probabilidad de que fotones incidentes desde la direccion €', dentro del angulo
solido d?€Y'; resulten dispersados en la direccién €2. Asimismo, definimos ¥ (v, v) tal
que

U, v)dy

es la probabilidad de que los fotones incidentes de frecuencia v/, dentro del intervalo
(', V' + dv') resulten reemitidos en la frecuencia v.

Consideremos un haz de radiaciéon que incide sobre un elemento de volumen del
gas, desde la direccién €2, con frecuencia v/ e intensidad especifica 1,,(£2’). Sea k,
el coeficiente de absorcion del gas, por lo que este elemento de volumen producird
cierta absorcién que da lugar a una reduccion de la intensidad correspondiente a la
frecuencia v/ y direccion €, y viene dado por (5.24)8,

AL () = — 1, (SY)k:,dl.

Esta energia removida del campo de radiaciéon serd reemitida en la direccion €2 y en
la frecuencia v, y estarda dada por

8Por simplicidad de notacién, solo se incluye la dependencia con la direccién y la frecuencia.
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d*1,(Q) = —dL, () g(, Q)d*QY (V' ,v)dV,

Prob ' — Q Prob. v/ — v

por tanto
d'1,(Q) = L,(QVES g(QV, Q)d*Q U (V' v)dv dL.

Si sumamos las contribuciones de todas las direcciones €' y todas las frecuencias v/
que aportan al campo de radiacién en la direcciéon €2 y con frecuencia v, tendremos

dl, () = / / L (kS g(SY, Q) P2QU(, v)dv de,

donde la integral sobre las direcciones se extiende a los 47 ster y sobre las frecuencias
a0 < 1V < oo. Comparando esta tltima expresion con (5.30), obtenemos el coeficiente
de emision por scattering

Q) = /0 - A L)k (2, QW V) (5.31)

En el caso particular de scattering coherente e isotropico, que es una buena aproxi-
macion (dispersién electrénica por ejemplo), tendremos que

g(Q', Q) = i, U/ v)=0( —v),

47

donde 0(x) es la § de Dirac, y la expresiéon para el coeficiente de emisién por scattering
se reduce a

1
@) =k [ L)@,
4 4

7

Jy

donde hemos senalado la definicién de la intensidad media dada en (5.11). Final-
mente obtenemos que los coeficientes de emision y absorcion por scattering estan
relacionados por

X5 = kiJ,. (5.32)

Esta expresion muestra claramente que el scattering depende del campo de radiaciéon
y no de la termodinamica del gas.
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5.4. Ecuacién de transporte radiativo

Como hemos visto, los cambios en la intensidad especifica son debidos al acopla-
miento entre la materia y la radiaciéon que dan lugar a intercambios de energia que
se expresan en términos de variaciones de la intensidad. El cambio en la intensidad
especifica producto de la interaccion materia-radiacién, cuando los fotones atraviesan
un elemento de volumen del gas de longitud df en una determinada direccién resulta

al, _(dL,\ ., (dl,
e~ \ae), "\ar) -

(dly> =—k,I,, k, =k +k;
abs

donde

arl

ar,\ e
d£ o - XV7 XI/ - XV in

Asi escrita, esta expresion para la variacién de la intensidad especifica, vale para
cualquier direccion, pues esta formulada justamente en la direcciéon de propagacion
de la radiacién. Parametrizando entonces la trayectoria de los fotones con el elemento
de arco df = cdt, la ecuacién de transporte queda

dl,
" = _kyL/ v

al X
y utilizando la profundidad éptica (5.25), toma la forma

dl, Xv

S X

ar, %
El cociente

Xv (7,2, 1)
L(r, Q) = 72 )
S,(r ) E 1) (5.33)

se denomina funcion fuente, por lo que finalmente la ecuacion de transporte en la
direccion del haz toma la forma

dI,
dr,

Toda la informacion relativa al transporte radiativo en un medio, cuando se utiliza
la profundidad éptica como variable independiente, estd incluida en la funcion fuente,

=—1,+5,. (5.34)
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por ello lleva este nombre, y sus dimensiones coinciden con las de [,,. La interpretacion
fisica de la funcién fuente es simple. De la definicién (5.27) para el coeficiente de
emision x, —que da cuenta de la energia emitida por unidad de volumen con frecuencia
(v,v+dv) en la direccién € dentro del 4ngulo sélido d*Q y en el intervalo (¢, + dt)—
surge naturalmente que el nimero de fotones emitidos en el rango de frecuencias
(v,v + dv) por un elemento de volumen en la direccién €2, dentro del dngulo sélido
d*Q), en el intervalo dt es (siguiendo la geometria de la Fig. 5.5)

d3r
7 _ Xv 202
d"'Ney, = h—d Qd*S,dl dvdt,
v

donde hv corresponde a la energia de un foton en el intervalo de frecuencias definido
y, si consideramos los fotones emitidos en todas las direcciones posibles,

PNy = [ X2a2Qd2S, dedvt,

47 NV
por simplicidad, suponemos Y, isotrépico, por tanto

4
PPN,y = hixy 42 S, dedvdt,
14

y, si en vez de df utilizamos la profundidad 6ptica como variable, dr, = k,d¢, resulta

N = STX0 g 28 dudt = ST, (7, ), d2S, dvt.
hv k, hv
Vemos asi que la funcién fuente es proporcional a la funcién de distribucion del nime-
ro de fotones emitidos con frecuencia (v, v + dv) por unidad de tiempo y superficie
normal en el intervalo (7,7, + d7,). Similarmente puede encontrarse una relaciéon
explicita entre el nimero de fotones absorbidos con la intensidad especifica (J, en
caso de isotropia) y la profundidad 6ptica.

La ecuacién de transporte (5.34), luce como una ecuacién diferencial ordinaria de
primer orden en la variable 7,,, una vez especificada la funcién fuente. No obstante,
en general, resulta una ecuacién mucho mas complicada, pues la expresion general
de S, es
Xt X
ko ks
y teniendo en cuenta la expresién para el coeficiente de emisién por scattering (5.31)
esta ultima resulta

Sy

1
ke + ks

14

{X5+/°O/ IV/(Q’)k:;j,g(ﬂ’,Q)dQQ’\II(u’,y)du’},
0 A
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por lo que es claro que la ecuacién de transporte dada por (5.34) es una ecuaciéon
integro—diferencial de muy compleja solucién.

No obstante busquemos una soluciéon formal a la ecuacion de transporte, tratan-
dola como una ecuacién diferencial de primer orden. Multiplicando ambos miembros
de (5.34) por exp(7,) podemos escribir

dI,
exp(n)E + I, exp(7,) = S, exp(7y,),

v

que se reduce a

d
ps (I, exp(1,)) = S, exp(T,),

si tomamos como origen de la profundidad éptica 7, = 0, integramos entre (0,7, ),

L(n) exp(n) — L,(0) = /0 " 8, (1) exp(ty)dt,,

que finalmente resulta

L(n) = I(0) exp(—7,) + /0 Y8, (1) explty — 7)dt. (5.35)

Es claro, como se ha sefialado, que esta expresién no resuelve la ecuacion de trans-
porte, porque S, en general dependera de I,. En caso que se pueda despreciar el
scattering frente a los procesos de absorcién verdadera, para conocer I,(7,) debemos
especificar la funcién fuente, que dependera de la termodinamica del gas. La solu-
cién formal (5.35) tiene una interpretacién fisica simple; la intensidad especifica en
el punto de observacion 7, es el resultado de:

i) la intensidad incidente atenuada por el factor exp(—r7,), debido a la absorcién en
el intervalo (0, 7,),

ii) la integral de la funcién fuente atenuada por el factor exp(t, — 7,), siendo ¢, — 7,
la profundidad 6ptica entre los puntos de emision y observacion.

Ejemplo

Consideremos un ejemplo sencillo, suponiendo que la funcién fuente es aproxima-
damente constante S,(t,) ~ S, y que en 7, = 0 la intensidad incidente es I,,(0).
La solucién de (5.35) es,

I,(1,) = 1,(0) exp(—7,) + S, exp(—7,) /OTU exp(t,)dt,.
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1) (@)

=0 T
v

Figura 5.6: Escenario simple para la
L X resolucién de la ecuacion (5.35).

La intensidad que emerge en el borde en 7, finito, es
I,(1,)~1,(0)exp(—T7,)+S, exp(—7,)(exp(1,)—1) =~ 1,(0) exp(—7,)+S, (1—exp(—7,)).

Supongamos una situaciéon como la que se muestra en la Fig. 5.6, donde la radia-
cion atraviesa un elemento elemento de volumen de gas de espesor L en la direcciéon
x y que el coefficiente de absorcién k, es independiente de .

Consideremos dos casos asintoticos, 7, > 1y 7, < 1 de manera que

exp(_TI/) — 07 Ty > 17 eXP(—Tu) ~1-— Ty, T, K 1.
En estos dos limites, la intensidad emergente resulta
I(r,)~S, 7,>1, IL(r,)~L0)(1-71)+S7mn=~10)+S7n 7Kl

Como hemos discutido, la funcién fuente da cuenta de los fotones emitidos por inter-
valo de profundidad 6ptica. En el caso de un medio 6pticamente delgado (7, < 1),
existe una escasa absorcion, el camino libre medio es muy grande por lo que prac-
ticamente todos los fotones creados en el intervalo (0,7,) asi como los incidentes
contribuyen a la intensidad emergente en el punto 7,; el valor que esta toma puede
reescribirse en términos del espesor de la capa L ya que 7, = k, L,

Xv
I,(L)~1,00)+>~—k,L=1,0 v L.
(L)~ 1,0) + 3 (0)+x
Para un medio épticamente grueso (7, > 1), por el contrario, el camino libre me-
dio es muy pequeiio la mayoria de los fotones son destruidos, por tanto la intensidad
emergente en 7, tomara el valor local de la funcién fuente en dicho punto.
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5.4.1. Ecuacién de transporte radiativo en geometria plana

Reduzcamos ahora la ecuacion de transporte

dl,

d; = _kl/[l/ + Xv
a la geometria plana. Para ello utilizamos coordenadas cartesianas relativas a un
origen arbitrario O, tal como las Figs. 5.1 o 5.5 muestran, y siendo df = cdt, la
derivada respecto de la profundidad geométrica en el medio, se puede reescribir como

dl, 01, dt 501, dxy, dt

a0~ ottt b dt i
~~ = e e ad
CQk 1

c

o=

por lo que la ecuacion de transporte radiativo en coordenadas cartesianas respecto a
un origen arbitrario tiene la forma

13]1,
c Ot

y queda expresada como una ecuaciéon cinética de conservacién de energia del campo
de radiacion, aspecto que retomaremos mas adelante.

Previamente introdujimos el tiempo libre medio para los fotones, ¢, = (ck,)™,
y senialamos que esta escala de tiempo es mucho menor que cualquier tiempo ca-
racteristico de cambios de la estructura estelar. Esto implica que podemos asumir
la hipétesis de estado estacionario, pues el transporte de fotones es mucho mas ra-
pido frente a cambios evolutivos estelares. Asi, en la ecuacién de transporte (5.36)
asumiremos que

+Q-VI, = kI, + v, (5.36)

or,
ot
De (5.36), suponiendo entonces estado estacionario e independencia del campo
de radiacion respecto de x e y, el primer miembro queda

0.

dl, dl dl
Q-VI,=0.—2 = V—~2 = pn—=,
v dz o dz H dz
por lo que la ecuacién de transporte en geometria plana adopta la forma®
dl,
% = _klj[l/ + Xv,
dz

9Escribimos d /dz en vez de 0 /0z pues en esta geometria no aparecen variaciones de I, respecto
a la direccién.
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y utilizando la profundidad 6ptica en lugar de la geométrica medida en sentido inverso
a z

dr, = —k,dz,
obtenemos
dl
Y =1,-85,. )
I . S (5.37)

Resulta claro que en geometria plana, I, depende de la direccién p en forma para-
métrica, al igual que en el caso general dado por (5.36). Al definir la profundidad
Optica en sentido inverso a z, implica que 7, crece hacia el interior; en una atmosfera,
7, = 0 en el borde exterior y para una atmoésfera semi—infinita, 0 < 7, < oo.

La solucion para I, de (5.37) requiere del conocimiento de la funcién fuente y
como ya ha sido senalado, en su forma general S, depende del campo de radiacion.
No obstante, procedamos como en el caso general (5.34), y busquemos una solucién
formal. Siguiendo el mismo esquema que en el caso anterior, multiplicamos ambos
miembros de (5.37) por exp(—7,/u) y escribimos

dl,
(NCZT - [V> eXp<_7_V/:u) = _SV eXp<_Tu/M)v

que puede reescribirse de la forma

dT,, (/JJL/ eXp(_Tu/ﬂ)) = _Sll eXp(_Tu//JJ)a

por lo que integrando entre 7, y 7., resulta

L, (0, 1) xp(=Toy /1) — L(T0y, ) exp(—T7,, /1) =
(5.38)

Tvg dtl,
[ S et/

1

En la Fig. 5.7 representamos este escenario para un punto arbitrario 7,.

La intensidad que es emitida hacia el exterior de la estrella, IF, corresponde a
todas direcciones €2 tal que p = cos¥ > 0, y serd consecuencia de todos los procesos
que ocurren en la regién inferior de la atmosfera, esto es en (7, 00); mientras que
para la intensidad hacia el interior estelar, I7, donde p = cos? < 0, y es debida a
todos los procesos en la regién externa de la atmésfera, (0,7,), siendo I, = IF + I,

En base a esta discusién, tendremos las siguientes condiciones de borde, para I}
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AZ
Borde externo T=0
n=e,
Q
0
u>0
T, z
u<0
Borde interno T,—-® z=0
A\
Figura 5.7: Esquema geométri- %
co para la solucién de la ecua- _
cién de transporte en geometria Interior
plana.
I,(7,, ) = I finita, Ty, — 00,
(7, p)=1IF Tyy = Ty,
por tanto de (5.38) obtenemos
+ v dtl,
I (> O)exp (=) = = [ () exp(—tu/ )"
(o)

que reescribimos como
oo

[j(T,,,,u>O):/

Tv

dt,
S(ty) exp(—(t, — Tu)/ﬂ)j-
Para I, las condiciones de borde seran

]V<7_V1nu) = 07 Ty, = 07

IV(Tun) - ]u_ Ty, = Ty,
y de (5.38) resulta

I (v < 0 (=710 = = [ S(t) expl b /)2,
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que puede expresarse

< 0) == [ 8(t) exp((r, - m/m‘f,

por lo tanto la intensidad total en el punto 7, sera:

dt,
—

L) = [ (k) exp(—(r, = )/ (=)
(5.39)

+/TOO S(t,) exp(—(t, — Tu)/u)cii”.

5.4.2. Ecuacién de transporte en geometria esférica

Para expresar la ecuacién de transporte en geometria esférica, debemos evaluar

di,
4

en términos de las variables r y ¥ o p pues [, depende de ambas. En la Fig. 5.8 se
representa un haz de radiacién que cruza r en la direccién €2 formando un angulo 9
con la normal, esta tltima coincide con el versor e,.. En r + dr, el angulo entre € y
e, es ¥+ di, con di < 0.

Figura 5.8: Esquema geométrico para de-
rivar la ecuaciéon de transporte radiativo
en geometria esférica.

De geometria elemental resulta a = —dv y de la figura observamos que
dr = df cos?, —rdy = dlsen 1),

asi, en estado estacionario
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dl, 0I,0r 0I,00 oI, send 01,
= — = cos — —

a0~ arolt " oo ot o 99
y utilizando p = cos ¢ nuevamente como variable,

a ~ Moar r @8u_uar+ r o ou’

—sen ¥

dI, dl, send du 0, 0, 1- u? oI,

por lo que la ecuacién de transporte en geometria esférica resulta

oI, 1—u*dlI,
o +
or r Ou
Resulta claro que para la atmoésfera estelar, si r = R + z donde R es el radio estelar

y z es la altura en la atmosfera medida desde la fotésfera, si |2| < R, de (5.40)
podemos escribir

8L,+1—u28[l,
Ko, R+ z op

1 1 1 1 z |2|?
R+z R1+% R{ R <R2>}’

si |z|/R < 1, a orden |z|/R, esta tltima puede aproximarse por

= _kulu + Xv

y como

R

oI, 1— pu? (1 z)@],,

- _ku-[y v
+ o + X

M@z R

asumiendo que [, presenta una anisotropia pequefia (que es una suposiciéon realista
en general, excepto en el borde exterior de la atmoésfera), podemos desarrollar I, en
potencias de p,'°

L(zp) = I0G) + IV Ep+0w?), IV < 1P,
por lo que a primer orden en yu resulta

3L,+1—,u2
“az R

z
1— 21 = k1, +
( R)” o

10Como I, admite un desarrollo en polinomios de Legendre de u, reordenado los diferentes tér-
minos, resulta un desarrollo en potencias de u, no obstante ver Secciéon 5.5.1.
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donde todos los coeficientes del desarrollo en potencias de p dependen de z. El
término dominante en p es justamente IV (z); y siendo el segundo término en el
primer miembro de orden I{)/R — 0 en la aproximacién de capas plano-paralelas,
resulta

dl,

a dz

donde hemos reemplazado la derivada parcial por una total pues se elimina la depen-

dencia explicita de I, respecto de pu, y asi y reobtenemos la ecuacion de transporte
radiativo en geometria plana.

= _klj[l/ + X,

5.4.3. Momentos de la ecuacion de transporte

Habiendo derivado la ecuacion de transporte en geometria plana, dada por (5.37),
consideremos los momentos de esta ecuacion. Sefialemos que las ecuaciones que de-
rivaremos también seran validas en la geometria esférica, bajo la suposiciéon de una
anisotropia pequena del campo de radiacion, en el sentido discutido mas arriba.
Tomemos entonces (5.37) e integrémosla a todo el angulo sélido,

d,
H dr,

al existir simetria axial del campo de radiacion, nuevamente aplica la relacion

1
/dm N 27r/ dy,
~1

y como podemos intercambiar operadores de derivaciéon e integracion pues son inde-
pendientes, resulta

&) — / 1,d%0) — / S, %),

d 1 1 1
—/ ulydu:/ I,,du—/ S,du,
dr, J-1 -1 -1

el primer término del primer miembro de esta ecuacion, en particular la integral sobre

i, por (5.15) es
Fo _Fy
o2r 2
mientras que el primero del segundo miembro, por (5.13) resulta
2J1/>

por lo que la integracién de la ecuacion de transporte en geometria plana a todo el

angulo solido resulta
LdF,

§d7'y N

1
2J, — / S, dju.
1
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Introduciendo la suposicion de isotropia de la funcion fuente, la ecuacién anterior se

reduce a
1dF, B

4dr,
donde es claro que, bajo esta aproximacion, S, no depende de la direccion.
Siguiendo un procedimiento similar, tomemos momentos de orden 1 de la ecuacién

de transporte en geometria plana. De (5.37), multiplicando por u e integrando a todo
el angulo sélido resulta

J, — S, (5.41)

dI,
W / ul,d?Q — / 1S, d%0),
Tv

nuevamente, en caso de simetria azimutal

1
/d2Q N zw/ dy,
—1

e intercambiando operadores de derivacion e integracion, resulta

d
dr,

1 1 1
/ Pl dp = / pl, dp— / 1S, dp,
—1 —1 —1

2K, F,/2

y nuevamente suponiendo isotropia de la funcién fuente, el segundo término del
segundo miembro se anula y resulta
dK, 1

=-F,.
dr, 4

Usando la relacion entre la presion de radiacion y el momento de segundo orden dada
por (5.19) y, entre el flujo y flujo astrofisico,

4
}L ::AZE}(V ';; ::W}qu
c
esta ecuacién se reduce a
dP,
Tk, =F,=c ) (5.42)
dr,

Las ecuaciones (5.41) y (5.42) relacionan los momentos de la intensidad especifica
y son de suma utilidad para tratar el transporte radiativo tanto en el interior como
en la atmosfera estelar como veremos en las préximas secciones.
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5.5. Equilibrio termodinamico

Supongamos un campo de radiacién, o gas de fotones contenido en un elemento de
volumen macroscopico del espacio de configuraciones a una temperatura uniforme
T. Un tratamiento mecanico-estadistico de los fotones claramente requiere de la
mecanica cuantica, ninguna aproximaciéon clasica aplica en este caso.

Utilizando los mismos argumentos dados en la discusion en el Capitulo 1 para
los electrones sujetos a altas densidades, si d° N (p) representa el niimero (medio) de
fotones en el espacio de fases con impulso p dentro del elemento de volumen dp, y
posicién r dentro de d3r y considerando que existen dos orientaciones independientes
de la polarizacién, en una celda h® del espacio de las fases el ntimero de estados
cuanticos diferentes es gs = 2, por lo que resulta una ecuacién formalmente idéntica

a (1.39),

d°N(p) = h23 (p)d*pd®r (5.43)
donde ahora, siendo los fotones particulas con spin entero y en equilibrio, deben
obedecer la estadistica de Einstein-Bose f(p).

Como los bosones no tienen la restriccion del principio de exclusion de Pauli, la
distribucién f(p) puede tomar cualquier valor. Siendo d®p = p*dpd*Q) y como en
el caso de Maxwell-Boltzmann y Fermi-Dirac f(p) = f(p) es independiente de la
direccion,™ integramos (5.43) a todo el dngulo solido

8
d'N(p) = 75/ (p)p*dpd’r. (5.44)

La distribucién de Einstein-Bose estd dada por (ver Seccién 1.6.2)

1
1) = ol = WD =1

donde para los fotones p = 0, pues no necesariamente debe conservarse su nimero
exacto. Utilizando las relaciones entre la energia, el impulso y la frecuencia

(5.45)

b

E(p) =cp p=

con dp = (h/c)dv, de (5.44) y (5.45) derivamos el nimero de fotones dentro del
elemento de volumen d3r y con frecuencias en el intervalo (v, v + dv)

HTas estadisticas solo dependen de la energia y siendo clésicas o cudnticas, la energia depende
solo del médulo del impulso.
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82 1
A3 exp(hv/kT) —1

Por lo tanto la energia que transportan estos fotones sera

dvd®r,

d*N(v) =

d*E, = hvd*N(v),
con hv la energia de un fotén y obtenemos

8rhi? 1
d*E, = dvd®
3 exp(hv/kT) — 1 rer

Uy

por lo que la densidad espectral de energia, esto es la energia por unidad de volumen
e intervalo de frecuencia resulta

w - 8rhy? 1
Y3 exp(hv/ET) — 1

A partir de la relacion entre la intensidad media y la densidad espectral del campo
de radiacién (5.12),

4
U, = —WJI,
c

obtenemos para la intensidad media

2hv3 1

Jo = c? exp(hv/kT) -1

No habiendo interaccién alguna entre el campo de radiaciéon y la materia, no exis-
tird ninguna direccion privilegiada de propagacion de un haz, por lo que éste sera
isotrépico, y la intensidad especifica sera

2hv3 1

2 exp(hv/kT) —1
donde B, (T) denota la funcién de Planck a la temperatura uniforme 7', y al no existir
procesos de absorcién y emision, vemos que la ecuacion de transporte se satisface
idénticamente pues dl,/dz = (dB,/dT")(dT/dz) = 0. Derivemos expresiones para el

resto de los momentos del campo de radiacién en esta aproximacion de equilibrio
termodinamico. El flujo, definido en (5.15)

I, = = B,(T), (5.46)

1 1
F, = 27r/ Ipdp = QWBV(T)/ pdp =0,
-1 -1
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pues el campo es isotrépico. En cambio los flujos salientes y entrantes resultan

1 0
Ff= 27/ Ludp = 7B,(T), F, = —27r/ Ludu = B,(T),
0 —1

mientras que las correspondientes a los flujos astrofisicos son

F* = B,(T).

v

Para la presién de radiacion resulta

2r 1 4
P, = 1/ Lyldp = -~ B,(T).
c J-1 3¢
Procuremos ahora expresiones integradas a todas las frecuencias. Recordando que
oo 2kt
B,(T)dy = ———T* =
/0 (Ddv = 55502

donde o es la constante de Stefan—-Boltzmann, tendremos

gT4
s

Y

o0 dm o 4o
Fr= [T Ry =o', Paq=5-oT" = 1",
0 3cm 3c
e introduciendo la constante de radiacién a = 40 /¢, obtenemos una de las ecuaciones

de estado del campo de radiacion en equilibrio termodindmico
1
4
Prad = gCLT )
mientras que otra ecuacion de estado surge de integrar a todas las frecuencias u,,

aunque ya hemos demostrado que para un campo isotrépico, Praq = Uaq/3, por lo
tanto la densidad de energia es

Urad — CLT4.

Si este campo de radiacion en equilibrio a la temperatura uniforme T es originado
por un gas a la misma temperatura 7', existird un acoplamiento entre la materia y
la radiacién.!?

La aproximacién de equilibrio termodindmico requiere que el gas (las particulas
masivas) satisfaga ciertas condiciones de equilibrio:

= la estadistica de Maxwell-Boltzmann para las velocidades o energias;

12En general se pueden definir diversas temperaturas, para el gas, para el campo de radiacién,
etc., en equilibrio termodindmico todas son idénticas.
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= la ley de Boltzmann respecto al grado de excitacién de los atomos del gas;

» la ley de Saha respecto al grado de ionizacién de los atomos del gas.

Bajo estas condiciones, en un elemento de volumen del gas en equilibrio termodi-
namico, existe un balance entre la energia que absorbe y que emite en un intervalo
de frecuencia (v, v + dv) y se cumple

kz[y = Xle/7 — [l/ = % = S,,,

y bajo estas hipétesis es vélida la ley de Kirchoff 3

e
Zg = Bl/ (T)a
y recuperamos (5.46), esto es, la intensidad especifica coincide exactamente con la
funcion fuente. Aqui solo consideremos los coeficientes de absorcién y emisién verda-
dera pues involucra puramente el estado termodinamico del gas.

Por tanto, la hipétesis de equilibrio termodinamico implica que la funcién fuente
es la funcién de Planck a la temperatura uniforme del gas, y de no existir variaciones
espaciales ni temporales en el campo de radiacién, de la ecuacién de transporte
radiativo general (5.36), resulta [, = S, = B,(T). Nétese que la aproximacién
I, = B,(T), solo es valida para la denominada radiacién de cuerpo negro, en el
vacio.

En cambio para la denominada radiacién térmica, donde S, = B, (7)), si existiesen
gradientes espaciales, dI,/dl¢ # 0,y I,, # B,(T). Por lo tanto es conveniente remarcar
que I, serd la solucién de la ecuacién de transporte radiativo (5.36), o sus versiones
simplificadas (5.37) o (5.40), para una funcién fuente (u opacidad y emisividad)
conocidos.

5.5.1. Equilibrio termodinamico local

Es claro que una estrella no esta en equilibrio termodinamico; sabemos que ni
la temperatura, ni la densidad, ni la presion son uniformes, existe un gradiente ne-
gativo de las mismas. No obstante, teniendo en cuenta que el gradiente medio de
temperatura es muy pequeiio (~ 107K cm™!), en el mismo sentido en que justifica-
mos la descripciéon termodindmica en un elemento de volumen macroscépico de gas

13La ley o teorema de Kirchoff requiere del principio de balance detallado; para que se establezca
el equilibrio, éste debe ser frecuencia por frecuencia, direccién por direccién y polarizacién por
polarizacién.
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estelar, suponemos que en dicho elemento de volumen se satisfacen las estadisticas de
Boltzmann-Saha. Por otra parte el camino libre medio de los fotones en gran parte
de la estrella es muy pequeno frente a otras escalas de distancias involucradas, por lo
tanto practicamente no existira escape fotones de este elemento de volumen. Bajo es-
tas hipétesis, en una primera aproximacién se puede asumir que', en dicho elemento
de volumen el gas y la radiacién estaran acoplados en equilibrio a una temperatura
constante, entonces la relacion entre el coeficiente de absorcion y emision verdadera
estara dado por la ley de Kirchoff. Esta aproximacién se suele denominar equilibrio
termodindmico local (ETL).

En otras palabras, esta suposicién implica que cada elemento de volumen de una
estrella centrado en r, estara descripto por las variables termodinamicas usuales en
dicho punto, T'(7), p(r), P(r), C(r), y el campo de radiacion estard descripto por
una funcién fuente S, = B,(T(r)). En otro punto 7’ con |r'| > |r|, tendremos que
T'=T(r") <T = T(r), por lo que la funcién fuente en ' serd distinta que en r,
aunque seguira siendo una funcién de Planck. La dependencia de la funcién fuente
con la profundidad éptica o geométrica es a través de la temperatura.

Microscopicamente, la aproximacion de ETL es valida si todos los procesos ato-
micos en el elemento de volumen considerado estan completamente balanceados, por
ejemplo, si el nimero de procesos de A — B esta exactamente balanceado por el
numero de procesos inversos B — A. En este caso, A y B denotan estados de las
particulas entre los que puede existir una transicién, por ejemplo, si A es un atomo
en un estado excitado i y B el mismo atomo en el estado j. Cuando este delicado
balance no se satisface y las poblaciones de cierto nivel de energia de dtomos/iones
particulares se apartan de sus valores correspondientes a ETL, se suele definir el
no-equilibrio termodindmico local (NETL), ain cuando las particulas obedezcan una
distribucién de Boltzmann para la energia o velocidades y a la misma temperatura.
En este curso no abordaremos el problema de NETL ya que esta fuera del alcance
del mismo.

La suposicién de que cada elemento de volumen se encuentra en ETL no implica
isotropia del campo de radiacion. Si este fuese isotropico el flujo resultaria nulo. solo
existird un flujo neto si la intensidad especifica presenta anisotropia. En efecto, para
7, > 1 la aproximacion de ETL resulta valida, tanto en el interior como en la baja
atmosfera por lo que S, = B, (T'(7,)). Si consideramos un valor de referencia 7, > 1,
esto es, en la atmosfera profunda o en el interior y evaluamos la funcién fuente en
t, > 7, podemos expresarla en términos de la funciéon de Planck en 7, por medio de

14V3lido en el interior y en la atmdsfera baja, en las capas més externas de la atmésfera la densidad
es lo suficientemente baja como para que el camino libre medio de los fotones sea comparable con
la altura de la atmosfera y ademaés existird una marcada anisotropia del campo.
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un desarrollo de Taylor,

i) = Bn)+ 30 () G-

n=1 =7y

y reemplazando esta expresion de la funcién fuente en la solucién formal a la ecuacion
de transporte radiativo (5.39), solo para el segundo término pues supusimos que
t, > 7, (ver Fig 5.7), la intensidad especifica resulta

Lt = [ Sult) expl=(ts = ) /0)

/T:)O B, (1) exp(—(t, — 7,) /1) dIZ N

/ ( dtr ) (t, — 7,)" exp(—(t, —Tu)/u)d;

ty=7y
haciendo el cambio de variables

tl/_ v dtl/
r= T, de = —,

L

resulta

=1 =n!

o0 1 (d"B, 00
L1y, 1) = BZ/(TV)/O exp(—z dx+Zu ( dtn > /0 " exp(—x)dz,

y obtenemos para la intensidad especifica un desarrollo en potencias de p

> "B, dB,
I, (ﬂuﬂ Tz/ + Z :u ( dtn > = BZ/(TI/) T < dt ) +
ty=Tu v ty=Tu

Suponiendo una ligera anisotropia, lo que implica que
ay ), _.
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11[ B,(T)+ O
Jy =3 | Ldn = B,(T) +O(2),

: i (dB ir (dB, dT
s=om [ = (5 _Am (4D a2 ,
Fo=om | dopdi =5 (dtl,>ty_n+ 0B) =73 (dT dty) +00)

ty=Ty

2 1 4
p=" [ lptdp = 22B,(T) + 0(2),
c J-1 3¢

donde O(n) determina el orden del coeficiente del desarrollo en serie de potencias
en u. De esta forma observamos que podemos aproximar tanto a la intensidad, in-
tensidad media y la presion de radiaciéon por medio de la funcién de Planck a la
temperatura local en el punto r, y existird un flujo de radiacién no nulo, pero muy
pequeno. La condicién de pequena ansiotropia implica que las derivadas de la fun-
cién de Planck respecto de la profundidad éptica (o la derivada de la temperatura
respecto a la profundidad éptica o z) resulten pequenas frente a B, (7). En la seccién
5.7 profundizaremos esta discusion.

5.5.2. Aproximacion de difusion

Tanto en el interior como en las capas mas profundas de la atmosfera podemos
utilizar la aproximacion de ETL discutida en la seccién anterior. En lo que sigue
utilizaremos la ecuacion de transporte en geometria plana, en las situaciones que
correspondan, veremos que los resultados que obtengamos seran validos también en
geometria esférica.

Cuando consideramos momentos de la ecuacion de transporte radiativo, deriva-
mos la relacion (5.42), vdlida cuando la funcién fuente es isotropica'®

dP,
=c .
En el interior como en la baja atmosfera lo que interesa es la intensidad y sus mo-
mentos integrados a todas las frecuencias. Solo en la alta atmosfera, que es donde
se genera el espectro con su continuo y lineas espectrales, es de relevancia el analisis
espectral del campo de radiacién. Por ello integremos la ecuacion para el flujo a todas

Fu

las frecuencias y recordando que dr, = —k,dz, escribimos
00 o 1 dP,
F= / Fodv=—c[ —%qu.
R T

1510 que es valido en este caso pues S, = B, (T).
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Utilizando las aproximacion recientemente derivada para la presion de radiacion en
ETL

)

resulta

]:__477T miaBledy__ng ooiaB”d,/
3 Jo k,0T d2 3dzJo k, 0T

introduciendo la opacidad media de Rosseland, k, definida como

I L 2
k oo Bedy L[ B,(T)dv’
y recordando que
o0 o d [ 4o
B,(T)dv = 21 —/ B,(T)dv = “21°.
/0 (T)dv T dT Jo (T)dv T
para el flujo integrado obtenemos la relacion
160 . dT
=-——T— 5.48
3k dz’ (5.48)
o utilizando que a = 40 /c resulta
_ _AacydT
3k dz

Esta ecuacion tiene la forma de una ecuacion de difusién estandar, en el sentido
que el flujo es proporcional al gradiente de temperatura. Como hemos senalado, el
gradiente de temperatura es pequeno en general, por lo que el flujo también sera
pequeno.

Esta forma de la ecuacion de transporte, bajo la hipétesis de ETL e integrada
a todas las frecuencias, es la ecuacion de transporte radiativo para el interior o la
baja atmosfera, y obtendriamos el mismo resultado si en vez de geometria plana
utilizaramos la geometria esférica. La derivacién correspondiente es muy similar a
la aproximacion que realizamos para mostrar que la ecuacién de transporte en geo-
metria esférica se reduce a su forma en geometria plana cuando R > z, por lo que
simplemente reemplazamos z — r. Y utilizando la luminosidad en vez del flujo,

L(r) = 4nr*F,
la ecuacion de transporte radiativo para el interior estelar resulta

dr 3k L(r)
dr  16macr2T3’

(5.49)
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5.5.3. Luminosidad de Eddington

Cuando el gas absorbe radiacion, sobre un elemento de volumen en ETL se ejer-
cerd una fuerza por unidad de volumen

dPuq  d /1 )\ 4a, ,dT
= 2 (Zart) = 2l
dr dr <3“ ) 37 dr’
y utilizando (5.49), obtenemos
dPrd 4aT3 3k L(r)  k L(r)
dr 3 16macr?T3  4me r?

En general |dP,.q/dr| es pequeiio, sin embargo cuando k es grande en algtin punto de
la estrella, o si la luminosidad es muy grande, esta fuerza puede ser muy importante.
Recordando la ecuacion de equilibrio hidrostatico,

P GM(r)
dr 2 P
donde P = P; + P, + P,aqa = Py + Praq, suponiendo que no hay degeneracion electro-

nica, si la presion de radiaciéon domina frente a la presion del gas, para mantener el
equilibrio hidrostatico debe satisfacerse,

k L(r) _ _GM(r)p’ S L) = 47T_GCM<T)’

de 72 r

donde hemos utilizado la relacion entre la opacidad media volumétrica y especifica,
k = kp. En la envoltura estelar serd M(r) = M, L(r) = L, y tomando la dispersién
electrénica como principal fuente de opacidad, & ~ 0,3 (ver Apéndice a este capitu-
lo), encontramos una cota para la luminosidad de manera de mantener el equilibrio
hidrostatico

Leg =~ 74WGfM® % ~ 1038%61@ st
K Mg Mg
Por lo tanto, suponiendo que es valida la aproximacién de ETL, si la luminosidad
estelar excede la luminosidad de Eddington, las capas externas de la atmosfera no es-
taran en equilibrio hidrostatico y se veran aceleradas hacia el exterior. Esta situacion
se observa en los fendmenos de pérdida de masa en las gigantes rojas y supergigantes
azules.
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5.6. Ecuaciéon de liberaciéon de energia

Las reacciones nucleares en el interior de una estrella liberan, a una distancia r
del centro, cierta energia por unidad de masa y de tiempo, €. Cuando la radiaciéon
atraviesa un elemento de volumen d3r de densidad p y masa d®>m = pd®r, el cambio
en la energia del campo radiativo, debido a reacciones nucleares, integrado a todas
las frecuencias sera

d*E, = ed®mdt = epd®rdt = epr?drd®Q,dt,

donde d?*Q), es el elemento de angulo sélido en el espacio de configuraciones y el
subindice n refiere a la contribuciéon a la energia por reacciones nucleares. En geo-
metria esférica, como no hay dependencia alguna con los dngulos (©, ®) que definen
la posicién, al integrar sobre todo el angulo sélido resulta

d*E, = 4nr? pedrdt.

Ahora, la energia que atraviesa una cascara esférica de radio r y espesor dr por
unidad de tiempo es por definicién la luminosidad, (L = dFE/dt), por tanto,

dL,(r) = 4mr? pedr,

dL,(r)
dr

Esta relacion muestra que cuando la radiacién atraviesa una region en la que se
esta generando energia por reacciones nucleares, aumenta la luminosidad total de la
estrella en el punto r.

Ahora bien, la estrella y cada cascara esférica, tiene otra fuente de energia, la
energia potencial gravitatoria. En efecto, cuando una capa esférica se contrae, como
ya hemos discutido, una parte de dicha energia se irradia al exterior mientras que la
otra parte produce un aumento de la energia interna del gas en dicha capa (aumenta
su temperatura). Por tanto, si dL. denota la energia por unidad de tiempo irradiada
por la capa de radio 7, producto de una contraccién gravitatoria y dw es el trabajo
mecanico por unidad de masa que se realiza sobre el gas cuando la capa esférica se
contrae y du la energia interna por unidad de masa que gana el gas por la contraccion,
la conservacion de energia requiere que

= 4712 pe. (5.50)

dL.  dw du

dM(r) — dt  dt’
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donde dM(r) es la masa de la cdscara esférica de radio r y espesor dr. Del primer
principio de la termodinamica, sabemos que

du = dw + dg,

donde u,w, g son la energia interna, el trabajo y la cantidad de calor por unidad de
masa. Como dq = T'ds, donde s es la entropia por unidad de masa, resulta

dL,  dw dg dw _@_ Tds

AM(r) — dt dt dt  dt O dt’

como dM (r) = 4nr?pdr, la ecuacién anterior la reescribimos como

ddLTc = —47T7’2pTCj;.

Por lo tanto la variacién total de la luminosidad estelar debido a la liberacion
de energia por reacciones nucleares y contraccion gravitatoria resulta de la suma de
ambas contribuciones, (5.50) méas la que recién obtuvimos, L(r) = L,,(r)+ L.(r), por

lo que

L) _ 42, (e - Td8> . (5.51)

dr dt

El término T'ds/dt también puede escribirse como ¢,07/0t, donde ¢, es el calor
especifico a volumen constante por unidad de masa, pues a partir del primer principio
de la termodindmica (por unidad de masa), du = dg — Pdv = dq = ¢,dT = Tds.

En aquellos estadios estelares en los que las contracciones o expansiones no son
importantes, esto es mientras el equilibrio hidrostatico se mantiene, el término T'ds/dt
puede ser ignorado en (5.51). El rate de liberacion de energia por reacciones nucleares,
como ya veremos depende de las condiciones fisicas del gas, por ello dependera de la
posicién a través de las variables termodindmicas, esto es €(p, T, C).

En una estrella, la energia puede transportarse por otros mecanismos, ademaés de
la radiacién, como la conveccion y la conduccion. Por ello, en general L = Ly.q +
Leony + - -+, en la ecuacion de transporte radiativo en la aproximacion de difusion,
(5.49), solo interviene Li,q, mientras que en (5.51) es la luminosidad total.

5.6.1. Equilibrio radiativo

En aquellas regiones de una estrella donde no haya reacciones nucleares y si la
energia es transportada integramente por radiacion, al ser e = 0 significa que la
luminosidad es constante, en el caso de geometria plana, L = cte implica que el flujo
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integrado es constante, por lo que de (5.41), que es valida por ejemplo en ETL pues
S, = B, y por tanto isotrépica, tendremos

1 dF, 1dF,
M@m@_ﬂ_& 4 dz

= _kl/JV + kl/SlI7
e integrando a todas las frecuencias

1dF 0
LE‘A m&w—é ko T, du.

Siendo el flujo constante, obtenemos

/mm&mz/mmL@
0 0

Como k, = k% + K, xo = X5 + X5, ¥ Sv = xu/ky, en la anterior resulta

|0+ = [+ k) g,

y como para scattering coherente e isotrépico obtuvimos que x; = kJ.J,, los términos
de scattering se cancelan y resulta finalmente

/OO X, dv = /OO k;J,dv,
0 0

esto es, todo elemento de volumen en una regiéon donde € = 0, emite tanta energia
en todo el espectro de frecuencias como la que absorbe.

La constancia de F' significa que la energia liberada por reacciones nucleares en las
regiones mas profundas del interior se transporta a través del resto de la estrella. En
aquellas regiones donde ya no hay liberacién de energia, la radiacion se filtra a través
de las capas externas de la estrella hasta que emerge, admitiendo una redistribuciéon
en frecuencias, pero con un flujo integrado que ya ha sido determinado en el interior.
En lugar de utilizar el flujo saliente de la superficie estelar, se define la temperatura
efectiva T,g tal que

_ i
TF = ol g,

por lo que la temperatura efectiva es un parametro fisico muy importante de la
atmosfera estelar. Esta constancia del flujo integrado se denomina equilibrio radiativo.
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5.7. Modelo de atmodsfera gris

El transporte de energia en la mayoria de las estrellas es radiativo, a excepcion
de las enanas blancas, capas externas del Sol, envoltura de gigantes rojas e interior
profundo de estrellas masivas, donde otros procesos como la conveccién son muy
importantes.

El problema de las atmosferas se simplifica respecto al interior por la ausencia de
fuentes de energia y que la estructura estelar, como la masa, el radio y la luminosi-
dad se conocen de resolver el interior. Resolver una atmosfera implica especificar los
parametros atmosféricos en funcién de la profundidad, como por ejemplo la tempe-
ratura y la densidad. Una vez que todos los parametros necesarios para resolver la
ecuacion de transporte son conocidos, la intensidad especifica se obtiene a partir de
la solucion formal a esta tultima.

Un modelo simple de atmésfera es el de atmdsfera gris, donde se asume que la
opacidad es independiente de la frecuencia. Esta hipotesis no es necesariamente equi-
valente a utilizar la opacidad media de Rosseland, pues esta ultima implica utilizar
un valor medio armonico para el coeficiente de opacidad pesado con el gradiente de
la funciéon de Planck respecto a la temperatura. Podrian definirse otras opacidades
medias, como la de Planck donde se pesa k, directamente con B,,.

Utilizando las ecuaciones que derivamos al tomar momentos de la ecuacién de
transporte en geometria plana (5.41) y (5.42), que son vélidas bajo la suposicién que
S, es isotropica, consideramos primero la relacion

1dF,
-——=J,-5,,
4 dr, v v
en este modelo en particular k, = k, independiente de la frecuencia, por lo que
dr, — dr = —kdz. Integramos esta ecuacion a todas las frecuencias y obtenemos
una relacion similar pero para las variables integradas,
1dF
-——=J-5
4 dt

En la atmosfera es valida la aproximacion de equilibrio radiativo, por lo que el flujo

integrado serd constante,
dFt  1dF 0

dr — kdz 7
por lo que, para una atmésfera gris en equilibrio radiativo se cumple que!®
S=1J

I6Nétese que esta relacién es similar a la que obtuvimos para los procesos de scattering pero
integrada a todas las frecuencias.
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esto es, la funcién fuente integrada coincide con la intensidad media. Busquemos
entonces una expresion para la intensidad media integrada. Para ello tomamos la
solucion formal de la ecuacién de transporte para geometria plana (5.39) y la inte-

gramos a todas las frecuencias

tr) = [ S®exp(-(r ~ /(=)
dt
+ [ sWesp(~ =)/

y la intensidad media es entonces

=5 s [ S®exp(=(r = /(=) -

+5 / | Sty exp(- (t— 7)) du,

(5.52)

(5.53)

donde el primer término del segundo miembro corresponde a p < 0 mientras que el
segundo a p > 0. Para la primera integral en (5.53) hacemos el cambio de variables

w=— dw = w’du

—p
w=-1 w=1, u=0", w— oo,
mientras que para la segunda,

1 2

w=— dw = —wdp
W

w=0, w— oo, p=1 w=1,

por lo que (5.53) puede escribirse como

2// t)exp(—(7 — t)w )Cizudt

d
2 / / t)exp(—(t — T)w)%dt.
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Introducimos la familia de funciones exponenciales integrales
0 —1
E.(t) :/ (=), 1.
1 "

que satisfacen

k _
lim #°B,(t) =0, Vk€Z, -

y nos permite escribir a la intensidad media como

2/5 () Er(r — t)dt + = / 1E:(t — 7)dt,

y como en el primer término del segundo miembro 7—¢ > 0 y en el segundo t —7 > 0,
podemos escribir en forma mas compacta la expresion anterior, de manera que

2/ HE (|7 — t|)dt

Procediendo de manera similar, podemos expresar el flujo astrofisico F' (7 F' = F) en
términos de las funciones exponenciales integrales, recordando que

Fr)=2 [ pl(r p)dp,

utilizando (5.52), haciendo el mismo cambio de variables ;1 — w que utilizamos antes,
es directo obtener (por lo que se deja como ejercicio)

— —2/ 1) Ex(r — t)dt + 2/ () Es(t — 7)d. (5.54)

5.7.1. Aproximacion de Eddington

Como hemos mostrado, la aproximacion de equilibrio radiativo implica que to-
do elemento de volumen del gas emite tanta energia como la que absorbe, por lo
que la funcién fuente depende exclusivamente de las condiciones termodinamicas del
gas; aqui introducimos entonces otra hipotesis debida a Eddington, ETL. Bajo esta
aproximacion, encontramos la relacién P, ~ 47.J,/3c 17, que integrada a todas las
frecuencias resulta

ITEsta relacién es valida para una ligera anisotropia del campo de radiacién, como ya hemos
discutido; no es necesario ain requerir ETL, no obstante luego si utilizaremos esta aproximacién.
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47
Popqg = —J.
d 3c

Utilizando (5.42) integrada a todas las frecuencias,

dPrad
F=
m ¢ dr ’
o en términos de la intensidad media,
dJ 3
— =-F. 5.55
dr 4 ( )

La hipoétesis de equilibrio radiativo implica que F' = cte, por lo que podemos integrar
inmediatamente la expresion anterior para J y tendremos entonces la funcién fuente

(S = J)?

3 3
J(T) = ZFT -+ Cl = ZFOT + 017 (556)

donde hemos tomado el valor del flujo astrofisico en 7 = 0 y C] es una constante a
determinar. Para hallar C; evaluamos (5.54) en 7 = 0,

Fy = F(0) =2 /0 T SWE(Ddt,  S(t) = J(b),

asi,
Fy = 2/ < F0t+01> J(t)dt = 2F0 /OotEg(t)dt+201 /°° Ex(t)dt.
0 0

Para la primer integral, tomamos u = t; dv = Ey(t)dt por lo que du = dt, v = — Ej3(t)

y resulta
[ tBatdt = [EW]F + [ Est)dt = Ea0),
0 \—,0—/ 0
= —E4(o0) + E4(0)

donde hemos hecho uso de las relaciones y comportamientos asintéticos que satisfacen
las integrales exponenciales. La segunda integral resulta entonces

/OOO Es(t)dt = E5(0),

por lo que

3
FO = §F0E4(O) + 201E3(0)
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De su definicion

o 1 Z-n 1
Eﬁ):/ S da = _ , > 1,
(0) 1 z”z [1—71]1 n—1 "
por tanto
3.1 1

Fy=-F—-+2C

0= 5 03+ 15
que resolviendo para Cj, obtenemos C) = Fy/2. Asi, reemplazando en (5.56) la

intensidad media resulta 5 5
= -F —.
J(T) 1 0 (T + 3>
Utilizando que,
Fo=2T%  yenETL J(r)=B(T(r)) = ~T%(r),
s s
obtenemos finalmente una ley para la variaciéon de la temperatura con la profundidad
optica
4 34 2
T@q:£(7+). (5.57)

Un aspecto a resaltar en este modelo, es que la estructura de temperaturas sur-
ge directamente de la ecuacion de transporte, considerando equilibrio radiativo. La
ecuacion de equilibrio hidrostatico no entra en esta derivacion. En otras palabras, la
temperatura en una atmoésfera gris, como funciéon de la profundidad 6ptica no de-
pende de la gravedad superficial. Sin embargo, la ecuacion de equilibrio hidrostatico
para la atmoésfera determina la relacion entre la profundidad optica integrada y la
coordenada geométrica z.

Observamos que la temperatura en este modelo crece mondétonamente con la
profundidad optica. Esto es simple de entender en términos fisicos. La condicién de
equilibrio radiativo implica que el flujo total de radiacién es constante en la atmosfera.
Sin embargo, el flujo neto de radiacién es una medida de la anisotropia del campo
(si fuese completamente isotrépico, el flujo se anularia). En efecto, la condicién de
pequena anisotropia (5.47) integrada a todas las frecuencias y para n = 1,

dB

— < B(T()), (5.58)

recordando que mF = (47 /3)(dB/dr), podemos estimar como decrece la anisotropia
con la profundidad éptica calculando el cociente

1 dB _3 F 3<ﬂﬁ4_ 1 .
)

BI() dr ~ AB(T) 1 Teh

“i\Tm) T3S
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donde hemos utilizado (5.57) para T7%/T*(7). Claramente, a medida que T crece,
esto es, hacia la baja atmoésfera y el interior, la anisotropia decrece notoriamente.
Por tanto la tinica forma de mantener un flujo constante con anisotropia decreciente
del campo de radiacién es incrementando la densidad de energia (que es proporcional
a la intensidad media B), esto significa un aumento de la temperatura con 7.

Para este modelo, en ETL, J = B crece con T*%; la hipétesis de flujo constante im-
pone que T varie en forma lineal con 7y por tanto dJ/dr = (dJ/dT)(dT/dr) = cte
pues dJ/dT o< T3,dT/dr o< T3. Esta relacién surge naturalmente de la aproxima-
cién de difusion, en particular de la ecuacion (5.48)

6o ydT 4 _dT!

F = = =-0—
3k dz 3 dr’
donde dr = —kdz. Por tanto si el flujo es constante, adoptamos F = oT, por lo
que resulta
ar* 3 3
a1 it — (1) = ZTfﬁ(T + ),

donde ¢ es una constante.

5.7.2. Ley de oscurecimiento al limbo

La intensidad emergente de una atmosfera gris la obtenemos a partir de (5.52)
dt
—u

+ [T s e -/,

1) = [ S exp(—(r =)/ (=p))

evaluandola en 7 = 0,
00 dt
o) = [ SO exp(~t/m)°

y en equilibrio radiativo,

S(t) = J(t) = iFo <t 4 §> ,

donde Fj es el flujo astrofisico emergente. Por tanto reemplazando en Iy(u) la expre-
sion de la funcién fuente,

) = 3 [ (14 2) expl-t/) %
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3 o0 dt 1 00 dt
S [ respi ™+ L [ et
15/ exp( /M)u+2 0/, exp( /M)M
haciendo el cambio de variables
t dt
E=—, dg="
M n

y observando que los limites de integraciéon no varian ante este cambio de variables,
3 0o 1 o)
Io(p) = {Fop [~ §exp(=§)d + 5y | exp(—€)de.

La primera integral la realizamos por partes haciendo

u=2¢& dv=exp(—&)d¢; du=d§, v=—exp(=£),

y resulta

|7 gexp(—)d = [~gexp(-OlF + [ exp(—€)de.

mientras que la segunda integral es obviamente

| exp(-)ds = 1.

Por tanto, para la intensidad emergente obtenemos,

) = 3R (14 3).
exactamente la misma relacién funcional de la intensidad emergente con la direccion,
como la funcién fuente con la profundidad éptica. Este resultado es completamente
esperable; cuando consideramos que la funcién fuente puede desarrollarse en serie de
Taylor en la profundidad 6ptica, obtuvimos para la intensidad especifica un desarrollo
en potencias de p con exactamente los mismos coeficientes que en la expansion para
la profundidad 6ptica hasta orden p.

De la expresion para Iy(p) observamos que cuando p varia desde 1, en el centro
del disco solar por ejemplo, al limbo p = 0, la intensidad cae
Lh(0) 2 0.4,
Iy(l) 5
que resulta la denominada ley de oscurecimiento al limbo, donde la intensidad emer-
gente cae un 40 % respecto a la intensidad en en centro, que coincide muy bien con
lo que se observa para el disco solar.
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5.8. Aproximacién de equilibrio termodinamico lo-
cal

En la seccién 5.5.1 introdujimos el concepto de ETL, considerando que si los
procesos de scattering pueden ser despreciados, esta aproximacion implica que la
funcién fuente térmica, S, es

Su = B,/(T),

esto es, la funcién fuente coincide con la funcién de Planck a la temperatura local
T del gas. Esta suposicion corresponde exclusivamente para la relacion entre los
coeficientes de emisién y absorcion verdaderos, en las condiciones discutidas en la
secciéon 5.5.1.

Por otra parte, al discutir el scattering coherente e isotrépico, obtuvimos que la
relacion entre el coeficiente de emision por scattering y el correspondiente coeficiente
de absorcion es la intensidad media del campo de radiacion.

Por tanto, en un escenario mixto donde ambos mecanismos de absorciéon y emision
estan presentes la funcién fuente resulta

_Xv X
ka + ks’

v
y siendo validas las relaciones

X, =kiB,(T) por ETL, 'y X, = k,J, para scattering,

podemos escribir para la funcién fuente mixta

KB(T) + K,

Sy ;
ke + ks
y definiendo
k¢ k?
>\1/ = = ) - )\1/ = . )
ke + kg ke + ks

la funcién fuente puede escribirse como

S, =NB(T)+ (1 —=)\)Jy,

donde )\, es sumamente complejo de calcular, como ya lo hemos discutido y, en
general \,(p, T, C') asumiendo que el gas y el campo de radiacién, para un elemento de
volumen del gas localizado en el punto r, se encuentran en equilibrio termodinamico.
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Cabe senalar que esta forma més general para la funcién fuente, resulta mucho
mas compleja. En efecto, el primer término, que involucra a la funciéon de Planck,
es estrictamente local, depende de las propiedades termodinamicas del gas en el
punto r, para el cual se puede definir una temperatura local T" en equilibrio con el
campo de radiacion; mientras que el segundo término es claramente no local, pues
como depende de J,, involucra haces o fotones provenientes de todas las direcciones
posibles que contribuyen a la funcién fuente el punto r.
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5.9. Apéndice Capitulo 5

En este apéndice se discute brevemente la fisica y algunos calculos basicos de los
diferentes procesos de absorciéon mencionados en el presente capitulo. En todos los
casos, deberemos tomar expresiones que se derivan utilizando herramientas fisicas y
matematicas que exceden a este curso. En cursos superiores de interiores y atmosferas
estelares se profundiza esta muy limitada discusion.

5.9.1. Dispersion Thompson o scattering electrénico

Cuando una onda electromagnética (fotén) incide sobre un electrén libre, ésta
induce oscilaciones en el electrén y por tanto éste emite otra onda electromagnética
(foton) resultando que la onda original es dispersada un cierto angulo. Si la frecuencia
de la onda original, v, es tal que hv < m.c?, el scattering resulta coherente, esto es,
se trata de un proceso elastico; es lo que se denomina dispersiéon Thompson.

Utilizando electromagnetismo clasico, la seccion eficaz esta dada por

8t 2\’

or =3 <mec2> ’
donde el término entre paréntesis es el radio cldsico del electron, ay = €2/(meqc?),
que surge de relacionar la energia potencial del electrén, ~ €?/ag con su energia en

reposo, mec?. Notar que la seccion eficaz o7 ~ 8ag.
La opacidad especifica se relaciona con la seccion eficaz mediante la relacién antes
discutida, kK = n.or/p donde n. es el nimero de electrones libres por unidad de

volumen y p la densidad del medio. En términos del peso molecular medio de los
electrones, [, utilizamos la relacion (1.25) derivada en el Capitulo 1,

P
HeMyg = —,

y la opacidad especifica puede escribirse como

or
,uemH

R =

Mediante un analisis idéntico al realizado para derivar el peso molecular medio de un
gas completamente ionizado, pero en este caso sélo para los electrones libres, surge
inmediatamente que p, = 2/(1 + ), con z la abundancia del hidrégeno. Por tanto

or
2mH

K (1+z) ~0,20(1 + ) cm?g . (5.59)

168



P. M. Cincotta Elementos de Astrofisica Tedrica

Notar que la opacidad especifica debida a la dispersion electrénica es indepen-
diente de la frecuencia y la temperatura.

Si la frecuencia de la radiacién es tal que hv ~ m.c?, el intercambio de impulso
entre el fotén y el electron no puede despreciarse (efecto Compton). Por conservaciéon
de la energia, la frecuencia del fotén emitido es menor que la del fotéon incidente por
lo que el scattering ya no es coherente. La opacidad debida a la dispersion Compton
depende de la frecuencia y es menor que Kr.

5.9.2. Absorcion libre-libre

La absorcién libre-libre es un proceso similar al efecto fotoeléctrico, la absorcion
de un foton por un electron libre en presencia de un campo coulombiano nuclear, de
un ion por ejemplo, como se ilustra en la Fig. 5.9. La existencia de este campo es
importante, porque los principios de conservaciéon de impulso y energia no permiten
la absorcién de fotones por un electréon libre. Este proceso, inelastico, es el inverso a
la emisién Bremsstrahlung, que ocurre cuando una particula cargada se frena por la
presencia del campo generado por el ion.

q=Ze @ . Fligura 5.9: Representacion esquematica
de la absorcién libre-libre.

El computo de la secciéon eficaz es complejo, simplemente daremos un aproxima-
ciéon clasica debida a Kramers para la opacidad especifica,

k1~ 23T,

donde Z denota la carga numérica de los iones. La dependencia con la temperatura
proviene de considerar, clasicamente, que la maxima interaccion electrén-ion ocurre
en un intervalo At ~ 1/v, siendo v la velocidad térmica del electrén, m.v?/2 ~ kT
y por tanto v ~ T2, Cuanto mayor sea la temperatura, menos relevante es la inter-
accion electron-ion. Por otra parte, el factor Z2v=3 proviene de la electrodindmica
clasica, mientras que la densidad aparece pues da cuenta de la probabilidad de que
dos particulas se encuentren accidentalmente proximas.
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Calculamos la opacidad media de Rosseland para la absorciéon libre-libre

1 1 /oo 1 9B,(T)
0

Kfp kif oT

= — d 5.60
ke 40T3/m . (5.60)

con o la constante de Stephan-Boltzmann y B, (7") la funcién de Planck. Siendo

B(T) = 2h13 1 . 0B, 2h*v*  exp (hv/kT)
e exp (w/kT) — 1 or  c2kT? (exp (hv/kT) — 1)’

por tanto de (5.60) con 1/kff ~ 13T/2/p, resulta

Si reescribimos el integrando haciendo el cambio de variables u = hv/kT:

o o T u” exp (u)
exp(w) — D2 foxp () — 12

omitiendo las constantes fisicas, numéricas y siendo que la integral también se reduce
a un nimero real (= 7%/2) resulta, 1/ks; ~ TY2T6/(pT?), por lo tanto

dv =
Y h

B d
or kT2 Y

14

408, 2h* (kT)B u” exp (u)
(

Iiff ~ ,OT_7/2. (561)

Notar que podria existir una dependencia adicional con la temperatura a través de
p. La absorcién libre-libre domina a altas densidades y bajas temperaturas, tal como
observa de (5.61).

5.9.3. Absorcién ligado-libre

La opacidad debida a la absorcion ligado-libre es de hecho el efecto fotoeléctrico.
En este caso el foton entrega toda su energia al electréon, removiéndolo de su estado
ligado de un atomo o ion. Este proceso ocurre cuando la frecuencia del fotén satisface
hv > I, donde I es el potencial de ionizacién.

La seccién eficaz exacta es muy dificil de calcular, no obstante para la opacidad
especifica se encuentra que % ~ pr=3T~'/2 siempre que hv > I, mientras que
kY = 0si hv < I. Por tanto, para hv > I, la opacidad % tiene un comportamiento
similar a la absorcion libre-libre. En la Fig. 5.10 se representa en forma esquematica,
la opacidad especifica para este proceso en funcién de la frecuencia. Siendo que k%
para v > I/h, depende de T, p, v de la misma forma que x//, la opacidad media de
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Kl:ll

Figura 5.10: Representaciéon esquematica
de la dependencia de la opacidad especi-
fica para la absorcién ligado-libre con la
I hv frecuencia.

Rosseland, k¢, tendra una dependencia con la temperatura y la densidad igual que
ryry dada por (5.61), una ley de Kramers.

Esta fuente de opacidad es relevante a temperaturas bajas, tipicamente T <
10 K, pues a mayores temperaturas el gas estd completamente ionizado y no habré
absorcién ligado-libre.

5.9.4. Absorcién ligado-ligado

Cuando un fotén no tiene suficiente energia como para ionizar un atomo, éste
puede ser absorbido si su frecuencia es tal que hv coincide con la diferencia hig
correspondiente a dos niveles de energia del &tomo. En este caso, uno de los electrones
del atomo sufre una transicion del nivel inferior a uno superior, donde la energia de
esta transicion es provista justamente por el foton.

Por tanto, la absorcién ligado-ligado sélo es eficiente en un intervalo Av muy
angosto centrado en 1y y es el proceso que ocurre en la formacion de lineas espectrales.
El ancho de la linea Av estd determinado por la transiciéon considerada, asi como
por la densidad y la temperatura del gas estelar que contribuyen al ensanchamiento
de la linea. Si bien este mecanismo de absorciéon es de suma relevancia en regiones
de baja temperatura, tipicamente en la atmosfera, como Av/vy es en general muy
pequeno, no existe una contribucion significativa de la absorcién ligado-ligado a la
opacidad media de Rosseland, en particular si 7' > 10° K.

El cémputo de la opacidad % es sumamente complejo debido a que se debe incluir
un analisis detallado del perfil de la linea bajo una amplia variedad de condiciones.

5.9.5. El ion negativo del hidrégeno

Un caso particular de absorcién ligado-libre (y libre-libre) es el que esta asocia-
do con el ion negativo del hidrégeno, H~. Si un electrén pasa cerca de un atémo
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de hidrégeno neutro, éste puede ser capturado y formar un ion H~. La energia de
ligadura de este electrén adicional es muy pequena, por lo tanto es fragil y es fa-
cilmente ionizado a temperaturas T ~ 5 x 10® K. Para que se produzca H~ es
necesaria la presencia de hidrégeno neutro y electrones libres que provienen de ele-
mentos pesados. Una expresion aproximada para la opacidad debida al H~, valida
en el rango 3 x 10° < T < 6 x 10° K y para una abundancia de elementos pesados

0,001 < 2 < 0,02 es
z
S~ =) 7.
foH (0,02)

Para muy baja abundancia de metales y/o T' < 3000 K la opacidad del H~ no es
efectiva, y para T > 10* la abundancia de H~ es despreciable.

Resumiendo la discusion dada anteriormente para los diversos mecanismos de
absorcion, en la Fig. 5.11 se muestra en forma cualitativa la opacidad media de
Rosseland en funcién de la temperatura y las regiones donde predomina cada uno
de ellos. Notar que en el plano log T — log k, tanto una Ley de Kramers de la forma
(5.61) como la opacidad especifica para ion negativo del hidrégeno, son rectas de
pendientes ~ —3,5 y ~ 9 respectivamente. En el caso de la dispersion Thompson, la
opacidad especifica es independiente de la temperatura.

Ley de Kramers

logk

. . Dispersion Thompson
Figura 5.11: Representacion es- 2 A

quemdtica de las regiones de do- -
o . 5 ) logT
minio de los diferentes procesos de / ¢ E g il

opacidad media de Rosseland en
funcién de la temperatura.

172



Capitulo 6

Transporte convectivo

La radiacién es el mecanismo mas comtn de transporte de energia en las estrellas,
pero como ya hemos mencionado, existen otros como la convecciéon, que en términos
generales es importante en estrellas tardias. La conveccién es el desarrollo de una
inestabilidad hidrodinamica en un fluido sujeto a un campo gravitatorio. El flujo
convectivo es turbulento y consiste en una jerarquia de burbujas moviéndose e inter-
actuando de manera extremadamente compleja. Los problemas fisicos y mateméaticos
para tratar la conveccion son de una dificultad tal que atin no existe una teorfa defi-
nitiva para este mecanismo de transporte. Por tanto, en este curso introductorio solo
describiremos la fenomenologia de la conveccién a través de la denominada teoria
de longitud de mezcla,' que contiene los ingredientes fisicos basicos y nos permitiran
ilustrar muy aproximadamente el transporte convectivo; en un curso de Interiores
Estelares no obstante, se lo estudia con mucho méas detenimiento.

6.1. Criterio de estabilidad de Schwarzschild

Supongamos un elemento de volumen en el interior o en la atmésfera de una
estrella, en equilibrio hidrodindamico con el medio que lo rodea. Nos preguntamos
entonces si dicho elemento de volumen se desplazara aleatoriamente de su posicién
original, las fuerzas que acttian sobre el tenderan a desplazarlo aiin mas de su posicion
inicial, o lo restauraran a su posicién inicial? Si las interacciones que intervienen no
resultan restitutivas, el medio en el cual se encuentra este elemento de volumen sera
inestable a movimientos del fluido y la convecciéon operara. Por el contrario, si el
elemento de volumen vuelve a su posiciéon de equilibrio, no existird conveccién y el

!Traduccién del inglés de “Mixing length theory”.
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- reor Py T P, P, T, P,

L p*, T* ,P*N 0, T, P,
Figura 6.1: Representacién es-
quematica para derivar el criterio

de estabilidad de Schwarzschild.

equilibrio impedird que exista transporte de energia mediante un flujo de masa. Un
criterio de estabilidad frente a la conveccién lo establecié Schwarzschild. Discutamos
entonces, bajo que condiciones fisicas puede darse el transporte convectivo de energia.
La Fig. 6.1 representa esquematicamente esta situacion. Supongamos un elemento
macroscopico de volumen localizado en un punto r en el cual la presion, densidad y
temperatura toman los valores

T
y sean Py, p1, T} la presion, densidad y temperatura del medio en r. Estando en
equilibrio el elemento de volumen y el medio, es claro que

1*:P1, pT:ph Tl*:Tl

Supongamos que el elemento de volumen o burbuja, se desplaza aleatoriamente una
distancia dr hacia el exterior estelar, donde en r + dr las variables termodinamicas
del medio son P, < Py, py < p1, Ty < Ti, mientras que las del elemento de volumen
las denotamos

Py, py Ty
Para determinar los valores de estas tultimas variables, hacemos dos suposiciones
importantes:

i) El movimiento del elemento de volumen es lo suficientemente lento de manera que
el desplazamiento se realiza a presion constante;
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ii) El movimiento del elemento de volumen es lo suficientemente rapido de manera
que no hay intercambio de calor con el medio durante el desplazamiento.

En el caso de la suposicion i), recordemos que ante un apartamiento del equilibrio
hidrostatico (desplazamiento de un elemento de fluido de su posicién de equilibrio
en este caso), una escala de tiempo para recuperarlo estd dada por Thiq ~ tg =~ Tain,
que para el Sol es del orden de media hora.

Por otra parte, para la hipdtesis ii), la escala caracteristica de tiempo para la
pérdida de calor esta dada por el tiempo de Kelvin-Helmholtz,

u W]
T = =K —
KH i3 L’

donde U, W son la energia térmica y potencial gravitatoria de una estrella respecti-
vamente? y L la luminosidad. Este es el tiempo que podria radiar una estrella sin
fuentes adicionales de energia excepto la energia potencial producto de la contraccién
gravitatoria. Para el Sol, 7xy es del orden de los treinta millones de anos.

Por tanto, ambas suposiciones resultarian plausibles de ser utilizadas en esta
descripcion. Hacia el final de este Capitulo, se mostrard que efectivamente la escala
de tiempo del transporte convectivo, 7., satisface las hipdtesis i) y ii), esto es
Tdin <K Teonv <K TKH-

En este marco, de acuerdo a ii), suponemos que en su desplazamiento desde r
a r + or, donde la presion es menor, la expansion de la burbuja es adiabatica y
suponiendo que es un gas ideal, se satisface la relacion PV? = cte, con v = C,/C,,
donde C,, C,, son los calores especificos a volumen y presién constante, por tanto®

* * 24 Il
Pl P2 * ( 2)1 *
/017 /)QAY 2 P ! ( )

Si la densidad del elemento de volumen en r+ 07 es mayor que la del medio, p} > po,
este descenderd volviendo a su posicion de equilibrio y no habra transporte convecti-
vo. Por lo tanto, la condicion de estabilidad de Schwarzschild frente al transporte con-
vectivo es que p3 dada por (6.1) resulte mayor a po, y como P = Py, Py = Py, pi = py,

escribimos
P, 1/v

Siendo
Plzp(’f’), PQZP(’I“‘F(ST), plzp(r)7p2:p(r+5r)v

2Ya hemos discutido que aplicando el teorema del virial, ambas son del mismo orden, difieren
en un factor 2.
3Si no fuese un gas ideal sino un gas arbitrario, deberiamos usar el indice I';.
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podemos escribir

dP d
dr . dr

1

y la condicién de estabilidad (6.2) a primer orden en r resulta

1 (dP 1/ dp
ll—i—Pl <dr>15r1 p1L > p1L+ <dr>157’,

eliminando los subindices que son redundantes y linealizando el primer miembro en
dr, siendo que (1+ x)? =1+ dx + O(z?),

d 11dP 1d
p>p+—p5r Ol

14— ~ap
* " dr ~yPdr = pdr’

1 dP
vYP dr

que puede reducirse simplemente a

1dinP dlnp
>

v dr dr ’

y que es equivalente a esta otra desigualdad

1dn P dlnp
< — .

_ = 6.3
v o dr dr (6:3)
Ahora escribimos
dlnp
dr
en términos de P y T', por ello, como hemos considerado un gas ideal,
kT
p=" InP=Inp+InT +Inc,
KM H

donde ¢ es una constante que incluye k, u, my, esto es, suponemos que p no cambia

entre r y r + or. Asi
dlnp dlnP B dIn'T

dr dr dr ’

reemplazando en (6.3)
ldlnP n dln P - dInT

oy dr dr dr ’
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que en términos de los gradientes de P y T resulta

1\ 1dP 1dT
l—— ) =— < =—,
v) Pdr Tdr
como los gradientes son negativos,
dT 1\ TdP
——<—|{1=-=]=—.
dr v ) P dr
El primer miembro en la desigualdad (6.4) es positivo y corresponde al valor
absoluto del gradiente de temperatura en el medio, mientras que el segundo miembro,
que también es positivo, corresponde al valor absoluto del gradiente adiabético de
temperatura dentro del elemento de volumen. En efecto, hemos realizado este analisis
asumiendo que la expansiéon de la burbuja o elemento de volumen es adiabatica, por
lo que efectivamente el segundo miembro es el gradiente adiabatico. No obstante,
podemos verificar esto a partir de las relacién

P77 = cte

(6.4)

para un proceso adiabético. De ella resulta

dln P dInT
)
dr 1—~ dr

() (o1yrer
dr )., ~v) Pdr

La desigualdad (6.4) es precisamente el criterio de estabilidad de Schwarzschild, si
se satisface la misma, el medio es estable frente a la conveccion. En otros términos,
si el valor absoluto del gradiente de temperatura en el medio no supera al valor
absoluto del gradiente adiabatico, el medio es estable frente a posibles inestabilidades
hidrodinamicas y la conveccién no operara. Este criterio nos dice que la conveccion
puede ser un mecanismo de transporte de energia si en el medio el gradiente de
temperatura, en modulo, es lo suficientemente grande. Otra forma de expresar este
criterio de estabilidad es

PTV= = cte, —

por tanto

dT - dT
dr med dr ad

Senialemos que en el gradiente adiabatico, siendo un gas ideal, el factor (1 — 1/7)
puede expresarse en términos de los calores especificos por unidad de masa, ¢, ¢,

< l)zl_CQJICp—C'U:cp—CU k
v

- )
Cp C, Cp WM Cp
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donde hemos utilizado (1.27) para la diferencia ¢, — ¢,; y observamos que (1 —1/7)
depende exclusivamente de c,,.
Supongamos que la energia solo es transportada por radiacién, entonces

dg
dr

_|ar
~ldr

)
rad

med

donde el gradiente radiativo estd dado por (5.49) y

dr o 3k L(r)
dr med_ 16macr?T3’

mientras que

drT k T dP
B
dr J 4 pmpgc, ) P dr
Para un gas ideal,
p_ pkT T pmu
- pmy’ P kp’
y, en equilibrio hidrostatico,
apr GM(r)
o= P =—9(r)p,

y el gradiente adiabatico puede escribirse mas sencillamente como

Podemos utilizar la hipotesis de equilibrio hidrostatico pues hemos supuesto que el
movimiento del elemento de fluido ocurre a presiéon constante con el medio y por
tanto en equilibrio.

El criterio de estabilidad podria no satisfacerse, esto es |dT/dr|mea > |dT/dr|aq,
y el transporte convectivo se tornaria importante cuando por ejemplo,

= la opacidad es muy alta, como ocurre en la envoltura del Sol y en la mayoria
de las estrellas de baja temperatura superficial,

» la luminosidad es muy alta, o L(r)/r* > 1, que es el caso del interior de
estrellas masivas;

= la temperatura es baja, tipicamente en las estrellas frias;
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» el calor especifico, ¢, es grande, por ejemplo en las regiones de ionizacién del
hidrégeno donde el gas absorbe energia pero no incrementa significativamente
la temperatura del medio;

tal como se ilustra en la Fig. 6.2.

Q%
S

Figura 6.2: Tlustracién de

M>1.5 0.5<M< 1.5 M<0.5 ‘ :
— - Totalment las regiones de ocurrencia

Ntcleo convectivo nvoltura convectiva otalmente .

Envoltura radiativa Nicleo radiativo convectiva de la conveccion en estre-

llas de diferente masa.

Debemos senalar que en esta formulacién hemos supuesto que la composicién
quimica no varia, esto es u es constante, lo que implica una gran simplificacion.
En caso contrario, P = P(p,T,u) y al relacionar, como hemos hecho, dp/dr con
dP/dr y dT/dr habria que incluir un término adicional que involucra a du/dr y
ello nos conduciria a lo que se denomina criterio de estabilidad de Ledouz. En esta
aproximacion al estudio del transporte convectivo, nos limitaremos exclusivamente
al escenario de composiciéon quimica homogénea, en un curso de Interiores Estelares
se tratara este problema de forma més general.

6.2. Energia transportada por conveccion

Para estimar el flujo de energia convectivo escribimos en primer término la energia
que transporta el elemento de volumen de fluido, d Feony. Sea dm la masa de este
elemento de volumen, y supongamos que al viajar desde su posicion inicial r entrega
al medio en r 4 dr una cantidad de calor por unidad de masa dq, por tanto la energia

transportada sera
6Econv ~ 5(]57”7

donde g = ¢,07" con ¢, el calor especifico a presiéon constante por unidad de masa,
0T = Ty — T; la diferencia de temperatura entre el elemento y el medio en r + 7.
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Para un gas ideal monoatémico, ¢, = (5/2)(k/pumy), no obstante mantenemos ¢,
pues por ejemplo, en las regiones de ionizacién donde la conveccién opera, se debe
utilizar la expresion de ¢, que da cuenta de la energia de ionizacion.

Ahora la masa involucrada en este transporte es dm ~ pdrdS ~ pvdtdS, siendo
05 la superficie normal a r del elemento del fluido, v la velocidad a la que se desplaza
y 0t el intervalo de tiempo en el que recorre or. Asi

O Econy ~ cppvdT0S6t.

Por lo tanto el flujo de energia convectivo (energia por unidad de tiempo y su-
perficie) podemos aproximarlo como

Feony ~ ¢ppv0T. (6.7)
Al efecto de determinar Fi,,, necesitamos estimar 67 y v.

Estimacion de 6T

Para 61T = T5 —T5, hacemos nuevamente un desarrollo de Taylor a primer orden,
similar al que hicimos con las presiones y escribimos

dT* dT
5 =17+ | — | or, To=Ti+|— or,
dr . dr .

0T = [Tl* + <dT > 67’] — [Tl + (dT) 57’] )
dr . dr )

El primer término del segundo miembro corresponde al elemento de volumen y el
segundo al medio. Siendo T} =Ty y dT™* /dr = (dT'/dr)a.q, resulta

0T = l(dT> — (dTN dr = AVTér > 0, (6.8)

asi

dr dr

donde eliminamos subindices por ser irrelevantes e introdujimos el gradiente super-
adiabatico, AVT, que es la diferencia entre los gradientes de temperatura adiabatico
y del medio, y que resultara positivo si existe transporte convectivo, pues para que
la conveccién ocurra se requiere que (d7'/dr).q > (dT/dr)meq. <

Estimacion de v

Para la estimacion de v, necesitamos determinar las fuerzas en la direccién radial
que acttian sobre el elemento de volumen en r + dr (en r estd en equilibrio con el
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medio). La fuerza por unidad de volumen en r + dr es

GM((r)

r2

[~ —gp5+ gps = —gop, dp = py — p2, g=

’

f serd restitutiva si dp > 0, mientras que la conveccién operard si dp < 0, tal como
discutimos previamente para derivar el criterio de estabilidad de Schwarzschild.

Para evaluar dp procedemos de la misma manera, desarrollamos p} y ps a primer
orden en 7 y escribimos

| (97 dp
=l () )l ().

con pj = p1 y eliminando el subindice innecesario,

o= (%) - ()]

que representa la diferencia entre el gradiente adiabéatico de densidad y del medio.
Para evaluar dp*/dr, utilizamos nuevamente la relacién Pp~7 = cte, valida para un
proceso adiabatico o In P — ~vIn p = cte, por lo que

dmP _ dinp _ LdP _ ldp _ dp_1pdP

dr T ar ~ Par ’ypdr dr vy Pdr’

donde el * ya no es necesario, por lo que

Nuevamente, a partir de la ecuacion de estado para una gas ideal, escribimos dp/dr
en términos de Py T resultando*

dlnp_dlnP_dlnT ldp 1dP 1dT

dr dr ar° pdr  Pdr Tdr’

y, reemplazando en dp

1pdP pdP pdT p 1\ TdpP dT
= r= 1 or,

P=Pdr Par T Tar Y

“Es el mismo calculo utilizado para derivar el criterio de estabilidad (6.4).
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donde observamos que el término entre corchetes es el gradiente super-adiabatico
AVT definido en (6.8), asi que finalmente obtenemos para dp

op = —%AVT(ST < 0.

Teniendo entonces la expresion de la fuerza por unidad de volumen sobre el elemento
de fluido (f ~ —gdp),

fmg%AVﬂ%>Q

el trabajo (por unidad de volumen) realizado por la misma contra el campo gravita-
torio para llevar la burbuja de r a r + dr es

ow = for ~ g%AVT(&")?.
Si suponemos que todo el trabajo se transforma en energfa cinética (por unidad de

volumen) de la burbuja (que conduce a una velocidad méxima),

1 2 P 2
— ~ g—=AV'
QPU gT ((ST) )

por lo que

T

donde hemos descartado el factor 2, en vista de que todas estas aproximaciones son
muy crudas. <«

( AVT)”2
v~ | g or,

Usando las estimaciones (6.8) para 67 = AVTr, y la correspondiente para v, el
flujo convectivo (6.7), Feony ~ ¢ppvdT, resulta

(6.9)

3\ 1/2
g(AZT) ) ((57“)2.

Fconv ~ Cpp (

Como observamos esta estimacion para el flujo depende, ademas de el gradiente
super-adiabatico que no se conoce a priori, de un parametro libre, ér, que en general
es desconocido. Esta longitud es la que recorreria un elemento de volumen hasta que
se disuelve en el medio transfiriendo su energia térmica y perdiendo asi su identidad.
Esta distancia es lo que se denomina longitud de mezcla y no hay determinacion
tedrica o experimental para ella.

Estimacién de la longitud de mezcla
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Una estimacion grosera de la longitud de mezcla es ér ~ H, donde H es la escala
de altura local en r definida en (4.14),

dr dr
Tdwp - Lap
En efecto, de (6.5) para el gradiente adiabatico,

ary  _(_k \TdP o fdly [k T
dr )., \wmpgc,) P dr dr ). pmpgc, ) H’

por lo que resulta natural la estimacion or ~ H.
En equilibrio hidrostatico, dP/dr = —gp, por tanto
P 1 ET 1 kT
p— = -

~dPjdr " gp  pmggp  pmyg’

donde hemos hecho uso de la ecuaciéon de estado para un gas ideal.
Una estimacién de T', tal como se hizo en (4.12), surge del teorema del virial,
2U+W =0, con W = —-aGM?*/R (o $ 1) y U = 3NKT/2 = 3MKT/(2umy),

siendo M, R la masa y el radio estelar. Por tanto,

SMET aGM? apmyg GM  apmyg

ET = R
pmg R 35 R 3 9"
donde hemos aproximado g ~ GM/R?. Asi.
T
or ~ H ~ i ~ gR,
pmupg 3

y por ejemplo, en caso de una distribucién homogénea de masa, « = 3/5 y por tanto

or ~ R/5. <
Estimacion del gradiente super-adiabatico

Aplicando las estimaciones para el flujo convectivo en r = R, tomando ér = SR,
con 3 < 1 un factor desconocido, utilizando que F.on, = L/4TR?, p ~ 3M /AT R3, la
expresion (6.9)

AVT)?\
g ( ) ) ( (57“)2,

Fconv ~ Cpp ( T

la reescribmos como

/2
L 2 3M 9(AVT)3 ! 2 2 g 1/2 3/2
G ( a R = L~c,8°MR (T) (AVT)*?,
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donde hemos despreciado el factor 3. De esta tltima podemos expresar el gradiente
super-adiabatico en términos de la luminosidad, masa, radio y temperatura estelar

2/3
L T\"?

AVT ~ | —— [ — )

v (cpﬁ2MR<g> )

Utilizando (6.6), |dT'/dr|.a = g/¢,, calculamos la diferencia relativa entre el gradiente
adiabatico y el del medio,

AVT ¢ ( L /(T 1/3_64/%;,/3( L )2/3 T\
|dT'/dr|.a g \¢3*MR g N g MR g ’

hemos estimado previamente que

T  umyg

—_ -~ —

g ko7

siendo g & GM/R? y para un gas ideal ¢, ~ k/(umy), obtenemos

1/3 1/3
ﬂw 5—4/3R72 <L>2/3R1/3 _ g 2R\ Y N ( LR )2 R3 |
|dT/dT|ad GM \MR G3M5 GMQ GM

Aproximando la energfa potencial gravitatiora con |W| ~ GM?/R, el primer término
entre paréntesis dentro del corchete resulta 7 ~ L/|W/|, mientras que el segundo
término es 73, ~ (Gp)~' ~ R3*/(GM) por lo que finalmente obtenemos

AVT ~4/3 (Tdin>2/ ’

6.10
|[dT'/dr|aq (6.10)

TKH

reflejando que esta diferencia relativa entre el gradiente adiabatico y el del medio es
muy pequeiia pues como ya lo mencionamos 7ky > Tgin, para el Sol en particular ya
hemos mencionado que T4y, & 30 min y 7y ~ 3 x 107 afos y resulta (qin /Tkw)>> ~
1078, siendo el gradiente medio de temperatura en el Sol ~ 1074 Kem™!. «

Como el gradiente super-adiabatico es la diferencia entre el gradiente del medio y
el adiabatico, vemos que atiin cuando el transporte de energia sea tanto radiativo como
convectivo, al ser AVT = (dT/dr).q — (dT/dr) ~ 10712 < 1, se puede aproximar
muy bien el gradiente de temperatura del medio por el gradiente adiabatico. En
otros términos, si existe transporte radiativo y convectivo, este ultimo es mucho mas
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eficiente y, en primera aproximacién, podemos ignorar la contribuciéon de la radiacion
al gradiente de temperatura y utilizamos simplemente
dr ( 1 1) TdP

o\ Par

- (6.11)

en vez de la expresion (5.49).
Estimacion de la escala de tiempo del transporte convectivo

Para concluir este capitulo, veamos la escala de tiempo en la cual el transporte
convectivo occure. Habiendo obtenido una aproximacion de la velocidad v a la que
el elemento de fuido se desplaza, podemos estimar 7.,,, como,

or AVT\ ' T\
Teonv ™~ —, U~ <g> 6T — Teonv ™~ ( ) )

v T gAvVT
utilizando (6.10) y (6.6) que reescribimos,

AVT ~ 58 (TN a7 AT /d ES
~ [ |( / T)ad|a |( / T)adl ~ oy
TKH Cp
la estimacion
T pmuR
g koo
obtenemos 12
o (PR 3G (m)w
conv kj g len b

siendo ¢, ~ k/(pmp) surge

1/2
Teconv ™ 52/3 (R <7—KH>2/3> )
g Tdin

y aproximando nuevamente
R R3 9
_ ~ Tdin>
g

GM

resulta

2/3_1/3_2/3
~ BTN Tain »

TCOHV
que para valores solares con [ &~ 0,1 surge que T.ony ~ 1 mes. Este resultado confirma
las hipétesis de que el movimiento del elemento de volumen es lo suficientemente lento
para que el proceso ocurra a presion constante, Teony > Tain; v 1o suficientemente
rapido, Teonv < TkH, para despreciar intercambios de calor entre este elemento y el

medio mientras ocurre el desplazamiento. <«
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Capitulo 7

Reacciones Nucleares

Al estudiar el transporte de energia, derivamos la ecuacién de liberacién de energia
(5.51), que en estado estacionario se reduce a
dL(r)
dr
donde dL(r) denota la variacion de la luminosidad en (7,7 + dr), p la densidad del
medio en dicho punto e involucra el pardametro €, definido como la energia liberada
por reacciones nucleares por unidad de masa y tiempo en dicho intervalo.

En este capitulo brindaremos una formulaciéon muy simplificada que nos permita
estimar este parametro en funcién de la temperatura y otras variables termodina-
micas a partir de considerar la fusién de elementos livianos en més pesados. No
abordaremos discusion alguna sobre los ciclos de reacciones nucleares que ya se han
discutido en otros cursos, como protoén-protén, carbono-nitrégeno-oxigeno o 3a;, sino
que nos concentraremos en la fisica basica que nos permita calcular €. En un curso
de Interiores Estelares se profundiza esta discusion.

= 4qr? pE,

7.1. Definiciones y consideraciones basicas

Consideremos un nucleo X y una particula a que como producto de una reaccién
nuclear, da lugar a otro nicleo Y y otra particula b, que denotamos indistintamente

como
X+a—=Y+0b, 0 X(a,b)Y, (7.1)

por ejemplo, C'?(p,y)N'3. La energia liberada (o absorbida) por esta reaccion esta
dada por la diferencia entre las masas iniciales y finales de las particulas,

AE,x = Qux = (mx +mg — my — my)c”.
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Si Qux > 0 la reaccién libera energia, se la denomina exotérmica, mientras que si
Q.x < 0 esta absorbe energia y se la llama endotérmica. Ya conocemos que los
ciclos proton-proton, carbono-nitrogeno-oxigeno o 3ar son exotérmicos. Siendo Q,x
la energia liberada por la reaccién, definimos €,x ([€,x] = ergg™'s™ o Mevgts™)

como
QaXTaX

€ox = ———, (7.2)
P
donde hemos introducido r,x, el rate de reacciones nucleares' por unidad de volumen,
esto es el nimero de reacciones nucleares (a, X') por unidad de tiempo y unidad de
volumen, [r,x] = cm™3s7L. Este rate da cuenta de la tasa de destruccién de particulas
X al reaccionar con las particulas a. Asi, para determinar ¢,y debemos especificar
Tax-

Serialemos que el principio de exclusién de Pauli impide que nucleones (fermio-
nes) de un mismo sistema interaccionen entre si, por tanto las reacciones nucleares
implican al menos dos sistemas de particulas, en este caso, proyectil y blanco.

Para la reaccién (7.1), imaginemos nicleos X, con densidad numérica ny, que
son bombardeados por particulas a, siendo n, el nimero de particulas a por unidad
de volumen y v la velocidad relativa entre ellas. Esta reacciéon tendra una cierta
probabilidad de ocurrencia, que la caracterizaremos con una seccion eficaz, o, con
dimensiones de drea? y que dependers exclusivamente de las propiedades de las par-
ticulas interactuantes y la energia o velocidad relativa. Podemos pensar la seccién
eficaz definida de forma tal que la reaccion ocurre si la particula a pasa dentro de un
area o(v) alrededor de una particula X.

av

Figura 7.1: Representaciéon ilustrativa

que permite definir la seccién eficaz o.

'Podria llamase tasa de reacciones, no obstante el término rate admite multiples traducciones.

2Las secciones eficaces de reacciones nucleares suelen expresarse en barn que equivale a 10~24cm?.
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Intuitivamente, consideremos un elemento de volumen AV de area normal AS'y
longitud Al con nx nticleos X por unidad de volumen sobre el que inciden normal-
mente particulas a con velocidad relativa v, tal como se ilustra en la Fig. 7.1.

Siendo ANx = nxAV = nxASAl el nimero de ntcleos X en el elemento de
volumen, la medida de la probabilidad de ocurrencia de la reaccién para una particula
a y los ANy nucleos en AV la definimos como el drea total “cubierta” por o(v) en
AV, o(v)ANx normalizada a AS,

o(v)ANx
AS

notemos que nxAl es la densidad superficial de nicleos X.

Por otra parte, al ser n,v el flujo de particulas a, esto es, el nimero de particulas
a que inciden sobre la distribucion de ntcleos X por unidad de tiempo y superficie
normal, el nimero de reacciones por unidad de tiempo dentro de AV es

= O'nxAl,

Prob. de reaccién a con ANx  N° de part. a por un. de tiempo

—_—— —_——
o(v)nxAl X naVAS = o(v)nxnASAl = o(v)nxnvAV,

por lo que el rate r,x de reacciones por unidad de volumen resulta

Tax = Ngnxvo(v), (7.3)

cuyas dimensiones son precisamente cm 2 s™!.

En esta expresion debemos considerar, en primer término, que las particulas ten-
drén una distribucién de velocidades; si f(v)dv es la probabilidad que las particulas
interactuantes tengan velocidad relativa entre (v,v + dv), T4, — dry, y de (7.3)

drox = ngnxvo(v)f(v)dv. (7.4)

Por otra parte, si a = X, el nimero de pares de particulas interactuantes no sera
n% sino nx(nx —1)/2 ~ n% /2, por lo que introducimos la delta de Kronecker, d,x,
y finalmente escribimos para el rate

1
14+ d,x

Supondremos en la formulacion que sigue que las particulas obedecen la estadis-
tica de Maxwell-Boltzmann, por tanto

drox = nanxvo(v)f(v)dv. (7.5)

3/2
f(v) =4r <27r/;{:T> v? exp(—puv?® /2kT), (7.6)
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donde p es la masa reducida del par (a, X) 3

MMMy

S —

Como ya hemos discutido, (7.6) también puede expresarse en términos de la
energia E = pv?/2,

) E1/2

f(v)dv = ¢(E)dE, o(F) = VAL exp(—E/kT). (7.7)
Asi, de (7.5) el rate resulta
Tax = (14 6ax)  nanx /OOO og(v)vf(v)do. (7.8)
Esta expresion involucra el computo de la integral
/0 T o) f(v)de = (a(v)v) = A,

donde () denota valor medio, en este caso sobre las velocidades, que denominamos
Ay que puede expresarse también en términos de la energia,

A= /0 " G (E)o(E)$(E)dE. (7.9)

7.2. La seccion eficaz

El cémputo de A requiere el conocimiento de la seccién eficaz de la reaccion o(FE),
y para ello debemos adentrarnos en la interacciéon entre nucleos.

En la Fig. 7.2 representamos esquematicamente el potencial de interaccion entre
dos niicleos de carga Zie y Zse *. Para r > ry ~ 1073 cm, que es un radio tipico
nuclear, la interaccién es repulsiva y puramente coulombiana, decae como 1/r. En
cambio, para r < rg, domina la interacciéon fuerte que mantiene ligados a los nucleones
(protones y neutrones). Por ello, la altura de la denominada barrera coulombiana
para estos dos nticleos es E, = Z, Z,e? /10 ~ Z1ZsMev. El pozo de potencial cae unos
Eyn ~ —30Mev.

3Si en un sistema referencia donde las particulas a y X tienen velocidades v, y vx respecti-
vamente; y que satisfacen ambas la estadistica de Maxwell-Boltzmann, al pasar al sistema centro
de masa-movimiento relativo, es directo mostrar que la distribucién de velocidades relativas sera
también maxwelliana con masa .

4Utilizamos subindices 1 y 2 para denotar la cargas de las particulas X y a respectivamente.
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E; - ~ lezezl r,~Z,Z,Mev

<E >~ 1Kev

fo ~10%cm r

Ey _—) ~ -30Mev

Figura 7.2: Representacion de la interaccién entre dos nticleos de cargas Zie y Zse.

Por otra parte, para las temperaturas tipicas en el interior de Sol, T ~ 107,
la energia cinética media de las particulas es (F) ~ kT ~ 1Kev, tres 6rdenes de
magnitud menor que la altura de la barrera para dos protones (7, = Z5 = 1).

Resulta evidente que para que la reaccién tenga lugar y se forme un nuevo ntcleo,
las particulas proyectil deben tener una probabilidad no nula de atravesar la barre-
ra coulombiana, algo que clasicamente seria imposible, pero estamos considerando
particulas cuanticas. Por ello, debemos resolver la ecuaciéon de Schrédinger para la
funcién de onda, (), correspondiente al movimiento relativo de los dos nicleos,

n_,
—gp V) TV () (r) = Bi(r),

donde V(r) es el potencial de la Fig. 7.2 y E la energia relativa de la particula
incidente.

Resolver esta ecuacion para el potencial nuclear no es matematicamente sencillo
y en este curso no vamos a derivar el factor de penetracién de la barrera para este
problema, que implica encontrar la solucién para la funcién de onda.

No obstante, este problema es conceptualmente similar a otro donde en lugar
del potencial de interaccién nuclear, se utiliza una barrera y un pozo cuadrado de
potencial, como se ilustra en la Fig. 7.3.
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VIR) -~ —
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Do | T
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=Up -Ug
Potencial Realista” Aproximacion mediante un potencial "cuadrado”

Figura 7.3: Aproximacién al problema realista con una barrera cuadrada y un pozo de
potencial.

En cursos introductorios de mecanica cuantica se resuelve un problema como éste,
donde el factor de penetracion no es otra cosa que la probabilidad de que el proyectil,
con energia F, atraviese la barrera con altura Vy > FE.

Por lo tanto, tomaremos el resultado provisto por Gamow para el factor de pe-
netracion de la barrera coulombiana, que estda dado por

2F
fy < exp(—272, Zye* [ ), v(E) = ,/7

donde observamos que decrece exponencialmente con Z;Z;/v, por lo que resulta
evidente que para que este factor se mantenga al menos constante al considerar
nucleos més pesados, v o E debe crecer lo que implica mayor temperatura. Es de
destacar que para energfas del orden de 1 Kev, f, < 10712

Asimismo, existe también una seccion eficaz geométrica, que de tratarse de par-
ticulas clésicas, seria el area geométrica de ambas particulas colisionantes. Siendo
particulas cuanticas, éstas tienen asociada una longitud de onda caracteristica, que
es la longitud de onda de de Broglie. Si p es el mdédulo del impulso relativo de ambas

particulas,
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100

Range of stellar energies

S(E), kev barn

CY(p.yINT

200 300 400
Laboratory proton energy (kev)

Figura 7.4: Determinacién experimental en laboratorio de S(F) para la reaccién
C'2(p,7)N!3, tomada de Clayton (1968).

Asi la seccién eficaz o(F), que da cuenta de la probabilidad de que la reaccién
ocurra, debe ser proporcional a estos dos factores, el de penetracion de la barrera y
la seccion eficaz geométrica y escribimos

o(E) = S(EE> exp (= 2121 Zoe* /h(E)), (7.10)

donde S(F), que suele denominarse factor astrofisico (con dimensiones de Kev barn),
absorbe ademés de constantes numéricas, lo mas complejo, que es la probabilidad
intrinseca nuclear de que la reaccion ocurra. No es sencillo en absoluto determinar
tedricamente S(E) por lo que nos restringiremos a extrapolaciones experimentales.
En la Fig. 7.4 se muestran los resultados experimentales a altas energias y su
extrapolacién a bajas energias de S(E) para la reacciéon C'?(p,v)N'3. Este compor-
tamiento de S es similar en otras reacciones, y observamos que dentro del rango de
interés astrofisico, S(F) presenta un comportamiento muy suave. Aqui debemos sena-
lar que este comportamiento de S solo corresponde para las denominadas reacciones
nucleares no resonantes. Existen reacciones en las que, dependiendo de la energia re-
lativa de las particulas a y X, en lugar de fusionarse en un nticleo estable Y, lo hacen

193



P. M. Cincotta Elementos de Astrofisica Tedrica

en un nucleo Y’ que decae posteriormente en Y'; en tal caso la seccién eficaz presenta
un maximo local y S(F) no es una funcién suave. En este curso no abordaremos este
tipo de reacciones resonantes y solo consideraremos las no resonantes.

7.3. Rate de la reaccion

Teniendo conocimiento del comportamiento de S(E), contamos con toda la infor-
macion necesaria para calcular A, r,x y en definitva, €,x. Reescribimos entonces la

seccién eficaz (7.10) reemplazando v(E) = (/2E/u, en el argumento de la exponencial

exp (—27rZ1Z262/hU(E)>

obteniendo
E
o(E) = S(E ) exp ( - \/2uﬂZldeQ/h\/E),
que puede reducirse a
_ @ - \/_ ~ 1/2 1/2
o(E)= exp(—b/V E), b 312,Z,A"(Kev)"/=, (7.11)

E

donde A es el peso atémico reducido. La expresion de b surge de su definicién

- Agmp - Axmpy A Ax

= = my,
AamH—l—AXmH Aa+AX "

2 2
p= YT 7 7,

CcO
h N

my es la masa del protén y denotando con A = A, Ax/(A, + Ax) resulta

2

2
MHTE ~ 31(Kev)Y2.

h

Asi, a partir de (7.9) y (7.11), el computo de A se reduce a evaluar la integral
oo o S(F 2K
A= / o(E)o(E)$(E)dE = / S(E) exp (— b/VE)|| = 4(E)dE,
0 0 1

siendo de (7.7)
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resulta

A pu—

1

_ \/EW /0 T S(E)exp (— (E/KT +b/VE))dE. (7.12)

Ya hemos discutido que S(FE) es una funcién muy suave, practicamente constante
dentro del intervalo de energias relevantes en el interior estelar, por tanto concentré-
monos en la parte exponencial del integrando, exp(—E/kT) exp(—b/V'E).

06 || e E/KT KT=1 Kev, Z,=Z,=1, A=1/2 1
05 12

e P’ (x150)
0.4 aproximacion ( x 108) b

1/2
e—E/kTe-b/E (X106)

2 4 6 8 10 12 14
E [Kev]
Figura 7.5: Exponenciales (en rojo y magenta), su producto (en azul) y la aproximacién
por una funcién normal (en negro) suficientemente ampliados con b ~ 317, Zy AY/?(Kev)!/?
considerando Z; = Z; = 1; A = 1/2 y kT = 1Kev. El producto de las exponenciales se
denomina pico de Gamow centrado en Ey = (bkT'/ 2)2/ 3 que para los valores adoptados
corresponde a un valor muy préximo a 4.93 Kev.

En la Fig. 7.5 se representan ambos factores, donde claramente se observa que
para bajas energias, el factor exp(—b/ \/E) anula toda contribucion a la integral,
mientras que a altas energias el otro factor exp(—FE/kT) tiene el mismo efecto, por
lo que existe un intervalo donde ambos términos son del mismo orden y que es el
que contribuye a la integral en A. Ello es lo que se representa en la Fig.7.5, que se
conoce como pico de Gamow. Para hallar el valor de £ = Fj donde ocurre la mayor
contribucion a la integral, buscamos un extremo del argumento de la exponencial en
(7.12) escribiéndolo como exp(—¢(E)),
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_ELb L
kT VE'

por lo que el valor de la energia que satisface esta condicién resulta

2/3
By - (b’fT) |
2

E WiE)=—— 2~

Como b~ 312,Z,AY? y k ~ 8,61 x 1078 KevK™!, es inmediato verificar que

By~ 1,22(Z2Z2AT2) *Kev,  FEy o< T3,

donde Ty, adimensional, es la temperatura expresada en unidades de 10°K, Ty =
T/108. Para temperaturas tipicas en el interior del Sol, T' ~ 10K, Ey ~ 10 — 30 Kev
para nucleos livianos. Este resultado refleja claramente que solo las particulas con
mas altas energias, las que se encuentran en la cola de la distribuciéon de Boltzmann,
son las que contribuyen a producir una reaccién, ya que como dijimos la energia
media de las particulas en el Sol tienen energias del orden de 1 Kev. Observar que el
valor de Ej en la Fig. 7.5 corresponde a Z; = Zy = 1, A = 1/2,T ~ 107, por tanto
Ey ~1,22(0,5 x 100)/*Kev ~ 4,94Kev.

Siendo Ey un extremo del exponente de la integral, desarrollamos ¢ (F) en serie
de Taylor alrededor de Ej,

D(B) = Y(Bo) + Y/ (Bo) (B — Fo) + S0/ (Eo)(E ~ B’ + -+

y retenemos hasta el segundo orden. Evaluamos primero
By, b _ BT B 28”35
KT~ E,  kTVE,  kTVE, kT

siendo Fy oc T?%3, resulta 7 oc T7'/3. A partir de la expresiéon de Ey = (bkT/2)*? y
la definiciéon de 7, es inmediato mostrar que

Y(Ep) =

T,

T =BT "%,

con B = 3(b*/4k)'/3, expresando la temperatura en unidades de 10°K y siendo
b~ 312122141/2

(7.13)

Z§Z§A>1/3

T & 42,487 (
6
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Ahora debemos evaluar la derivada segunda; teniendo ya calculada la derivada
primera

1 b 3b 1

:ﬁ—m7 — wll(E(J):i_ 0,

/
V(E) B = o>

por tanto, siendo

1
Y(E) = ¢(Eop) + 51//'(50)(/? — Ey)?,
obtenemos

1

Asi en (7.12), siendo S(E) una funcién aproximadamente constante, la extraemos de
la integral evaluada en FEj

AR \/EWS(EO) /OOO exp (— (E/kT +b/VE))dE,

reemplazamos el exponente del integrando por su desarrollo a segundo orden

[e.9]

/Ooo exp ( - ¢(E))dE R~ exp(—T)/O exp ( —(E - E0)2/2A2)dE,

extendemos el intervalo de integracién de (0, 00) a (—00,00) ya que no habra contri-
bucién significativa a la integral para E < 0, por lo que la misma resulta

/°° exp(—(E — Ey)?/2A2)dE = v27A.

—0o0

Esto es, hemos aproximado el producto de las dos exponenciales por una distribucion
normal, con valor medio F, y varianza A?. De la Fig. 7.5, observamos que es una
buena aproximacion. Por tanto

8 1
A\ =~ \/;WS(EO)\/%A exp(—7).

Ahora escribimos A = 4/ 4E§/ ?/3b en términos de Ey y T, eliminando b de la relacién’
Ey = (bkT/2)%3,

5La mayoria de todas estas derivaciones algebraicas se llevan a cabo en los trabajos précticos.
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A= \/g(EOk:T)l/Q,

que para T ~ 107K, resulta A ~ 4 — 10Kev, que comparado con Ey ~ 10 — 30Kev,
concluimos que el pico de Gamow es bastante angosto. Asi reemplazando A en la

expresion de A,

2 /8 Ey? 2 E)?
A\~ \/;\/;ﬂS(EO) eXp(—T)ﬁ =4 @S(E@) eXp(—T)ﬁ,

el factor

E1/2 T1/3
T;OT x T x T7%? T2,

con D = 2/9b y obtenemos
_8V2S(Ey)

~ e
9\/§\/ﬁb7—x

Finalmente, de (7.8) el rate resulta

L18V2

. nXS(EO) 5
9v3 T /b

T exp(—7),

Tex = (]- + 6aX)

p(—7). (7.14)

=BT Y342 487(Z2Z2 A/ Ts) />,

Cabe destacar la fuerte dependencia del rate de reacciones nucleares con la tem-
peratura, de hecho varia muy rapidamente con 7'y decrece con la altura de la barrera
coulombiana. Resulta sumamente complejo visualizar de esta expresion la dependen-
cia de r,, con T, por lo que suele aproximarse por una ley potencias. Supongamos
que para Tp, conocemos A(Tp). Entonces para una temperatura 7' proxima a T,

escribimos
T\" Oln \
A=X | = = —
° <T0> YT omT
donde v es evaluado en Tj. Para estimar v, hacemos
dlnx _JlnA
olmT 9T’

de (7.14), resulta
InA=2In7t — 7+ ¢,
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donde ¢y y ¢; son constantes, por tanto

Jln \ 2 1 Jln \ 2 1 T =2
— —— 4+ BT Y3 =T = -4+ _-BT Y =_—_Z,
T 3T 3 ¥ T 373 3

Para Ty ~ 107K, 4 < v < 180, correspondiendo los menores valores para la reacciéon
p + p v los mayores para O + O%, que surgen inmediatamente de la expresién de
7 dada en (7.13) y la definicién de v.

Asi se puede aproximar el rate r,; = (1 + d4z) " 'ngn, A definido en (7.8) y (7.9)
con

T\Y
Tox ~ (1 + 5ax>_1nana¢)\0 () )
Ty

y utilizando las abundancias n,,ny en lugar de las densidades numéricas n,, nx
(recordando que n; = m;n;/p, y que m; = A;mpy con A; el peso atémico de la especie
i) resulta

T\"
a ~ ]' 6(1 -1 7(171' 2A ( )

rax % (14 dox) AaAXm%nnp 1)

por lo que podemos expresar €,x definido en (7.2), €,x = QuxTax/p, con una ley de

potencias de la forma

—~ = = v
€aXx ~ 6OaatnanXp,T )

donde T esta expresada en unidades de Ty y €gq, involucra (Q,x y demas constantes.
De esta expresion se observa también la dependencia de ¢,x con las abundancias.

El € total que aparece en la ecuacién de liberacion de energfa (5.51) surge de sumar
sobre todas las reacciones posibles de los pares a, X. Por tanto debe contemplarse el
cambio en las abundancias de los elementos debido a las reaciones entre particulas
X y a, con ecuaciones diferenciales de la forma

dnx mgAx
= — r
dt aX )

que surge naturalmente de nx = myAxnx/py de que r,x = dnx/dt es la tasa por
unidad de volumen de destruccion de particulas X por reacciones con las particulas
a. Resulta claro que es necesario considerar tanto las reacciones que destruyen como
las que crean este elemento X. Por lo tanto, el computo de € y la evolucion de
la composiciéon quimica requiere una detallada consideracién de todas las posibles
reacciones en una determinada cadena.
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1 fir
8 1gT

Figura 7.6: Rate de energia total liberada por la quema de hidrégeno (en ergs—'g™!)
en funcién de la temperatura (en K), representada con la curva continua, tomando p =
1 gem ™2 y abundancias ng ~ 1 y ficno ~ 0,01. La curva a trazos muestra la contribucién
de las cadenas p-p y el ciclo CNO, tomada de Kippenhahn y Weighert (1989).

En general, una dada reaccion nuclear solo es importante en un rango limitado
de temperaturas, para una temperatura tipica del interior solar, Ty ~ 1,5 x 107 K,
surge que e,x ~ 1% para el ciclo p-p. Por el contario, e,x ~ T2 para por ejemplo
la reaccion N14(p,v)O' en el ciclo CNO. Esta gran diferencia en la dependencia
con la temperatura tiene como consecuencia que la cadena protén-protéon domina a
bajas temperaturas 7' < 1,5 x 107 mientras que el ciclo CNO es el que domina a
temperaturas mayores, 7' > 1,5 x 107, como lo muestra la Fig. 7.6.
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7.4. Apéndice Capitulo 7

Para concluir estos capitulos correspondientes a la astrofisica estelar, resumire-
mos las principales ecuaciones que hemos derivado previamente, tanto para interior
(geometria esférica) como para la atmésfera (geometria plana). Se remite a los ca-
pitulos correspondientes para las respectivas derivaciones y discusiones, que cabe
mencionarlo, en general se trata de ecuaciones simplificadas.

7.4.1. Ecuaciones para el interior y la atmoésfera

En la Tabla que sigue, la primera linea corresponde a las ecuaciones de equilibrio
hidrostatico; la segunda a la ecuacién de estado, en el interior la expresion para P,
depende de si existe degeneracion electrénica o no, en este ultimo caso P+ F, = Py; la
tercera linea incluye la ecuacién de liberacién de energia para el interior, donde L(r)
corresponde a la luminosidad total independientemente del mecanismo de transporte
y el equilibrio radiativo en la atmosfera; la cuarta incluye la ecuacion de transporte
radiativo donde, para el interior, se asume ETL y que s6lo involucra a la luminosidad
debida al transporte radiativo mientras que para la atmoésfera, suponiendo ETL y
scattering coherente e isotrépico, S, = A, B,(T) + (1 — A\,)J,; vy la quinta linea,
corresponde al gradiente de temperatura para el transporte convectivo. En caso de
existir conveccion, (dT/dr)aqa > (dT/dr)wa y dT/dr = (dT/dr)a.q. Asimismo, para
la determinacion del rate de reacciones nuclares, €, se deben incluir las ecuaciones
correspondientes al cambio en las abundancias de los elementos debido a reaciones
entre diferentes pares de particulas.

Interior Atmosfera

1) 4 = -5y, A = 4mr?p E=—gp, 9=

2) P(p,T,C), P = Puq+ P +P. P(p,T,C), P=P.+P,

3) L — 4mr?pe,  e(p, T, C) 7 F =0Tk,  [&xedv = [Zke],dv
4) % = _1637facL;;dT(§)’ R(p, T, C) M% =8 1L, S = igig

ar _ (1 _ 1\ LdP
- ~) P dr
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Capitulo 8

Cosmologia Newtoniana

En este capitulo iniciamos el estudio de la dindmica de sistemas estelares y co-
menzaremos con el sistema mas relevante, el Universo. Por tanto, en lo que sigue
brindaremos una descripcion simplificada de la Cosmologia mediante un tratamiento
clasico, que se conoce como Cosmologia Newtoniana.

8.1. Corrimiento al rojo de las galaxias

El espectro de Andrémeda (M31) presenta un corrimiento hacia el azul AXN/A que
corregido por el movimiento solar, corresponde a una velocidad de aproximacién de
~ 100 Kms™'. Esta galaxia integra el Grupo Local, al cual también pertenece la Via
Léactea y otro medio centenar de galaxias. Ciertamente Andromeda y la Via Lactea
son las mas masivas del grupo, cuyos tamainos rondan ~ 1Mpc. Sin duda la dindmica
que observemos dentro de este elemento macroscopico de volumen del Universo esta
dominada o muy influida por la interacciéon entre sus principales miembros. En otros
términos, estaremos observando una dinamica local.

Al observar galaxias mas lejanas, los corrimientos al rojo predominan, y para
distancias de varios Mpc (2 10Mpc), todos los espectros presentan un corrimiento
al rojo. Este es tal vez el resultado mas importante de la “Cosmologia moderna”,
establecido por Hubble en 1930: el corrimiento al rojo exhibido por las galaxias es
proporcional a su distancia; z o< r donde z = AX/A.

En la Fig. 8.1, a la izquierda, se muestran los resultados originales de las ob-
servaciones de Hubble y Humason, publicados en 1931, donde se utilzaron variables
Cefeidas como indicadores de distancia. En cambio, a la derecha se presentan resul-
tados mas recientes de esta correlacion.
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Figura 8.1: Izquierda: Figura extraida del articulo de Hubble & Humason de 1931. Derecha:
Observaciones obtenidas con el Telescopio Espacial Hubble, tomada del sitio https://
lweb.cfa.harvard.edu/~dfabricant/huchra/hubble/

Utilizando la aproximacion

valida para z pequenos, donde v es la velocidad radial relativa de una galaxia distante;
esto es, suponiendo que el corrimiento al rojo es debido al efecto Doppler con |z| < 11,
z X1 oczxrimplica que v o r y resulta la Ley de Hubble

v = Hyr, (8.1)

donde Hj es la denominada constante de Hubble que tiene dimensiones inversas a las
del tiempo, no obstante se la expresa en unidades mas adecuadas de velocidades y
distancias; [Hy] = kms~'Mpc™'. Las observaciones més recientes y precisas, como se
observa en el panel inferior de la Fig. 8.1 derecha, sitian a H en el intervalo

Hy~ 71 + 7kms "Mpc ™
El inverso de Hj tiene dimensiones de tiempo, por lo que se define el tiempo de Hubble

ty=Hy' ~12x10"a

Ver la discusién correspondiente al corrimiento al rojo en la préxima Seccion.
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para el valor de H, senalado, por lo que ty es una escala caracteristica de tiempo en el
Universo. Asimismo, podemos tener una escala de distancias del Universo, definiendo
un “radio” dy = ¢/Hy ~ 4,3 x 103 Mpc.

El desplazamiento al rojo registrado en los espectros de las galaxias distantes
es ampliamente aceptado como evidencia de que la materia en el Universo se esta
alejando de nosotros; el Universo esta en expansion y nosotros no ocupamos ninguna
posicion privilegiada en él. Mas precisamente, el corrimiento al rojo observado es
justamente debido a la expansién del Universo (o del espacio-tiempo), no se trata
del clasico efecto Doppler que se aplica al desplazamiento de las lineas espectrales
producto de la velocidad relativa entre el objeto emisor de la radiaciéon y el observa-
dor. En principio, el z medido en los espectros tiene dos componentes, el dominante
que es debido a la expansion y uno Doppler comtn, cuyo origen es el movimiento
peculiar relativo de las galaxias distantes. Volveremos luego sobre este punto, una
vez que hayamos establecido la cinemética del Universo.

Para hacer una formulacién sencilla de la cinemética y dindmica del Universo, nos
valemos del Principio Cosmologico en su version mas simple, que se puede resumir
en

El Universo debe parecer el mismo para cualquier observador en él. Cada parte del
Universo es idéntica a cualquier otra, excepto irreqularidades locales que supondremos
pequenas.

Este principio implica:

1. El principio galileano: Las leyes de la fisica son (y han sido) las mismas en todo
el Universo. Este principio tiene caracter metodologico: si las leyes de la fisica fueran
diferentes en diferentes galaxias, no podriamos inferir lo que en ellas ocurre.

2. El principio copernicano: El Universo es homogéneo e isétropo. Este princi-
pio también tiene un origen metodolégico: afirma que la estructura geométrica del
Universo es la de un espacio simétrico.

Una formulacién de la Cosmologia debe ser realizada en el marco de la Relati-
vidad General, con las ecuaciones de Einstein y una métrica adecuada, lo que esta
completamente fuera del alcance de este curso. En este capitulo consideraremos lo
que se denomina Cosmologia Newtoniana, donde utilizaremos una métrica euclidea,
un tiempo tnico, universal y la validez de las transformaciones de Galileo.
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8.2. Cinematica del Universo

A los efectos de toda la formulaciéon que sigue, supondremos que el Universo se
comporta como un fluido. Imaginemos tres observadores O, A y B. La posicién de A

relativa a O es 74, mientras que la de B relativa a O es 7y, tal como se muestra en
la Fig. 8.2.

Figura 8.2: Tres observadores, O, Ay
B en el Universo. O

Sea v4(Tq,t) la velocidad de A relativa a O, y vp(rp,t) la correspondiente a B
relativa a O en el mismo instante ¢. Por homogeneidad, las funciones v, : R? x R —
R? v vy : R? x R — R? deben ser idénticas; el campo de velocidades debe ser el
mismo para cualquier observador, por lo tanto lo denotamos simplemente v(r,t).
Por otra parte, la velocidad de A relativa a B serd v(r, — 7,t). Siendo validas las
transformaciones de Galileo, debe ser?

v(rg — Tp,t) = V(rq,t) — v(rp, t).

Esta relacion debe satisfacerse para todo r, por lo que v debe ser una funcion lineal
de la posicion,
v =A(t)r,

donde A(t) es un tensor o matriz de 3 x 3. Por isotropia, debe ser

donde I es la identidad y H(t) un escalar que denominamos pardmetro de Hubble,
por lo que resulta
v=H(t)r. (8.2)

2 Alternativamente, ver ecuacién (8.3) y discusién posterior.
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Considerando la componente radial de esta relacién, resulta v = H(t)r, donde r es
la distancia entre dos observadores y v la velocidad relativa entre ellos.

Introducimos ahora coordenadas coméviles, r(ty), que son las coordenadas refe-
ridas a un sistema no inercial de referencia que se expande al mismo ritmo que el
Universo y estan relacionadas con las posiciones fisicas por

r(t) = a(t)r(ty), (8.3)

esto es, 7 () son las posiciones fijas en un determinado instante de tiempo ¢y y a(t)
es el factor de escala del Universo que absorbe toda la dindmica del mismo, como se
ilustra esqueméticamente en la Fig. 8.3.

AR
(e
Xy -
—a "(( PPy :
(=N 5
r"l - .\}‘: ?n \'Q -}\\I
|r N 9\*\‘;1
L N e W ——
\.\E\*:{/g\ /\Q/ '.-‘J /E_K"\Q"JH > ".\__
S e AN e
— f'l \ X 4 \?,x’\._ Figura 8.3: Tlustracién del rol del factor de
: LA o \1 ) escala a(t) y las coordenadas coméviles don-
\ W\ V_\ﬁ("' ﬁ dl /  de el tiempo es creciente de izquierda a dere-
T N R ¢/ . .
5 NN}/ cha. Figura tomada de lectures de Licia Ver-
g de, Universidad de Barcelona.

La introducciéon de este sistema de coordenadas permite derivar alternativamente
la relacién (8.2). En efecto, de (8.3) resulta

donde

por tanto la velocidad relativa entre dos observadores es proporcional a la distancia
que los separa y sélo tiene componente radial.
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De (8.3) surge naturalmente que la distancia r(t) = |r(t)| entre dos observadores
que al tiempo t; es r(t1) y que al tiempo o es r(t3), siendo r(t;) = a(t;)r(to), ellas
estan vinculadas por la relacion

= 2h) (8.5)

8.2.1. Corrimiento al rojo cosmolégico

Discutamos en este contexto el corrimiento al rojo observado. Si Ay v Aoy > Aem
son las longitudes de onda emitida en t.,, y observada en t,, > t.,,, el corrimiento al
rojo, como ya lo senalamos, es

>\ob - /\em - )\ob

= — 1=
e Ao :

Ahora bien, en un Universo en expansién las longitudes de onda varian como todas
las distancias, asi de (8.5) resulta

)\ob _ a(tob) = 17
)\em a(tem)
y obtenemos para z
lo
po W) gy (8.6)
a(tem)

El corrimiento al rojo cosmolégico provee una medida de la expansion del Universo
en el intervalo (tem,to), que claramente no depende de la velocidad de recesién de
las galaxias individuales, sino de la evolucién del factor de escala a(t).

El efecto Doppler, que es debido a la cinematica, puede arrojar valores de z =
AN/ positivos o negativos (recesién o acercamiento de la galaxia emisora), mientras
que el z dado por (8.6) es siempre positivo.

La relacién cz = v o« r que utilizamos para derivar la Ley de Hubble (8.1), solo
es lineal para z < 1, siendo esta una aproximacion. Ciertamente, el efecto Doppler,
para una fuente alejandose del observador a una velocidad relativa v > 0, nos dice

que
]_ p— p—
Tz Aem  \1—v/c

denotando con £ = v/c, tendremos

(1+22+2)1 -8 =1+ = (-2 —22-2)+22+22=0,
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y al invertir para £ = v/c resulta

v 2z + 22 _2+22+z2—2_ 2

¢ 242422 2422422 0 2492422

y desarrollando en serie de potencias 1(z) = 2/(24 2z + 2?) alrededor de z = 0 arroja

2(2 + 2z)
0)=1 "0y = ————— =—1
n0)=1,  7(0) G127 270 : ,
resultando
v z2+
—_ =z — — e,
c 2

Por lo tanto, la aproximacién v/c & z es cierta para z < 1y, en consecuencia la
ley v o< r derivada a partir del efecto Doppler, solo es aplicable en cortas escalas de
distancias.

Por otro lado, la expresion lineal v = Hyr es valida para cualquier distancia pues
es precisamente la relacién (8.2), v(r,t) = H(t)r, tomando su norma y evaluada en t,
(ver préxima Seccién) y es consecuencia natural de un efecto dindmico, la expansién
de un Universo homogéneo e isotrépico.

En consecuencia, grandes valores de z no implican de ninguna manera velocidades
de recesion de las galaxias mayores que c.

8.3. Dinamica del Universo

En esta descripcion a gran escala, las galaxias, camulos de galaxias, etc. pueden
considerarse, como hemos mencionado, dentro de un elemento de volumen macros-
copico de densidad p(t); por homogeneidad esta densidad no puede depender de 7,
y como en esta teoria no existen ni fuentes ni sumideros de masa, debe satisfacerse
la ecuacion de continuidad,

g’: + V- (pv) =0,
y por (8.2), v = H(t)r resulta

p+pH)V-r=0.

Siendo V - r = 3, esta ultima toma la forma

P _ b qalt) _
p+3H(t)— S+ =0
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donde hemos hecho uso de (8.4). Resulta inmediato integrar esta ecuacién, resultando

por lo que

Si elegimos a(ty) = 1 resulta

_ plto)
p<t> - ag(t)'

(8.7)

Al elegir a(ty) = 1 implica por (8.3), r(t) = a(t)r(to), que o es el presente, de manera,
que las posiciones fisicas y las comdviles coinciden. Asi, de la relacién (8.4) resulta
que
H(ty)) = —2| = alty),
(1) = |, =(t0)
por lo que el parametro de Hubble evaluado en el presente no es otra cosa que la
constante de Hubble, y asi se reobtiene la relacién (8.1).
Consideramos que la interaccién es puramente gravitatoria pues en esta formu-
lacién clésica, por homogeneidad, no existen gradientes de presién.®> Por lo tanto
las ecuaciones fundamentales se reducen a la ecuacién de Euler con VP = 0 y la

ecuacion de Possion p
v

E:

En la primera, utilizando que v = H(t)r,

g, V .g=—4rGp. (8.8)

d

= (H(t)r) = H(t)r + H(t)# = H(t)r + H*(t)r = (H(t) + H (1)) 7.

g

Tomando la divergencia de esta tultima relaciéon y utilizando la ecuaciéon de Poisson
obtenemos

Vg =(H(t)+ H*t)) V-r=3(H(t) + H(t)) = —4xGp.

Reemplazando p por (8.7), obtenemos la siguiente ecuacion diferencial para H(t):

3En la formulacién relativista, en cambio, los efectos de presién siempre estdn presentes, por
ej. la debida a la radiacién. En la aproximacién no relativista, domina la materia, se desprecia la
presiéon y suele referirse asi a un Universo de polvo.
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H(t) + H2(t) = —ngzgg.

Denotando con py = p(t) a la densidad del Universo en el presente y teniendo en
cuenta (8.4), H(t) = a/a, la tltima ecuacién puede escribirse en términos de a(t),

d a a 2 4 £o
dt (a> * (a) = 3"y

aa — a> a\? 4 00
bl Y = _Zag o
PER (a) 3" ad(t)’

que se reduce a

.4 po
a + gﬂ'G? =0.

De esta ecuaciéon vemos claramente que d # 0 si py # 0, lo que implica que no
puede existir un Universo no vacio estatico, sino que se desacelera por efecto de la
gravedad. Cabe senalar que a esta misma ecuacion arribé Einstein en 1917, pero
como no se podia concebir en dicha época un Universo que no fuese estatico, anadio
sin justificacién fisica alguna un término adicional en el primer miembro de la forma
—Aa/3, que corresponde a una fuerza repulsiva Fy, = Ar/3, de manera que en esta
ecuacion pueda satisfacerse que @ = 0 sin requerir que py = 0. La constante A, que
tiene dimensiones de [t7?], es conocida como constante cosmoldgica.

Al surgir en 1930 las observaciones de Hubble, a partir de las cuales el Universo
pareciera expandirse, Einstein sugirié que A = 0; no obstante, en los ultimos anos,
han surgido argumentos teéricos por los cuales deberia ser A > 0, que justificarian la
inflacién en el Universo, esto es, un periodo en cual la expansion es exponencial.* Esta
discusion, por cierto muy atractiva, esta fuera del alcance de este curso; no obstante;
al final de este capitulo dedicaremos un parrafo relativo a estas consideraciones.

La ecuacién diferencial para a(t) tiene una forma muy similar a la de un movi-
miento radial bajo efectos de un potencial inversamente proporcional a la distancia,
por lo que es inmediato encontrar una integral primera, multiplicando esta ultima
por a,

4En efecto, haciendo un andlisis muy similar que nos condujo a la inestabilidad de Jeans, al
considerar un Universo en expansién, una fluctuacién o contraste de densidad inicial producto de
fluctuaciones poissonianas en el Universo primitivo, éstas no crecen exponencialmente con el tiempo
sino algebraicamente, por lo que en una escala de tiempo ¢y dichas fluctuaciones en la densidad no
alcanzan a crecer lo suficiente como para explicar los contrastes de densidad observados hoy entre
las galaxias y su entorno.
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aa + gTrGPOE = 0 — % (2(1 — 37TGa) = 07

por lo que la integral de movimiento resulta

o 8 _Po
2
— —1G— = —K. 8.9
@ — gnG— (8.9)

Esta integral primera es formalmente analoga a la que se obtiene si se efectuara una
formulacién relativista reinterpretando py — €/c?, siendo € la densidad de energia
total del Universo y K la constante de curvatura del espacio, y se conoce como
ecuacion de Friedmann. Hacia el final de esta seccién, retomamos brevemente esta
discusion.

Si evaluamos (8.9) en ¢, resulta

2 2
a*(ty) — =G = H; — —7Gpy = —K
( 0) 3 a(to) 0 3 0

donde hemos reemplazado a(ty) = Hy y a(tp) = 1. Introduciendo este valor de K en
(8.9) obtenemos

. 8 _.Po &G
2 2

El factor delante de py en el segundo miembro tiene dimensiones inversas a la de
densidad, por lo que definimos

3H?
C = 9 8].0
Pe=g (8.10)
y obtenemos
z_ﬁf(?m_Hg(l_m)
a pe Pe
Finalmente, definiendo el parametro
Q= @,
Pe
resulta
-2 2§ 2
a*— Hyj— = Hj(1—Q), (8.11)
a

siendo —K = HZ(1 — Q).
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La solucién a esta ecuacién depende del valor de Q2 (o K),si @ < 1;Q2 =10
Q) > 1. Las soluciones correspondientes a {2 # 1 se incluyen en el Apéndice a este
Capitulo; aqui derivaremos la correspondiente a 2 = 1 y daremos las expresiones de
las soluciones para 2 # 1. Asi, haciendo €2 = 1 en (8.11), que corresponde a K = 0,
resulta

H? 2
> == = a%da= Hydt, — 3 (a®(t) = a*2(t.)) = Ho(t — t.),
a
Si elegimos ¢, = 0 tal que a(t,) = 0 (big bang), obtenemos finalmente
3 2/3
alt) = <2H0t> Loa-=1 (8.12)

De esta solucién vemos que cuando ¢t — oo, a(t) — oo mientras que @ — 0, resulta un
Universo abierto que llega a infinito con velocidad nula, se suele referir a un Universo
plano, pues K = 0. Este modelo, conocido como modelo de Finstein-de Sitter, nos
permite estimar la edad del Universo, pues en el presente, t = t(, debe ser a(ty) = 1,
lo que implica que t, = 2/(3H,) ~ 10'° a, y satisface que a(t) = (3Hqt/2)""/*Hy,
evaluado en ¢, resulte a(ty) = Ho.

Las soluciones correspondientes a {2 # 1, para constantes arbitrarias nulas, estan
dadas en términos de un pardmetro 1 que parametriza a t y toman la forma (ver
Apéndice),

<1
= —————(coshn—1
a 2(1_9)(005 n—1)
(8.13)
1 Q
Hot = §m(senhn—n),
Q>1
Q
a = m(l—Cosn)
(8.14)
1 Q
Hot = —senn).

s_1ne

En la Fig. 8.4 se representan estas tres soluciones que dan cuenta de modelos de
Universos abiertos y cerrados. Notar que, en los tres casos, estas soluciones arrojan
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paran =0,t=0,a =0y en Hoty = 2/3, a(ty) toma diferentes valores dependiendo
de 2 o K. En el Apéndice a este capiulo se profundiza esta discusion.

En esta formulacion clasica, es simple de entender fisicamente estas soluciones.
Si 2 < 1 implica que py < p.; en el Universo no hay suficiente masa para que la
gravedad frene la expansion y el Universo es abierto; en cambio para €2 > 1, esto es,
Po > pe, la atraccion gravitatoria es suficiente para frenar la expansion y producir el
colapso, resultando en un Universo cerrado.

121 0-=05 1
Q=1.0
10 B Q=1 5 - T
8 - -
T ef :
4 = i
Figura 8.4: Soluciones a la
ecuaciéon de Friedmann, con
constantes arbitrarias nulas, .

para el factor de escala en fun-
ciéon de Hypt con 2 =0,5,1,1,5.

Si nos preguntamos en qué Universo estamos, la respuesta pareciera sencilla,
bastaria determinar pg, la densidad del Universo en el presente y compararla con
pe ~ 1072 gem ™3, siendo este valor del orden del correspondiente a seis protones
por metro cubico. Las estimaciones de la densidad correspondiente a la materia
bariénica rondan py ~ 2 x 1073 gcm™3, sensiblemente menor que p., como para
cerrar el Universo, dando €2, ~ 0,02. Sin embargo, habria suficiente evidencia de la
existencia de materia no bariénica, materia oscura, cuya entidad no conocemos pero
que si interactua gravitacionalmente. De consideraciones dindmicas, se estima que la
contribucioén total de la materia (bariénica y oscura) conduce a €2, ~ 0,3, esto es, la
mayoria de la materia en el Universo seria oscura.’

5Corresp0nde mencionar que existe una teoria alternativa a la materia/ energia oscura, que su-
giere modificaciones a la ley de de gravitacién universal denominada Dindmica Newtoniana Mo-
dificada (MOND), propuesta en 1983 por M. Milgrom que es claramente menos popular que la
materia/energia oscura; y hay al menos otra teorfa méas que cuenta atin con menos adeptos. Es en
definitiva un tema abierto, en lo personal, no soy un entusiasta de la hipdtesis de materia/energia
oscura.
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Asimismo, en este mismo sentido, habria también evidencia clara de la existen-
cia de energia oscura o energia de vacio, que contribuye significativamente con una
componente 2, por lo que formulaciones teéricas y resultados observacionales per-
mitirian inferir que €2, + Q2 = 1, siendo Q24 ~ 0,7.

Considerando ambas contribuciones a €2 y recordando que la introducciéon de la
constante cosmoldgica implica considerar una fuerza repulsiva, la ecuaciéon de Euler
(8.8) con v = H(t)r resulta

dv 1 : 1
— = —A H(t)+ H? =g+ -A
=9t gAr = (H() + H(1)r =g+ SAr,

tomando la divergencia de esta ultima relacion,

) . 4 A
3(H(t)+ H*(t)) = —4nGp+ A, — H(t)+H2(t)=—§7er+§,

donde hemos utilizado la ecuacién de Poisson para V.g. Siendo H(t) + H(t) = a/a
v p = po/a’ resulta

47TG/00 . &
3a? 3

Procediendo similarmente, buscamos una integral primera y obtenemos

=0.

(8.15)

d (6> 4nGpy Aa
2 3a 6 3 ’

2 1
-l —-—1]=0 - a2—§7TG@—an2:—K
dt 3 a

donde K da cuenta de la curvatura del Universo. Dividiendo (8.15) por a? resulta,

K

o
a2

a? 8 _po 1
S o L Uy W
e SWGa?’ 3

que coincide con (8.9) cuando A = 0. Dividiendo esta tltima por HZ
a’ 8 Po
—— — G — A= ———.
H2a?  3HZ " @ 3HZ HZa?
De acuerdo a (8.10) que define p. = 3HZ/(87@), escribimos esta relacién en términos

de p.
aZ Lo 1 K 1

H3a?2  p.a? * Ha?  3H}

e introduciendo los parametros

A,
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Po K A
Qm:_y QK:_HQa QA: H27
Pe 0 3H;
la ecuacion anterior puede reescribirse y arribamos a la ecuacion de Friedmann adi-
mensional
a2 Q K Qm

H2a? a2 a?

Si evaluamos (8.16) en ty, recordando que a(ty) = 1, a(ty) = Hyp resulta

+ Q. (8.16)

1= Qp = QO+, = QO+ Qx = 1.

Las observaciones sugieren que Qx = 0 (K = 0), un Universo plano, la métrica
es aproximadamente euclidea. En la Fig. 8.5 se ilustra esquematicamente las geome-
trias, en el contexto de la Relatividad General, para una curvatura (constante) nula,

positiva y negativa.
Flat space Sum of triangle angles = 180°
Mo curvature i Parallel lines remain apart

Sum of triangle angles > 180°
Parallel lines converge
Higher mass-energy density

Spherical space
Paositive curvature

Figura 8.5: Representacién

2t1 i _ : Sum of triangle angles < 180°
esquematica en dos dimen Hyperblc spaco ‘ Skt
siones de las geometrias de- e Lower mass-energy density

pendiendo del valor de K.

Adoptando entonces 2 = 0, la ecuacién (8.16) se reduce a

a? Q
_ 20,
a’H3  a? oA

De manera similar a como procedimos para resolver (8.11), la solucién a esta ecuacion
tiene la forma

Q,\
a(t) = (Q_A> senh?/? (g QAHOL‘) :

con 2, + Q2 = 1.
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Se deja como ejercicio obtener esta solucion asi como sus expresiones asintéticas

3 — 2/3 3
Cl(t) ~ (2 QmH0t> s §H0t < 17

Q| I~ 3
(4§2A> exXp ( QAHOt> 3 iHOt > 17

esto es, una soluciéon muy similar a (8.12) a tiempos cortos y otra exponencial a
tiempos largos que da cuenta de la aceleracion actual de la expansion del Universo.

Q
—~
~
SN—
¢
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8.4. Apéndice Capitulo 8

Aqui derivaremos y discutiremos las soluciones a la ecuacién de Friedmann en un
modelo de Universo dominado por materia.

8.4.1. Soluciones a la ecuacion de Friedmann

La ecuacién de Friedmann para un Universo de materia esta expresada en (8.11),
Q
a

y como se ha senalado, posee distintas soluciones analiticas dependiendo del valor de
Q. La solucién para 2 = 1 fue obtenida en (8.12),

at) = (3]{075)2/3,

sujeta a la condicién inicial a(0) = 0 y que arroja Hotg = 2/3 para el presente, de
manera que a(tg) = 1, y a(to) = Ho. Justifiquemos aqui las soluciones (8.13), (8.14).

Q>1.

Esta eleccion de € equivale a considerar K = —HZ(1 — Q) > 0, que en el contexto
de la Relatividad General implica curvatura postitiva. La ecuaciéon de Friedmann la

reescribimos en la forma
da\” Q0
— | =H2[=—-(0-1 8.17
(%) = (5 -@-n). (8.7
1 da Q—(2-1a

d
dda_ j0=@=Na gy Vada
H()dt a \/Q—(Q—l)a

integrando

que se reduce a

1 Vada

Introducimos el siguiente cambio de variables,

Q0 . [ Q.
Q_12sm9c0s9, Va = Q_1sm€,
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y (8.18) se reduce a

Hoi— 2 Q Q /Sin200089d9 202 /S' 2 040
Va0 1Va—1) VTosmze (@ 1pe)

Utilizando la relaciéon

1 — cos 26
2 )

Q sin 20
Ht=——- [0 — ——
e ]

donde la constante arbitraria se supone nula y, definiendo n =: 20, con 0 < n < 27 6,
obtenemos finalmente

(8.19)

sin?f =

obtenemos

que es precisamente la segunda de (8.13). Siendo

=57 sin’ 6,
y utilizando nuevamente la relacién trigonométrica (8.19)

Q 1 — cos 26
a =

Q-1 2 ’

que en términos de 7 resulta
Q
=—(1-— 8.21

que es justamente la primera expresion en (8.13).
Q<1

Esta situacion corresponde a K < 0 y el computo es analogo al caso 2 > 1, simple-
mente reescribimos (8.17) en la forma

() - (30,

6 Alternativamentre puede tomarse > 0.
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por lo que en (8.18) hacemos el reemplazo

Q-1 1-0Q

Q Q7

y resulta

L 1/ Vvada
VQ wl—l—%a

Ahora efectuamos el siguiente cambio de variables

Q . [ Q.
Q_12smh9(:osh(9, Va = 1_Qsth,

y similarmente al caso anterior obtenemos

Hy

. Q
1-Q

a sinh®f, da =

29 . 2
HOt = m /Slnh 0do.
Utilizando que
h20 —1 inh20 6
sinh?g = OV T2 /ﬁmﬁwezﬁn _Z
2 4 2
en términos de n = 26 finalmente resulta
Hyt = {2 inh 8.22
o—m(sm n="n), (8.22)

obteniendo asi la segunda expresion de (8.14). Del cambio de variables introducido

surge
Q) cosh26 —1

T1-0 9 ’

que en términos de n toma la forma

a

Q
=——(coshn—1 8.23
que reproduce la primera de (8.14).
Notemos que, tal como estan definidas ambas soluciones, para n = 0 arrojan
t =0,a = 0, y estas soluciones, asi como la correspondiente a {2 = 1, son las que se
muestran en la Fig. 8.4 para Q = 0,5,1,0,1,5.
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8.4.2. Soluciones con a(t)) =1

Si imponemos la condicion que a(ty) = 1 con ty = 2/(3H,) para Hyt dado por
las expesiones (8.20) y (8.22) que surgen de evaluar una integral indefinida, debemos
adicionar una constante arbitraria que determinamos con dicha condicion.

Para © > 1 reescribimos (8.20) introduciendo una constante Hyt,:

Q

Ho(t —t.) = a(n—sinn), o= 20— 1)32°

que evaluada en t, = 2/(3Hy) nos permite expresar esta constante en funcién del
valor de n en tg, o,

. 2
Hgt, = Hotg — any + asinny = 3 ang + ay/1 — cos? .

A 19 lo determinamos a partir de la expresion para a dada en (8.21) evaluada en ty
y que debe ser a = 1,

Q

a(m) =1 = B(1 — cosmn), p= m

De esta ultima obtenemos

coS 1y = = ,

con 0 <17 < 27. Siendo

2— 2/ —1 1
ay/1 — cos?ng = 3/2\/ _13/2 a9 ~ a1

con

tanny = Mo > 0,

obtenemos finalmente para t,

o 2 Q . 2vQ—1 n 1

« =7 — ———— arctan :
T3 2(Q—1)32 2-Q Q-1
Si consideramos €2 > 1 el andlisis es idéntico, reescribiendo (8.22)

U
2(1 — Q)32

Hy(t —t,) = (sinhn — n), o =

223



P. M. Cincotta Elementos de Astrofisica Tedrica

evaluando en tg

2
Hyt, = 3 + a'ny — ' sinh 7, donde sinh g = m'

Utilizando (8.23) para a(n) = 1

1= Fleoshm—1), f=s——

surge inmediatamente que

y siendo que
argcosh(z) = In (:1: + Va2 — 1) : z € [1,00),

obtenemos para 7

I 2—Q+2\/1—Q
Mo 0 0 .

Asi resulta

2
Hot* - *—F

37 21—Qp2 | Q Q T

Q [2 —Q 21— Q] 1
+ —
Q
La Fig. 8.6 muestra la solucién a la ecuacion de Friedmann con la condicién inicial
a(ty) = 1 donde Hpty = 2/3 que denota el presente y para varios valores de 2. En

este caso, el instante del big bang crece con {2 como se muestra en la ampliacién
alrededor de Hty = 2/3.

De esta figura, se observa que todas las soluciones tienen la misma derivada en
to, y debe tomar el valor a(ty) = Hy, pues surge de imponer que a(ty) = 1. Es simple
verificar esto calculando a y evaluarlo en ¢y, haciendo

da _ dady
dt  dndt’

Para Q > 1, de (8.20) y (8.21) resulta

da Q dt 1 Q

In_ 2(9_1) _COSn)7
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Q=02
Q=05
| a=10 —
0=15
B n-30

aity
(s3]

4 Presente B

-

2 /,

alt)

=
)
B
o
oo
-
=
s
%]

0.8

06

04

02

- 0.2 '
=05 /
Fo=1.0 — HE Z
=15
L @-3.0
P
- -~ /.
A
=i £ ///_ ]
Pk
2T Hy tg=2/3
I [ | L L
0.2 o 0.2 0.4 08 0.8
Hyt

Figura 8.6: Soluciones a la ecuaciéon de Friedmann para el factor de escala en funcién de
Hyt con la condicién a(tp) = 1 tomando Q2 = 0,2,0,5,1,0,1,5, 3,0.

por tanto
da
g &
e~
Para t =ty ya hemos encontrado que
2-0Q
cosny = —=—
To 0

por lo que resulta
da

=HyvQ—1(2

dt li=¢,

Similarmente, para 2 < 1, de (8.22)

da Q )
% = 72“ —0) sinh 7,
resultando
da
i
y a t =ty obtuvimos
coshny = -8

Q

el

a_ 18
dn  Hy2(1—Q)3/2

sinhn = 2

og_7_Smn
1 —cosn
Q-1
= 9
sin 7 a
1 Q-1 Q
) e (M) g =
y (8.23) es
1 Q
(coshn — 1),

HVI—Q sinh n

cosn—1°

V1—Q
q

Por tanto, procediendo exactamente como en el caso anterior,

da

dt 4=,

= HyvV1-Q (2

V1-Q

Q

Q
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Capitulo 9

Orbitas estelares

En el capitulo anterior, nos abocamos a la dinamica del Universo. En este nos cen-
traremos en las trayectorias posibles de estrellas individuales en galaxias o cimulos
globulares. En el proximo capitulo justificaremos la importancia de estudiar trayec-
torias individuales en sistemas de ~ 10'2 estrellas. Sucintamente, mencionaremos que
en el tratamiento estadistico de un gas supusimos que no existe interaccion entre las
particulas constituyentes del gas excepto las colisiones (que son fundamentales para
que el gas alcance el equilibrio), de hecho consideramos que la energia es puramente
energia cinética; por ello, en la distribucién de Boltzmann por ejemplo, utilizamos
en forma indistinta la energia o la velocidad, relacionadas por E = mv?/2. En un
sistema como una galaxia, es claro que existira una interaccion media muy relevante,
que es el potencial generado por la propia distribucion estelar, por lo que a priori,
no podremos utilizar toda la maquinaria matematica de la mecanica estadistica para
describir un sistema de N estrellas dominadas por una interaccion gravitatoria.

En este capitulo ignoraremos la interaccion gravitatoria estrella-estrella y solo
consideraremos el movimiento de una estrella de prueba en el campo gravitatorio
medio generado por la distribucion estelar. Como sefialamos, en el proximo capitulo
se profundizard esta discusion.

9.1. Orbitas en sistemas esféricos estacionarios

En un sistema estacionario y con simetria esférica, la densidad es independiente
del tiempo y de cualquier coordenada angular, por lo que p = p(r). Si esta distri-
bucién de masa genera su propio potencial gravitatorio, se satisface la ecuacion de
Poisson, V2¢ = 4wGp(r), por lo que podremos derivar el potencial ¢(r). Si bien
¢ : R® — R, supondremos que la tunica dependencia es con r por lo que solo lo
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consideraremos funciéon de una tnica variable.

De cursos basicos en Mecanica conocemos que en un potencial esférico o problema

de fuerzas centrales el momento angular se conserva, esto es, si L = r X p, entonces
dL
— =0,
dt

para todo punto (r,p) del espacio de fases. En lo que sigue, consideraremos el mo-

mento angular y demas variables por unidad de masa, esto es, por ¢j. L = r X v, lo

que no implica una pérdida de generalidad en esta formulacion.

La conservacién del vector momento angular implica que la trayectoria yace en un
plano, el plano normal al vector L. En dicho plano, que contiene a la 6rbita, podemos
introducir un sistema de coordenadas; vista la simetria central, resulta conveniente
utilizar coordenadas polares (r, ¢) para describirla, como se ilustra en la Fig. 9.1.1

Figura 9.1: Plano de la trayectoria normal
a L.

Procuremos las ecuaciones de movimiento para una estrella de prueba en el po-
tencial ¢(r). Para ello utilizaremos la formulacién de Lagrange. El lagrangiano por
unidad de masa para las coordenadas y velocidades generalizadas adoptadas sera

C(T, 727 2 90> = T(Tu 7.47 2 %0) - (25(7’),
donde ¢(r) es la energia potencial por unidad de masa, y T la energia cinética,
también por unidad de masa. En coordenadas polares, resulta
1 1

T(T” 7‘,7 90) = 572 + §T2¢27

!También podriamos considerar coordenadas cartesianas (x,y) o cualquier otro conjunto de
coordenadas que resulte conveniente en funcién de las simetrias.

228



P. M. Cincotta Elementos de Astrofisica Tedrica

y el lagrangiano es

. . 1, L,
E(T7 r,y, W) = §T2 + 57’2902 - ¢(T)7 (91)

que es independiente de ¢. Las ecuaciones de Lagrange se derivan de

dfocy oc
dt aql aql_ ) q’L_ 790'

De (9.1)

35_7,0 8£_T2, 8£_r_2 do oc
or oy N a LT do
por lo que resulta inmediato obtener las siguientes ecuaciones diferenciales de segundo
orden

0,

d
T-T@Q—Fdf = 0,
(9.2)
d ,
@(7"290) =0

La segunda en (9.2) da cuenta de la ley de conservacién del médulo del momento
angular, en particular 72 = L., que corresponde a la componente z del momento
angular. Ciertamente, habiendo elegido el plano de la trayectoria normal a L, resulta
claro que L, = £+|L| = L. Esta ley de conservacién nos permitird desacoplar los
grados de libertad; en efecto de la primera en (9.2) escribimos

. L2 do
o alternativamente
dde L?
7+ Dot =0, Gei(r; L) = (1) + — (9.4)

dr 272

que se reduce a una simple ecuacién de movimiento unidimensional en el potencial
dei (15 L), que solo depende de r e incluye L como pardametro, y cuya solucién para
trayectorias acotadas resultard periddica en t. La integraciéon de (9.3) y ¢ = L/r?
nos permitira conocer la solucién a las ecuaciones de movimiento, (r(t), ¢(t)), lo que
en general no es posible hacerlo analiticamente para un potencial dado. No obstante,
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podemos obtener mayor conocimiento del movimiento sin necesidad de especificar
la interaccion a partir de la ecuacion de la trayectoria. En efecto, eliminamos el
pardmetro ¢ que parametriza a la érbita y procuramos una expresién para r(p), la
ecuacion de la o6rbita en coordenadas polares. Para ello observamos que el operador
d dpd L d
dt — dtdp r2dy’
donde hemos utilizado ¢ = L/r? para escribir dyp/dt. Por tanto, la primera en (9.3),
aplicando dos veces el operador d/dt a r y en términos de ¢ resulta

LQd(ldr> L?  d¢
- = 4+ L=

= 2= 0.
r2 dp \r2dy r3  dr

Para simplificar esta ecuacion diferencial hacemos el cambio de variables

1 d dud , d
" _dud _

—=——=—u
r’ dr  drdu du’
por lo que la ecuacién de la trayectoria puede escribirse como

d du do
u u u u u » ,

dr/de

que resulta en

d*u 1d

W‘FU—FLde:O. (95)
Esta es la ecuacion de la trayectoria, cuyas soluciones pueden ser de dos clases, como
ya discutiremos: érbitas no ligadas donde r — oo (u — 0) y érbitas ligadas en las
que u o r estan acotados y variaran periédicamente entre dos limites finitos. Como
estamos interesados en 6rbitas de estrellas que pertenecen a un sistema estelar, solo
consideraremos en esta discusion trayectorias ligadas al sistema.

Consideremos (9.5) y multipliquémosla por du/dyp,

d*u du du 1 dodu

drde dp T I dudp
d¢/dy

por lo que podemos escribir
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d (1 ({du\’ 1, 1

Asi, el término entre paréntesis resulta ser otra ley de conservacion, que no es otra
cosa que la conservacion de la energia de la trayectoria. En efecto,

du

2 2
(0[30) +u? + ﬁqzﬁ(u) =C,

donde resulta evidente que C tiene unidades de F/L?. Para hallar C, calculemos la
energia para una orbita

1 L?
E= 7"+~ 9.6
SR (9.6)

y siendo

drdrdy Ldr Ldu

& " dpdt  dp . Cdyp
la energia resulta
1, (du\® 1 2F  (du\’ 2
E = *L2 5 7L2 2 —_ = o 2 R
5 <d¢> + 5L + ¢, — 73 <dgp> +u” + L2q§(u),

por lo que efectivamente observamos que C' = 2FE /L% Asf la ley de conservacién de
la energia puede escribirse como

du > 2
2 _
<d90> +u® — E(E — ¢(u)) =0. (9.7)
Para orbitas ligadas, existiran puntos de retorno, aquellos para los cuales
dr  du
Zx — =0
at > dp

por lo que dichos puntos de retorno seran solucién de la ecuacion algebraica

2 2 _
(e §<E —¢(u)) =0,

cuyas raices dependeran solo de E y L. En los trabajos practicos demostraran que
esta ecuacion admite a lo sumo dos soluciones, u; < ug 0 1, = Uy ! y ry = ufl,
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donde r,,(E, L) < ry(F, L) son el radio minimo y maximo o distancia apocentral y
pericentral respectivamente. Esta ecuacién algebraica, por (9.4), resulta equivalente
a la condicion ¢eg(r; L) = E.

En otros términos, siendo un problema unidimensional para r, su solucién sera
periédica, acotada al anillo o corona circular r,,(E, L) < r < ry(E, L), cuyo periodo
lo podemos determinar a partir de la conservaciéon de la energia (9.6),

dr
V2(E = 6(r)) — L2/r2

ZZW(E—MT))—L?/T?, —  dt=

Como el periodo T,.(E, L) seré el doble del tiempo que le demanda a la trayectoria
ir desde r,, a r);, integramos entonces esta ultima entre estos limites y obtenemos

ra(E,L) dr

T.(E,L) = 2/ . 9.8)
B0 \AE ~ 6(r)) — L2/
La frecuencia del movimiento periédico en 7, w,(E, L), estard dada por
2
(B, L) = ———. 9.9
wr(E, L) T.(E.L) (9.9)

En el tiempo T, en el cual r varia de r,,, — 7y — 71, €l dngulo ¢ se incrementara
en Ay, determinado por

rar(B,L) ru(B,L) d ru(B,L) do dt
Ap = 2/ " dp(r) = 2/ " = 2/ " it
T (E,L) rm(E,L) dr rm(B,L) dt dr

Reemplazando dp/dt = L/r* y dt/dr por su expresiéon que nos condujo a (9.8)
obtenemos

rv (E,L) dr/r?
Ap(E, L) = 2L/ " r/r . (9.10)
(B0 \J2AE ~ §(r) - L2/r?
Podemos introducir una velocidad angular o frecuencia w,
(E,L) = ol L) (9.11)
Ao ‘

donde nuevamente esta frecuencia solo depende de las integrales de movimiento. De
la definicion de la frecuencia radial (9.9), podemos escribir
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w.(E, L) 2r '
Esta relacién entre frecuencias o equivalentemente la inversa para T, y T, = 27 /w,,
nos dird cémo es la trayectoria en el anillo r,,(E, L) < r <ry(E, L). Si para valores
particulares de F y L el cociente

Ao(E. L
90(7)27:7 m,n € 7\ {0},

27
es racional, las frecuencias o los periodos seran conmensurables,
w%"(E ) L ) m
—_—— =, — E,L)—muw.(E,L)=0,
CL)T(E7 L) n ) nws@( ) ) mw ( )

y existird entonces una resonancia entre las frecuencias en cada grado de libertad,
por lo que la trayectoria, para los valores de F y L que satisfacen esta condicion,
resultard periddica, pues luego de m “oscilaciones” en ¢ y n en r, la érbita se cierra
sobre si misma. Por el contrario, si
Ap(E, L) ER\Q
2m ’
esto es, el cociente es irracional, no habra conmensurabilidad entre las frecuencias
en cada grado de libertad; existiran dos frecuencias o periodos independientes y la
orbita se dice cuasiperiodica, pues si bien el movimiento es periddico en r y en ¢,

sus frecuencias no son conmensurables. En este caso, cuando ¢t — oo la trayectoria
llenaré densa y uniformemente el anillo r,,(E, L) < r < ry(FE, L).

0.8

0.6 | = === ]
SR NN
S NN
ol AN
iz
ol 77 N |
7 W
oo IS
or R Y
U P
0.2 '.~i\i\\ //7"“9‘"!/ ] )
.lli“\‘\%{\\ﬁ\:;\;;f;,g{{é%"ﬁﬁ?’ / Figura 9.2: Orbita cuasiperiddica carac-

. L RSS2 ya , . .
0.4 N S i teristica en un potencial central en el
A\ v

| plano de la trayectoria. La misma corres-
ponde a un potencial de la forma ¢(r) =
s 06 04 02 0 o0z o4 os o8 Voln(r?+a?) con Vjy a constantes.
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En la Fig. 9.2 se representa una orbita tipica en un sistema con simetria esférica,
donde claramente se observa que la misma se encuentra contenida en un anillo que
queda completamente determinado por los valores de E'y L. Asimismo, puede verse
que esta Orbita cuasiperiddica, que estd representada para un tiempo muy corto,
cubriria densamente el anillo si la graficaramos entre 0 < t < oo.

En el caso del potencial de Kepler, donde ¢(r) = —GM/r, sabemos que las
trayectorias ligadas son elipses centradas en uno de los focos; obviamente, se trata
de trayectorias periddicas. Es simple determinar que Ay = 27 independientemente
de los valores de Iy L, por lo que w, = w,, esto es existe una tnica frecuencia que
como sabemos dependerd de la energia y no del momento angular (tercera Ley de
Kepler, w, o a=%? donde el semieje a depende solo de la energfa). En otras palabras
el sistema esta siempre en resonancia, independientemente del valor de las integrales
de movimiento.

En lugar de calcular Ay, en la Fig 9.3 se representa esquematicamente esta
situacion para la elipse en linea continua roja. Es simple observar que al variar r
de ry; — 7, — 7T, @ se incrementa en 27, por lo que la trayectoria se cierra luego
de un periodo en r y uno en ¢.

Figura 9.3: Representacion muy esque-
matica de una elipse caracteristica de una
6rbita kepleriana (en rojo) y de una érbita
en el potencial correspondiente a un osci-
lador armoénico esférico (en azul), ambas
contenidas en el anillo.

Cabe destacar que este tipo de trayectorias no son las mas frecuentes en sistemas
de fuerzas centrales; solo ocurren en potenciales keplerianos y otros simples como
el oscilador armonico esférico, esto es, con idénticas frecuencias constantes en cada
grado de libertad. En este caso, para ¢(r) = Q2%r?/2, la érbita también es una elipse
pero centrada en el origen como muestra la Fig 9.3 para la elipse en linea continua
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azul. En este caso una variacién en r entre vy, — r% — r4;, Ap = 7, por lo tanto
wy = 2w,, relacion que se satisface para todo £y L por lo que también estd siempre
en resonancia. Esto se observa mas claramente al escribir el potencial en coordenadas
cartesianas, ¢(r) = Q?(x?+y?)/2, la frecuencia en z y en y son constantes e idénticas.

9.1.1. Importancia de las integrales de movimiento en la di-
namica

En un sistema dinamico de, por ejemplo, dos grados de libertad, el espacio
de fases, F', tendra dimensién 4. Denotemos con (qi,q2) las coordenadas y con
(p1, p2) los impulsos candénicos conjugados. Para un potencial independiente del tiem-
po, resulta naturalmente la conservacion de la energia, por lo que el hamiltoniano
H(q1, g2, p1,p2) = E define cierta superficie, Mg, de dimensién 3 en F.

En esta discusién supusimos un potencial central por lo que la conservacién del
momento angular |L(q, g2, p1,p2)| = L determina otra superficie, ¥, también de
dimensién 3 en F'. Una trayectoria en un sistema esférico debe respetar ambas leyes
de conservacion, por lo que estard confinada a la interseccién de ambas, esto es, si
~ denota dicha orbita con energia E y momento angular L, v € Mg (X, donde
dim(MgNXL) = 2. Este subespacio (técnicamente una variedad) de dimensién 2 es
topolégicamente equivalente a un toro bidimensional, esto es S' x S!, o el produc-
to directo de dos circulos, como se ilustra en la Fig. 9.4 y su generalizacion a N
dimensiones.

1D torus

Figura 9.4: Representacion de
toros de dimensién 1, 2 y IV don-
de I; denota una ley de conser-
vacién, para dimensién 1, [ = F,
dimensién 2, [y = E y si se con-
serva el momento angular, Ir =

L.
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Se denominan toros invariantes pues fijadas las integrales E, L, el movimiento
quedara confinado a un determinado toro y el mismo serd en general cuasiperiddico,
cubriendo densa y uniformemente el toro.

Si para valores particulares de las integrales de movimiento que definen el toro
ocurre que mwy(E, L) = nw,(E, L), m,n € Z, entonces el movimiento sera periédico,
pues luego de n revoluciones en ¢ y m oscilaciones en r la trayectoria se cerrara sobre
si misma. Noétese que esta condicion es local para valores particulares de E'y L, no
es una ley de general y da lugar a lo que se denominan toros resonantes.

En caso de existir alguna otra ley de conservacién adicional general, existira
otra superficie que restringird el movimiento a dimensién 1, una curva cerrada o
trayectoria periddica. Para el potencial de Kepler, dicha ley adicional, propia de este
potencial 1/r, puede asimilarse a que toda trayectoria siempre estd en resonancia
1:1, wy(F) = w(F), VE, situacién que solo ocurre en este potencial. Por esta
razon se dice que el movimiento en el potencial 1/r es degenerado, el movimiento
siempre corresponde a una trayectoria peridédica (similarmente ocurre con el potencial
armonico).

Si generalizamos a N dimensiones, el espacio de fases F' tendra dimension 2NV,
y una ley de conservacién general es una hipersuperficie de dimensién 2N — 1. Sélo
cuando existen NN integrales de movimiento independientes el movimiento tendra
lugar en un toro invariante de dimension N. Eso es, si el sistema tiene dimension 1
y es conservativo, la energia se preserva y el movimiento siempre ocurre en un toro
unidimensional que queda completamente especificado por el valor de la energia. Si
la dimensionalidad fuese 2, ademas de la energia, se requiere otra ley de conservacién
independiente para que el movimiento tenga lugar en un toro de dimensionalidad 2
y similarmente para mas dimensiones.

En efecto, supongamos que el sistema tiene dimension N y que su dinamica
estd descripta por un hamiltoniano, H(p1,p2, -, PN, q1,q2, - ,qn) independiente
del tiempo. Si existe una transformacién canénica de (p;,q;) — (P, @;) tal que el
hamiltoniano transformado sélo depende de los nuevos impulsos, H(Py, Py, - - , Py),
todos los P; son integrales de movimiento pues, de las ecuaciones de Hamilton,
_géi_oa QZ aizwi(P17P27"'7PN)7

donde w; es constante pues sélo depende de los P;. Por lo tanto

Ql(t) :wZ(PhPQ) 7PN)t+Q?a

con QY constante. Si efectivamente existe dicha transformacién candnica, a los nuevos
impulsos se los denota con I; y a las nuevas coordenadas con 6;, que se conocen como

P
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variables dngulo-accion, pues coordenadas que varien linealmente con el tiempo sélo
pueden ser coordenadas angulares 2, justamente las que describen el movimiento en
el toro invariante definido por I, I, -+, In.

De esta discusion queda claro la relevancia de las leyes de conservaciéon o, dicho
en otros términos, el establecer la existencia de integrales de movimiento globales en
potenciales representativos de diversos sistemas astronémicos y fisicos. En el caso de
un campo central, si solo existiese la conservacion de la energia, H(qi, g2, p1,p2) = E
el movimiento solo estaria confinado a la hipersuperficie Mg de dimension 3 en F', que
definitivamente no es un toro invariante, pero cuya descripciéon es mucho mas sencilla
en términos estadisticos. De hecho, esta suposicion es la base de la formulacion de la
mecanica estadistica.

En general, para un potencial galactico, solo existira una tinica ley de conservacion
global que es H = E y otras leyes de conservaciéon locales que hacen que la dindmica
resulte sumamente compleja de describir. En la seccién siguiente daremos algunos
lineamientos de este problema, no obstante en un curso de Dindmica No Lineal se
aborda este problema de manera general.

9.2. Orbitas en potenciales sin simetria esférica

Consideremos ahora un sistema donde la densidad p = p(r, ¢), por lo que supo-
nemos que el potencial generado por esta distribucion serda ¢(r, ¢). En esta seccion
describiremos las érbitas posibles en este tipo de potenciales. Al existir dependencia
del potencial con ¢ ya no se conservara el momento angular (como ya lo discuti-
remos) por lo que no se puede garantizar que la trayectoria quede confinada a un
plano, por ello, nos limitaremos a estudiar por ejemplo las orbitas estelares en un
plano ecuatorial o meridional de una galaxia.?

Para esta descripcion, utilizaremos la formulacién hamiltoniana en vez de la la-
grangiana y para ello debemos encontrar los impulsos canénicos conjugados a r y ¢.
De (9.1), el lagrangiano para este potencial sera

. ) 1. 1.
£<T7 r,p, QD) = 572 + §T2902 - ¢(T7 90)7

por lo que los impulsos conjugados seran

2Se puede demostrar que efectivamente son coordenadas angulares.

3En un curso de Dindmica Estelar se avanzara sobre la extensién de este andlisis a 6rbitas en
el espacio tridimensional. Por ejemplo, las Orbitas confinadas a un plano meridional en general
resultan inestables ante perturbaciones normales a dicho plano.
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o . oL .
pr=p-=T p¢—%—rw—L-

El hamiltoniano correspondiente se construye a partir de

H(r,¢.pr,pp) =P - 4(p) — L(q,4(p)),

donde p = (pr,py), ¢ = (r,¢), y las velocidades generalizadas deben expresarse en
términos de los impulsos candnicos. De esta tltima y las definiciones de p, y p,,
resulta

v P
H(r,p.pr,pp) = 5 + 55 + (1, 0). (9.13)

Al efecto del analisis que aqui haremos, introducimos la siguiente suposicion res-
pecto del potencial: ¢ depende de las coordenadas cartesianas (z,y) en el plano de
la trayectoria, x = r cos ¢,y = rsin g, a través de

2
Yy
X q S 1

mq(x,y) :$2+ 9

esto es
o(z,y) = ©(mg(z,y)),

donde ® es una funcién suave para todo (z,y). Esta suposicién implica que las equi-
potenciales son elipses, asi como las curvas de densidad constante para g no dema-
siado pequeno, pues consideraremos que el potencial y la densidad deben satisfacer
la ecuacién de Poisson.

Analicemos primero, en coordenadas cartesianas, ciertas érbitas periddicas que
resultan relevantes. El lagrangiano en estas coordenadas es

' ) i’Q y2
['(x7xay7y) = ? + 5 - ¢(xvy)7

por lo que los impulsos conjutados son p, = #,p, = y y el hamiltoniano puede

escribirse como
) 2
R

H(z,Y, pes py) = o T + & (my(z,y)). (9.14)
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Las ecuaciones de Hamilton resultan
OH B d® Om, B

o= 2 — 2@/
p oxr dm, Ox (mq)a,
) OH d® Om, Y
e —_— = — —_ = _2(b/ —_
Py dy dm, Oy <mq)qQ’
(9.15)
) 0H
xr = g s
op, ¥
y — aiH — p
y apy (7B

donde " denota derivacion respecto a m, y debe satisfacerse que ®'(m,) > 0 para que
» = ®(my(z,y)) de lugar a un campo atractivo.

Analicemos el flujo hamiltoniano (9.15), en particular los espacios invariantes.
Si elegimos y = p, = 0, el movimiento solo tiene lugar sobre el eje x, resultando
una Orbita periddica a lo largo del eje mayor del potencial. Similarmente, fijando
x = p, = 0 no habrd dindmica en x y la trayectoria resultante estard confinada al
eje y, siendo otra érbita periddica axial, en este caso de eje menor. Nétese que para
g = 1 (simetria central) ambas trayectorias periddicas son equivalentes, lo mismo
ocurriria para cualquier otra direccion.

Ahora escribamos m, en términos de r y ¢, siendo z = r cos ¢,y = 7 sen ¢, resulta

2

1 1
mg = x2—|—y—2:r2 (cos2go+2$en2(p> =72 <1—sen2g0+zsen2<p>
q q q

1 — 2
= r? <1+ q2q sen2<p>.

Llamando ¢ = (1 — ¢?)/¢* > 0 que suponemos pequeiio, pues ¢ < 1, renombrando
mg — m, encontramos que

me = r? (1 + £ sen? cp) ,
asi ¢(r, o) = ®(m.(r,¢)). Como el potencial depende de ¢, existird un torque N

N:_%:_(I),ama

dp dyp

El torque se anulara en

= —2er?® sen pcos p = —er?®’ sen 2, o’ > 0.
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mientras que
T

N <0 si 0<g0<2,

7r<90<*37(
27

3
N >0 si g<g0<7r, §7T<g0<27r.

N>0 N<O

X

Figura 9.5: Sobre los ejes el torque se T T
anula, como se indica con un punto. Las N<O N>0
flechas senialan la direccién del torque,
considerando positivo un torque en sen- - ¢ —>
tido contrario al giro de las agujas de un
reloj.

En la Fig. 9.5 se representa la accion del torque sobre las 6rbitas periddicas de eje
x e y, dependiendo del signo de N. Sobre ambos ejes el torque es nulo; no obstante,
su efecto es muy distinto sobre cada orbita periédica. Ante una perturbacion normal
a la trayectoria periddica de eje x, el efecto del torque es restituir el movimiento
hacia el eje, mientras que sobre la érbita peridédica de eje y el efecto es el inverso;
ante una ligera perturbacién normal a esta orbita, el torque tiende a alejar la misma
de su espacio invariante. Con este simple analisis, concluimos que la érbita periddica
de eje = es estable, mientras que la de eje y (el eje menor) es inestable. Nétese que
esta argumentacion es independiente del valor de ¢.

En un sistema con simetria central, las 6rbitas radiales o axiales son estables
(siempre que el potencial sea suave en el origen); al romper la simetria, la érbita
de eje mayor se mantiene estable mientras que la de eje menor se torna inestable.
Este hecho tiene consecuencias dinamicas significativas, en particular dara lugar a
la apariciéon de una nueva familia orbital que no existe en los sistemas esféricos, tal
como discutiremos a continuacion.
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En términos de las coordenadas polares,
6(r, ) = D(me(r,0)) = © (r* + er’sen” p)
y suponiendo ¢ < 1, desarrollamos ¢ en potencias de er? sen? ¢ teniendo en cuenta
que ®(m.(r, 9))|.=o = ®(r?) y similarmente para d®/dm. = @’ al evaluarlo en ¢ = 0,
B(r,0) = ®(r*) + ®'|._ r’esen’® ¢ + O(&?), (9.16)
si reemplazamos sen? ¢ = (1 — cos2p)/2; y si retenemos solo los términos a O(g),
¢(r, ¢) toma la forma

2 2
o(r) ¢1(r) >0

donde ¢q, ¢1 son funciones suaves de r y el potencial aproximado puede escribirse
como

1
o(r, ) = O(r?) + Ser’®'(r?) < r2® (r?) cos 2¢,
—_——

P(r, @) = ¢o(r) — %¢1(T) cos 2¢, ek 1.

Esta expresion del potencial nos permite tratar el problema en forma perturbativa,
esto es, un movimiento en un campo central ¢o(r) del cual conocemos su solucién, al
que se lo perturba ligeramente quebrando la simetria esférica. Con esta aproximacion,
el hamiltoniano (9.13) -que reescribimos-

Py | P}
_Pr ¢
H(Ta vaphpgo) - ? + 27702 + ¢<T7 QD),
a orden O(e) se reduce a
P P €
H(Ta Sovphptp) = 5 277“2 + ¢0(T) - §¢1(T> COS 290a
y las ecuaciones de Hamilton correspondientes resultan
0H
Do = ———— = —c¢1(r)sen2p = N,
P 890
p = (OH _ W ddy cdoy
" or r3  dr  2dr ’
(9.17)
, — 9H _ps
oH
ro= s
o, ¥
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En la segunda ecuacion de (9.17) es claro que el ultimo término del segundo miembro
es una pequena perturbacién al movimiento, que estara dominado por los primeros
dos términos y dan cuenta de la dindmica en el campo central ¢g(r) con un momento
angular p,, que variard pero dicha variacién serd de O(e) y por tanto no es de esperar
un cambio significativo en el movimiento radial respecto del correspondiente a ¢ (7).

En cambio, en la primera ecuacién en (9.17), si bien el segundo miembro es
pequeno, es claro que si modificara la dinamica tangencial, pues implica la variacion
del momento angular debido a la dependencia del potencial con . Parae = 0(q = 1),
recuperamos la simetria central y el impulso angular se conserva, pero parae # 0 (¢ <
1), p, deja de ser una integral de movimiento, por lo que el analisis realizado al final
de la Seccién anterior pareciera no ser aplicable; solo contariamos con una tnica ley
de conservacion, la energia H(r, ¢, p,,p,) = E.

Concentrémonos en la dindmica en ¢ y para ello “congelemos” la dindmica en 7.
Ello implica fijar el valor de r en un ry = cte arbitrario pero no demasiado pequefio.*
Con esta aproximacion, de las cuatro ecuaciones en (9.17), solo nos ocupamos de las
que involucran a la dinamica en ¢. Para ello escribimos

b, = e _ o dp
Yoodt dye dt

y de la primera y tercera ecuacién en (9.17) resulta

dp, d d;
d]Z;Odf = —e¢1(r) sen 2¢p, — 2:;;?; = —e¢1(r) sen 2¢p.
Fijamos entonces r = ry obtenemos
d
p¢£;p = —erge(ro) sen 2¢p,
o equivalentemente
a (1 2 Er% (ro) cos 2 ) =0
dg 217@ 5 0?10 w| =Y
Siendo erge(ro) > 0 y constante, denotamos
€
wy(e) = 57“3(?1(7“0),
y resulta una nueva ley de conservacién que involucra al momento angular
1
K(py, ) = §p<2/’ — wi(e) cos2¢p = k. (9.18)

4En un curso de Dindmica se justifica esta aproximacién mediante averaging o promediado sobre
fases o angulos rapidos.
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P,
' k>o
\'
0 k<o’
0
D I R R T L
Figura 9.6: Panel derecho: Energfa potencial del péndulo V = —w? cos2¢ en funcién de

2¢ para wy = 1. Panel izquierdo: Espacio de fases del péndulo (2¢,p,), restringiendo el
adngulo al intervalo —m < 2¢ < 7. La curva en negrita corresponde a la separatriz que es
una solucién para k = wg, ademas de 2p = 4.

Esta integral de movimiento no es otra cosa que el hamiltoniano de un péndulo
para el movimiento en ¢, donde wy(¢), la frecuencia de pequenas oscilaciones tal que
k = wp(e) separa la regién de oscilaciones con las de rotaciones. Esto es, si la energia
k satisface k < w?, existirdn puntos de retorno (ver Fig. 9.6) y ¢ oscilard en torno
al punto de equilibrio estable situado en ¢ = 0, mientras que si k > w?, ¢ no estard
acotado y rotara en una direccion u otra dependiendo del signo de p,,.

La energfa k = w2 corresponde a la separatriz, la curva que separa ambos regime-
nes de movimiento. El punto de equilibrio estable estd localizado en ¢ = 0,p, = 0,
mientras que los puntos de equilibrio inestable en 2¢p = m, —7m,p, = 0, esto es
@ = +m/2.5 Siendo z = rcosp,y = rsiny, vemos que el movimiento en un en-
torno del eje x es estable, mientras que resulta inestable alrededor del eje y. Este
resultado coincide con la argumentacion cualitativa que dimos mas arriba para con-
cluir que ante una perturbaciéon que rompe la simetria esférica, la érbita periddica de
eje mayor es estable mientras que la de eje menor resulta inestable. En la Fig. 9.6 se
representan el potencial en funcion de 2¢ y el espacio de fases del péndulo en el plano
(py, 2¢), donde se observan claramente los puntos de equilibrio, estable e inestable y
la separatiz.

Cabe senialar que esta nueva ley de conservacion no es exacta, solo es valida
para perturbaciones pequenas y para r lejos del origen. En efecto, derivamos (9.18)

SEstrictamente hablando, existe un tinico punto inestable, ya que 2 = +7 deben identificarse
pues el espacio de fases corresponde a un cilindro, R x St.
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a partir de una aproximacion a primer orden suponiendo ¢ < 1 que nos condujo
al sistema (9.17) del cual obtuvimos esta ley de conservacién; y por otra parte, si
ro — 0, wy — 0, por lo que no es valida en un entorno del origen. Por tanto K (p,, ¢)
es una integral aproximada; para energias de rotacion k > w? el movimiento tiende

a ser el de un rotador libre,
L,
K(po, ) = 5P,
y recuperamos el momento angular como integral de movimiento, como en un sistema
esférico.
Por otra parte, para k < w?, el movimiento en ¢ serd de oscilacién en torno a
¢ =0, por lo que ¢(t) para r fuera del origen, estard acotado entre (—o, ¢o). Estos

puntos de retorno surgen naturalmente de (9.18) para p, = 0 y un dado valor de
K(p<,07 SD) = ka

k
wi(e)
Durante el movimiento tangencial, cuando ¢(t) se aproxima a 4y, el impulso angular
se anula y luego cambia de signo; la érbita gira en ambos sentidos y tiende a alinearse
hacia el eje z. Esta clase de trayectorias difieren significativamente de las que existen
en sistemas con simetria esférica y constituyen una nueva familia de 6rbitas que solo
estan presentes en sistemas sin simetria central.

En la Fig. 9.7 se muestran érbitas representativas de estas dos familias, corres-

pondientes a un potencial de la forma

coS 2y ~ —

2
or(z,y) = Voln <x2+ ZQ +a2> :

donde V) y a son constantes, esta tultima para evitar la singularidad en r = 0, y se
ha tomado ¢ = 0,9 de manera que € ~ 0,2, que no es tan pequeno. Este potencial
es muy similar al utilizado para construir la Fig. 9.2; la tinica diferencia radica en
que en dicha figura ¢ = 1 para preservar la simetria esférica; los deméas parametros
toman los mismos valores. De hecho, la orbita del panel izquierdo de la Fig. 9.7 tiene
las mismas condiciones iniciales que la de la Fig. 9.2. Como inferimos, la trayectoria
es muy similar a la que corresponderfa al potencial central ¢o(r) ~ VyIn(r? + a?);
solo se observa que en lugar de estar contenida en un anillo, lo hace entre dos elipses
ligeramente elongadas en la direccion del eje y. A esta familia de trayectorias se las
denomina drbitas loop,® por su similitud con las 6rbitas en sistemas con simetria
esférica.

6Una traduccién al castellano suele ser 6rbitas lazo, en estas notas preferimos mantener el an-
glicismo.
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Figura 9.7: Orbitas en el potencial ¢y (r) = VoIn(z? + y2/¢* + a?) con Vg y a constantes
y ¢ = 0,9. El panel izquierdo corresponde a una érbita en el plano de la trayectoria (z,vy),
con un valor inicial de momento angular significativamente grande, mientras que la del
panel derecho, posee un valor pequenio del momento angular inicial o de la enegia cinética

de rotacién.

En el panel derecho de la Fig. 9.7, se muestra una trayectoria que posee condi-
ciones iniciales diferentes: se ha reducido sensiblemente el momento angular inicial,
pero manteniendo el mismo valor de E, esto es, se reduce la energia cinética de rota-
cion pero se aumenta en la direcciéon radial. De ella observamos claramente que para
r 2 0,2, la dindmica tangencial corresponde al régimen de oscilacién de un péndulo,
el angulo ¢ esté acotado, el impluso angular se anula en los puntos de retorno y luego
cambia de signo. La érbita gira en ambos sentidos, y tiende a alinearse en la direccién
donde yace la o6rbita periddica estable. Esta nueva familia se la denomina drbitas box
(o caja en castellano), por similitud de su apariencia alrededor de » = 0, donde se
comporta como un oscilador armoénico de dos frecuencias inconmensurables.

Ambas familias de 6rbitas conviven en todo sistema donde el apartamiento de
la simetria eférica es leve. En cambio cuando la perturbacién a un campo central
no es pequeia, la ley de conservacion K(p,,¢) = k dada en (9.18) deja de ser
valida, resultando una dindmica mucho més compleja pues solo existird una unica
ley de conservacion global en el espacio de fases que es la energia y, eventualmente,

integrales locales.
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Capitulo 10

Equilibrio de sistemas sin
colisiones

Como hemos mencionado en el capitulo anterior, existe una diferencia sustantiva
entre las galaxias y los sistemas que usualmente trata la Mecénica Estadistica, como
moléculas en un recipiente. La diferencia fundamental radica en la naturaleza de la
interaccion entre las particulas. En un gas, la interaccion es en general despreciable,
excepto cuando existe una colision entre moléculas o atomos. En este tltimo caso,
las particulas experimentan una interaccién fuerte durante un intervalo muy corto
de tiempo. A densidades normales, las moléculas o atomos se mueven a velocidad
aproximadamente constante durante la mayor parte del tiempo. No obstante estas
colisiones son las responsables de que el gas alcance el estado de equilibrio.

En cambio, las estrellas en una galaxia estan sujetas a una interaccion gravitato-
ria media producto de la estructura global de la galaxia, de largo alcance y en forma
permanente. Dicho campo medio, global, permite calcular la érbita de una estrella
como hicimos, por ejemplo, en el capitulo anterior. Adicionalmente, las estrellas pue-
den estar sujetas a fuerzas gravitatorias de corta duracion, aleatorias, como seria el
efecto de la interaccién estrella-estrella o colisiones, que pueden dar lugar a modifica-
ciones ligeras o significativas de las érbitas estelares dependiendo de qué tan cercano
sea el encuentro.

Por tanto, estudiemos cuando domina la interaccién de gran escala por sobre las
colisiones estelares y/o viceversa.
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10.1. Tiempo de relajacion

Consideremos una galaxia con N > 1 estrellas que por simplicidad supondre-
mos idénticas, todas de masa m. Supongamos que una estrella individual tiene una
aproximacién o colision con otra estrella, siendo v la velocidad relativa de ambas
producto de la interaccion media o global. Esto es, si el potencial medio de la galaxia
generado por la misma distribucién de masa en ella es ¢(r), entonces la velocidad
relativa entre ambas sera producto del campo gravitatorio, g = —V¢ que actua
sobre cada una de las estrellas, siendo v = —V ¢.

La Fig. 10.1 representa esquematicamente esta colisién entre dos estrellas mo-
viéndose en el campo medio de la galaxia o sistema estelar. Sea b el parametro de
impacto y r la distancia relativa entre ambas en un instante ¢, donde la posicién de
la estrella (1) es (x,0) mientras que la correspondiente a la estrella (2) es (0, —b),
v=ve,y —7/2 <V <7/2

\/

Figura 10.1: Representacién esquemaética
de una colisién estelar.

Estimaremos sin demasiada rigurosidad, en primera instancia, el cambio en la
velocidad relativa de estas dos estrellas producto de la colisién o encuentro. Un
calculo detallado implicaria resolver el problema de dos cuerpos donde la trayectoria
relativa entre ambas estrellas es una hipérbola; no obstante aqui brindaremos una
formulaciéon mas sencilla que permite estimar correctamente el orden de magnitud
de este cambio de velocidad. Para ello haremos las siguientes suposiciones, que en su
conjunto se denominan aproximacion impulsiva.

» El cambio en la velocidad de la estrella (1), dv, es pequeno frente a v, esto es
|0v|/|v] < 1;
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» La estrella (2) no varia su posicién durante todo el encuentro, lo que se justifica
si este es lo suficientemente rapido;

» Siendo |dv| pequeno frente a |[v| = v, suponemos que la trayectoria de la estrella
(1), en lugar de una hipérbola, es una recta.

Elegiremos t = 0 cuando la estrella (1) cruza = = 0 (J = 0), el instante de maxima
aproximaciéon; por tanto esta estrella se movera en linea recta a lo largo del eje =,
siendo z(t) = vt, admitiendo que —oo < t < 0.

De la geometria de la Fig. 10.1, la fuerza sobre la estrella (1) tendrd componentes

G'm? Gm?
F, = 7721 sen v, F,=— TZ cos 1),
r r
donde
2 2, 12 b €
re=ax“4 b, cost = — > 0, sent) = —.
r r

Consideremos en primer término la componente en y, y reescribimos la fuerza en
términos de x y b,

Gm? Gm?b Gm? v2e2\ ~3/2
y 73 (22(t) + b2)3/2 b2 b2

De la segunda ley de Newton se cumple

%__Gm 1+112t2 —3/2
dt b2 b2 ’

e integrando sobre todo ¢

G o 242 —3/2
ovy = m (1 + ! ) dt;

o ) iz

introduciendo el cambio de variables s = vt/b,ds = vdt/b obtenemos

ovy, = Gm [ (1 + 52>73/2 ds,

S wb Jow

siendo entonces
ovy = —2——. (10.1)
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Resulta claro, por simetria, que dv, = 0 ya que no existira fuerza neta en la direcciéon
x a lo largo de todo el encuentro, por lo que (10.1) es el cambio neto en la velocidad
de la estrella (1) producto de la colisién o encuentro binario para un pardmetro de
impacto b, esto es,

Gm

5'0 = —QWQy.

p o
Figura 10.2: Angulo de deflexion Yy

de la trayectoria x(t) = vt produc-
to de un encuentro.

Podemos definir el dngulo de deflexién, «, entre v = ve, y dv = dv,e,, siendo
|dv,| < v, tal como se representa en la Fig. 10.2 resultando

|0vy| _ QGﬂ

v v2h’
por lo que los encuentros lentos producen una mayor deflexiéon que los encuentros
rapidos.

Consideremos ahora el cambio total de la velocidad de la estrella (1) por las
interacciones o encuentros con todas las estrellas con pardmetro de impacto en el
intervalo b; < b < by, esto es para encuentros binarios dentro de un cierto rango de
parametros de impacto. Nos interesa estimar la variaciéon de la energia cinética de
la estrella producto de las colisiones, por lo que nos concentraremos en la variacion
cuadratica de la velocidad.

tana ~ a =

75

Figura 10.3: Geometria de encuentros
estelares binarios con parametros de im-
pacto entre by b+ db.
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Para ello supongamos que la galaxia contiene n estrellas por unidad de volumen,
por lo que en el recorrido de la estrella (1) a lo largo del eje x, tal como muestra la
Fig. 10.3, el nimero de encuentros con parametro de impacto entre b y b+ db sera

dN, = 2mbx(t)dbn = 2wb vt ndb.
- Rl
av @

Suponiendo que la densidad es constante y denotando con Av? al cambio cuadratico
en la velocidad de la estrella (1), aproximamos

8TG2m2nt db

G 2
d(Av?) ~ (0,)%dN, = (—2m) 2mbutndh =

vb

donde hemos utilizado (10.1) para reemplazar dv,. Integrando entre by y by resulta

2~ W In A, A= b—2
(% b1
Es claro que In A diverge en ambos limites cuando b; — 0y by — oco. El méximo
valor de by serd el tamano del sistema, por lo que tomamos by = R, mientras que para
el minimo, by, se puede estimar de diferentes formas, no siendo critico su valor preciso
pues interviene dentro de un logaritmo. Aqui, lo estimaremos muy groseramente de
la siguiente manera. Cuando el cambio en la velocidad (fundamentalmente en la
direccién) producto de la interaccion de dos estrellas, dv, es del mismo orden que
la velocidad inicial v, utilizando (10.1) e imponiendo que |dv,| ~ v, estimamos el
pardmetro de impacto minimo correspondiente a un encuentro cercano o fuerte!

Av (10.2)

Gm 2G'm
~ v — bmin ~ 2
mein v

|5vy‘ =2

Y

que, por ejemplo, para los alrededores del Sol, con v ~ 30 Kms™ y m ~ M, resulta
bpin ~ 1 ua.

Si el sistema estelar se encuentra en equilibrio, vale el teorema del virial 2(T") +
(W) =0, donde T'y W son las energias cinética y potencial respectivamente; si el
sistema contiene N estrellas de masa m, de manera que la masa total es M = Nm,
resulta N2 o

2 m 2 m
Nmv*® ~ 7 — VTR 7

LAl derivar (10.1) supusimos que los cambios en la velocidad de la estrella (1) debe ser pequefio,
por tanto esta estimacion nos dard una cota inferior para el pardmetro de impacto minimo.
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por tanto
2
bmin ~ 7Ra
N
y finalmente
bl bmin 2

Definimos el tiempo de relajacion, T, como el tiempo para el cual, por efecto de
los encuentros débiles o colisiones, las estrellas pierden su memoria y se termalizan (o
virializan), lo cual implica Av? ~ v?; es decir, los cambios en la velocidad producto
de las N, colisiones son del mismo orden que la velocidad en el campo promedio.
Con esta definicién, de (10.2),
2 8nGPm’nrg

Av r\-zilﬂ/\f\ll)2

v

resulta

U3

TRY e rGPminn A

Con las estimaciones que hemos dado para A y para v? a partir del teorema
del virial (v> &~ GNm/R) y estimando n ~ 3N/(47R?), podemos expresar Tz en
términos del tiempo de cruce, teos = R/v, reescribiendo (10.3) de la siguiente forma

(10.3)

N vt E G2 N?m? 47 R3 teros N .
T 8rG?m2nRIn A v R?2 3N 81G?m2In(N/2)  6lnN

TR (104)
Resulta claro que 7x crece con N y en el limite cuando N — oo, 7 — o0, lo que
significa que nos aproximamos al limite continuo en el que no existiran interacciones
entre estrellas individuales.

Para valores tipicos en los alrededores del Sol (10.3) arroja 7z ~ 10'3 a, mientras
que si lo estimamos mediante (10.4), los valores medios globales para toda una galaxia
rondan 75 ~ 10'%a.

En un ctimulo globular, en cambio, 7z no supera los 10? a. Resulta claro de (10.3)
que el valor del tiempo de relajacion depende de la regién del sistema estelar donde
se lo estime. No obstante, en general para una galaxia 7z > 10 a.

Estos resultados reflejan una vez mas las notorias diferencias entre el tratamiento
estadistico de un gas y el de un sistema estelar como una galaxia. El tiempo de
relajacion para un gas a condiciones normales es mucho menor que 1s, mas de 20
ordenes de magnitud menor que el valor estimado para los alrededores del Sol.

Por lo tanto, en una galaxia los efectos de las colisiones solo son apreciables
en escalas de tiempo superiores a 103ty o mayores, siendo ¢ty el tiempo de Hubble;
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recién en estas escalas de tiempo el sistema se termaliza. Por otro lado, en un cimulo
globular, la escala de tiempo para la relajacién es lo suficientemente corta respecto
de ty como para suponer que estos sistemas se encuentran préximos al equilibrio
colisional.

Resulta evidente que si las colisiones binarias en galaxias son irrelevantes, las
colisiones de tres o mas estrellas seran mucho menos probables en escalas de tiempo
fisicamente realistas. Por tanto, es claro que para las galaxias es valido suponer que
las colisiones binarias o de méas cuerpos son irrelevantes y el estado de equilibrio no es
colisional sino orbital, esto es, el mismo estara determinado por las familias orbitales
soportadas por el potencial global generado por la propia distribucién de masa de la
galaxia.

10.2. Ecuacion de Boltzmann sin colisiones

Consideremos un sistema estelar compuesto por N > 1 estrellas, todas ellas
moviéndose bajo un potencial suave ¢(x,t), esto es, si v denota la velocidad de una
estrella representativa del sistema, ¥ = —V ¢; suponemos que no hay otra interaccién
adicional que la gravitatoria global.

En cualquier instante ¢, la descripcion completa del estado de un sistema no
colisional queda determinado si especificamos el niimero de estrellas en un elemento
de volumen del espacio de fases d*zd>v centrado en (x,v),

d°N(z,v,t) = f(x,v,t)d*zd’v,

donde f se denomina funcién de distribucién o densidad de fase del sistema.? Tal
como estd definida,

rz0. [ f@vtded =N,
siendo la integral a todo el espacio de fases. Ademads, exigimos que
f—=0, cuando ||, |[v| = oo

maés rapidamente que cualquier potencia de |x|, |v|. Es claro que el nimero de estrellas
por unidad de volumen sera

(@, t) = /f(a;,v,t)d%,

2Tal como ha sido definida, fd®zd®v es el ntimero de estrellas en un elemento de volumen del
espacio de fases, mientras que si introducimos f/N = f, fd3xd®v representara la probabilidad de
que las estrellas tengan posicién y velocidad (z,v) dentro del elemento de volumen d®zd3v.
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y, si todas las estrellas tienen la misma masa m es inmediata la relacion entre la
funcion de distribucion y la densidad estelar,

mM%O:p@J%ﬂn/ﬂ%uﬂfv (10.5)

Notar que esta formulacién es idéntica a la que hicimos al iniciar el capitulo corres-
pondiente a Hidrodinamica para la descripcién de un de fluido. A no existir colisiones
que modifiquen la evoluciéon dindmica en el espacio de fases, el flujo de masa debe
conservarse, por lo que f debe satisfacer una ecuacion similar a la de continuidad en
un fluido, en ausencia de fuentes o sumideros pero extendida al espacio de fases. Si
denotamos con w = (x,v), tendremos

of

dp
§+v< o) =0 = S+ V- (fi) =0,

continuidad en @ continuidad en (z,v)

donde V,, es el operador usual pero extendido también a las velocidades, esto es

+z fwk z_: < (fir) + (Zk(ff’k)> = 0.

Escribiendo & = v, las derivadas en la sumatoria resultan

3 8 3 (%k af (%k
- (gatra0+ g ) = 32 (3w s+ a1t 000

En el espacio de fases, posiciones y velocidades (o impulsos) son variables indepen-
dientes, por lo que el segundo término en la suma se anula. Asimismo hemos senalado
que v, = —0¢/0xy, siendo ¢ independiente de las velocidades, el dltimo término de
la suma también se anula y obtenemos finalmente

oy (B o)
8xk Uk &xk 8Uk ’
0, escrita en forma compacta toma la forma
of
ot

que se conoce como ecuacion de Boltzmann sin colisiones o también llamada ecuacion
de Vlasov.

+Vf-v—Vo- af =0, (10.7)
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Alternativamente, en la formulacion hamiltoniana, sera

2

H(z,v) = 5 + ¢(a.1

y en (10.6), que reescribimos,

3 8f 6vk 8f . ai}k
Z(afbkv + aixk—f‘aivkvk“r‘ ay}g),

k=1
resulta
. oH ) oH
Tp = — =0 U = ———
y asi
Gvk 82]‘1 (%k (‘92]{

8xk - 8xk8vk’ 871)14 - _8vk8xk’
por lo que el segundo y cuarto término de (10.6) cancelan y la ecuacién de Boltzmann
sin colisiones puede expresarse en términos del Hamiltoniano,
of ~of oH of oH _

% T om 9v ov 0w (10.8)

que en forma compacta se reduce a

of
- H]| =0
at + [f? ] Y
donde [f, H] denota el corchete de Poisson entre fy H.
De (10.7) o (10.8) es inmediato concluir que la ecuacién de Boltzmann sin coli-

siones puede reducirse a
df

dt
lo que senala que el flujo de estrellas en el espacio de fases es incompresible, o dicho
de otra forma, la densidad de puntos del espacio de fases alrededor de la Orbita
de una estrella es constante. Este resultado es un caso particular del Teorema de
Liouville aplicado a N estrellas que se mueven en forma independiente una de otra:
el movimiento ocurre en un campo promedio y las correlaciones (interacciones) entre
ellas son despreciables.?

0,

3El Teorema de Liouville para un sistema de N particulas involucra a la funcién de distribucién
de todas ellas y depende de las N posiciones y los N impulsos. Cuando existe un campo medio y no
hay interaccién entre las particulas, se puede reducir la funcién de distribucién de las N particulas
a la funcién de distribuciéon de una tinica particula representativa del sistema.
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Colisiones (-) : C

==

(q(9.p(t)

(a(0),p(0))

Figura 10.4: Representacion esquematica del Callmopesty)

efecto de las colistiones.

Si existiesen colisiones, ¥ # —V ¢, ya que la aceleraciéon también incluye los
efectos de las interacciones estelares, por lo que el segundo y tercer términos de
(10.7) ya no son correctos. En efecto, en esta formulacion la evolucion dindmica de las
estrellas dentro de un cierto elemento de volumen del espacio de fases solo contempla
la interaccién media ¢(x,t), por lo que las posiciones y velocidades dentro de un
cierto dominio inicial C'(0) evolucionan de acuerdo a las ecuaciones de Hamilton.
Si indicamos con H; al “operador” Hamiltoniano que evoluciona al sistema, serd
Hi(q(0),p(0)) — (g(t),p(t)), como se representa esquemdaticamente en la Fig. 10.4.
En H; no estd contemplada la interaccién estrella-estrella, cuyo efecto es eyectar
o ingresar estrellas dentro del elemento de volumen encerrado por C'(0) y C(t). En
lugar de modificar los términos que incluyen la velocidad y la aceleraciéon en el primer
miembro de la ecuacion de Boltzmann sin colisiones, resulta equivalente considerar
que existen fuentes o sumideros de estrellas (que es justamente el proceso colisional)
y la variacion del flujo estelar en el espacio de fases no se mantendra constante.
Reescribimos entonces la ecuacién de Boltzmann en la forma

of of _(of\" _(or\"
—+Vf-v-Vo - —=|—= —|= , 10.9
ot / ¢ v ot ) ot ) (10.9)
donde el primer término del segundo miembro representa las estrellas que ingresan
al flujo y el segundo las estrellas que salen de él por efecto de las colisiones. Mas
adelante, en esta misma seccion volveremos sobre esta ecuacion.

La ecuacion de Boltzmann sin colisiones (10.7), luce como una ecuacion diferen-

cial lineal para f, lo que es cierto si el potencial es conocido. No obstante, en la
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formulacién que estamos realizando hemos considerado que la propia distribucion de
estrellas es la que genera el campo gravitatorio en el que ellas se mueven, esto es, se
trata de un sistema autogravitante; por tanto el potencial ¢ deriva de la distribucién
de densidad p a través de la ecuacion de Poisson

V2p = —4nGp = —47er/f(m,’v,t)d3v,

donde hemos usado la relacién que vincula a p y f dada en (10.5). Vemos entonces
que es necesario resolver (10.7) acoplada con la ecuacién de Poisson, lo que en general
no es posible.

Suponiendo que el sistema estelar esta en estado estacionario, podemos encontrar
soluciones generales a la ecuacion de Boltzmann sin colisiones. Bajo esta suposicion
f no depende explicitamente de ¢t por lo que (10.7) en su forma df /dt = 0, nos dice
que f(x,v) = cte, esto es, f es una integral de movimiento para el potencial ¢(x).
Por lo tanto, toda funcién arbitraria de las integrales de movimiento en el potencial
gravitatorio del sistema estelar serd solucién de (10.7) y por ello es de relevancia
estudiar las orbitas estelares en el potencial del sistema. Este enunciado es lo que se
denomina Teorema de Jeans que establece, en forma simplificada

La funcion de distribucion de una galazria en estado estacionario y en la cual las
orbitas poseen frecuencias inconmensurables, serd funcion de a lo sumo tres integrales
de movimiento independientes en el potencial galdctico.

En otros términos, si [;(x,v), i = 1,...,3, son tres integrales de movimiento
independientes en el potencial galactico, f dependera de las coordenadas del espacio
de fases solo a través de estas integrales de movimiento y

f(x,v) = F(I(x,v), 1(x,v), I3(x,v)),

donde F' es una funcion arbitraria. En efecto
df OF dI, OF dI, OF dls
dt — 0I, dt 0L, dt 0I5 dt
Iary ey 7

=0.

Notese que esto no resuelve completamente el problema, pues deberemos conocer
a priori las integrales de movimiento en ¢ (), que en general solo admitird a la energia
como integral exacta de movimiento en todo el espacio de fases. Existiendo simetrias
como esférica o axial, L o L, seran otras integrales de movimiento, pero dificilmente
pueda encontrarse una tercera integral global. De hecho, durante muchos anos se ha
discutido la existencia o no de una tercera integral de movimiento en el potencial

257



P. M. Cincotta Elementos de Astrofisica Tedrica

de nuestra galaxia, cuestiéon que atn sigue abierta (de hecho ni siquiera el momento
angular es una integral exacta).

Para concluir esta discusién, que se profundiza significativamente en un curso de
Dinamica Estelar, sefialemos que f no es un observable como la densidad o valo-
res medios de las velocidades radiales y sus valores medios cuadraticos. Por ello es
conveniente estudiar las ecuaciones que derivan de tomar momentos de la ecuaciéon
de Boltzmann sin colisiones respecto a las velocidades. Se puede demostrar que si
integramos (10.7) a todas las velocidades obtenemos la ecuaciéon de continuidad en
el espacio de configuraciones para un fluido estelar.*

Asimismo, tomando momentos de orden 1, surge una ecuacién que puede llevase
a la forma de la ecuacion de Euler. No obstante, existe una diferencia respecto a la
que obtuvimos en la formulacion de la hidrodinamica, en el caso estelar no existe en
general isotropia en el espacio de velocidades, el término equivalente a la presion ya
no es un escalar sino un tensor que puede diagonalizarse y reducirlo a tres compo-
nentes (el elipsoide de velocidades). Ambas ecuaciones resultan mas relevantes que
la ecuacion de Boltzmann pues involucran cantidades observables y se conocen como
ecuaciones de Jeans.

Al discutir la hidrodinamica, mostramos que para resolver el sistema formado por
la ecuacion de continuidad, la de Euler y la ecuacion de Poisson, requeriamos de una
ecuacion adicional para cerrar el sistema y, mediante consideraciones termodinami-
cas, incluimos una ecuacién de estado. En el caso de sistemas estelares no es posible
establecer ecuaciones similares, por lo que las ecuaciones de Jeans (més la de Pois-
son de ser necesaria) conforman en general un sistema abierto; solo en situaciones
particulares puede cerrarse.

Finalmente, consideremos (10.9) que, por claridad, reescribimos

of of _(of\" _(of\"

—+Vf-v-Vo - —=|—= — = ,

ot ov ot ) ot )
para una funcién de distribucién en el espacio de fases arbitraria, por ejemplo en lugar
de representar estrellas supongamos que se trata de fotones, por lo que f(x,v,t) =
n(x,v,t), esto es, la densidad de fotones en el espacio de fases. Supongamos que
los fotones se mueven en la direccion €2, por lo que v = ¢ 2. Tratandose de fotones
v = V¢ = 0 pues los mismos no sufren aceleraciones, por tanto (10.9) se reduce a

on on\ " on

ar e = () (<
o T Ve o). \ar)

4Este resultado es evidente pues la ecuacién de Boltzmann sin colisiones la derivamos a partir
de exigir que f satisfaga una ecuacion de continuidad similar a la de un fluido pero extendida al
espacio de fases.
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donde los dos términos en el segundo miembro denotan respectivamente, fotones que
se crean y que se destruyen en el intervalo dt mientras viajan en la direccion (2.
Al discutir transporte radiativo denominamos a ambos procesos emision y absorcién
respectivamente. Ademds, como para los fotones p = (hv/c)Q2, demostramos que la
intensidad especifica y la densidad de energia de los fotones en el espacio de fases
eran proporcionales, por lo que I,(x,Q,t) = (h*v?/c*)n(x, (hv/c)$2,t). Por tanto,
en términos de I, la ecuacién anterior resulta
i _
101, VL0 1 (85) 1 (65) ‘
c Ot c\ot )., c\ot)_,

Cco

Los procesos de emision y absorciéon los hemos caracterizado mediante coeficientes
macroscopicos, Xy, k, respectivamente, de manera que

1/0,\" _ 1(01,\  _
c(c‘)t) =X c<at>wl:k”l”

col

y la ecuacion anterior, escrita en términos de la intensidad especifica, se reduce a la
ecuacion de transporte radiativo (5.36),

1(9[,,
c Ot

TV -Q =y, — kL.

Este resultado es completamente esperable, pues (10.9) es una ecuacién cinética, una
ley de conservacion, de validez general para cualquier densidad en el espacio de fases,
sean estrellas, moléculas o fotones; como ya hemos senalado, de esta misma ecuacién
para, atomos y/o moléculas, se derivan las ecuaciones habituales para un fluido luego
de integrar a todo el espacio de velocidades.
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Lecutras complementarias

Como se menciona en el prefacio, estas notas no siguen ningtin texto en particular,
no obstante pueden ser complementadas, largamente ampliadas y profundizadas con
la siguiente lista, no exhaustiva, de bibliografia:

» Binney, J. & Tremaine, S., 1987, Galactic dynamics (Princeton U.P.)
» Bowers, R. & Deeming, T., 1984, Astrophysics Vols. I y IT (Jones and Barlet)

= Callen, H. B., 1985, Thermodynamics and an Introduction to Thermostatistics

(J. Wiley & Sons, Inc.)

= Chandrasekhar, S.; 1938, An Introduction to the Study of Stellar Structure
(The Univ. of Chicago Press)

» Chandrasekhar, S., 1960, Radiative Transfer (Dover)

» Clayton, D. D., 1983, Principles of Stellar Evolution and Nucleosynthesis (The
Univ. of Chicago Press)

= Christensen-Dalsgaard, J., 2008, Lecture Notes on Stellar Structure and Evo-
lution, accesible en el siguiente link: https://phys.au.dk/~jcd/evolnotes/
LN_stellar_structure.pdf

» Guidry, M., 2019, Stars and Stellar Processes (Cambrigde U.P.)

» Hansen, C. J. & Kawaler, S. D., 1994, Stellar Interiors: Physical principles,
Structure and Evolution (Springer—Verlag)

» Huang, K., 1963 Statistical Mechanics (J. Wiley & Sons, Inc.)

» Kippenhahn, R. & Weigert, A., 1991, Stellar Structure and Evolution (Springer-
Verlag)
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Mihalas, D., 1978, Stellar Atmospheres (Freeman)

Rybicki, G., & Lightman, A., 1979, Radiative Processes in Astrophysics, (John
Wiley & Sons, Inc.)

Schwarzschild, M., 1958, The Structure and Evolution of the Stars (Princeton
U.P.)
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