Apuntes de la tedrica de Astrofisica

6 de diciembre de 2018

L0S RESUELTOS DE
@ALF

Sobre estos apuntes Estos apuntes/resueltos que usted estd viendo fueron creados por un alumno mientras cursaba la
materia. Es por ello que podrian haber errores de tipeo, errores conceptuales, de interpretacién en los resultados, etc. Use
estos apuntes con precaucion. Estos apuntes no son oficiales de ninguna catedra. Lea atentamente el prospecto. En caso de
notar algin efecto adverso suspenda inmediatamente su uso y consulte con su profesor de cabecera.

= El alumno autor de estos apuntes cursé la materia durante el segundo cuatrimestre de 2018, este link conduce a la
pagina oficial del curso.

= Encontrd maés resueltos de Alf en este link.

Box 1 - jComo se hacen estos apuntes?

Estos apuntes estan hechos usando un programa llamado Lyx®. Para hacer los dibujos se usé Inkscape y después se
inserté las imégenes en formato svg® directamente en Lyx.
En este repositorio de GitHub se encuentra la plantilla (template) que Alf usa actualmente, con todo lo necesario

para compilarla y empezar a divertirse.

%Lyx es una interfaz grafica para Latex que hace que la escritura se vuelva extremadamente fluida y veloz (al punto de poderse
tomar apuntes en vivo durante una clase).
bsvg es el formato nativo de Inkscape.



https://losresueltosdealf.wordpress.com/
http://materias.df.uba.ar/astrofa2018c2/
https://losresueltosdealf.wordpress.com/
https://www.lyx.org/
https://inkscape.org/es/
https://github.com/SengerM/lyx
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1 INTRODUCCION A LA ASTRONOMIA

Bibliografia
No hay ningun libro de texto que se ajuste a la perfeccién al curso. Vamos a usar varios. Los siguientes son los “principales”:
= Battaner.
= Choudhuri.

» Harwit.

Los libros anteriores “se complementan bastante bien” y son los principales que vamos a usar. Ademads tenemos algunos otros
libros que nos pueden llegar a servir:

s Feynman. En particular hay dos capitulos de fluidos que son los capitulos 41 y 42, los de “agua seca” y “agua mojada”.
Son para lectura rapida.

= Un libro de Ferraro viene bien para Relatividad Especial.

s Shu. Es un libro de introduccién a la astronomia.

1. Introduccion a la astronomia

Los canales de “comunicacién” que tenemos con los distintos fendémenos astronémicos son los siguientes:
= Radiacién electromagnética. Abarca todo el espectro, rayos -, rayos X, ultravioleta, etc.
= Rayos césmicos. Particulas relativistas. El observatorio més grande es el Pierre Auger en Argentina.

= Neutrinos. Hay un observatorio muy importante en Gran Sasso y se prevé la construccién de uno en el paso de Aguas
Negras en Argentina.

= Ondas gravitacionales. LIGO, es lo més nuevo.

1.1. El sol

Algunos datos del sol son

Ro =7x 10" c¢m

Lo =3,8x 10% ergs™?
My =2x10%g
Tefectiva = 6000K

La temperatura efectiva es la temperatura que tendria que tener un cuerpo negro (ideal) para emitir la misma radiacién

que el sol. La temperatura del sol no es homogénea y en algunas capas alcanza valores mucho més elevados como un par de
millones de grados. El perfil de temperaturas del sol es el siguiente:

logT

107 K

e)R }‘5030;
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1.2  Medicién de distancias hacia estrellas 1 INTRODUCCION A LA ASTRONOMIA

La sonda que acaba de lanzar la NASA va a meterse en la corona. Si bien parece que a esa temperatura cualquier cosa se
derrite, en verdad la presion es tan baja que no hay problema. Es un gas a mucha temperatura y una presiéon extremadamente
baja.

Lo anterior es para el sol. jPero qué ocurre con estos pardmetros (radio, masa, potencia, temperatura, etc) en general en
todas las estrellas? Lo que se observa es que no son independientes, estan correlacionados. Los rangos que se observan son

M ~ 103 hasta 103 g
L ~107* hasta 10° L,
T ~ 10? hasta 50 x 10* K

Unidades astronémicas de longitud La unidad astrondomica es “el metro” de la astronomia y vale
1AU =1,5 x 10*® em

Para longitudes méas grandes se utilizan los “parsec”
I1pc=3x10'¥ cm

Para galaxias se usa el kilo y el mega parsec. El diametro de La Via Lactea es de aproximadamente 10 kpc
También se suele utilizar el ano luz

1
1 afio luz ~ 10'® cm ~ 3 pc

La estrella méas cercana es Alfa Centauri y estd a 4 afios luz.

Tiempo del universo Las estimaciones més modernas sobre el tiempo de existencia del universo son de
Tuniverso ~ 1377 Gyr

donde Gyr son “giga ainos”.

1.2. Maedicion de distancias hacia estrellas
1.2.1. Método de paralaje

Sirve para medir distancias a objetos “cercanos”. Lo vimos en la practica la semana pasada. Se basa en observar cémo se
modifica la posicién de un objeto celeste a medida que la tierra realiza su 6rbita alrededor del sol.
Supongamos que la érbita de la tierra alrededor del sol es circular:

1 AU ‘

Haciendo trigonometria es trivial despejar la distancia. Se obtiene

1AU
d

tana ~ a =

Lo anterior se puede generalizar ficilmente a estrellas que no estén necesariamente sobre la linea perpendicular al sol. Es
trigonometria, lo importante es la idea del método de paralaje.
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1.3 El sistema solar 1 INTRODUCCION A LA ASTRONOMIA

Un parsec es la distancia a la que deberia estar un objeto para que el angulo a sea de un segundo cuando se utiliza
el método de paralaje:

1AU
HESS S

1.3. El sistema solar

Se compone de todos los objetos que estan en érbita alrededor del sol. Los objetos mas importantes son los planetas:
1. Mercurio.

2. Venus.
3. Tierra.
4. Marte.
5. Jupiter.
6. Saturno.

7. Urano.

8. Neptuno.

Plutén ya no es un planeta, pobrecito. El motivo de esto parece que es porque su érbita es muy excéntrica y fuera del plano
de las demas orbitas, segin este link.

El sistema solar tiene, ademéds, dos cinturones de asteroides. Los objetos principales del sistema solar son los siguientes:
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1.4 Las estrellas 1 INTRODUCCION A LA ASTRONOMIA

1.3.1. Leyes de Kepler
Las leyes de Kepler son las siguientes:
1. Las orbitas de los planetas son elipses con el sol en uno de los focos.

2. El radio vector que une a un planeta con el sol recorre areas iguales en tiempos iguale, como en el siguiente dibujito:

2b

-
2o

3. Para cualquier planeta, el cuadrado de su periodo orbital es directamente proporcional al cubo de la longitud del semieje
mayor de su érbita eliptica
T? = Ca?

Luego Newton mostré que C' = G(#jm”.
Histéricamente primero vino Tycho Brahe que registré el movimiento de todos los planetas. Luego Johannes Kepler analizo

estos datos y enuncié las leyes de Kepler. Finalmente el crak de Newton explicé todo.

1.4. Las estrellas

Las estrellas se pueden clasificar de diversas formas. Una de estas clasificaciones tiene que ver con el brillo o luminosidad,
y el color.

1.4.1. Intensidad y brillo

Magnitud visual aparente Originalmente el brillo se media en magnitud visual aparente. Se toma un patrén tal que su
magnitud aparente es

my, =1
y a medida que disminuye el brillo de la estrella aumenta la magnitud visual aparente. Ademéds la relacién con el brillo
aumenta de a 2,5 unidades. Esto quiere decir que:

m, = 2 corresponde a una 2,5 veces menos brillante que una m, =1

y
m, = 3 corresponde a una estrella 2,5 veces menos brillante que una m, = 2

con lo cual m, =3 es (2,5)2 = 6,25 veces menos brillante que el patréon m, = 1.
Esta magnitud es visual por el hecho de que sdlo tiene en cuenta el espectro visible y es aparente porque no tiene en
cuenta la distancia a la cual se encuentra la estrella.

Magnitud bolométrica aparente  La magnitud bolométrica aparente tiene en cuenta todo el espectro, no sélo el visible. El
hecho de que sea aparente significa, nuevamente, que no se tiene en cuenta la distancia a la estrella. La magnitud bolométrica
aparente se indica generalmente con una m minuscula.

Magnitud bolométrica absoluta Esta es la posta: tiene en cuenta todo el espectro de radiacién y ademds considera la
atenuacién que se produce producto de la distancia de la estrella al observador. Se denota con una letra M mayuscula y se
la puede traducir en forma directa con la luminosidad de la estrella (potencia que emite) de la siguiente manera

Lde la estrella)

Mbolométrica absoluta de la estrella que estoy estudiando — Mbolométrica absoluta ©®@ — _275 IOg < i3
O]

donde L es la luminosidad del sol.
En forma estandarizada se tiene la siguiente expresion

r2
M —m = —-25log (2) —A
To
donde 19 = 1 pc es un patrén, M y m corresponden a la magnitud absoluta y aparente de la estrella que estamos estudiando,
r es la distancia hasta la estrella y A es la “extincién” que tiene en cuenta la absorcién de luz por polvo interestelar y/u
otros objetos que estén en el medio molestando.
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1.4 Las estrellas

1 INTRODUCCION A LA ASTRONOMIA

1.4.2. Color (espectro)

Histéricamente se estandarizaron algunos filtros que utilizaban los astrénomos para medir el color de las estrellas e
intercambiar la informacién. Estos filtros dieron origen al sistema fotométrico y son los siguientes:

Nombre Espectro Longitud de onda
U Ultra violeta 360 nm
B Blue 440 nm
A% Visible 550 nm
R Red 700 nm
I Infrared 900 nm

Utilizando estos filtros se generan los indices de color, por ejemplo el B-V o U-V.

1.4.3. Clasificacion de las estrellas

Usando los parametros que definimos anteriormente podemos tomar todos los datos de las estrellas y hacer el siguiente

grafico:

“O

[

=
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Como se puede ver existe una correlacién importante entre las cantidades M (magnitud absoluta) y B — V.
Realizando una traducciéon entre M y la luminosidad L y B — V y la temperatura T' se obtiene un diagrama de Hertzs-

prung—Russell que se ve asi:

En este diagrama tenemos la clasificacién de “clase espectral” que son las letras O, B, A, ... y también la clasificacién
segun la intensidad de la estrella en I supergigantes, II gigantes brillantes, etc. El sol es una estrella de tipo G2V.

Modelo de cuerpo negro Las estrellas no son cuerpos negros. Pero se las puede modelar asi en primera aproximacién. La

ley de Stephan-Boltzmann dice que

L
AmR?

=oT*

con lo cual vemos que L oc T* y esto le pega muy bien a la secuencia principal, como dibujé en el grafiquito anterior.
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1.5 Grupos de estrellas 1 INTRODUCCION A LA ASTRONOMIA

1.5. Grupos de estrellas

Las estrellas pueden estar solitarias, como el sol, o pueden formar sistemas de dos o mds estrellas que evolucionan en
conjunto. Estos grupos pueden ser los siguientes:

» Sistemas binarios. Son dos estrellas en érbita mutua. Aproximadamente el 30 %! de las estrellas forman sistemas
binarios, es decir que son en realidad dos estrellas.

= Camulos galacticos. Son grupos de entre 50 y 500 estrellas.
» Ctmulos globulares. Contienen aproximadamente 10° estrellas.
» Galaxias. Contienen entre 10% y 10'? estrellas.

s Grupos de galaxias. La Via Lactea pertenece al grupo local.

Técnicas para detectar si una estrella es un sistema binario Las formas para darse cuenta si una estrella en verdad son
dos estrellas formando un sistema binario son las siguientes:

. .7 1! . .
= Visuales. Cuando la separacion de las estrellas es mayor a 3" los telescopios logran resolver el sistema.

= Espectroscopicas. Cuando las dos estrellas estan en érbita, habra corrimientos doppler periédicos que podremos detec-
tar. Para poder utilizar esta técnica es necesario que la linea de visién? no coincida con la normal al plano que contiene
la 6rbita ya que en este caso no hay componente de velocidad en esta direccion y no habré corrimiento doppler en
direccién a la tierra.

s Eclipsantes. Se utilizan técnicas de fotometria y se estudia su dependencia temporal. Si se ve una oscilacién de la
luminosidad en el tiempo, entonces hay algo en Orbita que produce estos cambios. Podrian ser planetas o bien un
sistema binario.

Tamaiios tipicos de los grupos estelares Los siguientes son ordenes de magnitud que estd bueno conocer

Objeto | Tamano (centimetros)
Unidad astronémica | 10'3
Ctmulo globular | 1020
Galaxia | 10?3
Ctimulos de galaxias | 10%°
Gran escala (paredes y huecos) | 1026
Radio del universo | 10%8

Me da la impresion de que cada vez estamos mds cerca de la fe y mds lejos de la ciencia.

1.6. Materia oscura

La materia oscura es un engendro que se utiliza para explicar las curvas de rotacién de las galaxias y otros fenémenos que
de lo contrario no tienen explicacién. En el caso de las galaxias lo que ocurre es que si se calcula el movimiento de rotacion
usando las leyes conocidas de la fisica y la gravitacion, lo que se obtiene NO es lo que se observa:

\/- Curva de rotacién observada
B

. Curva de rotacion tedrica
usando la masa visible

Velocity

Distance from de center

14y6 no sé la rigurosidad de este ntimero... En astronomia hay que poner voluntad porque es todo muy con los dedos.”
2Es decir la linea que une a la estrella con la tierra.
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2 DESCRIPCION CINETICA
2. Descripcion cinética

vamos a usar funciones de distribucion

Vamos a hacer una descripcién estadistica de los distintos objetos que hay en el universo. Tenemos muchas especies
distintas que son los distintos objetos (por ejemplo los electrones, los protones, etc). Para hacer la descripcién estadistica

[P (r,p.t)
de modo tal que

f5(r,p,t) drd®r
es el nimero de particulas de la especie s con posicién r y momento p al tiempo t.
La densidad de particulas por unidad de volumen es sencillamente

mww:/d%ﬁWmﬁ

Por otro lado la densidad de masa por unidad de volumen seréd

p° (r,t) = msn® (r,t)
y la densidad de carga

pe (r,t) =qsn’ (r,1)
Podemos definir también el campo de velocidades hidrodindmicas como

wrt) = o [ dpose
donde v = ml es la velocidad. El tensor de presién es

pij (r,1) =ms/ &p (v =) (v —uj) f*

Habiendo definido la densidad f (7, p,t) definimos los momentos de la siguiente forma

Momento de orden 0 — / dp f (r,p,t)
Momento de orden 1 — / d®p pif (r,p,t)

Momento de orden 2 — / d3p pip; f (r,p,t)

orden 2.

Asi se puede seguir hasta el infinito. En el caso de la presién le restamos la velocidad media, pero es el tensor de

Cuando estamos en equilibrio termodindmico vamos a tener que

61%3‘
=0
ot
Vpij =0

Dij = Pdij
Equilibrio termodinamico local

Podemos relajar un poco y pedir sélo un equilibrio termodindmico local que consiste
temperatura, una presion, etc. En este caso tenemos que

en suponer que cada elemento del fluido estd aproximadamente en equilibrio termodindmico y se puede definir bien una

pS — nSkTS
y la temperatura la definimos como

3 mg E 2
kTS (rt) = — | & —ut e fe
T (rt) = 3 [ o w s
ecuacion de Boltzmann.

La pregunta ahora es: jcémo definimos si estamos en un equilibrio termodinamico local? Para entender esto vamos a usar la
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2.1 Ecuacién de Boltzmann 2 DESCRIPCION CINETICA

2.1. Ecuacion de Boltzmann

Se puede trabajar sin colisiones, con colisiones entre dos particulas (Boltzmann), con colisiones entre tres particulas, etc.

2.1.1. Sin colisiones

Suponemos un gas tan diluido que no hay colisiones. En este caso el niimero de particulas que estaran contenidas en un
determinado volumen diferencial satisfaran

d3r d3p f (r + dr,p+ dp,t + dt) = d®rdp f (r,p,t)
dr =vdt
dp=Fdt

d®r d®p = constante

donde

con v = £y F la fuerza. También vamos a usar que

es un invariante de Poincaré. Si ahora hacemos un Taylor en no sé qué variable(s) encontramos que
0 F
S0Vt V=0
ot m

que se conoce como la ecuacién de Vlasov.

2.1.2. Con colisiones binarias (ecuacién de Boltzmann)

Ahora lo que hacemos es anadir el término de colisiones entre dos particulas (tal como se ve en Teérica 3) y lo que se
obtiene es la ecuacién de Boltzmann

%—i—va—&-%-Vuf: /d3p1 /dﬂa(ﬂ)lv—vll(f’f{—fﬁ)

donde €2 es el dangulo sélido y o es la seccién eficaz y las cantidades primadas y sin primar son las correspondientes a antes
y después de la colision respectivamente. Esta ecuacién no tiene en cuenta la colision entre tres o mas particulas. Para ello
habria que ir a mayores 6rdenes de colision.

El término de colisiones es muy complicado y uno nunca termina usandolo para hacer cuentas. Sin embargo es muy
importante ya que es el que garantiza que un gas que no esté en equilibrio termodinamico evolucionara hasta el
equilibrio a medida que pasa el tiempo, gracias a las colisiones entre particulas.

Se encuentra que la distribucién de Maxwell-Bolzmann es la solucién de equilibrio de la ecuacién de Boltzmann,
que es justamente lo que se esperaria para un gas ideal. La distribucién de Maxwell-Bolztmann es justamente aque-
lla distribucién que hace que el término de colisiones se anula. Esto es consistente con una distribucién f que satis-
face que % =0,Vf=0y V,f =0, es decir el equilibrio.

Busquemos la distribucién de equilibrio (i.e. la de Maxwell-Boltzmann). Proponemos una solucién tal que
log f = Co+ C1 - v+ Cov?

con lo cual

log (f f1) log f +log f1

2 2
= ¢o+tc1-v+ v+ o1t 11 v+ 1)

(acd hay un tema con los subindices, no es la elecciéon mas feliz). Si las colisiones son eldsticas entonces se conserva la energia
y el momento con lo cual (7)

f/f{ =rfh

“Ordenando los términos” encontramos la distribucién de Maxwell-Boltzmann para la “especie s” de particulas:

PPV VN (ENTEL
Py =" \orkTs P kTS

Cuando estamos en el equilibrio termodinamico “perfecto” todas las cosas son constantes, es decir n®, T y u®. En cambio,
cuando estemos en un equilibrio termodindmico local (pero no riguroso) vamos a tener que estas cantidades son campos, es
decir que n® = n® (r,t) y lo mismo para T° y u®.
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3 ATMOSFERAS Y EXOSFERAS PLANETARIAS

3. Atmosferas y exosferas planetarias

La clase pasada (27 o 28 de agosto) falté y hoy 30 de agosto llegué tarde. Estamos viendo algo de atmdsferas planetarias.
Copio textual lo que hay:

GM
0=-Vp-— 2mf°
r
Ideal e isotérmico
p = nkTy
n(r)=nge _GMm 1—&
— P T, r
r=Ry++h
(2) cerca de la superficie r = Ry 0 entonces
h < Ry
b
n(r =Ry + h) ~ nge” Ho
kT
Hy=-—2
mg
~ GM,
=
(b) muy lejos (r — o0) r > Ry
New = n(r— o)
o GM()’ITL
= mngexp | —
O TR TR,
_ Lo
= nge Ho
No
modelo
Ninfinito
realidad r

Vemos que nuestro modelo simplificado es bueno cerca de la superficie terrestre pero es malo a medida que nos alejamos
yva que la densidad deberia tender a cero pero el modelo predice otra cosa.
La velocidad de escape para una particula de masa m viene dada por

mv?  GMm
2 r

FE =

Si F < 0 la particula esté ligada, en cambio si £ > 0 la particula se puede escapar. El limite es justo cuando E = 0 de donde

se obtiene la velocidad de escape
2G M,

Vescape — R
0

Exésfera  Supongamos un planeta de radio Ry. Entonces tenemos lo siguiente
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4 RELATIVIDAD ESPECIAL

Ye

Planeta

Atmoésfera
(fluido)

Exdsfera
(gas no colisional)

En la exdsfera tenemos que

GMm (1_ Ro

donde n. = nge” *TRo me) y He = 7%;‘1 Y ge = GI%O. “Estoy entrando en la exdsfera si H, ~ A” (creo que ) es el camino

libre medio).

Escape de Jeans Ahora veamos cudnta masa se pierde producto de la agitacion térmica. Nos preguntamos ;cuantas
particulas dela exésfera superan la velocidad de escape? Resulta que la cantidad de particulas que se van del planeta por
unidad de tiempo es

N = 47TR2/ dv, /dvy / dv, v, f (v)
= 47ng71e M e~ FTH:
2mm

donde f es la distribucion de Maxwell-Boltzmann. Usando esto y conociendo cudntas particulas hay en la atmésfera de Marte
uno podria estimar cuanto tiempo le llevaria a Marte quedarse sin atmosfera.

4. Relatividad especial

Vamos a ver una breve introducciéon a modo de repaso para luego desarrollar una ecuacién de Boltzmann relativista y
aplicarla a fotones.

Supongamos una tabla de madera de longitud (en reposo) L. Supongamos ademds un observador que se mueve a una
velocidad v y consideremos los dos eventos siguientes

— %
Evento 2 —»
Tiempo propio
— 1
Evento 1 —»
Longitud propia Frame del observador

Frame de la tabla
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4.1 Transformacién de Lorentz 4 RELATIVIDAD ESPECIAL

Vamos a llamar Ty al tiempo propio entre ambos eventos, es decir el tiempo que transcurre entre los eventos en el frame
del observador (el frame en que los dos eventos ocurren en el mismo punto del espacio). Entonces tenemos que
Ly

T
L

To
Y €COIMO Ven el frame del observador = Ven el frame de la tabla entonces tenemos que
T Ly
To L

Si uno hace todo lo que hizo Einstein en 1905 termina concluyendo que

T Ly (v)
_— = — = v
T, L
con v (v) = 11 — (esto hay que verlo en los libros, no lo vamos a deducir acd). Deducimos entonces que
=
TO = ’)/T
L
Ly=—
Y

4.1. Transformacion de Lorentz

Las transformaciones de Lorentz permiten relacionar las coordenadas espaciotemporales de un evento visto desde dos

t
frames distintos. Dado un evento con coordenadas espaciotemporales f/ entonces las coordenadas vistas por un observador
z
que se mueve con velocidad v a lo largo del eje x se obtienen segtin
v v =By 0 0 t
2 _|-By v 00 T
vy |0 0 10 y
4 0 0 0 1] |z
donde =% y~vy= % Utilizando la notacién de Einstein lo anterior se puede expresar segin

V1-p
ot = A" ¥

y ahora se interpreta que x* son las coordenadas de un cuadrivector en un espacio de Minkowsy.

4.2. Efecto doppler relativista

El efecto doppler (relativista) es muy utilizado en astrofisica. Consideremos un objeto que emite una luz de frecuencia f.
Si un observador mide la frecuencia de esta luz éste observara

1-8-#
Vobservada = ——7—="Vde la fuente
V1=p

donde 7 es el versor radial que apunta desde la fuente de luz hasta el observador.

Corrimiento al azul
- . (deberia ser al violeta)
Corrimiento al rojo

Objeto emisor
de luz de
frecuencia "f"
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4.3 Dindmica relativista 5 ATMOSFERAS ESTELARES (TRANSPORTE DE RADIACION)

4.3. Dinamica relativista

La generalizacion de la ley de conservaciéon de impulso en relatividad especial es la conservacién del cuadrimomento. Las
componentes de este cuadrivector son

wo_ moyc?
moyv

donde v es la velocidad “tridimensional” de siempre. Obsérvese que la componente temporal de p* es la energia cinética
de la particula, y cuando la velocidad es nula (i.e. cuando v = 1) vale que E = mgc?. Por otro lado se puede hacer una
aproximacién de Taylor para velocidades bajas y la energia queda

mo
E =myc® + —v2 4+ ...
2
y como se puede ver el primer término (no constante) en v es la energfa cinética cldsica.
Por otro lado se tiene la siguiente relacién entre la la energia y el momento

E? = 62])2 + mgc4
Se define a la masa relativista como
m = mgyYy

donde my es la masa en reposo.

5. Atmosferas estelares (transporte de radiacion)

Estamos interesados en conocer en detalle qué le pasa a la luz cuando viaja desde un objeto celeste hasta nuestros
telescopios. De esta forma podemos aplicar correcciones y tener una mejor caracterizacién del objeto en estudio. En particular
vamos a ver qué le ocurre en las atmésferas estelares.

Vamos a hacer una descripcién estadistica de la luz como un gas de fotones. Vamos a definir entonces la funcién de
distribucién de fotones en forma anéloga a la funcién de distribuciéon de Boltzmann. El niimero de fotones en un entorno de
la posicién r con momento en un entorno de p serd

frop.t) &rd’p

donde f es la funcién de distribucién de fotones. Si expresamos a p en esféricas entonces tenemos que d>p = p? dp dQ) donde
d2 = sin 0 df d¢ es el diferencial de dngulo sélido.

El tema con los fotones es que son particulas relativistas ya que se mueven a la velocidad de la luz. La masa de los fotones
es nula con lo cual la relacién entre su energia y el impulso es

E2 _ 02p2

Ademés son objetos cuanticos lo cual implica que

Juntando estas dos relaciones se encuentra que
hv
p=—
c
Entonces podemos hacer un cambio de variable en la funcién de distribucién y en lugar de trabajar con p usar la frecuencia

v, que es mucho mas facil de medir. En este caso tenemos que

h312
d*p = —— dvdQ

5.1. Intensidad de radiacién y notacion tipica de la astronomia
Por otro lado vamos a definir a una cantidad muy usada en astronomia que es la intensidad de radiacion I, tal que

denergia = I, dQ)dv dS dt

es la energia que atraviesa la superficie .S en un tiempo ¢ con una frecuencia v y el dngulo sélido no sé... La relacion entre
esta intensidad de radiacién y la funcién de distribucion de fotones es
h3

1,
L dQdvdSdt = f, —v*dQdy cdtdS
hv v3
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5.2 Ecuacién de transporte 5 ATMOSFERAS ESTELARES (TRANSPORTE DE RADIACION)

Podemos ahora cancelar todos los diferenciales que sobran tal que

sh?

I, = qu 2

Lo anterior es la relacion entre la descripcién tipica de la astronomia usando la intensidad de radiacién I, y la descripcién
como un gas de fotones usando f,. Usando esta relacién encontramos que

Wt T

1 2

v3f, dv
0

es la intensidad de radiacion.

Los momentos de la distribucion Al igual que hicimos antes para las atmésferas y exosferas planetarias, podemos ahora
calcular los momentos de la distribucion f,. Se define el flujo como

d3p
F“Z/Hp”f,,

A las componentes de F* se las denota de la siguiente manera

1 je
P =_—|""
hv |:q1/:|

donde €, es la densidad de energia y q,, es el “flujo 3D”. Cada uno de estos elementos es
1
&, = hvn, = §¢L,dQ

1
q, = f§£lyudQ
c

Por otro lado tenemos el siguiente tensor

@ =[5 5]

donde (p,) ¥ es el tensor de presién de radiacién (y g2 es el transpuesto). El tensor de presién tiene componentes

(pv) " = %quiuj dQ

Definimos ademads a la presién radiativa como

5.2. Ecuacion de transporte

Ahora que ya tenemos la traduccién entre las cantidades tipicas de la astronomia (intensidad de radiacién, etc) y la
funcién de distribucién, veamos cémo es la fisica de todo esto. Para ello vamos a utilizar la ecuacién de Boltzmann para
fotones que es

o Of of

donde C es el término de colisiones, F'* es la cuadrifuerza externa (no es el flujo que vimos hace un ratito) y v® es la
cuadrivelocidad. Batimévil, baticueva, batifuerza... Vamos a considerar que el espacio es suficientemente plano como para
considerar que los fotones viajan en linea recta. Esto implica que

Fr=0

Entonces la ecuacién de Boltzmann se convierte en

oI, +u VI, =T} —T;

v
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5.2 Ecuacién de transporte 5 ATMOSFERAS ESTELARES (TRANSPORTE DE RADIACION)

donde T'} tiene en cuenta los procesos que emiten fotones y ' los procesos que absorben fotones. Vamos a tener varios
procesos colisionales de cada tipo. Entre los procesos absorbentes tenemos

P; = F;,absorcién + F;scattering
= (ku + Uu) P[y
= "fyplu

donde k, es el coeficiente de absorcién, o, el de scattering, x, es la opacidad y p es la densidad de absorbentes (por ejempld
atomos de hidrégeno). Para los procesos que emiten fotones
ry = 1

v,emisiéon + Fj,scattering
= pe,+ yga,,pf,ﬂ@ (Q) dQ

donde e, es el coeficiente de emisién y & (€2) es una funcién que tiene en cuenta la anisotropia de los fenémenos de scattering,
o algo asi. Obsérvese que I‘j’emisié@( (no es proporcional), esto es porque puede haber emisién producto de otros fenémenos.

Atn asi podria ocurrir que e, sea funcién de I, lo cual complica mucho més las cosas. En aquellas situaciones en las que
haya “redistribucién completa” valdra que

1
Z(Q) = —
() =
con lo cual
1
I‘;:scattcring = E % UVPL, ds)
= o,pdy
donde

LE£¢LM
T

Cuando estamos en equilibrio termodindamico a una temperatura 1’ tenemos que

e, =k, B, (T)

donde
2h1? 1

—_
c2 ert — 1

B, (T) =
Metiendo todo lo anterior en la ecuacién de transporte se obtiene
o0l, +u-VI,=ple, +0,J, — kI, —o,1,]

Aqui hemos considerado una tUnica especie, e.g. hidrogeno. En caso de tener méas especies que puedan interactuar con
la luz vamos a tener que afiadir un término de colisiones para cada especie, e.g. pfl2 [6512 +ol2g, — kH2g, — 0';5{2]1,] +
pte [efe +ole ], —kHer, — ofel,,] +....

El objetivo ahora es resolver esta ecuacién de transporte, que es ultra complicada. Es una ecuacion integra-diferencial ya
que J, = ﬁ ¢ o,pI, dQ y ademds es no lineal.

IMPORTANTE: En toda esta seccién pueden haber cosas mal copiadas, puntualmente la diferencia entre J, e I, en el
pizarrén es casi nula.

Funcion fuente Vamos a definir a la funcién fuente como
el/ + UV Jl/
S, = —

k, + o,

de modo tal que la ecuacién de transporte es

Ol, +u-VI,=(S, — L) pky

donde
Ky =k, +0,

es la opacidad. Esto nos muestra que en el equilibrio termodindmico S, = I,,. Aqui la velocidad es
u=ci

pues viajan a la velocidad de la luz. Por otro lado la funcién S, tiene en cuenta todos los procesos de emisién mientras que
el término —pk, I, tiene en cuenta la absorcion de fotones. O algo asf.
IMPORTANTE: Lo mismo que antes pero ahora con k, y k,. En el pizarréon son iguales.
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5.3 Atmésferas unidimensionales 5 ATMOSFERAS ESTELARES (TRANSPORTE DE RADIACION)

5.3. Atmoésferas unidimensionales

Ejemplo académico 1, con S, =0 Consideremos el caso en el que tenemos una fuente de luz que atraviesa una atmasfera
y luego llegan a un observador

Fuente de luz Atmodsfera estelar Observador
; ' >
0 S

Vamos a hacer las siguientes suposiciones:

» Situacién estacionaria d; = 0. A menos que estemos observando un quasar y/o algtin fenémeno muy répido, en general
las escalas de tiempo son muy grandes con lo cual tiene sentido.

= Vamos a considerar un problema unidimensional: uw - V = c%.
= Consideramos S, = 0.
Entonces la ecuaciéon tan complicada que habiamos encontrado se reduce a

o, _ pry

I,
0s c

por lo tanto la solucién es la de todo sistema fisico

donde I, (0) es la intensidad luminosa en la fuente y p y &, podrian ser funciones de s en el caso de atmésferas no homogéneas.
Esta solucién nos permite definir el camino libre medio de un fotén como
dot €

Ay =
PRy

que representa el camino que recorre un fotén entre dos interacciones con la materia (absorcién y emisién, ionizacion, etc.).
Definimos también a la profundidad 6ptica como

def PRy

dr, = ds
c

o bien

lo cual nos permite escribir

Ejemplo académico 2, con S, # 0 pero conocida Consideremos todo igual que antes (estacionario, unidimensional, etc.)
pero ahora con S, (7,,) una funcién de 7, conocida. La ecuacién de transporte de radiacién es, ahora,

oI,
0s

C = Pky (Sl/ - II/)

Vamos a hacer un cambio de variable de s — 7, (profundidad éptica)

9 _ dn 9
ds  ds O,
_ P 0
o c 01,
con lo cual la ecuacién queda
al,
= Su - Iu
o1,
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5.3 Atmésferas unidimensionales 5 ATMOSFERAS ESTELARES (TRANSPORTE DE RADIACION)

Esto no es méds que una ecuacién no homogénea. Ahora hacemos ese truquito de Mate 3 de proponer la solucién

1= Ihomogénea + Iparticular

con lo cual

dly
dr
Ahora proponemos para la particular una solucién de la forma

—T
=—Ig = IHomogénea = Ae

Ip=F(r)e "

con lo cual encontramos que

La solucién general de la ecuacion es entonces
I=Ae 7+ e_T/S’(t) el dt

o bien

Ty

I, () =1,0)e ™+ / S, (t)ye~ ™D at
0

Lo anterior es la solucién cuando permitimos que la atmosfera interestelar emita, es decir

Fuente de luz Atmoésfera estelar Observador
; ‘ >
0 S

Si ahora asumimos que S, (7,,) = cte obtenemos
L (n)=10)e™+(1-e™)5,

que es de la forma

Suma de los dos términos

= tau

Atmoésferas opticamente gruesas y delgadas Consideremos ahora el siguiente caso

Atmosfera estelar
Fuente de luz Observador

I §>
1 1
J Atmésfera é >S
0 confinada
de espesor "D"

Vamos a decir que la atmédsfera es Opticamente gruesa o delgada cuando

D .
> 1 = Opticamente gruesa
Tu(D):/p:Vds%{ P 8

5 <1l = Opticamente gruesa

es decir que
{)\V < D = Opticamente gruesa

A, > D = Opticamente gruesa
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5.3 Atmésferas unidimensionales 5 ATMOSFERAS ESTELARES (TRANSPORTE DE RADIACION)

donde A\, recordemos que era el camino libre medio de los fotones.
Vamos a tomar ahora el limite de I, (1,) = I, (0) e~ ™ + (1 — e~ ™) S, para atmdsferas épticamente gruesas y delgadas.
En el limite para una atmésfera 6pticamente gruesa tenemos que 7, > 1 con lo cual e & 0 y entonces

Il/ ~ Su
En cambio, en el limite de atmésfera épticamente delgada tenemos lo opuesto: 7, K 1 = e ™ ~1—17, y
I,~1,00)+ (S, —1,(0) 7,

5.3.1. Atmoésfera plano-paralela

Vamos a resolver la ecuacién de transporte para la siguiente situacién

z
G-0 \ /Z:M
e /
, DN Atmoésfera
tau

Obsérvese que hemos definido de una forma un poco diferente al 7,,. Ahora tenemos que

o0
K K
T,,(z):/pydz = dT,,:—deZ
c c
z
Vamos a asumir las mismas hipotesis que antes:
= Estacionario % = 0.
ef .
» Usando p = cos# vamos a considerar que
0
u-V = c—
s
0
= CU—
Koz

_ _ Phy ) 0
ne ( ¢/ 0om,
Introduciendo todo esto en la ecuacién de transporte 0,1, +u - VI, = (S, — I,)) pk, obtenemos

oL,
—phis = pky (S, — 1)

o bien
oI,

" or,

Usando el método de “comparacién con el caso similar de hace un rato” vemos que la solucién de esto es

:II/_SV

El término de la solucién homogénea no estd pues estamos considerando el hecho de que I, (1, — 00) = 0 (recordar que la
solucién homogénea era ~ e~ ™).
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5.3 Atmésferas unidimensionales 5 ATMOSFERAS ESTELARES (TRANSPORTE DE RADIACION)

Aproximacion de Eddington-Barbier Consideremos la solucién de la atmosfera plano-paralela. Si la atmédsfera es mucho
més gruesa que el camino libre medio, entonces el aporte de S, (7,) para 7, mucho mayor que el camino libre medio de los
fotones no me va a interesar pues los fotones emitidos van a colisionar en la atmoésfera antes de llegarme. Entonces vamos
a considerar que sélo nos interesa S, para valores de 7, “pequenos” (del orden del camino libre medio). Para ello vamos a
aproximar S, con un Taylor lineal

S, (1) mag+ a1, + ...

y reemplazando en I, (7, p) = [0 4L S, (¢) e~ 7" nos queda

Ty 14
1, ('ry,,u) = /

Ty

t—Ty

(ag + art)e” " »

=%

Ahora no lo pude seguir bien en lo que estd haciendo. Supuestamente estd resolviendo la integral y haciendo uso de la
identidad fooo 2"e~® dx = n!. Mandamos el cambio de variable z = ¥=Z con lo cual

I(r,p) = /(ao +ai (pr+7)) e de
0

y se obtiene
I, (1, =0,p) = S, (1, = p)

donde S, = ag + aj -
Aplicacion de Eddington-Barbier: limb darkening en el sol Se conoce como limb darkening al hecho de que cuando uno

mira al sol en el espectro visible, éste aparece mds luminoso en el centro y menos en las periferias (en el limbo). Estéticamente
es algo asi

Zona clara D)

\

Zona oscura

Recordando que p = cos 6 entonces tenemos que en las zonas claras vale ;4 = 1 y en las zonas oscuras tenemos que p = 0,
del siguiente modo

®ALF 21 Si ves un error, avisale a Alf ® 201812062057 CCO


https://en.wikipedia.org/wiki/Limb_darkening
https://losresueltosdealf.wordpress.com/
https://losresueltosdealf.wordpress.com/contacto/
https://en.wikipedia.org/wiki/Public_domain

5.4 Aproximacién de difusién 5 ATMOSFERAS ESTELARES (TRANSPORTE DE RADIACION)

Por otro lado, estamos interesados en la intensidad que recibe el observador, es decir que 7 = 0 (ver la definicién de 7
més arriba). Entonces tenemos

I(tr=0,p=0) S(r
I(t=0,u=1) S(r

0)
1

%

I
I

a+b

donde a = S(0) y b= [95] . Para encontrar cunto valen a y b vamos a considerar el equilibrio termodindmico local. Esto
dt 1o
quiere decir que cada elemento del fluido de fotones esta en equilibrio termodindmico, es decir que su distribucion es la de
Plank, pero serda un equilibrio termodinamico local en el sentido de que las variables termodinamicas irdn variando con la
b
posicién. Esto quiere decir que

2h13 1
B, (T) = ;j ~ — Equilibrio termodinamico
c* exp (/TT) -1
B 2h13 1

— Equilibrio termodinamico local

2 hv
¢ exp (kT(Z)) -1

Obsérvese que en el equilibrio térmico global la temperatura es una constante para todo el fluido (que no es el caso acd)
mientras que en el equilibrio local la temperatura depende de z (en el caso de la atmdsfera plano-paralela).
En este caso tenemos que

S~B
por lo tanto ahora si podemos calcular
I (Oa O) _ Ilimbo
I (07 1) Icentro
_ B(0)
B(0)+ %],
La cuenta es
dB_ dzdTdB
dr  drdz dT
_ _cdrdB
N pky dz dT

Es de esperar que si z es la altura, es decir la distancia al centro de la estrella, entonces % < 0. Considerando ademas que

% > 0 (se puede hacer la cuenta) entonces tenemos que % > (0 y esto implica que Illcﬁbz < 1, es decir que la intensidad del
limbo es menor que la del centro.

La aproximacion de equilibrio termodinamico local la vamos a poder aplicar cuando el camino libre medio de los
fotones A, sea mucho mayor que las inomogeneidades térmicas, es decir

T > A\, =
vT Y pky
El motivo por el cual pedimos esto es que cuando el camino libre medio de los fotones es muy pequeno en compa-
racion con los gradientes térmicos entonces éstos son absorbidos “mucho antes de salir del elemento de fluido”. Esto

hace que préacticamente no haya transporte de calor entre los elementos de fluido.

5.4. Aproximacion de difusion

La intensidad de radiacion I, (7, 2, t) satisface, en el equilibrio termodindmico, las siguientes simetrias

0; =0  Estacionario
V =0 Homogéneo
dI

0= 0 Isétropo
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5.4 Aproximacién de difusién 5 ATMOSFERAS ESTELARES (TRANSPORTE DE RADIACION)

Pedir siempre que valga el equilibrio termodinamico es un poco mucho. Entonces vamos a relajar nuestras hipotesis y ver
qué podemos hacer.

Sin embargo, debido a que los fotones se mueven muy rapido con respecto a las demads cosas, entonces podemos suponer
que la condicién de estacionariedad es una buena aproximacién en la mayoria de los casos. Entonces vamos a considerar la
ecuacién de transporte en el caso estacionario

M—FU'VIUZPK/V(SV_IV)

con lo cual
u- VI,

Phy

Estoy un poco perdido... Anoté lo siguiente: en equilibrio termodinamico vale que

II/:SI/

L/ = Bl/ = Su
En equilibrio termodinamico local
B, (T (r))
donde B, (T') es la ley de Planck. Entonces la ecuacién de transporte queda
u-VB
I,~B, — ——~
PRy
Haciendo la cuenta tenemos que
0B,
VB = vT
oT
No sé bien qué cuenta hizo pero anoté lo siguiente
u-VB c
~ V-Vl
prvB  pky
lo cual implica que I, =~ B, — % ~ B, con lo cual el segundo término serd sélo una correccién. Vemos que

Iyx<1—“'V)BV
PEy

lo cual nos sugiere un procedimiento iterativo para resolverlo del siguiente modo

IO =B,
(1% VY0
v Dk v
y asi en general
I = (1— “'V) B,
PRy

Esto puede tener problemas de convergencia, pero bueno... Algo es algo.

Por otro lado, dado I, =~ B, — % podemos calcular los momentos de la distribuciéon. El momento de orden cero es

1
J, = —QI,dQ
4w§£

= 1(31§Bl,d(2— 1 }Z§U~VBl,dQ>
47 PKy

La primera de las integrales aparentemente da B, 4w pues la temperatura es isétropa (o algo as{ entiendo). Por otro lado la
segunda integral magicamente se cancela (da cero) si uno hace toda la cuenta. Entonces el resultado es

J, =B,

El momento de segundo orden (tensor de presiones, presién de radiacion) es
i 1
=3 dQ w1,
Ahora no me avivo sobre si es obvio o no el hecho de que es isétropo, es decir que
iJ
P = pudij

®ALF 23 Si ves un error, avisale a Alf ® 201812062057 CCO


https://losresueltosdealf.wordpress.com/
https://losresueltosdealf.wordpress.com/contacto/
https://en.wikipedia.org/wiki/Public_domain

5.5 Aproximacién de atmdsfera gris 5 ATMOSFERAS ESTELARES (TRANSPORTE DE RADIACION)

y para hacer la cuenta simplemente se hace

(2

47
= —°B,
3c

El momento de primer orden es

q, = }ygulyd(l
c

B 4me dB,
3pk, dT

Este g, es analogo al flujo de calor de termodinamica: g «x —VT.

5.5. Aproximacion de atmdésfera gris

La atmosfera es como un polvo que lo tnico que hace es difundir la radiacién, pero no tiene lineas espectrales propias

Espectro posta

L
1

Como se puede la aproximacién de atmosfera gris nos va a dar el comportamiento grueso, sin detalle en los picos
espectrales. Para ello lo que hace la aproximacién es despreciar la dependencia de los distintos coeficientes con la frecuencia

e, Emisividad
k, Absorcién
Ov

k, Opacidad
La ecuacién de transporte nos queda entonces
Il +u-VI=pr(S—1I)

Esta aproximacién sera razonable si el inico mecanismo de scattering fuera el de scattering de Thomson. Esto ocurre para

A>
mecC

Para obtener la ecuacién en la que nada depende de v lo que hacemos es integrar la ecuacién de transporte en v

oo
/ (eq. de transporte) dv
0

con lo cual obtenemos

Ol +u-VI,=p €+/0'VJl,dI/—//€VIle/
0 0
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5.6 Formacién de lineas espectrales 5 ATMOSFERAS ESTELARES (TRANSPORTE DE RADIACION)

I:/IVdV
e:/eydu

donde . Definiendo la opacidad media segin

/ﬂ,,]l,dl/:h:/fudy
0 0

Para poder calcular « lo que vamos a hacer es I, ~ B, siendo B la distribucién de Planck. Entonces vamos a tener que

~ [ kB, dv

"B dv

= KPlanck

La ecuacién de transporte nos termina quedando asi
atI +u-VI= P (6 + JPlanckJ - HPlanckI)

Existe otra forma de definir la opacidad media que es la de Rosseland, que es

[e.°]

1 1
7/VB,, dv= | —VB,dv
KRosseland 2 0 Ry

con lo cual

f VB, dv
KRosseland = W
No tengo idea por qué pero mandé de una lo siguiente
o0
g _dme [dv g = g=-2__ ¢ psyr
3p 0 Ry 4P KRossland

donde o es la constante de Stephan-Boltzmann tal que

JT4:/d1/ /dQ B, (T)
0

5.6. Formacién de lineas espectrales

Hoy vamos a suponer lo opuesto a la vez pasada: vamos a considerar que las cosas tienen una fuerte dependencia con la
frecuencia. Consideremos una atmosfera plano-paralela con el siguiente esquema

=0 N /

0
BN Atmésfera

y
tau

donde 7 es la profundidad 6ptica que en realidad es

oo

T, (2) = / p:V dz

z

La intensidad de radiacién, como lo vimos hace algunas clases, es

o0

dt t—Ty
L (1) = / S (e T

Tv
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5.6 Formacién de lineas espectrales 5 ATMOSFERAS ESTELARES (TRANSPORTE DE RADIACION)

donde p = cosf. Para una determinada posicién de la atmdsfera, S, (1) representa la fuente de fotones mientras que la
exponencial negativa representa la atenuacién que esta luz sufre en el camino hasta la tierra. La atmosfera esta estratificada
con lo cual la temperatura sera

T=T(2)

La funcién S, en una determinada posicién satisface
S, (2) ~ B, (T (2))

producto del equilibrio termodindmico local. Puntualmente lo que vamos a proponer es que

S(ta~7)=B,(r)+ (t—7) {diuJT

t—7y
donde ¢ es 7, o algo asf. Introduciendo esta S en I, (1,,, 1) = [ %S,, (t)e” "#  se termina encontrando que

dB,
dr,

I, (ty,p) = By (1) + 1

Caso de intensidad en posicion perpendicular y vista desde el infinito Ahora vamos a considerar el caso particular p = 1,
que es equivalente a § = 0, y ademds vamos a asumir que estamos observando a la estrella desde la tierra lo cual implica que
z =00 o bien 7, = 0. En este caso tenemos que

dB,
I, = B,(r=0)+ [J
dr 7=0

~ B,(r=1)

Esto quiere decir que los fotones que vemos en la tierra son los que provienen del sol con una profundidad 6ptica 7, =~ 1,
que en metros coincide con el camino libre medio. Consideremos ahora que el coeficiente de opacidad k, tiene la siguiente
expresion:

Ke

VL

Usando P
def v
T, = —Az
podemos encontrar la posicién en la que son emitidos los fotones, Az. Para las frecuencias del continuo, i.e. las frecuencias
con K, = K¢, tenemos que

K c
T=1=pVAZC = AZCzi
c PRC
mientras que para los otros tenemos que
K c
Tzlzp—LAzL = Azp = —
c PRI
y entonces
Az <€ Az
con lo cual lo que esto nos dice es lo siguiente
z
|
z=L
Az,
Az
z=0
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6 MEDIO INTERESTELAR

En cada una de las dos regiones visibles de la atmésfera vamos a tener un B, (T (z)) distinto. Si asumimos que T (z¢) >
T (z1,) entonces obtenemos lo siguiente:

Espectro observado

VL

mientras que para T (z¢) < T (z1) (no es tan comin pero puede ocurrir) lo que vamos a tener es lo opuesto:

Espectro observado

6. Medio interestelar

El medio interestelar es el medio que se encuentra entre estrellas en una galaxia. Un porcentaje no despreciable de la
materia de galaxias (se cree que un 10 %) estd disperso en el medio interestelar. Cuando observamos una estrella o cualquier
otro objeto lejano, la luz que nos llega atraviesa primero el medio interestelar.

6.1. Regiones H Il

En astronomia se habla de H I y H II para hacer referencia a

HI  — Hidrégeno neutro
HII — Hidrégeno ionizado

En general lo que tenemos en las estrellas es algo asi:
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6.1 Regiones H I1 6 MEDIO INTERESTELAR

Region con H I

DR ij
—— L

Es decir que la estrella estd rodeada por una regién con H II (lo cual tiene sentido ya que la radiacién de la estrella lo
ioniza), luego hay una regién de transicién entre H I y H II bien marcada y a continuacién hay H I. Obsérvese que la regién
con H II es mucho mas grande que la corona solar. Las estrellas tipo O y B son las que més fotones ionizantes producen.

6.1.1. Modelo basico de orden 0

Consideremos la siguiente situacién: una regién H I toda homogénea en la cual, mégicamente, en ¢ = 0 prendemos una
estrella:

e

En t=0 "prendemos la estrella"

Luego de que prendemos la estrella ésta comienza a emitir radiacién y comienza a ionizar hidrégeno, generando la regién
H II. Vamos a tener la siguiente configuracién
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6.1 Regiones H I1 6 MEDIO INTERESTELAR

Region con H I

Supongamos que la estrella es un cuerpo negro a temperatura 7' (para las estrellas tipo O-B las temperaturas van entre
30 kK y 40 kK). Entonces vamos a tener

nu

lonizante

nu
nu O

v lo que queremos encontrar es el nimero de fotones ionizantes por unidad de tiempo que la estrella produce. Esto es
B
N = 472 R? / Y dv
hv
Yo

donde R, es el radio de la estrella, hv la energia de un tnico fotén, 47 la integral del angulo sélido y el 7 restante viene de
calcular [@-ndQ = f02 " dyp foﬂ df sinfcosf = 7 con 4 la velocidad de los fotones. Para hacer llegar a esta expresion hemos
usado que

oo
energia
B,dv ~ —MF—
area X tiempo
Yo

Es de esperar que AR sea aproximadamente el camino libre medio de los fotones ionizantes, es decir
AR~ )\

En general el camino libre medio para cualquier particula en un determinado medio es

1
A~ —
no
siendo n la densidad de blancos en el medio y ¢ la seccion eficaz del proceso. En el caso del proceso de ionizacion de hidrégeno
neutro se tiene que
OHoe—+HT R 10717 cm?
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6.1 Regiones H I1 6 MEDIO INTERESTELAR

y parece que la densidad de hidrogeno no ionizado en el medio interestelar es

Nng1i1~ 10% cm ™

por lo tanto
AR ~ 10™ cm

A partir de observaciones astrondmicas se sabe que
R e (101671020) cm

Entonces vemos que

AR R

Para encontrar el equilibrio para R lo que vamos a hacer es igualar el niimero de fotones ionizantes que produce la estrella
con el nimero de dtomos que hay que mantener ionizados, es decir el nimero de atomos que se encuentran dentro de la
cascara AR. Esto es

th =ny 147TR2 dR

donde hemos considerado que AR ~ dR. Integrando a ambos lados obtenemos

t R
/th = 47rnH1/R2dR
0

R,
R
~ 4mnyg 1 / R?dR
0
y entonces obtenemos
. 1/3
3 N
R(t)=(——t1
®) (47r ny )

6.1.2. Modelo con recombinacion

Dentro de la regiéon H II ocurre el proceso inverso a la ionizacién: la recombinacion
p+e — HII

En lo anterior no lo tuvimos en cuenta para nada, pero debemos. Los fotones ionizantes emitidos por la estrella deben ionizar
a los dtomos de la regién H I que consideramos antes pero también a los dtomos de la regién H II que se hayan recombinado.
Ahora vamos a que hay recombinacién y vamos a ver qué cambia.

Vamos a usar el factor de recombinacién

Qo = 3 x 10713 em3s7!

tal que
# de recombinaciones

NeNpQleff = -
volumen X tiempo

siendo n. y n, las densidades de electrones y protones respectivamente.
En la situacién de equilibrio lo que vamos a tener es que

. 4
N dt = ngdn R dR + nenpaeﬁgzﬁ' dt

Ademés tenemos que
NH = Ne = Ny

por el hecho de que cada hidrégeno genera un protén y un electrén. Para integrar la ecuacién diferencial vamos a cambiar
de variable al volumen

dV = 47 R?>dR

de modo tal que la ecuacién se convierte en
N =ngV + n%aegV
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6.1 Regiones H I1 6 MEDIO INTERESTELAR

Al tratarse de una ecuacion diferencial lineal inomogénea hacemos todos los truquitos que aprendimos en Mate 3.

|4 (t) = Vhomogénea (t) + Vparticular (t>

La homogénea es la de siempre
—nHoemt
Vhomogénea (t) = Aem MOt

En cuanto a la particular sale “a 0jo” o con algtin truco que no recuerdo. Proponemos
Vparticular = Una constante

y terminamos encontrando que
N

V(t) = Ae~mmeent 4 o

Para encontrar el valor de A vamos a imponer la condicién inicial de que en ¢t = 0 vale que el radio es nulo o bien

VE=0)=0
Encontramos entonces que ]
N
V() = —— (1 — e~mmoet)
N Qleff

Por ultimo, volviendo a R = %V, tenemos que

. 1/3
3 N
R(t)=|-——5— (1 — e mmcest
®) 47 N efr (1-e )]

El valor de R (c0) se conoce como el radio de Stromgren

pe_ (3N 7
5= 4N et

R(t)

Stromgrem

tiempo

6.1.3. Frente de choque y ionizacién

Consideremos una onda de choque: es decir una discontinuidad en las variables que describen al fluido. Podemos dibujar
lo siguiente

rho 2,u2,p2 T2

rho 1,ul, p 1 T1
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6.1 Regiones H I1 6 MEDIO INTERESTELAR

Si integramos las ecuaciones de fluidos en el volumen gaussiano vamos a obtener las relaciones de Rankine-Hugoniot.
En el caso de la estrella lo que vamos a tener es lo siguiente

Discontinuidad

HI
H Il

o

N (¥ Nq:—'?\

=

~
r

donde hemos dibujado las cosas como vistas desde el referencial de la discontinuidad (por eso el fluido se mueve con

u; = —R# y lo mismo para us). Si integramos la ecuacién de continuidad de masa del fluido en el volumen de Gauss
obtenemos
/@pdgr = #pu- ds
v s
o [ pdr = ~[(~p1u) S+ (pau)
i

con lo cual lo que nos queda es que
prur = p2u2

Esto nos dice que tanto p como u pueden ser discontinuas, pero deben satisfacer esta condiciéon. Vamos a definir

def
I = prug = paus

Existen otras dos condiciones de Rankine-Hugoniot que vamos a ver la préxima clase. Ya lleg6 la préxima clase. Vamos a
integrar las ecuaciones de movimiento del fluido en el mismo recinto que antes (volumen de Gauss). Entonces vamos a tener
(galerazo) que las tres condiciones de Rankine-Hugoniot son

pP1Ul = pP2u2
p1+ prul = pa + pau3
ui 5pr_ w3 Spe

>3, T2 T3, @

donde ~
Q d:ef h (V — V())
mp
con -
o fVO vB, dv
f:‘: B, dv
y g tal que
hvg = 13,6 eV

la energia del nivel fundamental del hidrégeno. Son practicamente las mismas ecuaciones que se ven en un curso tipico de
fluidos con excepcién de la cantidad @ que nos interesa a nosotros.
Recordemos ahora el flujo de radiacion

N
47 R?
R2
= J,—
R2
Debido a que en la interfaz de la onda de choque esta ocurriendo una ionizacién, podemos decir que el flujo de masa hacia

adentro de la onda es igual al flujo de fotones hacia afuera de la onda de choque. Esto es porque la ionizaciéon se da uno a
uno: un fotén ioniza un dtomo con eficiencia 1
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6.1 Regiones H I1 6 MEDIO INTERESTELAR

Discontinuidad

H I
HI
Fotones Atomos no ionizados

Entonces, como cada fotén ioniza a un dtomo, vamos a tener
J = —
mpy

Ahora, si conocemos las condiciones a un lado de la interfaz, digamos p1,p1,u; podemos encontrar las del otro lado
usando Rankine-Hugoniot. Es decir
R-H
P1,P1, U1 — P2, P2, U2

Para despejar esto vamos a definir

ef P2
V==
P1
Usando Rankine-Hugoniot 1 encontramos que
p2 = 1p1
Uy
Uy = —
(G
Reemplazando en Rankine-Hugoniot 2 tenemos
9 1
p2=p1+puy(1- v

Por dltimo, reemplazando todo en Rankine-Hugoniot 3 lo que nos queda es que v estard determinado por
(2Q + u? + 302) P — (5u% + 302) Y+ 4ut =0
donde c es la velocidad del sonido tal que
> _
p
5p
3p

Choque sin ionizacién Consideremos primero que nada un caso sencillo en el que no hay ionizacién, es decir que
Q=0
Vamos a suponer un “choque fuerte”, lo cual quiere decir que la onda de choque se propaga de manera supersoénica, es decir
US> c
La ecuaciéon para v queda
=4

La solucién ¥ = 1 es la solucién trivial ya que quiere decir que no hay interfase pues p2 = ¥p; y asi con todas las variables.
La solucién ¥ = 4 es un “choque tradicional” (sin ionizacién) como los que se ven en Estructura 1.

1
p2 = p+ pu? (1—>
(0

W2 —Bp+4=0 = {wl

Como habfamos considerado un choque fuerte (con u >> ¢) entonces a partir de vamos a encontrar

o_bp
3p
que
P2 > p1
y también que
5
Uy < €y = *]2
3 p2
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6.1 Regiones H I1

6 MEDIO INTERESTELAR

Choque con ionizacion Vamos a considerar ahora el caso general con Q # 0. En este caso deberemos ser cuidadosos con
los valores de los pardmetros ya que ¢ se obtiene de la “ecuacién para ¢” (ver mds arriba) que es una cuadratica que podria
tener soluciones complejas. En particular nosotros precisamos que v, por definicién, sea ¢ € R > 0. Si queremos que ¢ € R

entonces vamos a precisar que

(5u% +3¢)* > (2Q + u? + 3¢%) 16u>

o bien en forma maés prolija

Ahora podemos distinguir dos casos

1. Supersénico (o tenue) (tenue porque, como veremos, la densidad n debe ser menor a un determinado valor). En este

caso tenemos que

u>c

NG

Entonces la desigualdad de antes | 2 —u? | > —5

valor umbral

2v2Q
3

u >

8Q

—+c2=Ur

9

u nos queda que la velocidad del fluido tiene que ser mayor que un

El caso mas impactante posible para esta situacién serd una estrella con una luminosidad muy alta y una atmésfera

con hidrégeno H I muy frio tal que

¢ chica para H I muy frio

{Q grande para estrella muy luminosa

En este caso vamos a tener que \/% +c? =~ ng y entonces

Usemos ahora el flujo de fotones

Juntando esto con la desigualdad previa encontramos que

mp
pu

mpg

nu

J>Jr =

4v2Q

2
Debido a que J = J, (R* ) entonces lo que encontramos finalmente es que la densidad del medio tiene una cota maxima

R
para que todo esto pueda ocurrir

J.R? 3

< — =
"SR g

2. Caso subsénico (o denso). Es lo mismo que el caso supersénico s6lo que con todas las desigualdades al revés. Para

imponer sbusonia vamos a pedir

con lo cual (bla bla bla)

R

u<c

J, (R*)2
n>———| — =np

3 2 2
8/ Q¢

La relacién entre las dos densidades encontradas es

donde esto es < 1 pues hemos asumido {

SALF
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. Entonces lo que tenemos es que
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6.1 Regiones H I1 6 MEDIO INTERESTELAR

Régimen tenue No h?,y Régimen denso
N | solucién
A \ L /L s s /| —>
| V7 7 Ve

o 0\

n
T >
A tiempos cortos, cuando la estrella recién empezd, probablemente estemos en la condicién tenue pues R serd pequeno.
Entonces inicialmente tendremos

R(t)

A medida que pasa el tiempo lo que ocurrird es que R (t) comenzara a aumentar hasta llegar a un valor en el que la

. . ( J,R:2 3
densidad n ya no satisfard n < R 1720 nr. Entonces cuando

n=nr = U= Uur = Yv——-=16
y entonces

~ inRn
De aqui podemos despejar )
Ndt = 4rR*ndR

lo cual nos dice que cuando n = ny tenemos que R = R itico ¥ €ntonces los fotones ya no alcanzan para ionizar todo lo que
hay que ionizar. Ahora vamos a tener tres regiones

©
—
S
—
©
—
0]
o
S
@ R
P
H )
. R
Ne=N )
Ny
R
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6.2 Supernovas 6 MEDIO INTERESTELAR

6.2. Supernovas

Una supernova es una explosién de una estrella muy violenta que libera aproximadamente 10%° erg de energia en pocos
minutos.
6.2.1. Estudio con andlisis dimensional

Analicemos la explosién de una supernova utilizando el teorema pi, es decir el analisis dimensional. Consideremos que la
estrella explotd y ahora toda su masa se encuentra en una cdscara de radio R (t) que se expande

Po

Este estudio lo realizaron Sedov (1949) y Taylor (1950). Estamos interesados en encontrar cémo es la expansién R (t).

Vamos a suponer que
R=R (t7 E*v M*7 PO)

donde F, y M, son la energia que liberé la estrella en la explosion y su masa. Las unidades de cada variable son
‘ E, M, po t R
Masa | 1 1 1

Tiempo | —2 1
Distancia | 2 -3 1

Ahora podemos formar dos niimeros pi tales que
m=F(m)
Vamos a considerar dos regimenes

1. Tiempos cortos, régimen ultra violento. En este caso la densidad py la despreciamos. Si explota una bomba atémica,
la densidad del aire a tiempos cortos no nos interesa, es lo mismo el vacio que el aire. En este caso vamos a tener que
la tnica posibilidad de que den las unidades para R usando F,, M, y t es que

E,
M,

R~ t

2. Tiempos largos. Llegara un momento en el que si nos va a importar la influencia del medio interestelar. En particular
nos va a importar después de un tqtico que serd aquel en el que la masa barrida por la supernova sera igual a la masa

de la estrella. Esto es
4 FE ’
M* = §7T < ]\jltcritico> Po

de donde podemos despejar teritico = - - - - Ahora vamos a proponer que R = R (t, E,, po) con lo cual la inica opcién es

que
- ()
Po

Entonces la evolucién del R en funcién del tiempo vamos a tener que
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6.2 Supernovas

6 MEDIO INTERESTELAR

R(t)

\ Parte no lineal

®~— Pparte lineal

6.2.2. Estudio con ecuaciones de fluidos

Vamos a utilizar las ecuaciones de fluidos de Euler (o sea, las de Navier-Stokes cuando la viscosidad es nula). Vamos a
asumir que hay simetria esférica. Entonces

1 2
Op + T—Qar (r’pu) =0
1
Ohu + ud,u = f; D

Vamos a anadir, ademads, una ecuaciéon que tiene en cuenta que la expansién es adiabatica. Esto es porque “se expande tan
rapido que es adiabatica”. Esta ecuacién es

p
(8,5 +U8T) pi'y = 0

con « un parametro que nos dice si la evolucién es adiabatica, isotérmica, etc.
Consideremos ahora las siguientes condiciones

& ‘M‘Mx
( O(a rm‘}ﬂ
N /' ‘

/7

Re)
~
~

es decir que la estrella exploté, hay una onda de choque en la que se tienen que cumplir las condiciones de Rankine-
Hugoniot, y afuera esta el medio interestelar en reposo. Obsérvese que pusimos que u., = —R. Esto es porque nos paramos

en el frame de la onda de choque. Estamos interesados en encontrar a u, p y p del lado de adentro. Vamos a definir a la
coordenada

5 = %9

ca T N b7 ot o¢
R(t) 19
r—ﬁaig

y entonces proponemos una solucién autosimilar
p(r,t) = pop (§)
T
u (7’, t) = Uo Zu (5)
2 2 (T\? 2
¢ (r,t) = ¢ (%) (&)

donde las cantidades con tilde como g son las que tienen las dimensiones, mientras que las que dependen de £ son adimen-
sionales. Parece que al reemplazar esta solucién autosimilar el problema se convierte de un PDE a un ODE (o sea, de “partial

SALF
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7 INTERIORES ESTELARES

differential equations” nos movemos a “ordinary diferential equations”). Lo que nos queda es

—4&p" + 9pu+ 3¢ (pu) =0
20u + 86w’ — 6u? — 6¢uu’ = 10¢% 4 5¢ (¢?)’

2 02 /
+ (Bu—4)¢ <p7_1> =0

(6u — 10) R
(WARNING: quizé en el sistema anterior haya algo inconsistente con la notacién que usamos para la solucién autosimilar.)
La solucién de esto sigue sin ser algo trivial, pero bueno. Al menos es un ODE. Parece que el crack de Landau (o Lifshitz)
lo resolvié analiticamente, estd en el volumen de hidrodindmica. Y sino el actual capo de entre los capos: Wolfram Alpha.
Asumamos ahora que ya obtuvimos la solucién

p (&)
u (&)
(&)
Al aplicar Rankine-Hugoniot vamos a encontrar que pg, iy y ¢ son tales que

p = 4pocp (§)
3r

U= Efu ()
1 72

2 _ 2
¢ = %?20 &)

7. Interiores estelares

Qué tienen las estrellas adentro? Cémo hacen para estar en equilibrio (duran millones de afios)? Vamos a encontrar
algunas relaciones que se deben cumplir entre la masa, el radio, la luminosidad, etc.

La existencia de una estrella se basa en el equilibrio entre la gravedad y la presién del gas. Para poder tener las presiones
necesarias para compensar la gravedad, es necesario que el gas esté a muy alta temperatura. Esta temperatura se genera en
reacciones nucleares.

La mayor parte de la materia bariénica de una estrella estd en forma de hidrégeno, con lo cual nos vamos a concentrar
en las reacciones nucleares del hidrégeno. La reaccién mdas importante (o la tinica?) parece que es

4H — He + Energia
A nosotros nos importa la energia, no el helio. Esta reaccién se puede dar principalmente de dos formas
1. Ciclo protén-protén (link).
2. Ciclo CNO (link).

La eficiencia del ciclo protén-protén es tal que a lo largo de toda la vida de una estrella ocurre que

~ 2
Eque se puede obtener en el ciclo protén-protén ~ O,OO7M*C

siendo M, la masa de la estrella en cuestién. Si la estrella tiene una luminosidad de L, entonces su tiempo de vida se puede
estimar segin
0,007]\4*02 < Litde vida de 1a estrella

Mg =2,1x10"g
Para el sol tenemos que 33 , con lo cual
Lo =3,8x 10" ergs™

11 |~
t de vida del sol S 3 X 107" anos

Considerando que tqel unjverso ~ 1,37 x 1010 afios entonces nuestra cota “estd bien”.

Tiempo dinamico El tiempo dindmico es el tiempo que tarda una estrella (o cualquier sistema) en recuperar el equilibrio
luego de una perturbacién. Consideremos la ecuaciéon de Navier-Stokes pero despreciando todo (e.g. gravedad) menos la
presion y la politrépica (o como se llame). Esto es

poru = —Vp
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7 INTERIORES ESTELARES

De aqui podemos despejar que

u 62

2o
t R

donde t es el tiempo dindmico. Considerando que u ~ ¢, es decir que los fluidos se mueven aproximadamente a la velocidad

del sonido, entonces obtenemos

R
t~—
C

Si pensamos en el sol entonces R = R y ademds como estd compuesto de protones (o algo asi) ¢ =

temperatura T, > 6 x 103 K obtenemos
dindmico del sol K 6 X 104 s ~ ldia

Lo que vemos es que
tde vida del sol S>3>3>35>35 353535 3535 3535 3535 35 35 Tdinamico del sol = lten que se alcanza el equilibrio

lo cual nos permite considerar que las estrellas siempre estan en equilibrio hidrostatico. Esta serda una de nuestras hipotesis
(al menos en la clase de hoy). Vamos a asumir, como siempre, que hay simetria esférica. La ecuacién de Navier-Stokes es,

entonces,
-1 dp GM(r)
Ar 2

p(r)dr T
Esta ecuacién nos da un balance de fuerzas, es decir que equipara a la gravedad contra la presion.

Por otro lado precisamos una ecuaciéon de balance de energia. Para ello vamos a asumir que conocemos a la energia que
se libera en el nicleo de la estrella producto de las reacciones nucleares:

energia liberada en el nicleo
€= :
masa X tiempo

Si consideramos que q es el flujo radial de energia:

Esfera de radio r

entonces

Vg = ——(r’q)
= pe

Ahora integremos esta ecuacién en el interior de una esfera imaginaria de radio r. El flujo de energia por esta esfera serd

entonces
r

Flujo de energia = 47r/r2pe dr
0
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7.1 Enanas blancas 7 INTERIORES ESTELARES

Ahora podemos relacionarlo con la luminosidad de la estrella
L = 41r%q (R,)

tal que
R,
L =A4n / 2 pe dr
0

Si bien para la luminosidad debemos considerar el radio Ry, vamos a considerar una extensién de la luminosidad como

T

L(r)= 471'/7’2pe dr = 41r?q (1)
0

Recordemos ahora del capitulo de transporte de radiacién la expresién de g (r) debida a fotones en la aproximacién de
difusién y de atmosfera gris. En este caso vamos a tener que

1
I, =B,——u-VB,
PR
y en consecuencia

_ 160 T3d—T
3pckr  dr

q(r)=

donde kg es la opacidad de Rosseland (lo vimos antes, usar ctrl+f para encontrarlo entre los apuntes).
Por dltimo vamos a asumir que el gas es ideal. Esto nos proveera de la ecuaciéon faltante para poder resolver todo. Tenemos

la ecuacion de estado
pkT
p = —

mp
Uno podria argumentar de que esto vale para los bordes de la estrella donde el gas estd muy diluido. Sin embargo, en el
nicleo hay densidades pngcieo ~ 150g cm ™ que no es un a densidad baja. Sin embargo parece que funciona.

7.1. Enanas blancas

i Qué ocurre cuando se acaba el hidrégeno del nicleo? Vamos a ver como evolucionan las estrellas en el diagrama HR.
La mayoria de las estrellas nacen, pasan casi toda su vida en la secuencia principal, y luego hacen alguna trayectoria en el
diagrama HR que las lleva a algtn lugar. Algunas se desintegran completamente, otras se convierten en enanas blancas, etc.
Otras colapsan y producen un agujero negro.

En el caso de las enanas blancas existe una presiéon cuantica que las mantiene sin poder colapsar, que contrarresta la
gravedad. Esta es la presion de degeneracion del gas de fermiones que se menciona en algunas cursadas de Teérica 3.

7.1.1. Gas de fermiones

Vamos a hacer un breve repaso del gas de fermiones de Tedrica 3. En mecénica estadistica la distribucion f (v, p,t) es tal
que
d3r d3p

13
es el nimero de particulas con posicién en r y 7+ dr y lo mismo para p. Para fermiones tenemos que usar la f de Fermi-Dirac

que es
g(E)
exp (F75) + 1

n=f(r,pt)

frp (E) =

donde Ef es la energia de Fermi y g (E) es la degeneracién que vale

1
g (E) = 2 para espin 3
El limite clasico es aquel en el que
—Pr o
kT
' E
foo — )
limite clésico 67%

que es la distribucién de Maxwell-Boltzmann v .
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7.1 Enanas blancas 7 INTERIORES ESTELARES

El ntimero de particulas total es la integral sobre todo el espacio y todos los momentos, es decir
d3r d3p
N= / e

y resulta que se puede expresar en términos de una cantidad importante en la mecénica estadistica que es la funcién de
particién Z tal que

N = ZeTF
donde

2 2
Z = 73 drd’p e~ TMRT

La funcién de particion Z se puede expresar segiin

donde V es el volumen del sistema y

h
V2mmkT

es la longitud de onda térmica de De Broglie.
Para un fotén sabemos que

hv
FE =
pe
por lo tanto
h
A=—
p
En el caso de una particula en un gas con una velocidad térmica
kT
Vtérmica = -
m
vamos a tener un impulso (no relativista)
kT
Ptérmico = ™TMA/ —
m

Ahora reemplazamos el p del fotén por esta expresién y entonces la longitud de onda es la de De Broglie (?).

Debido a que A o< m~"* entonces es méas facil que los electrones se vean como objetos cudnticos antes que los protones o
los neutrones.

Queremos encontrar una ecuacién de estado para los fermiones dentro de la estrella enana blanca. La densidad de
particulas es

s SI=
= 3

g

de donde podemos despejar la energia de Fermi que es
Er =kTIn (neA3)
De acd también podemos tomar el limite clasico como lo vimos antes: dividimos todo por —k7T' y nos queda

—Er
kT

1
=1In >1 <= nAP <1 = A<
neA3

lo cual implica que el limite clasico es aquel en el que el gas estd muy diluido o bien en el que la longitud de onda de De
Broglie es mucho menor que la separacion entre los electrones. El opuesto es el limite cuantico

A > nI?

. —1/3 <z . ) s .
En el medio A ~ ne¢ /* vamos a tener la separacion de los dos regimenes cudntico y clasico. Usando que A = ﬁ podemos
Tm

hacer
h 1
s
vV 2mmkT ¢

que en un diagrama de densidad y temperatura nos da algo asi:
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7.1 Enanas blancas 7 INTERIORES ESTELARES

cuéntico

clasico

T

Entonces segin las condiciones de densidad y temperatura vamos a estar en un régimen o en el otro. Hasta ahora todo
lo que hicimos en el curso asumian régimen clasico, sin embargo hoy vamos a usar el régimen cuantico.

Para un gas de fermiones no relativista

p2

2me

FE =

por lo tanto
d®p = dnp? dp = A/ 2m§\/EdE
y entonces

Ne = —¢

47 ™ ¥ dEf
e (Qme)//

La energfa media (termodindmica) serd

3,. 13
/Ef drd

A . [ dE EY?
= *r@me)y /W
+1

y la presién (ecuacién de estado super general)
pV =kTInZ
(lo anterior lo vimos en Tedrica 3). Ahora usamos eso de que la funcién de particién era el producto de las funciones de

particién monoparticulares, o algo asi (repasar de Teérica 3, si mal no recuerdo es lo que en este link llamé “factorizacién
NIIP”). Entonces

con

Entonces

=
PO
=P
\\.'//
Il
NE
=

=1
d3rd3
- [ S te®
y la ecuacién de estado es
ArV Bp-5
PV = KT (2 m)3/2/ dE \/Eln(1+e b )

0

Listo (ja). Consideremos algunos casos limites en los cuales es ficil hacer la cuenta:

= En el limite clasico tenemos que e o a > 1y entonces p =nkT y U = 2nk‘T como ya sabiamos de termodinamica
clasica.
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7.1 Enanas blancas 7 INTERIORES ESTELARES

= Ahora tomamos el limite fermiénico con T'— 0. Para ello usamos la expresion de la distribucién de Fermi-Dirac para
T — 0 que es una “funcién cuadrada” (ver en este link). En este caso la integral se vuelve facil y se tiene que

8

_ 3/2 132
e = 373 (2me) """ EY
8 3/2 52 3
U = % (Qm@) EF = ipe

Ahora podemos combinar las dos ecuaciones para eliminar a la energia de Fermi y encontramos que

3\ » y
= - 3= tante x n/?
De <7r> T n, constante X n

Obsérvese que no aparece la temperatura (lo cual tiene sentido ya que tomamos el limite T — 0). Esto nos dice que el
gas de fermiones ejerce una presién independientemente de que esté a temperatura 0.
Volvemos a las estrellas
Ahora volvemos a las estrellas. Recordemos que habiamos encontrado en algiin momento que

dp  GM(r)

2

dr r

Antes habiamos considerado que la presion era la de un gas ideal, pero ahora vamos a reemplazar la expresién que encontramos
para el gas de fermiones. Usamos que

P =MpNp +MeNe + ...
Si imponemos neutralidad de carga tenemos que
Ne = Ny
y entonces
p = (mp +me) ne = mpne
Entonces tenemos las siguientes ecuaciones (?)

T

M(r)= 47r/7"2p (r) dr

0

dp _ pGM (r)
dr r2
p=cp”

Si integramos todo esto obtenemos las ecuaciones de Lane-Emden con n = 3/2 tal que

& _1/s
~ o P3 R~ —M~'?
B pGM (T 3
cp P G
R R PN<C) M

Si comparamos con lo que habiamos encontrado antes:

Gas clasico (sec. principal) Gas de fermiones no relativista (enanas blancas)

Radio R~M R~ M™Y3
Densidad p~ 5 p~ M?

Gas de fermiones ultrarelativista En este caso lo que habrfa que cambiar es la expresién de la energia E? = m?2c* + p?c2.
Vamos a considerar

dp = 4mpdp
4
- VB~ miAEdE
c

47

C—SEQ dE

Q
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Por otro lado, la clase pasada habiamos visto que

Ne = 3h3/dE

8 E%
T 3h3 3
y también que
2 Ep—FE
Pe = kaT/dEEln( +€ kT)
N 8m E%
T 3c3h3 4
Combinando ambos resultados tenemos que
Pe = Crelnz/3
donde ¢q = % (%)1/ ®. Utilizando esto se obtienen las nuevas leyes de escala para enanas blancas relativistas que son
M~ R3p
p GMp
R R?

Me distraje mirando fotos de enanas blancas en Google. No sé bien qué estamos haciendo ahora...

Crelnz/3 - GMP
R  R?

P =NpMp + NeMe R NeMyp

ceap”?  GMp

m;,/ *R - R?
Si ahora reemplazamos
Crel 2/3
4/3 ~M
my G

concluimos que

Crel ) 52 1

Mméximo para enanas blancas ~ ( b)
G my

Calculos més finos sobre la masa de la enana blanca conducen a la masa de Chandrasekhar (ver Teérica 3) que es

Mméximo para enanas blancas — MChandrasekhar == 1746M®

Masa de Chandrasekhar Consideremos una estrella que estd compuesta unicamente por fermiones. Vamos a asumir que
las particulas estan altamente compactadas, esto quiere decir que su longitud de onda de De Broglie A es tal que

NA3 ~ R?
Por otro lado tenemos la relacién cuantica prermion ~ % por lo tanto

hN'/3
R,

PF =r

En el limite ultrarelativista la energia de Fermi es

heN'Y3

Er ~prc~
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por lo tanto la energia total sera
heN*'?
*
Lo anterior es la energia cinética. Y como el objeto es autogravitante entonces tiene que tener una energia gravitatoria del
mismo orden. Esto quiere decir que

NEp ~

B _G(Nm)*
Gravitatoria R*
donde hemos usado m, por el hecho de que m,, > m.. Entonces
4/3 2
heN G (Nmyp)
R, R,
que en forma gréfica es
Egrathatorla
Ecinét]ca
' N

NChandrasekhar

El equilibrio estard cuando ambas son iguales de donde podemos despejar un Ncpandrasekhar (nmero de electrones de

Chandrasekhar) que es
hc

2
Gmp

N3 ~

Para convertir esto a masa simplemente lo multiplicamos por la masa del protén y entonces

1 (he\”?
Mchandrasekhar = mpNChandrasekhar ~ mig (G) ~ Mo
7.2. Luminosidad de Eddington

Veamos por qué existe una luminosidad méxima en el diagrama HR (o sea, por qué existe una luminosidad méxima para

las estrellas).
La masa de una estrella M debe satisfacer
0,08Ms < M < 60M

Para M < 0,08M la presiéon gravitatoria no alcanza para encender el ciclo protén-protén en el niicleo. Pero por qué hay

una masa maxima?
Consideremos un protén y un electrén sometidos a la radiaciéon de una estrella. Entonces sobre el protén va a predominar
la fuerza gravitatoria mientras que para los electrones va a ser la colisién con los fotones. Esto es

1RO
En cuanto al electréon la fuerza tiene que ver con el escatering de Thomson que tiene una seccién eficaz
2
8t [ ah
or = —/—
3 \mec
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7.3 Evolucion estelar 7 INTERIORES ESTELARES

donde « es la constante de estructura fina.

La fuerza de radiacion es
Ap

At
donde Ap es el cambio en el momento y At un intervalo de tiempo. Para un fotén tenemos que

Frad ~

AE = cAp

Si multiplicamos por la seccién eficaz y no sé qué mas obtenemos

AFE L
= o
At 4rR2T
Juntando todo lo anterior tenemos que
F 1AFE LO’T
rad ™A T ArR2e

La fuerza gravitatoria para un protén es la de siempre.
Consideremos ahora un dtomo de hidrégeno. La ecuacion de Newton para este dtomo sera

LO’T _ GMmp
AT R2%c R?
LO’T 1
(m B GMmp) B

Aqui lo que vemos es que para luminosidades pequenas la gravedad gana y todo bien, cada atomo se queda “pegado” a la
estrella. En cambio si L es muy grande lo que ocurre es que el &tomo es expulsado de la estrella. La luminosidad de Eddington
es aquella en la que la fuerza radiativa es igual a la gravitatoria. Es decir, hay que poner # = 0 y despejar

= mpyf

4de M
LEddington = (;’AIWL;)O_LC = 1038 erg g7t < >
T

Mo

7.3. Evolucion estelar

Ver este link. En el pizarréon vimos lo siguiente:

— i
. >~ @@lElwso gravitatorio
Sol de la gl¥es

En la primera etapa se da un colapso gravitatorio de la nube de material.
A continuacién comienzan las reacciones nucleares que fusionan hidrégeno y lo convierten en helio. En este momento es
cuando la estrella estd en la secuencia principal y vale que
L = 4nR*oT

eficaz

Mucho maés no vimos acéa. Se pueden leer més detalles en el libro de Shu de 1982.
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7.3 Evolucion estelar 7 INTERIORES ESTELARES

7.3.1. Colapso gravitatorio: criterio de Jeans

Consideremos una porcién de gas, i.e. un fluido. Las ecuaciones de este fluido seran
Op+V-(pu)=0

1
ou+ (u-V)u=—-—-Vp—-V¢

p

% = constante

V2¢ = 4nGp

donde ¢ es el potencial gravitatorio del propio fluido. La ecuacién del potencial gravitatorio es andloga a la del potencial
electrostatico. Resolver esto es realmente complicado. Entonces lo que vamos a hacer es pararnos en un punto de equilibrio
y realizar una perturbacién. Asi estudiaremos si la perturbacién es una oscilacién (estable) o si se torna en una perturbacién
que diverge (inestable).

Consideremos que el equilibrio viene dado por

P = po

u=20

p=Do

¢ =¢o

de modo tal que la perturbacién es sumarle un § a cada una de estas cantidades

p=po+op
u=ou
p=po+dp
¢ = ¢o+0¢

Si reemplazamos esto en las ecuaciones para el problema y nos quedamos a orden lineal en § obtenemos
0t6p + poV - du =0
1
60u = ——Viop—Vigp
Po
V26¢ = 4nGop
Sp=c2p
donde ¢ = %. Las soluciones de estos sistemas lineales a coeficientes constantes son exponenciales. Entonces proponemos

que
ik-r—iwt

0n~e
y reemplazamos en el sistema con lo cual nos queda que
—iwdp + poik - du =0

—iwdu = fiikz(;p —ikdg
Po

— k20 = 47 Gdp
op=c2op
Esto es un sistema lineal
op
oo
[matriz] | = 0
o)

y para que tenga solucién no trivial vamos a pedir que det (matriz) = 0 de donde vamos a sacar la relacién de dispersién
para w y k. Esto es
det()=0 = w? = 2k* — 4mpoG.

Si reemplazamos la expresion de la velocidad del sonido obtenemos
KT\
w? = (’y> k* — 4mpoG.
My

Supongamos que pg es suficientemente pequeno o T suficientemente alta tal que el segundo término puede despreciarse y

w? =~ c2k?. Esto son ondas de sonido y la perturbacién es estable ya que w € R.
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7.3 Evolucion estelar 7 INTERIORES ESTELARES

Limite muy frio Consideremos 7" — 0. Entonces
w? & —4mpeG = w=1T"

En este caso las perturbaciones son exponenciales reales lo cual hace que diverjan y entonces es inestable. Esto originara un
colapso gravitatorio y se puede pensar como el nacimiento de una estrella a partir de una nube de gas fria.

Radio de Jeans Si graficamos la relacién de dispersiéon obtenemos algo asi:

(02

— Y
N

donde hemos definido el kqe jeans como aquel que divide el régimen estable del inestable. Usando que k = 27” podemos
definir la longitud de onda de Jeans que resulta ser

As =

Cs

oG

y si pensamos que las perturbaciones que se propagaran por el grumo de fluido serdan aproximadamente del tamano del fluido,

es decir si
R~ )y,

entonces podemos enunciar el criterio de Jeans para una nube de gas de radio R:

if R > Ay = colapsa, else = no colapsa.

Teniendo el concepto de radio de Jeans podemos definir una masa de Jeans teniendo en cuenta la densidad del grumo. Esto
es

My = —poAj

También podemos establecer el criterio de Jeans como una competencia entre la energia cinética (térmica) que se opone
al colapso y la energia potencial gravitatoria que favorece el colapso. Para ello consideramos
GM? (r)

r

3
K (r) ~ 51707“3

U(r) ~

y usando que M ~ 72 se obtiene que U ~ r°. Entonces tenemos que
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8 CAMPOS ELECTROMAGNETICOS (MHD)

U(V'\ K(ﬂ

S|

8. Campos electromagnéticos (MHD)

Vamos a ver algo de magneto-hidrodindmica (MHD) que basicamente es la descripcién de un fluido ionizado en presencia
de un campo electromagnético. Este campo puede ser producto de una fuente externa o producto del mismo fluido. Por
ejemplo si el fluido ionizado se mueve, generard un campo magnético. Si se separan las cargas, se producird un campo
eléctrico.

Ecuaciones para la materia Supongamos un plasma, i.e. un gas ionizado, compuesto por electrones y protones. Esto se da
cuando tenemos hidrégeno a méas de 8 kK, es decir una temperatura tal que la energia media de las particulas sea mayor que
los 13,6 eV que hacen falta para ionizar al hidrégeno. La densidad de cada especie es

Pe,p = Ne,pMe,p
por lo tanto la ecuacién de continuidad para cada especie sera
Ot (Mepnep) + V- (Mephe pliep) =0

y la ecuacién de Euler para los fluidos (la que es un toque més general que la de Navier-Stokes, creo) es

1
MepNe,p (Ortlep + (Uep V) Ue,p) = Ge,pNe,p (E + Eue,p X B) — Vpep+ Rep

donde R., es la fuerza que cada fluido le hace al otro, producto de las colisiones de electrones con protones, etc. Esto es
para tener en cuenta la transferencia de impulso de un gas al otro. R, es la transferencia de impulso lineal entre electrones
y protones por unidad de tiempo por unidad de volumen. La expresién de este término es

R, = —menelep (Ue —up) = —R,

donde v, es la “frecuencia de colisiones de un electrén con protones”, que se puede pensar como el nimero de colisiones por
unidad de tiempo que tendria el electrén si lo soltamos a él solito en un gas de protones, pobrecito los protones grandotes y
pesados lo van a golpear.

Vamos a tener una densidad de carga y una corriente eléctrica. Estas seran las fuentes de los campos. La densidad de
carga va a ser

Pc =€ (np — 1)
donde e = | de la carga del electrén |. En el limite no relativista sucede que

np —Ne =0

y se conoce como cuasineutralidad:
pe = 0.

En cuanto a la corriente, la densidad de corriente seré

J = e(npu, —neue)

= en(up, —u).
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8 CAMPOS ELECTROMAGNETICOS (MHD)

En la expresién de la R, reconocemos la densidad de corriente, por lo tanto lo que tenemos es que

VepMe

R., = J.

e

Ahora sumamos las ecuaciones de continuidad para los electrones y los protones. Lo que obtenemos es

‘8tp+V-(pu):O‘

donde
P =MeNe +Mpny

w— MeNeUe + MpNpUyp
MeNe + MpNyp

Si ahora consideramos la neutralidad y usamos que m, < m,, entonces lo anterior se reduce a

P~ nmy,
Me .
U~ Uy + —Ue
m
P
me
m
vamos a considerar que si, lo podemos tirar

Si bien tenemos que

Me
Up < —Ue.
myp

Entonces, en conclusién, vamos a tener que
p R nmy
uNu,
En cuanto a la ecuacién para la corriente

J = en(up, —u)

X —enu,

< 1, podria pasar que u. > u, con lo cual no siempre lo podriamos tirar. Sin embargo nosotros

Ahora sumamos las ecuaciones de Euler para protones y electrones y usamos que m,, > m.. Las ecuaciones de Euler para

cada fluido son

1
mpn (Oruy + (up - V)u,) =en (E + JUp % B) —Vp, + Ry

1
OZ—BH(E"‘FCU@XB) - Vp. — R,

donde hemos tirado por completo el término de la izquierda para electrones, usando que m. < m,. Ademas obsérvense los

signos de R, en cada ecuacién. Ahora si hacemos la suma y nos queda

1
mpn(atu—l—(u-V)u):EJxB—Vp

donde p = p, + pe.

Hasta ahora ya tenemos la ecuacién de continuidad para el fluido completo, la ecuacién que encontramos recién que
es para el fluido completo, y nos estaria faltando una ecuacién ya que al principio teniamos tres. La que vamos a usar es
la ecuacion de los electrones pero vamos reemplazar las cantidades como wu. por los parametros del fluido completo que

considera tanto protones como electrones. Lo que nos queda es

1
Oz—en(E+C(u—J) ><B>—Vpe+me:epJ.

en

De aqui podemos despejar el campo eléctrico que es

c en en e2n

Jo <u—J> « B~ YPe | MeVep 5|

Vemos que E « J por lo tanto podemos definir a la conductividad del plasma como

1 MeVep

o e2n
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8 CAMPOS ELECTROMAGNETICOS (MHD)

Nueva clase, llegué tarde ®

Estamos viendo algo de que las particulas cargadas que componen el plasma pueden hacer, producto del campo magnético,
movimientos espiralados. Estos movimientos son invisibles en la descripcién fluidistica (creo). Ahora estd lo siguiente:

1 1 1 /1
E+-uxB=—-J+—|-J = Vpe
c o en
y el término ese que se cancela se lo puede tirar sélo cuando los movimientos espiralados de los electrones son mucho mas

pequenos que no sé qué. Estaba explicando eso con el siguiente dibujito

y estaba anotado que

Tp
— 1
7 <

Ecuaciones para los campos Tenemos las ecuaciones de Maxwell
V- -E =4rp.~0
V-B=0

donde la corriente de desplazamiento se puede tirar por el siguiente motivo:

LOE|

—_—  ~ ~ — 1
|V x B ,% 2 <

Si tomamos la tercera ecuacién y reemplazamos E = —%u X B+ % obtenemos
1 1 1
——0B=—-—-V x(uxB)+ =V x J.
c c o

Ahora tomamos la cuarta ecuacién de Maxwell, luego de haber tirado la corriente de desplazamiento, y reemplazamos
J = =V x B en lo anterior. Lo que obtenemos entonces es

2
OB = Vx(uxB)—:—Vx(VxB).
mo

Si ahora usamos la identidad “rotor del rotor” y V - B = 0 obtenemos finalmente

B =V x (ux B)+7V°B|

donde 7 es la resistividad, o conductividad, o algo asi (con unidades raras). Vemos que esta ecuacion es, a menos del término
V x (u x B), una ecuacién de difusién igual a la que rige el comportamiento de la temperatura en un sélido por ejemplo
atT = anT

Ecuaciones MHD Finalmente tenemos que las cuatro ecuaciones para el plasma, las ecuaciones MHD, son
O+ V (pu) =0
1
plou+ (u-V)ul=-Vp+-Jx B
c
1 1
E+-uxB=-J
c

g
B =V x (ux B)+nV’B
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8.1 Numero de Raynolds magnético 8 CAMPOS ELECTROMAGNETICOS (MHD)

8.1. Nuamero de Raynolds magnético
Podemos definir el nimero de Raynolds magnético como

d:ef|V><(u><B)\

R
n| V2B

en forma anéloga a la que se hace en fluidos comunes. En fluidos, recordemos, nos permitia enunciar un criterio para despreciar
0 no a la viscosidad en funcién de pardmetros caracteristicos del problema. Acéd haremos lo mismo. Tenemos que

p L _ul
77% n

con lo cual en funcién de la conductividad 7, la velocidad tipica del fluido u y las distancias caracteristicas L tendremos que

R >1 = B=V x (ux B)
Hn <1 = 0,B=nV’B

8.1.1. Régimen convectivo (congelamiento)

Consideremos el caso en que %, > 1. Entonces tenemos que
0B~V x (ux B).

Para entender por qué tiene el nombre de congelamiento, consideremos la descripcion MHD dada por p,u,p y B. Pensemos
en un elemento de fluido que es atravesado por lineas de campo magnético. Parece que ocurre lo siguiente:

£ - o~

El elemento de fluido arrastra
las lineas de campo

Ahora si, para entender por qué ocurre esto, consideremos la siguiente curva cerrada C'y la superficie que ésta subtiende:
ot

—

i\

Vamos a mostrar que el flujo magnético que atraviesa a la superficie es constante. Esto quiere decir que por més que
cambiemos y/o movamos a la curva C, el campo viaja “atrapado”. Recordemos que el flujo magnético es

cb(s,t)://B.ds.
S

Vamos a comparar la situacion en dos instantes de tiempo levemente distintos, separados por un At. Las curvas son:
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8.1 Numero de Raynolds magnético 8 CAMPOS ELECTROMAGNETICOS (MHD)

ii J Shakend

Si pensamos en el volumen que se forma por este “cilindro” de volumen encerrado entre estas dos curvas entonces tenemos

que
# B-ds = 0

cilindro

—//B-ds+//B-ds+y§B~ dl x uAt =
S S c

(5t + AL = //ds-(B(r,t)+At8tB(r,t))
/)

_ //ds-B+At//ds-8tB
S

S’

(S t+At) —®(S,t) = //ds~B—|—At//ds~8tB—//ds~B
5! s S
= —%Bwlﬂqut—&—At//@thls
c S

Ahora pasamos el At dividiendo y tomamos el limite At — 0 (o0 sea que nos queda la derivada de ®) y entonces

{dq’J = /atB-ds—ygB.dzxu
dt | g
C

S

/@B-ds—/ V x (uxB)-ds

S S

_ //(@Bfo(uxB))-ds.

Finalmente, recordando que §;B =~ V x (u x B) por hipdtesis del principio de todo, entonces

dd
2
dt |
tal como queriamos ver.
8.1.2. Régimen de difusion
En el caso opuesto, i.e. Z,, < 1, se tiene que
0B ~nV>B.
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8.2 Reconexién magnética 8 CAMPOS ELECTROMAGNETICOS (MHD)

Aqui el campo magnético tiene un comportamiento similar a la difusién del calor. Lo que ocurre es que las lineas de campo se
homogeneizan a medida que pasa el tiempo. No vamos a resolver la ecuacion sino estimar en érdenes de magnitud el tiempo
de homogeneizacién. Esto es

por lo tanto
)\2

™ ~ —.

Vemos que 7y o< A2 lo cual nos dice que las inhomogeneidades de pequefia escala (con A pequeiio) difunden rdpido y sobreviven
maés tiempo las inhomogeneidades grandes.

8.2. Reconexiéon magnética

Pensemos ahora en la siguiente situacion:

/P\77'\

//g A
Por un lado tenemos el régimen de congelamiento en las regiones alejadas de la interfase. En la regién donde esta la

interfase tenemos que el cambio en el B es muy abrupto en una regién muy chica por lo tanto el nimero de Reynolds
magnético serd Z,, < 1y estaremos en el régimen difusivo. Recordemos que

VxB:4—7TJ
c

por lo tanto en la regién de difusién vamos a tener una hoja de corriente

)®®®

I N

Lo que va a ocurrir a medida que transcurre el tiempo es lo siguiente:
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8.2 Reconexién magnética 8 CAMPOS ELECTROMAGNETICOS (MHD)

z\

—
-~ M
N
-
- K -
M
Tiempo inicial Tiempo posterior

El proceso de reconexién magnética convierte energfa magnética en energfa cinética, o sea que u aumentars y/o subird
la temperatura del plasma.

8.2.1. Modelo de Sweet-Parker (1958)

Consideremos el siguiente esquemita:

Box 6 - Sabias que...

... la NASA lanzé hace poco la sonda Parker, llamada asi en honor a este senor Parker?

Asumamos una situacién estacionaria
Oy = 0— Asumimos estacionario

y entonces la ecuacién de continuidad es
V- (pu) =0.

Si pensamos que el dibujo es como una especie de cosa cuadrada asi:

Ll %)

Entonces
UinL = Uout A

y vamos a pensar que

Uout

L
—>1 = > 1.

A Uin
Por otro lado la ecuacién de “Navier-Stokes” en el caso estacionario (con 9y = 0) es

1
p(u-V)u:—Vp—|—4—V><B><B
7
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8.2 Reconexién magnética 8 CAMPOS ELECTROMAGNETICOS (MHD)

donde hemos usado que J = 1=V x B. Usando la identidad “rotor del rotor” lo que nos queda es

2

1 B?
pwxutpV (L) =-vpr —(B-V)B — V[
2 47 8w

con w = V X u la vorticidad. Ahora vamos a aprovechar la simetria de reflexion que tiene el problema en los planos zz e yz.
Vamos a plantear la ecuacion previa justo sobre estos planos y entonces se nos va a simplificar. Evaluando la componente
en el eje x = 0 tenemos que

A

wx 2z
U XY

Bxzx

y entonces la componente ¢ de la ecuacién es

3] pu? B2
I p+ P ) 2.
Oy <p—|— 2 + 8w

Esto implica que lo que esta dentro del paréntesis es constante. Entonces podemos considerar

y por la simetrfa [u],_,_o =0y [B],_,_, =0, por lo tanto

B2 u

Po = |_sz:073,:%
By = [B]

donde

=0,y=5%
y el término que cancelamos es porque tiene algo que ver con la velocidad de Alfvén:
2 2
PUin BO

5 <<87 — uiIl <

By
= 4.
VATp A
Ahora hacemos exactamente lo mismo pero evaluamos las componentes & en y = 0. Nos queda

2 2
. puout B t
[Plomymo = Po+ =5+ 22

donde hemos tachado nuevamente por algo que atin no vimos, y hemos asumido que

(pJ =L y=0 = Po-

Ya no entiendo. Anoté lo siguiente:

g U’(Q)ut 0
_ b _F _ —
’—pJ0,0 bo = ] - 2 ? Uout = Iro =vA

y como la velocidad de Alfvén es muy elevada entonces esto nos permite cancelar el término del campo magnético, o algo asf
es la idea.
Ahora usamos la ley de Farada f%ﬁtB =V x E y como estamos en el caso estacionario 9, = 0 y entonces

V x E=0.

Esto implica que E, = constate (creo que ademds usamos argumentos de simetria). No entiendo.

1
E=—uxB+ {
c o
c BO
E = ——
( ZJ(O’O) 4m oA
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8.3 Ondas de Alfvén 8 CAMPOS ELECTROMAGNETICOS (MHD)

Ahora vamos a ver la eficiencia del proceso, pero me tengo que ir. Igual no estoy logrando seguir la clase...

8.3. Ondas de Alfvén
Vamos a usar las siguientes ecuaciones:
Op+V - (pu)=0
pOu+ (u-V)u)=-Vp+ %V x B x B
0B =V x (ux B)
Vamos a hacer perturbaciones alrededor del equilibrio

p = po = constante
u=uy=0
B = Byz

p = po = constante

Vamos a asumir un plasma incompresible y perturbamos

P = Po

u =0+ du

B =DByz2+6B
p=po+0p

Metiendo esto en las ecuaciones del principio y queddndonos a orden lineal en d nos queda
V. ju=0
po0idu = —Vop + % (V x6B) x Boz .
O0B =V X (du x Byz)

Ahora proponemos una solucién de la forma

5~ 6i(k”r-fwt)
y remplazamos en las ecuaciones. El procedimiento es un bajén, pero no son més que cuentitas. Lo que termina quedando es
k-bou=0=k-6B

k; B )
— iw5ui = —L(Sp + ifijg&jhglkh(sB[
Po 47 po
— iwéBi = 5ijk5kh3ikj5UhBO
Usando la identidad
Eijk€imn = 6]m6kn - 6jn6k:m
de escribir los dobles productos vectoriales como deltas de Kronecker. Lo que nos queda es
k-du=20
1 B
—wéu = ——kép + —2ky6B .
Po dr

—wdB = Byk.du

®ALF 57 Si ves un error, avisale a Alf ® 201812062057 CCO


https://losresueltosdealf.wordpress.com/
https://losresueltosdealf.wordpress.com/contacto/
https://en.wikipedia.org/wiki/Public_domain

8.4 Dinamos: generaciéon de campos magnéticos 8 CAMPOS ELECTROMAGNETICOS (MHD)

Si ahora multiplicamos a la segunda ecuacién por k y usamos k - du = k- 0 B = 0 nos queda

1
0=——k%p
Po
por lo tanto
op = 0.
Ahora no sé qué hizo pero le quedd
B
—wéu = ——k,0B
4 po
— wdB = Byk.ou

de donde se obtiene finalmente la relacién de dispersion

2
2 _ BO 2
z

~ dmpo

y vemos que obtuvimos la velocidad de Alfvén que vimos la clase pasada

L | BB
4 dmpy’

w? = v4k? cos? 6.

En forma més general

Vemos que es necesario que By # 0 ya que sino no hay propagacién. Ademds vemos que las ondas de Alfvén no se pueden
propagar en la direccién perpendicular al campo By.

Si ahora tomamos la ecuacién —wdu = %kzéB y reemplazamos w?

= vik?, o algo asi, obtenemos

0B
Zt’UAkZ(S'U, = v‘ikz?o
por lo tanto
ou_ 0B
vA BO

Esto nos dice como se relacionan du y § B. Vemos que son proporcionales.

8.4. Dinamos: generacion de campos magnéticos
8.4.1. Manchas solares

Las manchas solares son indicadores de campo magnético. En la regién de una mancha lo que ocurre es que hay un campo
magnético muy intenso por lo tanto la presién magnética sube y en consecuencia baja la presion de fluido. Entonces hay
menos fluido emitiendo fotones y por eso se ve méas oscuro.

Lineas de Campo Magnético

& Sube la presién magnética por lo tanto
se desplaza el fluido y hay menos emisién

El ntimero de manchas solares que se ven en la superficie del sol en funcién del tiempo es la siguiente:
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y cada ciclo dura 11 afios.
Ademads lo que se observa es que cuando el ciclo solar comienza las manchas solares se producen aproximadamente a 30
grados del eje de rotacion y luego migran hacia el ecuador

Comienza asi Termina asi

Si bien uno podria pensar que es imposible modelar esto, parece que se puede y las cosas dan muy bien usando el modelo
de dinamo solar.

Dinamo solar Hay dos fenémenos principales
1. El sol tiene una rotacién diferencial @ = Q () por ser un fluido (efecto Q).

2. Conveccién (zona convectiva, efecto a).

8.4.2. Modelo de campo medio (efecto «)

Esto se debe a unos alemanes Steenbeck, Krause y Radler (1965). Vamos a usar las ecuaciones MHD y vamos a pertur-
barlas, pero ahora la perturbacién en el campo magnético no va a ser constante. Vamos a tener algo asi

Btotal =B+ 0B

donde B es la parte “macro” y d B es “micro”. Esquematicamente es

B total

y lo mismo para todas las demés variables como velocidad, etc. Metiendo esto en la ecuaciéon de induccién obtenemos
O; (B+6B) =V x [(u+du) x (B+B)]+1n0V?(B+6B).
Ahora vamos a definir el “promedio en la microescala” que vamos a indicar como

<Btota1>: <B> + <5B>

que podemos pensarlo como un promedio espacial en una escala suficientemente grande para que §B integre a 0 pero
suficientemente chica para que (B) no. Entonces nos queda la evolucién del campo magnético macro que serd

0B =V x [ux B+ (6u x B)] +nyV*B.
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8.4 Dinamos: generaciéon de campos magnéticos 8 CAMPOS ELECTROMAGNETICOS (MHD)

Como vemos, existe una componente micro que influye en la escala macro. Ahora tenemos que encontrar una ecuacién para
la escala micro y asi veremos como evoluciona. Para obtenerla lo que hacemos es restar la ecuacion original con esta que
obtuvimos. Lo que nos queda es

0:6B =V x (ux 6B +du x B) + V x (6u x §B — (6u x §B)) +noyV>B.
Ahora vamos a asumir algunas cosas para simplificar el problema:
0B ~0
u~0
P ~ 0

Metiendo todo esto lo que nos queda es
0:0B =~ V X (éu x B).

También hemos tirado el término V x (du x 6B — (du x B)) ya que “es cuadraticamente chico”. Usando una identidad

vectorial queda
OB = (B-V)déu— (du-V)B.

Definimos ahora el “tiempo de correlacién de vértices turbulentos” 7 tal que
B~71(B-V)éu—r1(éu-V)B.
Ahora metemos esto en la ecuacién macro

<5u X 5B>1 = TE&ijk <5’U,jag(5uk> Bz —TEijk <5uj(5ug> 8¢Bk.

Ahora suponemos que la turbulencia es isétropa. Esto implica que o y 8 son isétropos con lo cual
Olij = O[(Sl'j
Bijr = —Beijk

Esto nos simplifica bastante las cosas. Si tomamos la traza obtenemos

o =

—%<5u-V X du)

=5 (o)

Ahora creo que vamos a meter todo esto en la ecuacién macro, o algo asi. Lo que quedo es

0B =V x (ux B)+V x (aB) + (1 + ) V*B]

que es la ecuacién para el campo macro. Vemos que hay dos efectos de la turbulencia que vienen de « y /3.

Stretch, twist and fold Consideremos un “tubo de flujo magnético” (es decir un manojo de lineas magnéticas) inmerso en
un fluido incompresible. Algo asi como una dona
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9 GALAXIAS

Vamos a someter a esta dona a un proceso de “stretch” del siguiente modo:

de modo tal que su longitud L se agranda al doble y su drea A se achica a la mitad manteniendo su volumen constante

L
Ax L —2A0 x 70 = Vilumen = constante.

Ahora vamos a hacer un proceso de twist asi:

Finalmente hacemos un fold:

Lo que obtenemos finalmente es una nueva dona de las mismas caracteristicas que la inicial pero con un campo magnético
2By.
. T Lo 2B)?
Aparentemente la energia al final es el doble que al principio pues el campo aumenté. Sin embargo como E = ( 877) ApLg
entonces £ — 4F.

9. Galaxias

Cinematica de galaxias Las galaxias estdn formadas por aproximadamente 10'°, 102 estrellas, mas gas y polvo dispersos.
A la hora de estudiar una galaxia, una estrella es un punto. Se puede pensar a la galaxia como un gas de estrellas. En general
se puede pensar a una galaxia como un disco de aproximadamente 300 pc de espesor, més una esfera llamada “bulge”, mas
otra esfera mucho mas difusa llamada “halo”:
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9 GALAXIAS

Halo

La intensidad de radiacién del disco y del bulge

ID (’I“) = Ipoeiﬁ
T /4
Ip (r) = Ip,e (75)

y la densidad del halo es
Po

S —
1+<ﬁ>

Para estudiar la cinematica de nuestra galaxia debemos especificar un sistema de referencia, lo cual en principio no es
completamente trivial. El sistema que se utiliza no es el del sol sino el sistema localmente en reposo (LSR en inglés). Vamos
a pensar que la velocidad de una estrella viene dada por

p:

v; = (’Uz> + dv;

donde v; es la velocidad que medimos, (v;) es la velocidad promedio de todas las estrellas de la regién (o sea la velocidad del
fluido) y dv; es la velocidad de dicha estrella con respecto a la media (o sea con respecto al fluido) que se llama “velocidad
peculiar”. Para el sol tenemos

ve = (ve) + Jve.

Y esto lo podemos usar para medir la velocidad de cualquier estrella con respecto al sol
Vo = Uyx— Vo
= (v4) + 0v, — (Vo) — dvg.

Si la estrella esta en el mismo vecindario que el sol, i.e. si es una estrella cercana, entonces

(vs) = (vo)

y entonces se cancelan y nos queda
Vie = 0V, — 0VG.

Si repetimos este procedimiento para una cantidad estadisticamente representativa de estrellas con respecto al sol podemos
hacer un promedio de estas mediciones
(Vi) = M —dvg

y asi obtener la velocidad peculiar del sol respecto del elemento de fluido. El término que se cancela es porque asumimos que
van a promediar a cero. Haciendo las mediciones se encuentra que
Sve = (—9% Y110+ 62) kmsL.
L0 ESUELT0 D¢

+—click me!
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9 GALAXIAS

También se puede medir (ve) aunque no nos vamos a meter mucho con eso. Resulta que
(ve) = 2306 kms.

También podemos estudiar la distribucién de velocidades de la galaxia en funcién del radio. Para ello miramos una céscara
de estrellas contenidas en el disco galactico del siguiente modo:

& una estrella

15400

Distancia al centro

Centro de la
galaxia

Midiendo el corrimiento al rojo podemos calcular luego la velocidad como funcién del radio r.

Dinamica de galaxias Para contrastar las mediciones de velocidad de las galaxias con una teoria, hagamos dindmica de
galaxias. Supongamos que tenemos un disco de fluido de masa My y Rp.

MO, RO

Toda esta masa
infllye gravitatoriamente

La fuerza que siente el elemento de fluido (el puntito) es

GM (r) dm
F,=- T
g 2
Por otro lado la aceleracién centripeta es
2
v
aceleracién = ——2¢
r
por lo tanto tenemos, por Newton, que
o GM(r)
vy =———.
r

Este resultado no coincide con las mediciones. O sea, si medimos vy y M (1) las cosas no cierran. Se observa menos cantidad
de masa M que la necesaria. Entonces se postulé la existencia de materia oscura

M (T) = Mbariénica (7’) + Moscura (T)

y resulta que
MOSCUI‘&

Mbariénica + Moscura

~ 85 %.
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9 GALAXIAS

Perfiles de rotacion Si la galaxia fuese un cuerpo rigido entonces €2 (r) = constante por lo tanto

Vg (1) o< 7.

Otro limite consiste en asumir que toda la masa de la galaxia estd contenida en el agujero negro supermasivo del centro. En
este caso tendriamos que M (r) ~ dp (r) y entonces

El problema es el siguiente

G M,

16

14

Orbital Velocity {arh.)

Cuerpo rigido

Delta de Dirac
en el origen...-

Galaxy Rotation Curve
Credit: Matthew Newby, Milkyway@home

Observed

Dark:Malter

Bulge (Ilght]

velocidgd pecul:gj del sol

6 8 10 12 14
Radius, r (kpc)

Rotation

® Galactic center

y los ntimeros de mediciones son

ﬁxg

v1,sr ~ 230 km SRIC)

Svg ~ (—9ff~ 110 + 62) kms~!

Debido a que la galaxia es un fluido, no rota en forma rigida sino que tiene una rotacién diferencial

v=w(r)xr

La distribucién de masa en funcién del radio es

Haciendo no sé qué se obtiene que

GM()

7,

donde M (r) es la materia necesaria. El problema es que si medimos la Velocidad de rotacion y ajustamos esto, nos da un
valor de M que es mayor que el valor de M que se mide de acuerdo a la radiacién que hay. O sea:
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9 GALAXIAS

Curva de rotacién observada

VAR

Velocity

Curva de rotacién teérica
usando la masa visible
... A

Distance from de center

9.1. Gradiente de velocidades

Todo lo anterior estd buenisimo. Pero, ;como medimos las velocidades? Consideremos un entorno del sol y pensemos que

hay rotacién diferencial pura. Consideremos un sistema cartesiano

centro
galactico

Entonces tenemos que

Consideremos ahora otra estrella:

centro
galactico

EL SIGUIENTE DIAGRAMITA (tomado de este link) ES MEJOR:

Sun

[ 9S
— e
’

Galactic center
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9.1 Gradiente de velocidades 9 GALAXIAS

No entiendo bien qué estamos haciendo, no sé si dr es un diferencial o qué es...

dv = (dr-V)v
= dr(Vv)

(Me parece que Vv es un tensor, no la divergencia... Es decir Vv ~ V'v;, es el gradiente del vector velocidad que es un
tensor.)

0 w 0
_ d dw
Vo= |—4 (yw) gz 0
0 0 O
dv = dr-Vv

y—r
. ; vg = w(r)r
Ahora “volvemos” a polares . . Entonces
dr — dr sinf

dy — —dr cos/

dve
dv = dr [ dr COSE}

Y0 sin{
T

Lo anterior es la velocidad completa, la posta. Sin embargo la tnica componente que vamos a poder medir mediante efecto
Doppler es la componente radial vg. Esta es

dv - dr
d =
R dr
o 1 dva Vo .
= 5 (_dr + 7‘) Sin 2€d7‘

En cuanto a la componente tangencial ésta se obtiene simplemente por observar la posicién de la estrella en el cielo en funcién
del tiempo. Luego de hacer la cuentita nos queda

dvor = \f|dv|* —dv?

|
H,
Q
rm
RS
Q‘&
ﬁ‘g
I
<&
N———
o
o}
[0}
[V
~
_|_
<&
| I

Entonces
{dvT = +dr (B + Acos (20))

dvp = Asin (2¢) dr
donde

1 d’Ug Vo
Ary==—-——7—+—
(r) 2 ( dr r
1 dvg Vo '
Br)=———7"+—
(r) 2 < dr r
A Ay B se las conoce como constantes de Oort porque siempre estaremos interesados en evaluarlas en rg, con lo cual
terminan siendo constantes. Para conocer el valor de las constantes de Oort se pueden medir tal como lo explica este link:
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9 GALAXIAS

9.2 Dinamica de galaxias: ondas espirales

Medicidn de las constantes de Oort

< "= o ° 0.0.. ®

% .'. I.o: * e o .. .;. ° T4.X* i
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C Ry e  smmmates vy
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" / (Galactic longitude)

9.2. Dinamica de galaxias: ondas espirales

Salié un paper hace varios afios sobre esto. Ver en este link.
Consideremos el siguiente sistema:

Las ecuaciones de fluidos son las siguientes:

1
Ocp+ — (O (rpu) + 95 (pv)) =0
2
O + udru + ;agu — U? =0,

1
Oy + ul,v + 3891} + w_ —0p®
r r r

15; (ro,.®) + %399@ = —4nGp
T T

donde ® = —potencial gravitatorio (menos el potencial gravitatorio, es decir Fgravitatoria = V®). Tenemos un sistema
acoplado no lineal horrible imposible de resolver asi como esta. Vamos a hacer lo que siempre hace un fisico cuando se topa
con algo asi: pequenos apartamientos alrededor del equilibrio y linealizar todo.

Para encontrar el equilibrio vamos a asumir que

3t =0
y también vamos a buscar soluciones axisimétricas
89 =0.

Vamos a proponer que en el equilibrio tenemos lo siguiente:

p=po(r)

u=0

v =1 (r)

P = q)o (7‘)
y entonces reemplazando en las ecuaciones obtenemos

r Qg = —8T<I>0

%@ (rd,®o) = —47Gpy

105 FESUELTOS D
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9.2 Dinamica de galaxias: ondas espirales 9 GALAXIAS

Combinando no sé de qué forma las dos ecuaciones encontramos
1
2092
;& (r QO) = 4nGpy.

Ahora vamos a afiadir una nueva hipétesis para el equilibrio:

- ;)

y reemplazamos en la ecuacién. Lo que nos queda es
2(1—a)Q3(r) =4nGpq (1) .

Obsérvese que es necesario que 0 < a < 1 para que todo sea positivo.
Ahora introducimos una perturbacion, es decir que la solucién es de la forma

f=Jfot+df

con f cualquiera de las cantidades p,u,v y ®. Es decir

{p (r,0,t) = po () + dp (1) e'Frnd=wt)

Noétese que la solucién previa serd valida sélo en el régimen WKB, es decir cuando kr > 1 (o sea, longitud de onda mucho
mé&s pequeila que inhomogeneidades del medio). Aparentemente el problema linealizado queda asi

_a)02 n _a)02
w—nQy -t 22029 [6p
4}7G w — TLQO —2’LQO dul =0.
%,%G 1(2—a)Qy w—n ov

La ecuacion para 6@ parece que se cancela en algtin momento del desarrollo, dijo que lo miremos en el paper. Para que hayan
soluciones no triviales pedimos que el determinante de lo anterior sea nulo

2nQ3
det (esa matriz) = 0 = (w —nf)* — 202 (w —nQp) +ia (1 — a) 77]; U—)

Ahora vamos a expresar
w —nly = wg + iy

y vamos a asumir que

Y <K WR.
Entonces vamos a quedarnos a primer orden en . Reemplazando queda
2n83
Wi 4 i3why — 202 (wr + i) +ia (1 — a) 2 0 —0.
r
Ahora separamos parte real e imaginaria que deben anularse en forma independiente. Para wgr tenemos que
. [295
CUR - 0 .

Reemplazando en w — nQ)y = wg + i, creo, obtenemos

w = (ni\/i) Qo
_a(l—a)nQy
2kr

Como habfamos asumido que a € (0, 1) entonces v < 0 lo cual implica que el equilibrio es estable. Esto no nos interesa pues
no podemos obtener los espirales. Si nos quedamos con la rama wgr = 0 entonces obtenemos

’Y:

w:nﬂo
a(l—a)nfy -
kr

En este caso tenemos que v > 0 por lo tanto el equilibrio ahora es inestable. Veamos qué ocurre en este caso inestable.
Tenemos que

p(r,0,t) = po (r)+dp(r) gl (krtnd) g—inQot vt

v lo que vemos es que como v > 0 entonces llegard un momento en que dp ~ py y la perturbacién se hard importante. Y
parece que e!*7+79) son espirales.
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10 NOCIONES DE COSMOLOGIA

10. Nociones de cosmologia

La cosmologia intenta responder esas preguntas que te hiciste la primera vez que viste un astronauta: cudl es la forma
del universo? es infinito? de qué tamafio es? cudl es su edad?

Principio cosmolégico Establece que la estructura del universo tiene dos simetrias: es homogéneo y es isétropo. El principio
cosmolégico se aplica a las escalas més grandes posibles. Una galaxia claramente no es homogénea ni isétropa, pero una galaxia
es muy chiquita comparada con las escalas cosmoldgicas.

Principio cosmolégico perfecto Es una ampliacion del principio cosmologico que anade a las propiedades de simetria
espaciales, una simetria de homogeneidad temporal. Esto implica que el universo es estacionario.

Obsérvese que el principio cosmolégico perfecto es incompatible con un principio y/o final del universo. De hecho, es
incompatible con el big bang. Las observaciones y creencias actuales de la humanidad descartan la homogeneidad temporal.
Actualmente la ciencia cree en el big bang.

10.1. La constante de Hubble
Antes de hablar de la constante de Hubble recordemos cémo se define el redshift

A — Ao
def Ao
Vg —V

ol

Vo

donde v es la velocidad no relativista a la que se esta alejando el objeto.

Si el universo estd estatico uno pensaria que encontraria igual cantidad de objetos que se alejan que objetos que se
acercan. Sin embargo observacionalmente se encuentra que son mas los objetos que se alejan que los que se acercan. Ademas
se observa que cuanto mas lejos esta un objeto, més rapido se aleja. Esto es consistente con una explosion en la que todos
nos alejamos. Hace casi 100 anos Hubble se dio cuenta de esto y propuso que

v = Hyr

donde Hj es la constante de Hubble en el presente, v es la velocidad de un objeto respecto a la Tierra y r es la distancia
hasta la Tierra. La siguiente imagen puede ayudar a entender esta ley:

\N. NV /s s

e \- ‘o o' ./ -/ 0“". o
A B

o - . - - — S— ) —

o /o ‘n -\ .\ o.\ e, -

VAR i L N

Obsérvese que la ley es vilida para cualesquiera par de puntos. Es decir, el universo no pierde la isotropia ni homogeneidad.
No hay un punto privilegiado, por mas que el punto “A” parezca el centro del universo.
Si p es la densidad del universo, entonces

Vp=0

a escalas de megaparsec. A escalas mds chicas si hay fluctuaciones (al igual que la densidad del agua: en forma macroscépica
V pagua = 0 pero a nivel microscédpico tiene picos en la posiciéon de cada molécula). Por otro lado tenemos la ecuacién de
continuidad

op+V-(pv) = 0
Op+v-Vp+pV.v =
Op+pV-v =

por lo tanto tenemos que
Oyp = —pV - v.
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10.2 Evolucion del universo 10 NOCIONES DE COSMOLOGIA

Sabiendo ademas que v = Hyr por la ley de Hubble entonces V - v = HyV - r = 3H, por lo que

10
~%P 30,
p Ot
Obsérvese que
dp Op
prialen +v-Vp.
Si asumimos que Hy = constante entonces
p(t) = poe o

En 1948, cuando todo esto se estaba cocinando, la gente no soportaba que la densidad del universo cayera exponencialmente.
Entonces hubo tres seniores, Bondi, Gold y Houle, que propusieron que existian fuentes de materia tales que la densidad del
universo era constante pese a su expansion. Para ello modificaron la ecuacién de continuidad

dp

— =—pV - S=0
7 p u +

donde S' es la fuente de masa. Resolviendo esto podemos calcular cudnto deberia valer S:

S:pV'U = 3p0H0.

0—30 1

Sabiendo que pg ~ 1 g ecm ™2 y que Hy ~ 75 kms™! Mpc™!, se obtiene que

S ~ 107" gem 357!

~ 107%m, m2afo!

donde m, es la masa del electrén. Esto significa que la fuente de masa deberia generar 10~ electrones por metro ctibico por

ano. Es inmedible.

10.2. Evolucién del universo

En lo anterior dijimos que la constante de Hubble Hj es constante. Sin embargo podria ser funcién del tiempo. Vamos a
proponer que

H=H(t)
y que
Hy = H (thoy) -
Vamos a definir H (t) de modo tal que
Vv = 3H(t).

En secuencia la ley de Hubble deberia ser
v=H@l)r+Vx®
donde V x ® es un rotor arbitrario cualquiera. Si el universo es isétropo es necesario que
D =0(r,t)r

pero

por lo tanto alcanza con decir que

v=H(t)r
Vamos a definir al factor de escala R tal que
R
H(t)=—.
() =%

Se puede pensar a R como el radio de una esfera de control que se expande con el universo, pero no es necesario. Se puede
pensar como un simple cambio de variable matemaético.

Recordemos que %% = —3Hy. Reemplazando Hy — H = % obtenemos
1d 3dR d
;dii T TRd = I (pR%) =0 = pR?® = constante.
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10.2 Evolucion del universo 10 NOCIONES DE COSMOLOGIA

Entonces vemos que la cantidad de masa que hay en una esfera de radio R (t), i.e. M (R), es constante. Entonces esto tiene

que implicar que
(t) *RO 3
P = pPo .

Ahora vamos a usar la ecuaciéon de Euler para fluidos
1
v+ (v-V)v=—-Vp—-Vo
p

donde ¢ es el potencial gravitatorio y ademas hemos tirado la viscosidad. Vamos a suponer que el gas es frio para poder
despreciar los efectos de la presién
Vp=0.

Para la velocidad v vamos a suponer que estd dada por la ley de Hubble v = H (¢t) . Entonces

H
rcfi—t+H2(r~V)r:—V¢.

Sabiendo que (r - V) r = r tenemos que

dH .\

Ahora multiplicamos por V- de ambos lados y obtenemos

dH
3| —+H*) = -V
(G ) =
= —4nGp.

=2

. R

Si ahora reemplazamos R\ con lo cual

P = po <R

d (1dR 3 (dR\?>  4nGpoR3
3 7 S

dt \ R dt dt R3
Desarrollando las cuentitas parece que da
d’R _ GMy

a2 T R2

donde M = %ﬂpoRS. (Obsérvese que esto es la ecuacién de Newton.) Usando

dR  dR dv dv d <v2>

a2~ dt dR _ "dR _ dR \ 2

donde v es la velocidad, tenemos que con F la energia. Acd vamos a tener distintos regimenes en funcién del valor de F.
Segun el signo de E el universo se expande por siempre o llega un momento que colapsa:

V = -GMy/R
Se expande por siempre
E>0
Energia
N

Se contrae
E<Q |[=—,

Se expahde
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10.2 Evolucion del universo 10 NOCIONES DE COSMOLOGIA

Caso £ =0 En el caso especial con F =0 (modelo de Einstein-de Sitter) proponemos

R(t=0)=0

wo-a(2)

. a—1 X
y entonces R = “tlj" (i) . Reemplazando en %2 + % = F (y poniendo F = 0) obtenemos que
2
a= -
3
o 1
0 V61Gpg
Reemplazando pp ~ 10730 g cm™2 y G ~ 1078 cm? kg=2?s~! se obtiene

to ~ 107 s ~ 13,7 x 10 afios.

Repaso de la clase pasada Habiamos visto el principio cosmolégico que establece que el universo es, en la macro macro
macro escala, un fluido isétropo y homogéneo. La macro macro macro escala del universo es aquella escala en la que las
galaxias son las particulas de un fluido, y cada elemento de fluido posee muchas galaxias. Para este fluido se aplica la ley de
Hubble

v=Hr

donde v es el campo de velocidades del fluido y = la posicién, mientras que H (¢) es una constante de proporcionalidad
(lamada constante de Hubble, ja) y que depende del tiempo asi que no es tan constante.
Vimos que bajo estas hip6tesis y asumiendo que la masa M () del universo era constante (o sea ;M = 0) la densidad

del universo era
Ry \*
t) =
p () = o ( ] (t))

siendo pg v Ry la densidad y el radio de referencia a un momento ty, por ejemplo el presente. Reemplazando esto en no
recuerdo dénde (creo que Navier-Stokes) habiamos obtenido que

R?  4n GpyR}
E = 5 ?ﬂ-% = constante

y en funcién de si E era mayor o menor que cero, o cero, tenfamos tres soluciones posibles. Para el caso £ = 0 (conocido
como un universo de Einstein-de Sitter) se encuentra que

wo-n(2)’

1

6mGpo

con ty = la edad del universo. Reemplazando G ~ 1078 y pg ~ 10739 (en el sistema CGS) se obtiene que

to ~ 1,37 x 10*° afios.

También podemos calcular el valor de la constante de Hubble en el presente

2
Hy=— ~ 70 kms~* Mpc~L.
3to
Obsérvese que segin el tipo de universo en el que estemos
R(t)
Rmax

tiempo
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10.3 Termodindmica 10 NOCIONES DE COSMOLOGIA

y podemos calcular el radio médximo en el caso ¥ < 0 que se obtendra pidiendo que R = 0 de donde sale

Am GpoR}

Rméx = 3 B

Se define el factor de desaceleracion

Para ver cudnto vale ¢ consideremos

y entonces obtenemos que
_4mGp

~ 3 H?
y vemos también que g x p. Existe una peitica tal que pasamos del universo cerrado al universo abierto. Es decir que esta
densidad es la del universo de Einstein-de Sitter

3H?
E=0 = = Peritico = 5 _~-
= Pate 8rG

Ahora definimos la “densidad adimensional”

QP

Pcritica

y entonces si ) = 1 tenemos universo abierto, critico o cerrado. Podemos reinterpretar las cosas y olvidarnos de la energia
FE considerando lo siguiente:

B - If  4m GpoR§
2 3 R2
R?H? Arx
= 9 - ?GR2pcriticoQ

y entonces (?)
R%*H?
2

E =

(1-9)
y nuevamente vemos que el signo de E estd relacionado con {2 % 1. También se puede mostrar que

q =29

10.3. Termodinamica

Queremos estudiar la evolucién de la temperatura a medida que el universo evoluciona, ya que dependiendo de la tempe-
ratura vamos a poder formar hadrones, dtomos, moléculas, planetas, vida, espiners, etc.

Consideremos que el universo es un gas ideal. Entonces en la ecuacién de Navier-Stokes (o la de continuidad?) vamos a
tener que

— T+ (v-V)T)=—pV -v.

mp

3k
2
Si el universo es homogéneo (principio cosmoldgico) entonces

VI =0

y entonces
ar  or
dt ot
Para un gas ideal tenemos que
pkT

Mp
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10.4 Epocas del universo

10 NOCIONES DE COSMOLOGIA

y ademads por ley de Hubble

v=H(t)r
y si reemplazamos en lo anterior obtenemos
31dT
-——— = -3H
2T dt
R
— _37
R
y entonces nos queda que _
T 2R
T "R
Para resolver esto consideramos T (¢t) = T (R (t)) y entonces
£ a7 .
;Zde = —2}; = TR? = constante.

Esto nos permite escribir que

2
rom (%)

Universo dominado por radiacion En el caso de un universo dominado por radiacién tenemos que usar la presion de

radiaciéon de un cuerpo negro que es

- 40T*
3¢

p

y la “ecuacion de Navier-Stokes” (o la de continuidad o la que sea) ahora es

3kp dT" 40T*
2m, dt ~ Bc

3H.

P

3 .
o R _ R ;
- vy H = 7 que nos termina dando

3k T .
( ¢ poRg> ~ = _R?R

Aqui vamos a reemplazar p =

cuya solucién es s

10.4. Epocas del universo

Estudiando la evolucion de la temperatura del universo, podemos darnos una idea de su composicion. A grandes rasgos

tenemos lo siguiente:

T (Kelvin)
3el2 K
6e9 K
3e3K
3K
Rhadrones I:(aniquilacic’)n
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10.4 Epocas del universo 10 NOCIONES DE COSMOLOGIA

Recombinacion Es el momento en que los niicleos atémicos logran atrapar a los electrones para formar atomos. Supongamos
que
TR = constante

13,66V = kT — T ~ 11 kK

y para T ~ 3 kK tenemos un 10 % de ionizacién. Usando TR = constante encontramos que

Rrecombinacién TO -3
= ~ 10 .

RO Trecombinacic’)n

Es decir que el universo era mil veces mas chico cuando ocurrié la recombinacion.
. . . . . 2
Si asumimos el modelo de Einstein-de Sitter en el que R ~ t*/3 entonces tenemos que

2/3

Rrecombinaci()n trecombinaci(’)n trecombinacién -5

~ = — ~ 10
Ry to to

Aniquilaciéon  Es el momento en que se dejaron de aniquilar los positrones y los electrones. Mas hacia el futuro habian
electrones mientras que mas hacia el pasado habia sélo radiaciéon. Usando que

2
meC ~ kTaniquilacién

obtenemos que
Taniquilacién ~ 6 x 109 K.
Por otro lado tenemos que

Raniquilacic’)n o TO 10710

Ry Taniquilacién
a
y “haciendo cdlculos més detallados” (no lo vamos a calcular acd) se puede encontrar que

taniquilacién - tbig bang 6s.

Creacion de hadrones Planteando

mPCQ = kThadronizacién
obtenemos

Thadronizacién ~ 1012 K.

En este caso tenemos que

Rhadronizaci(’)n TO —12
= ~ 10

RO Thadronizacién
y nuevamente usando un modelo mucho méas detallado que este modelo newtoniano que claramente no funciona bien para
esto se encuentra que
thadronizacién — tbig bang ™ 1075 S.

Criterio para usar relatividad general El criterio para usar la relatividad general o no es

gravitatoria > 1.

Een reposo

Reemplazando Egravitatoria = Gﬂlggm con My la masa del universo y Ry el radio ¥y Fen reposo = mc? obtenemos
G M, >1
R062
Reemplazando My = %’r poRo lo anterior es
4
GMy _ G polig
R062 62R0
4
= —poGt3.
3 poGly
Asumiendo universo de Einstein-de Sitter entonces tg = ﬁ y entonces
& po

Egravitatoria 2
—eaviarold o =

Een reposo 9

lo cual implica que deberiamos usar relatividad general si quisiéramos hacer bien las cosas.

)5 RESUELTOS
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11 TEMA EXTRA: ACRECION

11. Tema extra: acrecion

La acrecion es el proceso por el cual un objeto gana materia producto de la fuerza gravitatoria. La creacién de una
estrella se puede pensar como un mecanismo de acrecién ya que la gravedad hace que la masa colapse. En una configuracién
perfectamente simétrica la acrecién tiene lugar en forma esférica. Sin embargo una pequefia asimetria hara que la masa tenga
un momento angular no nulo que romperé la simetria esférica. Esto hard que se forme un disco de acrecion.

A nivel cualitativo podemos distinguir los siguiente objetos generalmente presentes en los diversos procesos de acrecion:

Jets

Fuente delelaVe

N
Disco de acreels= "

<

E) alamy stock photo

Entonces la acreciéon acttia como un mecanismo en el que se produce una conversioén de energia como sigue:
Energia gravitatoria — Energia cinética — Energia térmica — Radiacién

y es por eso que en el centro del disco tenemos mas brillo que en las periferias. Si bien la energia se va transformando y se
termina disipando, esto no le ocurre al momento angular:

L = constante.

La pérdida de energia por acrecion es

AE,.. GM
m R
Si pensamos que una estrella de neutrones tiene una masa del orden de la masa solar y un radio de 10 km entonces obtenemos

Afyaer
m

~10% ergg™!.

J Estrella de neutrones

Comparemos esta energia con la energia que libera el hidrégeno en una reaccién nuclear de fusién

AE’fusic')n hidrégeno
m

~0,007¢* ~ 108 ergg 1.

Como se puede ver la cantidad de energia que se disipa en acrecién es mayor a la energia de una reaccién nuclear.
Observacionalmente se observa que los discos de acrecién irradian rayos X. Esto nos dice que tienen que estar muy
calientes para ello.

11.1. Acrecion esférica

Es el caso mas sencillo. Tenemos un objeto central y una nube de gas que lo rodea y hay simetria esférica. Consideremos
lo siguiente:

\\4 Py )

N

donde vamos a asumir una situacién estacionaria 9, = 0, y ademas simetria esférica d4, 99 = 0. Planteando las ecuaciones
de fluidos tenemos, por un lado la ecuacién de continuidad

V. (pu)=0
y si desarrollamos en esféricas encontramos que

47r? pu = constante
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11.1 Acrecién esférica 11 TEMA EXTRA: ACRECION

donde u = u - 7 es la componente radial de la velocidad. A la constante la vamos a llamar —h, es decir que
Amr? pu = —r.

La constante 7 es la tasa de acrecion.
Planteando por otro lado la ecuacién de movimiento (ecuacién de Euler) para este fluido

8tu—|—(u-V)u:—;Vp——

y aqui M es la masa del objeto central, que no depende de r ya que lo asumimos “muy compacto”. Ademés tenemos la
ecuaciéon de la politropica
_ P\’
P = Pco
Poo

o _dp P
=== —,
dp p
Usando la simetria esférica del problema, la estacionareidad d; = 0 y juntando las dos ecuaciones previas, encontramos que

y la velocidad del sonido definida como

u2+ vy p GM v ps
2 y=1p 1 v-1lpx

(Véase que es similar a los teoremas de Bernoulli de Estructura 1.) Ahora vamos a adimensionalizar todas las cantidades
haciendo
Pcon unidades = PPoo

Pcon unidades = PPoo

Ccon unidades = CCoo
Ucon unidades = UCoo
GM

Tcon unidades = T
2
Zcoc

donde p,, es una constante con unidades de densidad y p es adimensional, y lo mismo para todas las demas cantidades.
Reemplazando todo eso en las tltimas dos ecuaciones obtenemos

m=1r2pu

u2+ c? 2 1
2 y—1 r ~v-1
2:,0771

C

Esto parece un sistemita re inocente pero se complica pues es altamente no lineal. Para resolver lo que vamos a hacer es
derivar con respecto a r y obtenemos

1 2 1
re ¢ ~%
2 u c? —u?
-
r ¢ uwr-31

T

y—1lu 2—u?
Acé tenemos un problema ya que si u = ¢ entonces todo se va al demonio de Maxwell.
Vamos a definir el punto sénico r, como aquel punto tal que

wu(ry) =c(ry).

Si se dan las condiciones del punto sénico entonces estamos en un punto singular ya que los denominadores se anulan. Si
ademaés ocurre que

podria salvarse la singularidad ya que las ecuaciones tienen % que podria converger. Esto efectivamente ocurre y se conoce
como acrecién de Bondi.
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11.1 Acrecién esférica 11 TEMA EXTRA: ACRECION

Acrecion de Bondi (1952) Se asume el caso isotérmico con v = 1 (acd habria que volver unos pasos para atrds y salvar el
- . P L.

caso v = 1 pues en Bernoulli nos quedé 57, bero no es problema pues parece que se arregla facil). Como tenemos un gas

ideal entonces

_ pkT
myp
y como T' = Ty = constante entonces
_ kTO _ Poo
p=—p=\—1]p
myp Poo
por lo tanto ]Z—” = STT No sé si es consecuencia de esto, o si lo asumimos, pero
oo P
c=1

2

_1
— T

C . s .
= —=—2 se puede integrar ficilmente y nos da

’
u
u

ahora y entonces 3

2
U 2
E:——IH(UTQ) - —.
2 T
Despejando de aqui podemos obtener « (7). Lo malo es que es una ecuacién trascendente y no la podemos despejar ®, pero
si usamos métodos numéricos o métodos graficos podemos ver como es. Si uno resuelve el problema con Matlab obtiene

u

r

De aqui vamos a descartar todo un set de soluciones por ser multiavluadas, vamos a quedarnos con las siguientes:
u

r

Por otro lado para las soluciones “de arriba” vemos que son supersénicas en todo r. En particular en r — oo tenemos que
la velocidad es supersénica. Esta condicién de contorno no tiene sentido, asi que también descartamos todas esas soluciones

u
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11.2 Sistemas binarios 11 TEMA EXTRA: ACRECION

Por dltimo también tiramos las soluciones rojas que quedaron en el dibujito previo ya que la velocidad del fluido tiende
a cero a medida que nos acercamos a la masa, lo cual es irreal (acrecién ineficiente). Entonces nos quedamos sélo con la
solucién azul:

Nos guedamos con esta solucién

r

Vemos que el fluido estd en reposo en 1 — oo y tiene velocidad infinita cuando r» — 0.

11.2. Sistemas binarios

Son aproximadamente un 30 % de todas las estrellas, asi que una cantidad no despreciable forma sistemas binarios. De
acuerdo con la ley de Kepler la velocidad angular de estas estrellas sera

2 (2 PG (M + M)
A\ T a3

Ahora queremos ver qué hace el fluido que estd en las inmediaciones del sistema binario. La ecuacién de fluidos para un
potencial generado por un sistema binario planteada en un sistema no inercial que rota junto con las estrellas parece que es

1
du+ (u-V)u=-V>d— 2Q xu —;Vp

donde
G M, G M, 1

d=— — —
|[r—r1| |r—mra| 2

1Qxr|.

Vamos a despreciar los efectos de Coriolis y Vp, para simplificar el problema. Vamos a trabajar inicamente con el potencial
gravitatorio. El potencial tiene una forma asi:

Legend: 4 = Estrella 2
—= revolotion N
Estrella 1

——= relative motion
== Capture

y se conoce como lobulo de Roche. Supongamos que la estrella 1 se convierte en una gigante roja: entonces su masa sera
la misma pero su volumen serd mucho mayor y si su atmosfera supera su lébulo de Roche entonces parte de su material
comenzara a caer sobre la estrella 2, y como estdn girando formaré un disco de acrecién. Lo que va a ocurrir es esto:
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11.2 Sistemas binarios 11 TEMA EXTRA: ACRECION

Fin
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