Problemas y Ejercicios Resueltos.

Tema 2: Espacios vectoriales.

Ejercicios

1.- Determinar el valor de  para que el vector (1,z,5) € R® pertenezca al subespacio < (1,2,3),(1,1,1) >.

Solucién. (1,z,5) pertenece al subespacio < (1,2,3),(1,1,1) > si y sélo si (1,z,5) es combinacién
lineal de (1,2,3) y (1,1,1), o sea, si existen «, 8 € R tales que

(1,2,5) = a(1,2,3) + B(1,1, 1),

Pero entonces,

l=a+p
r=2a+p
5=3a+p

y resolviendo el sistema anterior, tenemos a =2, § =—1y x = 3.

2.-  Calcular bases de los subespacios de R* S, T, S+T y SNT, siendo S = {(x1, T2, T3, 24)|x1 — 22 = 0}
) T =< (1a 1a 2; 1)7 (2a 37 _17 1) >.

Solucién. Tenemos
S ={(x1,29,x3,24)|x1 — 22 = 0} = {(21, 21, T3, T4) |21, 22,23 € R} =< (1,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1) >,
luego un sistema generador de S es {(1,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)}. Ahora,
(0,0,0,0) = a(1,1,0,0) + 3(0,0,1,0) + 7(0,0,0,1) = a = § = v = 0,
o sea que es libre, resulta que Bg = {(1,1,0,0), (0,0,1,0),(0,0,0,1)} es una base de S.

Un sistema generador de T es (1,1,2,1),(2,3,—1,1). Pero es también libre, ya que

0=\+28

_ B 0=A+38
(0.0,0,0) = A(L1,2,1) + B(2.3,~1,1) = [ 5"
0=X+4
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2 Espacios vectoriales

y la tnica solucién al sistema anterior es A = § = 0. Por tanto, B = {(1,1,2,1),(2,3,—1,1)} es una base
de T.

Por definicién,

S+T={s+tlseSyteT}
= {(261,1‘1,.%'2,1'3) + (a+2ﬁ,a+3ﬁ,2a— B,O[+ﬁ)|$17$2,$3,a,6 S R}
=< (1a 170,0)7 (0,0,170), (0,0,07 1)a (171727 1)a (2a37_1a ]-) >

Por tanto, un sistema generador de S + T es {(1,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1),(1,1,2,1),(2,3,—1,1)}. Pero
(1,1,2,1) = (1,1,0,0)+(0,0,1,0)+(0,0,0, 1), luego {(1,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1), (2,3, —1,1)} es sistema
generador de S + T. Ademds, este sistema es libre luego es una base de S + 7.

Por ultimo, sabemos que S NT es un subespacio vectorial de dimensién 1 porque
dim(SNT) =dim(S +7T) — dim(S) — dim(7T)

Ahora, (1,1,2,1) € SUT, luego como dim(S NT) es 1, se tiene que < (1,1,2,1) >= SN T y una base de
SNT es %SQT = {(1, 1,2, 1)}

3.- Encontrar una base y la dimension del subespacio vectorial

5 =<(1,2,-1,3),(2,1,0,-2),(0,1,2,1),(3,4,1,2) > .

Solucién. Un sistema genereador de S es A = {(1,2,-1,3),(2,1,0,-2),(0,1,2,1),(3,4,1,2)}. Pero A
no es libre ya que
(0,0,0,0) = a1 (1,2, —1,3) + a2(2,1,0,-2) + a3(0,1,2,1) + ag(3,4,1,2) =

0=aq 4+ 2a9 + 33z + 3ay

0=2a1 +as + a3+ 4day
0=—a1 4+ 203+ ay

0=3as — 205 + a3 + 204

y el sistema anterior tiene por solucién
] = g = (g3 = —Q4

Observamos que (3,4,1,2) es combinacién lineal de los anteriores, luego A — {(3,4,1,2)} =
{(1,2,-1,3),(2,1,0,—2),(0,1,2,1)} es también sistema generador de S. Pero

(07070a O) = 61(17 27 _15 3) + ﬁ2(27 1707 _2) + 63(07 17 27 1) =

0=p1+28:+3833

0=2B1+ B2+ B3
0=—pB1+2083

0=302—282+ 33

y el sistema anterior sélo tiene por solucién a 81 = B3 = B3 = 0, es decir, {(1,2,-1,3),(2,1,0,—2),(0,1,2,1)}
es libre. Por consiguiente una base de S es {(1,2,-1,3),(2,1,0,—2),(0,1,2,1)} y la dimensién de S es 3.
4.- Sea V un Q-espacio vectorial de dimension 4 con base B = {u1,uq,us,us}. Se definen los vectores

1}1:2U1—|—U2—U3 1}2:2ul—|—U3—|—21L4 UgZU1+U2—U3 1}4:—U1+21L3+3U4
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Espacios vectoriales 3

Probar que B’ = {v1,v2,v3,v4} es una base de V' y calcular las coordenadas en la base B’ de un vector
v que tiene por coordenadas en B a (120 1).

Solucién. Como B’ es de cardinal 4 y V es de dimensién 4, para demostrar que B’ es base de V, basta
con probar que B’ es libre. Ahora,

4
Oy = Zawi = (201 4 209 + a3 — ag)ug + (a1 + ag)ug + (—aq + ag — ag + 2a4)us + (202 + 3ay)ug,
i=1

y al ser {u1,us, us, us} un conjunto libre, se tiene que

0=2a1 + 200+ a3 —ay
0= a1 + Qa3
0=—a1 +az—az+2ay
0=2a9 + 3ay
y la 1dnica solucion del sistema anterior es
061:0422013:04420,
luego B’ es libre.
Por otro lado, si v tiene por coordenadas a (1 2 0 1) (esto es utilizamos la notacién por filas) en la base
B, significa que v = uy + 2uz + uy, asi que las coordenadas de v (81 B2 B3 Ba) en la base B’ deben cumplir

4

v=ui+2ustug = Zﬂivi = (281 +2B2+ B3 — Ba)ur + (B + B3)uz + (—B1 + B2 — B3+ 264 )uz + (282 + 384 ) ua,
i—1

o sea,
1=201+2B2+ 3 — P
2=01+083
0=—01+082—B3+20
1 =28+ 304

y su solucién es
61 = 10762 = _4763 = _8764 =3.

Por consiguiente las coordenadas del vector v en la base B’ son (10 —4 — 8 3).
Otra manera de calcular las coordenadas es mediante la matriz de cambio de base:
(B1 B2 Bs fa) = (120 1) Mg 57,

donde Mgy o3 lleva las coordenadas de los vectores de la base B en la base B’. Por tanto,

-1

9 1 -1 0 1 0 -1 0
o 20 1 2} (7 =3 -6 2

Mg =Mys=11 1 1 0] | s -3 -8 2
10 2 3 5 2 5 -1

5.- Sea v un vector de un K-espacio vectorial V de dimension finita n > 3 cuyas coordenadas en una base
de V son (x1 ... xn), siendo xo # x3. sFEziste alguna base de V' en la cual las coordenadas de v sean
(10... 0)2 sPor qué?
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4 Espacios vectoriales

Solucién. Como x5 # x3, el vector v no es el vector nulo. Entonces, en cualquier base que se obtenga
al completar {v}, esto es, B = {v,ua, -, uy}, las coordenadas de v serdn (1 0... 0).

6.- Si V' es un espacio vectorial de dimension 1, ;como son sus bases?

Solucién. Las bases de V' constan de un tnico vector no nulo.
7.- SiUW <V dos subespacios distintos de V' y dim(V) = n, dim(U) = dim(W) = n — 1, scudnto vale la
dimension de U N W ?
Solucién. Sabemos que
n — 1 = max{dim(U), dim(W)} < dim(U + W) < dim(V') = n.
Por tanto, dim(U + W) = n,n — 1. Pero si dim(U + W) = n — 1, al ser U,W C U + W, y coincidir
las dimensiones, se deduce que U = U + W = W, lo cual es falso, por ser U # W. Consecuentemente,
dim(U + W) = n y llevandolo a
dim(U + W) = dim(U) + dim(W) — dim(U N W),
deducimos que
dm(UNW)=n—-1+n—-1-n=n-2.

Problemas

1.- Determinar los valores de a y b, si es que existen, para que

<(a,1,-1,2),(1,0,0,3) >=< (1,-1,1,-2),(-2,0,0,—6) > .

Solucién. Para que los dos subespacios coincidan, debemos pedir que (a,1,—1,2) y (1,b,0,3) se
escriban como combinacién lineal de (1,—1,1,-2) y (—2,0,0,—6) y que ambos vectores sean linealmente
independientes. Por tanto,

1=—a;
—1=o

2= —2a1 — b6ay

1=p1—28

b=—p

0=7

3=—201 — 60
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Espacios vectoriales 5

y la solucion al sistema anterior es: a; = —1, as = 0, a = =1, 1 =0, B = —% y b = 0. Por tanto,
(a,1,-1,2) = (-1,1,-1,2) y (1,b,0,3) = (1,0,0,3) y ambos vectores son linelamente independientes.

2.- Sean U = {(z1,x2,73,24) € R4|x1 =29 =x4,23 =0}, V = {(z1,29,23,24) € R4|x1 =29 = x3,24 = 0}
y W ={(z1,22,23,24) € R4|x2 =121 + 23,301 = o + X4}

1. Demostrar que R* =U &V & W.

2. Descomponer el vector (1,2,3,4) en la formau+v+w eU+V +W.

Solucién. 1. Para ver que R* = U @ V @ W, debemos comprobar que R =U+V+W y que
UnNn(V4+w)=vnU+W)=Wn(U+V)=1{(0,0,0,0)}. Esto equivale a demostrar que By UBy UBy
es una base de R*. Ahora, By = {(1,1,0,1)}, By = {(1,1,1,0)} y Bw = {(1,0,1,3),(0,1,—1,—1)} ya que

U= {(z1,22,23,24) € R4\x1 =29 = 4,23 = 0} = {(z1,21,0,21) |21 € R} =< (1,1,0,1) >

V = {(1‘1,1‘2,33‘3,.134) € R4|J)1 =22 = X3,T4 = 0} = {(.131,.131,1‘1,0”331 S R} =< (1, 1, 1,0) >
W = {(z1, 72,73, 74) € RY22 = 21 + 23,321 = 22 + 24} = {(21, 22, 71 — T2, 371 — 22|21, 72 € R}
< (1,0,1,3),(0,1,—1,~1) > .

Entonces,
By UBy UByw ={(1,1,0,1),(1,1,1,0),(1,0,1,3),(0,1,—1,—-1)}

y como el cardinal de By UBy UBw es 4 y coincide con la dimensién de R4, para ver que By U By UBy
es base de R? es suficiente con demostrar que By U By U By es libre. Ahora,

(0,0,0,0) = a1 (1,1,0,1) + a2(1,1,1,0) + a3(1,0,1,3) + g (0,1, -1, —1)

implica
0=a1 +as+ asg
0:a1+a2+a4
0=as+ a3 —ay

0=a1 +3a3 —ay
y la tnica solucién al sistema anterior es o; = 0, para ¢ = 1,2, 3,4, luego By U By U By es libre.
2. El vector (1,2,3,4) = 51(1,1,0,1) + B=2(1,1,1,0) + B5(1,0,1,3) + B4(0,1,—1,—1) siendo B; = —11,

P2 =4, B3 =8y By =9, luego v = $1(1,1,0,1) (—11,-11,0,-11), v = B2(1,1,1,0) = (4,4,4,0) y
w = B3(1,0,1,3) + £4(0,1,-1,—1) = (8,9, —1, 15).

3- SeaU={f:R—=>R|f(x) = f(—x),Ve e R} y W ={f: R = R|f(x) = —f(—x),Vx € R}. Probar que
F(R,R) = {f: R — R|f es aplicacién} es suma directa de U y W.

Solucién. Por definicién, F(R,R) =U®W siy sélosi F(R,R) =U+W yUNW = {O]F(R R)}7 donde
O]F(R R) denota la aplicacién nula.

Comprobemos que F(R,R) =U + W:

C Sea f € F(R,R) y definimos g : R — R tal que g(x) = w y h:R — Rtal que h(z) = W

Es claro que f = g+ h. Ademds, g € U ya que g(—z) = f(_z);f(m = f(w)+2f(_m) = g(x), para todo

x € Ry h € W porque h(—z) = f(fm);f(m) = —f(m)fgf(fm) = —h(x),para todo z € R.
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6 Espacios vectoriales
D Es inmediato porque U, W C F(R,R).

Por otro lado, si f € UNW, se tiene que f € Uy f € W, luego para todo € R, f(x) = f(—=x), por
ser f €Uy f(x) =—f(—=x) por ser f € W. Entonces,

f(@) = f(=2) = = f(z) = 2f(x) = 0= f(z) =0,

esto es f es la aplicacién nula.
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