Capitulo IV: Calculo Integral

Ya hemos comentado algunos de los problemas que dieron origen al origen del
Calculo, ahora hablaremos de alguno mas, tal como el problema de calcular la longitud
de una curva o del &rea y voliimen de una figura acotada por curvas y superficies.

El origen de los métodos que ahora empleamos se remonta a mas de 2000
anos, cuando los griegos para resolver el problema del célculo del area de ciertas figuras
geométricas, idearon el procedimiento de exhaucion: Dada una region cuya area quiere
determinarse, se inscriben en ella sucesivas regiones poligonales cuyas areas se aproxi-
men cada vez mejor al area de la region que queremos determinar; procediendo ahora
por "paso al limite"podremos determinar el area buscada. Este método fue usado sa-
tisfactoriamente por Arquimedes (287-212 a. C.) para hallar la formula exacta del area
del circulo.

Gradualmente, este método ha ido transforméndose en una potente herramienta
que tiene numerosas aplicaciones en todas las ciencias entre ellas la resolucion de los
problemas ya enunciados y de otros relacionados, como ya veremos, tales como el célculo
del centro de gravedad de un cuerpo y la fuerza de atracciéon de la gravedad
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Capitulo 4

Integracion en una y varias variables

4.1. Funciones integrables

Sumario

En esta lecciéon introduciremos el concepto de funcion integrable, en el sentido de
Riemann, como una evoluciéon natural del método de exhauciéon, usado por los griegos para
calcular ciertas areas, y estudiaremos sus propiedades. Enunciaremos el teorema fundamental
del céalculo que relaciona la integral con la derivacién y la Regla de Barrow indispensable
para el calculo integral. Finalmente estudiaremos las funciones impropiamente integrables. El
contenido completo de esta leccién se articula de la siguiente manera:

IV.1.1 Funciones integrables.

V.1.2 Ejemplos

IV.1.3 Propiedades de las funciones integrables.
IV.1.4 Relacién entre integracion y derivacion
IV.1.5 Cémo evaluar una integral.

IV.1.6 Integrales impropias.

IV.1.7 Relaciéon de ejercicios.
4.1.1. Funciones integrables

Sea f : [a,b] — R una funcién acotada y sea sea P = {t¢, t1, ..., t,,} una particion
del intervalo [a,b]. Para cada k € {1,2,...,n}, llamemos I; al intervalo [zg_1,xx] ¥
notemos por

Mi(f, P) = Sup{f(I+)}, mu(f, P) = Inf{f(I)}.

11



12 §IV.1. Funciones integrables

Llamaremos suma superior de la funciéon f respecto de la particion P al
ntmero real

SULP) =3 Melf, P — 1),

y andlogamente llamaremos suma inferior de la funcién f respecto de la particiéon
P al ntmero real

I(f, P) = imk(f, P)(l‘k — Jl'kfl).

Sea
S :={S(f, P); P particion del intevalo [a,b]}

I ={I(f,P); P particion del intevalo [a, b]}.

Es claro que dadas dos particiones cualesquiera del intervalo [a, b] se tiene que

I(f.P) < S(f.Q),

y por tanto el conjunto S es un conjunto minorado de nimeros reales. Llamaremos
integral superior de f en el intervalo [a,b], al infimo del conjunto S que notaremos

por .
/abf(a:)da:.

Por idéntica razonm el conjunto I es un conjunto mayorado de nimeros reales y llamare-
mos integral inferior de f en el intervalo [a, b] al supremo de dicho conjunto, supremo

que notaremos por
b
/ f(z)dx.

Diremos que f es integrable en el intervalo [a, b] si el infimo del conjunto Sy el
supremo del conjunto I coinciden, esto es, si

ff(:p)dx: K f(x)dz.

Si f es integrable en [a, b] dicho valor InfS = Sup I sera conocido como la integral
de f en [a,b], y se notara por
b
/ f(z)dz.

Para mayor comodidad, si f es integrable en [a, b], acordamos los siguientes convenios:
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Observacion

Es facil probar que si [a,b] es un intervalo y f : [a,b] — R es una funcién
acotada, entonces f es integrable en [a, b] si, y solo si, existe una sucesion de particiones
{P,} verificando que la sucesion {S(f, P,) — I(f, P,)} converge a cero.

4.1.2. Ejemplos

1) Es facil probar que toda funcion constante es integrable, de hecho

/abcdx =c(b—a).

2) Las funciones mono6tonas en un intervalo [a, b] son funciones integrables en dicho
intervalo.

3) Las funciones continuas son también funciones integrables.

La demostracion de que toda funcién continua es integrable necesita del teorema
de Heine sobre la continuidad uniforme.

4) De hecho tenemos que

Proposicion 4.1.1. Sea f : [a,b] — R una funcion integrable. Entonces si
g :la,b] — R es una funcion que coincide con f excepto a lo mds en un nimero
finito de puntos de [a,b], g es también una funcion integrable y ademds

/abf(x)dx - /abg(a:)dx.

5) La funciéon de Dirichlet:

[0 sizel0,1]nQ
f(w)—{l sizel0,1]NR\Q

No es integrable en [0, 1]. De hecho, es facil probar que

/Olf(x)dx _1, /Llf(x)dx —0.
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4.1.3. Propiedades de las funciones integrables

Veamos ahora algunas propiedades de las funciones integrables

Proposicion 4.1.2. Sean f, g : [a,b] — R dos funciones integrables en |a,b]. Entonces

1. f+ g es una nueva funcion integrable en |a,b] y se verifica que

/ab(f—l—g)(x)dx _ /abf(x)dx—i—/abg(x)dx.

2. Para cada r € R, la funcion rf es una nueva funcion integrable en [a,b] y se

verifica que . .
/a (rf)(@)dz =1 / f(x)dz

3. Si para cada x € [a,b], f(x) < g(z), se tiene que

/f dx</ o(z)dz.

4. |f| es también una funcion integrable y se verifica que

[ @t < [l

5. f.g es una nueva funcion integrable en |a,b] y se verifica que

/ (f.9)(z)dx < (/ f2(x)dx)5(/ gQ(x)dx)% (desigualdad de Schwarz),
Yy

(/ab(f+g z)? < /f )dx)

Finalmente también se verifica la propiedad de la aditividad respecto del
intervalo, esto es,

l\)\»—l

/ (m)dx)% (desigualdad de Minkowski).

Proposicion 4.1.3. Sea f : [a,b] — R una funcion acotada y sea ¢ €]a,b]. Entonces
f es integrable en |a,b] si, y solo si, f es integrable en [a,c] y [c,b]. En caso de ser

integrables se tiene que
b c b
[ taa= [ st [ sy

Como ejercicio calculese la siguiente integral:

3
/ 3E[x] + 2 du.
0
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4.1.4. Relaciéon entre integracién y derivacion.

Estudiaremos ahora la importante conexion entre los tres conceptos bésicos de
la primera parte del curso: continuidad, derivacion e integracion. Para poder enunciar
este resultado, esto es, el teorema fundamental del célculo, necesitamos introducir el
concepto de integral indefinida.

Sea I un intervalo de niimeros reales, y una f : I — R una funcién continua. Si
¢ € I llamaremos integral indefinida de f con origen en c a la funcion F': [ — R,
definida, para cada x € I, por

F(z) = / ")t

Teorema 4.1.4. (fundamental del Cdlculo)

Sea f una funcion continua en un intervalo I y sea F' cualquier integral indefinida
de f. Entonces F' es deriwable en I y para cada x € I,

Para su demostracion necesitamos algunas observaciones:

a) Si f:[a,b] — R es una funcion integrable y ¢ € [a, b], entonces

/abf+/bcf+/caf:0.

b) Si f:[a,b] — R es una funcién continua, entonces existe ¢ € [a, b] tal que

[ r=100-a.

Ejercicio: Sea F' : Rt — R definida por

F(z) = /1 1/t dt.

Calculese F(1), la funcion derivada de F'y determinense sus propiedades analiticas.
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4.1.5. Coémo evaluar una integral

El siguiente resultado, el cual es consecuencia del teorema del valor medio,
es importantisimo ya que nos permitiré evaluar la integral de una funcién conocida su
primitiva. Para enunciarlo, necesitamos recordar que dada una funciéon f definida en in
intervalo I se dice que f admite primitiva si existe una funciéon G : I — R derivable
tal que, para cada z € I, G'(x) = f(z).

Teorema 4.1.5. (Regla de Barrow)

Sea f: |a,b] — R una funcion integrable y supongamos que admite una primitiva

G. Entonces ,

/ f(x)dz = G(b) - Gla).

a
Es claro que si f es continua, entonces, como consecuencia del teorema fun-
damental del calculo, cualquier integral indefinida F' de f es una primitiva de f. Pero
si intentamos evaluar dichas primitivas no obtenemos ninguna informaciéon no trivial.
Por tanto el problema de evaluar la integral de una funcién continua f, para aplicar la

Regla de Barrow, consiste en conseguir una primitiva de f susceptible de ser evaluada
en los puntos a y b.

Ejercicio: Calciilese la siguiente integral:

1
/ 223 + 1 dx.
0

A menudo conviene transformar la funcion f en otra funcion cuya primitiva sea
més accesible; los siguientes resultados ofrecen algunas transformaciones interesantes.

Corolario 4.1.6. (teorema del cambio de variable)
Sea g : [a,b] — R una funcion de clase C*([a,b]) con ¢'(x) # 0. Si f es una funcion
continua en g([a,b]), entonces la funcion f o g.g" es una nueva funcion integrable y

g(b) b
x)dr = d (H)dt.
/g @ / Flo(t). (D)dt

La regla formal seguida en el resultado anterior consiste en sustituir g(¢) por x y
g'(t)dt por dx y los valores extremos t = a,t = b por los correspondientes z = g(a),z =

g(b).
Ejercicios:

1. Calcilese la siguiente integral:

1
/ 2xe™ de.
0
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2. Demuéstrese que , para a,b € RT,

ab b
/mlﬁﬁ:/)UMt
a 1

Nota

Obsérvese que después de esta propiedad, la funcion F' : Rt — R, definida por

F(z) = /1 1/t dt.

es una biyeccion estrictamente creciente verificando que:

CF(1) =0
- Fay) = F(x) + F(y).
-Fe)=1

Esto es, la funciéon F' no es otra cosa que la funciéon logaritmo neperiano cuya exis-
tencia afirmabamos al principio de curso.

La siguiente técnica es especialmente 1til cuando se trata de calcular la integral
de un producto de funciones o de una funcién facilmente derivable (basta ver ésta como
el producto de ella por la funcién constante uno).

Corolario 4.1.7. (teorema de integracion por partes)
Sean F,G : [a,b] — R dos funciones de clase C*([a,b]). Entonces

b b
/ F(2).G'(x)dz = F(b).G(b) — F(a)G(a) — / F'(z).G(x)dz.

Ejercicio: Calcilense las siguientes integrales:

2 1
/ log(x)dx y / r?sen(z)dz.
1 0

4.1.6. Integrales impropias

El concepto de integral que hemos introducido presenta, entre otras, dos
limitaciones importantes:

1. El intervalo de integracion es del tipo [a, b

2. El integrando es una funcién acotada en dicho intervalo.
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Nuestro objetivo mas inmediato es extender la nociéon de integral a intervalos
arbitrarios y a funciones continuas no necesariamente acotadas.

Sea I =|a, 3] un intervalo con a, 3 € RU{ —o0,+00}. Sea f : I — R una
funcién continua en I y sea G una primitiva de f. Se dice que f es impropiamente
integrable en |«, ([ si existen

lim,—sG(x), lim,—.G(x).

Ademas en caso afirmativo

/ﬁ f(x)dx = lim,_gG(x) — lim,_,G(x).

Dicha integral recibe el nombre de integral impropia de f en |a, g].

Ejercicio: Calcilese la siguiente integral:

/ RN

0

Es claro que toda funciéon continua en un intervalo [a,b] es impropiamente
integrable en |a, b[ y su integral impropia coincide con su integral.

Las propiedades de las funciones impropiamente integrables son similares a las
yva estudiadas para las funciones integrables.

Proposicion 4.1.8. Sean f,g :Ja, 5[— R dos funciones impropiamente integrables.
Entonces

1. f+ g es una nueva funcion impropiamente integrable en |o, B3] y se verifica que
B B B
/ (f + 9)(x)dz = / f(x)da +/ g(z)dz.
o (e e

2. Para cada r € R, la funcion rf es una nueva funcion impropiamente integrable

en |o, B[ y se verifica que
/ﬁrf(x)dx = r/ﬁ f(z)dz.

3. Si para cada x € [a,b], f(x) < g(x), se tiene que

/j flz)dz < /jg(:{:)d;ﬁ
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E incluso,

Proposicion 4.1.9. Sea f :|a, f[— R una funcion continua y ¢ €]a, 5[. Entonces f
es impropiamente integrable en |, B[ si, y solo si, f es impropiamente integrable en
la, ¢l yle, B]. En caso afirmativo se tiene que

/j f(x)dx = /:f(a:)da: + /cﬁ f(z)dx.

Ejercicio: Calculense, cuando existan, las siguientes integrales:

1 1 o0 +o00
/ 1/zdz, / 1/2%dx, / 1/Vadr y / 1/2%dz.
0 - 1 1

1

Como consecuencia de la definciéon, obtenemos los correspondientes teoremas del
cambio de variable y de integracion por partes.

Teorema 4.1.10. (del cambio de variable)

Sea g una funcion de clase C' en el intervalo |a, 3 con ¢'(x) # 0. Si f es una
funcion continua en g(Jo, B]), entonces f es impropiamente integrable en |, B[ si, y
sélo si, fog.g es impropiamente integrable en |a, B]. En caso afirmativo,

/ T o - / Stoeg @i

iMe—ag(z)

Ejercicio: Calctlese la siguiente integral:

/01 2x/(x* + 1) da.

Teorema 4.1.11. (de integracion por partes)

Sean F y G dos funciones de clase C* en el intervalo |a, 8] y supongamos que F.G
tiene limite en « y en 3. Entonces F.G' es impropiamente integrable si, y sélo si F'.G
es impropiamente integrable. En caso afirmativo

B B
/ F(z).G'(x)dx = lim,_F (2)G(x) — limy—o F(2)G(x) — / F'(z).G(x)dz.

a

Ejercicio: Calciilese la siguiente integral:

/O 1 log(z)da.
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A veces resulta que una determinada funcién no es impropiamente integrable
pero puede obtenerse un cierto valor relacionado con ella.

Supongamos que f : R — R es una funcién continua en R. Llamamos valor
principal de Cauchy de la integral de f en R y suele escribirse,

+o0o
V.P. f = lzmm—>+oo/ f

Asi por ejemplo V.P. fj:)o xdx = 0.

Analogamente si f :]a, f[— R, con «, § € R, es una funciéon continua en |a, g,
llamamos valor principal de Cauchy de la integral de f en |a, 3] y suele escribirse,
B B—e

V.P./ f=lim._o f

a+te

Es claro que si f es impropiamente integrable en |o, 5] (a, 8 € R|J{+o00} [J{—00}),
entonces su valor principal de Cauchy coincide con su integral impropia.

4.1.7. Relacion de ejercicios

1. Calculense las siguientes integrales:

1 1
/ arctg(x) dx, / r?e” dx,
0 0

+o00 d m/4
/ —xg / sen’z cos’z dz,
2 x(log(z)) 0
w/2 /2
/ cosx log(senz) dx, / Senf dx.
/4 0 cos’x

2. Haéllense las derivadas de cada una de las funciones siguientes:

2

a) F(z) = / send(t) dt. b F(x) = /3 ' !

— dt
1+ sin®t + ¢2

I ds
c) F(x) = /3 1/(sen*(t?) + 1) dt

b
dt.
/ 1+t2 4 sen2(t)

tx

b b
dt f) F(z) = dt
/ 1+t2+4 sen(t) ) Flz) /a 1+ t2 4 sen(t)
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4.2. Calculo integral

Sumario

En esta lecciéon nos ocuparemos del problema préactico de evaluar la integral de toda
funcién racional y de algunas funciones no racionales. El contenido completo de esta leccién
se articula de la siguiente manera:

IV.2.1 Integracién de funciones racionales.
1V.2.2 Integracion de funciones no racionales.
1V.2.3 Relaciéon de ejercicios.

4.2.1. Integraciéon de funciones racionales

Daremos un método general para la evaluacion de la integral de una funcién
racional cuya "unica"dificultad consiste en encontrar la descomposicion en factores irre-
ducibles de un polinomio con coeficientes reales.

Sea f : [a,b] — R una funcion racional y sean P,Q,: R — R las corres-
pondientes funciones polindmicas tales que, f(x) = gg; con Q(x) # 0, para cada
x € [a,b]. Podemos suponer sin pérdida de generalidad (en caso contrario se manipula

algebraicamente) que:

1) Py @ son dos polinomios primos entre si.
2) El polinomio Q(z) es de mayor grado que P(x).
3) El coeficiente lider del polinomio Q(z) es uno.
En la situacion anterior, el problema de evaluar la integral de f se resuelve usando
sendos resultados algebraicos: la descomposicion en factores irreducibles de un polino-

mio con coeficientes reales y la descomposiciéon en fracciones simples de una funciéon
racional con coeficientes reales.

Proposicion 4.2.1.

1) Descomposicion en factores irreducibles

Todo polinomio Q(x) con coeficientes reales y con coeficiente lider igual a uno
puede escribirse en la forma:

(x—a1)" (x—a)™...(x —ay)" (2* +brx+c1)™ (2% +box + ) ™. (22 + byx +y) ™,

donde p y g son nimeros enteros no negativos,ay, s, ..., ay, b1, ba, ..., by, c1,C2, ..., cq
son numeros reales, donde a; < as < ... < a, son las raices reales del polinomio Q)
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Y M1, Mg, ...ny, son, para cada k € {1,2,...,p}, el orden de multiplicidad de la raiz
ax; Y finalmente my, mq, ..., my son nimeros naturales.

La descomposicion anterior en factores es unica y
ny+ng + ... + 1y +2(mg +mo+ ... +my)
es el grado del polinomio.

2)  Descomposicion en fracciones simples

Si el polinomio se descompone en la forma dada en (1.) y P(z) es un polinomio
primo con Q(x) de grado menor que el de Q(z), la funcion racional f(x) = %

puede escribirse de forma unica como sigue:

Al A12 Alm
flz) = paa sl ey - e TS
A2 422 A2n>
T — ap * (x — ap)? T (x — ag)™ et
APt AP2 APm
r—a, woaP T @y T
By + M B2y 4 012 Blmig 4 Ol
2+br+ce (224 +o)? ot (:E2+b1x+cl)ml+
B2y 4+ C?% B?x 4 C?2 B*m2g 4 C?m2
22 4 by + ¢y + (22 4 by + ¢9)? et (22 + by + c)™2 Tt
Bz 4 ! B2 1 2 Bomag 4 Cma

+ + .+ :
22+ byx + ¢y [(x% + by + ¢y)? [(22 4 byx + ¢4)™a

donde, para cada 1 < i < qy 1l < j < my, BY y CY son mimeros reales. Se
tiene ademds que A¥* = 0 para k € {1,2,...,p} y (BY™)? + (C?™Mi)2 > 0 para
je{1,2,....q}.

La principal dificultad a la hora de aplicar la proposiciéon anterior consiste, como
ya se ha dicho, en encontrar la descomposicion en factores del polinomio Q(x). Salvado
este problema, la descomposiciéon en fracciones simples dada por la segunda parte de la
proposicion puede ya obtenerse sin dificultad, aunque si puede ser laboriosa.

La descomposiciéon en fracciones simples dada anteriormente, junto con la
linealidad de la integral nos permite limitarnos a considerar las integrales de cada uno
de los tipos de fracciones simples que aparecen en la descomposicion, a saber
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Tipo 1
A

9
r —C

fz) =

para todo = € [a,b], y donde A,¢ € R y ¢ no pertenece al intervalo [a,b]. En tal
caso tenemos que:
b—c

a—=c

/ f(z)dz = Aldoy(| ).

Ejercicio: Calctlese la siguiente integral:
4 2
9 _
[t
5 23— 322+ 22

Tipo 2
A
(z — o)’

fx) =

para todo = € [a,b], y donde A,¢ € R y ¢ no pertenece al intervalo [a,b]. En tal
caso tenemos que:

b 4 . )
/a f(x)de = n—l[(a—c)"*l - (b—c)nfl]'

Ejercicio: Calctlese la siguiente integral:
1/2 9
0o x*—2x+1

Tipo 3
Bx+C
@)= 2 4cr+d

para todo x € [a,b], donde B,C,c,d € R. En este caso se procede de la siguiente

forma:
b B [ 2z+¢ b dx
dr = — —d C — Be/2 .
/Gf(:r;)x 2/ax2+cx—|—d T+ C/)/a 22+ cr+d

La primera integral del segundo miembro nos queda no es otra cosa que

b>+cb+d

a2+ca+d|)'

log(]
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Para la segunda integral se escribe 22 + cx +d = (x — r)? + s* y se toma toma
u = r—r

b—r a—r

1[5 du _1[ . ) ol
a—r 1+u2—8arc g S are g S

)]

Ejercicio: Calctlese la siguiente integral:

4
20 — 1
/ I x dzx.
3 T +$3—$—1

Esto es,
r(z)
Jx) = (22 + cx +d)™’
para todo x € [a,b], donde ,¢,d € R, n € Nconn > 1y r(z) es un polinomio de
grado menor o igual que 2n — 1.

En este caso usaremos el método de Hermite que consiste en escribir

F(z)

ex+ f &
(22 + cx +d)»1"’

224+ cx+d

flx) = + |
donde F'(z) es un polinomio de grado 2n-3 a determinar. Por tanto, la técnica
exige derivar el cociente, multiplicar la igualdad por (22 + cz + d)", y a partir de
aqui, calcular los coeficientes de dicho polinomio.

Asi pues
b
F( F
0 T2 Yert+d (2 +cb+d)1  (a®+ca+d)"!
En este caso usaremos el método de Hermite que consiste en escribir
o er+ / F(r) /
Jw) = 22 +cx+d * [($2 +cx + d)”—l] ’

donde F'(x) es un polinomio de grado 2n-3 a determinar. Por tanto, la técnica
exige derivar el cociente, multiplicar la igualdad por (z* + cx + d)", y a partir de
aqui, calcular los coeficientes de dicho polinomio.

Asi pues

b b oex f F(b) F(a)
de = | =21 4 _
/a f(z)dz /a Prctd T Brdtdrl (@ +catdnl

La integral que queda es una de tipo 3).
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Ejercicio: Calculese la siguiente integral:

/4 2_x2
#dm.
g rt 44?2 +4

4.2.2. Integraciéon de funciones no racionales

El problema de evaluar funciones no racionales se llevara a cabo utilizando
diversos cambios de variable hasta conseguir que la nueva funcion a integrar sea racional.
No hay un método general para ello , sino un recetario mas o menos amplio, de hecho,
la simple inspeccion del integrando sugiere el cambio de variable adecuado.

Empezaremos fijando una notacién que nos permitiré exponer de manera rapida
y sin ambigiiedad los distintos métodos de integraciéon que vamos a tratar. En lo que
sigue I serd un intervalo del tipo [a,b] y f: I — R sera una funcién continua. Para
calcular la integral de f usaremos sistematicamente el cambio de variable x = ¢(t),
donde ¢ es una funcién biyectiva de un cierto intervalo J sobre I y de clase C* en J. Si
notamos por ¢(t) = f o ¢(t).¢'(t), para todo t € J, transformaremos la integral de la
funcioén inicial en la integral de la funciéon g en el intervalo J. Si g es racional, aplicaremos
los conocimientos dados en la primera parte de la leccion. En las demas ocasiones sera
preciso un nuevo cambio de variable. Encontraremos asi un nuevo intervalo K y una
nueva funcion ¢ tal que ¢ = p(u), donde ¢ es una funcion biyectiva de K sobre J y de
clase C! en K. Si notamos por h(u) = go(u).¢'(u), para todo u € k, transformaremos
la integral de la funcion g en la integral de la funcién h en el intervalo K, y vuelta a
empezar.

1. Funciones trigonométricas

Sea una funcién f que es cociente de sumas y productos de las funciones seno
y coseno. Dado que f es una funcién periddica de periodo 27 podremos limitarnos
a considerar I C [—m, 7). Hacemos en este caso el cambio de variable

x = ¢(t) = 2arcty(t).
La funcién g que aparece es una funcion racional. De hecho,

1 2t
7 7 sen(z) = T

COST =

dx
sen(x)

Ejercicio: Calcular f:/f
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A parte del cambio tipico antes mencionado, podemos incluir otros cambios
para algunos casos particulares del siguiente tipo de integral:

b n
/de abel

cos™(x)

a) Sin es impar, se hace el cambio = = arccos(t), siempre que [a,b] C [0, 7].

b) Si m es impar, se hace el cambio x = arcsen(t), siempre que [a,b] C
[_77-/27 7T/2]
c) Siny m son pares se usan las formulas
1 2 1- 2
cos?(x) = +(f+<$> sen?(z) = w

2. Funciones trascendentes

Sea f una funcién que es cociente de sumas y productos de la funcion e*
con ella misma. Hacemos en este caso el cambio de variable z = ¢(t) = log(t). La
funcién g que aparece es de nuevo una funcién racional.

dx

L . 2
Ejercicio: Calctlese [ 5

3. Irracionales cuadraticas

Vamos a distinguir tres tipos fundamentalmente:
1) Funciones que son cociente de sumas y productos de las funciones z y vz? — 1

En este caso hacemos el cambio de variable 6 bien x = ¢(t) = ﬁ y por
tanto la funcion g que aparece es del tipo trigonométrico visto anteriormente,
6 bien x = @(t) = ch(t) y la funcion g que aparece es una funcion de tipo
trascendente visto también anteriormente.

Ejercicio: Calciilese la siguiente integral:
[ =
—dx.
3 :L‘2 -1

2) Funciones que son cociente de sumas y productos de las funciones x y v/1 — 2

En este caso hacemos el cambio de variable x = ¢(t) = sen(t) y por tanto
la funcién g que aparece es del tipo trigonométrico visto anteriormente.

Ejercicio: Calciilese la siguiente integral:

1/2 1
/ S
0 \/1 —132



Analisis Mateméatico 27

3) Funciones que son cociente de sumas y productos de las funciones z y v/1 + 2

En este caso hacemos el cambio de variable 6 bien © = ¢(t) = tg(t) y por
tanto la funcién g que aparece es del tipo trigonométrico visto anteriormente,
6 bien x = ¢(t) = sh(t) y la funciéon g que aparece es una funcion de tipo
trascendente visto también anteriormente.

Ejercicio: Calculese la siguiente integral:

o
/ L
3 V1+a?
Nota
Las funciones f(z) que son cociente de sumas y productos de z y de
vax? + bx + ¢ se pueden reducir a uno de los tres casos anteriores ya que
az® +bx + ¢ = a(z + b/2a)* — b* /4a + ¢,

y por tanto si hacemos un primer cambio v = x + b/2a y posteriormente

a) sia >0y b?— 4ac > 0, hacemos un nuevo cambio, t = wﬁ;iw resultanto

una integral del tipo v/t2 — 1
Vau

o resultando
Cc— a

b) Sia >0y b*— 4ac < 0, hacemos un nuevo cambio, t =

una integral del tipo vt + 1.
¢) Sia<0yb?—4dac < 0, hacemos un nuevo cambio, t = L‘;u resultando

c—b?/4a
una integral del tipo /1 — t2

4. Irracionales en x:

Consideraremos funciones que son cociente de sumas y productos de potencias
racionales de x, esto es, f tales que
L P2 Pn
flx)=F(zxa, ze, .. cmn).
Hacemos el cambio de variable x = t™, donde m = m.c.m.{q1, qa, ..., g }. Asi

pues, la funcién a integrar que resulta después del cambio es una funcién de tipo
racional, que ya sabemos resolver.

Ejercicio: Calculese la siguiente integral:

/2 ;
——dx.
L VTV
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4.2.3. Relacion de ejercicios

1. Calcilense las siguientes integrales:

3 1422 —x2 m/3 dx 37/2  dg
a> 2 x4f4m3+7x276x+2dx' b) fﬂ‘/4 senz—tgx* C) fO 2+-cosz”

" 3 x 2 x
d) 0 codsh:c' e) f2 \/ij f) f1/2 m2\/dT7

2 dr 1/2 dx : +oo dx
g J; (4522372 h) o7 DS (@2 —20+2)%

. 400 :c —+00 z 1
J) 2 (:c—l)dwﬂ_‘ 2z k)f2 x2\/d4+:c2‘ l)fo x\/de.
2. Pruébense las siguientes igualdades:
/3 dv ~ w ™2 cosx dx _y /+°° dx
0o VI—a22 2 o V1-—senx ’ R

+oo —vz 1
e dr 2, / log(x) de = —1
0 vV 0

bo|
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4.3. Aplicaciones del calculo integral

Sumario

En esta leccién presentaremos varias aplicaciones del calculo integral. La idea que
subyace en todas las aplicaciones que vamos a ver en esta leccion es que la integral puede verse
como un procedimiento de "paso al limite"de la suma. Asi mismo, conviene sefialar que en esta
leccién nos basta con la idea intuitiva del concepto de &rea y que mas adelante definiremos
con todo rigor. El contenido completo de esta leccion se articula de la siguiente manera:

IV.3.1 La integral como "paso al limite".
IV.3.2 Calculo del area de un recinto plano.
IV.3.3 Calculo de longitud de una curva.

IV.3.4 Calculo del volumen y del area de un sélido de revolucion.

IV.3.5 Relacion de ejercicios.

4.3.1. La integral como ” paso al limite ”

La idea central en todo lo que sigue es que si f es una funcién integrable en
un intervalo dado, la integral de dicha funciéon puede obtenerse como el limite de una
cierta sucesion de sumas. Escribamos esta idea de forma mas concreta:

Sea [a,b] un intervalo, P = {xg, 1, ..., 2, } una particion del intervalo [a,b] y
supogamos que, para cada k = 1,2, ...,n, t € I = [vx_1, Tk .
Llamaremos Suma integral de f asociada a la particion P, a(f, P),

a(f, P) =Y fte) (@, — wx).

Se llama diametro de la particion, AP, a la mayor de las longitudes de los subin-
tervalos I = [z)_1, Tx] que genera la particion, esto es,
AP = max{|zy — xp_1|: k=1,2,...,n}.

La idea consiste en usar la siguiente propiedad:

Si f : [a,b] — R es una funcién integrable y si la sucesion de particiones del
intervalo [a, b], { P, }, es tal que la sucesion de sus correspondientes diametros, {A(P,)},
converje a cero, entonces la sucesion {a(f, P,)} converge a la integral de f.

Este hecho es consecuencia del siguiente importante resultado
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Teorema 4.3.1. (Teorema de Darboux)
Si f :]a,b] — R es una funcion integrable y si { P,} es una sucesion de particiones
cuya sucesion de didmetros asociada, {AP,}, tiende a cero, entonces las sucesiones

{S(f,P.} e {I(f,P,)} convergen a fabf(x)dx

Esta técnica puede aplicarse a todos los campos de la ciencia, veamos algunos
ejemplos:

Ejemplos
1. Calculo de limites

A modo de ejemplo podemos probar que

1424 ..
lim {— =Ty
n

Como estrategia general, tomaremos como {P,} la sucesion de particiones
del intervalo [a,b] tal que, para cada n, todos los subintervalos que generan I},
son de longitud (b — a)/n, entonces

n b
tim {3 F) b~ a)/n = [ (@)

siempre que, para cada n € N, y' € I}, asi en nuestro caso concreto

lima {3 /n?y = lim, {3 (/)1 /n} = /0 vdz,

donde la funcién f considerada es la restriccion de la funcion identidad al intervalo
[0, 1].

2. Ejemplo de un problema de tipo econémico.

Supongamos que un negocio obtiene en sus primeros dias los siguientes bene-

ficios
dias 1 2 3 4

Furos 8 17 32 53

El propietario tiene razones suficientes para creer que el negocio continuaré
creciendo siguiendo la pauta de los primeros dias, a saber el beneficio de cada dia
t, seguira la ley B(t) = 3t2+5. Para hacer el calculo del beneficio anual, siguiendo
indicaciones de un economista, considera ademas que la ley del beneficio es la
funcién continua descrita anteriormente. ;Cual sera este beneficio anual?
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La estrategia a seguir seré considerar una sucesion de particiones del intervalo
[0,365] cuya sucesion de diametros tiende a cero. De hecho podemos considerar
que, para cada particion, todos los subintervalos son de igual longitud A(P,).
A continuacion se construyen las sumas integrales asociadas a la funcién B(t)
considerando como valor de cada subintervalo su extremo derecho. El paso al
limite nos dara como beneficio anual

365
B = / 3t? + 5dt.
0

3. Ejemplo de un problema de tipo fisico

Supoéngase que queremos calcular la fuerza de atraccion de un varilla metélica
de masa M y de longitud [ y una masa puntual m situada en la direcciéon de la
varilla y cuya distancia al extremo mas lejano es L.

La estrategia a seguir sera considerar una sucesion de particiones del intervalo
[0,1] cuya sucesion de didmetros tiende a cero. De hecho podemos considerar
que, para cada particion, todos los subintervalos son de igual longitud A(P,).
A continuaciéon se construyen las sumas integrales asociadas a la funcion f(t) =

G% considerando como valor de cada subintervalo su extremo derecho. El

paso al limite nos dara como fuerza de atraccion F'.

P /0 fdt.

4.3.2. Calculo del area de un recinto plano

La segunda de las aplicacion ya fue presentada al inicio de la leccion 1.9.
Sea f : [a,b] — Ry una funcién continua y sea
R(f)={(z,y) eR* a<x <Db, 0<y < fla)}.

Siguiendo el método de exhauciéon y el apartado anterior, se tiene que el "area'"del
conjunto R(f), A(R(f)), viene dada por la siguiente formula.

A(R(f)) = / f(x)d.

De manera méas general, dadas f,g : [a,b] — R dos funciones integrables,
verificando que, para cada x € [a,b], f(z) > g(z) podemos considerar el recinto

R(f,9) ={(z,y) eR* a <z <b, flz)<y<g(x)}
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Es ahora facil probar que el area de dicho recinto A(R(f,g))), verifica

b
A(R(f.9)) = | / f(2) - gla)dal.

Considérense por ejemplo las funciones f, g : [0,2] — R, definidas por f(z) = 2%y
g(x) = /z, y el recinto R(f,g), comprendido entre las correspondientes gréaficas

Es claro que area de dicho recinto A(R(f,g))), verifica

A(R(f,g)):\/o xQ—\/de|+|/1 2? — zdr| = 3 —4/3V/2.

Ejercicio: Calcular el area de un circulo de radio r.

4.3.3. Calculo de la longitud de una curva

Una curva en el plano no es méas que una funciéon continua definida en un
intervalo cerrado y acotado y con valores en R2.

Sea 7 : [a,b] — R? una curva en el plano. Tal como hicimos en la leccion 1.3
con la semicircunferencia unidad, podemos definir, supuesto que exista dicho supremo,
la longitud de la curva v por

[(v) = Sup{l(P,~); P particion de [a,b]},
donde para cada particion P = {t¢, 1, ...,t,}, se sabe que,

(P, ) = dist(y(to), y(t1)) + ... + dist(y(tn-1),7(tn))-

Es facil probar que si {P,} es una sucesion de particiones del intervalo [a, b],
cuyos didmetros 7 tienden ” a cero, entonces la sucesion {I(P,,7)} tiende a (7).
Pues bien, si existen dos funciones de clase C! en el intervalo [a, b] tales que

(t) = (f(£),9(t)), entonces

I(y) = / VIF@E+ [ )
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En orden a justificar la féormula anterior conviene subrayar que para cada particion

P={to,t1,....to} y k€ {1,2,...,n},
dist(y(te—1),7(tk)) = dist[(f(tk-1), g(te-1)), (f (tk)), 9(tr))] =

=V (f(te—r — f(t0))? + (9(tr—r — g(tr)?,

pero, por el teorema del valor medio, sabemos que existen sendos z; e y; tales que

fth-1) = f(te) = f/(2) (te — thr),

y
9(te—1) — g(tr) = g'(y) (tx — te—1),
luego
dist(y(ti-1),7(te)) = (te — ti)V/ (F (1)) + (9 (r))?,
y por tanto

n

(Py) =) (te = te0)V/ (/)2 + (9 ()2,

k=1

por lo que finalmente basta aplicar que la integral no es mas que un paso al limite.

En particular si f € C!([a, b]), la longitud de su grafica,
UGraf(f / V14 (f(x))%dx.

Ejercicio: Calcular la longitud de una circunferencia de radio r.

4.3.4. Calculo del volumen y del area de un sé6lido de revo-

luciéon

Solidos de revolucion

Sea f : [a,b] — R una funcion continua cuya grafica se encuentra en el semiplano
superior. Supongamos que el recinto R(f), definido como en el segundo apartado, gira
alrededor del eje x. El conjunto asi generado es llamado el sélido de revolucién
generado por f al girar sobre el eje z, el cual es el subconjunto de R?, definido por

So(f) ={(z,y,2) €ER? a<x<b y*+2°< f2(a)}.

Considérese por ejemplo la funcion identidad restringida al intervalo [1,3]. En
siguiente figura vemos el correspondiente R(f)

y por tanto el correspondiente sélido de revolucion es el siguiente tronco de cono

la
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Area lateral

Se puede probar que el "area lateral"de S, (f), A(Sz(f)) se obtiene mediante la
formula: )
AS(h) =27 [ o)/ T+ [Fla)Pd

Para justificar la formula anterior basta considerar, para cada particion del
intervalo [a,b] y cada subintervalo que ésta genera, el tronco de cono correspondiente.
Asi, por ejemplo, si consideramos la semiesfera de radio uno,

y los dos troncos de cono asociados a la particion P = {0,1/2,1}
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Obsérvese que la suma de las areas laterales de estos dos troncos de cono es
menor que el area lateral de la semiesfera y que, a medida que tomemos particiones con
més puntos, la suma de las areas laterales de los correspondientes troncos de cono sigue
siendo menor que el area lateral de la semiesfera pero cada vez més ajustada a ésta.

En tal caso, el area lateral se obtiene como paso al limite de la suma de las areas
laterales de los correspondientes troncos de cono, sin més que usar el hecho de que el
area lateral de un tronco de cono es m(R + r)s, donde R es el radio mayor, r el radio
menor y s es la "generatriz truncada".

Ejercicio: Calciilese el drea de una esfera.
Volumen

Podemos ahora considerar el volumen del sélido generado por giro alrededor
del eje x. Es facil ver que el "volumen"de S(f), V(S.(f)) se puede obtener mediante la
féormula

V(S.(f)) = / 712 (x)dz.

a

Esta formula se obtiene considerando el volumen del sélido de revoluciéon como
el "paso al limite "de la suma de los correspondientes volimenes de los de los cilindros,
que para cada particion, tienen la longitud cada subintervalo como altura y el valor de
f en un punto de dicho subintervalo como radio.

Si f es una funcién continua y monétona y con 0 ¢ [a,b], y hacemos girar el
recinto R(f) alrededor del eje y, obtenemos un nuevo sélido de revolucion

Sy(f) =A{(z,y,2) €R? f(b) <2< f(a), 2° +y* < fA(2)}
En este caso, su volumen, V' (S,(f)), puede ser calculado como sigue:

V(S,(f)) = / 2um f(x)d.
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usando como estrategia el calculo del limite de las sumas de los volumenes de los anillos
cilindricos que se generan al tomar particiones en el intervalo [a, b].

Ejercicio: Calcular el volumen de un elipsoide.

4.3.5. Relacién de ejercicios

1.-

Calcular las siguientes areas:

a) Area limitada por las curvas y = 2% y 3> = 8z
b) Area limitada por y = ze
donde a es la abscisa del punto donde la funcién f(z) = xe
mMAaximo.

, el eje x, la recta x = 0 y la la recta x = a,
—2% alcanza el

c) Area de la figura limitada por la curva y = z(x — 1)(x — 2) y el eje z.
d) Area comprendida entre la curva y = tg(z), el eje OX y la recta x = 7/3.
e) Area del recinto limitado por las rectas © =0, z =1, y = 0 y la gréfica de

la funciéon f: R — R definida por f(x) = (1+ 22)?
T

f) Area de la superficie obtenida por la revolucion de la parabola y* = 4z y la
recta x = 5 alrededor del eje z.

g) Hallar el area del recinto limitado por las graficas de f(x) = coshx y g(z) =
shx, en el primer cuadrante.
ot 4 48
24x

Hallar la longitud de la curva y = en [2,4]

Hallar la longitud de la curva y = log(1 — %) en [1/3,2/3].

Hallar la longitud de la catenaria. Ecuacion :

fil—a,al = R : f(z)= %a(e“"/a + e‘x/“)

Al girar alrededor del eje x, el segmento de curva y = \/x comprendido entre las
abscisas 0 y a, engendra un tronco de paraboloide de revoluciéon cuya superficie

equivale a la de una esfera de radio 1/13/12. Hallese el valor de a.

Calctlese el volumen del s6lido de revolucion generado por la curva y = sen?(z), = €
[0, 7], cuando ésta gira en torno al eje x.

Hallar el volumen generado al girar alrededor del eje OX la grafica de f(x) =
18z

249
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8.- Calcular el volumen del solido generado al girar la regién limitada por z = 3? e
y=a’
a) alrededor del eje x.
b) alrededor del eje y.

9.- Idéntico ejercicio que el anterior para la region limitada por las rectas y = 1,
r=1ylacurvay = 2>+ 2z + 1.

10.- Calcilese el trabajo necesario para levantar un objeto de masa m desde una altura
h, hasta una altura hy, supuesto que la fuerza debida a la atracciéon que ejerce la
Tierra, cuya masa es M y cuyo radio es R, no es constante.

11.- Calcilese la fuerza de atraccién que ejerce una varilla de longitud 6 unidades y
de masa 18 unidades sobre un punto de masa m situado a 3 unidades de longitud

a) en la prolongacion de la varilla.

b) en la perpendicular al punto medio de la varilla.
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4.4. Integral de Lebesgue

Sumario

El objetivo de esta leccion es presentar, a vista de pajaro, la integral de Lebesgue. El
contenido completo de esta leccion se articula de la siguiente manera:

IV.4.1 jPor qué una nueva integral?

IV.4.2 Conjuntos medibles.

1V.4.3 Funciones medibles.Integral de Lebesgue.
IV.4.4 Funciones Lebesgue-integrables.

1V.4.5 Propiedades.

IV.4.6 Funciones definidas por integrales.

4.4.1. ;Por qué una nueva integral?

Hacia finales del siglo XIX result6 claro para muchos matemaéaticos que la
integral de Riemann tiene importantes limitaciones, es sabido por ejemplo su mal com-
portamiento con ciertos procesos de convergencia. Esta y otras limitaciones que ahora
veremos, obligaron a realizar nuevos intentos de construccion de otras integrales. Entre
estos intentos destacan los debidos a Jordan, Borel, Young y finalmente el de Lebesgue,
que resulto ser el mas exitoso.

En lo que respecta nosotros, nos interesa destacar las siguientes limitaciones:

1. El conjunto de funciones integrables es relativamente pequeno: Hay funciones sen-
cillas que no son integrables. Recuérdese por ejemplo que la funcién de Dirichlet,
esto es, la funcion, f: [0,1] — R definida por

fx) =

0 st x es racional
1 stz es irracional

no es integrable.

2. Su extension a varias variables tiene algunas dificultades.

Ambos problemas estdn intimamente relacionados con el hecho de ampliar el
concepto de medida a otros conjuntos de niimeros reales no necesariamente intervalos
y por extension a otros subconjuntos de R". Las cuestiones pues a resolver son varias:
Lqué conjuntos se pueden medir?, ;como medirlos? , ;qué funciones se pueden integrar?
y ;como hallar su integral?
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4.4.2. Conjuntos medibles

1.- Conjuntos que se pueden medir.

Veamos primero algunos conjuntos que deben estar forzosamente entre la
familia de los conjuntos "medibles".

Dado I un subconjunto de R™ diremos que es un intervalo (respectivamante
intervalo acotado), si existen 1, Is, ..., I,, intervalos (respectivamante intervalos
acotados) de ntimeros reales tales que

I:]1X]2X...Xln.
Veamos como anadir a partir de aqui nuevos conjuntos.

Se dice que una familia A de subconjuntos de R" es una o-algebra si
i) R* € A,
ii) Si {A,} es una sucesion en A, entonces UpenA, € A, y
ili) Si A € A entonces R"\ A € A.

Por otra parte, si S es una familia de subconjuntos de R", entonces
existe una menor o-algebra en R™ conteniendo a S , que denominaremos la o-
algebra engendrada por S.

En una primera etapa vamos a considerar la o-algebra engendrada por la
familia de los conjuntos de los intervalos acotados, familia que llamaremos o-algebra
de Borel, B, mientras que a sus elementos los llamaremos borelianos. Para hacernos
idea de lo grande que es esta familia tengamos en cuenta que los todos los conjuntos
abiertos son borelianos.

Nota
Obsérvese que los conjuntos que resultan de la intersecciéon numerable de abiertos
(conjuntos tipo Gy), no necesariamente abiertos, y los conjuntos que resultan de la uniéon
numerable de cerrados, conjuntos tipo Fjs, no necesariamente cerrados, son también conjuntos

borelianos.

., Como medir?

Una vez elegida la familia de conjuntos medibles el problema es asignarle una
medida.

Es claro que si I es un intervalo acotado, entonces su medida debe coincidir con
su volumen, esto es, medida(I) = V(I), y claro esta

V(I) =U(1)I(1s)...1(1,),



Analisis Mateméatico 41

donde [(I}) = by, — ay, siempre que Ij, = [ay, by].

A partir de aqui, podemos definir, para cada A € B, la medida A\, mediante
AA) = Inf{z v(1,); A € Upenly, I, intervalo acotado, Vn € N}.
n=1

A dicha medida A se le llama medida de Borel-Lebesgue.

Sabemos que existen conjuntos A borelianos de medida cero, A(A) = 0, que
contienen subconjuntos no medibles. Parece pues conveniente anadir a la o-algebra de
Borel estos subconjuntos.

Consideremos pues M la minima o-algebra que contiene simultaneamente a la o-
algebra de Borel y a todos los subconjuntos de los elementos de ésta que son de medida
nula. Sus elementos se denominan conjuntos medibles-Lebesgue o simplemente
medibles.

Los conjuntos medibles se pueden representar por F = AU N, donde A es un
boreliano y N es un subconjunto de un boreliano de medida nula.

Podemos ahora definir una nueva medida, que notaremos igualmente por \ y
que llamaremos medida de Lebesgue y que viene dada por

AE) = A(A),
siempre que £ = AU N, y donde A(N) = 0.

Dicha medida posee la propiedad de la aditividad numerable, i.e., para cualquier
familia de conjuntos {A, : n € N} de la o-algebra M, disjuntos dos a dos, se verifica

A A0 =D A,

neN

Como consecuencia de la definicién se pueden obtener las siguientes propiedades:
1. Si A,Be My AC B entonces A\(A) < \(B).

2. AU, A,) < 0% A (A,) VA, € A.

3. X extiende el volumen de un intervalo, esto es, si I = [[,_, Ix es un intervalo
acotado en R", entonces A\(I) = v(I) = [[,_, {({x)).

Se dice que una propiedad P relativa a un punto z € R" se verifica casi por
doquier (c.p.d.), si el conjunto de puntos C' donde dicha propiedad no se verifica es
un conjunto de medida cero, esto es, A(C') = 0.
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4.4.3. Funciones medibles. Integral de Lebesgue

1. Tipos de funciones que se pueden integrar

Una funcién f : R" — R se llama medible si f~!(I) € M para todo
intervalo abierto I.

Como ejemplos de funciones medibles, se pueden mencionar:

- las funciones continuas c.p.d.,
- funciones iguales c¢.p.d. a una funcién continua,

- las funciones caracteristicas de los conjunto medibles.

Recuérdese que si A es un subconjunto de R”, se llama funcién caracteristica de A,
XA, a la funcién x4 : R™ — R, definida por

(z) = 1 sizeA
XA =10 siz g A

2) Coémo hallar su integral

Comencemos ahora con las funciones mas sencillas y veamos cémo asignarle
una integral

Una funcién medible s : R" — R se dice simple si s6lo toma un ntmero
finito de valores.

Toda funcién simple s puede representarse por

n
S = E aiXAm
i=1

donde s(R™) = {ay,...,a,}, A; == {z € R" : s(x) = a;} y xa, es la funcion
caracteristica de A;.

Sia; > 0 Vi, se define la integral de s por :

/ sdXN =" aA(A)).
R™ i=1

El teorema de aproximacion de Lebesgue nos asegura que toda funciéon f
medible positiva (f > 0) es limite de una sucesion creciente 0 < s1 < 55 < ... < f
de funciones simples que converge puntualmente a f (lims,(z) = f(z) Yo € R").
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A partir de aqui definimos la integral de la funciéon f por
/ fdX:=1lim Sg dA

Se puede comprobar que dicha definicién no depende de la sucesion {sy} elegida.

4.4.4. Funciones integrables

Dada una funciéon medible f : R® — R, se dice que f es integrable si

] d\ < oc.

R"

En tal caso se define la integral de f por

d\ = tdX\ - T dA
[rav=[ 1 Fax

R n

donde f* = Max{f,0} v f~ = Max{—f,0} (ndtese que ambas funciones son
medibles positivas).

Notaremos por L al espacio formado por las funciones medibles que son
integrables en R", esto es

L={f:R"— R medible; | |f| d\ < o0}.
R"

Podemos ahora considerar la integrabilidad en conjuntos medibles.
Dado F € M y una funciéon medible f : D — R, (E C D C R"), podemos

considerar la funcién fyg como la extension de f a todo R"™, que se anula fuera
de E.

Se dice que f es integrable en FE| si fxp € L, y en tal caso se define la
integral de f en E por

/ fd\:= fxe dX.
E R™
Dicha integral recibe el nombre integral de Lebesgue de f en E.

Dado F € M, notaremos por L(E) al espacio formado por las funciones
medibles que son integrables en F.
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4.4.5. Propiedades

Comentemos algunas de sus propiedades més interesantes:

1) L(FE) es un espacio vectorial y

/(rf+g)d)\:r/fd/\+/gd/\, (reR, f,ge€ L(E)).
E E E

![Ef aN s/Em i (f € L(E))

3) Si f y g son medibles e iguales c.p.d., entonces f es integrable en E si, y
solo si, lo es g, y en tal caso

/Efd)\:/Egd)\.

4) Sean E, Ay B tres conjuntos medibles tales que £ = AUB y A\(ANB) = 0.
Entonces f es integrable en F si, y solo si, f es integrable en Ay B. Ademés,

en caso afirmativo
/fd)\:/fd)\—i—/fd)\.
E A B

5) A(E) = [, 1 dA.

Teorema 4.4.1. ( del cambio de variable)

Sean U y V dos conjuntos abiertos de R", y ¢ : U — V una funcion
biyectiva de clase C1(U) cuyo jacobiano es no nulo en todo punto de U. Sea
E un subconjunto medible contenido en U y sea [ : ¢(E) — R una funcion
integrable. Entonces

/M) fdx = fo o B[ Jy|dA.

Veamos finalmente la relacion de ésta nueva integral con la integral de Riemann.

- Las funciones integrables de siempre son también integrables en el
sentido de Lebesgue

Sean =1ysea E = [a,f], con (a, 3 € R). Si f es integrable en el
sentido de Riemann en E entonces f € L(FE) y en tal caso

/Efd)\:/jf(x)dx.
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- Anadimos nuevas funciones

La

funcion de Dirichlet es integrable en el sentido de Lebesgue; de hecho,

dado que Q es de medida nula, se tiene que

/ Fdx=1.
0.1

- También las funciones absolutamente integrables quedan bajo con-
trol

En el caso en que admitamos que « puede ser —oo y § a su vez +00, y que

f sea una funcién continua en I =|a, 3], |f| es "impropiamente"integrable
en el sentido de Riemann en [ si, y solo si, f € L(I), y en tal caso

[istan= [ s e

- Seguimos teniendo las propiedades mas interesantes de la integral

de
a)

Riemann

Teorema 4.4.2. (Regla de Barrow) Si f € L(I) y admite primitiva
G, entonces existen los limites de G en « y en 3, y ademds se tiene

fdx= h’r%G(a:) — lim G(z).

I

En consecuencia,

Teorema 4.4.3. (de integracion por partes) Sean f,g : [ — R
dos funciones derivables tales que f'g y fg' € L(I). Entonces ezisten los
limites de fg en o y en 3, y ademds se tiene

[ 19 i3 = tim f(@)gle) ~ lim fa)gl) ~ [ £ an

T—Q

Teorema 4.4.4. (del cambio de variable) Si ¢ : I — R es una
funcion derivable, con ¢'(t) #0 y f : (I) — R es una funcion medible,
entonces f € L(p(I)) si, y sdlo si, fop.p € L(I) y

/ fd)\:/focp.gpld)\.
w(l) I
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4.4.6. Funciones definidas por integrales

En esta parte final de la lecciéon vamos a hablar de funciones definidas
por una integral, llamadas también integrales dependientes de un pa-
rametro, esto es, funciones F' : I — R, donde [ es un intervalo de niimeros
reales, y definidas a partir de otra funcion

fiIxE—R,

tal que, para cada t € I, w —— f(t,w) es integrable en F, donde E es
un subconjunto medible de R™. Concretamente la funcién F', viene definida
mediante la formula

F(t):/E f(t,w)dn Vte .

Pues bien se tiene que si

1) a) para cada w € E, la aplicacion t — f(t,w) es continua en I y
b) Existe g integrable en E tal que

|f(t,w)| < gw), Vtel, Ywe E
Entonces F' es continua en .

2) a) para cada w € F, la aplicacion t — f(t,w) es derivable en I y
b) Existe g integrable en E tal que

0
2 (t,w)| < glw), eI Ve B
Entonces F' es derivable en I con
F'(t) = g(t,w)d/\ vt e 1.
g Ot

Ejemplo Pruébese que la funciéon F': R — R definida por

F(t) :/ cos(tx)e ™ Pdx

—0o0

es derivable con F'(t) = —tF(t) Vt € R. Deducir de ello que
F(t)=Ce /% Vit eR,

siendo C' = ffooo e 2y
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4.5. Técnicas de integracion en varias variables

Sumario

En esta leccién vamos a introducir la integracién en varias variables. Entre otros problemas
nos encontramos con el hecho de que no se dispone de ningiin procedimiento elemental com-
parable a la Regla de Barrow. Esta contrariedad se resolverd con una técnica fundamental:
Teorema de Fubini, que relaciona la integral en R™ con integraciones sucesivas en espacios
de menor dimensién. Siguiendo este proceso acabaremos finalmente integrando en una de las
variables. El contenido completo de esta leccion se articula de la siguiente manera:

IV.5.1 Teorema de Fubini.
IV.5.2 Cambio de coordenadas.

IV.5.3 Relacién de ejercicios.

4.5.1. Teorema de Fubini

Como era de esperar, la definicién de integral no es ttil para el célculo de dicha
integral. Recuérdese que este problema, en el caso de intervalos de ntimeros reales, se
resolvio en R usando la regla de Barrow, pero esta herramienta no esta disponible ni en
R? ni en R3. Nuestro siguiente resultado trata de resolver esta dificultad, relacionando
la integral miltiple con sucesivas integrales en R. Para ello, consideremos las siguientes
observaciones:

Sea E C RPTY notaremos, para cada x € RP, por
E(z)={yeR?: (z,y) € E}.
Anélogamente, notaremos, para cada y € RY, por

E(y) ={z € RP: (z,y) € E}.

Es facil probar que si E es un subconjunto medible de R?*? entonces E(x) y E(y)
son subconjuntos medibles respectivamente de R?P y RY.

Teorema 4.5.1. (Teorema de Fubini.Casop=1,q=1)
Sea E C R? medible y sea f: E — R una funcion integrable, entonces

[ it = [ ﬂ [, st oiias = [ B [, st
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siendo oy = Inf Ey, 1 = Sup Ei, as = Inf Es, [Py = Sup Es, donde

Ei={zeR; E(z) #0}

Ey={y eR; E(y) # 0}

En particular, cuando E =1 x J, siendo I, J intervalos de R, entonces

/f$y //fxydydx—//fxyda:

Ejemplo: Calcular el area de la elipse de semiejes a y b.

Teorema 4.5.2. (Teorema de Fubini. Casop=2,q=1)
Sea E C R? medible y sea f : E — R una funcion integrable, entonces

/f:cy, (2,9, 2 /ﬁg/ f(z,y)d(z,y)]d=

siendo a3 = Inf Es, (3 = Sup E3, donde

Es ={z € R; E[z] # 0}

Y a su vez
Elz] = {(z,y) €R% (z,y,2) € E}.

Anélogamente se podria hacer, para (p = 1, ¢ = 2) sin méas que considerar los
conjuntos Ex] y Ely].

Ejercicio: Calculese el volumen del elipsoide de semiejes a,b y c.

4.5.2. Cambio de coordenadas

Es posible que convenga cambiar la funcién inicial por otra funcién. Este cambio
sera arbitrado por el teorema del cambio de variable, que suele usarse en alguna de las
siguientes formas concretas:

Coordenadas polares, n = 2

Tomamos U = Rt x| — 7, 7], V = R*\{(z,0); x <0}, y la aplicacion ¢ : U — V
definida por
¢(p,0) = (pcost), psend).
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En este caso

detJs(p,0) = p >0, ¥(p,0) € U,
y por tanto
/ f(z,y)d(z,y) = / f(pcost, psend)pd(p, 0).
E 6-1(B)

Ejercicio: Sea E = {(z,y) € R?* 2%+ y? <r?}. Calcilese [, 1d(x,y).

Coordenadas cilindricas, n = 3

Tomamos U = R x| — m,w[xR , V = R3\{(z,0,2); = < 0}, y la aplicacién
¢ : U — V definida por

¢(p, 0, 2) = (pcosd, psend, z).

En este caso
detJy(p,0,2z) = p >0, V(p,0,2) € U,

y por tanto
[ 2ien = [ flocost psend, )pd(p.6.2)
E ¢~ H(E)

Ejercicio: Sea E = {(x,y,z) € R* 2?2 +y* <r? 0< 2z <h}, conr,h > 0. Calctlese
Jpld(z,y, 2).

Coordenadas esféricas, n = 3

Tomamos U = RYx] — 7, 7[x] — 7/2,7/2] , V = R3\{(x,0,2); x < 0}, y la
aplicacion ¢ : U — V definida por

o(p, 0, p) = (pcosbcosp, psenbcosyp, pseny).

En este caso
detJs(p, 0, ) = p*cosp >0, V(p,0,0) €U,

y por tanto

/ f(z,y,2)d(z,y, z) = / f(pcostcosp, psenfeose, sen)p®cosed(p, 6, ¢).
E =1(E)

Ejercicio: Sea E = {(r,y,2) € R3 2% + 4> + 22 < r?}, con r > 0. Calciilese
[ ld(z,y,2).
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4.5.3. Relacion de ejercicios

1) Calcilense las siguientes integrales:

a) /senzx sen’y d(z,y), I =[0,7] x [0, 7].
I

tg/lfyaawzzmyxm@.

/ylogacdx y), I =11,e] x[1,¢].
I

/x3y3d ), I =10,1] x [0, 1].

I

/11+x+y d(z,y), 1 =10,1] x [0, 1].

d(xz,y,z), I =10,1] x [0,1] x [0,1].

/ 1+x+y~|—z)
g)ﬂxwmmga@w,fngpan

h) /Iy cos(zy) d(z,y), I =10,1] x [1,2].

2) Sea f: A — R, calctlese su integral en los siguientes casos:
3

a) f(z,y) =1 siendo A la region limitada por y? = 23, y = .

b) f(xz,y) = 2? siendo A la region limitada por zy = 16,y = z,y =
0,x =8.

c) f(xz,y) =z siendo A el tridngulo de vértices (0,0), (1,1), (0,1).

d) f(z,y) = x siendo A la regién limitada por la recta que pasa por
(0,2) y (2,0) y la circunferencia de centro (0,1) y radio 1.

e) f(z,y) = ev siendo A la region limitada por 32 = z,2 = 0,y = 1.

) f(z,y) = 71,7 siendo A la region limitada por y = %2, Y=

g) f(z,y) = xy? siendo A la region limitada por y* = 2z, z = 1.

h) f(x,y) = xy siendo A la region limitada por la semicircunferencia

superior (z —2)? +y? =1y el eje OX.
i) f(z,y) = 4—y? siendo A la region limitada por y? = 2y y? = 8—2x
j) f(z,y) = e siendo el conjunto A el tridngulo formado por las rectas
2u=x,x=2yelejex

3) Calctlese [ 4 f en cada uno de los casos siguientes:

a) f(z,y) =1-z—y, A={(z,y) €0, 1] x[0,1]; 2 +y <1}
) =24yt A={(z,y) €[0,1] x [0,1]; 2* +y* < 1}
)=ty A={(z,y) € [0,1] x [0,1]; 2* <y < 227}
)=a22y* A={(r,y) eR% 0<z <1, 0<y <a}
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e) f(z,y) =y* A={(z,y) €R? m2+y2 <r?}

£) fla,y) =1, A={(z,y) eER% L +y> <1, 2? <y}

g) fle,y)=1, A={(z,y) e R%x +y2<1 2 +y? < 27}

h) f(z,y) =1, A:{(x,y)GRQ,a2+ > <1}

i) f(l‘,y):L A:{(:E,y) €R27 x —|—y2§7“2}

i) f(z,y) =cos(a? +y°), A={(z,y) €R% 2% +y* < 7/2}

9 @) = rarms A= (e €BS 4t < L a0}

) flay) =5 A={(e,y) ER% 0<2 <1, 0<y<a)

m) f(ry) = e A= {(2.y) €B% 2* 447 < 1)

Va7

n) fr,y) =2y, A={(r,y) eR* >0, y>0, 1 <a*+y*> <2}

n) f(r,y) =2y, A={(z,y) €R* 1<2”+y* <4, x>0}

o) flz,y) =2, A={(z,y) €R} >0, y>0, 22 +1y> <1, 22 +y*—
2x > 0}

4) Utilicese el cambio a coordenadas polares para el calculo de las integrales
de las siguientes funciones en los recintos que se indican:

y)=+/1—22—y2 A= DB((0,0),1)
b) f(:v y)—y, A={(z,y) € B((3,0),5): y>0}
¢) f(z,y) =2*+y* A= B((1,0),1)
) floy) =2 +y?, A={(r,y) eR?: 4<2?+9y*><9}

o,

5) Calctlense las siguientes integrales dobles:
a) f(z,y) =z, A={(z,y) eR?: 2*+y* <2z}

b) f(z,y) =x/1—22—y2 A={(z,y) eR?: 2?+y* <1, z,y >0}

o) fla,y) =exp(}), A={(z,y) eR?*: y® < <y? 2>0,y>0}

d) flz,y) = Xp<y+§>, A={(r,y) eR®: 2,y >0, z+y <2}

e) fla,y) = (2*+ 4?72, A={(r,y) eR: 2 <y v+y >
1, 2> +y* <1}

f) f(z,y) =2 +y?, A={(z,y) e R*: (®+¢°)* <4(z*—y?), > 0}

g) flz,y) =a*+y* A={(r,y) e R®: 2 4+¢y*> <2y, 2*+3* <
1, x>0}

6) Calculese el volumen de la region A definida por:
a) A= {(:B y,2) ER® 2+ + 22 <r? 2 +y? —ry < 0L
T,y,2) € R 224y? > 1, 2?+y* <2, z(2?+¢*) <1, 2 >0},
T,y,2) € R%: 22 <22 +¢% <z}
T,y,2) ER%:0< 2 <1 — (2% +y?)}.

o
S— N
D>D>
——
N TN N
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7) Calctlense las siguientes integrales triples:

) / 2 e @) 2y, 2) A= {(z,y,2) € RS20 +4?) < 2, 2 >
A
0, z <1}

b) / VPt 2 d(a,y,2) , A= {(r,,2) € RS P F P < 2 <
A
1

0 / (r4y—2:) da,y,2) , A= {(2,9,2) € RE22 > a2 442, 2 >
A
0, z <3}

d)/ (x/x2+y2+22 )n d(z,y,2), A={(r,y,2) € R} 2?+y*+2% <
a?} (n €N, aeRT).

e) f(z,y,2) = (x+y+2? A={(r,y2) e R®: 22 +9>+ 22 <
L2+ y? + 22 <22}

f) flz,y,2) =2, A={(z,y,2) e R3: x2+%+§§1,220}

g) flr,y,2) =2, A={(z,y,2) eR®: 2?2 +¢*<22.0<2<1}

h) f(z,y,2) =2 A={(z,y,2) ER3: z>0, 2¥*+9y°+ (2 —1)* <
1 42% > 8(a® + )}

i) flz,y,2) =2y /a2 +y2 A={(z,y,2) eR3: 0<2<a2?+9% 0<
y <2z — 22}

i) flr,y,2) =2 A={(rv,y,2) eR®: 2?2 + 92+ 22 <2, 22 +y* <z}

k) f(z,y,2) =22 A={(z,y,2) € R®: 2?+y*+2? < R?, r?+y*+2? <
2Rz}

) flz,y,2) = /a2 +y2+ 22, A={(x,y,2) eR3: /a2 +y2 <2z <
3}

8) Demuéstrese que [~ e~*/2dy = \/27/a, donde a > 0.
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4.6. Algunas aplicaciones del calculo integral a la Fi-
sica

Sumario

En esta leccién obtenemos nuevas aplicaciones del calculo integral en una y varias variables.
El contenido completo de esta leccion se articula de la siguiente manera:

IV.6.1 Volumen de un sélido.
IV.6.2 Medias
IV.6.3 Centros de gravedad.

IV.6.4 Momentos de inercia.

4.6.1. Volumen de un sélido

Principio de Cavalieri
Sea E un subconjunto medible de R3, tal que
E, ={x €R; E(x) # 0} = [a,b].
Segtn hemos visto en la leccion anterior su volumen, A\(E), viene dado por

AME) = /El d(z,y, 2),

por lo que aplicando el teorema de Fubini y la definicion de area de subconjuntos
medibles de R?, se tiene que

Dicha igualdad es conocida como el principio de Cavalieri.

Veamos una sencilla aplicacion: Sea F un subconjunto medible de R3, tal que
Ey={z €R; Elz] # 0} = [a,b].

Segtn hemos visto ya, su volumen, A(E), viene dado por

AME) = /El d(z,y, 2),
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por lo que, aplicando el teorema de Fubini y la definiciéon de area de subconjuntos
medibles de R?, se tiene que

o= [ f vl = [ MEW))de.

Dicha igualdad es conocida como el principio de Cavalieri.

Obsérvese que si F es el solido de revolucion generado por la grafica de una cierta
[ :[a,b] — R{, aplicando el principio de Cavalieri, obtenemos que

b
V(E)=n / f2(x)de,

como ya habfamos comentado anteriormente.

Ejemplo:

Un lenador corta una pieza C' con forma de cuna de un arbol cilindrico de radio 50
cm mediante dos cortes de sierra hacia el centro del arbol: uno horizontal y otro con un
angulo /4. Calcilese el volumen de dicha cuna.

La integral en dos variables vista como un cierto volumen

Sea ahora A C R? medible y f : A — R un campo integrable en A tal que, para
cada (z,y) € A, se tiene que f(x,y) > 0. Obsérvese que como consecuencia del teorema
de Fubini, si

Ay ={z e R; A(x) # 0} = [a, ],

entonces

b b
/A f (. y)d(z,y) = / ([, S s = / S(z)da,

donde, para cada = € [a,b], S(z) es el area de la region del plano comprendida entre
el eje x y la grafica de la funcion g : A(x) — R definida para cada y € A(x) por
9(y) = f(x,y). Aplicando finalmente el principio de Cavalieri, la integral

/Af(x, y)d(z,y)

puede interpretarse como el volumen del s6lido comprendido entre el plano z =0
y la grafica del campo escalar f.

Ejemplo:

Calctlese el volumen de madera eliminado al taladrar, hasta el centro, una esfera
de madera de radio 9 con una broca de radio 1.
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4.6.2. Medias

Es sabido que dados 1, o, ..., , n nimeros reales, su media aritmética se define
como r = W% Esto puede entenderse como el valor medio de una funcién cuyos
valores son constantes en intervalos de longitud 1. Esta idea, permite generalizar el
concepto de valor medio para una funcion real f : [a,b] — R como sigue:

= 2D

Sabemos que si f es continua, entonces existe ¢ € [a, b] tal que [f],, = f(c)

Analogamente si f es una funcién de varias variables, se llama valor medio de f
sobre A un subconjunto de R™.

. fA [z, w0, 2p)d(1, 10, ., )
fAd(l'l,iCQ,...,.Z'n '

[f]m

Ejemplo:

Se sabe que la temperatura en cada punto del cubo I = [—1,1] x [—1,1] x [-1,1]
es proporcional al cuadrado de la distancia al origen. ;Cuél es la temperatura media?
JEn qué puntos del cubo es la temperatura igual a la temperatura media?

4.6.3. Centros de gravedad

La ley de Arquimedes del equilibrio para una palanca establece que si se sittan
masas my, m,2, ..., m, en los puntos xy, s, ..., x, del eje x, y T es la posicion del punto
de apoyo o centro de gravedad, entonces

i=1

Y por tanto,
mix1 + Mmoxe + ... + myx,

m1+m2++mn

T =

Si ahora consideremos que la masa se distribuye de forma continua a lo largo de la
palanca, es coherente definir el centro de gravedad mediante la siguiente formula:

T =
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Obsérvese que el denominador nos informa sobre la masa total de la palanca, y el
numerador sobre el momento total.

Si A es una figura plana y f(z,y) es la funcion densidad de masa, el centro de
gravedad tendria como coordenadas (Z,y) donde:

Laxf(z,y)d(z,y)
Ja fz,y)d(z,y)

T =

Sauf(z,y)d(z,y)

Y= ;
Ja f(z.y)d(z,y)
donde el denominador senala la masa total de la figura plana.

Analogamente se harfa para el centro de gravedad de un sélido.
Ejemplo:

Hallese el centro de gravedad de la region semiesférica definida por 2% +y? + 22 < 1
y z > 0, supuesta que la densidad es constantemente igual a uno.

4.6.4. Momentos de inercia

El momento de inercia mide la respuesta de un cuerpo a los esfuerzos para someterlo a
rotaciones, como por ejemplo, cuando se trata de hacer girar un tiovivo. Asi el momento
de inercia I, mide la respuesta del cuerpo a las fuerzas que intentan hacerlo girar
alrededor del eje x.

Si el solido W tiene una densidad uniforme ¢, los momentos de inercia I, I,, I
respecto de los ejes x,y, z, respectivamente, se definen por

I, 2/ (y2 —|—22)(5d(:zc,y, z), 1, :/ (2% + 23)od(x, vy, z),
w W
L= [ &+ Pdley. )
w

El factor y? + 22 mide la distancia al eje # y pondera més las masas alejadas del eje
de rotacion. Analogamente el resto de los factores de las otras integrales

El concepto de momento de inercia es andlogo al de masa, que mide la respuesta de
un cuerpo a los esfuerzos para someterlo a traslaciones. Sin embargo, a diferencia del
movimiento de traslacion, dependen de la forma y no sélo de la masa total. Esto explica
que es mas facil hacer girar una placa grande que una bola compacta de la misma masa.
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Ejemplo:
Calcilese el momento de inercia I, del so6lido comprendido entre el plano z = 0,

el paraboloide z = 22 + y? vy el cilindro 2% 4+ y? = 1, si se supone que la densidad es
constantemente uno.
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4.7. FEcuaciones diferenciales

Sumario

En esta leccion vamos a introducir las ecuaciones diferenciables (e.d.o.). Estas ecuaciones suelen
aparecer en todos los campos de la ciencia y de una forma extaordinariamente prolifica en el
campo de la Fisica. Centraremos nuestra atenciéon en las e.d.o. de primer orden. El contenido
completo de esta leccion se articula de la siguiente manera:

IV.7.1 Ecuaciones diferenciales ordinarias (e.d.o.)
IV.7.2 Teorema de existencia y unicidad.

IV.7.3 e.d.o. lineal de primer orden.

IV.7.4 e.d.o. de primer orden no lineal.

IV.7.5 Relacién de ejercicios.

4.7.1. FEcuaciones diferenciales ordinarias

Una ecuacion diferencial ordinaria (e.d.o.) es una ecuacion en la que la incognita
es una una funciéon desconocida y de una sola variable x, y en la que aparecen ligadas
la propia funcién y sus derivadas.

Ejemplos:

El orden de una ecuacion diferencial es el de la derivada de mayor orden contenida
en ella. La ecuacion (1) es de orden uno y la ecuacion (2) es de orden 2.

Se llama solucion de la e.d.o. de orden n en un intervalo I a toda funcion real
f I — R que verifica las siguientes propiedades:

1) f es n-veces derivable en I.

2) Para cada x € I, se verifica la ecuacion cuando se sustituye la incognita
por la funciéon f.
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Con frecuencia a una solucién f de una e.d.o. se le llama una integral o solucién
particular de la ecuacién y a su grafica curva integral ¢ curva soluciéon. Se llama
solucién general al conjunto de todas las soluciones. Al proceso de obtener todas las
soluciones de la e.d.o. se le denomina integracién 6 resolucién de una e.d.o.

Las e.d.o. suelen responder a los planteamientos de algunos problemas fisicos. En
estos casos suelen aparecer algunas condiciones adicionales. Los tipos mas frecuentes de
condiciones adicionales suelen ser condiciones iniciales. El problema de encontrar la so-
lucion de la correspondiente e.d.o. que verifica ciertas condiciones iniciales se denomina
Problema de valores iniciales asociado a dicha e.d.o.

Ejemplos

my" = g(x)
2) y(%) =%
Y'(ro =) =

Cuando se trata de encontrar una soluciéon particular de una e.d.o. o de un problema
de valores iniciales, parece conveniente que, antes de aventurarnos en la biisqueda de
una tal soluciéon, podamos saber si ésta existe, y, una vez garantizada la existencia,
saber si ésta es tnica. Como ejemplo de este tipo de resultados, para la ecuaciones de
primer orden, tenemos el siguiente

Teorema 4.7.1. Seay’ = f(z,y) , y(xo) = yo un problema de valores iniciales. Si existe
un rectdngulo R del plano tal que (xq, o) € R™ y verificando que f, % € C(R), entonces
existe un intervalo I =]xg — §, 29+ 6] con 6 > 0 y una unica funcion y = f(x) definida
en I tal que la solucion de la e.d.o. que verifica la condicion adicional yo = f(xo).

4.7.2. Lineal de primer orden

Una ecuacién diferencial ordinaria se dice lineal de orden 1 si es de la forma:

y' + a(@)y = b(z),
donde b,a : I — R, son dos funciones continuas definidas en un intervalo I de niimeros
reales. Si b(z) =0, Va € I, se dice que dicha ecuacion es homogénea.

Caso homogéneo

Para resolver esta ecuaciéon vamos a comenzar considerando el caso homogéneo. En
tal caso basta escribir y/(x)/y(x) = —a(z), por lo que

logly(x)] = —A(x)
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donde A(x) es una primitiva de la funcién a(x). Y por tanto cualquier funcion
f(z)=Ce™™@ CeR

es solucion de la ecuacion.
Si ahora imponemos alguna condiciéon adicional del tipo y(zg) = yo, la solucion,
quedara determinada de forma tnica al quedar determinada la primitiva (todas las

primitivas se diferencian en una constante).

Ejemplo: Resuélvase el problema de valores iniciales:
v =—ky, y(0)=1.

Caso no homogéneo:

Es facil probar que
f(x) = (C+ B(x))e ",

es una solucion de la ecuacion y' + a(x)y = b(z), donde C' € R, A(z) es cualquier
primitiva de a(z), y B(z) es cualquier primitiva de b(x)eA®.

Analogamente, si fijamos una condicion adicional del tipo y(x¢) = o, la solucion,
quedara determinada de forma tnica.

Ejemplo: Resuélvase el problema de valores iniciales:

v +ky=1, y(0)=1.

4.7.3. e.d.o. de orden uno no lineal

La resolucion de estas e.d.o. esta supeditado a una clasificacion previa en distintos ti-
pos. La experiencia demostrara que muchas veces no sera posible expresar las soluciones
de forma explicita

Tipo I: Ecuaciones diferenciales de variable separadas

Una e.d.o. de primer orden se dice de variables separadas si es de la forma

= G(z,y),

y/
donde G' = P(z)Q(y), donde P(x) y Q(y) son dos funciones continuas en sendos inter-
valos, Iy J, con Q(y) #0, Yy € J.
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Se demuestra que una funciéon f definida en el intervalo I es solucién de la ecuacion
anterior si satisface la siguiente igualdad, que la define implicitamente:

B(f(x)) = A(x),

donde B es una primitiva de la funcion 1/Q(y) y A es una primitiva de P(z)

Ejemplos: Resolver la ecuacion 3y’ = y y el problema de valores iniciales

{2

Tipo II: Ecuaciones diferenciales de primer orden homogéneas

Una e.d.o. de primer orden se dice homogénea si es de la forma
Y = Fly/z),
donde F' es una funcién continua en cierto conjunto D C R?
Una funcion f es solucion si, y soélo si f(z)/x es solucion de la ecuacion de variables
separadas v’ = (F(u) —u)/z.
Ejemplo: Resuélvase la e.d.o.

22y = y? — xy + 22

Tipo III: Ecuaciones diferenciales reducibles a homogéneas

Las ecuaciones diferenciales de la forma

Ax+ By +C
ax + by + ¢ )

donde A, B,C.,a,b,c € R, se pueden reducir a una ecuacién diferencial homogénea

teniendo en cuenta las siguientes observaciones:

Yy =F(

1) Si ambas rectas Axr+ By+C =0y ax+by+c = 0 se cortan en el punto
(¢, d) entonces se hace el cambio X =z —cy Y = y—dy se obtiene que
A By +C
F( T+ by +
ar + by + ¢

y por tanto Y’ = G(Y/X) es una ecuacion diferencial homogénea.

) = G(Y/X),

2) Si ambas rectas son paralelas A/a = B/b, hacemos el cambio z = ax+by

resulta que 2z’ = a + by’ por lo que nos resultard una nueva ecuacion
diferencial de variables separadas:
/
& = Q(Z)P(l’),
con P(x) constante.
: . 2 : oo 3zt2y 1 2z—y+2
Ejemplos: Resuélvanse las ecuaciones: y' = =-=% ey = —- S5
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Tipo IV: Ecuaciones diferenciales exactas

Una e.d.o. de primer orden se dice que es exacta cuando puede escribirse de la forma

Q(z,y)y" + P(x,y) =0,

donde P y (Q son dos funciones definidas en un abierto D C R?, tales que pueden
obtenerse como derivadas parciales de otra funcion G(z,y), es decir tales que

2ot = Plo.y), 2~ Qe Vo) € D

ox oy
Para saber si una ecuacién es 6 no exacta no es necesario construir la funciéon G tal
como veremos en el tema 6.2.

Si la e.d.o. es exacta, se tiene que f es soluciéon de dicha ecuacién si, y sélo si

Gz, f(x))=C,con C € R

Ejemplo: Resolver 3/ = % con y(0) = 2.

4.7.4. Relacién de ejercicios

1) Compruébese que las funciones dadas a continuacion son soluciones de
la ecuacién diferencial ) — 16y = 0.
a)y=3cos[z] b)y=e* c)y=>logr
2) Obténganse las soluciones generales de las siguientes e.d.o.
a) 2x? 4+ 2y + (doy + 3y*)y’ = 0.  b) 3(y — 1)*y = 2 + sen(x).
c) 2+vy)y =2x+ 3y.
d) y =2 o) @ =1zt
f) 2ydx + (x 4+ y)dy =0, y > 0.
g) yetdr + (2y + e*)dy = 0.
3) Resuélvanse los siguientes problemas de valores iniciales.
a) ye™dx + (3 4+ ze™)dy = 0, y(0) = 0.
b) dx — 1dy =0, y(1) = 2.
4) Haéllese la ecuacion de la curva que pasa por el punto (1,3) y cuya pen-
diente es ;.

5) Bajo ciertas condiciones, la cafia de aztcar en agua se convierte en dex-
trosa a un ritmo proporcional a la cantidad que esta en ese momento sin
convertir todavia. Si de 75 gramos en t = 0 se han convertido 8 gramos
en los primeros 30 minutos, hallese la cantidad transformada en hora y
media.
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6)

10)

§IV.7 Introduccion a las Ecuaciones diferenciales

La desintegracion radiactiva es proporcional a la cantidad de sustancia
que queda por desintegrar. La constante K de desintegracion coincide
con log(2)/T, donde T es la llamada semivida' de cada elemento radiac-
tivo. Sabiendo que la semivida del is6topo de Plutonio 2°Pu es 24.360
anos, y que estimamos que en el accidente nuclear de Chernobil se libe-
raron 10 gramos del este isdétopo, calcélese el tiempo necesario para que
s6lo quede un gramo.

La ley de enfriamiento de Newton afirma que el ritmo de cambio de
la temperatura de un objeto es proporcional a la diferencia entre su
temperatura y la del aire que le rodea.

a) Supongamos que una habitacion se mantiene a una temperatura cons-
tante de 25° y que un objeto se enfria de 100° a 90° en 5 minutos. {Qué
tiempo se necesitara para enfriar dicho objeto hasta una temperatura de
5007

b) Un objeto a 100° es situado dentro de una habitacién con temperatura
desconocida constante. Sabiendo que después de 10 minutos el cuerpo
estd a 90° y después de 20 minutos a 82°, calctlese la temperatura de

la sala.

(Modelo de poblacion de Malthus, 1798). La tasa de crecimiento
(%) de una poblacion p(t) de moscas de la fruta en un instante dado ¢ es
constante en dicho momento. Si hay 180 moscas después del segundo dia
del experimento y 300 moscas después del cuarto dia, jcuéntas moscas

habfa originalmente?

(Modelo de Verhuslt, 1834). Un pueblo posee una poblacion actual de
1000 habitantes. Suponiendo que la tasa de crecimiento de una poblacion
p(t) esta dada por (2 — p(t)), determinese la poblacion del pueblo en
cualquier instante futuro. Estimar hacia que valor tiende el niimero de
habitantes para valores del tiempo ¢ grandes. Calcilese el instante en el
cual el crecimiento de la poblacion es maximo.

(jRatéon que te pilla el gato!) Un raton se encuentra pacificamente
comiendo su queso en el origen de coordenadas, cuando un gato ham-
briento localizado en el punto (10,0) lo descubre y parte en su persecu-
cion. Instantaneamente, el ratén descubre la presencia de su enemigo y
toma la decision de huir a lo largo del eje y en el sentido positivo con
25 cm/s de velocidad constante. La estrategia del gato es correr siempre
en la direccién que se encuentra el ratéon a una velocidad constante de 1
m/s. ;jCuanto tiempo tarda el gato en cazar al raton?

el ntimero de afios que han de transcurrir para que se desintegren la mitad de los 4tomos iniciales

de una muestra.



