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Resumen

Este TFG presenta un paquete de software que permite automatizar el tratamiento
de la evolucién de los estados cudnticos de la luz en dispositivos de 6ptica lineal. En
primer lugar, disefiamos matrices unitarias S que dan la descripcién clésica del siste-
ma, compuestas a partir de dispositivos basicos. Seguidamente, buscamos la evolucién
mecano-cudntica U de S para n fotones implementando ¢, proceso de célculo ineficiente
en hardware clasico pero no en sistemas cuanticos. El paquete también presenta funcio-
nes para resolver el problema inverso: reconstruir la matriz S que podria generar dicha
evolucién. Dadas las limitaciones en dispositivos de 6ptica lineal, el nimero de evolucio-
nes posibles bajo este método U € im(¢) serd reducido. Para los demds casos U ¢ im(¢),
se ofrece un procedimiento alternativo siguiendo el teorema de Toponogov, obteniendo
las aproximaciones mds cercanas a la evolucién U, U, € im(¢), para una métrica de
distancia de matrices. Se investiga la adaptacién de los resultados previos a casos con
pérdidas, en este caso entre fotones en la entrada y salida, de mayor similitud con lo que
serian experimentos reales.

Palabras clave: matriz de evolucién, matriz de scattering, 6ptica lineal, 6ptica cudnti-
ca, software cientifico, sistemas 6pticos con pérdidas, sistemas 6pticos sin pérdidas, tec-
nologias cudnticas, teorema de Toponogov.

Abstract

This Bachelor Thesis presents a software package that automates multiple tasks in
the study of the evolution of the quantum states of light in linear optical devices. First
and foremost, we build unitary matrices S giving the classical description of the system,
using basic linear optical elements. Following that, we find the quantum mechanic n-
photonic evolution U of S by coding ¢, an inefficient method while being executed in
classic hardware but the opposite for quantum systems. This work also gives functions
that solve the inverse problem: rebuilding the S matrix which could generate said evo-
lution. Given the limitations of linear optical devices, the number of possible evolutions
U € im(¢) through this method is narrow. For the remaining U ¢ im(¢), the package
gives an alternative procedure fbased on Toponogov’s theorem, which obtains the closest
approximation to the evolution to U, U, € im(¢), in terms of a matrix distance. There is
a study on the generalizacion of previous results to lossy devices, with photon loss bet-
ween the input and the output, and closer to would-be real experiments.

Keywords: evolution matrix, scattering matrix, linear optics, quantum optics, scienti-
fic software, lossy optical systems, lossless optical systems, quantum technologies, Topo-
nogov’s theorem.



Capitulo 1

Introduccion

El estudio de la computacién cuédntica es de suma relevancia en la actualidad. Si bien
sus propias limitaciones mermarian parte de las expectativas iniciales, para un buen con-
junto de problemas supone una mejora en tiempos de ejecucién a su competencia directa,
la méas que conocida computacién clasica. La tnica conclusién plausible ante estos hechos
es la denominada supremacia cudntica.

Para poder enfrentar esta clase de problemas computacionales, requerimos cambiar
de infraestructura. Un ordenador clasico puede intentar simular algoritmos cudnticos,
pero los resultados no podrédn escalar debidamente en términos de eficiencia por las li-
mitaciones de hardware. Nuestra propuesta, entre las numerosas implementaciones de
sistemas cudnticos, se fundamenta en un &rea de la fisica muy documentada: la 6ptica
linea. Haremos uso de la luz como fuente de informacién.

A nuestra disposicion tendremos dispositivos sencillos y ampliamente disponibles
tales como divisores de haces, o desfasadores. Al pasar a la mecénica cudntica, estos blo-
ques bésicos permiten transformar los estados de Fock, resultado de la cuantizacién del
campo electromagnético, en fotones. Esta evolucién da lugar a fendmenos sin equivalen-
te para la luz clésica.

Si bien poseen ciertas limitaciones, los sistemas 6pticos lineales juegan un papel cen-

tral en algunas propuestas de computacién cuéntica [1], asi como en protocolos de calculo
como el muestreo bosénico [2].
El estudio de la evolucién cuédntica en interferémetros lineales que nos ocupa comprende
una parte fundamental en la carrera hacia la demostracién de la supremacia cuantica: en
la realizacién de pruebas experimentales, compiten esta clase de experimentos [3}/4] con
plataformas como los procesadores cuanticos superconductores de Google [5], el experi-
mento mds conocido hoy en dia.

Existen varias descripciones que permiten predecir la evolucién de los estados cuédnti-
cos de la luz en sistemas 6pticos lineales [6-8]. Sin embargo, el problema inverso, disefiar
un experimento que permita conseguir una evoluciéon determinada, supone un reto tedri-
coy practico. No necesariamente puede coexistir con una disposicion fisica de elementos,
encontrandose este caso como el més habitual [9].



2 Disefio automatico de sistemas cuanticos con 6ptica lineal

Nuestra contribucion tedrica al estudio de estos sistemas cuanticos consiste en hallar
un método de cdlculo para la operacién inversa en la evolucién de estados. Se diferencia
entre un conjunto de elementos matriciales que representa las implementaciones posibles
mediante 6ptica lineal, y aquel que requiere de una mayor complejidad.

Esta motivacion forma parte de un proyecto més extenso, en el que se abordardn
posibles problemas de disefio y estudiara la relacién entre la descripcién clésica de los
sistemas Opticos lineales, mediante matrices de dispersién o scattering, y su descripcién
cuantica dada por matrices de evolucién, utilizando resultados de Teoria de Grupos
[OLTT].

Para todos estos propésitos, se elaborard un paquete de software que automatice las
etapas de disefio y optimizacién de los sistemas 6pticos que ofrecen determinadas evo-
luciones cuénticas.

Durante el desarrollo se pretende:

» Completar una biblioteca de funciones en el lenguaje de programacién Python y
optimizarla para hacerla accesible como software libre de célculo cientifico que fa-
cilite, para cualquier evolucién deseada, la descripcion del sistema fisico mds sen-
cillo que permita implementarla o, en caso de no existir, una aproximacién que de
la matriz de evolucién més préxima al objetivo.

» Investigar diferentes generalizaciones a los métodos existentes para incluir la in-
fluencia de factores como pérdidas, cuantificados como entradas y salidas adicio-
nales, o elementos nuevos como amplificadores paramétricos, que permitan el de-
sarrollo de una mayor variedad de circuitos cudnticos.

» Estudiar la relevancia de los nuevos métodos de disefio en experimentos de mues-
treo bésonico, donde la descripcion correcta de las pérdidas es esencial para estable-
cer las limitaciones de los sistemas cuanticos con 6ptica lineal y su posible ventaja
frente a sistemas clésicos.

La navegacién se realizard entre los sub-
grupos presentados en la Figura conte-

u(m) i> u(M) niendo U(m),U(M) a los propios operado-
res de evoluciéon temporal S, U, y u(m),u(M)
e_\rp\l, \l,exP a sus respectivos Hamiltonianos iHg,iHy. La
ilustracion serd de gran utilidad conforme

U (m) T> U (M) se avance en la investigacién, pues esque-

matiza nuestro entorno de trabajo. Para ca-
da etapa del proyecto, se indicard su po-

Figura 1.1: diagrama conmutativo. ~ sicion y recorrido a lo largo del diagra-
ma.

Los resultados dependerdn en gran medida de una correcta implementacién de la
aplicaciéon ¢ : U(m) — U(M), homomorfismo entre estos subgrupos, para la obtencién
de matrices de evoluciéon U € U(M) o su sistema 6ptico de generaciéon S € U(m). El
paso por Hamiltonianos iH supondra una potente herramienta para el entendimiento de
multiples protocolos de célculo.

Grado en Fisica Universidad de Valladolid



Capitulo 2

Descomposicion de sistemas
unitarios arbitrarios en elementos
Opticos

El primer paso es desarrollar una herramien-
ta con el objetivo de componer sistemas S &

d

u(m) _(p> u(M) U(m) en una mesa Optica, de modo que pue-
dan conocerse los dispositivos individuales o
e_\'p\l, \Le_x p bloques correspondientes a cada montaje desea-
do. S es una relaciéon de amplitud entre entra-
U(m S UM da y salida, vélida para el desarrollo de circui-
() P (M) tos clasicos como pueden ser los de microon-

das.

Figura 2.1: diagrama conmutativo

(original: Figura . El desarrollo Cada elemento 6ptico corresponde a la aplica-
inicia en U (m) (rojo). cién de un operador sobre una cantidad de entra-

das o modos m. Como predmbulo de esta etapa y
las tres posteriores, imponemos la condicién de matriz unitaria en S:

sts =1 (2.1)

En la Mecénica Cudntica, implicada en la extensa mayoria de procesos que veremos,
la aplicacién de S sobre un estado cudntico cualquiera conservara la métrica. Implica lo
propio para las amplitudes de probabilidad de cada posible estado de evolucién, cuya
suma serd 1. No desaparecerdn o apareceran nuevas particulas: su ntimero se conserva.

En otras palabras, si un sistema S cumple (2.1), no se daran pérdidas de fotones n
entre entrada input y salida output (nggig, = Y jpq Nsk = Ypq ek = Nentrada)-
Es un caso ideal, pero buscando una implementacién que mitigue posibles pérdidas
podria solventarse parte del problema.

Se planteara el fundamento tedrico esencial y el desarrollo seguido para la obtencién
de los dispositivos 6pticos que componen a cada operador unitario, estudiando las dife-
rentes propuestas disponibles.



4 Disefio automatico de sistemas cuanticos con 6ptica lineal

1. Representacion matricial de elementos 6pticos

Vamos a describir la forma matricial de aquellos dispositivos 6pticos que nos sean de
ayuda al disefiar sistemas S unitarios.

Un elemento 6ptico muy sencillo de describir es el divisor de rayos sin pérdidas
T;;(6,¢). Su aplicaciéon supone un proceso de interaccién entre la luz depositada (foto-
nes al pasar al formalismo mecano-cudntico) en dos modos 7, j.

Aplicado sobre un ntimero indeterminado m de entradas, corresponde a:

1 0 ... . ... 0
0 1
: e?cosf ... —sinb
T;(0,¢) = | : : : : (2.2)
e?sin® ... cos@
: 1 0
0o ... ... ... 0 1

En 1996, M. Reck, A. Zeilinger, H. J. Bernstein y P. Bertamﬂ hallaron la posibilidad de
implementar toda clase de transformacién unitaria entre canales 6pticos mediante dos
tipos de dispositivos dispuestos en forma de celda triangular [12].

Es también resultado conocido que un producto de matrices unitarias resulta en otra uni-
taria.

En conjunto con (2.2), basta con utilizar matrices diagonales unitarias D para cum-
plir ambas afirmaciones. Al ser diagonal unitaria, el médulo de sus valores no nulos sera
igual a uno (son los autovalores de D). Por tanto, correspondera a un desfase ¢'? sobre
cada modo. La matriz D es, por consiguiente, el conjunto de desfasadores de rayos del
sistema. No necesitamos complicar mas el problema.

Ahora que conocemos los dos dispositivos 6pticos principales (divisores de haces o
beam splitter, desfasadores o phase shifters), debemos disefiar un camino para la implemen-
tacién de S.

Disponemos de dos posibilidades. Para dar mayor libertad al usuario y abrir la veda
a comparativas, se incluirdn ambas en el cédigo.
Comenzaremos por el resultado dado por W. R. Clements, P. C. Humphreys, B. ]. Metcalf,
W. S. Kolthammer y I. A. Walsmeyﬂ [12], una propuesta cuyo objetivo es optimizar el
primer modelo [13]. A continuacion, le seguira este tltimo.

!En futuras citas, nos referiremos al equipo y su correspondiente método como ‘Reck’ (o en ocasiones su
nombre completo ‘Michael Reck’).
2Similar a ‘Reck’, denotaremos al equipo y método como ‘Clements’ o ‘William R. Clements'.

Grado en Fisica Universidad de Valladolid



Disefio automatico de sistemas cudnticos con 6ptica lineal 5

2. Implementacion de William R. Clements

El operador S deseado ya es conocido. Necesi-
tamos averiguar la configuracién de estos disposi-
tivos Opticos y su cantidad para construirlo experi-
mentalmente, o expresado en términos algebraicos,
una descomposicion en divisores de haces T; ;(0, ¢)
y todos los desfases D, cuyo producto desem-
boque en S:

S=D| [] T;|- (2.3)

Figura 2.2: montaje de implementa- (i))en

cién de Clements.

Donde () contiene todas las posibles combina-
ciones (7,]) de modos diferentes i # j. El orden de aplicacion de los divisores de haces
T; ; sobre D dependera del propio algoritmo empleado.ﬁ

Partiendo de S y mediante las matrices T; (6, ¢), debemos obtener la diagonal D de
elementos de desfase. Existen métodos de célculo que garantizan esta obtencién, como
la descomposicién en valores singulares (o singular value decomposition) que divide a una
matriz A dada en:

A=5szvT (2.4)

Si bien podriamos proseguir con (2.4), también podemos aprovechar la condicién de
matriz unitaria de nuestra matriz S para utilizar algo de menor coste computacional, y
con mayor control sobre las piezas de descomposicién (que serian dispositivos 6pticos)
por nuestra parte: una simple triangulacién inferior.

Introducimos una matriz S unitaria arbitraria de elementos u;;, , j indices. En nuestro
caso, serd de dimensién 5 o cinco entradas/modos por consistencia con el articulo [13].
Realizamos esta eleccién para poder ilustrar el niicleo de esta implementacién con un
ejemplo.

Uil Uiz U1z U4 Ugs
Up1 Upp U3 Upq Us
S=|uz uzp Uz uUzg Uss | . (2.5)
Ugr Ugp Ug3 Ugq  Ugs
Us1 Usp Us3 Us4 Uss

Comenzamos calculando una matriz Ty, (6, ¢) tal que al realizar el producto ST 21,
el elemento us5; de esta nueva matriz sea nulo. La operaciéon puede llevarse a cabo dado
que disponemos de dos condiciones (151 posee partes real e imaginaria) y dos variables 6

3Cabe destacar que esta expresion [2.3) supone a todo T;; operando a la derecha de D. De ejecutar los

algoritmos, originalmente no resulta asi [13] sino que surge de hacer un cambio Tfle = D/ T;j, cuyos
elementos a la derecha son diferentes.
Sigue siendo una ecuacién vélida, especialmente para entender al sistema como un producto directo de

elementos 6pticos, sin mas complicaciones.

Grado en Fisica Universidad de Valladolid



6 Disefio automatico de sistemas cuanticos con 6ptica lineal

y ¢, determinadas al resolver el sistema de ecuaciones, dados por el divisor de haces (2.2).

Debido a que nuestra matriz S original es unitaria, asi como las T; (0, ¢) calculadas,
la triangulacién inferior es simultdneamente superior. Necesariamente, se obtendra:

uir wp uz U 0
Up1 U2p U3 Upga UDS
STy = |us1 usy uss uss uss |- (2.6)
Ugr Ugy U4z U Ugs
0 usp us3 usy uss
Anulado este elemento, podemos hacer lo propio sobre los adyacentes sin que afecte
al resultado previo. Multiplicando al otro lado de la ecuacion, ahora operamos sobre 41

yu52:

upp upp ws 0 0
Uy Uy Uz upg 0
TysTs4STi) = |us1 uzm uss uss uss | . 27)
0 uap w4z Uss Ugs
0 0 usz usy uss
Regresando al otro lado de la ecuacién, anulamos u3;, ug y us3 aprovechando los va-
lores ya nulos, no afectados por las matrices T; ;(6, ¢).
Todos estos dispositivos son completamente nuevos, pese a que por actuar sobre las mis-
mas entradas que otros, puedan confundirse por la notacién:

Uil Uqp 0 0 0

upy up uxz 0 0
TusTsaSTi 3 Ty Ty Ty, = | O uzmp uss uzs O . (2.8)

0 0 ugs ugy uys

0 0 0 Us4 Uss

Finalizamos el cdlculo multiplicando sobre el otro lado para los 4 valores a anular
restantes:

Ui 0 0 0 0
0 Uno 0 0 0
TusT34To3T12Ta5T34ST , T5 T3 Ty = | 0 0 uz 0 0 (2.9)
0 0 O wugy O
0 0 0 0 Uss
De este modo, obtenemos que puede componerse S de la siguiente forma:
S=Ty T2l 3Ty T4 Ty DT1oTo3T34Th . (2.10)
O para un caso mas general:
-1
S=11] T, | D IT 7. (2.11)

(ij)es (ij)es

Donde recordamos que las matrices T;; de cada lado y su orden corresponden a dis-
tintos dispositivos 6pticos. Adaptandola debidamente, puede obtenerse (2.3).

Grado en Fisica Universidad de Valladolid



Disefio automatico de sistemas cudnticos con 6ptica lineal 7

3. Implementacion de Michael Reck

Nos basaremos en el desarro-
llo de [[12]. No se diferencia mu-
cho conceptualmente de lo visto
en la Seccién 2.2 previa. No obs-
tante, al disponerse de distinta
forma en el espacio que en la im-
plementacion de Clements (com-

parar Figuras 2.2y 2.3), requiere

de un ligero cambio en la defini-

cién matricial de los dispositivos ~ Figura 2.3: montaje de implementacion de Reck.
Opticos dada en (2.2):
1 0 0
0 1
: e?sinf ... e%cosf
Tij(6,¢) = | : 5 |- (2.12)
cosf ... —sinf
1 0
0 0 1

Respecto al computo de matrices, se sigue un argumento similar al de la formulacién
de Clements. Esta vez organizaremos el producto del modo:

S(N—-1 0
S(N)TnN-1TNN-2--- TN =< ( 0 ) eioc)‘ (2.13)

Comenzamos anulando elementos de matriz uy,...,unn—1 mediante multiplica-
cién de matrices Ty, (6, ¢) a una S(N) (unitaria de dimensién N) dada, desembocando
en la diagonalizacién por bloques de la matriz resultante en S(N — 1) (dimensién N — 1)
y un elemento diagonal de médulo 1. Mediante reiteraciéon de este procedimiento (ahora
para S(N — 1), y asi sucesivamente), termina desembocandose en una matriz diagonal D
de elementos de desfase.

De nuevo, buscamos encontrar qué dispositivos 6pticos T;;(6,¢) causan este efecto
en cada caso, y exportarlos a un fichero. Al igual que en el caso anterior, tenemos dos
variables 6, ¢ y dos partes, real e imaginaria, que anular. Segtin los modos cubiertos en
cada caso, para multiplicacion individual S(N)Tn n—wn (6, ¢) deberd cumplirse:

Grado en Fisica Universidad de Valladolid



8 Disefio automatico de sistemas cuanticos con 6ptica lineal

Ui Ui ... ul(N—m) e UIN
Un Uy ... MZ(me) ce UsN
S(NYTynem=| =~ =~ : : . (2.14)
(N) T lunt uN2 e UNem)(N—m) e B(N—m)N
UNn1 UN2 ... 0 RN UNN

El producto (2.13) se obtendrd como consecuencia de la condicién de matriz unitaria
de S(N) y las Ty n—m (6, ¢), al anularse simultdneamente los elementos no diagonales de
la N-ésima columna.

4. ;Quéimplementacion usar?

Fisicamente, los métodos de Clements y Reck describirdn la misma matriz de scatte-
ring S. Para entender cudl ejecutar, observamos las Figuras[2.2)y[2.3|

La disposicion de Reck se extiende mas por el espacio. En un experimento, la luz
que entre en el sistema va a recorrer un camino 6ptico minimo mayor que en la nueva
implementacién lograda por Clements. Cuanto mas dure el trayecto, mas pérdidas de
luz/fotones podran darse.

T T T T
T T T T T i
1.004 i I.D—ll::IOQDQQQ'a.|.....
e Ourdesign | a,
} A Reck design 0.0- ” | ® Ourdesign -
D ﬁ-“ 7 A | 4 Reck design
l“ 4
. -~
5., 0,92 s, / 2 081 N 1
% 1.000 - = i
3 \ , £, 4 |
Y osa- ™, A . 3 &
A‘ 'y
0.980| \‘-\_, | . A
e a 06+ A
0.84 | 4 "
1] 15 30 45 &
'y Y
T T T T T T T T 4 T 0.5 T T Y Y T T T
[} 10 20 30 40 50 0.0 02 0.4 06 08 1.0
Circuit Size Loss per beam splitter (dB)
(a) Seguin aumente la extensién del circui- (b) Seguin pérdidas en dB por cada divisor
to. Pérdida de 0,2 dB por divisor de haces. de haces. Transformaciones 20 x 20.

Figura 2.4: fidelidad al caso ideal de interferémetros para las implementaciones de Reck
y Clements [13].

Por otra parte, la propuesta de Clements es mas simétrica, lo que lo hace mas tole-
rante a posibles pérdidas asimétricas o sesgos causados por errores de fabrica. El caso
de Reck es més susceptible a bajadas notorias en su rendimiento de darse esta situaciéon
(como el divisor de haces T, en la unién superior de la Figura 2.3).

En conclusién, por norma general se recomienda el empleo de la implementacién de
Clements. En nuestro c6digo, impl=0 es la tinica configuracion requerida para asegurar

Grado en Fisica Universidad de Valladolid



Disefio automatico de sistemas cudnticos con 6ptica lineal 9

su ejecucion, y viene dada por defecto. En caso de ser requerido para futuros estudios o
pruebas, se incluye el caso de Reck ( impl=any non-zero int number ).

Nuestra libreria integra ambos algoritmos generando y guardando las matrices de
descomposicién T;; y D en ficheros [name] TmnList.txt y [name] D.txt respectiva-
mente, a partir de una matriz S unitaria introducida (recién creada o ya existente) desde
un fichero de texto [name].txt . De esta forma, podemos implementar fisicamente el
sistema deseado.

Para confirmar la validez del resultado, se realizan multiples pruebas:

= Que S cumpla realmente la condicién de matriz unitaria. Al haber un error de
madquina, dejaremos un margen del orden de 10~17.
Para comparaciones entre matrices es necesario definir una métrica en el producto
escalar, en la cual entraremos en detalle para métodos posteriores que requieran de
un uso seguido de la misma.

» Recomponer S con éxito mediante las matrices T;; y D obtenidas, multiplicando

segun indica (2.11).

Grado en Fisica Universidad de Valladolid






Capitulo 3

Evolucion para un sistema 6ptico de
n fotones

Adaptadas al formalismo de la mecanica cudntica, las matrices de scattering S co-
rresponderian al caso de hallar un solo fotén en el sistema. Pero para la trasmisién de
informacién, necesitaremos introducir una mayor cantidad n sobre los modos m de nues-
tro dispositivo completo.

El sistema evolucionara acorde con la cantidad disponible de fotones, de modo que
requerimos de un algoritmo que dando una matriz S de m modos y un ntimero de fo-
tones n, sea capaz de realizar el cdlculo. Existen numerosos métodos disponibles para
llevarlo a cabo. De la Teoria de Computacion, es aceptado que esta clase de algoritmos de
operaciones cuanticas presenten una escasa eficiencia en tiempos de ejecucion por parte
de hardware clésico [2]], inico material del que disponemos.

Buscamos alcanzar el menor tiempo de computo posible, lo que requerird de estudiar
diversos métodos de evolucion. En el camino, puede que encontremos la respuesta a la
dificultad de llevar a cabo estos procesos.

Remitimos al lector al Apéndice A para comparativas de tiempos referentes a lo tratado
en el Capitulo 3.

1. Descripcién mecano-cudntica de los modos para un sistema
foténico

La incidencia de luz sobre cada modo del sistema ocasiona un campo electromagnéti-
co, entendido de forma clédsica (y bajo este contexto) como un oscilador arménico de
determinada frecuencia. Debemos saltar de su descripciéon dada por la mecanica clésica,
a la correspondiente cuantica. Bajo el nuevo formalismo, se generan a partir de los opera-
dores posicién y momento otros llamados de aniquilacién a y creacién a', que manipulan
directamente al campo presente afiadiendo o borrando los paquetes de luz consecuencia
de la cuantizacién, conocidos como fotones.

Al aplicar sobre modos (independientes) que contienen bosones (conjunto de particu-
las de espin entero al que pertenecen los fotones), se cumpliran las siguientes reglas de

11



12 Disefio automatico de sistemas cuanticos con 6ptica lineal

conmutacién:

[a;,05) =0, [a;,a]] = 6. (3.1)

Los estados cudnticos de entrada y salida |nq, 1y, . . ., 1), compuestos por 1y, fotones
por modo, son los llamados estados de Fock (describen sistemas cuantizados por particu-
las manipuladas por a,a").

La propiedad de mayor relevancia tras el cambio de formalismo es el salto entre nive-
les de energia dado en cada modo m. La aplicacién de estos operadores sobre un ket |)
(m = 1,n) tiene como consecuencia su siguiente cambio:

aln) =Vnln—1), (3.2)
atln) =vn+1jn+1). (3.3)

Entonces partiendo de un ket inicial |0) que represente al estado vacio (cero fotones),
la aplicacién de at (3.3) sobre |1) n veces resulta en:

(a*)"
m) =210} (3.4

Para un estado de Fock cualquiera (m, n), los operadores de aniquilaciéon y creacién
se asignan y acttian independientemente sobre cada modo m presente en el operador.
Ejemplo: un ket |2) |3) [1) = |2,3,1), con 2, 3 y 1 fotones en el primer, segundo y tercer
modo respectivamente. Aplicando ay, se llega a a; |2,3,1) = v/32,2,1).

2. Descripcién mecano-cudntica estaindar

Numerosos célculos pueden realizarse a par-
tir de estas simples propiedades. Lo primero que

11( m) i) 11( M) nos interesa saber es cémo describir la salida
del sistema. Un primer acercamiento seria hallar
exp exp los operadores de creacién/aniquilacién b; que
actian sobre los modos a la salida. Por ser S un
— T operador matricial, vendran dados por:
Um)|— UM)| ™ !
N
Figura 3.1: diagrama conmutativo j=1

(original: Figura [1.I). Rojo: trayecto-

. Comprobaremos que se sigan cumpliendo las
ria, azul: meta.

mismas leyes de conmutacién (3.1) para estos
operadores que para los a;, de modo que probe-
mos su independencia, aplicando (3.5):

N
bl, b; [Z Szkak/ZS]lal] = Z Siks;} [ak,aﬂ = (51] (36)

kI1=1

Grado en Fisica Universidad de Valladolid
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La ultima igualdad es debida a la condicién de matriz unitaria que debera cumplir
nuestra S.

El resultado indica la evolucién del sistema segiin los cambios en el operador, y
no en el estado (que se mantendria igual). Es lo que se conoce como trabajar en la ima-
gen de Heisenberg. Si bien serd de mayor interés para nosotros causar evoluciones segtin
la evolucién dada por los estados (imagen de Schrédinger), ambas interpretaciones son
equivalentes fisicamente. En particular, el resultado que acabamos de mostrar serd de
utilidad al extraer conclusiones.

La evolucion de nuestro ket, en la imagen de Schrédinger, vendra dada por:

’lpb> =U W’a) . (3.7)

Realizando algunas modificaciones y partiendo de un ket inicial cualquiera, puede
expresarse esta evolucion de la siguiente forma, utilizando (3.4):

(aD" (@) (af)"™
Ulning ... ny) =U Lo 0,0,...,0
N TRV = R >

G RRCACIN AL
\/TZ]! \/7’12! vnm!

_ ) @)™ ()" 0,0,.
V! /np! V1!

En la tercera igualdad, U |0,0,...,0) = |0,0,...,0) al ser el estado vacio.

..,0), nymny,...,n, €N. (3.8)

Para expresar este resultado en términos de la entrada S, se realiza un inciso en la
imagen de Heisenberg (ya visitada para (3.5)). La transicién fundamental entre ésta y la
de Schrédinger, visible en (3.7), viene dada por:

[Pe) = U [Yp)g = UTU [¢a)s = |tha)s - (3.9)

Realizando el valor medio de un operador A cualquiera:

<l/)b|HA |¢’b>H = <1/’a|s A |1/’a>5 ’
(Wls A lpo)s = (Yals UTAU [9ha)s,
Ay = (UTAU)s. (3.10)

A partir de , puede expresarse cualquier operador A en la imagen de Schrodin-
ger seglin como se verian trabajando en la de Heisenberg, y viceversa.
Conociendo esta relacion y la evolucién ya visitada de un operador en la imagen de Hei-
senberg (3.5), podemos aplicarlo sobre (3.)"

Para llevar a cabo la operacion:

IEste paso puede dar a confusiones al querer operar segtn la evolucién de los estados medida en la
imagen de Schrodinger, pero podemos tomar el cambio en a;r como una simple transformacién matemaética.

Grado en Fisica Universidad de Valladolid
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(af)"i
}’ll‘!

en (3.8).

» Afiadimos UTU = I entre fracciones de operadores

. (U*alfu)z =Uutduutatu = ut (a:f)z U, y similar para potencias (UafU)".
Con esta igualdad, se justifica la introduccion de (3.5).

Tras estas consideraciones, se obtiene
(Ualuym (uaiutyr=  (Uat,ut)m
\/1’11! \/712! nm!

_ (2}?:1 SklaZ)nl (ZII{\Izl SkZCII)n2 (lec\jzl Skmal-lc-)nm |0 0 0>
1! ny! ! Y

N 1 N i
=]\ 7= L Suat] 10). (3.11)
i=1 Mt k=1

Ulmny...ny) =

0,0,...,0)

Calcularemos a partir de esta expresion la evolucién del sistema, al conocerse S (y por
tanto sus elementos S;j) y dar el nimero de fotones # total (apareceran todas las combi-
naciones por modos posibles).

Extraido del articulo [6], para una matriz S 2 x 2 de la forma ( \/1‘17 v 1:0‘72 ), aprovechan-

do (3.2), obtenemos:
Ul1,0) = (aa{ +V1-0%}) [0,0) = ¢ [1,0) + V1= 02[0,1), (3.12)
ulo,1) = (ﬂa{ - aag) 10,0) = /1 - ¢2[1,0) — |0, 1), (3.13)
U1,1) = V2orv/1— 02 ([2,0) — 0,2)) + (1 —202) [1,1), (3.14)
ul0,2) = (1—02)[2,0) +02[0,2) — V201 —02|1,1). (3.15)

Tomando como base para la nueva matriz de evolucién U todo ket cuya suma de
fotones totales n distribuidos en m modos sea igual a la original, aparecen M posibles
combinaciones representadas por la férmula:

m+n—1 (m+n-—1)!
M:< n >:n'(m—1)' (3.16)

Por tanto, U sera una matriz cuadratica de M x M dimensiones. Si nos encontrasemos
en el caso de un fotén, mediante (3.16) obtendriamos M = m, y operando la matriz de
evolucién hallamos U = S (resultado a esperar).

Grado en Fisica Universidad de Valladolid
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3. Calculo de la evoluciéon por permanentes

Este desarrollo matematico tiene como finalidad encontrar un algoritmo mas eficiente
para la operacién realizada en la seccion previa. Comenzamos definiendo el permamente
[7] de una matriz A de dimensiones n X n como:

per(A) =) HAWI (3.17)

ces, i=1

Donde [TL; A, es la diagonal correspondiente a una de las permutaciones ¢ en la
lista S,,.

La operaciéon permanente de posee una gran similitud con el determinante,

ambas pudiendo ser consideradas casos particulares de una operacién generalizada de-
nominada inmanente [14].
En cuanto a sus diferencias, el permanente carece de los signos negativos para los su-
mandos correspondientes a ciertas permutaciones que si aparecen en determinantes. Es-
te hecho impide el cumplimiento de algunas propiedades vélidas en estos tltimos, que
ayudaban a agilizar en gran cuantia los calculos.

Aunque pueda hallarse alguna nueva propiedad que simplifique el calculo del per-
manente, son casos muy especificos y, en general, debe procederse con la implementacion
estdndar, sin cambios [7]. Mds tarde se verd cémo podemos agilizar este mismo proceso
de célculo, mediante una propuesta basada en la férmula de Ryser.

Realizar el célculo estricto siguiendo (3.17) es de un elevado coste computacional
(O(n!n)) , motivo por el cual no se espera eficiencia en maquinas clasicas. Para poder
obtener resultados en tiempos factibles, habrd que restringir los calculos a matrices pe-

queﬁaﬂ

Con esto establecidoob, tratemos de implementarlo. Para obtener el operador db e
evolucién U, se parte del resultado reciente (3.11). Recordamos la férmula:

U]nlnz... Hr (Z Skzak> 0 . (318)

La enumeraremos como (3.18) de querer la versién limpia, sin més igualdades.

En btisqueda de una operacién mads eficiente, recurrimos al teorema multinomial [16]:

wrmseny = 8 ()T 6
Kotk btk =n \K1 K2, oo K

1<t<m

2En particular, se trata de un problema #P-completo [15]. Si pudiera ser resuelto en general para algorit-
mos deterministas de tiempo polinémico (que cubren problemas FP), entonces #P=FP. Esta igualdad tendria
implicaciones aun mas graves que P=NP, un problema conocido inabordable. No es plausible
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Que ayuda a tratar con la clase de sumatorio que tenemos en (3.18)). Pasamos a expre-

sarlo en términos de productos:

N1
U]n1,n2,..., H '
i=1
N
1
_g 7’11‘!
N
1
_g 7’11‘!
N
:H 7’11‘!

Il
—_

(Z Sklak>ni 0)

Y ( " )ﬁ(sta*)”” 0)
Z]N:1”ij:”i ni1, o, ..., NN =1 -
_ n; lﬂ[(St'ﬂ.r)nit_ ’0>
YN n=n il ot | t
j=1""1 " i
1 N
Y. [1(Suaf)™| o). (3.20)
N nij=n; H] 1150 | e

Donde la suma esta vez se realiza para cada #n;, el nimero de fotones inicial para ca-
da modo. Se calculara para numerosas combinaciones de 7;; cuya suma total sera n;, tal
y como se ve en el sumatorio de la ecuacion final de (3:20). Se ha separado el producto
sobre i en dos: i y I, dado que se trata de un producto y éste es conmutativo. También
supone de interés para pasos posteriores.

Ahora se consideraran las sucesivas aplicaciones de operadores creacién a; sobre el
ket inicial |0). Observando de nuevo la ecuacién (3.20) y aprovechando los productos
disponibles, se realiza el siguiente cambio:

N

H (Stla Vl” |0

Lt=1

N N
=[] sy [T vm!|m,my, ... ,my).
D=1 1=1

Tomamos en las operaciones m; =

]‘[ s ]_[ ai™" |0)

Lt=1 Lt=1

N N N in
1t 1t
sy TI11
Lt=1 t=11=1
N
- TSy T
Lt=1 t=1

(3.21)

N
) MER TS

Ahora disponemos de mds separaciones. Incorporando (3.21) a (3.20) y agrupando

términos debidamente, se obtiene:

Ulny,ny, ..., nN) =

ﬁrz

vl

1 Mi=n;

N
! (H S"”) (H \/mt!> |mq,my, ..., my) .
H Li=1 =1

(3.22)

Grado en Fisica
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De los tres productos destacables, el segundo, H%:l S;', es dependiente de la matriz

de scattering introducida. Este término posee una forma conveniente para el paso a per-
manente (3.17).

Cada valor de la matriz U se obtendria aplicando también un bra (my,mo,..., my| a
(3.22). Cambiamos la notacién del permanente a per(S)[QY'|Q)], segtin las combinaciones
consideradas.

N

N 1/2 -1/2
(my,my,...,my|U|ny,ny, ..., nN) = (Hnﬂ) (Hmﬂ) per(S)[QY']Q)] (3.23)
i=1 j=1

Q= (1",2",. .. ,N"™),Q = (1™,2", . N"™). (3.24)

Estos dos tltimos resultados (3.22) y (3.23) pueden expresarse en términos de multi-
plicidades m;(w), que denotan las m veces que un valor i se da en una sucesion w dada,
y (w) = T1; m;i(w)! corresponderia al producto de multiplicidades.

N -1/2 .
U|ny,ny, ..., ny) = (Enﬂ) weXc;w W;ﬂer(S)[Mﬂ] |mi(w), my(w), ..., my(w))

(3.25)
Para los valores de U, ahora queda:
N -1/2 s -1/2 N
(my, ..., my|Ulny,ny,... ny) = (Hnﬂ) <1—[m]'> per(S)[Q"]Q)] |n—ZmJ->
- = ]:(23.26)
QF = (1" 5% gme | NTN)| (3.27)

Estas tiltimas ecuaciones son sencillas de implementar, en comparacién a lo visto pre-
viamente. La intromisién de S se da en forma del célculo de su permanente, motivacién
principal para el nombre del método.

Cabe destacar que la equivalencia de este método con el cdlculo estdndar, tanto teéri-
camente como en tiempos (en nuestro caso siendo mds eficiente utilizar permanentesﬁ)
nos muestra cémo el problema de la evolucién cuéntica es uno de complejidad andloga
al calculo de permanentes, ya conocidas sus dificultades en sistemas deterministas [15].

La ineficiencia de la evoluciéon cuantica de un sistema fue advertida desde el inicio,
pero gracias a este estudio dado por los permanentes, ahora conocemos el por qué.

3Ver Apéndice A para més informacion.

Grado en Fisica Universidad de Valladolid
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3.1. El permanente de Ryser

Existe una expresién mds conocida para el cdlculo de permanentes, diferente a la ya
utilizada. Si bien el método que hemos desarrollado es funcional, no estd de més in-
vestigar vias alternativas, de modo que encontremos la més adecuada segtn el caso de
estudio.

El permanente de Ryser [17] es un algoritmo general de calculo conocido, y simple en
contraste con otros disponibles. Dada una matriz de dimensiones 7 x n e indices a;;:

n
per(A)=(-1)" Y (-DBSITTY a; (3.28)
SC{l,...n} i=1jes
Donde S corresponde a cualquier permutacion disponible en {1,...,n}, y la interpre-
tacion dada a |S| corresponde a su longitud como array (es decir, la dimension del vector).

Para entender esta expresion, nos basaremos en el desarrollo propiciado por [18]]. Para
una matriz A de elementos a;; y n = 3, sumaremos y multiplicaremos todas sus filas:

P = (a11 +ax + az1)(a12 + ax + az) (a13 + ax + as3) (3.29)

Esta operacion contiene todos los sumandos que componen al permanente, ademas
de términos adicionales que buscamos eliminar. Aquellos que pertenecen al permanente
contienen un término de cada fila o columna de la matriz. Basdndonos en este hecho,
sustraeremos de P las composiciones de un nimero de filas menor a tres, comenzando
por las de dos:

P’ =P — (an1 + a21)(a12 + ax) (413 + a23)
— (a11 + az1) (a2 + azx)(a13 + as3)
— (an + az1)(axn + az) (a3 + as3). (3.30)

Puesto que en (3.30) se sustraen dos veces los sumandos correspondientes a una fila,
es necesario sumarlos de vuelta, completando asi el permanente:

/! /
P" = P" 4 ay1a12a13 + 421422023 + a31432433. (3.31)

Este método, si bien acarrea més cuentas y para dimensién 3 no parece reportar be-
neficio, si agiliza los cédlculos para valores mayores en los que el cdlculo de todas las
diagonales de la matriz se vuelve un problema de célculo intenso.

Para un caso general de dimensién N, se restaria el polinomio con los términos de
N — 1 filas. Como en esta resta se incluirfan dos veces aquellos de N — 2, seria necesario
sumarlos. En el proceso se anulan las restas previas para N — 3. Se repite el proceso ahora
restando el polinomio de N — 3 filas, y sumando de vuelta, hasta llegar a los tltimos de
una fila. Es por esta razén que se incluyen los (—1)" y (—1)/5/ en el producto de (3.28).

Los resultados en tiempo de computo para este algoritmo tienden a ser favorables,
especialmente para las evoluciones de mayor dimensién probadas. Por lo general, esta y
la implementacién estdndar del permanente, superan a los demas métodos de evolucion
empleados H

“Ver Apéndice A para més informacién.
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4. Evolucion dada por el Hamiltoniano efectivo

En esta ocasion, trataremos de hallar la evolucién del operador unitario U mediante
el estudio de su Hamiltoniano efectivo iHy;, como consecuencia de la evolucién temporal
propiciada por la ecuaciéon de Schrédinger

0L _ by, 3:32)
siendo el resultado de aplicar U sobre un estado
() = U(#) [¢(0)), (3.33)

obteniéndose entonces la relacion entre U (m) y u(m):
U(t) = e Ht, (3.34)

De (3.34), en los célculos numéricos nos que-
daremos con un Hamiltoniano efectivo iHy;, que

u(m) i) u(M) incluye —h, asi como el corto tiempo t to-
tal transcurrido como una constante mads. Al

e_\rp\l/ i exp \L@_\—p atravesar la luz el sistema Optico, rapidamen-
i te se alcanza la salida, tnico punto del que

U (m) - ; U( M) ggﬁ interesa su evolucién respecto a la entra-

Esta consideracion, ttil en el computo, no siem-
Figura 3.2: diagrama conmutativo pPre sera aplicada para el desarrollo tedrico. Hay

(original: Figura [T.T). Rojo: trayecto- ecuaciones que precisan de considerar ¢ como su
ria, azul: meta. propio elemento, es decir, no parte del conjunto
total iH.

Todo este desarrollo aplica también, por supuesto, a la matriz de scattering S y su
correspondiente Hamiltoniano efectivo iHg. Puesto que en el algoritmo de evolucién se
parte de S para hallar U, el paso al dominio de iH presentard beneficios, sea en el compu-
to 0 en nuevas interpretaciones del problema, que merezca la pena comprobar.

Para construir el mapeo ¢, realizaremos el recorrido indicado en la Figura[3.2} partien-
do del espacio U(m) (S € U(m)) hacia u(m) (iHs € u(m)) mediante iHgt = log S (t se-
parado del término iHg). Posteriormente, el mapeo d¢ entre u(m) y u(M) (iHy € u(M))
nos serd sencillo de calcular, y obtendremos iHy; = d¢(iHg). Para finalizar, deshacemos
el paso de operadores evolucién a Hamiltonianos mediante para llegar a U(M)
Uu e u(m)).

La implementacion de d¢ se expresa de la siguiente forma:

iHu,, = d¢(iHs)ps = (p| ZUZsz,,ﬁ i | (3.35)
]

5 Aunque para nuestra investigacién no son relevantes, hay sistemas en los que si puede interesar ana-
lizar la evolucién a mediados del proceso. Para ello, se toman medidas del desplazamiento del fotén en el
interferémetro, ya que juegan un papel similar a t.
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Ecuacioén obtenida de aplicar el conocido resultado (3.11) adaptada a los nuevos subes-
pacios [10].

Veamos el desarrollo completo. Se expresaran los valores de S en términos de iHg
mediante la relacién S = ¢'s. Partimos de la evolucién temporal de un estado (3.32),
tomando tiempos muy pequefios (t = 0):
iHst)

. d
iHy |ny,no, ..., ny) = Ego(e |ny,no, ..., ny)

t=0
) o (o)
— 0
— a0

B (2}":1 5jkﬁ;r>nk 0)

=1 V' = t=0 k£l !
( AN
-5 mz:ﬂsv-) e
=1 o ) V=D

m
:Z\/YTlZiHsﬂﬁ;f|n1,n2,...,nl—1,...,nm>
m m
:ZZiH at ﬁl\nl,nz, s =1, ). (3.36)

A lo largo del proceso, se dan numerosas igualdades. La més laboriosa es la tercera,
que aplica la regla del producto utilizando %. Tras aplicar t = 0 y reducir el término de
operadores a}r, se obtiene (3.35).

Tan solo aplicando al lado izquierdo de (3.36) el estado de Fock de salida deseado, se
obtendria (3.35). De esta ecuacién pueden extraerse las siguientes simplificaciones, para
elementos de su diagonal 4 = p o restantes g # p, respectivamente.

m
iHqu = Zin[Hsu, (337)
=1

iHy,, = ZZz,/ n;i+1) nHs, (pllni,na, ... oni+1,..., ). (3.38)

I=1j#l

Puede comprobarse que el resultado obtenido para Hy; conmute con el operador 1, el
namero total de fotones presentes, definido como

f afay. (3.39)

Ya que es una cantidad conservada en el sistema:
[Hy, ] = 0. (3.40)

En nuestro algoritmo, junto con el método principal, se han implementado ambos
operadores de modo que pueda realizarse esta comprobacion.
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Capitulo 4

Operacion inversa. Obtencion de
matrices de scattering S a partir de
una evolucion del circuito U dada

Uno de los aspectos mas destacables de la construccién de sistemas cuanticos es su
eficiencia. El desarrollo de numerosos algoritmos para un mismo célculo en la segunda
parte fue realizado con la finalidad de encontrar cudl resultaba maés eficiente, dependien-
do de las circunstancias.

Hasta ahora, hemos obtenido un método de

Adj < do > Adj estudio de la evoluciér} de un sistema .C’uénti-
u(m) —— u(M) co de n fotones, a partir de una evolucién da-
da para uno de ellos presente. La construc-

(’-\'P\l, exp log |exp cion de la evolucién para un fotén, la ma-
triz de scattering S, se compone de divisores

U(m S UM de rayos y el desfase introducido en cada mo-
( ) @ ( ) do.

Figura 4.1: diagrama conmutativo En este apartado, buscaremos soluciones al-
(original: Figura . Rojo: trayecto- ternativas para S que desemboquen en esa misma
ria, azul: meta. evolucién U encontrada. Para ello, es requerido

buscar la operacién inversa.
De darse, estas nuevas implementaciones se entenderian como diferentes disposiciones
de elementos en el circuito, que resultarian méds o menos convenientes segin el contexto.

El desarrollo de esta etapa del proyecto es de sumo interés para el usuario. A partir
de una evolucién U deseada y en caso de que U € im(¢), permite obtener una matriz de
scattering S construible a partir de dispositivos de éptica lineal, independientemente de
que la S hallada sea tinica o no.
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1. Estudio de los dlgebras presentes y obtencion de sus bases

Nos remitiremos a la Figura El algoritmo a desarrollar para esta parte serd com-
plejo, y requerird de explicar numerosos procedimientos.

Los subdélgebras u(m) y u(M) contienen a los posibles Hamiltonianos iH que dan las
evoluciones del sistema, por lo que insistiremos en que sean compatibles con la evoluciéon
U deseada. Para cada uno de ellos, puede buscarse una base matricial que describa a toda
matriz contenida.

(Como generamos estas bases matriciales? Partiremos del subalgebra u(m) al ser aquel
cuyo ntumero de fotones es conocido (n = 1), de modo que tinicamente dependemos de
los modos m para sus estados base, y mediante

e = & (1) (kI + K ), @)
1

fix = 5 (1) Gkl =1k} (1) - (4.2)

Generamos matrices que cumplen la condicién necesaria. Las ej corresponderian
a la parte hermitiana, mientras que fj daria la componente antihermitiana. Aunque
nuestras matrices iH pertenecerian al segundo Conjuntoﬂ la base en su totalidad es im-
portante como veremos ahora.

¢Qué condiciones deberan cumplir las matrices base? Toda matriz U € U(M) imple-
mentable con dispositivos Opticos deberd ser obtenible a partir de S € U(m) aplicando
un mapeo @, ya construido en la seccién previa, que es una transformacién lineal. Es-
ta condicién limita los coeficientes que acompafien a las bases en cada subespacio en la
composicion de los Hamiltonianos, que deberan ser los mismos:

iHy =Y Xib;, iHs =} X;a;. 4.3)

Como en u(m) las matrices son m x m, hay m? ecuaciones presentes en la igualdad.
Por su parte, en u(M) son M? ecuaciones. Puede darse que al obtener una base para u(m),
al pasar a u(M) mediante d¢ no se puedan encontrar valores consistentes X; para una re-
construccion de u(M), al haber demasiados grados de libertad (ecuaciones) presentes.

La condicién de linealidad de ¢ que hemos explicado puede entenderse de forma mds

simple admitiendo su equivalencia con otro resultado. Si U es una matriz implementable,
entonces su operacion adjunta sobre matrices pertenecientes al subalgebra u(M) es un
automorfismo, es decir, sigue contenido en u(M).
En la Mecénica Cudntica, podemos trabajar en la imagen de Schrodinger, que considera la
evolucion temporal de los kets bajo la accion de un operador, o la de Heisenberg, donde
son los propios operadores los que evolucionan (ver Seccién 3.2). A esto es a lo que se
llama operacion adjunta: describir el mismo sistema fisico de otro modo, atn contenido
en su subdlgebra correspondiente:

Adjy(A) = UAU". (4.4)

i . . ., o oo . oy gt 5
1 = ¢Hu  Sea U unitaria, entonces Hyy cumpliré la condiciéon de matriz hermitiana: Utu = e~ iHieiHu =

I — Hy= HZI' Al multiplicar por i, iH;s es antihermitiana.
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Otra interpretacién: ademds de tener que cumplirse [@.3), iHy; se compone por opera-
., . . ., + . ., . .
dores de creacion y aniquilacién a;, 4; . La aplicacion de dada por U sobre éstos tiene
que contenerse en u(M).

Estudiandose el adjunto de las matrices b; que componen la base de u(M), poseemos
un método alternativo de comprobar si podemos construir U: todo Ub;U*" debe estar
contenido también en 1(M). Nos es mds conveniente ya que estamos desarrollando un
algoritmo que a partir de U nos de sus posibles matrices de scattering S, si las hay.

mz
ubut =y X;b;, i=1,...,m. (4.5)
j=1

Esta operacién corresponde a m>M? ecuaciones independientes (tenemos m? matri-
ces base sobre M? indices de la matriz), donde las incégnitas son los m* coeficientes Xi]-.

Dependiendo de que el sistema sea consistente, puede implementarse U.

En la implementacion realizada en Python, los pasos a seguir son:

» Utilizar y para obtener cada 4;, filtrando resultados hasta tener un sistema
lineal independiente de matrices.

= Rescatar d¢, ya desarrollado en la Seccién 3.4, para obtener las matrices b;.

» Introducir {#.4). Nos hallamos en u(M). Para una matriz de evolucién U introduci-
da, se comprueba si estamos ante un sistema de M? ecuaciones compatible. De ser
asi, se continuard a la préxima seccién.

2. Reconstruccion de S

Esta subseccién comprende la parte menos pesada de este algoritmo, que posibi-
lita encontrar la matriz S de origen en caso de cumplirse Ady(b;) € u(M) para to-
do b;. Disponemos del siguiente resultado: para una S = Y3;|I) (j| € U(m), siendo
Adg : u(m) — u(m) la operacion adjunta sobre u(m), existen unos valores Iy, jo tales
que —i (lo| Ads(ejj,) [lo) = |Sij|* # 0, y puede expresarse S como

S—ely (1] Ads(fj,) lo) — i (1| Ads (e, ) |lo)
Lj \/_i <10’ Ad5<ejojo) |ZO>

El desfase e” nos es irrelevante al ser una fase global. Ignorandolo, se describe el mis-
mo operador en términos fisicos.

1 Gl (4.6)

De (4.6), las operaciones complejas residen en el cédlculo de adjuntos para matrices
pertenecientes a u(m). Puesto que precisamente tratamos de hallar S, no podemos reali-
zar Ads(aj) = SajSJr. Por tanto, buscaremos una via alternativa.

Recordamos la condicién (4.5) necesaria para la validez de una evolucién U como
consecuencia de combinar dispositivos 6pticos. Conocida la operacién dg y la relacion
entre subélgebras de la Figura 4.1 podemos vincular
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2

m
d@m,M(AdS (lli) ) = Adu (qum,M (ai)) = 2 Xi]-dq)m,M(ai). (4.7)
j=1
La primera igualdad tnicamente es posible para estas evoluciones U permitidas. De
lo contrario, no serian procesos equivalentes.

Observando (7)), podemos aplicar la operacién inversa d¢, ', para obtener

2

m m2
A, b (donm(Ads(a))) = Ads(a;) = de, by (Y Xidoum(a) = Y Xijai, — (48)
j=1 j=1

aprovechando su linealidad y la de d ¢, » para la tercera igualdad.

Con esta operacion tratada, pasamos a la implementacion, bastante sencilla. En (4.6),
es necesario evaluar:

|Si1? = —i (1] Ads (ej) |1) - (4.9)
Para distintos pares (I, j). Necesitamos que |S;|* # 0 para el par a elegir, que denomi-
naremos (ly, jo). Cuando lo hallemos, implementaremos el calculo para los adjuntos
en u(m), para finalmente emplear la ecuacién que nos calcule todos los indices §j;.
Asi, se obtienen las matrices S deseadas.

Ya que el par (Iy, jo) es aplicado por igual a todos los elementos de S, todos tendran la
misma fase, que puede ser omitida (solo requeriamos que fuera no nulo). La matriz
reconstruida S puede introducirse en el algoritmo de descomposicién en disposivos de
Optica lineal de la Seccién 2 para corroborar los resultados.

3. Detalles computacionales

3.1. Permutaciones

Nuestro algoritmo estd capacitado para encontrar méds matrices S que la obtenida por
defecto, que den lugar a una evolucién equivalente a la introducida. De la investigacion,
se ha concluido que no vamos a obtener multiples matrices de scattering S con significado
distinto para una misma U, pero para ciertas disposiciones podremos variar la posiciéon
de sus modos a convenio, es decir, permutar.

En nuestra matriz U, realizaremos sencillos cambios de base que intercambien la posi-
cién de modos entre si, contenidos en una matriz M. Hay m! permutaciones disponibles,

dependiendo del niimero de modos m.

El calculo a realizar sobre U es:

u =Mum’. (4.10)

Grado en Fisica Universidad de Valladolid



Disefio automatico de sistemas cudnticos con 6ptica lineal 25

Para esta matriz U’ se seguiran los mismos pasos del algoritmo ya explicado, de modo
que se obtengan las nuevas matrices S. Cabe mencionar que contiene la misma informa-
cion fisica que la U original: el cambio de orden en los modos concierne a la funcionalidad
dada por la distribucién de dispositivos en el circuito.

La gran utilidad de este método recaera en posibilitar distintas disposiciones de ele-
mentos Opticos para una matriz dada U, que previo a estas alteraciones no fuera en-
contrada. De ser posible, se generardn las matrices S correspondientes a la permutaciéon
adecuada, indicando cudl es esta. De lo contrario, no se imprimirdn en la salida.

Como es un proceso altamente costoso computacionalmente, es dado como una fun-
cién opcional de la libreria ( perm=True para su activacion).

3.2. Archivos en la salida

El cédigo leera cualquier matriz de evolucion introducida desde [name].txt . Pue-
den darse distintas posibilidades:

= Que lamatriz en el fichero no sea implementable. En este caso, se exporta un fichero
[name] m_[m] n_[n]_S_recon.txt sin ninguna solucién S, indicando que no es
posible.

= Que la matriz en el fichero sea implementable. [name] m_[m] n_[n]_S_recon.txt
contendra su solucién S correspondiente, inica (puede variar toda la matriz segin
un desfase).

= Casos en los que activemos las permutaciones ( perm=True ). Aparecerdn dos fiche-
ros adicionales: [name] m [m] n [n] S recon perms.txt,

[name] m_[m] n_[n]_S_recon U_perms.txt , que almacenardn toda matriz S dispo-
nible con su U correspondiente.
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Capitulo 5

Estudio de matrices U no
implementables

Puesto que solo ciertas matrices de evolu-
cion U contenidas en la imagen de ¢ (U ¢

u(m) i). u(M) im(¢) pueden ser fabricadas, en un prin-
cipio deberfamos descartar las restantes. No
e_\rp\l, \l,exP obstante, en ocasiones una de estas imple-
mentaciones puede ser deseada a toda cos-

U(m) > S U(M) ta, por rasgos como su forma, alguna pro-

piedad particular, entre otros. Un buen ejem-
plo es la transformada cudntica de Fourier
Figura 5.1: diagrama conmutativo © QFT (tratada en los resultados, Seccion
(original: Figura [L1). Se trabaja en 7.2.4).

U(M) (rojo).

Aunque no podremos conseguir una evolu-
cién S compatible para estos casos, si podria ocurrir para matrices U € im(¢) de valores
cercanos a la original. Para hallarlas, requerimos de construir un nuevo algoritmo.

Nos basaremos en el teorema de Toponogov de la geometria diferencial [19], dedicado
a la comparacién de tridngulos de geodésicas. Nuestro objetivo es hacer uso de la métrica
para crear una situacién similar, utilizando como vértices la evolucién U, su aproxima-
cién U, y alguna matriz de partida pertenenciente a im(¢).

Algo a tener en cuenta es la variable compleja de estas matrices. En el teorema, no
establecemos que se encuentren literalmente sobre variedades pertenecienes al espacio
real: exportamos sus distancias, magnitudes reales sobre las que opera el algoritmo hasta
converger a su valor minimo entre las matrices U y U,.
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1. Predmbulos: métrica del producto escalar entre matrices

Como se estableci6 en la introduccién del método, existe un dominio im(¢) que con-
tiene a las matrices U a nuestro alcance. El resto de elementos de U(M) pertenecerdn
a una porcién ortogonal a im(¢), completando ambas el subgrupo. Con esta nocién en
mente para el subalgebra u(M) y la aplicacién lineal d¢:

u(M) = im(dg) @ (im(de))*. (5.1)

Asi mismo, detallamos la métrica empleada para todo el algoritmo,

1
(u,v) = Etr(u*v +o'u). (5.2)
(5.2) ya habia sido utilizada previamente en funciones de comparacién, tales como
comprobaciones de matriz unitaria o cuasiunitaria. Nos da una forma de medir distan-
cias o desviaciones entre matrices u y v.

Estudiaremos sus propiedades. La primera de ellas es crucial para comprender por
qué nos hemos ido al subélgebra u(M).
Supongamos que se tiene una matriz genérica U € U(M), U ¢ im(¢). Su logaritmo
principal (ver Apéndice B para mds informacién) es v € (M), con una descomposicién

v = vr + vy a causa de (B.): vr € im(dg), vy € im(dg)".

Del paso de u(M) a U(M), se obtiene U,, la componente tangencial de U, y una aco-
tacion de la otra componente U — Uy:

U, = exp(vr) € im(gp), (5.3)
U — U] < Jlon]l- (5.4)

Consideremos un estado cuantico |¥) normalizado ((¥|¥) = 1), entonces aplicando
la evolucién U:
[(UY|UY) | = [(UY[UY) . (5.5)

Al ser U, una componente de U. Considerando la métrica (5.2) y por la normalizacién
de [¥), | (UY|UY) | = 1.

Para |UY), |U,¥) se obtiene | (U¥|U,¥)| > 1— HU—ZNH a partir de un resultado muy im-
portante que posteriormente explicaremos: el teorema de Toponogov.

[on|
2

Detallamos en la introduccién nuestro interés por estudiar matrices U, lo mas cerca-
nas posibles a U, que a su vez implica una menor componente normal. Considerando
como vt € u(M) corresponde a U,, es de esperar que ||vy|| se vea reducido al mismo
tiempo que lo hace U — U,, y que estén relacionados (lo veremos mads adelante).

1> [(UY[U¥) | 21— (5.6)

Segun disminuya ||vy||, el dominio de | (U¥|U,Y¥) | quedard ma4s restringido. Centra-
remos el resto de la seccién en los detalles a tener en cuenta.
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2. Preambulos (I): variedades Riemannianas y grupos de Lie

Necesitamos recordar la definicién de curva geodésica, y hacer un ligero andlisis de
nuestra métrica (5.2)).

En geometria diferencial (o en este caso particular, de Riemann), una curva geodésica
7 para dos puntos serd aquella que reduzca su distancia, dada por una métrica, al mini-
mo posible. Es una aplicacién vy : I — M, siendo I un intervalo cerrado y M el subespacio
sobre el que se encuentra la curva. I usualmente es referente a distintos instantes de tiem-
po: si se cumple Vt € I, es cuando disponemos de una curva.
También puede hablarse de segmentos geodésicos, si restringimos la curva a cualquier
conjunto de puntos en el intervalo I.

Una curva geodésica <y se dice ademds minima si dentro de las posibilidades, es la
unién mds corta posible entre dos puntos. No debe confundirse la longitud de 7y minima
que establecemos ahora, con la distancia entre puntos. Siendo d(p, q) la distancia espacial
entre p y q, de poder existir la curva previa, coincidira con su I(7y
Esto no es trivial: la curva se encuentra restringida por la variedad Riemanniana M, mien-
tras que la distancia tinicamente por R", siendo 7 el nimero de dimensiones.

Nuestro trabajo se realiza en grupos de Lie, por lo que nos interesa afiadirle a la va-
riedad Riemanniana su estructura algebraica.
A efectos practicos, el paso a seguir es dotarla de una métrica bi-invariante: por la iz-
quierda y derecha.

Sea G el grupo de Lie, estas transformaciones son Ly : G — G, Ly(y) = xy, Ry : G —
G, R:(y) = yx. Una métrica (5.2) serd invariante bajo ambas si:

(1,0), = (d(Lg) (), d(Le) (o)), 57)
(1,0), = (d(Rg) (1), d(Rg) (), 58)

La métrica (5.2) fue definida con ser bi-invariante en mente, para poder utilizarla en
el proceso que veremos ahora. Por tanto, el resultado es positivo para ambas condiciones

G.7, G.9).

Aplicaremos todo este desarrollo al subgrupo U(M), bajo el que se encuentran las
evoluciones cudnticas del sistema.

Bajo la hipétesis de completitud: sea M una variedad Riemanniana, serd geodésicamente completa si
para todo p € M, la funcién exponencial e, estd definida en todo el espacio tangente T, M; dicho de otro
modo, si cualquier geodésica y(t) que comience en p se encuentra definida para todo t € R (ver Teorema de
Hopf-Rinow) .
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3. Propiedades de la métrica bi-invariante

Recordamos nuestra eleccion de métrica (5.2)):
1
(u,v) = Etr(u*v +o'u).
Esta métrica bi-invariante es una forma definida positiva, simétrica y bilineal:
» La primera condicién se da considerando (u, u) = tr(utu) = |ul* > 0.

» La segunda se comprueba iterando las posiciones de u y v en la métrica. Al cumplir
la traza tr(ab) = tr(ba), es inmediato.

» La tercera se obtiene aplicando las condiciones de linealidad sobre ambos u, v.

Hay varios resultados notorios que pueden extraerse para esta métrica.
Entre ellos: todo grupo de Lie compacto admite una métrica bi-invariante, de curvatura
seccional no negativa dada por la férmula:

x(u,v) = %([u, v|, [u,v]). (5.9)

Regresando a las curvas geodésicas de la seccion previa, para la métrica bi-invariante
su descripcién coincide con la funcién exponencial e, : I — U(M),t € [0,1] C I
Para p € U(M), una curva geodésica v : I — U(M) bajo las condiciones y(0) = py
¥(0) = u sigue la ecuacién

y(t) = e tp. (5.10)
Para p,q € U(M), existe una geodésica y bajo (5.10) que los une cuya longitud cumple

= [, veyar
—/ (u, u)dt

= [ e = . 5.11)
Aplicando a nuestro caso, se obtiene la expresion para curvas geodésicas:
v(t) = e’'p, siendo ©v=gp . (5.12)
Vamos a hacer uso de geodésicas minimas. Para segmentos 7 : [0,1] — U(M), se
cumple si para cualquier ¢ € [0,1]:
d(7(0),7(8)) = L(7[0, ]). (5.13)

La condicién (5.13) va vinculada con la existencia de un logaritmo principal, que po-
seen las matrices unitariasﬁ Sean p,q € U(M), y w un logaritmo principal de gp~1.
Entonces, el segmento geodésico

v:[0,1] = U(M),t — y(t) = e“'p (5.14)
esminimoy uneapyq.

Veremos estos resultados en la practica al desarrollar el algoritmo correspondiente al
Capitulo.

2Mas detalles en el Apéndice B.
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4. El teorema de Toponogov

Pondremos en la practica estos resultados mediante el trazo de un tridangulo geodésico
T = A(p1p2p3)- El caso general (Figura5.2) viene dado por:

y1:[0,1] = M, 72:[0,1] = M, 73 : [0,1] = M. (5.15)

Figura 5.2: tridngulo de geodésicas A(p1p2p3)
Las curvas intersecan en

71(1) = 712(0)  72(1) = 13(0) 3(1) = 71(0). (5.16)

Donde se encontrarian los vértices p. De estas uniones pueden definirse dngulos
®; = L(pi—1pipi+1), asumiendo que para i = 3, p;;1 = ps = p1 de modo que se reco-
rran los puntos de forma ciclica.

Por ultimo, podemos definir su perimetro / como la suma de las longitudes: | =
I(7v1) + 1(7v2) + I(73). Este valor nos permite considerar una clasificacién adicional pa-
ra estos tridngulos: que sean generalizados. Se cumple cuando dos de las geodésicas (I(72)
y I(y3) en nuestro caso) son minimas, y la restante /(1) cumple la condicién

I(71) < I(72) +1(73)- (5.17)

Fisicamente, su significado serfa una cota en los valores de curvatura posibles para
71. Lo expresaremos del siguiente modo: en M, espacio completo, las curvaturas seccio-
nales presentes x cumplen k¥ > J para una constante 4. De un tridngulo geodésico general
A(p1p2p3), consideramos I(y2) y I(y3) geodésicas minimas, y la condicién que debera
cumplir el perimetro I(7y;) serd esta vez [(7y;) < 71/+/9.

Buscaremos A(p1p2p3), el tridngulo geodésico definitivo para el que se alcance dicha cota
(I(72) = I(7v2) y 1(43) = I(73), pero I(%3) se reducird al minimo posible (sin ser geodésica
minima). Se entiende como una reduccién de los angulos: a, > o> y az > 3.

Llevando esta teoria al caso que nos ocupa, obtendriamos la disposiciéon de la Figura
5.3

Grado en Fisica Universidad de Valladolid



32 Disefio automatico de sistemas cuanticos con 6ptica lineal

U(M)

VN «

im(e)

Figura 5.3: estudio de dominios dentro de U

Considerando como lados el subconjunto im(¢), la distancia ! entre U y U, dada por
la métrica, y la distancia entre U y la propia matriz identidad I, contenida en im(¢). Los
vértices, entonces, seran p1 = U, po = U, = e Ty p3 = L.

Nuestras geodésicas recorreran ¢ € [0,1], para mayor simplicidad. Asi ademds pode-
mos establecer 71 (t) = Uze "'y 71,(t) = e¥!, atendiendo a .
Querremos minimizar <3, la geodésica minima que une U y U,.

Una preparacion para el disefio del algoritmo es observar lo siguiente. Considerando
li = |jvr|| y I = ||v|| como las longitudes de nuestras geodésicas, se aplica (5.17):

h = lvrl| < |lv]l +d(U, Us) = 1 + 1. (5.18)

Podemos imponer § = 0 de modo que los tridngulos de M se comparen con aquellos
pertenecientes a R?, de curvatura cero en sus lados. Aunque posean el mismo perime-
tro I, no serd asi para sus dngulos, quedando uniones minimas entre puntos. Para este
tridngulo, estableciéndose lados 71, Tz y 73,, estudiar las longitudes nos resulta més simple.
Por el teorema del coseno:

15117 = 1 = h* = 1G]+ 12017 = 2[I4|%]] cos £(1, 1), (5.19)
13 = 1,2 4 1> — 2I1; cos . (5.20)

Con las consideraciones hechas para /1 y I, se expresa cos 3 mediante el producto
escalar:

cos a3 = vovr) _ llvrl > 0. (5.21)

[vittvrll vl

Teniéndose en cuenta que &3 < a3 < /2 (la tltima igualdad dada por vy # 0).
Sustituyendo (5.21) sobre (5.20), moviendo términos como se indica puede llegarse a un
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resultado importante.

l% =12+ 1,2 — 2l cos @z < 112 + 1,2 — 21415 cos as
= vzl + [lv]]* = 2[jvr | [[v] cos as
= vl + llvr > = 2 (v, vr)
= v —vr|?
= |lvn % (5.22)

Para dar I3 por minimizada, deberd alcanzar su cota inferior dy; () (Ua, U). Una geodési-
ca minima es facil de visualizar como “recta”, aunque esto no es trivial (se debe a la métri-
ca usada en este caso). Tomamos y3(t) = U, + (U — U,)t para t € [0,1]. Siendo U(M)
un subgrupo del subalgebra que contiene todas las matrices de sus dimensiones .#,(C),
presenta menos restricciones que U (M) (ser unitario) y por tanto:

dumy(Ua, U) 2 d g,0)(Ua, U) = [[73]] - 1 = [[U = Us]- (5.23)
Se concluye, combinando (5.22) y (5.23) que:
IU = Ua|* < 15> < o] = IU = Ual|* < fJon]® (5.24)
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5. Algoritmo iterativo

Para explorar la situaciéon dada en la Figura 5.3 comenzaremos realizando la siguien-
te operacion sobre la U buscada, junto con su cota (5.4):

Uy =elsr U —Uy| < |[(logU)yll, (5.25)

que corresponde a una primera proyeccién de U.
Vamos a desplazarnos sobre 71 (t) = U,e?"!. Para llevar a cabo la evolucién sobre U
se aplica U; U = e ?1¢?.

Antes de realizar esta operacion, debemos asegurar que la base de matrices sobre la
que proyectaremos U hacia im(¢) (para obtener (log U)) sea ortonormal. Se emplea un
método de Gram-Schmidt adaptado a arrays de dos dimensiones partiendo de la base
generada por la evolucion de la base a; mediante d¢ : u(m) — u(M).

Siguiendo con el protocolo, declararemos un nuevo tridngulo de geodésicas, cambian-
do el vértice previo U por U; 'U. La aproximacién que nos interesa ahora es Up.

U = U8 W) 1y — ]| < H (tog u;lu)NH . (5.26)

Aplicamos sucesivamente. En nuestra implementacién, tomaremos la matriz identi-
dad I como inicial, ya que es seguro encontrarla en im(¢).

Uy =1,

) 5.27
Uy = Uae®55s, ) < [ (logu;u) . >

Si pretendemos encontrar las aproximaciones més cercanas segtn la métrica (5.2) a
una evolucién U, debe cumplirse una condicién de convergencia para las distancias.

Tomando la matriz U y dos iteraciones U;, U; 1, se tiene:

d(Uu; u) = ||vil|, (5.28)
d(Uit1, U) < [lon], (5.29)
d(U;, Uiy1) < [Jog |- (5.30)

Visto que ||v;|| contiene componentes tangencial y normal, es inmediato obtener:
d(Ui1, U) < lon || < Jloil| = d (Ui, U). (5.31)

Con determinada precisién, cuando se de la igualdad en (5.31), no quedara compo-
nente tangencial ||vr|| = 0y se cumplird U; = U; + 1. Habremos alcanzado la aproxima-
cién mas cercana, concluyendo aqui los célculos.
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5.1. Disefio de matrices aleatorias unitario

Ya que buena parte del procedimiento depende de la multiplicacién por matrices alea-
torias U, 4,4 € im(¢), no esta de més comentar su programacion.

Nuestras matrices unitarias, pertenecientes a un grupo de Lie compacto, siguen una
distribucién en el espacio de probabilidades dada la funcién Haar measure [20]. Este méto-
do rinde de forma eficiente, y genera cada matriz en relacién a la invarianza de la métrica
en su producto con otros elementos del grupo (condicién de matriz unitaria).

def haar_measure(n):

#https://arziv.org/pdf/math-ph/0609050. pdf
z = (sp.randn(n,n) + 1j*sp.randn(n,n))/sp.sqrt(2.0)

q,r = np.linalg.qr(z) # @R factorization

d = sp.diagonal(r)

© ® N G e W N e

-
S}

ph = d/sp.absolute(d)

= =
N o=

q = sp.multiply(q,ph,q)

=
=W

return q

Dicho en otras palabras, a cada evolucién U se le multiplicara por matrices aleatorias
unitarias U_rand cuya distribucién estadistica se ajusta a dicha operacién. De este modo,
tendremos mas control sobre qué caminos sigue el algoritmo.

5.2. Archivos en la salida

El c6digo leerd cualquier matriz de evoluciéon U introducida desde [name].txt .Se
buscard una aproximacién convergente la cantidad de veces indicada en el pardmetro
tries.

El fichero principal donde se almacenarén los resultados es
[name] _toponogov_general.txt . Contiene a todas las soluciones diferentes halladas en
esos intentos, y su distancia medida segtn la métrica con respecto a la evoluciéon
original U .

Para trabajar facilmente con cada solucion, se exportan por separado a ficheros
[name] _toponogov_i.txt , numeradas segiin i .
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Capitulo 6

Descomposicion de sistemas
arbitrarios en elementos Gpticos.
Operadores cuasiunitarios

Con los primeros resultados ya se han logrado estudiar detenidamente ciertos siste-
mas dados por elementos 6pticos. No obstante, ha de recordarse la falta de pérdidas para
el caso unitario. En la naturaleza, es muy dificil encontrar un dispositivo compatible con
estas predicciones.

Si bien hemos iniciado el desarrollado con los sistemas unitarios en mente, esto es so-
lo un primer acercamiento a algo mayor que podria lograrse iniciando a su vez el estudio
de matrices arbitrarias no necesariamente unitarias. Es entonces cuando se encuentran
particularidades en los circuitos, y se podréd hacer uso de nuevos tipos de dispositivos
Opticos como amplificadores paramétricos.

Incorporar las pérdidas correctamente al algoritmo supone un acercamiento a estu-
diar un experimento de suma importancia en la demostracién de la supremacia cuéntica,
el muestro bosénico. Con los resultados para sistemas unitarios, no podriamos encontrar
qué limitaciones poseen las implementaciones con dptica lineal, tal y como se dijo en la
introduccion.

Esta es otra etapa de la investigacion que se desarrolla en U (m) exclusivamente, aun-
que la matriz introducida es aleatoria (no tiene por qué ser cuadrética) y pasa por distin-
tos procesos para generar el sistema cuasiunitario que perteneceria a ese subgrupo. En
este caso, m serd normalmente maés elevado que para sistemas unitarios.
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1. Interpretacion matricial de las pérdidas

(Coémo interpretamos de forma matemadtica a las pérdidas? Ademas de las entradas o
modos originales, se afaden auxiliares, cuyo papel es acoger los fotones que se perderian
durante su viaje por el circuito. En este caso, nos es til recurrir al formalismo de la
mecénica cuantica desde la propia creacion de sistemas, disponiéndose los estados en

u(m) del modo:

ﬁlout alin

ﬁNout aNin

at = Stotal at (6.1)
lout lin

At ~t

ANout aNin

Donde S es la matriz de scattering, en este caso correspondiente a un sistema con
pérdidas. Se aprecia una cantidad de dimensiones 2N, implicando el afiadido adicional
de N entradas correspondientes a la creacién de nuevos fotones, pues en este caso el
namero total 7 no se conserva.

La condicién de matriz cuasiunitaria [21] [22] es:

e (1 0
StGS =G, G_<O o) (6.2)

El significado de la matriz diagonal G corresponde a la interaccién entre los propios
operadores de creacién y aniquilacién af,4; en cada entrada. Reiteramos las reglas de
conmutacién de nuestros operadores, que citaremos como (6.3) a partir de ahora:

[, 47] = 5j;. 6.3)

Posicionando cada conmutacién dada por (6.3) en su casilla ij correspondiente, nos
queda:

[ /1 ] [a1,41] [y, 4% [41,81] (41, AN]
N A At A At A A A A
an (ﬂ‘ At A A ) _ [“N/‘H] [aN,aN] AN, d1] AN, AN]
" a at,a a = | V3 e AN A
i AN AR 4], a1 [a],a%] [af,a1] 4%, an]

L \ak 1 4}, a1 [a,ay] Ak, &) 4%, an]

Y se obtiene la matriz diagonal G. Asi, se comprendera su funcién.

¢Coémo puede determinarse que existan pérdidas para un modo?
Partiremos de una matriz T aleatoria. Ya que ahora no se cumple la condicién de matriz

Grado en Fisica Universidad de Valladolid



Disefio automatico de sistemas cudnticos con 6ptica lineal 39

unitaria, recurrimos a un método bastante mas complejo, que si requerira realizar la des-
composicién en valores singulares A = SLVT en (2.4).

En nuestra ejecucion, las matrices resultantes de descomponer T serdn U, D, W:
T=UWD (6.5)

Siendo D de elementos no nulos solo en la diagonal (reales no negativos) y las res-
tantes unitarias. Hay que tener en cuenta que T no tiene por qué ser en esta ocasion
cuadrética (tendrd dimensiones m; x my). Seguira llevandose a cabo la descomposicién,
aumentando todas las matrices resultantes a la dimension N x N (N = max(my, my)),
proceso denominado matrix padding.

Este no es el tinico caso donde es necesario un aumento de dimensiones para las ma-
trices. D, ademads de matriz no cuadratica, tampoco es unitaria. El valor de sus elementos
diagonales (reales no negativos, correspondiente al médulo) no tiene por qué ser 1. Com-
parando con el caso unitario, en este tltimo todos los modos cumplian esa condicién. Se
concluye que la aparicién de valores propios de médulo desigual a 1 implica ganancias
o pérdidas dadas por D para las entradas correspondientes.

En resumen, se afiadird un modo auxiliar por cada modo j cuyo valor de su elemento
diagonal d; sea distinto de 1. A su vez, todas las matrices de descomposicién U, D, T
se expandirdn al tamafio dimensional de la mayor (afiadiendo elementos diagonales de
valor 1 para los nuevos modos).

Antes de comenzar la biasqueda del operador cuasiunitario S que describa la evo-
lucién del sistema foténico, es necesario establecer nuestros nuevos dispositivos 6pticos
con pérdidas. Ahora, podemos clasificar en elementos pasivos y activos. Un elemento pa-
sivo es aquel cuyos tinicos bloques no nulos son los diagonales, es decir, no contribuyen
a pérdidas o ganancias en el sistema (divisores de haces y desfasaroes, que vimos en la
Seccién 2 para el caso unitario). Por contraste, en los elementos activos hay interacciéon
cruzada entre creacion y aniquilacién de fotones ﬁ:fﬁ;f, a;d; provocando fenémenos como

la amplificacién de rayos.
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2. Matrices de scattering cuasiunitarias de instrumentos 6pticos

Veamos ahora la manera de definir dichos instrumentos. Para describir las pérdidas
para un modo particular, puede caracterizarse como un divisor de rayos Ty, », (6, ¢) ,
siendo m el modo con pérdidas y n4 un auxiliar al que éstas se desvien. Realizando las
consideraciones: ¢ = 0 (sin desfases para simplificar la notacién), cos = o, m = 1,
nuestras matrices S correspondientes seran:

1o 0 ... 0 V1—¢2
0 1 ... 0 0

A 0 . .o . .
s_<0 A*), A= S . (6.6)

0 0o ... 1 0

vVi—0¢2 0 ... 0 o

Esta misma matriz puede expresarse para un caso general de m modos con pérdidas
y n4 auxiliares, producto de m casos individuales del tipo (6.6):

A 0 1o 0 Vv1—o?
s:(o A*>, A= o I o |. 6.7)
V1i—0?2 0 o

Donde 0 y v/1 — 02 en este caso son matrices diagonales, con un ¢; 0 /1 — 0?7 para
cada nodo con pérdidas.

El hecho de que en el bloque de la esquina inferior derecha de S se requiera la matriz
A* es debido al uso de entradas sobre las que inicialmente aplican operadores creacion,
en vez de destruccién con los N = m + n4 primeros modos. Recordemos que es conse-
cuencia de imponer la condicién de matriz cuasiunitaria 6-4).

Otro dispositivo interesante es el amplificador paramétrico, que altera la intensidad
de la luz (en el formalismo de la mecanica cudntica, la cantidad de fotones) presentes en
uno u otro modo.

Para este caso, se considera cosh{ = ¢: se producen ganancias. La matriz S correspon-

diente es:
A B*
(2 1)

00 0 0 VoZ-1
I 0|, B= 0 0 0 : (6.8)
0 o 2-10 0

A=

S O 9

Donde ¢ sigue correspondiendo a una matriz diagonal tal y como fue indicado en
(6.7), pero v/1 — 02 si bien mantiene una predisposicién también diagonal, es opuesta a la
usual (son no nulos los elementos asn 1, a2N8-12, - - -, 822N-1,412N, de valor g; 0 /1 — (712).
Ambas matrices consideran tinicamente modos con pérdidas.

Puede sumarse a estos dispositivos el desfasador, matriz que incorpore desplaza-
mientos de fase para cada modo individual. En este caso no se consideran pérdidas (sus
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elementos son diagonales y de médulo 1), asi que no afiadiria mas modos auxiliares 7 4.

Se comprueba que todas estas matrices , cumplan la condicién de matriz
cuasiunitaria. El resultado es positivo, al haber sido definidas con la propiedad en mente.

A continuacién se describe el procedimiento empleado para la obtencién de la ma-
triz S definitiva correspondiente a nuestra T arbitraria. Debe recordarse que se dividié
en tres componentes U y W unitarias, y una D diagonal, todas ellas aumentadas hasta la
dimensién maxima.

Para U y W, al ser unitarias puede realizarse una descomposiciéon en dispositivos
Opticos similar a la realizada para el algoritmo previo. Como emplearemos 2N dimensio-
nes, las matrices de scattering de dispositivos Uy, y Wy,,» (cuya notaciéon cambiaremos
por simplicidad a U; y W) se expresardn de la forma:

u 0 0 0 We 0 0 0
o 1, o o o 1, o o
SU=19 o us o |’ W= o Wy 0 (69)
0 0 0 I, 0 0 0 I,
Para U, W totales:
LU, O 0 0 u o 0 0
| o 5, o o| (o L, 0 o
Su = H Ui o o Jrur o] fo o ur o’
0 0 0 I, 0 0 0 I,
(6.10)
[LWe 0 0 0 W 0 0 0
0 I 0 0 0 I,, 0 0
SW — Wk - A * - b *
1:[ 0 0 TLW; o0 0 0 W* 0
0 0 0 I, 0 0 0 I,

Remarcando la carencia de interaccién cruzada entre creaciéon y aniquilaciéon de foto-
nes ﬁ:-rﬁ}r, a;a i al ser U; y Wi matrices unitarias.

Pero D ya no puede multiplicarse a estas sin mds al contener las pérdidas y ganancias
del sistema. Se divide en N matrices D;, cuyos elementos diagonales son todos 1 excepto
el modo j para el cual es d; de la matriz D original.

L.y 00
D=]][D;, Dj=|0 d 0 |. (6.11)
j 0 0 Iy

Se aplican y para cada D; cuyo ¢ = d; # 1. Para obtener Sp, al igual que
con Sy y Sw, se realiza el producto:

Sp=[]So; (6.12)
j
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Como resultado final, podemos calcular la matriz de scattering S completa realizando
el producto de las tres obtenidas:

S =S5ySpSw = HSUiSDjSWk‘ (6.13)
ijk
Asi, se obtiene la matriz de scattering cuasiunitaria buscada.
Puede generalizarse el resultado final S de un modo similar a sus componentes, dividien-

do su forma en 4 bloques:
A B*
S = (B A*> : (6.14)

Si se da el caso de que A sea una matriz unitaria (B = 0 como consecuencia), estamos
ante montajes pasivos. Para estos casos, puede guardarse una version reducida de (6.14)
conteniendo solo las primeras N x N dimensiones de (6.14): A. Nos resulta de interés rea-
lizar esto para poder seguir el calculo de los préximos algoritmos de forma sencilla para
ejemplos particulares, y por compatibilidad con los resultados obtenidos de ejecutar el
algoritmo anterior para matrices unitarias.

Aun asi, para montajes activos (B # 0) no servird esta herramienta, al no ser los
bloques A unitarios por la presencia de B. El siguiente paso de nuestra investigacién hara
uso de este algoritmo para el estudio de la evolucién cudntica de sistemas cuasiunitarios
generales. Se tiene en mente una implementaciéon de Hamiltonianos efectivos como la
visitada en la Seccion 3.4.

3. Ejecucion del c6digo

Para el disefio de esta etapa, se ha tratado de generalizar lo méximo posible. Introdu-
cida una matriz [name] .txt , dependiendo del caso podran ser de interés unos u otros
ficheros de salida.

s [name] SU.txt, [name]_SD.txt, [name]_SW.txt describen las matrices de scat-
tering de cada bloque del circuito por separado. Puede observarse en ellas en qué
evolucionan: SU y SW corresponden a elementos unitarios, por lo que no habra
ganancias por su parte (B = 0 en ellas), en contraste con D que incorpora todo tipo
de variaciones en el nimero de fotones.

» [name]_S_quasiunitary contiene el producto de las tres matrices anteriores: la

matriz de scatterig total S . Es el objeto a introducir en un futuro en algoritmos de
evolucion adaptados a su condicién de matriz cuasiunitaria.

» [name]_S.txt es el bloque A de la matriz de scattering total S . Exportarlo por
separado es de utilidad en casos sin amplificadores paramétricos (B = 0 en S
total), pues estos casos podrian introducirse en los demds algoritmos, recordando
la presencia de modos auxiliares de pérdidas.
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Capitulo 7

Resultados

Nuestro objetivo era (y sigue siendo) disefiar un paquete de software en el lengua-
je de programacion Python, capaz de llevar a cabo todos estos procesos laboriosos de
computacién. De este modo, se obtendria un control mayor sobre el disefio de sistemas
cudnticos simples de construir en una mesa 6ptica, en comparacién con el experimento
usual de alto coste econémico y de disefio.

A lo largo del desarrollo, hemos verificado la validez de nuestros resultados con-
trastando con otras publicaciones, dedicadas a investigaciones del mismo tipo, para las
primeras etapas (simples demostraciones para descomponer sistemas, o evoluciones da-
das por distintos métodos).

En las tltimas fases de desarrollo, correspondientes a la operacién inversa y uso del
teorema de Toponogov, la investigacién se ha contrastado con intentos previos dados por
colaboraciones previas con nuestro equipo investigador [11], [19]. Son los tnicos resulta-
dos accesibles al no haber una escena externa centrada en estos procesos de computacion.
Es decir, esta etapa abre la puerta a procesos de calculo innovadores.

Existen mas ejemplos interesantes por analizar, como una implementacién con pérdi-
das cuyo resultado es una matriz diagonal por dos bloques unitarios.

Son todos estos tests realizados los que motivan este Capitulo. Explicaremos cémo

hemos organizado nuestro proyecto, pasando por sus funciones principales y ejecucion
en c6digo. Finalmente, pasaremos a analizar los ejemplos.
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1.

La libreria QOptCraft

El cédigo que hemos desarrollado recibe el

) nombre de QOptCraft, cuya etimologia provie-
QOptCraft ne de Quantum Optical Crafter.
Su desarrollo se ha llevado a cabo en Python 3

-

-

Phasel Phasela flexibilidad para disefiar algoritmos de calculo

) [ (v3.8.3:6f8c832, May 13 2020, 22:20:19) dada su
{PhaseZ }
J L J basados principalmente en el dlgebra lineal, de

-

- 1 (qoce nuestro beneficio al trabajar principalmente con
1211

Phase3 Phased matrices.

J L ) QOCTest

En la Figura 7.1} puede visualizarse la divi-

Figura 7.1: esquema de funciones de

sion por bloques de la libreria. Las etapas prin-
cipales de desarrollo corresponden a las funcio-

QOptCraft. nes Phase numeradas, acompafadas por otras

de tipo auxiliar.

Phasel : abarca la descomposicién de matrices unitarias en dispositivos 6pticos
visitada en el Capitulo 2. Permite dos tipos de implementaciones: Reck y Clements.

Phase2 : incorpora la evolucién cudntica del sistema con la introduccién de un
nuimero n de fotones, en el Capitulo 3. Hasta la fecha, hay tres (tomamos cuatro
al separar el método de permanentes en dos variantes) métodos de célculo.

Phase3 : se trata del problema de implementacion inversa estudiado en el Capitulo
4. Filtra entre evoluciones abarcables o no por dispositivos de 6ptica lineal, y buscar
matrices S compatibles con alguna permutacién de los modos de U.

Phase4 : sigue un algoritmo iterativo basado en la aplicacién del teorema de Topo-
nogov vista en el Capitulo 5. Partiendo de una matriz cualquiera perteneciente a
im(¢) (Ienla Figura se minimiza su distancia con U hasta obtenerse U,.

Phasela : genera la matriz de dispersion correspondiente a un sistema aleatorio,
exportando al igual que Phasel su descomposicién en distintos dispositivos. El
caracter de las matrices resultantes, algo complejo, se encuentra en el Capitulo 6.

QOCGen : es un generador de matrices, de distintos tipos: unitarias, aleatorias (para
la generacién de cuasiunitarias en Phasela ), transformadas cudnticas de Fourier
(o QFT) y discretas (DFT). Son de utilidad para realizar pruebas.

QOCTest : es responsable de las comparativas de tiempos y precision llevadas a ca-

bo en los Apéndices A (métodos evolutivos de Phase2 )y B (logaritmos de matriz
implementados para unitarias, importantes en varios procesos).

Se detalla el uso de esta libreria y sus funciones en la guia de uso (en inglés), un
archivo independiente proporcionado junto con la Memoria.
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2. Pruebas numéricas realizadas

2.1. Evoluciéon U de n = 4 fotones sobre sistema S de m = 2 modos

Fuente: [10]. Queremos construir la matriz S dada por:

NG
S= (_ ) (7.1)

El primer paso es descomponerla en dispositivos 6pticos. Se trata de una matriz uni-
taria, por lo que puede utilizarse Phasel (Capitulo 2) para obtener la lista buscada:

_ _1 _\3
S=DTi, (9:7;,47:71):(()1 (1)> (_jg 12> (7.2)

2 2

N‘ N[—
=
NI— N

Para llevar a cabo la evolucién, se escoge cualquiera de los métodos implementados
en Phase2 . El c6digo ya detecta m=2 . Introducimos n=4 , desembocando en:

006 022 046 065 0,56
-022 -05 -0,53 0 0,65
u=| 046 053 -013 -0,53 0,46 (7.3)
—0,65 0 053 =05 0,22
05 —-065 046 —0,22 0,06

Donde expresamos la matriz con precisiéon de dos decimales (acc_d=2 en c6digo).

Siguiendo este procedimiento analiticamente, el resultado seria:

L V3 3/ a3
-3 -4 =3y2 0 3v/3
Uu=- 3\@ 3v2 -1 -3y2 3\@ (7.4)
-3v3 0 3v2 -4 /3
3 33 33 -3}

Observando los elementos de y (7-4), comparan favorablemente.
Esta primera prueba sirve para comprobar el correcto funcionamiento del algoritmo més
basico: la evolucién cudntica. Tenemos la garantia de su funcionamiento para niimeros
mas elevados de modos o fotones, para los cuales resolver el problema analiticamente es
extremadamente costoso (y nimericamente para ordenadores cldsicos, también...).

NI\o

# Obtaination of "2_1stExample.tzt”"'s evolution matriz U.
QO0ptCraft(file_input=True,filename="2_1stExample" ,newfile=False,
file_output=True,acc_d=2,module=2,method=3,n=4)

# Decompostition of "2_1stExample.tzt”.
QO0ptCraft(file_input=True,filename="2_1stExample" ,newfile=False,
file_output=True,acc_d=2,module=1,impl=0)

[ B N
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2.2. Sistema S (m = 2) que evolucione (n = 5) en cierta matriz U

Fuente: [11]. En este caso, disponemos de una evolucién del tipo:

(7.5)

OO =)k O OO
O O O OO
(=R oo o N
SO OO OO
O =, OO OO
_ O O O O O

Buscamos un sistema S de m=2 modos que, bajo n=5, genere (7.5). Para ello, ejecu-

tamos Phase3 . Debe cumplirse la condicién sobre todos los elementos de la base b;
de matrices evolucionadas por d¢. Sin embargo, aplicando a b;:

o o ¥ 0o Vv2i o0
0 0 v2i ¥ 0 0
¥ vz oo 0 0 0|
o ¥ o o o 0|~
V2i 0 0 0 0 ¥¥
o 0o o0 o ¥ g
5i Xy Y5i X + Y3 Xog 0 0 0 0
VX — WXy 4iXy +iXs  V2iXm +V2X 0 0 0
0 V2iXp —V2Xpy  3iXy +2iXps 3 Xop + 3 X4 0 0
0 0 3 X — 3 Xos 2iXp +3iXos  V2iXm 4+ V2Xo4 0
0 0 0 V2iXpy —V2Xps  iXoy +4iXes YR Xy + Xy
0 0 0 0 Y5 Xy — L3 Xy 5iXas

(7.6)

Es un sistema inconsistente, al no poder ser compatibles todas las igualdades con una
solucién. Sin ir mds lejos, la igualdad dada en el u3 es 3 = 0, operacién imposible.

La incompatibilidad también puede analizarse estudiando las transiciones de estados
disponibles en el Hamiltoniano efectivo. Se pasa por términos 4} 4; (ver (3:35)), que limita
los posibles estados finales a solo desplazar un fotén. Adjy;(by) deberia conservar esta
propiedad.

No se cumple en , al haber conexiones tales como:

(Pl Adju(b1) |9) = (41| UbU" 2,3)

— (41]ba[5,0) = Y2 £ 0 77)

Donde se transfieren dos fotones de un modo a otro.

# Rebutld of "3_1stEzample.txzt"'s origin S-matriz.
QO0ptCraft(file_input=True,filename="3_1stExample" ,base_input=False,
newfile=False,file_output=True,acc_d=2,module=3,m=2,n=5)

# Obtaination of "3_1stEzample.txzt"'s closest evolution matriz U.
QOptCraft(file_input=True,filename="3_1stExample",base_input=False,
newfile=False,file_output=True,acc_d=2,module=4,m=2,n=5,tries=20)

N G e W N =
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Disefio automatico de sistemas cudnticos con 6ptica lineal 47

2.3. Sistema S (m = 2) que evolucione (n = 5) en cierta matriz U (II)

Fuente: [11]. Seguimos probando Phase3, esta vez para la siguiente evolucién:

V2 V100 2v5 2v5  V1Io V2
V10 3v2 2 -2 =32 —/10
1(2v5 2 —2V2 =22 2 2v/5
82v5 -2 —2v2 2V2 2 —2+/5
V10 -3v2 2 2 -3V2 V10
V2 —V10 25 -2V5 V10 —V2

De nuevo, buscaremos un sistema S de m=2 que genere (7.8) a partir de n=5 fotones.

(7.8)

Mediante la condicién (£.7), el algoritmo concluye que (7.8) es una implementacion
compatible: U € im(¢).

El siguiente paso de Phase3 es aplicar (4.6), desembocando en un resultado sorpren-
dentemente simple (precisién decimal acc_d=2):

0,71 0,71
5= <0,71 —0,71) @9)

Su descomposicién en dispositivos, dada por Phasel , resulta en:

T -1 0\ /-071 —0,71
5=Dh, (9 == ”) - ( 0 —1) <—o,71 0,71 ) (7.10)

Donde la matriz D de desfasadores podria omitirse (de buscar un sistema con el mis-
mo significado fisico, més simple). El elemento relevante es un divisor de haces T1> (%, 7).

Las predicciones analiticas para S y su descomposicién son:

S= \2 G _11> (7.11)

1 1

n -1 0\ (-5 ~»
S=DTp(0=7.9=7)= < ; _1> (_? 1\/5) (7.12)

ViV

Comparando (7.11) y (7.12) con (7.9) y (7.10), se cumplen los resultados esperados.

Utilizando Phase2, realizando la evolucién para n=5 fotones puede recuperarse
(7.8) numéricamente a partir de (/.9).

# Rebutld of "3_2ndEzample.tzt”"'s origin S-matriz.
QO0ptCraft(file_input=True,filename="3_2ndExample",base_input=False,
newfile=False,file_output=True,acc_d=2,module=3,m=2,n=5)

# Decomposition of "3_2ndExample.tzt”'.

newfile=False,file_output=True,acc_d=2,modu1e=1,imp1=0)

G e W N =
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48 Disefio automatico de sistemas cuanticos con 6ptica lineal

2 4. Implementacién de transformada cuantica de Fourier (QFT), M = 3

Fuente: [19]. Las transformadas cuanticas de Fourier, o QFT, son de gran importancia

en el disefio de algoritmos cudnticos. Sin embargo, es complicado hallarlas experimen-
talmente, dada su forma.
Con dispositivos de dptica lineal, no esperamos tener tanta capacidad como para montar
una QFT T en su totalidad. Por suerte, disponemos de Phase4 , el algoritmo que incorpo-
ra el método iterativo basado en el teorema de Toponogov para encontrar acercamientos
a implementaciones como T ¢ im(¢).

Consideramos una evoluciéon QFT de dimensién M=3 :

(L 1 0,58 0,58 0,58
T=—|[1 % 5| =058 —029—05i —0,29+0,5i (7.13)
V3 1 e iF i 058 —0,29+05i —0,29 —0,5i

Como era de esperar, aplicando Phase3 se concluye que (7.13) no es implementable
bajo nuestro método.

Antes de ejecutar Phase4 para buscar una representacién aproximada, cabe mencio-
nar el caracter local del algoritmo iterativo. Partiendo de una misma matriz U € im(¢),
al ser el bombeo dado por matrices aleatorias U,,,; € im(¢p) puede desembocarse en dis-
tintos minimos Ty, T5... que minimizen d(T;, T), definida por la métrica .

Realizaremos nuestras pruebas para veinte iteraciones (pardmetro tries=20 en el
c6digo). Phased operara hasta que la distanciad(T;, T) < |lvn/| cumpla con la cota (5.24).
Cada aproximacién T' obtenida de y d(T;, T) se almacenan, segiin sean soluciones
nuevas no halladas previamente. El primer resultado es:

0,87 —-05i 0 0
Ty = 0 —i 0 , d(Ty,T)=173 (7.14)
0 0 —087—05i

(7.14) no guarda similitud con la T original (7.13). Es una matriz diagonal, que com-
prende tnicamente desfases de los modos. La distancia entre ambas matrices es notoria,
para ser, supuestamente, una aproximacion.

Aplicando Phase3 a (7.14), debe hallarse un sistema S compatible.

1 0
5= (0 0,5— O,87i> (715
Seguido de Phasel , se descompone en desfasadores:
B 57\ (0,54 +0,84i 0 05-087 0
5=Dhy (O’ 3) = ( 0 0,54 — 0,841') ( 0 1) (7.16)

Aunque este primer resultado no sea muy satisfactorio, en veinte intentos logran ha-
llarse dos més. Uno de ellos sera omitido al encontrarse a la misma distancia de T (7.13)
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que Tj.

El restante, T,, posee la siguiente forma:

0,43 + 0,251 0,71 0,43 — 0,251
T, = 0,71 0 -0,35+0,61i |, d(T,, T) = 0,86 (7.17)
043 —-0,25 —0,35+0,61i —0,51

Dentro de las posibilidades, esta es la mejor aproximacion. (7.17) se asemeja mas a la
QFT original, al no hacer nulos a tantos elementos como (7.14).

Aplicando Phase3 a (7.17):

G- < 0,71 0,61 — 0,35i >

0,61—-0,35 —0,35+0,61i (7.18)

S serd combinacién de un divisor de haces y desfasadores, como muchas otras matri-
ces de scattering de m=2 modos. Mediante Phasel :

S=DTy, (5” 7”) — <0r87— 0,51 0 ) <0,61 +0,35i 0,71

476 0 0,5—0,87i ) \0,61 +0,35i —0,71) (7.19)

En conclusién, como era de esperar no se ha podido implementar la QFT T dada por
(7.13), pero Phase4 funciona y encuentra algtn resultado Tj, T, de aproximacién mini-
ma local. Nos quedamos con la evolucién T, definida por (7.17).

# Obtaination of "qft_matriz.tzt"'s closest evolution matriz U.
QOptCraft(file_input=True,filename="qft_matrix",base_input=False,
newfile=False,file_output=True,acc_d=2,module=4,m=2,n=2,tries=20)
# Decompostition of "qft_matriz_topongov_1.txzt".
QO0ptCraft(file_input=True,filename="qft_matrix_toponogov_1",
newfile=False,file_output=True,acc_d=2,module=1,impl=0)

# Decomposition of "qft_matriz_topongov_2.tzt".
QO0ptCraft(file_input=True,filename="qft_matrix_toponogov_2",
newfile=False,file_output=True,acc_d=2,module=1,impl=0)

O ® N U R W N =

Este algoritmo también ha sido empleado en la Seccién 7.2.2, que concluye que (7.5)
no es implementable. Es un célculo pesado pues se trata de una matriz 6 x 6, pero lo logra
llevar a cabo.

De los veinte intentos, ilustramos el més cercano:

0,44 + 0,90i 0 0 0 0 0
0 063 K 077 0,80 ; 0,60i 8 8 8
_ 80 -+ 0,60i _
th = 0 0 0 0,92 + 0,40i 0 g |- dthu)=227
0 0 0 0 0984017 0
0 0 0 0 0 1,00
(7.20)

Para este caso, ningtin acercamiento es satisfactorio. Siendo (7.20) diagonal, al igual
que (7.14) su implementacioén fisica se compondra de desfasadores, sin mucho interés
fisico.

Grado en Fisica Universidad de Valladolid



50 Disefio automatico de sistemas cuanticos con 6ptica lineal

2.5. Sistemas S cuasiunitarios de dispositivos pasivos

Fuente: [22].

Al ser arduo de explicar mediante férmulas y modelos de matrices, merece la pena

ilustrar el proceso de célculo seguido en el Capitulo 6 con ejemplos. Comenzaremos con
una implementacién dada por dispositivos pasivos.

Consideramos que queremos construir una transformacién T+

1/1 -1
-1 (_1 ) ) (7.21)

Antes de seguir, comprobemos si se cumple la condicién de matriz unitaria (2.1):

1/1 -1\/1 -1\_1/1 -1
T+T:4<—1 1><—1 1>:2<—1 1)7“ (7.22)

En este sistema, habré pérdidas. Veremos qué puede hacerse ejecutando Phasela, la
etapa extra del proyecto que trata estos casos.

La descomposicién por valores singulares (6.5) nos da los siguientes elementos, que
compondrian T:

1 /-1 1 10 1 /-1 1
- CH I U IS TG I
Ahora, disponemos de dos matrices unitarias U y W, y D. De momento, descom-

pongamos del todo las dos primeras. En el caso de D, es innecesario: una de ellas es la
identidad.

1 1
s -1 0\ ([ ~&A
U = Uplr,, (9 =59 :0) = ( 0 1) (f f) (7.24)
2 2
T 10\ (%5 —5
W = WpWr,, (9 = 0= o) = < 0 1) (@ ﬂ) (7.25)
V2 2

D posee un elemento diagonal, d>, de valor diferente a uno, que provocaré la apari-
cién de un modo auxiliar en todas las matrices (pasando de ser 2 x 2, a 3 x 3):

N 100\ (5 —5 0

U = UplUy,, <9:Z"P:O>: o 1o||L & o (7.26)
0 01 0 0 1
N 100\ (5 — 0

W = WpWr,, (9:1,4;:0): 0 1o)X L o (7.27)
0 01 0 0 1
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D presenta pérdidas en el segundo modo. Sera equivalente a un divisor de haces
que envie fotones en el mismo al modo virtual afiadido. Aplicando la expresién para un

bloque A de :

1 0 0
D=0 0 1 (7.28)
0 -1 0

Adaptamos el sistema a la condicién de matriz cuasiunitaria. En este caso, es un pro-
ceso muy sencillo al tratarse todo de dispositivos pasivos: el resultado sera la S dada por
(6.7), una matriz diagonal por bloques A (ahora refiriéndonos al total de multiplicar las
matrices transformadas), y A*.

A en este caso es real:

1 1 1 1 11 1
TV 0N /1 0 o\ [~ Vi 0 2 T2
o o0 1/\0 —-10 0 0 1 5 5 0
A* = A, por lo que la matriz total de scattering cuasiunitaria S para (7.21) es:
I -1 % 0 0 0
-1 1 1 9 0 0
2 2 N
L 0 0 0 o0
S — ﬁ ﬁ 1 1 1 (730)
0 o 0 35 -3 7
o o o -} 1 %
1 1
0 0 O 57 0

Se representa la implementacién a través de
2in i dispositivos Opticos tal y como se ve en la Fi-
' gura En ambos divisores, parte de los fo-

tones entra o sale desde el modo de pérdi-
iout das anadido por no cumplir la condicién
de matriz unitaria (2.I). En la representacion,
se emiten los desfases presentes en cada mo-

1in

do.
Figura 7.2: descomposicion en divi- Es un buen ejemplo de lo simple que puede ser
sores de haces de (7.21)). afadir las pérdidas al formalismo unitario del que

ya disponiamos.

# Obtaination of "la_lstExample.tzt"'s S-matriz.
QOptCraft(file_input=True,filename="1a_lstExample",
newfile=False,file_output=True,acc_d=2,module=5)

B W N =
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52 Disefio automatico de sistemas cuanticos con 6ptica lineal

2.6. Sistema S cuasiunitario de dispositivos cualesquiera

El método implementado en Phasela puede aplicarse para cualquier matriz alea-
toria, sin que tenga que ser cuadrética como en la Seccién 7.2.5. Es lo que haremos a
continuacién con la matriz T:

_ (-0,10 +044i  1,00-0,01i —0,75— 0'061> . (7.31)

055-0,21i -025-0,31i 1,12+0,36i

Al aplicar la descomposicion de valor singular (6.5), el resultado son una matriz U de
dimensiones 2 x 2, W de 3 x 3, y finalmente D, la matriz diagonal, ahora 2 x 3 como la T
original.

Expandimos todas las matrices a 3 x 3 de modo que queden cuadréticas. A continua-
cién, mostramos el valor para D, con sus tres descomposiciones:

1,81 0 O 1 0 O 1 00
D = D1D;D3 = 0 10 0 061 O 010 (7.32)
0 01 0 0 1 001

Esta vez no se omiti6 el paso (7.32), pues asi se detecta la presencia de un amplificador
paramétrico Dy (1,81 > 1) y un divisor de haces virtual D, (0,61 < 1) que evolucionardn

siguiendo y (6.7), respectivamente.

Puesto que esta vez hay elementos activos, la matriz S total seguira (6.14):

A B
SZ(B A*>, (7.33)

—0,10+0,44i 1,00-001i —075—0,06i 0 —0,57
055—021i —025—031i 1,124036i 0 —047—0,28i
A=|-078-037 0,04—0,33i 0,37 0 0 ,
0 0 0 1,81 0

0,24 060—014i 033-029 0 0,61

0 0 0 ~104 0

0 0 0 0,94 —0,55i 0
B= 0 0 0 0 0

027 —0,53i —0,80 — 0,08 1,12 —0,12i 0 0
0 0 0 0 0

Hemos mostrado (7.33)) en términos de A y B por la larga extension de la solucién
(matriz 10 x 10).

# Obtaination of "la_3rdEzample.tzt"'s S-matric.
QOptCraft(file_input=True,filename="1a_3rdExample",
newfile=True,file_output=True,acc_d=2,module=5,N1=2,N2=3)

=W N =
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Capitulo 8

Conclusiones

A lo largo del desarrollo, se ha hecho especial hincapié en la simplicidad de los dispo-
sitivos de Optica lineal empleados para disefiar sistemas cudnticos. Si bien no se encuen-
tran exentos de limitaciones, tal y como fue analizado en el Capitulo 4, el formalismo
observado para la trasmisién de informacién por medio de fotones indica la posibilidad
de ejecucién de algoritmos cudnticos, utilizando la interaccién entre estados de Fock para
llevar a cabo numerosos procesos en paralelo.

La cantidad de puertos en la entrada y salida escala de forma combinatoria segtn el
nimero de fotones introducido. En el Capitulo 3, vimos cémo estamos tratando de eje-
cutar algoritmos percibidos en Teoria Computacional como ineficientes bajo la ejecuciéon
por ordenadores cldsicos. Las simulaciones en nuestro hardware corresponden a este ca-
so, y para poder obtener resultados hemos requerido de limitarnos a valores bajos de
puertos y fotones. Hay sorpresas entre nuestros métodos de calculo, como la superiori-
dad del método por permanentes. Si bien todo el cédigo es optimizable, que compare
favorablemente ilustra cémo en origen ya nos encontradbamos ante un problema inabar-
cable, partiendo solamente de la descripcién mecano-cuéntica estandar.

Observando el proyecto actual desde el punto de vista del usuario, las etapas de ma-
yor interés serfan aquellas relacionadas con la buisqueda de evoluciones cuanticas deter-
minadas. Normalmente, vamos a trabajar con una elevada cantidad de fotones (un buen
ejemplo de esto es el ordenador foténico Juizhong, de China). Disponer de métodos que:
a) nos den posibilidades de poder obtenerse una evolucién U deseada y b) hagan una
btsqueda de aproximaciones ante casos no implementables mediante nuestros dispositi-
vos de 6ptica lineal, supone un gran avance en la manipulacion de esta clase de sistemas.

Uno de los métodos de calculo méds complejos de los que disponemos trata la pre-
sencia de pérdidas y ganancias, visitada en el Capitulo 6. La adiccién del amplificador
paramétrico y de modos auxiliares a disefios no unitarios tiene una interpretacién en el
formalismo de la Mecénica Cudntica correspondiente a puertos virtuales o interacciéon
cruzada entre operadores de creaciéon o aniquilacién, representables esqueméticamente
tal y como en[7.2]

Para sistemas con pérdidas dadas por elementos pasivos, pueden llevarse a cabo todas
las etapas posteriores de la libreria, si bien hay que considerar la presencia de modos vir-
tuales.
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En vistas de futuro, se espera hallar una implementacién para la evolucién cudntica
dada por fotones en el Hamiltoniano efectivo de un sistema con elementos activos, tales
como amplificadores paramétricos 6pticos. De esta forma, nuestro paquete de software
seria capaz de simular por completo una nueva serie de problemas de implementaciones
con pérdidas, de mayor cercania con la experimentacién en una mesa 6ptica para la crea-
cion de este tipo de sistemas.

La presencia de pérdidas en el sistema es otro elemento crucial en la busqueda de
comprender nuestras limitaciones ante experimentos de muestro bosénico, constituidos
de elementos sencillos. Insistimos en esta meta debido al gran interés que suscita esta
area en la actualidad, al prometer ejecuciones en buen tiempo de algoritmos cudnticos
que demostrarian la supremacia cudntica, sin necesidad de construir una computadora
cuantica completa, con los costes que tal proyecto acarrearia.



Capitulo 9

Apéndices

En este capitulo adicional, se tratan aspectos técnicos del disefio de ciertos algoritmos.
Necesitamos encontrar la alternativa més eficiente o compatible con la teoria investiga-
da, ahorrando tiempo de cémputo y haciendo del proyecto una libreria mds amigable
con todo usuario.

Veremos:

= Comparativas de velocidad entre métodos de evolucién de matrices de scattering
S, para mdltiples combinaciones de modos m de partida y presencia de fotones n.

» Procedimientos empleados para implementar elementos de peso, como la opera-
cién logaritmo, de gran importancia en transiciones U(m) — u(m) y
U(M) — u(M).

Las operaciones se han ejecutado en un ordenador de sobremesa con las siguientes espe-
cificaciones técnicas:

» Fabricante: MSI.

= Sistema operativo: Windows 10 Pro 64-bits (10.0, compilacién 19041).

Modelo del sistema: MS-7816.

Placa base: B85-G43 GAMING (MS-7816).

Procesador: Intel® Core™ i5-4570 CPU @ 3.20GHz (4 CPUs), 3.2GHz.

Tarjeta grafica: AMD Radeon R9 200 Series.

= Memoria: 8192 RAM.
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56 Disefio automatico de sistemas cuanticos con 6ptica lineal

A. Tiempos de cémputo de los tres procedimientos de evolu-
cion

Hemos afiadido al paquete de software un algoritmo destinado a realizar diferentes

comparaciones en tiempo de computo entre los tres algoritmos de evolucién disefiados.

Se generan matrices unitarias aleatorias U € u(m) para un rango de m, expuestas a evo-
luciones segtn su ntimero de fotones n, también en su propio rango.

Observaciones a destacar son el gran aumento de coste computacional segtin el ntime-
ro de dimensiones y fotones. Es de esperar, puesto que la evolucién corresponde a una
matriz M x M (ver (3.16)) y el ntimero de valores en una matriz crece rapidamente (M?)
asi como las operaciones necesarias.

A continuacién presentamos el promedio de diez ejecuciones del algoritmo mencio-
nado, param = [2,6] yn = [2,5].
El orden numérico de los métodos de evolucién corresponde al visto durante la memoria:

» Method 1: descripcién estdndar de evolucién mecano-cudntica.
= Method 2a: calculo de la evoluciéon por permanentes (estandar).
= Method 2b: calculo de la evolucion por permanentes (Ryser).

m Method 3: evolucion del Hamiltoniano efectivo.

2 2 8 1,563E-03 0,000E+00 1,563E-03 3,125E-03 2a
2 Z 4 3,125E-03 3,125E-03 4,688E-03 0,000E+00 B
2 4 5 4,688E-03 1,250E-02 6,250E-03 3,125E-03 B Numher Of modes
2 5 3} 1,406E-02 5,000E-02 2,344E-02 4,688E-03 B3
Z 2 5] 3,125E-03 4,688E-03 1,563E-03 9,375E-03 2b 2 3
Z Z 10 2,188E-02 1,406E-02 2,188E-02 2,500E-02 2a
Z 4 15 1,156E-01 7,031E-02 6,719E-02 1,047E-01 2b 4 5
Z 5 21 5,188E-01 5,906E-01 2,531E-01 1,750E-01 B
4 2 10 1,406E-02 6,250E-03 1,719E-02 3,906E-02 2a g
4 Z 20 1,469E-01 5,156E-02 7,813E-02 2,625E-01 2a
4 4 35 | 1,173E+00 3,656E-01 3,828E-01 1,138E+00 2a
4 5 56 | 9,047E+00 4,178E+00 1,788E+00 3,788E+00 2b
5 2 15 4,531E-02 2,500E-02 3,281E-02 2,359E-01 2a Best r‘I'IEthCld
5 Z 35 6,313E-01 1,688E-01 2,375E-01 1,731E+00 2a
5 4 70 | 8,161E+00 1,461E+00 1,514E+00 1,213E+01 2a 1 za
5 5 | 126 | 9,859E+01 2,118E+01 9,122E+00 ©6,455E+01 2b
5] 2 21 1,109E-01 5,000E-02 6,563E-02 6,188E-01 2a 2 b 3
5] Z 56 | 2,234E+00 4,406E-01 6,219E-01 9,694E+00 2a
5] 4 | 126 | 4,324E+01 4,830E+00 5,006E+00 9,948E+01 2a
[ 5 | 252 | 7,899E+02 8,413E+01 3,641E+01 7,497E+02 2b

(a) Tabulacién de tiempos de computo. (b) Leyenda.

Figura 9.1: comparacién entre tiempos de cémputo.

De los resultados de las Figuras[9.1]y[9.2]se observa la mayor eficiencia del método de
los permanentes, con tendencia a favorecer el de Ryser (2b) para los valores mds eleva-
dos de M, y viceversa en dimensiones menores. Los tiempos en la tabla, expresados en
segundos, escalan hasta 12 — 13min para los métodos mads ineficientes y 30s — 1Imin para
permanentes, razén para asumir la necesidad de supercomputadores para la realizaciéon
de pruebas mas pesadas.
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3 1,563E-03 0,000E+00 1,563E-03

4 3,125E-03 3,125E-03 4,688E-03 0,000E+00 3
6 3,125E-03 4,688E-03 1,563E-03 9,375E-03 2b
3

6

:

3 1,563E-03 0,000E+00 1,563E-03 3,125E-03 2a
3,125E-03 3,125E-03 4,688E-03 0,000E+00 3
6 3,125E-03 4,688E-03 1,563E-03 9,375E-03 2b
10 | 1,406E-02 6,250E-03 1,719€-02 3,906E-02 2a
3 4,688E-03 1,250E-02 6,250E-03 3,125E-03 3
10 | 2,188E-02 1,406E-02 2,188E-02 2,500E-02 2a
15 | 4,531E-02 2,500E-02 3,281E-02 2,359E-01 2a
6 1,406E-02 5,000E-02 2,344E-02 4,688E-03 3
21 | 1,109e-01 5,000E-02 6,563E-02 6,188E-01 2a
20 | 1,469E-01 5,156E-02 7,813E-02 2,625E-01 2a
15 | 1,156E-01 7,031E-02 6,719E-02 1,047E-01 2b
35 | 6,313E-01 1,688E-01 2,375E-01 1,731E+00 2a
35 | 1,173E+00 3,656E-01 3,828E-01 1,138E+00 2a
56 | 2,234E+00 4,406E-01 6,219E-01 9,694E+00 2a
21 | 5,188E-01 5,906E-01 2,531E-01 1,750E-01 3
70 | 8,161E+00 1,461E+00 1,514E+00 1,213E+01 2a
56 | 9,047E+00 | 4,178E+00 1,788E+00 3,788E+00 2b
126 | 4,324E+01 4,830E+00 5,006E+00 9,948E+01 2a
126 | 9,859E+01 2,118E+01 9,122E+00 6,455E+01 2b
252 | 7,899E+02 8,413E+01 3,641E+01 7,497E+02 2b

od 1 od -

:

~

4,688E-03 1,250E-02 6,250E-03 3,125E-03 3
1,406E-02 5,000E-02 2,344E-02 4,688E-03 3
10 | 1,406E-02 6,250E-03 1,719€-02 3,906E-02 2a
10 | 2,188E-02 1,406E-02 2,188E-02 2,500E-02 2a
15 | 4,531E-02 2,500E-02 3,281E-02 2,359E-01 2a
21 | 1,109e-01 5,000E-02 6,563E-02 6,188E-01 2a
15 | 1,156E-01 7,031E-02 6,719E-02 1,047E-01 2b
1,469E-01 5,156E-02 7,813E-02 2,625E-01 2a
21 | 5,188E-01 5,906E-01 2,531E-01 1,750E-01 3
35 | 6,313E-01 1,688E-01 2,375E-01 1,731E+00 2a
35 | 1,173E+00 3,656E-01 3,828E-01 1,138E+00 2a
56 | 2,234E+00 4,406E-01 6,219E-01 9,694E+00 2a
70 | 8,161E+00 1,461E+00 1,514E+00 1,213E+01 2a
56 | 9,047E+00 | 4,178E+00 1,788E+00 3,788E+00 2b
126 | 4,324E+01 4,830E+00 5,006E+00 9,948E+01 2a
126 | 9,859E+01 2,118E+01 9,122E+00 6,455E+01 2b
252 | 7,899E+02 8,413E+01 3,641E+01 7,497E+02 2b

(a) Método 1. (b) Método 2a.

QO Uve s UG U WS WU W NN W NN
U s b Wb WU W s NN WU SN W N
o
(=]
@ Ue s WU WA eN U W N S W NN
U s bW s NN WS NN W N

2 2 3 1,563E-03 0,000E+00 1,563E-03 3,125E-03 2a 2 3 4 3,125E-03 3,125E-03 4,688E-03 0,000E+00 3
3 2 6 3,125E-03 4,688E-03 1,563E-03 9,375E-03 2b 2 2 3 1,563E-03 0,000E+00 1,563E-03 3,125E-03 2a
2 3 4 3,125E-03 3,125E-03 4,688E-03 0,000E+00 3 2 4 5 4,688E-03 1,250E-02 6,250E-03 3,125E-03 3
2 4 5 4,688E-03 1,250E-02 6,250E-03 3,125E-03 3 2 5 6 1,406E-02 5,000E-02 2,344E-02 4,688E-03 3
4 2 10 1,406E-02 6,250E-03 1,719E-02 3,906E-02 2a 3 2 6 3,125E-03 4,688E-03 1,563E-03 9,375E-03 2b
3 3 10 2,188E-02 1,406E-02 2,188E-02 2,500E-02 2a 3 3 10 2,188E-02 1,406E-02 2,188E-02 2,500E-02 2a
2 5 6 1,406E-02 5,000E-02 2,344E-02 4,688E-03 3 4 2 10 1,406E-02 6,250E-03 1,719E-02 3,906E-02 2a
5 2 15 4,531E-02 2,500E-02 3,281E-02 2,359E-01 2a 3 4 15 1,156E-01 7,031E-02 6,719E-02 1,047E-01 2b
6 2 21 1,109E-01 5,000E-02 6,563E-02 6,188E-01 2a 3 5 21 5,188E-01 5,906E-01 2,531E-01 1,750E-01 3
3 4 15 1,156E-01 7,031E-02 6,719E-02 1,047E-01 2b 5 2 15 4,531E-02 2,500E-02 3,281E-02 2,359E-01 2a
4 3 20 1,468E-01 5,156E-02 7,813E-02 2,625E-01 2a 4 3 20 1,468E-01 5,156E-02 7,813E-02 2,625E-01 2a
5 3 35 6,313E-01 1,688E-01 2,375E-01 1,731E+00 2a 6 2 21 1,109E-01 5,000E-02 6,563E-02 6,188E-01 2a
3 5 21 5,188E-01 5,906E-01 2,531E-01 1,750E-01 3 4 4 35 | 1,173E+00 3,656E-01 3,828E-01 1,138E+00 2a
4 4 35 | 1,173E+00 3,656E-01 3,828E-01 1,138E+00 2a 5 3 35 6,313E-01 1,688E-01 2,375E-01 1,731E+00 2a
6 3 56 | 2,234E+00 4,406E-01 6,219E-01 9,694E+00 2a 4 5 56 | 9,047E+00 4,178E+00 1,788E+00 3,788E+00 2b
5 4 70 | 8,161E+00 1,461E+00 1,514E+00 1,213E+01 2a 6 3 56 | 2,234E+00 4,406E-01 6,219E-01 9,694E+00 2a
4 5 56 | 9,047E+00 4,178E+00 1,788E+00 3,788E+00 2b 5 4 70 | 8161E+00 1,461E+00 1,514E+00 1,213E+01 2a
6 4 | 126 | 4,324E+01 4,830E+00 5,006E+00 9,948E+01 2a 5 5 |126| 9,859E+01 2,118E+01 9,122E+00 6,455E+01 2b
5 5 |126 | 9,859E+01 2,118E+01 9,122E+00 6,455E+01 2b 6 4 | 126 | 4,324E+01 4,830E+00 5,006E+00 9,948E+01 2a
6 5 | 252 | 7,899E+02 8,413E+01 3,641E+01 7,497E+02 2b 6 5 | 252 | 7,899E+02 8,413E+01 3,641E+01 7,497E+02 2b
(c) Método 2b. (d) Método 3.

Figura 9.2: comparacién entre tiempos de computo, ordenando de menor a mayor.

Un detalle interesante a analizar de los métodos es su dependencia con m y n. Mien-
tras que para 2a y 2b el factor méds impactante es el nimero de fotones n de la evolucién,
en 3 se encuentran mds ordenados segtin su nimero de modos m. En caso de mejorarse
el método 3 para compararse en tiempos de computo con 2a y 2b, podria utilizarse uno
u otro dependiendo de la situacién. Incluso con el cédigo actual, hay casos particulares
en las Figuras[9.1]y[9.2) que corroboran esta conclusion, siendo el ejemplo més destacable
(m,n) = (3,5).
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B. Tiempos de computo para distintos logaritmos

Dada su complejidad en el cdlculo numérico,
necesitamos disponer de mdltiples implementa-

d
u(m) _(p> u(M) ciones de la operacién logaritmo de una matriz.
Si bien Python 3 ya dispone de una operacién

e_\fp\l, T Tiiii B ;T \Le_xp logm dada por la libreria numpy , a menudo es

preferible seguir otros pasos para el cdlculo, aten-
U (m) S UM diendo a ciertas propiedades de las matrices de

@ interés.

Figura 9.3: paso de U(m) y U(M) a Las transiciones entre subgrupos U(m) —
subalgebras u(m) y u(M). u(m)y U(M) — u(M) supone un paso interme-

dio en algunos algoritmos disefiados. Tal y como
se ve en el mapping dado por se compararan las matrices iH correspondientes al
Hamiltoniano encontradas mediante distintos algoritmos. Es necesario conocer que en el
caso de nuestras matrices unitarias U invertibles, es posible encontrar logaritmos anti-
hermitianos:

u-= eK, — < Km 9.1)

Que especificarian K de forma tnica.
Basandonos en el desarrollo proporcionado por [23], existen tres implementaciones con
un error || exp ! —U|| de un orden de 10~!* en el peor de los casos, una precisién bas-
tante adecuada. Disefiaremos estos asi como los dos primeros de modo que dispongamos
del logaritmo mads eficiente en el proyecto.

B.1. Algoritmo 1

Un primer intento puede ser diagonalizar nuestra matriz unitaria U mediante una
matriz invertible W. Esta solucidn, si bien suele funcionar numéricamente, es bastante
ingenua y puede fallar hasta para matrices pequefias.

Se diagonaliza U, extrayendo la matriz invertible W y la diagonal D.

WTW-l~U (9.2)

Posteriormente, hacemos de nuestra matriz diagonal una con indices que satisfagan
la condicién de unitaria (valores propios A/|A| = 1). La operacion es, siendo Dj; cada
valor de la nueva diagonal D, D;; = Tj; /|| Tj;].

Siendo W la matriz de inversién, recuperamos lo que seria el logaritmo matricial de
U multiplicandolas por logm (D), que contiene la esencia de la operacién:

Hy ~ Wlog(D)W 1 (9.3)

Considerando errores de mdquina, si la matriz resultante Hy de (9.3) debe ser hermi-
tiana (Hy = H{), se reemplaza por
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1 1
H= EHg + 5 Ho. (9.4)

B .2. Algoritmo 2

Este algoritmo es el mds estandar, y al contrario que en el articulo de inspiracién [23],
haremos uso de la funcién logm propiciada por el paquete scipy en Python, aunque en
ambos lenguajes se disefi6 con la misma idea en mente: ser la funcién inversa a expm .

No se espera la mejor precisién para obtener la condicién de matriz antihermitiana (iH' =
—iH) del logaritmo de U (9.1).

No obstante, dada su extrema simpleza, puede ser un afiadido a tener en cuenta: se
ejecuta H.0=1logm(U) siendo U nuestra matriz unitaria de entrada, y para asegurar que
el resultado sea una matriz hermitiana empleamos , como en el algoritmo 1.

B .3. Algoritmo 3

Supongamos que la matriz introducida U es unitaria (dentro de las limitaciones de la
precision dada por la maquina). Con esta condicién en mente, buscaremos descomponer
dicha matriz de modo que nos sea sencillo realizar el logaritmo.

Podemos realizar la prueba con la descomposicién de Schur: dada una matriz A cua-
drada, compleja, se obtendria

A=QTQ" (9.5)

Donde Q es una matriz unitaria y T triangular superior, con sus elementos diagona-
les siendo los valores propios de A. Podemos percibir esta operaciéon como un andlogo al
cambio de base, lo que nos lleva al siguiente método.

Aplicaremos la descomposicién de Schur a U. Obtenidas sus matrices Q y T,
crearemos una matriz diagonal unitaria tal que sus elementos D;; = T;;/|| Tj;||, tal y como
se hizo para el primer algoritmo. Este paso se fundamenta en el Teorema 6 de [23]. Puesto
que nos interesa dar la implementacién y comparar, no nos detendremos en ello en este
anexo.

El daltimo paso es calcular lo que seria nuestro logaritmo matricial:

log(U) =~ Qlog(D)Q" = iH (9.6)

Para comprobar la validez del resultado, bastaria con calcular la exponencial matricial
de iH, cuya funcién dada por Python nos basta.

B 4. Algoritmo 4

En caso tal que |[UTU — I|| sea detectable (es decir, mayor que el error de maquina)
podemos intentar un método alternativo, que consiste en proyectar U con su ““parte
unitaria”, dada por
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-1/2
v=u (u*u) 9.7)
A continuacién, se realiza la descomposicién de Schur y se procede con lo indi-
cado en el Algoritmo 3, finalizando con (9.6).
B .5. Algoritmo 5

Este calculo alternativo hace uso del método de Newton para aproximar la parte uni-
taria de matrices U, desviadas de dicha condicién por un error entre (0,0,0,1).

Consiste en realizar sucesivas iteraciones de Vp = U bajo la siguiente operacion:

Vi= (Via+ (D)) /2 9.8)

Siendo i > 0. En nuestro caso, probaremos a iterar dos veces, de modo que mediante
obtenemos V5. Posteriormente, realizamos los mismos pasos que en los Algoritmos
3y4.

B .6. Resultados de computacién

En la mdquina documentada al inicio de la seccién de apéndices, se han obtenido re-
sultados para un test de matrices unitarias aleatorias (desviacién ||[UTU — I|| de ordenes
de 1071, para dimensiones de 2 a 20, visibles en la Figura

Time (s) Backwards Error
N Deviation | Algorithm 1| Algorithm 2 | Algorithm 3 | Algorithm 4 | Algorithm 5 N Deviation | Algorithm 1| Algorithm 2| Algorithm 3 | Algorithm 4 | Algorithm 5
2 2,652E-16| 6,250E-02 | 0,000E+00 | 1,563E-02 | 0,000E+00 | 0,000E+00 2 2,652E-16( 2,173E+00 | 2,173E+00 | 7,462E-16 | 7,598E-16 | 8,416E-16
3 4,782E-16| 4,688E-02 | 0,000E+00 | 0,000E+00 | 0,000E+00 | 1,563E-02 3 4,782E-16| 2,197E+00 | 2,197E+00 | 1,048E-15 | 2,941E-15 | 2,280E-15
4 5,161E-16| 7,813E-02 | 0,000E+00 | 0,000E+00 | 0,000E+00 | 1,563E-02 4 5,161E-16( 3,182E+00 | 3,182E+00 | 2,566E-15 | 2,974E-15 | 2,778E-15
5 1,198E-15| 1,406E-01 | 0,000E+00 | 0,000E+00 | 0,000E+00 | 1,563E-02 5 1,198E-15( 3,392E+00 | 3,392E+00 | 2,568E-15 | 3,546E-15 | 2,956E-15
6 1,421E-15| 2,188E-01 | 0,000E+00 | 0,000E+00 | 0,000E+00 | 0,000E+00 6 1,421E-15( 3,617E+00 | 3,617E+00 | 3,723E-15 | 3,220E-15 | 3,225E-15
7 1,169E-15| 3,125E-01 | 1,563E-02 | 0,000E+00 | 0,000E+00 | 0,000E+00 7 1,169E-15( 3,824E+00 | 3,824E+00 | 4,829E-15 | 5,110E-15 | 4,731E-15
8 1,393E-15| 4,219E-01 | 0,000E+00 | 1,563E-02 | 0,000E+00 | 0,000E+00 8 1,393E-15( 4,021E+00 | 4,021E+00 | 5,656E-15 | 6,007E-15 | 5,936E-15
9 1,475E-15| 6,250E-01 | 0,000E+00 | 0,000E+00 | 1,563E-02 | 0,000E+00 9 1,475E-15| 4,162E+00 | 4,162E+00 | 8323E-15 | 7,383E-15 | 1,060E-14
10 1,694E-15| 7,813E-01 | 1,563E-02 | 0,000E+00 | 0,000E+00 | 0,000E+00 10 1,694E-15( 4,406E+00 | 4,406E+00 | 7,060E-15 | 6,637E-15 | 7,435E-15
11 1,743E-15| 1,016E+00 | 0,000E+00 | 0,000E+00 | 1,563E-02 | 0,000E+00 11 1,743E-15( 4,806E+00 | 4,806E+00 | 7,241E-15 | 9,099E-15 | 7,286E-15
12 1,759E-15| 1,234E+00 | 0,000E+00 | 0,000E+00 | 1,563E-02 | 0,000E+00 12 1,759E-15( 5,021E+00 | 5,021E+00 | 9,043E-15 | 8,067E-15 | 8,245E-15
13 1,492E-15| 1,563E+00 | 1,563E-02 | 0,000E+00 | 0,000E+00 | 1,563E-02 13 1,492E-15( 5,022E+00 | 5,022E+00 | 8,434E-15 | 1,310E-14 | 7,964E-15
14 2,096E-15| 1,875E+00 | 0,000E+00 | 0,000E+00 | 1,563E-02 | 0,000E+00 14 2,096E-15( 5,259E+00 | 5,259E+00 | 1,076E-14 | 1,138E-14 | 1,049E-14
15 1,688E-15| 2,313E+00 | 4,688E-02 | 0,000E+00 | 0,000E+00 | 1,563E-02 15 1,688E-15( 5,517E+00 | 5,517E+00 | 1,422E-14 | 1,310E-14 | 1,128E-14
16 1,847E-15| 2,750E+00 | 1,563E-02 | 0,000E+00 | 1,563E-02 | 3,125E-02 16 1,847E-15( 5,568E+00 | 5,568E+00 | 1,081E-14 | 1,169E-14 | 1,134E-14
17 2,191E-15| 3,328E+00 | 3,125E-02 | 0,000E+00 | 1,563E-02 | 0,000E+00 17 2,191E-15( 5,960E+00 | 5,960E+00 | 1,285E-14 | 1,104E-14 | 1,174E-14
18 2,687E-15| 3,953E+00 | 6,250E-02 | 1,563E-02 | 0,000E+00 | 0,000E+00 18 2,687E-15( 6,004E+00 | 6,004E+00 | 1,289E-14 | 1,393E-14 | 1,203E-14
19 2,859E-15| 4,469E+00 | 3,125E-02 | 0,000E+00 | 1,563E-02 | 0,000E+00 19 2,859E-15( 6,368E+00 | 6,368E+00 | 1,042E-14 | 1,237E-14 | 1,267E-14
20 2,524E-15| 5,172E+00 | 1,563E-02 | 0,000E+00 | 0,000E+00 | 0,000E+00 20 2,524E-15( 6,219E+00 | 6,219E+00 | 1,553E-14 | 1,522E-14 | 1,588E-14
32 3,533E-15| 1,877E+01 | 3,125E-02 | 1,563E-02 | 0,000E+00 | 0,000E+00 32 3,533E-15( 7,889E+00 | 7,889E+00 | 1,906E-14 | 2,108E-14 | 2,148E-14
(a) Medidas de tiempo de computo. (b) Error o precision de cada método.

Figura 9.4: comparacién entre implementaciones del logaritmo de una matriz.

Cabe destacar que el algoritmo 1 se encuentra sujeto a optimizaciones (dada la im-
plementacién realizada en Python), pero lo mds importante son los pequefios valores
(orden: 10~'* — 10~1%) en Backwards Error (|| — U||) para los algoritmos 3, 4y 5, que los
hace muy precisos para un caso de matriz unitaria general. También se ilustra un error
no ignorable en los algoritmos 1y 2, esperable al forzarse en ellos la condiciéon de matriz
hermitiana en lugar de permitir matrices normales de salida.
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B.7. Comparacién a altas prestaciones

En un entorno no paralelo, se han computado resultados para el tiempo de cémputo
y la precision de cada logaritmo, pertenecientes al articulo [23]. Se adjuntan como otro
resultado, con un algoritmo 1 mejor optimizado y abarcando dimensiones mds elevadas.

En general, la conclusién en el caso de errores es similar a nuestro estudio.

deviation
from unitary

Time

n [|U=TF —I|| Algorithm 1 | Algorithm 2 | Algorithm 3 | Algorithm 4 | Algorithm 5
8 4.11082e-15 0.00013s 0.00190s 0.00009s 0.00014s 0.00016s
16 5.02961e-15 0.00034s 0.00618s 0.00024s 0.00036s 0.00037s
32 6.33082e-15 0.00139s 0.02104s (.00104s 0.00146s 0.00145s
64 1.10432e-14 0.00877s 0.05853s 0.00719s 0.00926s 0.00886s
128 | 1.34734e-14 0.06111s 0.13750s 0.05442s 0.06843s 0.06218s
256 | 3.19324e-14 0.33397s 0.73867s 0.29425s (.35710s 0.32437s

Figura 9.5: tiempos de computo para cada logaritmo en un entorno no paralelo.

deviation
from unitary

Backwards Error

e

iH

U

n ||[U=07 — T| Algorithm 1 | Algorithm 2 | Algorithm 3 | Algorithm 4 | Algorithm 5
5 4.11082e-15 0.12285 0.12340 4.30902e-15 | 44118%-15 | 4.13976e-15
16 5.02961e-15 0.04407 0.04465 6.31606e-15 | 6.47906e-15 | 6.13171e-15
32 6.33052e-15 0.09286 0.09099 9.36391e-15 | 9.30067c-15 | 8.99073e-15
64 1.10432e-14 0.01952 0.01641 1.3837Re-14 | 1.39124e-14 | 1.32675e-14
128 | 1.34734e-14 0.01999 0.02239 2.29980e-14 | 2.32533¢-14 | 2.26790e-14
256 | 3.19324e-14 0.06131 0.06158 4.49885e-14 | 4.3172%-14 | 4.4263%-14

Figura 9.6: errores para cada logaritmo en un entorno no paralelo.
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