Capitulo 1

Juegos estaticos y juegos
estocasticos

La teoria de juegos estudia modelos matematicos de situaciones de cooperacién o de con-
flicto en el que participan dos o méas entidades (personas, empresas, paises, etc.) las cuales
eligen acciones o toman decisiones que producen alguna “ganancia”’a cada uno de los partici-
pantes. En este contexto, la palabra “juego”se refiere a la situacién de conflicto (econémico,
social, natural, etc.) y a los participantes se les llama jugadores.

Este trabajo esté orientado a los modelos no-cooperativos, es decir, modelos para los cuales
los jugadores actian independientemente y cada uno desea alcanzar su propio objetivo. Dicho
objetivo consiste en maximizar sus ganancias tomando decisiones de acuerdo a determinadas
reglas llamadas estrategias.

En la teoria de juegos la ganancia que recibe cada jugador depende tanto de las decisiones
que toman los otros jugadores como de la propia, en consecuencia un jugador no necesaria-
mente puede alcanzar su ganancia maxima posible. Por tal motivo, se introduce el concepto
de equilibrio de Nash, el cual se interpreta como una situacién en la que para ninguno de los
jugadores es favorable cambiar de estrategia ya que cualquier cambio implica una disminucién
en sus ganancias.

1.1. Juegos estaticos no-cooperativos

Un juego estatico no-cooperativo de N jugadores es un sistema

I = (Iv{Ai}ieI?{ri}ieI) (11)

que consiste en el conjunto de jugadores I = {1,..., N}, el conjunto de acciones o estrategias
puras A; del jugador i € I y la funcién de ganancia o pago r; : A - R para el jugador ¢, donde
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A:= Ay x---xAn. Un juego es finito, si el conjunto de acciones de cada jugador es un conjunto
finito.

En un juego estatico no-cooperativo cada jugador escoge una accién de su conjunto de
acciones y entonces el jugador i € I, recibe una ganancia r;(a1,...,an), donde a; € A; es la
accion elegida por el jugador j.

Note que la ganancia 7;(a1,...,an) puede tomar valores negativos lo cual se interpreta
como una pérdida o costo para el jugador. Por lo tanto, el objetivo de cada jugador es elegir
la mejor accién o estrategia pura para maximizar su ganancia. Un punto importante que el
jugador debe considerar es que su ganancia depende de todas las acciones elegidas por cada
uno de los jugadores, por tal motivo, se define a continuacién el concepto de equilibrio el cual
fue introducido por J. F. Nash en [15].

Definicién 1.1.1. Un punto (aj,...,ay) € A es un equilibrio para el juego I' si

ri(al,...,ay) = (Ilnez’ilxm(a}“, ey Uy eyayy) Vi€l
K2

2

Nétese que si (aj,...,a}) es un punto de equilibrio y el jugador j elige la accién a; en
lugar de elegir la accién a;, entonces

ri(al,...,ay) 2ri(al,....aj,....,ax).

Es decir, ninguno de los jugadores estd motivado para cambiar su decision en la estrategia
de equilibrio ya que cualquier cambio no aumenta su ganancia.

Ejemplo 1.1.2. Consideremos un juego de dos jugadores con Ay = {a1,a2},As = {b1,ba} y
las correspondientes funciones de pago dadas por

ri(ai,b1) =4  ri(a,by) =-1

ri(az,b1) =0  ri(az,b2) =1,

ro(ay,b1) =1 ro(ay,by) = -1

ro(az,b1) =0  ro(ag, by) = 4.

El juego tiene los equilibrios (a1,b1) y (a2,be) en Ay x As.
Ejemplo 1.1.3. Para el juego de dos jugadores con Ay = {a1,a2},As = {b1,b2} y funciones
de pago

ri(a1,b1) =3  ri(ag,by) =1

ri(az,b1) =4  ri(az,b2) =0,

ro(a,b1) =5  re(ay,b2) =0

ro(az,b1) =0 r2(az,b2) =5,

el juego mo tiene equilibrios en A1 x As.
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El Ejemplo 1.1.3 muestra que en un juego no siempre existen equilibrios en el conjunto
de las estrategias puras. Sin embargo, bajo ciertas condiciones, si existen equilibrios en el
conjunto de las estrategias aleatorizadas o estrategias mixtas. Esta clase de estrategias se
define a continuacion.

Una estrategia aleatorizada para el jugador i es una medida de probabilidad en el conjunto
de acciones A;. Denotaremos por P(4;) al conjunto de todas las estrategias aleatorizadas para
el jugador 7 y a cada elemento en P(A) :=P(A41) x--- x P(Ax) lo llamaremos multi-estrategia
para los N jugadores. Cuando los jugadores usan una multi-estrategia u = (pu1, ..., un) € P(A)
la elecciéon del jugador ¢ puede interpretarse como el resultado de una variable aleatoria con
distribucién de probabilidad p;.

Para cada ¢; e P(A;) y = (1, ..., un) € P(A) dendtese
(/‘L_iagbi) = (//Jla "'7Mi—1a¢i’ui+1? ’:U’N)

Ademsds, se denotaré por

) = [ e an)m(dan) - pu(day) peP(A) (12)

a la ganancia esperada del jugador ¢ € I cuando los jugadores usan la multi-estrategia u €
P(A).

Para el caso particular donde p = (p1, ..., d;, ..., iy ) con 6; la medida de Dirac concentrada
en el punto a;, es decir,

5i(&):{ 0 sia+a;

denotaremos por 7 (1%, a;) a la funcién 7 (™, 6;).

Definicién 1.1.4. (a) Diremos que ¢; € P(A;) es una respuesta dptima del jugador i € I para
la multi-estrategia p si

r(p ) = Tii%?i‘(i)ﬂ(u%,n)- (1.3)
(b) Una multi-estrategia u € P(A) es un equilibrio de Nash para el juego I si
ri(p) = ¢i%z(i§i)Fi(u_i,¢i) Viel.

Denotaremos por R;(1) al conjunto de todas las respuestas dptimas del jugador i para ju.

Es importante senalar que, en general el maximo en (1.3) no se alcanza y en consecuencia el
equilibrio de Nash no siempre existe. Por lo tanto, para garantizar la existencia de equilibrios
es necesario imponer condiciones para el conjunto A; y las funciones de pago r; (i €1).
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1.1.1. Juegos no-cooperativos finitos

Considérese I' como en (1.1) un juego estético finito , es decir, para cada j € I,

nj = #|Aj] < oo.

Observemos que si pt = (g1, ..., tn) € P(A) entonces para cada j € I y cada a; € Aj, el nimero
j(a;) es un nimero real no negativo menor igual que uno que representa la probabilidad de
que el jugador j elija la accién a; y tal que para cada j € I,

f;w(al) 1. (1.4)

El espacio P(4;) tiene una interpretacién geométrica que varfa de acuerdo al nimero de
elementos (acciones) que tiene el conjunto A;:

a) Cuando el conjunto de acciones es A; = {a1,a2}, el conjunto P(A;) puede identificarse
con el subconjunto de R2, {(A;,A2) : A1, Ao 2 0, A1 + A\p = 1}

N

b) Cuando el conjunto de acciones es A; = {ay,a2,a3}, el conjunto P(A;) puede identifi-
carse con el subconjunto de R3, {(A1, A2, A3) : A1, Ao, A3 2 0, A1 + Ag + Az = 1}

En general, si A; = {ai,...,an,}, entonces el conjunto P(A;) puede identificarse con
{()\1, e Ang) P A 20, Z}Zl Aj = 1} c R™ (simplejo de dimensién n;—1) y el espacio P(A) puede

identificarse con un subconjunto de R™ donde m = Zf-\zfl n;. Para lo que sigue, dotaremos al
conjunto P(A) con la métrica de R™.
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Nétese que para una multi-estrategia p = (u1,..., un), la funcién 7; definida en (1.2)
esta dada por

) = 3 3oy o) )
= > [Tri(a)u;(a).
acA jel
Asi tenemos que
r(p o) = 2L TT ria)mugla)leia,),
acA jeI~{i}
r(pha) = 2 [T rile)ps(a,)].

ajEAj,thi jeI~{i}

1.1.2. Equilibrios de Nash para juegos no-cooperativos finitos

En esta seccién se demostrara que si I’ es un juego no-cooperativo finito de N jugadores
entonces existe al menos una multi-estrategia en P(A) que es un equilibrio de Nash para el
juego T'.

Observacion 1.1.5. En general, la estructura del espacio P(A) es muy importante para la
existencia de equilibrios. En particular cuando los conjuntos de acciones son finitos tenemos
las siguientes propiedades:

1) Para cada $€[0,1] y p1, po € P(A) se tiene que

Bui + (1= B)uz e P(A),

es decir, P(A) es un conjunto convezo.

2) El conjunto P(A) es un conjunto acotado en R™ puesto que para cada p =
(:ub "'a/LN) € ]P)(A)a

N N
Zui(ali) < 21:]\7 V(all,...,alN)eA.
i=1 i=1

3) El espacio P(A) es cerrado y en consecuencia compacto.

4) La funcion 7;(-) es continua en P(A).

El siguiente teorema, sin duda alguna, marcé la historia de la teoria de juegos no-
cooperativos. La demostracién original de John F. Nash se publicé en [15] y la demostracién
que se presenta a continuacién se tomo de [21].
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Teorema 1.1.6. Si I' es un juego no-cooperativo finito de N jugadores entonces existe un
equilibrio de Nash en P(A).

Demostracién. Sea U :P(A) - P(A) la multifuncién definida por

N _
w(n) = [T RiGw),

Por la Observacién 1.1.5, 3) y 4), el conjunto P(A4;) es compacto y 7;(¢™%,-) es continua en
P(4;). En consecuencia, se tiene que R;(i) es un conjunto no vacio. Por lo tanto,

U(p)+a VwueP(A).

Ahora se probara que ¥(u) es convexo. Sean ¢1, ¢z € R;(11) y 5 €[0,1] y observe que
(™, Bor + (1 - B)2) Bri(p é1) + (1= B)ra(p™", da)

B mix. Fi(u' )+ (1-8) nix (™ Ti)

max 7 (p ", 7);
reP(A;) Z(:u ’ l)7

por lo tanto, B¢y + (1 - 8)éa € Ri(p).

Se demostrard ahora que la multifuncién ¥ es semicontinua superiormente. Sean (ft,)oe;
una sucesién convergente a p en P(A) y ¢, € U(u,) una sucesién convergente a ¢. Para
probar la semicontinuidad superior de ¥ demostraremos que ¢ € ¥(u).

Obsérvese que para cada n € N;i € [ y para cada 7; € P(4;),

()™, 0h) 2 Fi((pn) ™ 7).

Por la continuidad de 7; sobre P(A), tenemos que

Fi(p o) 2 () Y e P(A4);

entonces, ¢’ € R;(1) para cada i € I; por lo tanto, ¢ € U(x). Entonces, la multifuncién W(-)
satisface las condiciones del teorema de punto fijo de Kakutani (Teorema 4.0.1) y por lo tanto,
existe una multi-estrategia pu € P(A) tal que p € U(u), es decir,

ri(p) = Tig%?ici)ﬂ(u’ﬁn) Viel,

equivalentemente, la multi-estrategia p es un equilibrio de Nash para el juego I'. m
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J. Nash generalizé el concepto de equilibrio estudiado ampliamente por John Von Neu-
mann y Oskar Morgenstern en su libro Theory of Games and Economic Behavior. En un
juego finito de suma cero de dos jugadores G = { A1, Ag,r} tenemos que

r(a) = ri(a)=-r2(a). (1.5)

Para un juego de suma cero, si (uj, p5) € P(A;)xP(A2) es un equilibrio de Nash, entonces

r(pi ps) > r(pi,ps) Ve P(A),
r(pi puy) < r(py,pe) Ve e P(Ay),

de donde se sigue que

max r(p1, ps) <r(pl,pus) < min r(ui,pe),
x| (1, p2) <r(pgs p3) i (11, p2)

min =~ max r(u,p2) <r(pi,ps) < max  min (g, po).
po€P(Az) p1eP(Ar) (i, pi2) (1, 12) p1€P(A1) paeP(Az) (1, e2)

Por otro lado se tiene que

max  min r(p1,p2) < min max  r(u, pe)
p1€P(A1) poeP(Az) ’ p2eP(Az) p1eP(Aq) ’ ’

lo cual, combinando con las desigualdades anteriores; (uf,p5) es un equilibrio de Nash si, y
sélo si

r(py,pue) = min  max 7(uy, o
(11, 143) Lmin x| (1, p2)

= max min 7r(u, ).
p1eP(A1) poeP(Az) ’

1.1.3. Juegos no-cooperativos con espacio de acciones compactos

En 1951 L. Glicksberg en [10] extiende el resultado de existencia de equilibrios de Nash pa-
ra juegos estaticos no-cooperativos de N jugadores no necesariamente finitos. El considerd un
juego donde el espacio de las estrategias puras de cada jugador es un espacio métrico com-
pacto y la funcién de ganancia r; es una funcién continua en A. Este resultado es presentado
como una aplicacién del teorema de punto fijo (ver Teorema 4.0.2).

En este caso, el espacio P(4;) es un subconjunto compacto y convexo del espacio .# (A;)
formado por las medidas con signo finitas en A; cuando se considera la topologia débil.
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En la Proposicién 4.0.6 se prueba que .#(A;) es un espacio vectorial topolégico Hausdorff
localmente convexo. Ademas, la convergencia en P(A;) queda completamente caracterizada
con la Proposicién 7.21 en [4] p. 128, esto es, u, - p en P(A4;) si, y sélo si,

[, fdw~ [ fan vreca.

La continuidad de la funcién ganancia r; en A implica la continuidad de la funcién 7;
en P(A). Esto es, si (in);2; €s una sucesién convergente a j, entonces la convergencia débil
implica que

R = [, o [, e an) (dar ) (day)
)
(1) :fANm]x:h ri(ar, ...,an)pt(day)--p (day).

Teorema 1.1.7. Sea I' un juego estdtico de N jugadores. Si para cada i € I el conjunto de
las estrategias puras A; es un espacio métrico compacto y la funcidn ganancia r; es continua
en A, entonces el juego tiene un equilibrio de Nash en el conjunto de las multi-estrategias
aleatorizadas.

Demostracién. Se define la multifuncién ¥ :P(A) » P(A) por

N —
V(p) = 1] Ri(p),

donde

Ri(p) = {¢€]P’(Az‘)=T1(M_i7¢):Tgp}(fii)n(u_iﬁ)} iel.

La continuidad de la funcién 7; en el conjunto compacto P(A4;) asegura que el conjunto ¥(u)
es no vacio. La linealidad de la funcién 7; implica que el conjunto ¥(u) es convexo.

Sea (fin)ro, una sucesién convergente a pu en P(A) y ¢, € ¥(uy,) tal que la sucesién
(én)p2, converge a un punto ¢. Puesto que la funcién 7; es continua y como ¢, € ¥ (1), para
cada 7 € P(A;) tenemos que

Fi((n) ™ 0n) 2 Ti(ka) ™)

vV <« IV

ri(u,¢') m(p,T).

Esto implica que ¢* € R;(1) para todo i € I, es decir, ¢ € U(u). Por lo tanto ¥ es semicontinua
superiormente.
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Finalmente, por el teorema de punto fijo de Glicksberg (ver Teorema 4.0.2), se sigue que
existe un punto fijo p de la multifuncién W, es decir, se satisface que

ri(p) = Tg;(éé)ﬂ(u’im) Viel.

Por lo tanto, i es un equilibrio de Nash en P(A) para el juego I'. m

1.2. Juegos estocasticos no-cooperativos

En esta seccién se definen los conceptos de juego estocdstico, el criterio de pago descontado
y el concepto de equilibrio de Nash para esta clase de juegos. En los capitulos 2 y 3 se
establecen condiciones para la existencia de equilibrios.

Definicion 1.2.1. Un modelo de juego estocdstico no-cooperativo de N jugadores, es un
sistema de la forma:

G={X, (A, {Ai(x) :z e X}, )izt N, Q)

que consiste en:
(a) El conjunto X llamado, el espacio de estados.
(b) El conjunto A;yiel:={1,...N} es el espacio de acciones para el jugador i.
(¢) El conjunto A;j(x) c A; (i€l) es el conjunto de acciones admisibles para el jugador i

cuando el sistema estd en el estado x. Definamos la multifuncion de X en A:= A1 x---x Ay
por

N
A(zr) = HAi(x),

y dendtese su grdfica por,

K = {(z,a):xeX,aeA(x)}.

(d) La funcion r; : K >R (i€I) es la funcion de pago o ganancia del jugador i.

(e) La ley de transicion Q es un kernel estocdstico en P(X|K).

Un modelo de juego estocéstico representa un sistema que evoluciona en el tiempo de la
siguiente manera:
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1.- En el tiempo t = 0 el sistema se encuentra en un estado inicial xg.

2.- Cada jugador escoge independientemente una accién de su conjunto de acciones ad-
misibles determinando asi, a = (a1, ...,an) € A(xg).

3.- El jugador i recibe un pago r;(z,a).

4.- En t = 1, el sistema pasa a un nuevo estado z1, de acuerdo a la ley de transicion
Q(-/xg,a) y el proceso se repite indefinidamente.

Para cada t =0, 1,2, ..., se define el conjunto de las t—historias como H; = K! x X y Hy = X.
Obsérvese que un elemento de H; es de la forma

ht = (x07a07’~'7$t—17at—1axt)‘

Una politica o estrategia para el jugador ¢ es una sucesién m; = {w%} de kernels estocasticos
7t e P(A;[Hy) tal que

W;(Al(l’)/ht) = 1 VhtEHt.

Se denota por II; al conjunto de todas las politicas para el jugador ¢ y a cada elemento
7w =(m1,...,7n) en I := Iy x - x IIy se le llama una multi-estrategia para los N jugadores.
Denotaremos por P(A4;|X) a la familia de kernels estocdsticos que satisfacen la condicién
vi(Ai(x)|z) =1 para todo x € X.

Definiciéon 1.2.2. Una estrategia m; = {7’[’;} € II; es estacionaria si existe ¢; € P(A;|X) tal
que

mi(B/ht) = ¢i(BJxy) VhieHy, BeB(4;), t=0.
Sea ®; el conjunto de todas las estrategias estacionarias del jugador ¢ e identifiquese la
estrategia {®, ¢,...} con ¢y ® := ®; x---x Py el conjunto de las multi-estrategias estacionarias.
Para cada 7 €Il y para cada € II;, se usard la siguiente notacién

(T791) = (M1y ooy Ti1s Yy Tkl ooy TN ).

1.2.1. Criterio de pago descontado

Sea ((X x A)*,Y) el espacio medible donde Y es la o-dlgebra producto de (X x A)*
y v una medida de probabilidad en X. Entonces por el Teorema de Ionescu-Tulcea [ver Ash
(1972, p. 109), Bertsekas and Shereve (1978, pp. 140-141)], para cada multi-estrategia 7 € II
existe una medida de probabilidad PJ y un proceso estocastico {(z,a;):t=0,1,2,...} en
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((X x A)*=,¥), donde z; representa el estado y a; representa el vector de acciones en el
tiempo ¢ tal que

PI(s0€B) = u(B),
Pj(a; e Clhy) = Wt(c/ht),
PJ (2141 € Blhy,ar) = Q(B[xy,ar).

para todo B € #B(X),C € (A),hy e H; y t > 0. En el caso particular donde v es la medida
de Dirac concentrada en un estado x € X, la medida de probabilidad P la denotaremos por
PT y el operador esperanza con respecto a P; lo denotaremos por ET.

Ahora se puede establecer claramente el objetivo del juego estocdstico. La ganancia se
acumula durante la evolucién del juego considerando el criterio de ganancia total descontada
definido de la siguiente manera.

Definicion 1.2.3. Para cada i = 1,...,N,x € X y cada multi-estrategia 7 € 11, definimos la
ganancia total esperada a-descontada para el jugador i por

Vi(z,m) := E;rZoztri(xt,at)
t=0

donde € (0,1) se conoce como factor de descuento.

Como en el caso de juegos estaticos, en un juego estocastico la ganancia de cada jugador
depende de las estrategias que elijan todos los jugadores lo que hace necesario introducir
nuevamente un concepto de equilibrio.

Definicién 1.2.4. (a) Una estrategia 7} € I1; es una respuesta optima del jugador i para la
multi-estrategia m € 11 st

Vi(z, (7%, 71})) = m%X‘/Z‘(HJ,(ﬂ'_i,T)) Vo e X.
Tell;

)

(b) Una multi-estrategia 7* = (7],...,my) € Il es un equilibrio de Nash para el juego si
para cada i = 1,2,...,N, la estrategia m; es una respuesta optima del jugador i para ™, es
decir,

Vi(z,m*) = m%x‘/i(a:,((w*)_im)) VeeX, i=1,..,N.
TELL;

Uno de los principales conceptos que se utilizan en este trabajo, ademéas de los mencio-
nados anteriormente, es el concepto de funcién W-acotada.
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Definicién 1.2.5. Sean X un espacio métrico y W : X — [1,00) una funcion medible. Para
cada funcion g € M(X) definimos la W -norma por

lg(z)|
= su .
lgllw xepn,( )

Si |g|y < oo diremos que g es W-acotada. Denétese por By (X) al conjunto de todas las
funciones W-acotadas y note que es un espacio de Banach con la WW-norma. Adema4s, es
claro que B(X) c By (X).



