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Resumo

Este curso de Andlise e Controle de Sistemas Lineares foi preparado para atender as
necessidades de disciplinas de Sistemas Lineares e Controle de Sistemas Lineares em cursos
de Engenharia da Computagdo, Engenharia Elétrica-Eletronica, Engenharia Mecanica e
Engenharia de Controle e Automagdo. Procurou-se dar énfase aos principios bdsicos
necessarios a compreensao do assunto, sem contudo dar énfase em excesso a teoria. O leitor
poderd consultar os livros citados na bibliografia caso tenha necessidade de informagdes
detalhadas sobre determinado tdépico. Os exemplos foram escolhidos para consolidar o
conhecimento e permitir a visdo das possiveis aplicagdes, sem contudo ser exaustivo. Os
capitulos de 1 a 6 cobrem a Anélise de Sistemas Lineares e o Controle ¢ coberto a partir do
capitulo 7. O capitulo 1 faz uma revisao da teoria de equacdes diferenciais lineares, cobrindo
também as ferramentas necessarias para a sua compreensao como, por exemplo, as fungdes
descontinuas (degrau e impulso) e os numeros complexos. A transformada de Laplace ¢
desenvolvida no capitulo 2 e as equagdes elementares de sistemas lineares ¢ apresentada no
capitulo seguinte. O capitulo 4 mostra a decomposi¢ao de fungdes de transferéncia em fragdes
parciais, e os diagramas de blocos sdo mostrados no capitulo 5. Seguem a analise da resposta
de sistemas lineares as excitagdes descontinuas e o controle classico (proporcional, derivativo,
integral) nos demais capitulos. O material de consulta utilizado baseou-se nos livros classicos
da area, apresentados na bibliografia.
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Analysis and Control of Linear Systems

Abstract

This course of Analysis and Control of Linear Systems was prepared to help under
gratuated students in the courses of Linear Systems and Linear Control Systems in Computer
Engineering, Electrical Engineering, Electronics, Mechanical Engineering and Control and
Automation Engineering. The basic principles necessary to understand each topic were
emphasized, avoinding to give much attention on theory. The readers are encouraged to
consult the books cited in the bibliography if they need more information on a particular
subject. The examples contained in this book were chosen in order to consolidate the
knowledge and to provide to the readers the possible applications of theory, however not
being to much comprehensive, in favor of clariness. Chapters 1-6 cover the Analysis of Linear
Systems and the Control is covered starting from Chapter 7. Chapter 1 reviews the theory of
linear differential equations, and covers the tools necessary for their understanding, like, for
instance, discontinuous functions (step and impulse) and complex numbers. The Laplace
transform is developed in Chapter 2 and the basic equations of linear systems is presented in
the next chapter. Chapter 4 shows the decomposition of transfer functions in partial fractions,
and the block diagrams are shown in Chapter 5. In sequence the response analysis of linear
systems with discrete excitations and the classic controller (proportional, derivative, integral)
are presented in the remaining chapters. The bibliografy used to compile this course was
based on the classical books of Control Systems.
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ANALISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara

1 CONCEITOS FUNDAMENTAIS

Neste capitulo serdo abordados alguns conceitos necessarios a compreensao e o estudo de
controle de sistemas. Serdo revistos a termilogia empregada, os conceitos de sistemas, a
linearizacdo de sistemas ndo-lineares, uma revisdo de numeros complexos, de séries
convergentes com infinitos termos, fungdes descontinuas no tempo e as solugdes de equagdes
diferenciais de sistemas lineares.

1.1 Nocgoes basicas de sistemas

Sistemas sdo conjuntos de componentes que atuam juntos realizando determinada
finalidade. Um sistema pode ser constituido de sub-sistemas, ¢ pode também ser parte de um
sistema maior.

O estado de um sistema ¢ o conjunto de valores necessarios e suficientes que permitem
saber, a cada instante, a configuracdo e a situagdo atual de todo ele. Por exemplo, para
controlar a temperatura de uma camara frigorifica ¢ necessario que esta temperatura esteja
disponivel para o controlador, de tal forma que ele possa aumenta-la quando a camara estiver
muito fria ou reduzi-la se estiver quente. A temperatura (e tudo o mais que for necessario)
constitui uma das variaveis de estado deste sistema. O estado de um sistema ¢é caracterizado,
portanto, pelas suas variaveis de estado.

Sistemas dinamicos sdo sistemas cujas variaveis de estado variam no tempo, segundo leis
fisicas que podem ser modeladas matematicamente.

Uma planta ¢ também um conjunto de componentes, ou parte de uma maquina, ou uma
maquina como um todo, com a finalidade de desempenhar uma determinada operacdo. Uma
planta necessariamente nao engloba o equipamento que efetua o seu controle, enquanto que
um sistema pode representar ambos. A Figura 1.1 exemplifica a diferenca entre uma planta e
um sistema. Em outras palavras, uma planta ¢ um “sistema” que precisa ser controlado. Sob
este ponto de vista, a planta pode até conter um controlador interno de um ou mais de seus
componentes, mas estes controladores ndo sdo vistos externamente.

Sistema

Controle - Planta

Figura 1.1 - Um sistema pode envolver um controle, que também pode ser considerado
um sistema, e a planta a ser controlada.

Uma perturbacio ¢ um esforco ou sinal que afeta a resposta do sistema ou de uma planta.
A perturbagdo ¢ considerada geralmente na forma aditiva a dinamica, isto €, sobrepde-se ao
modelo matematico da dindmica. Contudo, certas perturbacdes exibem caracteristicas ndo
aditivas que dependem do estado da planta e atuam de forma nao-linear.

Controle realimentado ou controle em malha fechada ¢ uma operacao que reduz a
diferenca entre a saida (resposta) de um sistema ou planta a uma referéncia externa pré-
estabelecida. Um sistema de controle de temperatura ambiente por meio de um equipamento

1



ANALISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara

de ar-condicionado ou um simples termostato sdo exemplos de controle realimentado. A
Figura 1.2 ilustra a representagdo grafica de um controle realimentado. O controlador calcula
o sinal de atuacdo com base na discrepancia entre a saida da planta e a referéncia externa.

Servo-sistemas sdo controladores de posi¢do, velocidade ou de aceleracdo. Um servo-
sistema ¢ composto por um elemento sensor, pela logica de controle e pelo atuador (de
posicao, velocidade ou aceleracdo).

Reguladores automaticos sdo sistemas controladores em malha fechada onde o sinal de
referéncia € constante e ndo pode ser alterado.

referéncia do sinal de saida ou
controle atuacao estado
—  m| Controle [ 5| Planta -

i

Figura 1.2 — Controle realimentado ou em malha fechada

Sistemas em malha aberta ou controladores em malha aberta sdo sistemas no qual o
controlador ndo necessita da informag¢do da saida ou do estado da planta para utilizar no sinal
de atuagao (ver Figura 1.3).

referéncia do sinal de saida ou

controle atuagao estado
—  »| Controle | — " gl Planta | — g

Figura 1.3 — Representacao do controle em malha aberta

Modelos de sistemas sdo representagdes que permitem estabelecer relagdes entre causa e
efeito de sistemas dinamicos. Os modelos podem ser fisicos ou matematicos. Modelos fisicos
assemelham-se a sistemas reais, porém sdo mais simples, mantendo as caracteristicas mais
importantes. Os modelos matematicos procuram representar o comportamento dindmico dos
sistemas por meio de equagdes matematicas (equacdes de derivadas, equacdes de diferencas).
Pode-se prever o comportamento dinamico de uma planta pela anélise do seu modelo fisico
ou matematico. Por exemplo, seja o sistema dindmico mostrado na Figura 1.4, composto por
uma massa m, uma mola de coeficiente & e um amortecedor com coeficiente de
amortecimento b. Este sistema, que se desloca na vertical, pode representar um sistema de
suspensdo de um veiculo. A equagdo matematica que descreve o movimento do conjunto em
fungdo do deslocamento x, da massa ¢ da extremidade do amortecedor ¢ mola, x;, ¢ também
mostrada na figura.
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Xo

mi +b(x, —%)+k(x,—x)=0

Xi

Figura 1.4 — Um sistema composto por uma massa, mola e amortecedor pode representar a
suspensdo de um veiculo.

O diagrama mostrado Figura 1.5 ilustra os diferentes tipos de sistemas e os modelos
matematicos utilizados na sua representacao. Sistemas dinamicos estocasticos possuem um
comportamento imprevisivel, e portanto ndo podem ser modelados. Um ruido ¢ um exemplo
de uma dindmica estocastica. Sistemas deterministicos, ao contrario, possuem uma dindmica
previsivel que pode ser modelada matematicamente. Se o sistema for deterministico, ele pode
ser modelado por parametros concentrados ou distribuidos. Sistema a parametros
concentrados significa que, dado as condi¢des do sistema num instante, ¢ possivel prever a
sua condi¢ao em qualquer instante. J& com parametros distribuidos, o estado ¢ uma fungao
de outros pardmetros. Um exemplo de um sistema com parametros concentrados ¢ o sistema
massa-mola-amortecedor mostrado na Figura 1.4. Este tipo de sistema ¢ descrito por uma
equacdo diferencial no tempo (df/dr). A distribui¢do de temperatura numa placa aquecida, por
sua vez, ¢ um sistema com parametros distribuidos, uma vez que a temperatura em cada ponto
depende da posicdo onde ¢ medida e do tempo. Sistemas a parametros distribuidos sdo
governados por equagdes diferenciais parciais (0f/0x). Quando o sistema possuir parametros
concentrados, ele podera ser modelado por fung¢des continuas ou discretas no tempo. Sistemas
discretos sao aqueles que assumem valores apenas em determinados instantes de tempo. Eles
podem, eventualmente, ser modelados por fungdes continuas. A propriedade discreta pode
tanto estar no proprio sistema quanto na forma de se medir o sistema. Se a medicao for
discreta, a intervalos regulares no tempo, este sistema ¢ considerado discreto. Exemplos de
sistema discretos sdo: o nimero de habitantes contaminados a cada ano pelo virus da gripe, a
temperatura maxima do dia observada durante um ano num dado local, etc.

Se um sistema dindmico continuo for simulado num computador, ele passa a ser discreto,
uma vez que ¢ impossivel obter o valor do estado a cada instante de tempo, mas somente nos
pontos calculados pelo computador. Na pratica, porém, considera-se que o calculo efetuado
pelo computador € preciso o suficiente para que o sistema possa ser admitido como continuo.

Sistemas continuos no tempo sdo aqueles nos quais € possivel conhecer o estado a
qualquer instante de tempo. Dentro de sistemas continuos, o comportamento dinamico pode
ser linear ou ndo linear. Sistemas lineares sdo descritos por equagdes lineares (definidas logo
a seguir) que se assemelham a equagdo de uma reta, ao passo que sistemas niao lineares
possuem termos com o quadrado, ou o cubo, ou o seno ou ainda a fun¢do exponencial das
variaveis de estado. Se o sistema for linear, os coeficientes da equagdo linear podem ser
constantes (sistema a parametros constantes) ou entdo variar lentamente no tempo
(sistemas variantes no tempo). Se os coeficientes variam rapidamente no tempo, ¢ muito
provavel que este sistema ndo seja linear. Exemplos de sistemas com parametros variantes no
tempo sdo aeronaves e foguetes. Neles, a massa do veiculo varia conforme o combustivel ¢
consumido, e as caracteristicas dinamicas sofrem influéncia desta variacdo. Finalmente, os
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sistemas podem ainda depender de apenas uma ou de mais de uma variavel de estado. No
primeiro caso tem-se os sistemas monovariaveis e, no segundo, tem-se sistemas
multivariaveis. A Figura 1.4 mostra um exemplo de sistema monovaridvel. Porém, o
conjunto completo de suspensdo de um veiculo seria um sistema multivariavel, ja que
dependeria do numero de rodas presentes no veiculo. Para cada roda, acrescenta-se uma
equagdo a mais no modelo matematico e, portanto, mais uma variavel de estado.

Modelos matematicos

Estocasticos Deterministicos
comportamento
imprevisivel | |
Parametros concentrados Parametros distribuidos
T=/1) ] T=fx, 3,0
Discreto Continuo
Xier1 = X, Xic1,...) x=f(x,1)
Linear N3ao linear
x=Ax+Bu x=f(x,u,t)
Variante no tempo Parametros constantes
A = A(?) (foguete) | A = cte (m-k-b)
Monovariaveis Multivariaveis

Figura 1.5 — Sistemas dindmicos e sua representacdo por modelos matematicos

Serao utilizados aqui apenas modelos matematicos, uma vez que eles permitem efetuar a
analise do comportamento dinamico dos sistemas, bem como sua controlabilidade, isto ¢, a
verificacdao se estes sistemas podem ou nado ser controlados e como deve ser este controle.
Além disso, serdo abordados sistemas lineares na quase totalidade do curso, principalmente
em virtude de que a teoria de controle moderna deriva exclusivamente de sistemas lineares.
Um sistema y = H(x) ¢ linear se obedece a relacao:

H(ax,+Bx,)=a H(x)+B H(x,)) =0y +By, (1.1)

Seja, por exemplo, a equagdo diferencial ordinaria de 2° ordem y=mx+bx+kx. Esta
equacao ¢ linear, pois se x = x; + x,, entdo
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y=mi+bx+kx=m(x +X,)+b(x,+x,)+k(x, +x,)=

. L (1.2)
mx, +bx, +kx +mx,+bx, +kx,
de onde se conclui que
y=nty (1.3)

Nem todos os sistemas fisicos reais sao lineares. Na verdade, a grande maioria deles ¢ nao
linear até um certo grau. Isto ndo significa que a teoria de controle de sistemas lineares nao
possa ser aplicada a sistemas nao lineares, mas sim que se deve proceder a uma linearizagao
(quando possivel) do sistema a fim de tornar o controle menos suscetivel as ndo linearidades.
Infelizmente nem sempre esta pratica resulta num sistema controlavel.

1.2 Linearizacoes de sistemas nao lineares

O comportamento de sistemas ndo lineares pode ser aproximado por meio de um sistema
linear equivalente, em torno de uma regido pequena de operacao. Dado entdo um modelo nao
linear, o modelo linearizado ¢ obtido por expansdo em série de Taylor da dinamica, e
considera-se nesta expansao apenas o termo constante € o termo de primeiro grau. Se y = f{(x)
representar uma dinamica ndo linear, entdo a expansdo em série de Taylor desta funcdo

fornece:

,, L df
J— +_
(x,) (x—=x,) 3

v= s+ L) x4

(x,)(x=x,) +... (1.4)

Se, contudo, a fungdo depender de mais de uma variavel, como por exemplo y = f(x, X2,
..., X»), entdo a série de Taylor com termos até o primeiro grau, em torno do ponto (x,,:-,X,)

fica:

_ _. o _ _ _ of _ _ _
y= f(xl,---,xn)+i(xl,---,xn) (x, —x1)+...+i(xl,---,xn) (x,—X,). (1.5)
ox, ox,
O valor f(x,,---,x,) € conhecido como “ponto de operagdo”. A aproximag¢do da série de
Taylor ¢ valida, portanto, numa pequena regido em torno do ponto de operagao.

Quase todos os sistemas dindmicos exibem alguma nao linearidade. Felizmente, também
quase todos podem ser aproximados por meio de equagdes lineares. Alguns exemplos destes
sistemas sdo fornecidos a seguir.

Exemplo 1.1 — O arrasto aerodindimico em um veiculo (atrito do ar que tende a deter seu
movimento), mostrado esquematicamente na Figura 1.6, ¢ modelado matematicamente em
funcdo da velocidade x por:

1 .
F=—pC, A%’
2
onde p ¢ a densidade do ar, C; ¢ o coeficiente de atrito, e A € a area frontal do veiculo. O
atrito aumenta, portanto, com o quadrado da velocidade. Logo, tem-se um comportamento
nao linear desta forca. A linearizacao da forca em torno do ponto de operagao v leva a
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F, E%pCd AV +pC, AV(V—V)z%pCd AV (2v-7)

Figura 1.6 — Arrasto aerodindmico de um veiculo em movimento.

Exemplo 1.2 — O movimento de um péndulo simples, mostrado na Figura 1.7, pode ser obtido
pelo equilibrio dos momentos que atuam nele, ou seja:

1(0)=ml*0+mglsend=0

Uma vez que senf nao ¢ linear, pode-se entdo linearizar a equacdo em torno do ponto de
operacao 0 = 0, que resulta:

7(0) = 1(0)+%(0) =ml*0+mglcos(0)0,
e finalmente

(@) =mlP0+mgl0.

¢P=mg

Figura 1.7 — Movimento de um péndulo simples

Os sistemas lineares ocupam lugar de grande destaque na andlise e no estudo de
controladores. Sistemas lineares invariantes no tempo (parametros constantes) sao descritos
matematicamente por equacdes diferenciais ordindrias, e portanto a analise destas equacdes
diferenciais fornece informagdes sobre a controlabilidade de sistemas.
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Antes porém de apresentar-se os sistemas dindmicos lineares, convém efetuar-se uma
pequena recordagdo de nimeros complexos, séries infinitas e de fungdes descontinuas no
tempo, que serao vistos nas proximas secoes.

1.3 Numeros complexos

Numeros complexos surgem em decorréncia da solucao de equagdes algébricas na forma:

n n—1
a, x"+a, X" +-+a x+a,=0. (1.6)

Pode-se mostrar que se n for impar, uma das raizes ¢ real. Além disso, se houver raizes
complexas, entdo elas aparecem aos pares, formando pares conjugados. As raizes complexas
surgem quando na solucdo da equagdo aparece a raiz quadrada de um ntimero negativo. Seja,
por exemplo, a equagio do 2° grau:

ax’+bx+c=0, (1.7)

cujas raizes sao:

_h4+p?
P 2b dac 12 (1.8)
a

. . . , 2 ~ - ~ .
Se o valor sob a raiz for negativo, isto €, se A = b*—4ac < 0, entdo esta equacdo ndo possui
raizes reais, mas sim duas raizes complexas conjugadas, dadas por:

Ja b AL
EJ,@X ——Z—Z‘], (19)

onde j ¢ a base dos numeros complexos, ¢ vale j = +/—1. Um nimero complexo z =x + y j
pode ser entendido como um ponto num plano, ja que possui duas coordenadas

b
xl:—zﬁ' )

independentes, ou seja z = (x, y), com z € C (conjunto dos nimeros complexos),ex ey € R

(conjunto dos numeros reais). x ¢ denominado de parte real:

x =Re(z), (1.10)
e y ¢ a parte imaginaria do nimero complexo:

y=Im(z). (1.11)

O conjugado de um numero complexo ¢ também um nimero complexo no qual a parte
imaginaria troca de sinal com relagdo ao nimero complexo original. Representa-se o
conjugado de um niimero complexo por uma barra sobre o simbolo da variavel. Assim, se z =
x + y j for um nimero complexo, seu conjugado é dado por z=x — y j. E claro que o
conjugado do conjugado é o proprio niimero complexo, isto é z=2. A soma de um nimero
complexo com seu conjugado resulta num nimero real:

Z+zZ=x+yj+x—-yj=2x. (1.12)

Da mesma forma, a diferenca de um numero complexo e seu conjugado resulta num
nimero imaginario puro:
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z—zZ=x+yj-x+yj=2yj. (1.13)

O conjugado da soma de dois nimeros complexos € igual a soma dos conjugados:

z,+z,=2,+2, (1.14)

O conjugado de um produto entre dois nimeros complexos ¢ também igual ao produto dos
conjugados:

2,2, =2 2y, (1.15)

e o conjugado do inverso de um niimero complexo ¢ igual ao inverso do conjugado:

=7 (1.16)

Segue, da defini¢do de base complexa, que j* = -1, j> = —j, j* = 1, j° = j, e assim em
diante. Igualmente, tem-se também pela definicao, que 1/j = —j, bastando que se multiplique o
numerador ¢ o denominador por j para se provar a identidade. Logo, o produto de dois
nimeros complexos ¢ também um niimero complexo, pois:

2=+ D0 +y, D =xx+(xy, +x,y) i+ 1y, j2 =

. (1.17)
=X = 1Yy (00, X0 ]
e o produto de um niimero complexo pelo seu conjugado € um nimero real:
z=(+y D -yD=x%—-yy, j2 =X%+t 0, (1.18)

Igualmente, a razdo de numeros complexos também pode ser reduzida a um numero
complexo bastando que se multiplique o numerador e o denominador pelo conjugado do
denominador:

X +ni _ X+0) X% =)i _N% =0, +x1y2+x22y1 j=a+bj (1.19)

z= . . . 2 2 2
X+, ) X%+t ) X% —),) X, + 1, X, + 0,

Com isso tem-se que qualquer nimero na forma:

an an—1 2 .
Z_am] +a,,) +...ta,) +q])+aq,

- . em—1 o2 N (120)
bj"+b,,j" +...+b,j +bj+b,

pode ser reduzido a um nimero complexo z = x+ y j. De fato, qualquer polindmio em j pode
ser reduzido a um niimero complexo com parte real e parte imagindria, uma vez que poténcias
da base complexa podem ser reduzidas a um niimero real ou imaginario puro, como mostrado
no exemplo a seguir.

Exemplo 1.3 — Simplificar o nimero complexo dado por

Z_j3+2j2—4j+3
3jP—j+4

Solugao:
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Primeiramente simplifica-se o numerador e o denominador do numero complexo por meio
© o~ A . . 2 3 . ~
da defini¢do de poténcia da base complexa, ou seja, j° =—1 e j° = —j. Tem-se entdo que:

. —-j—2-4j+3 1-5j
-3-j+4 1-j
Em seguida, multiplica-se o numerador € o denominador pelo conjugado do denominador,
0 que resulta:

__L=Silej_1-4i-57 _ 6-4f

i =3-2j
1-j 1+j 2 2

Numeros complexos podem ser postos em coordenadas polares (7, 6), na forma:
z=r(cosO+ jsen0) =re' (1.21)
A prova da expressao acima ¢ dada na préoxima se¢ao.
1.4 Séries de funcoes com infinitos termos

A relagdo apresentada na se¢do anterior, e repetida aqui

z=r(cosO+ jsen 0) = re' (1.22)

¢, de certa forma, de dificil compreensdo. Afinal, o que significa a fun¢do exponencial de um
namero complexo? Sabe-se, por exemplo, que e¢' = 2.718282... onde “c” é a base dos
logaritmos neperianos, mas como avaliar a exponencial de um numero imaginario, ou ¢, ou

ainda e'"' ? Para obter este resultado e alguns outros, recorre-se a expansao de fungdes em

séries infinitas. Ao aplicar-se a série de Taylor a fungdo exponencial em torno do ponto x = 0,

tem-se que:

d’e" 1 d’e"

dx’ 31 dx’
E conveniente ressaltar que o simbolo indica o fatorial de um numero, isto ¢, o produto

deste numero por todos os inteiros positivos menores do que ele: n! =n (n—1) (n-2) ... 3 2 1.

Uma vez que a derivada da funcao exponencial ¢ igual a ela propria, todas as derivadas acima
resultam iguais a 1 e a série fica:

d

e" ~e+ ¢ (0) (x—O)+l (0) (x—0)* + (0) (x=0) +... (1.23)
dx 2

66"7

. xz x3 4 5
e zl+x+7+—+—+

TR §+ (1.24)

Pode-se mostrar que esta funcdo, e também as séries do seno e do co-seno sdo
convergentes, isto ¢, a cada novo termo calculado da série, a funcao tende para seu valor real,
isto é:

lim - =0 (1.25)

e portanto
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n

e = 1imz’f—' (1.26)
n49d)[=0 l.

As fungdes seno e co-seno de x podem igualmente ser expandidas em séries infinitas em
torno do ponto x = 0, resultando, respectivamente:

x21+1 x3 xS x7 x9 xll

senx=3 (=) SR SRR R I S S 1.27
;( )(2i+1)! 3050 71 91 11 (1.27)
€
© 2i 2 4 6 8 10
cosx=3 (- —=1-T 4T T, (1.28)
SN2 21 41 60 8! 10!

Nota-se que a série do seno possui apenas expoentes impares, enquanto que a série do co-
seno possui apenas expoentes pares. Além disso, pode-se mostrar que a derivada destas séries
resultam formas corretas, ou seja:

R 2 3 4 2 3 4
de :i 1+x+x_+_+x_+.“ :1+x+x—+—+x_+...:ex, (1'29)
di  dx 2314 2 3 4
3 5 7 2 4 6
dsenx _df x x X J_ X X X osx (1.30)
dx dx 3151 71 21 41 6!
e
P 4 6 3 5 7
deosx d =X e Y o genx (1.31)
dc  dx\ 20 41 6! 3t st

A partir da defini¢do da fun¢do exponencial em termos de uma série de fatores infinita,
para avaliar agora a exponencial de um nimero complexo basta fazer

o2 3 4 o5
el alrjrld (1.32)
2 31 4! 5!
Porém, sabe-se que j°=—1,j° =—j, j' =1, =j, ..., ou seja
I, parai=0

. j, parai=1
joei 2 b PAREE Lk =0,1,2, .. (1.33)
-1, parai=2

—j, parai=3
e substituindo estes resultados na fungio exponencial, tem-se

1 1 1 . 1 1 1
:1__+___+...+J l——4— 4 ...
2 4! 6! 3150 7!

10

(1.34)
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que ¢ um numero complexo. A exponencial de um numero complexo z = x + yj pode ser
avaliada agora como

22 33 4 4 55
eimetel et 14 pjrid 2L Y VT L (1.35)
2 31 41 5!
ou ainda
I YN A A A (VS SRS A i (1.36)
2 41 6! 8 7 3150 71 91| '

Vé-se, porém, que a parte real € uma série de co-seno e a parte imaginaria ¢ uma série de
seno, o que leva a

e =e"(cos y+ jsen y). (1.37)

Este conceito leva a famosa equacdo de Euler, tida por muitos como a mais bela formula
matematica, dada a sua simplicidade:

e =-1 (1.38)

Pode-se agora calcular a exponencial do conjugado de z, que vale:

e"™M =¢e"(cosy—jseny). (1.39)

Se a parte real do nimero complexo for nula, entdo as exponenciais do complexo e de seu
conjugado ficam:

el =cosy+jseny (1.40)
e =cosy—jseny ‘

A adi¢do de ambas as expressdes permite obter o valor do co-seno, enquanto que a
subtragdo permite calcular o seno:

cosyz%(eyj+e"yj) (1.41)

sen y = —(e'—e 1) =~ (ei_ ) (1.42)
2j 2

Estas duas expressoes serdo utilizadas adiante para calcular a transformada de Laplace das
fungdes seno e co-seno.

1.5 Funcgoes descontinuas no tempo

Na solucdo de problemas dindmicos, ¢ freqiiente encontrar-se situagdes nas quais um
sistema sofre um impacto, ou uma acao descontinua no tempo, ou um impulso. Exemplos de
tais agdes sao: o choque entre duas bolas (impulso) no qual a for¢a exercida no contacto ¢ alta
e a duragdo da agdo ¢ curta, e o brusco acionamento de um sistema elétrico ao ligar-se a chave
de alimentacgdo. Tais acdes sdo consideradas descontinuas no tempo, pois assumem valores

11
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diferentes em instantes de tempo muito proximos entre si. No mundo real macroscopico,
contudo, ndo existem descontinuidades, pois a cada instante pode ser determinado o valor
exato da acdo. Matematicamente, porém, ¢ conveniente considera-las descontinuas, uma vez
que ¢ muito dificil estabelecer quais os limites do impulso e da duragdo do evento. Define-se,
com isso, algumas fungdes tipicas que caracterizam eventos descontinuos no tempo. Estas
funcdes sdo: a fun¢do degrau, a fungdo impulso e a fungdo rampa.

a)

b)

Funcao degrau unitéario

A funcio degrau unitario corresponde a uma ag¢do que modifica instantaneamente uma
determinada condicdo, ou varidvel, de um sistema, como a posi¢ao, ou a velocidade, ou a
carga elétrica num capacitor, ou a vazdo em uma tubulacao, a ativacao elétrica de um
circuito, ou ainda o inicio da acdo de uma forga, por exemplo. A fun¢do degrau unitario ¢
definida como

A |0, parat <0
1(r) = (1.43)
1, parat=>0

cujo grafico ¢ mostrado na Figura 1.8.

A
1()

lo

Figura 1.8 — Fungdo degrau unitario.
Funcao impulso unitario

A func¢ido impulso unitirio corresponde a uma agdo que age sobre um sistema durante
um intervalo infinitesimal de tempo, ou seja, ela atua por um pequeno intervalo de tempo
e depois cessa a atuacgdo. Esta funcdo é também conhecida como funcdo “delta de Dirac”.
Na fun¢ao impulso unitdrio a poténcia e a energia despendidas na acdo sdo limitados,
porém a acdo ndo é. Isto se deve ao fato de que o intervalo de tempo que dura o
acionamento ¢ muito pequeno, ¢ tende a zero, fazendo com que a forca neste intervalo
tenda a infinito. Um bom exemplo da aplicacdo de um impulso unitario ¢ no choque entre
duas partes mecanicas. A fun¢ao impulso unitario ¢ definida como:

0, parat <0
a1
£ — <
o(2) l}g}) v para 0 <t < At (1.44)
0, parat > At

cujo comportamento ¢ visto na Figura 1.9

12
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0

Figura 1.9 — Fungao impulso unitario.
¢) Funcao rampa

A func¢do rampa corresponde a uma agdo que cresce linearmente no tempo, a partir de
uma acdo nula. Ela ¢ continua no tempo, porém sua derivada ¢ descontinua na origem.
Quando o tempo tende a infinito, o valor da acdo na fungdo rampa também tende a
infinito. Na pratica isto ndo ocorre, uma vez que ndo se consegue gerar agdes de
intensidade infinita. A funcao rampa ¢ definida por:

(t)A 0, parat <0 (1.45)
= t, parat=0 '

com comportamento visto na Figura 1.10.

A
p(?)

Y

Figura 1.10 — Fungdo rampa.

As fungdes degrau unitario, impulso unitario e rampa sdo utilizadas nas transformadas de
Laplace, pois permitem obter a solu¢cao de um sistema sujeito a acdes descontinuas no tempo.

1.6 Equacoes diferenciais ordinarias a coeficientes constantes.

Um sistema dindmico linear invariante no tempo y(f) ¢ modelado por uma equagdo
diferencial na forma:

d" a d d” d"! d
a, y+an_1 7)1}+---+a1—y+a0y:bm x+bm_l jc+---+bl—x+b0x (1.46)
dt" dt" dt dt” dt” dt
onde x(¢) ¢ conhecido como entrada do sistema, ou entdo por termo forcante, y(¢) constitui a
saida do sistema ou variavel de estado e a; (i = 1, 2, ... n) e b; (j = 1, 2, ... m) sdo

constantes. Se o termo forgante for nulo, entdo a equacao diferencial resultante,

13
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n n-1
a dy+a d y+~~-+a1%+a0y:0, (1.47)

L A

¢ denominada de equacio homogénea.

A solucdo da equagdo diferencial ¢ composta por uma combinagdo linear das n solucgdes
da equacdo homogénea, adicionada a uma solugdo (conhecida como “solu¢ao particular”) da
equagdo diferencial completa. Assim tem-se

y)=c y()+c, y,([0)++c, yn(t)"‘yp(t) (1.48)

onde cada y;(t) ¢ uma das solugdes da equagdo homogénea e y,(f) ¢ uma solugdo particular
(pode haver mais de uma solugdo particular). Pode-se mostrar, sem muita dificuldade, que as
solucdes da equagao homogénea sao dadas por:

y(=a,e", (1.49)

tal que o; e A; s@o constantes que dependem da equagcdo homogénea. De fato, substituindo esta
solu¢do na equacao homogénea, tem-se

a, o, A e +a, o, A7 e+ taa h, €M a0, €M =0, (1.50)
que pode ser reescrita como
a A +a, AN ++ah +a,=0. (1.51)

A equacdo acima ¢ uma equagdo algébrica de ordem n que ird gerar as n raizes, ou n
solucdes A; da equagdo diferencial homogénea. Esta equacdo ¢ conhecida como equacgio
caracteristica da equagcdo homogénea. Esta equagdo sera estudada adiante, quando forem
vistas as fun¢des de transferéncia de sistemas lineares.

A solugdo da equagdo homogénea ¢ entdo dada por

=2 ¢a e (1.52)
i=l

mas como nao ha como obter separadamente os valores de ¢; e de ¢, entdo fazendo b; = ¢; a; a
solu¢do da equacdao homogénea fica

vi(6)=2 b e (1.53)
i=1

Pode-se agora calcular os valores de b; a partir das n condigdes iniciais, que informam
qual € o estado do sistema no instante ¢ = 0. As condig¢des iniciais estabelecem restrigdes nao
apenas ao valor de y, mas também ao valor de suas derivadas temporais. Num sistema
mecanico, por exemplo, as condi¢des iniciais seriam a posi¢ao ocupada pelo sistema no
instante inicial, sua velocidade e, eventualmente, também sua aceleragdao. Estas condigdes
levam a um sistema de n equagdes lineares a n incdognitas:

14
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3 b= 30)-,(0)

(1.54)

n dny d”y
Alb = 0)- 20
Z:, b= (0) T (0)

que permitem determinar todos os coeficientes b;.

Exemplo 1.4 — Se o termo forgante for uma fungdo ndo linear, descontinua ou transcendente
(por exemplo, f(¢) = t + sent), pode nao existir uma solucao geral para a equacao diferencial.
Porém, a solucdo da equacdo homogénea ¢ sempre possivel, caso esta seja linear. Seja, por
exemplo, o sistema mecanico formado por uma massa € uma mola, como mostrado na Figura
1.11. Busca-se uma solugdo para o movimento da massa sujeita a uma forga f{¢), tal que no
instante ¢ = 0, a massa estd na posi¢ao x(0) = xy, € com velocidade x(0)=0.

X

7 |

m

Figura 1.11 — Sistema mecanico massa-mola sujeito a acdo da forga f{¢)

A equacao diferencial que governa o movimento ¢ dada pelo equilibrio de for¢as na massa
m, ou seja:

f(t)=mi+ kx
A equacdo homogénea ¢ dada por
mi+kx=0,

que escrita na forma

.. k
X=——x,
m
permite concluir que a segunda derivada de x(¢) ¢ proporcional ao proprio x(¢). Isto leva a
solugdo invariavelmente para uma combina¢do de seno e co-seno, uma vez que

d’ cos ot :
————— =—0 Ccoswt
dt
e, igualmente,
d’* sen ot :
—————=-0 senw’
dt

Ja foi visto que a solucao da equagao homogénea de uma equagao diferencial linear ¢ dada
. ~ . A ~ ; ~ ;e
por uma combinagdo linear de o, e*', onde os A; s3o as raizes da equagio caracteristica. Neste
exemplo, a equacao caracteristica ¢ dada por:

15
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m\ +k=0,

cujas raizes sdo dois numeros complexos e conjugados com parte real nula, uma vez que tanto
m quanto k sao positivos:

A, =~k /mj
A, ==k /mj

A solugdo da equag@o homogénea ¢ portanto dada por
x()=a, e +a, e,

onde w=+/k/m e ¢é conhecida como a velocidade angular ou freqiiéncia natural de oscilagdo
do sistema. Pode-se agora exprimir a exponencial em fun¢do do seno e co-seno, resultando
em

x(t) =0, (cost + jsen ot) + a, (coswt — jsen wt),
ou ainda
x(t)=(a, +a,)cosot+(a, — a,)jsenot,
Uma vez que o, € o, sdo constantes, pode-se fazer ¢; = o + o, € ¢, = o — o, resultando
x(t)=c coswt +c,jsen ot ,

Antes de prosseguir, serd mostrado que x(¢) ¢ realmente solugdo da equagdo homogénea.
Tomando entdo a segunda derivada de x(¢),

¥(t) = —¢,” cos ot —c,»’ jsen ot ,
e substituindo na equagdo homogénea, tem-se
k k. .
m(—c,—cos ot —c, — jsen ot) + k(c, coswt +c,jsenwt) =0,
m m

ou seja, x(f) é solucdo da equacdo homogénea. As duas constantes c¢; € ¢; podem agora ser
determinadas pela aplica¢ao das condig¢des iniciais:

x(0)=¢,
e portanto ¢; = xo. Da mesma forma,
x(t) = —c, sen ot +c,jcos ot ,
que resulta
x(0)=cyl,
e pela condigdo inicial tem-se ¢, = 0. Isto leva a solu¢do da equagdao homogénea para

x(t) = x, coswt ,

16
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A Figura 1.12 mostra o deslocamento x da massa em fun¢do do tempo. Vé-se que a
equacao diferencial do péndulo linearizado (Secdo 1.2) ¢ igual ao da massa-mola, e, portanto,
possui a mesma solugao.

X0

Figura 1.12 — Deslocamento x do sistema massa-mola em func¢ao do tempo.

Exemplo 1.5 — Considera-se agora um sistema massa-amortecedor, indicado na Figura 1.13,
sujeito as condigdes iniciais: deslocamento x(0) = 0 e velocidade x(0) =v, .

Vo

b m

Figura 1.13 — Sistema massa-amortecedor sob condi¢des iniciais nao nulas.

Aplicando novamente o equilibrio de for¢as na massa m, tem-se a equagao diferencial
mxi+bx=0
Uma vez que este sistema nao possui termo forgante, entdo a equagdo homogénea coincide
- . . .. ~ 7 At
com a equagdo diferencial. Neste caso, admitindo-se novamente que a solugdo ¢ da forma e,
pode-se escrever a equacao caracteristica:
mi +bA=0,
que indica que o sistema possui duas raizes, das quais uma ¢ nula e a outra vale
A=——
m
0 que significa que a solugdo procurada ¢ da forma

~bt/m ~bt/m

x()=a,e’+o, e =a, +a, e,

Pode-se verificar que x(¢) ¢ solucdo da equacdo homogénea, pois

) b btlm
i(t)=——a, e’
m

17
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¥(t) = (ﬁj o, e

m

que substituidos na equagdo homogénea resulta

2
b _
m(_j az e bt/m
m

—bﬁoc2 e =0

As constantes a; € a, podem agora ser obtidas por meio das condigdes iniciais:

x(0)=a, +a,,

e portanto a; + o, = 0. A condi¢do da velocidade fornece

#(0)=—2a,,
m

que resulta

o m
=——v
2 0>
b
e assim
m
o, =—V,.
1 0
b

A solugdo do movimento do sistema ¢ portanto

x(t) =v, %(l—e’b’/’”) ,

cujo comportamento em func¢ao do tempo ¢ mostrado na Figura 1.14

m
Vy—
0
b

Figura 1.14 — Deslocamento x do sistema massa-amortecedor em func¢ao do tempo.

x(?)

1.7 Movimento harmonico amortecido.

Considera-se agora a equacao diferencial de um sistema linear de segunda ordem na

forma:

ay+by+cy = f(1)

18
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Equagdes semelhantes a esta resultam do movimento mecanico de um sistema massa-
mola-amortecedor, bem como de sistemas elétricos e fluidos. Deseja-se estudar o
comportamento dinamico deste sistema quando o termo forcante f{(¢) for nulo, ou seja, a
solugdo da equagdo homogénea. Ja foi visto que a solucdo da equacao homogénea de sistemas
lineares ¢ dada por

y(t)=o, " +a, e, (1.56)
onde A e A, sdo as raizes da equacdo caracteristica, dada por:

al® +brh+c=0 (1.57)

Sabe-se que as raizes de uma equacao do segundo grau podem ser reais ou complexas, e,
no segundo caso, serdo sempre complexas conjugadas. Sera visto agora como esta raiz influi
no comportamento dindmico do sistema. As raizes sdo obtidas pela resolugdo da equacao
caracteristica (neste caso do segundo grau), dadas por:

—b++b* —4dac —b—~b* —4dac
= 2a ,e 7\,2: 5 (158)

7\’1
2a

e podem, portanto, ser ambas reais ou complexas conjugadas, dependendo do valor do
discriminante A =b*> —4ac .

a) Duas raizes reais e distintas

Se o discriminante for positivo, entdo a equagdo caracteristica apresenta duas raizes reais e
distintas. Neste caso o sistema pode apresentar dois tipos de comportamento dinamico

e Ambas as raizes sdo negativas (A; <0 e A, <0). A solucdo ¢ dada entdo por

yt)=o,e " +a,e™ (1.59)

onde k; e k, sdo positivos. Esta equagdo indica que o comportamento do sistema
aproxima-se da origem conforme o tempo avanga, tendendo a um estado estacionario e
constante, conhecido como ponto de equilibrio, mostrado esquematicamente na Figura
1.15. Um péndulo fortemente amortecido, isto é, com atrito elevado é um exemplo de um
sistema com este comportamento.

Figura 1.15 — Sistema amortecido.

e Uma ou ambas as raizes sao positivas (A; > 0). A solucao ¢ dada entdo por

yt)=a,e" +a, e (1.60)
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cujo comportamento ¢ uma exponencial que tende para o infinito (Figura 1.16a). Neste
caso o sistema ¢ instavel, isto ¢, ndo atinge um ponto de equilibrio. Nota-se que a solucao
¢ instdvel mesmo que uma das raizes seja negativa (estavel). Um péndulo invertido ¢ um
exemplo de sistema com comportamento instavel. Qualquer desvio com relacdo ao ponto
de equilibrio (dngulo © = 0, Figura 1.16b) leva o péndulo a se afastar cada vez mais. E
claro que quando o péndulo aproxima-se do ponto de minima altura ele torna-se um
péndulo normal, com um ponto de equilibrio estavel. Porém as equagdes obtidas aqui s@o

linearizadas e portanto nao sdo validas quando o angulo 0 for muito grande.

(a) (b)
Figura 1.16 — Sistema instavel (a) e um péndulo invertido (b)

Uma raiz de multiplicidade dois

Se o discriminante for nulo, entdo se tem uma raiz dupla, ou de multiplicidade dois. Isto
acontece quando a equagdo caracteristica puder ser posta na forma de um quadrado

perfeito: (al+c)* =0. Neste caso tem-se um sistema estavel se a raiz for negativa (Figura
1.15) ou instavel se a raiz for positiva (Figura 1.16).

Duas raizes complexas e conjugadas

Se o discriminante for negativo, entdo surgem duas raizes complexas e conjugadas, na
forma A, =c+wj, e A, =c—j. A solugdo da equagdo diferencial é portanto dada por:

y(t)=a, eV + o, eV (1.61)

que pode ser colocada na forma

y(t)= (o, +a,)e” cosor + j(o, —a,)e” sen ot (1.62)
Fazendo a; + o, = A4, e (o] — a)j = B, tem-se entdo que

y(t) = Ae® coswt + Be® sen ot (1.63)

Nota-se que aparentemente B ¢ complexo. Contudo, se a; e o, forem complexos
conjugados, entdo tanto 4 quanto B serdo reais. Supondo entdo que

A=Csenp,e B=Ccoso, (1.64)

resulta para y(7)
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y(t) = Ce” sen(wt + @), (1.65)

onde C e ¢ valem:

C=A+B (1.66)

Qo= arctang (1.67)

O comportamento do sistema depende, agora, do valor da parte real da raiz, ou seja, de G.
Se a parte real for positiva, entdo o sistema sera instavel, e a amplitude de oscilacao ira
aumentar com o tempo, como mostra a Figura 1.17a. Se a parte real for nula, tem-se um
sistema oscilatorio puro, semelhante aquele mostrado no exemplo 1.3. Se a parte real for
negativa, o sistema ¢ estavel e amortecido. Com o passar do tempo, ele tende para o
repouso em )(¢) = 0, como ilustra a Figura 1.17b.

/\AA

/\

(a) (b)
Figura 1.17 — A resposta da equacdo homogénea de um sistema linear de segunda
ordem ¢ um sistema oscilatorio instavel (a) ou estavel (b).
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1.8 Exercicios
1) Linearizar o sistema composto por um conjunto biela-pistdo, mostrado na Figura 1.a,

supondo que o angulo a fique proximo de 0° e que o comprimento 4 da biela seja
muito maior do que o raio » do virabrequim.

Figura 1.a — Conjunto biela-pistdo do exercicio 1.
Resposta:
xX=ra

2) Simplificar o nimero complexo:

7§ -7 —4j-2
= o4 3 2 .
2"+ -3 +3j-3

Resposta:
Z=———]
8 8 )

3) Reduzir a fungdo mostrada a seguir a uma Unica fracao

G(s)= 1 + ! + !
s—1 $+0,5-0,5V3j s+0,5+0,5V3j
Resposta:
35
G(s)=
(s) P
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2 TRANSFORMADA DE LAPLACE

A transformada de Laplace ¢ um operador funcional (isto ¢, que opera e transforma
fungdes) utilizada para resolver de forma sistematica equagdes diferenciais lineares que
representam sistemas dindmicos. A transformada de Laplace modifica as fungdes no tempo
¥(?), passando a representd-las em funcao de uma variavel s conhecida como freqiiéncia
complexa. A transformada de Laplace da funga@o y(¢) ¢ representada por Y(s).

2.1 Definicao de transformada de Laplace

Por convencdo, representa-se a dindmica em func¢do do tempo com letras mintsculas ((¢),
x(t), g(f), f(¢)), e suas transformadas por letras maiasculas (Y(s), X(s), G(s), F(s)). A
transformada de Laplace ¢ definida como

F(s)=L(ft) [ ftye™ dr. @.1)

Nota-se que F' é uma fungdo que depende da varidvel s € ndo mais do tempo ¢ £2()
representa, por sua vez, o operador da transformada de Laplace. A integracdo ¢ realizada entre
os extremos 0 e co. Para indicar que o limite inferior deve incluir necessariamente o valor zero
(e ndo um valor positivo proximo de zero), indica-se este limite por 0. O operador da
transformada de Laplace pode ser invertido, isto ¢, dada a funcdo transformada, pode-se obter
a dinamica em funcao do tempo por meio de:

fO=L'Fe) =5 [ " Fs) e ds 22)
T jJo-io

onde j ¢ a base dos numeros complexos (j=+—1).

2.2 Propriedades da transformada de Laplace

A transformada de Laplace apresenta diversas propriedades que sdo uteis na sua aplicagao.
Porém estas propriedades nao serdo demonstradas aqui, e algumas delas sequer serdo
apresentadas. O leitor devera buscar na bibliografia material adicional para complementar este
estudo. Menciona-se, contudo, que as demonstragdes seguem diretamente da defini¢do
fornecida acima.

As propriedades mais importantes sao:

a) Linearidade

Se F(s)=2L(f,(1)) e F,(s)=L(f,(1)), isto &, se a transformada de Laplace de fi() for
F(s), e se a transformada de f5(¢) for F,(s), entdo

Loy, i)+, f,(0) =0, F(s)+a, F(s) (2.3)

Analogamente, a transformada inversa ¢ também linear pois

Lo, F(s)+a, F(s) =0, fi(t)+a, f,(t) (2.4)
b) Mudanga na escala do tempo

Se a transformada de Laplace de f{¢) for F(s), ou F(s)=L(f(¢)), entdo
23



d)

ANALISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara

L(f(t/a)=aF(as) (2.5)

Transformada da convolugao

A convolugdo de duas fungdes do tempo fi(?) e fo(¢) ¢ definida como sendo uma operagio
dada por

KO L2 [ f0-7) L) dv (2:6)

onde o simbolo “*” indica a convolugdo de f; e f, por defini¢do. A transformada de
Laplace da convolugdo de f; e f; vale entdo

LH@)* f1(0) =F(s) Fy(s) (2.7)

Translacao real

Uma translacdo no dominio do tempo consiste em adicionar ou subtrair uma constante ao
tempo. Corresponde, portanto, a um atraso ou a uma antecipagao de um evento. Entao, se
F(s)=2L(f(t)), a transformada de Laplace da translag¢do real (isto é, no dominio do

tempo) vale:

L(ft—a)l(t—a))=e" F(s) (2.8)

onde a € uma constante real. Na translacdo real € necessario introduzir a fungdo degrau
unitario 1(t) para evitar que a fun¢do f assuma valores diferentes de zero quando ¢ for
menor do que a.

Translagdo complexa

Na translacdo complexa adiciona-se ou subtrai-se uma constante na func¢do transformada.
Novamente, se F(s)=/2(f(¢)), entdo a translagdo complexa afirma que

F(s—a)=L(c" (1) (2.9)

onde a ¢ uma constante complexa.
Diferenciacao real

A diferenciacdo real permite obter a transformada da derivada temporal de uma funcao.
Esta propriedade ¢ muito importante porque permite a constru¢do da equacdo
caracteristica a partir da equagdo de derivadas, como sera visto adiante. Supondo que
F(s)=2L(f (1)), a diferenciagdo real resulta em

ﬁ(%j=£(f>=sF<s)—f<0'> (2.10)

sendo que f{0") € o resultado da avaliagdo de f{¢), com ¢ tendendo a 0 negativamente (pela
esquerda). O conceito de diferenciagcdo real pode ser estendido para derivadas de maior
ordem, resultando
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d f df - dn Zf dn lf
L =s"F(s)—s""f(07)=s"2=2(0")—...—s — 0 2.11
P (s)=s""f(07) - dt() d,,z() d”l() (2.11)
Nota-se que a funcao f e suas derivadas temporais, quando avaliadas no instante 0,
representam as condi¢des iniciais do sistema. Por exemplo, considerando o movimento de
um péndulo, as condi¢des iniciais irdo estabelecer a posicao inicial do péndulo, (isto ¢, a

posicdo @que ele ocupa no instante ¢ = 0) a sua velocidade 6 inicial.

g) Integracao real

A integracdo real permite obter a transformada de Laplace da integral da fungdo f{¢). Se
F(s)=2L(f(t)), aintegragio real leva ao resultado

2([ro dt) al (S) %[ [ro dtlzm (2.12)
h) Limite do valor final

O limite do valor final permite estabelecer uma correspondéncia entre o comportamento
do sistema em regime permanente (isto €, conforme ¢ tende ao infinito), e o valor da

transformada de Laplace da func¢do avaliada conforme s tende a zero, isto ¢:
lim f(¢) = lirrolsF(s) (2.13)

Uma vez que o valor de f{f) no regime permanente est4 relacionado com a estabilidade da
dinamica, a relacdo apresentada acima ¢ utilizada na analise desta estabilidade. Contudo,
esta expressao ¢ valida somente se F(s) ndo apresentar polos com parte real positiva (ver
Secao 4.2).

2.3 Transformadas de Laplace de funcées simples

Embora existam infinitas fungdes matematicas, o comportamento dindmico de sistemas
lineares ¢ governado por apenas uma pequena fracdo destas fung¢des. Por outro lado, o termo
forcante em geral possui também um comportamento dindmico que pode ser expresso por
meio de fungdes simples, o que limita também o universo de fungdes disponiveis para serem
transformadas. Assim, a aplicacdo da transformada de Laplace em sistemas dindmicos
comuns levou a um numero restrito de exemplos que podem ser relacionados sem a
necessidade de se efetuar a transformacao a cada novo problema. Em outras palavras, a quase
totalidade de problemas encontrados pode ser resolvida por um pequeno conjunto de
transformadas que ja se encontram  tabeladas. Assim, ndo ¢ necessario efetuar a
transformagdo, mas tdo somente aplicar as tabelas de transformadas.

Na verdade, a manipulagdo de sistemas dinamicos e o projeto de sistemas de controle sao
facilitados quando se trabalha no dominio da transformada de Laplace. Por outro lado, a
visualizagdo do comportamento dindmico no tempo ¢ obscurecida ao se utilizar a
transformada, pelo menos por aqueles que ainda nao se adaptaram com a variavel complexa.
Por isso, ¢ freqiiente que problemas sejam elaborados no dominio do tempo, resolvidos no
dominio da transformada de Laplace e, a seguir, transformados de volta ao dominio do tempo.
Logo, ndo apenas as transformacdes para o dominio da varidvel complexa sdo importantes,
mas igualmente importantes sdo suas inversas, que permitem retornar ao dominio do tempo.
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A Tabela 2.1 apresenta a transformada de Laplace das principais fungdes utilizadas em
sistemas lineares.

Tabela 2.1 — Transformadas de Laplace de algumas fungdes.

AQ) F(s)
1
1-Fung¢do degrau unitario 1(¢7) —
s
2-Fungdo impulso o(1) 1
. . do(t
3-Derivada do impulso % s
4-Funcao rampa t =
5 t}’l—l i
(n—-1)! s"
1
6 e—at
s+a
1 —at —bt 1
7 sl ) (s+a)(s+b)
8 ! (at—1+e) 1
—_— a J— —
a’ s’ (s+a)
®
9 sen ot
s+
s
10 cos ot
'+
®
11 at _—
€ senmt (s+a)2 e
12 —at S—i_—a
e “ cos wt Gta) o
2
13 T sen( l—czcont) O
1-¢* s*+20m,5 + o
14 sen ot — it cos ¢ 1
20° (s + @)
22
15 tcosmt sz—oozz
(s +m)

2.4 Funcio de transferéncia

Considera-se um sistema dindmico regido por uma equacdo diferencial linear a
coeficientes constantes na variavel y(¢), tal que x(¢) ¢ a funcao forgante

n n—1 m m—1
and y+an_ld 7)1}+---+alﬂ+a0y=bmd x+bm_ d )f+---+b1@+b0x (2.14)
dt" dt" dt dr” dt
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Supondo agora que seja conhecida a transformada de Laplace de ambas as fung¢des, isto €
L0o(0) = Y(s) e L(x(f)) = X(s), entdo ao aplicar-se a transformada na equacdo diferencial,
tem-se:

d’ly d d’"x @
Q(an - j+ +£(al dtj+£(aoy) Q(bm dt’"j+ B(b dtj+.,9(b x) (2.15)

Aplicando a seguir a propriedade de diferenciagao real, resulta que:

a{s”Y(s)—Zn:s” ’ cgzll o )}a { My (s)— Zs” L cglll o )} +

+a,[sY(s)=y(0)]+a,Y(s)=b, {«"X(s) - i s" ‘;l’f (0-)} + (2.16)

+b, {s’"'lX(s) - mﬁsm-l-" ‘jﬁlf (o-)} oot by | s X(8)=x(07) |+ by X(s)

Agrupando os termos em Y(s) e X(s), a equacao fica

(a s"+a, s”’1+---+a1s+a0)Y(s)—

if —1 i*

—a ZSnldll z dll( ) _aly(o)_
5 = 2.17)
:(bms +b, " 4+ b s+b, )X(s)—
m dll m— dll
07)—b,x(0"
b, 3 S0 b, S 0= 0

Isolando agora o termo ¥(s), tem-se que:

b s"+b ’”"+ +b s+b
Y(S): m - m—1 OX()
a,s +anls "+ota s+a,

n—i n ld
0,y d,1(0)+a,,12s‘ S @)t ay(0)

+—-H= = - (2.18)
a s"+a, s"" ++as+a,

m dll m— dzl
bmzl dll(O) Zl dll(0)+ +b, x(07)

I’l

a,s"+a, s"" ++as+a,

Se o termo forgante for nulo, isto €, se x(¢) = 0, entdo X(s) é também nulo, ¢ tem-se com
1sso a resposta do sistema a entrada nula ou estado nulo, isto ¢é:
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- dl -1 . ldz 1
anz y(o )+aanS - dlly(o )+ +ay(07)
_ i=1 11
YX:O(S)_ -

a,s"+a, s"" ++a s+a,

(2.19)

m i zl m—1 . ldtl
b, s 11(0)+bmlz - d11(0)+ +b,x(07)
i=l

i= 1

a,s"+a, " ++as+a,

A resposta do sistema a entrada nula indica como o sistema evolui por si s6 apos ser
abandonado sem a aplicagcdo de agentes externos. Por exemplo, um péndulo ao ser deixado
num ponto fora da posi¢do de equilibrio ira oscilar até amortecer por completo seu
movimento pendular.

Por outro lado, se as condigdes iniciais forem todas nulas, ou seja, se y(¢) e todas as suas
derivadas temporais até a ordem n forem nulos, entdo se pode obter a resposta do sistema as
condicoes iniciais nulas:

b s"+b ’”"+---+b s+b

Y oo(s) =———" C X (s) (2.20)
a s"+a, s"" ++a s+a,

Condig¢des iniciais nulas significam que no inicio da contagem do tempo (¢ = 0), o sistema
encontra-se em equilibrio e em repouso. Num sistema mecanico isto corresponde a posicao e
velocidades iniciais nulas. Num sistema elétrico, estas condigdes significam que os
capacitores e indutores estdo descarregados e a corrente inicial € nula.

A resposta de um sistema ¢ dada, na transformada de Laplace, pela soma da resposta a
condigdes iniciais nulas e da resposta a entrada nula:

Y(s) =Y o(8)+Y, () (2.21)

Com base na resposta do sistema a condigdes iniciais nulas define-se a func¢do de
transferéncia G(s) do sistema, dada por:

Y),(0)=0(S) _ bm s +bm—1 Sm_1 +"'+b1 S+b0
X(s) a s"+a, s"" ++as+a,

G(s) = (2.22)

A funcdo de transferéncia traduz o comportamento do sistema com relacdo a uma dada
excitacdo aplicada pelo termo forgante. Em outras palavras, a fungdo de transferéncia
corresponde a transformada de Laplace da saida apresentada pelo sistema, Y(s), com relacdo a
transformada da entrada, X(s), sob condi¢des iniciais nulas. Ela s6 pode ser obtida para
sistemas lineares. Em resumo, a fun¢do de transferéncia pode ser entendida como

Saida

Funcgao de transferéncia =
Entrada

Exemplo 2.1 — Obter a funcdo de transferéncia do sistema elétrico dado pela equacao
diferencial

2 2
rRe O picpcd
a’ i di

onde a fun¢ao forgante ¢ a tensao u(?) e a variavel é a corrente i(7)
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Solugao:

A transformada de Laplace da corrente i(¢) € I(s), enquanto que a transformada da tensdo
u(t) € U(s). Aplicando a transformada de Laplace em ambos os membros, fica-se com

d* _di d’u
Ll RC—+L—+Ri|=L|LC—+u|,
( e’ dt j ( dr’ j
que, pela propriedade de linearidade fornece

d’i di N d’u
RCQ(?}J "Q(E}R GQ(z)_LCDG( e j+£(u),

e pela propriedade da diferenciacgdo real, tem-se que
2 ey Al e
RC[S I(s)—s1i(0 )_E(O )}LL [s 1(s)—i(0 )]+R I(s)=
2 . du
=LC|s"U(s)—su(0 )_E(O ) |+ U(s)

Como a func¢ao de transferéncia assume condicdes iniciais nulas, entdo resulta
RCs* I(s)+LsI(s)+RI(s)=LCs*U(s)+U(s),

ou
[RCS*+Ls+R]I(s)=[ LCs”+1]U(s).

e a funcao de transferéncia fica

I(s)  LCs*+1

G(s) = = p
U() RCs"+Ls+R

Exemplo 2.2 — Obter a funcdo f{¢) cuja transformada de Laplace ¢ dada por

4 4

F(s)= }
() s+2 s*+16

Solucao:

Pela propriedade de linearidade, a transformada inversa de uma soma ¢ a soma das
transformadas inversas, ou seja

TR R
f(t)_4"g(s+2j “g(s2+16j'

que corresponde, com base na tabela de transformadas, a

f(t)=4e*—sen4t

A Figura 2.1 mostra a func¢do f'em func¢do do tempo z.
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Figura 2.1 — Fungo f(r) do exemplo 2.2
2.5 Polinomio caracteristico

Seja novamente a equagdo diferencial de um sistema linear a coeficientes constantes, tal
que o termo forgante x(#) seja nulo, dada pela equacdo homogénea:

n n—1
08V, &Y ---+a1%+a0y=0. (2.23)

n n n—1 n—1 +
dt dt

Aplicando a transformada de Laplace a esta equagao (supondo que a transformada de y(¢)
seja Y(s)), tem-se o polindmio caracteristico da equacao diferencial:

P(s)=a,s"+a, s"" ++as+a, (2.24)

Nota-se que o polindmio caracteristico ¢ igual a equacdo caracteristica, com a diferenca
que o polindmio € expresso na variavel complexa s. De fato, a equagdo caracteristica neste
caso ¢ dada por P(s) Y(s) = 0. Percebe-se também que o polindmio caracteristico € o proprio
denominador da fung¢do de transferéncia.

Exemplo 2.3 — Obter a resposta a entrada nula do sistema cuja equagdo diferencial ¢

dzy
dt

du(t)
dt

) dy(®)

+3 +2y(t)=3
2 7 y(®)
sujeita as condi¢des iniciais y(07)=1 e y(0")=1. Indicar também o polindmio caracteristico
da equacao.
Solucgao:

Aplicando a transformada de Laplace com condi¢des iniciais ndo nulas na equacao
diferencial tem-se:

[s* Y(5)=s »(07) = 3(07)]+3[s Y(5) = »(0)]+2Y(s) =3[s U(s)~u(0)]-U(s),
que resulta, apos agrupar os termos:
(s> +35+2)Y(s)—5 y(07)=3(07)=3p(0")=Bs—-1) U(s)-3u(0")

Uma vez que a entrada € nula, entdo u(¢) = 0, para ¢ > 0, que implica em U(s) = 0. Logo a
equagao transformada fica
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(s +35+2)Y,_,(s)=5 y(07)+3(07)+3y(07)
O polindmio caracteristico ¢ portanto
P(s)=s"+35+2

e a resposta a entrada nula sera dada por:

(s+3) »(0)+3(07)
s +3s+2

Yy o(s)=

Substituindo os valores das condigdes iniciais, e sabendo-se que as raizes do polindmio
caracteristico sdo 1 e 2, pode-se entdo separar a fragdo em dois termos (a decomposicao de
uma fragdo em fragdes parciais sera estudada no capitulo 4):

s+4 3 N -2
S +35+2 s+l s+2

Y, ,(s)=
A transformada inversa de Laplace aplicada a equacdo acima resulta:

y(t)=3e"'=2¢e",

cujo grafico ¢ mostrado na Figura 2.2. Nota-se que o sistema tende para a origem conforme
cresce o tempo.

1.2 T T T T T T
1.0
0.8

(1) 0-6
0.4
0.2

0.0 :
0 1 2 3 4 5

t (seg)

Figura 2.2 — Comportamento dindmico do sistema do exemplo 2.3 a entrada nula.

o)
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3 SISTEMAS DINAMICOS LINEARES

Os sistemas dindmicos sdo compostos por diversos elementos que interagem entre si,
trocando energia e transmitindo poténcia. Um motor de combustdo interna, por exemplo,
converte energia quimica presente no combustivel em energia térmica na camara de
combustdo. A energia térmica ¢ convertida em pressao que por sua vez ¢ convertida em forga.
A forca move o pistdo do motor linearmente, mas este movimento ¢ a seguir transformado
num movimento rotativo do eixo do motor. Parte da poténcia gerada no eixo ¢ consumida por
um alternador que converte a energia mecanica rotacional em energia elétrica, que sera
utilizada para disparar a centelha na vela. Esta centelha provoca a queima do combustivel com
o0 ar na camara de combustdo do motor. Tem-se, assim, num motor, um sistema composto por
elementos térmicos, mecanicos, elétricos e pneumaticos. A analise de um sistema como este ¢
bastante complexa, mas pode ser simplificada mediante a ado¢do de componentes com
comportamento linear, e pela generalizacao de regras para a composicao destes elementos em
sistemas escalonados, isto €, sistemas complexos compostos por sistemas mais simples, e
estes, compostos por elementos. Cada elemento, por sua vez, ¢ descrito por equacodes
elementares, que traduzem, de forma matematica, a lei que governa seu comportamento
dinamico.

3.1 Elementos de sistemas dinimicos

Os componentes com comportamento linear podem ser agrupados em: mecénico
translacional, mecanico rotacional, elétrico, hidraulico ¢ térmico. Sistemas pneumaticos
ndo sdo lineares em virtude da compressibilidade do ar. Isto ndo significa, porém, que estes
sistemas nao possam ser utilizados em controle. Deve-se apenas cuidar para que sua utilizagao
seja restrita a problemas onde a linearidade seja garantida.

Sistemas dindmicos devem possuir uma ou mais entradas e apresentar uma ou mais saidas.
Entradas e saidas sdo em geral termos forgantes ou varidveis de estado. As entradas sdo
também conhecidas como fontes em virtude de sua caracteristica de gerar sinais que excitam
o0 sistema, ou prover energia para ele. Logo adiante serdo vistas as principais fontes associadas
aos sistemas lineares.

A saida de um sistema pode servir de entrada para outro, e, ndo raro, os sistemas podem
transformar um tipo de varidvel em outro. Uma turbina hidrdulica ¢ um sistema que
transforma energia hidrdulica em movimento mecéanico rotacional. Elementos que
transformam a varidvel ou que amplificam um sinal sem transforma-lo em outro sao
genericamente conhecidos com elementos a quatro terminais.

3.2 Mecanico translacional

Sistemas mecanicos translacionais sdo aqueles nos quais os deslocamentos seguem linhas
retas. Existem 3 componentes lineares nos sistemas mecanicos translacionais: a massa, a
mola e o amortecedor. Cada um deles possui uma equacdo que define seu comportamento
dinamico. Aplicando-se a lei de Newton numa massa m, por exemplo, tem-se que

f=ma=mv=mjy (3.1)

que pode ser interpretada na forma: a forga aplicada a massa ¢ igual ao produto da massa pela
aceleracdo. Nota-se que a aceleracdo pode ser expressa por meio da derivada temporal da
velocidade v ou entdo pela segunda derivada do deslocamento y. A massa pode estar
submetida a mais de uma forga, e neste caso a equacao pode ser generalizada na forma
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Zf,.:ma:m\}:mj} (3.2)

Aplicando-se a transformada de Laplace nesta relacdo, tem-se o resultado

ZE(S)zmA(S)zmSV(S):mSZY(s), (3.3)

onde A(s), V(s) e Y(s) representam a transformada de Laplace da aceleragdo, velocidade e
deslocamento, respectivamente. A Figura 3.1 mostra a representacdo esquematica de uma
massa sujeito a agao de forgas.

vouy

— Y1 2 Vi %)
2f S oo S
— m — - | o -

Figura 3.1 — Representacao de uma massa m submetida a acdo de forcas, de uma mola
de coeficiente k£ ¢ de um amortecedor b.

A equagdo da mola ¢ dada pela lei de Hook:

f=-ky, (3.4)

onde k ¢ a constante da mola. Nota-se que a forca gerada pela mola é sempre contraria ao
deslocamento, isto €, se o deslocamento for positivo a forca ¢ negativa e vice-versa. As
extremidades da mola podem estar submetidas a deslocamentos distintos, como mostra a
representacao da mola na Figura 2.6, e portanto a equagao fica:

f==k(—»,). (3.5)

Nota-se que a mola ¢ admitida como ideal, o que significa que sua massa ¢ nula e que a
forca nas suas extremidades sdo iguais e contrarias. A for¢ca na mola pode ser posta também
em func¢ao da velocidade das suas extremidades:

ﬁz—k(yl—yz)z—k(jvl dt v, dt). (3.6)

Aplicando agora a transformada de Laplace a esta equagdo, tem-se

F (s) :—k[ms)—n(s)]:—f[Vms)—Vz(s)]. 3.7)

Um amortecedor € um componente capaz de resistir ao movimento de seus terminais. Um
amortecedor automotivo ¢ um bom exemplo deste componente, e sua fungdo ¢ dissipar a
energia de oscilagdao do veiculo causada pela mola. A for¢a no amortecedor € proporcional a
velocidade com que as sua extremidades se aproximam ou se afastam, como mostra o
esquema da Figura 3.1, ou seja

Sy ==b(,—vy))==b(y,~,) (3.8)

A transformada de Laplace da equag@o acima resulta em

Ey(s)==b[V(s)=Vy(s)]=~bs[Y(s) - Y, (s)] (3.9)
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E claro que amortecedores mecanicos sao também idealizados, isto ¢, admite-se que
possuem massa nula.

3.3 Mecanico rotacional

Sistemas mecénicos rotacionais sdo bastante semelhantes a sistemas translacionais. A lei
de Newton pode ser aplicada também a elementos que giram, como rotores, freios e molas
torcionais. O equivalente da massa translacional em sistemas mecanicos rotacionais ¢ a
inércia ou momento de inércia. E igual ao produto da massa pelo quadrado do raio de giro.
Portanto, o momento de inércia depende da massa do corpo e também da dire¢do do eixo de
rotagdo. Um cilindro, por exemplo, possui diferentes momentos de inércia para eixos
paralelos ou perpendiculares ao seu eixo de simetria. O momento de inércia de um corpo
qualquer ¢ definido como

1=[ Fpav (3.10)

onde » ¢ o raio de giro do elemento de volume dV e p ¢ a densidade do material na posi¢do r.
A integral deve ser efetuada em todo o volume V' da massa. O raio de giro ¢ a distancia do
elemento de volume dJ ao eixo de rotagdo. O momento de inércia de um cilindro de raio » ¢
massa m com relagdo ao seu eixo de simetria vale

2
r

Ly=m=—. (3.11)

Uma esfera de raio » e massa m possui momento de inércia com relagdo a um eixo que
passa pelo seu centro igual a

2

r
Iebf=2m?. (3.12)
A lei de Newton aplicada a uma inércia rotacional é
Yt =lo=I0=16, (3.13)

onde t; ¢ um dos torques aplicados na inércia /, e causa a aceleragdo angular o.. ® e 6
representam, respectivamente, a velocidade angular e o angulo de rotacdo da inércia. A
representacao esquematica da inércia ¢ mostrada na Figura 3.2.

A transformada de Laplace do torque aplicado a inércia / gera
D Ti(s)=1A(s)=15Q(s)=15>O(s), (3.14)

sendo que T(s), A(s), Q(s) e O(s) sdo as transformadas do torque 1, da aceleracdo angular a,
da velocidade angular ® e do deslocamento angular 6, respectivamente.

woub 0 0,

AV YT

Figura 3.2 — Representacdo do momento de inércia /, da mola torcional e
do amortecedor rotacional.
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A mola torcional (semelhante a mola de um reldgio) e o amortecedor rotacional (dois
discos face a face em fricgdo, como a embreagem de um veiculo), mostrados também na
Figura 2.9, seguem expressodes andlogas aos equivalentes translacionais:

v, =k (0,-0,) =~k ([, di [, dr), (3.15)
e

1, =—b(0,—0,)=-b(B,-6,). (3.16)

Aplicando a transformada de Laplace nestas expressdes, tem-se:

T (s)=-k[0,(s)-0O,(s)] = —% [€,(s)— €2, ()], (3.17)
e

T, = -0, (5)~ Q,(5)] = b5 [©,(5) ~ ©,(5)]. (3.18)

3.4 Elétrico

Os componentes de circuitos elétricos sdo: o capacitor, o indutor e a resisténcia. Estes
componentes sao elementos passivos, isto €, ndo necessitam de suprimento de energia para
funcionarem adequadamente. Existem, ¢ claro, diversos outros elementos associados a
circuitos elétricos, como transistores, amplificadores operacionais, chaves de poténcia, etc.
Todos eles, porém, necessitam de suprimento externo de energia e sdo nao lineares. Sdo,
portanto, tratados diferentemente dos circuitos passivos. Da mesma forma que a forga
estabelece as relagdes dinamicas nos sistemas mecanicos, nos sistemas elétricos é a corrente
que faz este papel. Porém ¢ mais pratico representar esta dinamica ndo em termos da corrente,
mas sim da tensdo elétrica (voltagem). Ha, de fato, uma grande analogia entre os sistemas
elétricos e mecanicos (e também entre estes e os sistemas hidrdulicos). A mudanca da
representacao de corrente para tensao nao altera esta analogia.

Nos elementos dos circuitos elétricos, a tensdo varia nos terminais do elemento, conforme
mostra a Figura 3.3, seja ele um indutor, um capacitor ou uma resisténcia (ou resistor). A
corrente que o atravessa, contudo ¢ a mesma em qualquer um dos seus terminais.

Um indutor de indutancia L submetido a tensdes u; € up (u; > up) em seus terminais,
apresenta uma varia¢do na corrente proporcional a esta tensao, ou seja

()= 1 4@
w0, (0)= L (3.19)
L C R
ulo—mm—ouz ulo—H—ouz ulo—/\/\/\/\/—ouz
— — —
i(?) i(?) i(?)

Figura 3.3 — Representacdo dos elementos elétricos: indutor L, capacitor C e resistor R.
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Por sua vez, a corrente elétrica num capacitor € proporcional a variagdo da tensao em seus
terminais, ou

I ¢,
() =) = j i(t) dt (3.20)
No resistor, por sua vez, a corrente ¢ proporcional a tensao:

u, ()= u, () = R () (3.21)

Pode-se agora efetuar a transformada de Laplace destas relagdes, supondo, € claro, que a
transformada da corrente € I(s), e a transformada da tensdo ¢ U(s). Tem-se com isso as
impedancias complexas do indutor, capacitor e resistor, respectivamente:

U,(s)-U,(s)=Ls I(s), (3.22)
U\(8)=Us (5) == I(s). (3.23)
Cs
e
U,(s)-U,(s)=R I(s). (3.24)

A corrente elétrica ¢ definida como sendo igual ao fluxo de carga que passa num condutor
por unidade de tempo. Em outras palavras,

dq(t
i(t) =ﬂ, (3.25)
dt
onde ¢(?) ¢ a carga das particulas elétricas. Efetuando a transformada de Laplace da corrente
em funcao da carga tem-se I(s) = s Q(s), o que permite relacionar as transformadas
elementares também em termos da carga que passa pelos elementos:

U ()~U,(s)=Ls* O(s), (3.26)
U/()-Us(5) = 006), (3.27)
Ui(s)=U,(s)=Rs O(s). (3.28)

Capacitores, resistores e indutores reais possuem comportamento dindmico diferente deste
apresentado aqui. Eles sdo lineares até certo ponto, a partir do qual as ndo linearidades passam
a dominar. Além disso, ndo existem elementos totalmente puros. Um capacitor apresenta uma
certa resisténcia e uma certa indutancia. O mesmo ¢ valido para os outros elementos. Em
geral, a capacitancia e a indutancia exibida por um resistor real ¢ suficientemente baixa para
que possa ser desprezada nos calculos. Isto também acontece nos capacitores e nos indutores
reais.

3.5 Hidraulico

Analogamente aos demais elementos dos sistemas lineares, sistemas hidraulicos possuem
3 elementos basicos: a indutancia fluida ou inertdncia L; a capacitancia fluida Cr e a
resisténcia fluida R, Uma indutincia fluida ocorre quando se tem uma grande quantidade de
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liquido fluindo por uma tubulacdo longa e de grande diametro, como mostra a Figura 3.4.
Como ocorre com uma inércia qualquer, ao se tentar frear ou acelerar esta grande massa de
liquido € necessario prover uma grande pressao (for¢a) e energia. Portanto, a diferenca de
pressdo nas extremidades da tubulagdo serd a responsavel pela variagdo na vazao de liquido
q(t) (em unidades de volume por unidade de tempo), na forma:

n(0)—-p,(O)=L, % (3.29)
t
Cr
, Ly , = Ry
p___—== p —= P —= D1 %Pz
q(?) q1(?) q2(?) —
q(?)

Figura 3.4 — Representacdo esquematica da inertancia fluida L, capacitancia fluida C, e
resisténcia fluida R,

Uma capacitancia fluida ¢ na verdade um tanque de liquido, no qual a capacitancia
depende da area da secdo transversal. Neste tanque a pressdo no fundo depende
exclusivamente da altura do liquido, e ¢ a mesma tanto na saida como na entrada, conforme
indica a Figura 3.4. Porém as vazdes de liquido podem ser diferentes, fazendo com que o
nivel do liquido aumente, se a vazdo de entrada for maior do que a vazao de saida, isto €, se
q1(t) > qo(t), ou diminua caso contrario. A relagdo que governa a dindmica do capacitor fluido
¢ entdo

dp(t)
¢.(0~q,(0)=C, LY (3.30)
dt
Esta relacdao resulta da constatagdo de que a pressao num ponto depende da altura da
coluna de liquido sobre este ponto. Em outras palavras, a forca f exercida sobre uma area 4 ¢

funcao do peso do liquido acima desta area, ou

ziszg’ (3.31)

A A
pois a massa do liquido ¢ igual ao produto da densidade p pelo volume (g ¢ a aceleracdo da
gravidade). Por sua vez, o volume de liquido sobre a area ¢ dado pelo produto da area 4 pela
altura & deste liquido até a superficie, de onde:

p=pgh. (3.32)

Porém, se q(f) — g2(¢) representar a vazao que entra no tanque, entdo o volume dV de
liquido acrescentado no intervalo de tempo dt sera igual a [g1(¢) — ¢g2(¢)] dt. Neste intervalo de
tempo, este volume causou uma variacdo dh da altura da coluna de agua do tanque, de tal
forma que dV = A4 dh. Igualando os volumes tem-se

dh
AE—ql(f)—qz(f) (3.33)
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Derivando agora a relacao que fornece a pressao em fun¢ao da altura / e substituindo na
expressdo acima, chega-se a

ap _pg o
i CIORIAOIE (3.34)

Comparando-se agora esta relacdo com a equagdo do capacitor fluido, obtém-se que

c, ==, (3.35)

Por sua vez, uma resisténcia fluida ¢ simplesmente um registro, ou uma torneira semi-
aberta. Neste elemento € possivel ajustar o valor da resisténcia fluida R.. abrindo ou fechando
o registro. Nos circuitos hidraulicos assume-se que este valor da resisténcia ¢ fixo, caso
contrario o sistema ja ndo seria linear a coeficientes constantes. Na resisténcia fluida a vazao
que passa por ela é proporcional a diferenga de pressao em seus terminais:

()= p,()=R, q(1) (3.36)

Esta relagdo permite analisar um fenomeno pouco compreendido no cotidiano. Percebe-se
por ela que uma torneira consegue ajustar a vazao, mas nao a pressao. Em outras palavras,
ajustando-se o registro convenientemente pode-se dosar a quantidade de liquido que jorra da
torneira. Porém, ndo se consegue ajustar a pressdo por meio dela. Isto significa que se uma
torneira apresentar um pequeno vazamento (pingando), dependendo da pressdo na tubulagdo
ndo se consegue deter este vazamento com a mao, por menor que seja ele.

Aplicando agora a transformada de Laplace nas equagdes acima tem-se para a inertancia,
capacitancia fluida e resisténcia fluida, respectivamente

R(s)=P(s)=L, s O(s), (3.37)
0 (s)-0,(s)=C, s P(s), (3.38)
R(s)=P(s)=R, O(s). (3.39)

onde P(s) ¢ a transformada de Laplace da pressao hidraulica p(¢), e O(s) ¢ a transformada da
vazao ¢(t). Pode-se também obter a transformada de Laplace do capacitor fluido em fung¢do da
altura de liquido A(%):

O(5)=0y(s)=As H(s)=C, s H(s), (3.40)
onde Ef =pg C,.

A Tabela 3.1 apresenta um resumo dos elementos vistos até agora e a relagdo que
estabelece seu comportamento dindmico.
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Tabela 3.1 — Elementos de sistemas dindmicos lineares.

Sistema | Elemento |.S f(@) F(s)
Vecin viassa | 2 SO =mi() 2 E()=ms’Y(s)
ecanico
transla- Zf[(l) =mv(t) ZE(S) =msV(s)
cional L=k -y | FE=HEE)-5E6)]
Mol k
- desloc. o fi ==k (@ d=[r0dr) | B =06~
: veloc.
e A0 h0-n0l [ B = - L)
Sy (@) ==b[v, () = v, (1)] F,(s)=-b[V,(s) =V, (5)]
. () =18(1) > T,(s)=15"O(s)
Inércia 1 )
D () =16() D T, (s)=15Q(s)
Mecanico Mola T, (1) =—k[0,(t) = 0,(?)] T (s)=—k[O,(s) -0, (s)]
rotacional torcional k 1.(1)=—k (I o, (¢) dt — j o, (¢) dt) T, (s)= _k [Q,(5)—Q, (5)]
S
Amortecedor | T,(8) = =b[6,(1 - 6,(1)] T, =~b5[0,(s)~0,(s)]
rotacional T, (1) = —b[, (1) — 0, (1)] T, =—b[Q,(s) - Q,(s)]
o diy  dPq@) | Ui(s)=Uy(s)=Ls* O(s)
Indutor (L | u,(t)—u,(t)=L al L i U (s)-U,(s) =L s I(s)
1 1 U/()=Us(5) = 06)
Elétrico Capacitor | C | u, (1) —u,(t) =— .[i (1) dt =— q(1) 1
¢ ¢ U,(5)~Uy(s) ==~ I(s)
Cs
. e pdg) | Ui(s)=Uy(s)=R s O(s)
Resistor [R | u,(t)—u,(t)=Ri(t)=R & U.(s)-U,(s) = R I(s)
Inertdncia | L p@O)—-p,()=L, % R(s)=P(s)=L, s O(s)
B _~ dp(®)
Hidraulico Capac%téncia Cr @0 60=6 dt 0 (5)=0,(s)=C; s P(s)
fluida A () (6) = A% 0,(s)—0,(s)=A4s H(s)
Restencia 1| p(O-p.0)=R, q(0) R(5)=R(5)=R, 0(s)

3.6 Elementos de entrada — fontes

Como ja foi dito, sistemas necessitam ser abastecidos de sinais que transmitam energia ou
informacao. Estas entradas sdo conhecidas como fontes, e existem basicamente dois tipos
delas: fontes de fluxo ¢ fontes de potencial. Sio também conhecidas, respectivamente, por
fontes de “variavel-através” e fontes de “variavel-entre”. As fontes e sua simbologia sdo
apresentadas na Tabela 3.2.
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Tabela 3.2 — Fontes de sistemas dinamicos lineares

Sistema Tipo Fonte Simbolo | Representacio
‘ _ fluxo forca §(O) it)»
Mecanico translacional
potencial velocidade w(?) ﬂ,
fluxo torque (?) (?)
Mecanico rotacional ;
potencial | velocidade angular o(?) o )@
fluxo corrente elétrica i) i(?)
Elétrico
. ~ u(t) y
potencial tensao e(t) u(?)
< q(t)
fluxo vazao t —
Hidraulico 10) -
potencial pressio p(0) p(t) ——

3.7 Modelagem de sistemas dinamicos pela transformada de Laplace

A modelagem matematica de sistemas fisicos nem sempre ¢ uma tarefa facil. O grau de
realismo do modelo matematico depende da completa representagdo dos elementos fisicos
reais e do ajuste de seus parametros. Infelizmente os elementos fisicos ndo sdo ideais e muitas
vezes os requisitos de linearizacdo sdo desobedecidos. Um péndulo real, por exemplo, ¢
sempre amortecido, mesmo que ndo haja explicitamente um amortecedor no eixo. Um
oscilador elétrico formado por um capacitor e um indutor também amortece as oscilagdes,
uma vez que ambos os elementos possuem resisténcia, mesmo que pequena.

Existem diversas ferramentas e procedimentos utilizados em modelagem de sistemas
fisicos lineares. Entre estas, citam-se o diagrama de grafos e o diagrama de blocos, este ultimo
visto adiante.

A modelagem de sistemas ¢ realizada identificando-se os elementos fisicos presentes e
suas equagdes elementares (supostamente lineares). Aplicam-se, a seguir, relagdes de
continuidade ou de equilibrio, como por exemplo o equilibrio de forcas numa massa e a soma
de correntes elétricas num circuito fechado. De posse destas equagdes pode-se obter quer a
equagdo diferencial do sistema, quer a funcdo de transferéncia. Uma vez que tanto a
manipulacdo do sistema quanto seu controle ¢ realizado de maneira mais proveitosa no
dominio da varidvel complexa, entdo ¢ desejavel obter diretamente a funcao de transferéncia,
como mostrado nos exemplos a seguir.

Exemplo 3.1 — Obter a funcdo de transferéncia do sistema mecanico mostrado na Figura 3.5,
considerando que o termo forgante f{¢) € a entrada e a posi¢ao da massa, x(7) € a saida.

Solugao:
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As forgas que atuam na massa m sdo o termo forgante f{¢), a for¢a da mola e a forca do
amortecedor. Aplicando a lei de Newton nesta massa tem-se:

S (@) = boe(1) = b (1) = mi(z)

Nota-se que, para deslocamentos positivos, isto é, deslocamentos da massa no sentido
positivo de x, as forgas tanto da mola quanto do amortecedor sdo negativas (dire¢do contraria
a de x). Em virtude disso, deve-se acrescentar o sinal negativo nestas for¢as quando se calcula
a resultante. Aplicando a transformada de Laplace na equacao acima tem-se

F(s)=ms*X(s)+bsX (s)+kX(s).

A funcido de transferéncia ¢ entdo dada por:

_X(s)_ 1

G =
(5) F(s) ms*+bs+k

x(1)

/ f0)

m
3y

Figura 3.5 — Sistema mecénico do exemplo 3.1

Exemplo 3.2 — Obter a funcdo de transferéncia do sistema elétrico mostrado na Figura 3.6,
considerando que a entrada ¢ a tensdo de alimentacdo u(f) e a saida € a carga y(f) nos
terminais do capacitor.

Solucgao:

Como todos os elementos estdo em série, a corrente i(¢) que passa pelo circuito € unica. A
tensdo u(¢) ¢ entdo dividida entre os diversos elementos, ou seja, a soma das tensdes nos
terminais dos 3 elementos ¢ igual a tensdo de alimentacdao. Aplicando as relagdes elementares
tem-se entao

oy APy 1
u(t)=R & +L " +Cy(t),

cuja transformada de Laplace ¢
U(s)=RsY(s)+L s’Y(s) +% Y(s).

Pode-se agora obter a fun¢do de transferéncia do sistema por meio de:

Y(s) C
U(s) CLs*+CRs+1

G(s)=
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—ANAN— T ——
R L

u(?) ()]
C

(e, O

Fig 3.6 — Sistema elétrico do exemplo 3.2

Exemplo 3.3 — Obter a funcao de transferéncia do sistema elétrico mostrado na Figura 3.7,
considerando que a entrada ¢ a tensdo de alimentacdo u(f) e a saida é a corrente i(¢) do
circuito.

Solugao:

Se v(¢) for a tensdao nos terminais do capacitor e do indutor, e ic(t) e i (t) forem as
correntes no capacitor e indutor, respectivamente, entdo pode-se escrever as equagdes
transformadas dos trés elementos formadores do circuito:

U(s)=V(s)=RI(s),

1
V(S)—alc(S),

V(sy=Ls1,(s).

A continuidade da corrente fornece uma equacao suplementar:

1(5)=1.(s)+1,(s)

Eliminando-se agora as variaveis V(s), Ic(s) e I;(s) do sistema de 4 equagdes, resulta que

I(s)  CLs*+1
U(s) RCLs*+Ls+R

G(s)=

V(1)

i(?) *
u(t) -

all

Figura 3.7 — Sistema elétrico do exemplo 3.3

Nota-se que a tensdao no terminal negativo das fontes de tensdo, denominada de terra,
deve ser considerada nula nos calculos. Esta ¢ a causa das equagdes do capacitor e do indutor,

no exemplo 3.3, estarem submetidos a tensao v(¢) — 0 = v(¢).

Quando a fungdo de transferéncia de um circuito elétrico representar a relagdo entre a
corrente total no circuito e a tensao aplicada a ele, como mostrado no exemplo 3.3, entdo ela
pode ser obtida por meio da impedéincia equivalente. Neste caso, os elementos sio
substituidos por suas impedancias equivalentes, ou seja, pela transformada de Laplace das
equacdes elementares. Em seguida, calcula-se a impedancia total do circuito pela adi¢do das
impedancias em série e pela média geométrica das impedancias em paralelo, de maneira
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semelhante aquela realizada com um circuito composto exclusivamente por elementos
resistivos. A funcdo de transferéncia serd dada, neste caso, pelo inverso da impedancia total.
O exemplo 3.4 ilustra este conceito.

Exemplo 3.4 — Obter a fungao de transferéncia do sistema elétrico da Figura 3.7 por meio da
impedancia equivalente.

Solugao:

Substituindo os elementos pelas suas impedancias equivalentes, tem-se o circuito
mostrado na Figura 3.8 (a). A seguir, combinando-se em paralelo as impedancias do capacitor
e do indutor, obtém-se o diagrama da Figura 3.8 (). Finalmente, junta-se a impedancia do
resistor em série para obter o diagrama mostrado na Figura 3.8 (¢). A funcdo de transferéncia
serd portanto igual ao inverso da impedancia do circuito, ou seja:

2
G5 = 1) _ CLZS +1
U(s) RCLs"+Ls+R
R | R —— |

1 Ls RLCs* +Ls+R
N — Ls N — |~
® (a) Cs | ® (b) LCs* +1 ) () LCs® +1

[ | [

Figura 3.8 — Seqiiéncia de calculo da impedancia equivalente do exemplo 3.4.

O célculo da impedancia pode ajudar a simplificar a resolu¢cdo do problema, mas nem
sempre ela leva diretamente a resposta. Isto acontece porque ¢ necessario que o circuito
simplificado apresente ainda os terminais relativos a entrada e a saida, ou seja, a simplificacao
ndo deve eliminar estes terminais. Isto em geral poderia acontecer se os sinais de entrada e
saida estiverem em locais distintos do circuito. As impedancias do circuito devem entao ser
agrupadas entre si, porém mantendo sempre os sinais de entrada e saida presentes nele. No
exemplo a seguir, a impedancia foi utilizada para reduzir o circuito ao menor possivel. A
partir deste ponto, utiliza-se a forma convencional da elimina¢do de varidveis.

Exemplo 3.5 — Obter a funcdo de transferéncia mostrada na Figura 3.9(a), onde a entrada ¢ a
tensdo eff) e a saida ¢ a tensdo e,(?). Simplificar o circuito por meio de impedancia
equivalente.

Solugao:

Percebe-se que neste circuito hd um conjunto de resistores e capacitores arranjados em
paralelo e em série. Pode-se agrupar as impedancias equivalentes de cada um destes
conjuntos, porém nao se deve calcular a impedancia completa do circuito, pois, neste caso, a
saida e, ira desaparecer. A Figura 3.9(b) ilustra como se pode obter a impedancia equivalente
deste circuito sem perder o sinal de saida. Para obter a fun¢do de transferéncia agora basta
aplicar a lei de Ohm no circuito, supondo que a corrente que o circula € i(7):

Ei<s>—Eo<s>=ﬁ1<s)
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EO(S)ZM](S)

7S

A eliminagdo da corrente /(s) fornece a fungdo de transferéncia:

_E(s) _  RRCCys +(RC +R,C))s +1

G(s) = 3
E(s) RR,CC,s"+(RC +R,C,+RC,)s+1
—T VA R
R ! °
RCs+1
“ CII . “ R,C,s+1
| SCEE ol
(a) G |2

Figura 3.9 — Sistema elétrico do exemplo 3.5 (@) e impedancia equivalente (b).

Infelizmente, nem sempre a simplificagdo do circuito por impedancia equivalente ¢
eficiente na solugdo. O exemplo a seguir ilustra um caso no qual ndo ha vantagem alguma no
uso da impedancia equivalente, uma vez que ndo se consegue agrupar 0s componentes em
nenhum local do circuito.

Exemplo 3.6 — A Figura 3.10 mostra um filtro elétrico. Deseja-se conhecer a func¢do de
transferéncia entre a corrente de entrada, ii(¢) e a corrente de saida, i,(7).

Solucao:

Uma vez que as equagdes dos elementos necessitam das tensdes nos terminais, entdo se
admite que u; seja a tensdo no terminal comum de R; e C}, € u, seja a tensdo no terminal
comum de R, e C,. Admite-se, igualmente, que a corrente através de C, seja ij, e através de
C, seja ip. Disto resulta que a corrente sobre R; serd i; — i;. As equacdes elementares dos
capacitores C; e C,, e dos resistores R; e R, ficam entdo, respectivamente

I, =CsU,
I,=CsU,
U-U,=R (I -1)
U,=R, I,

A continuidade das correntes nos condutores estabelece mais uma equacao: a corrente em
R; ¢ igual a soma das correntes no capacitor C; e no resistor R, ou seja

L-1=1+1,

0 que permite eliminar I, = I; — I, — I, das equagdes. A corrente /; pode ser eliminada em
seguida, substituindo-se a primeira equacao nas demais, o que resulta

CsU,=1.-CsU,~-1,
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(1+CRs)U,-U,=R 1,

U,=R, I,

Elimina-se agora a tensdo U, pela substituicao da terceira equagdo nas outras
(1+C,R5)I, =1, -Cis U,

(1+CRs)U,-R, I, =R, I,

Por ultimo, elimina-se a tensdo U; para obter a func¢do de transferéncia

1, 1
G(s)=—">= >
I, CRCRys +(CR+C,R,+CR,)s+1

AAN—TANN—

ii(t) Ry R, ‘ .
lo

® == =

Figura 3.10 — Sistema elétrico do exemplo 3.6

Exemplo 3.7 — Seja o sistema hidraulico mostrado na Figura 3.11. Deseja-se obter a fun¢do de
transferéncia entre a vazao de saida, ¢,(f) e a vazdo de entrada, ¢,(¢).

Solugao:

Inicialmente admite-se que a pressio no fundo do capacitor fluido C; seja p; e,
analogamente, a pressdo no capacitor C, seja p». E necessario ainda admitir que a vazio que
passa pela resisténcia R, seja g,, como ja indicado na Figura 3.11. Pode-se agora escrever as
equagoes dos elementos, pois todos os parametros ja foram definidos. As equagdes do
capacitor C|, resisténcia R, capacitor C; e resisténcia R, sdo, respectivamente

-0, =CsHh,
B-B=RO,
0.-0,=Cs D,
B=R0,.

Substituindo P, da quarta equagao nas demais, tem-se
0,-0,=CgsP.

B=R O.+R,0,,

0, =(1+GR, 5)0,,

Substituindo agora P; da segunda equacao na primeira,

0. =1+CRs)O +CR,s0,,
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0. =(1+CR,5)0,,

Finalmente, eliminando Q, obtém-se a fungao de transferéncia

0, 1
G(s)==== 5
0O CRCR,s"+CRs+C,R,s+CRys+1
Ci Ry G R,
I pl T _» T p2 T 1
qi qr 9o

Figura 3.11 — Sistema hidraulico do exemplo 3.7

Deve-se notar que sempre que a saida de uma capacitancia, inertancia ou resisténcia fluida
estiver aberta (ndo conectada com outro elemento), entdo a pressdo neste ponto deve ser
considerada nula. No exemplo 3.7, a saida da resisténcia R, esta aberta e portanto a pressao
neste ponto € nula.

Outro ponto importante a ser notado € que as funcdes de transferéncia dos exemplos 3.6 ¢
3.7 sdo idénticas. Sistemas distintos que apresentam a mesma fun¢do de transferéncia sao
denominados de analogos. Estes sistemas exibem o mesmo comportamento dindmico quando
sujeitos & mesma entrada. Isto permite compreender, portanto, que o sistema hidraulico do
exemplo 3.7 ¢ também um filtro, cuja funcdo ¢ reduzir as oscilagcdes na saida causadas por
mudangas na entrada.

3.8 Elementos transformadores e transdutores

Elementos transformadores sdo elementos (mecanicos, elétricos, hidraulicos, etc) que
amplificam ou reduzem a magnitude de determinada variavel. Elementos transdutores, por
sua vez, além de amplificar ou reduzir a magnitude, também modificam o tipo de variavel.
Assim um sistema mecanico pode ser transformado num sistema elétrico, este num sistema
hidraulico e assim por diante. Tanto os elementos transformadores quanto os transdutores
possuem uma unica entrada e uma Unica saida. Por defini¢ao, elementos transformadores sao
ideais, ou seja, ndo dissipam calor nem consomem energia. Em outras palavras, tais elementos
ndo necessitam de fonte adicional de poténcia para operarem. Estes elementos sdo também
conhecidos como elementos a quatro terminais (em virtude da similaridade com
transformadores elétricos).

3.8.1 Elementos transformadores
O equivalente ao transformador de um sistema mecanico translacional ¢ a alavanca
(Figura 3.12). Supondo que a massa e, conseqlientemente o momento de inércia da alavanca

sdo negligencidveis, entdo numa alavanca em equilibrio estatico os conjugados (torques) sao
nulos, o que significa que:

f==1 (3.41)
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onde f, ¢ a reagdao da forca exercida pela alavanca e f; ¢ a forca aplicada na alavanca. Além
disso, supondo pequenos deslocamentos dos pontos onde as forgas sdo aplicadas entdo as
seguintes relacdes sdo também validas:

X, = b X, (3.42)
a
e
X, :25@., (3.43)
a

nas quais x; € x, sdo os deslocamentos lineares da alavanca nos pontos onde as forcas f; e f,
sao aplicadas, respectivamente.

—fi—e —ﬁbe
a
f it ’

) Q/
Z

Figura 3.12 — Elemento de transformacao mecanico translacional: alavanca.

Existem dois elementos transformadores de um sistema mecanico rotacional: o
acoplamento por engrenagens e o acoplamento por polias e correia (Figura 3.13). A relagao
do elemento transformador é idéntica em ambos os casos € vale:

T, =21, (3.44)

onde T representa o torque e d o didmetro. O subscrito i identifica a entrada e o subscrito o
representa a saida. Se o transformador for um conjunto de engrenagens, pode-se igualmente
utilizar a relacdo

S (3.45)

onde n; e n, sao os numeros de dentes das engrenagens de entrada e de saida, respectivamente.
Os deslocamentos 0 e as velocidades angulares @ dos eixos de entrada e saida relacionam-se
entre si por meio de:

i o "o (3~46)
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T Ti

T,
7, ¢

Figura 3.13 — Elementos transformadores em sistemas mecanicos rotacionais: engrenagens e polias.

O transformador elétrico ¢ bastante conhecido, e pode ser representado pela Figura 3.14.
Ele consiste de dois enrolamentos de cobre sobre um nucleo de material ferromagnético. Na
verdade o transformador elétrico ¢ um transdutor duplo, uma vez que transforma corrente
elétrica da entrada em densidade magnética, e esta em corrente elétrica de saida. Em fung¢ao
desta comutagdo para densidade magnética, um transformador elétrico ndo opera quando a
tensdo (ou corrente) de alimentagdo for constante, mas somente quando varia no tempo.
Assim pode-se dizer que a amplitude da tensdo de saida u, € proporcional a tensdao de entrada
U;.

u =—"tu, (3.47)

onde n; ¢ o numero de espiras ou enrolamentos do primario (entrada) e n, ¢ o nimero de
espiras do secundario (saida). A corrente efetiva ou equivalente de saida relaciona-se com a
corrente efetiva de entrada por meio de:

PPy (3.48)

Portanto, num transformador elétrico (valido também para os demais transformadores), o
produto da corrente pela tensdo € constante, isto €, u, i, = u; i,.

Figura 3.14 — Transformador elétrico.

O transformador hidraulico ¢ também um transdutor duplo, j& que converte pressdo
hidraulica em for¢a (mecanico translacional) e esta novamente em pressao hidraulica,
conforme pode ser observado na Figura 3.15. As equacdes que governam este transformador
sdo:

qo:;

1

q:, (3.49)

onde A; e A, sao as areas das secOes transversais dos cilindros de entrada e de saida,
respectivamente. Como a for¢a exercida no pistdo ¢ igual em ambos os lados (assumindo que
a massa do pistdo seja desprezivel), entdo a pressdo p, no cilindro de saida relaciona-se com a
pressao p; no cilindro de entrada por meio de:

1

A
. 3.50
Py =" P, (3.50)

[
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qi 1 4o

—» D [ | po —

. v |

Figura 3.15 — Transformador hidraulico: pistao e cilindro duplo.

Os elementos transformadores mencionados até aqui ndo sdo unicos. De fato, uma vez que
outros elementos podem ser incorporados ao transformador (como o pistdo no transformador
hidraulico ou o nucleo ferromagnético no transformador elétrico), entdo diversas outras
composi¢des podem ser realizadas. Considere-se, por exemplo, o transformador mecanico
translacional mostrado na Figura 3.16, que incorpora um transformador hidraulico na sua
concepcao. Embora tanto a entrada quanto a saida do transformador sejam forgas (ou
deslocamentos lineares), ndo se pode contudo denominé-lo de alavanca embora o principio de
funcionamento seja semelhante. Este esquema de transformagdo ¢ empregado em macacos
hidraulicos. Logo, os transformadores apresentados até aqui constituem os exemplos mais
simples entre as diversas possibilidades. Como ficard evidente mais adiante, o nimero de
transdutores serd ainda maior, em virtude das diversas possibilidades de combinagdo dos
elementos individuais.

fi Jo

—(0) (O —

Figura 3.16 — Transformador mecénico translacional: macaco hidraulico.

Exemplo 3.8 — Determinar a fun¢do de transferéncia do sistema mostrado na Figura 3.17,
composto por uma fonte de tensdo e um transformador, cuja relacdo de transformagdo vale N
=n,/ n;

Solucgio:

Aplica-se inicialmente as relagdes dos elementos no circuito conectado ao primario do
transformador:

U-U=RI,
U-U,=Lsl,

onde U, e U, sdo as tensdes nos terminais do indutor L. A relagdo de transformacgao fornece as
equacoes:

I =NI

U,=NU,
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onde Us; ¢ a tensao na saida do transformador. Por sua vez, o circuito no secundario apresenta
as relagoes:

I, =Cs(U,-U,))
U,=R, I,
Elimina-se agora a tensdo U; das equacdes, de forma que
U={R+Ls)l+U,,
e substituindo agora as relagdes de transformagdo, tem-se
U=(R+L S)L-FNU}.
N
Isolando o valor de U; da relag@o do capacitor e substituindo na equacao acima,
NCsU,=[Cs(R+Ls)+ N[, +N°CsU,.
A corrente [, ¢ isolada da relagdo do resistor R, e depois de substituida resulta
NRCsU,=[Cs(R+Ls)+ N (1+R,Cs)U,.
Finalmente, a func¢ao de transferéncia fica

G(S)_UO B NR,Cs
. Cs(R+Ls)+N(1+R,Cs)

o

Ry L
) N H RS wl

aQ

Figura 3.17 — Circuito elétrico do exemplo 3.8.

3.8.2 Elementos transdutores

Como dito anteriormente, um elemento transdutor consiste de um transformador a 4
terminais que transforma um tipo de energia em outro. O emprego usual de transdutores ¢ na
conversao de sinais mecanicos, elétricos, pneumaticos, hidraulicos e térmicos em sinal
elétrico, com propositos de mensuragdo. Em virtude da alta aplicabilidade destes elementos
com tais finalidades, o termo transdutor acabou sendo erroneamente utilizado como forma
geral de designar um elemento sensor. Serd mantida aqui a definicdo usual de transdutor: um
elemento que converte uma forma de energia em outra, e, neste caso, um transdutor tanto
pode ser um sensor como um acionador (um motor elétrico, por exemplo, que converte
eletricidade em movimento rotacional). Da mesma forma que ocorre com os transformadores,
¢ também bastante comum que os transdutores convertam a energia numa forma intermediaria
antes de obté-la na saida. O motor elétrico, por exemplo, converte a corrente elétrica em
campo magnético, e este ¢ convertido em torque no eixo. A Tabela 3.2 fornece os exemplos
mais importantes de transdutores em fun¢ao do tipo de entrada e do tipo de saida
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E claro que outros exemplos além daqueles apresentados na tabela podem ser encontrados.
Um cristal piezo-elétrico converte energia mecanica translacional (choque mecanico)
diretamente em eletricidade (acendedores de fogdo e isqueiros). Como o processo €
reversivel, pode-se fazer um oscilador mecanico usando um cristal piezo-elétrico, como os
cristais de “clock” usados em circuitos eletronicos digitais. Exceto a cremalheira, que ¢ um
dispositivo composto por duas engrenagens onde uma delas ¢ plana (didmetro infinito), os
demais transdutores possuem equacionamento complexo, em geral nao-linear. Existem dois
motivos para este aumento na complexidade: a necessidade de haver uma forma intermediaria
de energia para transmitir a forca e a dindmica de fluidos turbulentos. Embora seja possivel
obter uma lineariza¢do das equacdes elementares dos transdutores, serd visto aqui apenas o
caso especifico da cremalheira.

Tabela 3.2 — Principais transdutores e transformadores

Saida: Mecanico Mecanico Elétrico Hidraulico
Entrada: translacional rotacional
Mecéanico alavanca cremalheira eletro-ima e pistao-cilindro
translacional nucleo
Mecanico cremalheira engrenagem gerador elétrico | bomba hidraulica
rotacional
Elétrico motor linear motor elétrico transformador | conjunto motor-

elétrico bomba

Hidraulico pistao-cilindro turbina conjunto turbina- | pistdo-cilindro
gerador duplo

A relagdo entrada-saida de um sistema cremalheira (reversivel), mostrada na Figura 3.18,
¢ dada por:

/. =lre, (3.51)
r

onde f. ¢ a forca exercida pela ou na cremalheira, 1T, ¢ o torque exercido na ou pela
engrenagem e r ¢ o raio médio da engrenagem. O deslocamento x. e a velocidade v. da
cremalheira relacionam-se com o deslocamento o, ou velocidade angular ®, da engrenagem
por meio de:

o _o 1 (3.52)
) r

Te

Je
~—

Figura 3.18 — Elemento transdutor entre sistema mecanico translacional e rotacional:
engrenagem-cremalheira.

Exemplo 3.9 — Determinar a fungdo de transferéncia do sistema composto por uma

cremalheira, cujo raio da engrenagem ¢ », como mostrado na Figura 3.19, com atrito no
mancal de deslizamento linear de b, de massa m e velocidade de saida v().
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Solugao:
As equagdes dos elementos mecanicos rotacionais levam a
T,(s)+T,=15€,
K
7; = (QZ - Ql) ’
s
enquanto que a transformac¢do imposta pela cremalheira impde
L=rF
V,=rQ,.
Os elementos mecanicos translacionais possuem as seguintes equacoes

F+F,+F,=msV,

—
S
F =-bV,.

Nas equagdes acima, 7 ¢ a transformada do torque transmitido pela mola rotacional K, Q,
¢ a transformada da velocidade angular na jun¢do entre a inércia / e a mola rotacional, €2,
refere-se a velocidade angular na jungdo entre a mola e a engrenagem, e F5 € a transformada
da for¢a aplicada pela engrenagem na cremalheira. As quatro primeiras equacdes fornecem

rKT,=IKsV,+r*(K-15)F,,
enquanto que as trés seguintes resultam
k
F=\ms+—+b |V,
s
Substituindo esta ultima na anterior e agrupando os termos a fun¢do de transferéncia fica:

v, rKs
G(s)=—r= 2 2 2 2
T [IKs —r(K+Is)(ms +bs+k)

1

Figura 3.19 — Sistema mecanico composto por uma cremalheira, referente ao exemplo 3.9.
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3.9 Exercicios

1)

2)

3)

Obter a funcdo de transferéncia do circuito elétrico mostrado na Figura 3.a por meio
da impedancia equivalente. A entrada ¢ a tensdo u(¢) e a saida ¢ a corrente i(¢) que
passa pela fonte de tensao.

1Q

i(0) u(t) "~ 2F 20

Figura 3.a — Sistema elétrico do exercicio 1.

Resposta:
2
G(s) = 6s2 +4s+1
6s”+7s+3

Obter a fungdo de transferéncia do sistema hidraulico mostrado na Figura 3.b,
composto por uma capacitancia fluida C em série com uma inertancia fluida / e uma
resisténcia R. A entrada ¢ a vazao q.(¢) e a saida é a vazao g,(?).

C R
= I

— pl pz —

qe(lt) I qs(?)

Figura 3.b — Sistema hidraulico do exercicio 2.

Resposta:

‘ 1
G(s)= Q =
O, ICs"+RCs+1

Considerar o sistema mecanico mostrado na Figura 3.c. Calcular a fun¢do de
transferéncia do sistema, supondo como entrada a forga f{¢) aplicada a massa m; e
como saida a velocidade v(#) desta massa. O atrito entre as massas m; € m, ¢ dado por
b1, entre as massas m, € ms € by, € entre as massas m; € € m3 € bz. Nao ha atrito entre a
massa m; € o solo.
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4)

5)
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mi
O Ob K
) my HHO0000 v(£)
— ks O Ob :
00000 ms
O_0Obs

Figura 3.c — Sistema mecanico do exercicio 3.

Resposta:

G — (m2m3 _b22)S2

3

as’-bs—c
com a=m,(m,m, —b})—mpb’ —m,b; —2bb,b,, b=2 (mpbk, +m,bk, +bbk, +bbk),
e c=myk; +mk +2b,kk, .

Obter a transformada de Laplace do sistema mecanico massa-mola-amortecedor
mostrado na Figura 3.d, cuja entrada ¢ a for¢a u(f) e a saida ¢ o deslocamento linear

).

‘ u(?)

me ‘ (o)

k b

7

Figura 3.d — Sistema mecéanico massa-mola-amortecedor.

Resposta:

_Ys) _ 1

G(s) = -
(5) U(s) ms*+bs+k

Obter a transformada de Laplace do sistema mecanico massa-mola-amortecedor
mostrado na Figura 3.e, tal que e(?) ¢ a entrada e 7(¢) ¢ a saida do sistema. Nota-se que
tanto a entrada quanto a saida podem ser deslocamentos, velocidades ou forgas. Pede-
se as transformadas de Laplace nos seguintes casos:

a) A entrada e(?) ¢ o deslocamento x(¢) provocado na mola-amortecedor, e a saida »(¢)
¢ igual ao deslocamento y(¢) da massa m.

b) A entrada e(?) ¢ a velocidade v(7) da extremidade mola-amortecedor, e a saida r(¢)
¢ o deslocamento y(¢) da massa m.
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c) A entrada e(f) ¢ o deslocamento x(¢) da extremidade mola-amortecedor, ¢ a saida
r(?) ¢ a velocidade w(f) da massa m.

d) A entrada e(7) ¢ a velocidade v(f) da extremidade mola-amortecedor, e a saida 7(¢)
¢ a velocidade w(¢) da massa m.

Porque a extremidade mola-amortecedor, ou seja, e(¢), ndo pode ser a saida na forma
de deslocamento ou de velocidade, com 7(¢) representando a entrada?

, b
m
k

Figura 3.e — Sistema mecanico do exemplo 5.

Respostas:
R(s)  bs+k b R(s) bs+k
E(s) ms*+bs+k’ E(s) s(ms®>+bs+k)

R(s)  s(bs+k)
E(s) ms*+bs+k’

R(s)  bs+k

c) =—
E(s) ms +bs+k

d)

Obter a funcao de transferéncia do circuito elétrico mostrado na Figura 3.f por meio da
impedancia equivalente. A entrada ¢ a tensdo u(f) e a saida ¢ a corrente i(f) que passa
pela fonte de tensao.

— 00000 —

Ly

Ol

i(?) @ u(?)

Ry Ry

Figura 3.f — Sistema elétrico do exercicio 6.

Resposta:

U(s) LLCS +[(R+R)L+RL,|Cs*+(L +L,+RR,C)s+R,
I(s) L,C s> +(R +R,)Cs+1

Calcular a funcdo de transferéncia do circuito elétrico mostrado na Figura 3.g por meio
da resolugdo de sistema de equagdes lineares. A entrada ¢ a tensdo u(f) e a saida ¢ a
tensao ().
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— ANV
R L
u(t) C:: Ry (1)

Figura 3.g — Sistema elétrico do exercicio 7.
Resposta:

Vis) R,
U(s) LCR, s>+ (RRC+L)s+R +R,
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4 TRANSFORMADAS INVERSAS DE FUNCOES DE
TRANSFERENCIA

Na anélise de sistemas lineares ¢ comum que as fungdes de transferéncia tenham ordem
elevada, e apresentem a relagdo saida/entrada como uma expressdo matematica normalmente
complexa. As tabelas de transformada de Laplace, contudo, apresentam formulas que podem
ser aplicadas apenas a sistemas relativamente simples. Embora seja possivel obter a
transformada inversa para qualquer funcdo de transferéncia a partir da definicdo da
transformada, ¢ muito mais facil simplificd-la sempre que possivel, para que as formulas e
propriedades tabeladas possam ser empregadas. A simplificagdo ¢ feita usando-se a
decomposic¢ao da fungdo de transferéncia em fragdes parciais, que serdo vistas neste capitulo.

4.1 Transformada inversa de Laplace para sistemas lineares

Até este ponto, mostrou-se que a transformada de Laplace ¢ uma 6tima ferramenta de
analise de sistemas dindmicos. Neste capitulo sera mostrado como reverter esta transformagao
para retornar ao dominio do tempo. Como foi mostrado, um sistema linear a coeficientes
constantes possui funcao de transferéncia a condig¢des iniciais nulas dada por

Y(s) b, s"+b, " +-+b s+h,

G(s)= = 4.1
(<) X(s) a,s"+a, s ++as+a, @1

Se a funcao G(s) puder ser posta na forma

G(s) =G (s)+G,(s)+--+G, (5), (4.2)

entdo pela propriedade da linearidade da transformada de Laplace, a transformada inversa
sera obtida de

g)= LG () + L (Gy(s) +++ L7 (G,(5) (4.3)

ou

g)=g, () +g,(0)++g,) (4.4)

Sera mostrado, na se¢do seguinte, como decompor a funcdo de transferéncia em parcelas
individuais.

4.2 Decomposicao em fragdes parciais para m <n.

Para que G(s) possa ser decomposta numa soma G; + G, +...+ G,, serd necessario
decompd-la em fragdes parciais. Por sua vez, a decomposicao em fragdes parciais requer que
se conhegam antecipadamente as raizes do polindmio do denominador, ou seja, as raizes de
X(s). Considera-se entdo que as raizes deste polinomio sejam py, p», ... p,. Estas raizes sao
denominadas de pélos da funcio de transferéncia. Analogamente, as raizes de Y(s), zj, z2,
... Zm, sd0 conhecidas como zeros da funcio de transferéncia. Nota-se que tanto quanto os
polos, também os zeros sdo em geral nimeros complexos. A decomposi¢do em fracdes
parciais requer também que m < n, ou seja, o grau do polindmio do numerador deva ser menor
do que o grau do polindmio do denominador. Posteriormente o processo de decomposi¢do em
fragdes parciais sera estendido para o caso em que m > n.

Exprimindo a fun¢do de transferéncia em termos de seus polos e zeros tem-se
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_ (S—Zl)(S—Zz)"'(S—Zm)
(s—p)(s—py)-(s—p,)

G(s) (4.5)

Como os termos s — p; sdo submultiplos do denominador, pode-se escrever a fungdo de
transferéncia na forma de uma soma de fragdes parciais:

4 L9 L4 G (4.6)
(s=p) (s—p,) (s=p,)

onde os coeficientes ¢; sdo constantes. Na verdade, estes pardmetros sdo também polindmios
em s, com grau inferior ao grau do denominador de cada fracdo. Como o grau do
denominador das fragcdes € unitirio, entdo o grau do numerador ¢ nulo, ou seja, uma
constante. Estas constantes serdo determinadas uma a uma multiplicando-se a fungdo de
transferéncia por cada um dos denominadores das fragdes. Para o polo p; este processo leva a

G(s)

_ _(s=p)) (s—py) L =p)
(s pk)G(s)—(S_pl)cl+(s_p2)cz+ +c, + +(S—pn)c". 4.7)

Se agora for feito s = p; na expressao acima, todos os termos do segundo membro serdo
anulados, exceto aquele a que pertence o pélo £, ou seja:

c, = [(S—pk) G(s)]Fpk ,parak=1,2,...,n. (4.8)

Para obter estes coeficientes ndo ¢ necessario, na verdade, calcular os zeros da fun¢ao de
transferéncia, bastando apenas coloca-la na forma:

G(s) = Y(s) . (4.9)
(s=p)(s=py)-(s=p,)
Desta forma para cada coeficiente deve-se calcular apenas a relagao
¢, = { Y(s) , (4.10)
(s=p)(s=p)(S=pe)(=p) ] _,
ou simplesmente
¢ = Y(p,) , 4.11)

(P =) (P — Pis) (P — Pr) (P — D)

Varios métodos podem ser usados para se encontrar os pdlos e zeros da funcdo de
transferéncia. Pode-se, por exemplo, tragcar o grafico da funcdo e verificar os locais onde a
curva cruza o eixo das abscissas. Este método fornece uma forma eficiente de se encontrar as
raizes reais, porém ndo ¢ muito apropriado nas raizes complexas. Métodos baseados em
solucdes analiticas (como a formula atribuida a Bhaskara para equagdes quadraticas)
conseguem resolver as raizes até polinomios de quarta ordem, porém com aumento crescente
da complexidade com o aumento da ordem. Métodos numéricos usam algoritmos de busca,
como o de Newton-Raphson, e fornecem as raizes dentro de um limite de precisdo. Além
disso, deixam de encontrar raizes se o polindmio apresentar derivadas acentuadas em certos
valores do argumento. Se o polindmio apresentar grau impar, entdo uma das raizes sera
certamente real, enquanto que as outras poderdo ou nao ser complexas conjugadas. Para
encontrar esta raiz real basta fazer uma busca, por substituicdo de valores na fun¢do. Pode ser
que um destes valores anule o polindmio, ou entdo que a funcdo mude de sinal, o que indica
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haver uma raiz entre os dois ultimos argumentos testados. Uma vez que uma raiz tenha sido
encontrada, procede-se a reducao da ordem do polindmio, que consiste em encontrar um novo
polindmio cuja ordem seja uma unidade menor do que o polindmio original. Seja entdo o
polindmio X(s) dado por:

X(s)=a,s"+a, """+ +as+a, (4.12)

e seja também p uma raiz encontrada para este polindmio. Neste caso, deve haver um
polindmio de grau n — 1 que satisfaz a igualdade:

X(s)=(s-p)d, s""+d _,s" " ++d s+d,) (4.13)
Expandindo este ultimo e igualando-se os polindmios, tem-se:
d_ s"+d, ,—pd )" ++(d,-pd)s—pd,=a,s"+a, s"" ++as+a, (4.14)

Para que os dois polindmios sejam iguais, seus coeficientes devem ser todos iguais, o que
leva ao resultado:

dn—l = an

dn—2 = anfl + pdn—l

dn—3 = an—Z + pdn—2 (4 15)
dy=a,+pd,

d,=-a,/ p

que fornece um conjunto de equacdes que permite encontrar todos os coeficientes do novo
polindmio. Este sistema pode ser facilmente resolvido, iniciando pelo primeiro elemento d,,—
e utilizando este para o calculo do seguinte (d,-,) e assim por diante. Nota-se que a ultima
equacdo ¢ redundante, uma vez que d ja havia sido encontrado na igualdade anterior. Pode-se
entdo utiliza-la para verificar se ndo ocorreu erro nos calculos.

Apds encontrar o novo polindmio, deve-se entdo repetir o processo de busca de uma raiz e
uma nova redu¢do da ordem, até que se tenha um polindmio quadratico, cujas raizes podem
ser encontradas com a formula de Bhaskara.

Exemplo 4.1 — Decompor a fungdo de transferéncia

4s -2

G(s)=——-+—"—
) s =25t =542

em fragdes parciais
Solugao:

Deve-se inicialmente obter as raizes do denominador (pdlos da funcdo de transferéncia).
Como o polindmio do denominador ¢ cubico, pode-se utilizar a solugdo de equagdes cubicas
para obter estas raizes. Porém, ¢ mais intuitivo examinar a equacdo e constatar que s = 1 ¢
uma das raizes. Caso nao fosse, pode-se tentar novos valores entre os numeros naturais (2, 3,
...), até que um deles anule o polindmio no denominador, ou entdo até que um deles altere o
sinal de G(s) (de positivo para negativo ou vice-versa). Neste caso, existe uma raiz entre os
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dois ultimos valores testados, e deve-se entdo testar novos valores dentro deste intervalo.
Agora que uma das raizes ¢ conhecida, entdo deve existir um polindmio do segundo grau
cujos coeficientes sdo ainda desconhecidos que, se multiplicado pela raiz encontrada (s — 1),
origina o polindmio do terceiro grau, isto €é:

(s—D(as’+bs+c)=s"-25"—s+2,
ou
as’+(b-a)s’+(c—b)s—c=5" 25" —s+2,

A igualdade entre os coeficientes de mesma poténcia permite obter cada um dos
coeficientes do polinomio do segundo grau:

a=1
b—a=-2
c—-b=-1
—-c=2

Nota-se que existem 4 equagdes e 3 incognitas, o que significa que uma das equagoes €
descartavel. A solucao deste sistema levaaa =1, b =-1 e ¢ =-2, 0 que resulta para a fungao
de transferéncia:

4s -2

)= et s

As raizes do polinomio quadratico podem agora ser obtidas facilmente, resultando:

_ —b+\b* —4ac  1+1+8

S
2a 2

=2

B —b—~b*—4ac B 1—\/5 B

Ky —1.
: 2a 2

Como conseqiiéncia, a funcao de transferéncia pode ser escrita como:

B 4s -2
S (s=2)(s+D)(s=1)"

G(s)

A separacao desta fung¢do em fragdes parciais ira produzir

Gls)=—-+- 24 5
s—2 s+1 s-1

Os coeficientes c¢j, ¢; e c¢3 podem agora ser obtidos pela formulacdo apresentada
anteriormente.

& =[s-p)G)]_, -

onde os py sdo os polos encontrados: p; =2, p» =—1 e p3 = 1. Com isso, tem-se
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4s -2 8-2
¢ :[(5—2) G(S)]Szz :{(Sjtf)(s—l)} )

4s-2 —4-2
¢ =[s+D)GH)]_, = {m} == - b
4s -2 4-2
G = [(5—1) G(S)]S:l = {mll ST, T -1,

o que resulta para a funcao de transferéncia:

2 B 1 B 1
s=2 s+1 s-1

G(s) =

4.3 Decomposicio em fracdes parciais quando m > n.

Quando o grau do polindmio do numerador ¢ maior ou igual ao grau do polindmio do
denominador, deve-se inicialmente encontrar um polindmio que resulte da divisao de Y(s) por
X(s). Uma vez que o resultado desta divisao ndo ¢ exato, surge um polindmio de resto cujo
grau ¢ menor do que n. Em outras palavras, deve-se encontrar Q(s) e R(s) tais que

Y(s)=0(s) X(s)+ R(s) (4.16)

onde o grau de QO(s) deve ser a diferenca entre os graus de de Y(s) e X(s), ou m — n, e o grau de
R(s) ¢ no maximo igual a n — 1. Seja entdo Q(s) e R(s) dados por:

o@s)=gq, s" "+ qunfls'”_”_l ++qs+q, (4.17)

R(s)=r,_ 8" +7 8"+ +rs+r, (4.18)

Ao multiplicar-se Q(s) por X(s) e somar-se com R(s), obtém-se um polindmio de grau m,
cujos coeficientes devem ser iguais aos de Y(s). Isto permite calcular os coeficientes tanto de
0(s) quanto de R(s) um a um, igualando-se os coeficientes de mesma poténcia em s. A nova
fun¢do de transferéncia fica entdo dada por:

X))+ RB) (4.19)

“O=% X(s)

Exemplo 4.2 — Reduzir a fungdo de transferéncia G(s) dada a seguir em fra¢des parciais

Y(s) _s3+552+9s+7

G(s)= (o)
(s) (s+D(s+2)

Solugao:

Para reduzir G(s) em fragdes parciais, deve-se obter os polindomios Q(s) € R(s), uma vez
que m =3 >n=2.0 graude O(s) serade m —n =1, e de R(s) sera n — 1 = 1. Logo, estes
polindmios sdo formados por
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O(s)=¢,5+4q,,
e
R(s)=ns+r,.
Disto tira-se que
Y(s)=(qs+q,)X(s)+rs+r,,
ou

$*+55° +9s+7=¢q,5° +(3q, +q,)s” +(2q, +3q, +1,)s +2q, +1,.

Comparando-se os coeficientes de mesmo grau em s, tem-se as equagoes:

q,=1
3g,+4,=5
2q,+3q,+7, =9
2q,+1, =17

que permitem obter g; = 1, go =2, r; = 1, ro = 3. Finalmente, a fun¢do de transferéncia fica

s+3

G(s)=s+2+————,
(s+D(s+2)

e decompondo a fragdo restante em fragdes parciais, tem-se

s+3 G c,

H(s)= =——+ :
(s+D(s+2) s+1 s+2

cujos coeficientes c; e ¢; valem:

s+3 s+3 —-1+3
(o) —[(S+1) I’](S)]Fi1 —|:(S+l)ml‘_l —|:S-"_2:|S=1 = 112 —2,
s+3 —2+3
c, —[(S+I)H(s)]s=72 ——{S+11_2 UL

resultando para G(s) a relagao

G(s):s+2+i— ! .
s+l s+2
Nota-se que € muito dificil encontrar uma transformada inversa quando G(s) € expressa na
forma de uma unica fracdo. Porém, quando decomposta em fragdes parciais, a transformada
inversa para cada uma das fragdes ¢ bem mais simples, e ¢ facil encontra-la na tabela das
transformadas de Laplace. Aplicando estas transformadas inversas, e supondo condigdes
iniciais nulas, tem-se:

g(t)= % +28(t)+2e " —e .
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4.4 Decomposicio em fracoes quando G(s) possui polos multiplos.

A decomposi¢do em fragdes parciais vista até agora ¢ valida apenas quando as raizes do
denominador sdo simples. Se estas raizes forem duplas ou triplas, ou se elas possuirem
multiplicidade maior do que 1, entdo a formulacdo utilizada ja ndo se aplica, uma vez que
geraria fragdes idénticas nestas raizes. Portanto, se um dado polo p, possuir multiplicidade /,
isto é, se

X(s)=(s=p)(s=p)(s=p)-(s-p,), (4.20)
entdo o método de expansao em fragdes parciais deve ser modificado da seguinte forma:

Cri Cra Cu ¢

G(s)= +...+ r (4.21)

+ ot et
S=p S—P, s=p, (5s—p) (s—p) S=P,

ou seja, surgem fracdes que dependem de poténcias de s — p; de 1 até a poténcia /. O célculo
das fragdes cujos pdlos possuem multiplicidade 1, isto €, ¢;,, com i =1, ..., n, i # k, € feito de
forma convencional, como estabelecido na se¢do anterior. Resta portanto analisar como sao
calculados os coeficientes ¢y, j = 1, ... I. Multiplicando G(s) por (s — pi) tem-se

(s—p,) - -
(s—pk)lG(s) :%cl +...+(s—pk)] lck1 +(s—pk)l zck2 +...+
1
(- p )l , (4.22)
+(5 = Pu)Coy +Cy + —t
s—p,

Avaliando-se esta expressao no ponto s = py resulta que

¢y =[(s=p) GO _ . 4.23)
ou ainda
Cy = e : (4.24)

(P —p) (P = Pi) (P — Pi) (P — D)

Para se obter os outros termos, deriva-se o produto (s — py)’ G(s) com relacdo a s, que
resulta:

i[(s—pk)lG(s)]z{l(S_pk) o (S_pk)z}l fot (=15 =p,) 2y +eot
ds S—=p (s—p)

i Ty )l , (4.25)
s—p s—p
+2(S = P )12y + Coay +...—{ S—[j,, _(s—p:)z}c"
e novamente fazendo-se s = p; o coeficiente cy-1) resulta
=4 [(5- 2 G (4.26)
k(I-1) ds k " .

. . . I .
Para obter o coeficiente seguinte, deriva-se pela segunda vez (s — px)” G(s) e seguindo o
mesmo raciocinio tem-se
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1d?
Cra-2) = E?[(S — Dk ) G(S)l=pk ) 4.27)
até que
1 dl—l
Cu = mm[(s -p)' G- (4.28)

Exemplo 4.3 — Reduzir em fra¢des parciais a fungao G(s):

4

O e

Solucgao:

Esta fungdo possui um polo s; = —1 de multiplicidade 2, um pdlo complexo, s, = j, € seu
conjugado, s3 = —j. Portanto deseja-se desenvolver G(s) em fragdes parciais na forma
Cn L S

c
G(s)= +—
() (S+1)2 s+l s—j s+j

O coeficiente c¢1, sera obtido de

¢ =[(s+1°Gs)]

§=—

ou seja

clzz{ 24 } =2
(s"+D ] _,

Por sua vez, o coeficiente c;; ¢ obtido por meio de

§=—

it e
= |72 =Y =2
ds| (s"+1) | (s*+D7 | _,

Os demais coeficientes valem:

6 =26+ 1°66)] .

ou

. 4
¢, =[(s— J)G(s)]s:j - {m} -

- s
s=j

¢ :[(S+j)G(S)]S:—j - {m} . -

e portanto
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G(s) = 2 - 2 1._ 1.'
(s+1)° s+1 s+j s—j

Exemplo 4.4 — Reduzir a fun¢do de transferéncia dada abaixo em fragdes parciais.

s+3

G(s)= .
) s° +4s* +55° + 257

Solucao:

. , y 1. 2 ~ ~ .
Uma vez que o denominador ¢ multiplo de s°, entdo a funcdo acima pode ser colocada na
forma

s+3

G(s)= »
() $2(s° +4s +55+2)

que permite concluir que esta fung¢do possui dois pélos iguais a zero. As raizes do polindmio
restante do terceiro grau sdo contudo desconhecidas. Podem-se empregar as férmulas para
solugdo de equacdo do terceiro grau, mas ¢ mais conveniente tentar descobrir pelo menos uma
das raizes. De fato, ¢ facil verificar que —1 ¢ uma das raizes do polindmio do denominador.
Isto significa que o polindmio cubico ¢ multiplo de s + 1, e portanto o produto de s + 1 por um
polindmio de segundo grau (com coeficientes ainda desconhecidos), deve originar o
polindmio cubico, ou seja:

(s+1)(as® +bs+c)=s" +4s* +5s+2.
Expandindo o polindmio a esquerda, resulta:
as’ +(b+a)s’ +(c+b)s+c=5 +4s" +5s5+2.

Como os polindmios sdao iguais se e apenas se todos os seus coeficientes forem iguais,
resulta entdo o conjunto de equagdes:

a=1
b+a=4
c+b=5
c=2

de onde conclui-se que a =1, b =3 e ¢ = 2. Logo, a fungdo de transferéncia fica

B s+3
s*(s+1)(s* +3s+2)°

G(s)

e com isso pode-se agora determinar as raizes restantes do polinomio do segundo grau, que

sdo iguais a —1 e —2. Reescrevendo a fun¢do de transferéncia, e lembrando que a raiz —1 ¢
dupla, tem-se

G(s) = — s+23 .
s (s+1)°(s+2)

Com isso a separagdo em fragdes parciais sera feita na forma:
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G(s):ci+&+ “n__, G %
s s (s+1)7 s+l s+2

O coeficiente ¢, € obtido de

2 B b - :é
Cp, = [S G(S)]Fo a {(s +1)*(s+2) 1-0 2’

e ¢y vale
dr , _i s+3 _
= gils 6w, = ds{(s (s + 2)1=0
B 1 C(sH)2As+Ds+)+(s+D]| 13
s+ D)3 (s+2) [(s+1)2(s +2)] ., 4

De modo anélogo,

) | s+3 B
en =+ G| _ = {—Sz o 2)} 2,

s=—1

2

d ) 1 (s+3)[2s(s+2)+s°]
e :g[(s+l) G(s)l:_l :{ - }

s2(5+2) [sz(s-i-Z)]2

s=—1
e o ultimo coeficiente fica
s+3 1
¢ = [(s +2)? G(s)l‘:_2 - {—Sz(s T } -,
s==2

A decomposi¢do de G(s) em fragdes parciais fica entdo:

3 13 2 3 1
G(s)=—F—+ -+ + .
257 4s (s+1)° s+1 4(s+2)

4.5 Analise algébrica da funcio de transferéncia

Embora a decomposi¢do em fragdes parciais sempre leve a uma forma simplificada da
funcdo de transferéncia, de tal forma a viabilizar sua transformada inversa, nem sempre este
processo ¢ o mais simples e rapido. Em algumas situagcdes um simples arranjo nos termos da
funcdo de transferéncia pode colocd-la numa forma de facil inversdao. Logo, antes de
decompor ¢ conveniente examinar a fungdo em busca de possiveis alteracdes visando colocé-
la em formas ja previamente tabuladas de fungdes inversas. Considere o exemplo abaixo

Exemplo 4.5 — Obter a transformada inversa de Laplace, para condi¢gdes iniciais nulas, da
funcao de transferéncia mostrada a seguir. Determinar seus polos e zeros

s+1

&)=

Solucgao:
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Percebe-se que esta fun¢do ¢ semelhante (mas ndo igual) as transformadas do produto de
uma exponencial pelo seno ou pelo co-seno (ver transformadas 11 e 12 da Tabela 2.1),
sugerindo que talvez seja possivel coloca-la numa combinacdo destas duas. De fato, pode-se
transformar a fung¢do de transferéncia sem altera-la separando-a em dois termos na forma

_os+2-1 s+2 3 1
(s+2)*+1 (s+2)°+1 (s+2)*+1°

G(s)
A transformada inversa agora ¢ imediata, resultando

)=e* cost—e ' sent.
g

Esta fungdo apresenta como zero o valor z = —1, e, uma vez que o denominador ¢ um
polinémio do segundo grau (s* + 4s + 5), tem-se os polos p=-2+je p,=-2-j.
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4.6 Exercicios

1) Expandir em fragdes parciais as transformadas dadas por:

s+2
a) G(s)=———
S

s+2
b) G(s)=———
) G(9) s*+4s+5

Quais sao os poélos e os zeros destas fungdes?

Resposta:
1 , ~ .
a) G(s)= + . Os polos sao -3 e —1; o zero € —2.
25s+6 2542
1 e . . .
b) G(s)= . Os polos sao —2+j, e —2—j; o zero € —2

+
2(s+2-j) 2(s+2+j))

2) Expandir em fragdes parciais a fungao:

357 —s+1
GGs)=—5——
s(s—1)"(s+1)
Resposta:
G(s)= 1 + 3 ! >

s 217 A(s—1) 4(s+])
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S DIAGRAMA DE BLOCOS

5.1 Conceito de diagrama de blocos

Fungdes de transferéncia de sistemas dindmicos podem ser representadas graficamente por
meio de diagrama de blocos. Estes diagramas permitem compor fungdes de transferéncia
complexas a partir do agrupamento de outros diagramas mais simples, ou mesmo de blocos
contendo as equacdes elementares. Hoje existem diversos programas computacionais capazes
de simular sistemas cuja dinamica ¢ fornecida por meio de diagramas de blocos. Exemplos de
programas desta natureza sdo o Matlab-Simulink e o Matrix-X. A representacdo grafica de um
bloco ¢ mostrada na Figura 5.1, e a relagdo que ele representa, no dominio da transformada de
Laplace (variavel complexa) é:

Y(s)=G(s) U(s). (5.1)

Ou seja, a fungao de transferéncia de um bloco, G(s), traduz a relagdo entre a transformada
de Laplace da sua saida, Y(s), e a transformada de Laplace da entrada, U(s). De outra forma, a
saida de um bloco ¢ igual ao produto da entrada pela fun¢do de transferéncia que o bloco
abriga. Nota-se, contudo, que, por defini¢do, as entradas e saidas de um bloco devem ser
postas graficamente no dominio do tempo, ou seja, u(?) e y(f). Quando o conteido de um
bloco (ou seja, sua funcdo de transferéncia) for uma constante, denomina-se entdo esta
constante de ganho do bloco.

u(t) (1)

— G(s) —

Figura 5.1 — Representacao de uma fung¢ao de transferéncia G(s) por meio de diagrama de blocos.

As ligacdes entre os blocos sdo necessariamente orientadas, indicando o fluxo de
informagdo, ou a relacdo entre causa e efeito, ou ainda a defini¢do de qual sinal ¢ a saida e
qual sinal ¢ a entrada. Logo, toda e qualquer ligacao entre blocos deve ser orientada, caso
contrario nao se consegue definir qual ¢ a entrada e qual ¢ a saida do bloco. Da defini¢ao dos
blocos conclui-se também que cada bloco deve apresentar uma e apenas uma entrada € uma e
apenas uma saida. Blocos com multiplas entradas ou multiplas saidas sdo permitidos apenas
quando o sistema for multivariavel e, neste caso, a fungdo de transferéncia ¢ dada por uma
matriz.

A grande vantagem dos diagramas de blocos ¢ a composi¢do de varios blocos e,
igualmente, a simplificacdo de varios blocos em somente um, o que permite obter a funcao de
transferéncia total do sistema. Considerando, por exemplo, a composi¢ao de dois blocos cujas
fungdes de transferéncia sao G(s) e G(s) em série, como mostrado na Figura 5.2, resulta

Y(s)=G,(s) X(s), (5.2)

X(s)=G,(s)U(s), (5.3)
e substituindo a segunda equagdo na primeira, para eliminar a variavel X(s), tem-se que:

Y(s)=G,(s) G,(s)U(s), (5.4)

de onde tira-se que a fun¢do de transferéncia de dois blocos em série ¢ dada por:
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G(s) = Gi(s) G,(5), (5.5)

ou seja, a funcdo de transferéncia equivalente de dois blocos arranjados em série ¢ dada pelo
produto das fung¢des de transferéncia dos blocos.

u(t) x() W)

— = Gs) = Gl —

u(?) »(1)

— Gi(s) Go(s) —>

Figura 5.2 — Combinagdo de dois blocos arranjados em série.

As ligacdes entre blocos podem sofrer um ntimero qualquer de derivacées, isto &, o sinal
transportado por elas pode ser inserido em um ou mais blocos, como ilustra a Figura 5.3.
Obviamente, estas deriva¢des indicam que a entrada em cada um dos blocos que as recebem ¢
a mesma.

u(t) »(0)

— G = Gi(s) —

1 G(s) e Gols) =

Figura 5.3 — Derivag¢des das ligagdes entre blocos.

Dois sinais que transitam por ligacdes distintas podem ser combinados por meio de adigao
ou subtracao, indicada por um bloco com o formato de um circulo, conhecido como somador,
como mostrado na Figura 5.4. Se y(f) e x(¢#) forem sinais combinados num somador, entdo a
saida apresentada pelo somador sera y(f) + x(¢) ou entdo y(¢) — x(¢). A adi¢do ou subtragdo €
indicada ao lado do somador, como mostra as Figuras 5.4(a) e 5.4(b), ou entdo dentro do
somador, como indica 5.4(c).

WO 4+ ~POFX) 0 1~ -0
A B
(a) (b) x(?) (©)

Figura 5.4 — Bloco somador: adigdo (a), subtragdo () ¢ outra forma de representacdo grafica (¢).

A inversdo do sinal de uma ligagdo pode ser conseguida inserindo-se um bloco de ganho
unitario e negativo, ou seja um bloco cuja fungdo de transferéncia ¢ igual a —1, como
mostrado na Figura 5.5.
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u(t) —u(?)
— ] -

Figura 5.5 — Inversdo de um sinal

E bastante comum que sistemas exibam uma realimentaciio do sinal, formando assim
uma malha fechada ou um /oop. Nem sempre tais malhas resultam da realimentagdo de
sinais de controle, mas podem ser resultado da composicao de equagdes elementares, como
serd mostrado adiante, em alguns exemplos. Considerando a malha fechada mostrada na
Figura 5.6(a), tem-se as relagdes do somador e do bloco que integram a malha:

E(s)=R(s)=Y(s) (5.6)
Y(s) = G(s) E(s) (5.7)
Eliminando agora o sinal E(s) (interno a malha) das equacdes dos blocos, chega-se a

Y(s)=G(s) R(s) = G(s) Y (5), (5:8)

que pode ser resolvida para Y(s), resultando

G(s)

V6= o RO (5.9)
e G O [ 6w |
B 1+ G(s)
(a) (b)

Figura 5.6 — Realimentagdo num diagrama de blocos (a), e bloco equivalente (b).

Nota-se que este resultado indica que a malha fechada pode ser substituida por um bloco
equivalente cuja funcao de transferéncia ¢ dada por:

Yes)_ G

o) “T3G" (5.10)

como indicado na Figura 5.6(b). Se o somador indicasse uma soma entre y(f) e r(¢) ao
contrario da subtracdo, entdo a fungdo de transferéncia seria alterada para

Ys) _ G
R(s) 1-G

(5.11)

Em alguns sistemas a saida y(¢) ¢ transformada antes de ser adicionada ou subtraida da
referéncia r(f). Em geral esta transformacdo ¢ uma simples mudancga de escala, ou seja, trata-
se de um bloco com um ganho constante. Pode acontecer, porém, que este bloco de
realimentacdo possua uma func¢do de transferéncia mais complexa, como indica a Figura 5.7.
Um procedimento similar aquele realizado anteriormente permite obter a fungdo de
transferéncia da malha fechada neste caso, resultando:

Y(s) G
R(s) 1+GH’

(5.12)
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onde a adicao ¢ utilizada caso o somador apresente uma diferenga entre »(¢) e y(¢), € a
subtracdo ¢ adotada caso contrario.

rt) .~ e() ()
\ ¢6) ~ ¢ | 0
1+GH
(a) Hs) = (b)

Figura 5.7 — Diagrama com uma fun¢do de transferéncia na malha de realimentacdo (a), e bloco
equivalente (b).

5.2 Manipulacio de diagrama de blocos

Diagramas de blocos podem ser sempre simplificados e reduzidos a um tnico bloco, desde
que se conheca qual ¢ a entrada e qual ¢ a saida do diagrama. O processo de reducdo ¢
realizado aplicando-se as definigdes das operagdes realizadas pelos blocos, de maneira
semelhante aquela realizada na se¢do 5.1. Algumas configura¢des sdo contudo bastante tipicas
(ocorrem com freqliéncia num grande numero de diagramas), e isto torna mais eficiente
manter uma tabela das simplificacdes e equivaléncias do que obter esta equivaléncia a cada
novo problema. Relaciona-se na Tabela 5.1, portanto, as situacdes mais comuns € suas
respectivas equivaléncias.

Além de sintetizar a dinamica e facilitar o projeto de sistemas de controle, os diagramas de
blocos podem também ser utilizados na obtencdo da funcdo de transferéncia de plantas
razoavelmente complexas. Para obter a fungdo de transferéncia de um sistema por meio de
diagramas de blocos, basta seguir algumas regras simples:

e definir as variaveis necessarias para escrever as equacoes de cada elemento da planta,
com base em regras de continuidade e equilibrio de forcas.

construir blocos com as equacdes funcionais de cada elemento

construir blocos adicionais para cada condi¢do de continuidade e equilibrio

garantir que a entrada de pelo menos um bloco seja a propria entrada do sistema
garantir que um bloco apresente como saida a propria saida da planta

construir o diagrama de blocos fazendo ligacdes entre eles

e simplificar o diagrama para obter a funcao de transferéncia
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Tabela 5.1 — Equivaléncias entre diagramas de blocos.

“oy + Y “roy + Y
1 + + + +
U us us u
u u
| — G(s) — G(s)
V1 )2 Y2 N
ui y
u y +
g > G(s) —» = G(s) " ( ) "
3 + s J—FT
Uz — G(s)
[Z31 y
Uy y iy
4 t Uy 1 *
Us T T Gs)
u Vi ! G _>y1
5 — G(s) > ()
W
2 G(s) —»
L
u V1
u M1
. G(s) — G(5) L : -
2
2 o G(s)
u y u Y
T | —] G = G — — GG —
u Yy
— G
+ u y
8 +
- — Gl + G2 | —
= G
u G y
+ C u G y
9 * — _ ——
o 1FGH

Exemplo 5.1 — Obter a fun¢do de transferéncia do filtro elétrico mostrado na Figura 3.10 por

meio de simplificacdo de diagrama de bloco

Solugao:
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A primeira regra recomenda que se definam as tensdes nos terminais de R;: u; ¢ a tensdo
no terminal comum entre R, € Cy, € u, € a tensdo no terminal comum de R, ¢ C,. Admite-se
também a corrente i) através de R;. As equagdes elementares nos capacitores ficam entao:

1
U=—-(U-1I
1 CIS(I 1)
U, = -1)
2 C2S 1 0/

enquanto que nos resistores sdo:
U1 - Uz = Rl I 1
U,=R, ],

Nota-se que a continuidade da corrente nas juncdes ja foi considerada nas equagdes acima,
eliminando a necessidade de blocos especificos para isso. Como a corrente /,(s) s aparece na
equacdo do capacitor C; entdo o bloco de entrada deve ser na forma indicada na Figura 5.8
(a). O bloco de saida sera dado pela equacao da resisténcia R,, conforme visto na Figura 5.8
(b). Com base nestes dois blocos percebe-se que os dois blocos adicionais deverdo apresentar
como saida a corrente #; (entrada para o bloco de C)) e u, (entrada de R,). O primeiro deles
sera o bloco referente ao resistor R, enquanto que o segundo sera o bloco do capacitor C,.,
mostrados na Figura 5.8 (c) e (d). O diagrama de blocos pode agora ser construido partindo-se
do bloco de entrada (a) e acrescentando-se os demais de tal forma que a saida de um bloco ¢ a
entrada do seguinte, e assim por diante, até o bloco de saida. A seqiiéncia dos blocos ¢ entdao
C1-R,-C1-R,, mostrados na Figura 5.9. A Figura 5.10 mostra as simplificagdes realizadas neste
diagrama até a obtencao da funcao de transferéncia, que vale

_L(s) _ 1
I(s) RR,CC,s’+(RC +R,C +RC))s+1

G(s)

lj 1 23} U 1 lo
L » - -
+ Cs R,
(a) i ()
U 1 I
- >
+ R,
() us

up
I; 1 Ui 1 i 1 1 Iy
+ C Cs + R +_$ Cs |uy | R,
Iy

Figura 5.9 — Diagrama de blocos do exemplo 5.1
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R,Cs
u 1 1 lo
- — — -
+| R R,
1 lo
5 -
RR,CCs”+(RC +R,C,))s+1
R,Cs
Ii 1 lo
— P o
(d) RR,CCs”+(RC +R,C,+R,C,)s +1

Figura 5.10 — SimplificagOes sucessivas do diagrama de blocos do exemplo 5.1.

Exemplo 5.2 — Obter a func¢do de transferéncia do sistema hidraulico mostrado na Figura 5.11
por meio de simplificagdo de diagrama de blocos. A entrada ¢ a vazao g.(¢) e a saida ¢ a vazao

qs(?).
olucao:

Nota-se que a vazdo de entrada na inertancia € igual a vazao de saida g.(f). Admitindo as
pressdes na capacitancia e entrada da inertancia dada por pi, e na saida da inertancia e entrada
da resisténcia dada por p,, entdo as equagdes dos elementos do sistema hidraulico sdo, para a
capacitancia, inertancia e resisténcia, respectivamente:

0.-0,=Cs R
R-B=1s0,
B=RO,

Os blocos resultantes das equagdes elementares sdo mostrados na Figura 5.12, enquanto
que o bloco do sistema e sua simplificagdo sdo mostrados a Figura 5.13. A fungdo de
transferéncia do sistema resulta:

1
G(s) _Q =
0, ICs"+RCs+1

C R
= I

— pl pz —

qe(lt) I qs(?)

Figura 5.11 — Sistema hidraulico do exemplo 5.2.
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Figura 5.12 — Blocos das equagdes elementares relativos ao exemplo 5.2.

R |~a—
qe 1 )4 L qi
+ C Is o
1 qs
-
Is+R

qe 1 qs
_»
ICs*+RCs+1
(©

Figura 5.13 — Simplificagdes do diagrama de blocos do exemplo 5.2.
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5.3 Exercicios

1) Considerar o sistema mecanico composto por uma massa, uma mola e um
amortecedor, como mostrado na Figura 5.a. Dispde-se de um atuador que desloca a
extremidade da mola e do amortecedor de uma quantidade u(?) (entrada) causando um
deslocamento na massa de y(f) (saida). Obter a funcdo de transferéncia do sistema por
meio de simplificagdao de diagrama de blocos.

v, 0
k

sl LI
)

7.

Figura 5.a — Sistema mecanico do exercicio 1.
Resposta:

Y(s)  bs+k

G(s) = -
(5) U(s) ms*+bs+k

2) Resolver o sistema mostrado na Figura 5.b (exemplo 3.5) por meio de diagrama de
blocos. A entrada deste sistema ¢ a tensdo e;(¢) e a saida ¢ a tensao e,(?).

AN
Ry

. | RS,
C1||

] (@) Cz_l_ ]

Figura 5.b — Circuito elétrico referente ao exercicio 2.

Resposta:

_E(s) _  RRCCS +(RC+R,C))s +1

G(s) 3
E(s) RRCC,s"+(RC +RC,+RC,))s+1

3) Simplificar os diagramas de blocos mostrados na Figura 5.c
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r . P . k m y
- —
+\ ! + 2 s(t,s+1)
(@) kys
r 1 y
L —
+ s(s+1)

1 2s+1
-
s+2 + + s+2
()

r T b%
G] Gg %?—» G3 o G4
+ + +
G5 -
(c) @ =
Figura 5.c — Diagramas de blocos do exercicio 3.
Resposta:
Y(s kk,km Y(s s+2
Q) Gl =Dk LB G@=D
R(s) t s +(k,;km+1)s+kk,km R(s) s +4s”+5s+1
C) G(S) — Y(S) _ G1G2G3G4

R(s) GG,GG,G,+G,G,G,—G,G,G, +1

4) Resolver o sistema mostrado na Figura 5.d por meio de diagrama de blocos. A entrada

deste sistema ¢ a forga f{7) e a saida ¢ o deslocamento x(7).

A9

Figura 5.d — Sistema mecanico do exercicio 4.

Resposta:
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G(s) = b,s +k,

s{mlm2s3 +(mb, +mb, —m,b,)s* +[(m, +m, )k, —b, (b, +by)|s +k (b, —b3)}
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6 ANALISE DO TRANSIENTE DE RESPOSTA

Freqiientemente os sistemas dindmicos submetidos a agdes sofrem bruscas alteracdes num
curto intervalo de tempo, e depois se mantém constantes por longos periodos. O
comportamento dindmico destes sistemas quando sujeito a tais agdes pode ser visto sob duas
perspectivas diferentes e complementares: o comportamento num curto periodo, logo apos a
aplica¢do da acdo, e o comportamento no longo periodo, quando sua dindmica torna-se estavel
(ou nado, dependendo do sistema) ou repetitiva. O comportamento de curto periodo ¢
conhecido como resposta transitoria, transiente de resposta ou simplesmente transiente. O
comportamento apos o estabelecimento de condigdes perenes ¢ conhecido resposta em
regime permanente.

6.1 Transiente de resposta

Sistemas dindmicos lineares exibem comportamentos distintos para diferentes fungdes de
excitagdo ou referéncia de entrada. O regime permanente pode ser oscilatdrio ou estatico,
enquanto que o transiente pode ser amortecido ou ndo. E conveniente, portanto, definir o
conceito de erro de regime permanente, ou e,,, como sendo a diferenca entre a referéncia
r(t) e a resposta do sistema c¢(¢) quando o tempo tende a infinito:

e, =lim[r()—=c()]. (6.1)

Este erro reflete a capacidade do sistema seguir naturalmente a excitagdo dada ou dela se
desviar no regime permanente. O erro apresentado pelo sistema pode ser obtido por meio da
transformada de Laplace, ou seja:

E(s) = R(s)—C(s) = R(s) [1- G(s)], (6.2)

ou ainda por diagrama de blocos, como mostrado na Figura 6.1

(1) c(t) e(?)

— G(5)

+

Figura 6.1 — Diagrama de blocos do erro do sistema com relagdo a entrada.

O teorema do valor final (propriedade /4 da Se¢do 2.2) permite concluir que o erro em
regime permanente pode ser igualmente obtido a partir de:

e, = lviir(}sE(s) :lvig.ls[R(s)—C(s)]. (6.3)

Até agora foi visto o comportamento dinamico dos sistemas com base na sua funcao de
transferéncia. Nao foi analisado, porém, o efeito da funcdo de excitacdo (entrada, termo
forcante ou referéncia) neste comportamento. Muito embora este termo possa assumir
qualquer valor, o comportamento dindmico de um sistema pode ser caracterizado
razoavelmente bem ser for assumido que esta entrada possa ser escolhida dentro de um
pequeno numero de funcgdes previamente definidas. Uma vez que sistemas dindmicos sao
comumente submetidos a fun¢des descontinuas, ¢ conveniente portanto analisar a resposta
com base nas funcdes ja conhecidas como a fun¢@o degrau unitario, impulso unitario e rampa.
Estas funcdes, ademais, possuem transformadas de Laplace conhecidas e simples.
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Considerando ainda a analogia que existe entre os sistemas mecanicos, elétricos e
hidréaulicos (e também térmicos), pode-se restringir a analise realizada aqui apenas a um deles,
uma vez que nos sistemas analogos o comportamento dindmico ¢ idéntico. Melhor ainda, a
analise da resposta pode ser feita tendo como base a fungdo de transferéncia dos sistemas mais
comuns, de primeira e segunda ordens, ou seja, nos quais o grau do polindmio do
denominador ¢ igual a 1 ou 2, sem se preocupar se o sistema ¢ mecanico ou elétrico. Sistemas
de grau maior do que 2 possuem comportamento dindmico que se aproxima, na maior parte
deles, aos sistemas de segunda ordem e portanto ndo necessitam ser analisados.

6.2 Sistemas de primeira ordem
Sistemas de primeira ordem possuem fun¢ao de transferéncia na forma

Cis) 1
R(s) Ts+1’

G(s) = (6.4)

onde C(s) ¢ a transformada de Laplace da saida e R(s) ¢ a transformada da entrada
(referéncia). T ¢ uma constante, conhecida como constante de tempo. Sera analisado, agora,
o comportamento dindmico desta fun¢ao em 3 situagdes distintas para o sinal de entrada R(s):
degrau unitario, impulso unitario e rampa.

6.2.1 Resposta do sistema de primeira ordem ao degrau unitario

Se o termo forcante ou a entrada do sistema for um degrau unitério (¢) = 1(¢), a resposta
do sistema Cy,(s) fica:

1

Cu (s) =m,

(6.5)

pois a transformada do degrau unitario ¢ 1/s. Decompondo Cg,(s) em fragdes parciais, tem-se

1 1
C = 6.6
w(9) s s+1/T (6.6)

cuja transformada inversa de Laplace vale

c, (t)=1- e%, (6.7)

e cujo grafico ¢ mostrado na Figura 6.2. A resposta parte de ¢;4,(0) = 0 e aproxima-se do valor
unitario (relativo ao degrau), conforme avanga o tempo. Contudo, a resposta jamais atinge ou
ultrapassa o valor 1. Ela atinge 63,2% de seu valor maximo quando ¢ = T, pois cg(T)=1—¢"'
= 0,632. Este ¢ o motivo pelo qual 7 ¢ conhecido como constante de tempo do sistema. O
sistema responde mais rapidamente quanto menor for o valor de 7, uma vez que a velocidade
de resposta na origem, dada pela derivada de c4,(¢) vale

dec,, (1) 1

dt T (©

t=0

Quando ¢ = 4T, o erro de resposta (isto ¢, a diferenga entre a entrada e a resposta do
sistema) ¢ menor que 2%. Admite-se, para fins praticos, que se a resposta ficar confinada
dentro de um erro de 2% o sistema atingiu o regime permanente. Ao contrario, se o sistema
ainda ndo estabilizou o suficiente, entdo ele encontra-se no regime transitorio ou transiente.
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Nao faz sentido definir o regime permanente com base em um erro nulo, uma vez que
teoricamente o sistema leva um tempo infinito para atingir o valor unitario.

1 95% 98.2%
86,%//
0,632
0 1 1 1 1 1 | t
T 2T 3T 4T

Figura 6.2 — Resposta de um sistema de primeira ordem ao degrau unitario

6.2.2 Resposta do sistema de primeira ordem ao impulso unitario

Se a funcdo forcante ou a entrada do sistema for um impulso unitario »(¢) = d(¢), entdo a
resposta sera dada por

1
C,(s)= , 6.9
w(5) Ts+1 (6.9)
cuja transforma inversa de Laplace ¢
c (t)—le_% (6.10)
iu T : :

Nota-se que a fun¢do de entrada ¢ nula para ¢ > 0, e, portanto, a resposta do sistema tende
para zero quando ¢ tende para infinito, conforme visualizado na Figura 6.3.

6.2.3 Resposta do sistema de primeira ordem a rampa

No caso da entrada ser do tipo funcdo rampa, ou 7(f) = ¢, a resposta do sistema C,(s) é
dada, na transformada de Laplace, por

1
C,(S)=m, (6.11)
que resulta, quando expandido em fragdes parciais:
Cr(s):iz—Z r . (6.12)
s© s Ts+l1
A resposta no dominio do tempo fica
cr(t)zt—T+Te_%, (6.13)
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cujo comportamento € visto na Figura 6.4. Esta resposta, contudo, difere das anteriores pois o
sistema ndo consegue atingir a referéncia quanto ¢ tende infinito. De fato, a resposta exibe um
erro de regime permanente igual a constante de tempo 7.

/r

T 2T 3T 47

Figura 6.3 — Resposta de um sistema de primeira ordem ao impulso unitario

47—

Figura 6.4 — Resposta de um sistema de primeira ordem a rampa

Nota-se que a resposta do sistema de primeira ordem a entrada rampa possui o seguinte
erro de regime permanente:

qp:mnT@—eVJ:T. (6.14)
t—
ou ainda
1 1 T
e, =lims| —————|=lim| —— |=T. 6.15
o0 Lz SZ(TS+1):| S—’O[TS-FI:l (6.13)

Hé4 uma importante conclusdo a respeito da resposta de sistemas lineares as fungdes
mostradas aqui (degrau unitario, impulso unitario e rampa). De fato, percebe-se que a resposta
do sistema ao impulso unitario ¢ igual a derivada da resposta ao degrau, e a resposta deste ¢
igual a derivada da resposta a rampa, ou seja:

d d?
%@—E%@—Ewﬁ) (6.16)
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Esta conclusao ¢ valida qualquer que seja o sistema, ¢ ndo apenas para sistemas de
primeira ordem. Este resultado permite obter a resposta ao degrau unitirio e ao impulso
unitario a partir da resposta a rampa.

6.3 Sistemas de segunda ordem

Sistemas de segunda ordem possuem no denominador um polindomio do segundo grau na
variavel complexa s, na forma

C(s) K

G(s)= = .
() R(s) Js’+Bs+K

(6.17)

Nota-se que esta fungdo ¢ bastante semelhante a um sistema mecanico massa-mola-
amortecedor, ou um sistema elétrico indutor-capacitor-resistor, com J representando a massa,
a inércia, a indutancia ou a inertancia; B pode ser o amortecedor, resistor ou resisténcia fluida;
K ¢é a constante de mola, capacitor ou capacitancia fluida. Dividindo o numerador e o
denominador por J e separando o polindmio nas suas raizes, tem-se

G(s)= K/J (6.18)
B BY K B BY K
S+—+, | — | —— ||s+——,|| — | —
2J 2J J 2J 2J J
Faz-se agora uma transformagao de variaveis tal que
, K
o, =—, 6.19
"= (6.19)
e
B
=, 6.20
C TR (6.20)

onde w, (1é-se dmega-ene) ¢ conhecida como freqiiéncia natural nio amortecida, e C (1é-se
zeta — ver Apéndice A-1) ¢ a razio de amortecimento. Além disso, B, =2+JJK ¢ o
amortecimento critico. Substituindo estes valores em G(s) tem-se

2
(@)

G(s)= 1 , 6.21
) s7+200,5 + 0 621y

ou, em termos das raizes,

2
(Q)

G(s) = L (6.22)

e o]

Dependendo dos valores de ®, e , as raizes do polindmio (pdlos da funcdo de
transferéncia) podem ser:

* duas raizes complexas, se 0 < <1,
* uma raiz de multiplicidade 2 se £ = 1, ou
* duas raizes reais se { > 1.
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Uma vez que a resposta do sistema a excitagdo degrau unitario, rampa ou impulso unitéario
estao relacionadas entre si, como visto na se¢ao anterior, serd analisada a resposta do sistema
de segunda ordem apenas com relagdo ao degrau unitario. A transformada de Laplace da
resposta do sistema ao degrau unitario ¢ dada por

2
(@)

)= S(s2 +2(;(}:)ns+(oj) . (6.23)

Esta funcdo sera decomposta em fracdes parciais, mas uma vez que a tabela de
transformadas inversas ja apresenta as solugdes para fungdes de segunda ordem, a separacao
em fracOes sera feita na forma:

a,s +a,

Cls)="1+

6.24
s s7+20w, s+ (6.24)

Nota-se que o numerador ¢ um polindmio do primeiro grau, € ndo apenas um termo
constante. Isto € necessario, uma vez que o grau do polindmio do numerador deve ser uma
unidade a menos do que o grau do denominador. A igualdade das fun¢des permite obter os
coeficientes, que resultam a; = 1, a, = -1, e a3 = —2Cw,, € portanto

s+2Cm,

. 6.25
s +20w, 5+ (6.25)

C(s)=2 -
N

Serdo analisadas agora as diferentes alternativas para o valor de .
6.3.1 Resposta do sistema de segunda ordem para 0 < <1

Neste caso a resposta do sistema apresenta dois poélos complexos conjugados, e ¢
conhecida como movimento oscilatéorio sub-amortecido. Os polos sdo dados
respectivamente por

s =—Co, +o,C" -1, (6.26)

5, =—Co, —o -1, (6.27)

Nota-se que a raiz € negativa, pois { € menor do que a unidade. Fazendo entdo w, ser a
freqiiéncia natural amortecida, definida por

o, =m,1-¢, (6.28)
entdo as raizes ficam

‘Sl :_Cwn +0)dj (6 29)
s, =—Co, -0, ]

Esta alteragdo permite escrever a resposta do sistema na forma
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C(s):l— S+2cf’" > (6.30)
s (s+Cm,) +o,
pois
(s+C0,) +o), =5 +200, s+ o, +.(1-C7) =s" +2(w, s + @ . (6.31)

Separando agora o numerador em dois termos na forma s + 2w, = s + o, + Cw,, a
resposta fica

C(S):l_ S‘*‘Q(’;n 2 gwnz 2
s (s+lo,) +o0; (s+Cv,) +w,

(6.32)

Pode-se agora efetuar a transformada inversa de Laplace, usando a tabela de
transformadas. A resposta do sistema no dominio do tempo resulta

Co, ¢

c(t)=1-e""" cosm,t —m—e “'senw,t, (6.33)
d

mas como ®, =, +/1-{ , entdo a resposta fica

c(t)=1—-e " (cos o+ (6.34)

L nw,t
ﬁse d].

A expressao acima pode igualmente ser posta na forma
e

M(«/l—(f coscodt+(;sen(odt). (6.35)

Uma vez que, por hipotese, 0 < £ < 1, entdo ¢ valido considerar que existe um angulo ¢ tal

7@(.0,,1

c(t)=1-

que cosd = (, e, neste caso, send):\/l—coszd) :\/I—CZ . Substituindo estas expressdes na
resposta do sistema, tem-se

—Co,t
() =1-—

J1-62

Lembrando finalmente que sen(a+f3) = sena cosf + cosa senf, tem-se

(sen¢pcos®,f+cosdsenm,t). (6.36)

efcmnt

J1-¢?

onde a relacao

c(t)=1- sen(w,f +9), (6.37)

1-¢
c

permite obter o angulo ¢. A resposta também pode ser escrita como

tan ¢ = (6.38)
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—Co,t ’1_ 2
c(t)=l—%sen O)dt+arctan—g , (6.39)
1-C

valida para ¢ > 0, ou seja, trata-se de uma resposta oscilatéria com amplitude amortecida. O
periodo da oscilagdo ¢ 2n/w,, € 0 amortecimento ¢ tanto maior quanto maior for a freqiiéncia
natural ndo amortecida m, e a constante de amortecimento . O erro da resposta com relagdo a
entrada fica entao dado por

e(t)=r(t)—c(r) = e Vi-¢ (6.40)

sen| m,¢+arctan——— |,
J1-¢°

e o erro de regime permanente ¢ nulo, pois quando o tempo ¢ tende a infinito, o erro tende a se
anular:

e, =lime(r)=0. (6.41)

Se, porém, a constante de amortecimento for nula, isto ¢, se { =0, entdo a resposta ja ndo
¢ amortecida, mantendo, todavia, a oscilacdo, com periodo 2n/w,. Logo, para € = 0 a resposta
vale

c(t)y=1-cosom,t. (6.42)

Com base na resposta amortecida e ndo amortecida fica mais facil entender a razdo dos
nomes de ®, € ®,. Nota-se que a freqiiéncia natural amortecida, w,, ¢ sempre menor do que a
freqliéncia natural ndo amortecida, ®,. Contudo, conforme a constante de amortecimento
aproxima-se de 1, a resposta torna-se ndo oscilatoria e mais amortecida, como visto a seguir.

6.3.2 Resposta do sistema de segunda ordem para { =1

Quando € =1 o sistema torna-se criticamente amortecido, ou de amortecimento critico.
Substituindo este valor da constante de amortecimento na fun¢do de transferéncia, resulta que

2

G(s)=—n (6.43)

(s+0,)
cuja resposta ao degrau unitario no dominio da variavel complexa é:
(02

CE)=——"—"7. (6.44)
s(s+o,)

Decompondo a expressao acima em fragdes parciais, tem-se

o0 P S . (6.45)

s sto, (S+(’0n)2

Recorrendo a tabela de transformada de Laplace (¢ e g), pode-se efetuar agora a
transformada inversa

c)=l-e" - te™ =1-e""(1+0,), (6.46)

90



ANALISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara

que apresenta um erro de regime permanente dado por
e, =lim[r(1)—c(t)]=lime ™ (1+©,) =0, (6.47)
t—0 {—>o0

ou seja, o erro em regime permanente ¢ nulo. Deve-se notar também a auséncia de oscilagao
na resposta do sistema, que ¢ puramente uma exponencial assintotica (amortecida).

6.3.3 Resposta do sistema de segunda ordem para £ > 1

Quando a constante de amortecimento ¢ maior do que 1, tem-se um sistema sobre-
amortecido ou superamortecido. A fun¢do de transferéncia apresenta agora dois polos reais
e distintos, s € 53, dados por

sl:mn(—ch/cz—l) e SZ:(DH(—(;—«/CZ—I). (6.48)
A resposta do sistema a acao degrau unitario fica dada por
®,

s(s+§(on —wn\/ﬁ)(s+gmn +mn\/ﬁ)

Separando em fragdes parciais e aplicando a transformada inversa, a resposta no tempo
fica

C(s) = (6.49)

e—(gﬂ/ﬁ )wnt e—(C—\/ﬁ )wnt
e (e o1) 2fe-i(e-E )

composta por duas exponenciais, com decaimentos diferentes, uma vez que os expoentes sao
distintos. Esta expressdo pode ser escrita na forma mais compacta

I0) e e
= - . 6.51
2 -1 { 58 } (=D

Percebe-se, igualmente, que o erro em regime permanente ¢ nulo, pois se trata de uma
soma de duas exponenciais decrescentes, uma vez que tanto s; quanto s, sao positivos:

c(t)=1+

(6.50)

-t

c(t)=1+

-5yt

: . ®, |e e |
e, }gg[”(t) C(t)] 12}32@{ 5, s } 0. (6.52)
A Figura 6.5 ilustra o comportamento de um sistema de segunda ordem em fun¢do da
constante de amortecimento e do angulo w, ¢, para excitagdo na forma de um degrau
unitario. Pode ser mostrado que se a constante de amortecimento estiver limitada entre os
extremos /2 /2 < € <1, (movimento oscilatério sub-amortecido), entdo a resposta apresentara
um Unico pico, isto &, ela ultrapassa o valor 1 apenas uma vez, e depois aproxima-se de 1 sem
entretanto cair abaixo deste valor (ver a curva referente a { = 0,75 na Figura 6.5). Nota-se

também que todas as curvas apresentam erro de regime permanente nulo (tendem para 1)
exceto a resposta para uma constante de amortecimento nula, que € oscilatodria.

91



ANALISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara

2.0

1.5

1.0

0.5

0.0

Figura 6.5 — Resposta de um sistema de segunda ordem ao degrau unitario, para diferentes valores da
constante de amortecimento .

6.4 Analise de desempenho com base na resposta transiente

Em geral a analise do desempenho ou das caracteristicas de um sistema ¢ realizada com
base na resposta deste sistema a uma excitacdo qualquer. Como o degrau unitdrio permite
diferenciar bem o comportamento dindmico dos diversos sistemas, ele ¢ normalmente
escolhido como a excitagdo de referéncia, embora o impulso unitdrio possa igualmente
desempenhar este papel. Como visto, a resposta de um sistema de ordem maior ou igual a 2
ndo atinge a referéncia imediatamente, mas apresenta um transiente amortecido até atingir o
regime estacionario (ou permanente). O comportamento do sistema no transitério depende, ¢
claro, das condi¢des iniciais. Contudo, para simplificar a andlise, ¢ comum adotar-se
condigdes iniciais nulas. Assim, a resposta destes sistemas possui 0 comportamento tipico
mostrado na Figura 6.6, com uma ou outra alteragdo. Com base neste comportamento, pode-se
definir algumas varidaveis com base na resposta ao degrau unitario. As mais importantes sao:

* tempo de atraso de resposta, #;

* tempo de subida, ¢,

* instante de pico ou de méaxima resposta, z,
* maximo sobre-sinal, M,

* tempo de assentamento,

i

Mp
1.0 v
\\/

0.5

0.0

tite 1, 2

Figura 6.6 — Caracterizacdo da resposta de um sistema dinadmico

O tempo de atraso de resposta, 7;, ¢ o intervalo no qual o sistema atinge pela primeira
vez 50% do seu valor final (estacionario). O tempo de subida, #,, ¢ o tempo que o sistema
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leva para passar de 0 a 100% do seu valor final, ou entdo de 5% a 95%, ou ainda de 10% a
90%. Na Figura 6.6 o tempo de subida esta representado no intervalo 0 a 100%. O tempo de
pico ou instante de pico ou instante de maxima resposta, 7,, ¢ o intervalo de tempo
necessario até que o sistema atinja seu primeiro sobre-sinal (ou overshoot). O sobre-sinal
maximo, M,, ¢ a diferenca entre a resposta no instante de pico e o valor da resposta em
regime permanente. Pode ser mostrado que o sobre-sinal méaximo relaciona-se com a
estabilidade do sistema. O tempo de assentamento, 7, ¢ o intervalo que o sistema leva até
que a resposta caia dentro de uma faixa de valores centrada no valor final do regime
permanente. Esta faixa ¢ geralmente escolhida entre 2% a 5%, dependendo dos objetivos do
projeto. O tempo de assentamento ¢ maior do que todos os outros intervalos definidos aqui.
Admite-se, para fins praticos, que apds o tempo de assentamento o sistema tenha atingido o
regime permanente. Em sistemas sobre-amortecidos o instante de pico e o sobre-sinal maximo
ndo sdo definidos.

Exemplo 6.1 — Classificar o sistema dado pela funcao de transferéncia abaixo quanto a forma
de amortecimento, para uma excitacao degrau. Apresentar um grafico em fungao do tempo.

C(s)  s+5

)= ) " S 42512

Solucao:

Os polos da fungdo de transferéncia sdo dados por

ou seja, tem-se dois pdlos complexos conjugados e o sistema €, portanto, oscilatorio sub-
amortecido.

Se R(s) for uma excitacdo degrau, entdo a resposta do sistema fica:

1 s+6
Cs)=————,
) ssP+2s5+2

que pode ser decomposta em fragdes parciais, resultando

3 3s+5
Cs)=—m———.
) s sT+2s+2

Pode-se agora obter a freqiiéncia natural ndo amortecida e a constante de amortecimento,
dados respectivamente por:

®, =2,
=v2/2.

Por sua vez, a freqliéncia natural amortecida vale

o, =0 1-¢ =1,

e a resposta, posta em funcao desta freqiiéncia, resulta
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3 3s+5 3 s+1 2/3
+1 s (s+D*+1 T (s+D7+1°

Recorrendo agora a tabela de transformadas de Laplace, a resposta em fungdo do tempo
fica
c(t)=3-3e " cost—2¢ 'sent,

cujo grafico ¢ apresentado na Figura 6.7

O valor final ¢ igual a resposta em regime permanente, ou seja:

¢, =lim(3-3e” cost—2e "' sent)=3.

t—o

O tempo de resposta ¢ entdo calculado por:

c(t,)=3-3exp(-t,)cost, —2exp(—t,)sen(t,),

que, por defini¢do, deve ser igual a 50% do valor final, ou seja, 1,5. Contudo a funcdo c(¢) ndo
admite inversa, e assim o valor do tempo de resposta pode ser somente obtido por meios
graficos ou entdo por métodos numéricos de busca de raizes, resultando #; = 0,8439 s.

De forma analoga calcula-se o tempo de subida de 0 a 100% do valor final, , =2,1587 s, 0
instante de pico £, = 2,9442 s (calculado por meio da raiz da derivada), € o sobre-sinal
maximo M, = c(t,) = 3,1342 — 3 = 0,1342. Finalmente, o tempo de assentamento para 2% ¢ f,
= 4,045 s. Para o calculo deste ultimo ¢ necessario construir um algoritmo que verifique o
instante em que a resposta fica totalmente confinada no intervalo entre 2,94 e 3,06.

w
[

Resposta c()
[\S)
[
l

_.
I
I

Tempo ¢ (s)

Figura 6.7 — Resposta no dominio do tempo do exemplo 6.1
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7 CONTROLE CLASSICO DE SISTEMAS

O controle de sistemas visa obrigar uma determinada planta a possuir um comportamento
ditado por regras pré-estabelecidas, mediante acdes deliberadas sob a coordenagdo do
controlador. De pilotos automaticos de aeronaves, passando por injetores eletronicos de
combustivel em motores, até mesmo nos eletrodomésticos e satélites artificiais, o mundo
conhece hoje milhares de usos para o controle de sistemas. H4, contudo, inimeras formas de
se efetuar este controle, e muitas delas fogem ao proposito adotado aqui, como, por exemplo,
controle por logica nebulosa, controle por redes neurais, controle estocastico, controle ndo
linear, s6 para mencionar algumas. Neste capitulo serd apresentado o conceito cldssico de
controle, baseado na realimentagdo de sinais, em malha fechada.

7.1 Definicoes

Um controlador de um sistema ¢ um dispositivo eletronico, pneumatico, hidraulico ou
mecanico que compara a situagdo atual da planta (o estado da planta, dado pela sua posi¢do,
velocidade, tensdo, etc.) que se quer controlar, determina a seguir o desvio ou erro com
relacdo a uma referéncia fornecida e produz um sinal de controle no atuador que, por sua vez,
leva o sistema a reduzir ou anular este erro. A Figura 7.1 mostra um esquema simplificado de
um controlador. Num sistema controlado pode haver um conjunto de atuadores que
transformam o sinal do controlador numa agao exercida na planta, ¢ um conjunto de sensores,
que medem o estado da planta e condicionam esta medida para o controlador. Percebe-se na
Figura 7.1 que o controlador define uma malha fechada, isto ¢, ele avalia a atuacdo para
modificar o estado da planta a partir do estado dela. Embora os controladores em malha
fechada sejam mais comuns, existem casos de controladores em malha aberta, que nao
necessitam conhecer o estado da planta.

__________________________

referéncia

Controlador }—m| Atuador |—s=| Planta -

Sensor |-=

Figura 7.1 — Esquema simplificado do controle de uma planta

A teoria envolvendo a forma como o controlador transforma o erro (ou entdo as
informagdes do estado e da referéncia num sinal de controle é bastante vasta e sdo inumeros
os tipos de controladores diferentes (H.,, robusto, ndo linear, adaptativo, escalonado, fuzzy ou
logica nebulosa, neural, etc.). Porém, os principais tipos de controle utilizados na industria, e
que se adaptam facilmente a sistemas lineares sdo:

a) Controladores on-off, de duas posi¢des, ou bang-bang
b) Controladores proporcionais (P)

¢) Controladores integrais (I)

d) Controladores proporcionais-integrais (PI)

e) Controladores proporcionais-derivativos (PD)

f) Controladores proporcionais-integrais-derivativos (PID)

A fungdo do atuador ¢ transformar o sinal do controlador, de baixa poténcia, num sinal ou
forga de alta poténcia, suficiente para modificar o estado da planta. Os sensores ou elementos
de medida transformam a saida da planta (estado) que pode ser posi¢do, pressdo, voltagem,
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etc., em outro tipo de sinal que seja compativel com a forma utilizada pelo controle. Em geral
os sistemas de controle necessitam de um suprimento externo de energia para poderem operar.
Nos controle auto-operados nao ha essa necessidade.

7.2 Controladores auto-operados

Nos controladores auto-operados a energia necessaria para a operacdo ¢ retirada do
proprio elemento controlado. Nem sempre € possivel se projetar um controlador auto-operado
para um sistema qualquer. Um exemplo deste tipo de controlador ¢ um regulador de pressao,
mostrado na Figura 7.2. Neste tipo de regulador, uma valvula acionada por um diafragma
ajusta a pressao de saida com base na pressao de referéncia e no ajuste de operagdo. Quando a
pressao na saida cai abaixo do valor de operagdo, o diafragma desce forgando a abertura da
valvula. Quando a pressdo de saida aumenta a valvula ¢ obrigada a fechar. Este tipo de
regulador ¢ encontrado em maquinas pneumaticas e hidraulicas, em sistemas de controle de
pressdo da agua em edificios e nos “scubas” (tanques de mergulho), e também nos
reguladores de botijoes de gas GLP (gas liquefeito de petroleo) domésticos.

H -«——ajuste de operacgao

diafragma § -=— referéncia
A —a.

] [

[ Z A\ ]

—»
entrada saida

Figura 7.2 — Um regulador automatico de pressdo auto-operado.
7.3 Controle on-off

Num sistema de controle liga-desliga o elemento de atua¢do pode assumir apenas dois
estados, ou duas posicoes; em geral ligado e desligado. Uma variacao do controle liga-desliga
¢ o controle bang-bang, no qual ha uma terceira possibilidade: ligado, desligado ou invertido.
Nos controladores liga-desliga a atuacao ¢ obtida em fungao do sinal do erro, por exemplo:

u(t):{ul’ para e(t)>0, 1)

u,, parae(t)<0

cujo grafico ¢ mostrado na Figura 7.3 (a) ou ainda

U, parae(t)>0
u(t)=+< 0, parae(t)=0 , (7.2)
U, parae(t) <0

Exemplos destes controladores sao valvulas pneumadticas operadas por solenodides
elétricos, valvulas hidraulicas, chaves elétricas, etc. Considere, por exemplo, um sistema de
controle de nivel como indicado na Figura 7.4. Quando o nivel do tanque ¢ baixo a boia
provoca o fechamento do interruptor elétrico, causando a abertura da véalvula operada pelo
solendide, e liberando assim a entrada de liquido. Se o fornecimento de 4gua (vazdo de
entrada) for maior do que a retirada (vazao de saida), entdo a altura de liquido no tanque ird
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subir. Quando for atingido o nivel de operagdo, a boia sobe e abre a chave, o que fecha o
fornecimento de 4gua. Um problema bastante comum em controladores do tipo liga-desliga é
o rapido chaveamento que ocorre quando o erro esta proximo de zero, ou seja, quando o
sistema esta operando perto do ponto de operagdo. Nesta situagdo, pequenos deslocamentos
fazem com que o atuador (valvula) ligue e desligue em intervalos curtos de tempo, o que
provoca um desgaste rapido do atuador. Para evitar este chaveamento rapido, introduz-se uma
zona morta ou uma lacuna diferencial no ponto de operacao, fazendo com que o controle
fique desligado sempre que o estado estiver proximo (e ndo apenas igual) do ponto de
operacdo. O controle passa a ser dado entdo por:

() = {”1: para e(t) > €, 1.3)

u,, parae(t) > ¢,

onde €; e g, sdo constantes escolhidas com base na freqiiéncia desejada de chaveamento. Em
geral g; € positivo g, € negativo. Nota-se que o controle ndo ¢ definido na regido interna, entre
os valores de €; e . Na verdade, dentro da zona morta o controle mantém-se com 0 mesmo
estado que estava anteriormente, e, portanto, ele pode tanto estar no nivel de u; quanto de us.
Como indica a Figura 7.3 (), dentro da zona morta o controle descreve a trajetéria indicada
pelas setas, o que lembra uma curva de histerese magnética. As representacdes em diagrama
de blocos de controladores liga-desliga sem e com zona morta sdo mostradas na Figura 7.5 (a)
e (b), respectivamente.

----- ———————————— u ammEw
? e(t) Uz e(t)
o P

1% €1

Figura 7.3 — Controle liga-desliga (a) e liga-desliga com zona morta (b).

Figura 7.4 — Controle de nivel num tanque do tipo liga-desliga.

T
(2%

(2%

Figura 7.5 — Diagrama de blocos de um controlador do tipo liga-desliga (), ¢ liga-desliga com
zona morta (b).
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Num sistema com controlador liga-desliga com zona morta, a resposta fica oscilando entre
os valores minimo e maximo da zona morta, e entre os extremos o sistema segue a sua propria
dindmica, uma vez que ndo ha atuacdo dentro da zona morta. A Figura 7.6 mostra o
comportamento tipico de um sistema sujeito a um controle liga-desliga com zona morta. No
exemplo do controlador de nivel, se 4, for a altura a ser controlada, o controle com zona
morta seria na forma: ligar se & < h, — ¢, e desligar se & > h, + ¢. Nota-se também que, devido
ao fato do controle liga-desliga ser nao linear, ndo hd como obter uma solugdo fechada do
problema, ou seja, ndo existe uma funcao f{(¢r) que descreva o comportamento do sistema no
tempo, ja que ele ¢ descontinuo. Por isso recorre-se freqlientemente a simulagdes numéricas
para analisar este tipo de controle.

Favavava

t
-

Figura 7.6 — Comportamento dindmico de um sistema com controlador liga-desliga com zona-morta.
7.4 Controladores proporcionais (P)

Num controlador com agdo proporcional de controle, a atuagdo € proporcional ao sinal do
erro e(f), ou seja, quanto maior o erro, maior sera a atua¢dao. Se o sinal do controle for
representado por u(t), entdo num controle proporcional tem-se:

u(t)=K, e(r) (7.4)
ou, aplicando a transformada de Laplace:
U(s)=K, E(s), (7.5)

onde K, ¢ uma constante conhecida como ganho proporcional. A Figura 7.7 representa o
diagrama de bloco de um controlador proporcional. Um sistema controlado por um
controlador proporcional e cuja funcao de transferéncia ¢ dada por G(s) possui um diagrama
de blocos semelhante ao mostrado na Figura 7.8. A fun¢do resultante do sistema controlado
fica entdo

C(s) K, G(s)
R(s) 1+K,G(s)

(7.6)

(?) O ‘O
+ P

()

Figura 7.7 — Diagrama de blocos de um controle proporcional
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1) ~ e © u(t)
+ 4 -

c(t)»

G(s)

Figura 7.8 — Diagrama de blocos de um sistema com controle proporcional

Antes de analisar os demais tipos de controladores, ¢ conveniente investigar o
comportamento dos sistemas sujeitos ao controle proporcional. No capitulo 6 foram vistos os
comportamentos de sistemas dindmicos com base nas fungdes de transferéncia. Uma vez que
um sistema controlado possui também uma funcdo de transferéncia, a analise realizada
anteriormente pode ser aplicada aqui. Esta andlise ¢ apresentada nos exemplos a seguir, para o
controle proporcional.

Exemplo 7.1 — Considera-se uma massa deslizando sobre uma superficie, com coeficiente de
atrito b, como indicado na Figura 7.9. Dispde-se de um atuador capaz de aplicar uma forga
variavel f{(f) na massa m. Deseja-se controlar a posi¢do desta massa de forma a manté-la
proximo da origem, em x = 0, usando para isso um controlador proporcional agindo na forga f.
Qual ¢ o erro em regime permanente da planta considerando-se um sinal de referéncia do tipo
degrau unitario?

Solugao:
O equilibrio de forgas agindo sobre a massa impde que
mix=f(@)-bx,

e assim a func¢do de transferéncia do sistema mecanico, composta pela massa m e pelo atrito
(amortecedor) b fica:

X(s) 1
F(s) " ms*+bs’

A funcgdo de transferéncia em malha fechada do controlador proporcional ¢ entdo dada
por:

X(s) _ K,
R(s) ms2+bs+Kp ’

obtida a partir do diagrama de blocos do sistema mostrado na Figura 7.10. Uma vez que o erro
no posicionamento da massa ¢ calculado por e(r) = r(f) — x(f), entdo efetuando-se a
transformada de Laplace do erro e dividindo-se por R(s) chega-se a

E(s)_l_X(s)_ ms>+bs
R(s) R(s) msz+bs+Kp’

mas como a referéncia R(s) ¢ um degrau unitario, o erro fica

ms®+bs
S(ms2+bs+Kp) ’

E(s)=

de onde se segue que o erro em regime permanente ¢ dado pelo teorema do valor final, ou seja
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2
. . ms°-+bs
e, =lims E(s) =lim—————=0,
o0 s>0ms* +bs+K
p

ou seja, o erro € nulo no regime permanente. Isto significa que o controlador esta efetivamente
controlando a posi¢do da massa, desde que a referéncia seja do tipo degrau (unitario ou nao).
Infelizmente esta andlise ndo ¢ valida para outros tipos de sinal de referéncia, e cada caso
deve ser analisado separadamente.

Nota-se que este sistema ¢ de segunda ordem, com constante de amortecimento nao nula, e
portanto apresenta uma resposta com oscilagdo amortecida (ver secdo 6.3.2). O
amortecimento pode ser sub-amortecido ou sobre-amortecido, conforme ilustra a Figura 7.11,
dependendo das constantes fisicas m, b e do valor do ganho proporcional K.

x(1)

—

A9

m

ggég‘b .

Figura 7.9 — Sistema com deslocamento controlado pela forca f{7).

")~y fo [T ]

K
+ P ms® +bs

Figura 7.10 — Diagrama de blocos do controlador proporcional do exemplo 7.1.

e(?)

sobreamortecido

sub-amortecido

Figura 7.11 — Comportamento dindmico do sistema do exemplo 7.1.

Exemplo 7.2 — Considera-se agora que a massa do exemplo anterior desliza sem atrito sobre a
superficie. Qual ¢ o comportamento da massa em regime permanente com base na analise dos
polos da fungdo de transferéncia do sistema?

Solugao:

Novamente parte-se da funcdo de transferéncia da planta, composta unicamente pela
massa m, ja que a entrada ¢ a forca e a saida ¢ o deslocamento x:

X(s)_ 1
F(s) ms?’

que apresenta dois polos reais e iguais a zero. O diagrama de blocos deste sistema junto com o
controlador ¢ apresentado na Figura 7.12, cuja fun¢do de transferéncia completa é:
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X(S)_ Kp
R(s) msz+Kp '

Esta relacdo apresenta dois poOlos complexos conjugados com parte real nula:
s,=4K,/mj e s,=—|K, /mj. Sabe-se, neste caso (ver se¢do 6.3.2, com constante de

amortecimento nula), que a resposta do sistema ¢ oscilatéria (caso a posi¢ao inicial seja nao
nula), e portanto o sistema nunca atinge o equilibrio e nunca fica estacionado na origem,
como mostra a Figura 7.13. Uma vez que se deseja manter a massa na origem, entao este
controlador nao ¢ eficiente para cumprir este objetivo.

M)~ A0 [ 1 ] e
+ b ms*

Figura 7.12 — Diagrama de blocos do controlador proporcional do exemplo 7.2.

Figura 7.13 — Comportamento dindmico do sistema do exemplo 7.2.

Conclui-se, com base nos dois exemplos anteriores, que o controle exclusivamente
proporcional ¢ recomendavel somente quando o sistema ¢ amortecido naturalmente (possui
constante de amortecimento nao nula). Sistemas nao amortecidos irdo oscilar indefinidamente
sob a a¢do de um controle exclusivamente proporcional. Neste caso deve-se empregar o
controle derivativo, visto a seguir.

7.5 Controlador proporcional-derivativo (PD)

A agdo do controle derivativo € proporcional a variacdo do erro, isto é, quanto maior for a
taxa de variagao do erro, ou a velocidade com que o erro varia, maior serd a agdo derivativa.
O controle PD agrupa o controle proporcional, adicionado ao controle derivativo, na forma:

B de(t)
u(t)=K, e(t) +K, e (7.7)

O ganho derivativo, K;, pode ser posto em fun¢do do ganho proporcional e do tempo
derivativo, 7,= K;/K,. A transformada de Laplace do controlador PD ¢ dada por

U
%:Kp (141, 5), (7.8)
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O diagrama de blocos mostrado na Figura 7.14 representa um controlador PD de uma
planta com funcdo de transferéncia dada por G(s). A fungdo de transferéncia do sistema
completo ¢

C(s) K,(1+T,5) G(s)
R(s) 1+K,(1+T,5) G(s)

r(?_ e(?) X, Tos ++? u(t) ) c(t)»

Figura 7.14 — Diagrama de blocos de um sistema com controle proporcional-derivativo.

(7.9)

Exemplo 7.3 — Analisar o erro em regime permanente do sistema do exemplo 7.1, sem atrito,
com um controlador PD (proporcional-derivativo), sujeito a um degrau unitario na entrada

r(1).
Solucgao:

A Figura 7.15 apresenta o diagrama de blocos deste exemplo, cuja fungdo de transferéncia
em malha fechada ¢ dada por:

X(s) K, (0+T;s)
R(s) ms’+K T s+K,

onde K, ¢ o ganho proporcional e 7; ¢ o tempo derivativo. O erro no posicionamento da
massa pode ser novamente calculado, resultando

E(s)_l_X(s)_ ms’
R(s) R(s) m52+KpTds+Kp ’

Quando a entrada ¢ um degrau unitario, o erro em regime permanente fica

2
ms 1

e, =lims E(s)=lims—; —=
Ts0 =0 ms +K,T,s+K, s

€ novamente o erro no regime permanente ¢ nulo, ou seja, o controle ¢ estavel e leva o sistema
a posi¢ao de equilibrio x = 0. A analise dos polos permite concluir que o comportamento
dindmico do controle serd amortecido. Ajustando o valor de 7, e K, pode-se obter um
comportamento sub-amortecido ou sobre-amortecido.

r(o(;e(t) PR ECR I EO
+° ms*

Figura 7.15 — Diagrama de blocos do controlador PD do exemplo 7.3.
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O sistema resultante de uma inércia pura (massa) com um controlador PD ¢ semelhante a
um sistema de segunda ordem com constante de amortecimento ndo nula, portanto ¢
equivalente a um sistema naturalmente amortecido com controlador P. O controle derivativo
portanto introduz um amortecimento no comportamento dinamico do sistema.

E comum encontrar-se sistemas que sofrem perturba¢des na dindmica. Estas perturbagdes
podem ser estaticas, dindmicas ou aleatorias. Uma perturbacdo estdtica exerce uma agdo
constante, enquanto que a perturba¢dao dinamica varia no tempo de forma previsivel. Por sua
vez, uma perturbagdo aleatéria ¢ imprevisivel e assemelha-se a um ruido agindo sobre o
sistema. O exemplo a seguir ilustra o comportamento do controlador quando houver uma
perturbagdo agindo no sistema.

Exemplo 7.4 — Sera suposto agora que a massa do exemplo 7.1 esteja submetida a acdo de
uma forga perturbadora de intensidade d(¢) na forma de um degrau unitario, e o controlador ¢
apenas proporcional. Ha atrito entre a massa e a superficie. Analisar o erro do sistema com
relacdo a forga perturbadora (considerar como sendo do tipo degrau unitario).

Solucao:

Este problema pode ser visto como o controle de uma massa numa rampa inclinada,
conforme ilustra a Figura 7.16. O peso, projetado na dire¢cdo do movimento, causa a forga
d(t). No instante ¢ = 0, a massa, anteriormente presa, ¢ deixada sob a a¢do do controle e do
peso. O controle devera entdo compensar a agdo do peso e restaurar a posi¢cdo inicial da
massa. A referéncia, 7(¢), neste caso € nula. O equilibrio de forcas na massa leva a

dit)+ f(t)=mi+bx

Aplicando a transformada de Laplace a esta equacdo, e lembrando que a transformada de
d(¢) é D(s), tem-se

D(s)+F(s)=ms* X(s)+bs X(s)

O diagrama de blocos deste problema ¢ mostrado na Figura 7.17, e dele pode-se extrair a
saida X(s) em func¢do do erro:

E(s) K, + D(s)

ms®+bs

X(s)=

Nota-se que, devido a presenca da perturbagdo d(f), ndo se pode aplicar a formulacao
discutida na se¢do 5.1 para obter a fungdo de transferéncia em malha fechada. Ao contrério,
deve-se aplicar as defini¢des para composicao de diagramas de blocos.

Uma vez que E(s) = R(s) — X(s), e como R(s) = 0, entdo isolando X(s) e substituindo estes
valores na func¢do de transferéncia tem-se

que reordenando os termos fica

E(s) _ 1
D(s) msz—i-bs—i-Kp '
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Finalmente, sabendo-se que D(s) ¢ um degrau unitdrio, o erro em regime permanente sera
dado por

¢, =lims E(s) = lims— 1 _ 1

50 ms2+bs+Kps Kp

Isto significa que, embora a referéncia para o controle seja nula (R(s) = 0), o controle
proporcional ndo consegue anular o erro em regime permanente. O erro pode ser diminuido
pelo aumento do valor de K, mas isto faz com que aumentem também as oscilagdes no
regime transitorio.

Figura 7.16 — Controle da posi¢do de uma massa numa rampa inclinada com atrito.

d(?)
+

"o ~ e fD) 1 x(0)
—:O—» K, - -

ms*+bs

Figura 7.17— Diagrama de blocos do controlador proporcional do exemplo 7.4.

Conclui-se, com base no ultimo exemplo, que um controlador proporcional num sistema
naturalmente amortecido, ou um controlador PD num sistema qualquer, e sujeito a acdo de
forgas perturbadoras, ndo consegue anular o erro em regime permanente.

Ademais, se a forca d(¢f) for um degrau de intensidade d,, entdo o erro em regime
permanente do exemplo anterior resulta igual a

=——2° (7.10)
€ a massa estard na posicao x,, = —e,, = —d,/K,. Logo, quanto maior for a for¢a perturbadora,
maior sera o erro na posi¢cao da massa.

Em resumo, controladores P ou PD podem nao eliminar o erro apresentado pelo sistema
com relagdo a referéncia quando os sistemas sdo perturbados. Para eliminar este erro sera
necessario introduzir o controlador integral, visto na proxima secao.

7.6 Controladores integrais (I)
A ac¢do de um controlador integral muda de forma proporcional ao sinal de erro, ou seja

du(t)
dt

=K e(t) (7.11)

104




ANALISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara

cuja transformada de Laplace vale:

sU(s)=K, E(s), (7.12)

onde K; ¢ também constante, conhecido como ganho integral. Em termos de diagrama de
blocos, o controlador integral, num sistema com fun¢do de transferéncia G(s), fica como
mostrado na Figura 7.18. A fung¢ao de transferéncia do sistema controlado fica:

C(s) K, G(s)
R(s) s+K, G(s)

(7.13)

r(?) : e(t) | K, | u() o) c(t)»
+_ + S 5

Figura 7.18 — Diagrama de blocos de um sistema com controle integral.

Exemplo 7.5 — Considerar um veiculo movendo-se num plano com velocidade v, como ilustra
a Figura 7.19. A velocidade deve ser controlada por uma forca u(f) proporcional a integral do
erro na velocidade. Analisar o comportamento do erro em regime permanente considerando
uma referéncia na forma de um degrau unitario.

Solucao:

A fungao de transferéncia do veiculo submetido a uma entrada na forma de uma forga u(z),
¢ dada por:

V) _ 1
U(s)_ms+b ’

e, como a forga é proporcional a integral da velocidade, entdo a funcdo de transferéncia do
sistema, conforme mostra a Figura 7.20, sera dada por:

Vis) K

1

R(s) Cms? +bs+K,

Pode-se agora obter a fun¢do de transferéncia do erro, com relagdo ao sinal de referéncia,
que resulta:

E(s)  R(s)-V(s) _ ms*+bs
R(S)_ R(s) _msz+bs+Kl.

e como a referéncia () € um degrau unitario, entdo usa-se o teorema do valor final para
estimar o erro em regime permanente, ou seja:

2
¢, =lims E(s) =lim—5 +09)
Pso0 >0 s(ms” +bs+K,)

2

de onde se conclui que o controle integral consegue eliminar o erro apresentado na velocidade
do veiculo.

105




ANALISE E CONTROLE DE SISTEMAS LINEARES - Valdemir Carrara

w(?)

—

u(t)

m

7,

Figura 7.19 — Veiculo movendo-se com velocidade v num plano.

30 e®) | K, | u(r) 1 V(1)
+ _? N ms+b =

Figura 7.20 — Diagrama de blocos de um sistema com controle integral.

Embora o controle integral seja amplamente utilizado, ele raramente ¢ empregado
isoladamente. O principal motivo disso € que a sua a¢do tende a ser lenta, o que leva a tempos
de resposta e assentamento muito longos (ver Secao 6.4), além de causar transitorios sub-
amortecidos. Sistemas naturalmente amortecidos podem ser controlados com um controle do
tipo PI, visto a seguir.

7.7 Controlador proporcional-integral (PI)

Pode-se agrupar o controle proporcional junto com o integral em um tUnico controlador.
Este controle ¢ denominado de proporcional-integral (PI) e a atuagdo ¢ a soma das atuagdes
proporcional e integral, ou seja

u(t)=K, e(t)+ K, j e(t) dt . (7.14)

E conveniente expressar o ganho integral K; em termos do tempo integral, T;, dado pela
relagdo entre K, e K;. Neste caso o controle fica

=K t+£ t)dt 7.15
u(t) =K, o))+~ Je(t) dr . (7.15)

1

Aplicando a transformada de Laplace, tem-se

UG _ g (HLJ, (7.16)
Eis)y 7 Ts

O diagrama de blocos de um controle proporcional integral de uma planta cuja fungdo de
transferéncia vale G(s) ¢ apresentado na Figura 7.21(a). A Figura 7.21(b) mostra uma
simplificagdo do controle do diagrama anterior. A fun¢do de transferéncia do sistema
controlado fica

C(s) _ K,(1+T,5) G(s)
R(s) Ts+K,(1+T5)G(s)

(7.17)
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") —~ e 1 u(9) et
B e g 4?* Gl pme

Y

(a)
r(t) et) | K,(1+7;s) u(t)> Gs) c(l‘)=
+ B T; S
(b)

Figura 7.21 — Diagrama de blocos de um sistema com controle proporcional-integral (a) ¢
diagrama simplificado ().

Exemplo 7.6 — Aplicar um controlador PI ao problema do exemplo 7.1, considerar que a
massa esteja submetida a acdo de uma forga perturbadora (degrau) de intensidade d e levar em
conta o atrito entre a massa e a superficie. Analisar o erro apresentado pelo controle PI com
relacdo a forga perturbadora.

Solucao:

Este problema ¢ semelhante ao anterior, porém utiliza um controlador PI ao invés do
controlador proporcional. O diagrama de blocos do sistema com o controlador pode ser visto
na Figura 7.22. A saida apresentada pelo sistema, em fun¢do do erro E(s) ¢

1+7;s 1
X(S):|:E(S) Kp T +D(S):|m

1

Fazendo novamente R(s) = 0, tem-se que E(s) = —X(s), e portanto

E(s){ms2 +bs+K, 1;7;SJ=—D(S)

i
de onde se tira que

E(s) 1s
D(s) mT s’ +bT;s*+K T s+K,

Se d(f) ¢ um degrau de intensidade d unitario, ou seja, D(s) = d/s, o erro em regime
permanente apresentado pelo controlador sera

e, =lims E(s)=lim— > 20
50 s>0ms +bs”+K,s+K, /T, s
d(?)
+

r(?) e(t) K 1+T s | fD) 1 x(f)
+_% "' Ts + ms’ +bs

Figura 7.22 — Diagrama de blocos do controlador proporcional-integral do exemplo 7.6.
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Isto mostra que o controlador PI consegue eliminar o erro no regime permanente em
sistemas sujeitos a uma perturbacdo, o que o controlador proporcional ndo conseguia. O
motivo disto € que o controle proporcional s6 consegue gerar uma agao se o erro for diferente
de zero, pois a acdo ¢ proporcional ao erro. Se o sistema estiver submetido a um esfor¢o
externo, o controle proporcional deixa um erro residual tal que sua resposta consiga
contrabalancar esta forca. Ao se utilizar o controlador PI, contudo, o controlador integral fara
esta acdo compensatodria, deixando para o controle proporcional apenas a eliminagdo do erro.
Nota-se que o controle integral pode ser ndo nulo mesmo que o erro seja nulo, uma vez que
ele ¢ a integral (somatoria) dos erros anteriores. Sempre que o erro apresentar uma tendéncia
numa dada dire¢do, o controle integral entra em agao.

7.8 Controlador proporcional-integral-derivativo (PID)

O controlador PID ¢ o mais abrangente dos controladores proporcionais, porque engloba
as acdes proporcional, integral e derivativa. A ag¢do do PID ¢ dada por

K
u()=K, e(t)+= " [eydi+K,T, djl(tt) : (7.18)
cuja transformada de Laplace fica
2
ZES;:KP (1+1;5+TLJ=KPE’TI'ST+ZSH, (7.19)
s 'S 'S

Na forma de diagrama de blocos o controle PID ¢ mostrado na Figura 7.23, cuja fungdo de
transferéncia do sistema controlado fica dada por

C(s) K, (T, Ts>+T s+1)G(s)
R(s) 1+K (I,Ts*+Ts+1)G(s)’

(7.20)

Uma das vantagens dos controladores PID ¢ que eles controlam até sistemas naturalmente
instaveis, como o péndulo invertido, mostrado no préoximo exemplo.

2
(1) —~ e(?) K T,Ts +Ts+1 u(t)» GGs) C(f)>
+ b T's

Figura 7.23 — Diagrama de blocos de um sistema com controle proporcional-integral-derivativo.

Exemplo 7. — Aplicar um controlador PID ao problema péndulo invertido, considerando um
mancal sem atrito, massa m = 1 kg e comprimento da haste / = 1 m. Adotar a acelera¢do da
gravidade g = 10 m/s>. Considerar os ganhos do controlador iguais a K,=50,T,=0.1s,¢
duas situagdes para o tempo integral: 7; = 0.3 e 7; = 0.1 s. Analisar a resposta do controle sob
a acao de um degrau unitario nas duas situagdes do tempo integral.

Solugio:

O comportamento do péndulo invertido, mostrado na Figura 7.24, ja foi analisado na
Secdo 1.7. A fungdo de transferéncia do péndulo invertido mostra que ele possui uma raiz real
positiva, e, portanto, o sistema ¢ instavel. Se o péndulo for abandonado num ponto préximo a
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vertical, ele ird se afastar da vertical exponencialmente, até inverter. A equagdo diferencial
linearizada do péndulo invertido fornece

u(t)=ml>0-mglo,

onde g ¢ a acelerag@o da gravidade. Aplicando a transformada de Laplace, resulta a funcdo de
transferéncia:

_O(s) _ 1
U(s) ml*s*-mgl’

G(s)
cujos polos sdo p, =+/g/l e p,=—/g/l. Como um dos polos € positivo (ou possui parte
real positiva), o sistema apresentado ¢ instavel.

Considerando agora que o sistema passe a ser controlado por um PID, entdo a funcao de
transferéncia em malha fechada fica

o) K, (LT +Ts+1)G(s) K (T, T s’ +T s+1)
R(s) 1+K,(I,Ts*+Ts+1)G(s) (ml’+K,T,T)s’+K Ts+K, —~mgl’

Para que o sistema controlado seja estavel, deve-se garantir que ele apresente os polos
com parte real negativa. A parte real dos pdlos ¢ dada por:

KT

Re(p)=- E ,
(P) 2mI*+K,T,T)

que € negativa, pois tanto K, quanto 7; e T, sdo positivos. Portanto, 0 movimento instavel do
péndulo tornou-se estdvel sob a acdo de um controle PID. Pode-se, agora, comparar o
polindmio caracteristico do péndulo com o denominador da fungdo de transferéncia de um
sistema do segundo grau, o que ira fornecer os valores da freqiiéncia natural e da constante de
amortecimento, ou seja

o - K,-mgl
n 2
ml”+K,T,T,
1 KT

pi

:E\/(mlerKpTd T)(k,-mgl)

G

Quando 7; = 0.3 os valores acima resultam: ®, =4 e { = 3/4. Para 7; = 0.1 tem-se ®, =
5.164 e £ = 0.3227. Portanto, com base nos valores da constante de amortecimento, o sistema
¢ sub-amortecido em ambos os casos. Porém, quando 7; = 0.3 o péndulo apresenta apenas

uma oscilagao pois = 0.75 > V2/2.A resposta do sistema a uma excitacao degrau para 7; =
0.3 fica (ver segdo 6.3.1):

4e—3t \/7
c(t)y=1- sen ﬁt+arctan— ,
| a

cujo grafico ¢ apresentado na Figura 7.25, junto com a resposta para 7; = 0.1.
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Figura 7.24 — Péndulo invertido do exemplo 7.6.

Controladores exclusivamente integrais (I), s3o usados em sistemas de primeira ordem,
que nao apresentam oscilagcdes, como, por exemplo, o controle de nivel de liquido num
tanque.

Controladores PID, por sua vez, sao utilizados em sistemas sujeitos a perturbacoes
(controle integral), e ndo naturalmente amortecidos ou com amortecimento insuficiente para
os propo6sitos do controle (controle derivativo). Exemplos de sistemas que utilizam controle
PID s3ao navios, acronaves, misseis e satélites. O controle PID ¢é também extensivamente
utilizado na industria, para controle de processos (mecanicos, térmicos, hidraulicos, elétricos e
eletronicos).

15 T | T T
- 7,=0.1 .
1.0~
oy | T,=0.3 i
0.5+ —
0.0 . | . | . |
0 1 2 3

t(s)

Figura 7.25 — Resposta do controlador PID do péndulo invertido do exemplo 7.7
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7.9 Exercicios

)]

2)

Usa-se um controlador proporcional-integrativo para efetuar o controle de velocidade
de um motor elétrico cuja fungdo de transferéncia em malha aberta vale:

Qi) 2
I(s) 4s+1

G(s)=

na qual Q(s) ¢ a transformada de Laplace da velocidade angular w(?) do motor e I(s) €
a transformada da corrente de armadura i(f). Este motor serd controlado por um
controle PI com ganho proporcional K, e tempo integral 7;. Obter a fungdo de
transferéncia em malha fechada do sistema e o erro em regime permanente, quando K,
=2eTl;=1.

Resposta:

_Q(s) 4s+4
R(s) 4s*+5s+4’

Gp (5)

4s5+1

E(s)=R(s)[1- Gy, (s)] Zm,

e, =lsi£13sE(s)=O

O modelo dindmico de um forno industrial resulta na seguinte fun¢do de transferéncia:
Gy ==
O(s) s+2

onde 7(s) ¢ a transformada de Laplace da temperatura do forno e Q(s) € a quantidade
de calor injetada por unidade de tempo. Deseja-se utilizar um controle PI para dosar a
quantidade de calor de forma a controlar a temperatura deste forno. Pede-se:

a) A funcdo de transferéncia em malha fechada do sistema, isto €, Gp/(s) = T(s)/R(s),
em funcdo de K, e 7.

b) Discutir o comportamento da temperatura, com base no calculo dos polos do
sistema em malha fechada, quando K, =10 e 7;=0,1.

c) Discutir o comportamento da temperatura, com base no célculo dos pdlos do
sistema em malha fechada, quando K, = 10 e 7; = 1.

Resposta:

T(s) _ Kpjzs-l_Kp
R(s) Ts*+T(K,+2)s+K,

a) Gp(s)=

b) Para K, = 10 e 7; = 0,1 tem-se dois po6los complexos conjugados: p, =—6+8j ¢
p, =—6—-8j. Logo, o sistema ¢ estavel, pois os polos possuem parte real negativa
e o sistema ¢ oscilatério amortecido.

c) Para K, = 10 e 7; = 1 tem-se dois polos reais: p, =-11,1, ¢ p, =-0,9. Como
ambos sdo negativos, o sistema ¢ estavel (assintoticamente), nao oscilatério.
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3) O diagrama de blocos de um sistema de segunda ordem controlado numa malha
fechada por um controle PD ¢ mostrado na Figura 7.a.

Lo
O g s ]2 |
+ ST +2s+3

Figura 7.a — Controle PD referente ao exercicio 3.

a) Obter a funcdo de transferéncia do controle com relagdo ao sinal de referéncia, isto
¢, Gr(s) = Y(s) / R(s), supondo que a perturbacao d(¢) seja nula.

b) Obter a funcdo de transferéncia do controle com relagdo ao sinal de perturbagao,
isto &, Gp(s) = Y(s) / D(s), quando a referéncia r(¢) for nula.

c) Obter os polos de Gr(s) € Gp(s), quando forem adotados 7, =1 seg, e K, = 0,5.

d) Supondo os mesmos valores de T, e K,,, analisar o erro em regime permanente do
sistema quando a referéncia r(f) for um degrau unitario e a perturbagdo d(¢) for
nula.

e) Considerando novamente os mesmos valores de 7, € K}, analisar o erro em regime
permanente do sistema quando a referéncia for nula e houver uma perturbagdo na
forma de um degrau unitario.

f) Se T, =1 seg, calcular o intervalo de validade de K, (dado que K, > 0), de forma a
garantir que o sistema apresente dois polos complexos conjugados.

Respostas:
Y(s 2K T,s+2K

2) Gy(s)=1&) o R laS*Ah,
R(s) s"+2(K,T;+1)s+2K, +3
Y(s 2

b) Gls)=) =

D(s) s +2(K,T+1)s+2K, +3

C =——+—"1], =
) D ) D )
s+1 1
d) Gi(s)= ) =r(t) — y(t =—
) R() 2+3S 4 e() r() y() erp 4
2 2
Gy(s)=———— ) =—yt =-=
e) D(‘S) S2+3S—‘r4 e() J’() erp 4

f) —«/§<Kp<\/5,mascomoKp>O,ent€lo

g) O<Kp<\/5
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4) Certos sistemas dinamicos sdo instaveis, como por exemplo, um péndulo invertido.
Avides militares de alto desempenho sdo também instaveis do ponto de vista
aerodinamico. Para estabilizar tais sistemas pode ser utilizado um controlador PD
como mostrado no diagrama de blocos da Figura 7.b. Para este sistema pede-se:

a) Obter os polos do sistema em malha aberta (G(s) = X(s)/F(s)) e discutir sua
estabilidade com base nestes poélos.

b) Obter a funcdo de transferéncia do sistema em malha fechada, isto ¢, Gpp(s) =
X(s)/R(s), em fungdo de K, e T,.

c) Calcular os valores de K, e T, de tal forma que os polos do sistema controlado
sejam —3 e —1. O sistema controlado sera estavel?

_>(r(t) )_>e(t) K,(1+T,5) S| 1 X0
+° s’ —4

Figura 7.b — Diagrama de blocos com o controlador referente ao exercicio 4.

Respostas:
e) Os polos sdo 2 e —2. Como um dos polos € positivo, entdo o sistema ¢ instavel.

X(s)  KJTs+K,
R(s) s*+K,T,s+K, -4

f) Gppls)=

g) Um sistema com polos —3 e —1 tem como polindmio do denominador a forma:

s> +4s+3. Comparando esta expressio com aquela do sistema controlado, tem-
s€ Kp -4=3 , ou Seja Kp =17. Além diSSO’ Kp]:i =4 R de onde Td =4/7.
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APENDICE A
A-1 Alfabeto Grego

Os simbolos, nomes e prontncia das letras gregas sao apresentados na Tabela A-1.

Tabela A-1 — Simbolos gregos

Simbolo Simbolo | Nome | Prontncia |Equivalente
maiusculo | minasculo latino

A a Alfa alfa a
B B Beta beta b
X X Chi qui c
A S Delta delta d
E € Epsilon | ¢épsilon e
D dou @ Phi fi f
r Y Gama gama g
H n Eta éta e
I 1 Iota iota i
K K Kapa capa k
A A Lambda | lambida 1
M u Mu mi m
N % Nu ni n
(0] o Omicron | Omicrom 0
I1 T Pi pi p
0 0 Teta téta tx
P p Rho 1Y) r
) Goug Sigma sigma S
T T Tau tau t
Y L Upsilon | tpsilon u
Q ® ou @ Omega Omega 0
= & Xi X1 X
Y W Psi psi ps
4 C Zeta zeta z
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