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Proélogo

"Mecénica de Estructuras" tiene el objetivo de proporcionar a los estudiantes de
grado de ingenierfa una visién y una comprensién claras de los fundamentos del anili-
sis estructural, y de su aplicacién en estructuras de barras articuladas y reticuladas.
La obra recoge la experiencia docente de los autores en asignaturas relacionadas con
el Analisis de Estructuras en la Escuela Técnica Superior de Ingenieros de Caminos,
Canales y Puertos de Barcelona. EI planteamiento del texto coincide, en gran me-
dida, con el de asignaturas de Mecdnica de Estructuras que, con diferentes nombres,
desarrollan la materia de Teorfa de Estructuras en diversas titulaciones espanolas de
Ingenierfa.

Este libro es una nueva versién de la edicién original de 1992, y de las mejoras in-
troducidas en las sucesivas ediciones de 1995, 1999 y 2001. En esta nueva presentacion,
se ha modernizado el contenido del volumen con nuevos capitulos, nuevas secciones y
nuevos ejemplos para facilitar la comprensién de los temas. Asimismo, se ha renovado
totalmente el material gréfico.

La obra se estructura en dos partes diferenciadas. Una primera parte, formada
por los Capitulos 1 al 5, en la que se introducen los conceptos fundamentales de la
Mecédnica de Estructuras y una segunda parte, formada por los Capitulos 6 al 9, en la
que se estudia especificamente la resolucién de estructuras de barras por los métodos
de flexibilidad y rigidez. Las estructuras articuladas y reticuladas, planas y espaciales,
se tratan en detalle mediante el método directo de rigidez. La comprensién de los
diferentes temas se ve favorecida por la inclusién de numerosos ejercicios y ejemplos
resueltos paso a paso.

En el Capitulo 1 se presentan los objetivos fundamentales del Analisis de Estructuras
y, las definiciones bdsicas que serdn utilizadas a lo largo de los temas posteriores. Se
definen los distintos tipos de estructuras, continuas y de barras, y se presentan los
elementos estructurales bdsicos que las forman. Se introducen también las acciones a
considerar en el proyecto de una estructura de acuerdo con las normativas vigentes.
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En el Capitulo 2 se introducen los conceptos de equilibrio y compatibilidad aplicados
a estructuras articuladas y reticuladas. Se enuncia, ademds, la hipétesis de linealidad y,
como consecuencia, el Principio de Superposiciéon. Se definen los conceptos de indeter-
minacién estdtica y grado de hiperestatismo, asi como el de grado de indeterminacién
cinemdtica y, en estructuras reticuladas, el grado de traslacionalidad. Finalmente, se
presentan los métodos generales de resolucién de estructuras.

En el Capitulo 3 se tratan las relaciones existentes entre esfuerzos y movimientos
en estructuras articuladas planas y estructuras reticuladas de plano medio. El anilisis
se centra en los llamados métodos diferenciales de cédlculo de movimientos, basados en
las relaciones diferenciales derivadas del estudio de la flexién. Se introducen ademads,
las ecuaciones eldsticas en estructuras reticuladas de plano medio.

El Capitulo 4 introduce el concepto fundamental de trabajo como base de los prin-
cipios variacionales de la Mecédnica de Estructuras. Basados en ellos se presentan teore-
mas asociados al trabajo virtual y métodos generales para la resolucién de estructuras
articuladas y reticuladas.

El Capitulo 5 enuncia los principios y teoremas asociados al concepto de energia
de deformacién, aplicables en sistemas estructurales de comportamiento lineal. Se
presentan los teoremas asociados a la minimizacién de la energia potencial y los métodos
generales de andlisis basados en ellos.

Los Capitulos siguientes se dedican especificamente al andlisis de estructuras de
barras mediante los métodos generales de resolucidn.

En el Capitulo 6 se muestra la aplicaciéon del Método de Flexibilidad a la resolucién
de estructuras articuladas y reticuladas planas. Se plantea primero, la resolucién de
estructuras articuladas y, a continuacion, la resolucién de vigas continuas. Finalmente,
se aplica el método a la resolucién de estructuras porticadas.

El Capitulo 7 presenta el Método de Rigidez. Como en el capitulo anterior, se tratan
las estructuras articuladas planas, las vigas continuas y las estructuras porticadas de
plano medio. Para éstas tltimas se tratan los casos intraslacional y traslacional.

En el Capitulo 8 se muestra la aplicaciéon del Método Directo de Rigidez a la reso-
lucién de estructuras articuladas. Se plantean primero las Bases del Método de forma
general. Se muestra después, en detalle, su aplicacién a estructuras articuladas planas
y espaciales.

El Capitulo 9 se dedica a la aplicacién del Método Directo de Rigidez a la resolucién
de estructuras reticuladas. En primer lugar, se plantea su aplicacién a estructuras
reticuladas de plano medio y, después, a otras tipologfas estructurales, emparrillados
planos y reticuladas espaciales.
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1 Estructuras y acciones

1.1 Introduccion

La palabra “estructura” tiene diferentes significados. En su acepcién més general se
refiere a la forma en que se organizan las partes de un sistema u objeto. Desde el punto
de vista ingenieril, las “estructuras” estdn ligadas a la construccién; asf, son estructuras
los puentes, los edificios, las torres, las presas, etc. De una forma méds especifica, y més
adaptada a las modernas tipologfas de construccién, entendemos por estructura aquella
parte de la construccién que “soporta’ el conjunto, es decir, que es capaz de resistir
las diversas acciones que actian sobre ella (peso propio, sobrecargas de uso, viento,
movimientos sismicos, etc).

Naturalmente, el hombre ha concebido y construido todo tipo de “estructuras”
desde tiempos muy remotos. En un principio, lo hace para satisfacer sus necesidades
primarias, de cobijo frente al medio exterior; m&s tarde, al crecer y diversificarse las
relaciones sociales de todo tipo, para posibilitar y favorecer su desarrollo. La tecnologia
es, sin duda, una de las bases de este desarrollo, y la ingenierfa, en sus diversas ramas,
el resultado de su concrecién a través de los tiempos.

Asi, la ingenieria estructural es la rama de la ingenieria que trata la concepcion, el
diseno y la construccién de las estructuras necesarias para desarrollar las actividades
humanas. Como tal, la ingenierfa estructural debe contemplar cuatro criterios basicos
que las estructuras, como cualquier otro ingenio humano, deben satisfacer; éstos son:

e funcionalidad: toda estructura debe servir para aquello para lo que ha sido con-
cebida,

e seguridad: toda estructura debe soportar las cargas a las que se ve sometida

durante su vida 1til,

e cconomia: toda estructura debe construirse aprovechando los recursos materiales
disponibles, y

e estética: toda estructura debe tener una apariencia exterior adecuada.
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A estos criterios bdsicos se suman otros complementarios, tales como el impacto
ambiental, la facilidad de mantenimiento y gestion, la reciclabilidad, etc, que cobran
mayor importancia en las economfas més desarrolladas. Evidentemente, la importancia
relativa de cada uno de los criterios en juego depende mucho del tipo de estructura de
que se trate. Claramente no son los mismos para el edificio de contencién de una
central nuclear, donde el requisito de seguridad es esencial, que para un palacio de
exposiciones, donde los criterios de funcionalidad y estética deben ser decisivos, o para
una construccién auxiliar de obra, en la que la economfa primard, decisivamente, sobre
los condicionantes estéticos. En cualquier caso, puede asegurarse que los dos criterios
esenciales en toda estructura son la funcionalidad, su razén de ser, y la seguridad, su
garantia de ser.

En funcién de lo anterior, el Anélisis de Estructuras es, en un sentido amplio y
contempordneo, el conjunto de métodos y técnicas que permite evaluar, en primer
lugar, la viabilidad de las estructuras que se disenan y, en segundo lugar, el grado de
satisfaccién de los (muiltiples) criterios de disefio. En un sentido m4ds especifico y clésico,
el Andlisis de Estructuras se ocupa de la validaciéon del comportamiento mecédnico de
las estructuras, en las distintas etapas que éstas atraviesan. Esto implica que deben
analizarse, al menos, las siguientes etapas:

e proyecto, para validar y evaluar las distintas alternativas planteadas, ya sea en
cuanto a tipologfa estructural, materiales a emplear, dimensiones, etc.

e construccién, para validar y evaluar los distintos métodos de construccién posi-
bles, y

e vida titil, para asegurar las mejores condiciones de funcionalidad, mantenimiento
y reciclaje.

El Anélisis de Estructuras tiene, pues, como objetivo fundamental determinar la
respuesta de las estructuras cuando éstas se ven sometidas a las diferentes acciones
que deben soportar durante su construccién y vida ttil. Por “respuesta estructural”
se entiende, bdsicamente, la determinacion de los estados de tensién y deformacion a
los que la estructura va a estar sometida por efecto de los diferentes estados de carga
que se consideran. La determinacion de los estados de tensién es necesaria de cara a
satisfacer los criterios de resistencia que establecen las correspondientes normativas y
los usos de buena préctica para garantizar la seguridad de las estructuras. Por su parte,
la determinacién de los estados de deformacién suele ser necesaria para satisfacer los
criterios de rigidez, que estdn a menudo ligados a requisitos de funcionalidad.

Por tanto, el Analisis de Estructuras pretende establecer las condiciones de resisten-
cia y rigidez de las estructuras analizadas. Como veremos a lo largo de este Libro, es
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habitual que la determinacién de unas y de otras no pueda abordarse de forma indepen-
diente, sino que es necesario plantear el problema resolviendo ambas simultdneamente
(esfuerzos y movimientos o, en su caso, tensiones y deformaciones).

Desde el punto de vista histérico, el Anélisis de Estructuras entronca con la tradicién
de la Resistencia de Materiales y, posteriormente, de la Teorfa de la Elasticidad. Por
tanto, su origen se remonta a la segunda mitad del siglo XVIII y la primera mitad
del siglo XIX, con el advenimiento de la revolucién industrial y la aparicién de la
fundicién como material de construccién. Esta nueva tecnologia posibilita tipologias
de construccién innovadoras y evidencia la necesidad de métodos de andlisis para las
nuevas formas “estructurales”. Aunque son muchos los nombres de los ingenieros que
contribuyeron a su desarrollo inicial, destacaremos el de Louis Navier, que publicé
trabajos de relevancia sobre cdlculo de placas, arcos hiperestdticos y puentes colgantes.

La Resistencia de Materiales y el Anadlisis de Estructuras se desarrollan extraor-
dinariamente en la segunda mitad del siglo XIX con la expansién, casi universal, del
ferrocarril y la imperiosa necesidad de construir puentes cada vez de mayor luz. Esto fo-
menta el avance de los métodos de célculo de estructuras articuladas, primero isostdticas
y luego hiperestdticas. En la primera mitad del siglo XX aparece el hormigén arma-
do como material de construccién y, con él, las estructuras se vuelven méds complejas,
reticuladas y muy hiperestdticas. En consecuencia, aparecen y se perfeccionan nuevos
métodos de cdlculo. Las guerras mundiales, el desarrollo industrial y econémico y, en
la segunda mitad del siglo XX, la aparicién de los ordenadores digitales han motivado
y posibilitado los avances mas recientes en el campo de la Mecdnica de Estructuras.

1.2 Estructuras continuas y estructuras de barras

Las estructuras pueden adoptar tipologias muy diversas, de acuerdo a su geometria y
a su forma de trabajar. Asi, podemos hablar de estructuras continuas, cuando no es
posible diferenciar los distintos “elementos” que las forman, y estructuras de barras,
cuando estdn formadas por piezas prisméticas enlazadas entre si. Entre las estructuras
continuas podemos distinguir aquellas en las que es posible identificar un “espesor” y
hablar de estructuras superficiales, tales como placas (que trabajan a flexién), mem-
branas (que trabajan a traccién y/o compresion), laminas (que trabajan a flexién y a
traccién y/o compresion), etc., de aquellas estructuras sélidas o masivas. Por su parte,
las estructuras masivas pueden tener una geometrfa y un comportamiento bidimen-
sional (estados planos de deformaciones o con simetria de revolucién) o tridimensional
(caso general).

Asi, en las Figuras 1.1 y 1.2 se muestran dos estructuras superficiales sometidas a
su peso propio; la losa del tablero de puente de la Figura 1.1 trabaja a flexién, mientras
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ESTRUCTURA
SUPERFICIAL

SUPERFICIAL

Fig. 1.2: Estructura superficial sometida a peso propio: membrana trabajando a
tension y compresion
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Fig. 1.3: Ejemplo de estructura masiva: presa béveda con su cimentacion.

Fig. 1.4: Discretizacion por elementos finitos de una presa béveda y su cimentacion
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que la torre de refrigeracién de la Figura 1.2 trabaja como membrana, a compresién en
la direccién meridional y traccién en la direccién circunferencial. La Figura 1.3 muestra
un ejemplo de estructura masiva tridimensional; se trata de una presa béveda de doble
curvatura y parte de su macizo de cimentacion.

La determinacién de las tensiones y deformaciones que actian sobre las estructuras
continuas es un problema complejo que, generalmente, se aborda aplicando métodos
aproximados de discretizacién (diferencias finitas, elementos finitos, etc.) a las ecua-
ciones diferenciales o integrales de la Mecdnica de Sélidos, ya sea a partir de la Teoria
de la Elasticidad o de modelos m&s complejos que permitan considerar efectos no li-
neales del problema mecénico (comportamiento de los materiales, grandes movimientos,
etc.). Como ejemplo de aplicacién de estos métodos avanzados de calculo, la Figura
1.4 muestra la discretizacion por elementos finitos de la presa béveda de la Figura 1.3.

Aunque es posible aplicar estos mismos métodos al andlisis de las estructuras de
barras, es habitual abordar el anédlisis de éstas desde los postulados de la Resistencia
de Materiales. Segun éstos, el estado tensional en las barras que forman la estructura
se determina a partir del principio de Saint-Venant, que establece que, bajo ciertas
condiciones, las tensiones (y deformaciones) sobre una seccién normal de una pieza se
pueden determinar, exclusivamente, a partir de los valores de los esfuerzos que actian
sobre dicha seccién. El principio de Saint-Venant permite reducir el analisis de estruc-
turas de barras al problema de determinar las leyes de esfuerzos que actidan sobre las
diversas piezas que forman la estructura.

1.3 Elementos estructurales basicos, apoyos y enlaces

Las barras que forman las estructuras se denominan segtin la funcién que desempenan y
su forma de trabajar. Se define como viga al elemento estructural horizontal, en general
recto, sometido principlamente a cargas verticales y que trabaja fundamentalmente a
flexion. Se llama pilar, soporte o columna al elemento estructural, generalmente recto y
vertical, que resiste cargas axiales de compresién y en algunos casos también momentos
de flexiéon. Se llama cable o tirante al elemento estructural sometido a traccién. Se
utilizan, en general, para salvar grandes distancias, ya que estdn limitados sélo por
su peso y su forma de anclaje. En la Figura 1.5 se muestra la combinacién de estos
elementos estructurales basicos en un puente atirantado.

Los arcos son tipos estructurales planos de directriz curva o poligonal que soportan
sus cargas fundamentalmente a compresién. Deben ser rigidos para mantener su forma,
y esto genera esfuerzos secundarios (momentos y cortantes) que deben tenerse en cuenta
en su diseno. La Figura 1.6 muestra un arco catenario sometido a cargas en su plano.
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Fig. 1.5: Elementos estructurales bdsicos

Fig. 1.6: Arco catenario
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Fig. 1.7: Apoyos: (a) simple (b) fijo (c) empotramiento
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nudo articula
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Fig. 1.8: Enlaces: nudos articulados y rigidos

Se llama apoyo a todo dispositivo destinado a unir la estructura al medio de sus-
tentacion. Los apoyos cumplen la triple funcién de: (a) impedir los movimientos de
solido rigido de la estructura, (b) limitar la deformacién que sufre y (c) transmitir las
cargas que soporta la estructura al medio de sustentacion.

En estructuras planas, los apoyos més frecuentes son el apoyo simple o articulado
movil (Figura 1.7a), el apoyo fijo o articulacién (Figura 1.7b) y el empotramiento
(Figura 1.7c).

Se llama enlace o nudo a todo dispositivo destinado a unir entre si las diferentes
barras que forman una estructura. Los enlaces cumplen la doble funcién de: (a) impedir
o limitar los movimientos relativos de unas barras respecto a otras, y (b) trasmitir las
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cargas que unas soportan a las demds. Los enlaces més frecuentes son la articulacién o
nudo articulado y el empotramiento o nudo rigido (Figura 1.8).

Los apoyos y enlaces para estructuras planas pueden ficilmente generalizarse para
estructuras espaciales. En este caso, el nimero de grados de libertad es mayor, y por
tanto, la tipologia de apoyos y enlaces posibles es més amplia.

1.4 Estructuras de barras

Se llama estructura de barras a aquella formada por el ensamblaje de piezas prismaticas.
Su finalidad consiste en soportar las acciones que actian sobre ella y transmitir las
correspondientes fuerzas y momentos al medio de sustentacién. Aunque las estructuras
de barras no son la unica tipologia existente, si es la comunmente utilizada. Por este
motivo, es la tratada en este Libro.

Es habitual clasificar las estructuras de barras segin la disposicion de las directrices
de las piezas y segun el tipo de unién entre ellas. Asi, segin la disposicién de las
directrices de las piezas que forman la estructura, se habla de estructura plana cuando
las directrices de todas las piezas estdn contenidas en un mismo plano y de estructura
espacial en caso contrario.

Las estructuras espaciales son mucho més complejas de concebir, disenar y construir
que las estructuras planas. Por eso, es comin que muchas estructuras aparentemente
tridimensionales se disenen realmente como un conjunto de estructuras planas que
trabajan solidariamente para conseguir los mecanismos resistentes necesarios.

Se llama estructura articulada a una estructura formada por piezas prisméticas
unidas entre si mediante articulaciones. Dado que los enlaces articulados no permiten
transmitir momentos flectores de unas piezas a otras, es facil deducir que las barras de
una estructura articulada trabajan basicamente a esfuerzo axil, ya que la tdnica flexién
a la que pueden estar sometidas es la debida a las cargas transversales que actien
directamente sobre ellas. Resolver una estructura articulada implica, pues, determinar
el valor de los esfuerzos axiles que actian sobre las diferentes barras. Las estructuras
articuladas se representan de forma idealizada de la siguiente manera: la barra se
representa mediante una linea que es la directriz de la pieza; los nudos articulados se
representan mediante un circulo y los apoyos se representan teniendo en cuenta los
grados de libertad restringidos: articulado mévil o fijo (Figura 1.9).

Se llama estructura reticulada a una estructura formada por piezas prisméticas
unidas entre si mediante nudos rigidos. Puesto que los nudos rigidos si transmiten
los momentos de una barra a otra, las piezas de una estructura reticulada trabajan
fundamentalmente a flexién y, en su caso, también a torsién.
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7

Fig. 1.9: Idealizacion de estructuras de barras articuladas: (a) espacial (b) plana

Resolver una estructura reticulada implica, por tanto, determinar las leyes de mo-
mentos flectores, esfuerzos cortantes, esfuerzos axiles y, en su caso, momentos torsores
que actian sobre las diferentes barras.

Andlogamente, las estructuras reticuladas se clasifican en planas y espaciales. Las
estructuras reticuladas se idealizan de forma que las barras se representan mediante su
directriz y los nudos se idealizan mediante un punto en el que concurren las directrices
de las barras (Figura 1.10).

Dentro de las estructuras reticuladas planas se consideran dos casos particulares de
interés:

e cstructuras de plano medio: son aquellas en las que el plano que contiene a las
directrices de las piezas es a su vez plano de simetria de éstas y que estdn sometidas
a cargas contenidas en dicho plano medio. Por razones de simetria, las piezas que
forman las estructuras de plano medio trabajan a flexién compuesta recta, esto
es, estdn sometidas a momentos flectores, de eje perpendicular al plano medio, y
a esfuerzos cortantes y axiles, contenidos en dicho plano. Se les llama también
porticos (Figura 1.10b) cuando estdn formadas a base de soportes y dinteles, y
marcos cuando las piezas estdn unidas formando células cerradas (Figura 1.10c).

e emparrillados planos: son aquellas formadas por piezas en las que las secciones
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i

b)

Fig. 1.10: Idealizacion de estructuras de barras reticuladas: (a) espacial, (b) plano
medio: pdrtico, (c) plano medio: marco y (d) emparrillado plano
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Fig. 1.12: Estructura reticulada de plano medio
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rectas son simétricas respecto a planos perpendiculares al que contiene a las di-
rectrices de las piezas y que estdn sometidas a cargas perpendiculares al plano de
las directrices (Figura 1.10d). Las piezas de los emparrillados planos trabajan a
flexo-torsién simple, esto es, estdn sometidas a momentos flectores y torsores, de
eje contenido en el plano del emparrillado, y a esfuerzos cortantes perpendiculares
a éste.

La Figura 1.11 muestra la estructura reticulada espacial de un bloque residencial;
en la Figura 1.12 se muestra un puente fluvial cuya estructura es reticulada de plano
medio (un arco con tablero superior de vigas rectas). En la Figura 1.13 se muestra un
ejemplo de puente con tablero metdlico de emparrillado plano de vigas que trabajan a
flexién y torsién.

En este Libro se tratard especificamente de la resoluciéon de estructuras de barras.
Primeramente se trata la resolucién por los métodos cldsicos de flexibilidad y rigidez
de estructuras articuladas planas y estructuras reticuladas de plano medio. Después
se plantea la solucién por el método directo de rigidez de estructuras de barras de
cualquier tipo.

Fig. 1.13: Emparrillado plano
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1.5 Acciones sobre las estructuras

Las acciones a considerar en el proyecto de una estructura, o de un elemento estructural,
estdn establecidas por la reglamentacién vigente en cada paifs. En el espacio europeo
se han desarrollado unas normas de carédcter voluntario recogidas en los Eurocédigos
Estructurales. En particular, las acciones a considerar sobre una estructura se definen
en el "Eurocédigo 1: Acciones sobre las estructuras".

En Espana, las acciones a considerar sobre las estructuras estdn definidas en los

siguientes reglamentos vigentes:

e CTE Cédigo Técnico de Edificacion.

e [AP Instruccién sobre acciones a considerar en el proyecto de puentes de ca-

rretera.

e [APF Instruccién relativa a las acciones a considerar en el proyecto de puentes
de ferrocarril.

e EHE Instruccién de Hormigén Estructural.

Todos ellos estdn adaptados a las directivas que se han desarrollado en el d&mbito
europeo (Eurocédigos).

Segun su variacion en el tiempo, las acciones sobre una estructura pueden clasifi-
carse en: acciones permanentes (G), acciones permanentes de valor no constante (G*),
acciones variables (Q) y acciones accidentales (A).

Las acciones permanentes (G) son las cargas que actiian en todo momento y son
constantes en posicién y magnitud, por ejemplo:

1. el peso propio de los elementos estructurales, que se determina a partir de las
dimensiones y los pesos especificos medios de los materiales que los forman.

2. las cargas muertas, que son las debidas al peso de los elementos no estructurales
(cerramientos, enlucidos, tabiqueria, pavimentos, falsos techos, etc.).

La Figura 1.14 muestra el peso especifico aparente de los materiales de construccién
de uso més frecuente.

Las acciones permanentes de valor no constante (G*) son las cargas que actiian en
todo momento pero cuya magnitud no es constante, por ejemplo, la fuerza de preten-
sado, los asientos bajo las cimentaciones, las acciones reolégicas, etc.
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Peso especifico

Peso especifico

Materiales y elementos aparente kN, o Materiales y elementos aparente kN, it
Materiales de albaiileria Madera
Arenisca 21,02 27,0 Aserrada, tipos C14 a C40 3,5a5,0
Basalto 27,02 31,0 Laminada encolada 37244
Calizas compactas, marmoles 28,0 Tablero contrachapado 5,0
Diorita, gneis 30,0 Tablero carton gris 8,0
Granito 27,0 a 30,0 Aglomerado con cemento 12,0
Sienita, diorita, porfido 28,0 Tablero de fibras 8,0a10,0
Terracota compacta 21,0 27,0 Tablero ligero 4,0
Fabricas Metales
Bloque hueco de cemento 13,02 16,0 Acero 77,0 a 78,5
Bloque hueco de yeso 10,0 Aluminio 27,0
Ladrillo ceramico macizo 18,0 Bronce 83,02 85,0
Ladrillo ceramico perforado 15,0 Cobre 87,0 2 89,0
Ladrillo ceramico hueco 12,0 Estafio 74,0
Ladrillo silicocalcareo 20,0 Hierro colado 71,0 a 72,5
Mamposteria con mortero Hierro forjado 76,0
de arenisca 24,0 Laton 83,02 85,0
de basalto 27,0 Plomo 112,0a114,0
de caliza compacta 26,0 Zinc 71,0 72,0
de granito 26,0
Sileria Plésticos y organicos
de arenisca 26,0 Caucho en plancha 17,0
de arenisca o caliza porosas 24,0 Lamina acrilica 12,0
de basalto 30,0 Linoéleo en plancha 12,0
de caliza compacta o marmol 28,0 Mastico en plancha 21,0
de granito 28,0 Poliestireno expandido 0,3
Homigones y morteros Otros
Hormigoén ligero m 9,0 220,0 Adobe 16,0
Hormigén normal 24,0 Asfalto 24,0
Hormigoén pesado >28,0 Baldosa ceramica 18,0
Mortero de cemento 19,0 a 23,0 Baldosa de gres 19,0
Mortero de yeso 12,0 a 28,0 Papel 11,0
Mortero de cemento y cal 18,0 a 20,0 Pizarra 29,0
Mortero de cal 12,0 a 18,0 Vidrio 25,0

1 - 3
M gn hormigdén armado con armados usuales o fresco aumenta 1 kN/m

Fig. 1.14: Peso especifico aparente de materiales de construccion

Las acciones variables (Q) son las cargas externas que pueden actuar o no sobre la

estructura, como por ejemplo, las sobrecargas de uso, las acciones climdticas (viento,

nieve, etc.).

Las acciones accidentales (A) son aquellas cuya posibilidad de actuacién durante

un periodo de referencia establecido es pequeiia, pero cuya importancia puede ser con-

siderable en ciertas estructuras (impacto de vehiculos, sismos, inundaciones, agresién

térmica de incendios, etc.).

En lo que sigue se describe brevemente cémo trata la normativa espanola las acciones

variables y accidentales mds importantes.
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Sobrecarga de uso

La sobrecarga de uso es el peso de todo lo que puede gravitar sobre la estructura por
razén de su utilizacion.

En edificios, la sobrecarga de uso puede simularse con una carga uniformemente
repartida. El CTE define dicha carga distribuida segiin el uso del edificio a proyectar.
Para comprobaciones locales de capacidad portante se define una carga concentrada
actuando sobre cualquier punto de la zona. La Figura 1.15 muestra algunos valores
caracteristicos de sobrecarga de uso definidos por el CTE.

En puentes de carretera, la AP define las sobrecargas de uso a tener en cuenta como
un tren de cargas que consta de: a) componentes verticales (fuerzas gravitatorias) y b)
de componentes horizontales (fuerzas de frenado, arranque y fuerza centrifuga).

Las componentes verticales del tren de cargas son:

Una sobrecarga uniforme de 4 kN/m? extendida en toda la plataforma del tablero
o en parte de ella, segtin sea mas desfavorable para el elemento en estudio.

e Uno o dos vehiculos de 600 kN repartidos en 6 cargas puntuales de 100 kN en la
Carga Carga
Categoria de uso Subcategoria de uso unifom}e concentrada
[KN/m’] [kN]
Al Viviendas y zonas de habitaciones en hospi- 2 5
A | Zonas residenciales tales y hoteles
A2 | Trasteros 3 2
B [ Zonas administrativas 2 2
C1 [Zonas con mesas y sillas 3 4
C2 |Zonas con asientos fijos 4 4
Zonas sin obstaculos que impidan el libre
Zonas de acceso al ¢3 |movimiento de las personas como vestibulos 5 4
publico (con la excep- de edificios publicos, administrativos, hoteles,
C | cion de las superficies salas de exposicion en museos, etc.
pertenceicntes a las - - e ——
categorias A, B, CyD) | ¢4 |Zonas destinadas a gimnasio u actividades 5 7
fisicas
Zonas de aglomeracion (salas de conciertos,
cs estadios, etc.) 3 4
D1 [Locales comerciales 5 4
D | Zonas comerciales D2 [Supermercados, hipermercados o grandes 5 7
superficies
E |Zonas de trafico y de aparcamiento para vehiculos ligeros (peso total <30 kN) 2 20
F |Cubiertas transitables accesibles solo privadamente ?) 1 2
Cubiertas accesibles G177 |Cubiertas con inclinacion inferior a 20° 19 2
G umcament‘e pgga I Cubiertas ligeras sobre correas (sin forjado)® 0,4 1
ConRiEnEaLeil Cubiertas con inclinacién superior a 40° 0 2

Fig. 1.15: Valores caracteristicos de las sobrecargas de uso
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a) #1020 m

I o

Eje vehiculo pesado
— — — — — — (2,00m

R

1,50 m 1,50 m

b)
Posible (*)
1¥ Vehiculo 2° Vehiculo
pesado pesado
Min 0,50 m 200m d>200m 2, OOm
Bordillo | | Bordillo
o barrera o barrera
}
(*) Solo podra considerarse este 2° Vehlculo pesado actuando en la posicion
indicada si "b" es mayor de 12 m

Fig. 1.16: (a) Planta croquis vehiculo pesado (b) Posicionamiento transversal de los
vehiculos pesados

posicién que se indica en la Figura 1.16a, y de eje longitudinal paralelo al de la
calzada. La instruccién especifica la posicién y el nimero de ellos (Figura 1.16b).

e Una sobrecarga uniforme de 4 kN/m? extendida en toda la superficie o en parte
de ella, segin sea mas desfavorable para el elemento en estudio de aceras, pistas
de ciclistas o ciclomotores, medianas que estén separadas de la plataforma del
tablero.
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Accién del viento

La distribucién y el valor de las presiones que ejerce el viento sobre una estructura
y las fuerzas resultantes dependen de varios factores: la geometria y las dimensiones
de la estructura, las caracteristicas y permeabilidad de sus superficie y la direccién,
intensidad y racheo del viento.

En edificios, la accién del viento g. es una presiéon perpendicular a la superficie en
cada punto expuesto y puede expresarse como (CTE):

e = Qp - Ce * Cp (1.1)

donde g es la presiéon dindmica del viento que de forma simplificada puede adoptarse
igual a 0,5 kN/m?2, ¢, es el coeficiente de exposicién, variable con la altura del pun-
to considerado, y ¢, es el coeficiente edlico o de presién, dependiente de la forma y
orientacién de la superficie respecto al viento (Figura 1.17).

En puentes, la accién del viento puede asimilarse a una carga estdtica, salvo en
estructuras muy flexibles en las que puede originarse fenémenos vibratorios importantes.
El empuje producido por el viento se calcula por separado para cada elemento del
puente, segun la expresiéon (IAP):

1
F=Cp-A- (2p Vé) (1.2)

Altura del punto considerado (m)
3 6 9 12 15 18 24 30

24 27 30 3,01 33 34 35 37

>

Grado de aspereza del entorno

Borde del mar o de un lago, con una superficie de agua en la
direccion del viento de al menos 5 km de longitud

II Terreno rural llano sin obstaculos ni arbolado de importancia 2,1 2,5 2,7 29 3,0 3,1 33 35

Zonal rural accidentada o llana con algunos obstaculos
aislados como arboles o construcciones pequefias

IV Zona urbana en general, industrial o forestal 1,3 14 1,7 1,9 21 22 24 2,6

Centro de negocio de grandes ciudades, con profusion
de edificios en altura

11 L6 20 23 25 26 27 29 3,1

> >

12 12 12 14 15 1,6 19 20

>

Cocficientes de exposicion c,

Esbeltez en el plano paralelo al viento
<025 0,50 0,75 1,00 1,25 2>5,00
Coeficiente edlico de presion, ¢, 0,7 0,7 0,8 0,8 0,8 0,8
Coeficiente edlico de succion, ¢, -03 -04 -04 -05 -06 -07

Coeficientes edlicos

Fig. 1.17: Valores de los coeficientes de exposicion y edlicos (CTE)
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B B
—B 5 |£025]0.33 /0,501 0,67 | 1,00 [ 1,50|2,00 | 4,00 | 24,00
- h
I Cpl 2,1 [22|22]22(20]13]14]|12] 1,1

Seccidn circular con  Secciodn circular con
superficie lisa M tal superficie rugosa o lisa
-> o »D@ que Dy, >6m/s  tal que DV, <6 m/s
Cp=03 Cp=12

»Q Cy=1.8 »O Cp=1.6 —>O Cp=1.4 —>O Cp=13
= <] C)=1.6 - [> =22 | =»> I I: :I % Cy=2.2

Fig. 1.18: Coeficientes de arrastre Cp para las secciones mas usuales (IAP)

donde F' es el empuje horizontal del viento, Cp es el coeficiente de arrastre del elemento
considerado (Figura 1.18), A es el drea neta total del elemento expuesta al viento y
proyectada sobre un plano normal a éste, y (% pVC2) es la presién bésica de célculo, en
la que p es la masa especifica del aire y V¢ es la velocidad de cédlculo del viento.

Cargas térmicas

Las variaciones de temperatura producen deformaciones en los elementos estructurales,
que en caso de estar impedidas dan lugar a tensiones que deben tenerse en cuenta en
el proyecto de una estructura.

En edificios, los efectos de la accién térmica pueden obtenerse a partir de la variacién
de la temperatura media de los elementos estructurales, separadamente para el verano
(dilatacién) y el invierno (contraccién). En el CTE se dan tablas que proporcionan
los valores de las temperaturas ambiente extremas, en verano y en invierno, segin la
situacién geogréfica de la estructura.

En puentes, la IAP tiene en cuenta: la componente de variacién uniforme de tem-
peratura del elemento estructural y el gradiente térmico en las secciones transversales
del mismo. La componente de variacién uniforme de temperatura depende de la tem-
peratura efectiva minima y maxima que puede alcanzar el elemento en un periodo de
tiempo determinado. Su valor depende de la tipologia estructural del elemento, de sus
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dimensiones, de los materiales que lo constituyen y de los valores de la temperatura en
el lugar donde se ubique el puente. El gradiente térmico se define como la diferencia
de temperatura positiva entre la fibra superior y la inferior del tablero, dividida por la
distancia entre ambas fibras. Esta variacién se supone lineal entre ambas fibras.

Cargas de nieve

La intensidad y distribucién de la carga de nieve depende del clima del lugar, del tipo
de precipitacién y del relieve del entorno. En el caso de edificios depende de la forma
del edificio o de la cubierta, de los efectos del viento y de los intercambios térmicos en
los paramentos exteriores.

Segin el CTE, en cubiertas planas de edificios de pisos situados en localidades
de altitud inferior a 1.000 metros, es suficiente considerar una carga de nieve de 1,0
kN/m?2. Para otros casos, el cédigo especifica los pasos a seguir para calcular la carga
de nieve; por ejemplo, en estructuras ligeras sensibles a la carga vertical, o cuando el
viento origina un depdsito irregular de nieve sobre las cubiertas, etc.

En puentes, la IAP calcula el valor de la sobrecarga de nieve segin la zona climética
donde se sitida la estructura.

Acciones sismicas

La normativa exige que en caso de peligrosidad sismica es obligatorio incluir en el
proyecto de una estructura el estudio sismico de la misma, realizado segin la Norma de
Construccién Sismorresistente: Parte General y Edificaciéon (NCSE). En la Figura 1.19
puede verse el mapa de peligrosidad sismica del territorio nacional de la citada norma,
que proporciona el valor de la aceleracién sismica bédsica ap expresada en relacion al
valor de la gravedad g. Ademds, se tienen en cuenta las caracteristicas geotécnicas del
terreno de cimentacién.

La construccién debe resistir la accién horizontal del sismo en todas las direcciones,
lo que obliga a analizarlo en mds de una direccién. En general, basta hacerlo en dos
direcciones ortogonales en planta.

Incendio

El Documento Bésico de Seguridad en caso de Incendios (DB-SI) del CTE fija los
criterios a seguir en caso de incendio en edificios. El aumento de temperatura que se
produce en el incendio de un edificio afecta a su estructura de dos formas diferentes.
Por un lado, los materiales sufren una modificacién importante de sus propiedades
mecdnicas. Por otro, las deformaciones que sufren los elementos estructurales debido
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Mapa sismico de
la norma sismorresistente
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Fig. 1.19: Mapa de peligrosidad sismica

al incremento de temperatura dan lugar, en general, a tensiones que se suman a las

debidas a otras acciones.
En caso de incendio, las acciones a considerar son las mismas acciones permanentes
y variables que en el cdlculo de situacién persistente, si es probable que actien durante
el incendio. Ademds, si para el calculo de la resistencia al fuego se emplean los métodos

indicados en el DB-SI, puede tomarse como efecto de la accién del incendio tinicamente
el derivado del efecto de la temperatura en la resistencia del elemento estructural.

Impacto
El impacto de un cuerpo sobre la estructura o uno de los elementos estructurales de la

misma provoca acciones que dependen de la masa, de la geometria y de la velocidad
del cuerpo impactante, asi como de la capacidad de deformacién y el amortiguamiento

tanto del cuerpo como del elemento sobre el que impacta.
El impacto de un cuerpo puede representarse mediante una fuerza estédtica equiva-

lente que tenga en cuenta los pardmetros que intervienen.
En edificios, segin el CTE, los valores de célculo de las fuerzas estéticas equivalentes

debidas al impacto de vehiculos de hasta 30 kN de peso total son de 50 kN en la direccién



1.5. ACCIONES SOBRE LAS ESTRUCTURAS 23

paralela a la via y de 25 kN en la direccién perpendicular, no actuando simultdneamente.

En puentes, segiin la IAP, el impacto de un vehiculo contra un elemento estructural
se asimila a una carga estdtica cuya resultante se encuentre situada a 1,2m sobre la
superficie del pavimento, de valor igual a 1.000 kN en la direccién del trafico y a 500 kN
en sentido perpendicular a dicha direccién.

En el caso de puentes que crucen cursos de agua navegables, es necesario tener
en cuenta la posibilidad de la colisién de una embarcacién contra los elementos de la
estructura.

Combinacién de acciones

En el proyecto de una estructura, una vez determinadas las acciones a tener en cuenta, se
consideran las posibles combinaciones de las mismas. Se llama combinacién de acciones
al conjunto de acciones compatibles actuando simultdneamente para una comprobacién
determinada. Cada combinacion estd formada por las acciones permanentes, una accién
variable determinante y una o varias acciones variables concomitantes. Cualquiera de
las acciones variables puede ser determinante.

Se llama estado Iimite (E.L.) a aquella situacién de carga que al ser superada con-
duce al colapso de la estructura, o bien, a que ésta deje de ser funcional, durable o
estética. Los estados limite se clasifican en dos categorias, los estados Iimite iltimos
(E.L.U.), que corresponden al colapso total o parcial de la estructura, y los estados
Iimite de servicio (E.L.S.), que estan definidos por los requisitos funcionales y de dura-
bilidad que debe cumplir la estructura en servicio.

Los estados Iimite iiltimos son los mismos para todos los tipos de estructuras y
materiales. Los mds importantes son:

e E.L.U. de equilibrio por pérdida de estabilidad estdtica de una parte o del con-
junto de la estructura, considerada como cuerpo rigido.

e E.L.U. de rotura por agotamiento resistente o deformacién pléstica excesiva.

e E.L.U. de inestabilidad o pandeo local o general, de una parte o del conjunto de
la estructura.

La normativa también define los estados Ifmites tltimos de fatiga, de deslizamiento
entre materiales que trabajen solidariamente, de anclaje, etc.

Los estados limite de servicio difieren segin el tipo de estructura y material. Asi,
por ejemplo, los relativos al fenémeno de fisuracién son especificos del hormigén. Los
mas importantes son:
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e E.L.S. de deformacion que afecte a la apariencia o funcionalidad de la obra, que
cause dafno a elementos no estructurales.

e E.L.S. de fisuracién que afecte a la durabilidad o estética de la estructura.

e E.L.S. de vibraciones que no sean aceptables para los usuarios de la estructura o
que puedan afectar su funcionalidad o provocar dafios en elementos estructurales.

Las normativas establecen las combinaciones de cargas que deben considerarse para
comprobar los estados limites. Por ejemplo, para los estados limite tdltimos la combi-
nacién de cargas es:

> Y6 Crit+ Y Ve Ghy+701 Qui+ Y Yqi Yo Qu (1.3)
j>1 j>1 i>1

donde v son coeficientes de ponderacién de las acciones, Gy, ; es el valor caracteristico
de cada accién permanentes, GZ, ; €es el valor caracteristico de cada accién permanente
de valor no constante, Q1 1 es el valor caracteristico de la accién variable determinante
Y Yo Qk,i es el valor de combinacién de las acciones variables concomitantes. El
coeficiente 9 ; tiene en cuenta la pequetia probabilidad de que actiien simultdneamente
los valores desfavorables de varias acciones independientes.

En general, es necesario hacer tantas hipétesis o combinaciones como sea necesario,

considerando en cada una de ellas una de las acciones variables como dominante y

a) g q
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Fig. 1.20: (a) Viga bajo peso propio y carga distribuida variable (b) cargas para
comprobar la estabilidad al vuelco
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el resto como concomitantes. A continuacién, se muestran algunos ejemplos de la
combinacién de cargas a considerar para comprobar un determinado estado limite.

Asi por ejemplo, en el E.L.U de equilibrio se comprueba la pérdida de estabilidad
estdtica de una parte o del conjunto de la estructura, considerada como un cuerpo
rigido. En este caso, debe cumplirse que:

Ed,desestab < Ed,estab (14)

donde Eg gesestan € €l valor de célculo de los efectos de las acciones desestabilizadoras
Y Egestap €s el valor de cédlculo de los efectos de las acciones estabilizadoras.
Supéngase la viga del Figura 1.20a, donde G y G2 son cargas permanentes debidas
al peso propio, y ¢ es una carga variable distribuida que puede extenderse en cualquier
longitud. La hipdétesis de carga para la comprobacion de la estabilidad al vuelco es
la correspondiente a la Figura 1.20b, donde v son los coeficientes de ponderacién
de las acciones. Esta posicién de la carga ¢ es la que produce una reaccién méxima

a) g q g,
! ANLBRLIRE
5 4 5
b) T
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Fig. 1.21: (a) Viga bajo peso propio y carga distribuida variable, (b) cargas para

comprobar el momento mdzimo en el apoyo central y (c) cargas para comprobar la
flecha mdzima
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descendente que puede desestabilizar la estructura. En este caso, Eg desestab Y Ed,estab
son las reacciones de cédlculo desestabilizadoras y estabilizadoras, respectivamente.
En el E.L.U de rotura se comprueba el agotamiento resistente de los elementos

estructurales més solicitados. Debe cumplirse que:
Eq < Rq (1.5)

donde Ej; es el valor de célculo de los efectos de las acciones (leyes de esfuerzos, ten-
siones, etc.) y Ry es el valor de cdlculo de la respuesta.

Asi por ejemplo, supéngase que se desea comprobar el momento méximo para la
estructura de la Figura 1.21a. La viga estd sometida a las cargas permanentes de peso
propio G1 y G2 y a una carga repartida variable ¢ que puede extenderse en cualquier
longitud.

La hipétesis de carga para el cdlculo del momento méximo negativo es la indicada
en la Figura 1.21b donde v son los coeficientes de mayoracién de las cargas. En este
caso, Fy es el valor de cdlculo del momento méximo negativo en el apoyo intermedio y
R; el momento méximo (negativo) a rotura.

En el E.L.S. de deformacién se comprueba que la deformacién sufrida por la estruc-
tura no afecte a su apariencia o funcionalidad; o bien, que no cause dafio a elementos
no estructurales. Debe cumplirse que:

Eq<Cqy (1.6)

donde E; es el valor de cédlculo de la deformacién debida a las acciones que soporta la
estructura y Cy es el valor limite admisible de la deformacién.

Consideremos la viga de la Figura 1.21a, sometida a las cargas de peso propio Gy
y G2 y a una carga distribuida variable ¢ que puede extenderse en cualquier longitud.
La hipétesis de carga para el cdlculo de la flecha médxima es la que corresponde a la
Figura 1.21c. Ahora, E, es el valor de cédlculo de la flecha maxima de la viga y Cy es
el valor admisible de la flecha méxima.

1.6 Cargas tributarias

Cuando una carga repartida actia sobre superficies planas como pisos o techos, debe
determinarse la forma en que se transmite a los elementos estructurales que las soportan.
Asi, en la estructura de un edificio de pisos de la Figura 1.22, puede verse que el forjado
estd sustentado por viguetas transversales y vigas de borde. Para calcular la estructura
reticulada hay que determinar cudl es la carga que transmite el forjado a las vigas a
través del sistema de viguetas.
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Fig. 1.22: Cargas tributarias
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Fig. 1.23: Cargas tributarias: sistema en una direccion
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Fig. 1.24: Cargas tributarias: sistema en dos direcciones

Sistema en una direccion

Consideremos un forjado unidireccional (Figura 1.23) formado por una losa soportada
por viguetas transversales (E'F') que a su vez estd apoyadas en dos vigas longitudinales
(AB y CD). Si sobre la losa actia una carga uniformemente repartida ¢, la vigueta
EF soporta la carga que actia sobre su drea tributaria (drea sombreada). Dicha carga
es uniforme de valor gLy /4. Las correspondientes reacciones en E y F' cargan sobre las
vigas longitudinales AB y CD.

Sistema en dos direcciones

Sea ahora un forjado bidireccional (Figura 1.24) formado por una losa apoyada sobre
cuatro vigas perimetrales y donde Lo/L; < 2. La carga ¢ repartida que actia sobre la
superficie de la losa se transmite a las vigas perimetrales mediante cargas distribuidas
triangulares (vigas AB y DC) y trapezoidales (vigas AD y BC). En la Figura 1.24a
se presenta la distribucién de la carga para la relacién Lo/L1=1,5. Para la relacién
Lo=L1=L el drea tributaria para las vigas de contorno es idéntica (Figura 1.24b).



2 Equilibrio y compatibilidad

2.1 Introduccién

La Mecédnica de Estructuras es una parte especializada de la Mecdnica de Sélidos De-
formables. Como tal, los problemas de los que se ocupa se formulan a partir de tres
elementos bésicos: las ecuaciones de equilibrio, las ecuaciones de compatibilidad y las
ecuaciones constitutivas (de comportamiento del material).

En este Capitulo se tratan primero los conceptos de equilibrio y compatibilidad
aplicados a estructuras articuladas y reticuladas. Ambos conceptos son elementos fun-
damentales de la Mecdnica de Estructuras en su forma mds general. Se enuncian
ademds, la hipétesis de linealidad y, como consecuencia, el Principio de Superposicién.
La hipétesis de linealidad usada habitualmente en Mecdnica de Estructuras, limita el
comportamiento del material a la elasticidad lineal y al rango de pequenos desplaza-
mientos.

Se introducen después los conceptos de indeterminacién estdtica y grado de hiper-
estatismo en estructuras de barras, asi como el de indeterminacién cinemadtica y, en
estructuras reticuladas, el de grado de traslacionalidad.

Se continda con la consideracién de movimientos y deformaciones impuestas, tanto
en estructuras isostdticas como hiperestédticas.

Por 1ltimo, se presentan los métodos generales de resolucién de estructuras, el
método de flexibilidad y el método de rigidez, objeto fundamental de este Libro.

2.2 Equilibrio y compatibilidad

2.2.1 Equilibrio

Las fuerzas (acciones y reacciones) que actian sobre una estructura deben estar en
equilibrio estédtico. Esto significa que deben formar un sistema de fuerzas de resultante
nula y de momento resultante nulo; por tanto, deben cumplir las ecuaciones de la

29
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B F
B F Nl/\NQ

\®

Fig. 2.1: Equilibrio en una estructura articulada: (a) equilibrio global, (b) equilibrio
de piezas y nudos

estdtica, que, en forma vectorial, pueden escribirse como:

SF, = 0 (2.1)
> M =0 (2.2)

donde F; representa a cada una de las fuerzas que actdan sobre la estructura, M7
representa el momento de cada una de las fuerzas respecto de un punto arbitrario O y
el stmbolo ), representa la suma sobre todas las fuerzas i.

En el caso de estructuras planas cargadas en su plano, las anteriores ecuaciones
vectoriales se reducen a tres ecuaciones escalares de la forma:

Y(F)i=0 5 D (F)i=0 ; > (M);=0 (2.3)
(2 7 (2
donde los ejes = e y estdn sobre el plano de la estructura y el eje z es perpendicular a
éstos.

Pero la condicién de equilibrio estético, y las correspondientes ecuaciones que lo
expresan matemadticamente, no son sélo aplicables a la estructura considerada en su
conjunto, sino que debe satisfacerse también para cada parte integrante de ella, siem-
pre que se consideren de forma explicita las fuerzas y momentos que el resto de la
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Fig. 2.2: Equilibrio en una estructura reticulada: (a) equilibrio global, (b) equilibrio
de piezas y nudos

estructura ejerce sobre la parte considerada. La condicién de equilibrio global, de
hecho, es una condicién necesaria, pero no suficiente, de equilibrio. Para que haya real-
mente equilibrio en una estructura, y no existan, por ejemplo, mecanismos parciales,
es necesario (y suficiente) que estén en equilibrio todas y cada una de sus partes inte-
grantes. En particular, las piezas que forman una estructura de barras deben estar en
equilibrio, siempre que se consideren las fuerzas y momentos de extremo de barra que
la estructura ejerce sobre las piezas. Andlogamente, los nudos de la estructura deben
estar en equilibrio bajo la accién de las fuerzas y momentos que actian en los extremos
de las barras que concurren en ellos.

Estas condiciones de equilibrio deben satisfacerse bajo cualquier hipétesis cinemati-
ca que se adopte y, en particular, bajo la hipétesis habitual de que las deformaciones
y movimientos que se producen en la estructura son pequenos. En este caso, las ecua-
ciones de equilibrio pueden plantearse sobre la geometria original, no deformada.

Asi, por ejemplo, la estructura articulada plana de la Figura 2.1a estd en equilibrio
global bajo la accién de las reacciones Ny y No. Como el sistema de fuerzas actuante
es coplanar, la condicién de equilibrio (global) de momentos respecto del nudo B exige
que las lfneas de accién de las reacciones N; y Na pasen por dicho punto; la condicién
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de equilibrio (global) de fuerzas exige que la suma de las reacciones sea igual y opuesta
a la fuerza F. En la Figura 2.1b se observa cémo las condiciones de equilibrio global
implican necesariamente que tanto las dos barras de la estructura como el nudo B estén
también en equilibrio, considerados como elementos aislados de la estructura.

Andlogamente, la estructura reticulada plana de la Figura 2.2a estd en equilibrio
global bajo la accién de las reacciones H, V' y M. El equilibrio de fuerzas implica que
las reacciones H y V sean iguales y opuestas a las correspondientes componentes de F
y el equilibrio de momentos respecto al punto C' implica que M =V -1 — H - h. En
la Figura 2.2b puede comprobarse, de nuevo, que la satisfaccién de las condiciones de
equilibrio global implica que tanto las barras AB y BC' como el nudo B, considerados
individualmente, estén en equilibrio.

Cuando las restricciones que imponen los apoyos y enlaces son insuficientes para
impedir los movimientos de sélido rigido de la estructura o de alguno de sus elementos
se tiene un mecanismo total o parcial (Figura 2.3). Asi por ejemplo, la estructura
articulada de la Figura 2.3a es un mecanismo total ya que los apoyos no pueden impedir
el giro rigido de las barras alrededor de la rétula C. La estructura reticulada de la
Figura 2.3b es un mecanismo total ya que los apoyos no pueden impedir la traslacién
horizontal de la estructura. La estructura reticulada de la Figura 2.3c es un mecanismo
parcial porque el giro alrededor de la rétula es libre. En ninguno de los tres casos es
posible que se cumplan todas las condiciones de equilibrio (global y parcial).

En ocasiones, se satisfacen las condiciones de equilibrio, pero el equilibrio resultante
es inestable. En la Figura 2.4 se muestran dos sistemas de fuerzas en equilibrio: (a)
estable y (b) inestable. Puede verse que el equilibrio inestable se da cuando al aplicar

a) b) ©)

: / )
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7 7 7

Fig. 2.83: Ejemplos de mecanismos totales o parciales en estructuras de barras
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Fig. 2.4: Equilibrio y estabilidad

Equilibrio inestable

una pequena perturbacién al sistema de fuerzas, éste es incapaz de recuperar la situacién
de equilibrio de forma espontdnea (Figura 2.4b).

En estructuras de barras, el equilibrio inestable estd ligado a la existencia de me-
canismos globales o parciales, en los que las restricciones que imponen los apoyos y los
enlaces son insuficientes para garantizar la estabilidad total o parcial de la estructura.
En la Figura 2.5 se ven dos ejemplos de equilibrio inestable: una perturbacién lateral
provocaria el colapso de ambos mecanismos.

Fig. 2.5: FEquilibrio y estabilidad
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2.2.2 Compatibilidad

Las condiciones de equilibrio no son las tinicas que se deben considerar en el compor-
tamiento de las estructuras. De igual relevancia son las condiciones de compatibilidad
sobre deformaciones y movimientos que deben satisfacerse en el proceso de deforma-
cién de la estructura bajo la accién de las cargas consideradas. Estas se traducen en
los siguientes requisitos:

e condiciones de apoyo: la deformacién debe ser tal que se cumplan las limitaciones
de movimiento impuestas por los apoyos,

e continuidad en los nudos: la deformacién debe ser tal que los extremos de las dife-
rentes barras que concurren en un nudo cumplan las limitaciones de movimiento
impuestas por el correspondiente enlace, y

e continuidad en las barras: la deformacién debe ser tal que se mantenga la con-
tinuidad de las piezas consideradas como elementos estructurales, es decir, que

no se produzcan en ellas huecos ni solapamientos.

Estas condiciones de compatibilidad deben satisfacerse bajo cualquier hipétesis ci-
nemdtica que se adopte y, en particular, bajo la hipdtesis de pequenos movimientos.

Asi, en la Figura 2.6b se muestra la deformada de una estructura articulada. Ob-
sérvese que: (a) los puntos A y C son fijos, como corresponde a la condicién de apoyo
fijo especificada en ellos, pero las barras AB y BC pueden girar alrededor de dichos

a) b)

>
N
\ e

Fig. 2.6: Movimientos en una estructura articulada
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Fig. 2.7: Movimientos en una estructura reticulada

puntos, respectivamente; (b) los desplazamientos del nudo B son tnicos y, por lo tanto,
idénticos para los correspondientes extremos de las barras que concurren en él; dado
que el nudo B es una articulacién, puede darse un giro relativo entre las barras AB
y BC; (c) las barras AB y BC trabajan a traccién y compresion, respectivamente, y
sufren, por tanto, un alargamiento y un acortamiento que pueden calcularse en funcién
del valor de los axiles respectivos. Las consideraciones de compatibilidad anteriores
determinan de forma tnica la deformacién de la estructura.

En la Figura 2.7b se muestra la deformada de una estructura reticulada. Obsérvese
que: (a) los movimientos del punto A son nulos, desplazamientos y giro, como co-
rresponde a la condicién de empotramiento; (b) los movimientos del nudo B son tnicos
y, por lo tanto, idénticos para los correspondientes extremos de las barras que concurren
en él; dado que el nudo B es rigido, no puede darse un giro relativo entre las barras
AB'y BC} (c) las barras AB y BC trabajan a flexién compuesta; sus rebanadas sufren
unos acortamientos y giros diferenciales de flexién que pueden calcularse en funcién
del valor de los esfuerzos respectivos. Las consideraciones de compatibilidad anteriores
determinan, de nuevo, la deformacién de la estructura.

2.3 Linealidad y Principio de Superposicién

El problema de determinar los esfuerzos y movimientos que se producen en una estruc-
tura por accién de las cargas es lineal, esto es, la respuesta estructural es una funcién
lineal de la solicitacién si se admiten dos hipétesis adicionales:

e hipétesis de linealidad geométrica, es decir, suponer que los movimientos (des-
plazamientos y giros) que se producen son pequefios. Se entiende que los des-
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plazamientos son pequenos comparados con las dimensiones geométricas de la
estructura (espesor, luz, etc); los giros (en radianes) son pequenos comparados
con la unidad.

e hipdtesis de linealidad material, es decir, suponer que la relacién entre tensiones
y deformaciones es eldstica y lineal, o sea, que los materiales de la estructura
cumplen la ley de Hooke generalizada. Si los apoyos y enlaces no son rigidos, se
suponen también eldsticos y lineales.

Ninguna de estas hipétesis son principios bésicos (como el equilibrio y la compa-
tibilidad), sino que se consideran porque su adopcién se traduce en dos consecuencias
importantes:

e desde el punto de vista formal, en la garantia de que la solucién del problema
estructural, que satisface a la vez las condiciones de equilibrio y de compatibilidad,
existe y es tinica, independientemente del procedimiento empleado para hallarla,

y

e desde el punto de vista metodolégico, en la posibilidad de adoptar importantes
simplificaciones en el planteamiento del problema estructural, tanto en la imposi-
cién de las condiciones de equilibrio como de compatibilidad.

La validez de la aplicacién de estas hip6tesis a cada caso debe considerarse cuida-
dosamente, aunque en la mayorfa de los casos de interés viene avalada por la préctica.

Asi, la hipdtesis de linealidad geométrica, también llamada hipdtesis de pequenos
movimientos o principio de rigidez, establece que la geometria de la estructura defor-
mada no difiere sensiblemente de la geometria original, lo cual permite plantear las
ecuaciones de equilibrio sobre la geometria original, en vez de tener que plantearlo
sobre la geometria real, deformada, y desconocida a priori.

En la Figura 2.8a se ve un ejemplo de la aplicacién del principio de rigidez; en este
caso, en la deformacién de una estructura articulada. Al considerar los movimientos
de los nudos pequenos frente a las dimensiones de la estructura pueden calcularse las
reacciones sin conocer los valores de dichos movimientos. Asi, la reaccién vertical en el

apoyo 2 es:
Vo-(a—u) = F-(a—v) (2.4)
Vs = F.27%~p (2.5)
a—u

donde u es el desplazamiento horizontal del punto 2, v es el desplazamiento vertical del
punto 3 y a es la longitud nominal de la barra vertical 23. Si la hipétesis de pequenos
movimientos no fuera vélida, el cdlculo de las reacciones y esfuerzos seria no lineal.
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Fig. 2.8: Hipdtesis de pequenios movimientos

En la Figura 2.8b se ve otro ejemplo de la aplicacién del principio de rigidez, en
este caso, en la deformaciéon de un voladizo. Al considerar que los movimientos del
extremo del voladizo son pequenos frente a las dimensiones de la pieza es posible calcular
momentos sin conocer el valor de éstos. Asi, el valor del momento de empotramiento
es:

M:Fl-(l—(s)—i-Fg'f:Fl-l (26)

donde § es el acortamiento de la barra por efecto del axil, f es el movimiento vertical
del extremo del voladizo y [ es la longitud nominal de la viga. Se ha considerado, en la
forma habitual, que § es despreciable frente a [ y que f es despreciable frente al canto de
la pieza. Sila hipétesis de pequenios desplazamientos no fuera vélida, la determinacién
de las reacciones y esfuerzos serfa no lineal.

La consecuencia directa de las hipétesis de linealidad es el principio de superposi-
cion, que establece que los efectos que un sistema de fuerzas origina sobre una estructura
son iguales a la suma de los efectos que originan cada una de las fuerzas del sistema ac-
tuando por separado. Alternativamente, se puede enunciar diciendo que los efectos que
un sistema de fuerzas origina sobre una estructura no dependen del orden de aplicacién
de las fuerzas del sistema sobre la estructura.



38 CAPITULO 2. EQUILIBRIO Y COMPATIBILIDAD

a) P

b) F

é& é/ 7

Fig. 2.9: Principio de Superposicion

Este principio, muy utilizado en Mecénica de Estructuras se ilustra en la Figura
2.9. Es facil ver que, sin las hipétesis de linealidad geométrica y material, el principio
de superposicién no serfa vilido.

2.4 Indeterminacién estatica. Grado de hiperestatismo

2.4.1 Concepto de indeterminacién estatica

Cuando es posible determinar (totalmente) las leyes de esfuerzos que actian sobre todas
las barras que forman una estructura utilizando solamente consideraciones de equilibrio
de fuerzas y de momentos, sobre la estructura en su globalidad o sobre sus partes
integrantes, la estructura estd estdticamente determinada y se llama isostdtica. Veremos
que, en general, las estructuras de barras estdn estdticamente indeterminadas. Se
llaman entonces hiperestédticas y para resolverlas es necesario considerarlas deformables
e imponer, adicionalmente, condiciones de compatibilidad sobre sus movimientos.

En estructuras articuladas, las barras trabajan a esfuerzo axil; si las fuerzas se
aplican en los nudos, dicho axil es constante en cada barra. Resolver la estructura
consiste en hallar los valores de los axiles que actiian sobre las distintas barras. Si la
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a)

Fig. 2.10: Estructuras articuladas: (a) isostatica (b) hiperestdtica

estructura es isostdtica, esto podra hacerse aplicando exclusivamente consideraciones de
equilibrio de fuerzas en los nudos (Figura 2.10a). El nimero de incégnitas del problema
(reacciones exteriores y axiles en las barras) es igual al nimero de ecuaciones de la
estdtica. En un problema plano, las ecuaciones de la estdtica que pueden plantearse es
el doble del nimero de nudos, dos ecuaciones de equilibrio de fuerzas por nudo. Por
tanto, si la estructura articulada plana es isostdtica se cumple:

nr +nb = 2nn (2.7)

donde nr es el nimero de reacciones exteriores, nb es el nimero de barras y 2nn es el
numero de ecuaciones de la estdtica. Asi, por ejemplo, en la estructura de la Figura
2.10a, puede verse que el nimero de reacciones exteriores es nr = 3, el nimero de
barras es nb=>5 y el nimero de nudos es igual a nn =4. Aplicando la Ec. (2.7)
se tiene 34+ 5 =2 -4. La estructura es isostdtica porque los axiles pueden hallarse
aplicando sélo condiciones de equilibrio de fuerzas en los nudos.

Por el contrario, una estructura articulada plana es hiperestética cuando se cumple:

nr +nb > 2nn (2.8)

En este caso, las ecuaciones de la estdtica son insuficientes para hallar los axiles
de las barras de la estructura y para resolverla serd necesario imponer condiciones de
compatibilidad adicionales. En la estructura de la Figura 2.10b, se tiene nr = 6, nb = 3
y nn = 4. Por tanto: 6 +3 > 2 -4, y la estructura es hiperestatica de grado 1.
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Fig. 2.11: Mecanismo parcial

Es importante senalar que la condicién (2.7) es necesaria pero no suficiente para que
la estructura sea isostdtica. Asi, la estructura de la Figura 2.11 satisface la condicién
(nr=3,nb=9,nn = 6), pero es, sin embargo, un mecanismo en su parte izquierda,
mientras que su parte derecha es hiperestdtica. En cualquier caso, la condicién (2.7)
refleja el procedimiento para resolver estructuras articuladas isostéticas.

En estructuras reticuladas, las barras trabajan, en general, a flexion compuesta y
torsién, y resolver la estructura consiste en determinar las leyes de momentos flectores,

esfuerzos cortantes y axiles y, en su caso, momentos torsores que actian sobre las dis-

P
| | |

—_— ————

a) b)

—

Fig. 2.12: Estructuras reticuladas planas: (a) isostdtica (b) hiperestatica
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tintas barras. Sila estructura es isostatica (Figura 2.12a), esto podrd hacerse aplicando
exclusivamente consideraciones de equilibrio. Si la estructura es hiperestatica (Figura
2.12b), serd necesario considerar en la resolucién los movimientos (desplazamientos y
giros) de los nudos que, a su vez, deberdn ser compatibles con las deformaciones que
sufran las diferentes barras concurrentes en ellos. La multiplicidad de esfuerzos que
actian en este tipo de estructura hace que este proceso sea més complejo que en las es-
tructuras articuladas. En lo que sigue, consideraremos casos de estructuras reticuladas
planas.

2.4.2 Grado de hiperestatismo

De forma general, se define el grado de indeterminacion estdtica o grado de hiper-
estatismo de una estructura como el nimero minimo de fuerzas (o momentos) que es
necesario conocer para determinar completamente las leyes de esfuerzos. El grado de
hiperestatismo se puede calcular como la diferencia:

h=n-—pe (29)

donde n es el nimero de reacciones (externas o internas) que hay que conocer para
poder determinar los esfuerzos actuantes en cualquier seccién de la estructura, e es el
nimero de ecuaciones de la estdtica y p es el nimero de partes en que queda dividida
la estructura al hacer los cortes necesarios para poder determinar los esfuerzos. Cada
una de las partes resultantes al dividir la estructura debe ser isostdtica, y debe, por
tanto, satisfacer independientemente las ecuaciones de equilibrio estatico.

Una vez calculado el valor h, para

h=0 hay el mismo niimero de incégnitas que de ecuaciones,
la estructura es isostdtica,

h> 0 hay mds incégnitas que ecuaciones,
la estructura es hiperestdtica de grado h,

h< 0 hay menos incégnitas que ecuaciones,
la estructura es un mecanismo de grado h.

La estructura de la Figura 2.13a es externamente isostédtica, pero internamente
hiperestédtica, ya que es una estructura reticulada, es decir, de nudos rigidos, formada
por tres células cerradas. Una célula cerrada es siempre hiperestdtica, ya que en ella
no se pueden determinar las leyes de esfuerzos si no se conocen éstos al menos en una
de las secciones de la célula. Para ello es necesario “cortar” la célula, es decir, liberar
un enlace rigido en una seccién cualquiera. Con esto se introducen, naturalmente, tres
incégnitas, los tres esfuerzos desconocidos en el enlace liberado.
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Fig. 2.13: Estructura reticulada celular: grado de hiperestatismo
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Fig. 2.14: Arco atirantado: grado de hiperestatismo
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Asfi, en la Figura 2.13b se ha convertido la estructura en isostética a base de cortar
las tres células en su parte superior. Puede ahora aplicarse la férmula de la Ec. (2.9),
con n = 12 (3 incégnitas exteriores mas 3 X 3 incégnitas interiores), p = 1 (la estructura
isostética consta de una sola parte) y e = 3 (al ser un sistema plano). El grado de
hiperestatismo de la estructura es, por tanto, 9.

En la Figura 2.13c se ha adoptado un procedimiento alternativo: se han introducido
cuatro “cortes”, que introducen 3 X 4 incégnitas internas, pero que dividen a la estruc-
tura en p = 2 partes. Al aplicar ahora la Ec. (2.9), con n = 15 (3 incégnitas exteriores
més 3 X 4 incégnitas interiores) y p = 2 (la estructura isostética consta ahora de dos
partes), el grado de hiperestatismo de la estructura resulta ser 9. Obsérvese que el
grado de hiperestaticidad es, naturalmente, independiente de por dénde y cémo se dan
los cortes para convertir la estructura en isostética.

La estructura de la Figura 2.14a es externamente isostdtica, pero internamente
hiperestdtica, ya que presenta una célula cerrada. Para “abrir” esta célula basta “cor-
tar” el tirante inferior, es decir, liberar el enlace interno que el cable representa (Figura
2.14b) . Al hacer esto, se introduce una sola incégnita interna, el axil de traccién en el
cable. El grado de hiperestatismo de la estructura es obviamente 1, ya que basta cono-
cer una incégnita interna para convertirla en isostdtica. Idéntico resultado se obtiene

Ry

TIRANTE

D@ "

TIRANTE I TIRANTE I
Al Al
7 7 Z 7,
n=10; p=2; ¢=3 n=7 ; p=1; ¢=3
h=10-3x2=4 h=7-3x1=4

Fig. 2.15: Pdrtico atirantado: grado de hiperestatismo
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aplicando la Ec. (2.9).

Por dltimo, en la Figura 2.15a se determina el grado de hiperestatismo de la es-
tructura que se muestra, liberando enlaces internos de dos formas alternativas. En el
primer caso, n = 10 y p = 2 (Figura 2.15b), mientras que en el segundo, n =7y p=1
(Figura 2.15c). En ambos casos el recuento de incégnitas estaticamente indeterminadas
reporta un grado de hiperestatismo igual a 4.

En los ejemplos anteriores puede observarse que, en estructuras de plano medio:

1. suprimir un apoyo o enlace simple (apoyo mévil, tirante) equivale a introducir
una tnica incégnita,

2. suprimir un apoyo o enlace doble (articulacién externa o interna) equivale a in-

troducir dos incégnitas,

3. suprimir un apoyo o enlace triple (empotramiento, cortar una viga) equivale a
introducir tres incégnitas.

2.5 Indeterminacion cinematica. Grado de traslacionalidad

2.5.1 Concepto de indeterminacién cinematica

De forma general, se define el grado de indeterminacién cinemdtica de una estructura
como el nimero minimo de movimientos (desplazamientos o giros) que es necesario
conocer para determinar completamente su estado deformacional. La deformaciéon que
sufre la estructura debe respetar las condiciones de compatibilidad. Suponiendo que
los movimientos en las piezas individuales son continuos, el grado de indeterminacién
cinemadtica k se puede calcular como la diferencia:

k=gl -nn—ca (2.10)

donde gl es el nimero de grados de libertad que se deben considerar por nudo, nn es el
nimero de nudos de la estructura y ca es el nimero de grados de libertad prescritos por
las condiciones de apoyo. El nimero de grados de libertad por nudo viene determinado
por el tipo de estructura del que se trate y por las condiciones de compatibilidad entre
barras concurrentes. En estructuras articuladas espaciales, el nimero de grados de
libertad es 3 (tres traslaciones), ya que los giros relativos entre barras concurrentes son
libres; en estructuras reticuladas espaciales, el nimero de grados de libertad por nudo
es 6 (tres traslaciones y tres giros), ya que los giros relativos entre barras concurrentes
estdn impedidos. En estructuras articuladas planas, gl = 2, ya que el movimiento fuera
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Fig. 2.16: Grado de indeterminacion cinemdtica: (a) estructura articulada
(b) estructura reticulada

del plano de la estructura es nulo. En estructuras reticuladas de plano medio, gl = 3,
dos traslaciones en el plano de la estructura y un giro perpendicular a éste. Por su
parte, en los emparrillados planos, gl = 3, dos giros en el plano de la estructura y una
traslaciéon perpendicular a éste.

Asi, en la estructura articulada plana de la Figura 2.16a, el grado de indeterminacién
cinemdtica es k=2 x 5 —4 = 6, y la deformacién de la estructura (alargamientos de las
barras) queda determinada, por ejemplo, por los movimientos horizontales y verticales
de los nudos B, C'y D. Los giros de las barras se pueden determinar a posteriori,
en funcién de los desplazamientos de los nudos. En la estructura reticulada plana de
la Figura 2.16b, el grado de indeterminacién cinemdtica es k= 3 x4 —4 = 8, y la
deformacién de la estructura queda determinada, por ejemplo, por los movimientos
horizontales y verticales de B 'y C' (2 x 2) y los giros de los nudos (4).

2.5.2 Estructuras reticuladas. Grado de traslacionalidad

Como ya se ha explicado, las piezas que forman las estructuras reticuladas trabajan fun-
damentalmente a flexién compuesta y a torsién. Por tanto, las rebanadas diferenciales
de las piezas estdn sometidas a la accidon combinada de esfuerzos axiles y cortantes, y
momentos flectores y torsores y cada uno de los distintos esfuerzos produce una cierta
forma de deformacién de la rebanada. Asi, el esfuerzo axil produce un alargamiento
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uniforme de las fibras, el momento flector produce un giro diferencial entre las secciones
extremas, el esfuerzo cortante produce una distorsién media y alabeo diferencial y el
momento torsor produce un giro de torsién. Una vez calculadas las leyes de esfuerzos
sobre una estructura, es posible cuantificar el valor de estos efectos sobre las diferentes
rebanadas de una pieza y calcular los movimientos (relativos) que se producen entre
unos puntos y otros de la pieza.

En rigor, todos estos efectos deben ser considerados al determinar la geometria
deformada de la estructura y, ademds, es posible hacerlo. Sin embargo, se observa
en la préictica que la importancia relativa de los diferentes efectos es muy distinta
seguin la forma de trabajar de las diferentes piezas. FExisten, por ejemplo, piezas que
trabajan fundamentalmente a esfuerzo axil; tal es el caso, de los cables (que carecen
practicamente de rigidez a flexién y torsién y, ademds, sélo pueden trabajar a traccién)
o de las barras articuladas en sus dos extremos (que trabajan fundamentalmente a axil
de traccién o compresién). Es habitual reducir el anélisis de movimientos en estas
piezas al cédlculo de sus alargamientos o acortamientos.

En las estructuras reticuladas se observa que, salvo en casos particulares, las de-
formaciones y movimientos debidos a la accién de los esfuerzos axiles y cortantes es
mucho menos importante, en términos relativos, que la debida a los momentos flectores
y torsores. Ksto hace que, en general, cuando se aborda el andlisis de movimientos
de una estructura reticulada sea habitual despreciar los efectos de deformacién de los
primeros frente a los de los ultimos. Asi pues, en las estructuras de plano medio se
considera solamente la deformacion por flexién y en emparrillados planos y estructuras
reticuladas espaciales la deformacién por flexién y torsién. Merece una mencién especial
el caso de los arcos, ya que, dado que a menudo se disenan para que sean la estruc-
tura antifunicular de las cargas permanentes, trabajan fundamentalmente a esfuerzo
axil, y la deformacién debida a éste no puede ser despreciada en el comportamiento
deformacional de la estructura.

El hecho de despreciar la deformacién debida a los esfuerzos axiles y cortantes per-
mite una notable simplificacién del andlisis deformacional de las estructuras de barras
rectas y nudos rigidos, ya que entonces (bajo la hipétesis de pequenos giros) las barras
mantienen su longitud inicial y sus dngulos relativos. Este hecho introduce condiciones
de compatibilidad adicionales entre los movimientos de los nudos extremos de las ba-
rras que reducen el grado de indeterminacién cinemdtica del problema. El grado de
indeterminacién cinemadtica se puede expresar como:

k=gl -nn—ca—ni (2.11)

donde gl, nn y ca tienen el mismo significado que en la Ec. (2.10) y ni es el nimero de
barras consideradas como indeformables a axil y cortante que introducen restricciones
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distintas (dos o mds barras pueden introducir la misma restriccién).

Asi, por ejemplo, en la estructura de la Figura 2.17a, si se supone que las barras AB
y CD son inextensibles, los movimientos verticales de los nudos B y C deben ser nulos;
si la barra BC' es también inextensible, los movimientos horizontales de los nudos B y
C deben ser iguales. Se observa que la barra AB sufre una rotacién con centro en el
punto A, la barra C'D sufre una rotacién con centro en el punto D y la barra BC sufre
una traslacién horizontal y no gira. Los puntos A y D son los centros instantdneos
de rotacién (CIRs) de las barras AB y CD, respectivamente. Noétese también que
los nudos B y C' son rigidos y se mantienen rectos en la deformacién. El grado de
indeterminacién cinemética se reduce a k= 3 x4 — 4 — 3 = 5, y la deformacién de
la estructura queda determinada, por ejemplo, por la traslacién horizontal de la barra
BC' (1) y los giros de los nudos (4). El valor del movimiento horizontal de los nudos
B y C se puede relacionar con las rotaciones ¢ 5 y ¢cp de las barras AB y CD,
respectivamente, mediante las igualdades:

u=¢ap-h1=dcp - h2 (2.12)

En la Figura 2.17b se muestra la deformada de una estructura similar. En este caso,
la simetria de la geometria y de la carga, respecto a un eje vertical central, unida a la
condicién de inextensibilidad de las barras, obliga a los nudos B y C' a permanecer en
sus posiciones iniciales. Asi, la deformacién de la estructura queda determinada por los

a) b)

Fig. 2.17: (a) Estructura traslacional, (b) estructura intraslacional
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giros de los nudos (4) que, ademds, deben ser simétricos dos a dos. Por tanto, el grado
de indeterminacién cinemética se reduce a k= 2.

Andlogamente, en la estructura de la Figura 2.18, si se supone que las barras AB
y CD son inextensibles, los movimientos de los nudos B y C deben producirse sobre
las rectas perpendiculares a las barras AB y CD, respectivamente; si la barra BC
es también inextensible, los movimientos de los nudos B y C deben ser tales que su
longitud se mantenga invariable. Por tanto, la barra AB sufre una rotacién con centro
en el punto A, la barra C'D sufre una rotacién con centro en el punto D y la barra
BC sufre una rotacién con centro en el punto O. Los puntos A, D y O son los centros
instantdneos de rotacién (CIRs) de las barras AB, CD y BC, respectivamente. Notese
también que los nudos B y C son rigidos, y que mantienen su éngulo constante en la
deformacién. El grado de indeterminacién cinemética es k=3 x4 -4 -3 =5,y la
deformacién de la estructura queda determinada, por ejemplo, por el giro de la barra
BC (1) y los giros de los nudos (4). El valor de los movimientos laterales de los nudos
By C, 01y d2, respectivamente, se puede relacionar con las rotaciones ¢ 45, ¢gc ¥ ¢cp
de las barras AB, BC' y CD, respectivamente, mediante las igualdades:

(51 = ¢AB'Z1 = ¢Bc'l3 (213&)
o2 = ¢op-la = dpc-la (2.13b)
Queda patente en los ejemplos anteriores que, si se desprecia la deformacién debida

a los esfuerzos axiles y cortantes, la deformacién de una barra cualquiera se puede
descomponer en la suma de:

0=(CIR) g

Fig. 2.18: Centros instantdneos de rotacion en una estructura traslacional
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e un movimiento de sélido rigido, de traslacién pura o rotacién alrededor de su
centro instantdneo de rotacién, y

e Ja deformacion de flexion debida a los esfuerzos flectores que soporta la barra.

El movimiento de sélido rigido se traduce en un movimiento de los nudos extremos
de la barra respecto a sus posiciones iniciales. Los movimientos de sélido rigido de
las distintas barras que concurren en un nudo no son independientes entre si, sino que
sblo pueden producirse de forma que se satisfagan las condiciones de compatibilidad
de desplazamientos en los nudos. Por su parte, la deformacién por flexién mantiene
inalterada la longitud de la directriz, esto es, la posicién de los nudos extremos, pero
modifica los giros de éstos, de forma que se cumpla la condicién de compatibilidad de
giros en los extremos de las barras concurrentes en un nudo rigido.

En relacién a esto, es necesario distinguir entre los giros de sélido rigido que sufren
las barras y los giros de sus nudos extremos. Asi, por ejemplo, el giro de la barra AB
en la estructura de la Figura 2.17a, ¢ 45, es distinto de los giros de los nudos A y B,
04y ¢p. La diferencia entre uno y otros se debe, precisamente, a la deformacién por
flexién de la barra AB.

En estas condiciones, el grado de indeterminacién cinemética viene dado la expre-
sién:

k =gt +ng (2.14)
donde gt es el nimero de movimientos independientes de sélido rigido de las barras
(traslaciones o giros alrededor de sus CIRs) y ng es el nimero de giros de nudo des-
conocidos.

Al nimero gt se le denomina grado de traslacionalidad de la estructura. Si:

e gt = 0, la estructura se llama intraslacional y, en ella, los nudos son fijos, esto
es, sus desplazamientos son nulos y sélo pueden girar. Las tdnicas incégnitas
cineméticas del problema son los giros de los nudos (ng).

e gt > 0, la estructura se llama traslacional y, en ella, los nudos pueden desplazarse
(respetando las condiciones de compatibilidad) y girar. Las incégnitas cineméticas
del problema son los giros de los nudos (ng) y los movimientos independientes de
solido rigido de las barras (gt).

La estructura de la Figura 2.17b es intraslacional, mientras que las estructuras de
las Figuras 2.17a y 2.18 son ambas traslacionales de grado gt = 1.

Una forma sencilla de calcular el grado de traslacionalidad de una estructura reti-
culada consiste en prescindir de la deformacién por flexién y considerar uinicamente
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Fig. 2.19: Estructuras articuladas: (a) mecanismo de grado 1, (b) estable

los movimientos de sélido rigido de las barras. Para ello, basta con convertir todos
los enlaces rigidos (apoyos de empotramiento y nudos rigidos) en articulados. Se tiene
entonces una estructura articulada que serd en, general, un mecanismo. Es facil com-
probar que el grado de traslacionalidad de la estructura reticulada original coincide con
el nimero de mecanismos de la estructura articulada resultante. En la Figura 2.19 se
muestra este procedimiento para las dos estructuras reticuladas de la Figura 2.17. Se
verifica que la estructura articulada de la Figura 2.19a es un mecanismo de grado 1,
mientras que la de la Figura 2.19b es estable para cargas simétricas. En la Figura 2.19a
se verifican, de forma evidente, las relaciones (2.12).

Se deduce de este procedimiento que las estructuras traslacionales deben su estabi-
lidad a la rigidez de sus nudos. Se deduce también que las estructuras intraslacionales
con cargas aplicadas en los nudos trabajan exclusivamente a esfuerzo axil, ya que dicha
solucién, que satisface las condiciones de equilibrio y compatibilidad, existe y es tinica.

2.6 Equilibrio y compatibilidad en estructuras simétricas

Se dice que una estructura plana (o espacial) es simétrica respecto a un eje (o a un
plano) cuando presenta, respecto a éste, simetria de forma y de caracteristicas mecdni-
cas (rigidez a flexién, axil, cortante y torsién). En la Figura 2.20 se muestran dos
estructuras articuladas simétricas (Figuras 2.20a y 2.20b) y otras dos no lo son (Fi-
guras 2.20c y 2.20d). Asimismo, en la Figura 2.21 se presentan algunas estructuras
reticuladas simétricas (Figuras 2.21a-2.21d) y otras que no lo son (Figuras 2.21e-2.21f).

Se estudiardn, en esta Seccién, las estructuras articuladas y reticuladas planas
simétricas respecto a un eje, pero los razonamientos expuestos y las conclusiones ex-
traidas son extensibles a otras situaciones.
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Fig. 2.22: Descomposicion de un caso general de carga

En una estructura simétrica es siempre posible descomponer un caso de carga ge-
neral en suma de dos estados de carga, uno simétrico y otro antisimétrico. En ambos
casos, las condiciones de equilibrio y compatibilidad que debe satisfacer la solucién del
problema estructural tienen que respetar las condiciones de simetria (o antisimetria) del
problema. Veremos en esta Seccién que esto reduce, grosso modo, a la mitad el grado
de indeterminacién estdtica y cinematica del problema, hecho muy favorable de cara a
su resolucion. Aplicando el principio de superposicién, la solucién del problema original
puede obtenerse resolviendo, primero, los problemas parciales y, después, superponiendo
(es decir, sumando adecuadamente) los esfuerzos y los movimientos correspondientes
a dichos problemas parciales. FEste procedimiento permite aprovechar la informacién
adicional que proporcionan las condiciones de simetria y antisimetria.

En la Figura 2.22a se muestra una estructura simétrica bajo un estado de carga
general y la descomposicién del estado de carga en uno simétrico Figura 2.22b y otro
antisimétrico Figura 2.22c. El procedimiento es andlogo para una estructura articulada.

Obviamente, una estructura puede ser simétrica respecto a varios ejes (o planos), en
cuyo caso la reduccién del grado de indeterminacién debido a las condiciones de simetria
es mayor (Figura 2.21c). También puede ocurrir que las mitades de una estructura
simétrica presenten, a su vez, simetria respecto a otros ejes (Figura 2.21d), y entonces
las condiciones de simetria pueden considerarse de forma sucesiva.

2.6.1 Estructuras articuladas

Estudiaremos separadamente el comportamiento de una estructura articulada bajo car-
gas simétricas y antisimétricas. En ambos casos, las condiciones de equilibrio y compa-
tibilidad que debe satisfacer la solucién estructural tienen que respetar las condiciones
de simetria (o antisimetria) del problema.
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Fig. 2.23: Estructura articulada simétrica con carga simétrica.

Carga simétrica

Consideremos la estructura articulada simétrica de la Figura 2.23 sometida a carga
simétrica respecto al eje vertical. Tanto las reacciones como los esfuerzos axiles deben
ser simétricos respecto al eje de simetria; esto reduce, obviamente, el grado de hiperesta-
tismo del problema (de 2 a 1). Asimismo, los movimientos de los nudos y la deformada
de la estructura deben ser simétricos; esto reduce el grado de indeterminacién cinemaéti-
ca (de 8 a 4). Por simetrfa, los nudos C' y D situados sobre el eje de simetria tienen
movimiento horizontal nulo. Para resolver la estructura basta con resolver cualquiera
de las mitades en que queda dividida.

Carga antisimétrica

Consideremos ahora la estructura de la Figura 2.24 sometida a carga antisimétrica res-
pecto al eje vertical. En este caso, tanto las reacciones como los esfuerzos axiles deben
ser antisimétricos respecto al de simetria; esto reduce el grado de hiperestatismo de 2
a 1. Por otra parte, los movimientos de los nudos A y B, por antisimetria son iguales
a los de los nudos A" y B’. Ademds, el movimiento vertical de los nudos C' y D es

B‘P J?FA PJ‘B' BlP

———— D
F F F
A A' A C

Fig. 2.24: Estructura articulada simétrica con carga antisimétrica
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nulo, quedando libre el movimiento horizontal de ambos nudos. Por tanto, el grado de
indeterminacién cinemética se reduce de 8 a 4 por antisimetria.

2.6.2 Estructuras reticuladas

De forma andloga a lo hecho en estructuras articuladas, analizaremos sucesivamente el
comportamiento de una estructura reticulada bajo cargas simétricas y antisimétricas.
En ambos casos, las condiciones de equilibrio y compatibilidad que debe satisfacer la
solucién estructural tienen que respetar las condiciones de simetria (o antisimetria) del

problema.
a) b)
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Fig. 2.25: Estructura reticulada simétrica con carga simétrica
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Fig. 2.26: Equilibrio de la rebanada central de la Figura 2.25
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Carga simétrica

En la estructura de la Figura 2.25a sometida a carga simétrica, tanto las reacciones
como las leyes de esfuerzos deben ser simétricas respecto al eje de simetria, esto reduce
el grado de hiperestatismo.

Consideremos primero el equilibrio de la rebanada central, en el punto O, tal como
se muestra en la Figura 2.26. La fuerza horizontal H y el momento M sobre dicha
rebanada permanecen indeterminados, pero la fuerza vertical V = F/2, queda deter-
minada por equilibrio. En el caso de que sobre el punto O no actie ninguna fuerza
aplicada segin el eje de simetria, serd V = 0.

Por otra parte, las condiciones de simetria exigen que los movimientos de los nudos
Ay B sean simétricos de los de los nudos A’ y B’; por su parte, tanto el movimiento
horizontal como el giro del nudo O son nulos, quedando libre su movimiento vertical.

Todas estas consideraciones de simetria permiten simplificar el problema original,
de tal forma que es posible resolver cualquiera de las medias estructuras de la Figura
2.25b. Obsérvese que en ellas el apoyo deslizante con giro impedido del nudo O es com-
patible con las condiciones de equilibrio y compatibilidad del nudo O de la estructura
original. Desde el punto de vista estdtico, se ha reducido el grado de hiperestatismo de
la estructura de 3 a 2; desde el punto de vista cinemético, la estructura sigue siendo 1
vez traslacional, pero se han reducido los giros incégnita de 3 a 1.

Carga antisimétrica

Consideremos ahora la misma estructura simétrica sometida a carga antisimétrica res-
pecto al eje vertical. Tanto las reacciones como las leyes de esfuerzos deben ser an-
tisimétricas respecto al eje de simetria; esto reduce, obviamente, el grado de hiper-
estatismo del problema (Figura 2.27a) . Asimismo, los movimientos de los nudos y la
deformada de la estructura deben ser antisimétricos; esto reduce el grado de indeter-
minacién cinemética.

Consideremos el equilibrio de la rebanada central, en el punto O, tal como se muestra
en la Figura 2.28. La fuerza vertical V sobre dicha rebanada permanece indeterminada,
pero la fuerza horizontal H = F'/2 y el momento M = M /2 quedan determinados por
equilibrio. En el caso de que sobre el punto O no actie ninguna fuerza segtn el eje de
simetrfa o momento exterior aplicados, serd H = 0 y M = 0, respectivamente.

Por otra parte, las condiciones de antisimetria exigen que los movimientos de los
nudos A y B sean iguales a los de los nudos A’ y B’; por su parte, el movimiento vertical
del nudo O es nulo, quedando libres tanto su movimiento horizontal como el giro.

Estas consideraciones de antisimetria permiten simplificar el problema original, de
tal forma que es posible resolver cualquiera de las medias estructuras de la Figura 2.27b.
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Fig. 2.28: Equilibrio en la rebanada central de la estructura de la Figura 2.27

Obsérvese que en ellas el apoyo deslizante con giro libre del nudo O es compatible con las
condiciones de equilibrio y compatibilidad del nudo O de la estructura original. Desde
el punto de vista estdtico, se ha reducido el grado de hiperestatismo de la estructura de
3 a 1; desde el punto de vista cinemético, la estructura sigue siendo 1 vez traslacional,
pero se han reducido los giros incégnita de 3 a 2.

2.7 Movimientos y deformaciones impuestos

Con frecuencia, las estructuras se ven sometidas a acciones que no consisten en sistemas
de fuerzas y momentos aplicados. Se pueden presentar, por ejemplo, dos tipos de
situaciones de interés:
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e movimientos impuestos, tales como desplazamientos y giros de apoyos, y

e deformaciones impuestas, que, a su vez, pueden ser debidas a:

— causas externas, tales como variaciones térmicas ambientales, o

— causas internas, tales como fuentes térmicas internas, variaciones de humedad
y otros fenémenos fisicos o quimicos, pretensado, defectos de montaje, etc.

El comportamiento de las estructuras frente a este tipo de acciones depende funda-
mentalmente de si las estructuras son estdticamente determinadas o indeterminadas.

En las estructuras isostdticas las reacciones y leyes de esfuerzos pueden determinarse
a partir de las ecuaciones de equilibrio. Si no actian sobre ellas sistemas de cargas
aplicadas, las condiciones de equilibrio determinan que las recciones en los apoyos
sean nulas. En consecuencia, las leyes de esfuerzos también son nulas. Se deduce de
esto que las estructuras isostaticas pueden deformarse libremente bajo la accién de
movimientos y deformaciones impuestos (que sean compatibles con sus condiciones de
apoyo isostdticas), y que este proceso de deformacién no produce reacciones exteriores
ni esfuerzos interiores y, por lo tanto, no genera tensiones.

a)

s B =

b)
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Fig. 2.29: Estructuras isostdticas con movimientos y deformaciones impuestos
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Asi, en la Figura 2.29 se muestran dos ejemplos de estructuras isostéticas sometidas
a movimientos y deformaciones impuestos. En el primer caso, la viga biapoyada sufre
un descenso del apoyo derecho. Como puede observarse, las articulaciones de sus ex-
tremos le permiten un movimiento de sélido rigido compatible con el descenso impuesto;
este movimiento no genera reacciones ni esfuerzos en la pieza. En el segundo caso de
la Figura 2.29 un pdrtico isostdtico asimétrico sufre un incremento de temperatura
uniforme. Aunque las longitudes de las piezas se alargan por efecto de la dilatacién
térmica, la sustentacién isostdtica permite que la estructura sufra una homotecia y un
giro de sélido rigido sin que se generen reacciones ni esfuerzos en la estructura.

Consideremos ahora el caso de las estructuras hiperestaticas. En ellas, el grado de
indeterminacién estdtica permite que existan sistemas de reacciones autoequilibradas,
esto es, que satisfacen las ecuaciones de equilibrio, aun cuando no existan fuerzas ni
momentos externos. Por otro lado, su grado de indeterminacién cinemadtica exige que
la deformacién de la estructura cumpla determinadas condiciones de compatilibidad
en los apoyos; en general, es necesario que aparezcan reacciones y esfuerzos para que
la deformacién por flexion satisfaga estas condiciones adicionales. En consecuencia,
los movimientos y deformaciones impuestas generan tensiones en las estructuras hiper-
estdticas, pudiendo llegar a causar su colapso total o parcial.

a) v
\ §ja » M( \
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Fig. 2.50: Estructuras hiperestdticas con movimientos y deformaciones impuestos
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Asi, en la Figura 2.30 se muestran dos ejemplos de estructuras hiperestdticas someti-
das a movimientos y deformaciones impuestos. En el primer caso, la viga biempotrada
sufre un descenso del apoyo derecho. Como puede observarse, aparecen unos momentos
en los extremos de la pieza que hacen posible que se cumpla la condicién de giro nulo
en los empotramientos; aparecen también unas reacciones verticales para que el sistema
de reacciones hiperestdticas sea autoequilibrado. La viga queda sometida a una ley de
flectores lineal y un esfuerzo cortante constante a lo largo de la pieza. Las tensiones
normales y tangenciales debidas a estos esfuerzos pueden provocar la rotura de la pieza.
En el segundo caso de la Figura 2.30, un pértico hiperestdtico asimétrico sufre un incre-
mento de temperatura uniforme. Es necesaria la aparicién de las reacciones horizontales
en los apoyos para evitar el movimiento horizontal de éstos; las reacciones verticales
aparecen por equilibrio. Las tres barras de la estructura estdn sometidas a flexién
simple, lo cual genera en ellas las correspondientes tensiones normales y tangenciales.

Los métodos de resolucién de estructuras hiperestéticas deben permitir resolver
satisfactoriamente los casos de movimientos y deformaciones impuestos, dado que este
tipo de acciones es habitual en todo tipo de estructuras.

2.8 Meétodos de andlisis de estructuras

Los cursos de Resistencia de Materiales y Mecanica de Estructuras comienzan, in-
variablemente, instruyendo al alumno en la resolucién de estructuras isostdticas y, en
particular, demostrando cémo se calculan las reacciones exteriores y las leyes de esfuer-
z0s. Se muestra, a continuacién, cémo a partir de los esfuerzos se pueden calcular las
distribuciones de tensiones que actian sobre las secciones de las diferentes piezas de
la estructura. Se muestra, también, cémo los esfuerzos causan la deformacién de las
rebanadas y esto da lugar a la deformacién de las piezas y, por ende, a los movimientos
de la estructura.

Este procedimiento de resolucién se muestra en el esquema de la Figura 2.31. Se
observa que el proceso secuencial consiste en, a partir de la geometria de la estructura
y de la definicién de las acciones:

1. célculo de reacciones, estableciendo las condiciones de equilibrio de la estructura,
2. célculo de esfuerzos, a partir de condiciones de equilibrio de las piezas,

3. célculo de la deformacién de las piezas, a partir de condiciones de compatibilidad
en las barras y

4. célculo de movimientos en la estructura, a partir de condiciones de compatibilidad
en apoyos y enlaces.
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Fig. 2.31: Esquema de resolucion de estructuras isostdticas
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Fig. 2.32: Esquema de resolucion de estructuras hiperestdticas
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No es posible aplicar directamente este proceso a la resolucién de estructuras hiper-
estdticas, en las que es necesario considerar conjuntamente las condiciones de equilibrio
y compatibilidad, dado el grado de indeterminacién estdtica y cinemdtica que tienen
estas estructuras. En el esquema de la Figura 2.32 se muestra cémo la imposibilidad
de resolver a priori la indeterminacién estdtica, o bien la cinemética, produce un “bu-
cle” cerrado en el cual es imposible proceder de forma secuencial. Esta dificultad se
resuelve de dos maneras alternativas, dando lugar al método de flexibilidad y al método
de rigidez, que se describen a continuacion.

2.8.1 El Método de Flexibilidad

El método de flexibilidad se basa en un planteamiento intuitivo y facil de entender.
Bédsicamente, consiste en transformar la estructura hiperestatica en otra isostdtica a
base de suprimir los apoyos (o enlaces) redundantes y sustituirlos por fuerzas (o es-
fuerzos) incégnita. El nimero de incégnitas del problema es, pues, igual al grado de
hiperestatismo del problema.

Es obvio que el hecho de suprimir estos apoyos (o enlaces) implica liberar, en prin-
cipio, ciertas condiciones de compatibilidad que debe satisfacer la deformacién de la
estructura original. A la estructura resultado de este proceso se le llama isostdtica
base; sobre ella se pueden satisfacer las necesarias condiciones de equilibrio a priori y,
por lo tanto, puede ser resuelta siguiendo el esquema de la Figura 2.32. En particu-
lar, se podrdn expresar los movimientos de la estructura en funcién de las incégnitas
hiperestaticas. Por tanto, se pueden imponer a posteriori las condiciones de compati-
bilidad, anteriormente liberadas. Esto proporciona el nimero de ecuaciones necesarias
para resolver las incégnitas hiperestdticas. Una vez obtenidas éstas, se tiene resuelta
la estructura.

Este procedimiento de resolucién se muestra en el esquema de la Figura 2.33. Se
observa que el proceso secuencial consiste en, a partir de la geometria de la estructura
y de la definicién de las acciones:

1. definir la estructura isostética base, seleccionando las incégnitas hiperestdticas y
liberando las correspondientes condiciones de compatibilidad,

2. resolver la estructura isostdtica base, en funcién de las incégnitas hiperestéaticas,
y satisfaciendo las condiciones de equilibrio,

3. determinar las incégnitas hiperestdticas, imponiendo las necesarias condiciones
de compatibilidad,
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Fig. 2.33: Resolucion de estructuras hiperestdticas por el método de flexibilidad

4. determinar las reacciones, esfuerzos y movimientos en la estructura hiperestatica
original.

Se puede decir que el método de flexibilidad resuelve el “bucle” de la Figura 2.32 a
base de recorrerlo, en el sentido antihorario, en dos iteraciones, una antes de determinar
las incognitas hiperestédticas y otra después de haberlo hecho.

El método de flexibilidad fue propuesto y utilizado por primera vez por Louis Navier
en 1826. Fue utilizado intensamente durante el siglo XIX, la época de expansién del fe-
rrocarril, en el anélisis de arcos, vigas continuas y estructuras articuladas hiperestaticas.
Recibe este nombre porque los coeficientes que aparecen al plantearlo son de flexibi-
lidad. También se le llama de método de compatibilidad, porque las ecuaciones que se
plantean para resolver el problema son ecuaciones de compatilibilidad, y método de las
fuerzas, dado que las incégnitas hiperestéticas seleccionadas para resolver el problema
son fuerzas (o momentos) hiperestdticos.

Dado que hay que plantear y resolver tantas ecuaciones de compatibilidad como
incégnitas hiperestdticas hay en el problema, este método es adecuado para estructuras
con bajo grado de hiperestatismo. Su principal desventaja consiste en que la forma
de seleccionar las incégnitas hiperestdticas de un problema dado no es unica y esto
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dificulta un planteamiento sistemédtico del método. Esto lo hace poco adecuado para el
cédlculo de estructuras por ordenador.

Ejemplo 2.8.1.1

La estructura de la Figura 2.34, estd formada por tres muelles lineales de idéntica rigidez
k que soportan una placa rigida. Utilizando el método de flexibilidad se pretende
determinar la fuerza que soporta cada muelle si sobre la placa actia una fuerza P
excéntrica.

|
A B C

L}P

a/2

Fig. 2.34: Estructura del Ejemplo 2.8.1.1

Llamando Fy, F5 v F3 a las fuerzas que soporta cada uno de los muelles, las dos
ecuaciones de equilibrio estdtico aplicables son:

ZFy =F+FFK+F-P =0
3
ZMA :aF2+2aF3—§aP =0

Se tienen tres incégnitas y sélo dos ecuaciones de equilibrio; el problema es una vez
hiperestdtico. Se elige como fuerza redundante a Fy (Figura 2.35a). Las ecuaciones de
equilibrio en funcién de P y F5 pueden reescribirse:

Fi+F; = P—FI

3
2F; = TP P
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Fig. 2.85: Estructura isostdtica base y desplazamientos del Ejemplo 2.8.1.1

Por otra parte, usando las relaciones fuerza-desplazamiento en los muelles 1 y 3, es
posible calcular sus alargamientos y los desplazamientos verticales en A y C:

R P B
v = —= — — —
A E 4k 2k

B 3P B
YO T T kT 2k

La ecuacién adicional necesaria para determinar F5 y resolver el problema se obtiene
considerando los movimientos de la estructura y como el desplazamiento de B es tinico
(Figura 2.36), se tiene:

place — qmuelle (2.15)

Como la placa es rigida:
vplaca_ vA + v o P F

B 9 9k 2

Por otro lado, el desplazamiento vertical de B es igual al alargamiento del muelle

%
% % % % k %
C
k E
k

| | TA Bsz JC
B | |

‘P

Fig. 2.36: Condicion de compatibilidad del Ejemplo 2.8.1.1
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central:
muelle Fy
UB ?
La condicién (2.15) puede escribirse:
P F K P
S22 F =
% 2%k - 273

Nétese que los coeficientes 1/k son de flexibilidad, lo que motiva el nombre del método.
Por otra parte, la Ec. (2.15) es de compatibilidad y la incégnita Fy es una fuerza.
Una vez conocida la incégnita hiperestdtica, las fuerzas en los otros muelles son:

P TP
12 12

La eleccién de F> como redundante es arbitraria. El problema puede resolverse

Fy

de manera andloga tomando cualquiera de las otras dos fuerzas como incégnita hiper-
estética.

2.8.2 El Método de Rigidez

FEl método de rigidez es un método general de andlisis de estructuras, ya que puede
aplicarse también para resolver estructuras isostaticas. Bédsicamente, el método consiste
en identificar el nimero de movimientos incégnita que determinan la deformacién de la
estructura, satisfaciendo a priori las condiciones de compatibilidad de movimientos en
los nudos de la estructura. El niimero de incégnitas del problema es, pues, igual al grado
de indeterminacién cinemdtica del problema. De forma general, éstas son los giros y
desplazamientos de los nudos, aunque consideraciones adicionales de compatibilidad
pueden reducir el nimero de incégnitas.

Es obvio que el hecho de elegir estas incégnitas implica liberar, en principio, ciertas
condiciones de equilibrio que deben satisfacerse en los nudos de la estructura original.
Imponiendo ahora las condiciones de compatibilidad en las piezas individuales, éstas
estdn cineméticamente determinadas; por tanto, se pueden calcular, en funcién de las
incoégnitas cinemdticas, los esfuerzos que actian sobre las barras y, en particular, los
valores de éstos en los extremos de las piezas. Entonces, se pueden imponer a posteriori
las condiciones de equilibrio de fuerzas y momentos en los nudos en que concurren
diferentes barras y en los apoyos. Esto proporciona el nimero de ecuaciones necesarias
para resolver las incégnitas cinemdticas. Una vez obtenidas éstas, se tiene resuelta la
estructura.

Este procedimiento de resolucién se muestra en el esquema de la Figura 2.37. Como
se observa, el proceso secuencial consiste en, a partir de la geometria de la estructura
y de la definicién de las acciones:
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GEOMETRIA
Y
ACCIONES
EQUILIBRIO SELECCION COMPATIBILIDAD
REACCIONES :(> INCOGNITAS :(> MOVIMIENTOS
A POSTERIORI CINEMATICAS A PRIORI
EQUILIBRIO COMPATIBILIDAD
ECUACIONES CONSTITUTIVAS DEFORMACION
ESFUERZOS <= DE
LAS PIEZAS

Fig. 2.37: Resolucidon de estructuras hiperestdticas por el método de rigidez

1. identificar el nimero minimo de movimientos incégnita que determinan la defor-
macién de la estructura, a base de considerar las correspondientes condiciones de
compatibilidad en los nudos,

2. resolver las piezas individuales, en funcién de las incégnitas cinemdticas, a base
de satisfacer las condiciones de compatibilidad en las piezas,

3. determinar las incégnitas cinemdticas, a base de imponer las necesarias condi-
ciones de equilibrio en los nudos,

4. determinar los movimientos, esfuerzos y reacciones en la estructura.

Se puede decir que el método de rigidez resuelve el “bucle” de la Figura 2.32 a base
de recorrerlo, en el sentido horario, en dos iteraciones, una antes de determinar las
incégnitas cinemdticas y otra después de haberlo hecho.

El método de rigidez fue propuesto y utilizado por primera vez por Axel Bendisen
en 1914. Recibe este nombre porque los coeficientes que aparecen en las ecuaciones
que se plantean son de rigidez. Se le conoce también con los nombres de método de los
movimientos, dado que las incégnitas seleccionadas para resolver el problema son los
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movimientos de los nudos, y método de equilibrio ya que las ecuaciones que se plantean
para resolver el problema son ecuaciones de equilibrio.

Dado que hay que plantear y resolver tantas ecuaciones de equilibrio como incég-
nitas cinemdticas hay en el problema, este método es adecuado para estructuras con
bajo grado de traslacionalidad. De hecho, existen diferentes versiones simplificadas
para resolver estructuras intraslacionales. Su principal ventaja consiste en que la forma
de seleccionar las incégnitas cinemdticas de un problema dado es tunica y esto per-
mite un planteamiento sistemdtico del método. Esto lo hace idéneo para el cdlculo de
estructuras por ordenador.

Ejemplo 2.8.2.1

La estructura de la Figura 2.38a, estd formada por tres muelles lineales de idéntica
rigidez k que soportan una placa rigida. Utilizando el método de rigidez se pretende
determinar la fuerza que soporta cada muelle si sobre la placa actida una fuerza P
excéntrica.

a) b)

> =
W =
O =

Fig. 2.38: (a) Estructura del Ejemplo 2.8.2.1 (b) desplazamientos

Los movimientos de la estructura son v4,vp y ve (Figura 2.38b). Sélo dos de
ellos son independientes ya que la placa es rigida. Para que se cumpla la condicién de
compatibilidad, es decir, deformacién de placa rigida, debe ser:

v+ Vo

VB — VA = VUC — UB = VB = B

Por otra parte, las relaciones fuerza-desplazamiento para los tres muelles son:

F1 :kUA FQZkI’UB ngkvc
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Las ecuaciones de equilibrio del problema son:

ZFy :F1+F2+F3 =P

3 2.16
> My =aF;+ 2aF; :§aP ( )

Si se expresan las fuerzas en funcién de los desplazamientos, y se elimina vpg, se tiene:

kUA—I—k(UA;UO> +kve = P
vA + Vo 3
k|l —— k = =P

Notese que los coeficientes k son de rigidez, lo que motiva el nombre del método. Por
otra parte, las Ecs. (2.16) son de equilibrio y las incégnitas v4 y ve son movimientos.
Operando se obtiene el sistema de ecuaciones siguiente:

4 2P
v v = —
A C 3k
45 3P
v vo = —
A C A
lvi :
Resolviendo P P
YA T Ve T,
Por tanto:
VA + Ve 4P
v = _— P
B 2 12k
Las fuerzas en los muelles en funcién de los desplazamientos, son:
P 4P P
Fl—k'UA—E FQ—kT}B—ﬁ F3—k'l)c—ﬁ

El problema se ha resuelto mediante la imposicién de dos ecuaciones de equilibrio,
ya que la estructura tiene dos desplazamientos independientes.

Los resultados obtenidos son idénticos a los del Ejemplo 2.8.1.1, donde se ha resuelto
la estructura aplicando el método de flexibilidad, ya que la solucién del problema es
tnica.

Puede comprobarse en este ejemplo ilustrativo que los dos métodos alternativos
pueden considerarse como métodos duales o reciprocos, tal como se habia indicado en
los esquemas de las Figuras 2.33 y 2.37.

Los métodos de flexibilidad y de rigidez aplicados a la resolucién de estructuras de
barras se abordaran en detalle en los Capitulos 6 y 7 de este Libro.



3 Esfuerzos y Movimientos

3.1 Introduccién

La Resistencia de Materiales trata fundamentalmente del estudio de la distribucién de
tensiones que aparece en una pieza de directriz recta (o de pequena curvatura), cuando
sobre ella actian cargas que dan lugar a la aparicién de los distintos esfuerzos posibles
sobre las secciones rectas de la pieza. Determinar el estado tensional permite establecer
las condiciones de resistencia de las piezas y estructuras. La satisfaccién de estrictas
condiciones de seguridad en “estados iltimos”, bajo la accién de cargas mayoradas,
es una exigencia comin de las normas de disefio estructural y es la base del llamado
cédlculo en rotura.

Sin embargo, el disenio de las estructuras viene muchas veces determinado por su
grado de rigidez, méds que por su resistencia. A menudo, las normas de disefio de ele-
mentos estructurales fijan las deformaciones maximas o deformaciones admisibles que
pueden aceptarse en dichos elementos en “estados de utilizacién”, bajo la accién de car-
gas de servicio. Esta es la base del llamado cdlculo en servicio, ya que los motivos para
establecer estas limitaciones en los desplazamientos y giros de las estructuras son varia-
dos y dependen mucho del tipo de estructura y de su importancia y responsabilidad,
pero suelen responder a criterios de funcionalidad, mantenimiento o estética.

En cualquier caso, la consideracién de “estados limites de utilizacién” sobre defor-
maciones admisibles es, en muchas ocasiones, critica en el diseno, y obliga a proyectar
las estructuras para conseguir una rigidez determinada. En tales casos, el cdlculo de
resistencia, es decir, la consideracién de “estados limites ltimos”, se realiza a posteriori.

Ademas, tal como se explicé en el Capitulo anterior y como se demostrara en los
Capitulos siguientes, el cdlculo de estructuras hiperestdticas precisa de la consideracién
expresa de los movimientos y deformaciones de la estructura, ya que éstas no pueden
resolverse exclusivamente en base a las consideraciones de equilibrio.

69
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De lo dicho anteriormente se desprende que es necesario disponer de métodos de cél-
culo para evaluar movimientos (desplazamientos y giros) en estructuras. Se tratard en
este Capitulo de las relaciones existentes entre esfuerzos y movimientos en estructuras
articuladas y reticuladas de plano medio. Nos centraremos en los llamados métodos
diferenciales de cdlculo de movimientos, basados en las relaciones diferenciales derivadas
del estudio de la flexién. En Los Capitulos 4 y 5 se tratardn los llamados métodos inte-
grales, basados en los conceptos de trabajo y energia de deformacién, respectivamente.

3.2 DMovimientos en estructuras articuladas y reticuladas

Dentro de las estructuras de barras, hemos distinguido entre estructuras articuladas y
reticuladas, segiin el tipo de unién de las barras que las componen.

Asi, la estructura articulada estd formada por un ensamblaje de piezas unidas me-
diante nudos articulados (Figura 3.1a). Las barras trabajan fundamentalmente a es-
fuerzo axil, que, si las fuerzas se aplican en los nudos, es constante en cada barra. El
andlisis de movimientos para este tipo de estructuras, por tanto, se reduce al efecto de
los alargamientos o acortamientos debidos al axil (Figura 3.1b).

La estructura reticulada estéd formada por piezas prismédticas unidas entre si me-
diante nudos rigidos; trabaja fundamentalmete a flexién y en algunos casos a tor-
sién. Salvo casos particulares, en este tipo de estructura de barras las deformaciones
y movimientos debidos a los esfuerzos axiles y cortantes es mucho menos importante,
en términos relativos, que la debida a los momentos flectores y torsores. En el cédlculo
manual es habitual despreciar el efecto de la deformacién por axiles y cortantes.

a) b)

‘ Axil

Ve

e
J U I —

dx d

Fig. 3.1: (a) Estructura articulada (b) deformacion por axil
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Flector

\
do, X

M, 4 M,
o

\
A

[

Fig. 3.2: (a) Estructura reticulada de plano medio (b) deformacion por flexion

Si la estructura reticulada es de plano medio (Figura 3.2a), las piezas trabajan a
flexién compuesta recta, por razones de simetria. En este tipo de estructuras, salvo
casos particulares, las deformaciones y movimientos se deben fundamentalmente a los
momentos flectores (Figura 3.2b), de mayor importancia en términos relativos que los
producidos por los esfuerzos axiles y cortantes.

3.3 Movimientos en sistemas globales y locales

Para definir la geometria de una estructura (coordenadas de los nudos) se precisa de
un sistema de referencia. También se precisa de sistemas de referencia adecuados para
referir a ellos los movimientos de los nudos y las fuerzas actuantes sobre éstos.

3.3.1 Definicién de los sistemas globales y locales

El sistema global de referencia se usa para referir a él la geometria de la estructura,
las fuerzas actuantes y los movimientos incégnita. En general, el sistema global es un
sistema en un espacio tridimensional (X,Y, 7). En lo que sigue, denominaremos a este
sistema (X,Y) y lo usaremos en estructuras articuladas y reticuladas planas (Figura
3.3).

El sistema local de referencia para cada pieza (x,y, z) se usa para referir a él, en
determinados casos, los esfuerzos o movimientos vinculados a la pieza. En lo que sigue,
y refiriéndonos a estructuras planas, denominaremos a este sistema (z;,y;), donde i
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Fig. 3.3: Sistemas de referencia global y locales. (a) articuladas (b) reticuladas

indica la pieza en la que se define el correspondiente sistema local (Figura 3.3). El eje
x; tiene la direccién de la directriz de la pieza; el eje y; es perpendicular al z;.

3.3.2 Transformacion de sistemas de referencia

A menudo es necesario transformar los vectores que representan las fuerzas o los
movimientos del sistema global a los sistemas locales, y viceversa.

Sea U = (U, V) un vector expresado en el sistema global (X,Y) y sea u = (u,v) el
mismo vector expresado en un sistema local (z,y). Sea « el dngulo que forman entre
s ambos sistemas de ejes (Figura 3.4).

Yi

9 |

Fig. 3.4: Transformacion de sistemas de referencia
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Las correspondientes transformaciones son:

U cosa —sinw U U cosa  sina U

Vv sina  cos« v v —sino cosa Vv
o en forma compacta:
U=Tu u=T'U

Las matrices de transformacién T'y T? son ortogonales.

3.4 Deformacién por axil

En una pieza recta solicitada por esfuerzo axil, una rebanada sufre una deformacién tal
como indica la Figura 3.1b.

Al mantenerse las secciones planas y paralelas entre si, todas las fibras se deforman
paralelas al eje de la pieza y sufren una deformacién longitudinal idéntica, de valor:
_du _, N(x)
“dr ' T EA®@)

La variacién de longitud total de una pieza solicitada a axil, el alargamiento o el

(3.1)

Ex

acortamiento, se obtiene por integracion de las deformaciones longitudinales sobre todas

0= /lsm(zn)dx = /llé\il((xm))dm (3.2)

Si la seccién es constante y la ley de esfuerzos axiles es uniforme (Figuras 3.5a y b),

las rebanadas:

el alargamiento total es:

Nl N
donde k = F A/l es la rigidez de la pieza a esfuerzo axil.
a) b)
LTI
§ E, A —{1— N
N L
' l

Fig. 3.5: (a) Pieza de seccion constante (b) ley de axiles uniforme
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Ejemplo 3.4.1

Calcular el alargamiento total de una pieza de seccién constante A y longitud [, sometida

a la accién de su peso propio ) uniformemente repartido (Figura 3.6a).

a) b)
— urgzzzzzzz

Fig. 3.6: (a) Pieza del Ejemplo 3.4.1 (b) ley de axiles

El esfuerzo axil varfa linealmente (Figura 3.6b) desde el extremo inferior (nulo)
hasta el empotramiento (valor méximo). Si v = @ /Al es el peso especifico del material
de la pieza, la ley de variacién del esfuerzo axil puede expresarse por:

N(z) = ~vAx
De acuerdo a la Ec.(3.2), el alargamiento total de la pieza debido a su peso propio es:

N(x) de

B ’ya:dx_le Q!
, EA " ), E  2E 2EA

)=

Ejemplo 3.4.2

Calcular el alargamiento total de una barra de acero de seccién variable, sometida a
una carga aplicada en su extremo libre de valor P (Figura 3.7).
Datos: Iy =2m, Il = 1m, A; = 345 = 6cm?, P = 30kN y E = 200 GPa.

La barra estd traccionada con un axil de valor N = P = 30kN, constante en todas
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N

h I

Fig. 3.7: Barra de acero del Ejemplo 3.4.2

las secciones. El alargamiento total de la barra puede calcularse mediante la Ec.(3.2):

N(x) b Ndz htle Ny
d = dx = +
1 EA({E) 0 EAl 1 EA2
30-103 .2 30-103 -1
_ = 1,25-1073
200-109-6-10—4+200-109-2-1()—4 ’ m

3.5 Movimientos en estructuras articuladas planas

Conocidos los alargamientos de las barras que forman una estructura articulada, se
pueden calcular los movimientos de los nudos considerando que las diferentes piezas
pueden deformarse y girar, pero manteniendo la compatibilidad de desplazamientos
en los nudos articulados, y respetando las condiciones cinemédticas impuestas por los
apoyos.

Ejemplo 3.5.1

La estructura AC B estd formada por dos barras del mismo material y secciones transver-
sales de dreas A; y Az. Para una carga P actuando segun se indica (Figura 3.8a),
determinar los axiles en las barras y el desplazamiento del nudo C.

Datos: L =3m, a =30°, 41 = 5cm?, Ay = 10cm?, P = 40kN y E = 200 GPa.

La estructura es isostética y los axiles en las barras 1 y 2 pueden calcularse por equilibrio
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Fig. 3.8: (a) Estructura del Ejemplo 3.5.1 (b) axiles en las barras

de fuerzas en C' (Figura 3.8b):

P
Ny = — = 80kN (traccion)
sin «
P .
Ny =-— = —69,3kN  (compresion)
tan o

El alargamiento correspondiente a cada barra es:

NiLy PL '
o = = —————— = 0,277-102 1 t
' EA, sin v cos aF Ay 0,277-107"m (alargamiento)
Np| L PL
% |E21|422 = tanaEA, = 0,104-107>m  (acortamiento)

donde L; es la longitud de la barra i. Conocidos los alargamientos que sufren
las barras, puede construirse el correspondiente diagrama de desplazamientos (Figura
3.9a). A esta construccion grifica se le llama diagrama de Williot (1877) y, en diferentes
versiones, fue una herramienta fundamental del cédlculo de estructuras durante més de
100 anos.

La barra 1 se alarga hasta C"" y gira alrededor del nudo A, la barra 2 se acorta hasta
C" y gira alrededor del nudo B. Los desplazamientos de C' se determinan resolviendo
el poligono cerrado de Williot (Figura 3.9b).

El desplazamiento horizontal de C es, directamente:

uc =02 =0,104-10"2m
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Clll

Cl

Fig. 3.9: (a) Desplazamiento del nudo C (b) detalle del diagrama de Williot

El desplazamiento vertical de C, vo = C"C'’ se obtiene proyectando dicho desplaza-
miento sobre la linea paralela a CC"" que pasa por C” (Figura 3.9b), resultando:

5146
o = BE02C05C g g3y 102 ()
SN &

Ejemplo 3.5.2

La estructura articulada de la Figura 3.10a estd formada por cinco barras del mismo
material y secciones transversales iguales de drea A. Para una fuerza horizontal F

actuando segin se muestra, determinar los axiles en las barras y el desplazamiento del
nudo B.

Datos: a =4m, A=5cm?, F =10kN y E = 200 GPa.

Por equilibrio, las reacciones en los apoyos son (Figura 3.10b):

Heo=F Vo=F Vp=F
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Fig. 3.10: (a) Estructura del Ejemplo 3.5.2 (b) reacciones (c) axiles

Los axiles pueden calcularse considerando el equilibrio de fuerzas en los nudos:
nudo D = Ny=—-F N5 =0
nudo C = Ny =0 N3 = 2F
nudo A = No=0

Los signos positivo y negativo, corresponden a esfuerzos axiles de traccién y compresion,
respectivamente (Figura 3.10c).

Las tnicas barras que sufren variacién de longitud son las barras 3 y 4, las restantes
no modifican su longitud porque sus axiles son nulos. Los alargamientos correspon-

dientes son:

N3L 2F+/2
d3 = E3A3 = \szlfa = 0,8-103m (alargamiento)

Ny| L F
T E4’|A4 — Eijl = 0,4-103m (acortamiento)
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a) b)

C D '
%A @ % up

Fig. 3.11: (a) Desplazamiento del nudo B (c) detalle de los movimientos

donde L; es la longitud de la barra ¢. Una vez conocidos los alargamientos de las
barras puede calcularse el desplazamiento del nudo B (Figura 3.11a). Puede verse que
la barra 3 se alarga hasta B” y gira alrededor de C. La barra 4 se acorta hasta B” y
gira alrededor de D (Figura 3.11b). Al no trabajar la barra 5 el nudo D es un nudo
fijo. La interseccién de las normales a las barras 3 y 4 en B” y B”, respectivamente,
determina el punto B’ que es la posicién final del nudo B.

Las componentes del desplazamiento de B son:

vg = 04=0,4-10"3m (1)
up = V203+04=1,531-10"%m (—)

y el desplazamiento del nudo B es:

BB = \Ju} + v} = /(0,4)° + (1,531)? = 2,50 - 10 m

Ejemplo 3.5.3

La estructura articulada de la Figura 3.12a estd formada por tres barras del mismo
material y secciones transversales iguales de drea A. Para la fuerza horizontal F' que
se indica, determinar los axiles en las barras y el desplazamiento del nudo C.

Datos: a =5m, A =5cm?, F = 20kN y E = 200 GPa.
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N

| R 1 N

Fig. 8.12: (a) Estructura del Ejemplo 3.5.3 (b) reacciones (c) axiles

La estructura es isostédtica. Por equilibrio, las reacciones en los apoyos (Figura
3.12b), son:
Hy=F Va=F Vg =F

Considerando el equilibrio de fuerzas en los nudos (Figura 3.12c), los axiles son:
nudo C =  N;= 22,4kN Ny = —22,4kN
nudo B = Ny = —22,4kN N3 = 10kN

Se toman positivos los axiles de traccidn.
Los alargamientos de las barras son:

N.L 22,4-10%- 5,59

0 = E;Al = ! ZA ! = 1,25-103m (alargamiento)
No| L 22,4103 -

5y = ’ ;’142 _ ) EOA 5,59 = 1,25-103m (acortamiento)
N3L 10,0-10%- 5,00

5y = E3A3 - o ’ = 0,50-103m (alargamiento)

Teniendo en cuenta las variaciones de longitud de las barras y las condiciones de con-
torno de la estructura, puede determinarse el movimiento del nudo C (Figura 3.13a).
La barra 1 se alarga hasta C" y gira alrededor del nudo A. La barra 3 se alarga hasta
B'. La barra 2 se traslada, se acorta hasta C” y gira alrededor de B’. La interseccién
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Fig. 3.13: (a) Movimientos de la estructura (b) detalle del nudo C

de las normales a las barras 1y 2 en C"” y C”, respectivamente, determina el punto C’
que es la posicién final del nudo C.
Las componentes horizontal y vertical del movimiento del nudo C' (Figura 3.13b),

pueden expresarse por:

01 + 62 + 3 cos &

= =3-1073
ue 2cos « o (—>)
o = 01 — 02 - dgcosar 0.125-10%m (1)
2sin «

y el desplazamiento del nudo C es:

CC" = \/u? +v2 = 3,003 10> m

3.6 Ecuaciones elasticas en estructuras articuladas planas

Consideremos la estructura articulada de la Figura 3.14a y una barra cualquiera aislada
sometida a los esfuerzos que el resto de la estructura le transmite a través de sus
extremos Figura 3.14b. Al tratarse de una estructura articulada los tnicos esfuerzos
que se transmiten en los extremos de la barra son los axiles Fl4 y Fz. Los movimientos
que dichos esfuerzos producen en los extremos de la barra son los desplazamientos u 4
v up, medidos en la direccién de la barra, eje x en la figura.

Por equilibrio de fuerzas en la barra AB, puede escribirse:

Fa+Fp=0 (3.4)
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Fig. 3.14: (a) Estructura articulada (b) barra aislada

Por otra parte, el alargamiento que sufre la barra en funcién de los desplazamientos de
los extremos es:
0 =up—usg = il
B A FA
Se llaman ecuaciones eldsticas a las relaciones que permiten calcular los esfuerzos que
actian en los extremos de la barra en funcién de los movimientos de sus extremos. En

este caso, las ecuaciones eldsticas de una barra que trabaja sélo a axil son:

EA EA
EA EA
que expresadas en forma matricial resultan:
EA EA
Fa R R
= (3.5)
Fp _ EiA EiA up
l l
y en forma compacta:
f = Ku (3.6)

donde K es la matriz de rigidez a axil de la barra.

Ejemplo 3.6.1

La estructura de la Figura 3.15a estd formada por seis barras articuladas del mismo
material e idéntica seccién. Debido a un error de fabricacion, la barra AA’ es més corta
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de su longitud nominal ¢ en un valor 20 = 1,5cm. Al montar la estructura se miden
los alargamientos y acortamientos que sufren las barras en el montaje; estos son:

(51 = (52 = 52/ = (54 = 0, 155 cm
03 = 03 =—0,310cm

Calcular los axiles en las barras a partir de dichos alargamientos.
Datos: a = 10m, A = 10cm?, y £ = 200 GPa.

Al no actuar cargas exteriores y ser la estructura externamente isostdtica, las reac-
ciones son nulas. Debido a la simetria respecto del eje vertical, los axiles en ABy A'B’,
y AB' y A’B seran Ny = Nos y N3 = Ny

Conocidos los alargamientos que sufren las barras, debido al defecto de fabricacién
de la barra AA’, se puede dibujar la deformada de la estructura, que se muestra en la
Figura 3.15b. Asimismo, se pueden calcular los axiles que corresponden mediante las
ecuaciones eldsticas de cada una de ellas:

woe (B4 5

Si se llama rigidez a axil de referencia, k, a la relacién:

_EA_200-10-10-10"*
a 10

k

=200-10° N/m

a) b)
u, Upr Oy
®

A' =
Q o —e Q S\ /? I jVA VA!

Fig. 3.15: (a) Estructura del Ejemplo 3.6.1 (b) deformada
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las ecuaciones eldsticas de las barras 1 y 3 son:
N1 = k& = 200-10°-0,155-1072 = 31,0kN

k 200 - 10°
—83 = ——— . (—0,31-1072
NG 3 V2 ( )

Los axiles de las barras restantes se determinan teniendo en cuenta que las barras 2,

N — 43,84kN

2'y 4 tienen la misma longitud y el mismo alargamiento que la barra 1, por tanto, sus
axiles coinciden con Ni. Ademds, las barras 3 y 3/, por simetria, tienen el mismo axil.
Resumiendo:

Ny = Ny = Ny = Ny =31kN (traccién)

N3 = N3 = —43,84kN (compresion)

3.7 Deformacién por flexién

La directiz de una viga recta de seccién uniforme, sometida a flexién pura recta, se
deforma segiin un arco de circunferencia cuya curvatura x y radio de curvatura p

vienen dados por la expresion:
1 M

XS, E

donde M es el momento flector, E es el médulo de Young e I es el momento de inercia

(3.7)

de la seccién respecto al eje principal correspondiente (Figura 3.16). La Ec.(3.7) se

A

(e
=

Fig. 3.16: Deformacion por flexion de una viga recta
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M (x) =0 M (x)<0
y' (x)20 y" (x)<0

\EH}/ X d N

Fig. 3.17: Convenio de signos para momentos flectores y curvaturas

|

puede aplicar con gran aproximacion en flexién simple (para momento flector variable,
M = M(x)), e incluso si la seccién no es uniforme (esto es, para piezas de inercia
variable, I = I(z)).

Por otra parte, el radio de curvatura de una curva que se expresa en coordenadas
cartesianas como y = y(z) puede calcularse como una funcién p = p(z), solucién de la

ecuacion diferencial: ,

x=to YV (3.8)
P+ ()2
donde ¢ = (dy/dz), y" = (d®y/dz?) representan la primera y la segunda derivada,
respectivamente, de la funcién y = y(x).
En la hipétesis, habitual en Resistencia de Materiales, de considerar s6lo pequenos
desplazamientos y giros, el término (y')? es despreciable frente a la unidad, y la cur-
vatura se puede aproximar como:

X=-=y (3.9)

En estas circunstancias, se puede escribir la siguiente ecuacién diferencial de la
deformada de la directriz de una viga recta:

M@
El(z)

y'(z) (3.10)
expresion en la que va implicito el convenio de signos de la Figura 3.17 para momentos
y curvaturas.

La expresién anterior, también llamada ecuacidn diferencial de la linea eldstica, o
simplemente ecuacion de la eldstica, era ya conocida por Euler (1744) e integrada por
¢l mismo para el caso de un voladizo con carga en el extremo. Navier hizo uso extensivo
de esta expresién para obtener las lineas eldsticas de vigas con carga lateral arbitraria.
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En el caso de que, ademds del momento flector, actien sobre la viga deformaciones
impuestas que produzcan una ley de curvatura y, = x,(z), la ecuacién anterior se
modifica en la forma

M (z)
El(z)

y'(x) = x,(x) + (3.11)

3.8 Movimientos en estructuras reticuladas de plano medio

Los movimientos en estructuras reticuladas de plano medio pueden calcularse integran-
do la ecuacién diferencial de la eldstica para cada pieza, imponiendo compatibilidad
de movimientos (desplazamientos y giros) en los nudos rigidos, y respetando las condi-
ciones cinemdticas impuestas por los apoyos.

Ejemplo 3.8.1

Calcular la ecuacién de la deformada, los giros en los extremos y la flecha méxima de
una viga recta biapoyada sometida a carga uniforme (Figura 3.18a).

a) y$
| .
S 2

Z
}

/
c)
v 2 4 | y
7 ([D 2 j % 7 (|)A max ¢B 7

Fig. 8.18: Viga biapoyada con carga uniforme

La ley de momentos flectores en la viga es (Figura 3.18b):

M(z) = g(lac —2?)

luego la ecuacion diferencial a resolver es:

" _ D 2
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Integrando dos veces se tiene:

3 4
_ b r T
y(x) = Yo (l 5 12 +C’1x+02>

donde Cy y C9 son constantes de integracion que se determinan imponiendo las condi-
ciones de apoyo:

ylx=0) = 0 = Cy =0
l3
yle=1) = 0 = C; = T

Por tanto, la ecuacién de la deformada es (Figura 3.18c):

N 3 3
y(a:)—24EI( a* + 2z’ — IPx)

Derivando esta expresion, se obtiene la ley de giros:

o(z) = ¢/ (z) = 247% (—42® + 6122 — 1%)

Los giros en los extremos de la viga son (positivos en el sentido antihorario):

pl®

VR . VRN U
¢A—¢($—0)——@ ; ¢B—¢($—l)—@

La flecha méxima se da donde la derivada primera (y, por tanto, el giro) se anula:

l l 5 plt
/ f— = — = = —)= ———
y(lL‘)—O = T = 5 = Ymax y(:B 2) 384 EI

Ejemplo 3.8.2

Obtener la ecuacién de la deformada, los giros en los extremos y la flecha méxima de
una viga biapoyada con un momento M en un extremo (Figura 3.19a).

La ley de momentos flectores en la viga es (Figura 3.19b):
M(z) = M%

y la ecuacién diferencial a resolver es:
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/

©)
7 | max
M 7 ¢A ¢B 7

Fig. 8.19: Viga biapoyada con momento en el extremo

Integrando dos veces e imponiendo las condiciones de apoyo y(z = 0) =0, y(x =1) =0,
se obtiene (Figura 3.19c¢):

Los giros en los extremos son:
) = Ml ' Ml
" 6Bl v

La flecha maxima se da donde la ley de giros se anula:

l
_% = ymaxzy@:%):*m

Ejemplo 3.8.3

Obtener la ecuacién de la deformada, los giros en los extremos y la flecha en el punto
central de una viga biapoyada con momentos M4 y Mp en sus extremos (Figura
3.20a).
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a) y
M
j\/lACAA X 5) i
| |
b) ' !

Y

c) 0,
My

Fig. 3.20: Viga biapoyada con momentos en los extremos

La ley de momentos flectores en la viga es (Figura 3.20b):
M(@) = =Ma+ (Ma+ Mp) T

y la ecuacién diferencial a resolver es:

y'(z) = % [—MA + (M4 + Mp) ﬂ

Integrando dos veces e imponiendo en A y B las condiciones de apoyo y(z = 0) = 0,
y(x = 1) = 0, se obtiene (Figura 3.20c):

o= g5 5) s 1= ()] e - [

Derivando, se obtiene la ley de giros:
l x N2

Los giros en los extremos son:

- - - Mal  Mpl
94 = ¢z=0) 3EI  GEI
- - - Mgl  Mpl
op = ¢@=D = —Gpr T 357
La flecha en el punto medio es:
l 12
Yo =3) = —qg5; Mp —Ma)
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Ejemplo 3.8.4

Obtener la ecuacién de la deformada, los giros en los extremos y la flecha en el punto
central de una viga biapoyada de seccién rectangular (Figura 3.21a), cuando el intradés
y el trasdds sufren variaciones de temperatura —At; y Ats, respectivamente, con una
variacion lineal de temperatura a través del canto h de la pieza (Figura 3.21b).

a)

b) At,

Fig. 8.21: Viga biapoyada sometida a gradiente térmico

En este caso, la curvatura debida a los efectos térmicos es

Ats + At —
Xt:—72+ la:—vtol
h
siendo « el coeficiente de dilatacién térmica del material. Por tanto, la ecuacién dife-

rencial que se debe resolver es:

y'(z) = x; = —Vita
Integrando dos veces e imponiendo en A y B las condiciones de apoyo, y(z = 0) = 0,
y(x =1) = 0, se obtiene (Figura 3.21c):

1

y(w) = 5 xpxll — ) = S Viaa(l — 2)
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Derivando, se obtiene la ley de giros:

l — l
o(z) =x (- 5) = —Vta(z— )
2 2
Los giros en los extremos son:
1 1—
pa = Px=0) = —§th = +§Vtal
1 1—
op = dl@=1) = +5xl = —5Vial
La flecha méxima se da en el centro de la luz:
_ AR SR S T
ymax—y(x—Q)— 8th —8Vt04l

Ejemplo 3.8.5

Para la estructura de la Figura 3.22a, calcular: (a) el desplazamiento horizontal del

nudo B para una fuerza vertical unitaria /' = 1 actuando en C'y (b) el desplazamiento

vertical del nudo C para una fuerza horizontal unitaria H = 1 actuando en B.

La estructura es isostdtica. Estd formada por dos barras con sus respectivas leyes

de momentos. Por tanto, en cada barra debe integrarse la ecuacién diferencial de

la deformada correspondiente. Se definen los sistemas de referencia locales (x1,y1) y

(z2,Y2), correspondientes a cada barra, y el sistema global (u,v) al que referiremos los

movimientos de los nudos (Figuras 3.22a y c).

(a) Para el estado de carga de la Figura 3.22a, las leyes de momentos flectores,

referidas a los ejes locales de cada barra, son:

M (z1) =-Fa barra (AB)
M (z2) =—F(a—x2)  barra (BC)
En la barra AB, la correspondiente ecuacién diferencial de la eldstica es:
Fa
" . ra

que se integra dos veces con las condiciones de empotramiento, ¥} (x;

y1(z1 = 0) = 0, para dar:

Fa , Fa?
y1(z1) = — =79 - ?/1($1—a)——ﬁ
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Fig. 3.22: Estructura del Ejemplo 3.8.5

Por tanto, el desplazamiento horizontal del nudo B, referido a los ejes globales u, v, es
(Figura 3.22b):
Fa?

F_

(b) Para el estado de carga de la Figura 3.22c, las leyes de momentos flectores son:

M (z1) =—-H(a—x1)  barra (1)

M(z2) =0 barra (2)

Integrando la correspondiente ecuacién diferencial de la eldstica, la ley de desplaza-
mientos normales a la barra AB es:
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y la ley de giros es:

Ha Ha?

“5HI (2a —21) 21 ¢ = P(r1 =a) = BEYoli (O)

P(z1) =

Al ser nula la ley de momentos flectores en la barra BC, dicha barra sélo tiene
movimientos de sélido rigido compatibles con el giro del nudo B. El desplazamiento
vertical en C, por tanto, es (Figura 3.22d):

Ha?

Ug:d)B'a:_E (1)

En todo el desarrollo se ha despreciado la deformacién por axil y por cortante. Nétese
que las expresiones obtenidas para ug y vg son iguales.

3.9 Ecuaciones elasticas en estructuras reticuladas de plano medio

Consideremos una estructura reticulada de plano medio como la de la Figura 3.23a,
en la que se desprecia la deformacion por axil y cortante. Una barra cualquiera de la
estructura, tal como la AB, puede considerarse aisladamente, anadiendo a las cargas
que inciden directamente sobre ella los momentos en los extremos, Map v Mpa, y
las fuerzas que el resto de la estructura ejerce sobre ella a través de los nudos (Figura
3.23b). Es evidente que, conocidos estos momentos de extremidad, se pueden calcular
las leyes de esfuerzos sobre la barra y el problema estructural queda resuelto.

En lo que sigue, se consideran positivos los giros y momentos de sentido antihorario,

y negativos los de sentido contrario.

a) b)

| ¢A " w MBA

A B

f v\ M( f\ ~—= /)

AB 77 [ 7

L | |

i 1, EI i

7 7 7,

Fig. 3.23: (a) Estructura reticulada (b) barra aislada
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3.9.1 Ecuaciones elasticas de una pieza recta sin desplazamiento transver-

sal entre sus extremos

Los giros en los extremos A y B de una pieza de longitud [ y rigidez a flexién E1,
que forma parte de una estructura reticulada de plano medio, se pueden obtener por
superposiciéon de los debidos a los momentos de extremo y los debidos a las cargas
transversales que actian sobre la pieza (si no hay movimiento transversal relativo entre
los nudos A y B), tal como se muestra en la Figura 3.24:

¢a = da(Mag)+ ¢oa(Mpa) + ¢ (3.12a)
¢p = ¢p(Mag)+ op(Mpa)+ ¢% (3.12b)

donde ¢ 4(Map) representa el giro en el extremo A de la pieza biapoyada debido al
momento de extremidad M4p, y andlogamente para los demds términos; ¢ vy ¢%
representan los giros en los extremos A y B de la viga biapoyada debidos a las cargas
que gravitan directamente sobre la pieza.

En la Figura 3.25 se proporcionan los valores de los giros ¢ y ¢% en vigas biapo-
yadas, para diversos tipos de carga.

Segin los resultados obtenidos en el Ejemplo 3.6.3 de la Seccién 3.6 se tiene:

Magl Mgl
o4 = tpr —emp T (3.13a)
Mgl | Mpal
a)
¢
MABCI%\ W MBDMBA
Z ¢B Z
| J
[, EI
b)
AT, e e M
sty
7, ,0 ) 7 7 %
N b5

Fig. 8.24: Viga biapoyada con momentos de extremo
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R
e
I}
7,

B

CARGA 9 ¢p
P
a { b _ _Pab Pab

o — AT *gEn U9
EREEERET o Lol
24E] 24E]
1 pl

35 BT

é& ! ;&
i
i 360 EI
a BM b Ml b%

7 7

2
Ml ., a
“oer Oz 7Y

+m (37 -1
Fig. 8.25: Giros de extremo en vigas

y en forma matricial:

l I
$a | | BEI “6EI || Mas
¢p __t Mpa
6EI 3EI
o bien, en forma compacta:
¢ = BM + ¢

donde B se llama matriz de flexibilidad de la barra.

biapoyadas

%
0%

(3.14)

(3.15)

Estas ecuaciones se pueden invertir para despejar los momentos extremos en funcién

de los giros extremos:

M =B""[¢p—¢"| =K [¢ — ¢

donde K = B~ es la matriz de rigidez de la barra. De forma explicita:

AEI  2EI
Mas N Pa

Mpga QZZ?I 4?] bp

Mg
+
M3,

(3.16)

(3.17)
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con M° = -K¢°, y:

o 2F 1 o o o 2F 1 o o
Myp = —T(2¢A + ¢B) ; Mps = —T(2¢B + %) (3.18)

Estas son las ecuaciones eldsticas de la pieza con enlaces rigidos y fijos (sin desplaza-
miento transversal).

Las ecuaciones anteriores merecen algunos comentarios:

e Si se considera el caso M9z = M2, = 0, es decir, sin cargas aplicadas directa-
mente sobre la pieza, se tiene:

EI ET
Mas =200+ 0n) i M= (Qoptén)  (319)

Por tanto, estos son los momentos de extremo en una pieza en la que se imponen
los giros ¢4 v ¢p en los extremos.

e Si se considera el caso ¢4 = ¢g = 0, es decir, la viga biempotrada, se tiene:

MAB:M,%B N MBA:M%A (320)

0o (6]
Myg Mg
AN - B

N

CARGA My Mg
- P L Pab?|  _, Pl P _ P
A l [2 a=b 8 [2 a=b 8
2 2
Ty Ve e
N Ji 12 12
\ 2 2
/ p!
P P _pt
gﬂél 30 20
\ ]
a N'b o tbQa- M| M M| =M
N 12 =l 4 12 a=b 4

Fig. 8.26: Momentos de extremo en vigas biempotradas
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Por tanto, los términos M5 y M3 4 son los momentos que producirfan exclusiva-
mente las cargas aplicadas sobre la pieza si ésta estuviese perfectamente biempo-
trada (giro nulo en los extremos). Por ello, se llama a estos términos momentos
de empotramiento perfecto de las cargas aplicadas.

En la Figura 3.26 se proporcionan los valores de los momentos M9y v M3, en
vigas biempotradas, para diversos tipos de carga.

3.9.2 Ecuaciones eldsticas de una pieza recta con desplazamiento transver-
sal relativo entre sus extremos

Consideremos ahora los términos adicionales que deben anadirse cuando los extremos
Ay B de la pieza sufren un desplazamiento transversal relativo. Para ello, considera-
remos esta accién por separado, es decir, estudiaremos una barra con giros nulos en los
extremos (biempotrada), sin cargas directamente aplicadas, y con un desplazamiento
transversal relativo de magnitud ¢ (Figura 3.27).

La imposicién de un desplazamiento transversal relativo 0 en una pieza biempotrada
equivale a unos giros debidos a la solicitacién de valor

— 1)
®h = 95 = Pap = 7 (3.21)

en la correspondiente pieza biapoyada, y a unos momentos en extremos tal que se
cumpla la condicién de empotramiento ¢4 = ¢p = 0. Dichos momentos pueden

g_“_/—BFjs b0

b)
(6] o
Mgpp

Myp= MpA=Mpy
B4 < A B)
. s

Fig. 8.27: Viga biempotrada con desplazamiento transversal

o+ _ 0
7 6= 0p=T
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obtenerse directamente de las expresiones (3.18) anteriores para ¢9%, ¢% arbitrarios,
por sustitucién directa de los valores apropiados:

°BI _ . . 6EI -
. - (20% + ¢%) - baB
°BI . . 6EI - (3.22)
- (205 + ¢%) - baB

Nétese que ¢ 4 5= 6/l es un giro, y por tanto, tiene signo segiin el convenio anteriormente
adoptado (positivo si es antihorario).

Si sumamos los términos debidos al desplazamiento transversal a los obtenidos an-
teriormente, tenemos las ecuaciones eldsticas de la pieza recta con enlaces rigidos com-

pletas:
4FE1 2EI 6FET o
Map ] / n R Mjp
= + Pap + (3:23)
Mpa 2EL AET || 4y _bEI MY,

l l l

3.9.3 Ecuaciones eldsticas de una pieza recta articulada en uno de sus
extremos

Si la pieza considerada tiene uno de sus extremos articulados (Figura 3.28), las ecua-
ciones eldsticas correspondientes deben ser modificadas. Consideremos, por ejemplo,
que el extremo articulado es el nudo B.

Por existir una articulacién en el extremo B, debe ser nulo el momento de ex-
tremo en dicho nudo, es decir Mp4 = 0. Sustituyendo en las expresiones deducidas
anteriormente:

2FE1 6ET —

Mpa=0= - (205 + ¢4) — o Pap+ Mpy (3.24)

De esta ecuacion se puede despejar el giro ¢z como:

13- L
op = *§¢A + 3 bap — EMBA (3.25)

AB <§A %;3 5/1]3 =0

Fig. 3.28: Viga empotrado-apoyada
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(MXB)"‘( 3
A B

B
CARGA (Mg)* %
u ‘P b P_b(lszz) :+3_P] +Pa2b —a PIZ
w 2 aeb 16 AEIL | gp  32EI

P i L P
\ ] . 8 48ET
\T\FT\ Ip + 2 ’ 2 C
\ . 15 120E1
M
g a } b

Fig. 3.29: Momentos y giros de extremo en vigas empotrado-apoyadas

Ml

M M
M 16E]

M 2 2
+— — =
272 (=38 =i 4EI

a=am+3t)| =
a=b

y sustituyendo en la ecuacién correspondiente a M 4p se tiene:

3EI 3BT o1
Map = 5 Ga— 5 bap+ Mzp — §MBA (3.26a)
3EI 3BT .
= Ga— 5 bap + (Mip) (3.26b)

Nétese que para la barra con un extremo articulado hay una séla ecuacion eldstica en
la que interviene el giro del nudo no articulado. El término (M4p5)* es el momento
de empotramiento debido a las cargas que actian sobre la pieza, considerada ésta
empotrado-articulada.
En forma matricial:
w0 Tea] [ 5] [ )
= + Oap + (3.27)
Mpa 0 0 bp 0 0

En la Figura 3.29 se proporcionan los valores de los momentos (M9 )" y los giros
¢% en vigas empotrado-apoyadas, para diversos tipos de carga.
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Ejemplo 3.9.1

Calcular los momentos de extremidad de una viga biempotrada y de una viga empotrado-
apoyada sometidas a carga uniformemente repartida (Figura 3.30).

a) b)

Fig. 8.30: Vigas biempotrada y empotrado-apoyada sometidas a carga uniforme

Segun los resultados del Ejemplo 3.8.1 de la Seccién 3.8, los giros en los extremos
de una viga biapoyada sometida a carga uniforme son:

pl®

24E71

¢0:_p13 : 0B =+
A 24ET ’ B

Por tanto, aplicando las ecuaciones (3.18), se tiene que los momentos de empotramiento
en una viga biempotrada sometida a carga uniforme (Figura 3.30a) son:

2ET 1

Mjp = —T(2¢?4+¢%) = +ﬁpl2
) °BI . 1
Mpy = *T(2¢B+¢A) = *EPP

Por otra parte, aplicando ahora la Ec. (3.26a), se tiene que el momento de empo-
tramiento en una viga empotrado-apoyada (Figura 3.30b) sometida a carga uniforme
es:

o \*¥ o 1 o 1 2
(Mip)" = Mip — o Mpa=+gpl
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y el giro en el extremo apoyado es, segin la Ec. (3.25), con ¢4 = 0:

d)o :_LM" :+£
B 4ET " BA 48ET

Ejemplo 3.9.2

Calcular los momentos de extremidad de una viga biempotrada (Figura 3.31a) y de una
viga empotrado-apoyada (Figura 3.31b) de seccién rectangular, cuando el intradés y el
trasdés sufren variaciones de temperatura —At; y Ats (Figura 3.31c), respectivamente,
con una variacién lineal de temperatura a través del canto h de la pieza.

a) b) ©

M §A B§ )" MAB< §A %f —
(= 4

QD Ely
\ A«VWW& % Bl \C‘Dj\ Y :é

O

Fig. 8.81: Vigas biempotrada y empotrado-apoyada sometidas a gradiente térmico

En este caso, la curvatura debida a los efectos térmicos es:
Aty + Aty
Xt = T

siendo « el coeficiente de dilatacién térmica del material y V¢ el gradiente térmico

a=—-Via

uniforme que actia sobre la pieza. Segun los resultados del Ejemplo 3.8.4, los giros en
los extremos de una viga biapoyada sometida a gradiente térmico uniforme son:

, 1 1— , 1 1—
¢A:—§th:+§Vtal ; ¢B:+§th:—§Vtal

Por tanto, aplicando las ecuaciones (3.18), se tiene que los momentos de empotramiento
en una viga biempotrada sometida a gradiente térmico uniforme son:

2FT .
Mjip = —T(2¢2+¢OB) = 4+EIx, = —EIVta
2FT .
Mgy = —T(2¢"B+¢i’;) = —Elx, = +EIVta
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Por otra parte, aplicando ahora la Ec. (3.26a), se tiene que el momento de em-
potramiento en una viga empotrado-apoyada sometida a gradiente térmico uniforme
es: ]
2

y el giro en el extremo apoyado es, segin la Ec. (3.25) con ¢4 = 0:

3 I

o l o 1 1
9= prMBa=t xil=—7Vtal



4 Trabajo y Trabajo Virtual

4.1 Introduccion

La utilizacién del concepto de trabajo para resolver problemas de Mecdnica es previa
al establecimiento de las leyes de Newton. Parece ser que Aristételes y Arquimedes ya
lo usaron para resolver problemas elementales de palancas en los siglos IV y III A.C;
ciertamente, Leonardo da Vinci lo utilizé en sus estudios sobre palancas y poleas, casi
200 anos antes de que Isaac Newton publicara los “Principia Mathematica philosophiae
naturalis” en 1687. A principios del siglo XVIII, Jean Bernoulli formulé, por primera
vez en forma general, el “principio de los desplazamientos virtuales”.

De hecho, los métodos de andlisis utilizados en Mecédnica se pueden clasificar en
dos grupos, segin sea el formato de las ecuaciones de gobierno a partir de las cuales se
plantea el método:

e los métodos diferenciales, que arrancan de las ecuaciones diferenciales de equilibrio
y compatibilidad, definidas sobre un volumen diferencial arbitrario, y

e los métodos integrales, que arrancan de ecuaciones integrales que expresan con-

servacién, definidas sobre un volumen finito y discreto.

A partir de un determinado método diferencial siempre es posible plantear el corres-
pondiente método integral; para ello, es necesario integrar las ecuaciones diferenciales
de gobierno sobre el volumen finito del dominio de interés. La proposicién reciproca es
también cierta, dadas ciertas condiciones de regularidad.

En la Mecédnica de Estructuras también puede distinguirse entre ambos tipos de
métodos. Asi, la Teoria de la Elasticidad plantea las ecuaciones diferenciales de equi-
librio y compatibilidad, a nivel de entorno diferencial de un punto, en funcién de ten-
siones y deformaciones. La Resistencia de Materiales plantea ecuaciones andlogas, a
nivel de rebanada diferencial, en funcién de los esfuerzos y movimientos de las secciones

103
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rectas. Pero es también posible plantear y resolver los mismos problemas a partir de
las correspondientes ecuaciones de conservacién y principios variacionales, aplicados a
las piezas individuales o a la estructura completa, en funcién de magnitudes como el
trabajo y la energfa.

Los métodos diferenciales e integrales no son mutuamente excluyentes. En el Capi-
tulo 3 se han tratado los primeros; en este Capitulo y en el siguiente trataremos los
segundos. Como veremos, tanto el método de equilibrio como el de compatibilidad,
expuestos en el Capitulo 2, pueden plantearse a partir de principios integrales.

Por 1ltimo, hay que mencionar que tanto los métodos diferenciales como los inte-
grales permiten la aproximacién numérica de los correspondientes problemas, mediante
técnicas de discretizacion. Asi, la discretizaciéon de las ecuaciones diferenciales de go-
bierno da lugar a métodos tales como los de las diferencias finitas, mientras que la de
las ecuaciones de conservacién son la base de métodos como el de los elementos finitos.
Estas técnicas son, gracias a los ordenadores digitales, de plena vigencia en la resolucién
practica de los problemas de Mecédnica de Estructuras.

4.2 Trabajo y energia

En todo tipo de sistemas fisicos existen fuerzas a las que se puede asociar una capacidad
de desplazarse y, al hacerlo, una capacidad de producir trabajo.

El trabajo realizado por una fuerza F', que se mueve desde una posicién inicial A a
una posicién final B, siguiendo una trayectoria s es, por definicién (Figura 4.1):

B B
wx :/ F -ds :/ F,ds (4.1)
A A

donde el signo (-) denota el producto escalar y, por tanto, Fy es la proyeccién de la

a) b)

/A /A

Fig. 4.1: (a) Definicion de trabajo (b) Proyeccion de la fuerza F sobre la trayectoria s
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B (xg, Yg-2p)
zj

/N

]

/
-

A (X7» Vo0 24)
y

Fig. 4.2: Sistema fisico conservativo

fuerza F sobre la trayectoria s.

Si el sistema considerado es conservativo (es decir, en ausencia de fuerzas disipati-
vas) el trabajo realizado es independiente de la trayectoria seguida para llevar al sistema
de la configuraciéon A a la B (Figura 4.2). Esto implica que la cantidad Fsds es un
diferencial exacto de una cierta funcién II. Por tanto, para sistemas conservativos:

B B
wx :/ Fsds:/ dil =g — 1[4, = —AIl (4.2)
A A

donde —AII representa el cambio en II desde A hasta B. La funcién II se llama funcién
potencial, o también, energia potencial del sistema, y se tratara en detalle en el Capitulo
5. Fisicamente, le energia potencial representa la capacidad de un sistema conservativo
de realizar trabajo en virtud de su configuracién presente, respecto a una configuracién
de referencia arbitraria. De la Ec. (4.2) se deduce que:

AW +II)=0 = W +1I = cte (4.3)

Los conceptos de trabajo y conservacién de energia son aplicables a la Mecénica de
Estructuras. Para que un sistema estructural sea conservativo no deben existir fuerzas
disipativas de friccién; esto exige que no haya rozamientos externos ni internos. Por
tanto, es necesario que:

e el rozamiento en los enlaces externos (apoyos) sea despreciable, es decir, que sean
perfectamente rigidos o eldsticos, y

e no exista disipacién por rozamiento interno entre los elementos del material, es
decir, que el material sea eldstico.
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Ademsds, consideraremos que, en la aplicacién de las cargas y en el proceso de
deformacién, los elementos de la estructura se desplazan de forma infinitamente lenta y
adiabdtica (sin intercambio de calor con el exterior) desde la configuracién indeformada
a la de equilibrio. Es decir, despreciaremos los pequenos cambios de energfa cinética y
energfa térmica que pueden producirse en la deformacién.

Por 1ltimo, aceptaremos la hipdtesis de pequenios desplazamientos, lo cual supone
que los desplazamientos no afectan a las fuerzas, y que las ecuaciones de equilibrio
estético pueden plantearse sobre la configuracién indeformada (linealidad geométrica).

Si el proceso de descarga se produce también de forma cuasi-estdtica y adiabética,
la energia de deformacién almacenada se libera produciendo trabajo negativo contra las
fuerzas exteriores aplicadas (las deformaciones y los movimientos cambian de sentido
en la descarga).

4.3 Trabajo y trabajo complementario

Sea una estructura eldstica soportada de tal manera que los movimientos de sélido
rigido estén impedidos, tal como la que se muestra en la Figura 4.3. Consideremos que
a partir de la configuracién indeformada se aplica gradualmente sobre la estructura un
sistema de fuerzas cuyos valores finales son F; (i = 1,...,mn). Sean A; (i = 1,...,n)
los valores finales de los movimientos de los correspondientes puntos de aplicacion A;
(i =1,...,n) de las fuerzas.

Se define como movimiento eficaz de una fuerza (Figura 4.3) la proyeccién del
movimiento de su punto de aplicacién sobre la direccién de ésta, teniendo en cuenta

0O
£\
@0,
7

Fig. 4.3: Movimiento y movimiento eficaz de una fuerza
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el sentido (positivo cuando coincide con el sentido de la fuerza). Se incluye en esta
definicién el concepto de giro eficaz de un momento, como proyeccién del vector giro
del punto de aplicacién del momento sobre la direccién del momento aplicado. Sean e;
(¢ =1,...,n) los valores finales de los movimientos eficaces de las fuerzas F';. Se verifica
que:

F, -A;=F,e; para i¢=1,...n (4.4)

Se define como trabajo de las fuerzas exteriores almacenado durante el proceso de
carga la expresién:

W, = Z/ ' Fyde; (4.5)
i=1"9

donde la integral se realiza desde la configuracién indeformada a la configuracién fi-
nal. Alternativamente, se define como trabajo complementario de las fuerzas exteriores
durante el proceso de carga la expresion:

We=>" / eidF; (4.6)
=179

donde, de nuevo, la integral se realiza desde la configuracién indeformada a la configu-
racién final.

Si el sistema es conservativo, los valores del trabajo y del trabajo complementario
realizados en el proceso de deformacién no dependen de la historia del proceso de carga,
sino unicamente de los valores finales de fuerzas y desplazamientos. Esto implica que
existen funciones de energfa potencial Il y energia potencial complementaria II, tales
que:

We = —AllL W.=—- Al

La Figura 4.4 muestra curvas de evolucién de la fuerza F; y de su movimiento
eficaz e; durante el proceso de carga. Es obvio que el valor del trabajo es igual al drea
sombreada que queda comprendida entre la curva fuerza-movimiento eficaz y el eje de
los movimientos; andlogamente, el trabajo complementario es igual al drea que queda
comprendida entre la curva fuerza-movimiento eficaz y el eje de las fuerzas. Dado que

F;de; +e;dF; = d(E (:’Z') (47)

es claro que

We+We=)Y_ Fe (4.8)
i=1
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a) F| b) Fj
Fl— — Fl— — —
W, )
We
W,
(5] We
@) sH =e 0 € e
NO LINEAL LINEAL

Fig. 4.4: Relaciones fuerza-movimiento eficaz

Si el sistema estructural es lineal, tanto a nivel material como geométrico, es obvio
(Figura 4.4b) que

_ 1
We=W,= 223@ (4.9)

y es indiferente referirse al trabajo o a su complementario. La expresién (4.9) se conoce
como férmula de Clapeyron (Benoit Clapeyron, 1833). Si existen momentos exteriores,
hay que considerar también el trabajo realizado por éstos y la expresién del trabajo de
las fuerzas generalizadas exteriores es igual a:

— 1 1
We:W€=§ZFiei+§ZMj¢j (4.10)
i j

donde ¢; es el valor final del giro eficaz del momento M;.

Bajo las hipdtesis de linealidad del material (ley de Hooke) y geométrica (pequenos
movimientos), los movimientos son funciones lineales de las fuerzas (y viceversa), o sea,
que se puede escribir que:

€; = ZBij Fj (6] Fi = Z Kij €; (4.11)
J J

donde B;j y K;; son los coeficientes (lineales) de proporcionalidad que dependen de la
geometria del problema y de las constantes mecdnicas del material. Los coeficientes
B;; son coeficientes de flexibilidad, mientras que los coeficientes K;; son coeficientes de
rigidez (ver Capitulo 6).
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Sustituyendo estas expresiones en la férmula de Clapeyron, se obtienen las expre-
siones alternativas:

VVe = We = %ZZBUFZFJ (4.12&)
tog

W, = W. = %ZZ Kijeiej (4.12b)
i g

Por tanto, el trabajo de las fuerzas exteriores es una funcién cuadrdtica y homogénea
de las fuerzas exteriores o, alternativamente, de los movimientos eficaces de éstas.

4.3.1 Notacién matricial

Se define el vector de fuerzas exteriores como:

f=[F,....F)" (4.13)

e=e1, .. cen]” (4.14)

Si la relacién fuerza-movimiento eficaz es lineal, el trabajo almacenado y el trabajo
complementario de las fuerzas exteriores son iguales y en forma matricial se pueden
expresar por:

— 1
We=W. =3 fle (4.15)

Si se cumplen las hipétesis de linealidad del material (ley de Hooke) y la geométri-
ca (pequenos movimientos), los movimientos son funciones lineales de las fuerzas y
viceversa, y puede escribirse:

e = Bf con B = [B;j] (4.16)
f = Ke con K = [K;j] (4.17)

donde a B y K se las denomina matriz de flexibilidad y matriz de rigidez, respectiva-
mente.

Teniendo en cuenta las Ecs. (4.16) y (4.17), el trabajo almacenado y el trabajo
complementario pueden expresarse como:

— 1 1
We=We= fIB f = 3 e’Ke (4.18)
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TI907000

Fig. 4.5: Aplicacion sucesiva de dos cargas

4.3.2 Trabajo reciproco

Al ser el trabajo una funcién cuadrética (de las fuerzas o de los movimientos eficaces)
no se le puede aplicar, en general, el Principio de Superposicién. Por tanto, el trabajo
almacenado debido a la aplicacién de un sistema de fuerzas exteriores no es, en general,
igual a la suma de los trabajos que realizan las fuerzas exteriores que forman el sistema
actuando por separado. Esto es debido al trabajo adicional (o reciproco) que realiza
una fuerza ya aplicada al aplicarse otra fuerza, debido al movimiento del punto de
aplicacién de la primera fuerza originado por la aplicacién de la segunda.

Asi, en la Figura 4.5 el trabajo almacenado al aplicar sobre la estructura, primero,

Fi

——— TRABAJO RECIPROCO

——
S
——

[¢)

Fig. 4.6: Concepto de trabajo reciproco
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la fuerza F'y, posteriormente, la fuerza ¢ es:
1 1 ,
We:§F€+§¢5+F€ (4.19)

donde e y § son los movimientos eficaces de las fuerzas F' y ¢, respectivamente, al
aplicarlas solas; €’ es el movimiento eficaz de F' al aplicar ¢. El tltimo término de la
expresion (4.19) es el trabajo reciproco que realiza la fuerza F' al aplicar ¢ (Figura 4.6).

El Principio de Superposicién sélo puede aplicarse al trabajo en los casos particu-
lares en los que el trabajo reciproco es nulo.

4.4 Trabajos Virtuales

El Principio de los Trabajos Virtuales (PTV en lo sucesivo) puede considerarse como
la base de la Mecédnica, tanto en un sentido histérico como por su importancia. La
primera forma general del PTV, como “Principio de los Desplazamientos Virtuales”,
fue enunciada por el matemdtico suizo Jean Bernoulli en una carta a Varignon, a
principios del siglo X VIII.

Aplicado a sistemas de particulas y sélidos rigidos, el PTV puede considerarse como
la forma integral de las ecuaciones de Newton. De hecho, si se acepta como “principio”,
es decir, sin demostracién, se puede, a partir de él, deducir las tres leyes de Newton.
Alternativamente, aceptadas las tres leyes, se puede demostrar el PTV.

Aplicado a sélidos deformables, el PTV es la forma integral de las ecuaciones de
equilibrio de Cauchy; aplicado a piezas prisméticas, es la forma débil de las ecuaciones
de equilibrio de la rebanada.

Por tanto, las aplicaciones del PTV son innumerables dentro de la Mecdnica Racional
y de la Mecédnica de Estructuras. Hoy en dia, el PTV se usa a menudo para formu-
lar ecuaciones de equilibrio en procedimientos de aproximacién discreta tales como el
método de los elementos finitos y su aplicacién se extiende a la resolucién de problemas
no lineales.

4.4.1 Principio de los Trabajos Virtuales

Se denomina movimiento virtual en una estructura a todo movimiento (desplazamiento
o giro) considerado en ella que sea compatible con las restricciones cinemadticas de la
estructura. Por ser compatible se entiende que: (a) es continuo, es decir, produce
deformaciones (elongaciones, distorsiones, curvaturas y giros especificos de torsion)
acotadas, (b) satisface las condiciones de apoyo y (c¢) no modifica el estado real de
reacciones y esfuerzos, es decir, los movimientos virtuales son pequenos.
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El requisito de continuidad es tanto mads fuerte cuanto mayor sea el orden de las
derivadas de los movimientos que intervienen en el problema. Por ejemplo, en estruc-
turas articuladas, que sélo trabajan a axil, para que las elongaciones virtuales en las
piezas sean acotadas basta con exigir que los desplazamientos virtuales sean continuos
en cada pieza. En cambio, en estructuras reticuladas de plano medio, que trabajan a
flexién, para que las curvaturas virtuales sean acotadas es necesario que los giros vir-
tuales sean continuos y ademds, tengan derivada continua (giros virtuales continuos).

En la estructura articulada de la Figura 4.7a se muestra un movimiento virtual
compatible, mientras que en las Figuras 4.7b y ¢ se muestran dos movimientos virtuales
no compatibles. El movimiento virtual que muestra la Figura 4.7b viola la condicién
de desplazamiento vertical nulo en el apoyo, y el correspondiente a la Figura 4.7c no
cumple la condicién de continuidad de desplazamientos.

Para la estructura reticulada de la Figura 4.8 en (a) y (b) se muestran dos movimien-
tos virtuales compatibles, mientras que en (c), (d) y (e) se muestran tres movimientos
virtuales no compatibles. El movimiento virtual de la Figura 4.8c viola la condicién de
giro nulo en el empotramiento, el de la Figura 4.8d viola la condicién de nudo rigido, y
el de la Figura 4.8e viola la condicién de continuidad de los giros.

El Principio de los Trabajos Virtuales se puede enunciar: “en una estructura someti-
da a un sistema de fuerzas exteriores en equilibrio, con un campo real de reacciones
v esfuerzos, el trabajo externo de las fuerzas reales sobre un campo arbitrario de
movimientos virtuales es igual al trabajo interno de los esfuerzos reales sobre el corres-

pondiente campo virtual de deformaciones” .

7 7 7 7 7

Fig. 4.7: Estructuras articuladas: movimientos virtuales:(a) compatible (b) y (c) no
compatibles
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d)

b)

7 %

Fig. 4.8: Estructuras reticuladas: movimientos virtuales (a) y (b) compatibles, (c),
(d) y (e) no compatibles

Sea una estructura soportada de tal manera que los movimientos de sélido rigido es-
tén impedidos. Consideremos que actia sobre ella un sistema de fuerzas y reacciones Fj;
(t=1,..,n),ysean (N, M,, M,, T,, T., M;) los correspondientes esfuerzos que actian
sobre la piezas de la estructura. Por otro lado, sea un campo arbitrario de movimientos
virtuales tal que e} (i = 1,...,n) sean los movimientos eficaces de las fuerzas F; y sean

(5;‘3, X2 Xy Vays Yoz 0*) las correspondientes deformaciones virtuales.

Se define como trabajo virtual externo a la expresion:
n
Wi =) Fie; (4.20)
i=1

y como trabajo virtual interno a la expresién:

W = Z/L (N &5+ M. x! + My’ + Ty 7'y + oo + My 0%) ds (4.21)
j J

donde la integral se realiza sobre la pieza j-ésima de la estructura y el sumatorio se
extiende sobre todas las piezas.
El PTV implica que:

Wr =Wy (4.22)
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O sea, que:
n
S Fef = Z/ (N &+ M.t + My X5+ Ty vl + To v + My 0%) ds (4.23)
i=1 j JL

El PTV puede demostrarse a partir de las ecuaciones diferenciales de equilibrio de la
rebanada. Basta para ello integrar éstas, multiplicadas por los correspondientes campos
de movimientos virtuales, a lo largo de todas las piezas de la estructura e integrar por
partes, con las condiciones de contorno adecuadas.

Al PTV también se le llama Principio de los Movimientos Virtuales, por razones
obvias.

Es interesante destacar que su validez no se restringe al caso de que el compor-
tamiento de la estructura sea eldstico y lineal. Por tanto, el PTV puede aplicarse en el
andlisis no lineal de estructuras.

4.4.2 Método del Movimiento Unidad

El método del movimiento unidad es un método integral general para establecer ecua-
ciones de equilibrio. Es, por tanto, una herramienta valida para resolver estructuras
por el método de rigidez.

Estructuras Articuladas

Consideremos una estructura articulada formada por las piezas k = 1, ..., m, sobre la
que actia un sistema de fuerzas reales F; (j = 1,...,n). Por simplicidad, supongamos
que las fuerzas actdan en los nudos y que los axiles son constantes en las barras.
Sean § los alargamientos reales de las piezas y ¢ = 4/l los alargamientos unitarios
correspondientes. Si el comportamiento es eldstico lineal, los axiles son: N = (EA/I) 4.

Sea un unico movimiento virtual € = 1 aplicado en el mismo punto y en la misma
direccién de la fuerza Fj que se quiere calcular (en funcién de los desplazamientos) y
sean 0% y * = 0%/l los campos de alargamientos y deformaciones virtuales debidos a

*

ej.

Aplicando el PTV, se puede escribir:

F; = Z/ (Ne*) ds =Y (N&*), (4.24)
e e k

que para comportamiento es eldstico lineal es:

Fy = zk: /lk(EAss*) ds = Z(ETA&sm (4.25)

k
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Ejemplo 4.4.2.1

La estructura de la Figura 4.9a estd formada por tres barras del mismo material e
idéntica seccién. Para una carga vertical P como la dibujada, determinar los axiles
actuantes sobre cada barra.

Datos: P, h, Ay E.

Fig. 4.9: (a) Estructura del Ejemplo 4.4.2.1 (b) movimientos virtuales

Sean u* y v* los desplazamientos virtuales horizontal y vertical del punto O (Figura
4.9b). Los alargamientos virtuales de las tres barras pueden expresarse en funcién de
dichos movimientos virtuales (ver Seccién 3.3.2):

N

0] = v cos30° 4+ u*sin30° = 7v*+§u
05 = v*

1 3
05 = ©v"sin30° —u*cos30° = —v* — £u"‘

2 2
El trabajo virtual externo es:
Wr=Pov*

y el trabajo virtual interno es:
3
Wi => N;6;
j=1

Aplicando el PTV, se puede escribir:

3 1 1 3
Puvl=N; (gv* + 2u*) + N3 v* + N3 (v* — fu*)
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Sustituyendo y agrupando términos:

1 1
<2N1 — ?Ng) u* + (?Nl + Ny + §N3 — P> v =0

Haciendo primero, u* = 1y v* = 0, y después, u* = 0 y v* = 1, se obtienen las
ecuaciones de equilibrio de fuerzas horizontales y verticales en O, respectivamente:

1 V3
SN — Y2N, =0
DD T

£N1+N2+1N3—P:0
2 2

Estas ecuaciones de equilibrio no bastan para resolver completamente la estructura
porque ésta es una vez hiperestdtica. Por otra parte, las ecuaciones de equilibrio son
validas tanto si las barras son eldsticas como si no lo son.

Para resolver el problema completamente expresamos los esfuerzos axiles IN; en
funcién de los desplazamientos reales u y v del punto O. Considerando que las barras
tienen un comportamiento eldstico lineal, y llamando k = E'A/h, se tiene:

EA
N1 = 7(51 = k(gv—i-\/gu)

I 4 4
N2 = E7A62 = kv

la

EA 13
N3 = K(sg =k (4'0 — 4U>

Sustituyendo en las ecuaciones de equilibrio:
(3+\/§)u+(3—\/§)1}20

(3—\/§)u+(9+3\/§)v:%

Resolviendo, se obtienen los valores de los desplazamientos reales:

V3—1P
V343 k
V34+1 P
V3+3 k
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Conocidos los desplazamientos reales, pueden determinarse los axiles de las barras.

V3

Ny = P
! V3+3
1

Ny = V3 + P
V3+3

1

Ny = — P

’ V3+3

Nétese que puede seguirse el mismo procedimiento para resolver estructuras isostéati-
cas; por ejemplo, si se prescinde de una de las tres barras de este ejemplo, la resolucién
es ansloga.

Estructuras Reticuladas

Consideremos una estructura de plano medio, compuesta por las piezas k = 1,...,m,
sobre la que actia un sistema de fuerzas reales F; (j = 1,...,n). Se desprecia, como es
habitual, la deformacién por axil y cortante. Sea x el campo de curvaturas real sobre
la estructura y M = EI x la correspondiente ley de flectores. Obsérvese que al usar la
relacion M = ET x se estd suponiendo que el comportamiento es eldstico lineal.

Se considera un campo de movimientos virtuales particular, consistente en un tnico
movimiento e;f = 1, de valor unidad y aplicado en el mismo punto y en la misma
direccién de la fuerza F); que se quiere calcular. Sea x* el campo de curvaturas virtuales
debidas a este movimiento virtual e;.

Aplicando el PTV, se tiene:

Fj = Z/ (M x* ds_Z/ (EIxx") (4.26)

que permite calcular la fuerza en la direccién de €.

Ejemplo 4.4.2.2

Hallar la ley de momentos de la viga empotrado-apoyada de la Figura 4.10a sometida
a la accién de un momento M aplicado en el extremo B.
Datos: M, [, Iy E

Sea ¢ = 1 un giro virtual unitario en el apoyo B (Figura 4.10b). Como ley
compatible se toma una ley de flechas virtual igual a un polinomio cibico que se anula
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a) b)

[

Fig. 4.10: (a) Viga del Ejemplo 4.4.2.2 (b) giro virtual en B

en Ay By con derivada (giro) nula en A. Esto es:

o= [- () + (3]

Derivando, se tienen las leyes de giros y curvatura virtuales:

o [2(7) +3(7)]

@) = -7o5 (1-37)

-

*

&
I

El trabajo virtual externo es:

W =M ¢p

y el trabajo virtual interno es:
l
wr = / M(x) x*(x) dzx
0

_ _%ﬁg /Ol M(z) (1-37) do

Aplicando el PTV, se puede escribir:

M % = —%gb’jg /Ol M(z) (1 - 3%) dz

y, por tanto, se tiene:

M+% /OlM(:U) (1 . 3%) dz =0

Esta es una ecuacién de equilibrio que no resuelve el problema porque la viga es una
vez hiperestéatica.
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Por otro lado, la curvatura real x(z) en funcién del giro real ¢ en el apoyo B es:

T

x(z) = —%¢B (1 - 37)

Considerando comportamiento eldstico lineal puede escribirse:

M(e) = B x(2) =~ 6 (1-37)

y, sustituyendo en la ecuacién de equilibrio se tiene:
4 ! z\2
M= 565 EI/ (1—37) dz =0
0

Resolviendo, se obtiene el valor del giro real en el apoyo B:

M
¢B—E

Una vez calculado el giro real ¢5 en el extremo B, la ley de momentos flectores de la

viga empotrado-apoyada es (Figura 4.11):

M(z) = EI x(z) = —%M (1- 3?)

W
—M/2

A N B
| el

Fig. 4.11: Ley de momentos flectores del Ejemplo 4.4.2.2

Ejemplo 4.4.2.3

Obtener las ecuaciones eldsticas de una pieza recta de longitud [ y rigidez uniforme E1T,

utilizando el método del movimiento unidad.
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Fig. 4.12: Viga del Ejemplo 4.4.2.3

Consideremos una pieza recta AB, de longitud [ y rigidez uniforme EI, tal como
la de la Figura 4.12. De forma general, la ley de flechas se puede escribir, en forma

parameétrica, como:
y(z) = Ha(z) oo+ Hp(x) ¢ + Ha(z)ya + Hp(z)yp +y°(2) (4.27)

donde ¢4, ya, ¢p € yp son los giros y las flechas de los extremos A y B, respectiva-
mente, e y°(x) es la ley de flechas de una pieza biempotrada de la misma luz y rigidez
cargada de la misma forma.

Las funciones Ha(z), Hg(z), H(x) y Hp(z) son polinomios hermiticos ctibicos
de la forma:

i = 1[5-2( + ()]
o = 1)+ ()]
o) = 1-3(5) 2 ()

Hata) = 3(7) -2(7)’

que se muestran en la Figura 4.13. H4(x) es un polinomio que toma valor 0 en A y B,
y su derivada tiene valor 1 en A y valor 0 en B. Hp(z) toma valor 0 en Ay B,y su
derivada tiene valor 0 en A y 1 en B. H 4(z) toma valor 1 en A, valor 0 en B y tiene
derivada nula en Ay B. Hpg(z) toma valor 0 en A, valor 1 en B y tiene derivada nula
en Ay B. y°(x) tiene valor y derivada nula en A y B. De esta forma, se asegura que
la ley de flechas en (4.27) es compatible.

Derivando dos veces las expresion (4.27) se tiene la expresion general de la ley de
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HX)}

1.0 —
0.8
0.6 +
0.4+

0.2

Fig. 4.13: Polinomios hermiticos

curvaturas que es:
=/ =/
X(z) = Hi(z)¢a+ Hp(z)¢p + Halx)ya+ Hp(x)ys + x°(x)
= H{(@) 64+ Hj(@) o5 + 1 (H(w) — Hi(®)) dan +X°(@)

donde H'j(z), Hf(z), H'\(z) y Hp(z) son las derivadas segundas de los polinomios
hermiticos, x°(x) es la curvatura correspondiente a y°(z) (su derivada segunda) y
da5 = (yg — ya) /1 es el giro de sélido rigido de la pieza, positivo si es antihorario.

Sean dos movimientos virtuales unitarios: el primero consiste en un giro unitario del

nudo A, ¢% = 1, y el segundo en un giro unitario del nudo B, ¢ = 1. Sus respectivos
campos virtuales de curvatura son:

Xa(z) = Hj(x) ; Xp(z) = Hp(x)

Segin el método del movimiento unidad, se tiene:
l
My = [ EIx@) i)
0
!

_ / BI [Hj(w) 64+ Hp(x) 5 +

0
+ 1 (Hp(@) — Hy(@)) bap +x°(@)| HA(2) do
EI El El—

= 4 0at29p—6dapt M3
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[
My — /0 EI x(x) X (z) da

- /ZEI[ HYj(2) g4+ Hiy(x) 05+

+ 1 () — (@) Sap + ()] Hi(x) do

EI E[
= 27¢A+4 @B ¢AB+MB

que son las ecuaciones eldsticas de la pieza. Obsérvese que los momentos de empo-
tramiento perfecto tienen las expresiones:

l
Mq = /EIXO(:E)HZ‘(:B) dz
0

!
Mg = /EIXO(:L‘)Hg(JZ) dz
0

Considerando otros dos movimientos virtuales unitarios, el primero consistente en
un desplazamiento vertical unitario del nudo A, y% = 1, y el segundo en un desplaza-
miento unitario del nudo B, y; = 1, se obtienen las expresiones para las fuerzas V4 y
VB. Sus respectivos campos virtuales de curvatura son:

Xi(w) = Hy(x) ; X3(x) = Hp(x)

Segin el método del movimiento unidad, se tiene:
l
Va = [ EIx@) i)
0

=/EI[ §(@) 64+ H(2) b +

+ 1 (@) — H(2) bap + ()] Hi(w) da
6FET 6ET 12EI
= A+ 2 ¢ — bap+ VA4

l
Vs — /O EI x(x) Xy(z) do

l
_ /0 EI [H;;@) ba+ Hi(x) b5 +

+ 1 (Hp() ~ @) dap + ()] Hp(e)da
6E1 12EI
= _ZT¢A - ZT¢B —5 %4t VB
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con las reacciones de empotramiento perfecto:
! =/
Vi = / EI x°(x) H 4(z) dx
0

l
Vg = /EIXO(m)HIII;(m) dx
0

4.5 Trabajos Virtuales Complementarios

4.5.1 Principio de los Trabajos Virtuales Complementarios

Se denomina fuerza (o momento) virtual a un sistema de fuerzas (o momentos) que
actia sobre una estructura y que esté en equilibrio. Por estar “en equilibrio” se entiende
que: (a) incluye a las correspondientes reacciones y (b) no modifica el estado real de
movimientos y deformaciones, es decir, las fuerzas virtuales son pequenas.

El Principio de los Trabajos Virtuales Complementarios (PTVC en lo que sigue)
se puede enunciar: “en una estructura con un campo de movimientos y deformaciones
compatibles, el trabajo externo complementario de un campo arbitrario de fuerzas
virtuales sobre el campo real de movimientos es igual al trabajo interno complementario
de los correspondientes esfuerzos virtuales sobre el campo real de deformaciones”.

Sea una estructura soportada de tal manera que los movimientos de sélido rigido
estén impedidos. Consideremos que actia sobre ella un campo de movimientos reales
compatibles, tal que e; sean los movimientos de ciertos puntos en determinadas direc-
ciones ¢ = 1,...,n, y sean (Ex, Xzs Xy» Vays Vazs 0) las correspondientes deformaciones
en la estructura. Por otro lado, sea F;* un sistema arbitrario de fuerzas virtuales apli-
cado en los puntos y direcciones ¢ = 1,...,n, y sean (N s MZ, My, Ty, T7, Mt) los
correspondientes esfuerzos virtuales sobre la piezas de la estructura.

Se define como trabajo virtual complementario externo a la expresion:
n
W,=> Fe (4.28)
i=1
y como trabajo virtual complementario interno a la expresion:

W, = Z/L (N g+ MZx. + My x, + Ty gy + T2 7p. + M 0)ds  (4.29)
7 J

donde la integral se realiza sobre la pieza j-ésima de la estructura y el sumatorio se
extiende sobre todas las piezas.
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El PTVC implica que:

0 sea, que:
n
Y Frei= Z/ (N*eq + MIx. + MyXy+ Ty Vay + T Vo + M7 0)ds (4.31)
i=1 j YL

El PTVC puede demostrarse a partir de las ecuaciones diferenciales de equilibrio de
la rebanada. Basta para ello integrar éstas, referidas a los campos virtuales de fuerzas
y esfuerzos, multiplicadas por los correspondientes campos de movimientos reales, a lo
largo de todas las piezas de la estructura e integrar por partes, con las condiciones de
contorno adecuadas.

Al PTVC también se le llama Principio de las Fuerzas Virtuales, por razones obvias.
Destacaremos que su validez no se restringe al caso de que el comportamiento de la
estructura sea eldstico y lineal. Por tanto, el PTVC puede aplicarse en el andlisis no
lineal de estructuras.

Movimientos y deformaciones impuestos

El PTVC puede extenderse facilmente para tener en cuenta el caso de movimientos y/o
deformaciones impuestos sobre la estructura. Basta para ello considerar las contribu-
ciones correspondientes a los campos reales de deformacion.

Consideremos, por ejemplo, una estructura de plano medio sometida a un campo
impuesto de temperaturas que da lugar a los campos de alargamientos unitarios e, y
curvaturas x,,. Despreciando la deformacién por cortante, las deformaciones genera-
lizadas totales se pueden escribir en la formas:

e = egytea (4.32a)
Xe = X Tz (4.32b)

donde (g4, x,) son los alargamientos y curvaturas debidos a los esfuerzos (N, M) .
El PTVC se puede escribir:

SoFrei=Y [ AN leay b + M2 [y + ]} ds (4.33)
i=1 i L

4.5.2 Meétodo de la Fuerza Unidad

El método de la fuerza unidad es un método integral general para calcular movimientos
eficaces de fuerzas reales que actian sobre las estructuras. Asimismo, proporciona una
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herramienta vélida para resolver estructuras hiperestaticas por el método de flexibili-
dad.

Estructuras Articuladas

Consideremos una estructura articulada formada por las piezas k = 1,...,m, sobre la
que actia un sistema de fuerzas reales Fj (j = 1,...,n) aplicadas en los nudos. Sean
N los correspondientes axiles y sea e, = ¢,, + NI/FEA el correspondiente campo de
alargamientos unitarios real.

Se considera una tnica fuerza virtual F| ; =1, de valor unidad aplicada en el mismo
punto y en la misma direcciéon del movimiento e; que se quiere calcular. Sean N* los
axiles virtuales debidos a esta fuerza virtual FJ*

Aplicando ahora el PTVC, se tiene:

ejZEk;/Lk(N*sx)dSZZ[N* <e%+ﬁi>h (4.34)

k

que permite calcular el movimiento deseado.
Obsérvese que al usar la expresion e, = (¢4, + NI/EA) se estd suponiendo compor-
tamiento eldstico lineal.

Ejemplo 4.5.2.1

En la estructura de la Figura 4.14a, sometida a una carga horizontal F', calcular los
desplazamientos del nudo C, aplicando el método de la fuerza unidad. Las barras son
del mismo material y secciones transversales iguales de drea A.

Datos: a =5m, A=5cm? , F =20kN y E = 200 GPa.

Para calcular los movimientos del nudo C' comenzamos por determinar el desplaza-
miento horizontal en dicho nudo. Para ello, se considera que sobre la estructura actia
ademds del sistema de fuerzas real (Figura 4.14a), una unica fuerza virtual horizontal
H} =1 aplicada en C' (Figura 4.14b).

Las reacciones para ambos sistemas de fuerzas (real y virtual) se muestran en las
Figuras 4.14a y b. Los valores de los axiles son:

Ny = 2F Nf = V2kN

Ny=—F Nj = —1kN
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a) b)
C C
F=20kN | HY=1kN

A B — A B
—20kN<_: %}7 kN %’
—20 kN a 20 kN 1—lkN 1 kN

Fig. 4.14: (a) Estructura del Ejemplo 4.5.2.1 (b) fuerza virtual

Aplicando el método de la fuerza unidad puede escribirse:

Nl) [V2-V2F 52+ (—1) (—F) 5]

— N*
e ; ( EA 200 1065104

5-20-(2v2+1) 3
—3.82.1
500.106.5.10-4 ~ 82 107m (=)

k

El desplazamiento horizontal de C resulta positivo, lo que indica que el sentido del

movimiento coincide con el de la fuerza virtual H¢. supuesta.

a) b)
Vi=1kN

7 Zi

—20 kN \
‘_20 KN 20 kN 1 kN

Fig. 4.15: Sistema de fuerzas (a) real y (b) virtual para calcular ve
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a) b)
uC
C C
~oC' ~-~C' S
A B A B
7 7 7 7

Fig. 4.16: Desplazamiento del nudo C': (a) horizontal (b) vertical

Anilogamente, el movimiento vertical vo del nudo C se calcula suponiendo que
sobre la estructura actia el sistema real de fuerzas y una fuerza virtual vertical V5 = 1
en el nudo C (Figura 4.15b).

En este caso, las reacciones para el sistema de fuerzas real son iguales a las obtenidas
anteriormente y las debidas a la fuerza virtual son Vj; = 1kN (Figuras 4.15a y b).

Los axiles en las barras son:

Ny = 2F Ny =0
Ny = —F Nj = —1kN

Aplicando el método de la fuerza unidad, puede escribirse:

_ LNUY (=) (=F) 5]
ve = ;(N m)k_200-106-5.10—4

5.20
= —1.0-10"3
500106 5.10-8 ~ 010 m ()

El desplazamiento vertical resulta positivo lo que indica que el sentido coincide con el

de la fuerza virtual supuesta, que es descendente. En las Figuras 4.16a y b se muestran
los movimientos del nudo C.

Ejemplo 4.5.2.2

La estructura de la Figura 4.17a estd sometida a una carga P segiin se indica. Aplicando
el método de la fuerza unidad, calcular el desplazamiento vertical del nudo D. Las
barras son del mismo material y secciones transversales iguales de drea A.
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o

-—
-—

a a

Fig. 4.17: (a) Estructura del Ejemplo 4.5.2.2 (b) fuerza virtual

Datos: @ =3m, A =10cm?, P =40kN y E = 200 GPa.

Para calcular el desplazamiento vertical del nudo D se supone que sobre la estructura
actia el sistema de cargas real (Figura 4.17a) y una unica fuerza virtual vertical V5 =1
aplicada en el nudo D (Figura 4.17b).

Los axiles en las barras debidos al sistema real de fuerzas (P = 40kN) son:
N, = —V2P Ny =P Ny =—P
Ny=-P N5 = /2P

y los axiles debidos a la fuerza virtual V5 = 1, expresados en kN, son:

Fig. 4.18: Desplazamiento vertical del nudo D



4.5. TRABAJOS VIRTUALES COMPLEMENTARIOS 129

Ny= -1 Ni =12

. NI
w = 3 (v5),
3P (4v2 + 3)
200 - 106 - 10 - 10—

Notese que el desplazamiento resulta positivo; por tanto, su sentido es descendente
(Figura 4.18).

=5,19-103m (|

Estructuras Reticuladas

Sea una estructura de plano medio en la que consideramos tnicamente la deformacién
de flexién. La estructura estd compuesta por las piezas k = 1,...,m, y sobre ella actuia
un sistema de fuerzas F; (i = 1,...,n). Sea M la correspondiente ley de flectores, y
sea Y = (Xo + M/EI ) el correspondiente campo de curvaturas, donde se han tenido en
cuenta un campo de curvaturas impuestas X,

Sea, ademds, una tunica fuerza virtual F* = 1, de valor unidad y aplicada en el
mismo punto y en la misma direccién del movimiento e; que se quiere calcular. Sean
M* los momentos flectores virtuales debidos a esta fuerza virtual F}'.

Aplicando ahora el Principio de los Trabajos Virtuales Complementarios, se tiene:

ej = z,;/zk (M*x)ds = Ek:/lk (XO M* + MEj\f* ) ds (4.35)

que permite calcular el movimiento deseado.

Obsérvese que al usar la expresiéon xy = (Xo + M/EI ) se estd suponiendo compor-
tamiento eldstico lineal.

Ejemplo 4.5.2.3

Calcular la flecha en el punto medio y el giro en los extremos de la viga biapoyada de
la Figura 4.19a, sobre la que actida una carga uniformemente repartida p.

La ley de momentos flectores en la viga debida al sistema real de fuerzas es (Figura
4.19b):
M(z) = gx(l —2)



130 CAPITULO 4. TRABAJO Y TRABAJO VIRTUAL

M (x)

©)
N_%
7 1y (x)
N oy 77

Fig. 4.19: Viga del Ejemplo 4.5.2.3

Por tanto, la correspondiente ley de curvaturas es:

x(z) = D _ Py )

Para calcular la flecha en el punto medio utilizando el método de la fuerza unidad, se
usa la ley de momentos virtuales debida a una fuerza virtual vertical centrada de valor

unidad (Figura 4.19c):

AP 0<z<t

2 2 2
M*(z) = )

%(l—:p) = l_2$ %gmgl

Entonces, segin la Ec. (4.35):

M (z) M*(x) 2 [y x 5 plt
= ———— |dr = — —z(l—z)=de = ——
ve /l( El v=gr), Ul =saEr ()
donde el signo positivo indica que el sentido de la flecha coincide con el de la fuerza
F*. Nétese que se ha usado el hecho de que tanto M (x) como M*(z) sean simétricos

para integrar sélo sobre media viga.
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Andlogamente, para calcular el giro en el extremo B utilizando el método de la
fuerza unidad, se usa la ley de momentos virtuales debida a un momento de valor
unidad aplicado en dicho extremo (Figura 4.19d):

M* () :M*"’“‘7 _§

Ahora, segtn la Ec. (4.35):

¢B:/l<]\%]\[m)dm:;[/olgm(l—$)?d:vz2142;; (©)

donde el signo positivo indica que el sentido del giro coincide con el del momento M*.
Por simetria, ¢4 es igual y opuesto a ¢ (Figura 4.19¢).

Ejemplo 4.5.2.4

Obtener la flecha méxima y los giros en los extremos de una viga biapoyada de seccién
rectangular, cuando el intradds y el trasdés sufren variaciones de temperatura —Aty y
Ats, respectivamente, con una variacién lineal de temperatura a través del canto h de
la pieza.

En este caso, la curvatura debida a los efectos térmicos es (ver Ejemplo 3.8.4 del

Capitulo 3)

_Ab AL o

Xt_ h

Para calcular la flecha en el punto medio utilizando el método de la fuerza unidad,
se procede como en el Ejemplo anterior (Figura 4.19c), con M*(x) = /2. Ahora, segin
la Ec. (4.35):

o = /l (xe(x) M () ) da

1/2 o
= 2/ (—VEa) e = —~¥Fal (1)
0 2 8

donde el signo negativo indica que el sentido de la flecha es contrario al de la fuerza
F*, o sea, ascendente. Nétese que se ha usado el hecho de que tanto x; como M* sean
simétricos para integrar sélo sobre media viga.
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Andlogamente, para calcular el giro en el extremo B, ahora con M*(z) = z/I, se
tiene (Figura 4.19d):

by = / (o) M* (2)) d

l

! T 1—
= /(—Vtoz)dx:—Vtal (©)
A l 2

donde el signo negativo indica que el sentido del giro es contrario al del momento M*,
o sea, horario. Por simetria, ¢4 es igual y opuesto a ¢p.

Ejemplo 4.5.2.5

Para la estructura de la Figura 4.20a, sometida a las cargas que se indican, calcular el
giro en el extremo del voladizo, aplicando el método de la fuerza unidad. La rigidez a
flexion de la viga ET es constante.
Datos: [ =4m, y EI = 10° kN-m?.

a) 20 kKN/m c)
‘IOOkN
B lc ( B C
b 2wl 3
7, 7
| | |
12 ]
b) d)
T
&
A A B I
7, 7 Z 7

e)A

B
A @
A 4

Fig. 4.20: Viga del Ejemplo 4.5.2.5
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La ley de momentos flectores en la viga debida al sistema real de fuerzas es (Figura
4.20b):

—100z (AB)
M(z) =
—1022 + 1302 — 420 (BC)

Para calcular el giro en el extremo del voladizo A se usa la ley de momentos virtuales
debida a un momento M* = 1 aplicado en dicho extremo (Figuras 4.20c y 4.20d):

-1 (AB)
M*(z) =
) 1,5+ 0,25z (BC)

Aplicando el método de la fuerza unidad, puede escribirse:

M (z) M*(x)
¢A = /<EI> dx
l
a /2(—1009:)(—1)d$+/6 (—1022 + 130z — 420)(—1,5 + 0, 25z)
0 2

El El du

= 4,13-103rad (O)

El signo positivo indica que el sentido del giro coincide con el del momento M* (Figura
4.20e).

Ejemplo 4.5.2.6

Para la estructura de la Figura 4.21a, calcular el desplazamiento horizontal del nudo
B, aplicando el método de la fuerza unidad. La rigidez a flexién EI es idéntica para
todas las barras. Datos: P = 15kN, EI = 10° kN-m?.

La ley de momentos flectores debida al sistema de cargas real (Figura 4.21b) es:

12y (AE)
M={ 36 (EB)
36 — 9z (BC)

La ley de momentos flectores virtuales debida a la fuerza virtual F7* = 1, aplicada
en By en la direccién del movimiento que se desea calcular (Figura 4.21c) es:
y (AB)
M* =
6—1,5z (BC)
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a) b) UB

Fri

[
RpEans
§‘
\

7

Fig. 4.21: Estructura del Ejemplo 4.5.2.6

Aplicando el método de la fuerza unidad, puede escribirse:
B / M M* p
up = : o s

12y Y, 6y / (36 — 9z) - (6 — 1,52)
—d d
/0 / BT El v
= §,82- 103 m (—)

El signo positivo indica que el sentido del desplazamiento horizontal de B coincide con
el sentido de la fuerza virtual (Figura 4.21d).

4.6 Teoremas de Reciprocidad

Los Teoremas de Reciprocidad son aplicables a todos los sistemas estructurales que
satisfacen el Principio de Superposicién (es decir, a los de comportamiento lineal), y
son fundamentales en Mecdnica de Estructuras por sus numerosas aplicaciones.
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Sea un sistema estructural lineal sobre el que pueden actuar dos sistemas distintos de
fuerzas: el sistema F; (i = 1,...,m) aplicado en los puntos A; y el sistema o8 G=1,....,m)
aplicado en los puntos €;.

Fig. 4.22: Dos sistemas de fuerzas distintos actuando sobre una estructura

Al aplicar tinicamente el sistema, F; sobre la estructura, se producen los movimientos
eficaces e; de las fuerzas Fj, en los puntos A; (Figura 4.22a); se producen también unos
movimientos 6;- en los puntos 2;, medidos segtin las direcciones de las fuerzas ¢,.

Al aplicar tinicamente el sistema ¢;, se producen los movimientos eficaces §; de las
fuerzas ¢;, en los puntos € (Figura 4.22b); también se producen unos movimientos e/
en los puntos A;, medidos segun las direcciones de las F;.

Calculemos el trabajo desarrollado al aplicar los dos sistemas de fuerzas conjunta-
mente, de dos formas alternativas:

1. Se aplica, primero, el sistema de fuerzas F; y, a continuacion, el sistema de fuerzas
o8 (Figura 4.23a); la expresién del trabajo realizado por los dos sistemas de fuerzas
es:

1 n 1 m n
1
Wg]:22F16i+221¢j5j+Zle'€; (4.36)
1= j= 1=

Obsérvese la aparicién del tercer término, correspondiente al trabajo reciproco
que realizan las fuerzas F; al aplicar el sistema ¢;.

2. Se aplica, primero, el sistema de fuerzas ¢; y, después, el sistema F; (Figura
4.23b), se tiene:

1 & 1< -
W = 2360+ 5> Fiei+ Y 6,9 (4.37)
j=1 i=1 J=1

Ahora, el tercer término representa el trabajo reciproco realizado por las fuerzas
¢; al aplicar el sistema Fj.
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Fig. 4.23: Igualdad de los trabajos reciprocos

Al no depender el trabajo realizado del orden de aplicacién de las cargas debe ser
igual para ambos procesos de carga. Por tanto:

wil = wp (4.38)
lo que implica:
Y Fiei =) 6,0 (4.39)
i=1 j=1

Esta ecuacién se conoce como Teorema de Rayleigh (1873)-Betti (1872) o de Recipro-
cidad de los Trabajos, y expresa que: “en una estructura de comportamiento lineal, el
trabajo que realizan las fuerzas de un sistema A, debido a los desplazamientos produci-
dos por las fuerzas de un sistema B, es igual al trabajo que realizan las fuerzas de un
sistema B, debido a los desplazamientos producidos por las fuerzas del sistema A”.

En el caso particular de que los sistemas sean simplemente dos fuerzas de idéntica
magnitud aplicadas en puntos y/o direcciones distintas (Figura 4.24), se deduce como
corolario el Teorema de Maxwell (1864) o de Reciprocidad de los Movimientos, que
dice: “en una estructura de comportamiento lineal, el movimiento de un punto A, en
una cierta direccién a debido a la aplicacién de una fuerza de valor F' de direccién b
en un punto B, es igual al movimiento del punto B, en la direccién b, cuando se aplica
en el punto A una fuerza de valor F' en la direccién a.”
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Fig. 4.24: Teorema de reciprocidad de los movimientos

Asi, en la estructura articulada de la Figura 4.25 el desplazamiento horizontal en A
debido a la fuerza Vp aplicada en B es igual al desplazamiento vertical en B debido a
la accién de una fuerza horizontal H 4, del mismo valor, aplicada en el punto A:

\/nga

ua 6 EA
\/gHAa

v V3

B 6 EA

Ambos movimientos eficaces son positivos porque tienen el mismo sentido que las
fuerzas H 4 y Vp, respectivamente.

a) b)

Fig. 4.25: Movimientos en A y B debidos a Vg y Ha, respectivamente
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Fig. 4.27: Otra comprobacion del Teorema de Mazxwell
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Andlogamente, en el voladizo de la Figura 4.26 el giro en A debido a la fuerza
Fp es igual a la flecha en B debida a la accién de un momento M4, del mismo valor,
aplicado en el punto intermedio A:

p _ 3Fpl®
AT 9 Bl
3 My

BT 57 R

Ambos movimientos eficaces, giro y flecha, son positivos ya que tienen los mismos
sentidos que el momento y la fuerza, respectivamente.

Finalmente, en la estructura de la Figura 4.27 el desplazamiento horizontal en B
debido a la fuerza F', actuando en C' es igual a la flecha en C debida a la fuerza H del
mismo valor, actuando en B.

De los resultados obtenidos en el Ejemplo 3.8.5 del Capitulo 3, puede escribirse que
para el estado de carga de la Figura 4.27a el desplazamiento horizontal en B (Figura
4.27b) es:

Fa?
up = BYoli (=)

Para el estado de carga de la Figura 4.27¢, el desplazamiento vertical en C' es (Figura
4.27d):
Ha?

Ambos movimientos eficaces son positivos porque tienen el mismo sentido que las

v =¢p-a

fuerzas F'y H, respectivamente.
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5 Emnergia de Deformacién

5.1 Introduccién

El concepto de energia es fundamental en la Fisica y en las disciplinas relacionadas con
ella. Se puede definir la energia, en términos sencillos, como la capacidad de un sistema
fisico para producir trabajo.

La energia puede manifestarse de diversas formas, dependiendo de la naturaleza del
sistema fisico considerado y de las fuerzas presentes en dicho sistema. Asi, se habla de
energia mecdnica, energia eléctrica, energia térmica, etc., cada término referido a una
cierta capacidad de generar fuerzas y realizar trabajo (Figura 5.1).

Trabajo y energia son conceptos tan relacionados que se miden en las mismas
unidades. Para diferenciarlos, puede decirse que las fuerzas de un sistema realizan
trabajo, mientras que el sistema posee energia.

Ademds, la ley de conservacién de la energia establece que, en un sistema aislado,
la energia ni se crea ni se destruye, sino que se transforma de una forma a otra. Por
tanto, para que en un proceso que ocurre en un sistema aislado se realice trabajo, parte
de la energia del sistema debe cambiar de forma. La cantidad de trabajo realizado
determina el cambio de energia que ha ocurrido durante el proceso. Como sélo los
cambios son relevantes, el valor de referencia con respecto al que se mide la energia
puede ser establecido arbitrariamente.

5.2 Energia de deformacién y energia potencial total

Como se establecié en el Capitulo anterior, Seccién 4.2, para que un sistema estructural
sea conservativo no deben existir fuerzas disipativas de friccién; esto exige que no haya
rozamientos externos ni internos. En lo que sigue, consideraremos que el proceso de
carga es cuasi-estatico y adiabatico. Ademds, adoptaremos la hipétesis de pequetios
desplazamientos.

141
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Fig. 5.1: (a) Energta edlica (b) energia eléctrica y (c) energia mecdnica

En estas condiciones, la tnica energia que es necesario considerar en el sistema
estructural es aquella que el sistema acumula durante el proceso de deformacién, y
que se denomina energia potencial eldstica o energia de deformacién, U. Si el proceso
de descarga se produce también de forma cuasi-estdtica y adiabdtica, la energia de
deformacién almacenada se libera produciendo un trabajo negativo contra las fuerzas
exteriores aplicadas (las deformaciones y los movimientos cambian de sentido en la
descarga).

Establecidas las anteriores consideraciones, en el proceso de carga y deformacion
que lleva a una estructura desde la configuracién indeformada a la de equilibrio estético,
se llama W, a la parte del trabajo realizado por las fuerzas exteriores que se invierte
en modificar la energia de deformacidn, o sea:

W,=AU=U -, (5.1)

Definiendo como valor de referencia de energia de deformacién nula la correspondiente
a la configuracién indeformada, U, = 0, se puede escribir simplemente:

W, =U (5.2)

Recordemos que si el sistema estructural es conservativo, tanto los valores del tra-
bajo de las fuerzas externas como el de la energia de deformacién dependen, exclusiva-
mente, de la configuracién final alcanzada, es decir, de los valores finales de las fuerzas
y los movimientos. Por tanto, no dependen de la historia del proceso de carga ni de las

configuraciones intermedias.
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A partir de la energia de deformacion se define la energia potencial de la estructura,
como:

N=U+H (5.3)

donde H es la energia potencial de las fuerzas exteriores, definida como:
n
H=-> Fe; (5.4)
i=1

donde F; (i1 = 1,...n) son las fuerzas actuantes y e; sus correspondientes movimientos
eficaces.

Alternativamente, se puede decir que en un sistema conservativo, el trabajo com-
plementario realizado durante el proceso de deformacién es igual a la energia de defor-
macién complementaria que almacena el sistema; esto es:

We=U (5.5)

ambas también independientes de la historia del proceso de carga.

La energia potencial complementaria es:
M=U+H (5.6)

donde H es la energia potencial de las fuerzas exteriores.
Si el sistema es lineal, W, = W, = %E?:l Fie;,, U=U,ylI=1=— > Fiei.

5.3 Energia de deformacién de una pieza elastica

La energia de deformacién (y su complementaria) de una pieza recta (o de pequena
curvatura) se halla calculando el trabajo que los diferentes esfuerzos producen en el
proceso de deformacién de las rebanadas diferenciales que componen la pieza. Este
trabajo es igual a la suma de los trabajos que realiza cada uno de los esfuerzos ac-
tuando por separado, ya que cada esfuerzo (debidamente definido) produce un tipo de
deformacién que no da lugar a que los restantes esfuerzos realicen trabajo (Figura 5.2).
Al no producirse trabajos reciprocos, se puede aplicar el Principio de Superposicion.

Consideremos una rebanada diferencial de anchura dz y volumen V,. = A dx, donde
A es el drea de la seccién. Sean (y, z) los ejes principales de inercia de las secciones de
la rebanada. Calculemos a continuacién la energia de deformacién que almacena dicha
rebanada sometida a los diferentes esfuerzos que actian sobre ella.
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Esfuerzo axil

Sea N el esfuerzo axil que actia sobre la rebanada y sea du el alargamiento axial
producido, que valen (Figura 5.2a):

N =FEAeg, y du = e, dx (5.7)

donde F A eslarigidez a axil y €, es el alargamiento unitario. La energia de deformacién
que almacena la rebanada es igual al trabajo interno desarrollado por el esfuerzo axil

en la deformacién; segin la férmula de Clapeyron:
dUy = -Ndu=-——dx = -EAe;dx (5.8)

Momento flector

Sea M, el momento flector de eje z (principal de inercia) que actia sobre la rebanada
y sea d¢, el dngulo de flexién relativo entre ambas caras de la rebanada, que valen

a) b)
l \
N | N M, ! Mz
= D
| \
J AN
I | [
dx du dx
c) X d)
/Y yr jdv
. L)
Ty Ty T/It N[T
— 1] M
dx ld_xl

Fig. 5.2: Deformacion de la rebanada bajo: (a) axil, (b) flector, (c) cortante y
(d) torsor
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(Figura 5.2b):

donde EI, es la rigidez a flexién segin el eje z y x, es la curvatura. La energfa de
deformacién que almacena la rebanada es igual al trabajo interno desarrollado por el
momento flector en la deformacion, esto es:

1

1 M2 1
5 £ dx = =

2FI 2

Ansdlogamente, en el proceso de deformacién de la rebanada producido por un momento

dUpyr. = = M, do, = EI x?dx (5.10)

flector M, de eje y (principal de inercia), seré:

dU. Y de 1My2d LB 2d (5.11)
== =——>dr=— T .

My =5 M % = 5 FI, g vy

Nétese que no se producen trabajos reciprocos entre los dos momentos ya que la flexién

segin un eje principal de inercia es recta, es decir, no produce giro eficaz respecto del

otro eje.

Esfuerzo cortante

Sea Ty, el esfuerzo cortante paralelo al eje y (principal de inercia), reducido al centro
de esfuerzos cortantes, que actiia sobre la rebanada y sea dv el desplazamiento relativo
medio entre ambas caras de la rebanada en la direccién y, que valen (Figura 5.2c):

Ty=GQy gy y dv = 7y, dx (5.12)

donde G, es la rigidez a la deformacién por cortante y -, es la distorsién media
de la rebanada segun el eje y. Por definicién, €2, es el drea reducida a cortante de la
seccion segun el eje y. La energia de deformaciéon que almacena la rebanada es igual al
trabajo interno desarrollado por el esfuerzo cortante, esto es:

1T

1 1
dUr, = 5Tydv = 5 =0-dv = 5 G g, da (5.13)
Y

Andlogamente, en el proceso de deformacién de la rebanada producida por un esfuerzo
cortante T, paralelo al eje z (principal de inercia) y reducido al centro de esfuerzos

cortantes sera: )
1 1T 1
dUr, = 5 T. dw = §G6Z dx = §GQZ7§Z dx (5.14)

donde dw el desplazamiento relativo medio entre ambas caras de la rebanada en la

direccién z, €2, es el drea reducida a cortante de la seccién segun el eje z y v, es la
correspondiente distorsién media de la rebanada.
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Nétese que de nuevo se ha asegurado que no se producen trabajos reciprocos al
trabajar segun los ejes principales de inercia y reducir los esfuerzos cortantes al centro
de dichos esfuerzos.

Momento torsor

Sea M; el momento torsor, reducido al centro de esfuerzos cortantes, que actia sobre
la rebanada y sea d¢, el dngulo de torsién relativo entre ambas caras de la misma, que
valen (Figura 5.2d):

M=GI;0 y do, = 0dx (5.15)
donde G1I; es la rigidez a torsién y 6 es el giro de torsién por unidad de longitud. La e-

nergia de deformacién que almacena la rebanada es igual al trabajo interno desarrollado
por el momento torsor, esto es:

1 1 M? 1
AUy, = thd% — 5?}; dr = §G1t02dx (5.16)

Combinacion de solicitaciones

Si sobre una pieza actidan simultdneamente diversos esfuerzos, la energia de deforma-
cién de las rebanadas (y su complementaria) serd igual a la suma de las energias de
deformacién correspondientes al trabajo interno debido a cada uno de los esfuerzos por
separado, al no haber trabajos reciprocos de unos sobre los otros. Por tanto,

— 1
dU = dU = 5 (New+M.x, + Myx, +Tyvpy + 1oy, + M0) d (5.17)

que puede expresarse en funcién de los correspondientes esfuerzos:

— 1
dU = dU = —
U U 5

N2 M2 M2 T2 T2 M2
( z Y Y z L) da (5.18)

EA T EL "B, TGo, T oo, Tar

o0, alternativamente, en funcién de las deformaciones de la rebanada:

dU = dU = - (EAcl +ELX: +El,x, +

+ G2, + GA2, + GL %) dr  (5.19)

1
2
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Las expresiones anteriores se pueden integrar a lo largo de la directriz de la viga para
obtener la energia de deformacion total de la misma:

1
U o= /2(N5x+MzXZ+Myxy+Ty7xy+Tz%z+Mt9)d$ (5.20a)
L

1(N? M2 OM] T, T2 M
Y s )y 5.20D
/LQ(EA+EIz+EIy+GQy+GQZ+GIt v (5.20b)

1
= /Lz(EAeg +ELX2 + El,x, +

+ Gyvr, + G2, + GLO%)do (5.20c)

Estas expresiones, aunque deducidas para piezas de directriz recta, pueden aplicarse
también a piezas de pequena curvatura. Para ello, la energia de deformacién de las
rebanadas se integra a lo largo de la directriz (curva) de la pieza.

No todos los términos de las expresiones (5.20a) - (5.20c) tienen el mismo orden de
magnitud. En piezas de estructuras articuladas que sélo trabajan a axil, se toma:

U:/L; <]‘7§1> dm:/L;(EAei)dx (5.21)

y en el caso en que N y A son constantes:
_1NZL
2 FEA

En las estructuras reticuladas, las energfas de deformacién de flexién y de torsién

(5.22)

suelen ser mucho mayores que las de axil y cortante. Por esta razén, para piezas de
estructuras reticuladas espaciales se suele tomar:

1 (M2 M? M2
U = =2+ =L+ 2Ed 5.23
/L2 (EIZ T EL, Tan )™ (5.23a)
1
_ / 5 (BLE + B2 +GIL6%) du (5.23b)
L
y en piezas de plano medio y emparrillados planos se suele tomar, simplemente:
1 M? 1
Upm = — = [ ZFEILx2d 5.24
! /LQEIZ ! /LQ X0 (5.242)
1/ M2 M} 1
Uomp = =2+ =L )de = | 2 (BELX? +GL6%)d 5.24b
emp A2<EIZ+GIt> X /[/2( ZXz+ t ) X ( )

Debe senalarse, sin embargo, que en casos de compresién excéntrica con poca excentri-
cidad, la energia de deformacién debida al esfuerzo axil y la debida al momento flector
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pueden ser del mismo orden de magnitud, y, por tanto, deben tenerse en cuenta todos
los términos relevantes. Asi ocurre, por ejemplo, en el cédlculo de arcos.

Para calcular la energia de deformacién de una estructura formada por varias piezas
basta sumar la energia de deformacién correspondiente a cada una de las piezas que la
componen. Asi, se puede escribir:

Ur=>Y_U (5.25)

donde Ur es la energfa total de deformacién de la estructura, y U; es la energia de
deformacién correspondiente a la pieza i-ésima.

Movimientos y deformaciones impuestos

El concepto de energia de deformacién puede extenderse fiacilmente para tener en cuenta
el caso de movimientos y/o deformaciones impuestos sobre la estructura. Basta para
ello considerar las contribuciones de los correspondientes campos de deformacion.

Consideremos, por ejemplo, una pieza de plano medio sometida a un campo im-
puesto de temperaturas que da lugar a un campo de curvatura (x,),. La curvatura
total se puede escribir en la forma:

Xe = (X2), + Xz (5.26)

donde x, es la curvatura debida al momento flector M., x, = M,/EI,. La energia de
deformacién de la pieza se puede escribir:

1 1
U= [3EL G o= [ SEL (0,4 R A (27)
L2 L2
1 [ M2
— /[ Z 1 9M, (x,), + EL (Xz)i] dx (5.27b)
;2 |EL

Ejemplo 5.3.1

En la estructura articulada de la Figura 5.3a, determinar el desplazamiento horizontal
del nudo B utilizando el concepto de trabajo y energia de deformacién de la estructura.
Todas las barras tienen la misma seccién y material.

Datos: a =4,5m, h =6 m, A =15 cm?, E = 200 GPa.

Para la carga que se indica, P = 20kN, los axiles en las barras son:

N = 33,3kN Ny = —26, TkN N3 = —20,0kN
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Fig. 5.3: (a) Estructura del Ejemplo 5.3.1 (b) deformada de la estructura

La barra 1 estd traccionada y las barras 2 y 3 estdn comprimidas.
El desplazamiento horizontal ug del nudo B es el movimiento eficaz de la fuerza

P, ya que coincide con la direccién de dicha fuerza (Figura 5.3b). Por tanto, puede
aplicarse la expresion (5.2): ,

1 1 N4l

2P =235
donde el primer miembro es el trabajo de la fuerza P y el segundo es la energia de
deformacién de la estructura. Sustituyendo en la expresién anterior, se tiene:

1
2-200-106-15-10-4

y resolviendo se obtiene el desplazamiento horizontal del nudo B:

1
520 up = [(33, 3)%-7,5+(—26,7)%6,0+ (—20)*-4,5

up =2,4-10m (=)

Ejemplo 5.3.2

Calcular la energfa de deformacién de un voladizo de longitud [ y de seccién rectangular
b x h cargado en su extremo libre con una fuerza P (Figura 5.4a).
Datos: [ =5m, b=20 cm, h =40 cm, P = 10 kN, E = 20 GPa.

Las leyes de esfuerzos son (Figuras 5.4b y ¢):
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Fig. 5.4: (a) Voladizo del Ejemplo 5.3.2 (b) ley de flectores y (c) ley de cortantes

Por tanto, la energia de deformacién es:

T2
U =

N = N

[P213

P2
3EI

GQ

/1 %2_,_7 d
L2 \EIr "Ga)™
1| [Y(—Px)?

[/0 BT da:—l—/o

l (_P)Z
el dw]

Obsérvese que U se puede escribir como una funcién cuadrética y homogénea de la

fuerza P. Esta expresion debe ser idéntica al trabajo desarrollado por la fuerza P en

el proceso de deformacién y que, segin el teorema de Clapeyron, es:

1
We:§P€

donde e es el movimiento eficaz de P, es decir, la flecha en el extremo del voladizo.

Haciendo U = W, la flecha en el extremo del voladizo es:

PP
e=e¢epy +er=

3ET +

PL
GQ

donde se observan claramente las contribuciones de la deformacién debida al flector y

la debida al cortante.
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Si se calcula la relacién entre la energia de deformacion debida al esfuerzo cortante
y la debida al momento flector, teniendo en cuenta que:

1, 5 E
I=5bh® . Q=jbth G

se tiene que la relacién entre las componentes de la flecha debidas al cortante y al flector

er 1/GQ 6<h>2

€S

en  I3/3EI 10

l

para las relaciones de esbeltez A\ = [/h siguientes, se tiene:

l
A= =10 = L _060%
h eM
l er
A= -~ =20 = L _015%
h eMm

Si se calculan estas relaciones para los datos del ejemplo, se tiene:

Il 50
A_E_Q4

=12,5
La flecha en el extremo del voladizo debida a flexién y a cortante, respectivamente, es:
ey =1,95-10"2m y er=0,75-10"%m

y su relacion es:

er _ 6 (1 \*_§ apan

ey 10\12,5) — 00

Se comprueba, por tanto, que en estructuras reticuladas la energia de deformacion

del esfuerzo cortante es despreciable frente a la de flexién, situacién que suele ocurrir
también con el esfuerzo axil. Esto justifica la no consideracién de dichos esfuerzos en
el cdlculo de movimientos en la mayoria de los casos préacticos de cdlculo de este tipo
de estructuras.

Ejemplo 5.3.3

Calcular la energfa de deformacién del pértico de la Figura 5.5a cargado con una fuerza
P tal como se indica. Todas las barras del pdértico son del mismo material y tienen
igual seccién rectangular b x h (Figura 5.5b). Calcular el desplazamiento vertical en E.
Datos: [=5m, b=6cm, h =12cm, P=2kNy FE =200 GPa
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Y

A

12 12

¢

Fig. 5.5: (a) Pdrtico del Ejemplo 5.3.3 (b) Seccion transversal

La estructura es simétrica y estd cargada simétricamente. Las reacciones en los

apoyos son:

P P P
A= A =Vp 5 D 1

Las leyes de esfuerzos para cada tramo son (Figuras 5.6a, 5.6b y 5.6¢) :

flectores cortantes axiles
P P P
Tramo AB : M(y) = —4Y T(y) = 1 N(y) = )
P/l P P
T BE : M = —— | == = __ N - __
ramo (x) 5 (2 x) T(x) 5 (x) 1

La energfa de deformacién para cada barra es:

1[ [t (—P/4 y)? L(P/4)? L(-P/2)?
Usp = 2/0 El d“/o GO dy+/0 AW

1 P23 P?] P?]

2 _48EI 16GQ 4FA

L[ (72 (=P/2 (1)2 - x))? Y2 (—p/2)? V2 (—p/4)?
v = 5 | e A e A

1[ P23 P?] P?]

= - + +
2 |96E1 ' 8GQ ' 32EA
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a) b)
(D) (D) 1T
e | sl .
] __— — ™ -
1B E Clr 7 [ | E -
= — ] [ | O ]
Vi M — P/4 \*H?\ —
— — — —
— |/ B =
E FLECTORES ; E CORTANTE E
% 3 % %
d
© P/4 )
B [ [[[II]]e
E
oy ] \
- -

A E .

Fig. 5.6: Leyes de esfuerzos y deformada del Ejemplo 5.3.3

Por simetria, la energia de deformacién total de la estructura es:

P23 3P%  9P?
=2 =
U=2(Uas +Uspp) [32151 Tl6en " 32EA]

La energia de deformacién de la estructura debe ser igual al trabajo desarrollado
por la fuerza P en el proceso de deformacién. Llamando e al movimiento eficaz de P,

se puede escribir:

1, [P N 3P? N 9P?]
2" 7 |32ET  16GQ  32EA

Por tanto, se tiene (Figura 5.6d):

Cendt P3 N 3Pl N 9Pl
e =€ e [ =
MTETTEN = A16ET ' 8GQ | 16EA
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donde cada uno de los sumandos del tercer miembro representa la flecha por flexién,
cortante y axil, respectivamente. Si se tiene en cuenta que I = 1—12bh3, Q= %bh y
G ~ E/2, la flecha en el punto E puede reescribirse:

3P 9 P9 Pl

1Ebh3 T 10Ebh T 16 Eoh

e=eyterten=
Para los datos del Ejemplo:

e = eyt+er+en
(9,04-107 +6,25-1075+3,90-107%) m
= 9,05-103m

La relacién entre la flecha debida al flector y la debida al cortante més el axil es:

2 . _9\ 2
erten o5 (Y 205 (L2100 1109
EeNM l 5)

El resultado obtenido confirma que en estructuras reticuladas la deformacién debida
al esfuerzo cortante es despreciable frente a la de flexién. En general, suele ocurrir lo
mismo con la deformacién debida al esfuerzo axil. Esto justifica la no consideracion de
dichos esfuerzos en el cdlculo de movimientos, en la mayoria de los casos préacticos de
célculo de estructuras reticuladas.

5.4 Energia potencial minima

El Teorema de la Energia Potencial Minima (TEPM) establece que “de todos los campos
de movimientos y deformaciones que son compatibles con las condiciones de contorno
de un sistema estructural, aquellos que corresponden a una configuracion estable de
equilibrio hacen que la energia potencial total del sistema sea minima’.

Este teorema puede demostrarse a partir del Principio de los Trabajos Virtuales
(Seccién 4.4.1):

Sea una estructura, compuesta por las piezas j = 1,...,m, sobre la que actia un
sistema de fuerzas Fj (i = 1,...,n). Sean (N, M., M,, T,, T., M;) los correspondientes
esfuerzos sobre la piezas de la estructura. Sean e; los movimientos eficaces de las fuerzas
F;.

Se toma como campo de movimientos virtuales una variacién del campo real de
movimientos, que es obviamente admisible, ef = de;, donde d(-) indica “variacién
respecto a los movimientos e;”. Entonces, el campo virtual de curvaturas es:

@ =d=d(g;) (5.28)
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y, andlogamente, para las demds deformaciones generalizadas.
En estas condiciones, el PTV se puede escribir:

" N M, M,
F;de;, = N M, M,
> Fud Z[/L d<EA>+ d<EI)+ d<Ely>+

J
T, T, M,
+T,d <GQ >+Tzd <GQ >+Mtd (Gjtﬂds (5.29)

que puede reescribirse en la forma:

NE

N2 M2 Mp T} T2 M7
+ + + +
EA T EL T EL T an, Tan. Tar

—i:Fiei} =0 (5.30a)

d{U+H} = 0 (5.30b)
dll = 0  (5.30¢)

donde:
n
==Y Fe; (5.31)
i=1
es la energia potencial de las fuerzas exteriores y
I=U+H (5.32)

es la energia potencial total del sistema.

La energfa potencial de las fuerzas exteriores sélo puede definirse si los valores y
las direcciones de las fuerzas no dependen de los movimientos. Este es, por ejemplo, el
caso bajo hipétesis de pequenos movimientos.

La condicién (5.30¢) indica que los desplazamientos correspondientes a la estructura
en equilibrio hacen que la energfa potencial sea estacionaria, es decir, un méximo o un
minimo. Se puede demostrar que el equilibrio es estable si se trata, efectivamente, de
un minimo.

El teorema de la energfa potencial es 1itil para estudiar estructuras que puedan sufrir
inestabilidades, como en el caso del pandeo, y analizar si una determinada configuracién
de equilibrio es estable o inestable.

Reescribiendo (5.30c) en las variaciones respecto a los movimientos eficaces e;, se
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tiene:

dll

d(U + H) (5.33)

=2 a—eidei —;Fidei =0 (5.34)

que debe satisfacerse para cualquier combinacién arbitraria de valores de;. Por tanto,
término a término:

U
8ei a

Este resultado se conoce como el Primer Teorema de Castigliano: “si la energia de

F; para i =1,...,n (5.35)

deformacién de un sistema estructural se expresa en funcién de los desplazamientos
independientes e; correspondientes a un sistema de fuerzas F;, la primera derivada
parcial de la energia de deformacién respecto a cualquiera de estos desplazamientos es
igual a la fuerza F; en la direccién de e;”.

El Primer Teorema de Castigliano se generaliza para momentos y giros eficaces,

escribiéndose en ese caso:

ou
— =M; para i =1,...,n (5.36)
dp;

Si el trabajo de las fuerzas se expresa en forma matricial (ver Seccién 4.3.1) se tiene:

1
W, = ieTKe

donde e es el vector de movimientos eficaces y K es la matriz de rigidez de la estructura.

Si el sistema es conservativo, U = W, y, ademds
H=—¢€'f

donde f es el vector de fuerzas exteriores. Por tanto, la energia potencial total es

1
= 5eTKe —e’'f (5.37)
y el TEPM es:
oIl

que, como veremos, son las ecuaciones de equilibrio de la estructura.
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Ejemplo 5.4.1

La estructura de la Figura 5.7 estd formada por tres barras del mismo material e
idéntica seccién. Para una carga vertical P como se indica, determinar los axiles ac-
tuantes sobre cada barra, aplicando el TEPM. Calcular la energia potencial del sistema

y verificar en qué condiciones es minima.

0
v

Fig. 5.7: (a) Estructura del Ejemplo 5.4.1 (b) desplazamientos del punto O

Se consideran los desplazamientos, horizontal u y vertical v, del punto O. Los
alargamientos de las barras pueden expresarse en funcién de dichos movimientos (ver
Seccién 3.3.2):

V3 1 1 V3
(51—711‘1‘5'& (52—7.) 63—5’0—711

La energia de deformacién de las barras es:

1EA 1 EA [V3 1 2
= 052 =C T+ =
Uy W 1 2h\/§/2<27}+2u>

_ 1EA, 1EA,
U = 57 %2= 373"
2
. - L1EA, 1EA lv_ﬁu
57 97 BT 29h \ 2 2

y la energia de deformacién de la estructura es:

1FA (3v3+9 6 —2v3 3 3
= — <\[+ v2+ fuv—i— +\[u2>

U‘QT 8 8 8
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Aplicando el TEPM (o el ler Teorema de Castigliano):

?)ZZO =  (B+V3u+(B3-V3)v =0
ZZ—P —  (3-V3)u+(9+3V3)v :%

donde k = FA/h. En forma matricial:

Ll 3+Vv3 3-8 u 0
8

3—v3 3vV3+9 v P

Estas ecuaciones permiten resolver la estructura a pesar de ser una vez hiperestatica.
Resolviendo el sistema, se obtienen los valores de los movimientos del punto O:

L, _Y3-1P
V3+3 k
V3+1 P

vo= e —
V3+3 k

Una vez determinados los movimientos del punto O, pueden calcularse los axiles de

Fig. 5.8: Energia potencial en funcion de los desplazamientos u y v
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las barras:

V3

N, = Y2 p
' V3+3
N, = Y3flp
V3+3
1
N3 = P
’ V3+3

Todos los axiles son positivos; por tanto, todas las barras estdn traccionadas.

La energia potencial del sistema es:
M=U+H=5g [(3+\/§)u + (6—2\/§>uv+ (3\/§+9)v } — Pu
Esta funcién es un paraboloide que se representa en la Figura 5.8 en forma adimensional:

u \? u v

- - -9 - .

Pk 16 (3+v3) <P/k:) +(6-2v3) <P/k> (P/k>+

2
v v
+(3v3+9) <P/k) - (P/k:)

Obsérvese que la energfa tiene un minimo para los desplazamientos de la solucién estable

n 1

de equilibrio.

Ejemplo 5.4.2

La estructura articulada de la Figura 5.9a estd formada por cinco barras del mismo
material e idéntica seccién. Para una carga vertical P segiin se indica, determinar los
axiles actuantes sobre cada barra, aplicando el TEPM.

Datos: [ =6m, A =5cm?, P =100kN y E = 200 GPa.

La estructura es una vez hiperestatica y el grado de indeterminacién cinemética
es igual a dos, los desplazamientos verticales de los nudos C y D. Ademés, la estruc-
tura es simétrica y la carga también lo es. Por tanto, las reacciones, los axiles y los
alargamientos serdn simétricos respecto al eje de simetria.
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a) b)

3,464 m

Fig. 5.9: (a) Estructura del Ejemplo 5.4.2, (b) numeracion y (c¢) deformada

Sean vo vy vp los desplazamientos verticales de C'y D, respectivamente. El alargamien-
to de cada barra en funcién de dichos movimientos es (Figuras 5.9b y 5.9¢):

(5]_ = —77)0
ds = wvp—vC
5 1

= ——v
3 2 D

Por simetria, los alargamientos §4 = 01 y 05 = 3.
La energfa de deformacién de cada barra es:

- 2
U; 2Li61

Llamando k = FA/ls, la energia de deformacién de la estructura es:

3 1
k [2 ({v%) + 04 — 2up vo + vE + 2 <4U%>]

[(\/§+ 2) v& — dup vo + 31)]23}

U =

=~ N
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La energfa potencial de las fuerzas exteriores es:
H = —Pug

Por tanto, la energia potencial del sistema es:

I = U+H
k
= 1 K\/g—l—Q)v%—llvD vc+3v,23 — Pug
De la minimizacién de la energia del sistema:
oIl
- = 0
de
se obtiene:
I V3+2 -2 vo P
21 2 3 || w 0
Resolviendo:

ve = 2,80-103m (])
vp = 1,93-103m (|)

Conocidos los movimientos incégnitas se determinan los axiles en las barras:

Ny = —41,7kN
Ny = —27,7kN
Ny = —27,2kN

Por simetria, Ny = N1 y N5 = Ns.

Ejemplo 5.4.3

Obtener las ecuaciones elésticas de flexién y de cortante de una pieza recta de longitud
[ y rigidez EI (Figura 5.10), aplicando el TEPM.

La ley de flechas, en forma paramétrica, es:
y(x) = Ha(x)pa + Hp(2)pp + Ha(x)ya + Hp(2)yp + y°(x)

donde ¢4, ¢5, Y4, € yB, son los giros y las flechas de los extremos A y B, respectiva-
mente; y°(x) es la ley de flechas de una viga biempotrada de la misma luz y rigidez,
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Qe - VB1B) ' B
|

)

Fig. 5.10: (a) Estructura del Ejemplo 5.4.3, (b) numeracion y (¢) deformada

cargada de la misma forma. Las funciones H4(z), Hg(x), Ha(z) y Hp(x) son poli-
nomios hermiticos (ver Ejemplo 4.4.2.3 del Capitulo 4).

Derivando dos veces la ley de flechas se tiene la expresién general de la ley de
curvaturas:

X(z) = H(x) g+ Hi(x)dp + Hy(z)ya + Hp(z)yp + x°(z)

= H{(2) 64+ Hy(@) o +1 (H(@) — Hi(@)) dap +x°()

donde H'{(x), H}(x), H'\(z) y Hg(x) son las derivadas segundas de los polinomios

hermiticos, x°(z) es la curvatura correspondiente a y°(z) (su derivada segunda) y

dap = (yg — ya) /1 es el giro de sélido rigido de la pieza, positivo si es antihorario.
La energia de deformacién es:

1 l

U = / EI x?(x)dx
2Jo
!

- / B [H(x) 65+ Hy(w) 6+ (Hla) — Ha@)) 1645 +x°(2)] do

Para el caso x°(x) = 0 se tiene:

_2EI

U= 5 [¢2A+¢A¢B+¢2B*3(¢A+¢B)$AB *3513}

donde U es una funcién cuadratica de los giros y desplazamientos en los extremos de
la pieza.
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Aplicando el TEPM, la primera derivada de la energia de deformacién respecto a
o4 Y ¢p, respectivamente, nos proporciona el respectivo valor del momento M4 y Mp
en los extremos de la pieza:

ou ! ox(z)
My 8¢A /OE'I ()3¢Adx

/ B [H(x) 64+ Hy(@) 65+ (Hyle) — Hi(x)) 1045 +x°(2)] Hj(2)de

E ET—
¢A + 2 ¢B beAB + M3

_ou ! ox(x)
Mp —%—/OElx(az) 90r dz

!
= [ Br[#i@) oa+ Hy(@) 05 + (o) ~ @) (615 -+ X)) Hy(2)ds

EI EI—
= 27¢A + 4 ¢B 6T¢AB + Mp

Estas expresiones son las ecuaciones eldsticas de flexion de la pieza. Los términos M§
y M3 son los momentos de empotramiento perfecto y su expresion es:

3

l
= /0 EIx°(x)H(x)dx

!
Mg = / EIx°(z)HE(x)dz
0
La ley de momentos de la pieza, en funcién de los momentos en los extremos es:

M)

M(l‘):MA—i—(MB—MA) /

La curvatura de la deformada es:

1

57 [Mat (M5 = Ma) 7] +X°(@)

x(z) =

y la ley de flechas es:
y(z) = P3(x) +y°(x)

En las expresiones anteriores, M°(x), x°(z) e y°(x) son las leyes de momentos, de
curvatura y de flechas, respectivamente, en la pieza biempotrada. El término Ps(x) es
un polinomio cibico en z.
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Si ahora se halla la primera derivada de la energia respecto a la flecha en los extremos
Ay B, respectivamente, se obtiene:

oU ! Ix(x)
Vi ==—= | EI
4 oya Jo (@) 9ya

_ /Ol BI[H}(2) 64+ Hy(2) o5 + (Hp(w) — Hi(@)) 1dap +x°(2)] <_Hj4l(g;)> .

EI EI EI—
= 6lT¢A + 6lT¢B - 12ZT¢AB + Vi

dx

8x(w)

l 7! —=I — H"
= /0 FEl |:H,/4<$) ¢A +Hg($) ¢B + <HB(.YJ) — HA(x)> l¢AB +Xo(x):| < BZ(ZC)> d
= 67304~ 67505+ 1275045 + Vg

Estas expresiones son las ecuaciones eldsticas de cortante de la viga. Los términos V7§
y Vg son los cortantes de empotramiento perfecto y su expresion es:

v = [mrve (-9) 0
1% / EIy° (H”l( )> da

Ejemplo 5.4.4

Hallar la ley de momentos de la viga empotrado-apoyada de la Figura 5.11a, sometida
a la accién de un momento M en el extremo B, aplicando el TEPM.

El tinico movimiento de extremo que provoca el momento M es un giro ¢ (Figura
5.11b). Las leyes de flechas, giros y curvaturas correspondientes son:

0 = ot
b(z) = ¢B[ o +3(l)2]
x@) = —765(1-37)
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Fig. 5.11: (a) Viga del Ejemplo 5.4.4 (b) deformada (c) ley de momentos flectores

La energia de deformacién de la viga es:

U = /EIX /EI [—@B (1_3:;)de_2]l5[¢3

Aplicando el TEPM:
oU  4AFEIT

M= 56, = 1 08
Esta ecuacion resuelve la estructura a pesar de ser una vez hiperestdtica. El giro en B
resulta:
M
B =177

En la Figura 5.12 se representa el valor de la energfa potencial del sistema en funcién
del giro ¢p, en forma adimensional, con K = FEI/I. Puede verse que el valor de ¢p
obtenido (configuracién de equilibrio estable) corresponde a un valor minimo de la
energfa potencial de la estructura.

Sustituyendo en la expresién de la curvatura el valor del giro ¢ 5, la ley de momentos
de la viga empotrado-apoyada es (Figura 5.11c):

M(z) = EIx(z) = —%M (1-37)
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Fig. 5.12: Energia potencial en funcion del giro ¢g

Ejemplo 5.4.5

Resolver la estructura de la Figura 5.13a bajo las cargas que se indican, utilizando el
TEPM.

La estructura es tres veces hiperestdtica. Despreciando la deformacién por axil y
cortante, y considerando la simetria de la estructura y de la carga, la estructura es
intraslacional y el grado de indeterminacién cinemética es igual a dos (Figura 5.13b).
Las incégnitas cinemadticas son los giros ¢ v ¢o. Sin embargo, por simetria, debe ser
¢p = —dc-

Si se hace K = E1/l, la energfa de deformacién de las barras es (ver Ejemplo 5.4.3):

Uap = 2K¢%
Upc = 2K (¢%+ dpdc + o8)
Ucp = 2K¢%

v la energia de deformacién de la estructura es:

U=Y U;=2K (26} + ¢pdo + 20%)

(2
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a) b)
M M
()7
/
A D
4 /72
/
©) 9 2 \\j\\/\l/\l\\
2 M/3 M/l U
== I ===
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=4 E M3 ([]) 7 — ==
N / 2 CORTANTEEE—E
=
e 2/
D703 ‘7 7 77 2 7

Fig. 5.13: Pdrtico del Ejemplo 5.4.5, deformada y leyes de esfuerzos

Aplicando el TEPM puede escribirse:

ou
55, =M = 2K (465 +6c)
ou
5o, = M = 2K (op+doc)

que en forma matricial resulta:

4 1 B -M/2K
14| | e | | MoK
Resolviendo se obtiene:
M
b5 =60 = — 57
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Sustituyendo el valor de ¢z hallado, los momentos en los extremos de las barras son:

1
Musp = 2Ko¢p :—gM

2
Mpa = 2K (265) - M

1
Mpc = 2K (2¢p5 + ¢¢) :—gM

Una vez calculados los momentos en los extremos de la barras pueden deducirse fécil-
mente las leyes de esfuerzos de la estructura (Figuras 5.13c, 5.13d y 5.13e).

5.5 Enmergia potencial complementaria estacionaria

El Teorema de la Energia Potencial Complementaria Estacionaria (TEPCE) establece
que “de todos los campos de fuerzas y esfuerzos que estdn en equilibrio en un sistema
estructural, aquellos que corresponden a una configuracion deformada compatible con
las condiciones de contorno hacen que la energfa potencial total complementaria del
sistema sea estacionaria’. En ciertos casos se puede demostrar que, ademads de esta-
cionaria, la energia potencial total complementaria es minima. Asi ocurre, por ejemplo,
en las estructuras eldsticas lineales de las que nos ocupamos en este libro. Este teorema,
puede demostrarse a partir del PTVC (Seccién 4.5.1).

Sea una estructura compuesta por las piezas j = 1,...,m, sobre la que actia un
sistema de fuerzas F; (i = 1,...,n) tales que ¢; (i = 1,...,n) sean sus movimientos
eficaces y (€z, X Xys Vay» Vaz> 0), sean las correspondientes deformaciones.

Se toma como campo de fuerzas virtuales una variacién del campo real de fuerzas,
F* = dF}, donde d(-) indica "variacién respecto a las fuerzas F;". Entonces, el campo
virtual de esfuerzos es:

N* = d(N) = d(EAe,) (5.39)

y, andlogamente, para los demds esfuerzos.
En estas condiciones, el PTVC se puede escribir:

1=1

/ eod (EAey) + x,d(EL x.) + x,d (EI, Xy) +
- L
J

J

F Yy @ (GQyYay) + Vaed (GQRy,.) + 0d(GLO)| ds  (5.40)

que puede reescribirse como:
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1

a4y / 5 [BAEL + ELX2 + BLyx; + G2, + G2, + GLY?] ds
X L.
¥l J

—ZFiei} = 0(5.41&)
i=1

d{U+H} = 0(541b)
dll = 0 (5.41c)

La condicién (5.41c¢) indica que las fuerzas en equilibrio hacen que la energia po-
tencial complementaria sea estacionaria.

El teorema de la energfa potencial total complementaria puede usarse para derivar
ecuaciones de compatibilidad en estructuras hiperestéticas.

Reescribiendo (5.41¢) en las variaciones respecto a las fuerzas Fj, se tiene:

dIl d(U+H)

n

ou =
o, d ;:1 eid 0 (5.42)

que debe satisfacerse para cualquier combinacién arbitraria de valores de dF;. Por
tanto, término a término:

ou
oF;

€ para i =1,...,n (5.43)

Este resultado se conoce como Segundo Teorema de Castigliano: “si la energia (com-
plementaria) de deformacién de un sistema estructural se expresa en funcién de las
fuerzas independientes F; correspondientes a un sistema de movimientos e;, la primera
derivada parcial de la energia de deformacién respecto a una fuerza cualquiera F; es
igual al movimiento e; en la direccién de F; 7.
El Segundo Teorema de Castigliano se generaliza para momentos y giros eficaces,
escribiéndose en ese caso:
v
aM, = ¥;

para i =1,...,n (5.44)
En forma matricial, se puede escribir:

— 1
U=We=3 f'B f (5.45)
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donde f es el vector de fuerzas exteriores y B es la matriz de flexibilidad de la estructura.
Si el sistema es conservativo, U = W, y, ademas:

H=—fTe (5.46)

Por tanto, la energia potencial total complementaria es:

— 1
H=§ﬂBf—ﬂe (5.47)

y el TEPCM es: B
o
of

Comparando las Ecs. (5.48) y (5.38) se tiene que B = K L.

=Bf-e=0 (5.48)

Calculo de Movimientos

El TEPCM (y el Segundo Teorema de Castigliano) se usa para calcular movimien-
tos. En este sentido, su utilidad es andloga a la del PTVC y el método de la Fuerza
Unidad. Se utiliza también para resolver estructuras hiperestdticas por el método de
compatibilidad, tal como se trata en el Capitulo 6.

En los Ejemplos que siguen se ilustra el uso de este teorema para calcular movimien-
tos eficaces. Antes, cabe hacer algunas observaciones de interés:

1. Los movimientos eficaces tienen signo. Asi, un valor negativo del movimiento
eficaz debe interpretarse como que el movimiento eficaz tiene sentido opuesto a
la fuerza.

2. La energfa de deformacién debe escribirse en funcién de las fuerzas exteriores,
exclusivamente. En consecuencia, las reacciones isostdticas no deben aparecer
en la expresion de la energia de deformacion, sino que deben eliminarse de ella
expresandolas en funcién de las fuerzas exteriores.

3. En una estructura simétrica cargada de forma simétrica (o antisimétrica), la ener-
gia de deformacion de la estructura completa es igual al doble de la energia de
las dos mitades simétricas.

4. Para calcular el movimiento, segin una cierta direccién, de un punto en el que
no hay una fuerza exterior aplicada, se puede poner en dicho punto una fuerza
ficticia F, segun la direcciéon de interés, y anadir ésta al sistema de cargas. El
correspondiente movimiento eficaz serd correcto al particularizar la solucién para
el valor F = 0.
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5. Para calcular movimientos debidos a campos de deformaciones impuestas debe
usarse la expresion de la energia interna de la Ec. (5.27b), asi como poner una
fuerza ficticia F, en el punto y segun la direccién de interés. El correspondiente
movimiento eficaz serd correcto al particularizar la solucién para el valor F = 0.
Este procedimiento es completamente equivalente a utilizar el Método de la Fuerza
Unidad (ver Seccién 4.5.2 y Ejemplo 4.5.2.3).

6. Para hallar el desplazamiento relativo entre dos puntos segin una cierta direccion,
se aplican dos fuerzas (ficticias o no) iguales y opuestas en dichos puntos y en la
direccién de interés.

Ejemplo 5.5.1

La estructura articulada de la Figura 5.14a estd formada por siete barras del mismo
material y secciones transversales iguales. Para la fuerza P que se indica, determinar el
desplazamiento vertical del nudo C'. Calcular la energia de deformacién complementaria
y la energfa potencial total complementaria de la estructura. Comprobar cudndo es
minima ésta dltima.

Datos: a =5m, A=10cm?, P =15kN y E = 200 GPa.

Para calcular el desplazamiento vertical del nudo C, aplicando el Segundo Teorema
de Castigliano, se supone una fuerza vertical ficticia F en dicho punto (Figura 5.14b).

Fig. 5.14: (a) Estructura del Ejemplo 5.5.1 (b) Fuerza ficticia F en C
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Los axiles en las barras son:

Ny = —(P+F/2) Ny=—-1,12 F Ns

f‘
Ny = 1,12(2P + F) Ny = N; =2P Ng=2,24 P

y las derivadas no nulas respecto de la fuerza ficticia F son:

N1 ON3
E oF = P
Ny ONs
oaF - WP !

El desplazamiento vertical del nudo C, aplicando el segundo Teorema de Castigliano,
es igual a la primera derivada de la energia de deformacién de la estructura respecto a
la fuerza ficticia F para F = O:

ou Z NI ON
’UC = —_— = —_—
Haciendo k = F'A/a, se tiene:
1 5,0 5,59
ve = 7 |(=P=0,5F) = (=0,5) + (2.24P + 1,12F) -~ 1,12 +
5,59 2,50
F(=1,12F) - 222 (—1,12) + F- 222
5 5 F=0
116,524 16,524P
= —— P= : =1,24-107°
k5 200106 - 10-101 ~ 2410w ()

C E
N 1V
A M/ i PjVE
El

Fig. 5.15: Deformada del Ejemplo 5.5.1
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El signo positivo indica que el desplazamiento vertical del nudo C' coincide con el sentido
de la fuerza ficticia F (Figura 5.15).

El desplazamiento vertical del nudo E se obtiene de forma similar, derivando la
energia respecto a P:

oU 101,1P
= — = ’ =17,58-1073
YE T 9P|,y 200-106-10-104 " mo W
Por otra parte, si en la derivada de la energfa respecto a P, se toma F = — P, se obtiene

el desplazamiento vertical relativo entre los nudos E y C:

U 84,57P

A —_ —_— pu—
YT 9P|, 200-10°-10-10 4

=6,34-10m (1)

La energfa de deformacién complementaria de la estructura es:

— 1 N2
U =2 5%4

J

1 a 5,59 5,59
= ——(P%.1 2pP?. 2" L 4p? g op?. 2" L 4p? g
2EA< +5,0 =+ +5,0 —+
P2q P2
0, EA 0, k
62
sz
E

A /
TN/
NN

-2,47 ‘

0 494 9,89 P02

Fig. 5.16: Energia potencial complementaria en funcion de la carga P
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Y la energfa potencial total complementaria es:
- — p?
H:U—Pszlo,ll?—P/I}E

De forma adimensional:

I P \?2 P
= 10,11 _
kv, > (kUE > (kvE )

Esta funcién es una parébola que se representa en la Figura 5.16. Como puede verse la

energfa potencial complementaria tiene un minimo para P = 4,94 - 1072 kvg = 15kN.

Ejemplo 5.5.2

Calcular la flecha en el punto medio de una viga biapoyada cargada con una fuerza
puntual centrada (Figura 5.17a). Calcular la energia de deformacién complementaria
y la energia potencial complementaria de la viga. Comprobar cudndo se produce un
minimo de ésta ultima.

& A ‘P B — - ‘P

N
\i

7
v | \ Puf P/2
& ) 7218

Fig. 5.17: Viga del Ejemplo 5.5.2

Segun la Figura 5.17b y, una vez calculadas las reacciones isostéticas, los momentos
flectores en la viga son:

P 0<z< !
2" =T=3
M(z) =
P(l ) L ca< !
5 x 5 ST S
y, por lo tanto, las derivadas respecto de la fuerza P son:

x

hd 0<z<li
oM 2 =T=7
oP -

(Il —x) % <z<i

2
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La flecha en el punto central es el movimiento eficaz de la fuerza P (positiva hacia
abajo). Aplicando el segundo Teorema de Castigliano se tiene:

o= WD I[IAR,] [l
9P 0P |).2 EI ~J. 0P EI
2 Py da Lp (l—z) dx
- 22]51*/52“‘”6) > Bl
P $3 /2 :1;3 l
- < l2 7_[2
[, [ 5,

Pi3

T 48EI (1)

Obsérvese que la expresién de la energia de deformacién se escribe tinicamente en
funcién de la fuerza externa P. Puede comprobarse también que, debido a la simetria de
la carga, las dos integrales en que se divide el cédlculo proporcionan idéntico resultado,
por lo que basta con evaluar una de ellas.

It
2 ‘
Kv

L\ /

-

—48 0 48 96 144 P
Kv

2

Fig. 5.18: Energia potencial complementaria de la viga en funcion de la carga P
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La energfa de deformaciéon complementaria es:
— 1 M?
U = ——=d
/L 2Bl
2 /1 p \?2 P23
= —_ d =
/0 ( 2 x> ¥ T 96ET

Y la energia potencial total complementaria es:

- P2l3
N=U-H= -
v 96ET

Pv

En forma adimensional, haciendo K = EI/[3:

O 1/ P\ P
Kv2 96 \ Kv Kv

Esta funcién es una pardbola que se representa en la Figura 5.18. Como puede com-

probarse, tiene un minimo para P = 48Kv = 48l—31).

Ejemplo 5.5.3

Calcular la flecha en el punto medio de la viga biapoyada de la Figura 5.19a, cuando
actda sobre ella una carga uniforme p.

a) b)
P .S F
l l l y P
l 12 : 1pl/2+_7—"/2 pl/2+j—"/2$

Fig. 5.19: Viga del Ejemplo 5.5.3

Como se pretende calcular el movimiento vertical del punto central de la viga, se
resuelve el problema como si, ademds de la carga uniforme, hubiera una fuerza puntual
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F en el centro de la luz (Figura 5.19b) . Entonces, la ley de flectores es simétrica y:

M(z) = Bx(l—x)—i-fx
2 2 l
0<z <~
oM T 2
oF 2

La expresién de la energia de deformacién de la viga puede escribirse, por simetria,

CcOomo: l
3 M2
U=2[ ——d
/0 21"

Aplicando el segundo Teorema de Castigliano, particularizando para el valor F = 0, se

tiene:
<aU> /l/2 <M8M>
Vo= — =2 —_—— dx
oF F—0 0 EI OF F—0

2 l/2p

Ejemplo 5.5.4

Calcular la flecha en el centro de la luz para una viga biapoyada de seccién rectangular,
cuando el intradds y el trasdds sufren variaciones de temperatura —At; y Ats, respec-
tivamente, con una variacién lineal de temperatura a través del canto h de la pieza
(Figuras 5.20a y 5.20b) y siendo « el coeficiente de dilatacién térmica del material.

El problema se resuelve teniendo en cuenta la variacién de temperatura (Figura

5.20c) y ademds suponiendo una fuerza puntual ficticia F en el centro de la luz (Figura
5.20d).

La curvatura debida a la temperatura es:

Aty + At =
h
La ley de momentos debida a la fuerza ficticia F es:

_ Tz

Mz) ==
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a) b) At

c) d)

o

Fig. 5.20: Viga del Ejemplo 5.5.4

y su curvatura es:
_ Fz
XF = oEI

La curvatura total de la deformada, suma de las dos, es:

— Xe+Xr = —Vta+ 22

Al ser ambas acciones simétricas, las curvaturas también lo son y por ello sélo se
integrard la mitad de la viga. La energia de deformacién de la estructura es:

1 127
U= / —EIx*ds =2 / —EI%dz
12 o 2

Derivando la expresién de la energia respecto a la fuerza ficticia F para F = 0 se
obtiene la flecha en el punto medio de la luz:

ouU 12 dx
Vg = == :2/ ElIx—=dx
27 0F | ey 0 F
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— V;
Vit 1/2
N 5 [ B
X éi
7 7 7

Fig. 5.21: Viga del Ejemplo 5.5.4

sustituyendo:

12 — Fx T
V2 = 2/0 EI |:—vt0é+mj| ﬁ

F=0
= —évtaﬂ M

El resultado negativo indica que el sentido de la flecha es opuesto al de la fuerza ficticia
supuesta (Figura 5.21).

Ejemplo 5.5.5

Calcular el desplazamiento horizontal del nudo B de la estructura de la Figura 5.22a,
aplicando el segundo Teorema de Castigliano. La rigidez a flexién E1 es idéntica para
todas las barras.

Datos: P =12kN y EI = 10° kN-m?.

El problema se resuelve suponiendo que el sistema de fuerzas sobre la estructura es
el que corresponde a la carga puntual real P mds una carga puntual ficticia F aplicada
en el nudo B (Figura 5.22c). Las reacciones son:

_3P+6F

Vo 1

~Va Hy=P+F

La ley de momentos es (Figura 5.22d) :

=
S
I

(P+F)y (AE)
3P+ Fy (EB)

<
I

=
I

M(z) = 3P (1- %) +67 (1- 2) (BC)
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b
a) B c )
2
P
e 6m
> B
7
c) 4m d)
B C B C
A
Z @) Z
N
Y
= — A
Ty ’
VA.V 4 m

Fig. 5.22: (a) Estructura del Ejemplo 5.5.5, (b) deformada, (c) fuerza ficticia F y
(d) ley de momentos flectores

y la derivada de la ley de momentos respecto a F:

6 (1 - %) (BC)

Para calcular el desplazamiento horizontal en B aplicando el segundo Teorema de Cas-

LU Z/M@M
T 0F|pmy & JLEIOF

tigliano, se tiene:
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O sea:

p 3 ) 6 4 r 22
ug = E’I{[/Oy dy+3/3ydy}+[18/0 <1_2+16>d4}

= 882-10%m (=)

Fl resultado positivo indica que el sentido del movimiento coincide con el de la fuerza
ficticia supuesta (Figuras 5.22b y 5.22¢).

5.6 Energia de deformacién minima

El método de flexibilidad puede formularse a partir del Segundo Teorema de Castigliano.

Consideremos una estructura hiperestética de grado h sobre la que actia un sistema
de cargas F; (i = 1, ...,n), independientes entre si. Liberando la estructura hiperestética
de h enlaces superabundantes (externos o internos), se obtiene una estructura isostdtica
base en la que las reacciones hiperestdticas X;(j = 1, ...,h), introducidas al liberar los
enlaces actian como fuerzas independientes.

La energia (complementaria) de deformacién de la estructura isostdtica base se
puede expresar de la forma:

U=U(F,X;) con i=1,..n y j=1,..h (5.49)

donde U = U (Fj, X;) es una funcién definida positiva, cuadritica y homogénea de sus
argumentos.

Asimismo, se tienen h condiciones cinemdticas que deben cumplirse para que la
estructura isostatica base se deforme de manera idéntica a la estructura hiperestdtica
original:

e Si X} es una reaccion hiperestética externa, el desplazamiento (o giro) de su punto
de aplicacién, medido segin la direccién de la fuerza (o momento) reaccion, ey,
debe ser nulo, al ser rigido el enlace correspondiente en la estructura hiperestatica.
Aplicando el Segundo Teorema de Castigliano, se tiene la ecuacién cinemética:

oU (F;, X; . .

OU (Fy, X;) = e (F,X;) =0 i=1,..,n j=1,..,h (5.50)

00Xy,

e Si Xj es un par de reacciones hiperestdticas internas, el desplazamiento (o giro)
relativo de sus puntos de aplicacién, medido segin la direccién de las fuerza (o
momentos) reaccién, Ag, debe ser nulo, por continuidad de desplazamientos (o
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giros) en el enlace correspondiente en la estructura hiperestatica. Se tiene, por
tanto, la ecuacién cinemética:

oU (F;, X ;
OU(Fi X;) _ Ay (F, X;) =0 i=1,..,n j=1,...,h (5.51)
00X}

Como resultado, se dispone de h ecuaciones lineales de las cuales es posible obtener
los valores de las h incégnitas hiperestaticas X (j = 1,...,h). Estas ecuaciones son todas
de la forma:

oU (Fy, X;) ,
— = =1,...,h .52

Estas ecuaciones representan, ademds, la condicién de que la funcién U = U (F;, X;)
sea estacionaria. Puesto que U es una funcién cuadrédtica de las variables X, se puede
demostrar que dicho punto de estacionareidad es un minimo, lo que significa que "las
reacciones hiperestdticas toman aquellos valores que hacen que la energia de deforma-
cion del sistema estructural sea minima".

Este enunciado se conoce como Teorema de la energia de deformacién minima o
Teorema de Ménabréa , y fue demostrado en forma restringida por L.F. Ménabréa en
1858, luego por A. Castigliano en 1879, para estructuras eldsticas lineales, y extendido
por E. Engesser, en 1889, a estructuras eldsticas no lineales.

Ejemplo 5.6.1

La estructura de la Figura 5.23a estd formada por tres barras del mismo material
e idéntica seccién. Para una carga vertical P como se indica, determinar los axiles
actuantes sobre cada barra aplicando el Teorema de la energfa de deformacién minima.

Sean N1, Ny yv N3 los axiles de las tres barras. Por equilibrio de fuerzas en el nudo O:

Z F, = 0= Njsin30° — N3 sin60°
ZFU = 0= Njcos30° 4+ Ny + N3 cos60° — P

La estructura es hiperestdtica de grado 1, ya que hay dos ecuaciones de equilibrio
y tres axiles incégnitas Figura 5.23b. Se elige como incégnita hiperestética la reaccién
en B (R = N3) y se expresan los axiles en funcién de P y de la incégnita hiperestética

R:
3 1
le*g(P—R) Ny =R N3 =5 (P—R)
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a) b)
N,
h NiIN30°| 400
N3
P
9)

Fig. 5.23: (a) Estructura del Ejemplo 5.6.1 (b) equilibrio de fuerzas en el nudo O
(¢) reaccion en B como incdgnita hiperestdtica y (d) axil No como incdgnita
hiperestatica

El problema se resuelve imponiendo la condicién de compatibilidad de que el desplaza-
miento vertical en B (Figura 5.23¢) sea nulo. Aplicando el segundo Teorema de Cas-
tigliano:

ou

UBzﬁ—O

Tomando k = EA/h se tiene:

Nil; ON;
vp = EA OR

i

1|3 2 V3 1 1
= 7 2(P—R)-\/§-<—2>+R+2(P—R)-2-<—2>]
1[v3+3 3+1

R —

=0
2 2
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de donde:

R = \/§+1P
V343

que resuelve el problema, ya que se conocen los axiles en funcién de R.
La energia de deformacién es:

1 N2I;
v = 25 EA

i

1 2
= — |N?. —— 4+ NI+ N2.2
2k[ ' x/§Jr 2 ]
1 [V3+1 5 9
= — P—N N.
o |2 ¢ 2]+ Ny

Y en forma adimensional:

i -G ()

Esta funcién es una parabola que se representa en la Figura 5.24. Noétese que el

valor de R = N obtenido corresponde a un minimo de la energfa de deformacién.
Una forma alternativa de resolver el problema puede verse Figura 5.23d, donde se ha
elegido como incégnita hiperestdtica el axil de la barra 2. Esta eleccién implica escribir

U
i
P2k

1,5

o\ /
\ 0,683 | /

0 0577 10 20 Ny
P

0,5
0,288

Fig. 5.24: Energia de deformacion - Reaccion hiperestdtica
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la energia de deformacién en funcién de No, e imponer como se ha hecho anteriormente,
la condicién de compatibilidad de que el movimiento relativo entre D’ y D" sea nulo.
Aplicando el segundo Teorema de Castigliano, se tiene:

oU

—— =0
ON>

Av = VUpr — Upn =

La ecuacion resultante para Na es idéntica a la obtenida anteriormente para R.

Ejemplo 5.6.2

Verificar en la viga empotrado-apoyada de la Figura 5.25a que el valor de la reaccién
hiperestédtica en B es el que hace minima la energia de deformacién.

La viga es una vez hiperestdtica. Sea R la reaccién desconocida. En las Figuras
5.25b y 5.25¢ se muestran las leyes de momentos debidas a la carga aplicada p y a la
reaccién R, respectivamente. Aplicando el principio de superposicién puede escribirse:

a) p

l

|

os]
=\

b)

<

*

!
A B
WB W

Fig. 5.25: (a) Viga del Ejemplo 5.6.2 (b) ley de momentos debida a la carga p (c) ley
de momentos debida a la reaccion R

%A ) s — fi
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PYK

23 23
1920 1920 /

Fig. 5.26: Energia de deformacion-Reaccion hiperestitica

M(z) = —g(l—x)Q—l—R(l—m)

La energfa de deformacion de la estructura es:

L1 M(z)? 1 Lrop 2
U = /02 o dszEI/O [7(1*9:)%1%(1*@] dz

EI (207" T8 6 K |40 38 6
con K =EI/I®y P =pl.
Si se deriva respecto de R y se iguala a cero se obtiene:
ou 1 1 1 3 3
R K [ gh T 3R] 0 = R=gh=gp

Se comprueba que el valor de R obtenido corresponde a un minimo de la energia de

BT1 1 1 11 1 1
= [ 212 — ~Rpl + RQ] = — [ P? - “RP + RZ]

deformacién (Figura 5.26) porque:

’U 11

=-—>
OR? 3K
Por otra parte, aplicando el segundo Teorema de Castigliano, el desplazamiento vertical

0

en B, que debe ser nulo, es:
ou

:ﬁ:

ecuacién que permite determinar el valor de la reaccién hiperestatica R (Figura 5.27).

VB 0

La ecuacién de minimizacién de la energia de defomacion es la misma que la ecuacién
de compatibilidad.
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7/

| . o
2™k

Fig. 5.27: Solucion del Ejemplo 5.6.2

5.7 Apoyos y enlaces elasticos

Consideremos la existencia de apoyos o enlaces eldsticos en la estructura. La particulari-
dad de este tipo de apoyos o enlaces respecto a los rigidos es su capacidad de deformarse
y, al hacerlo, almacenar energia de deformacién. Por tanto, la consideracién de tales
dispositivos no entrafna otra dificultad que la inclusién de su energia de deformacién a

la hora de calcular la energia total de la estructura.

Fig. 5.28: Vigas con apoyos eldsticos

Asi, por ejemplo, si se tiene una viga como la de la Figura 5.28a, con un apoyo
eldstico en B, la energia de deformaciéon que almacena el muelle al deformarse es:

Umuelle =-Fi=-— = 7k52 (553)

donde F' es la fuerza que actia sobre el muelle, ¢ es el movimiento de alargamiento o
acortamiento que éste sufre y k es su constante eldstica, tal que F = k4.



188 CAPITULO 5. ENERGIA DE DEFORMACION

La energfa de deformacién total de la estructura, es:

U == UViga, + Umueue (5543)
1 M2 1 F?
= [ sordets— 54b
/L 2 BT T (5.54b)
1 1
= | SEIX’dx+ - ko (5.54c)
L2 2

A partir de estas expresiones pueden aplicarse a la estructura cuaquiera de los teoremas
energéticos de este Capitulo.

Anidlogamente se puede tratar el caso de resortes eldsticos. Consideremos una es-
tructura como la de la Figura 5.28b, con un empotramiento eldstico en el extremo A.
En ese caso, la energia de deformacién del resorte es:

2
Utesorte = %MQO = %M? = %K(PZ (555)
donde M es el momento que actia sobre el resorte, ¢ es el giro que éste sufre y K es
su constante eldstica, tal que M = K .

Ejemplo 5.7.1

Calcular la flecha en el punto medio de la viga de la Figura 5.29. La constante eldstica
del muelle vale k= «(EI/I3), siendo EI la rigidez a flexién de la viga.

El problema es andlogo al Ejemplo 5.5.3 y se resuelve de la misma forma, pero
considerando ahora la energia de deformacién del muelle. Segiin la Figura 5.29 y, una

X X
p—— P . P
A B A B
%A k i 7 k
VA C P/Zt

C
7 2
‘ ‘ ‘VB |P/2
|

[/2 172

Fig. 5.29: (a) Viga del Ejemplo 5.7.1 (b) resolucion
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vez calculadas las reacciones isostéticas, el momento flector en la viga es simétrico y de

valor: P
M(z) = 57 0<z<

La energia de deformacién del muelle es:

DO | =~

1(P/2)?
2k

Umuelle =

La flecha en el punto central v es el movimiento eficaz de la fuerza P (positiva hacia
abajo). Aplicando el segundo Teorema de Castigliano se tiene:

aljviga + aUvmuollc
oP oP
V2 M dx 1P
= 2] M= 4
o oP EI 4%
2 pradec 11 P

o 2 2EI +4EI04
_ (L, P
~ \48 " 4a ) EI

Para o = 0o se recupera la solucién correspondiente a un apoyo fijo en B.
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6 El Método de Flexibilidad

6.1 Introduccién

La necesidad de resolver estructuras hiperestdticas se plantea a principios del siglo XIX,
cuando los paises europeos se encuentran en plena expansién econémica, gracias a los
avances cientificos y sociales del siglo anterior. La Revolucién Industrial da lugar a una
sociedad metropolitana e industrializada, necesitada de estructuras e infraestructuras
que favorezcan su desarrollo.

En esta época aparecen y se multiplican por toda Europa las Escuelas de Inge-
nieros, siguiendo el modelo de la prestigiosa Ecole des Pons et Chaussées de Parfs. Es
precisamente un profesor de esta Escuela, Louis Navier, el primero en notar que la
indeterminacién estdtica puede salvarse teniendo en cuenta la deformabilidad de las
piezas; a partir de 1826 usa el método de flexibilidad para resolver arcos hiperestéticos
y vigas continuas. El método se extiende rdpidamente y, en 1857, B. P. E. Clapeyron
presenta ante la Academia de las Ciencias francesa su trabajo sobre la resolucién de
vigas continuas. El planteamiento general y consistente del método de flexibilidad se
debe a J. C. Maxwell (1864) y a O. Mohr (1874).

Lamentablemente, el método de flexibilidad es un procedimiento muy laborioso de
resolucién de estructuras hiperestaticas y que no permite, en general, un planteamiento
sistemadtico del problema, lo cual lo hace poco adecuado para su implementacién en
programas de calculo automético. A partir de la segunda mitad del siglo XX, con
la llegada del ordenador digital, el método de flexibilidad va perdiendo protagonismo
dentro de la Mecdnica de Estructuras en favor del método de rigidez.

Se muestra en este Capitulo la aplicacién del método de flexibilidad a la resolucién
de estructuras articuladas y reticuladas planas. Se plantea, primero, la resolucién de
estructuras articuladas y, a continuacién, la resolucién de vigas continuas, considerdn-
dose diversas situaciones particulares de interés. Se cierra el Capitulo con la aplicacién
del método a la resolucién de estructuras porticadas.

191
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6.2 El Método de Flexibilidad

El planteamiento del método de flexibilidad es intuitivo y fécil de entender y se mues-
tra, de forma esquemdtica, en la Figura 6.1. Bédsicamente, consiste en transformar la
estructura hiperestédtica en otra isostdtica, a base de suprimir los apoyos (o enlaces)
redundantes y sustituirlos por fuerzas (o esfuerzos) incégnita. El nimero de incégnitas
del problema es, pues, igual al grado de hiperestatismo del problema. Es obvio que el
hecho de suprimir estos apoyos (o enlaces) implica liberar, en principio, ciertas condi-
ciones de compatibilidad que debe satisfacer la deformacién de la estructura original.
A la estructura resultado de este proceso se le llama isostdtica base.

Al ser isostdtica, la resolucién de esta estructura base no plantea dificultad algu-
na: sobre ella se pueden satisfacer las condiciones necesarias de equilibrio a priori y
se le pueden aplicar los métodos conocidos de célculo de movimientos. En particu-
lar, se podrdn expresar los movimientos de la estructura en funcién de las incégnitas
hiperestdticas. Por tanto, se pueden imponer a posteriori las condiciones de compati-
bilidad anteriormente liberadas. Esto proporciona el nimero de ecuaciones necesarias
para resolver las incégnitas hiperestdticas. Una vez obtenidas éstas se tiene resuelta la
estructura.

Como se observa, el proceso secuencial consiste en, a partir de la geometria de la
estructura y de la definicién de las acciones,

1. definir la estructura isostdtica base, a base de seleccionar las incégnitas hiper-
estaticas y liberar las correspondientes condiciones de compatibilidad,

2. resolver la estructura isostdtica base, en funcién de las incégnitas hiperestéticas,
a base de satisfacer las condiciones de equilibrio,

3. determinar las incégnitas hiperestdticas, a base de imponer las necesarias condi-
ciones de compatibilidad,

4. determinar las reacciones, esfuerzos y movimientos en la estructura hiperestitica
original.

Consideremos una estructura hiperestética de grado h sobre la que actda un sistema
de cargas F; (i = 1,...,n). Liberando la estructura hiperestdtica de h enlaces super-
abundantes (externos o internos) se obtiene una estructura isostdtica base en la que
las reacciones hiperestaticas X; (j = 1,...,h), introducidas al liberar los enlaces, actian
como fuerzas independientes. Asimismo, se obtienen h condiciones cineméticas que
deben cumplirse para que la estructura isostdtica base se deforme de manera idéntica
a la estructura hiperestatica original:
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ECUACIONES CONSTITUTIVAS

GEOMETRIA
Y
ACCIONES

SELECCION
INCOGNITAS
HIPERESTATICAS

COMPATIBILIDAD

A POSTERIORI

MOVIMIENTOS

COMPATIBILIDAD

EQUILIBRIO
REACCIONES
A PRIORI
EQUILIBRIO
ESFUERZOS

DEFORMACION
DE
LAS PIEZAS

Fig. 6.1: Resolucion de estructuras por el método de flexibilidad

e Si X}, es una reaccién hiperestatica externa, el desplazamiento (o giro) de su punto

de aplicacién, medido segun la direccién de la fuerza (o momento) reaccién, g,
debe ser nulo, al ser rigido el enlace correspondiente en la estructura hiperestética.
Se tiene, por tanto, la ecuacién cinemdtica:

0r(Fi, X;) =0 i=1,..,n j=1,..,h (6.1)
Si X es un par de reacciones hiperestéticas internas, el desplazamiento (o giro)
relativo de sus puntos de aplicacién, medidos segin la direccién de las fuerzas (o
momentos) reaccién, Ay, debe ser nulo, por continuidad de desplazamientos (o
giros) en el enlace correspondiente en la estructura hiperestatica. Se tiene, por
tanto, la ecuacién cinemética:

Ag(Fi, X;) =0 j=1,..,h (6.2)

1=1,...,n

Como resultado, se dispone de h ecuaciones lineales de las cuales es posible obtener

los valores de las h incégnitas hiperestaticas X; (j = 1,...,h). Es importante sefalar que

la eleccién de los h enlaces superabundantes que se liberan para obtener la estructura
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isostdtica base no es unica. Distintas elecciones dan lugar a distintas estructuras base
y a distintos sistemas de ecuaciones para resolver el problema. Como la solucién del
problema eldstico es tinica, la eleccién entre una posibilidad u otra es arbitraria.

Tradicionalmente, el procedimiento descrito recibe el nombre de método de las
fuerzas (por la naturaleza de las incégnitas seleccionadas) o método de compatibilidad
(por las ecuaciones que se plantean y resuelven). No obstante, el problema estructural
implica tanto condiciones de compatibilidad como de equilibrio y su solucién requiere
considerar tanto los movimientos (y deformaciones) como las fuerzas (y esfuerzos). En
este libro, llamaremos al procedimiento descrito método de flexibilidad, ya que los
coeficientes que aparecen en su desarrollo son de flexibilidad.

Dado que hay que plantear y resolver tantas ecuaciones de compatibilidad como
incégnitas hiperestdticas hay en el problema, este método es adecuado para estructuras
con bajo grado de hiperestatismo. Su principal desventaja consiste en que la forma
de seleccionar las incégnitas hiperestdticas de un problema dado no es tnica y esto
dificulta un planteamiento sistemético del método. Esto lo hace poco adecuado para el
cédlculo de estructuras por ordenador.

Veamos algunos ejemplos del procedimiento descrito:

(a) Consideremos la viga hiperestética (grado de hiperestatismo h = 1) de la Figura
6.2a. Liberando la coaccién hiperestdtica que supone el apoyo en B, y sustituyéndola
por una reaccién vertical R de médulo desconocido, obtenemos la estructura isostética
base de la Figura 6.2b. En esta estructura se pueden calcular movimientos y, en par-
ticular, se puede calcular la flecha en el punto B, que serd funcién de la carga aplicada
p y de la reaccién incégnita R, esto es, vg = vp(p, R). Para que las estructuras de las
Figuras 6.2a y 6.2b se deformen de la misma forma, es necesario imponer la condicién
de que la flecha del punto B sea nula, es decir:

vp(p,R) =0 (6.3)

Esta es la ecuacién lineal de la cual es posible obtener el valor de la reaccién R, que
resuelve el problema.

a) b)

§AHHHHé §AHHJHHB;+

Fig. 6.2: (a) Estructura hiperestdtica (h=1) (b) estructura isostatica base
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a) b)

VA B% M(%A Bé:_ h0

Fig. 6.3: (a) Estructura hiperestdtica (b) estructura isostdtica base

(b) La eleccién de la estructura isostatica base no es tinica. Por ejemplo, al resolver
la viga empotrado-apoyada del caso anterior, se puede elegir la estructura de la Figura
6.3b como estructura base, donde se ha sustituido la coaccién al giro del empotramiento
A por un momento incégnita M. En esta estructura isostética se puede calcular el giro
en el apoyo A, que serd funcion de la carga aplicada p y del momento incégnita M, esto
es, o4 = ¢ 4(p, M). Para que las estructuras de las Figuras 6.3a y 6.3b se deformen de
la misma forma, es necesario imponer la condicién de que el giro del punto A sea nulo,
es decir:

Palp, M) =0 (6.4)

(c¢) La coaccién redundante liberada para definir la estructura isostédtica base no
tiene por qué corresponder a un apoyo, ni su correspondiente reaccién hiperestdtica
tiene que ser externa. En el arco atirantado de la Figura 6.4a (grado de hiperestatismo
h = 1) se sustituye un enlace interno, el tirante AB, por un par de fuerzas T, que
representan, respectivamente, la tensién del cable y la accién de éste sobre el resto de
la estructura Figura 6.4b. La condicién cinemdtica de compatibilidad es, en este caso,
que el movimiento horizontal relativo a ambos lados del enlace liberado sea nulo, esto

es, que el movimiento horizontal del punto B del arco, u5° = u5°(P,T), sea igual al
a) b)
P
EA

7

Fig. 6.4: (a) Estructura hiperestdtica (b) estructura isostdtica base
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alargamiento del cable, u?ble =TI/EA:

rel arco cable arco
= — =0 = PT) = —
Uup up up Up ( ) ) E A

(d) En otros casos existe la posibilidad de elegir entre liberar enlaces externos o
internos. Por ejemplo, en la viga biempotrada y simétrica de la Figura 6.5 (grado de
hiperestatismo h = 1), se puede liberar el giro en los extremos A y A’ (Figura 6.5a),
introducir los momentos reaccién M correspondientes (iguales y opuestos por simetria)
e imponer la condicién de compatibilidad:

¢A(p7 M) = ¢A’(pa M) =0 (65)

de la que se obtiene el momento incégnita M en los extremos. Alternativamente, se
puede liberar el giro en el centro O de la viga (Figura 6.5b), introducir como incégnita
el par de momentos M (momentos flectores en O) e introducir la condicién de simetria:

$o(p, M) =0 (6.6)
de la que se obtiene el momento flector incégnita M en el centro de la luz. Esta
condicién es idéntica a exigir que el giro relativo en la rétula introducida en O sea
nulo.

%

}M
=t
4

T T

M M .
(=) ——

Fig. 6.5: Construccion de estructura isostdtica base (h=1) de dos formas alternativas
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Queda patente en los ejemplos anteriores la importancia de disponer de méto-
dos para calcular movimientos en estructuras isostdticas, ya que son necesarios para
plantear las ecuaciones de compatibilidad, imprescindibles para resolver el problema
hiperestatico por el método aqui descrito. Para este fin se pueden utilizar los proce-
dimientos descritos en los capitulos precedentes.

Una vez determinadas las reacciones hiperestaticas en funcién de las fuerzas exte-
riores, se pueden aplicar los mismos métodos de cdlculo de movimientos utilizados en
estructuras isostdticas para calcular movimientos en estructuras hiperestaticas.

6.3 Estructuras articuladas

La estructura articulada se ha definido como aquella formada por un ensamblaje de
piezas unidas mediante nudos articulados. Las barras trabajan fundamentalmente a
esfuerzo axil, que, si las fuerzas se aplican en los nudos, es constante en cada barra.
Resolver la estructura consiste en hallar las reacciones exteriores y los axiles que actian
sobre las distintas barras.

Sea nn el nimero de nudos de una estructura articulada plana, nr el nimero de
reacciones exteriores y mb los axiles de las barras. La estructura es isostdtica si se
cumple:

nr +nb = 2nn (6.7)

donde 2nn es el nimero de ecuaciones de la estdtica, dos ecuaciones de equilibrio de
fuerzas por nudo, al tratarse de una estructura articulada plana. En el caso que:

nr +nb > 2nn (6.8)

la estructura es hiperestdtica, y para resolver el problema es necesario imponer condi-
ciones de compatibilidad adicionales.

A continuacién, se desarrollan dos ejemplos de aplicacién del método de flexibilidad
a la resolucién de estructuras articuladas hiperestéticas.

Ejemplo 6.3.1

La estructura de la Figura 6.6a, estd formada por cinco barras del mismo material e
idéntica seccién. Para una carga P que se indica, determinar las reacciones y los axiles
actuantes sobre cada barra.
Datos: | = 6m, P = 100kN.
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[=6m

Fig. 6.6: Estructura del Ejemplo 6.3.1 y deformada

P
C
Nl'
N,
Ny
N;
A
[———
H
A T\ﬁ*

Fig. 6.7: (a) Estructura isostdtica base del Ejemplo 6.3.1 (b) equilibrio de fuerzas en
los nudos
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La estructura es simétrica respecto al eje vertical por geometria y carga. Por tanto,
las reacciones, los axiles, los movimientos y los alargamientos serdn simétricos respecto
a dicho eje. La estructura es una vez hiperestdtica y el grado de indeterminacién ci-
nemdtica es igual a 2, los desplazamientos verticales de los nudos C'y D (los horizontales
son nulos por simetria).

Se elige como incégnita hiperestética el axil Na y se expresan los otros dos axiles
en funcién de P y de Ny (Figura 6.7).

Por equilibrio:
P+ N2

V3
Por simetria, N;» = Ny y N3 = Ns.
El problema se resuelve imponiendo que el desplazamiento vertical relativo entre

Ny =

N3 = Ny

los puntos D y D’ de la estructura isostdtica base, sometida a las fuerzas Py Na, sea
nulo (Figura 6.7).

Aplicando el segundo Teorema de Castigliano, el desplazamiento vertical relativo
A, entre Dy D’ es:

ou N,l; ON,
A, = _ 3t 9N
ON> ; EA ON,
1| P+N 1 3
B s 2-(—)-2+N2~\[~3
k V3 V3 3
1|2 2
= —|=P = 3)Na| =0
2 [3 + <3 + \[> 2]
donde k = EA/l, y 1/k es un coeficiente de flexibilidad a la deformacién por axil.
Resolviendo: 5
Ny=———P=-0,278P
T 2433
v los axiles restantes son:
Ny = —0,417P
N3 = —0,278P y simétricos

Las reacciones son:

Hy = 0,449P (+)
Vi = 0,500P (1)

y simétricas en B. En la Figura 6.6b se muestra la deformada a estima de la estructura.
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Ejemplo 6.3.2

La estructura de la Figura 6.8a, estd formada por cinco barras del mismo material e
idéntica seccién. Para las cargas verticales P que se indican, determinar las reacciones
y los axiles actuantes sobre cada barra.

Datos: | =8m, P = 100kN.

a) b)

Fig. 6.8: Estructura del Ejemplo 6.3.2 vy deformada

La geometria y la carga de la estructura es simétrica respecto al eje vertical. Por
tanto, las reacciones, los axiles, los desplazamientos y los alargamientos también lo son.
La estructura es una vez hiperestatica. El grado de indeterminacién cinemdtica es 4,
los desplazamientos vertical y horizontal de los nudos C' y D, simétricos entre si.

Se libera el movimiento horizontal en los apoyos y se colocan las correspondientes
reacciones horizontales H (Figura 6.9). El problema se resuelve imponiendo que el
desplazamiento horizontal relativo de los nudos A y B de la estructura isostdtica base,
sometida a las fuerzas P y H, sea nulo:

A =upg—ug =0
Los axiles en funcién de P y de la incégnita hiperestdtica H son:

Ni=H-P Ny=H N3 = —/2H y simétricos
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Ny,
H
€ A

V=P

Fig. 6.9: (a) Estructura isostdtica base del Ejemplo 6.3.2 (b) equilibrio de fuerzas en
los nudos

Las derivadas de los axiles respecto a la reaccién H son:

ONy ONy ON3
o ! om o = V2
El desplazamiento horizontal relativo entre A y B, aplicando el segundo Teorema de

Castigliano, es:

J
- %[2(H—P)+H+4\/§H]
- %[f2p+ (3+4v2) H]

donde k = EA/l, y 1/k es un coeficiente de flexibilidad a la deformacién por axil.

Resolviendo:
H=0,231P

Las reacciones en A son:

Hy=0,231P (=) Va=P (1)
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y simétricas en B. Los axiles correspondientes a cada barra son:

Ny = —0,769P
Ny = 0,231P
N3 = —0,327P y simétricos

En la Figura 6.8b se muestra la deformada a estima de la estructura.

6.4 Vigas continuas

La viga continua puede definirse como una estructura hiperestatica formada por varias
piezas rectas alineadas, unidas entre si por nudos rigidos apoyados, denomindndose
vano, o tramo, al segmento comprendido entre dos apoyos sucesivos de la viga. Esta
tipologia se muestra en la Figura 6.10; obsérvese que los nudos intermedios son rigidos,
lo cual implica la continuidad de los giros y los momentos flectores a uno y otro lado de
cada apoyo. La utilizacién de las vigas continuas en la ingenierfa civil es muy frecuente
(por ejemplo en puentes, forjados, carriles de ferrocarril, tuberias, etc) y de ahi la
importancia de su estudio.

La viga continua puede tratarse como una tipologfa particular de estructura reti-
culada de plano medio, capaz de soportar esfuerzos principalmente de flexién y cuya
caracterfstica mas importante es la de disminuir los momentos en relacién con los que
se producen en vigas similares de tramos simplemente apoyados.

En el estudio de las vigas continuas sélo consideraremos la accién de fuerzas verti-
cales y de momentos, con lo que las reacciones en los apoyos también serdn verticales.
De actuar alguna fuerza horizontal, como, por ejemplo, la de frenado en puentes de
carretera o de ferrocarril, supondremos que uno de los apoyos es fijo y, por tanto, que
soporta todas las acciones horizontales. Con esta disposicién de los apoyos, los cam-
bios térmicos uniformes a través del espesor de las piezas no producen ningin tipo de

esfuerzo.

EERRRN:

7 7

@!
!

P I AT
7

A B

Fig. 6.10: Viga continua de cuatro vanos sometida a cargas transversales

N
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@)

Pl PZ
N S

N
N

Fig. 6.11: Supresion del apoyo intermedio en una viga continua de dos vanos

Como la viga sobre dos apoyos simples es un sistema isostdtico, en una viga de
mds de un tramo cada apoyo intermedio introduce un vinculo superabundante y, en
general, una viga continua sobre n apoyos constituye un sistema n —2 veces hiperestéati-
co. Por tanto, en la resolucién de una viga continua pueden tomarse como incégnitas
hiperestéticas las reacciones de los apoyos intermedios.

Este método es recomendable en el caso de una viga continua sobre tres apoyos y, de
hecho, fue ya utilizado por Navier para resolver este tipo de vigas. Consideremos, por
ejemplo, la viga continua de dos vanos de la Figura 6.11. Siguiendo el procedimiento
general de resolucién de estructuras hiperestdticas por el método de compatibilidad,
se elimina el apoyo superabundante B y se sustituye por la correspondiente reaccién
hiperestatica Rp, con lo que se obtiene la viga AC biapoyada e isostédtica (estructura
isostdtica base). La condicién cinemética de compatibilidad que debe cumplirse para
que la estructura isostética base se deforme de manera idéntica a la estructura original
es que el movimiento vertical del apoyo B sea nulo:

UB ZQ}B(Pl,Pg)—i-’UB(RB) =0 (6.9)

Esta ecuacién permite hallar el valor de la incégnita hiperestdtica Rp y, por tanto,
resolver el problema.

Este método puede extenderse a vigas continuas sustentadas sobre méds de tres
apoyos, pero conduce a sistemas de ecuaciones en los que cada una de las ecuaciones
vy = 0(I = 1,...,n — 2) contiene todas las incégnitas Ry (I = 1,....,n — 2). Tales
sistemas “llenos” de ecuaciones son de resolucién extremadamente laboriosa.
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Fig. 6.12: Condicion de continuidad de giros en un apoyo intermedio

Ecuaciéon de los tres momentos

Una alternativa al método anterior para resolver vigas continuas es eliminar los enlaces
entre los diversos tramos y elegir como incégnitas hiperestdticas los momentos flectores
sobre los apoyos intermedios. Como se muestra en la Figura 6.12, esto equivale a
suprimir la continuidad de los tramos y considerar la viga como una sucesién de vigas
biapoyadas isostédticas que interaccionan entre si a través de momentos de extremidad,
de valor desconocido a priori.

Sea una viga continua de n+2 apoyos, con grado de hiperestatismo n, ya que tiene n
apoyos intermedios. Consideremos tres apoyos consecutivos, a los que denominaremos
I, J y K; consideremos también los dos vanos contiguos que los unen: el IJ, a la
izquierda del apoyo J, y el JK, a la derecha del apoyo J (Figura 6.12a). Aislando cada
tramo y teniendo en cuenta los momentos hiperestdticos que actian en sus extremos, se
tiene el esquema estructural isostdtico de la Figura 6.12b. Las ecuaciones que conducen
a la determinacién de los momentos hiperestaticos incégnita My (J = 1,...,n), sobre
los apoyos intermedios, son las correspondientes condiciones de giro relativo nulo a
uno y otro lado del apoyo J, es decir, de igualdad de giros en los extremos de vanos
consecutivos:

¢f=0 = by=¢;k J=1..n (6.10)

donde qbf]el es el giro relativo a uno y otro lado del apoyo J y ¢;; v ¢ representan los
giros del apoyo J en los tramos I.J y JK. Nétese que se puede plantear una ecuacién
de compatibilidad de giros como la anterior en cada apoyo intermedio, es decir, que se
pueden plantear tantas ecuaciones como incégnitas hiperestdticas tiene el problema.
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Con esta eleccién de incégnitas hiperestdticas, el problema de la viga continua se
reduce al estudio de una serie de vigas simplemente apoyadas solicitadas por las cargas
directas y por los momentos de extremidad. Si se adoptan como positivos los momentos
de extremidad que traccionan las fibras inferiores de las piezas y los giros antihorarios y
se supone la inercia constante en cada tramo, se tienen las siguientes expresiones para
los giros a la izquierda y a la derecha del apoyo J, respectivamente:

My My
= 6.11
b1 +6KIJ+3KJ+¢JI (6.11a)
My My
QK T 3R,k 6Ky 0K (6:11b)

donde los giros ¢9; v ¢%x son los giros del apoyo J de los tramos IJ y JK debidos a
las cargas directamente aplicadas sobre ellos. Las rigideces K1y = (EI/l);; v Kjx =
(EI/1);f corresponden a los vanos I.J y JK, respectivamente.

Sustituyendo ahora en la Ec. (6.10), y operando, se tiene la férmula de los tres
momentos o de Clapeyron:

1 1
e M4+ — = M+ —Mr = 6(¢%—0°
K” I+ |:KIJ+KJK:| J+ KJ K (69K —991)

(6.12)

Los coeficientes 1/K1; y 1/K jx representan la flexibilidad a flexién de los vanos.
Si la rigidez a flexién K = EI/l es constante, se tiene la siguiente expresion:

Mp+4Mjy+ Mg = 6K (¢3K—¢31) (6.13)

Como puede observarse en las ecuaciones (6.12) y (6.13), con este método cada
ecuacion sélo relaciona tres incégnitas hiperestédticas consecutivas, con lo que el sistema
de ecuaciones resultante es tridiagonal y diagonalmente dominante, es decir, de fécil
solucién. Esta circunstancia es la motivacién principal del procedimiento, ideado por
los ingenieros franceses Bertot (1855) y Clapeyron (1857).

Una vez determinados los momentos flectores en los apoyos (incégnitas hiperestéti-
cas del problema), el anélisis de la viga continua se reduce al estudio de una serie de
vigas simplemente apoyadas, solicitadas por las cargas directas y los momentos de ex-
tremidad. De esta forma pueden determinarse las reacciones para cada una de las vigas
simplemente apoyadas. Asi, por ejemplo, la reaccién en el apoyo J puede calcularse
a partir de las contribuciones correspondientes a los tramos [J y JK (Figura 6.13), o
sea:

R;y=Ryr+ Rk (6.14)



206 CAPITULO 6. EL METODO DE FLEXIBILIDAD

ﬁ
—
| ——
|
—
~
BN

®
®

%
RJI1 fRJK
MI( I ‘ J )MJ J( J K )MK
7 @ é//? 7 @ 7
S 1Y S S
1J JK

Fig. 6.13: Determinacion de la reaccion en un apoyo intermedio

donde R;; v Rjk son las reacciones en el apoyo J en los tramos IJ y JK, respectiva-
mente. Ademds:

M[—MJ MK_MJ

Ry = Ry, + ; Rjkx = Ry + (6.15)

lry lik

siendo R%; y R9j las reacciones isostdticas en el apoyo J debidas a las cargas directas
de los tramos IJ y JK, respectivamente. Por tanto, la reaccién total del apoyo J es:

M]—MJ—"_MK—MJ

lry lix

(6.16)

Ejemplo 6.4.1

Calcular los momentos flectores en los apoyos de la viga de la Figura 6.14, aplicando la
ecuacion de los tres momentos y teniendo en cuenta que la rigidez a flexiéon K = EI/]
es constante. Datos: [ =4m; F' = 20kN; p = 30kN/m; M = 120 kN-m.

Tomando los tres primeros apoyos consecutivos (A, B y C'), la ecuacién de los tres
momentos puede escribirse:

Ma+4Mp + Mc = 6K (950 — ¢54)
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i z :
Z

Fig. 6.14: Viga continua del Ejemplo 6.4.1

donde ¢%4 v ¢ son los giros del apoyo B de los tramos AB y BC, respectivamente,
debidos a las cargas directamente aplicadas y considerando que dichos tramos estdn
simplemente apoyados.

En la expresién anterior, el momento flector en el apoyo A (My) es nulo y los giros
®Ba Y B, positivos si son antihorarios, son iguales a (Figura 6.15):

Fl pl?
o _ o —
Sustituyendo, se obtiene:
pl? Fl
AMp+ M¢e = 6K|——————

B+ Mo 0 < 24K 16K

pl>  3FI
= —=—— — = —150kN-

1 3 50 m

De igual manera, aplicando la ecuacién de los tres momentos para los tres apoyos
consecutivos siguientes (B,C y D), se obtiene:

Mp +4Mc + Mp = 6K (¢¢p — ¢¢p)

En la expresién anterior, el momento flector en el apoyo D, (Mp) es nulo y los giros

$ép Y ¢&p son iguales a:

2
o _ pl o — M
p
F M
A ‘ B B fc M
M M 7 0 7
(I)BA d)BC (I)CB ¢CD

Fig. 6.15: Resolucidon de la viga del Ejemplo 6.4.1
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MB/zf
fMC/l Mc/z;

Fig. 6.16: Cadlculo de las reacciones del Ejemplo 6.4.1

75

PO A0 |0

A % 7% D
Z
OE - YN
| MOMENTOS FLECTORES |
60
37,5
2,5 {04 M tof
A - — D
R C
iy
> 7
60
|ESFUERZOS CORTANTES)|

| DEFORMADA A ESTIMA |

Fig. 6.17: Leyes de esfuerzos y deformada del Ejemplo 6.4.1
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Sustituyendo se obtiene:

M 2
Mp+4Mos = GK(——pl>

24K 24K
M p12
= = _ % _ _150kN-
1 1 50 m

Resolviendo el sistema de ecuaciones resultante, se obtienen los valores de los mo-
mentos flectores en los apoyos B y C'

Mp = Mg = —30kN.m

Una vez calculados los momentos de extremo de barra, las reacciones en los apoyos se
calculan segin el esquema de la Figura 6.16:

Ra = RAB:§+$=2,51<N (1)

Ry = ReatRpc=g —~2+2 P20 — o 5iv ()
Re = RCB+RCD:%Z+?—$+¥—?:97,5I<N 1)
Rp = Rpe=-LiMe_ g 5n ()

l l

En la Figura 6.17 se muestran las leyes de esfuerzos de la viga estudiada y su deformada
a estima.

Extremos empotrados

Si uno o ambos extremos de la viga continua estdn empotrados, se tienen como incég-
nitas hiperestdticas adicionales los momentos en los empotramientos existentes.

Asi, por ejemplo, en la viga de la Figura 6.18, en la que los extremos izquierdo A
y derecho Z estdn empotrados, las incégnitas adicionales son los momentos de empo-
tramiento M4 y M.

Las necesarias ecuaciones adicionales se obtienen al imponer las condiciones cine-
madticas que expresan que los giros en los empotramientos son nulos; estas condiciones
puede expresarse en la formas:

My Mpg

A 3Kap 6Kan +0%p (6.17)
My My

¢y = 0 = 6Ky, +3KYZ +¢%y =0 (6.18)
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Fig. 6.18: Viga con extremos empotrados

de donde se obtienen las respectivas ecuaciones:

2Ma+ Mp = 6Kapdyp (6.19)
My +2M,; = —6Kyz¢%y (6.20)

Ejemplo 6.4.2

Calcular los momentos flectores en los apoyos de la viga de la Figura 6.19, aplicando la
ecuacion de los tres momentos y teniendo en cuenta que la rigidez a flexiéon K = EI/]
es constante. Datos: [ =4m; F' = 20kN; p = 30kN/m; M = 120 kN-m.

77

Fig. 6.19: Viga continua del Ejemplo 6.4.2

Aplicando la ecuacién de los tres momentos en los apoyos B y C (ver Ejemplo
6.4.1), se obtienen las ecuaciones:
Fi ) pl?>  3FI

pl®
My +4Mp + Mo = 6K (-2~ ) = -2 20— _450kN.
a+4Mp + Mg =6 (24K 16K 18 PO kN-m
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M pl? M pl?
Mp +4Mc + Mp = 6K <_%K_24K> = —— —— = —150kN-m

Por otra parte, la condicién de giro nulo en el empotramientos A resulta en:

Fl

OMa+ Mp = 6K¢%p = 6K [ ———
A+ Mp =6K¢%p 6(16[(

> = —30 kN'm

Ansdlogamente, en el empotramiento D, la condicién de giro nulo es:

o M
Resolviendo el sistema de ecuaciones resultante, se obtienen los valores de los mo-

mentos flectores en los apoyos A, B, C'y D:

My =-1,33 kN-m Mo = —39,33kN-m
Mp = —27,33kN-m Mp = 34,67kN-m
62,33

g__dto _A¢ I,
HIG %% (}) O

34,67
| MOMENTOS FLECTORES | 57,7
57 48,5
i
= n
SLER Bl L1 N\
YA 7 C D
650f
7
| ESFUERZOS CORTANTES|
WP Sy c D
N T ar
PI PI % PT > 7 pI
7 7
| DEFORMADA A ESTIMA |

Fig. 6.20: Leyes de esfuerzos y deformada del Ejemplo 6.4.2
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Una vez calculados los momentos de extremo de barra, se calculan las reacciones:

RA = Run = 3,5kN (7) Rc =Rep+ Rep = 111,5kN (7)
Rp = Rpa+ Rpc = 73,5kN (T) Rp = Rpc = —48,5kN (l)

En la Figura 6.20 se muestran las leyes de esfuerzos de la viga estudiada y su deformada

a estima.

Descenso de apoyos

Consideremos ahora la eventualidad de que los n + 2 apoyos de una viga continua
puedan sufrir descensos de valor conocido. ILlamemos v; al descenso (considerado
positivo descendente) que experimenta un apoyo genérico J; los tramos contiguos a
dicho apoyo estén sujetos a giros de sélido rigido de valor (Figura 6.21):

vy — U1 VK —VJ
lry lix
donde las longitudes l7; y | i son las longitudes de los vanos IJ y J K, respectivamente.

; $JK = - (6-21)

$JI: -

Las expresiones (6.11a) y (6.11b), que permiten obtener los giros a la izquierda y la

derecha del apoyo J, deben modificarse para tener en cuenta esta componente adicional.

Se tiene:
M, M, _
Sy =t Ko T3k, T o1 + b1 (6.22a)
Mjy My —
¢k = —3 K 6K P+ ik (6.22b)

Introduciendo estos términos adicionales, la ecuacién de los tres momentos (6.12) queda
de la forma:

1 1 1 1
MlKilJ +2M; |:I(IJ+K,JK] + MKTJK = (6.23)
=6 [(09x — 991) + Py — D7)
I J K
le @ @ Zrv](

Vy
b £ b

Fig. 6.21: Descenso de apoyos intermedios de una viga continua
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donde el ultimo término del segundo miembro es el correspondiente a los descensos de
los apoyos.

Ejemplo 6.4.3

La viga continua de tres vanos de luz [ de la Figura 6.22 se apoya sobre una viga de
longitud 2a. La rigidez a flexién de ambas vigas es constante e igual a EI. Calcular las
leyes de esfuerzos, en funcién del pardmetro de flexibilidad o = (2a/1)3, en los casos:
(a) @ =0 (apoyo rigido) y (b) a =1 (2a = ).

Fig. 6.22: Viga continua del Ejemplo 6.4.3

A efectos de resolucién, se adopta el esquema estructural de viga continua con un
apoyo eldstico de la Figura 6.23a. La constante eldstica k del apoyo B se determina
resolviendo la viga biapoyada de longitud 2a (Figura 6.23b), con lo que se tiene:

3
p R
Bl 1111111 1c D ‘B

N

7 7

— §>O>

!

o
o

/ / /

Fig. 6.23: Resolucion del Ejemplo 6.4.3
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Sabiendo que M4 = Mp = 0 y haciendo K = EI/I, se pueden plantear las ecua-
ciones de compatibilidad de giros en los apoyos B y C' que resuelven el problema. Asi:

AMp+ Mg = 6K [(¢Bc — ¢Ba) + (dpc — dpa)]
Mp+4Mg = 6K [(¢¢p — 6&p) + (¢cp — ¢cB)]

Los giros debidos a la carga uniforme son:

¢pa = 0 i dBo = —2]35(
otn = 42 o = 0

y los debidos a los descensos del apoyo B son:
bpa = —UTB ; bpc = + UTB
bcp = +UTB ; bcp = 0

Ahora es necesario expresar vp en funcién de los momentos incégnitas Mp y M. Para
ello hay que obtener la reaccién Rp:

Mp  Mc—Mp  pl Mo—2Mp  pl
B e AL

Rp = Rpa+ Rpc = —

y entonces, teniendo en cuenta que o = (2a/l)3, se tiene:

v Rp 1| Mc—2Mg pl a’ 1 pl?] «
i e e DLV ) Vi i
I Ik z[ ! T2 \6ET) T 6K | BY SR

Sustituyendo en las ecuaciones de compatibilidad, se tiene:

pl? « pl?
AMp+ Mo = 6K |—2— + (Mo —2Mp + 2
st Mo =0 [24K+24K< o 2Bt
Mp+aMe = 65 |- 25— % (o + P
b - 4K 24K \"¢ BT
Reagrupando términos, el sistema queda:
« « 1 «o
4(1 —)M (1——)M - —7(1—7 2
tg)MB Tt 1) ¢ 4 2) b (2)
o «o 1 o
1——)M 4(1 —)M - —7<1 7) 2 b
( g) Mt altgg) Me Utg)e (b)

donde se ve la influencia de la rigidez del apoyo B. Asf:
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(a) para @ = 0 se recupera la solucién correspondiente al apoyo B rigido, esto es

1

Mp = Mg = ——pl?
B c 2017
y reacciones:
Mp 1
Ry = Rap = - = _27Opl (1)
M 1 Me— M 11
Rp = Rpa+Rpc = ——2+-pl+———L = +-pl (1)
l 2 l 20
Rc = Rp
Rp = Ry

(b) para a =1 (2a =) el sistema de ecuaciones queda:

9 3 1

M “Me = —=pl?
7 B+ Ve 8]9
3 33 5
Mg+ Mo = —— pl?
g+ g Mo 167
con solucién: 1 .
Mp = —— pl? : Mo = ——pl?
B 64p 3 C 96p
a) o2 L2 b) 1 2
20 P4 “30 P! 96 P!
\ T 2

AL N e b
e Béi\‘@)/ é % % éf L

| MOMENTOS FLECTORES |
—p!
40 P +0, 084 pl?

l / ﬁ [
2P0 oy L 192 P04y 7
2op ot 96 P

Df ‘ C Déé
zopl é w?é é/ﬂ é/ ‘\DKH 7107 7

192

| ESFUERZOS CORTANTES |

Fig. 6.24: Leyes de esfuerzos del Ejemplo 6.4.3: (a) para a« =0 (b) para o =1
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y reacciones:
Mpg 1
Ry = Rap = =2 = ——pl
A AB i 61? (1)
M 1 Mo — M 11
Rp = Rpa+ Rpc = —TB+§pl+% = ﬂpl (1)
- B 1 Mo — Mp Mo - 121
Rc = Rep+ Rep = 2]91— ] ~ = 2P (1)
Mg 7
= = — = —— l
Rp Rpc ; 96 P (1)

Las leyes de esfuerzos de uno y otro caso se muestran en las Figuras 6.24a y 6.24b.

6.5 Porticos

Se llama pdrtico o estructura porticada a las estructuras reticuladas de plano medio

formadas a base de soportes y dinteles. Cuando las piezas de estas estructuras forman

células cerradas se les llama marcos.

En la Figura 6.25 se muestran algunos ejemplos de estructuras de esta tipologia,

habitual en ingenierfa civil y edificacién. El puente o pasarela de la Figura 6.25a es un

pértico simple, mientras que la estructura de la Figura 6.25b es un pértico doble a dos

a)

b)

ERER

RERER

ERR

%

d)

iz

»

Fig. 6.25: Estructuras porticadas

iz
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aguas. En la Figura 6.25c¢ se muestra una tipica estructura de edificaciéon de dos pisos;
por tdltimo, la Figura 6.25d muestra un marco biapoyado de dos células.

Por razones de simetria respecto a su plano medio, las piezas que forman estas
estructuras trabajan a flexién compuesta recta, esto es, estdn sometidas a momentos
flectores de eje perpendicular al plano medio y a esfuerzos cortantes y axiles contenidos
en dicho plano. Esto, unido al hecho de que los nudos de las estructuras reticuladas
sean rigidos, hace que los pérticos y marcos sean, generalmente, estructuras con alto
grado de indeterminacién estdtica. De hecho, el pértico (o arco) triarticulado es la
dnica tipologia de pdrtico isostdtico existente.

Asi, por ejemplo, para cargas arbitrarias, las estructuras de la Figura 6.25 son, res-
pectivamente, 5, 6, 6 y 7 veces hiperestaticas. Esto hace que el método de flexibilidad
sea poco prictico a la hora de resolver pérticos y marcos en la préactica. Sin embargo,
a menudo, las estructuras presentan geometrias simétricas, lo que permite reducir no-
tablemente el grado de hiperestatismo y resolverlas por este método (ver Seccién 2.6 del
Capitulo 2). Asi, en la Figura 6.26 se muestran las simplificaciones pertinentes para las
estructuras de la Figura 6.25, que resultan en problemas 3, 3, 2 y 4 veces hiperestaticos,
respectivamente.

: D T

REENEN

Fig. 6.26: Estructuras porticadas con cargas simétricas y antisimétricas
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En lo que sigue se muestran ejemplos ilustrativos de la resolucién de pérticos hiper-
estdticos por el método de flexibilidad. Es importante observar que, en todos ellos, la
liberacion de apoyos y enlaces superabundantes para construir la estructura isostdtica
base no es tnica y, por lo tanto, el procedimiento de solucién elegido no es sino uno par-
ticular de entre varios posibles. Las soluciones obtenidas, sin embargo, son tnicas para
los problemas planteados. Como es habitual en la resolucién de estructuras reticuladas,
se desprecia la deformacién por axil y cortante frente a la de flexidn.

Ejemplo 6.5.1

Resolver el pértico de la Figura 6.27a bajo carga uniforme en el dintel. La rigidez a
flexiéon ET es idéntica para todas las barras.

p
R P b
C C

a) b) P

2a +

——
-—
-—

-

a 2a a

Fig. 6.27: (a) Pdrtico simple del Ejemplo 6.5.1 (b) estructura isostdtica base

Por condiciones de simetria de geometria y carga, el cortante en el eje de simetria
debe ser nulo. Por tanto, la estructura es una vez hiperestdtica y se puede eligir como
incégnita hiperestatica la fuerza horizontal H en la rétula C' del centro del dintel. La
correspondiente condicién de compatibilidad es, por simetria, movimiento horizontal
nulo en el punto C. Las leyes de momento flector en las barras AB y BC son:

—pa(§a—X) +H(2a-Y) AB
M= 2
—g(Za — X)? BC

donde se han tomado los ejes (X,Y) de la Figura 6.28a y se consideran positivos los
flectores que traccionan las fibras interiores del pértico.
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a) P ¢ b) P
. H
[ —T¢ A b C
Y S
.‘L_AAOL ~ VAA
L M
a a MA\~/ A

Fig. 6.28: Resolucion del pdrtico del Ejemplo 6.5.1

La derivada de la ley de momento flector respecto a H es:
oM (2a —Y) (AB)
OH 0 (BC)

Utilizando el segundo Teorema de Castigliano, la condicién de movimiento horizon-
tal nulo en C' se puede escribir:

_ 1/AB [—pa(?);—X) —I—H(Qa—Y)] (2a — Y)ds+

+% /BC [—g(za - X)Q] (0)ds

X=a
= / [pa( — 3a® + 5aX — 2X?%)+

X=0
dX
+4H(a® — 2aX + X?)]
cos o
donde se ha tomado Y = 2X,ds = dX/ cosa en la barra AB.
Integrando y resolviendo la ecuacién resultante, se tiene:
7
H=<
g
Ahora se pueden calcular las reacciones isostdticas en A (ver Figura 6.28b):
1 7
]\4,4211)a2 Va4 =pa HA:H:§pa
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A, | A |

pa 0,875
0.50p2 N0 | T am
N _rB —L L]

Ss )
\
R
3 | %
. |
A
7 @ 5 7 | 7
0,250 pa’

[ FLECTORES | [ DEFORMADA |

Fig. 6.29: Leyes de esfuerzos y deformada del Ejemplo 6.5.1

y se pueden dibujar las leyes de esfuerzos y la deformada a estima (Figura 6.29).

Ejemplo 6.5.2

Resolver la estructura de dos pisos de la Figura 6.30a para las cargas en ella indicadas.

a) b)
C C 0,1 F 0,lF ER F/2
0,6 F 21 04F
[ I a
B 31 B' 02F 02F F F
12F 08F
I (L 2 +
A A
7 /2 77 7 7 7
l 5 l SIMETRICO ANTISIMETRICO
a

Fig. 6.30: (a) Estructura del Ejemplo 6.5.2 (b) descomposicion del estado de carga
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a) b)
C C' C C
0,1F 21 0,1F 0,1 F 0,1 F
I |
B 31 B' B Bv
052 F 0’2 F 052 F (SélO aXﬂ) 072 F
I I
A A'
7 7
SIMETRICO

Fig. 6.31: (a) Estado simétrico de carga (b) solucion

La estructura es geométricamente simétrica y para su estudio descomponemos la
carga en suma de dos estados, uno simétrico y el otro antisimétrico, tal como se muestra
en la Figura 6.30b.

El caso de carga simétrica (Figura 6.31) admite, despreciando la deformacién por
axil, una solucién de sélo axiles de compresién en las barras horizontales de obtencién
inmediata.

Por tanto, sélo resta resolver media estructura correspondiente al estado antisimétri-
co (Figura 6.32). La estructura es dos veces hiperestética y se eligen como incégnitas
hiperestaticas las reacciones Ry; y Ry (Figura 6.32b). Las correspondientes condiciones
cinemadticas son de movimiento vertical nulo en sus respectivos puntos de aplicacién,
vy =0, vy =0.

Las leyes de momento flector en las barras AB, BC, CM y BN son:

p

RMa—i-RNa—F(a—Y)—g(Za—Y) (AB)
M= Buma— g (2a—-Y) (BC)
Ryr(a— X) (CM)
Ry(a - X) (BN)

donde se han tomado los ejes (X,Y) de la Figura 6.32b y se consideran positivos los
flectores que traccionan las fibras interiores del pértico.



222 CAPITULO 6. EL METODO DE FLEXIBILIDAD

a) b)
C C C M
F2 21 F2 F/2 21
RM
I I I
B 31 B' B 31 N n =0
F F F vy =0
I I I Ry
Y
A A A
4 4 %%j;
ANTISIMETRICO

Fig. 6.32: (a) Estado antisimétrico de carga (b) estructura isostdtica base

Las derivadas de las leyes de momentos respecto a Ry; y Ry son:

a (AB) a (AB)
aiM_ a (BC) 87M B 0 (BC)
ORu | (a-X) (CM) ORN | 0 (CM)

0 (BN) a—X) (BN)

Utilizando el segundo Teorema de Castigliano, la condicién de compatibilidad de

desplazamiento vertical nulo en M se puede escribir:

v = 0—78(] = %LM ds
Mo YT B8Ry ) EIORy
= 1/Y=a Rya+ R a—F(a—Y)—E(Qa—Y) adY +
T El )y, M N 2
1 Y=2a F
+EI/Y:a |:RMCL—2(2CL—Y):|adY+

1 X=a
+2EI/X0 Rur(a— X)(a— X) dX

que resulta en la ecuacién:

1
F?)RM + Ry = gF (a2)



6.5. PORTICOS 223

. OB D) e
= 0859 Fa| /e T
— ) a
Sro S
S O11Us
/( /{0,655 Fa
gy -
~ O g P8
=) )
7 7
0,845 Fa
0,5F EEEEEEEEEEEE 05F  pr———————— 0,291 F
— 0.29¢ F — — 0,291 F
— ] ot vy, | — | |
sH ™ — 0 :%] :%
LSFE [ — — 15F EnEenEsnnnnnas B
*D* | 1,15 F | * |
— = — L 11 — 5 — — L — — L —
— o 089F = - E:] - .-
CORTANTES AXILES
% w7 i 7 LI
Fig. 6.33: Leyes de esfuerzos y deformada del Ejemplo 6.5.2
La segunda condicién de compatibilidad es:
vy = 0= 78(] = %LM ds
N = "7 9RrRy | EIdRy
1Y F
- / Rura+ Rya—F(a—Y) - 2 (2a—Y)|ady +
El Jy—9 2
1 X=a
— R —X)(a—X)dX
bopr [ Bv@-X)@-X)
que resulta en la ecuacién:
10 5
Ry + KRN = ZF (b2)

Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones (a2) y (b2) se obtiene:
Ry =0,296 F Ry =0,89 F

La deformada a estima y las leyes de esfuerzos de la estructura pueden verse en las
Figuras 6.33a-6.33d.
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7 El Método de Rigidez

7.1 Introduccioén

Los primeros métodos de resolucién de estructuras hiperestdticas se desarrollaron du-
rante el siglo XIX y se aplicaron a las tipologias estructurales propias de la época:
puentes metélicos de barras articuladas, arcos y vigas continuas. El reducido grado de
hiperestatismo de estas estructuras hace que su resolucién por el método de flexibilidad
sea factible, incluso con los limitados medios de calculo disponibles entonces.

Con el siglo XX llega el uso del hormigén armado como material de construccién
habitual. En las estructuras de barras construidas en hormigén armado los nudos se
consideran rigidos y, por lo tanto, las piezas trabajan fundamentalmente a flexiéon. En
las estructuras porticadas, el grado de hiperestatismo crece notablemente y el uso del
método de compatibilidad resulta poco practico.

En 1914, Axel Bendixen presenta en Berlin el “método de pendientes y flechas”
para la resolucién de pdrticos, la primera formalizacién del método de rigidez. En
1922, K. A. Caligev presenta un método de rigidez de resolucién de pérticos en el que
se calculan los momentos flectores de los extremos de las barras por aproximaciones
sucesivas, resolviendo “una sola ecuaciéon cada vez”. En 1932, Hardy Cross publica
en la revista de la American Society of Civil Engineers (ASCE) otra versién de este
método “iterativo” al que llama “método de distribucién de momentos”, en el que se
resuelve la estructura nudo a nudo. El método de Cross fue muy popular en América
y Europa, ya que permitia el cdlculo manual de pérticos de forma sistemética.

Con la generalizacién a finales del siglo XX de los ordenadores digitales, estos méto-
dos quedaron obsoletos. En la actualidad, el método directo de rigidez, formulado para
su aplicaciéon automética en programas de ordenador, constituye la forma préctica de
calcular estructuras, tanto de barras como de otras tipologias. Se muestra en este
Capitulo la aplicacién del método de rigidez a la resolucién de estructuras articuladas
y reticuladas planas.
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7.2 El Método de Rigidez

El método de rigidez es un método general de andlisis de estructuras, que puede apli-
carse para resolver tanto estructuras isostdaticas como hiperestaticas.

El método consiste en identificar el nimero de movimientos incégnita que deter-
minan la deformacién de la estructura, satisfaciendo a priori las condiciones de com-
patibilidad de movimientos en los nudos de la estructura. El nimero de incégnitas
del problema es, pues, igual al grado de indeterminacién cinemdtica del problema. En
principio, el niimero de éstas es:

k=gl -nn—ca (7.1)

donde gl es el nimero de grados de libertad a considerar por nudo, nn es el nimero
de nudos de la estructura y ca es el nimero de grados de libertad prescritos por las
condiciones de apoyo. Consideraciones adicionales, tales como la inextensibilidad de
las barras en las estructuras reticuladas, pueden reducir el niimero de incégnitas.

El hecho de elegir estas incégnitas implica liberar, en principio, ciertas condiciones
de equilibrio que deben satisfacerse en los nudos de la estructura original. Por otro
lado, satisfaciendo las condiciones de compatibilidad en las piezas individuales, éstas
estdn cinemaéticamente determinadas; por tanto, se pueden calcular, en funcién de las
incégnitas cinemdticas, los esfuerzos que actian sobre las barras y, en particular, los
valores de éstos en los extremos de las piezas. Entonces, se pueden imponer a posteriori
las condiciones de equilibrio en los nudos en que concurren diferentes barras y en los
apoyos. El problema se resuelve imponiendo las condiciones de equilibrio en los nudos
esto proporciona gl - nn ecuaciones, de las que se obtienen los k movimientos incégnita
y la ca reacciones desconocidas (gl - nn =k+ca).

Este esquema de resolucion se muestra en la Figura 7.1. Como se observa, el proceso
secuencial consiste en, a partir de la geometria de la estructura y de la definicién de las
acciones:

1. identificar el nimero minimo de movimientos incégnita que determinan la defor-
macién de la estructura, a base de considerar las correspondientes condiciones de
compatibilidad en los nudos,

2. resolver las piezas individuales, en funcién de las incégnitas cineméticas, a base
de satisfacer las condiciones de compatibilidad en las piezas,

3. determinar las incégnitas cineméticas, a base de imponer las necesarias condi-
ciones de equilibrio en los nudos,



227

7.2. EL METODO DE RIGIDEZ

4. determinar los movimientos, esfuerzos y reacciones en la estructura.

Tradicionalmente, el procedimiento descrito recibe el nombre de método de los
movimientos (por la naturaleza de las incégnitas seleccionadas) o método de equilibrio
(por las ecuaciones que se plantean y resuelven). Sin embargo, sefialamos de nuevo que
todos los métodos de andlisis de estructuras satisfacen tanto las condiciones de com-
patibilidad como las de equilibrio, y que, para hacerlo, trabajan tanto con las fuerzas
(v esfuerzos) como con los movimientos (y deformaciones). En este libro, llamaremos
al procedimiento descrito método de rigidez, ya que los coeficientes que aparecen en su
planteamiento son de rigidez, y porque la forma actual de plantearlo se llama método
directo de rigidez (Capitulos 8 y 9).

Dado que hay que plantear y resolver tantas ecuaciones de equilibrio como incégni-
tas cinemdticas hay en el problema, este método es idéneo para estructuras con bajo
grado de traslacionalidad. De hecho, existen diferentes versiones simplificadas para
resolver estructuras intraslacionales. Su principal ventaja consiste en que la forma de
seleccionar las incégnitas cinemdticas de un problema dado es tnica y esto permite un
planteamiento sistemético del método. Esto lo hace particularmente adecuado para el
cédlculo de estructuras por ordenador.

GEOMETRIA
Y
ACCIONES
EQUILIBRIO SELECCION |COMPATIBILIDAD
REACCIONES INCOGNITAS MOVIMIENTOS
A POSTERIORI | CINEMATICAS A PRIORI
EQUILIBRIO COMPATIBILIDAD

ECUACIONES CONSTITUTIVAS DEFORMACION

ESFUERZOS K] DE
LAS PIEZAS

Fig. 7.1: Resolucion de estructuras por el método de rigidez
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7.3 Estructuras articuladas planas

Consideremos una estructura articulada plana como la de la Figura 7.2a. Por simpli-
cidad, supondremos que soporta cargas sélo en los nudos. Una barra genérica de la
estructura, tal como la AB, puede considerarse aisladamente (Figura 7.2b). Los tinicos
esfuerzos que se transmiten en los extremos de la barra son los axiles Fla y Fg, iguales
y opuestos. Los movimientos que dichos esfuerzos producen dichos extremos son los
desplazamientos u4 v up, medidos en la direccién de la barra, eje x.

En la Seccién 3.6 del Capitulo 3 se han obtenido las ecuaciones eldsticas de una
pieza recta como la AB, que permiten expresar los axiles Fy y Fp de la forma:

EA

Fy = T (UA - UB)
o (7.2)
Fp = —T (UA - UB)

donde F'A/l es la rigidez axial de la pieza.

Por tanto, las ecuaciones eldsticas de las piezas de la estructura se pueden escribir en
funcién de las incégnitas cinemadticas del problema. En estructuras articuladas planas
el nimero de grados de libertad por nudo es gl = 2, dos desplazamientos en el plano de
la estructura. Asi, la estructura de la Figura 7.2a tiene, en principio, k= 2-7—2-2 =10
incégnitas cinemdticas.

El problema se resuelve imponiendo las condiciones de equilibrio de fuerzas en los
nudos, lo que proporciona 2 - 7 ecuaciones, de las que se obtienen los 10 movimientos
libres incégnita y las 4 reacciones incégnita en los apoyos (2 -7 = 10 4 4).

a) b)

~ | \
3 - \ O
A
= \
2 % S» A
»

Fig. 7.2: (a) Estructura articulada (b) barra aislada
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Ejemplo 7.3.1

La estructura de la Figura 7.3a estd formada por cinco barras articuladas del mismo
material e idéntica seccién. Para las cargas verticales P que se indican, determinar los
axiles actuantes en cada barra y las reacciones en los apoyos.

Datos: [ =8 m, A =10 cm?, P = 100kN y E = 200 GPa.

b) . NG P)D
2 NG Pl O ©) ©) &
/ % 4
)
Y A

A

vs)

7

N

Fig. 7.3: Estructura del Ejemplo 7.3.1

En la Figura 7.3b se muestra la numeracion elegida para las barras. Por simetria de
la estructura y de la carga, los movimientos de los nudos C'y D deben ser simétricos,
por esta razon el grado de indeterminacién cinemética de la estructura se reduce a 2. Se
consideran como incégnitas los movimientos del nudo C: el desplazamiento horizontal
uc (positivo hacia la izquierda) y el vertical ve (positivo hacia abajo).

Los alargamientos de las barras expresados en funcién de los movimientos del nudo
C (ver Seccién 3.5) son:

V2

01 = —vo d2 = 2uc 03 = - (uc —ve)
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Las alargamientos de las barras 1’ y 3’ son simétricos a los correspondientes a la barras

1y 3, respectivamente.
Los axiles de las barras en funcién de los movimientos incégnitas, es decir, las

ecuaciones eldsticas de las barras, son:

EA
Nl = T51 = —k'UC
EA
N2 = T52 = —k:uc
1 FA k
Ny = ———03 = - (uc —vc)

2

donde k = E A/l es la rigidez de la barra a axil. Por simetria, Ny = N1 y N3 = N3.

Por equilibrio de fuerzas en el nudo C se tiene:

V2

2
N2+7N3 = 0

2
N1+\2[N3 =—-P

Sustituyendo los valores de los axiles en funcién de los movimientos incégnita, se

tiene:
2 2
V2, V2 .
4 4 uc
k =
2 2
(T lel L

Resolviendo, se obtiene:

P
ue = 0,155 (<)

P
v = 10,7689 (1)

Conocidos los movimientos de la estructura, los axiles pueden calcularse en funcién de

los mismos:
Ny = —-0,769 P

Ny = 0,231 P
Ny = —0,327P
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Las reacciones son:

5
Hy= {Ng, —0,231P (=)

Va=-— <N1 + ?Ny) =P (1)

En la Figura 7.3c se muestra la deformada de la estructura.

Ejemplo 7.3.2

La gria de la Figura 7.4a estd formada por barras del mismo material y diferente
seccién. Para la carga P que se indica, determinar los axiles correspondientes a cada
barra. La numeracién de las barras se muestra en la Figura 7.4b.

Datos: L =5m, P =10kN y E =200 GPa. Las secciones de las barras son:

A = V24 A3 =A As =4 A
Ay = 1,118 A Ay = 2,236 A

con A =5cm?. Las longitudes de las barras son:

i = V2L ls = L ls = 2v2L
1,118 L Iy = 2,236 L

la

La estructura es una vez hiperestédtica y el grado de indeterminacién cinemaética es
igual a cuatro. Los movimientos incégnita son los desplazamientos vertical y horizontal
de los nudos D y E.

Se consideran desplazamientos horizontales positivos hacia la derecha y desplaza-
mientos verticales positivos ascendentes.

Los alargamientos de las barras, en funcién de los movimientos incégnita (ver Sec-
cién 3.5), son:

V2

01 = 7 (UD + UD)
52 = 0, 4472 (uD + 22}[))
53 = VD

04 = 0,4472 [2 (uE — uD) + (UE — UD)]
V2

ds = - (up +vg)
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L2 L2

Fig. 7.4: Gria del Ejemplo 7.53.2

Tomando k = FA/l = 2-10* kN/m, las rigideces de las barras son:

E-\2A E- 1,118 A
k'l = W =k kQ = m =k kg =k
E-2.236 A E-4A
Ly, — 20 A - = 2k
4 2,236 L > 22 L V2
Las ecuaciones eldsticas de las barras son:
2
N1 = k& = \Q[k (up +vp)
N2 = ]{362 = 0,4472 k (uD + QUD)
N3 = ]{3(53 =k UD
N4 = k(54 = 0,4472 k [2 (uE — UD) + (’UE - ’UD>]

N5 =\/§k55 =k (UE+UE)
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Planteando el equilibrio de fuerzas horizontales y verticales en los nudos D y E, se
V2
2
N1+ 0,8944N5 + N3 — 0,4472Ny = 0
V2

0,8044N; + "N5 = 0

V2

tiene:
N1 +0,4472Ny — 0,8944N, = 0

V2
2

Sustituyendo y ordenando en forma matricial, se tiene:

3,0 2,6 —-1,6 -0,8 up 0
2,6 50 -0,8 —0,4 vp | 0 10~
-1,6 0,8 3,01 2,21 ug || 0O
0,8 —0,4 2,21 1,81 v ~10
Resolviendo, los movimientos incégnita son (Figura 7.4c):
up = 2,31-1073m (—) up = 7,86-1073m (=)
vp =-0,69-10"3m (]) vp =-9,27-103m (])

Los axiles en las barras son:

N, = 22,9kN Ny = 8,32kN
N3 = —13,8kN Ny = 22,5kN
Ns = —28,2kN

Conocidos los axiles en la barras, se pueden calcular las reacciones en los apoyos:

Hy=16,20kN («) Hg=3,73kN (<)  Hc=19,93kN (—)

Va=16,20kN (]) Vp=T7,43kN (|) Vo =33,73kN (1)

Ejemplo 7.3.3

El puente de la Figura 7.5a estd formado por barras articuladas del mismo material e
idéntica secciéon A. Para las cargas verticales P que se indican, determinar los axiles
actuantes sobre cada barra. Dada la simetria de geometria y de carga, se supone que
las secciones situadas sobre el eje de simetria no se desplazan horizontalmente.

Datos: L =6 m, A =6cm?, P =40kN y E = 200 GPa.
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Bll BV"

Fig. 7.5: Estructura del Ejemplo 7.3.3

Por simetria de geometria y carga, el grado de indeterminacién cinemadtica de la
estructura es 5. Los movimientos incégnita son los desplazamientos, horizontal y ver-
tical, de los nudos B y C y el horizontal del nudo A. Los correspondientes a los nudos
B’, C" y A’ son simétricos.

Se consideran positivos los desplazamientos horizontales hacia la derecha y los ver-
ticales ascendentes.

En la Figura 7.5b se muestra la numeracién adoptada para las barras. Dada la
simetria del problema se trabaja sélo con la mitad de la estructura, a la otra mitad le
correponden valores simétricos.

Las longitudes de las barras son:

h=l3=ly=I5=1L lp =1lg = V2L
Los alargamientos de cada barra, en funcién de los movimientos incégnitas, son:
01 =uB—ug 03 = vo —vB 05 = —2uc
V2 V2

02 = 7(UC—UA+UC) 04 = —2up o = 7(—UB—UC_UB+“C)
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Tomando k = EA/L la rigidez de las barras es:

EA V2
ki=ks=ks=ks =k ko =kg=—= —k
1 3 4 5 2 6 /oL 5
Las ecuaciones elasticas de las barras son:

N1 = k& =k (UB _UA)

2 k
Ny = \2[ ks = 5 (uc —ug +vo)
N3 = k03 = k (vo —vg)
Ny = ki, = -2k up
Ny = k5 = -2k uc

2 k
Ng = { kg = 5 (—uB—uc—vB—i-vo)

Planteando el equlibrio de fuerzas en los nudos A, B y C, se obtiene el sistema de
ecuaciones que expresado en forma matricial es:

2,707 —2,0 0 —0,707  —0,707 | [ ua 0
—2,0 6,707 0,707 0,707  —0,707 uR 0
0 0,707 2,707 0,707  —2,707 vg | =] —40 | -107%
0,707 0,707 0,707 5,414 0 e 0
| —0,707  —0,707 —2,707 0 3,414 | {ve | | 0 |

Resolviendo, se tiene:

ug =-2,79-103m (<)
up =-0,793-10"3m () vg =-11,2-103m (])
uc = 1,21-1073m (=) ve =-9,66-1073m (])

Una vez calculados los movimientos incégnita, los axiles en las barras son:

Ny = 39,96kN Ny = —56,60kN
N3 = 30,80kN Ny = 31,72kN
N5 = —48,40kN Ne = 11,23kN

Obsérvese que las barras 2, 5 y 2/ estdn comprimidas, las restantes estdn traccionadas.
En la Figura 7.5¢ se muestra la deformada de la estructura. Es obvio que:

V2

a=—y

Ny =P (1)
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7.4 Estructuras reticuladas

Consideremos una estructura reticulada de plano medio como la de la Figura 7.6a. Una
pieza genérica de la estructura, tal como la AB, puede considerarse aisladamente, ana-
diendo a las cargas que inciden directamente sobre ella los momentos en los extremos,
Map y Mpa, y las fuerzas que el resto de la estructura ejerce sobre ella a través de
los nudos (Figura 7.6b). Es evidente que, conocidos estos momentos de extremidad, se
pueden calcular las leyes de esfuerzos sobre la pieza y el problema estructural queda
resuelto.

En la Seccién 3.9 del Capitulo 3 se han obtenido las ecuaciones eldsticas de una
pieza recta unida a nudos rigidos como la AB, que permiten expresar los momentos
Map y Mpa de la forma:

2F1 6E1 —
Map = 5 (204 + ¢p) — T¢AB + Mjp
(7.3)
2FT 6E1 —

Mpa = 5 (205 + ¢4) — T¢AB + Mg,

donde E1/1 es la rigidez a flexion de la barra, ¢ 4 y ¢ son los giros en los extremos A y
B, respectivamente, ¢ 4 es el giro de sélido rigido de la barra debido al desplazamiento
transversal relativo de los extremos y M4 vy Mg 4 son los momentos de empotramiento
perfecto (es decir, los momentos en los extremos de una viga biempotrada de igual luz
y rigidez que soportara la misma carga).

En estas expresiones los momentos y giros se consideran positivos si son antihorarios,

y negativos en caso contrario.

a) b)

A\ =0 ‘BﬁBA
)
7

—

777 777 7

Fig. 7.6: (a) Estructura reticulada. (b) Pieza considerada aislada.



7.4. ESTRUCTURAS RETICULADAS 237

Estas ecuaciones permiten expresar los momentos de extremidad de la pieza en
funcién de las cargas (conocidas) que actian sobre ella y de los giros de los nudos
extremos y de la barra (desconocidos). Se pueden obtener también expresiones andlogas
para piezas curvas y/o de inercia variable.

En estructuras reticuladas de plano medio, el nimero de grados de libertad por
nudo es gl = 3, dos traslaciones en el plano de la estructura y un giro perpendicular
a éste. Asi, la estructura de la Figura 7.6a tiene, en principio, k= 3-8 —3-3 = 15
incégnitas cineméticas.

El problema se resuelve imponiendo las condiciones de equilibrio de momentos y
fuerzas en los nudos, lo cual proporciona 3 - 8 ecuaciones, de las que se obtienen los 15
movimientos incoégnita y las 9 reacciones desconocidas (3-8 =15+ 9).

Este planteamiento sistemé&tico se usa cuando el cédlculo se realiza por ordenador
(ver el Método Directo de Rigidez, Capitulo 9).

Sin embargo, la hipétesis habitual en estructuras reticuladas de despreciar la de-
formacién debida a los esfuerzos axiles y cortantes permite una notable simplificacién
del andlisis deformacional de las estructuras de barras rectas y nudos rigidos, ya que
entonces (bajo la hipétesis de pequenos giros) las barras mantienen su longitud ini-
cial y sus dngulos relativos. Este hecho introduce restricciones adicionales entre los
movimientos de los nudos extremos de las barras que reducen el nimero de incégni-
tas cineméticas del problema. Cada barra inextensible introduce como mé&ximo una
restriccién cinemdtica adicional, con lo cual el grado de indeterminacién cinemética se
puede expresar como:

k=gl-nn—ca—mni (7.4)

donde gl, nn y ca tienen el mismo significado que en la Ec. (9.1) y ni es el niimero
de restricciones cinemdticas independientes. En estas condiciones (ver Seccién 2.5 del
Capitulo 2), el nimero de incégnitas cinematicas del problema viene dado la expresion:

k =ng+ gt (7.5)

donde ng es el nimero de giros de nudo desconocidos y gt es el niimero de movimientos
independientes de sélido rigido de las barras (traslaciones o giros alrededor de su centro
instantdneo de rotacioén).

Asi, la estructura de la Figura 7.6a tiene, bajo estas hipdtesis, k = 54+2 =7
incégnitas cinemdticas, ya que se desconocen los valores de los giros de cinco nudos y

las traslaciones horizontales de los dos ¢

‘pisos” (el grado de traslacionalidad es 2).
Ahora, para resolver el problema se puede imponer, de forma sistemaética, el equili-
brio de momentos en los nudos de giro desconocido, lo cual proporciona ng ecuaciones;

ademads, es necesario plantear gt ecuaciones de equilibrio de fuerzas en los nudos. Estas
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ecuaciones adicionales se encuentran calculando el valor de los esfuerzos cortantes en
los extremos de barra, en funcién de los momentos de extremidad y de las cargas de la
barra, y por esta razén se les llama ecuaciones de cortante.

Planteado y resuelto el sistema de k = ng+gt ecuaciones, se conocen los movimientos
incognita y, en funcién de éstos, los momentos de extremidad en todas las barras. A
continuacién, por equilibrio en las piezas se calculan las leyes de flectores y cortantes.
Conocidos los cortantes en los extremos de las barras, se pueden calcular los axiles de
extremidad por equilibrio de fuerzas en los nudos. Queda asi completamente resuelto
el problema estructural.

7.5 Vigas continuas

En el Capitulo anterior se ha definido la viga continua como una estructura hiperestética
formada por varias piezas rectas alineadas, unidas entre si por nudos rigidos apoyados,
denominédndose tramo (o vano) al segmento comprendido entre dos apoyos sucesivos
de la viga. Consideremos en esta Seccion la resolucién de esta tipologia estructural por
el método de rigidez.

Ecuacién de los tres giros

Sea una viga continua de n + 2 apoyos, con grado de hiperestatismo n, ya que tiene n
apoyos intermedios. Consideremos tres apoyos consecutivos, a los que denominaremos
I, J y K; consideremos también los dos vanos contiguos que los unen: el IJ, a la
izquierda del apoyo J, y el JK, a la derecha del apoyo J (Figura 7.7a). Puesto que la
estructura es intraslacional, las inicas incégnitas cinemédticas son los giros de los nudos
P

Considerando aisladamente cada tramo se tiene el esquema estructural de la Figura
7.7b. Nétese que al tomar como Unicos los valores de los giros en los nudos, idénticos
para los dos vanos que se apoyan en el nudo, la condicién de compatibilidad de giros
en los apoyos se satisface a priori.

Las ecuaciones que conducen a la determinacién de los giros incégnita ¢; son las
correspondientes condiciones de suma de momentos nula en el apoyo J, es decir, de
igualdad de momentos a uno y otro lado del apoyo, o sea:

ZMJIO = M+ My =0 vJ (7.6)

donde M j; v Mk representan los momentos del apoyo J en los tramos IJ y JK,
considerados positivos si son antihorarios.



7.5. VIGAS CONTINUAS 239

ﬁ
—
[
[
—
~
L~

N
N
N

p——
>-—
—

b)

(;I‘ @] %%)MH ( ‘ m%)MKJ

Fig. 7.7: Condicion de equilibrio de momentos en un apoyo intermedio

Utilizando las correspondientes ecuaciones eldsticas, se tienen las siguientes expre-
siones para los momentos a la izquierda y a la derecha del apoyo J, respectivamente:

My =2K15 (205 + ¢;) + MG,
(7.7)
Mk = 2Kk (205 + o) + MGy

donde los momentos M$; y M§; son los momentos de empotramiento perfecto del
extremo J de los tramos IJ y JK debidos a las cargas directamente aplicadas sobre
ellos. Las rigideces K15 = (EI/l);; v Kjx = (E1/l) ;) corresponden a los vanos I.J
y JK, respectivamente. Sustituyendo ahora en la ecuacién de equilibrio de momentos
(7.6), se tiene:

1
Krjor+2[Krj+Kjk] o5+ Kjx ¢ = —3 (MGg+Mgy) (7.8)

Esta expresion se denomina férmula de los tres giros. Si la rigidez a flexiéon FI/l = K
es constante en todos los vanos, entonces:
11
O+ 40+ b = —5 - (M +Mji) (7.9)
Como puede observarse en las ecuaciones (7.8) y (7.9), con este método cada ecuacién
sélo relaciona tres giros consecutivos, con lo que el sistema de ecuaciones resultante es
tridiagonal y diagonalmente dominante, es decir, de fécil solucién.

Respecto a los apoyos extremos, se pueden distinguir dos situaciones:
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1. Apoyo articulado con momento exterior aplicado: se tiene entonces que el mo-

mento de extremidad correspondiente es igual al momento exterior aplicado. Sean
A el apoyo del extremo izquierdo y B el apoyo contiguo a su derecha, y sean Z
el apoyo del extremo derecho e Y el apoyo contiguo a su izquierda. Se tiene que:

Map=Ms y  Mgy=DM;y (7.10)

Utilizando las ecuaciones (7.7), estas igualdades se pueden reescribir en la forma:

2000 = 3 (%) (Ma=Min (7.11)
ov+20; = 5 (%) 01 -ag) (7.12)

respectivamente. Se tiene, por tanto, una ecuacién adicional por cada extremo
articulado.

Apoyado empotrado: se tiene que el correspondiente giro es nulo, con lo que se
elimina una incégnita del problema.

Nétese que siempre se puede plantear una ecuacién de equilibrio de momentos en

cada apoyo con giro desconocido, es decir, que se pueden plantear tantas ecuaciones

como giros incégnita tiene el problema.

a)
S N B S S U S
7 @ Z @ 7
il
b)
MIJI J M J K
%}” @ 4/5‘“ ( T ® KDMKJ

Fig. 7.8: Determinacion de la reaccion en un apoyo intermedio
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Una vez determinado el valor de los giros en los apoyos, la sustitucién de éstos
en las ecuaciones eldsticas (7.7) proporciona los valores de los momentos sobre los
apoyos. A partir de ahi, el andlisis de la viga continua se reduce al estudio de una
serie de vigas simplemente apoyadas, solicitadas por las cargas directas y los momentos
de extremidad. En base a ello pueden determinarse las reacciones para cada una de
las vigas simplemente apoyadas. Asi, por ejemplo, la reaccién en el apoyo J puede
calcularse a partir de las contribuciones correspondientes a los tramos I.J y JK (Figura
7.8), o sea:

Rj=Rjr+ Rk (7.13)

donde Rj; v Rk son las reacciones en el apoyo J en los tramos I.J y JK, respectiva-
mente. Ademds:

Mpy+ Myp
lry

Mg + Mgy

; Rjx = Ry + 7
JK

Rjr = R9; — (7.14)
siendo R%; y R9j las reacciones isostdticas en el apoyo J debidas a las cargas directas

de los tramos IJ y JK, respectivamente. Por tanto, la reaccién total del apoyo J es:

Mg+ Myp n My + Mgy

Ry =Ry + Ry —
lry lik

(7.15)

Ejemplo 7.5.1

Calcular los momentos flectores en los apoyos de la viga de la Figura 7.9, aplicando la
ecuacion de los tres giros y teniendo en cuenta que la rigidez a flexion K = EI/I es
constante. Datos: [ = 4m; F' = 20kN; p = 30kN/m; M = 120kN-m.

v

A i" ~
7

2 éj éj 7

| |

*

A

N

-—
-—

Fig. 7.9: Viga continua del Ejemplo 7.5.1
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Las incégnitas del problema son los giros en los cuatro apoyos, ¢; (i = A, B,C, D).

Aplicando las ecuaciones (7.11), (7.10) y (7.12), puede escribirse:

204+ ¢p = %% ( Ma— Mjp)
s +40p+ oc = —%% (Mo + M3 4)
bn +bc+op = —5 (Mdp+Mgp)
bo+26p = 55 ( Mp—Mp)

donde puede observarse que el sistema de ecuaciones que se obtiene es tridiagonal.

En la expresién anterior, se tiene M4 = Mp =0y

1 1
MKB - +§ Fl N M%A = —g Fl
1 1
M2 — 72 . M2 — = ]2
BC to P ; CB 5 P!
1 1
Mep = +1M ; Mpe = +ZM
Sustituyendo y resolviendo, se obtiene:
K¢y = 40,0kNm ; K¢g = — 5,0kN-m
K¢ = +5,0kNm ; K¢p = —10,0kN-m

Sustituyendo ahora en las ecuaciones eldsticas correspondientes, se tiene:

_ o .
vano AB { MAB_QK(2¢A+¢B))+MAB— 0kN-m

Mpa = 2K (2¢5 + ¢4) + M4, = —30kN-m

)
vano BC
{ Mcp = 2K (2¢¢ + ¢p) + M@y = —30kN-m

Mcp = 2K (2¢¢ + ¢p) + M2, = +30kN-m

)
vano CD
{ MDC:QK(2¢D+¢C)+MZO)C: 0kN-m

Una vez calculados los momentos de extremo de barra, se calculan las reacciones en los

apoyos:
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TP g sN ()

F MBA pl MBC MC’B
2 R e B
fie = fleptliop =5 ===~ L

M M,
Rp = Rpc = T ?D

Ry = Rup =

Rp = Rpa+ Rpc =

Las leyes de esfuerzos de la viga y su deformada a estima se muestran en el Ejemplo
6.4.1 del Capitulo 6.

Se observa en este ejemplo que ha sido necesario plantear un sistema de 4 ecuaciones
para obtener los giros sobre los cuatro apoyos de la viga continua.

Dada la forma tridiagonal del sistema de ecuaciones (a)-(d), se pueden utilizar las
ecuaciones primera y tultima para obtener los giros de los apoyos extremos en funcién
de los giros de los apoyos contiguos y de los momentos de empotramiento perfecto:

1 11 , ,
4 = —3%3+ 1% (Ma — Mjp) (a’)
1 11 . ,
¢p = —5%ct 3 (Mp — Mpc) (b7)
Sustituyendo éstas en las ecuaciones (b) y (c), se obtiene el sistema:
7 11 o o 1 o )
398 + ¢c = 5 | Mbo+Mpa+ 5 (Ma—Mip) (c)
7 11 o o 1 o ,
¢p + 5‘250 —5% \Mop+Mcp+ 5 (Mp — Mp) (d’)

Se tiene ahora un sistema simétrico de 2 ecuaciones que sélo involucra a los giros de
los apoyos intermedios. Una vez obtenidos éstos, los giros de los apoyos extremos se
hayan sustituyendo en las ecuaciones (a’) y (d’). Este procedimiento equivale a utilizar
para los vanos extremos las ecuaciones eldsticas correspondientes a piezas empotrado-
apoyadas (ver Seccién 3.9.3 del Capitulo 3).

Ejemplo 7.5.2

Resolver la viga continua de la Figura 7.10, aplicando la ecuacién de los tres giros. La
rigidez EI es constante.
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§ ¢ ¢p=15 kN/m ‘30 kN
\Jy gs v %C b
| v 7 |

6m S5m 25m

Fig. 7.10: Viga continua del Ejemplo 7.5.2

Las incégnitas del problema son los giros en los apoyos B y C, ¢g y ¢o, ya que
¢4 = 0. Procediendo como en el ejemplo anterior, se puede escribir:

1 1 1 1 11
5 e e = —r— (MSe + M
ZAB¢A+ <lAB+lBC> ¢B+ZAB¢C 5 BT (Mpe+ Mp,)
1 1 11
—_— 27 e —_—— — o
ZBC¢B+ ZBC¢C 5 BT ( Mc — M¢g)

Obsérvese que en la segunda ecuacién puede obtenerse ¢ en funcién de ¢p y resolver
el problema con una tnica ecuacién en ¢p. Ademds, el hecho de que uno de los
extremos de la viga continua esté empotrado elimina una de las incégnitas cinemadticas
del problema.

En las ecuaciones anteriores, se tiene que [4p = 6 m, Ipc = 5 m, el momento en el
apoyo C' es Mg =—-30-2,5=—75 kN.m y

1 1
Mip = +EPZAB ; Mgy = _EPZAB
I 9 I 9
Mge = +EplBC ; Mep = _EplBC

Sustituyendo y resolviendo, se obtiene:
FEl¢p = 428,125 kN.m®* ; FEI¢s = —68,750 kN.m?
Sustituyendo ahora en las ecuaciones eldsticas correspondientes, se tiene:

o AR 4 Map =2Kap (264 +6p) + M§p = +54,375kN-m
Mpa =2Kap 265 + ¢4) + Mg, = —26,250kN-m

_ o |
vano BC { Mpc = 2Kpc E%B + ¢c; + MY, = 426,250 kN-m

Meop = 2Kpe (20¢ + ¢5) + Mgy = —75,000 kN-m

Las correspondientes leyes de flectores y cortantes y la deformada se muestran en
la Figura 7.11.
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Fig. 7.11: Leyes de esfuerzos y deformada del Ejemplo 7.5.2

Deformaciones impuestas

Como se indic6 en Capitulo 2 (Seccién 2.7), las deformaciones impuestas producen, en
general, reacciones y esfuerzos en las estructuras hiperestdticas, y tal es el caso de las
vigas continuas. Consideramos aqui el caso de las deformaciones de origen térmico,
como ejemplo de accién habitual sobre esta tipologia estructural.

Supondremos en lo que sigue que sélo uno de los apoyos de la viga continua tiene
impedido el movimiento horizontal. Con esta disposicién de los apoyos los cambios tér-
micos uniformes a través del espesor de las piezas no producen ningin tipo de esfuerzo.
No ocurre lo mismo con las variaciones térmicas no uniformes a través del espesor,
que producen un alargamiento diferencial de las diferentes fibras de la seccién y, por
lo tanto, curvaturas impuestas y giros en los apoyos. Se resuelve a continuacién un
ejemplo de este tipo de solicitacién.
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Ejemplo 7.5.3

Resolver la viga continua simétrica de la Figura 7.12, cuando el intradds y el trasdés
sufren incrementos de temperatura At; y Aty, respectivamente (Aty > Aty), con una
variacion lineal de temperatura a través del canto h de la pieza. Suponer seccién
rectangular constante a lo largo de la pieza.

Vt Bv Av

2

|

>
oo}

N
N

-—
4+

N
B

N\

/ 21 /

Fig. 7.12: Viga continua del Ejemplo 7.5.3

Supondremos que la dilatacién longitudinal es libre y que sélo la curvatura de origen
térmico produce esfuerzos hiperestaticos. El valor de ésta es

Aty — At -
do = —% ads = —Vitads

Dada la simetria de la viga y de la solicitacién, los giros de los apoyos son simétricos
dos a dos, ¢4 = —@p4 Yy ¢ = —¢p son iguales. Por tanto, la estructura se resuelve
imponiendo que el momento en A sea nulo y planteando el equilibrio de momentos en
B:

1 | 11 )
27¢A +7¢B = 3FI ( Ma— Mjg)
1 1 1 1 11

Soa42(s4 = g = —=— (M3 + M3
Z¢A+ <l+2l)¢3+21¢3 2EI( Bp + Mpa)

En la expresién anterior, se tiene M4 = 0 y, segin los resultados del Ejemplo 3.9.2 del
Capitulo 3:

Mjp=-EIVta Mg =+EIVia M%p = —EIVta
Sustituyendo, con K = FI/I, se obtiene el sistema:
11 —
2 = =
bat+ B 5K Vta

5
¢A+§¢B =0
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que resuelto proporciona los valores:

D — 1
$a=—¢u =+ Vial ; ¢p=—¢p =—2Vial

Sustituyendo, ahora en las ecuaciones eldsticas correspondientes, se tiene:

(( Map =2K 20,4+ 6p) + Mz =0
vano AB 9
o 9 7
Mpp =K (205 + ¢p)+ Mg = +g BIVia
vano BB’
9 _
\

Las correspondientes leyes de flectores y cortantes y la deformada se muestran en
la Figura 7.13.

A B B’ A
7;/&{& k3 N Il LUJ}Q}
' ), 7
\\4 ‘ ‘ ‘ 1 \/A
My, M,
| MOMENTOS FLECTORES |
R BN R R BN R
A toj B B =k A
A LI : LI Al
> B B S
7 7
| ESFUERZOS CORTANTES |
N
& ¢B M 7
7 %

| DEFORMADA A ESTIMA |

Fig. 7.13: Leyes de esfuerzos y deformada del Ejemplo 7.5.3
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Descenso de apoyos

Consideremos ahora la eventualidad de que los n 4+ 2 apoyos de una viga continua
puedan sufrir descensos de valor conocido. Llamemos v; al descenso (considerado
positivo descendente) que experimenta un apoyo genérico J; los tramos contiguos a
dicho apoyo estdn sujetos a giros de sélido rigido de valor (Figura 7.14):

vy — VI — VK —VJ
; ¢JK = _ZJT (7'16)

%1: - I
1J

donde las longitudes l7; y | i son las longitudes de los vanos I.J y J K, respectivamente.
Estos giros de las piezas deben tenerse en cuenta en las respectivas ecuaciones

eldsticas, que ahora se escriben:

My =2K1; (2¢;+¢p) — 6Ky by + M9,
(7.17)
MJK — 2K]K (2§b] + ¢K) - 6K]K ¢JK + M?K

donde los giros ¢;; v ¢,k son los giros de sélido rigido debidos a los descensos de
apoyo.

Introduciendo estos términos adicionales, la ecuacién de los tres giros (7.8) queda
de la forma:

Krjor +2[Krj+Kjk] é5+ Kjk é = (7.18)

. _ _
=3 [(M§g+MG;) =6 (Kix by + Kridg)]

FEn la expresién anterior, el dltimo término del segundo miembro es el correspondiente
a los descensos de los apoyos.

En el caso de apoyos extremos articulados, las ecuaciones (7.11) y (7.12) deben
modificarse adecuadamente. Sean A el apoyo del extremo izquierdo y B el apoyo

I J

I ® b

vy
b s b

Fig. 7.14: Descenso de apoyos intermedios de una viga continua

7 7
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contiguo a su derecha, y sean Z el apoyo del extremo derecho e Y el apoyo contiguo a
su izquierda. Las ecuaciones modificadas correspondientes a los apoyos extremos A y
Z son, respectivamente:

1 1

204+ = 2Kap (Mg — Myg) +3dap (7.19)
11 i _
by +2¢, = 2Ky, (Mz — Mzy) + 3¢y (7.20)

donde ¢ 5y ¢y, son los giros de los vanos extremos, AB e Y Z, debidos a los descensos
de apoyos.

Ejemplo 7.5.4

Resolver la viga continua de la Figura 7.15 aplicando el método de rigidez, teniendo
en cuenta que EI es constante y que el apoyo C sufre un descenso ve = 480/FEI m
=4,8-107% m.

p=20 kN/m
P=40kN
:
A B M C N D E
7 7 7
2m 3m
2m 4m 6 m 4m

Fig. 7.15: Viga continua del Ejemplo 7.5.4

Las incégnitas del problema son los giros en los tres apoyos, ¢g, 9o y ¢p, ya que
¢ = 0. Aplicando las ecuaciones (7.19) y (7.18), puede escribirse:

1 1 11 1 —
9~ =~ = - ( Mp— M%) +3—
Inc op + lBC¢ SRl ( B Ba)+ Ine dBC
1 11 1 11 .
¢B+2<+>¢c+¢p = —5+7 (Mép+ Mép) +
lpc le  lep lep 2FET
1 — 1 —
+3 |— ¢cp+-— dcB
lep Ipc
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11 1 _—
- s (MYt MYe) +3—
ol (Mpg + Mpe) + . $DC

donde puede observarse que el sistema de ecuaciones que se obtiene es tridiagonal y
simétrico. En la expresiéon anterior se tiene I[pc = 4 m, lop = 6 m, Ilpg = 4 m,
Mp =+440-2 = —80 kN-m y:

1 1
MJ%CZJFEPZJZBC ; Me¢p = —EPZ%C
o 1 2 0 1 2
Mep = +ﬁplCD ; Mpe = —EPZCD
1 1
Mpp = +ﬁpl%E ; Mgp = _EPZQDE

Los giros ¢pc = ¢cp ¥ dop = dpe son los giros de los tramos AB y CD, respectiva-
mente, debidos al descenso del apoyo C (Figura 7.16):

vC

¢BC:¢C’B:_Z7 ; bcp = ¢pc =+7—
BC

lep

Sustituyendo y resolviendo, se obtiene:
Fl¢p=—-92,345 kN-m® ; FEl¢s = —92,666 kN-m> ; FEI¢, = +81,728 kN-m?

Sustituyendo ahora en las ecuaciones eldsticas de los vanos BC, C'D y DE, se tiene:

B d Mse=2Kpo (265 + éc) — 6Kpcope + Mpe = +80,00kN-m

op | Mep =2Kep (2¢¢c + ¢p) — 6KCD§CD + Mg, = —38,50kN-m
MDC = QKCD 2¢D =+ ¢C) — 6KCD¢DC =+ MBC = —108,4kN-m

DE MDEZQKDE(2¢D+¢E)+MBE = 4+108,4kN-m
Mgp =2Kpg (205 + ¢p) + My = 4+14,20kN-m

Las leyes de esfuerzos de la viga continua y su deformada a estima se muestran en la
Figura 7.17.
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Fig. 7.16: Giros de sdlido rigido debidos al descenso de apoyo en Ejemplo 7.5.4
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Fig. 7.17: Leyes de esfuerzos y deformada del Ejemplo 7.5.4
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7.6 Porticos

Como se definié en el Capitulo anterior, se llama pdrtico o estructura porticada a las
estructuras reticuladas de plano medio formadas a base de soportes y dinteles. Cuando
las piezas de estas estructuras forman células cerradas se les llama marcos.

En lo que sigue se muestran ejemplos ilustrativos de la resolucién de pérticos hiper-
estdticos por el método de equilibrio. Como es habitual en la resolucién de estructuras
reticuladas, se desprecia la deformacién por axil y cortante frente a la de flexién; esto,
como veremos, simplifica notablemente la resolucién por métodos “manuales” de estas
estructuras. Asimismo, se hard uso, cuando la simetria de la geometria lo permita, de
las simplificaciones pertinentes.

7.6.1 Porticos intraslacionales

En los pdérticos intraslacionales, los tinicos movimientos incégnita son los giros de los
nudos. Conocidos los giros, se pueden calcular los momentos extremos de barras y,
conocidos éstos, todos los esfuerzos en la estructura. Resolvemos este tipo de problema
utilizando las ecuaciones eldsticas sin término debido al giro de las barras. Asi, se puede
estudiar aisladamente cualquier barra AB de una estructura intraslacional considerdn-
dola como biapoyada, con tal de tener en cuenta los giros ¢ 4 y ¢5 que tienen los nudos
Ay B en la estructura real. Llamando K = EI/l a la rigidez de la barra, los momentos

Map v Mpa en los extremos de la barra pueden expresarse como:

Myp = 2K (204 + ¢p) + Mjp
(7.21)
Mpa =2K (205 + ¢4) + M3,

siendo ¢4, ¢ los giros en los extremos A y B de la barra, y M4z, Mg 4 los momentos
de empotramiento perfecto debidos a las cargas que actian en la barra (es decir, los
momentos que se producen para ¢4 = ¢ = 0).

Si la barra AB tiene uno de sus extremos articulados, por ejemplo el B, se puede
imponer que Mp4 = 0, y usar las expresiones alternativas:

Map = 3K ¢, + M4,

7.22
1 11 ( )

—_ - o

donde ]\//ZZB = M9z — (1/2)Mp 4, tal como se indicé en el Capitulo 3.
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Ejemplo 7.6.1.1

Resolver la estructura de la Figura 7.18 para carga uniforme p actuando sobre el dintel.
La rigidez a flexién K = EI/l es igual para todas las barras.

La estructura es simétrica de forma y de carga. Por simetria, el giro del nudo B es de
igual magnitud y opuesto al del nudo A, luego ¢ = —¢4. Andlogamente, ¢p = —¢.
Ademsds, como el nudo C estd articulado, el giro ¢~ puede calcularse a posteriori,
imponiendo que el momento Mc4 = 0. Por simetria, no hay desplazamiento lateral
del pértico y, por tanto, no hay desplazamiento transversal relativo entre los nudos de
las barras. La estructura es, por consiguiente, intraslacional, y la tnica incégnita en
movimientos necesaria para resolver el problema es ¢ 4.

Definiendo K = (EI/l), se escriben las ecuaciones elésticas de las barras:

Map = 2K(2¢,+¢p)+Mip = +2K¢,+ 11522
Mpa = 2K(¢p4+2¢p)+Mpy = —2Kd, — ]1122
Mac = 3Kg¢y

Mpp = 3K¢g = —3Ko¢y

Notese que en las barras AC' y BD se han usado las ecuaciones correspondientes a
barras empotrado-articuladas.

a) p b)

NENERRENS A )A(

N/
! M,
N

Fig. 7.18: Pdrtico del Ejemplo 7.6.1.1
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La ecuacion de equilibrio de momentos en A, que resuelve el problema, es:

> My =0=Mup+ Mac

La ecuacién de equilibrio de momentos en B resulta en la misma ecuacién, por simetria.
Sustituyendo las ecuaciones elésticas correspondientes y resolviendo la ecuacién de equi-

librio resultante: 2 12
p lp

L = ———
2 7 YT gk

y el problema queda resuelto. Sustituyendo el valor de ¢4 en las ecuaciones elésticas,

SKo,+

se tienen los momentos de extremo de barra:

1 1
Map = +-— pl* Mpa = —Mag = — 12
AB +20 P ; BA AB 20 p
1 1
Mac 20 p ; Mpp Mac —1—20 p

Las leyes de momentos flectores, esfuerzos axiles y cortantes y la deformada a estima
pueden verse en la Figura 7.19. Las reacciones en los apoyos C'y D se deducen de los
esfuerzos correspondientes.

El giro en las articulaciones se puede calcular imponiendo que el momento en dichos
extremos es nulo y resulta:

1 1 pl?
¢C:_§¢A:ﬁpf ; ép = —d¢c
. N ol >
(T d=1,666 0.5 o
\0’05 \r\\l - f Ty, T 005
*@: ‘(@‘ PN :
— Ji 0,075 [ e
= S EE
? 4570833 50,05
% Z % Z 0,5

o] o]

| FLECTORES | | DEFORMADA | | CORTANTES | | AXILES |

Fig. 7.19: Leyes de esfuerzos y deformada del pdrtico del Ejemplo 7.6.1.1
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Ejemplo 7.6.1.2

Resolver la estructura de la Figura 7.20 sometida a la accién de una carga uniforme-
mente repartida p = 15 kN /m.

p=15kN/m

f=2,5

A 1/4 D 1/4 A
h=3,5 I I

a=9,0 m a=9,0m

Fig. 7.20: Pdrtico del Ejemplo 7.6.1.2

La estructura es simétrica de forma, y también lo es el caso de carga que se estudia,
por lo que se considera sélo la mitad izquierda de cara a su resolucién. La estructura
es intraslacional para este tipo de carga, aunque no lo sea para otros tipos. En efecto,
el trisngulo ADC' no se puede mover, ya que los puntos C' y D no se pueden desplazar
horizontalmente, por simetria, y el punto A no puede moverse verticalmente sin acortar
o alargar la barra AB. Por simetria, los giros de los nudos C'y D son nulos, ¢ =
¢p = 0:

Debido a la simetria, la estructura es hiperestatica de grado 5 (Figura 7.21a). Sin
embargo, al ser intraslacional, por el método de equilibrio se puede resolver con una
s6la incognita: el giro del nudo A, ¢ 4.

Se definen, en primer lugar, las rigideces de las barras. Tomando Kap = (E1/3,5) =
K, se tiene:

Kyo = El =0,3715 K ; KAD:%:QOQSK
(9,0)2 + (2,5)2 )
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Escribimos a continuacién las ecuaciones eldsticas pertinentes, recordando que

Map = 2Kap 204+ ¢p)+Mip = 4Kapdy
Mpa = 2Kap (20p+da)+ Mpa = 2Kapdy
Mac = 2Kac 204+ ¢¢) + Mic = 4Kac da+ Mje
Mca = 2Kac (2¢c+¢a) + My = 2Kac g+ Moy
Map = 2Kap (294+¢p)+Mip = 4Kap¢a
Mpa = 2Kap 2¢p +éa) +Mpy = 2Kap ¢y

Por equilibrio de momentos en el nudo A, debe ser:
Map+ Mac+ Map =0

y sustituyendo las ecuaciones anteriores:

MO
4¢ 4 (Kap + Kac + Kap) = —Mj = pa=- AC
y entonces:
Kap
s = — (529 Yo
ZJ Kay ac
Kac
Mac = ( > Mar+ M
Kap )
Map = -— ( M§
Y >, Kar) ¢
a) b)

o

A

a=9.0m

7

Fig. 7.21: Ejemplo 7.6.1.2: (a) Grado de hiperestatismo. (b) Carga sobre barra
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7 MOMENTOS
& [rrcrons | |
777 34,3
b) 69,2 253
e ! L 289
i[:]2,33
- 135
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v

5 233
4 [CoRTNTES] | -

Fig. 7.22: Leyes de esfuerzos y deformada del Ejemplo 7.6.1.2

Se observa que el momento de empotramiento perfecto en el nudo A se reparte propor-
cionalmente a la rigidez de cada barra que concurre en dicho nudo. Este resultado es
la base de un método clésico de resolucién de pérticos: el Método de Cross (1932).

De las expresiones anteriores también puede deducirse un enunciado general de
interés: en una estructura intraslacional que soporte exclusivamente fuerzas aplicadas
en los nudos, los momentos en extremo de barra son nulos y, por lo tanto, la estructura
trabaja sélo a esfuerzo axil. En efecto, de las expresiones obtenidas se desprende que
si M7; = 0 para todas las barras, esto implica necesariamente que M;; = 0 para todas
las barras. Este enunciado no es vdlido para estructuras traslacionales.

Determinaremos ahora el valor del momento de empotramiento perfecto M.
Segun la Figura 7.21b, llamando p a la carga repartida vertical (definida por unidad
de proyeccién horizontal) y siendo ¢ la correspondiente componente perpendicular a la
pieza (definida por unidad de longitud de barra), se tiene:

__pacosa  pacosa 9
= = p cos” «

lac  a/cosa
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de donde: \
1 1 15-9

Mic =+ qu?qc =+ Epaz =+t—75 kNm
1 1 15-92

M(%A = _quic = - EPCLQ = — 9 kN-m

Sustituyendo valores en las expresiones anteriores, se obtiene:

K¢py=—-1,7184 kN-m

y por tanto:
Map = —68,6kN-m  Myc = +75,3kN-m Musp = —6,7kN-m
Mpy = —34,3kN'm Mgy = —114,2kN'-m  Mps = —3,4kN-m

La ley de momentos flectores y la deformada a estima de la estructura pueden verse en
la Figura 7.22, donde las fuerzas se expresan en kN y los momentos en kN-m.

7.6.2 Porticos traslacionales

En una estructura traslacional, los nudos pueden girar y desplazarse. Por tanto, los
nudos extremos de una barra AB pueden sufrir un desplazamiento transversal relativo
y hay que incluir los términos correspondientes en las ecuaciones eldsticas. Llamando
K = EI/l a la rigidez de la barra, los momentos Map y Mpy en los extremos de la
barra pueden expresarse como:

Myp =2K (2 + ¢p) — 6K ¢ 45 + M5
(7.23)
Mpa =2K (2¢p + ¢4) — 6K pap + Mp,

siendo ¢ 4, ¢ los giros en los extremos A y B de la barra, ¢ 45 el giro de sélido rigido
de la barra y M9z, M3 4 los momentos de empotramiento perfecto debidos a las cargas
que actian en la barra (es decir, los momentos que se producen para ¢4 = ¢ = 0).

Si la barra AB tiene uno de sus extremos articulados, por ejemplo el B, se puede
imponer que Mp4 = 0, y usar las expresiones alternativas:

Map =3K ¢, — 3K dp+ M\ﬁB

. (7.24)

1 3 —
op = _§¢A + §¢AB - ZEMJ%A

donde J/\/[\ﬁB = M9z — (1/2)Mp 4, tal como se indic6 en el Capitulo 3.
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La mayor dificultad a la hora de resolver estructuras traslacionales por el método de
equilibrio consiste en que, para resolver el problema, son necesarias tantas ecuaciones
adicionales de equilibrio de fuerzas como ntmero de movimientos independientes de
sélido rigido de barras haya que determinar. Este nimero minimo de movimientos in-
dependientes que definen la deformacién de la estructura (despreciando la deformacién
por axil y cortante) es, por definicién, el grado de traslacionalidad de la estructura.
Plantear estas ecuaciones, llamadas ecuaciones de equilibrio de cortantes, requiere de-
terminar cémo se mueve la estructura y cémo interaccionan entre si las diferentes barras.
Se muestran, en lo que sigue, varios ejemplos de este procedimiento.

Ejemplo 7.6.2.1

Resolver la estructura de la Figura 7.23a con carga uniforme p actuando sobre el dintel.
La rigidez a flexién FI es idéntica para todas las barras.

a)

b) U Ug

IREnEnnnnl ™, ="

1/2

i

N

7
1 DEFORMADA

Fig. 7.23: (a) Portico del Ejemplo 7.6.2.1 (b) deformada

Al estar articulados los nudos C'y D, los correspondientes giros ¢~ y ¢ no aparecen
en las ecuaciones eldsticas, ya que pueden calcularse a posteriori. Se toman, por tanto,
como giros incégnitas ¢4 v ¢5. Ademds, debido a la asimetria de la geometria, la barra
AB sufrird un desplazamiento horizontal desconocido de valor us = up (Figura 7.23b).

Se define el giro en la barra AC' debido a este desplazamiento como:

bac="7=0
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a)

b)

A

b
M

N

AC

MBA
) G

B
N

M
e

BD

Fig. 7.24: Equilibrio de momentos en los nudos A y B

y, andlogamente, el giro de la barra BD debido al desplazamiento lateral:

$BD =

@:2¢

12

Ademds, se definen las rigideces de las barras:

Las ecuaciones eldsticas de las barras son:

a)

A

EI
Kac=Kap=—F =K

l

T,

Mas, T TTT LT T Ja e

Nap W\ / Nga
Tan Tga
e
Te |t T |P
D Hp=Tpp
. He=Te Vp=Npp
Ve=Nca

Fig. 7.25: Equilibrio de fuerzas y momentos en el Ejemplo 7.6.2.1
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12
Map = 2K(2¢o+¢p)+Mip = 4Kd,+2K¢p + %
l2
Mpa = 2K(b4+20p) + My = 2Ké,+4Kop — 1o
Myc = 3Kp,—3K¢
Mpp = 3(2K)¢p —3(2K) (2¢) = 6K¢p— 12K ¢
Las ecuaciones de equilibrio que se plantean son (Figura 7.24):
(a) Equilibrio de momentos en A: DMy =0= Muyc+ Magp
_ pl2
1K, + 2Ky —3K 6=~ (a3)
(b) Equilibrio de momentos en B: > Mp=0= Mpa+ Mpp
— pl?
2K¢A+1OK¢B—12K¢:ﬁ (b3)
(¢) Equilibrio de fuerzas horizontales (Figura 7.25a):
Mac | Mpp
0 = H Hp =
c+1p ;i + /2
0 = Myc+2Mpp
0 = 3K¢,+ 12Ky —2TK ¢ (c3)

El sistema formado por las ecuaciones (a3), (b3) y (c3) es un sistema simétrico que se
resuelve para dar:

. 1p* _ 11 pl?
4= Tk T smK
_ 1 pl2 _

Sustituyendo en las ecuaciones eldsticas, se tiene:

Map = +—pl? ; Myc = —Mag

3
Mpsy = —@pﬂ ; Mpp = —Mpa
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Pueden calcularse también los giros en las articulaciones imponiendo que el momento
en dichos extremos sea nulo:

bc = _%¢A+g$ = 2?6].);(2

¢p = —%¢B+32$ = 1134]0;(2
Las reacciones son (Figura 7.26 para nomenclatura y sentidos):

He = Hp = ]\ff;’ = j—sz

Vo = ool Vo= gl

Las leyes de momentos flectores, esfuerzos axiles y cortantes y la deformada de la
estructura pueden verse en la Figura 7.26.

0.0652 T\@) (D)/ 1 0,032
NG

- ]

i
!
[— .
- - O Hp
" u
= i
] [ H
T [ C
He=H
T c=Hp =1,45 =1,99
[ T 1] d)A N ¢B.
-
[
o - 0p=1,17
VC:?: v
b 7 D

DEFORMADA

L §.=1.81

7

Fig. 7.26: Leyes de esfuerzos y deformada del pdrtico del Ejemplo 7.6.2.1
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Ejemplo 7.6.2.2

Resolver el pértico doble de la Figura 7.27 mediante el método de rigidez.

A>l<A

p=20kN/m
— C C
[ D I
3.00 1/4 1/4 1/4
2p=40 kN/m
+— RB' B
[ E I
3,00 1/4 | 1/4
Ao | o
i 5,50 m ) 5,50 m

Fig. 7.27: Portico del Ejemplo 7.6.2.2

Teniendo en cuenta la simetria, el grado de hiperestatismo de la estructura es 5 (Figura
7.28a). Si se resuelve por el método de equilibrio son necesarias 3 incognitas: los giros
¢p v ¢c de los nudos B y C' y el descenso v de los nudos D y E (que es idéntico, en
virtud de la hipétesis de inextensibilidad de la barra DFE). Por simetria, los nudos D
y E no giran.

Llamaremos K = (FI/5,5) a la rigidez de los dinteles y K’ = (EI/4)/3,0 a la
rigidez de los soportes. Llamaremos ¢ = (v/5,5) al giro de sélido rigido de los dinteles.

Los momentos en los extremos de las barras son los siguientes:

Map = 2K'(204+¢p) = 0,916 K¢p
Mpa = 2K'(2¢0p+¢4) = 1,833 Kop
Mpe = 2K'(2¢5+ ¢¢) = 1,833 K¢p +0,916 Ko¢
Mcp = 2K'(2¢¢ + ¢p) = 0,916 K¢ + 1,833 Ko¢
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a) b) - i .
oRS ool (D
_e @ Mgp T l Mpp:
Y S et I e D)
>

Fig. 7.28: Ejemplo 7.6.2.2: (a) Grado de hiperestatismo. (b) Ecuacion de cortantes

_ 5.5)2 _

Mcp = 2K(26¢ + ¢p) — 6K ¢ — 20(’12) = 4K¢o — 6K ¢ — 50,4
- (5,5) —

Mpc = 2K(2¢p + ¢p) — 6K ¢ + 20°—~ = 2K¢¢ — 6K ¢ +50,4
R (5a 5)2 R

Mpp = 2K(20p+¢p) — 6K ¢ — 40— = 4K¢p — 6K ¢ —100,8
- (5,5)° —

Mpp = 2K(20p+06p) — 6K ¢ +40"— = 2K¢p — 6K §+100,8

Se pueden escribir ahora las ecuaciones de equilibrio necesarias:

(a) Equilibrio en el nudo B: >  Mp=0= Mpa+ Mpc+ Mpg =0

7,666 Kép +0,9166K oo — 6 Ko = 100,8 (ad)

(b) Equilibrio en el nudo C: Y  Mc=0= Mcp+ Mcp =0

0,9166 K¢ + 5,833 Koo —6 Kb = 50,4 (b4)

(c) Equilibrio de esfuerzos cortantes (Figura 7.28b), teniendo en cuenta que, por
simetrl’a, TDC” = TDC’ y TEB’ = TEB:

Tpc+Tep = 0
1 Mpc + Mcep 1 Mgp + Mpg
~ (5,5-20 _— — (5,5-40 _—

—6Kdp —6Kopo +24Kod = 907,5  (c4)
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187,10

| MOMENTOS FLECTORES | DEFORMADA

b) 131 %'@

TTT T 20.9 \\1\2\1\\
’\?\ m HH H[ T it -
199 E—E»;nl ;41,8 )
% REE
fof =
L] T | 330
— jot 20 LHLLTIITILL
=] —i—
55 | I —
I ‘ L

Fig. 7.29: Leyes de esfuerzos y deformada del Ejemplo 7.6.2.2
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Resolviendo las ecuaciones (a4), (b4) y (c4) (obsérvese que el sistema de ecuaciones

obtenido es simétrico) se tiene:

K ¢ = 59,95 kN-m

Los valores de los momentos de extremidad son iguales a:

Magp = +55,0 kN-m ; Mpas =
Mpc +176,0 kN-m ; Mep =
Mecp —187,1 kN-m ; Mpe =
Mprp = —285,9 kN-m ; Mpp =

?

K ¢ = 72,06 kN-m

: K ¢ = 170,82 kN-m

+109,9 kN-m
+187,1 kN-m
—230,4 kN-m
—204,2 kN-m

Con estos resultados, se tiene que Tpp = —Tpc = 20,91 kN. Por lo tanto, la barra DFE
trabaja a un axil de traccién de Npg = 20,91 -2 = 41,82 kN.
Las leyes de esfuerzos y la deformada a estima de la estructura se muestran en la

Figura 7.29.

Ejemplo 7.6.2.3

Resolver por el método de rigidez la pasarela de la Figura 7.30a sometida a la accién

de una carga puntual P en el nudo B.

a) . 2a P a . 2a
A B B'
§ 21 21 21 é
7 2
1 I
a
7,
b) C
P2 P/2
A ‘ ' Al A

% B B'
C
7

SIMETRICO

ANTISIMETRICO

Fig. 7.80: (a) Pasarela del Ejemplo 7.6.2.3 (b) Descomposicion del estado de carga
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Fig. 7.31: Axiles en el estado simétrico del Ejemplo 7.6.2.3

La estructura es simétrica de forma y, por tanto, el estado de carga puede descom-
ponerse en suma de un estado simétrico y uno antisimétrico (Figura 7.30b).

El estado simétrico es intraslacional y con cargas sélo en los nudos, luego admite
una solucién en la que aparecen sélo axiles (Figura 7.31).

Npa = 0
P 1 P 2 P
Npc = —- = ——= — (compresion)
2 sin60° 2v3 V3
P 1 P P
Npp _PV3_ — (traccion)

" 2tan60° 2 3 2v/3

En la solucién del estado antisimétrico pueden utilizarse las simplificaciones perti-
nentes para analizar s6lo media estructura. La estructura a resolver se muestra en la
Figura 7.32. Se observa que, al ser méviles los apoyos en A y O, no hay en ellos reaccién
horizontal alguna; esto quiere decir que, para cargas verticales, la fuerza reaccién en C
tiene s6lo componente vertical.

Como puede observarse, la estructura es una vez traslacional, ya que el nudo B
pude sufrir un desplazamiento d, en la direccién perpendicular a la barra BC. Los
desplazamientos horizontales de los nudos A y O son iguales a la proyeccién horizontal
de d, es decir, uqg = up = dcos 30 = (\/3/2) d.

Al estar articulados los nudos A y O, los correspondientes giros ¢ 4 y ¢ no aparecen
en las ecuaciones eldsticas, ya que pueden calcularse a posteriori. Se toma, por tanto,
como tinico giro incégnita ¢5. Ademds, se toma como incégnita el giro g = ¢ = d/a.
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Fig. 7.82: (a) Movimientos de la pasarela del Ejemplo 7.6.2.3 (b) detalle

Como se ve en la Figura 7.32a, debido al desplazamiento del nudo B, las tres barras
sufren giros de sélido rigido de valores:

— _ vp _ dsin30  1-
oaB = o, T 50— 1Y
_ d _
$pc = +_ = 19
— B vg _  dsin30 -
950 = +a/2 =t a/2 +¢

Ademds, se definen las rigideces de las barras:

KAB:%:K KBC:%:K KBO—§/221—4K
Las ecuaciones eldsticas de las barras son:
Mpay = 3K¢p— 3K ¢pup = 3K¢B—|—ZK5
Mpe = 2K (205)— 6K dpo = 4Koy— 6K
Mep = 2K ¢p— 6K ¢pc = 2Koép—6K ¢

Mpo = 3(4K)¢p—3AK) ¢po = 12K¢p—12K ¢

Las ecuaciones de equilibrio que se plantean son:
(a) Equilibrio de momentos en B: Y  Mp =0= Mpa + Mpc + Mpo

19K ¢p — %Ka =0
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P/2
A O
B
VAB Vos
C
\'}ACB
Ver

Fig. 7.33: Fuerzas y momentos sobre la pasarela del Fjemplo 7.6.2.3

(b) Equilibrio de fuerzas verticales (Figuras 7.33 y 7.34):

g = Vap+ Ve +Vos
_ Mpa  Mpc+ Mo Mspo
2a a/2 a/2
de donde: 60 87 _  Pg
— Ko+ g Ko=" (b5)

El sistema formado por las ecuaciones (ab) y (b5) es un sistema simétrico que se

Mgpa Mpgo

) (
‘VAB VBA1 " C,K*C VOB1 VOB‘

Mcp
Ve

Fig. 7.84: Fuerzas y momentos en las piezas del Ejemplo 7.6.2.3
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resuelve para dar:

by = 23 Pa ' 3= 19 Pa
BT84 Kk T 648 K
Sustituyendo en las ecuaciones eldsticas, se tiene:
Mpsa = +0,1018 Pa ; Mpce = —0,0694 Pa
Mep = —0,1228 Pa ; Mpo = —0,0324 Pa

Pueden calcularse también los giros en las articulaciones imponiendo que el momento
en dichos extremos sea nulo:

1 3— Pa
ba = *§¢B+§¢AB = 70,0243?
1 3— Pa
b0 = _§¢B+§¢BO = —1—0,0307?

Las leyes de esfuerzos y la deformada a estima de la estructura pueden verse en la
Figuras 7.35 y 7.36. Obsérvese que las leyes de esfuerzos se obtienen superponiendo las
correspondientes a los estados simétrico y antisimétrico supuestos.

Dado que la estructura que se resuelve es una vez traslacional, para resolverla es
necesario plantear una ecuacién de equilibrio de fuerzas o ecuacién de cortantes. En
este caso, se ha planteado el equilibrio de fuerzas verticales sobre el dintel (barras
AB y BO), para obtener la Ec. (b5). Naturalmente, la seleccién de esta ecuacién de
cortantes no es unica. A partir de la Figura 7.33, pueden plantearse otras ecuaciones
de equilibrio; asi, por ejemplo:

(b5.1) Equilibrio de momentos respecto del punto A:

5 P
Mep + (Vo + VoB) > = §2a

(b5.2) Equilibrio de momentos respecto del punto C"

5a Pa
= _— = — =
Mcp = Vap 5 55

Se puede comprobar que la solucién obtenida utilizando las ecuaciones de cortantes
anteriores es, naturalmente, idéntica a la obtenida utilizando la Ec. (b5).
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([D 0,1018

MOMENTOS FLECTORES x Pa |

DEFORMADA

Fig. 7.35: Ley de flectores y deformada del Ejemplo 7.6.2.3

bOt 0,0509 boy 0,0509

9
1§||||||||||||||||B\ |||||||||||||||g~
B'
Z - AR 7

0,06487 . {od

01921 Ve

Fig. 7.86: Leyes de: (a) cortantes y (b) axiles del Ejemplo 7.6.2.3
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Ejemplo 7.6.2.4

Resolver la estructura de la Figura 7.37 sometida a la carga uniformemente repartida
p = 15kN/m. La rigidez EI es igual para todas las barras.

p=15kN/m

a=90m a=9,0m

Fig. 7.37: Portico del Ejemplo 7.6.2.4

La estructura es simétrica de forma y también lo es el caso de carga aplicado, por
lo que se considera sélo la mitad derecha de cara a la resolucién. Al estar el punto A
empotrado, ¢4 = 0. Ademds, por simetria, ¢ = 0. Por tanto, el dnico giro de nudo
incégnita es el del nudo B, ¢5.

Por efecto del empuje que las barras inclinadas hacen sobre los soportes, los extremos
superiores de éstos experimentan un desplazamiento horizontal BB; = up, mientras
que el nudo C' sufre s6lo un desplazamiento vertical (por simetria) CCy7 = ve. Estos
dos movimientos estdn relacionados por la condicién de inextensibilidad de la barra
BC, tal como se muestra en la Figura 7.38.

En efecto, la barra BC gira alrededor de un punto O que es el centro instantdneo
de rotacién de la barra. El punto O se halla trazando la perpendicular al movimiento
CCq por C' y la perpendicular al movimiento BB; por B. Por definicién de centro
instantdneo de rotacion, el dngulo C/O\Cl = ¢ y el angulo B/O\Bl = ¢ son iguales, y por
tanto, la barra BC gira un dngulo ¢. Por su parte, debido al desplazamiento del nudo
B, la barra AB gira un éngulo = — (ug/h) = — (f/h) ¢; por tanto, basta tomar ¢
como incégnita debida a la traslacionalidad de la estructura.
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C ¢ 0
V —
ff © ¢
— G - B
¢ Blus /™!
h b=v./a=upy/f o
— A

a

Fig. 7.38: Ejemplo 7.6.2.4: traslacionalidad

En resumen, todos los momentos en los extremos de las barras se pueden poner en

funcién del giro del nudo B, ¢p, v del citado dngulo ¢:
Map = 2Kap ¢p —6Kap <—£¢>
Mpa = 2Kap(2¢p) —6Kap <£¢)

Mpe = 2Kpc(2¢p) —6Kpcd + Mpe
Mcp = 2Kpc ¢p —6Kpced+ Map

Llamando Kap = K ; Kpc = 0,375 K y M2, = —M%, = (pa®/12) = 101,25kN-m,
se tiene:

Mup = 2,00 K¢ +4,286 K¢
Mps = 4,00 K¢g +4,286 K¢
Mpc = 1,50 K¢ — 2,250 K¢ — 101,25
Mcp = 0,75 Kog — 2,250 K¢ + 101,25

El equilibrio de fuerzas y momentos se considera en la Figura 7.39. Por simetria,
Vo = 0 y entonces V4 = pa.
Las ecuaciones de equilibrio para determinar las incégnitas ¢5 y ¢ son:
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(a) Equilibrio de momentos en el nudo B:
Mpa+ Mpc =0
(b) Equilibrio de fuerzas horizontales (Figuras 7.39a y b):
Hap = Hcn
o sea,

1

1 1
N (Map + Mpa) = 7 (MBC + Mcp + 2]9&2)

Sustituyendo las expresiones adecuadas, se tiene el sistema de ecuaciones:

5,500 K¢y + 2,036K¢ = 101,25
2,036 K¢ + 10,623 K¢ = 607,50

y resolviendo:

K¢p =—2,9714kN-m : K¢ = 57,756 kN-m
a) P b) .
HCBE C
Mcg M\B Mpe
E Hpc
Vg=pa
A
—~—H,=Hyp VB=I;3L_\M
M HAB BA
VA:pa AB —= B
A
——H,=H,p
1l
Vi=pal Map

Fig. 7.89: Fuerzas y momentos: (a) en la estructura y (b) en las piezas
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Fig. 7.40: Ley de flectores y deformada del Ejemplo 7.6.2.4

a) 36,46
A Cry oy
T
936 \ = 26,46
B
BY
= fo -
[ 01136,57 93,6 [ 0113657
N = =
V7 VA

Fig. 7.41: Leyes de cortantes y axiles del Ejemplo 7.6.2.4
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y por tanto:

Map = 4242kN-m  :  Mpa = +236 kN-m
Mpe = —236kN-m :  Mop = —31kNm

Las leyes de esfuerzos y la deformada a estima de la estructura pueden verse en la
Figuras 7.40 y 7.41.

Para los valores E = 210 GPa, I = 23.130 cm* (IPE 400), resulta K = EI/h =
13.878 kN-m y se tiene:

up = f¢ =1,041.102m

7.6.3 Movimientos y deformaciones impuestos

Para determinar las reacciones y esfuerzos producidos en un pértico hiperestdtico por
efecto de los movimientos y/o deformaciones impuestos se puede utilizar el Método de
Equilibrio, siguiendo un procedimiento andlogo al descrito en los Ejemplos precedentes.
Simplemente, hay que incluir, al plantear las ecuaciones eldsticas de las barras que
componen la estructura, los términos correspondientes a los movimientos de los nudos
motivados por las acciones consideradas. Se plantean y resuelven, a continuacién, dos
ejemplos ilustrativos.

Ejemplo 7.6.3.1

Resolver el pértico biarticulado de la Figura 7.42, cuando los apoyos C' y D sufren
movimientos horizontales simétricos, de valor u y sentido tal que la distancia C'D se
acorta. Todas las barras tienen la misma rigidez a flexién E1.

La estructura es simétrica y también lo son los movimientos impuestos considerados.
Por simetria, el giro del nudo B es de igual magnitud y opuesto al del nudo A, luego
¢p = —¢ 4. Andlogamente, ¢p = —¢o. Ademds, como el nudo C estd articulado, el
giro ¢ puede calcularse a posteriori, imponiendo que el momento Mg4 = 0.

Los nudos A y B no se mueven, y los movimientos de los nudos C'y D son conocidos.
Por consiguiente, la tinica incégnita cinemética es ¢ 4.

Definiendo K = EI/l y ¢ = u/l, se pueden escribir las ecuaciones eldsticas nece-
sarias para resolver el problema:
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Fig. 7.42: Pdrtico del Ejemplo 7.6.3.1

Map = 2K(2¢4+¢p) = +2K¢,

Mpa = 2K(pa+2¢p) = —2K¢,

Myc = 3K¢p,—3Ko

Mpp = 3K¢p+3K¢ = —3Kop,+3Ko

Notese que en las barras AC' y BD se han usado las ecuaciones correspondientes a
barras empotrado-articuladas.
La ecuacién de equilibrio de momentos en A que resuelve el problema, es:

ZMAZOZMAB+MAC

La ecuacién de equilibrio de momentos en B resulta en la misma ecuacién, por simetria.
Sustituyendo las ecuaciones eldsticas correspondientes y resolviendo la ecuacién de equi-
librio resultante:

— 3— 3u
y el problema queda resuelto. Sustituyendo el valor de ¢4 en las ecuaciones eldsticas,
se tienen los momentos de extremo de barra:

6 u 6 u
Map = +- K+ ; Mpa = —Map = —z K+

5 5

6 6
Mic = —3K7 3 Mpp = —Mac = +2K7
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RO . %
os ||| @) % 06 | oo

/
T |
| 0] |
[0 li/A |
, 5 % | %

KL x4 u nas
*07 / /

@

| FLECTORES | | DEFORMADA | | CORTANTES | | AXILES |

Fig. 7.43: Leyes de esfuerzos y deformada del Ejemplo 7.6.5.1

El giro en las articulaciones se puede calcular imponiendo que el momento en dichos
extremos es nulo, y resulta:

6u

1 3—
¢C=—§¢A+§¢257 ; ép = —9¢

Las leyes de momentos flectores, esfuerzos axiles y cortantes, asi como la deformada a
estima, pueden verse en la Figura 7.43.

Ejemplo 7.6.3.2

Resolver el pértico biarticulado de la Figura 7.44, cuando todas las barras sufren un
incremento de temperatura At¢, uniforme a través del espesor. Todas las barras tienen
la misma rigidez a flexién E1T.

Al estar articulados los nudos C'y D, los correspondientes giros ¢~ y ¢ no aparecen
en las ecuaciones eldsticas, ya que pueden calcularse a posteriori. Se toman, por tanto,
como giros incégnitas ¢4 v ¢p.
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Fig. 7.44: Pdrtico del Ejemplo 7.6.3.2

Los alargamientos de las barras debidas al incremento térmico son:

Alap = la/At

Algc = laAt

AZBD = %O&At

donde « es el coeficiente de dilatacién térmica del material. Por tanto, conocemos a
priori los movimientos:

l

va = laAt ; vg = 504At
y asimismo,
l
UA—UB:(Sv:iaAt ; ug —up = lat

donde se supone, en principio, que tanto u4 como up son positivos hacia la izquierda.
En funcién de éstos, se definen los giros de las barras debidos a los incrementos térmicos:

— Oy 1
$ap = — = —j0Al
_ U _
bac = +TA =9

URB 2

¢BD = +l/72 = l(UA—lOéAt) = 2(;5—204At
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Definiendo K = E1/I, se tiene que las rigideces de las barras son: Kap = Kac = K
v Kpp = 2K. Ahora se pueden escribir las ecuaciones eldsticas de las barras en funcién

de los dngulos ¢4, ¢ v ¢:
1
Muap = 2K(2¢4+ ¢p) —6K(—§aAt) = 4K¢p, +2K¢p + 3KaAt

1
Mpa = 2K(d4+20p) —6K(—5all) = 2K, +4K¢p +3Kalt

Mac = 3Kp,—3K¢o
Mpp = 3(2K)¢p —3(2K) (2¢ — 2aAt) = 6Kép — 12K ¢ + 12KaAt

Las ecuaciones de equilibrio que se plantean son (Ejemplo 7.6.2.1):

(a) Equilibrio de momentos en A: > Msg=0=Msc+ Map

TKpy+2K¢p — 3K ¢ = —3Kat (a7)

(b) Equilibrio de momentos en B: > Mp=0= Mpa+ Mpp

2K¢p 4 +10K¢p — 12K ¢ = —15KaAt (b7)

(c) Equilibrio de fuerzas horizontales:

Mac = Mpp
0 = T, T =
ca+1pB ] + /2
0 = Mac+2Mpp
24KalAt = -3K¢,—12K¢p + 27K ¢ (c7)

El sistema formado por las ecuaciones (a7), (b7) y (c7) es un sistema simétrico que se
resuelve para dar:

1 43 - 11
Pa =50 ; oB 162 AT
y entonces:
ol oA (<) laAt 12,0 At (—)
ug = ¢l = —la — ; up = ug — laAt = ——lo —
4 23 ! B 23
Sustituyendo en las ecuaciones eldsticas, se tiene:
30
Map = —l-%KOzAt ; Maic = —Myp
15
Mpy = —;KaAt Mpp = —Mpa

23
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Fig. 7.45: Leyes de esfuerzos y deformada del Ejemplo 7.6.3.2

Pueden calcularse también los giros en las articulaciones imponiendo que el momento

en dichos extremos sea nulo:

1 3— 16

= —_— — — - A

Pc 2¢A + 2¢ to5 At
1 3, — 101

Las reacciones son (ver Figura 7.45 para nomenclatura y sentidos):

He = Hp

Ve =

Vb

30 K
2R LA
93 1 “At

Las leyes de momentos flectores, esfuerzos axiles y cortantes y la deformada a estima

de la estructura pueden verse en la Figura 7.45.
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8 Estructuras Articuladas

8.1 Introduccién

A partir de la segunda mitad del siglo XX, la utilizacién del ordenador digital produce
una ripida evolucién en la investigacién de muchas ramas de la ciencia y de la técnica,
dando lugar a procedimientos “numéricos”, adecuados para el uso de los mismos. En el
campo del Analisis de Estructuras el ordenador ha llevado de forma natural al desarrollo

del cdlculo matricial de estructuras.

A finales del siglo XX, la rdpida generalizacion del uso de los ordenadores personales
hace de éstos la herramienta bésica de cédlculo en ingenierfa; los métodos de cédlculo de
estructuras por ordenador son hoy, por lo tanto, un elemento esencial en la ensenanza
de la Mecénica de Estructuras. La aplicacién de estos métodos permite: (1) formular
una metodologia de andlisis compacta y basada en principios generales, (2) desarrollar
procedimientos prédcticos de andlisis y, (3) organizar de forma simple los programas de
ordenador de Calculo de Estructuras.

Tanto el Método de Flexibilidad como el de Rigidez pueden plantearse de cara a su
resolucién automadtica. Sin embargo, el segundo cuenta con la importante ventaja sobre
el primero de que su formulacién es mds sistemdtica. En la préctica, la casi totalidad
de los programas actuales de Célculo de Estructuras se basan en el Método Directo de
Rigidez. Métodos mds modernos y sofisticados de resolucién de estructuras, como el
Método de los Elementos Finitos, también se suelen formular como Métodos de Rigidez.

En este Capitulo se muestra la aplicacién del Método Directo de Rigidez a la re-
solucién de estructuras articuladas. Se plantean primero las bases del método, de forma
general. Se muestra después, en detalle, su aplicacién a estructuras articuladas planas y
espaciales. En el siguiente Capitulo se abordar el estudio de estructuras reticuladas de
plano medio, y la generalizacién a otras tipologias estructurales: emparrillados planos
y estructuras reticuladas espaciales.

283
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8.2 El Método Directo de Rigidez

El Método Directo de Rigidez es la formulacién sistemética del Método de Rigidez, y
se basa en los tres principios fundamentales de la Mecanica de Estructuras:

I. Compatibilidad. La deformacién es una funcién continua y tiene un valor unico
en cada punto. En consecuencia, los movimientos también lo son y, en particular,
los movimientos en los extremos de las piezas que concurren en un mismo nudo
son idénticos para todas las piezas.

II. Equilibrio. Tanto la estructura globalmente como cada parte de la misma y, en
particular, cada nudo y pieza de la misma estédn en equilibrio estdtico, bajo la
accion de las fuerzas exteriores y de los esfuerzos internos.

III. Linealidad y principio de superposicion. La estructura se comporta linealmente
tanto a nivel local (relacién tensién-deformacion, segin la Ley de Hooke y la
hipétesis de pequenas deformaciones), como a nivel global (relaciones desplaza-
miento-deformacién y fuerzas-tensiones, segiin la Ley de Hooke y la hipdtesis de
pequenios movimientos). En virtud de esta linealidad, es vélido el principio de
superposicién.

El esquema de resolucién de una estructura segiin el Método Directo de Rigidez se
detalla en la Figura 8.1. Como se observa, el proceso secuencial consiste en:

1. definir la geometria de la estructura, asi como las condiciones de apoyo y las
acciones,

2. identificar el nimero de movimientos incégnita que determinan la deformacién de
la estructura, a base de considerar las correspondientes condiciones de compati-
bilidad en los nudos,

3. resolver las piezas individuales, en funcién de los movimientos de sus extremos, a
base de satisfacer las condiciones de equilibrio y compatibilidad en las piezas,

4. imponer las necesarias condiciones de equilibrio en los nudos,
5. imponer las condiciones de apoyo de la estructura,

6. determinar los movimientos incégnita, a base de resolver el sistema de ecuaciones
resultante,

7. determinar los esfuerzos y reacciones en la estructura.
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GEOMETRIA
Y
ACCIONES
COMPATIBILIDAD I
A PRIORI
SELECCION DEFINICION DEFINICION
INCOGNITAS ACCIONES CONDICIONES
CINEMATICAS SOBRE NUDOS DE APOYO
RESOLUCION @ RESOLUCION DE @
DE LAS PIEZAS :{> LA ESTRUCTURA <
INDIVIDUALES EQUILIBRIO GLOBAL
A POSTERIORI

V

CALCULO @ CALCULO @ CALCULO
DE < DE —— DE
ESFUERZOS MOVIMIENTOS REACCIONES

Fig. 8.1: El método directo de rigidez

Sobre este proceso cabe hacer algunas observaciones:

Obs 1. La definicién de la geometria debe hacerse, necesariamente, de manera di-
gital, para que se pueda operar con ella ficilmente de forma algoritmica. Deben
definirse también, en forma general, las condiciones de apoyo. La definicién de las
acciones debe ser general, de manera que se puedan considerar la enorme variedad
de cargas y acciones que pueden actuar sobre la estructura.

Obs 2. Se consideran como movimientos incégnita todos los movimientos desconoci-
dos de los nudos de la estructura, es decir, que el nimero de incégnitas cinematicas
es:

k=gl -nn—ca (8.1)

donde gl es el nimero de grados de libertad por nudo, nn es el nimero de nudos
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de la estructura y ca es el nimero de grados de libertad prescritos por las condi-
ciones de apoyo. En articuladas planas gl = 2, dos traslaciones en el plano de la
estructura, en estructuras reticuladas de plano medio gl = 3, dos traslaciones en
el plano de la estructura y un giro perpendicular a éste y en emparrillados planos
gl = 3, dos giros en el plano de la estructura y un desplazamiento perpendicular a
éste. En estructuras articuladas espaciales gl = 3, tres traslaciones en el espacio y
en estructuras reticuladas espaciales gl = 6, tres traslaciones y tres giros (Figura
8.2).

Obs 3. No se desprecia la deformacién por axil de las piezas, aunque si suele des-

preciarse la deformacién por cortante. Esto implica que hay que considerar,
explicitamente, las ecuaciones eldsticas referidas a los axiles y los movimientos
longitudinales de los nudos de las piezas. A la matriz de coeficientes de rigidez
de la forma matricial de las ecuaciones eldsticas completas se le llama matriz de
rigidez de la pieza.

ARTICULADA

ARTICULADA ESPACIAL
PLANA
y
RETICULADA
ESPACIAL

RETICULADA EMPARRILLADO b
y

PLANO . PLANO “\ o Wi v

Fig. 8.2: Estructuras de barras: grados de libertad por nudo
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Obs 4. Al tomar como incégnitas todos los movimientos de los nudos, es necesario
plantear ecuaciones de equilibrio de fuerzas y momentos en todos los nudos. A
este proceso, en el que se imponen de forma sistemdtica las condiciones de com-
patibilidad y equilibrio en todos los nudos, se le llama “ensambaje” de la matriz
de rigidez global.

Obs 5. Al imponer las condiciones de apoyo, se identifican los movimientos prescritos
y sus correspondientes reacciones incégnita.

Obs 6. Dado que el nimero de incégnitas del problema suele ser elevado, los sistemas
de ecuaciones resultantes son grandes. Es preciso, por tanto, disponer de métodos
robustos y potentes para el almacenaje y la resolucién de sistemas lineales de
ecuaciones.

Obs 7. Al calcular los esfuerzos y reacciones sobre la estructura, hay que tener en
cuenta la definicién original de las acciones, lo cual requiere, en general, una cierta
elaboracién posterior a la obtencién de los movimientos.

8.3 Estructuras articuladas

Las estructuras articuladas son estructuras formadas por barras unidas entre si me-
diante nudos articulados. Al tener ambos extremos articulados los momentos en los
extremos de las piezas son nulos y, bajo cargas aplicadas en los nudos, las barras tra-
bajan sélo a esfuerzo axil.

Las estructuras articuladas pueden ser planas cuando las directrices de las piezas
que la componen estdn contenidas en el mismo plano y espaciales en caso contrario. En
este capitulo se aborda en primer lugar el estudio de las estructuras articuladas planas
y luego el de las espaciales.

Definiciéon de la estructura

Una estructura de piezas rectas se define mediante una serie de lineas rectas, que
representan las directrices de las piezas, unidas unas a otras en puntos que representan
los nudos. Al definir dicha estructura, de cara a su andlisis por ordenador, se utiliza la
siguiente notacién:

1. Cada nudo se identifica por un nimero. El orden de numeracién de los nudos es,
en principio, arbitrario. La posicién de los nudos se define dando las coordenadas
de éstos referidas a un sistema global de referencia.
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2. Cada pieza de la estructura se identifica, también, por un nimero. El orden de
numeraciéon de las piezas es independiente del de los nudos y también arbitrario.
En una pieza cualquiera, por ejemplo la k-ésima, que une los nudos “” y “j”,
se denomina extremo “a” al de menor numeracién y extremo “b” al opuesto. Se

identifica como sentido positivo de una pieza al definido por la secuencia a — b.

3. A cada pieza se le asigna un numero identificador del “material” de la pieza.
Definen el “material” de una pieza el conjunto de propiedades mecdnicas (fisicas
y geomeétricas) que se precisan para definir el comportamiento de ésta. Asi, para
una pieza de una estructura articulada es necesario definir el médulo de elasticidad
del material, E, y el drea, A, de la seccién de la pieza.

Asi pues, la definicién geométrica de la estructura se compone de tres listas de
nimeros: (a) lista de nudos y sus coordenadas, (b) lista de piezas, con sus conectividades
nodales y la asignacién del “material”, y (c) lista de “materiales”, con la especificacién
de sus propiedades mecdnicas. Esta forma sistemédtica de referir los nudos y las piezas
permite la definicién digital (la tnica utilizable en el ordenador) de cualquier estructura,
por compleja que ésta sea.

Adems4s, es necesario definir las condiciones de apoyo. Esto se hace mediante otra
lista en la que, nudo a nudo, se especifican los grados de libertad libres y los restringidos.
Cada grado de libertad libre es una incégnita cinemética del problema. Por cada grado
de libertad restringido se determinard la correspondiente reaccién incégnita.

Como se observa, para definir las coordenadas de los nudos se precisa un sistema de
referencia. También se precisa de sistemas de referencia adecuados para referir a ellos

a)

Fig. 8.3: Sistemas de referencia en estructuras articuladas: (a) espacial (b) plana
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los movimientos de los nudos (libres y prescritos) y las fuerzas actuantes sobre éstos.
Por tanto, se definen:

e un sistema global de referencia, es decir, un triedro dextrégiro al que nos referire-
mos como (X,Y,Z) (Figura 8.3a). Este sistema se usa para referir a él la
geometria de la estructura, las fuerzas actuantes y los movimientos incégnita.
Normalmente, el ensamblaje de las matrices y vectores de las piezas se hace en
este sistema. En lo que sigue, denominaremos a este sistema (X, Y") y lo usaremos
en estructuras articuladas planas (Figura 8.3b).

e El sistema local de referencia para cada pieza (z,y, z) (Figura 8.3a) se usa para
referir a él, en determinados casos, los esfuerzos o movimientos vinculados a la
pieza. En lo que sigue, y refiriéndonos a estructuras planas, denominaremos a
este sistema (z;,y;), donde i (Figura 8.3a) indica la pieza en la que se define el
correspondiente sistema local. El eje x; tiene la direcciéon de la directriz de la
pieza; el eje y; es perpendicular al x;.

Utilizaremos la notacién A, v para referirnos a matrices y vectores expresados en el
sistema global y A’, v/ para referirnos a matrices y vectores expresados en un sistema
local. También se empleardn letras mintsculas en negrita para las submatrices. Dado
que hay tantos sistemas locales como piezas, se necesitan matrices de cambio de base
entre cada sistema local y el global.

Ejemplo 8.3.1

La estructura articulada de la Figura 8.4a, con el sistema global de referencia que se
muestra, estd formada por tres barras del mismo material pero de diferente seccién
A Numerar los nudos y las barras, definir los ejes locales, y dibujar los grados de
libertad y las fuerzas externas.

Datos: L = 10m, E = 100 GPa, Fx = 2kN, Fy = 1kN.

En la Figura 8.4b se muestra la numeracién de las barras y de los nudos, adoptada.
La definicién de los ejes locales se muestra en la Figura 8.5a. Por iltimo, en la Figura
8.5b se representan las componentes de las fuerzas externas y los grados de libertad de
los nudos referidos al sistema global de referencia.
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Fig. 8.4: Ejemplo 8.3.1: (a) geometria (b) numeracion de nudos y barras

Fig. 8.5: (a) Sistemas de referencia:

b)

Fy3.v3

Yi
Fxpuy Fx,.uy
1 1 X 2
Fyv) Fyo.va

global y locales (b) esfuerzos y grados de libertad



8.4. ECUACIONES ELASTICAS. MATRIZ ELEMENTAL DE RIGIDEZ 291

8.4 Ecuaciones elasticas. Matriz elemental de rigidez

8.4.1 Forma matricial de las ecuaciones eldsticas

Las ecuaciones eldsticas de una pieza establecen la relacién existente entre las fuerzas
que actian en los extremos de la pieza y los movimientos que se producen en los
mismos. Sea una pieza recta de una estructura articulada plana, de longitud [, médulo
de elasticidad E y seccién transversal constante A, tal como la que se muestra en la
Figura 8.6. Consideremos los esfuerzos axiles que actiian sobre sus extremos a y b, y
los movimientos de éstos, en el sistema local de referencia de la barra.
Por equilibrio:
Fro = —Fy (8.2)

Por otro lado, el alargamiento de la pieza debida al axil es:

F!.1
§ = uy—u, = E/bl (8.3)

Por tanto, las ecuaciones elasticas de la barra articulada son:

Fl, = +ETA (ul = up) = +F (uq — up) (8.4a)
o= = (=) =k (u, — ) (8.40)

donde k = EA/I es la rigidez de la barra. Las ecuaciones (8.4a) y (8.4b) pueden

A Fuerzas
\ '
q \ a F,,
z N~ b xb
NS
A © Movimientos
a u'
Ty \\ ¢
b u
\ b
a O

SISTEMA LOCAL DE REFERENCIA

Fig. 8.6: Fuerzas y movimientos de extremo de pieza
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escribirse en forma matricial como:

F., 1 -1 ul,
, =k 11 o (8.5)
b b
o bien:
Fy, ki, ki, w,
que podemos reescribir como:
fé _ k%m k’?b d% (8.7)
f; ki, Ky, d,
con:
fo = Fra fi=Fy di=u, A=
Y EA EA

Para estructuras articuladas (planas y espaciales) en ejes locales gl = 1.

En las expresiones anteriores se llama vectores de movimiento de nudo a los vectores
d/, y d}, formados por las componentes de movimiento que definen la traslaciéon del
nudo en el sistema local de la pieza. Andlogamente, se llama vectores de esfuerzos en
extremo de pieza a los vectores f. y £/ formados por las componentes de las fuerzas
que actian en los extremos de las piezas. El nimero de componentes de cada uno de
estos vectores depende de la tipologia de estructura analizada y es igual al nimero de
grados de libertad por nudo, en ejes locales, que corresponda a cada caso.

8.4.2 Concepto de rigidez y flexibilidad de una pieza

Las ecuaciones eldsticas de la pieza, Ec. (8.7), pueden escribirse de forma matricial
compacta como:

f=K'd (8.8)

donde f’, K’ y d’son obvias del desarrollo anterior. Al vector d’ se le llama vector
de movimientos de la pieza y a f’ se le denomina vector de esfuerzos de la pieza. Por
extension del problema mecédnico elemental del comportamiento de un muelle, donde
F = kd, (fuerza=rigidez x alargamiento), se denomina a la matriz K’ matriz de rigidez
de la pieza o matriz de rigidez elemental, y al método de cdlculo matricial basado en
ella, método directo de rigidez. Nétese que la matriz K’ es simétrica.
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La componente F/ del vector de esfuerzos de la pieza serd:
m
F =) Kj;d] (8.9)
j=1

donde m es el mimero de grados de libertad de la pieza y K ; son las componentes de la
matriz de rigidez elemental. Si se considera un sistema de movimientos en los extremos
de pieza en el que tnicamente la componente dg» del vector movimientos es no nula e
igual a la unidad (dj = 1, d; = 0 para i # j), resulta:

(F)' = Kj; (8.10)

es decir, que la columna j-ésima de la matriz de rigidez elemental K’ representa el
vector de esfuerzos (f/ )j que se producen en la pieza cuando se impone un movimiento
d;. =1

También se puede intentar escribir la relacién inversa entre fuerzas y movimientos
en los extremos de la pieza, es decir, en la forma movimiento = flexibilidad X fuerza,
donde la flexibilidad se define como la inversa de la rigidez. Sin embargo, mientras
las fuerzas en los extremos de las piezas estdn perfectamente determinadas en funcién
de los movimientos en los nudos, no ocurre lo mismo a la inversa, dado que la pieza
aislada puede sufrir movimientos de sélido rigido sin que se modifiquen las fuerzas que
actian en sus extremos. Matemdticamente, esto quiere decir que la matriz de rigidez
es singular y, por consiguiente, no existe su inversa en un sentido estricto.

Si, por ejemplo, se fija el extremo “a” de la pieza, entonces d, = 0 y quedan
impedidos asi los movimientos de sélido rigido. En este caso, se tiene:

f; = k;,dy;, (8.11)
Esta relacién sf es invertible y se tiene que:
b= ky £, = by, £ (8.12)

donde a la matriz b}, (inversa de kj},) se le denomina matriz de flexibilidad, y al método
de cédlculo matricial basado en ella método de flexibilidad.

Si la pieza analizada forma parte de una estructura estable y no de un mecanismo,
sus movimientos de sélido rigido estdn fisicamente impedidos, y la matriz de rigidez
serd siempre no singular. Por lo tanto, puede hallarse su inversa y escribirse la relacién
entre los movimientos en los nudos y las fuerzas aplicadas en los extremos de la pieza.
La componente d; del vector de movimientos de la pieza seré:

d; = > Bj; Fj (8.13)
j=1
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donde 7 es el nimero de grados de libertad de la pieza (excluidos los movimientos de
solido rigido) y B,fj son las componentes de la matriz de flexibilidad elemental. Si se
considera un sistema de esfuerzos sobre la pieza en el que unicamente la componente
del vector de esfuerzos Fj es no nula e igual a la unidad (F] = 1, F; = 0 para i # j),
resulta: ‘

(d))’ = Bj; (8.14)
es decir, que el coeficiente BZ’-j de la matriz de flexibilidad representa la componente
i-ésima del vector de movimientos (d’ )j que se produce cuando actia sobre la pieza
un esfuerzo de componente Fj’ unidad. Por el Teorema de Rayleigh-Betti (Seccién 4.6)
debe ser: A ‘

F(=1)-(d;) = Fj(=1)-(d; )" = Bj; =B} (8.15)
es decir, que la matriz de flexibilidad B’ elemental es simétrica.
Como consecuencia de la simetria de la matriz de flexibilidad elemental, se de-
duce que la matriz de rigidez elemental, que es su inversa, también lo es, como se ha
comprobado para el caso de las estructuras articuladas planas.

8.4.3 Energia de deformacién y energia potencial total de una pieza

Consideremos una pieza recta de una estructura articulada plana, de seccién transver-
sal constante, tal como la que se muestra en la Figura 8.6, sobre la que sélo actian
fuerzas en sus respectivos extremos a y b. Dado que los sistemas estructurales que es-
tamos considerando son conservativos, el trabajo realizado por las fuerzas que actian
sobre ellos se invierte, integramente, en incrementar la energia de deformacién de las
piezas que los componen. Por tanto, la energia de deformacién de la pieza se puede
evaluar calculando el trabajo realizado por las fuerzas de extremo de barra sobre sus
respectivos movimientos eficaces, los movimientos de los nudos a y b. Segtn la férmula
de Clapeyron, se tiene que:

1

U:2

1 T
) d == (d)" K'd 8.16
()" =1 (@) (510
donde se ha utilizado la relacién f' = K’'d’ y el hecho de que la matriz de rigidez es
simétrica. Dado que el axil es N = F,, = —F/,, y el alargamiento de la barra es

0 =uy—u, y N =k, se tiene que:

1
U:§|:Fa/:a F:;b] U

ul, 1
/ ] = 51«52 (8.17)

En la expresién (8.17) resulta obvio que la energia de deformacién de una pieza se
puede escribir como una funcién cuadritica de los movimientos de sus nudos. Como
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la energia de deformacién es necesariamente no negativa, la matriz de rigidez es una
matriz semidefinida positiva.

Anslogamente, se puede escribir la energia de deformacién de una pieza como una
funcién cuadrética de las fuerzas que actian sobre sus nudos. Para ello, es necesario
eliminar, de forma adecuada, los movimientos de sélido rigido de la barra. Si a tal
efecto, por ejemplo, se fija el extremo “a” de la pieza, entonces d], = 0. En este caso,

se tiene: ) .
U= (f) d =5 ()" byt (8.18)
donde se ha utilizado la relacién dj = by, f;. Como la energia de deformacién, una

vez eliminados los movimientos de sélido rigido, es necesariamente positiva, la matriz
de flexibilidad es una matriz definida positiva.

Conocida la expresién de la energia de deformacién se puede obtener la expresiéon
de la energia potencial total de la pieza. Para ello, basta con considerar la energia
potencial de las fuerzas actuantes, H :

H=—(f)"d (8.19)
La energfa potencial total II es la suma de las expresiones (8.16) y (8.19):

I = U+H (8.20a)
- % (@) K'd - () d (8.20D)

Obsérvese que se cumple el Principio de Energfa Potencial Minima, ya que

oIl
od’

También se cumple el Primer Teorema de Castigliano, ya que las fuerzas se pueden

=Kd-f=0 (8.21)

obtener derivando la energia de deformacién respecto de los correspondientes movimien-

tos:
oU

od’

= Kd =f (8.22)

8.4.4 Matriz elemental de rigidez en el sistema global

Sea a = (ax,ay) un vector expresado en el sistema global (X,Y) y sea a' = (a;,,a;) el

mismo vector expresado en un sistema local (z,y). Sea « el dngulo que forman entre
si ambos sistemas de ejes (Figura 8.7). Las correspondientes transformaciones son:
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Yy
X
Fig. 8.7: Transformacion de sistema de referencia

ax cosa —sina al, al, cosa  sina ax

ay sina  coso a; a; —sina cosa ay
(8.23)

o, en forma compacta:
e r _ T

a=Ta a =T a (8.24)

En virtud de estas relaciones, un alargamiento u’ en la direccién x de la barra
produce un movimiento d = (u,v) en ejes globales que se corresponde con la expresion:

d:[“]:[coso‘]u':Td’ (8.25)

v sin o

donde se ha definido el vector de movimiento en ejes locales d = u/. Obsérvese que, en
coordenadas locales, el vector de movimiento sélo tiene una componente, mientras que
en coordenadas globales tiene dos.

En este caso, la matriz T de transformacién es rectangular y contiene los cosenos
directores del eje x local respecto de los ejes globales (X,Y’), siendo ang(Xz) = a y
ang(Yz) =7/2 — a

T
T =| cos(Xz) , cos(Yx) (8.26)



8.4. ECUACIONES ELASTICAS. MATRIZ ELEMENTAL DE RIGIDEZ 297

Reciprocamente, conocidas las componentes del movimiento d = (u,v) en el sistema
global, el movimiento en ejes locales se calcula:

=T7d (8.27)

U
4 !/ .
d:u:{cosoz , sma][

v

Aplicando estas transformaciones a los vectores de movimientos de extremo de pieza,

da:[“”

se tiene:

= Td, dy = [ Wl mg (8.28)

Ub

Va

que son los vectores de movimientos en extremo de barra en coordenadas globales
expresados en funcién de los movimientos en coordenadas locales d, = ul,, dj = uj,.

Ademas, se tiene:

(7

' =d = TTd, up, = dy, = TT d, (8.29)

a

De igual manera, aplicando la transformacién de sistemas de coordenadas a los

esfuerzos axiles en los extremos de la barra F),,, F!, se obtiene:

Fxq Cos , ,
f, = = F. =Tf .
“ Fy, ] [ sin a e “ (8-30a)
Fxy cos & , ,
f, = = =Tf 8.30b
b FYb ] [ sin o b b ( )
y
/ o / o . FX(Z _ T
f = F, = [ cosa , sina } =T f, (8.31a)
FYa
’ / . Fxs _ mT
£ o [ cosa , sina } =Tf (8.31Db)
Fyy

De nuevo, obsérvese que el esfuerzo axil tiene una sola componente en el sistema local,
mientras que expresado en el sistema global tiene dos.

Por lo tanto, partiendo de las ecuaciones eldsticas referidas al sistema local de
referencia, Ec.(8.6), reescrita como :

Ff’ca - kgad:z + k;bdg

w = Kpd; +kpd,

ba " a

(8.32)
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y utilizando las relaciones anteriores, se tiene:

f, =Fi,
£ =

— 1/ T ! T
= k,, T"d, +k,T"dy (8.33)
I 1t T / T :
F, =k, T°d, +k;; T"d;

Estas son las ecuaciones eldsticas que permiten obtener los esfuerzos en el sistema
local de referencia, a partir de los movimientos en el sistema global de referencia.
Premultiplicando estas ecuaciones por la matriz de transformaciéon de sistemas T, se

obtiene:
f, = Tf, = TK,, T7d, + TK,,TTd, (8.34)
fb = Tfé = TkéaTTda +Tk§)bTTdb
o bien:
fo = kaada + kapdp (8.35)
f, = kpod, + kppdy,
con:
ki = T k;jTT (8.36)

Las Ecs. (8.35) son las ecuaciones eldsticas de la barra expresadas en el sistema
global de referencia. Dichas ecuaciones son las que se utilizan para ensamblar la matriz
global de rigidez de la estructura, tal como se explica en la Seccién siguiente.

En el caso de una estructura articulada plana, estas matrices en coordenadas glo-
bales tienen la expresién:

c? scC
kie = k= k 8.37
bb SO 52 (8.37a)
c? scC
k = k, = — .
ab ba k SC  S? (8 37b)

conk=FEA/l, S=sinay C =cos a.

Noétese que las submatrices k;; son simétricas, con lo que se comprueba que la matriz

elemental de rigidez es simétrica en cualquier sistema de referencia.

Ejemplo 8.4.4.1

Para la estructura articulada del Ejemplo 8.3.1, escribir las ecuaciones eldsticas de las

barras en el sistema global de referencia (Figura 8.4b).



8.4. ECUACIONES ELASTICAS. MATRIZ ELEMENTAL DE RIGIDEZ 299

Las ecuaciones eldsticas de las barras (Ec. (8.6)), referidas a sus respectivos sistemas
locales (Figura 8.5b), son:

(e, 1Y 10 10 ] [ 1V
ol =10%. h barra (1)
r 1) r 2)
/ N /
Fa/c2 =10 ; ° u? barra (2)
F, -5 5 ||
r 13 r 3)
! 2 _2 /!
Ffl =10%. 0 0 u,l barra (3)
F, —20 20 | | 4

donde la rigidez de las barras k(V) = (EA/ l)(i) se ha expresado en kN/m.
Se tiene que oM = 02, a? = 90° y a(® = 45°. Teniendo en cuenta dichos dngulos,
las ecuaciones eldsticas de las barras referidas al sistema global de coordenadas son:

Barra 1 (a = 0°):

(1) 1)

" Fx, 0 0 —-10 0 Uy
f1 . Fy1 . 102 0 0 0 0 (%1}
£, | Fxo - —10 0 10 0 U9
Fy» 0 0 0 0 V9
Barra 2 (a = 90°):
o [ Fxe @ O 0 0 0 uy 1@
f2 _ FY2 . 102 0 ) 0 -5 V2
f5 | Fxs N 0 0 0 0 us
Fys 0 -5 0 5 v3
Barra 3 (o = 45°):
o | Fx ®) 10 10 —10 —10] [u 1@
f; | B 1 10 10 —10 —10 "
f3 | Fxs N —-10 —-10 10 10 U3
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8.5 Compatibilidad y Equilibrio. Matriz global de rigidez

8.5.1 Ensamblaje de la matriz global

Una vez calculadas las ecuaciones eldsticas de todas las barras que forman la estructura
en un sistema de referencia comin, el siguiente paso en el método directo de rigidez
es la construccién de la matriz global de rigidez de la estructura. Esta matriz global
se obtiene mediante el ensamblaje de las matrices elementales de rigidez de las piezas.
Dicho ensamblaje es el resultado de la aplicacién sistemédtica de las condiciones de:

1. Compatibilidad: los desplazamientos de los extremos de las barras que concurren

en un nudo son iguales.

2. Equilibrio: la suma de las fuerzas ejercidas por las barras que concurren en un

nudo estdn en equilibrio con la fuerza externa aplicada en dicho nudo.

a)

b)

@

2\{2

Fig. 8.8: (a) Compatibilidad “a priori” (b) equilibrio “a posteriori”

H_ 03
d, = d; =(d

O @
dy = d; =(dy)

@_ ;03

f3

3

—fé) ~ lgz)
3)
fb f[()Z)

~
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Asi, por ejemplo, en la estructura de la Figura 8.8a, por compatibilidad, los movimien-
tos del extremo a de la barra 1, dgl), y los del extremo a de la barra 3, d((l?’), son iguales,
y ambos a su vez iguales a los del nudo 1, di, al que concurren dichas barras.

Por otra parte, por equilibrio, la suma de las fuerzas en el extremo b de la barra 2,
fb(z), y en el extremo b de la barra 3, fb(g), es igual a la fuerza exterior que actia en el
nudo 3, f3 (Figura 8.8b).

Por tanto, en la estructura de la Figura 8.8, formada por 3 piezas, las ecuaciones
de equilibrio de fuerzas interiores (esfuerzos en extremos de piezas) y exteriores que

actian sobre los nudos se pueden escribir, en el sistema global de referencia:
f, = fél) + f(53) (8.38a)
= [xWd; + kWdy| + [K®d; + kPd, (8.38b)
£, = £ 4£?
= kW4, + k(l)d2 + (K@ dy + k2 dy] (8.38c)
£, — f(2) +f( )
_ k(2)d2 +kPd,] |+ kP d; + kP dy| (8.384)

Estas ecuaciones pueden escribirse en forma matricial:

fy SN SV S k®d, d
fs W k]

o de forma méas compacta:

f=Kd (8.40)

donde f es el vector global de las fuerzas exteriores (incluidas las reacciones), K es la
matriz global de rigidez de la estructura y d es el vector global de movimientos en los
nudos.

De lo anterior se obtienen algunas conclusiones de validez general:

(a) La matriz K es simétrica, al ser simétricas las submatrices ko, v kpp elementales
y traspuestas una de la otra las submatrices k,;, y kp, de cada pieza. De hecho,
debe serlo en virtud de los Teoremas de Reciprocidad, aplicados a la estructura
en su conjunto.

(b) La matriz K es singular, ya que las ecuaciones de equilibrio (8.38a)-(8.38d) no se
ven afectadas por un movimiento de sélido rigido de la estructura.
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Ejemplo 8.5.1.1

Para la estructura articulada de los Ejemplos 8.3.1 y 8.4.4.1, escribir las ecuaciones de
equilibrio, explicitando la matriz de rigidez de la estructura.

Antes de imponer las condiciones de contorno, la estructura tiene 6 grados de li-
bertad, 2 por cada uno de los tres nudos (Figura 8.5a). El vector global de fuerzas
exteriores en los nudos (Figura 8.5a) es:

T T
fZ[ﬁ f> f3] :[FXl Fy1 Fxo Fys Fxs FY3}

y el vector global de movimientos en los nudos (Figura 8.5a) es:
T T
d= [ d1 d2 d3 ] = [ Uy Vi U V2 U3 U3 }

Teniendo en cuenta las matrices elementales de rigidez de las barras obtenidas en el
Ejemplo 8.4.4.1 y la expresién (8.39), el sistema global de ecuaciones de equilibrio de
fuerzas en los nudos de la estructura es:

Fxi 20 10 —10 0 —10 —107 [ w

Fy1 10 10 0 0 —10 —10 | | u

Fxp | _ 2 |70 0 10 0 0 0 us

Fyy o 0 0 5 0 -5 vy

Fxs ~10 —10 0 0 10 10 us

| Fys | | -10 =10 0 -5 10 15 | | vs |
K

donde K es la matriz global de rigidez de la estructura y sus términos se expresan en
kN/m.

8.5.2 Enmergia de deformacién y energia potencial de la estructura

Consideremos de nuevo el hecho de que los sistemas estructurales que estamos tratando
son conservativos y, por tanto, el trabajo realizado por las fuerzas que actian sobre
ellos se invierte, integramente, en incrementar la energia de deformacién de las piezas
que los componen. La energia de deformacién de una pieza (e) de la estructura es,
segun la expresion (8.16):

U (d«e))TK/(e)d/(e): (d(e>)TK<e>d(e) (8.41)

N | =
N =
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segin se evalie en los ejes locales o globales, respectivamente.
La energia de deformacion de la estructura completa se obtiene, simplemente,
sumando (escalarmente) las contribuciones de todas las barras que la forman:

U = >u® (8.42a)
B)
1 T
_ 2 (@) K©g®
>3 (d ) K©d (8.42b)
©)
= %dTKd (8.42c)

donde se han utilizado las condiciones de compatibilidad de movimientos en los nudos
para pasar de la expresién (8.42b), en funcién de las matrices de rigidez elementales, a
la (8.42c), en funcién de la matriz de rigidez global de la estructura. En la expresién
(8.42¢) resulta, de nuevo, evidente que la energia de deformacién de una estructura se
puede escribir como una funcién cuadritica de los movimientos de sus nudos. Como
la energia de deformacién es necesariamente no negativa, la matriz de rigidez global es
una matriz semidefinida positiva.

Conocida la expresion de la energia de deformacion de la estructura, es facil obtener
la expresién de la energia potencial total de ésta. Para ello, basta con considerar la
energfa potencial de las fuerzas actuantes:

H=-f"d (8.43)

La energfa potencial total es la suma de las expresiones (8.42¢) y (8.43):
I = U+H (8.44a)
= % d’ Kd - fd (8.44b)

De nuevo, las ecuaciones de equilibrio en los nudos pueden obtenerse a partir del Prin-
cipio de Energfa Potencial Minima, ya que
oIl

— =Kd-f = 4
74 0 (8.45)

Puede comprobarse facilmente que las reglas de ensamblaje de la matriz de rigidez
global de la estructura que se deducen de las ecuaciones (8.42a)-(8.42¢c) coinciden exac-
tamente con las obtenidas a partir de la imposicién del equilibrio de fuerzas y momentos
en los nudos. De hecho, dichas condiciones de equilibrio pueden deducirse directamente
de la expresién (8.45), o bien, aplicando el Primer Teorema de Castigliano:

oU
Sq = Kd=f (8.46)
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ya que las fuerzas que actian sobre los nudos se pueden obtener derivando la energia
de deformacion total respecto de los correspondientes movimientos.

8.6 Movimientos prescritos nulos segin los ejes globales

Se considera en esta Seccién la manera de introducir las condiciones de apoyo de la
estructura en el sistema de ecuaciones de equilibrio ya ensamblado. La especificacién
de las condiciones de apoyo de la estructura se traduce en que algunos de los grados
de libertad de ésta tienen sus valores prescritos nulos. El nimero de grados de libertad
prescritos debe ser suficiente como para impedir los movimientos de sélido rigido de la
estructura.

Consideremos que el grado de libertad i—ésimo de la estructura, referido a los ejes
globales de referencia, tiene un valor prescrito d; =d; = 0. El sistema de ecuaciones a
resolver es, entonces:

Kll Kli Kln dl Fl
Ka ... Ki ... K 4=0|=|F (8.47)
Ky .. Kpi oo K | | do | | Fu

donde F; es la reaccién correspondiente al grado de libertad prescrito. Se elimina la
columna i-ésima, porque se multiplica por d; =d; = 0. La fila i-ésima se puede eliminar
porque es la ecuacién correspondiente a un grado de libertad conocido d; =d; = 0. Por
tanto, la prescripcién de un grado de libertad reduce el sistema global en una ecuacién.
Este proceso se repite para cada grado de libertad prescrito nulo, lo cual reduce el
sistema global a resolver.

Ejemplo 8.6.1

Para la estructura articulada de los Ejemplos 8.3.1, 8.4.4.1 y 8.5.1.1, introducir las
condiciones de apoyo en el sistema global de ecuaciones de equilibrio de fuerzas en los
nudos.

La estructura tiene un apoyo articulado fijo en A y un apoyo articulado simple en
B (Figura 8.4a). Por tanto, los movimientos prescritos son (Figura 8.4b):

u1:v1202:0m
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El sistema de ecuaciones obtenido en el Ejemplo 8.5.1.1 se modifica al introducir estos
movimientos prescritos.

Eliminando las filas y columnas 1, 2, y 4, correspondientes a los movimientos nulos,

se obtiene:
10 0 0 ug FX2
102-| 0 10 10 us | = | Fxs
0 10 15 V3 Fy3

que es el sistema global reducido de ecuaciones de equilibrio de fuerzas en los nudos.

8.7 Calculo de movimientos, reacciones y esfuerzos

8.7.1 Calculo de los movimientos en los nudos

Una vez construido el sistema de ecuaciones de equilibrio en los nudos:
Kd=f (8.48)

y modificado éste para introducir las condiciones de apoyo, se tiene el sistema de ecua-
ciones reducido:

Kd=f (8.49)

donde se han eliminado las filas y columnas correspondientes a los grados de libertad
prescritos, tal como se explica en la Seccién 8.6. Si las condiciones de apoyo son
suficientes para impedir los movimientos de sélido rigido de la estructura, la matriz
modificada K es no singular y el sistema reducido puede resolverse.

Los movimientos incégnita en los nudos se obtienen resolviendo este sistema; for-
malmente:

d=K'f (8.50)

Ahora se puede considerar resuelto el problema estructural y se pueden calcular a
posteriori las reacciones y los esfuerzos en las piezas.

Ejemplo 8.7.1.1

Para la estructura articulada de los Ejemplos 8.3.1, 8.4.4.1, 8.5.1.1 y 8.6.1 sometida a
las cargas que se indican, resolver los movimientos incégnitas.
Datos: Fxy = 2kN, Fy = 1kN.
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Las fuerzas externas conocidas que actian en los nudos de la estructura (Figuras
8.4a y 8.5a) son:

Fys = 0 kN Fy3 = 2kN Fys = 1kN

Introduciendo estos valores en el sistema de ecuaciones reducido obtenido en el Ejemplo
8.6.1 se tiene:

10 0 0 U 0
1021 0 10 10 usg | = | 2
0 10 15 v3 1

Los movimientos incégnitas ug, ug y vs se obtienen resolviendo este sistema, para dar:

ug 0
ug | = 4 1-1073m
V3 —2

y el vector de movimientos global es:

T 3
d:[o 000 4 —2] 103 m

La deformada de la estructura puede verse en la Figura 8.10b.

8.7.2 Cadlculo de las reacciones

Las reacciones en los nudos con movimientos impedidos o prescritos se calculan de la
siguiente manera: para un grado de libertad ¢ prescrito, se calcula la reaccién correspon-
diente utilizando la ecuacién i—ésima del sistema original de ecuaciones de equilibrio,
es decir

F, = ZK] d; (8.51)
j

Ejemplo 8.7.2.1

Calcular las reacciones de la estructura articulada de los Ejemplos 8.3.1, 8.4.4.1, 8.5.1.1,
8.6.1 y 8.7.1.1.

Una vez conocidos los movimientos incégnitas se calculan las reacciones en los nudos
con movimientos prescritos. Para ello, se recupera el sistema de ecuaciones completo
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(Ejemplo 8.5.1.1) y se calculan las fuerzas incégnitas en los grados de libertad prescritos.

20 10 —10 0 —10 —10 ] 0 Fx1 Hy

100 10 0 0 —10 —10 0 Fy i

2. | 7100 100 0 0 0 | Fxa | _] 0
o 0 0 5 0 -5 0 Fys Vs

~10 -10 0 0 10 10 0,004 Fyxs 2
| 10 -10 0 -5 10 15 || -0,002 | | Fys | | 1 |

Asi, por ejemplo, para calcular la componente horizontal de la reaccién en el nudo 1
(Figura 8.9a), aplicando la Ec. (8.51) se tiene:
6
Hy =Fx1 =Y Kijd; =10%-[(~10) 0,004 + (—10) - (—0,002)] = —2kN (<)
j=1

Siguiendo el mismo procedimiento se obtienen las reacciones incégnitas restantes:

6
Vi = Fy1=)» Kydj=10"-[(—10)-0,004 + (~10)- (=0,002)] = =2 kN (])
j=1
6
Vo = Fyg=) Kydj=10%-(=5)-(=0,002) = 1kN (1)
j=1

8.7.3 Cadlculo de los esfuerzos en las piezas

Conocidos los movimientos de los nudos d;, los esfuerzos en los extremos de las piezas
se calculan a posteriori. Los esfuerzos totales (en ejes locales) en los extremos a y b de
la pieza ¢j se calculan:
ff = F., = k,T7d, +%,T"d, (8.52a)
f, = F, = k,T'd,+k},T'd, (8.52b)
donde F}, y F!, son los esfuerzos axiles (en ejes locales), d, y d; son los movimientos
(en ejes globales) de los extremos de la pieza, k,, k., kj, v ki, son las submatrices
de rigidez de la pieza ij (en ejes locales) y T es la matriz de cambio de coordenadas
local-global para la pieza ij. Sustituyendo los valores correspondientes se obtiene:
Fra

/ / !/
F, l —Ug + W,

_ EA[ ul, —

(8.53)

l

EA (cosa ug + sina v,) — (cos o up + sin a vy)
— (cosa ug +sina vg) + (cos o up + sin o vp)



308 CAPITULO 8. ESTRUCTURAS ARTICULADAS

Ejemplo 8.7.3.1

Para la estructura articulada de los Ejemplos 8.3.1, 8.4.4.1, 8.5.1.1, 8.6.1, 8.7.1.1 y
8.7.2.1, calcular los esfuerzos en las barras.

a) b)

FYZI

2
7 é-

Vi=-2 V,=1

Fig. 8.9: Ejemplo 8.3.1: (a) fuerzas y reacciones (b) esfuerzos en las barras

Teniendo en cuenta los movimientos de la estructura obtenidos en el Ejemplo 8.7.1.1
y la Ec. (8.53), pueden calcularse los esfuerzos axiles de las barras.
Asi, por ejemplo, para la barra 2 de movimientos en los extremos 2 y 3:

e[ 2]

aplicando la Ec. (8.53) y teniendo en cuenta que a = 90° (Figura 8.9b), los esfuerzos
en sus extremos son.:

F/(2) _E7A1)3 2 _3
w2 ; = [(5-10%) - (=2-107%)] 1
£2) = = = = kN (C)
Fy (B4, +[(5-10%) - (=2-1077)] -1
l
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7

Fig. 8.10: Ejemplo 8.3.1: (a) ley de axiles (b) deformada

Resolviendo de manera similar para las barras 1 y 3 se obtiene:

F/(11) 0 F/(ls) W)
/() = = kN £/3) = = kN (T)
P ) Lo N IR Y

De los resultados obtenidos se observa que la barra 2 estd comprimida y la 3 estd
traccionada. En este caso la barra 1 no trabaja.

En la Figura 8.10a se muestra la ley de esfuerzos axiles de la estructura y en la
8.10b la deformada.

Nétese que la estructura del ejemplo es isostdtica. Por tanto, las propiedades
mecénicas de las barras determinan los movimientos de la estructura pero no los
sistemas de fuerzas (internas o externas).

Ejemplo 8.7.3.2

Resolver la estructura hiperestatica de la Figura 8.11a sometida a las cargas que se
indican. La rigidez a axil FA de las barras es constante.
Datos: L =6m , A =6cm?, F =200 GPa, F = 80kN.

En la Figura 8.11b se muestra la numeracién de barras y nudos y los sistemas
de referencia global y locales. Las barras que forman la estructura tienen diferente
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a) b)

-—
A —

L

Fig. 8.11: (a) Estructura del Ejemplo 8.7.53.2 (b) sistemas de referencia y numeracion

longitud; las que son paralelas a los ejes de referencia globales son de longitud L,
mientras que las diagonales tienen una longitud v/2L. La matriz de rigidez elemental,
en el sistema local, es diferente para cada longitud de barra:

(al) Matriz de rigidez elemental de las barras 1, 2 y 5:

112 2|
-1 1 -2 2
(a2) Matriz de rigidez elemental de las diagonales 3 y 4:

SRR
-1 1| V2 V2

_E4

K/
L

EA

K="
V2L

donde la rigidez de las barras k(?) = (EA/Z)(i) se expresa en kN/m.

(b) Teniendo en cuenta la matriz T de transformacién de coordenadas correspon-
diente a cada pieza, formada por los cosenos directores de los ejes x;, y las Ecs. (8.37a)
y (8.37b), se calcula la matriz de rigidez elemental de cada barra, en el sistema global:

. k(@ _k@®
Q) _
K = [ EYORERY0 ]
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Barra 1 oM = 90°:

Barra 4 o® = 45°;

T4 _ Z]M):[ \/5/2] v k(4):104-[ V2/2 \/5/2]

V2/2

Barra 5 o® = —90°:
T 6) — [

(5)
_| 0 y  k® =10*. 00
~1 0 2

Teniendo en cuenta las matrices elementales de rigidez de las barras y la expre-

3~

sién (8.39), el sistema global de ecuaciones de equilibrio de fuerzas en los nudos de la
estructura es:

fy k;; -k —k® 0 d;
£ | | -k ke -k® kO d;
fs | | k@ —k® k33 —kO ds
f) 0 —k® kO Ky dy
con
k= k@ + k@ ks3= k@ + k@ 4 k0®)
Kyo— k(D 4+ k@ 4 k3 ku=k® + k6

Los grados de libertad de la estructura son 4 x 2 = 8; por tanto, la matriz tiene 8 filas
y 8 columnas. Nétese que la matriz global de rigidez es simétrica.



312 CAPITULO 8. ESTRUCTURAS ARTICULADAS

Eliminando las ecuaciones correspondientes a los grados de libertad prescritos e
introduciendo los valores de las cargas, F'xo = 80 kN y Fyo = Fx3 = Fys = 0 kN, se
obtiene el sistema de ecuaciones reducido siguiente:

27,07 —7,07 —20 0 us 80
b | 707 2707 0 0 v | _| 0
—20 0 27,07 7,07 us 0
0 0 7,07 27,07 vs 0

Resolviendo, se obtienen los movimientos incégnita:

u2 8, 54
v2 | _ 2,23 | 10-% m
us3 6,77
v3 —1,77

Las reacciones se calculan a partir del sistema global de ecuaciones de equilibrio de
fuerzas en los nudos. Por ejemplo, la componente de la reaccién en el nudo 1, Fx1,

a) b)
2 3 _
o)
F

1 4 1 4

7, 7 7 7
L H 1 Hy

Vi vy

Fig. 8.12: Ejemplo 8.7.3.2: (a) reacciones (b) deformada
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segin el eje X, es:

8
H = Fxi1=)» Kiyd
j=1

= 10®-[(—7,07) ug + (=7,07) v3]
= —35,4kN (+)

Completando el célculo de las reacciones en los nudos 1 y 4, se tiene (Figura 8.12a):

H, Fxi 35,4
Vi|_ | B | _| 80 N
H4 Fx4 —44, 6

Vi Fyy 80

Los axiles en las barras se calculan aplicando la Ec. (8.53) y teniendo en cuenta la
matriz TT para cada barra. Asi, por ejemplo, para la barra 1 con a!) = 90° (Figura

8.11b) y de movimientos en los extremos 1y 2:

dl = v = 0 m d2 = Y2 = 8’ o4 . 10_3H1
vy 0 V9 2,23

los esfuerzos en sus extremos son:

F/(l) _EiA Vg 4 -3
4 7 —(2-10%-2,23-107?) —44,6
e _ = = kN (T)
1 EA 4 -3
7O 24, +(2-10*-2,23-107%) 44,6

Resolviendo de manera similar para las barras restantes se obtiene:

PO T 35,4 F&) 63,1

2 @2 _ ’ kN (C) £3) — 2 = 7 kN (C)
FQ | 35,4 O —63,1
DT 50,0 F® 35, 4

PZO I R N IENECO TN i kN ()
Y | 50,0 FY 35,4

Las barras 1 y 4 estdn traccionadas, mientras que las barras 2, 3 y 5 estdn comprimidas.
En la Figura 8.12b se muestra la deformada de la estructura.
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8.8 Otros tipos de apoyos

8.8.1 Movimientos prescritos no nulos segin los ejes globales

Consideremos, de forma general, que el grado de libertad ¢—ésimo de la estructura,
referido a los ejes globales de referencia, tiene un valor prescrito d; =d;. El sistema de
ecuaciones a resolver es, entonces:

KH Kli Kln d1 F1
Ki ... Ki ... Kp 4G | =|F (8.54)
| Ku o Kpi oo Ko | L do | | Fu ]

donde F; es la reaccién correspondiente al grado de libertad prescrito. El proceso a
seguir es el siguiente: se elimina la fila correspondiente al movimientos prescrito y se
pasa la columna ¢ multiplicada por d; al miembro derecho de la ecuacién. El sistema
global de ecuaciones queda de esta forma reducido en una ecuacién:

Ky .. K1 Ky . K dq I Ky;
Ki11 . Kicii1 Kiciyr - Kicp di-r | _ | Fia T K1,
Kiv1p . Kit1-1 Kij1i01 . Kijig dit1 Fiq " Kis1

L Knl . Kmi—l Kn,i—i—l . Knn 1 L dn i L Fn | L KTL’L |
(8.55)

Este proceso se repite para cada grado de libertad prescrito, lo cual reduce, conse-
cuentemente, el nimero de ecuaciones a resolver.

En la préctica, la matriz de rigidez se dimensiona, calcula y almacena en su formato
final. Los términos Kj;; se ensamblan en la matriz sélo si el grado de libertad i estd
libre; en caso contrario, se afaden los términos —d; K ji al vector de fuerzas. En el
caso particular de que el grado de libertad en cuestién esté prescrito a un valor nulo,
d; =d; = 0, esta tltima operacién es innecesaria (ver Seccién 8.6).

Se observa que prescribir un movimiento a un valor no nulo equivale a aplicar
sobre la estructura un vector de fuerzas cuyas componentes son proporcionales a los
coeficientes de la columna correspondiente de la matriz de rigidez. Esto proporciona
un significado fisico al valor de estos coeficientes.
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Ejemplo 8.8.1.1

Resolver la estructura de la Figura 8.13a con los movimientos impuestos siguientes: el
nudo 1 sufre un movimiento de componente vertical descendente v; = —5-10"3m y el
nudo 2 un movimiento vertical ascendente vy = +4-1073 m. Las propiedades mecénicas
de las barras son las mismas que las del Ejemplo 8.3.1.

a) b)

Fig. 8.13: (a) Estructura del Ejemplo 8.8.1.1 (b) deformada

Introduciendo las fuerzas externas, F'xo = Fxg = Fy3 = 0 kN, y las condiciones de
apoyo, 41 = 0m, vy = —5-1073m y vy = +4-1073m en el sistema global de ecuaciones
de equilibrio de fuerzas en los nudos, obtenido en el Ejemplo 8.5.1.1, se tiene:

20 10 -10 0 -—10 —10 0 Fx1
10 10 0 0 —10 —10 —0,005 Fy
2. |10 0 100 0 o0 up | o
o 0 0 5 0 -5 0,004 Fyy
~10 -10 0 0 10 10 us 0
| -10 -10 0 -5 10 15 || v | L o |

Eliminando las ecuaciones que corresponde a los movimientos conocidos, filas 1, 2 y 4,
se obtiene:
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-10 0 10 0 0 0 —0,005

102-| =10 =10 0 0 10 10 2 —lo
0,004

10 —-10 0 -5 10 15 0
us
V3

Se pasan al miembro derecho de la ecuacién las columnas 1, 2 y 4, multiplicadas
por u1,v1 y ve, y se suprime el vector de cargas por ser nulo:

10 0 0 us 102 - [(—10) - 0+ 0 - (—0,005) + 0 - 0,004]
10| 0 10 10 | | w3 | =—| 10%-[(=10)-0+ (—10) - (—0,005) + 0 - 0, 004]
0 10 15 | | vs 102 - [(—10) - 0+ (—10) - (=0, 005) + (—5) - 0, 004]

Por tanto, el sistema global reducido es:

10 0 0 us 0
102 0 10 10 ug | = | =5
0 10 15 v3 -3

Nétese que el sistema global reducido obtenido es igual al del Ejemplo 8.7.1.1, sal-
vo el término que corresponde a las fuerzas nodales, debido ahora a los movimientos
prescritos no nulos.

Resolviendo se obtienen los movimientos incégnitas:

T T 5
|:'LL2 us 03} :[0—9 4}‘107111
y el vector de movimientos global resulta:
T 3
d=[0 -5 0 4 -9 4] -107m

En este caso, las reacciones son nulas, los esfuerzos también. Al tratarse de una estruc-
tura estdticamente determinada, los movimientos impuestos, tales como asentamientos
de los apoyos, no modifican los sistemas de fuerzas (internas o externas) (Figura 8.13b).

8.8.2 Movimientos prescritos segiin ejes locales

En algunos casos, las condiciones de contorno no estén prescritas segin los ejes globales
de referencia, sino segtin otros ejes locales que podriamos llamar “de nudo”.

Por ejemplo, en la Figura 8.14, el nudo 2 tiene prescrito el movimiento v5 = 0 seguin
el eje 3/, del sistema local del nudo 2.
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La ecuacién matricial global de la estructura (en ejes globales) ser4:

kit ki ki3 d; f
Kot koo kog | | do | = | £ (8.56)
k31 k32 ks ds f3

Como las condiciones de apoyo en el nudo 2 estén referidas a los ejes locales (2/,v'), es
necesario transformar las ecuaciones de equilibrio de fuerzas en dicho nudo al sistema

local del nudo. Utilizando las transformaciones:
—~ ! ~
f2 = Tf2 y d2 == TdIQ (857)

donde T es la matriz de transformacion del sistema (2/,y/) al sistema global (X, Y), se
puede escribir:

ki1 k2 ki3 Adl Afl
k21 k22 k23 T dl2 = T fé (858)
k31 k32 ki3 ds f5

Premultiplicando la segunda ecuacién por T-1 =717 y reordenando, queda:

Aku Ak12 TA Ak13 d; f1
TTky, TTkypT T ko d, | =| f} (8.59)
k31 k32T k33 d3 f3

Puede observarse que: (a) La matriz resultante es simétrica, ya que, por ejemplo,
(klz’i‘)T =TTkyy, (b) las fuerzas aplicadas al nudo 2, £}, deben referirse al sistema
local del nudo y (c) los movimientos del nudo 2, dj, se obtienen en el sistema local.

La primera ecuacion expresa el equilibrio del nudo 1, referido al sistema global, y

queda igual a:

ki1dq + klg’/f d; + kyzds =13 (860)

La segunda ecuacién expresa el equilibrio del nudo 2, referido al sistema local del nudo
2, v queda igual a:

TTkgldl + TTkQQT d,2 + TTkgg ds = fé (861)

y sobre esta ecuacién se pueden imponer directamente las condiciones de contorno de
la forma senalada en el apartado precedente.



318

CAPITULO 8. ESTRUCTURAS ARTICULADAS

Ejemplo 8.8.2.1

Resolver la estructura de la Figura 8.14a sometida a las cargas que se indican, teniendo
en cuenta que el plano del apoyo 2 forma un dngulo a = 45° con la horizontal. Las
propiedades mecdnicas de las barras y las cargas aplicadas en el nudo 3 son las mismas

que las del Ejemplo 8.3.1.

a)

()

b)
F
Y3
Y
Fx
Q)
3
a=45°

YA

=<1

Fig. 8.14: (a) Estructura del Ejemplo 8.8.2.1 (b) sistema global y local del nudo 2

El sistema global de ecuaciones de equilibrio de fuerzas en los nudos de la estructura

(ver Ejemplo 8.5.1.1) es:

20 100 —-10 0 —-10 —-10 7 [ w1 Fx1
10 10 0 0 —-10 -—-10 V1 Fyq
102 . —-10 0 10 O 0 0 Ug Fxo
0 0 0 5 0 -5 Vg Fyo
—-10 —-10 O 0 10 10 U3 Fxs
| 10 =10 0 -5 10 15 | | vs | | Fys |
Los movimientos prescritos por los apoyos son, u3 = 0, v; = 0y v5 = 0. La

condicién de deslizamiento del nudo 2 estd prescrita segtn los ejes locales de dicho
nudo, movimiento nulo segun 3" (Figura 8.14a).
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Teniendo en cuenta que el sistema global (X,Y") y el sistema local del nudo 2 (z/, /)
forman un dngulo o = 45° (Figura 8.14b), la matriz de transformacién T es:

~

|

CcoSs &
sin o

—sina
Ccos o

V2/2 —V2/2
V2/2

i

De acuerdo a lo anterior y aplicando la Ec. (8.59) se obtiene:

20 10 -7,07 7,07 —10 —10 17707 [ Fx1]
10 10 0 0 —10 -10 0 Py
2 | 0T 0 s 25 00 354 ul 0
707 0 -25 7,5 0 —354 0 Fl\y
~10 -10 0 0 10 10 us 2
| 10 -10 -3,54 -3,54 10 15 | Llws] | 1 |

donde los términos de la matriz de rigidez se expresan en kN/m, los movimientos en
metros y las fuerzas externas en kN. Notese que en el sistema global modificado, los
movimientos y las fuerzas del nudo 2 estén referidos al sistema local de dicho nudo.

Eliminando las filas y columnas 1, 2 y 4, correspondientes a los movimientos pres-
critos, se obtiene el sistema global reducido:

7,50 0 —=3,54 ub 0
10% - 0 10 10 ug | = | 2
-3,54 10 15 V3 1
Resolviendo se obtienen los movimientos incégnita:
T T 5
Wy us vg} :[—1,4 50 —3,0 | -1073m

Recuperando el sistema global modificado, se calculan ahora las reacciones:

20 10 -7,07 7,07 —10 —10 0 —1
10 10 0 0 —10 -10 0 —2
2 | 0T 0 Ts 25 0 =354 —0,0014 0 |
707 0 -25 7,5 0 —3,54 0 1,41
~10 —10 0O 0 10 10 0,005 2
| —-10 -10 -3,54 -3,54 10 15 || —0,003 | | 1 |

Las reacciones en el nudo 1 estdn referidas al sistema global de referencia pero la
reaccién del nudo 2 estd referida al sistema local del nudo 2 (Figura 8.14a).



320 CAPITULO 8. ESTRUCTURAS ARTICULADAS

Una vez conocidos los movimientos de la estructura y aplicando la Ec.(8.53), pueden
calcularse los esfuerzos en las barras obteniéndose:

i 1 7Y 1
') = = kN (C) /2 = = kN (C)
e L Ry | L
FY ~2v2
0 = = kN (T)
7Y 2v/2

Las barras 1 y 2 estdn comprimidas y la barra 3 estd traccionada. En la Figura 8.15 se
muestran las reacciones, la ley de axiles y la deformada de la estructura.

L1
p—

1
- L]
1

] \b‘ LI
. 2% {\?‘ > | = i T?@m'

Fig. 8.15: (a) Reacciones (b) ley de axiles y (c) deformada del Ejemplo 8.8.2.1
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8.8.3 Apoyos eldsticos

En algunos casos, la unién entre la estructura y la sustentacién es de tal tipo que en
los nudos “apoyados” no se conocen a priori ni los movimientos ni las cargas exteriores
actuantes. Tal es el caso, por ejemplo, de los llamados apoyos eldsticos, donde la
reaccién de la sustentacién, que es parte de la carga exterior sobre el nudo, es funcién
lineal del movimiento de éste (Figura 8.16a) . El tratamiento de los apoyos eldsticos es
particularmente sencillo por el método de rigidez, tal como se explica a continuacién.

Consideremos, de forma general, que el grado de libertad i—ésimo estd vinculado a
un apoyo eldstico que tiene como ecuacién eldstica:

Ry = —kid; (8.62)

en la que R; es la reaccién correspondiente, k; es la constante eldstica del apoyo y d;
es el grado de libertad incégnita (Figura 8.16b).
El sistema de ecuaciones a resolver es:

K ... Ky ... Ky, dq Fi
Ky, ... Ky ... K d; = F,—k;d; (8.63)
Ky oo Kpi oo Kon | L do | | B

donde F; es la fuerza exterior actuante sobre el grado de libertad i.

A

Fig. 8.16: Apoyo eldstico
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Se puede trasladar el término —k; d;, de valor desconocido, al miembro de la izquier-
da, resultando:

K., Ki; ... K, dq Fi
Kqa ... Kiy+k ... K d; = F; (864)
 Kni .. Knio oo K| | de | |

Por tanto, los apoyos eldsticos se introducen sin méds que anadir la rigidez corres-
pondiente al apoyo al término de la diagonal que corresponde a la ecuacién en cuestion.
Esto equivale a considerar el apoyo como un elemento resistente més de la estructura
y “ensamblar” de forma apropiada su contribucién. Se deja al lector interesado la
deduccién del procedimiento para tratar los apoyos eldsticos en ejes locales de nudo.

El hecho de anadir términos de rigidez adicionales a la matriz de rigidez global de la
estructura, en posiciones adecuadas y de magnitud suficiente, puede evitar por si solo
la singularidad de la matriz de rigidez. En tales casos, denominados de sustentacion
eldstica, se puede resolver el problema sin prescribir ningin grado de libertad.

Algunos programas de calculo utilizan este procedimiento para imponer las condi-
ciones de apoyo del tipo d; = 0. Para ello, suman en el término ¢—ésimo de la matriz
global un término de “rigidez” muy grande, k; — oo. Si la condicién de apoyo es del
tipo d; = d; # 0, es necesario modificar también el término de fuerzas suméndole una
“reaccién” de valor k;d; (con k; — o00). Este procedimiento para imponer desplaza-
mientos prescritos se puede usar también, modificado adecuadamente, trabajando en
ejes locales de nudo.

Ejemplo 8.8.3.1

Resolver la estructura de la Figura 8.17, en la que el apoyo 2 es una articulacién con
un muelle vertical de constante & = 5 - 102 kN/m. Las propiedades mecénicas de las

barras y las cargas son idénticas a las del Ejemplo 8.3.1.

La tnica diferencia con el Ejemplo 8.3.1 es el tipo de apoyo del nudo 2. El proceso

de solucién es idéntico al seguido en dicho ejemplo.
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Fig. 8.17: Estructura del Ejemplo 8.8.5.1

Introduciendo las condiciones de apoyo, u1 = 0 m y v;1 = 0 m y las fuerzas externas
en los nudos, Fxs = 0 kN, Fx3 = 2kN y Fys = 1 kN, en el sistema global de ecuaciones

de equilibrio de fuerzas en los nudos (ver Ejemplo 8.5.1.1), se obtiene:

20
10
~10
0
~10
| -10

10% -

10

10

0
0

—10
—10

o ot o O O

Reemplazando ahora k = 5 kN /m, y pasando el término correspondiente al miembro

de la izquierda, se tiene:

20
10

102 -
0

—10

~10
| —10

10
10

0
0

—10
—10

0
0
U
Vg
u3
v3

Eliminando las filas y columnas 1 y 2, correspondientes a los movimientos conocidos,
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el sistema global reducido es:

10 0 0 0 Uz
102 0 10 0 =5 vy |
0 0 10 10 us |

0 -5 10 15 V3

=N o O

Resolviendo se obtienen los movimientos incégnitas:

T T 3
Uy Vo U3 ’U3} :[O -2 6 —4] -107°m

Una vez conocidos los movimientos de la estructura se calculan las reacciones a
partir del sistema global de ecuaciones completo:

a)

Fy

7

Fig. 8.18: Ejemplo 8.8.5.1: (a) reacciones (b) ley de axiles (c) deformada



8.9. ESTRUCTURAS ARTICULADAS ESPACIALES 325

20 10 -10 0 -10 —10][ O -2
10 10 0 0 -10 —10 0 -2
2. | 7100 100 00 0 |_| 0] ,x
o 0 0 5 0 -5 —0,002 1
~10 =10 0 0 10 10 0,006 2
| -10 =10 0 -5 10 15 | | -0,004 | | 1 |

En la Figura 8.18 se muestran las reacciones, las leyes de axiles y la deformada de
la estructura. Puede verse que las reacciones coinciden con las obtenidas al resolver el
Ejemplo 8.7.2.1 porque la estructura es isostdtica. De igual manera, los esfuerzos en
las barras coinciden con los obtenidos en el Ejemplo 8.7.3.1.

8.9 Estructuras Articuladas Espaciales

Las estructuras articuladas espaciales pueden analizarse por extensién de las expresiones
obtenidas en las articuladas planas. Sea una pieza recta de una estructura articulada
espacial, de longitud [, médulo de elasticidad E y seccién transversal constante A, tal
como se muestra en la Figura 8.19. Consideremos los esfuerzos axiles que actian sobre

T
q \
\
o \
? e
Ty \\
Zhk Y % Fuerzas
al
X b &b
Movimientos
a uy
b uy,

Fig. 8.19: Estructura articulada espacial: fuerzas y movimientos
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sus extremos a y b, y los movimientos de éstos. Las ecuaciones eldsticas son idénticas

fl
£

a las de la Seccion 8.4.1:

kiza kizb ] ! diz ] (865)

K, Ky || dj
con:
fo=F.  H=F, dy=u, dy=1u
Y EA EA
kfw:kéb:T:k y ;b: Za:—T:—k

Siguiendo el procedimiento descrito en la Seccién 8.4.4, estas ecuaciones se trans-
forman al sistema global y resultan:

fa . Kaa kab d,
BRI o0

£f,=Tf ; £=Tf ; d,=Td, ; d,=Td,

con:

k;j = Tk}, T" (8.67)

En las expresiones anteriores la matriz T tiene por componentes los cosenos direc-
tores del eje local  respecto de los ejes globales (XY, Z):

Xz lA
T=| Yz | =| m (8.68)
YA n

Noétese que las estructuras articuladas espaciales tienen en ejes locales un solo grado
de libertad por nudo, que se transforma en tres grados de libertad por nudo en ejes

globales.
Se tiene que:
koo =k = k ; ko =kp, = -k (8.69)
con:
2 Im Ia
k=k| ml m?> mn (8.70)
nl nm n?
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Por tanto, en una estructura articulada espacial, las ecuaciones eldsticas de la barra,

en ejes globales, son:
f, k -k d,
= 8.71

El procedimiento de ensamblaje, la imposicién de los movimientos prescritos, la
determinacién de los movimientos, de las reacciones y de los esfuerzos es andlogo al

seguido en las estructuras articuladas planas. A continuacién, se resuelven algunos
ejemplos.

Ejemplo 8.9.1

Aplicando el Método Directo de Rigidez, resolver la estructura de la Figura 8.20a
sometida a la carga F (Fx, Fy, Fz) que se indica. La rigidez a axil FA de las barras es
constante. Datos: @ = 6m, A = 20cm?, E = 200 GPa, Fx = —250kN, Fyy = —150kN,
F7; = —300kN.

a) b)

Fig. 8.20: Ejemplo 8.9.1: (a) geometria (b) numeracion y sistemas de referencia

Para resolver la estructura, se adopta la numeracién de nudos y barras, y los sistemas
de referencia global y locales definidos en la Figura 8.20b. En los sistemas locales sélo
la orientacion de los ejes x;, en la direccién de los respectivos ejes de las barras, estd
predeterminada; la direccién de los ejes y;, z; no aparece en el desarrollo.
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Se calculan las matrices de rigidez elementales de las barras en el sistema local de
coordenadas respectivo. Las barras tienen la misma longitud [ = 7,348 m, y la rigidez
a axil, FA = 40 - 10* kN, es constante. Por tanto, la matriz de rigidez elemental en el

sistema local es idéntica para todas ellas:

1 -1 _ 10t 5,44 —5,44
-1 1 | —5,44 5,44
donde la rigidez de las barras k = F A/l se expresa en kN/m.

Teniendo en cuenta la matriz T de transformacién de coordenadas correspondiente
y la expresiéon Ec. (8.71), se calcula la matriz de rigidez elemental en el sistema global

_E4

K/
l

para cada barra.
Asi, por ejemplo, para la barra 1, la matriz de transformacion T, formada por los
cosenos directores de la direccién z1, es:

~ 7@
l 0,4082
TO=| & = | 0,4082
n 0,8160
y la matriz global de rigidez de la barra es:
1 1
K1) _ k@ _—k®
kM k@®

con k) (Ec. (8.70)):
9,07 9,07 18,1
kM =10%-| 9,07 9,07 18,1
18,1 18,1 36,3

Para las barras restantes se tiene:

Barra 2:

~ 1@

I 0,4082 9,07 9,07 18,1
TO=| & | = —0,4082 y k@ =10 | —9,07 9,07 -18,1

n 0, 8160 18,1 —18,1 36,3
Barra 3:

~10)

l —0,4082 9,07 —9,07 —18,1
™= | 5 = | 0,4082 y k¥ =10 | —9,07 9,07 18,1

n 0, 8160 —-18,1 18,1 36,3
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Barra 4:
~ 74
l —0,4082 9,07 9,07 —18,1
TW=| & = | —0,4082 y  kW=10%| 907 907 -18,1
n 0, 8160 ~18,1 —18,1 36,3

La matriz global de la estructura se obtiene planteando las condiciones de equilibrio
de fuerzas en los nudos:

(6] [ kM o0 0 0 kW7 [d]
£, 0 k@ 0 0 —k® d,
f5 | = 0 0 k®) 0 —k® d;
£, 0 0 0 k4 k@ d,
f5 k@ k@ kB _x® k. d;

con kss = kM + k@ 4 kB 4 k&),

En el sistema de ecuaciones de equilibrio de fuerzas en los nudos se introducen ahora
los movimientos prescritos. Los nudos 1, 2, 3 y 4 tienen impedidos los desplazamientos
en las tres direcciones (apoyo fijo). Eliminando las ecuaciones (filas y columnas) que
corresponden a los grados de libertad prescritos (1 al 12), se obtiene el sistema de
ecuaciones reducido siguiente:

fs = ks5 - ds
Desarrollado, se tiene:
36, 28 0 0 Uus —250
103 - 0 36,28 0 vs | = | —150
0 0 36, 28 W —-300

donde las fuerzas se expresan en kN, los movimientos en metros y los coeficientes de
la matriz de rigidez se expresan en kN/m. El sistema de ecuaciones es diagonal y su
solucién proporciona los movimientos incégnita:

us —6,89
ds=| vs | =] —4,13 | -103m
wWs *2,07

En la Figura 8.21 se muestra la deformada de la estructura.

Las reacciones se calculan partiendo del sistema de ecuaciones completo y de acuerdo
a la Ec. (8.51).
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Fig. 8.21: Deformada de la estructura del Ejemplo 8.9.1

Por ejemplo, para el apoyo 1, la componente de la reaccién segtin el eje X es:

15
Fx1 = Y Kid
j=1
= 10%-[(=9,07) us + (=9,07) vs + (—18,1) ws]
= 137,4kN

Para las restantes reacciones se tiene:

Fx1 137,4 | Fyo 62,5
fi=| Fy; | = | 137,4 | kN f,=| Fyo | = | —62,5 | kN
Fn 275, 0 Fyo 125,0
Fys ~12,4 | [ Fyy [ 62,5
f5=| Fys | =| —12,4 | kN f,=| Fyq | = 62,5 | kN
Fys 25,0 Fy4 ~125,0

Los axiles en las barras se calculan aplicando las Ecs. (8.52a) y (8.52b) y teniendo

en cuenta la matiz TT = { I m n } para cada barra:

FEl, E7A 1 -1 lAua + Mg + Nw,
Falcb l -1 1 lup + mup + nwy,
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Asi, por ejemplo, para la barra 1, teniendo en cuenta que dy = 0, el esfuerzo axil es:

_ Fglc(ll) —(0,4082us + 0,4082v5 + 0, 816ws)
£ = = 5,44 - 10%
| By (0, 4082us + 0, 408205 + 0, 816ws)
[ 337
= kN (C
—337 (€)

Procediendo de igual manera para las barras restantes, se tiene:

() _ [ 153 ~153

153

30,6

kN (T
—30,6 (T)

—153

kN (C) 0 = [

kN (C) £ = [

Los esfuerzos axiles en las barras 1, 2, y 3 son de compresién, mientras que en la barra
4 el axil es de traccién.

Ejemplo 8.9.2

Aplicando el Método Directo de Rigidez, resolver la estructura de la Figura 8.22a
sometida a las cargas que se indican. La rigidez a axil EF'A de las barras es constante.
Datos: L =6m , A= 6cm?, E =200 GPa, |Fx| = |Fy| = |Fz| = 80kN.

a)

Fig. 8.22: (a) Estructura del Ejemplo 8.9.2 (b) numeracion y sistemas de referencia

En la Figura 8.22b se muestra la numeracién de nudos y barras y los sistemas de
referencia global y locales. Las barras 1, 2, y 3 son paralelas a los ejes de referencia y
las barras 4, 5, 6 y 7 son diagonales. Las barras restantes son simétricas (Figura 8.22b).
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Las barras que forman la estructura tienen diferente longitud; las que son paralelas
a los ejes de referencia globales son de longitud L, mientras que las diagonales tienen
una longitud v/2L. La matriz de rigidez elemental, en el sistema local, es diferente para

cada longitud de barra:
(al) Matriz de rigidez elemental de las barras 1, 2, 3 y simétricas:

1 -1 —
ot | 2 2
-1 1 -2 2
(a2) Matriz de rigidez elemental de las diagonales 4, 5, 6, 7 y simétricas:

EA [ 1 —1]:104_[\/5 —\/il

_E4

K/
L

K = —
VoL | -1 1 —V2 V2
donde la rigidez de las barras k = EA/L® se expresa en kN/m.
(b) Teniendo en cuenta la matriz T de transformacién de coordenadas correspon-
diente a cada pieza, formada por los cosenos directores de los ejes x;, y la expresion Ec.
(8.71), se calcula la matriz de rigidez elemental de cada barra, en el sistema global:

K _ [ k@  _k@ ]

—k@® k@
Barra 1:
71w 0 00 0
™ — | 7 S y kM =10*{0 0 0
n 1 00 2
Barra 2:
7@ 1 2.0 0
T — | 7 — y k?=10*- 10 0 0
n 0 000
Barra 3:
7@ 00 0
™ = | 7 — |1 y k¥ =10"-10 2 0
n 000
Barra 4:
71w V2/2 V2/2 0 V2/2
TW=| m = 0 y k® =10*. 0 0 0
n V2/2 V2/2 0 V2/2
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Barra 5:
T™O=|m | = 0
n V2/2
Barra 6:
7@ 0
TO=|m | =] v2/2
n V2/2
Barra T:
717 0
TO=|@m | =] -v2/2
n V2/2

V2/2 0 —V2/2

y kO =10t 0 0 0
—V/2/2 0 /2/2
0 0 0

y kO =10" 10 v2/2 V22
0 V2/2 V2/2
0 0 0

y kD =100 v2/2 —v2/2
0 —v/2/2 V2/2

Teniendo en cuenta las matrices elementales de rigidez de las barras y la expre-
sién (8.39), el sistema global de ecuaciones de equilibrio de fuerzas en los nudos de la

estructura es:

(£ ] [ ki 0 —kM
f 0 kyy —k®
f3 k@™ kB ks
£y —k@® k@ k@)
s | | —x® o —x®
f 0o -k©® o
f; 0 0 -k
5| | 0 0 0
con
ki= kM + k@ 4+ k(©)
koo= k(M) + k(®) 4 k(6)
kys= kM + k@ + kB 1 kO 4+ k
ky=k® + k@ + kB k@ 4+ k

—k®)

kM
k@
kyq
0
—k®)

0
—k™

-k©® 0 0 0 d;
0 -k® ¢ 0 d,
-k® 0 -k 0 d;
o -k® o -k d,
kss —k@ —k( _kO) ds
k@ ke —k® —kW dg
—k® k@ kg, 0 d;
—k®) k@ 0 kss | | ds |
kss= k(M) + k@ + k@) + k6) 4 k(6)
kee= kM + k@ 4 k@) 4 k@ 4 k()
k7= kW + k@ 4 k(™
(1) (7)

Los grados de libertad de la estructura son 8 x 3 = 24, por tanto, la matriz tiene
24 filas y 24 columnas. Nétese que la matriz global de rigidez es simétrica.
Introduciendo los grados de libertad prescritos se eliminan las ecuaciones correspon-

dientes. En la Figura 8.23 se muestra de forma esquemdtica el proceso de eliminacién
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1 23 45 6 7 8 9 1011121314151617 1819 20 21 22 23 24

1
2
3
Filas y 4
columnas SL ||
eliminadas 6 = L
7 147 |
8 1 d8 |
9 149 |
10 10|
1 il
12 L @
13 = d13]
14 B 14
15| |~ dis,
16— dl16
17 d17]
18 d1g|
19
20
21
2
23
24 L

Fig. 8.23: Esquema de la matriz de rigidez global

descrito y el sistema de ecuaciones reducido obtenido. Se marcan en azul los coeficientes
no nulos de la matriz de rigidez.

Otra forma de resolver el problema es considerar las condiciones de simetria. La
estructura es doblemente simétrica, en cuanto a geometria y cargas. Por tanto, el
grado de indeterminacién cinemadtica se reduce de 12 a 3. Si se tiene en cuenta la doble
simetria, los movimientos de los nudos deben ser simétricos. Entonces, basta conocer
los movimientos de uno de ellos para resolver el problema.

Si se elige, por ejemplo, el nudo 3 y se plantea la condicién de equilibrio de fuerzas
en el nudo (Ec. (8.38)), se tiene:

f; = (fb)(l) + (fa)(2) + (fa)(3) + (fb)(5) + (fa)(7)
~kWd; + kWd; + k@d; — k@d, + k®d; — k@ dy +
—kOdy + kOdz + kMd3 — k(Vd,

En la expresién anterior, di, do y d7 son nulos, por ser los movimientos prescritos
correspondientes a los apoyos 1, 2 y 7.
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Ademas, por simetria:

uz =-—us = uz = —ug
v3 = V4 = —U5 = —Ug (al)
w3y = wyg = ws = Wg

La ecuacién correspondiente al equilibrio de fuerzas en el nudo 3 es:
f3 = k33d3 + k3ady + k3sds (a2)

donde f3 es el vector de fuerzas externas en el nudo 3, d; es el vector de movimientos
del nudo 7 y kss, k34 v k35 son las submatrices:

kys = kW 4+ k@ 4 kG 4 k6 4 k@
2,71 0 —/2/2
= 10*. 0 2,71 —v2/2
—V2/2 —v2/2 3,41

2 0 0 0 0 0
kyy=-k@=-10*-10 0 0 y kys = -k® =10 0 -2 0
000 0 0 0

donde los coeficientes se expresan en kN/m. Sustituyendo en la Ec. (a2) se tiene:

10%- (4, 71ug + Ovz — 0,707w3) = 80 kN
10% - (Ous +4,7lvs — 0,707w3) = 80 kN
10%. (—0,707Tug — —0,707v3 + 3,41ws) = —80 kN
Resolviendo, se obtienen los movimientos del nudo 3:
us 1,436
vy | = 1,436 | -103m
w3 —1,751

Los movimientos correspondientes a los nudos 4, 5 y 6 se deducen por simetria (Ec.(al)).
En la Figura 8.24 se muestra la deformada de la estructura.

Las reacciones se calculan, a partir del sistema global de ecuaciones de equilibrio
de fuerzas en los nudos, aplicando la Ec. (8.51). Por ejemplo, la componente de la
reaccion en el nudo 1, Fz1, segin el eje Z, es:

24
Fn = Y Ksd,
j=1

= 10* {(—2) w3 + (—\/5/2) (ug + wq + v5 + ws)
— S0KN (1)
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Fig. 8.24: Deformada del Ejemplo 8.9.2

Completando el célculo de las componentes segin los ejes X, Y, la reaccién en el nudo

1 es:
Fxq 22,5
Fyvi | = 22,5 | kN
Fz 80

Las reacciones en los apoyos restantes son iguales en valor absoluto y sus sentidos se
deducen por simetria.
Los axiles en las barras se calculan aplicando las Ecs. (8.52a) y (8.52b) y teniendo

en cuenta la matriz TT = [ T m 7 } para cada barra:

Fl, | E7A 1 -1 lAua + Mg + Nwg
Fa,cb l; -1 1 luy + muy + nwy

Asi por ejemplo, para la barra 1, paralela al eje Z, en la que:

TT:[lAﬁ% ﬁ}:[o 0 1} ; dg=d; =0y db:d3:[u3 v3 w3]T
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el esfuerzo axil es:

Jod 1 -1 0 +1,751
/(1) =2.10% =2.10* -1073
7Y -1 1 w3 —1,751
- zz KN (Q)

Procediendo de igual manera para las barras restantes, se tiene:

£2) — 57,5 kN (C) £3) — 57,5 kN (C) y simétricas
_57,5 _57,5
£4) — [ 3311’2 kKN  (O) y diagonales restantes

Los esfuerzos axiles en las barras son todos de compresion.

8.10 Cargas sobre las piezas

En este Capitulo, los ejemplos desarrollados hasta aqui abordan el estudio de estruc-
turas articuladas sometidas a un sistema de fuerzas aplicadas en los nudos. Considere-

p
a b
%A %&

pl/2| 1pl/2
ESTADO I: INTRASLACIONAL

lp”Z ‘pﬁ2
a b

Z 7
ESTADO II: SOLO AXILES

Fig. 8.25: Cargas sobre las barras
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mos ahora un caso més general en el que pueda haber cargas actuando sobre las barras
(Figura 8.25). De acuerdo con el principio de superposicién se puede descomponer el
sistema de cargas en dos estados que se estudian por separado:

e El estado I consiste en el sistema de cargas actuando sobre la estructura en la
que se han impedido los movimientos de los nudos. A este estado se le donomina
intraslacional. En él, cada pieza puede estudiarse por separado, determinandose
las leyes de esfuerzos y las reacciones en los nudos.

e El estado I consiste en aplicar sobre la estructura las reacciones en los nudos
obtenidas en el estado anterior, cambiadas de signo. Es un estado de cargas sélo
en los nudos y produce sélo axiles constantes en las barras.

La suma de las cargas actuando en los estados I y II corresponde a las cargas
originales sobre la estructura. El resultado final, en movimientos y esfuerzos, es, segin
el principio de superposicién, igual a la suma de los resultados de los estados:

e Los movimientos de los nudos obtenidos en la resolucién del estado I1 son los de la
estructura real, ya que por definicién el estado I es intraslacional. La deformada
de las piezas se obtienen por superposicién de las deformadas de los dos estados.

e Las leyes de esfuerzos y, en particular, los esfuerzos en los extremos de las barras se
obtienen sumando los resultados de ambos estados. Las reacciones en los apoyos
se obtienen a partir de los esfuerzos en los extremos de las barras que concurren

en los apoyos correspondientes.

Ejemplo 8.10.1

Resolver la estructura articulada de la Figura 8.26 sometida a una carga horizontal
uniformemente distribuida p sobre la barra 2.

La estructura puede resolverse descomponiendo el estado de cargas en suma de dos
estados: (a) estado I (intraslacional) y (b) estado I (cargas sélo en los nudos).

En este caso, el estado I se reduce a resolver la viga biapoyada 2 sometida a la
carga p uniformemente repartida. Las reacciones, las leyes de esfuerzos y la deformada
correspondientes se muestran en la Figura 8.27.

El estado I1 consiste en resolver la estructura articulada sometida a cargas sélo en
los nudos de valor igual a las reacciones obtenidas en el Estado I y de sentido opuesto.
Las reacciones, las leyes de esfuerzos y la deformada se muestran en la Figura 8.28.



8.10. CARGAS SOBRE LAS PIEZAS 339

Fig. 8.26: FEstructura del Ejemplo 8.10.1

pi2 §>03

Z
D
FLECTORES CORTANTES DEFORMADA

Fig. 8.27: Resolucion del estado I del Ejemplo 8.10.1

W§>"2
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%

0,5p!
S T==1

SNSRI

>

DEFORMADA

Z

Fig. 8.28: Resolucion del Estado I1 del Ejemplo 8.10.1

DEFORMADA

w&im\%m\ 4

Fig. 8.29: Resultados totales del Ejemplo 8.10.1
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Aplicando el principio de superposicién, los resultados totales se obtienen sumando
los correspondientes a los estados I y I1. En la Figura 8.29 se muestran las reacciones,
las leyes de esfuerzos, y la deformada de la estructura.

8.11 Algoritmos de ensamblaje

La matriz global de rigidez es simétrica, y por tanto, sélo es necesario almacenar los tér-
minos de la diagonal y los del tridngulo superior o inferior. El ensamblaje del tridngulo
superior (o el inferior) puede realizarse siguiendo dos algoritmos alternativos:

1. Nudo a nudo: se ensambla el grupo de ecuaciones correspondientes a cada nudo,
considerando éstos uno a uno de forma consecutiva. Eso equivale a ensamblar la
matriz global fila a fila siguiendo las siguientes reglas:

e El elemento de la diagonal principal de la fila i-ésima es la suma de las
submatrices kq, 6 kyp de todas las barras que concurren al nudo 4. Se toma
k,, si la barra tiene su extermo a en el nudo ¢ y la submatriz kg, si es el
extremo b el que coincide con el nudo .

e Los demis elementos de la fila i-ésima, correspondientes a las columnas j > i,
son las submatrices k,; de las piezas que unen el nudo ¢ con los nudos 7,
respectivamente. Si no existe la pieza ij (que une el nudo ¢ con el nudo 7,
i<j), el elemento a ensamblar es una matriz 0. Debido a la simetria de la
matriz, sélo es necesario considerar las piezas cuyo extermo de numeracién
menor es el nudo 1.

2. Pieza a pieza: se ensamblan las submatrices elementales correspondientes a
cada pieza, considerando éstas una a una, de forma consecutiva. Esto equivale
a ensamblar la matriz de rigidez de la barra ij (que une el nudo i con el nudo
j, 1<j), en las siguientes posiciones de la matriz global (ver, como ejemplo, la
matriz global de la Ec. (8.39)):

’ H ‘ Columna ¢ ‘ ‘ Columna j ‘
Filat | ..ol (kaa>ij ........... (kab)ij ............
Flla] ............ (kba)ij ........... (kbb)ij ............

El algoritmo de ensamblaje pieza a pieza tiene la ventaja de que cada una de las
piezas sélo se considera una vez; esto permite calcular las matrices elementales
una a una, antes de ensamblarlas, eliminando la necesidad de almacenarlas. Esta
ventaja es importante en problemas de gran tamano.
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Fig. 8.30: Ensamblaje de la matriz global nudo a nudo
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Fig. 8.31: Ensamblaje de la matriz global pieza a pieza
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En las Figuras 8.30 y 8.31 se muestra de forma esquemdtica los algoritmos de
ensamblaje aplicados al cdlculo de la matriz global de la estructura del Ejemplo 8.5.1.1.

8.12 Optimizacién de la numeracién de nudos

En el proceso de formaciéon de la matriz global de rigidez se observa que su estructura
interna varfa con la numeracién elegida para los nudos. Por tanto, aunque esta nu-
meracién puede ser arbitraria, lo cierto es que incide de manera directa en la eficacia y
rapidez de los esquemas de almacenaje e inversién de matrices.
Se llama ancho de banda de la matriz global (bw) a la mayor diferencia de nu-
meracién existente entre los nudos extremos ij de las piezas de la estructura:
bw = max (j —1) V pieza ij (8.72)
7>t
La numeracién 6ptima es la que corresponde al ancho de banda menor. Cuanto
menor sea la diferencia de numeracién entre los extremos de una barra, méds estrecha
serd la banda de la matriz, es decir, mds agrupados se encontrardn los términos no

1 2 3 4
n,, @ ) “@
kaa Jrkaa kab kﬂb 0 1
ki +ki | k& o |2
@,, 3
- Kpptka, + ®)
SIMETRICA @ kap |3
Kpp
ki |4
1 2 3 4
A . @) O] 4)
kaa +kaa 0 kab kab 1
Numeracién
optima = &
P Kaa 0 Kap 2
_ m,, @ @
SIMETRICA kpp ko | ka3
Ancho de banda menor k{)i)+k§31))+ 4
0L 4
(numeracion (a)) [Ancho de banda: 4 —1=3] Kb

Fig. 8.32: Numeracion de nudos y estructura de la matriz global
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nulos y menor serd el nimero de operaciones necesarias para el cédlculo, resultando en
un andlisis més eficiente.

Si se considera, por ejemplo, la estructura articulada de la Figura 8.32, adoptando
la numeracién que se muestra en la Figura 8.32a, se obtiene un ancho de banda bw = 2
y la matriz global correspondiente. Por el contrario, si se adopta la numeracién de la
Figura 8.32b el ancho de banda es bw = 3 y la matriz global mostrada en la figura.
Noétese que la numeracién 6ptima es la primera, ya que proprociona el menor ancho de
banda posible.

Los programas de cédlculo suelen disponer de algoritmos de renumeracién de los
nudos de la estructura para minimizar las necesidades de almacenaje. Estos algoritmos
operan internamente, sin la intervencién del usuario y sin que éste se percate de que
dicha renumeracién se lleva a cabo.



9 Estructuras Reticuladas

9.1 Introduccién

En este Capitulo se muestra la aplicacién del Método Directo de Rigidez a la resolucién
de estructuras reticuladas. Se plantea primero, en detalle, su aplicacién a estructuras
reticuladas de plano medio y, después, a otras tipologias estructurales, emparrillados
planos y estructuras reticuladas espaciales.

Las bases del Método Directo de Rigidez se han expuesto en la Seccién 8.2 del Capi-
tulo 8. Recordemos que se consideran como movimientos incégnita todos los movimien-
tos desconocidos de los nudos de la estructura, es decir, que el nimero de incégnitas
cinemadticas es:

k=gl-nn—ca (9.1)

donde gl es el nimero de grados de libertad por nudo, nn es el nimero de nudos de
la estructura y ca es el nimero de grados de libertad prescritos por las condiciones de
apoyo. En estructuras reticuladas de plano medio gl = 3, dos traslaciones en el plano
de la estructura y un giro perpendicular a éste (Figura 9.1a) y en emparrillados planos
gl = 3, dos giros en el plano de la estructura y un desplazamiento perpendicular a éste
(Figura 9.1b). En estructuras reticuladas espaciales gl = 6, tres traslaciones y tres
giros (Figura 9.1c).

Para resolver estas incégnitas, se plantean las correspondientes ecuaciones de equi-
librio de fuerzas y momentos en los nudos de la estructura.

En el método directo de rigidez, a diferencia de en los métodos clédsicos, enfocados
al cdlculo manual, no se desprecia la deformacién por axil de las piezas, aunque si suele
despreciarse la deformacién por cortante. Esto implica que hay que considerar, explici-
tamente, las ecuaciones eldsticas referidas a los axiles y los movimientos longitudinales
de los nudos de las piezas.

Respecto a la definicién geométrica de la estructura, ésta se hace de la manera

345
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Fig. 9.1: Estructuras reticuladas: grados de libertad por nudo

descrita en la Seccién 8.3, anadiendo a las propiedades mecdnicas que describen las

piezas las que son propias de las tipologias reticuladas, tales como las inercias a flexién

y torsion.

También se precisa de sistemas de referencia adecuados para referir a ellos los

movimientos (desplazamientos y giros) de los nudos (libres y prescritos) y las fuerzas y

momentos actuantes sobre éstos. Por tanto, se definen:

e un sistema global de referencia, es decir, un triedro dextrégiro como el de las

Figuras 9.1 y 9.2, al que nos referiremos como (X,Y, 7). Este sistema se usa para
referir a él la geometria de la estructura, las fuerzas y momentos actuantes y los
movimientos (desplazamientos y giros) incégnita. Normalmente, el ensamblaje
de las matrices y vectores de las piezas se hace en este sistema.

un sistema local de referencia para cada pieza. Este sistema es 1til dado que las
ecuaciones eldsticas de las piezas se simplifican en ejes locales. Nos referiremos a
él como (z,y,z). Se elige el eje x coincidente con la direccién y sentido positivo
de la pieza (del extremo “a” al “b”), y los ejes y, z segin los ejes principales de
inercia de la seccién transversal, tal como se indica en la Figura 9.2.

En ciertos casos particulares, es necesario definir también sistemas locales de
referencia de nudo. Nos referiremos a éstos en la Seccién 9.6 (Ejemplo 9.6.2).

En la Figura 9.2 pueden verse los sistemas de referencia adoptados en una estructura

reticulada de plano medio (Figura 9.2a), en un emparrillado plano (Figura 9.2b) y en

una reticulada espacial (Figura 9.2c).
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Fig. 9.2: Sistemas de referencia: (a) reticulada de plano medio (b) emparrillado plano
(c) reticulada espacial

9.2 Estructuras reticuladas de plano medio

Las estructuras reticuladas son estructuras formadas por piezas rectas unidas mediante
nudos rigidos. Al ser los nudos rigidos, éstos transmiten momentos de una pieza a la
otra y, por eso, las barras de una estructura reticulada trabajan fundamentalmente a
flexién y en su caso también a torsion.

Las estructuras reticuladas pueden ser planas, cuando las directrices de las piezas
que la componen estdn contenidas en un mismo plano, y espaciales, en caso contrario.

Las estructuras reticuladas de plano medio son aquellas en las que el plano que
contiene a las directrices de las barras es también plano de simetria de éstas y que
estdn sometidas a cargas contenidas en dicho plano medio. Por simetria, las barras que
forman las estructuras de plano medio trabajan a flexién compuesta, es decir, estdn
sometidas a momentos flectores de ejes perpendiculares al plano medio y esfuerzos
cortantes y axiles contenidos en dicho plano.

A continuacidn, se desarrolla en detalle el método directo de rigidez para estructuras
reticuladas de plano medio.
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9.3 Ecuaciones elasticas. Matriz elemental de rigidez

9.3.1 Forma matricial de las ecuaciones elasticas

Las ecuaciones eldsticas de una pieza establecen la relacién existente entre las fuerzas y
momentos que actian en los extremos de la pieza y los movimientos (desplazamientos y
giros) que se producen en los mismos. Consideremos una pieza recta de una estructura
reticulada de plano medio, de longitud [ y seccién transversal constante, tal como la
que se muestra en la Figura 9.3, y consideremos los esfuerzos que actian sobre sus
extremos a y b, y los movimientos de éstos.

En el sistema local de referencia de las piezas, las ecuaciones de equilibrio son:

F,,+F, 0 (9.2a)
Fy,+F, = 0 (9.2b)
Mg+ My+Fyl = 0 (9.2¢)
de donde:
Fg’ca = _Fx/b (933‘)
M! + M]
F, = -F), = % (9.3b)
q Fuerzas
g a| B, F, M,
Ned b| Ry Fp M
Wa &P Movimientos
N

SISTEMA LOCAL DE REFERENCIA

Fig. 9.3: Fuerzas y movimientos de extremo de pieza
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Por otro lado, el alargamiento de la pieza debida al axil es:

F!.1
§ = uy—u, = EZ (9.4)

Por tanto, las ecuaciones eldsticas de los axiles en los extremos de la pieza son:

F., = ElA (ul, — wp) (9.5a)
_EA
o=~ (e —up) (9.5b)

Ademais, las ecuaciones eldsticas de los momentos en los extremos de la pieza, escritas
en funcion de los giros y del desplazamiento transversal de éstos, son:

4ET1 2E1 EI

M, = e P 2w o) (9.62)
EI EI
My = e g4 Do o) (9.6D)

Por tanto, las ecuaciones eldsticas de los esfuerzos cortantes en los extremos de la pieza

SOon:
6FE1 6FE1 12EI
Féa = 12 ¢a 12 ¢b ('U _Ul/)) (973‘)
6FE1 6E1 12EI
= OBy OBy 1EL ) (0.10)

Noétese que en las ecuaciones (9.6a)-(9.6b) se ha despreciado la deformacién debida al
esfuerzo cortante frente a la debida a los momentos flectores. Esta simplificacion, vdlida
para piezas suficientemente esbeltas, se mantiene, por simplicidad, a lo largo de todo
el presente Capitulo.

Las ecuaciones anteriores (9.5a) a (9.7b) pueden escribirse en forma matricial como:

f! K, kK, ||d
a — aa a a (9‘8)
[fé] [kia kéb”dZ]

con los vectores:

xa Fggb u:z Uy
f = . f; = Féb d,=| v, d,= | v (9.9)
M; My o s
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y las matrices:

B0 0 SEA 00
/ _ 12F1 6FE1 ! _ 12E1 6F1
kaa - 0 3 2 ab T 0 E 12
0 6F1 4FE1 0 __6EI 2E1
L 2 l L 12 l
(9.10)
B0 B0
/ _ 0 _12F1 __6EI / _ 0 12E1 6EI
ba T 13 12 bb 13 12
0 681  2BI 0 _SBI  4BEI
L 12 l L 2 l

En las expresiones anteriores se llama vectores de movimiento de nudo a los vectores
d/, y d}, formados por las componentes de movimiento que definen la traslacion y el giro
del nudo en el sistema local de la pieza. Andlogamente, se llama vectores de esfuerzos
en extremo de pieza a los vectores f; y f;, formados por las componentes de las fuerzas
y momentos que actian en los extremos de las piezas. El nimero de componentes de
cada uno de estos vectores depende de la tipologia de estructura analizada y es igual al
nimero de grados de libertad por nudo, en ejes locales, que corresponda a cada caso.

En las expresiones anteriores se observa también que las matrices k[, v kj, son
simétricas y que k/, = k’ gl.

Finalmente, puede llegarse a una ecuacién matricial més compacta:
f'=K'd (9.11)

donde las expresiones de f/, K’ y d’son obvias del desarrollo anterior. Al vector d’ se
le llama vector de movimientos de la pieza y a f’ se le denomina vector de esfuerzos de
la pieza. A la matriz K’ se le llama matriz de rigidez elemental.

Las expresiones matriciales (9.8) y (9.11) son formalmente idénticas a las (8.7) y
(8.8) para estructuras articuladas.

9.3.2 Matriz elemental de rigidez en el sistema global

La transformacion de sistemas de referencia en una estructura reticulada de plano medio
es similar a lo desarrollado en la Seccién 8.4.4 para estructuras articuladas.

Sea « el dangulo que forman los ejes locales (x,y) con los ejes globales (X,Y)
(Figura 9.4). Supdngase los ejes z y Z coincidentes y perpendiculares a los ante-

riores. Sea a = (ax,ay,az) un vector expresado en el sistema global (X,Y,7) y sea
!

o a’,) el mismo vector expresado en un sistema local (z,y, z). Las correspon-

a = (d,a
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Yj

> |

Fig. 9.4: Transformacion de sistema de referencia

dientes transformaciones son:

ax cosaw —sina 0 al, . cosae  sina 0 ax
ay | = | sina cosa 0 ’y ; ;J = | —sina cosa 0 ay
az 0 0o 1 / ! 0 0 1|/ az
(9.12)
o en forma compacta:
a="Tad y d =T'a (9.13)

La matriz de transformacion T es ortogonal y contiene los cosenos directores de los ejes
locales respecto de los ejes globales:

cos (Xx) cos(Xy) cos(Xz)
T =] cos(Yz) cos(Yy) cos(Yz) (9.14)
cos (Zx) cos(Zy) cos(Zz)

. . o e /
En virtud de estas relaciones, el vector de movimientos d’ (u’ TN ) produce un vector
de movimientos d (u, v, ¢) en ejes globales que corresponde a la siguiente expresion:

u cosaa —sina 0 u
d=|v | =| sihaa cosa 0 v | =Td (9.15)
¢ 0 0 1 (;5/

Notese que el vector de movimientos de una estructura reticulada de plano medio tiene
tres componentes, dos desplazamientos, (u,v), y un giro ¢. Al ser los ejes z y Z
coincidentes, dicho giro tiene la misma expresion en el sistema local y global.
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Reciprocamente, conocidas las componentes del vector movimiento d (u,v, ¢) en el
sistema global, el corespondiente vector d’ (u' ¢ ) en el sistema local es:

u cosa sina 0 U
d =|¢ | =| —sina cosa 0 v | =Td (9.16)
¢ 0 0 1 é

Aplicando estas transformaciones a los vectores de movimiento y de esfuerzos de

extremo de pieza, se tiene:

d, =T74d, d; T7 4,
f, = T f f, = Tf

(9.17)

Por lo tanto, partiendo de las ecuaciones eldsticas referidas al sistema local de referencia:

A v B (0,18
f; = ky,d, +kyd,
y utilizando las relaciones anteriores, se tiene:
— T T
fi =k, T'd, +k/,T"d, (9.19)

f] 1o TTdo + Kk, TTd,

que son las ecuaciones eldsticas que permiten obtener los esfuerzos en el sistema local
de referencia, a partir de los movimientos en el sistema global de referencia. Premulti-
plicando estas ecuaciones por la matriz de transformacién de sistemas T, se obtiene:

f, = Tf, = Tk, T"d, + Tk, T?d,

f, = TF, = Tk, T'd, + Tk}, T'd, (9.20)
o bien:
iy o)
con:
kij = T ki;T" (9.22)

Las Ecs. (9.21) son las ecuaciones eldsticas de la pieza expresadas en el sistema
global de referencia. Dichas ecuaciones son las que se utilizan para ensamblar la matriz
de rigidez global de la estructura, tal como se explica en la Seccién siguiente.
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En el caso de una estructura reticulada de plano medio, estas matrices en coorde-
nadas globales tienen la expresién:

r EA 12E1 EA 12EI 651
24 2 T _q____
C z + S 3 SC( z 3 > 7
kaa = SQEiA _|_ 02 12EI CGEI (923)
! I3 12
Srur AET
i ' I
r 12E1 EI T
EA 12EI EA 12E1 6E1
Ky, = | LA _qeba e 9.24
b SO< z 3 ) SP—=-C= O (9.24)
6ET 6E1 2ET
5 12 -¢ 12 I
i EA 12E1 EA 12EI 6EI
_(R”2 Q2 _ = _
¢ ! s 13 SC( I 13 ) 12
EA 12EI EA 12E1 6EI
Ky, = | — LA LaBL oA e e 9.25
b SC( z = > == - P = (9.25)
6ET 6ET 2FT
i =9 12 ¢ 12 I
T EA 12E1 EA 12EI 6EI
24 2 - _ _ R
C z +S 3 SC’< z 3 ) 7
I 13 12
AET
IM. -
L 5 ;[

donde S =sin ay C = cos .
Nétese que las matrices kqq v kpp son simétricas y que kyp, = kg;, con lo que se
comprueba que la matriz elemental de rigidez es simétrica en cualquier sistema de

referencia.



354 CAPITULO 9. ESTRUCTURAS RETICULADAS

Ejemplo 9.3.2.1

Para la estructura reticulada hiperestatica de la Figura 9.5a, escribir las ecuaciones
eldsticas de las barras en el sistema global de referencia.
Datos: L = 10m, FA = 10° kN, EI = 10°kN-m? F = 12kN, M = 20kN-m.

a) M b) ) Fypvy
q 2 . /‘\Mz, d)z
— N2 Y, IN—
F L OINS Fxo,uy
45° “X1
L —
Yy 3 Fx3.u3
Y Y
7 1 Fxiuy |1 \?—/M3,¢3
- —
7 e % Fyuv,
Fyiov

Fig. 9.5: (a) Estructura del Ejemplo 9.53.2.1 (b) numeracion y sistemas de referencia
global y locales (c) esfuerzos y movimientos en los nudos

Las barras de la estructura tienen la misma longitud y las mismas propiedades
mecdnicas. Por tanto, las ecuaciones elasticas de las barras en ejes locales son idénticas.
Teniendo en cuenta las Ecs. (9.8)-(9.10), las ecuaciones eldsticas de las barras en ejes
locales (Figura 9.5b) son:

(1) €8] (2) )
f] _K dj £ _K d)
f; d) f3 dy

donde K’ es la matriz elemental de las barras de valor numeérico:

A 0 0 -A 0 0]

0o B C 0 -B C

w_| 0 ¢ Db 0 -C E
~A 0 0 A 0 0

0 -B -C 0 B -C
0o C E 0 -C D,
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con
A=FA/L =100-102kN/m D =4EI/L =400 -10% kN-m
B=12EI/L*=12-10> kN/m  E =2EI/L =200 -10? kN-m
C=6EI/L* =60-10% kN

Los dngulos que forman las barras con los ejes globales son a® =90° y a® = —45°,

Teniendo en cuenta dichos dngulos, las ecuaciones eldsticas de las barras referidas al
sistema global de coordenadas son:
Barra 1 (o = 90°):

_ ENCH I

FXl B 0 -C -B 0 —-C Ul
(1) Fy1 0 A 0 0 —-A 0 V1
f1 | M | -C o D C © E oN
[ f ] | Fxa | -B 0 C B 0 C ug
Fyo 0 A 0 0 A 0 Vg
| My | | -C 0 E C 0 D] L ¢y |
Barra 2 (o = —45°):
Pl T F -6 H -F 6 H1PTw?
@ Fys -G F H G —-F H vy
f5 M, B H H D -H -H E o
[f},] Fxs | -=F G -H F -G —H us
Fyg G —F —H —G F —H V3
| M5 | . H H E —-H —H D | L @3 |

con

F=(A+B)/2=56-102 G=(A—-B)/2=44-10> H=+/2/2C=42,426-10°
Las constantes F y G se expresan en kN/m, y H en kN. Las letras restantes tienen
significado idéntico al utilizado en la matriz en ejes locales.

9.4 Matriz global de rigidez

9.4.1 Ensamblaje de la matriz global

Una vez calculadas las ecuaciones eldsticas de todas las barras que forman la estructura
en un sistema de referencia comtn, el siguiente paso en el método directo de rigidez
es la construccién de la matriz global de rigidez de la estructura. Esta matriz global
se obtiene mediante el ensamblaje de las matrices elementales de rigidez de las piezas.
Dicho ensamblaje es el resultado de la aplicacién sistemadtica de las condiciones de:
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1. Compatibilidad: los movimientos de los extremos de las barras que concurren en
un nudo son iguales.

2. Equilibrio: la suma de las fuerzas y momentos ejercidos por las barras que con-
curren en un nudo estdn en equilibrio con la fuerza y momento externo aplicados

en dicho nudo.

Asi, por ejemplo, en la estructura de la Figura 9.6a, por compatibilidad, los movi-

mientos del extremo b de la barra 1, dl()l), y los del extremo a de la barra 2, d((f), son

iguales y, ambos a su vez iguales a los del nudo 2, ds, al que concurren dichas barras.
Por otra parte, por equilibrio, la suma de las fuerzas en el extremo b de la barra 1,
fb(l)7 y en el extremo a de la barra 2, f£2), es igual a la fuerza exterior que actia en el

nudo 2, fy (Figura 9.6b).

b)

Fig. 9.6: (a) Compatibilidad “a priori” (b) equilibrio “a posteriori”
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Por tanto, en la estructura de la Figura 9.6, formada por 2 piezas, las ecuaciones
de equilibrio de fuerzas y momentos interiores (esfuerzos en extremos de piezas) y exte-
riores que actian sobre los nudos se pueden escribir, en el sistema global de referencia:

f; = £V

— kWd; +k)d, (9.27a)
£, = £ 4£?

= [k i+ k) do] + K2y + K dg (9.27b)
f; = £

= kP dy + kY d; (9.27¢)

Estas ecuaciones pueden escribirse en forma matricial:

f; Ky kY 0 d;

£, | =k k)42 k| | a (9.28)

f3 0 k@ k(2 ds

o de forma mds compacta:
f = Kd (9.29)

donde f es el vector global de las fuerzas exteriores (incluidas las reacciones), K es la
matriz global de rigidez de la estructura y d es el vector global de movimientos en los
nudos.

De lo anterior se obtienen algunas conclusiones de validez general:

(a) La matriz K es simétrica, al ser simétricas las matrices k,, y kp, elementales y
traspuestas una de la otra las matrices kg, v kp, de cada pieza. De hecho, debe
serlo en virtud de los Teoremas de Reciprocidad, aplicados a la estructura en su
conjunto.

(b) La matriz K es singular, ya que las ecuaciones de equilibrio (9.27a)-(9.27¢) no se
ven afectadas por un movimiento de sélido rigido de la estructura.

Ejemplo 9.4.1.1

Para la estructura reticulada hiperestdtica del Ejemplo 9.3.2.1, calcular la matriz de
rigidez de la estructura.
Datos: L = 10m, EA =10° kN, EI = 10°kN-m? F = 12kN, M = 20kN- m.
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La estructura tiene 9 grados de libertad, tres por cada uno de los tres nudos (Figura
9.5¢). El vector global de fuerzas exteriores en los nudos es:

T T
fZ[ﬂ f> fg] :[FXl Fy1 My Fxo Fyy My Fxz Fys M3}

y el vector global de movimientos en los nudos (Figura 9.5¢) es:

T T
d:[dl do d3} Z[m vl 1 uz V2 ¢y U3 U3 ¢3]

Teniendo en cuenta las matrices elementales obtenidas en el Ejemplo 9.3.2.1, y la
expresion (9.28), el sistema global de ecuaciones de equilibrio de fuerzas en los nudos
de la estructura es:

£ (ke k) o dy
£, = kY k) k) k@ dy
f3 0 kg? kz()z) ds

con lo que f = Kd, donde K es la matriz global de rigidez la estructura y su valor
numérico es:

B 0 -C -B 0 -C 0 0 0

o A 0 0 -A 0 0 0 O

-C 0 D C 0o E ©0 0 o0

-B o C I -G M -F G H

K = o -A 0 -G J H G -F H

-C 0 E M H N -H -H E

o 0 0 -F G -H F -G —-H

o 0 0 G -F -H -G F -H

. 0 0 0 H H E -H -H D |

con
|=B+F= 68102 kN/m M = (1++/2/2) C = 102,426 - 102kN
J=A+F=156-102kN/m N = 2D =800 - 102kN-m

Las letras restantes tienen significado idéntico al utilizado en las matrices del Ejemplo
9.3.2.1.

9.4.2 Energia de deformacién y energia potencial de la estructura

Consideremos una pieza recta de una estructura reticulada de plano medio, de seccién
transversal constante, tal como la que se muestra en la Figura 9.3, sobre la que sélo
actian fuerzas y momentos en sus respectivos extremos a y b. Dado que los sistemas
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estructurales que estamos considerando son conservativos, el trabajo realizado por las
fuerzas que actian sobre ellos se invierte, integramente, en incrementar la energia de
deformacién de las piezas que los componen. Por tanto, la energia de deformacién de
una pieza (e) se puede evaluar calculando el trabajo realizado por las fuerzas de extremo
de barra sobre sus respectivos movimientos eficaces, los movimientos de los nudos a y

b. Segin la férmula de Clapeyron, se tiene que:

gl = 1 ()" d =

: (@) K'd (9.30)

N =

donde se ha utilizado la relacién f'= K’d’ y el hecho de que la matriz de rigidez es
simétrica.

En la expresién (9.30) resulta obvio que la energia de deformacién de una pieza se
puede escribir como una funcién cuadritica de los movimientos de sus nudos. Como
la energfa de deformacién es necesariamente no negativa, la matriz de rigidez es una
matriz semidefinida positiva.

Llamando al alargamiento unitario de la barra € = (uj, — u,,) /l y al giro de la barra

o = (v, —vly) /1 y operando, se tiene:

1845

(d/)TK/d/

[ N

k122 4 % 2K [(¢;)2 + ¢l &+ (04)° — 3 (¢ + &) ap — 3 (%ﬂ

K N2 +2(9,)" + 0, o+ (64)" = 3 (6, + 04) @us — 3 ()] }
9.31)

l\D\b—‘[\g

donde k = EA/l y K = EI/I son las rigideces a axil y a flexién, respectivamente, y
A = I/r es la esbeltez de la barra, siendo r = \/1/7 el radio de giro de la seccién
de la pieza. En la expresién anterior se distingue claramente la contribucién de la
deformacién por axil de la contribucién de la deformacién por flexion.

Como puede observarse, la rigidez a axil crece muy rapidamente con la esbeltez de
las piezas. En consecuencia, en estructuras reticuladas la deformacién debida al axil
suele ser pequefia comparada con la deformacién debida a la flexion.

La energia de deformacién de una pieza (e) de la estructura es, segun la expresién
(9.30):

e % (d,(e)>TK,(e)d,(e) _ % (d<e>)TK(e> 4@ (9.32)

seguin se evalie en los ejes locales o globales, respectivamente.
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La energia de deformaciéon de la estructura completa se obtiene, simplemente,
sumando (escalarmente) las contribuciones de todas las barras que la forman:

U = >u® (9.33a)
B)
1 T
_ 2 (qd©@) K©q©
>3 (d ) K©d (9.33b)
)
= %dTKd (9.33¢)

donde se han utilizado las condiciones de compatibilidad de movimientos en los nudos
para pasar de la expresién (9.33b), en funcién de las matrices de rigidez elementales, a
la (9.33c), en funcién de la matriz de rigidez global de la estructura. En la expresién
(9.33c) resulta, de nuevo, evidente que la energia de deformacién de una estructura se
puede escribir como una funcién cuadritica de los movimientos de sus nudos. Como
la energia de deformacién es necesariamente no negativa, la matriz de rigidez global es
una matriz semidefinida positiva.

Conocida la expresién de la energia de deformacién de la estructura, es facil obtener
la expresién de la energfa potencial total de ésta. Para ello, basta con considerar la
energia potencial de las fuerzas actuantes, H :

H=-f"d (9.34)

La energia potencial total II es la suma de las expresiones (9.33¢c) y (9.34):
M = U+H (9.35a)
= % d’ Kd - f'd (9.35b)

De nuevo, las ecuaciones de equilibrio en los nudos pueden obtenerse a partir del Prin-
cipio de Energia Potencial Total Minima, ya que
o1l

5q = Kd-f=0 (9.36)

Puede comprobarse facilmente que las reglas de ensamblaje de la matriz de rigidez
global de la estructura que se deducen de las ecuaciones (9.33a)-(9.33c) coinciden exac-
tamente con las obtenidas a partir de la imposicién del equilibrio de fuerzas y momentos
en los nudos. De hecho, dichas condiciones de equilibrio pueden deducirse directamente
de la expresién (9.36), aplicando el Primer Teorema de Castigliano:

oU
Sq = Kd=f (9.37)

ya que las fuerzas que actian sobre los nudos se pueden obtener derivando la energia
de deformacion total respecto de los correspondientes movimientos.



9.5. CALCULO DE MOVIMIENTOS, ESFUERZOS Y REACCIONES 361

9.5 Cailculo de movimientos, esfuerzos y reacciones

9.5.1 Cadélculo de los movimientos en los nudos
Una vez construido el sistema de ecuaciones de equilibrio en los nudos:
Kd=f (9.38)

y modificado éste para introducir las condiciones de apoyo (ver Seccién 8.6), se tiene
el sistema de ecuaciones reducido:

Kd=f (9.39)

donde se han eliminado las filas y columnas correspondientes a los grados de libertad
prescritos, tal como se explica en la Seccién 8.6. Si las condiciones de apoyo son
suficientes para impedir los movimientos de sélido rigido de la estructura, la matriz
modificada K es no singular y el sistema reducido puede resolverse.
Los movimientos incégnita en los nudos se obtienen resolviendo este sistema; for-
malmente:
d=K'f (9.40)

Ahora se puede considerar resuelto el problema estructural y se pueden calcular a
posteriori las reacciones y los esfuerzos en las piezas.

Ejemplo 9.5.1.1

Para la estructura reticulada hiperestdtica de los Ejemplos 9.3.2.1 y 9.4.1.1, sometida
a las cargas que se indican en la Figura 9.5a, resolver los movimientos incégnita.
Datos: L = 10m, FA =10° kN, EI = 10°kN-m? F = 12kN, M = 20kN-m.

La estructura en estudio tiene un empotramiento en el nudo 1 y un apoyo fijo en el
nudo 3 (Figura 9.5b). Los movimientos prescritos son:
u1:01:U3:v3:0 ¢1:0

El sistema de ecuaciones de equilibrio de fuerzas en los nudos obtenido en el Ejemplo
9.4.1.1 se modifica al introducir estos movimientos prescritos. Eliminando las columnas
y filas de 1 a 3 y las filas y columnas 7 y 8, se obtiene:

Fxs 63,0 —44,0 102,426 42,426 us
Fyy | _ 2 | —44.0 156,0 42,426 42,426 s
My | 102,426 42,426 800,0  200,0 bo

M; 42,426 42,426 200,0  400,0 b3
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que es el sistema global reducido de las ecuaciones de equilibrio de fuerzas en los nudos.
Las fuerzas externas conocidas que actian en los nudos de la estructura (Figuras
9.5a y 9.5¢) son:

FX2:12kN FYQZO M2:20kNm M3:0

Introduciendo estos valores en el sistema global reducido, se tiene:

63,0 —44,0 102,426 42,426 us 12
2. | 440 156,042,426 42,426 v | _ |0
102,426 42,426  800,0  200,0 by 20
42,426 42,426  200,0  400,0 b3 0

Los movimientos incégnita se calculan resolviendo este sistema, para dar:

us 2,570
| 0,828 L
d= = .10
o —0,0376
o —0,342

donde los desplazamientos se miden en metros y los giros en radianes.

9.5.2 Calculo de las reacciones

Las reacciones en los nudos con movimientos impedidos o prescritos se calculan de la
siguiente manera: para un grado de libertad i prescrito, se calcula la reaccién correspon-
diente utilizando la ecuacién i—ésima del sistema original de ecuaciones de equilibrio,

es decir

Fi =) Kid, (9.41)
i

Dado que la ecuacién :—ésima no suele haber sido ensamblada en el sistema de ecua-
ciones reducido, este producto puede evaluarse también pieza a pieza, calculando y
sumando los correspondientes esfuerzos en los extremos de las n piezas que concurren
en el nudo que tiene el movimiento prescrito:

F=Y <f(e)>n (9.42)
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Ejemplo 9.5.2.1

Calcular las reacciones de la estructura reticulada hiperestatica de los Ejemplos 9.3.2.1,
9.4.1.1 y 9.5.1.1.
Datos: L = 10m, FA =10° kN, EI = 10°kN-m? F = 12kN, M = 20kN-m.

Una vez conocidos los movimientos incégnita de la estructura, pueden calcularse
las reacciones en los nudos prescritos (Figura 9.5a). Para ello, se recupera el sistema
de ecuaciones completo obtenido en el Ejemplo 9.4.1.1 y aplicando la expresién (9.41)
en cada uno de dichos nudos se obtienen las reacciones correspondientes.

Asi, por ejemplo, para calcular la componente de la reaccién segun el eje X en el

empotramiento del nudo 1, se tiene:

9
H = Fxi=)Y Kid
j=1
= —Buy—C¢y=—2,86kN (+—)

Siguiendo el mismo procedimiento, se obtienen las reacciones incégnitas restantes:

H, Fxi — 2,86 Hj Fxs -9,14
fi=| Vi | =| Fy1 | = — 8,28 fs=1| Vs | =| Fys | =| +8,28
My My +14, 67 M3 Ms 0

donde las fuerzas se expresan en kN y los momentos en kN-m. En la Figura 9.7a se

muestran las reacciones de la estructura.

9.5.3 Caélculo de los esfuerzos en las piezas

Conocidos los movimientos de los nudos d;, incégnita principal del problema, los esfuer-
zos en los extremos de las piezas se calculan a posteriori. En general, interesa conocer
dichos esfuerzos referidos al sistema local de coordenadas de cada pieza, a fin de obtener
directamente las leyes de esfuerzos:

¢ = ¥ 17d,+¥K,T"d, (9.43a)

a

£ = Kk, T7d, + K, T"d, (9.43b)

donde f/, y f} son los esfuerzos (en el sistema local de referencia) de los extremos de la
barra, d, y d, son los movimientos (en el sistema global) de dichos los extremos, k/,,
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k! ..k}, v kj, son las matrices de rigidez de la pieza (e) (en el sistema local) y T es la
matriz de cambio de coordenadas local-global para la pieza (e).

Ejemplo 9.5.3.1

Para la estructura reticulada hiperestética de los Ejemplos 9.3.2.1, 9.4.1.1, 9.5.1.1 y
9.5.2.1, calcular los esfuerzos en los extremos de las barras y dibujar las leyes de esfuerzos

y su deformada.
Datos: L = 10m, FA =10° kN, EI = 10°kN-m? F = 12kN, M = 20kN-m.

Teniendo en cuenta los movimientos de la estructura obtenidos en el Ejemplo 9.5.1.1
v las Ecs. (9.43a) y (9.43b) pueden calcularse los esfuerzos en los extremos de las barras.
Asi, por ejemplo, los esfuerzos en el extremo a de la barra 1 con o) = 90°, y

movimientos en los extremos, nudos 1 y 2:

uy 0 Uz 2,557
di=|vn [=]0 : dyg=|w | =] 081 |[-1073
o 0 bq —0,0348
Son:
" A0 0 0 1 0] [ w
£ = 0 B C -1 0 0 v | +
0 CD 0 0 1] | ¢
-A 0 o][ o0 10 U
+] 0 -B C -1 0 0 vy
0 -CEJ[o0 01 o
con
A=FA/L =100-102kN/m D =4EI/L =400 -10% kN-m
B=12EI/L*=12-10> kN/m  E =2EI/L =200 -10? kN-m
C=6EI/L> =60-10% kN
Por tanto:
£y —A vy -8, 28
1 1
g = | Y | =|Bu+Co |[=| 286
m Cuy +E oy 14,67

donde las fuerzas se expresan en kN y los momentos en kN-m.
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Repitiendo el procedimiento se obtienen los esfuerzos restantes:

B (1) 7 — -
Féll —8,28
F" 2,86
p1) _ M || 14,67
= o | =
F%; 8,28
/
F —2,86
M | 13,90

FY [ 12,30
FyY 0,61
) _ M@ _ | 610
Y —12,30
B —0,61
Mé@) i 0 i

donde las fuerzas se expresan en kN y los momentos en kN-m.

En las Figuras 9.7a-9.7e se muestran las reacciones, la deformada y las leyes de

esfuerzos de la estructura.

) M/ b
F
3
M,=14,67 % >
1 _
(W "_1{3_9’14 7
=286 V=828
V,=-8,28

d)

14,7~y | FLECTORES

NI

a
~—

12,3

x
i

8,28

/
&
0

A\

TR

CORTANTES

Fig. 9.7: Ejemplo 9.5.3.1: (a) reacciones (b) deformada (c) flectores (d) cortantes y
(e) aziles
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Ejemplo 9.5.3.2

Resolver la estructura de la Figura 9.8, suponiendo que para limitar el desplazamiento
del nudo superior se coloca un tirante con una rigidez a axil de valor (E'A);.

Datos: L =10m, FA = 10% kN, EI = 10°kN-m?, (EA); = 11,18 -10*kN, F = 12kN,
M = 20kN-m.

a) b)

f\

2
E——
L
45°

Y

% 4 1
77,

2

®
[

Fig. 9.8: (a) Estructura del Ejemplo 9.5.5.2 (b) numeracion y sistema global

La solucién de la estructura comienza con el cédlculo de las matrices elementales de
las barras. Las correspondientes a las barras 1 y 2 han sido calculadas en el Ejemplo
9.3.2.1.

El tirante, barra 3, al estar articulado en ambos extremos sélo trabaja a esfuerzo
axil y, en consecuencia, los unicos términos de su matriz elemental no nulos son los
correspondientes al esfuerzo axil:

100 0 0 —100 0 0O
0 00 0 00

K®_1g2.| 0 00 0 00
~100 0 0 100 0 0

0 00 0 00

[ 0 00 0 0 0

donde los términos se expresan en kN/m.
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La matriz de rigidez del tirante referida al sistema global se obtiene teniendo en
cuenta las expresiones (9.23)-(9.26) y el déngulo o = 243,2° que forma con el sistema
global, para dar:

TV Y 0 -V -Y 0]

Y W 0 -Y -W 0
K@_| 0 00 0 00
-V -Y 0 V Y 0

Y -W 0 Y W o0

. 0 00 0 0 0

con
V=20-102kN/m W =280-102kN/m Y =40-102 kN/m
La matriz de rigidez global de la estructura se obtiene realizando el proceso de
ensamblaje, descrito en la Seccién 9.4.1, y es igual a:

kY k) 0 o
k) ke kg kg

o k¥ o k¥

donde koo = kéll)) + kﬁi + ka?a). Sustituyendo los valores adecuados, resulta la matriz
global:
B 0 -C -B 0o -C 0o O O O 0 0]
0 A 0 0 —-A 0 0 0 0 0 0 0
-C 0 D C 0 E 0 0 0 0 0 0
-B 0 C S -T M —-F G H -V -Y 0
0o -A 0 -T u H G -F H -Y -W 0
K — -C 0 E M H N —H —H E 0 0 0
0 0 0 -F G -H F -G —H 0 0 0
0 0 0 G -F -H -G F —H 0 0 0
0 0 0 H H E -H -H D 0 0 0
0 0 0 -V -Y 0 0 0 0 \% Y 0
0 0 0 -Y =W 0 0 0 0 Y W 0
| 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 |
con
T=G-Y=4-102 kN/m S=B+F+V=288-102 kN/m

U=A+F+W=236-10%2 kN/m
Las letras restantes tienen el mismo valor que en los Ejemplos 9.3.2.1 y 9.4.1.1.
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Las condiciones de apoyo de la estructura son, u; = v; = ug = v3 =ug = vq4 =0
v ¢ = ¢4 = 0, y las fuerzas externas, Fxo = 12kN, Fyo = 0, Ms; = 20kN-m, y
M3 = 0. Introduciendo los movimientos prescritos en el sistema global de ecuaciones
de equilibrio de fuerzas en los nudos, se eliminan las filas y columnas correspondientes

(1,2,3,7,8,10, 11 y 12), obteniéndose el sistema de ecuaciones reducido:

83,0  —4,0 102,426 42,426 us
2. | 40 236,00 42,426 42,426 Vs
102,426 42,426 800,0  200,0 by
42,426 42,426 200,0  400,0 b3

El sistema anterior se resuelve para dar los movimientos incégnita:

us 1,310
G| || 0036 |
o 0,132
b3 —0,209

12
0
20
0

donde los desplazamientos se expresan en metros y los giros en radianes.

Las reacciones se calculan recuperando el sistema global completo:

H, Fy1 —2,37 | Hi [ Fys
fi=| Vi |=| Ry | =] —0,36 5= % | =| B
H, [ Fyy —2.77 |
o= Vi | =| Fyg | =] —5,54
M, M, 0

donde las fuerzas se expresan en kN y los momentos en kN-m.

Los esfuerzos se calculan siguiendo el procedimiento de los ejemplos anteriores, para

resultar:
- (D) _ - - (2
Fy -0, 36 Fry
1 2
Fyy 2,37 Fyy
f/(l) _ M{(l) _ 10,5 ] f,(2) _ Mé(z) _

Py 0,36 ’ P
Fly ~2,37 Fly

I Mé(l) | 1372 I M?/)(Z) |

9,02
0,68
6,8
—9,02
—0,68
0

—6,86
5,90
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[ FLy C 6,19 T
Fly 0
f _ Mé(g) _ 0
FYY 6,19
FIY 0
I Mi(g)) | i 0 |

donde las fuerzas se expresan en kN y los momentos en kN-m. Notese que la barra 3
sélo trabaja a esfuerzo axil (traccion). Las Figuras 9.9a-9.9¢ muestran las reacciones,
la ley de momentos flectores y la deformada, respectivamente. Los resultados obtenidos
pueden compararse con los de la Figura 9.7 para la estructura sin tirante.

a) b) _
7
7
Hy=27])
V= 5,541

J—
7 10’5/—7'% FLECTORES

Fig. 9.9: Ejemplo 9.5.5.2: (a) reacciones, (b) deformada y (c) flectores
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9.6 Otros tipos de apoyos

Se presentan a continuacién ejemplos de resolucién de estructuras reticuladas de plano
medio con movimientos prescritos no nulos, movimientos prescritos segin ejes locales y
apoyos eldsticos. Los procedimientos seguidos son los explicados en la Seccién 8.8 del
Capitulo anterior.

Ejemplo 9.6.1

Resolver la estructura reticulada hiperestatica de la Figuras 9.10a, suponiendo que el
apoyo articulado sufre un movimiento impuesto de componente vertical descendente
vs. Las propiedades mecénicas de las barras son constantes.

Datos: L = 10m, EA =10° kN, EI = 10°kN-m?, v3 = —3 - 103 m.

a)

- W/

Fig. 9.10: (a) Estructura del Ejemplo 9.6.1 (b) numeracion y sistema global

Introduciendo las fuerzas externas Fxo = Fyo = 0, My = M3 = 0, y las condiciones
de apoyo, u1 = v; = u3 = 0, ¢; = 0y v3 = —3-10"2m en el sistema global de
ecuaciones obtenido en el Ejemplo 9.4.1.1, se tiene que el vector de fuerzas es:

T T
f:[f1 £, fg} :[FX1 Fypy My 0 0 0 Fxs Fys 0]

y el vector de movimientos es:

d=[d d dg}Tz[o 00 ug vag ¢y 0 —3-107° %}T
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Eliminando las ecuaciones correspondientes a los movimientos conocidos, filas 1, 2,
3, 7y 8, la matriz de rigidez de la estructura (ver Ejemplo 9.4.1.1) se reduce a:

-B 0 C /I -G M -F G H
0 -A 0 -G J H G —-F H
-C 0 E M HN -H -H E
0 0 0 H HE -H -H D

donde las letras tienen el mismo valor que en los Ejemplos 9.3.2.1 y 9.4.1.1.
Pasando al segundo miembro las columnas 1, 2, 3, 7 y 8, multiplicadas por uy, vy,
®1, us, y v3, respectivamente, se tiene:

| -G M H] [ u 0 G

-G J H H v | | O —F
M H N E||o| 0] |-H | ™
H H E D|| ¢ 0 “H

Notese que al ser nulos los movimientos uj, v1, ¢, us, sélo aparece la columna 8
multiplicada por vs. Se suprime el vector de cargas por ser nulo y se tiene el sistema
reducido de ecuaciones de equilibrio de fuerzas en los nudos:

68,0 —44,0 102,426 42,426 us 13,2
2. | 4.0 1560 42,426 42,426 v | _ | —16,8
102,426 42,426 800,0  200,0 by —12,728
42,426 42,426  200,0  400,0 b3 —12,728

El sistema de ecuaciones obtenido es andlogo al del Ejemplo 9.5.1.1 con un vector
de fuerzas nodales distinto debido al sistema de cargas considerado en cada caso. Los
movimientos incégnita se calculan resolviendo este sistema, para obtener:

U 2, 749

a _ V2 _ —0, 0826 ) 1073
by —0,407
b3 —0,397

donde los desplazamientos se expresan en metros y los giros en radianes.
Una vez conocidos los movimientos de la estructura, las reacciones se calculan re-
cuperando el sistema completo de ecuaciones de equilibrio:

Hy Fxq -0, 855 Hj Fxs 0,855
fi=| W | =] Fy1 | = 0, 826 fa=1| V3 | =| Fys | =| —0,826
M, M, 8,350 M3 M3 0
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Los esfuerzos en los extremos de las barras se calculan siguiendo el procedimiento de

los ejemplos anteriores:

fo

(1)
FI(I)
/ 1
Fyl( )
/ 1
Ml

0,826
0,855
8,35
—0,826
—0,855
0,20

f/(2) .

_Fr2

7(2)

/(2)

1(2)
M

/ 2
Fag

/ 2
F 3

Y
/(2)

3 J

donde las fuerzas se expresan en kN y los momentos en kN-m.
En la Figura 9.11 se muestran la deformada y las leyes de esfuerzos de la estructura.

a)

ey

835" 755 |FLECTORES

2

e

b)
3
7
Hy= O,855|
H,=0,826 V3= 0826
V,=—0,855
d)
0,855
= /
O
=
0,02

%

1,19
0,02
0

DEFORMADA

¢)

— CORTANTES

] -

0,826

[ —1,19
—0,02
—-0,20

o

1,19

7

w7 | AXILES

Fig. 9.11: Ejemplo 9.6.1: (a) reacciones (b) deformada (c) flectores (d) cortantes y
(e) axiles
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Ejemplo 9.6.2

Resolver la estructura reticulada hiperestatica de la Figura 9.12a, sometida a las cargas
que se indican, teniendo en cuenta que el plano del apoyo 3 forma un dngulo a@ = 45°

con la horizontal.
Datos: L = 10m, EA =10° kN, EI = 10°kN-m? F = 12kN, M = 20kN- m.

a) b)

0

L
45°
L :
% 3 450
Y I
1 -
N/ —X X

Fig. 9.12: (a) Estructura del Ejemplo 9.6.2 (b) sistema global y local del nudo 3

Las fuerzas externas conocidas son:
FX2:12kN FY2:0 MQZQOkNm ;3: MgZO

El sistema global de ecuaciones de equilibrio de fuerzas de la estructura (ver Ejemplo
9.4.1.1) es:

ke kW 0 d; £y
G W k| e | - |
0 k2 k@] | ds f3

La estructura tiene prescritos los movimientos u; = v1 = ¢; = 0y v = 0. El desliza-
miento del nudo 3 estd prescrito segin los ejes locales de dicho nudo, movimiento nulo
segin el eje y' (Figura 9.12a). Por tanto, es necesario transformar las ecuaciones co-
rrespondientes al nudo 3 al sistema local de dicho nudo. Utilizando las transformaciones:

f=Tf; vy ds=Tdj
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donde T es la matriz de transformacion del sistema (2, 1) al sistema global (X, Y), se
puede escribir (ver Seccién 8.8.2 del Capitulo anterior):

ke kY 0 d fy
KDkl 4kl kT dy | = | £ (a)
o T7k?  TTK? dj f3

Dado que el dngulo formado por los sistemas global y local del nudo 3 es a = 45°, la
matriz de transformacién T (Figura 9.12b) es:

cose —sina 0 \@/2 —\/5/2 0
T = | sinaa cosa 0 | = \@/2 \/5/2 0
0 0 1 0 0 1

Y la matriz kg)) ’i‘, por ejemplo, resulta:

-F G H V2/2 —V/2/2 0 -P Q H
K9T—| G —F H||v2/2 v2/2 0|=| -P -Q H
~H -H E 0 0 1 R 0 E

con
P=+?2/2B =8,485-10% kN/m Q=+2/2A =70,711-10% kN/m
R=+v2H =60-10% kN
Los coeficientes restantes tienen el mismo valor que en los Ejemplos 9.3.2.1 y 9.4.1.1.
Procediendo de forma andloga para las restantes matrices afectadas por los movimien-
tos del nudo 3, e introduciendo los valores conocidos de las fuerzas externas en los nudos,
la Ec. (a), resulta:

" B 0 -C -B 0 -C 0 0 07[07 TJFx]
o A 0 0 -A 0 0 0 0 0 Fy1
-C 0o b C 0 E 0 0 0 0 M,
B 0 C I -G M -P Q H||u 12
0 -A 0 -G J H -P —-Q H||w]|=]| o0 (b)
~C 0 E M H N -R 0 E/|]|ae 20
0 0 0 —-P -P -R B 0 —-R || 0
0 0 0 Q -Q 0 0 A 0 0 Fl
| 0 0 0 H H E -R 0 DJ[e&]| | 0 |

Noétese que los movimientos del nudo 3 ahora estdn referidos al sistema local de dicho
nudo.
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Eliminando las filas y columnas 1, 2, 3 y 8, correspondientes a los movimientos
prescritos se obtiene el sistema global reducido:

68,0  —44,0 102,426 —8,485 42,426 | [ wuq [ 12 ]
—44,0  156,0 42,426 —8,485 42,426 Vo 0

102 | 102,426 42,426  800,0  —60,0  200,0 by | = | 20
—8,485 —8,485 —60,0 12,0  —60,0 ufy 0

| 42,426 42,426 200,0 —60,0 400,0 | | ¢5 | [ O |

Resolviendo el sistema anterior, se obtienen los movimientos incégnita:

us 2,477 ]
Vs 0,826
d=| ¢, |=| 0,128 | -1073
ul 3,619
| #5 ] [ 0,128

donde los desplazamientos se expresan en metros y los giros en radianes.
Recuperando el sistema de ecuaciones completo, Ec. (b), se calculan las reacciones:

H, Fx1 3,74 H Flq 0
fi=| Vi | =] Fv1 | =] —8,26 fs=| Vi | =| Fjs | = 11,67
M M, 17,42 M M 0

donde las fuerzas se expresan en kN y los momentos en kN-m. Las reacciones en el
nudo 1 estédn referidas al sistema global de referencia, mientras que las reacciones en el
nudo 3 se refieren al sistema local de dicho nudo.

Los esfuerzos en los extremos de las barras se calculan siguiendo el procedimiento
de los ejemplos anteriores:

B 1)1 - . r (2) 1 - -
Fl 8,26 Fl, 11,67
1 2
FIY 3,74 Fly 0
1 2
P _ M({()) | 1ma2 | e M%’()) B 0
- 1 - 9 - 2 -
F;(%) 8,26 F;g) —11,67
Fly —3,74 F 0
Mé(l) | 20,0 | I Mé(z) | i 0 ]

donde las fuerzas se expresan en kN y los momentos en kN-m.

Las reacciones y la deformada se muestran en las Figuras 9.13a y 9.13b, respectiva-
mente. Las leyes de flectores, cortantes y axiles, se muestran en las Figuras 9.13c-9.13e.
La barra 2 trabaja sélo a esfuerzo axil.
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DL b)

8,26

7 | CORTANTES 7 AXILES

M,=17,42 I
(1
7
H=-374  Ry=1167
V,=-8,26
C) 20 d) ] e) g
NN\ M=0 3,74 T=0 —
— = ] = -
/T = [
) — -
Y — =
= I — I = \
/4

|

17,42 77

Fig. 9.13: Leyes de esfuerzos y deformada del Ejemplo 9.6.2

Ejemplo 9.6.3

Resolver la estructura reticulada hiperestatica de la Figura 9.14a, sometida a las cargas
que se indican, teniendo en cuenta que el apoyo articulado tiene un muelle horizontal
de rigidez k = 50 - 10°kN/m.

Datos: L = 10m, EA = 10° kN, ET = 10°%kN-m? F = 12kN, M = 20kN-m.

El proceso de solucién es idéntico al seguido en el Ejemplo 9.5.1.1, la tinica modifi-
cacién reside en las condiciones de apoyo.

Introduciendo los movimientos prescritos, u; = v1 = v3 = 0, ¢; = 0 y las fuerzas
externas, F'xog = 12kN, Fyo =0, My =20kN-m, y Fx3 =0y Mg = 0, en el sistema
global de ecuaciones de fuerzas de equilibrio en los nudos (ver Ejemplo 9.4.1.1), se
obtiene:
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~

45°

N/

B o -C-B 0 -C 0 0 o0 0 Fxi
o A 0O O -A 0 0 0 0 0 Fyq
-C 0 D C o E 0 0 o0 0 M,
-B 0 C I -G M —-F G H Us 12
0 -A 0 -G J H G —-F H ve | = 0 (a)
-C 0 E M H N -H —-H E by 20
0 0 0 —F G —H F -G —H us Fxg — k‘U3
0 0 0 G —-F -H -G F —H 0 Fys
. 0 0 0 H H E —-H —-H D] | ¢;] i 0 |
con:
A=100-102 D =400-102 G =44-10? J=156-10?
B=12-102 E =200 - 102 H=42,426-102 M = 102,426 - 102
C =60-102 F =56 102 | =68 - 102 N = 800 - 102

en las unidades adecuadas (ver Ejemplos 9.3.2.1 y 9.4.1.1).

Nétese que en la séptima ecuacién, correspondiente al apoyo eldstico (F'xs = 0),
el vector de fuerzas externas en los nudos se modifica con el término kus (ver Seccién
8.8.3 del Capitulo 8).

Pasando el término kus al miembro de la izquierda se tiene:
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B 0 -C -B 0 —C 0 0 0 0 Fx1
0 A 0 0 —-A 0 0 0 0 0 Fy
~-C 0 D C o0 E 0 0 0 0 M
B 0 C | -G M —-F G H||u 12
0 -A 0 -G J H G -F H v | =1 0
~C 0 E M H N -H -H E o 20
0 0 0 -F G —-H F+k -G —H || ug 0
0 0 0 G -F -H -G F —H 0 Fys
. 0 0 0 H H E -H -H DJ|leés]| | 0 |

Se muestra subrayado el coeficiente afectado por la constante eldstica del muelle (F+k).
Eliminando las filas y columnas 1, 2, 3 y 8, correspondientes a los movimientos conoci-
dos, el sistema global reducido es:

68,0  —44,0 102,426 —56,0 42,426 | [ wue [ 12 ]
—44,0  156,0 42,426 44,0 42,426 Vg 0
10%- | 102,426 42,426  800,0 —42,426  200,0 by | = | 20
—56,0 44,0 —42,426 106,0 —42,426 u3 0

| 42,426 42,426 200,0 —42,426 400,0 | [ ¢35 | | O |

El sistema anterior se resuelve para dar los movimientos incégnita:

Ug 4,0
Vs 0,781
d=| ¢, | =| -0,153 | -1073
us 1,623
b3 —0,258

donde los desplazamientos se expresan en metros y los giros en radianes.
Las reacciones se calculan recuperando el sistema global completo (Ec. (a)):

H Fy 3,88 H Fxs 8,12
=WV |=] 1 | =] 7,82 fs=| V3 | =] Fys | =] 7,82
M, M, 20,93 M, M, 0

donde las fuerzas se expresan en kN y los momentos en kN-m.
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Los esfuerzos se calculan siguiendo el procedimiento de los ejemplos anteriores, para

resultar:
CFY T 17827 [FS 1 T 11,26 ]
FY 3,88 Fry —0,21
) _ M _ | 20,93 o _ My _| 210
Fly 7,82 | F —11,26
Fry —3,88 Fly 0,21
I Mé(l) | | 17,90 | I M§(2) | . 0

donde las fuerzas se expresan en kN y los momentos en kN-m.
Las Figuras 9.15a-9.15e muestran las reacciones, la deformada y las leyes de flec-
tores, cortantes y axiles, respectivamente.

a) _@ b)

3
1 7
7 H3:—8,12 Z
T |v3=mz

V,=-17.82
©) 21179 d e)

@ 3,88 |

AN o ||

E O [

= S, N B

20,9 i —] |

7, 77 w7

FLECTORES CORTANTES AXILES

Fig. 9.15: Leyes de esfuerzos y deformada del Ejemplo 9.6.3
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9.7 Cargas actuantes sobre las piezas

Los casos de carga que pueden actuar sobre las piezas son muy variados. Es necesario,
por tanto, disponer de una metodologia que permita tratarlos con generalidad y que,
a la vez, permita plantear el método de resolucién haciendo abstraccién de las particu-
laridades del caso de carga considerado. Esto se consigue por el procedimiento descrito
en la Seccién 8.10 del Capitulo 8, basado en el principio de superposicién.

Consideremos la estructura reticulada de plano medio de la Figura 9.16a, con cargas
actuando sobre una o més de sus piezas. El sistema real de cargas puede descomponerse
en dos estados: el estado I de empotramiento perfecto o intraslacional (Figura 9.16b),
en el que se han impedido los movimientos en los nudos y, el estado I de cargas sélo en
los nudos (Figura 9.16¢), donde se aplican, en los nudos de la estructura, las reacciones
cambiadas de signo del estado anterior.

La suma de las cargas actuando en los estados I y II corresponde a las cargas
originales sobre la estructura. El resultado final, en movimientos y esfuerzos, es igual
a la suma de los resultados de los dos estados.

a) / b)

p12/12§ EpZZ/IZ
‘ ! Y 1N

- b

) C*a b )
» Tpl/2 pl/2‘

ESTADO I: INTRASLACIONAL

7 c)
Z pl/2 pl/2‘

b

pI12

7
7
ESTADO II: CARGAS SOLO EN LOS NUDOS

Fig. 9.16: Cargas sobre las barras
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Ejemplo 9.7.1

Resolver la estructura de la Figura 9.17, sometida a la carga p uniformemente distribui-
da que se indica, descomponiendo en suma de un estado de empotramiento perfecto
mds un estado de cargas en los nudos. Todas las piezas tienen las mismas propiedades
mecanicas.

Datos: L =10m, EA = 10° kN, EI = 10°kN-m?, p = 2,4kN/m.

2

1
M V4

Fig. 9.17: Estructura del Ejemplo 9.7.1

La estructura puede resolverse descomponiendo el estado de cargas en suma de dos
estados: (a) el estado I (intraslacional) y (b) el estado IT (cargas sélo en los nudos).

El estado I se reduce a resolver por el método tradicional la viga biempotrada 1
sometida a la carga p uniformemente repartida. Las reacciones, las leyes de esfuerzos y
la deformada del estado I se muestran en la Figura 9.18, donde las fuerzas se expresan
en kN y los momentos en kN-m.

El estado I resuelve la estructura reticulada de plano medio sometida a cargas sélo
en los nudos de valor igual a las reacciones obtenidas en el Estado I y de signo opuesto.
Las reacciones, las leyes de esfuerzos y la deformada del estado II se muestran en la
Figura 9.19 (fuerzas en kN y momentos en kN-m)

Aplicando el principio de superposicion, los resultados totales se obtienen sumando
los correspondientes a los estados I y I1. En la Figura 9.20 se muestran las reacciones,

las leyes de esfuerzos y la deformada de la estructura (fuerzas en kN y momentos en
kN-m).
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712/ 7\
N o 2
2 pl2 I

N\

S
V
%
Jé
o
17

o
=]

I -

ja

S
Q)

/
/—
- &) A
= 1| 2 2/
/A 20 7 1 VA4 77
PN
P | FLECTORES|  [CORTANTES| [ DEFORMADA |

Fig. 9.18: Resolucion del estado I del Ejemplo 9.7.1

a) _m b)

3
| Z %
w7 7,
DEFORMADA
d) ¢)
2,861 -
O ] |
) = Z 8,28
Va— L ||
14,7 777 777, [CORTANTES L

Fig. 9.19: Resolucion del estado 11 del Ejemplo 9.7.1
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a) 2 b)
=
= 3
—1 Z 7
/4 7

DEFORMADA
€)

[T A

A
34,7 77 |FLECTORES 14,9 777 | CORTANTES 77 | AXILES

Fig. 9.20: Resultados totales del Ejemplo 9.7.1

Ejemplo 9.7.2

Resolver el pértico de la Figura 9.21a, sometido a carga vertical uniforme sobre el dintel,
descomponiendo en suma de un estado de empotramiento perfecto méas un estado de
cargas en los nudos. Todas las piezas tienen las mismas propiedades mecdnicas.
Datos: a = 5m, EI = 2-10° kN-m? y EA = 107 kN, p = 20kN/ m.

Segun lo planteado en esta Seccién, se descompone el estado de carga uniforme sobre
el dintel en suma de dos estados (Figura 9.21b). El estado I, intraslacional, es facil de
resolver de forma analftica para obtener las reacciones V = pa/2 y M = pa?/12 (Figura
9.22a). Las leyes de esfuerzos y la deformada se muestran en las Figuras 9.22b-9.22d.

El estado 11, con cargas sélo en los nudos (Figura 9.23a), puede resolverse mediante
el método directo de rigidez. Las cargas aplicadas en los nudos de la estructura son las
reacciones del estado I con signo opuesto, V=50 kN y M= 41,67 kN-m.

La numeracion elegida para la resolucién del ejemplo, asf como los correspondientes
sistemas de referencia global y locales se muestran en la Figura 9.23b.
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V2

; uC N

ESTADO 1

7277, ESTADON 77

Fig. 9.21: (a) Estructura del Ejemplo 9.7.2 (b) Descomposicion del estado de cargas

b)

pa2/12 pali12 9 9
(DD\\J\T\ /&(U} pa\{ﬁ%\mj \ N
NIV e S
(D pa?/24 10} pa/2

Fig. 9.22: Resolucion del estado I del Ejemplo 9.7.2
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a) b)

72 77, /e A

Fig. 9.23: (a) Estado II del Ejemplo 9.7.2 (b) numeracion y sistemas de referencia

Se calculan, a continuacién, las matrices de rigidez elementales de las piezas. En
este caso, las propiedades mecédnicas de las barras son idénticas y, por tanto, estas
matrices de rigidez son iguales para todas ellas y de valor:

A 0 0 —-A 0 0

0o B C o0 -B C

K,:[kgm k;b]: 0 C D 0 -C E

k,, ki, -A 0 0 A 0 0

o -B -C 0 B -C

| 0o C E 0 -C D |
con

A=FA/a  =200-10* kN/m D =4EI/a = 16-10* kN-m
B=12EI/a®> =1,92-10* kN/m E=2EI/a=8-10" kNm

C=6EI/a®* =4,8-10* kN
Las matrices de rigidez de cada barra en el sistema global de referencia, teniendo
en cuenta las expresiones (9.23)-(9.26) y el angulo que forma cada barra con el sistema
global de coordenadas (ot = 90°, o(? = 0° y a(®) = 270°), son:

B 0 -C -B 0 -C
0 A 0 0 -A 0
1) _ —C 0 D C 0 E
K -B 0o C B 0 C
0 -A 0 0 A 0

| -C 0 E C 0 D |
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A 0 0 -A 0 0
0 B C 0 -B C
K2 — 0 C D 0 —-C E
-A 0 0 A 0 0
0 -B -C 0 B -C
| 0 C E 0 -C D |
[ B 0 C -B 0 C|
0 A 0 0 -A 0
K®) — C 0 D -C 0 E
-B 0 -C B 0 —-C
0 -A 0 0 A 0
e 0 E -C 0 D |

Puede observarse que, en este caso, las matrices en ejes globales son idénticas a K/,
salvo permutaciones de filas y columnas.

La matriz de rigidez global de la estructura se obtiene realizando el proceso de
ensamblaje, descrito en la Seccién 9.4.1, y es igual a:

ke kW 0 0

N 7 i SR v 0
= (2) 21 @ 1O

0 kba kl()b) + k‘(l‘l) kab
0 0 k() k(%)

Sustituyendo los valores adecuados, resulta la matriz global:

B 0 -C-B 0 -C 0 0 0 0 0 0

O A 0 0O -A 0 0 0 0 0 0 0
-C 0 D C 0 E O O O 0 0 0
B 0 C F 0 C-A 0 0 0 0 0
o -A 0 0O F C 0 -B C 0 0 0
K_| ¢ 0 E C C G 0 -C E 0 0 0
o 0 0 -A 0 0 F 0 C -B 0 C
o 0 0 0 B -C 0 F -C 0 -A 0

o 0o 0o 0 C E C -C G -C 0 E

o 0 0o 0 0 0 -B 0 -C B 0 —C

o 0 0 0 0 0 0 -A 0 0 A 0
0o 0o o 0o 0 0 C 0 E -C 0 D |

donde F = A + B =201, 92-10* kN/m,G = 2D =32-10% kN-m; las letras restantes tienen
significado idéntico al utilizado en las matrices anteriores. Puede observarse claramente

que la matriz de rigidez global de la estructura es una matriz en banda y simétrica.
Introduciendo las condiciones de apoyo de la estructura, es decir, empotramiento
en los nudos 1 y 4, se eliminan las ecuaciones (filas y columnas) que corresponden a los
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grados de libertad de dichos nudos (1, 2, 3 y 10, 11, 12), obteniéndose el sistema de
ecuaciones reducido siguiente:

[ 201,92 0 4,80 —200,0 0 0 us 0
0 201,92 4,80 0 ~1,92 4,80 Vs ~50,0
ot | 480 480 320 0 —4,80 8,0 6o | _ | —41,67
—200,0 0 0 201,92 0 4,80 us 0
0 ~1,92 —4,80 0 201,92 —4,80 Vs ~50,0
0 4,80 8,0 4,80 —4,80 32,0 || ¢y | | 41,67 |

El término de la derecha del sistema anterior corresponde al caso de cargas considerado,
en el que las fuerzas V y los momentos M, actuantes sobre los nudos 2 y 3, se han
introducido con los signos correspondientes, respecto al sistema global de referencia.
Se observa que el caso de carga es simétrico.

La solucién de este sistema de ecuaciones permite obtener el valor de los movimien-
tos incégnita, es decir, los asociados a los nudos 2 y 3, que corresponden a los grados
de libertad 4, 5, 6 y 7, 8, 9, respectivamente. Se obtiene:

U [ 40,0021 |
Vo —0,25
S~ | oy | 1,74 —4
d= us | — | —0,0021 10
v3 -0,25
| 93 | | +1,74

donde los desplazamientos se miden en metros y los dngulos en radianes. Los sentidos
de estos movimientos vienen dados por los correspondientes signos, referidos al sistema
global de referencia. Se observa que los movimientos de los nudos 2 y 3 son simétricos
uno del otro.

Se calculan, a continuacion, las reacciones en los nudos con movimientos prescritos
(nudos 1 y 4). Para ello, una vez conocidos los movimientos en todos los nudos, se
recupera el sistema completo de ecuaciones y se calculan las fuerzas incégnita en los
grados de libertad prescritos. A modo de ejemplo, se calcula la componente de la
reaccién segin el eje X en el nudo 1; aplicando la Ec. (9.41), puede escribirse:

12
H = Fxi= Y Kiyd,
j=1

= —Buy—C¢py =+48,31kN (—)
Repitiendo el procedimiento para las reacciones restantes, se obtiene:

H, Fxi 8,31 H, Fx4 -8,31
=l wvl|l=| R | = 50,0 fi=1| Vi | =| Fya | = | 50,0
M M, ~13,8 M, M, 13,8
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donde las fuerzas se expresan en kN y los momentos en kN-m. El sistema de reacciones
obtenido es simétrico.

Los valores de los esfuerzos en los extremos de cada barra se calculan a partir de
los movimientos expresados mediante las Ecs. (9.43a)-(9.43b). Asi, por ejemplo, los
esfuerzos en el extremo a de la barra 1 (oz(l) = 900) son:

o A0 0 0 1 0 uy
£ 0 B C -1 0 0 v |+
0 CD 0 0 1]][¢
-A 0 0] 0 10 s
+| 0 -B C -1.0 0 va
0o -CEJ[ o0 01 by
de donde: "
o Fl, —A vy 50, 0
£ =] Fy | =|ButCo | =] -831
M C uz+ E ¢, ~13,8

Repitiendo el procedimiento se obtienen los restantes valores para los esfuerzos en los
extremos de las barras:

. - - e

Fyy 50,0 Fiy 1 [ 831
o Ja
yl(l) *8, 31 y2(2) O
f/(l) . M{ . —13,8 . f/(2) . Mé . —-13,9
| By || 500 ’ TR | T | -831
(1) (2)
Féz 8,31 Fz;3 0
My —27,7 M 13,9
r 3) 7 —
Fé(gg) 50,0
Fys | 8,31
3
@ _ Mi(é,m _ 27,7
F';'(43) _5070
F?,',4 -8,31
1 | 13,82

donde las fuerzas se expresan en kN y los momentos en kN-m. La deformada y las leyes
de esfuerzos correspondientes al estado 11 se representan en las Figuras 9.24a-9.24e.

Los desplazamientos horizontales y verticales calculados para los nudos 2 y 3 son
debidos a la deformacion de las piezas causada por el esfuerzo axil. Si se considera una
rigidez a axil FA = oo, se obtienen para los movimientos y reacciones incégnita los
siguientes valores:

~ T T _4
d=|uy vo ¢y uz v3 ¢3] =[00 -1,74 0 0 1,74 ] -10
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a) \% A
( |
M M
7 7
c d e
) 5 5 ) . ) —e[}- Dpa/l2
pa’/18 pa’/18 T=0 pa/12 pa/2 T pal2
LT = = -
a | @ e EiS i -
=] ~ & -~ 1 1
: - oo (5 L]
Ty i s EE '
- pa%36 - pa/l2 -
v/ pa“/36 777, v/ V4 - .
Fig. 9.24: Resolucion del Estado II del Ejemplo 9.7.2
a) P b)
7 7
c) d) o) c)

/2 O [ J— pa/12
pa’/18 O v pa¥/1g P pa/l2 pa/2 o pal2
= = 5o

\\t [/ :EI_ O u

- <D> 5/72pa2jj - — pa/l2f :&: :&:

S| (o) |/ o [ 0| s [§
| pa%/36  pa¥/36) E B — -
N = A - pa/l2 a8
" ~ o 7 w7 V4 V4

Fig. 9.25: Resultados totales del Ejemplo 9.7.2
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H, Fxi 8,33 H, Fxa -8,33
fi=| v |=|Fm”1|=] 500 fi=| Vi |=| B | = 50,0
M M ~13,9 M, M, 13,9

Obsérvese que estos valores son muy préximos a los obtenidos sin despreciar la deforma-
cién debida al esfuerzo axil, lo que comprueba la menor influencia de esta deformacién
en el comportamiento de las estructuras reticuladas.

Aplicando el principio de superposicién, los resultados totales se obtienen sumando
los correspondientes a los estados I y I1. En las Figuras 9.25a-9.25e se muestran la
deformada y las leyes de esfuerzos de la estructura.

Ejemplo 9.7.3

Resolver el pértico de la Figura 9.26a, sometido a un incremento uniforme de tempe-
ratura At, descomponiendo en suma de un estado de empotramiento perfecto mas
un estado de cargas en los nudos. Todas las piezas tienen las mismas propiedades
mecdnicas y el coeficiente de dilatacién del material es a.

Datos: a =5m, EI =2-10° kN-m?, EA=10"kN, At =20°Cy o = 1075 °C~L.

De nuevo, se descompone el estado de carga en suma de dos estados (Figura 9.26):

1. El estado I es fédcil de resolver, para obtener las reacciones F' = FEAaAt = 200
kN, que producen idéntico estado de compresién en todas las barras (Figura
9.26b).

2. El estado II, con cargas s6lo en los nudos (Figura 9.26b), se resuelve, a conti-
nuacion, mediante el método directo de rigidez.

La resolucién es similar a la del ejemplo anterior. La numeracién de los nudos y de
las barras, asi como los ejes de referencia locales y global puede verse en la Figura 9.27b.
Las matrices de rigidez de las barras y la matriz de rigidez global de la estructura son
las mismas que las del ejemplo anterior.

Introduciendo las condiciones de apoyo de la estructura, apoyos articulados en los
nudos 1 y 4, y eliminando las ecuaciones que corresponden a los grados de libertad
prescritos (1, 2 y 10, 11), se obtiene el sistema de ecuaciones reducido siguiente:
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b
)1:§ At x F
\ \
F F
F F
1y 1y F F

ESTADO 1T ESTADO I

Fig. 9.26: (a) Estructura del Ejemplo 9.7.3 (b) descomposicion del estado de carga

a) b) y.
 IF s 2 2* 2 3

@1,
“Xl ————_

a —— "X3

N . ® ©
1 4
+ a +

Fig. 9.27: (a) Estado II de cargas en los nudos (b) numeracion y sistemas de
referencia
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16 4,80 0 8 0 0 0 0 b, 0
4,80 201,92 0 4,80  —200 0 0 0 s —200

0 0 201,92 4,80 0 1,92 4,80 0 s 200

oh| 8 480 480 32 0 4,80 8 0 ¢ | _ 0
0 —200 0 0  20L,92 0 4,80 4,80 us 200

0 0 ~1,92 —4,80 0 201,92 —4,80 0 Vs 200

0 0 4,80 8 4,80 —4,80 32 8 s 0
L0 0 0 0 4,80 0 8 6 | Lo, | 0 ]

Nétese la variacién del sistema de ecuaciones, con respecto al ejemplo anterior. Re-
solviendo, se obtienen los valores de los movimientos incégnita que, ahora, son los giros
de los nudos de la estructura y los desplazamientos de los nudos 2 y 3:

b, [ 0,12

us —0,5

Vg 1,0
S| 6 0,06 | . 4
d= w | = 0.5 -10

V3 1,0

o3 —0,06

| &4 | | —0,12 |

donde los desplazamientos se expresan en metros y los giros en radianes.

Recuperando el sistema de ecuaciones completo, se calculan las reacciones incégnitas
en los nudos con movimientos prescritos (nudos 1 y 4):

H, Fx, 0,096 Hy Fxq —0,096
f1 — V1 — Fy1 — 7200 f4 — V4 — Fy4 — *200
M,y M, 0 My My 0

donde las fuerzas se expresan en kN. Los esfuerzos en los extremos de las barras son:

(Ll T 200 ] [l T 200 ]
/(D ,(2)
F —0,096 Fly 0
g _ | Mo C e _ | M ] 0.8
- (1) - ) - (2) -
Fglc(21> 200 F;g) 200
Fa 0, ng Ey 04
My | 0,48 | My | 0,48 |
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O

f/

Fs —200
Fly 0,096
My 0,48
F2O T 200
B ~0,096
My . 0

donde las fuerzas se expresan en kKN y los momentos en kN-m. Las reacciones, la
deformada y las leyes de esfuerzos del estado I pueden verse en las Figuras 9.28a-9.28e.
En este caso de carga, la estructura trabaja fundamentalmente a esfuerzo axil; por ello,
los valores de los movimientos de los nudos y los flectores y cortantes en las barras
son muy pequenos. Sin embargo, los axiles finales que corresponden a un incremento
uniforme de temperatura son nulos, ya que se obtienen sumando los aqui obtenidos més
los del estado intraslacional (Figura 9.26b), iguales y opuestos a éstos. Los resultados
totales coinciden con los obtenidos para el estado II (Figura 9.28), exceptuando las
reacciones verticales (V3 = V4 = 0) y los esfuerzos axiles que son nulos.

a) b) ,
g |F Fl & N A
N bar
iL <H_4 op o
\7 v,
9) g d) €)
M=0,48 @) M=0,48 T=0 0096 200 200
[— ] - I R _
= B E ER = =i =
f— — - O - — 00 -
— — i |~ [}] E:]
H — - -/ = — Y P - T
: : i :EiE i
| / 0,096 8 — =

Fig. 9.28: Resultados del estado I1 del Ejemplo 9.7.3
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9.8 Emparrillados Planos

Un emparrillado plano es una estructura plana de nudos rigidos que soporta cargas
exteriores normales a su plano (Figura 9.29). Suelen calcularse como emparrillados
planos los forjados de edificacién y algunas tipologias de tableros de puentes. En la
practica suelen ser estructuras de alto grado de hiperestatismo, muy dificiles de calcular
por procedimientos manuales.

El emparrillado estd formado por vigas rectas de seccién constante tales que el plano
vertical sea principal de inercia de las piezas, rigidamente unidas en sus extremos. Se
considera la rigidez torsional, pero despreciando el efecto de alabeo y suponiendo que
el centro de gravedad de las secciones coincide con el centro de esfuerzos cortantes
de las mismas. Asimismo, se consideran cargas verticales al plano del emparrillado
y momentos de eje horizontal. No se considerardn, por tanto, cargas horizontales, ni
momentos de eje vertical.

Debido a la geometria plana y al tipo de acciones consideradas, son idénticamente
nulos los desplazamientos de los nudos en el plano horizontal y los giros de eje vertical.
Sélo existen desplazamientos verticales y giros de eje horizontal, y el nimero de grados
de libertad por nudo es tres.

Por tanto, los vectores de movimientos y esfuerzos en extremo de pieza, en el sistema

de referencia local de la pieza, son (ver Figura 9.30):

Pra Pt M, b
d,=| v, d,=| v, f,=1| F,, fo=| Fy, (9.44)
¢{za ¢lzb M,;a ;b

Las ecuaciones eldsticas de flexién y cortante son andlogas a las correspondientes a
las estructuras reticuladas de plano medio. En este caso, no hay esfuerzo axil pero si

Fig. 9.29: Emparrillado plano
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y
Fig. 9.30: Emparrillado plano: fuerzas y movimientos
hay momento torsor. Las ecuaciones eldsticas del momento torsor son:
GI,
Mé’a = +T (¢;ca - ¢5rb) (945&)
G,
o = e (V0 — Pb) (9.45D)

donde G1I; es la inercia a torsién de la pieza. Se observa que estos términos son for-
malmente andlogos a los correspondientes a axil en las estructuras reticuladas de plano
medio, ecuaciones (9.5a) y (9.5b). Tomando los ejes locales de la pieza de forma que
los ejes (y, z) sean los principales de inercia de la pieza, las ecuaciones eldsticas de los
emparrillados planos pueden escribirse en forma matricial como:

fl k/ k/b d/
I a (9.46)
[fé] [kia kéb”dZ]

con las matrices:

Gl _GL
T 1O2EI ((S)EI / : 1(2)EI t(i]EI
/
kaa = 0 + 13 +lT ab — 0 K] +l72
0 I 6{_;1 4 4?1 0 _ Gl]gl 4 2?1
(9.47)
~GL g 0 +Ch 0 0
r_ 12EI _ 6EI o 12E1 6EI
ba = 0 -5 -7 b = 0 +75 — 5
0 I Ggl L 28I 0 _6EI 4Bl

l
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Con la expresién general:
f=K'd (9.48)

Llamando al giro unitario de torsién de la barra, 6 = (¢, —¢,,) /1 y ¢ =
(v, —wvy,) /1 al giro de la barra en el plano vertical y operando, se tiene que la energia
de deformacion de la barra es:

v = (&) K'd

M| = N~

ke 07 + % 2K [(6,)° + 0, ¢4+ (6h)° = 3 (04 + 04) Gup — 3 ()]
(9.49)

donde k; = GI;/l y K = EI/l son las rigideces a torsién y a flexién, respectivamente.
Esta expresion es andloga a la correspondiente para piezas de plano medio, con la
energfa de deformacién por torsién en lugar de la energia de deformacién por axil. En
emparrillados planos las energias de deformacién por torsién y flexién suelen ser del
mismo orden de magnitud.

La relacién entre los ejes locales y globales puede verse en la Figura 9.31. Los ejes
globales X, Z y los locales x, z son horizontales mientras que los ejes Y, ¥, son verticales
y coincidentes. El dngulo entre los ejes (z, z) locales y los ejes (X, Z) globales es a.
Por tanto, definiendo la matriz de transformacién T entre ellos como:

cosa 0 —sina
T = 0 1 0 (9.50)

sinaw 0 cosa

Fig. 9.81: Transformacion de sistema de referencia
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se pueden transformar las matrices elementales a coordenadas globales, mediante la
transformacion:

ki = Tkj; T" (9.51)
El proceso de ensamblaje, imposicién de las condiciones de apoyo, resolucién, y célculo
de los esfuerzos en las piezas y de las reacciones es andlogo al caso de las estructuras
de plano medio.

Ejemplo 9.8.1

Resolver la estructura de la Figura 9.32a, para la carga que se indica. La rigidez a
flexion ET y la rigidez a torsién GI; de las barras es constante.
Datos: | =3m, EI =9-10* kN-m? y GI; = 6 - 103kN-m?, Fyy = 150kN.

Fig. 9.32: (a) Estructura del Ejemplo 9.8.1 (b) numeracion y sistemas de referencia

La estructura estd formada por tres barras de directrices contenidas en el plano X Z,
sometida a una carga Fy normal a dicho plano; por tanto, se trata de un emparrillado
plano. Para su resolucién se adoptan los sistemas de referencia global y locales, y la
numeracién de nudos y barras que se indica en la Figura 9.32b.

Teniendo en cuenta las Ecs.(9.46) y (9.47), se calculan las matrices elementales de
las barras. Al tener la misma longitud y propiedades mecdnicas idénticas, las matrices
elementales correspondientes a las barras 1 y 3 son iguales:

X 0 0 —X 0 0
0 B C 0 -B C
KO — K6 _ [ L ] _| 0o ¢ b o -C E
K, K, X 0 0 X 0 0
0 -B -C 0 B -C
0 C E 0 -C D|
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con
X=GI;/l =2-10> kNm D =4EI/l =120- 103 kN-m

B=12EI/I> =40-10% kN/m E=2EI/l=60-10° kN-m
C=6EI/I> =60-10° kN
La barra 2 tiene una longitud 1) = 3v/2m, y su matriz elemental es:

[ X 0 0 —X 0 0 ]
@) 0 B/2 Cv2/2 0 —B)2 CV2/2
K@ _ | Ka Ky | _ V2| 0 CV22 D 0 —Cv2/2 E
|k, Kk, T2 | =X 0 0 X 0 0
0 -B/2 —-Cv2/2 0 B/2 —Cv2/2
0 Cv2/2 E 0 —Cv2/2 D |

Teniendo en cuenta las Ecs. (9.50) y (9.51) y el éngulo que forma cada barra con el
sistema global de coordenadas (o) = 0°, a® = 315" y a® = 90°), las matrices de
rigidez de cada barra en el sistema global de referencia son:

X 0 0 =X 0 0
o B C 0 -B C
1) _ 0 C D 0 -C E
K -X 0 0 X 0 0
0 -B -C 0 B —C
| 0o C E 0 -C D |
[ F C/2 G H -C/2 1 ]
C/2 B/2 C/2 C/2 -B/2 ()2
K@ _ V2| G c/2 F I -C/2 H
2 H C/2 | F —-C/2 G
-C/2 —-BJ/2 —C/2 -C/2 B2 -(C/2
| C/2 H G -C/2 F |
[ D -C 0 E C 1
-C B 0 -C -B 0
3) _ 0 0 X 0 0 —X
K E -C 0 D C 0
C B 0 C B 0
| 0 0 -X 0 0 X |
donde
F= (X+D)/2 =61-10> kNm H=—-(X-E)/2 =29-103 kN-m
G=-(X-D)/2 =59-10> kN-m = (X+E)/2 =31-10> kN-m

Teniendo en cuenta las matrices elementales obtenidas, y las condiciones de compa-
tibilidad y equilibrio de fuerzas en los nudos (ver Seccién 9.4.1) se obtiene el sistema
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global de ecuaciones siguiente:

f1 ki 0 k((l]i)) 0 d;
£l | o k2 k® o || q
fs | | kY kP kg kB ds
fy o o k¥ k9| ds

con kg3 = kl(yllj) =+ kl()z) + k((z?(’l).
K es la matriz global de rigidez la estructura y su valor numérico es:

El sistema anterior de forma compacta es f = Kd, donde

C/2v2 B/2v2

C/2v/2 C/2v2

0 0 0 -X 0 0

0 0 0 0 -B C

0 0 0 0 -C E
F/VZ  C/2v3  G/VE  H/VZ -C/2vE  1/v2

-B/2v2 C/2V2

O oo NMNMmWoooo O wo
coomMmMNhooocoUUN®@
SN ToNMnNhooo o oo
S W MO WNhoOoo o oo
X oo moooooooo

K — G/vV2 C/2vV2  F/V2  1/V2 -C/2v2 H/V2
- H/V2  C/2v2  1/V2 J -M G/V2
-B -C -C/2v2 -B/2v2 -C/2v2 -M N M -C -
I/vV2  C/2vV2  H/V2  G/V2 -M J -
0 0 0 C -C -C
0 0 0 C -B 0
i 0 0 0 0 0 -E |
donde
J =%Y2(X4D) =165,13-10° kN-m M=252C = 81,21 kN

N = 8v2B =94,14-10% kN/m

Las letras restantes tienen significado idéntico al utilizado en las matrices anteriores.
Introduciendo las condiciones de apoyo de la estructura, empotramiento en los nudos

1, 2 y 4, se eliminan las ecuaciones (filas y columnas) que corresponden a los grados

de libertad de dichos nudos (1, 2, 3; 4, 5, 6 y 10, 11, 12), obteniéndose el sistema de

ecuaciones reducido siguiente:

165,13 —81,21 41,71 bx3 0
103 | —81,21 94,14 —81,21 vs | =1 150
41,71 —81,21 165,13 bz3 0
El sistema anterior se resuelve para dar los movimientos incégnita:
Px3 1,94
ds=| v3 |=]| 494 ]|-1073
¢Z3 17 94
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donde los desplazamientos se expresan en metros y los giros en radianes.

Recuperando el sistema de ecuaciones completo y siguiendo el procedimiento apli-
cado en los ejemplos anteriores, Ec. (9.41), se calculan las reacciones incégnitas en los
nudos con movimientos prescritos (nudos 1, 2 y 4):

Mx1 —3,88 Mxs —22.5
fi=| Fy; | =| -81,2 | b=| Fyo | =| 12,4
Mz —180,0 Mys —22.5

Mxy —180,0

f,=1| Fyy | =| —-81,2

My, —3,88

donde las fuerzas se expresan en kN y los momentos en kN-m.

Aplicando las Ecs. (9.43a) y (9.43b), se obtienen los esfuerzos en los extremos de

FLECTORES CORTANTES

Fig. 9.33: Resultados del Fjemplo 9.8.1
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las barras, que resultan:

- (1) r (2) ] _ -
][ e o
Fl —81,2 Fy 12,4
(1) (2)
1) _ M;(ll) _ | —180,0 e _ M;(Qz) _ | -3L8
M’ 3,88 ' M., 0
(1) (2) _
Fjy 81,2 Fly 12,4
M | —63,6 P | 84,5 |
B 3) — -
My 3,88
,(3)
Vs 81,2
3
) _ My || 63,6
Tl oMy | | -3.88
ngf) —81,2
M | 180,0 |

donde las fuerzas se expresan en kN y los momentos en kN-m.
La deformada y las leyes de esfuerzos de la estructura se muestran en las Figuras
9.33a-9.33d.

Ejemplo 9.8.2

Resolver la estructura de la Figura 9.34, para las cargas que se indican. La rigidez a
flexiéon FI y la rigidez a torsiéon GI; de las barras es constante.

Datos: ¢ = 3m, b = 6m, EI = 40-10* kN-m?, GI; = 3-10% kN-m?, P = 60kN y
M = 60 kN-m.

Fig. 9.34: Emparrillado plano del Ejemplo 9.8.2
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Fig. 9.35: (a) Numeracion de barras (b) numeracion de nudos y sistemas de referencia

La estructura es un emparrillado plano doblemente simétrico en cuanto a geometria
y estado de cargas. En las Figuras 9.35a y 9.35b se muestran la numeracién de nudos
y de barras, y los sistemas de referencia global y locales adoptados.

Se comienza calculando las matrices elementales de las barras. Las barras paralelas
al eje X (1,2, 3,6,7,8) tienen la misma longitud [ = 3 m, y forman un dngulo o = 0°
con dicho eje global. Por tanto, la expresién de la matriz en el sistema local y global,
para estas barras es idéntica.

Barras 1, 2, 3, 6, 7y 8:

X 0 0 —X 0 0
0O B C 0 -B C
1) _ ye(i) _ 0 C D 0 —-C E L
K=K X 0 o0 X o o i=1,2,3,6,7,8
0 B -C 0 B —C
| 0 C E 0 -C D |
con
X=GI;/l = 10> kNm D =4EI/l = 533,33 - 103 kN-m
B =12EI/I> =177,78-10° kN/m E = 2EI/l = 266,67 - 10° kN-m

C=6EI/I*> = 266,67-10° kN

Las barras paralelas al eje Z (4 y 5) tienen la misma longitud [ = 6 m, y forman un
dngulo dngulo o = 90° con el eje global X. La matriz de rigidez de dichas barras en el
sistema local es:
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X/2 0 0 -X/2 0 0

0O B8 C/4 0 -B/8 (/4
0O C/4 D/2 0 -C/4 E)

—X/2 0 0 X/2 0 0

0 -B/8 —C/4 0 B/8 —C/4
0 C/4 E2 0 -C/4 D/2 |

y su expresion referida al sistema global es:

K'® — g6 —

D/2 -C/4 0 E/2 C/4 0 ]

-C/4 B/8 0 -—C/4 —B/8 0

(4) _ 1-05) _ 0 0 X/2 0 0 =X/2
K5 =K"= E/2 0 0 D2 C/4 0
C/4 -B/8 0 C/4 B/8 0

|0 0 —X/2 0 0 X/2 |

Estableciendo las condiciones de compatibilidad y equilibrio de fuerzas en los nudos
(ver Seccién 9.4.1) se obtiene el sistema de ecuaciones global de la estructura:

R kn 0 kY 0 0 0 0 0 |gq
£ 0 ko 0 kK o o o o | g,
fy k) 0 ks kgl kG000 || 4
gl o kY ok, o kD o o ||d
51 [ o o k2 0 ks k) k% o | ds
fs 0o 0 0 K7 k% ks o k¥ | ds
fz o 0o 0o 0 k¥ 0 ky o |9
| s ] 0 0 0 0 0 k¥ 0 ks |98
donde
kip = ki) ks = kl(,}?) + k2 k) ke = kl(,? + k) k) ke = kég)

kop = ko kas=kiy) + k& 1k kes = ki) + ki) + kG kss = ki)

Introduciendo las condiciones de apoyo de la estructura, se eliminan las filas y
columnas correspondientes a los movimientos prescritos. En este caso se eliminan las
filas 1, 2, 3, 4, 5, 6, 19, 20, 21, 22, 23 y 24 que corresponden a los grados de libertad
prescritos y se obtiene el sistema reducido de ecuaciones.

Por otra parte, si se tiene en cuenta la doble simetria de la estructura y de la carga,
se deduce que los movimientos de los nudos deben ser simétricos y basta conocer los
movimientos de uno de ellos para resolver la estructura.

Si en el sistema de ecuaciones reducido se elige el nudo 3, por ejemplo, se obtiene
la expresién siguiente:

f3 = ksads + kﬁj}d4 + kﬁ)d5
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Sustituyendo los valores correspondientes se obtiene

266,7 —66,7 0 133,3 66,7 0 -1 0 0
103 - —66,7 377,8 0 —66,7 —22—2 0 0 —-177,8 266,7
0 0 1067 0 0 -0,5 0 —266,7 266,7

T —60

| Ox3 V3 Pzz x4 V4 Pzs x5 Us ¢Z5] = 60

0

Ademsds, por doble simetria:

vy =1y =5 = vg
Ox3 = —Ox4 =0x5 = —Pxs
bz3 = z4 =—¢z5 =~z
El sistema de ecuaciones que permite obtener los movimientos del nudo 3 es:
103 [132,4 3] = —60
103 - [177,8v3 — 266, 7¢43] = 60
103 - [-266, Tvz + 799,86,5] = 0
Resolviendo se obtiene:
¢X3 _47 53
ds=1| v3 |=]| 6,75 |-1074
P73 2,25

donde los desplazamientos se expresan en metros y los giros en radianes. Los movimien-
tos de los nudos 4, 5 y 6 son simétricos.

Las reacciones incégnitas en los nudos prescritos (1, 2, 7y 8) se calculan recuperando
el sistema de ecuaciones completo y siguiendo el procedimiento aplicado en los Ejemplos
anteriores, Ec. (9.41). Teniendo en cuenta la simetria de la geometria y de las cargas,
basta con calcular las reacciones en uno de los nudos prescritos. Asi, por ejemplo, en
el nudo 1 se obtiene:

Mx; 0,453
fi=| Fy; | = | —60,0
My, ~120,0

donde las fuerzas se expresan en kN y los momentos en kN-m. En los nudos 2, 7y 8
las reacciones son simétricas.

Aplicando las Ecs. (9.43a) y (9.43b), se obtienen los esfuerzos en los extremos de
las barras, que resultan:
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(1) - (2)
CREY. A
Fgl( —60,0 F{,g( 0

1) 2)

gy _ | ML | 1200 p@ _ | M | _ | 60
ML —0,45 ' MY 0
(1) (2)
Fés 60,0 F;;5 0
My —60,0 | M —60
(3)
o 0
Fus 0
) _ M;g = 60, 45
M%;l) 0
Fl, 0
Ml(f) i —60,45 ]

donde las fuerzas se expresan en kKN y los momentos en kN-m. Los esfuerzos en las
barras restantes se deducen por simetria.

FLECTORES CORTANTES

Fig. 9.56: Resultados del Fjemplo 9.8.2
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La deformada y las leyes de esfuerzos de la estructura se muestran en las Figuras
9.36a-9.36d.

9.9 Estructuras Reticuladas Espaciales

Las estructuras reticuladas espaciales son estructuras con nudos rigidos formadas por
piezas rectas cuyas directrices estdn en distintos planos (Figura 9.37a). También se
consideran en esta tipologfa las estructuras reticuladas planas que no son ni de plano
medio ni emparrillados planos (ver Ejemplo 9.9.1).

Las ecuaciones eldsticas correspondientes a una pieza aislada, perteneciente a una
estructura reticulada espacial, tienen la forma general:

£ K, k, | [d
o= S fa “ (9.52)
[fé] [kza kéb”%]

en las que los vectores de movimientos y esfuerzos de extremo de pieza son de seis
componentes cada uno (ver Figura 9.37b):

[ Fro | R
vl vy, Fy, Fyp
d = W d = w, £ — F, £ — K (9.53)
¢ gca ’ ¢:/vb ¢ Méa ’ Ma/tb ‘
g/a ¢;b Mz;a Mg/;b
L Iza J L ¢;b . L M;a p | M;ﬁb |

Fig. 9.37: Estructura reticulada espacial: fuerzas y movimientos
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Se limita el estudio al caso de estructuras formadas por vigas rectas de seccién
constante en las que se supone que el centro de gravedad coincide con el centro de
esfuerzos cortantes. Se desprecian los efectos de alabeo por torsién, y se toman los ejes
locales de forma que los ejes y, z sean los principales de inercia de la pieza, las matrices
de rigidez elementales vienen dadas por:

+24 0 0 0 0 0
0 +28= 0 0 0+
ac 0 0 0 +9 0 0
0 0 N
0 4% 0 0 0 4=
[ _EA g 0 0 0 0 ]
0 —12BL 0 0 0 +8%%
, 0 0 _12£1y 0 _61;12@ 0 (9.55)
@0 0 o ¢ g 0 ‘
P
B S 0 0 +2L
[ +EA 0 0 0 0 0 |
0 +125k 0 0 0 S
) 0 0 +28L o 48L (9.56)
S 0 0 +9¢ 0 0 ‘
0 0 +8 0 +E¥h g
o %L o0 0 0 2=

donde EA es la rigidez a axil, EI, y E1I, son las rigideces a flexién en los respectivos
planos principales de inercia y GI; es la inercia a torsién. Naturalmente, k!, = k' Z;.

Siguiendo el procedimiento descrito en la Seccién 9.3.2, estas ecuaciones se trans-
forman al sistema global y resultan:

fa . kaa kab da
L]l oun

f,=Tf, ; f,=Tf, ; d,=Td, ; d,=Td,

con:

En las expresiones anteriores la matriz T tiene por componentes los cosenos direc-
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tores de los ejes locales (x,y, z) respecto de los ejes globales (X,Y, Z):

cos (Xz) cos (Xy) cos (Xz)

cos (Yz) cos (Yy) cos (Yz) 0

cos (Zz) cos (Zy) cos (Zz)

cos (Xz) cos (Xy) cos (Xz) (9.58)

0 cos (Yz) cos (Yy) cos (Yz2)
cos (Zx) cos (Zy) cos (Zz)

La transformacién de matrices de rigidez elementales viene dada por la expresién ge-
neral:

kij = Tkj;T" (9.59)

Ejemplo 9.9.1

Resolver la estructura reticulada espacial de la Figura 9.38a, para la carga F' que se
indica. Las barras estdn formadas por el mismo material pero poseen propiedades
mecénicas diferentes. La rigidez a flexiéon E1, = F1,, a axil FA y a torsién GI; de las
barras es constante.

Datos: | = 3m, EI, = EI, = 9-10* kN-m?, FA = 9-10% kN , GI; = 6 - 103 kN-m?,
|[Fx| = |Fy| = |Fz| = 150kN.

Fig. 9.38: (a) Estructura del Ejemplo 9.9.1 (b) numeracion y sistemas de referencia

La estructura estd formada por tres barras de directrices contenidas en el plano
XY sin embargo, para la carga aplicada F' de componentes Fx, Fy y Fyz, no puede
resolverse como emparrillado plano sino como una estructura reticulada espacial.

Para su resolucién se adoptan los sistemas de referencia global y locales y la nu-
meracién de nudos y barras que se indican en la Figura 9.38b.
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Teniendo en cuenta las Ecs. (9.54)-(9.56), se calculan las matrices elementales de
las barras. Al tener la misma longitud y propiedades mecdnicas idénticas, las matrices
elementales correspondientes a las barras 1 y 3 son iguales:

KD _ K6 _ ! LS ]

kg)a kg)b
con
A 0 0 0 0 0] [ -A 0 0 0 0 0]
0o B 0 0 0 C 0o -B 0 0 o0 C
W | 0 0 B 0 -C 0| v _r_| 0 0-B 0 -C 0
@=— 1 9o 0 0 X 0 0| @~ o 0 0 -X 0 0
0 0 -C 0 D o0 o 0 C 0 E 0
| 0 C 0o 0 0 D] 0 -C 0 0 0 E|
A 0 0 0 0 0]
0 B 0 0 0 -C
, | o 0o B 0 C o0
W=l 0 0 0 X 0 0
0o 0 C 0 D 0
| 0 -C 0 0 0 D |
donde
A=EA/l = 3-105 kN/m D =4EI/l =120-10% kN-m
B =12EI/I> =40-10° kN/m E=2EI/l=60-10° kN-m
C=6EI/I* =60-10° kN X =GI;/l= 2 10° kN-m
La matriz elemental de la barra 2 de longitud [(2) = /2 [ es:
(2) (2
K'® = [ kg&) k‘%’zi]
/ /
kba kbb
con
[ A 0 0 0 0 0 ]
0 B/2 0 0 0 Cv2/2
@ _ V2|0 0 B/2 0 —Cv2/2 0
aa 2 0 0 0 X 0 0
0 0 -Cv2/2 0 D 0
0 CV2)2 0 0 0 D |
[ —A 0 0 0 0 0 ]
0 -B/2 0 0 0 Cv2/2
) (kl(z))T:@ 0 0 —B/2 0 —Cv2/2 0
ab ba 2 0 0 0 -X 0 0
0 0 CVv2/2 0 E 0
0 —CV2)2 0 0 0 E |
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[ A 0 0 0 0 0
0 B/2 0 0 0 -CVv2/2
@ _ V2| 0 0 B2 0 Cv2/2 0
b9 0 0 0 X 0 0
0 0 Cv2/2 0 D 0
| 0 —CVv2/2 0 0 0 D |

Teniendo en cuenta las Ecs. (9.57) y (9.58) y el dngulo que forma cada barra con el
sistema global de coordenadas, las matrices de rigidez de cada barra en el sistema global
de referencia son:
Barra (1) o) =0°:

En este caso los ejes locales de las barras son paralelos a los ejes globales y la matriz
de rigidez de la barra en el sistema global coincide con la matriz en ejes locales:

KO — g

Barra (2), a® = 315°:
La matriz de transformacion de sistemas es:

V2/2  V2/2 0
—V2/2  V2/2 0 0
T — 0 0 1
V2/2 V22 0
0 —/2/2  V2/2 0
i 0 0 1]

y la matriz de rigidez en el sistema global es K2 con:

ki, kg
con: ~ _
P -Q 0 o0 0 C
-Q P 0 o0 o0 C
W@ _ V2 0 0 B -C -C 0
Ty 0 0 -C R =S 0
0O 0 -C =S R 0
| C C 0 0 0 2D
[P Q 0 0 0 C]
Q P 0 0 o0 C
K®) — (1T — V2 0 0o -B -C -C 0
ab ba 4 o 0 C -U T o0
0o 0 C T -U 0
| -C -C 0 0 0 2E|
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) V2
ki’ =1

donde
P = (A+B/2) =3020-10% kN/m
Q= (A—B/2) =2980 - 10% kN/m
R=(X+D) = 122-10°® kN-m

Barra (3), a3 =90°:

cHw
I

La matriz de transformacion de sistemas es:

[0 -1 0

1 0 0

T®) — 0 0 1
0

o NN W o o
T N o o

o

S T n O oo

2D |

(X —D) =118 - 10® kN-m
(X+E) =62-10% kN-m
(X —E)=58-10% kN-m

y la matriz de rigidez en el sistema global es K®) con:

B 0 0 0 0 -C
0O A 0O 0 O o0
KB — 0 0o B CO0 0
aa 0 0 CD 0O o0
0 0 0 0 X 0
_—COOOOD_
[ B 0
0o A
@®_| 0 0
kbb_oo
0 O
L C o0

oNWo o

0

3 3
ki = ()"

0
0
—C
D
0
0

X o o o o

0

o O O O

0 0 0
0 0 0
-B C 0
—-C E 0
0 0 —X
0 0 0

mo o O o

Estableciendo las condiciones de compatibilidad y equilibrio de fuerzas en los nudos

(ver Seccién 9.4.1) se obtiene el sistema de ecuaciones global de la estructura:

£ k(Y
| | o
f3 B k,()i)
f4 0

(1)
k‘é’)
kab
k33

ki
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con kgz = ki) + k2 + k().

Introduciendo las condiciones de apoyo de la estructura, empotramiento en los nudos
1, 2 v 4, se eliminan las ecuaciones correspondientes a los grados de libertad prescritos,
que son las filas y las columnas 1 al 6, 7 al 12 y 19 al 24. El sistema de ecuaciones
reducido resulta:

4107,70  —1053,60 0 0 0 —81,21 7 [ wus [ —150 ]
—1053,60 4107, 70 0 0 0 —81,21 v3 —150
L0°. 0 0 94,14 81,21 81,21 0 ws | _ | —150
0 0 81,21 165,13 41,71 0 bx3 0
0 0 81,21 41,71 165,13 0 bys 0
—81,21  —81,21 0 0 0 324,90 | L¢3 1 L 0O ]

Resolviendo se obtiene:

us [ —0,0498 ]
v3 —0,0498
-~ —4,94
ds = R 940 1073
Px3 1,940
Py3 1,940
L ¢z3 1 L —0,0249 |

donde los desplazamientos se expresan en metros y los giros en radianes.

Las reacciones incégnitas en los nudos prescritos (1, 2 y 4) se calculan recuperando
el sistema de ecuaciones completo y siguiendo el procedimiento aplicado en los ejemplos
anteriores Ec. (9.41):

[ Fx1 ] [ 149,40 7 [ Fx2 ] [ 0,176
Fy 0,498 Fyy 0,176
(| Fa | | 8L | P | _| 1240
My — 3,88 Mo —22,48
My —180,0 My —22,48
Mgy ] L 1,49 | Mz | L 1,06
[ Fxs ] [ 0,498 ]
Fyy 149, 40
g | P | _ 81,20
My —180, 60
My — 3,88
[ Mz4 | L 1,49 |
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(n) 84,5 :

180

CORTANTES T, CORTANTES Ty

Fig. 9.89: Ejemplo 9.9.1: momentos flectores y esfuerzos cortantes

o 388 O

c)

DEFORMADA

Fig. 9.40: Ejemplo 9.9.1: momentos torsores, axiles y deformada
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donde las fuerzas se expresan en kN y los momentos en kN-m.

La solucién obtenida es la misma que resulta superponiendo al caso de carga y solu-
cién del Ejemplo 9.8.1 la deformacion de la estructura en su plano. Esta deformacién
en el plano XY es muy pequena frente a la deformacion fuera del plano y la torsién,
ya que se debe a la deformacién por axil de las piezas.

La deformada y las leyes de esfuerzos de la estructura se muestran en las Figuras
9.39 y 9.40.

Ejemplo 9.9.2

Resolver la estructura reticulada espacial de la Figura 9.41, para el sistema de fuerzas
y momentos que se indica. La rigidez a flexiéon F1, = EI,, a axil EA y a torsiéon G1;
de las barras es constante.

Datos: a = 5m, EI, = EI, = 10° kN-m?, FA = 10" kN , GI; = 10* kN-m?
|Fz| = 120kN |, |[Mx| = |[My| = 50 kN-m.

M tFZ e
X ‘FZ My
Pl .-
\
My ,/ Mx
a My
2

Fig. 9.41: Estructura del Ejemplo 9.9.2

Puede comprobarse que el sistema de carga actuante se corresponde con las fuerzas
y momentos en los nudos calculados a partir de fuerzas verticales uniformemente repar-
tidas p = 24 kN/m actuando sobre las vigas dintel (ver Seccién 9.7).



9.9. ESTRUCTURAS RETICULADAS ESPACIALES 415

O,
3 6 3

—~—

® ® x
a= | | 1 om
1 2N “h

2 2 % 2

2 2

Fig. 9.42: (a) Numeracion de barras y nudos (b) sistemas de referencia

La estructura es doblemente simétrica en cuanto a geometria y cargas. En las
Figuras 9.42a y 9.42b se muestra la numeracion y los sistemas de referencia global y
locales adoptados para su resolucién.

Las propiedades mecénicas de las barras son idénticas; por tanto, las matrices ele-
mentales son iguales y su expresién es:

kéakzb
con

[ A 0 0 0 0 0] [ A 0 0 0 0 0]
0 B 0 0 0 C 0 -B 0 0 0 C
W 0 0 B 0 -C 0| v _7_ 0 0 -B 0 -C 0
@ o 0 0 X 0 0 |'eTaT | o9 o 0 -X 0 0
0 0 -C 0 D 0 o 0 C 0 E 0
. 0 C 0o 0 0 D] | 0 -C 0 0 0 E|

[ A 0 0 0 0 0]

0 B 0 0 0 -C

, | o 0o B 0 C o0

b=t 0 0 0 X 0 0

0 0 C 0 D 0

| 0 -C 0 0 0 D |

donde
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A=EA/l = 2-105 kN/m D =4FEI/l =80-10% kN-m
B=12EI/I> =9,6-10° kN/m E=2EI/l =40-10° kN-m
C=6EI/I* =24-10° kN X =GIi/l= 2- 10° kN-m

Las matrices de rigidez de las barras en el sistema global se calculan teniendo en
cuenta el angulo que forman los ejes locales con los ejes globales.

Barras (1) a (4), paralelas al eje Z:
La matriz de transformacion de sistemas es:

[0 -1
0 0 -1 0
|1 0 0 0 1 o i=1,2,3,4
0 0 0 -1
- 1 O -

y la matriz de rigidez en el sistema global es K() = K®) = K®) = K® con:

(1) 4.1
KO — [ kaa ko ]

(1) (1)
kbakbb
donde:
B 0 0 0 C 0] [-B 0 0 0 C 0]
0 B 0 —-C 0 0 0 -B 0 -C 0 0
1) _ 0 0 A 0 0 O 1) _  (ONT _ 0 0 —-A 0 0 0
Kad O—CODookab (ki) o C 0 E 0 0
C 00 0D 0 -C 0 0 0 E 0
|0 0 0 0 0 X | | 0 0 0 0 0 —X|
[ B 0 0 0 -C 0]
0 B 0 C 0 0
k(l):OOAOOO
bb 0 C 0 D 0 0
C 0 0 0 D 0
0 0 0 0 0 X |

Barras (5) y (6), paralelas al eje X:
En este caso los ejes locales de las barras son paralelos a los ejes globales y la matriz
de rigidez de las barras en el sistema global coincide con la matriz en ejes locales:

KG® — K6 — g
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Barras (7) y (8), paralelas al eje Y:

La matriz de transformacion de sistemas es:

T — 7®) —

0
1
0

-1
0
0

0

0
0
1

o = O

—_

0
0

0
0
1_

y la matriz de rigidez en el sistema global es K(7) = K®) con:

(M 1.(M
x| X
kba kbb
con
[ B 0 0 0 0 —C]
0A 0O OO0 0
7 0 0B CO0 ©0 (7) (T\T
K2=1 o o cp o ol k=)=
000 0X 0
| -C 00 0 0 D |
[ B 0 0 0
0 A 0 0
K7 — 0 0 B -C
bb 0 0 -C D
0 0 0 0
. C 0 0 0

o X oo o o

B 0 00 0 —C
0O -A 00 0 ©0
0 0 -BC 0 0
0 0 -CE 0 0
0 0 00 —-X 0
C 0 00 0 E|
.

0

0

0

0

D_

El sistema de ecuaciones global de la estructura se obtiene considerando las condi-

ciones de compatibilidad y equilibrio de fuerzas en los nudos (ver Seccién 9.4.1). Intro-

duciendo las condiciones de apoyo de la estructura se eliminan las ecuaciones corres-

pondientes a los movimientos prescritos.

En este caso, los nudos 1, 2, 7 y 8 estdn

empotrados; por tanto, se eliminan las filas y columnas que corresponden a los grados

de libertad de dichos nudos, obteniéndose el sistema de ecuaciones reducido.

Si se tiene en cuenta la doble simetria de la geometria y de la carga que soporta

la estructura, los movimientos de los nudos deben ser simétricos y basta conocer los

movimientos de uno de ellos para resolver la estructura. Si se elige, por ejemplo, el

nudo 3 y se plantean las condiciones de equilibrio de fuerzas en el nudo, se tiene:

f; = £+ £0) 4 £D

= Kj)d; + (ki +k{

) + k(7)

a

a

)ds + k((j,)d4 + kfj}d5
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Teniendo en cuenta que d; = 0 (empotramiento en el nudo 1), en forma matricial:

ds
ks3 k((li) k((;) dy =13
ds

con kg3 = kl()é) + kg}) + kl(lz). Sustituyendo los valores correspondientes se tiene:

2019,2 0 0 0 —24 —24
0 20192 0 24 0 24
gy — 10° 0 0 2019,2 24 —24 0
0 24 2% 162 0 0
—94 0 -24 0 162 0
24 4 0 0o 0 162 |
2000 0 0 0 0 07
0 -96 0 0 0 24
5 . 0 0 -96 0 -24 0
kg = 10°- 0 0 0 -2 0 0
0 0 2 0 40 0
Y 0 0 0 40 |
T 9.6 0 0O 0 0 -2
0 —-2000 0 0 0 0
. 5 0 0 -96 24 0 0
kg =10 0 0 —24 40 0 0
0 0 0 0 -2 0
| 24 0 0O 0 0 40 |

El vector de movimientos es:
T
d; = [ Ui Vi Wi @ Py Py }
y el vector de fuerzas en el nudo 3 es:
T
fs=[0 0 -120 =50 50 0 |

Ademas, por doble simetria:

us = —U4 = Us = —Ug
V3 = V4 = —7s = —Vg¢
w3 = W4 = Ws = Wse
bx3 = Ox4 = —0x5 = —Pxs

Gys =—0ys = bys = —Pys

¢Z3 - ¢Z4 - ¢Z5 = ¢Z6
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El sistema de ecuaciones que permite obtener los movimientos del nudo 3 es:

10% - [4009,2 uz — 24 ¢y3 —48 ¢y = 0
10% - [4009,2 v3 + 24 ¢ x5 + 48 b 3] 0
10% - [2000 ws] —120
103 - [24 w3 + 120 ¢ 5] —50
103 - [—24 uz + 120 ¢y3) 50
103242 6ys]) = 0
Resolviendo se obtiene:
[ uz 7 [ 0,0025 ]
v3 0,0025
ag _ w3 _ —0, 060 . 10_3
bxs3 —0,417
by3 0,417
[ ¢z31 L 0

donde los desplazamientos se expresan en metros y los giros en radianes. Los movimien-
tos de los nudos 4, 5 y 6 son simétricos.

Se observa que el caso de carga calculado es précticamente intraslacional, con des-
plazamientos muy pequenos en los nudos; las componentes horizontales son préctica-
mente nulas. Por simetria, el giro de componente vertical es nulo.

Las reacciones incégnitas en los nudos prescritos (1, 2, 7y 8) se calculan recuperando
el sistema de ecuaciones completo y siguiendo el procedimiento aplicado en los Ejemplos
anteriores, Ec. (9.41). Teniendo en cuenta la simetria de la geometria y de las cargas,
basta con calcular las reacciones en uno de los nudos prescritos. Asi, por ejemplo, en
el nudo 1 se obtiene:

Fx1 9,98
Fyy 9,98
b _ | Fa | _| 1200
My, 16,62
My 16,62
| Mz 1 L 0

donde las fuerzas se expresan en kN y los momentos en kN-m. En los nudos 2, 7y 8

las reacciones son simétricas.
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I | ~
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e 2f 16 166 742

FLECTORES My, FLECTORES M,
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—
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b
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2
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Fig. 9.43: Ejemplo 9.9.2: leyes de esfuerzos y deformada
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Aplicando las Ecs. (9.43a) y (9.43b), se obtienen los esfuerzos en los extremos de
las barras, que resultan:

F PO 1 [ 1200 [ PO 9,98
F;(ll) —9,98 F;gs) 0
o || -9 &5 :
M;-(ll) 0 M;(;) 0
M;g; 16, 62 M;%Z 16,7

! !
f/(l) _ lel _ —16, 62 ) f,(5) _ MZ§ _ 0
P —120,0 ’ o) —9.98
/(1) F/(5)
F% 9,98 " 0
Fy 9,98 F 0
M 0 M) 0
M;%i) 33,3 M;iz) —16,7
! !
| | —s3,3 | IR N I
W [ 9,98
7
AN
/
FZ3 0
M 0
My 16,7
7
F —9,98
7
FY 0
Fy 0
M 0
M;%Z —16,7
!
L Mz5 i L 0 |

donde las fuerzas se expresan en kKN y los momentos en kN-m. Los esfuerzos en las
barras restantes se deducen por simetria. Nétese que por simetria no hay torsiéon en
ninguna barra.

En las Figuras 9.43a-9.43f se muestran las leyes de esfuerzos y la deformada.
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A Tablas

VIGAS EN VOLADIZO

CARGAS yg (+1) | ¢ (+0) ELASTICA y(z) (4 1)
g | pp P2 P .
- - _— — 32
7 B E 3ET BT | 6B ~ 3
S E—
Vi P 4 3
pl pl p 4 3 2,2
QHHH} . - - — 4123 + 61
- =% SEI 6EI oapg @~ Ae” + 61
|
Y
e = R ol 14 A 2 ’
Ji IR -2 - - 21 —z)+ 2% - z
Y I 30E1 24F1T 24F1 51
|
M2 0 <
X a
Y M Ma Ma 2ET -
A N b (20— a) -

Tabla A.1: Flechas y giros en vigas en voladizo
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VIGAS BIAPOYADAS

CARGAS GIROS (+ O) ELASTICA y(z) (+ 1)
Pab
= [+
¥ *P ¢A 6E_[l( + ) _Pbl‘ (12—b2—x2)
ol b e 6EII
74 C ), _ Pab I+ a) 0<z<a
— o6 = gEn e
b= 2
fanziaxs A P45 gy
- — 202 +1
v 2 oapg & A )
% 13
7 > p
—_—t 98 = 34ET
3 x 2 3
4= — 3pl — ot [1623—2412%+91°]
yh_?ﬂ 12871 0<z<1/2
A 7N e — g [823 2412+ + 171%x — 7]
w2 |y OB = 3aTT 1/2<z <1
Py
L P AT 45EI 3 2 4
h | _ P g 0% 3T
5 360E1 20
by = pl
B ™ 360FT
2 Mlx b2 2
& :M(gg_ ) —6pr(1 =3 —7)
Y M b AT 6EI 12 0<z<a
- > MI(l—x a2 l—z\2
4 C g Ml a2 BT [1_317_(7) }
S S— ¢B:@(3Tg—1) a<z<lI
by m Ml
y M AT 6EI Mz .,
W ) M “sent — %)
X 7 _
Sl B 95 = 3p]

Tabla A.2: Giros y deformada en vigas biapoyadas
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VIGAS BIEMPOTRADAS
CARGAS MY 5(+ O) ML, (+ O)
’ 7 Pab? Pl Pa2b Pl
s 2 ) Nz )
o kA B 0 a= a=
Myp ! ¢ Mpy ’ ’
12 12
20 30
5pl? _ 5pl?
96 96
Y Mb M | Ma M
M _ _
(\\A a bB\\ X B (2a—b) _b—z B (2b—a) b—Z
[ C 0 a= a=
Mg / Mp,
6E1 6E1
2 8 z 8

Tabla A.3: Momentos de empotramiento en vigas biempotradas
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VIGAS EMPOTRADO-APOYADAS
CARGAS (MY 5)* (+O) ¢p (+ O)
Y 9 9
. 1P @(F—IF) :37Pl Pa*b _ Pl
\Z] C BR % | 22 wp 16 4EIl|,_, 32EI
(Mjp)* , 7
pl? pl?
8 A8FE1T
o2 o’
15 120F1
{")pl2 5pl3
64 384F1
M M
23 = ——(I2—4b+30? =
3 b 10 3 b
_M _ ML
-8 - 16E1
3EI 3A
A =
[2 l

Tabla A.4: Momento de empotramiento y giro en vigas empotrado-apoyadas
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H

Miiltiplos y submuiltiplos en el SI

H Prefijo ‘ Simbolo

Factor multiplicativo

tera T 102 =1 000 000 000 000
giga G 10° =1 000 000 000
mega M 108 =1 000 000

kilo k 103 =1 000

hecto h 102 =100

deca da 10t =10

deci d 1071 =01

centi ¢ 1072 = 0,01

mili m 1073 =0,001

micro L 1076 = 0,000 001

nano n 1072 = 0,000 000 001
pico p 10712 = 0,000 000 000 001

Tabla A.5: Multiplos y submaltiplos en el ST

ALFABETO GRIEGO

Alpha
Beta
Gamma,
Delta
Epsilon
Zeta
Eta
Theta

XEZNEHDHWT >
I YA 2

Houz g > =~

Tota

~

Kappa
Lambda
Mu

Nu

Xi
Omicron
Pi

QD KBS H M T

§ O M X T > &

g &€ & 3 9>

Rho
Sigma
Tau
Upsilon
Phi

Chi

Psi
Omega

Tabla A.6: Alfabeto griego
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“Mecanica de Estructuras” tiene el objetivo de proporcionar a los estudiantes
de grado de ingenieria una vision y una comprension claras de los fundamentos
del analisis estructural y de su aplicacion en estructuras de barras articuladas
y reticuladas.

Ellibro tiene dos partes diferenciadas. En la primera, se exponen los conceptos
fundamentales de la mecanica de estructuras. En la segunda, se estudia la
resolucion de estructuras de barras por los métodos de flexibilidad y rigidez.
Las estructuras articuladas y reticuladas, planas y espaciales, se tratan en
detalle mediante el método directo de rigidez.

La comprension de los diferentes temas se ve favorecida por la inclusion de
numerosos ejemplos resueltos paso a paso.
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