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1. INTRODUCAO

Esta breve apostila foi concebida (em horas que seria mais sabio dedicar ao des-
canso) para os estudantes do curso de dlgebra linear de mestrado. Mais especifi-
camente, é um material recomendado antes de comegar o curso, por se tratar de
uma revisdo das no¢des de édlgebra e da algebra linear do bacharelado que serdo
utilizadas ao longo do curso e podem estar "enferrujadas”. Contudo, a tratagao
apenas precisa das nog¢des preliminares de teoria de conjuntos e fungdes, e por-
tanto a apostila dirige-se também a qualquer aluno formado em matematica que
queria revisar rapidamente conceitos algébricos espalhados ao longo de um curso
de graduacdo e que podem ter caido no esquecimento, com um esforgo relativa-
mente exiguo e de forma concentrada e, consequentemente, comoda. Requeremos
o conhecimento das defini¢des bésicas dos fundamentos de matematica, tais como
conjunto das partes, fungdes injetoras e sobrejetoras, imagem e pré-imagem. Na
parte de lembretes de 4lgebra linear, também se supde que o estudante tenha ja
pago um curso béasico. Quando definiremos entidades, ao associarmos a um novo
simbolo, até agora desprovido de significato, um significato novo, usaremos a no-
tagdo ":=". O conjunto indicado como N, segundo as nossa convengdes, ndo incluira
o zero. Toda vez que quisermos incluir o zero, falaremos de Ny Resumindo,

N:=1{1,2,3,...}; No:={0,1,2,3,...}.

Isto é mais por comodidade do que por convencimento filoséfico. De fato, ao
zero se estendem de forma "natural” muitos dos mecanismos que fazem sentido
sobre 0s nimeros naturais. Melhor dito, reconhecemos o estado de "natural" do
zero como cardinal mas ndo como ordinal: quero falar de "conjuntos com zero
elementos" mas ndo quero dar sentido & nogdo de "0-ésimo" elemento, negando
assim sua existéncia. Quero comegar a contar somente pelo 1, mas quero me deixar
a possibilidade de "ndo comecar a contar” como possibilidade concreta. Portanto
saibam que, o conjunto dos "nimeros naturais”, quando assim denotados por meio
de palavras, é por mim Ny. Outra convengdo, nem tdo comum, mas muito ttil, sera
denotarmos, por todo n € Ny, o conjunto finito dos primeiros # ntiimeros naturais
(entre 1 a n) por n, ou seja

n:={ieN|1<i<n}={1,23,...,n}

de forma que n contém n elementos, também nos casos 1 = {1} e 0 =0

2. CONJUNTOS E OPERAGOES
2.1. Produtos de conjuntos.

Defini¢do 1. Seja I um conjunto (que chamaremos de "conjunto dos indices") e
para cada i € I, seja X; um conjunto de maneira que faca sentido definir a unido
dos X; e que esta seja um conjunto (por exemplo, quando os X; sdo subconjuntos
de um conjunto "ambiente" comum). Definamos o produto direto [];; X; como
o conjunto das fungdes f : I — U;; X tais que Vi € I, f(i) € X;. No caso que
X1 =...= X, = X sejam o mesmo conjunto, este produto é apenas o conjunto das
funcdes de I a X, e serd denotado por X':

X ={f:1-X}

Observagdo 2. Observe que um elemento f de [];; X; pode ser "naturalmente"” !
pensado com uma [-upla (x;);c; de coordenadas em X, através da identificagdo
f(i) & x;. Podemos pensar que para cada indice i € I existe uma posi¢ao i-ésima e

1Este conceito é melhor formalizado em uma 4rea da matematica que se chama teoria de categorias.

Mais ou menos, dizemos que a identificagdo apresentada é "natural” ou "canodnica" porque se aplica a
qualquer escolha dos conjuntos X; sem que a defini¢do da lei de associagdo dependa desses conjuntos
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que f seja uma espécie de vetor com "tantas" coordenadas "quantos” sdo os indices
(ou seja, os elementos de I) .

Consideraremos agora o caso em que I € um conjunto finito e nos restringiremos
aocasoemquel = n,lembrando a definigdo mais cldssica de um produto cartesiano
finito:

Defini¢do 3. Sejam Xj, ... X, conjuntos. Entdo X; X ... x X,, é definido como o
conjunto das n-uplas (x1,...x,),comx; € X;,Vien. Se X; =... =X, = Xsdoo
mesmo conjunto, denotamos X; X ... X X, = X X ... x X por X"

Temos assim:
X" i={(x1, ..., xn) | x1, ..., xp € X}

Alternativamente, X" pode ser definido, para n € Ny, como X”. Com efeito, uma
n-upla de elementos de X pode ser pensada "naturalmente"? como uma funcéo
f de n para X, que manda todo i em x;. Seguindo a mesma identificagdo, por
exemplo, aprendemos que uma fun¢do f de N para X nada mais é do que uma
sequéncia a, := f(n). Voltando ao produto cartesiano finito X; X ... X X, ele
pode ser visto de modo natural como a execugéo repetida de varias operacdes de
produto cartesiano entre conjuntos, (... ((X1 X Xp) X X3) X ... X X;,_1) X X,,. Isto
vale em qualquer ordem que se coloquem as parénteses. Por exemplo ao elemento
(a,b,c,d) de X* associamos naturalmente ((a, (b, c)),d) € (X x (X x X)) x X.

Mas qual € o significado disto para n = 1 ou n = 0? Diferentemente do caso
n > 2, um produto cartesiano de 0 ou 1 conjuntos ndo se obtem como repeticdo
de varios produtos de 2 c6pias. Seja I = {1} e X; um conjunto. E facil entender
que [1;e; Xi = X1 = X}. Seja como fungdo, como como 1-upla, um elemento deste
produto corresponde a escolha de hum (porque tal é o ntimero de elementos de I)
elemento de X;.

No caso n = 0 é mais complicado entender esse conjunto. O que é (um)a 0-
upla? O que é uma funcdo de dominio vazio? Quantas sdo as possiveis escolhas
de 0 elementos de certos conjuntos? Quando é que uma tal escolha é dada?
Temos, neste caso I = (. Analisando a defini¢do de funcdo como "regra que
associa a todo elemento do dominio um elemento do contradominio”, entendemos
que "s6 terminamos de definir uma fun¢do quando ndo houver mais nenhum
elemento do dominio pelo qual a regra de associa¢do nio tenha sido definida".
Se reparamos atentamente, no caso I = @, uma tal eventualidade acontece sim
e acontece antes mesmo de comegar, uma vez que ja no inicio, apés definir a
imagem de "todos os zero" elementos de I, ou seja, sem fazer nada, ndo resta
mais nenhum elemento em [ sobre o qual a fun¢do ndo seja definida. Portanto
uma fungdo de dominio I ja estd definida sem fazer nada, ou seja, fazendo zero
associagdes. Chamamos esta de fungdo vazia. Resta a pergunta, serd que existem
outras? Mas duas fung¢bes sdo distintas quando hd pelo menos um elemento
do dominio onde elas diferem: como ndo ha elementos em I, tampouco pode
haver dois elementos onde duas fungdes diferem, resultando que ndo existem
duas fungdes distintas de dominio @, seja qual for o contradominio, e portanto o
produto vazio contém exatamente um elemento, a func¢do vazia ou @-upla vazia.
A confirmar esta intui¢do, podemos reparar que se X tem m elementos e I tem n
elementos, X! contém exatamente m" elementos, porque existem exatamente m"
fungdes de I para X, correspondendo a n escolhas entre m elementos. Portanto,
no caso n = 0, é razoavel esperar que este nimero seja m’ = 1. Note-se que

20 conceito de "natural”, ou "candnico" que o estudante encontra desde o inicio do curso, comegando
pela disciplina de 4lgebra linear, e que somente vem a ser especificado em teoria de categorias significa,
em palavras simples, que a correspondéncia é uniforme, no sentido que sua defini¢io ndo menciona (e
nao depende de) X nem #.
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este mesmo raciocinio funciona perfeitamente para m = 0, uma vez que nunca
precisamos nos perguntar quem é o contradominio, tornando intuitiva a igualdade
0° = 1, enquanto a impossibilidade de definir uma fungéo de contradominio vazio
s6 se d4 se existir pelo menos um elemento do dominio ao qual ndo conseguimos
associar um elemento desse contradominio.

Outra identificagdo "natural”" é, por exemplo, aquela que associa o elemento
(a,(b,c)) de X x (X X X) ao elemento (a, b, c) de X3 e, ainda, a funcdo f € X3, tal
que f()=a, f(2) = b, f3) = c.

2.2. Operagoes n-arias. Operagdes bindrias internas.

Defini¢do 4. Seja X um conjunto e n € Ny. Uma operagdo n-dria interna em X,
ou "sobre X" é uma func¢do de X" para X. Para n=1 também falamos de operagdo
"undria", para n=2, de operagdo "bindria", para n = 3, de operacdo "terndria",
e assim por diante. Para uma operagdo bindria interna costuma-se utilizar um
simbolo colocado entre as duas coordenadas do elemento de X2, por exemplo *,
falando em a x b para dizer *(a, b). Intuitivamente, a primeira escrita corresponde
a nocdo de "maneira de combinar elementos de X entre si", e a segunda a uma
"regra que associa a cada dupla um elemento" mas, formalmente, os conceitos se
correspondem.

Exemplo 5. Uma operagao 0-ria interna é uma funcgéo de X, o conjunto com um
s6 elemento, em X, ou seja equivale a escolha de um elemento de X.

Exemplo 6. Uma operacdo 1-4ria interna, ou "undria" interna, nada mais é que
uma fungéo de X em si.

Exemplo 7. Exemplos de operagdes 2-arias, também chamadas de "binérias" in-
ternas, sdo a soma e o produto em N, Z, Q ou R. Como ji observado, a + b é a
convengao que substitui a defini¢do formal como fungdo +(a, b).

Exemplo 8. Considere uma operagdo bindria interna * sobre X e defina a funcéo
f:X3— X como f(a,b,c):=(a*b)xc=x(x(a,b),c). féuma opergio terndria
interna sobre X definida por meio da repeticdo de x. Eassim é (a, b, ¢) — ax(bx*c).
Usando repeti¢do posso definir operagdes 4, 5-arias, e assim por diante. Porém
nem toda operagdo n-aria para n > 3 é uma repetigdo de operagdes bindrias, como
mostram os exemplos seguintes.

Exemplo 9. f(x,y,z) := y é uma operagdo terndria sobre R que, como muitas
fungdes de R? em R, ndo é obtida como repeticio de uma operagéo bindria sobre X,
nos sentidos apontados no pardgrafo anterior. Com efeito, se fosse y = f(x, y,z) =
X % (y % z), entdo para todo x, y € R, terfamos:

x=xk(x*x(yxy))=xky=xk(yx(y*xy) =y,
que é obviamente falso.

Exemplo 10. Outro exemplo natural de operagdo n-dria que vem da 4lgebra linear
é o produto vetorial. O produto vetorial em R* é uma operacéo binéria interna,
mas nos é ensinado que se trata de uma peculiaridade da dimensao 3 e que, por
exemplo, ndo podemos definir o produto vetorial em R”, para n = 2 ou 4,5, ...
A verdade é que em R”" tal operacdo existe sim, mas ela é (n — 1)-dria. Mais
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exatamente, se (v1, ..., v,-1) € R3:

e ... ey

vél) vi”)
V1A AV1 = f((0,. ., 00m1) = det| o) o |3

o L ol

Com esta definigdo, por exemplo, faz sentido definir o "produto vetorial" de 3
vetores em R*, mas nio de dois.

Exemplo 11. Outro exemplo de operagdo ternaria no conjunto dos pontos do plano
ou do espaco euclidiano é aquela que associa a uma tripla de pontos (4,B,C) o
baricentro (resp. incentro, circuncentro, ortocentro) do tridngulo que os tem como
vértices. E claro que tal ponto depende em medida igual, simultanea e significativa
da informacao dos trés pontos de partida.

Operacoes "internas" sdo caracterizadas pelo fato que os elementos envolvidos
estdo todos em X, seja os que sdo combinados entre si, como o resultado. Este
conceito se contrapde a vdrios tipos de operagdo "externa". Por exemplo, em um
espago vetorial V o produto pelos escalares do corpo K, K X V' — V, justamente
chamado de produto externo, é operagao externa porque um dos elementos en-
volvidos no produto Av é (possivelmente) externo a V (no caso, A € K). Outro
exemplo é produto escalar x, y —< x,y > de dois vetores, uma fun¢do de V x V
para K, que é externa em outro sentido, a saber, porque é sim uma operagao entre
dois elementos de X, porém o resultado estd em conjunto que ndo é X. As ope-
ra¢les que mais estudaremos nesta introdugdo de algebra sdo operagoes binarias
internas.

2.3. Principais propriedades das opera¢des bindrias internas. Listamos abaixo
as mais importantes propriedades das operag¢des bindrias internas e seus nomes.

Definigdo 12. Diremos que uma operacdo bindria interna * sobre um conjunto X
é associativa, se para todo x,y,z € X, (x x y) x z = x * (y * z).

Observagdo 13. Soma e produto entre nimeros, matrizes, somas de vetores, com-
posicoes entre fungdes com mesmo dominio e contradominio sdo operagdes asso-
ciativas. J& o produto vetorial v X w no espaco R3 ou a funcdo (x, y) — x¥ ndo
possuem tal propriedade (verifique!).

Defini¢do 14. Diremos que uma operacado binaria interna * sobre um conjunto X
¢ comutativa, se para todo x, y € X, x % Y =YX

Observacdo 15. Soma e produto entre nimeros sdo operagdes comutativas. J4 a
composic¢do entre fungdes com mesmo dominio e contradominio néo € (verifique!).

Definigdo 16. Seja x uma operacéo bindria interna sobre um conjunto X. Diremos
que um elemento ¢ € X é um elemento neutro para * se, para todo x € X,
e *x = x%e = x. (Para operagdes comutativas, a igualdade precisa ser testada
apenas em um sentido).

Proposicao 17. Uma operacao bindria interna % sobre um conjunto X possui no mdximo

" _n

um elemento neutro, que portanto poderd ser chamado, quando existir, "0o” elemento neutro
de *.

30 leitor deve reparar que esta escritura do produto vetorial como determinante contém um abuso de
notagdo, porque a primeira linha é composta por vetores e as outras por escalares. Mais especificamente,
aplicando a defini¢do formal de determinante como soma de produtos de elementos de linhas e colunas
distintas, deve ser claro que cada um destes produtos é o produto externo de um escalar, obtido como
produto de n — 1 escalares, com um vetor.
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Demonstracdo 18. Sejam e, ¢’ elementos neutros de x, entio e = exe’ = e’, onde as duas
igualdades sequem das propriedades de elemento neutro de e’ d direita e de e d esquerda,
respectivamente.

Observagdo 19. Note que, para opera¢des ndo comutativas, é necessario que a
defini¢do de elemento neutro contenha a condicdo de igualdade nos dois sentidos
(e x x = x; x ¥ e = x). Por exemplo, a composigdo é uma operacao bindria interna
associativa sobre o conjunto X = {f : Ng — Ny, 0 ¢ im(f)}, que possui mais de
um elemento neutro a esquerda e nenhum a direita. Com efeito, se definimos
e, como a identidade sobre N e e,(0) := n, teremos que ¢, o f = f, para todo
f € X, porque im(f) € N, mas se ¢ for um candidato elemento neutro & esquerda,
pondo e(0) = n, é facil verificar que para qualquer elemento f com f(0) # f(n)
teremos f # f o e. Da mesma forma, se A ¢ N é um conjunto com pelo menos
dois elementos e X = {f : N — N, constante em A}, entdo a composicio é interna
e é facil ver que qualquer ¢ que mande A em um elemento de A, e coincida com a
identidade fora de A, é elemento neutro a direita para a composi¢do, enquanto se
f mandar dois elementos distintos de N em dois elementos distintos de A, é facil
verificar que e o f # f, para qualquer e € X.

Definigdo 20. Seja * uma operacao binaria interna sobre um conjunto X que possui
elemento neutro e seja e seu tnico (pela observacdo anterior) elemento neutro.
Sejam x, y € X; diremos que y é um elemento simétrico de x com respeito a * se
x xy = y*kx =e. (Para operagdes comutativas, apenas uma igualdade precisa
ser testada). Diremos que a operagdo "possui elementos simétricos" se, para todo
x € X existe y € X simétrico de x.

Proposicdo 21. Seja x uma operagao bindria interna sobre um conjunto X, associativa
e com elemento neutro e. Seja x € X. Entdo x possui no mdximo um elemento simétrico

(com respeito a x), que portanto poderd ser chamado, quando existir, "0” elemento simétrico
de x (com respeito a ).

Demonstracdo 22. Sejam y, y’ elementos simétricos de x (com respeito a *).Entdo
y=yxe=yx(xxy)=(y*xx)*xy =exy =y, pelas propriedades associativa,
as de elemento neutro de e, e as propriedades de y e y’ de simétricos de x, a esquerda e a
direita, respectivamente.

Observagdo 23. Note que, assim como a de elemento neutro, a condicdo de ele-
mento simétrico, para operagdes ndo comutativas, precisa da igualdade nos dois
sentidos. Por exemplo, se X é o conjunto das func¢des de Ny em Ny, a composicao é
uma operagao bindria interna associativa com elemento neutro dado pela fun¢ao
idéntica. Podemos notar que uma fungdo injetora ndo sobrejetora, como x - x +1
possui como inversas esquerdas todas as fun¢des que valem x —1 sobre N (seja qual
for a imagem de zero), mas ndo possui inversa direita. Da mesma forma, qualquer
fungdo sobrejetora que seja constante sobre um subconjunto A com mais de um
elemento (exemplo: f(2k) := k, f(2k + 1) := 0) tem como inversas direitas todas
as fungdes g com g¢(n) € f~1(n), para todo n natural* (exiba uma para o exemplo
mencionado!), mas ndo possui inversa esquerda.

Observagdo 24. Note que y é simétrico de x se e somente se x é simétrico de y e
portanto diremos simplesmente que x e y sdo simétricos (um do outro).

Existem também propriedades que envolvem mais de uma operacdo. Vamos
definir apenas a propriedade distributiva, por ser a tinica que usaremos:

40 leitor "cabuloso" observe que tais fung¢des existem, sem precisarmos assumir o axioma da escolha,
porque nosso exemplo N é bem ordenado: por exemplo, tome g(n) := min{f~1(n)}
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Defini¢do 25. Seja X um conjunto com duas operagdes bindrias internas, x e A.
Diremos que A é distributiva com respeito a * se para todos a, b, c € X, temos que
an(b *xc) = (anb) x (aic) e (axb)ac = (anc)* (bAc)

Observagao 26. Na definicdo anterior ndo podemos deixar de impor a igualdade
em ambos os sentidos. Com efeito, se X for o conjunto das fun¢ées de R para R,
considerando a soma de fung¢des no lugar de * e a composicdo o no lugar de A,
podemos observar que, para todas f, g, h € X, vale (f + g)oh = foh + g o h pela
prépria definicdo de soma de fungdes mas f o (g +h) = f o g+ f o h sé vale, em
geral, se f for linear. Este é um exemplo de uma dupla de operacdes, uma sendo
distributiva com respeito a outra s6 pela esquerda. No outro sentido, podemos
citar o exemplo de X = R*, x x y := x - y e xAy := xY, obtendo o exemplo de
uma operagdo distributiva com respeito a outra somente pela direita (o leitor pode
verificar facilmente isto).

2.4. Notacdo aditiva e multiplicativa e operacdes repetidas. No paragrafo ante-
rior, temos utilizado o simbolo * para denotar a genérica operagdo bindria interna.
Sabemos que muitos dos exemplos de operac¢des conhecidas e trabalhadas na arit-
mética sdo chamadas de soma ou produto, e ndo somente entre nlimeros (ex. soma
de fungdes, some de vetores, produto de matrices, etc.) Para operagdes associati-
vas, a escolha dos simbolos "+" e "-" para indicar a operagdo estd associada também
a formas convencionais de denotar o elemento neutro, os elementos simétricos e
a operacao repetida entre c6pias do mesmo elemento. Tais convengdes costumam
ser denotadas "notacdo aditiva" e "notagdo multiplicativa". Operac¢des bindrias
internas definem estruturas algébricas: quando se trabalha em estruturas ou em
contextos abstratos® onde apenas uma operagdo aparece, uma operagdo comuta-
tiva costuma ser chamada de "soma" e indicada pelo simbolo "+" (por exemplo
na teoria dos grupos abelianos), enquanto o simbolo de produto, "-" costuma ser
atribuido a uma operacdo que ndo é necessariamente comutativa, como por exem-
plo no contexto de teoria de grupos (ndo necessariamente abelianos). Na teoria
dos anéis, onde se trabalha com duas operagdoes na mesma estrutura, utilizare-
mos os dois simbolos, sendo o de soma reservado aquela operagao de cada dupla
que é necessariamente comutativa. Quando se trabalha com operagdes de varias
estruturas envolvidas ao mesmo tempo podemos utilizar, ao invés dos de soma
e produto, simbolos abstratos para as operagdes (ex. *, A), ou modifica¢des do
mesmo simbolo (ex. +, +/, +" etc.) ou 0 nome do conjunto pode ser colocado como
subindice abaixo do simbolo da operagdo (ex. +¢, +1). Operagdes em um contexto
especifico e ndo abstrato ja possuem um nome, e também podem ser chamadas de
soma (neste caso, sdo sempre comutativas) ou produto (podendo ou nédo ser comu-
tativos, ex. produto de ntimeros reais vs produto de matrizes quadradas). Neste
caso as notagdes aditiva e multiplicativa também seguem o nome da operagao.
Em conclusdo, nem sempre existe uma regra especifica de quando uma operagéo
deve ser chamada de soma, produto ou com outro simbolo, mas ha tendéncias,
que foram descritas até agora. Porém, as associa¢des entre o nome da operagdo e
o nome de seus elementos neutros e (se associativas) simétricos, quando existem,
costumam ser coerentes com os padrdes descritos abaixo:

Defini¢ao 27. Seja X um conjunto com uma operacgao bindria interna comutativa.
Diremos que utilizamos notac¢do aditiva para tal operacdo, se ela é chamada de
"soma", indicada pelo simbolo "+", se seu elemento neutro (se ele existir) também
é chamado de "zero da operagdo", e se denota mediante o simbolo "0" ou "0x". Se
+ é associativa e possui elementos simétricos, o simétrico de um dado elemento
x € X, que ja vimos ser tinico, serd chamado de "oposto de x" e denotado por —x.

5No sentido que as operagdes sdo varidveis, nao especificadas
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Definic¢do 28. Seja X um conjunto com uma operagéo bindria interna. Diremos que
utilizamos notacdo de produto para tal operacéo, se ela é indicada pelo stmbolo "-"
(sem aspas, obviamente!), por vezes omitido entre elementos (xy no lugar de x - y);
neste caso o elemento neutro, se existe, também é chamado de "um" ou "identidade"
da operagdo, e se denota mediante o simbolo "1" ou "1x". Se - é associativa e possui
elemento neutro, em notagdo de produto, o simétrico de um dado elemento x € X,
queja vimos ser tinico, serd chamado de "inverso de x" e denotado por x!. Mais em
geral, para uma operacdo associativa, com elemento neutro e simétricos, diremos
que usamos notagdo multiplicativa, se os simétricos estdo na supracitada notacdo
de inversos (x7!). Pode acontecer, em casos especificos, que a operagdo tenha um
simbolo préprio diferente do de produto (ex. composigdo de fungdes, denotada
por o) e que aidentidade tenha um nome diferente de 1 (no caso, idx), mas a inversa
de uma fungdo mantenha a notagdo multiplicativa f~!; ou que apenas a identidade
guarde seu nome proéprio, diferente de 1 (ex, para produtos de matrizes n X n, o
simbolo 1, ou I,;). A titulo de curiosidade, outro exemplo, da topologia algébrica,
é o produto de classes de lagos em um grupo fundamental, « * , que mantém
o nome da identidade [cy,] mas usa notacdo multiplicativa para o inverso a~'.
Outro exemplo, da geometria algébrica (que ndo precisam entender), é o produto
de feixes invertiveis, que usa o simbolo de produto tensorial ¥ ®p, G, mantém
o nome da identidade Ox e notagdo multiplicativa para o inverso, ¥ ~!. Vamos
introduzir agora o conceito de "operacdo repetida" e descobrir como as notagdes
aditiva e multiplicativa se reconhecem também na operagédo repetida entre cépias
de um mesmo elemento.

Se uma operagdo x é associativa e possui elemento neutro, se n > 2 e se
X1, ... X € X, podemos definir x1*. . . %X, como (... ((x1*xX2)%*x3)*. .. %X,_1)*Xy.
Assim como no caso dos produtos cartesianos, usando o fato que * é associativa,
podemos provar que tal resultado ndo depende do modo de colocarmos as parén-
teses, ou seja, da ordem escolhida para executar as operagdes, desde que a ordem
dos elementos seja mantida. Se * for comutativa, o resultado tampouco dependera
da ordem. De tal modo, por exemplo, x1 * xp % x3 % xg := (((x1 * x2) * x3) * X4 =
(x1 % x2) * (x3 % xg) = x1 * ((x2 % x3) * x4). Se [ =1iy,...,i, é um conjunto finito de
indices, com pelo menos dois elementos, a convengdo anterior define uma fungao
X' - X, ou seja, no caso I = n, uma operacao n-dria interna sobre X: se {x;}ier é
uma 7-upla de elementos de X (que pode ser pensada como uma fungdo de I para
X), ela serd naturalmente ordenada como (x;,, ..., x;,), segundo a ordem de I, ou
diretamente (x1,...,x,) se I = n, ou utilizando a fun¢do composta com a fungdo
de n em I que fornece a ordem sobre I, ou seja i +— x;. Portanto podemos associar
aesta [-upla o elemento x;, *...x x;, e definir a operagdo n-aria repetida originada
da *.

Defini¢do 29. Seja X um conjunto com uma opera¢do comutativa e associativa,
em notagdo aditiva (melhor dito, um conjunto com "uma soma") e sejan > 2. A
operagdo n-dria repetida definida anteriormente pode ser indicada, por brevidade,
com o simbolo de somatdria. Também podemos escrever diretamente:

in =Xy +...+Xxi,

iel
no caso que I = {iy,..., iy} é um conjunto finito, a func¢do f : I — X representa
uma [-upla (uma n-upla) de elementos de X, com f (i) = x;. Podemos escrever:

n

in=x1+...+xn

i=1
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sel = n,ounocasoquel = {iy,..., iy} sejaum conjunto finito, j : n = I, f : I - X
e f o j(i) = x; Em notagdo de produto (as vezes qualquer notagdo multiplicativa),
n

[Teou [1

i€l i=1

Sempre no caso em que "+" € associativa, paran > 2 e x € X, podemos definir a
operacdo repetida entre cépias de x como:

e nx =x +...+ x em notacdo aditiva
———

n copias
e x" =x-...-xo0oux%*...%x emnotagdo multiplicativa.
S—— S——

n copias n cOpias
A primeira construcdo é chamada "multiplo inteiro", a segunda "poténcia” e valem,
param,n > 2:

m

(m+n)x =mx +nx; x™7"=x".x"

Para n = 0,1 o modo de definir a operacdo repetida é visto por alguns como uma
obviedade, por outros como uma convengado: com efeito, se trata da tnica defini¢cdo
natural que mantém vélidas as propriedades acima. De fato com 0 ou 1 cépias de
um elemento a somar/multiplicar, nenhuma soma/produto "entre" duas delas
pode ser realizado. Se n = 1 a soma/produto de 1 sé cpia de x é definida como
o préprio x, enquanto, se n = 0 a soma/produto de uma familia vazia de cépias é
definida como o elemento neutro da operagdo. Para melhor imaginar tal cenario
podemos reescrever as opera¢des como:

e nx=0+0+x+...+x0u

————
noezes
e x"=1-1-x-...-x0ouekxekxXxx...xX,
| | ——Y
noezes novezes

de modo que a definigdo fica invariada para n > 2 e mesmo para n = 0 ou
1 a expressdo pode ser vista como resultado da operagdo repetida e executada
realmente pelo menos alguma vez.

3. EsTRUTURAS ALGEBRICAS

Uma estrutura algébrica é um conjunto com certas operagdes, geralmente bi-
ndrias, internas ou externas (com referéncia a outra estrutura pré-definida, neste
caso), e certas propiedades satisfeitas por tais operagdes que, para as operagdes
bindrias internas, geralmente aparecem entre as propriedades descritas nos para-
grafos anteriores. Segundo o niimero de operagdes e propriedades requisitadas,
as estruturas se classificam em tipos, em padroes de estruturas, tais como gru-
pos, anéis, espagos vetoriais, médulos, dlgebras, e assim por diante. Resumiremos
abaixo os tipos principais de estruturas que vao aparecer no texto.

Defini¢do 30. Um grupo (G, *) é um conjunto G com uma operag¢do bindria interna
* associativa, que possui elemento neutro eg e simétricos de todos os elementos
(dnicos, como foi provado em Proposi¢do 21 para toda operagdo associativa com
elemento neutro). Ha quem se refira a G e quem a (G, *) como sendo "o grupo". Se
* é comutativa diremos que G é um grupo abeliano e usaremos notacao aditiva, se
ndo se usa notac¢do multiplicativa e, salvo possivelmente casos de grupos concretos,
notacdo de produto.

Defini¢do 31. Um anel (R, +, -) é um conjunto com duas operagdes bindrias inter-
nas, uma em notagdo aditiva (soma), que é comutativa, associativa, possui elemento
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neutro Or e simétricos de todos os elementos, e outra em notagdo de produto, as-
sociativa, com elemento neutro 1r e distributiva com respeito a primeira. Se o
produto também é comutativo, o anel se dird comutativo. Um elemento x € R se
diz "divisor do zero" se dy € R,y # Or, com xy = 0. Um elemento que ndo é
divisor do zero é dito "regular". Um elemento de um anel se diz "invertivel" ou
"inversivel" se possui inverso (ou seja, simétrico pelo produto).

Observacdo 32. Existe uma notacgdo especifica, mais cldssica, para se referir a es-
truturas do tipo descrito acima como "anéis unitarios", enquanto um "anel" ndao
conteria necessariamente uma identidade do produto, ou seja 1z. Contudo, por
muito boas razdes que entenderemos melhor ao definirmos subestruturas, eu vou
chamar tais "anéis unitdrios" simplesmente de "anéis" e desconsiderar completa-
mente anéis sem unidade. Alguns se referem a R, outros a (R, +, -) como sendo "o
anel". Podemos adotar a filosofia que o anel é "o conjunto, onde estdo definidas
as tais operagdes’, ou a tripla que contém como informagoes ao mesmo tempo
conjunto e operagdes, ou ainda a 5-upla (R, +, -, Or, 1r). Importante é entender que
a identificagdo de um anel, (como também a igualdade entre anéis), depende da
identificagdo de toda essas informagdes.

Proposicdo 33. Seja R um anel, seja Og o elemento neutro da soma de R e 1g o elemento
neutro do produto. Temos que:
a) Or - x = x - Og = O, para todo x € R.
b) Todo elemento invertivel é reqular.
¢) R = {Or} se e somente se Or = 1 (tal anel se diz "anel nulo”), portanto, a menos
deste caso, Or nunca pode ser regular.

Defini¢do 34. Seja R um anel ndo nulo. Observe que aqui 0 é sempre um divisor
de zero. Diremos que R é um dominio de integridade ou, simplesmente, dominio,
se seu tinico divisor de zero é Og. Diremos que R é um corpo se todos os elementos
diferentes de 0 sdo invertiveis. Quando um anel é um corpo, ele costuma ser deno-
tado com a letra k ou K, ou F, ao invés que com a inicial R (do inglés ring="anel")
e a seguir suas letras sucessivas.

Observacdo 35. Pela proposi¢do anterior, todo corpo é um dominio. Observe bem
que excluimos por defini¢do o anel nulo da possibilidade de ser um corpo ou um
dominio.

Definicdo 36. Seja (R, +,:) um anel. Um R-médulo é um conjunto M, com uma
soma (operacdo bindria interna em notagdo aditiva) tal que (M, +) seja um grupo
abeliano (ou seja a soma seja associativa, comutativa, tenha elemento neutro e
simétricos de todo elemento) e uma operagdo externa, chamada produto por esca-
lares:

RxM—->M

(A, 0) > Av
com as propriedades:
VA, ueR,veM,(A+u)v=Av+uv
VAeR,v,weM,A(v+w)=Av+ Aw
VA,ueR,veM,(A-u)v=Auv)
YoeM,1gv =0

Se K = R é um corpo, um K-médulo V também é dito K-espaco vetorial, como
o leitor deve ter notado ao observar as propriedades das operacdes, nas quais
deixei de propésito a notagdo dos elementos, A, v, etc., parecida a da algebra
linear, para maior familiaridade. Para espagos vetoriais, a dltima propriedade
ndo precisa ser imposta, pois ela pode ser deduzida pelas outras. Em geral, na
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teoria de médulos se utiliza mais frequentemente a notagdo (r, m) +— rm, para o
produto externo. Podemos observar que todo anel R é um R-médulo, definindo
como produto externo o produto interno de R. Contudo devemos tomar cuidado
com a diferente definicdo de suas subestruturas como anel ou como R-médulo.
Todo grupo abeliano nada mais é que um Z-mdédulo, cujo produto externo rm,
r € Z,m € M é trivialmente definido mediante a fun¢do de madltiplo inteiro: a
soma de r cOpias de m, se ¥ é ndo negativo, a de —r cdpias de —m sendo.

Definicdo 37. Se R é um anel comutativo, uma R-élgebra (associativa unitaria) é
um R-médulo M que também é um anel, com a compatibilidade dos produtos
interno e externo e dos seus elementos neutros:

VreR,mneM,(rm) pyn=r(m-pn)=m-y(n).

R-algebras costumam conter uma cépia do préprio R como subanel mediante a
fungao r +— r1p;, quando esta for injetora.

3.1. Subestruturas. Dada uma estrutura algébrica sobre um conjunto X, uma su-
bestrutura de X é um subconjunto Y de X que é fechado com respeito as operagdes
de X (ou seja, tal que as operagdes de X, restritas a Y, ddo resultados em Y) e que
forma uma estrutura do mesmo tipo com as mesmas operagdes (restritas), mesmos
elementos neutros e, por consequéncia, elementos simétricos.

Exemplo 38. Um subgrupo de um grupo (G, x) é um subconjunto H € G que
forma um grupo com a operagdo restrita x|gxy. Que o elemento neutro de H seja
o mesmo de G, neste caso, segue automaticamente da existéncia do simétrico:

e = e *ey = ((en) ™ *ep) *ey = (en) ™" * (en x en) = (en) ™ * ey = ec
onde (ey)~!, em notacio multiplicativa, denota o simétrico de ey em G e obser-
vando, na execugdo do produto (ey * ey) que a operacdo * de G, entre elementos
de H, é a operacdo de H, e tem ey como elemento neutro. Alternativamente, basta
assumir que H seja um subconjunto fechado com respeito a operacdo "diferenca"
ou "quociente" (a depender da notagdo, ou seja a operagdo * executada entre o
primeiro elemento e o simétrico do segundo) de G.

Exemplo 39. Um subanel de um anel (R, +, -) é um subconjunto S C R que forma
um anel com as operagoes restritas a S X S e com os mesmos elementos neutros de
R. Enquanto a igualdade Og = 0s pode ser deduzida pela existéncia do simétrico,
1r = 15 deve ser assumido: é por esta razdo que escolhi evitar a distin¢do entre
"anel" e "anel unitdrio": com a definicdo de anel (apenas) deveriamos dar uma
definigdo geral de subanel (apenas) que portanto ndo pode, em geral, envolver
unidades. Assim Zx{0} (anel unitario), seria uma subestrutura, como anel simples,
de ZxZ (que também é anel unitario), porém ndo seria sua subestrutura como anel
unitario, porque sua unidade, (1,0) é diferente da unidade do anel maior, (1, 1).
Em outras palavras teriamos um subanel, unitario, de um anel também unitario,
que ndo é um seu sub-(anel unitdrio), complicando imensamente as notagdes. Se
R e S sdo corpos e S é um subanel de R, diremos que S é um "subcorpo" de R.
Normalmente, quando anéis sdo corpos, ao invés da letra R (e suas sucessivas) os
livros costumam usar a letra k, ou K, do alemé&o kérper="corpo", e suas sucessivas,
ou a letra F, do inglés field="corpo"(apenas em matemaética).

Exemplo 40. Dado um anel R fixado, um R-submédulo N de um R-médulo M
é um subconjunto de M que forma um subgrupo abeliano de M com sua soma e
que é fechado com respeito ao produto externo R X M — M, em outras palavras
a imagem de um elemento de R X N estd em N, de modo que a restrigdo define
um produto externo R X N — N Da mesma forma, trocando R por um corpo k,
se V é um k-espaco vetorial, um k-subespaco vetorial W de V é um seu subgrupo
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abeliano tal que a restri¢do do produto por escalares a k X W tem imagem contida
em W, definindo um produto por escalares sobre W.

Exemplo 41. Da mesma forma, uma subalgebra B de uma R-algebra (resp. k-
dlgebra) A dada é um subanel de A que tambem é um seu R-submoédulo (resp.
k-subespago vetorial) de modo que as operagdes sejam compativeis, tornando B
uma R-algebra (resp. k-algebra).

Defini¢do 42. Dado um anel comutativo (R, +, -) daremos também a defini¢do de
"ideal". Se trata de um tipo especial de subconjunto de um anel, com respeito
a estrutura, no sentido que ele "absorve em si todo R pelo produto”, mas nédo se
trata propriamente de uma sub-estrutura (ou seja, no caso, ndo é um subanel)®
Um ideal de um anel comutativo R é definido como um subconjunto I de R que
forma, com a soma de R, um subgrupo aditivo de (R, +) e tal que, para todo r € R
ex € I, rx € I. Em termos de estruturas algébricas, um ideal de R é nada mais
que um R-submédulo do R-médulo R. Observe que um ideal sempre contém 0
(devendo ser um subgrupo aditivo) e que {0} e R sdo sempre ideais de R. Se R
ndo é comutativo a condi¢do mencionada nesta defini¢do para I apenas define um
"ideal esquerdo", enquanto para obter um "ideal"ou "ideal bilateral", é preciso que
paratodor € Rex € [, também rx € I. Ndo precisamos nos deter muito sobre
ideais de anéis ndo comutativos.

Proposicdo 43. Seja R um anel comutativo e I um seu ideal. Se I contém uma unidade,
entdo I = R. Consequentemente, se R = k é um corpo, seus tinicos ideais sdo {0} e k

Demonstragdo. Por definigdo I C R. Viceversa, se r € R, seja a a unidade contida,
por hipétese, em I e seja a~! seu inverso multiplicativo, entdo r = (ra~!)a é produto
de um elemento de R, ra~! e de um elemento de I, 4, e pela propriedade de ideal
deveré pertencer a I, provando também R C I, deonde R = I. Se R = k é um corpo,
um seu ideal I deve conter o 0 e portanto é igual a {0} ou contém outro elemento,
a saber, uma unidade, sendo dessa forma, pelo que acabamos de ver, todo k. O

O leitor pode verificar imediatamente o fato seguinte:

Proposicdo 44. Seja R um anel. A intersecio de uma familia arbitriria de ideais de R é
um ideal de R.

Definigdo 45. Se X C R é um subconjunto de R, posso definir o "ideal gerado por
X", denotado por (X), como a intersecdo de todos os ideais que contém X. Pela
proposigdo anterior, se trata de um ideal.

Observagido 46. Com as notagdes anteriores, é ficil verificar que (X) é o menor
ideal que contém X, ou seja que (X) é um ideal, contém X, e qualquer outro
ideal | que contiver X também devera conter (X). (X) coincide com o conjunto
{rix1+...raxy|n € N,r; € R, x; € X}, cujos elementos se chamam as "combina¢des
lineares finitas de elementos de X a coeficientes em R".

Demonstragdo. A proposi¢do anterior garante que (X) é um ideal. Se ¥ denotar
a familia dos ideais de R que contém I, (X), sendo a interse¢do de conjuntos que
contém X, também devera conter X. Se | é um ideal de R que contém X, | €
e portanto (X) C J, uma vez que € interse¢do de uma familia da qual | participa.
Para a segunda parte do enunciado, é facil verificar que Y = {rix1 +...ryx,|n €
N,r; € R,x; € X} é um ideal, pois o 0 é combinacéo linear finita (uma soma de
zero termos), uma soma de duas combinagdes finitas é uma combinacéo finita e, se

¢Para os livros que tratam de anéis ndo unitarios a definicdo de subanel é diferente e portanto o
ideal acaba sendo um subanel. Isto nunca vale para nds, a ndo ser no caso I = R, ja que nossos subanéis
devem conter 1R (veja préxima proposigdo)
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reR, y=rx1+...1r,x, €Y comos x; € X, temos que ry = (rr1)x1 +...(rry)x,
também é combinacéo linear dos mesmos elementos de X. Além de ser ideal, Y
contémtodox € X,sendon =1,x1:=xex=1-x1 €Y. Portanto X C Ye(X)C Y
pela afirmacdo anterior. Mas todo elemento de F, por ser ideal e por conter todos
os elementos de X, deve necessariamente conter todas suas combinagdes lineares,
ou seja todo Y. Portanto (X) é intersecdo de elementos que contém Y e por isto
Y C (X) também. O

Definicdo 47. Se x1,...,x, € R, o ideal ({x1,...,x,}) também é denotado por
(x1,...,x,) (sem as chaves) e se diz simplesmente "ideal gerado por x1, ..., x,
(ou seja, poderemos dizer que é gerado "pelos elementos” além de "pelo conjunto
deles"). Um ideal gerado por um ntdmero finito de elementos se diz finitamente
gerado. Observamos que todas as defini¢des e consideragdes sobre subestruturas
geradas e conjuntos (ou elementos) geradores que demos até agora no caso dos
ideais se aplicam também aos submédulos de um médulo (e portanto espagos
vetoriais, grupos abelianos). Anéis cujos ideais sdo sempre finitamente gerados
se dizem Noetherianos. Um ideal gerado por um s6 elemento x € X, ou seja
(x) := ({x}) é chamado "principal". Se trata do conjunto dos "mdultiplos de x em R".
Dominios cujos ideais sdo principais sdo frequentemente abreviados no apelativo
de PIDs (do inglés principal ideal domains=("dominios a ideais principais"). Se trata
de uma classe muito importante de anéis.

3.2. Morfismos ou fungdes preservando a estrutura. Ao falarmos em estruturas
algébricas, sempre consideraremos fungdes entre estruturas algébricas, com a pro-
priedade que "preservam" a estrutura (as operacoes, seus elementos neutros e,
consequentemente, seus simétricos). Tais fun¢des sdo chamadas geralmente de
"morfismos”, "homomorfismos" ou possuem um nome que depende do tipo de
estrutura considerada (para espagos vetoriais, por exemplo, se chamam transfor-
macdes lineares). Se f : X — Y é uma fungao e temos o mesmo tipo de estrutura
algébrica sobre X e Y (podendo ser ambos grupos, anéis, R-médulos, k-espagos ve-
torias, R-algebras, k-dlgebras), diremos que a fungdo preserva a estrutura quando f
manda os elementos neutros de cada operagdo interna de X nos elementos neutros
da respectiva operagdo interna de Y e quando f manda o resultado da operagao de
X executada entre dois elementos no resultado da operagdo de Y executada entre
suas imagens. Ainda, em presenca de uma operagdo externa, ao trasformarmos os
elementos de X envolvidos na opera¢do em elementos de Y mediante f, antes ou
depois de executar a operagdo, devemos obter o0 mesmo resultado. Estas fun¢oes
especiais tém normalmente a propriedade que uma sub-estrutura do mesmo tipo
é dada também pela imagem de f e, exceto no caso dos anéis, pela pré-imagem
do elemento neutro da (primeira) operagdo, também chamado de "nticleo". Mas
vamos dando a defini¢do caso por caso.

Definicdo 48. Se (G, %) e (H, A) sdo grupos, com elementos neutros eg e ey, respec-
tivamente, um homomorfismos de grupos de G em H é uma funcio f : G — H
tal que f(eg) =eg e

Vg1, 82 € G, f(g1 % §2) = f(g1)Af(g2).
Dois grupos se dizem isomorfos se existe um homomorfismo bijetor entre eles

(chamado um "isomorfismo de grupos", e cuja inversa, verifica-se, é sempre um
homomorfismo).

Observacio 49. E facil demonstrar, usando a unicidade do simétrico, que aimagem
do simétrico de um elemento, através de um homomorfismo de grupos f, é o
simétrico da sua imagem (exercicio). E facil mostrar que sdo subgrupos, de H
e de G, respectivamente, a imagem de f, imf e o ntcleo de f, definido como
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Ker f :={g € G|f(g) = en} (do alem&o "Kern" ou do inglés "kernel"="carogo"). O
leitor pode demonstrar que um homomorfismo de grupos f é uma funcéo injetora
(pré-imagens dos unitdrios sdo no méximo unitarios) se e somente se Ker f = {eg}
(ou seja, apenas requerendo que a pré-imagem do unitario {eg} seja unitaria). E
facil ver também que a propriedade se estende a operacéo repetida.

Defini¢do 50. Se (R, +g, ‘r) e (S, +s, -s) sdo anéis, com elementos neutros Og, 1g, Os e
15, respectivamente, um homomorfismo de anéis de R em S é uma fungdo f : R —
Stal que f(lR) =1g,Vr,m € G, f(?’l +Rr 7’2) = f(l’1)+5f(7‘2) eVry,mn eqG, f(l’1 ‘R 7’2) =
f(r1) s f(r2). Dois anéis se dizem isomorfos se existe um homomorfismo bijetor
entre eles (chamado um "isomorfismo de anéis" e cuja inversa, verifica-se, é sempre
um homomorfismo).

Observacio 51. E facil demonstrar, usando a propriedade distributiva e o item
(a) da Proposicdo 33, que se f : R — S é um homomorfismo de anéis, entdo
f(Or) = Os e, usando a unicidade do simétrico, que a imagem do simétrico de um
elemento é o simétrico da sua imagem, relativamente a qualquer uma das duas
operagdes (no caso do produto, quando o simétrico existir). Normalmente entre
anéis, ao denotar somas e produtos, omitiremos doravante a indicacdo de se as
operagdes sdo realizadas em R ou em S mediante subindices, dado que isto se
deduz sabendo a qual anel pertencem os elementos entre os quais se realiza cada
operagdo. Neste caso, i f é um subanel de S mas o ntcleo de f, definido como
Ker f := {r € R|f(r) = 05} é um ideal de R (exercicio, segue da defini¢do) e ndo,
em geral, um seu subanel. E facil ver também que a propriedade se estende as
operagdes repetidas (somas e produtos finitos arbitrarios).

Observacgdo 52. O conjunto Z dos niimeros inteiros forma um anel comutativo
onde todo ideal é principal, gerado pelo seu menor elemento positivo (isto se vé
por contradicdo usando o algoritmos de divisdo de Euclides). E facil ver que para
todo R anel comutativo, existe um tinico homomorfismo de anéis comutativos
jrR : Z — R que manda 1z em 1 e se estende da tinica maneira possivel como
RA+...+1) = jrRM)+...+jr@Q) = 1g +... +1g e jr((-1) + ... + (-1)) =
JR(=1)+ .. # jr(=1) = (~(1R)) + ... + (=(1)).

Defini¢ao 53. O ntcleo do homomorfismo jr definido acima é um ideal de Z e,
portanto, é principal. O seu gerador ndo negativo é chamado "caracteristica de R".
Se este ntimero for zero, jr € injetor, e R contém uma cépia de Z. A maioria dos
anéis mais conhecidos, por exemplo Z, Q, R, C, Z[i], R[x], possuem caracteristica
zero e contém uma cépia de Z. E impossivel, neles, que a soma de um ntimero
finito de cépias de 1g dé Or como resultado. Contudo, isto pode acontecer em
outros anéis: por exemplo, o anel Z,, das classes de congruéncia (ou "de resto")
moédulo um inteiro m tem caracteristica m ou seja € nula a soma 1g +... + 1g(m
cépias), também denotada, na notagdo de mitliplo inteiro que introduzimos, de
m1g. E facil provar que se R for um corpo, sua caracteristica s6 pode ser zero ou
um primo.

Observacdo 54. Observe que se S é subanel de R, entdo eles tém a mesma caracte-
ristica, pois a inclusdo de S em R, composta com js, deve dar jr. Observe também
que todo homomorfismo de anéis entre dois corpos f : k — K é injetor (devendo
mandar 1 em 1k, Ker f, que é um ideal, ndo pode ser todo k, e portanto deve ser
{0}). Também verifica-se facilmente que qualquer corpo k de caracteristica zero
contém uma copia isomorfa de Q7 (que se chama corpo de base de k) e se k tem
caracterfistica p, entdo k contém uma cépia isomorfa de Z, como subcorpo (que
também se chama corpo de base de k).

7Isto é uma giria dos algébristas para dizer "contém um corpo isomorfo a Q".
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Na élgebra linear estamos interessados em resultados validos para espagos veto-
riais sobre corpos de caracteristica zero (em particular, sobre subcorpos de C) mas
muitas propriedades podem ser provadas indistintamente para espagos vetoriais
sobre um corpo qualquer. Apenas a caracteristica 2 fornece algum problema (o
operador que permuta dois vetores, por exemplo, ndo é diagonalizdvel), mas em
geral, se pode trabalhar em um contexto abstrato. Porém, para alguns tépicos,
como a teoria de Jordan, se trabalha sobre uma classe mais restrita de corpos, os
corpos algebricamente fechados, ou seja aqueles corpos k tais que todo polin6mio
ndo constante com coeficientes em k possui uma raiz em k. Os corpos algebrica-
mente fechados sdo infinitos e o caso mais conhecido, em caracteristica zero, é o
corpo complexo C, como afirma um notério resultado, o teorema fundamental da
algebra, cuja demonstracdo serd omitida por complicada e pouco significativa.

3.3. Um exemplo de grupos: os grupos de permuta¢des. Daremos abaixo um
exemplo de grupo ndo abeliano que precisamos conhecer para poder dominar
as defini¢Ges e propriedades da teoria de determinantes, em particular a prépria
definicdo de determinante, e algumas matrizes especiais que se comportam como
permutagdes. Seja n um numero natural. Observo que a composicdo é uma
operagdo interna ao conjunto n* das func¢ées de n em si. Observo também que
a composicdo de fung¢des biunivocas é biunivoca. Portanto a composicdo é uma
operagdo bindria interna sobre S, := {f € n’*| f é bijetora}.

Defini¢do 55. Seja X um conjunto. Uma permutagdo é uma funcéo bijetora de X
em X. O conjunto das permutagdes de denota por S(X). Se X = n, também cha-
maremos 5(n) de S,. Um elemento de S, se chama "permutacgdo de 1 elementos".
Como observado, a composicdo é interna a S(X).

Observagdo 56. S(X) é um grupo, com a composicdo. Com efeito, vimos que a
composicdo € interna, a identidade de X, bijetora, é o elemento neutro da compo-
si¢do e a simétrica de uma fungdo bijetora de X em X com respeito a composi¢dao
é sua funcdo inversa, que é bijetora, de X em X. Se X = n podemos contar seus
elementos, que serdo n! = n(escolhas da imagem de 1) vezes (n-1)(escolhas da
imagem de 2, excluindo a imagem de 1 j4 escolhida) vezes . .. até a tiltima escolha,
obrigada, da imagem de n.

Um dos simbolos mais frequentemente usados para indicar uma permutacéo é
a letra grega ¢. Existem trés maneiras de identificar uma permutacdo o : n — n.
A primeira consiste em elencar as imagens de todo elemento de 1, com a indica¢do
explicita de quem é mandado em quem, como em:

g: 6 > 6
1 —» 4
2 > 6
3 - 1
4 - 3
5 —» 5
6 — 2

A segunda, mais pratica, se expressa mediante uma tabela de duas linhas, a pri-

meira listando os elementos de 1, na ordem, e onde na segunda aparece a imagem

de cada elemento abaixo dele, como:

1 2 3 4
6 1 3

o= 4

5 6
5 2
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Para a terceira notacdo, a notagdo como produto de ciclos disjuntos, precisamos
lembrar algumas definices:

Defini¢ao 57. Um r-ciclo em S, é uma permutagdo y de S, que troca circularmente
os r elementos de uma sequéncia (subconjunto ordenado) de elementos distintos
de n, a saber, na ordem (de troca circular) 7y, .. ., i, e deixa invariados os demais.
Mais explicitamente y(i1) = i2,...,y(ir-1) = i, e, fechando o circulo, y(i;) = ij.
Além disso, se i ¢ {i1,...,1,;}, entdo y(i) = i. Escreveremos que y = (i1...i,). A
permutacdo definida no exemplo anterior ndo é um ciclo. J4 a permutagao

1 2 3 4 5 6

914 213 5 6

é um 3-ciclo, com r = 3, ¢’ = (i1i213) = (143). Observe que tal escritura nio
é tnica, sendo também ¢’ = (ipisi;) = (i3i1 i) mas vira tnica se adotarmos a
convengdo que i1 seja 0 menor dos elementos mexidos pelo ciclo.

Observacdo 58. Observe que duas permutagdes cujos respectivos conjuntos "mexi-
dos" (que ndo ficam invariados) sdo disjuntos, necessariamente comutam: é como
se cada uma se ocupasse de permutar um conjunto separado e exclusivo dela, sem
interferir na atividade da outra. E um risultado classico da teoria das permuta-
¢Oes ,que toda permutagdo pode se escrever como produto (ou seja, composicado)
de ciclos disjuntos, onde a palavra "disjuntos" se refere aos conjuntos "mexidos",
ao fato que as sequéncias iy, ..., i relativas aos varios ciclos sdo disjuntas. Por
exemplo, a permutagdo ¢ mencionada anteriormente pode ser escrita como a com-
posi¢do do ciclo (143) com o ciclo (26): 0 = (143)(26) = (26)(143) (a composicdo
é aqui omitida). Os conjuntos {1,3,4}, {2,6} e {5} sdo as trés 6rbitas de o, onde a
palavra "6rbita" provém da linguagem da teoria das a¢bes de grupo (para quem
tiver conhecimento, lembramos que S, age sobre 1), sendo uma 6rbita mediante
o uma classe da relagdo de equivaléncia sobre #n "ser obtido um do outro medi-
ante uma poténcia, ou repeticdo, de ¢". O método para obter a escritura tinica de
o como produto de ciclos disjuntos consiste em comegar pelo primeiro niimero
mexido por ¢ e calcular sua imagem, e a imagem desta, até fechar um circulo,
correspondendo a um ciclo, que serd escrito na fatoragdo, para depois recomegar
com o menor ntimero dos que ndo foram tangidos e que é mexido, continuando até
alcangar a fatoracdo desejada. Os nimeros ndo mexidos, que terdo portanto uma
orbita unitdria, ndo sdo mencionados em tal fatoragdo, ou podem alternativamente
(e desnecessariamente) ser mencionados mediante 1-ciclos, todos correspondendo
a identidade de 0. Tente rastrear a aplicacdo do método ao exemplo anterior até
obter a escritura (143)(26) citada e, se tiver tempo, a outra permutagdo definida
de modo casual. Na verdade, ndo hd unicidade como produto de ciclos disjuntos,
sendo (143)(26) = (62)(314), por exemplo, mas se fixamos a convengdo que o
menor nimero de cada 6rbita deve estar em primeiro lugar e que os primeiros
nameros das varias Orbitas devem estar em ordem crescente, obteremos unicidade
da escritura.

Observagao 59. Um 2-ciclo se diz "transposicdo”. Se é verdade que toda permu-
tagdo se escreve em modo candnico como produto de ciclos disjuntos de forma
Unica, é também verdade que toda permutacgdo é produto de transposi¢des (ndo
disjuntas), porém tal maneira estd longe de ser tnica. Por exemplo a permutagdo
do exemplo anterior é

0 =(13)(14)(26) = (13)(14)(26)(26)(26) = (15)(36)(24)(46)(12)(35)(25),

podendo se escrever como produto de um ntimero distinto de transposi¢des, este
nuimero podendo ser, pelo menos, 3, 5 ou 7. Se as primeiras duas escritas diferem
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pela repeticdo de duas cépias consecutivas da mesma transposicdo (que sempre
podem ser acrescentadas a um produto, sem altera-lo, j& que sua composicdo é a
identidade), a terceira escrita mostra que ¢ é obtida por um caminho completa-
mente diferente, mas curiosamente o nimero de permutagdes involvidas possui a
mesma paridade dos anteriores, a saber, todos esses nimeros sdo impar. O pré-
ximo teorema mostrard que isto ndo é um caso e nos ajudard a definir o sinal de
uma permutagdo, indispensavel na definicdo do determinante:

Proposicdo 60. Suponhamos que o € S, pode ser obtida como produto de m transposigoes
e, de outra maneira, como produto de n transposigdes. Entdo m é par se e somente se n é par, e
neste caso ¢ dir-se-G uma “permutacdo par”. Em caso contrdrio o se dird uma "permutagdo
impar”. Em outras palavras se ¢ é produto de um niimero par de transposicoes, ela nio
pode ser produto de um niimero impar de transposicdes, e viceversa.

Demonstragio. Defina N(0) como o numero de duplas (i, j) € n X n taisque i < j,
porém o(i) > d(j). Quero provar que se ¢’ se obtem multiplicando ¢ por uma
permutagdo 7 = (a b), (ponhamos a < b), entdo N(o) e N(¢’) possuem paridade
distinta. Com efeito, repare bem que na contagem das duplas (i, j): as que mu-
dardo entre N (o) e N(¢’) sdo exatamente as duplas (i,a) e as (i, b) (nesta ou outra
ordem), para todos os i € n tais que d(i) se encontre entre d(a) e o(b), ou seja
dois conjuntos do mesmo numero de duplas, mais a dupla (4, b), que fica solta e
desempata a contagem, chegando a dar sempre um ntiimero impar de mudangas
entre N(o) e N(¢’). O leitor pode verificar esta contagem nos exemplos anteriores,
onde o e ¢’ apenas diferem por uma multiplicacao por (26). Como consequéncia
disto, se 0 pode se escrever como um produto de m transposi¢des 71, ... Ty, ela se
obtém a partir da identidade através de uma sequéncia finita de m permutagoes
0; = 71...7; diferindo cada uma da seguinte pela multiplicagdo por uma transpo-
si¢do. De consequéncia, para cada i, N(o;) tem paridade diferente de N(o;41). Por
indugdo provamos assim (-=1)N@) = (-1)/, ja que (-1)N0) = (~1)No) = (-1)0, ¢
(=1)N@in) = (=1)N@i) = (=1) - (1)}, concluindo que a paridade de m é exatamente
a paridade de N(o): (-1)N@ = (=1)N@m) = (~1)™. i

Defini¢do 61. Podemos assim definir o sinal de uma permutacao o como |o| ou
sig(0) = (=1)N(0), onde N(0) = #{(i,j) e n xn|i < j, o(i) > o(j)}. e observar que
este sinal coincide com (-1)" sendo m quaquer inteiro tal que ¢ pode ser escrito
como produto de m transposigdes.

Outro resultado importante diz respeito as permutagdes conjugadas: a permu-
tagdo conjugada de ¢ mediante v é a permutagio ¢V := vov~!. Se sigma é produto
de k ciclos disjuntos de tamanhos 71, . .. r¢, respectivamente, o vetor (r1, ..., 1) se
diz estrutura de o. Neste caso, uma simples observagdo garante que a estrutura de
o é igual a estrutura de ¢V, para qualquer permutagdo v. Mais especificamente,

usando a escritura como produto de ciclos disjuntos, se o = (i ... i}, )-.. (1’1‘ e i’r‘k),
entdo o = (v(i})... v(il)) - ... - (v(if) ... v(ik)). O leitor pode se convencer disto

observando que, sendo v bijetora, para definir a imagen dos elementos de n através
de oV basta definir a imagem das imagens de v apenas, e calculando estas.

3.4. Uma classe de dlgebras: os polindmios com coeficientes em um anel. Um
polinémio em uma varidvel com coeficientes em um anel comutativo R pode ser
definido como uma escritura formal agx® + ... + a,x", onde x é um simbolo,
a; € R, n natural arbitrdrio, dito grau se a, # 0, ou de maneira (no meu ver
mais prética!), como uma soma infinita p(x) = pox’ + ... + pyx" + ..., onde x

é sempre um simbolo e impomos que os p; elementos de R sejam todos nulos
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menos um numero finito. Falaremos indistintamente de p ou de p(x)%. Se os
pi sdo todos nulos teremos o polindmio nulo, ou zero. Diferentemente, o maior
indice n tal que p, # 0 se dird grau de p e se denotard por deg(p) (do inglés
degree="grau") e p, serd dito "coeficiente lider" de p. Um polinémio com coeficiente
lider igual a 1 se diz "moénico". O grau do polindmio nulo serd definido como
—oo coerentemente com o entendimento que se deg(p) = sup{n|a, # 0}, entdo
faz certo sentido dizer que "sup § = —o0" e tal defini¢do resultard muito ttil na
generalizagdo das igualdades e disegualdades sobre graus. A segunda defini¢do
de polinémio nos permite de definir de forma mais préatica soma e produto de
polindmios, porque ndo devemos nos preocupar muito com o conjunto indicizador
das somatoérias, e tornamos desta maneira o conjunto dos polindmios em uma
varidvel com coeficientes em R, denominado R[x], um anel comutativo.

Definigdo 62. Se p(x) = Y, pxxF e g(x) = 3 qxx*, entdo defino a soma de polindmios
p + g como (p + q)(x) = Y(r)x* onde 7y = px + g A expressdo p + q é evidente-
mente um polindémio, pois todos os rx, menos um ntmero finito, serdo nulos. Da
mesma forma deifno o produto pg como pq(x) = Y.(sx)x* onde s; = Divj=k Piqj-
Novamente observo que os s; ndo nulos ndo podem exceder o indice deg p +deg g e
portanto pq resulta bem definido. Com um pouco de paciéncia, se prova que R[x]
é um anel comutativo, com o polinémio nulo como elemento neutro da soma e o
polinémio 1 = 1x% + 0x! + ...+ 0x" + ... como elemento neutro do produto. Ade-
mais, identificando R com o subanel dos polindmios constantes (os polindmios de
grau zero mais o polindmio nulo), R resulta ser também um R-médulo (um espaco
vetorial se R for um corpo) e, finalmente, uma R-élgebra.

Observagdo 63. Atengdo: ndo devemos confundir polinémios com fungdes poli-
nomiais: todo polinémio em R[x] produz uma funcdo de R em R, substituindo
a € R na variavel e interpretando as operagdes formais de p(x) como operagdes
dentro de R aplicadas & expressdo p(a), onde a soma e o produto de R podem
ser executados. Todavia, dois polindmios podem dar origem a fungdes iguais sem
serem polindmios iguais. Por exemplo, se R = Z3, vemos que o polinémio x> —x +2
e o polinémio constante 2 coincidem como fungdes de R em R mas o primeiro tem
grau 3 e o segundo 0, portanto, eles diferem como elementos de R[x], ou seja, como
objetos algébricos. Para que dois polindmios p e g sejam iguais (como elementos
de R[x]) é necessario que p; = g; para todo 7 natural.

E facil verificar a seguinte

Proposic¢do 64. Se R é um dominio, entdo R[x] também é. Se k é um corpo, nio podemos
exigir que k[x] seja um corpo (os tinicos polindmios invertiveis sdo as constantes ndo nulas)
mas em compensagdo serd um tipo de dominio com propriedades muito importantes das
quais falaremos em breve: um dominio euclidiano.

Lembremos também as seguintes propriedades sobre o grau:

Proposi¢do 65. Se Réumanelep, q € R[x], temos que deg(p+q) < max{degp,degq}
e deg(pg) < degp + degq. Ademais, se R for um dominio, teremos que deg(pq) =
degp + degq e o coeficiente lider de pq é o produto dos coeficientes lideres de p e q.

Polindmios f, g em uma varidvel com coeficientes sobre um corpo podem ser
divididos um com o outro. O procedimento é idéntico aos polindmios reais: se
d = deg f < degg = e, em cada passo da divisdo de g por f pode-se diminuir
o grau produzindo, no divisor, um mondémio do grau adequado com coeficiente

8Toda vez que a expressdo de sua estrutura interna, em termos da varidvel e dos coeficientes, for
explicitada, somente o chamaremos de p(x)
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igual a divisao dos coeficientes lideres, ou seja, %x“ ~4, até obter um resto de grau

R -1 .
menor de deg f. Aqui ﬁ significa g. f4~~, que faz sentido porque estamos em um
corpo e f; # 0 e portanto é invertivel. Mais exatamente:

Proposigdo 66. Seja k um corpoe f,g € k[x], g # 0, entdo existem q,r € k[x], com
degr <deggef=qg+r

Demonstragio. Se d = deg f < degg = e, tome g = 0 e r = f. Diferentemente,
temos d = deg f > deg g =e. Sed =0, também ¢ = 0 e podemos tomar g = f/g e
r = 0, sendo como na observacdo anterior, basta definir g1(x) := %xe_d e observe,
como na discussdo anterior, que o grau de 11 := f — g1g é estritamente menor de
d. Entdo, procedendo por inducdo sobre d, se degr; continua sendo maior ou
igual a e, temos r1 = o9 + 12, deg 1y < ¢, chegando a f = (g1 + g2)g + r2, com as
propriedades desejadas. ]

Lembremos que um dominio Euclidiano é um dominio onde vale o algoritmo
de divisdo de Euclides. Mais especificamente, um anel S se diz Euclidiano se é um
dominio e existe uma "fungdo-grau” 6 : S\{0} — Ny tal que se f € S, g € S\{0},
Jg,r €S, taisque f =gg+rer =00ud(r) < 6(g). Provamos que se k é um corpo,
entdo k[x] é Euclidiano, tomando 6 como a func¢do deg. Temos também os seguintes
fatos da dlgebra: dominios euclidianos sdo dominios a ideais principais e dominios
a ideais principais sdo dominios de fatoragdo tinica. A primeira afirmacédo sobre
um ideal I de um dominio euclidiano se prova observando que qualquer elemento
ndo nulo g de I que atinja o valor minimo de 0 sobre I precisa gerar I: ao supor
o contrario, tente deduzir uma contradi¢do! O fato que dominios euclidianos sdo
dominios a fatoragéo tinica ndo é imediato, dada a definigdo de dominio euclidiano
que adotamos (a mais geral). Contudo, é bem mais simples provar a fatoragdo tinica
para anéis de polindmios com coeficientes em um corpo, que é a tinica coisa que
precisaremos no curso de algebra linear. Os seguintes fatos sdo relevantes:

Proposi¢do 67. Sep € R[x]ea € R, p(a) = 0 se e somente se p é miiltiplo do polindmio
x —a em R[x]. Neste caso se dird que a é uma raiz de p.

Demonstragido. Obviamente, se p(x) = q(x)(x — a), teremos que p(a) = 0. Viceversa
p(x) = p(x) = pa) + p(a) = Y(pi(x’ — a’)) + p(a) e todos os termos do primeiro
membro sdo multiplos por (x-a), e por isto, se p(a) = 0, p é multiplo de (x —a). O

Note que a interpretagdo dos polindmios como fungdes e a possibilidade de
avaliar eles em um valor de R, para todo a € R fornece um homomorfismo de anéis
ev, : R[x] = R, chamado avaliagdo em a, dado por ev,(f) := f(a). Pela proposicdo
anterior, seu ntcleo é o ideal gerado pelo polindmio (x — a)

Defini¢do 68. Em um anel comutativo qualquer R, paraa,b € R, faz sentido dizer
que "a divide b", denotado a|b, quando existe ¢ € R, b = ac. Unidades dividem
qualquer elemento e qualquer elemento divide o zero. Tomem cuidado para ndo
confundir "dividir o zero" no sentido formal (a | 0) com "ser um divisor de zero" na
defini¢do convencional que foi dada na teoria de anéis (ou seja, ser um elemento
ndo regular). Em um dominio, se a|b e b|a, entdo a e b se dizem "associados": eles se
obtém um do outro pela multiplicagdo por uma unidade. Todo polinémio em k[x]
é associado a um tinico polinomio ménico. Em um dominio a ideais principais
podemos definir o que é um méaximo divisor comum de um conjunto finito de
elementos fi, ... f,: como todoideal é principal, oideal(fi, ... f,)das combinag¢des
lineares dos fi, ... f, serd igual ao ideal (d) gerado por um sé elemento d, que sera
dito "um" méximo comum divisor de fi, ... fy. E crucial a observacao que, desta
forma, d é ele mesmo uma combinacdo linear dos f; com coeficientes no anel. Note
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que um tal d precisa dividir todo f; e que se outro d’ divide todos eles, entao d’
precisa dividir toda sua combinagdo linear, portanto também d, concluindo que d
é maximo divisor comum no sentido cldssico, com respeito a ordem parcial dada
pela divisibilidade. Podemos provar que méaximos divisores comuns distintos
do mesmo conjunto de polindmios devem ser associados. Em k[x], adotando a
convengdo que d seja monico, posso chegar a uma defini¢do convencional de "o
maximo divisor comum de um conjunto de polinémios". Em geral, um maximo
divisor comum existe sempre nos dominios a ideais principais e é combinagdo
linear dos elementos; se 1 é um maximo comum divisor de elementos a1, ..., a,
escreveremos simplesmente (ay, ..., a,) = 1.

Defini¢do 69. Se f = Y fix' € k[x] e a € k, a multiplicidade de a como raiz de f,
tir(a) é o maior natural n tal que (x —a)" divide f. Obviamente, 2 é uma raiz de f
se e somente se tif(a) > 1. Se ug(a) = 1, a se diz raiz simples de f, se us(a) > 1,
a se diz raiz multipla de f e neste caso a serd raiz também da "derivada formal de
f", definida como o polinémio f’(x) := i fix'~1.

Defini¢do 70. Um elemento 4 de um dominio R se diz irredutivel se a ndo é
invertivel e se, toda vez que podemos escrever a = bc em R, temos que ou b ou ¢
deve ser invertivel (e/ou, analogamente, ou ¢ ou b deve ser associado a a).

Proposic¢do 71. Em um dominio a ideais principais, se a|bc e (a,b) = 1, entdo a|c. Em
particular, se um elemento irredutivel divide um produto de n fatores, entdo ele divide um
dos fatores.

Demonstragdo. Escrevendo 1 = sa +tb, é facil ver que ¢ = sac + t(bc) é um multiplo
de a. Se a é irredutivel, a condicdo (a,b) = 1 é equivalente a "2 ndo divide b",
fornecendo a segunda parte do enunciado para n = 2. O caso geral segue por
inducgéo. |

A observacdo seguinte vale em um dominio euclidiano qualquer, ap6s provar
que a fung¢do 0 pode ser escolhida de modo a preservar a ordem parcial dada pela
divisibilidade (que é um pouco laborioso). Provamos ela apenas em k[x], que é o
que serve para nosso proposito.

Proposic¢do 72. Todo polindmio f € k[x] ndo constante é divistvel por algum polindmio
irredutivel p1, ou seja f = p1f.

Demonstragio. Sejan = deg f. Oleitor pode observar que, como todas as constantes
ndo nulas sdo invertiveis em um corpo, polinémios de grau 1 sdo necessariamente
irredutiveis. Observe que f ndo é invertivel, pois n > 0 por hipétese. Se f é
irredutivel, terminamos, pegando p1 := f, sendo posso escrever f como produto
de dois polindmios g e h, nenhum dos dois sendo invertivel (e portanto nenhum
dos dois sendo constante). Observo que deg g < n e repito o raciocinio com g,
sabendo que precisa parar quando o grau alcanca 1. Ou, simplesmente, uso uma
hipétese de indugéo sobre g. ]

E usando repetidamente o método anterior que posso transformar f € k[x]
em um produto finito de polinémios irredutiveis, e provar a existéncia de uma
fatoracao irredutivel, trabalhando indutivamente sobre # e usando a fatoragéo de
f. Para unicidade da fatoragio, a menos de troca de fatores, devemos exigir que
os fatores irredutiveis sejam monicos e admitir a multiplicagdo por uma constante,
que corresponde necessariamente ao coeficiente lider f, de f. Se f=f,p"-...-.p;" =
fnql1 et qfs, com os p; e q; irredutiveis monicos, posso usar a segunda afirmagao
de Proposicdo 71 aplicada a qualquer um dos p; para provar que ele deve dividir
um dos g; e portanto ser igual a este, pois ambos sdo irredutiveis monicos. Assim,



22 MARCO BARONE

os conjuntos {p1,...,prre{q1,...,9s} coincidem e portanto r = s. Ademais, tendo
pi = qj, se fosse a; # B, por exemplo a; < 8, ao dividirmos as duas expressdes
para f por p:’ eu teria igualdade entre uma expressdo nao divisivel por p; e uma
divisivel por p;, uma contradigéo.

Provamos a fatoragdo tnica dos elementos de k[x] em polindmios irredutiveis.
Todavia, para corpos esepcificos, existe uma estrutura especial para a fatoragao,
devido a estrutura especial dos elementos irredutiveis. J4 vimos que polindmios de
grau 1sdoirredutiveis. Sek = R, é sabido que polindmios irredutiveis tém grau 1 ou
grau 2, com discriminante negativo. Se k = C, pelo contrério, os tinicos polinémios
irredutiveis tém grau 1. Esta é outra maneira de enunciar o teorema fundamental da
algebra. Um Equivalentemente, todo polinémio complexo tem uma raiz complexa.
Equivalentemente, todo polinémio complexo tem uma expressao

k
fe) =c| Jx—an
i=1
onde c é o coeficiente lider de f e a; sdo suas raizes, com multiplicidade ;. Antes
de encerrar a subsessdo, torna-se necessario explicitar uma consequéncia deste
fato, que nos tornara ttil no desenvolvimento da teoria de Jordan:

Proposi¢do 73. Se f = ¢ Hle(x —a;)% é um polindmio sobre um corpo algebricamente
fechado, entdo os polindmios f; = f/(x — a;)% sdo coprimos e portanto o polindmio 1, seu
mdximo divisor comum, é combinagdo linear deles.

4. LEMBRETES SOBRE MATRIZES E DETERMINANTES

Apesar de termos colocado um corte preciso, a préxima secdo (que investiga
objetos da 4lgebra linear) se abre com o uso de ferramentas relacionadas com
os resultados da tltima subsegao, e estabelece um elo entre a teoria de anéis de
polindmios e a teoria de matrizes. Matrizes formam k-dlgebras e merecem ser
tratadas com ferramentas algébricas gerais e sofisticadas, j4 que estdo disponiveis.

4.1. Polinémios minimos de matrizes. Vamos introduzir o conceito de polindmio
minimo de uma matriz sobre seu corpo de coeficientes. Este polindmio est4 relaci-
onado com o polindmio caracteristico, no sentido que divide ele e coincide com ele
quando a matriz é diagonalizdvel, mas estes resultados requerem uma pequena
digressdo na algebra abstrata.

Proposicdo 74. Se S1 C S, é uma inclusio de anéis comutativos e | é um ideal de Sy,
entdo ] NSy é um ideal de S1. Note que a afirmagio é vilida também se Sy ndo é comutativo
e | é um ideal esquerdo.

Demonstragdo. A interse¢do de conjuntos fechados pela soma é fechado pela soma
também. Ser € Sy ex € S1 N J, rx pertence a Sy pela sua propriedade de subanel
e a ], pela sua propriedade de ideal. o

Defini¢do 75. Seja R1 € R, uma inclusdo de anéis comutativos. Se S; = R;[x], para
i = 1,2, teremos uma inclusdo S; C Sy. Seja a um elemento R,. Todo elemento de
S1 pertence a S, e como tal, pode ser avaliado em a e o ntcleo da restri¢do a S1 do
homomorfismo de avaliagdo em 4, ev,|s, : S| — Ry é exatamente a intersecao de
S1 com o ntcleo de ev, e, portanto, um ideal de S1. Se Ry = k é um corpo, S1 tem
ideais principais e posso encontrar um gerador do ideal mencionado. Se tal ideal
néo for nulo, o elemento a seré dito algébrico sobre R; e o gerador ménico m(a)
(ou my ) do ideal mencionado, serd chamado "polin6mio minimo de a sobre k".
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Vamos agora considerar um exemplo de algebra, que provém da dlgebra linear.
Uma matriz m X n, a coeficientes em um anel comutativo R, pode ser expressada
como uma tabela retangular de elementos de R,

a1 - A1
(aij) =
Am1 - Amn

Mais formalmente, trata-se de uma funcdo do produto m X n a R que manda
o par (i,j) em a;;. O conjunto My, ,(R) das matrizes m X n sobre um corpo k
é certamente um R-médulo (e, se R = k for um corpo, um k-espago vetorial),
com a soma de matrizes como soma interna e o produto de um escalar por uma
matriz, A(a; ;) := (Aa; ;) como produto por escalares. Ademais, a multiplicagdo
entre matrizes, como definida no curso bésico de dlgebra linear, é uma operacgdo
associativa, ou seja (AB)C = A(BC), todas as vezes que as matrizes A,B e C
tém tamanhos compativeis para serem multiplicadas. As matrizes identidades
I,, do tamanho oportuno, também atuam como elemento neutro do produto de
matrizes. Portanto o conjunto S = M, ,(R) das matrizes quadradas n X n sobre um
anel comutativo, onde o produto de matrizes é uma operacao interna, serd um anel
(ndo comutativo) e portanto uma R-algebra ndo comutativa. Podemos considerar
o anel ndo comutativo S[x] = (M, ,(k))[x] dos polinémios a coeficientes em S,
que também resultard uma R-dlgebra nao comutativa, sua ndo comutatividade
provindo do préprio produto em S. Provamos que, para anéis comutativos, a
avaliagdo dos polindmios em um elemento fixado produz um homomorfismo de
S[x] em S. Este fato ndo é mais verdadeiro se S ndo é comutativo, uma vez que,
enquanto no produto de polinémios abstratos assumimos que todos os coeficientes
comutam com a varidvel, recolhendo aqueles a esquerda desta, na avaliacdo efetiva
em S tal comutatividade com a matriz que substitui o simbolo x ndo procede
mais. Apesar disto, podemos provar o seguinte fato (por simplicidade, vamos nos
restringir ao caso em que k = R é um corpo):

Proposi¢do 76. Seja k um corpo, A um elemento fixado de S = M, , (k) e considere
o subconjunto ¥ de S[x] formado pela expressoes {p(A)|p € R[x]}. Entdo X é uma
subdlgebra comutativa de S, que coincide com a imagem do homomorfismo que se obtém
restringindo a k[x] a fungdo (que ndo é homomorfismo!) evy : S[x] — S.

Demonstragdo. E claro que L é fechado pela soma, pelo produto, e e pelo produto
por escalares, uma vez que k[x] é, e que os elementos neutros das operacgdes
provém dos polindmios constantes 0 e 1 calculados em A, e como tais pertencem
a L. Obviamente poténcias de A comutam: ATAT = AT = ATAT. Agora, como 0s
elementos de k comutam entre si e com A, o produto (¥, p;A))(3 q ]-Af ) serd uma
combinagdo dos Ai cujo k-ésimo coeficiente serd X.;, i piqj = Xiij=x Pjqi € tal
observacao da simetria prova a comutatividade em X.. Observe que a dimens&o de
S como k-espago vetorial é n? e portanto L terd dimensao finita. ]

Defini¢ido 77. Considerando o homomorfismo de anéis comutativos evy4 : k[x] —
Y. definido acima, e lembrando que k[x] é um dominio a ideais principais, o ideal

I := Ker(avaly)) deverd ser principal. Como L tem dimensdo finita < 7%, os

elementos A’, i € n2 + 1 devem ser linearmente dependentes, resultando em uma
combinagéo nao trivial p(A) = 3. p;A’ = 0, com p # 0. Portanto, [ = Ker(avalkx)
ndo é nulo, e o seu gerador monico se dird "o polindmio minimo de A em k" e serd
denotado por m4, my 4 ou mi(A).

Voltaremos a tratar do polindmio minimo de uma matriz, apés estabelecer
alguns resultados sobre determinantes.
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Observacio 78. Seja B = S~!AS uma matriz semelhantecom A € M,, ,(k)ep € k[x]
um polindmio. Entao

p(B) = > pi(STIAS) = 3" piSTIAIS = 57Ip(A)s

e em particular p(B) = 0 & p(A) = 0, que prova a coincidéncia dos polindmios
minimos de duas matrizes semelhantes sobre o mesmo corpo.

4.2. Determinantes. Lembraremos nesta unidade algumas propriedades bésicas
dos determinantes que se estudam nos cursos basicos de dlgebra linear. Lembrando
que S, é o grupo das permutagdes de n elementos, definimos o determinante de
uma matriz quadrada n X n sobre um anel R (utilizaremos de preferéncia anéis

comutativos) como:
det(A) = " (<18 | [ ag o)

0€S, ken

Em outras palavras podemos dizer que o determinante é uma soma, a menos de
sinais, de todos os possiveis produtos de n elementos obtidos pegando somente
um elemento de cada linha e um de cada coluna. Dito desta maneira alternativa,
se, em um termo fixado de tal soma, o elemento escolhido na linha k-ésima estd na
coluna o(k)-ésima, a fungdo ¢ precisa ser bijetora e o termo considerado é o termo
associado a permutagdo ¢ na linha acima. Lembremos a escritura de uma matriz
A m X n na notagdo que explicita seus vetores-linha ou seus vetores-coluna, como
em:
4

%)

A=(a;;)= =(c102 ... cy).

Cm

Em outros livros (mais avangados) verdo uma defini¢do de determinante mais so-
fisticada como "a tinica forma multilinear sobre as linhas e colunas, alternante, que
vale 1 na matriz identidade", que requer algumas defini¢des e alguns teoremas de
existéncia e unicidade. Tal defini¢do de um lado complica, de outro simplifica (su-
postamente) e interpreta conceitualmente as propriedades dos determinantes. Noés
preferimos a definigdo cléssica e a demonstragdo manual dos teoremas, que ajudara
a ganhar disciplina no uso das somatdrias e familiaridade com as permutagoes.

Proposicdo 79. Utilizando a notagdo anterior e lembrando que no nosso contexto, m = n,
é ficil mostrar os sequintes fatos para matrizes sobre um anel comutativo R:

a) O determinante é uma fungdo n-linear sobre as linhas e sobre as colunas, isto é,
para qualquer indice i ou j:

{1 1 {1
det| A€ + yt’; = Adet| ¢ |+ udet é’; , e
. . .

det(cy ... [)\Cj+yc}] ...cy)=Adet(cy ... cj...cp)+ udet(cy ... e Cn)

b) O determinante de uma matriz com uma linha nula ou uma coluna nula é zero

c) Trocando duas linhas, o determinante muda de sinal (este procedimento é definido
como um tipo de operagdo elementar e esta propriedade do determinante se chama
alternincia)

d) O determinante de uma matriz com duas linhas iguais ou com duas colunas iguais
é zero (esta propriedade é equivalente a alterndncia em caracteristica diferente de 2)
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e) O determinante resulta multiplicado por uma constante c se substituo uma linha
(ou coluna) pela sua multiplicagdo por c (este procedimento é definido como um
tipo de operagdo elementar)

f) O determinante ndo muda se acrescento a uma linha (ou coluna) um miiltiplo de
outra (este procedimento é definido como um tipo de operagio elementar)

Q) O determinante da matriz identidade é 1

h) Se AT = (aiT,j) é a matriz transposta de A, afj =a;;, entdo det AT = det A.

Demonstragio. Para a)basta colocar em evidéncia os escalares na expressao seguinte
do determinante do lado esquerdo da igualdade almejada:

Z (-8 (Aag o (k) + Hay ) 1_[ Ak, o(k)-

0€S, k#i

e no caso das colunas se faz o mesmo com

Z(—l)Sig(g)(/\ﬂk,o(k)+[Jﬂ;'<,g(k)) 1_[ Ak, o(k)-

€S, o(k)#j

b) se obtém de a) pondo A, u = 0 e matrices com qualquer escolha da linha i-ésima
(ou coluna j-ésima) e as restantes linhas (ou colunas) iguais a da matriz dada.
Para c), se a transposi¢do T = (i j) troca os indices das linhas que sdo trocadas ao

’ ’ — . /7 —_ . .
passar de A para A’, de modo que i =ajsea; =ais teremos:

detA” = Z (-7 at l_[ f,o(k) = Z (=1)¥8a; 5oy 020 l_[ k5 (k)

€S, k#i,j 9€S, k#i,j

e, observando que ¢ = ot descreve S, a medida que ¢ o descreve, e também que
sig(g)=—sig(o), a expressao final pode ser reescrita como

> (-1 (1O [ [ ag g = — det A,

PES), ken

O argumento para colunas é analogo.

d) segue do fato que, se A tem duas linhas iguais, trocando estas linhas obtenho
novamente A, mas o item anterior mostrou que det A = —det A, que, em caracteris-
tica diferente de 2, d4d det A = 0. Em caracteristica 2 temos que usar um argumento
parecido com a prova de c) para dividir as permuta¢des em dois conjuntos cujos
termos associados se cancelam (o leitor pode tentar e, se ndo conseguir sozinho,
imitar a segunda demonstra¢do do teorema de Binet que serd dada mais adiante).
De fato d) pode ser usado para provar ¢, mediante a aplicagao da linearidade por
linhas (ou colunas) do determinante da matriz que substitui, a ambas as linhas (ou
colunas) a serem trocadas, a soma delas.

e) é um caso especial de a), onde na segunda matriz a linha (coluna) a somar é
posta como nula

f) € um caso de a), onde a segunda matriz tem duas linhas iguaise A =1

g) é 6bvio

h) Na defini¢do de determinante podemos substituir ay 4) com a4k) x, que pode-
mos trocar pelo termo genérico 4, ;-1(¢), sendo que as o sdo bijetoras, mostrando
que isto ndo altera o valor da expressdo total, pois a medida que o descreve S,,
07! também o descreve. Isto mostra o papel simétrico das linhas e colunas na
defini¢do de determinante e o resultado segue imediatamente. Este item poderia
ser usado formalmente para obter uma prova das versdes "por colunas" de todos
os enunciados anteriores partindo de suas versdes "por linhas". O

O préximo resultado, muito notério, é conhecido como teorema de Binet. Da-
remo dele duas provas.
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Teorema 80. Seja R um anel e A, B € Myxu(R). Entio det(AB) = det(A) det(B).

Demonstragdo. (PRIMEIRA DEMONSTRACAO) Podemos proceder por indugao
inversa sobre o numero k das colunas de B que sdo vetores da base canénica (que
podemos supor todas distintas, sendo B e AB tém duas colunas iguais e o teorema
vale trivialmente) Para k = n, B é uma matriz de permutacdo, associada a ¢, ou
seja b;j = 0j (i) € AB serd uma permutacao segundo ¢ das linhas de A, portanto,
aplicando c) repetidamente, A e AB tém o0 mesmo determinante a menos do sinal
sig(o) = det B e o teorema vale. Agora, se a j-ésima coluna de B néo for um vetor da
base candnica, por linearidade por colunas, o determinante det(AB) é combinag&o
linear (com elementos de B, by, j, sendo os coeficientes) das matrices obtidas de AB
substituindo sua j-ésima coluna pela k-ésima coluna de A, ou seja, os produtos
AB’, onde B’ é obtida substituindo sua j-ésima coluna pelo k-ésimo vetor canénico.
E imediato ver, neste momento, que a afirmagdo segue por indugdo. O

Vamos dar agora uma prova mais direta.

Demonstracdo. (SEGUNDA DEMONSTRACAOQ) Ponha A = (ai,j), B = (b;,j). Nota-
mos que o produto
det(A)det(B) = ( )" (<18 [ [ aio)( D (<1¥@ [ b;6(7)
0€S, ien PES, jen
pode ser reescrito como
D DL 1O aiew [ [ bien)
0€S, PES, ien jen

cujo termo genérico é um produto que ndo depende de nenhuma relacédo entre i
e j enquanto eles variam e descrevem todo n. Em outras palavras podemos por,
para escrever um produto s6, j = o(i), e deixar j (ou, equivalentemente, i), variar
em 7. Poderfamos ter posto j = i ou usado qualquer outra permutagdo, mas a
escolha o é a que vai ajudar na demonstragdo. Finalmente, dado que para cada o
fixado, a fungado s : @ — P = @ o 0 é uma bijecdo de S, podemos deixar variar,
na segunda soma ¢ = ¢ o ¢ ao invés de ¢, obtendo dessa forma:

Z Z _15i8(®) nﬂi,o(i)bo(i),lp(i).

0€S, PES, ien

Agora, considerando C = AB = (c;,j), observamos que ¢;,j = Xje, i kb, €
portanto

detAB= ) —1W [ | > aibegiy= ), =1 > [ Ja;z0b5 40y

PeS, ien ken PeS, E:n—m ien

que por sua vez pode ser reescrito como:

DIl [

Kin—sn V€S ien

onde k esta variando entre todas as fung¢ées de 1 em si (possivelmente néo bijeto-
ras). Para concluir e restringir a soma a k = @ € S, portanto, basta mostrar que,
toda vez que k ndo é bijetora (ou, equivalentemente, injetora), sua controbuicdo

ao termo de direita é zero. Suponha que existam j, £ € n tais que k( j) = k(¢)
e seja T = (j{) a transposicdo que troca i e j. Composi¢do com 7 define uma
bijecdo entre as permutacdes par de S, e as impar, de modo que a somatéria
interna indicizada em S, = A, U (5,\A,) pode ser dividida em duas partes,
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e podemos comparar cada termo —1%8(%) [Tien ailz(i)b];(i) y(y para cada ¢ € A,
com o termo correspondente na segunda soma, associado a permutacdo impar
i o 1, ou seja, —(—158W) [T, 2, 1 VE G, v (a(sy) que afirmamos ser seu oposto, e
desta maneira todos os termos se cancelam. Com efeito, além do sinal negativo
inicial, para i # j,{, todos os fatores sdo iguais e, além deles, o primeiro pro-
duto exibe um fator aj,];(j)bﬁ(].), ()R l)bﬁ( 0),0(0) ENquanto o segunc.io possui um
fator a5 bk ko Pkw.ug) = i) Po,u0 ko i ey O S
fatores. O

0S mesmos

O proximo resultado é conhecido como "desenvolvimento por linhas ou por
colunas". Antes de enuncia-lo, precisamos definir os cofatores de uma matriz.
Precisamos introduzir, nesta altura, uma nota¢do mais breve para o determinante
de uma matriz A, ou seja:

|A] ;= detA

Definigdo 81. Se A = (a;,;) é uma matriz quadrada, seja Ai,j a matriz (n — 1) X
(n — 1) obtida cancelando de A a i-ésima linha e a j-ésima coluna. O "cofator"
ou "complemento algébrico" de a;,; € o escalar A; j := (—1)i+f|Ai,j|. Colocando na
i-ésima linha e j-ésima coluna o escalar (A); j := Ajj, se forma a chamada matriz

dos cofatores A, cuja tranposta, adj(A) é chamada matriz adjunta de A. A seguinte
férmula é conhecida como férmula ou expansdo de Laplace.

Proposicio 82. (EXPANSAO DO DETERMINANTE POR LINHAS/COLUNAS) Para
A € My, ,(R), para todo i fixado em n temos:

n

detA = Z ai,]-Ai,]'.

j=1

Da mesma forma, para todo j fixado em n, temos:
n
detA = Z ai,jA,-,j
i=1
Demonstragido. Vamos provar o enunciado para linhas:
Z (=1)%8a; 55 H Ak (k) = Z aj; Z (~1)si8) l—[ Ak o (k)

€S, ki jen  oli)=j ki

Podemos estabelecer uma bijecdo entre as permutacdes o de S;; que mandam i em
j e as permutagdes ¢ de S,-1, mandando ¢ na composi¢do ¢ assim obtida:

b
n=15n\{i} > n\(j} > n-1,
onde a e b sdo as (tinicas) bijegoes crescentes. O leitor pode verificar que (—1)8(%) =
(=1)"*1(~1)%8(®) e que se ¢ = boa e k = a(r), temos Ak ok = (Ai,]-)r,q,(r) e portanto a
expressao a direita da igualdade inicial se torna:

n

St 3 0 [ G

j=1 PESu1 ren=1
como desejado. m]

Proposicdo 83. Para toda matriz quadrada A sobre um anel, A - adj(A) = adj(a) - A =
detA-1,. Consequentemente A é invertivel se e somente se det A # 0 e sua inversa é dada

por s2radj(A).
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Demonstragdo. Provamos que detA = Z,Zzl a; kA k. Porém, se i # j, a expressdo
k=1 ikAjx € nula, por ser a expansdo, segundo a linha j-ésima, da matriz obtida
de A copiando a linha i-ésima no lugar da j-ésima, ou sejam de uma matriz com
duas linhas iguais. Portanto, se A - adj(A) = (b;,;), temos que:

b = Z aix(adj(A),; = Z a;xAjx = 0;jdet(A),
como era desejado. A outra igualdade se obtém usando expansdes por coluna, e
é deixada como exercicio. Para a segunda parte da proposicdo, se A é invertivel,
entdo AA 1 =1, ¢ pelo teorema de Binet det A detA™! = 1, tornando impossivel
det A = 0. Viceversa se det A # 0 temos A[deltAadj(A)] = [deltAadj(A)]A =1,. O

4.3. O teorema de Hamilton-Cayley. Antes de comegar esta se¢do é oportuno
observar que a multiplicacdo de matrizes quadradas sobre um anel R pode ser
definida mesmo quando R ndo é comutativo e resulta, mesmo assim, associativa.
No caso que R = M, ,(k), onde k é um corpo, consideremos uma matriz A € R e
seja L a subélgebra de R formada pelos polindmios em A com coeficientes em k. Ja
provamos que L é comutativo, contém A como elemento e k como sub-corpo (po-
lindmios constantes correspondendo a matrizes escalares). X é uma k-subdlgebra
comutativa (de matrizes) da k-adlgebra ndo comutativa (de matrizes) R. Agora,
posso construir o anel S, = M, ,(R) que portanto contém S; = Mn, n(X) como
subanel. Se trata de considerar "matrizes de matrizes". O produto é associativo
em S, porém as ferramentas tedricas desenvolvidas até agora somente podem ser
usadas para matrizes sobre anéis comutativos e portanto ndo em S, mas sim em
S1. Em particular, se B € S; é verdade que adj(B)B = detB, onde det B serd um
elemento de X.

Teorema 84. (Teorema de Hamilton-Cayley) O polindmio minimo de uma matriz quadrada
com coeficientes em um corpo divide seu polindmio caracteristico.

Demonstragio. Utilizaremos as notagdes definidas acima. Seja A = (a;,j) € My, (k)
e seja pa(x) = det(A —x1,) € k[x] seu polindmio caracteristico. Como o polindmio
minimo m = m, gera o nucleo da avaliacdo em A, a afirmacdo m,|p, é equivalente
a dizer que pa(A) = 0 em X. Sejam S; e S; definidos como acima e note que seus
elementos sao matrizes de matrizes, podendo conter em cada posi¢do matrizes,
assim como escalares, identificados com matrizes escalares. Considere o seguinte
elemento de Sq:

a1 —A ai ai,y,
a1 ayp—A - azn
B = .
an,1 cee pn—A

Temos que p,(A) = detBT = detB. Por outro lado, como S; é uma algebra de
matrizes sobre o anel comutativo L, temos também det B1,, = adj(B) - B em S;. Se
trata de provar que tal matriz é nula. Esta matriz é um elemento de S; e portanto
de Sy = M, »(R) e estabelece uma transformacéao lineares sobre os vetores de R".
Considere a base de R formada pelas matrizes E; j, onde Ei, j tem 1 na posigao (i, j)
e zero nas outras. Podemos pensar E; j também como matriz cuja j-ésima coluna
€ o vetor candnico e; e as outras sdo nulas. Vamos formar os vetores-coluna v; de
R" da seguinte forma:

Ei; ((0)...(0)(e1)(0) ... (0))
Ez,; ((0)...(0)(e2)(0) ... (0))

’(]j: . =

En, ((0).-(0) (ex) (0) ... (0))
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0
0 0

onde os vetores em parénteses (0) =| : [eos(e;) =| 1 |devem ser pensados
0 0
0

como colocados por colunas para formar as matrizes E; ;. Podemos calcular, agora,
que pelo jeito que foram construidas essas matrizes, para todo j € n teremos
Bv; = 0 e portanto det(B)1,v; = adj(B)Bv; = 0 onde det(B)1, é uma matriz
"escalar"de matrizes em S; € Sy, ou seja:

detB 0 0
0 detB - 0
detB1, =
: . 0
0 detB

Mas o leitor pode observar que det Bv; é um vetor, por umladonulo, por outrolado,
formado de matrizes cujas colunas sdo as préprias colunas de det B, resultando em
det B = 0 e portanto pa(A) =0 ]
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