Capitulo 22

Classificacao de equacoes
diferenciais

Uma equagdo diferencial é um vinculo que relaciona o valor de uma funcao
com suas derivadas. Seja y : R — R uma funcio de uma variavel x, cujo valor é
denotado por y(x). O valor da derivada pode ser denotado de diversas maneiras,
sendo as mais comuns %, y'(x) e y(x) (esta dltima normalmente é utilizada quando
a variavel representa o tempo e é denotada por 7).

Funcdes de uma tnica varidvel ndo possuem distincdo entre derivada total e
derivada parcial, possuindo apenas derivadas ordindrias. Equacgdes diferenciais
que envolvem apenas funcdes de uma unica varidvel sdo chamadas de equacgdes
diferenciais ordindrias. A equagao

arctanh (y"”'(x)) - cos ()" (x)) +2 (y’()c))2 +1log (y(x))+x*> =0 (22.1)

€ uma equacdo diferencial ordindrias. Dizemos que esta equacgao € de terceira or-
dem porque envolve derivadas de até terceira ordem da funcdo y. Uma equacdo
diferencial ordindria de ordem n € portanto um vinculo que depende de y(x) e de
suas n primeiras derivadas, sendo que a n-ésima derivada deve aparecer explicita-
mente na equagdo, como na definicao de polindmio de grau n.

Exemplo 22.1 (Segunda lei de Newton).
A segunda lei de Newton unidimensional

d*x dx
— =F|t,x(t),— 22.2
" ( (2), dt) (222)

¢ uma equacdo diferencial ordindria de segunda ordem.

Em analogia a definicdo de sistemas de equagdes lineares, dizemos que uma
equagdo diferencial ordindria é linear se o vinculo que relaciona o valor y(x) e



910 Classificacido de equacoes diferenciais

suas derivadas for uma fung@o linear das varidveis y, y/, ..., y(”). O vinculo nao
precisa ser linear na varidvel x. Entdo uma equacao do tipo

an(X)y™ () 4+ a1 ()Y () + -+ a1 (0)y () + a0 (x)y(x) = b(x) (22.3)

ou apenas
Ejak 0 (x) = b(x) (22.4)

é uma equacdo diferencial ordindria linear de ordem n.

Exemplo 22.2 (Oscilador harmdnico).
A equacdo do oscilador harmonico simples, obtida através da segunda lei de
Newton e da lei de Hooke,
2x

€ uma equacao diferencial ordinéria linear de segunda ordem, enquanto a equacio
do péndulo simples

2
d2

¢ uma equacdo diferencial ordindria ndo-linear de segunda ordem.

+gsen(0(¢)) =0 (22.6)

Também em analogia aos sistemas lineares, se a fung¢do b(x) que aparece na
equacgdo (22.4) for identicamente nula, dizemos que a equagdo diferencial é ho-
mogénea. Se b(x) # 0 em algum ponto do dominio, a equagdo diferencial é ndo-
homogénea.

Exemplo 22.3 (Circuito RLC).
A equagdo diferencial
d’q dg

L——I—R

1
o TR el =V(), (22.7)

que descreve a carga acumulada em um capacitor de um circuito RLC sob uma
tensdo V (¢), é uma equagdo diferencial ordindria linear de segunda ordem néo-
homogénea.

Se os coeficientes ay(x) que aparecem na equag@o (22.4) sdo constantes, clas-
sificamos a equagdo diferencial como com coeficientes constantes, como no osci-
lador harmonico simples ou no circuito RLC. Se os coeficientes ay(x) variam de
acordo com o valor de x, a equacdo diferencial € dita com coeficientes varidveis.
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Exemplo 22.4 (EDO com coeficientes variaveis).

A equagdo de Euler
ax?y" (x) + bxy' (x) + cy(x) =0, (22.8)
a equacdo de Airy
Y'(x) =xy(x) =0, (22.9)

a equacdo de Legendre

(1—x2)y"(x) = 2xy' (x) +1(I1+ 1)y(x) =0, (22.10)
a equacdo de Hermite

¥ (x) = 2xy'(x) +2Ay(x) =0 (22.11)
e a equacdo de Bessel

X2y (%) +xy' (x) + (¥ = vHy(x) =0 (22.12)

sdo exemplos de equacdes diferenciais ordindrias lineares homogéneas de segunda
ordem com coeficientes varidveis.

Funcdes de uma tnica varidvel sdo idealizagdes nem sempre validas. Em geral
os fendmenos que queremos modelar depende de diversas varidveis independen-
tes. Seja u uma fungdo de N varidveis com valor u(xy,x2,...,xy). A variagdo de
u em relacdo a varidvel x; pode ser expressa pela derivada total % ou pela deri-

vada parcial %_ Com a regra da cadeia podemos expressar a derivada total em
termos das derivadas parciais, entdo equacdes diferenciais que envolvem fungdes
de varias varidveis podem ser escritas em termos das derivadas parciais apenas.
Por este motivo chamamos estas equacdes de equacdes diferenciais parciais.

Exemplo 22.5 (Equacdes diferenciais parciais).
A equagdo da optica geométrica

2 2 2
<?9_Z> + (%) + (%) =1 (22.13)
ou apenas

2
-1 (22.14)

—

Vu

€ uma equacao diferencial parcial de primeira ordem nao-linear e ndo-homogénea
de primeira ordem.
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O caso mais geral de uma equacdo diferencial parcial linear de segunda ordem
de uma funcdo de duas varidveis u(x,y) é

0%u 2y 2u du Ju
a(x,y)@ +b(x,y)$ay +C(x,y)afy2 +d(x,y)$ +e(x7y)$ +f(x,y)ulx,y) = g(x,y)
(22.15)

Esta equacdo é homogénea se g(x,y) = 0 e ndo-homogénea se g(x,y) # 0. Se pelo
menos um coeficiente a, b, ¢, d, e ou f variar de acordo com x ou y, dizemos que
a equacdo € com coeficientes varidveis. Se todos estes coeficientes forem cons-
tantes dizemos que a equacdo diferencial é com coeficientes constantes. Existem
diversas equagdes diferenciais parciais de interesse na fisica e na engenharia.

Exemplo 22.6 (Equacio de Laplace).
A equagdo de Laplace

u  *u  u

2. _
VM—O ou W—I—B_yz+a_z2_

(22.16)

€ uma equacao diferencial parcial linear de segunda ordem homogénea com coe-
ficientes constantes e descreve o potencial eletrostatico ou gravitacional no vicuo.

Exemplo 22.7 (Equacao de Poisson).
Sob a presenca de matéria com densidade de carga p(x,y,z), o potencial ele-
trostético € descrito pela equacdo de Poisson

V2, — P : (22.17)
€0

que € uma versdo nao-homogénea da equacgdo de Laplace. O campo gravitacional
gerado por uma densidade de massa p(x,y,z) é descrito por

V2u = 4nGp (22.18)

e possui um sinal oposto porque a forca gravitacional € atrativa enquanto a forca
elétrica entre particulas com cargas positivas € repulsiva.

Exemplo 22.8 (Equacio de difusao).

A equagdo
ou
= _NV?’u=0 22.19
o5 u ( )

descreve a propagacdo do calor em um material com coeficiente de difusdo tér-
mica k. Este coeficiente pode ser constante ou pode depender da posicao.
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Exemplo 22.9 (Equacdo de onda).
A equacdo diferencial

1 9%u

v2 or2

descreve a propagacdo de uma onda com velocidade v.

—Vu=0 (22.20)

Exemplo 22.10 (Equacdo de Helmholtz).
A amplitude de onda num sistema independente do tempo pode ser reduzida a
equagao de Helmholtz

Viu+ku=0, (22.21)
onde k € o namero de onda.

Exemplo 22.11 (Equacdo do telégrafo).
A equagao diferencial

2 2
L ou_Ju a?—i—nu(x,t) ~0 (22.22)

N — + g—

2oz a2 o
€ uma generalizacdo da equacg@o de onda unidimensional que descreve a tensdo e
corrente em uma linha de transmissao.

Exemplo 22.12 (Equacgdo de Schrodinger).
A evolucdo temporal de um sistema quantico é descrito pela equacdo de Schro-
dinger
ou n?

h— = ——V2u+V 22.23
! ot 2m utvu, ( )

que € uma versdao complexa da equacao de difusdao com potencial V.

Exemplo 22.13 (Equagdes de Maxwell).
As equagdes diferenciais

VE = P (22.24)
€

= = aé

VxE = —— 2225
X o ( )
= = - aE

VxB = ,qu-l-,u()Eog (22.26)
V.B = 0 (22.27)

formam um sistema linear de equacdes diferenciais parciais de primeira ordem
chamado equacdes de Maxwell. Estas equagdes descrevem os fendmenos de ele-
tromagnetismo classico.
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Exemplo 22.14 (Equagdes de Euler).
As equacdes diferenciais

0 @' +(79) v) S (2228)

descreve o movimento de um fluido perfeito (imcompressivel e sem viscosidade)
sob efeito de uma pressdo p. Este sistema de equagdes diferenciais é nao linear

devido ao termo <\7 . %) V.
Exemplo 22.15 (Equac¢do da continuidade).

Devido ao principio de conservacdo de matéria, um fluido compressivel deve
satisfazer a equacao diferencial

P49 (o) =0. (2229)

No caso de um fluido imcompressivel esta equagao se reduz a V-v = 0.

Exemplo 22.16 (Equagdes de Navier-Stokes).
O movimento de um fluido imperfeito, ao considerarmos os efeitos da visco-
sidade e compressibilidade, satisfaz as equagdes diferenciais

0 @' +(79) v) = Vvt (14 4) 9 (V5) (2230)

também conhecidas como equagdes de Navier-Stokes.



Capitulo 23

Equacoes Diferenciais Ordinarias de
primeira ordem

23.1 Equacoes diferenciais lineares

A equagao diferencial mais simples possivel é

Y (x) =y(x) . (23.1)

E trivial verificar que y(x) = €* é uma solugio desta equagdo diferencial, assim
como y(x) = 2¢* ou de maneira mais geral, y(x) = Ce*, onde C é uma constante
arbitraria.

Existem infinitas solu¢des para a equagdo diferencial y'(x) = y(x) e podemos
notar que a curva descrita por cada valor de C nunca cruza uma outra curva defi-
nida por um valor diferente de C. Dado um ponto (xo,yo) € R? existe aparente-
mente apenas uma curva y = Ce* que intercepta este ponto.

O ponto (xgp,yo) é chamado de condicdo inicial. O problema de encontrar
a solug¢do de uma equacido diferencial ordindria que satisfaz uma certa condicio
inicial chama-se Problema de Valor Inicial.

Teorema 23.1. O problema de valor inicial

Y (x) =ay(x),  y(x0) =0 (23.2)
admite uma vnica solugcdo dada por

y(x) = yoe'70) (23.3)
Demonstragdo. Dividindo a equagdo diferencial por y(x) encontramos

Y _
y(x)

(23.4)
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que podemos escrever como uma derivada logaritmica

< (log(y(x))) = a. (23.5)

Calculando a integral indefinida encontramos

log(y(x)) = ax+C, (23.6)
ou seja,
y(x) = ePTC = 2. eC (23.7)

A constante arbitrdria C pode ser determinada pela condigao inicial y(xg) = yo.

y(x0) = €“0-e“ =y .. (23.8)

Isolamos o termo e€

eC = ype 0 (23.9)
e substituimos na equagdo (23.7)
y(x) = e*ype “0 = yoe“(x*XO) . (23.10)

Resta agora mostrar que esta solugdo € tnica. Seja entdo y(x) = g(x) uma solugio
qualquer deste problema de valor inicial. Queremos provar que g(x) deve ser igual
a solugdo encontrada na equacao (23.10).

Seja h(x) = g(x)e~ =) Queremos provar que h(x) = yo. Pela regra de
Leibniz, a derivada desta nova funcio é

W (x) = g’(x)e_“(x_x()) —I—g(x)e_“(x_x")(—a) , (23.11)
ou seja,
H (x) = ¢~@¥%) (¢'(x) —ag(x)) . (23.12)

Como g(x) é solugdo da equacdo diferencial y'(x) = ay(x), o termo entre parénte-
ses nesta tltima equagdo € nulo, isto é, &' (x) = 0 que implica h(x) = C, onde C é
uma constante que pode ser determinada pela condi¢ao inicial.

C = h(xo) = g(xp)e"™0 ™) = yq . (23.13)

Como h(x) = yg para todo valor de x, deduzimos que g(x) = ype®™ %), ou seja,
deve ser igual a solucdo ja deduzida.
OJ
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Complicando um pouco o problema de valor inicial, podemos “promover” o
termo a para uma fung@o de x e obter uma equacdo diferencial ordindria linear
homogénea de primeira ordem com coeficientes varidveis

Y (%) +Px)y(x) =0, y(x0) =0 (23.14)

Se yp = 0 a fungo nula y(x) = 0 é uma solugéo deste problema de valor inicial.
Suponha entdo um caso ndo trivial em que yg # 0. Neste caso a fun¢ao nula nio é
solugdo. Dividindo a equagéo diferencial por y(x) encontramos

=P = < [logl(x))] = —P(). (23.15)

Seja A(x) uma primitiva qualquer de P(x), que podemos escrever como

Ax) = / xP(t)dt (23.16)

onde o limite inferior de integracio faz o papel da constante arbitraria de integra-
¢do. Entdo

log(y(x)) = —A(x) = y(x)=e"V. (23.17)
Pela condicdo inicial y(xp) = yo podemos determinar o valor de a.

y(xo) = o Al0) — = [;OP()dr _ Yo - (23.18)

Nem sempre € possivel isolar o valor de a nesta equacio e escrever esta constante
em termos de xo e yo. Mas podemos escrever a solu¢do y(x) como

- fx‘o P(t)dt f;; P(t)dt

(23.19)

y(x) = o Ja P(t)dr _ = JR0P@)de— [ P(t)dr _ o SO P@r

=Yyoe

Resta agora saber se esta solu¢do é tnica. Seja g(x) uma solu¢do do mesmo
problema de valor inical. Portanto esta fungdo satisfaz g’(x) + P(x)g(x) =0 e
g(x0) = yo. Queremos provar que necessariamente

g(x) = yoe W PO oy g(x)ef;; e _ Y0 - (23.20)
Seja entdo
h(x) = glx)elo PO (23.21)
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A derivada desta funcdo é

1 (x) = g (x)elo "0 1 g(x)elo PO p() (23.22)
que pOdemOS escrever como

1 (x) = o PO [/ () + P(x)g(x)] - (23.23)

Como g € solucdo da equaciao diferencial em questio, o termo entre colchetes deve
ser sempre nulo, portanto /'(x) = 0 e h(x) = C, que determinamos pela condi¢do
inicial.

h(xo) = g(xo)elo P =y, (23.24)

Portanto a soluc¢io encontrada € tnica e esta demonstrado o seguinte teorema.

Teorema 23.2. Seja P(x) uma fung¢do continua em um intervalo real. O problema
de valor inicial

Y (%) +Px)y(x) =0, y(xo) =yo (23.25)

possui uma e apenas uma solugcdo dada por

X
y(x) =yoe ¥ | onde A(x) :/ P(t)dt . (23.26)
X0
A condi¢@o de que P deve ser continua é importante porque na deducio da
solucdo utilizamos o teorema fundamental do célculo.
Passamos agora para o caso mais geral de equagdes diferenciais ordindrias
lineares de primeira ordem, quando a equacdo ndo € mais homogénea. Seja o
problema de valor inicial

Y (@) +P)y(x) = Q(x) . y(x0) =0 (23.27)
Se Q(x) = 0 voltamos ao caso homogéneo jd resolvido. Se Q(x) # 0 ndo conse-
Y (x)

guimos mais isolar o termo 30 dividindo a equagdo diferencial por y(x), entdo
precisamos isolar o termo y(x) de outra maneira. O lado esquerdo da equag@o
diferencial lembra a regra de Leibniz

% (f(x)g(x) = f(x)g'(x) + f'(x)g(x) . (23.28)

mas falta uma fungao multiplicando y’(x) para escrever a equagdo diferencial desta
forma. Seja u(x) uma fun¢do ndo-nula. A solucio da equacdo diferencial original
deve ser também solu¢do da equagdo diferencial

u(x)y (x) +u(x) P(x)y(x) = u(x)Q(x) . (23.29)
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O lado esquerdo pode ser escrito como a derivada do produto u(x)y(x) desde que
U (x) = u(x)P(x), ou seja, se a fungdo u(x) for solugio da equacdo diferencial

H (x) = P(x)u(x) =0, (23.30)

que é uma equagdo diferencial ordindria linear homogénea de primeira ordem.
Entre as diversas solugdes desta equacdo diferencial, podemos escolher a mais
simples,

ux) =AY | onde A(x) = / P(t)dr . (23.31)
X0

Multiplicando a equacdo diferencial ndo homogénea por A temos

AWy (x) + AP P(x)y(x) = AW QO(x) (23.32)
que podemos escrever como

d

Z (AW — AW

() =0 (23.33)

que implica

AWy (x) = / XeA@Q(t)dt (23.34)

onde novamente o limite de integracdo inferior faz o papel da constante arbitraria
de integragdo. Isolando y(x) encontramos

y(x) = e AW / xeA(”Q(t)dt. (23.35)

A condicdo inicial determina o valor de a,

Y(xp) = e A / " A0 =y . (23.36)

Novamente ndo precisamos escrever a constante a em termos de xo € yp. Usamos
a propriedade de atividade da integral para escrever a solu¢éo y(x) como

y(x) = e AW [ / a SO0 dr + / xeA(’)Q(t)dt} : (23.37)

0

A primeira integral deve ser igual a yy. Portanto a solucdo do problema de valor
inicial em questdo é dada por

X
$(x) = yoe AL 4 ¢~AW) / A0Vt . (23.38)
X0
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Queremos agora saber se esta solucdo € a dnica solucdo possivel do problema de
valor inicial. Suponha que g(x) é também solugdo do mesmo problema de valor
inicial, isto €,

g'(x) +P(x)g(x) = Q(x) , glxo) =0 (23.39)

Seja h(x) = y(x) — g(x). Queremos provar que h(x) = 0 para todo valor de x. A
derivada desta funcéo € dada por

K (x) =Y (x) = &' (x) = [Q(x) = P(x)y(x)] - [Q(x) — P(x)g(x)] = P(x)(g(x) — h(x)) = —P(x)h(x)

(23.40)
que mostra que & deve ser solugdo da equacgao diferencial homogénea
W (x) +P(x)h(x) =0 (23.41)
com condic¢do inicial
h(xo) = y(x0) —g(x0) =y0—y0 =0 (23.42)

A solucgdo deste problema de valor inicial homogéneo ja sabemos que € tnica e
dada por h(x) = hoe A% =0, pois a condic@o inicial neste caso € nula e e AW
nunca diverge. Entdo a diferenca entre a solu¢éo encontrada y(x) e uma solugio
qualquer do problema de valor inicial ndo homogéneo é sempre nula, ou seja, a
solucdo € tinica como queriamos provar.

Teorema 23.3. Se P e Q sdo fungoes continuas em um intervalo I, existe uma e
apenas uma solucdo do problema de valor inicial

Y (x) +P(x)y(x) =0(x), y(xo) =0 (23.43)

no intervalo I dada por

y(x) = yoe A 4 ¢7AN / ANQdr (23.44)

X0

onde
Alx) = /XP(t)dt . (23.45)

Exemplo 23.1.
Seja o problema de valor inicial

' (x)+(1—x)y(x)=e*, y(1)=1. (23.46)
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Primeiro escrevemos a equacdo diferencial na forma y'(x) + P(x)y(x) = Q(x). Di-
vidindo a equacao por x temos

, 1 er
y(x)+ (; — 1) y(x)=—, (23.47)

X

ou seja, P(x) = % —leQx) = exﬁ Estas fun¢des ndo sdo continuas em x = 0,
portanto s6 podemos encontrar solu¢des nos intervalos (0, 4-c) ou (—eo,0). Como
a condigao inicial ocorre em xoy = 1, a solug¢do do problema de valor inicial € valida
no intervalo (0, o), ou seja, apenas para valores de x > 0.

Primeiro calculamos a fun¢do A(x), dada por

A(x):/xxP(t)dt:/lx (%—1) dt =log(x) — (x—1) . (23.48)

0

x—1
o AW — plogx)+x—1) _ 67 _ (23.49)

A proxima integral a ser calculada é

/ AW / te =D . dt—e/ ddt =e(e"—e). (23.50)
1

A solucdo do problema de valor inicial é dada entdo por

y(x) = yoe AW 4 7AW / Al

e

(ex —e) (23.51)
X
ex—l e~
—(e'—e).
X X
Exemplo 23.2 (Queda sob resisténcia do ar).
Uma particula de massa m cai devido a uma forga gravitacional F, = mg cons-
tante. Se a resisténcia do ar é proporcional a velocidade, temos uma forca dada

por F, = —bv, onde b é uma constante positiva indicando que a forca é contréria
ao movimento. A segunda lei de Newton implica
d
md—‘; — —bvimg. (23.52)

Se inicialmente a particula possui uma velocidade v, a velocidade deve ser solu-
¢do do problema de valor inicial

dv b
d—: + vt =g, Vi) ="o. (23.53)
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Neste caso

‘b b
:/ Pau="0—1, (23.54)
0 M m

u—t _mg (eﬁ(t*to) _ 1) .

/eA du—/t (1= ) gdu = T8 g (u=to)
b
fo

u=Iy b
(23.55)
A solucdo deste problema de valor inicial é dado entdo por
b m
V(1) = vge m710) 4o~ 2 (t—10) bg< m(t=to) _ 1)
= vge -0 1. 7 $(1-emnlmw) (23.56)

As solugdes desta equacgao diferencial possuem uma assintota horizontal.

lim v(r) = 28 . (23.57)

f—>o0 b

Esta velocidade limite é chamada de velocidade terminal, quando a resisténcia do
ar se equilibra com a forca da gravidade, mantendo a velocidade constante.
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23.2 Equacoes diferenciais nao-lineares

Muitos problemas, como o movimento de um péndulo com amplitude arbi-
traria, ndo podem ser modelados por equagdes diferenciais lineares. Infelizmente
ndo existe um método geral de solucdo de equacdes diferenciais ndo lineares.
Muitas solugdes sdo encontradas por tentativa e erro ou transformando a equacgao
diferencial original em outra equagdo diferencial cuja solugé@o é conhecida.

Exemplo 23.3.
Seja a equacdo diferencial
V() +—— =0 (23.58)
yex) '

As solucdes desta equacgdo diferenciais sao fungdes cuja derivada € proporcio-
nal ao inverso delas multiplicado por (—x). Fungdes do tipo f(x) = A/x possuem
a propriedade da derivada ser proporcional ao seu inverso. Para aparecer o —x pela
regra da cadeia, o argumento deve depender de —x*. Assim podemos verificar que
as fungoes

y(x) = £V a2 —x2 (23.59)

sao solugdes da equagdo diferencial dada. A condicao inicial determina o sinal da
solucdo e o valor de a.

Uma equagao diferencial ndo linear de primeira ordem pode ser escrita como
uma equacao implicita

F (y'(x),y(x),x) =0 (23.60)
ou, se pudermos isolar a varidvel y'(x), na forma implicita

Y (x) = f(x,y) . (23.61)

Equagdes lineares de primeira ordem sdo escritas com f(x,y) = Q(x) — yP(x).
Ja no exemplo 23.3 temos f(x,y) = —f. No caso linear com condicdo inicial
y(x0) = yo sabemos que a solugdo sempre existe e € Gnica. No caso ndo linear a
existéncia de solucdes ndo € garantida, nem a unicidade caso a solucdo exista.

Exemplo 23.4.
Seja o problema de valor inicial

(V(x)* =0y () +y(x) +1=0, y(0)=0. (23.62)
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Nao existe solucdo real deste problema de valor inicial, pois substituindo x =0 e
y(0) = 0 na equag@o diferencial temos

(/(0))>+1=0, (23.63)
o0 que é impossivel para uma fungao real.

Exemplo 23.5.
O problema de valor inicial

Y(x)=3(x)3, y0)=0 (23.64)

possui uma solugio trivial y(x) = 0 em todo x real e uma solugdo ndo nula y; (x) =
x> que satisfazem a mesma condic@o inicial.

Resumindo, dado um problema de valor inicial y'(x) = f(x,y) € y(xo) = yo néo
hd garantia de existéncia e unicidade de solug¢des sem especificar a fungado f(x,y).
Em alguns casos que veremos a seguir, existem algoritmos que encontram uma
solucdo.

23.2.1 Equacoes separaveis

Uma equagdo diferencial y'(x) = f(x,7) é chamada de equagdo diferencial
separdvel se a fungdo f(x,y) pode ser escrita como o produto de fun¢des de uma
tnica varidvel, isto é, se existirem fungdes b(x) e g(v) tal que

flx,y) =b(x)g(y) . (23.65)

Neste caso escrevemos a equagao diferencial como

Y (x) =b(x)g(y) - (23.66)

Se g(y) € uma fun¢@o identicamente nula a equacéo diferencial € linear com solu-
¢do simples. Caso contrdrio, seja a(y) = 1/¢(y). Multiplicando a equagdo diferen-
cial por a(y) temos

a(y(x))y' (x) = b(x) . (23.67)

As integrais indefinidas dos dois lados desta equacdo diferem entre si por uma
constante arbitraria.

/a(y(x))y’(x)dx:/b(x)dx+C. (23.68)
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No lado esquerdo desta equacgdo fazemos a mudancga de varidveis y = y(x), dy =
y' (x)dx, resultando sem

/ a(y)dy = / b(x)dx+C . (23.69)

Seja A(y) alguma primitiva de a(y) e seja também B(x) uma primitiva de b(x). A
equagao anterior pode ser escrita como

A(y) =B(x)+C, (23.70)

que € uma solucdo implicita da equacdo diferencial original. A condi¢ao inicial
y(x0) = yo determina o valor da constante C como

C=A(yo) —B(xo) . (23.71)
Se a fungéo A(y) for inversivel podemos escrever a soluc@o explicitamente como
y(x)=A"'[B(x)+(] . (23.72)

Exemplo 23.6.
Seja a equacdo diferencial

xy (x)+y=y*. (23.73)
Isolando y(x) encontramos

1

)
X

Y(x) = (*-) (23.74)

que é uma equacdo diferencial separdvel. Dividindo os dois lados por (y> —y)
temos

Yx) 1
Y-y x

(23.75)

Calculando a anti-derivada e ja fazendo a substitui¢do y = y(x) chegamos na rela-
¢do

d d
/ =2 - [Z4c, (23.76)
yo=y X

cujo célculo de primitivas resulta em

log|y — 1| —log|y| =log|x| +C . (23.77)
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Manipulando esta solu¢do encontramos

—1
‘y—‘ = |x]eC . (23.78)
Yy
O termo ¢© é uma constante positiva. Eliminando o médulo, podemos escrever
—1
Y 4xeC. (23.79)
y

Estas duas solugdes podem ser escritas de maneira mais simples definindo k& =
+¢C. Se k > 0 estamos considerando o caso que leva o sinal positivo na equagio
anterior e se k < 0 estamos considerando o sinal negativo. Escrevemos entdo a
solugdo implicita como
—1
Y (23.80)
Yy

e isolando a varidvel y encontramos uma solugéo explicita

B 1
o l—kx

y(x) (23.81)

A condic@o inicial y(x9) = yo determina o valor da constante k, exceto em
alguns casos. No caso da condi¢@o inicial y(xp) = 0 temos

1

0=
1 —kxg

(23.82)

e ndo existe solugdo desta equacdo com k real. Portanto nao existem solugdes
do problema de valor inicial xy’(x) +y = y* com y(xp) = 0 com x # 0. Curio-
samente € simples verificar que a solugdo identicamente nula y(x) = 0 é solugdo
do problema de valor inicial xy'(x) +y = y* com y(0) = 0, no entanto esta so-
lu¢do ndo pode ser encontrada por este método porque supomos que y(x) ndo é
identicamente nula ao dividir a equacio diferencial por (y*> —y).

Outro caso curioso ocorre com a condi¢do inicial y(0) = 1. Substituindo estes
valores na solugdo y(x) = . temos

1
1=
1—k-0

(23.83)

que admite infinitas solugdes, pois k pode ter qualquer valor real. Portanto o
problema de valor inicial xy'(x) +y = y*> com y(0) = 1 admite infinitas solugdes
distintas.
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23.2.2 Funcoes homogéneas de grau zero

Existe uma categoria de equagdes diferenciais que apesar de ndo serem equa-
coOes separdveis podem por uma substitui¢do serem escritas como uma equagao
separdvel. Seja f : R” — R uma fung¢ao real de n varidveis. Dizemos que f é uma
fungio homogénea de grau k se f (t-7) = t* £(7). Uma transformagio linear é um
exemplo de fungdes homogéneas de grau 1, pois se f(x,y) = ax+ by,

fltx,ty) = a(tx) + b(ty) = t(ax+Dby) =1 f(x,y) . (23.84)

Uma forma quadratica é uma fungdo homogénea de grau 2, pois se f(x,y) =
ax? + bxy + cy?, é simples verificar que f(tx,ty) = t>f(x,y). As funcdes

2 .2\ 3 2 .2
_y—x _(* +y _x XT—=y
f(x,y)—y—+x, f(x,y) ( o ) . f(xy) ysen (x—2+y2) (23.85)

sao todas fungdes homogéneas de grau 0.
Seja a equacdo diferencial

Y(x) = fxy). (23.86)

Se f é homogénea de grau 0, podemos escrever f(x,y) = f(tx,ty) para qualquer ¢
real e a equacdo diferencial como

Y (x) = flex,1y) . (23.87)
Escolhendo t = 1/x obtemos
o= r(1)
y(x)=f (Lx) : (23.88)

A func@o f agora estd escrita como uma fun¢do composta de uma tnica varidvel
v = ¥/x. Desta defini¢do temos que

y(x) =x-v(x) (23.89)
e

Y(x)=xV(x)+1-v(x). (23.90)
Em termos da varidvel v escrevemos a equacdo diferencial como

xV (x)+1-v(x) = £(1,v) (23.91)
e isolando a derivada v/(x) temos

Vi(x) = w : (23.92)

que é uma equacdo diferencial ordindria de primeira ordem escrite em termos de
uma fung@o separdvel que pode ser resolvida por um método ja deduzido.
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Exemplo 23.7.
Seja
’ y—x
=—. 23.93
Y (x) T (23.93)

Esta equacdo diferencial é ndo linear e ndo € escrita em termos de uma fungao
separdvel, mas a funcdo em questdo ¢ homogénea de grau zero. Dividindo o
numerador e o denominador por x temos

21
'(x) =% 23.94
e substituindo y = x-v(x) temos
—1
AV () 1v(r) = — 23.95
x-v (x)+1-v(x) | ( )
Isolando V/(x) temos
, v—1 1
= —v |- 23.96
V) (v—I— 1 v> by ( )
que podemos escrever também como
1+v2 1
'(x) = — —. 23.97
V() ( v+1 ) X ( )
Passando os termos dependentes de v para o lado esquerdo encontramos
v+1 , 1
—— 23.98
112" (x) x ( )
As primitivas destas fungdes satisfazem
v+1 1
——dv=— [ -dx+C 23.99
/ 12 / T ( )
que resultam em
1
3 log(1+1?) +arctan(v) = —log |x| +C . (23.100)
Escrevendo esta solu¢c@o em termos de x e y temos
1 y y
—log <1+—2) + arctan <—) = —loglx|+C, (23.101)
2 X X
que podemos escrever também como
1
3 log (x2 +y2) + arctan <X) =C, (23.102)
X

onde a constante arbitraria C é determinada pela condico inicial.
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23.2.3 Curvas integrais

Antes de aplicar as condi¢des iniciais podemos notar que a solu¢do de uma
equacdo diferencial ordindria de primeira ordem sdo determinadas a menos de um
parametro C. Por exemplo, a equagdo diferencial y'(x) = y(x) possui solu¢des da-
das por y(x) = Ce*, enquanto a equacio diferencial xy’(x) 4y = y* possui solucdes
y(x) =0 ou y(x) = g

A colecdo das diversas curvas geradas pelos diversos valores possiveis da
constante arbitraria C chama-se curvas integrais e representa uma familia unipa-
ramétrica de solucdes da equagdo diferencial. Se for possivel isolar o parametro C
e escrevé-lo em termos de x e y, como por exemplo nas solugdes y = Ce* podemos
escrever C = ye ¥, podemos descrever as curvas integrais como curvas de nivel
de uma fun¢do de duas varidveis.

Se conhecermos de antemao uma familia de curvas integrais, podemos encon-
trar a equacdo diferencial da qual estas curvas integrais sdo solucdes. Calculando
a derivada total da equacgdo implicita

F(x,y(x))=C (23.103)
temos

OF OF dy

— 122 23.104

ox + dy dx ’ ( )
de onde obtemos

aF/ax
V() =—5; Ty (02 (23.105)

Exemplo 23.8 (Circunferéncias centradas na origem).
O conjunto de circunferéncias centradas na origem pode ser escrito como

¥ +y =C. (23.106)

Calculando a derivada total em relagdo a x temos

2x+2yQ =0, (23.107)
dx

que implica
Vx)=-=, (23.108)

que € a equagdo diferencial cujas solu¢des sdo circunferéncias centradas na ori-
gem.
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Exemplo 23.9 (Circunferéncias de raio C centradas em (C,0)).

Seja agora a familia de curvas
(x—C)?+y*=C*.
Para escrever como curvas de nivel escrevemos
X —2Cx+y*=0

_x2+y2_x y2

C= = —4+=—.
2x 2 2x

Aplicando a derivada total em relacdo a x temos

1 y? 2ydy _

2 22 2xdx

/( ) X y2 1 y2_x2
X)) = — —_— = =
Y y\2x2 2 2xy

ou

(23.109)

(23.110)

(23.111)

(23.112)

(23.113)

que é uma equagao diferencial nao linear de primeira ordem escrita em termos de

uma fun¢do homogénea de grau zero.
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23.2.4 Equacoes diferenciais exatas

Vimos que dada familia de curvas F(x,y) = C podemos encontrar uma equa-
cdo diferencial da qual esta familia é o conjunto de solu¢des calculando a derivada
total desta func@o em relacdo a varidvel x, resultando em

OF oFdy
F a=" (23.114)
ou
oF [ox
Y(x) = _aFéay =flxy)- (23.115)

Em outras palavras, a equagdo diferencial y'(x) = f(x,y) possui solu¢des dadas
por F(x,y) = C se pudermos escrever

BF/ax
=— ) 23.116
fxy) = =37 T ( )
Exemplo 23.10.
Seja
2xy? 41
"(x) = — ) 23.117

Esta equacdo diferencial ordindria de primeira ordem no € linear, ndo € separavel
e nem pode ser escrita em termos de uma fun¢do homogénea de grau zero. Mas ela
pode ser escrita em termos das derivadas parciais de uma fun¢ao de duas varidveis
na forma

2xy% +1 _ 9F/ax

= — 23.118
2x%y oF fay ( )

se existir um campo escalar F tal que

oF oF

— =2x"+1 e— =2x% (23.119)

ox dy
ou equivalentemente se existir um potencial escalar F(x,y) tal que

VF(x,y) = (P(x,),0(x,) = (2xy> +1,2:%) . (23.120)

Do célculo de integrais de linha sabemos que tal potencial escalar existe por de-
fini¢do se o campo vetorial (P(x,y),Q(x,y)) for conservativo. Uma condi¢o ne-
cessaria para um campo vetorial diferencidvel ser conservativo é

00 oP

ﬁ_a_y_o’ (23.121)
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que torna-se uma condi¢do necessdria e suficiente se ela for valida em um conjunto
aberto convexo. No exemplo em questdo,

200 d

5 = a(szy) =4xy, (23.122)

g_;’ _ %<zxy2+ )= dxy (23.123)
e

aa—g—?)—iz4xy—4xy:0. (23.124)

Como esta condicio é vélida em todo o R?, que é um conjunto aberto e convexo,
e as funcdes P e Q sdo polindmios e portanto diferencidveis no R2, este campo
vetorial é conservativo. Podemos entdo calcular o potencial escalar pelo método
da integral indefinida.

OF
== 27 +1 = F(x,y) =2y +x+A(y) . (23.125)

Derivando este resultado em rela¢do a y e comparando com Q(x,y) temos

oF dA
— =2y +

02 —B 23.12
% & xy = g(y) , (23.126)

onde B € uma constante arbitrdria. A familia de solu¢des da equacio diferencial

2xy? + 1
2x2%y

Y (x) = (23.127)

¢ dada pelas curvas de nivel de qualquer potencial escalar. Entdo a condi¢@o
F(x,y) = C implica x?y? +x+ B = C. Podemos absorver a constante arbitraria B
no valor da constante C (ou equivalentemente definir C; = C — B e retirar o indice
de () e escrever as solugdes desta equacdo diferencial como

Py 4+x=C. (23.128)

A condig@o inicial y(xp) = yo determina o valor de C.

23.2.4.1 Equacoes diferenciais exatas

Voltando ao caso de uma equacdo diferencial ordinéria de primeira ordem es-
crita na forma y'(x) = f(x,y), sabendo que se as varidveis x e y estdo relacionadas
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por y = y(x), os diferenciais dx e dy estdo relacionados de acordo com a regra da
cadeia por

dy =/ (x)dx, (23.129)
0 que nos permite escrever
dy = f(x,y)dx . (23.130)

Multiplicando os dois lados por uma fungdo Q(x,y) e definindo uma nova funcao
tal que P(x,y) = —f(x,y)Q(x,y), escrevemos a relagdo entre os diferenciais dx e
dy como

P(x,y)dx+ Q(x,y)dy =0 . (23.131)

Esta equagdo € chamada de equacdo diferencial exata se pudermos escrevé-la
como o diferencial exato de um campo escalar de duas varidveis

dF(x,y) =0, (23.132)
cuja solugdo é F(x,y) =C.

Exemplo 23.11.
A equagao diferencial

dy 2xy? + 1
dr  2x%y

(23.133)

pode ser escrita como
(2xy? + 1)dx + (2x*y)dy =0 , (23.134)

que é uma equacio diferencial exata pois existe um campo escalar F (x,y) = x>y* +
x tal que

oF oF
dF (x,y) = 5 —dx+ a—ydy = (2xy + 1)dx+ (2x%y)dy . (23.135)

Portanto as solucdes desta equacdo diferencial exata sio dadas por x*y? +x = C
como ja visto.

O algoritmo usado para resolver uma equacao diferencial exata é o seguinte.
Seja a equacdo

P(x,y)dx+Q(x,y)dy =0 . (23.136)
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Primeiro verificamos se esta equacdo € de fato exata, isto €, se pode ser escrita
como VF-d7 = 0. A condi¢do necessdria para tal é

9Q _dP _
ox dy

que torna-se necessdria e suficiente se for valida em uma regido aberta convexa
em que as funcdes P e Q sdo diferencidveis.

Ap6s verificarmos a condicdo necessdria e suficiente, calculamos algum po-
tencial escalar do campo vetorial (P(x,y), Q(x,y)) por algum método qualquer. As
solucdes da equacdo diferencial exata sdo as curvas de nivel do potencial escalar
encontrado.

0, (23.137)

Exemplo 23.12.
Seja a equacdo diferencial

(x+2y)dx+ (2x+y)dy=0. (23.138)

Neste caso temos P(x,y) = x+2ye Q(x,y) = 2x+y, que sdo polindmios e portanto
diferencidveis em todo o R2. Testando a condicdo necesséria temos
0 oP
90 9% 5 5 0 (23.139)
ox dy
em todo o R?, que é um conjunto aberto e convexo.
Calculando o potencial escalar temos

2

OF
So=xt2y = Flxy) = %+2xy—|—A(y) . (23.140)

Derivando este resultado em rela¢@o a y e comparando com Q(x,y) temos

oF dA y?
o X+ dy xX+y g(y) 3 + ( )
onde B é uma constante arbitraria que podemos escolher como sendo nula. Por-

. 2z 2 2 ~
tanto o potencial escalar encontrado é F(x,y) = 5+ 2xy + y7 e as solugdes da
equacao diferencial sdo dadas por

2 y?
—+2xy+==C. (23.142)
2 2

Exemplo 23.13.

Seja a equacdo diferencial

—ydx+xdy=0. (23.143)
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Neste caso temos P(x,y) = —y, Q(x,y) =xe

20 P

g—a—y_l—(—l)zz#o, (23.144)

portanto esta equagdo diferencial ndo € exata e ndo pode ser resolvida por este
método. No entando podemos escrever a equagdo diferencial como

Y(x) ==, (23.145)
que é uma equagao linear com solugdes y(x) = Cx.

23.2.4.2 Fator integrante

Voltando ao caso da equacao diferencial

2xy? +1
M) — — 23.146
cujas solugdes x?y? +x = C podem ser encontradas escrevendo
(2xy% + 1)dx + (2x*y)dy =0 , (23.147)

que é uma equacdo diferencial exata. No entanto esta mesma equacdo diferencial
poderia também ser escrita na forma

2xy% + 1
2 et dy=0 (23.148)
2x2y
ou
der 2 4o (23.149)
2210 '

que ndo sio equagdes diferenciais exatas.

Neste caso convenientemente a maneira mais simples de escrever a equagio
em termos dos diferenciais dx e dy € uma equacgdo exata, mas o caso geral nem
sempre € conveniente como este. No entanto, nos dois casos ndo exatos podemos
multiplicar a equacdo diferencial por uma funcio e obter uma equagdo exata. Esta
liberdade de multiplicar a equacdo diferencial ndo exata por um campo escalar
sugere um método conhecido como mérodo dos fatores integrantes.

Seja uma equacdo diferencial escrita na forma

P(x,y)dx+Q(x,y)dy =0 (23.150)
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que ndo € exata por ndo satisfazer a condi¢@o necessdria, ou seja, tal que

00 OP
i 0. (23.151)

Se multiplicarmos a equagdo por uma fung@o u(x,y) temos

p(x,y)P(x,y)dx+pu(x,y)Q(x,y)dy =0 . (23.152)

Queremos saber se existe uma fungdo u(x,y) tal que esta equacéo seja exata. Para
isso € necessdrio que

0 0
a(ﬂ'Q)—a—y(/l'P):O, (23.153)

que implica

ou ou [dQ OP B
Q(X,Y)a—P(xa)’)g‘i‘ [g—g} u(x,y) =0. (23.154)

Esta equacdo € uma equagao diferencial parcial linear de primeira ordem. Apesar
de se tratar de uma equacdo linear, pode ser mais dificil resolver esta equacio
diferencial para u(x,y) que a equacao diferencial original. Caso exista tal funcéo,
chamamos u(x,y) de fator integrante.

Exemplo 23.14.
Seja

ydx+2xdy =0 . (23.155)

Esta equacdo ndo € exata, pois

0 oP
9 _9F 5 1120, (23.156)
ox dy
Um fator integrante, se existir, deve ser solucdo da equacdo diferencial parcial
9 )
wt V-0, (23.157)
ox ~dy

Podemos procurar solu¢des por tentativa e erro. E simples verificar que a fungio
ui(x,y) =y é solugdo, pois
dui  du

ox dy
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Esta solug@o no entanto ndo € tnica. Continuando a tentativa e erro encontramos
w(x,y) =1/, que satisfaz

9 1
22 —y% +up =2x | —=x~
ox dy

[SJ[S3]

)—y-0+x—5:0. (23.159)

Além destas solugdes podemos encontrar uma terceira solugdo u(x,y) = 2xy>, que
satisfaz

s Oms

2 P dy

+u3 = 2x(2y%) — y(6xy%) +2xy° =0.. (23.160)

Partindo da equacdo inexata ydx + 2xdy = 0 podemos obter trés equagdes di-
ferenciais exatas dependendo do fator integrante utilizado dadas por

i yrdx+2xydy =0, (23.161)
m: x 2ydx+2x2dy =0, (23.162)
uz: 2xytdre+4x%y’dy =0, (23.163)

Resolvendo a primeira equagdo exata encontramos a familia de solugdes xy* = C.
A segunda equagdo exata possui solugdes da forma /xy = C enquanto a terceira
admite solucdes x*y* = C. Em todos estes casos se isolarmos a varidvel y para
encontrar uma fungdo explicita temos solucdes da forma

y(x) = vE (23.164)

23.2.4.3 Fatores integrantes de uma tnica variavel.

O caso geral

ou du [aQ oP

00~ PN+ |52~ 5 atrr) =0 23.165)

como dito pode ser complicado, mas existem casos particulares convenientes,
quando o fator integrante depende apenas da varidvel x ou apenas da varidvel
> P B
_ . o . ~ u d,u u . ~
‘ Se H= ,u(x)., as derivadas parciais SA0 3L =4 € 3y —'O. Assim a equacgio
diferencial parcial torna-se uma equacao diferencial ordindria

d 0 oP
Q(x,y)£+ {a—f—g} u=0 (23.166)
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que podemos €SCrever como

1 du [aa_Q - ?]
— F__ & 1 23.167
p(x) dx O(x,y) ( )

Se u depende apenas de x, o lado esquerdo desta dltima equacdo deve também
depender apenas de x. Entdo para existir fator integrante que depende apenas de x
o lado direito da equagdo deve também depender apenas de x, isto &,

1]
B S 23.168
oty T D

que implica na solucdo
p(x) = el F0)dx (23.169)

Da mesma forma, se existir um fator integrante dependente apenas de y, g—;‘ =

0, g—’y‘ = g—’y‘ e o fator integrante satisfaz
du [0Q OoP
—P — — ——|u=0 23.170
(x,y)der [ax 3 | ( )
ou

1 d_y_ |:$ dy
u(y) dy P(x,y)

Novamente podemos encontrar um fator integrante que depende apenas de y so-
mente se

00 ap}
(23.171)

2-3]
x ] 23.172
Piry) g(y), ( )

que implica na solucdo
u(y) = el s (23.173)

Exemplo 23.15.
Na equagdo diferencial

ydx + 2xdy = 0 (23.174)

d
temos P(x,y) =y, Q(x,y) = 2xe §2 — £ — 1.
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Neste caso
(2-2]
x y
N e B (23.175)
O(x,y) 2x

que depende apenas de x, portanto existe um fator integrante que depende apenas
de x dado por

1
p(x) = ef ~2dx =zl = NG (23.176)
X

ou apenas u(x) = \/%E se x > 0.

Além desta solucdo podemos encontrar um fator integrante que depende ape-
nas de y, pois

90 _ op
[Bx ay] 1

=— (23.177)
P(x,y) 'y
e existe um fator integrante
1
u(y) = el 7 = glogbl = y (23.178)

ou apenas u(y) =ysey > 0.

Como visto, qualquer um destes fatores integrantes levam a solugdo explicita

y(x) = £ Este método ndo é capaz de encontrar o terceiro fator integrante.
NG

Exemplo 23.16.
Seja agora

(2% 4y)dx+ (x*y —x)dy =0.. (23.179)
Esta equacdo ndo € exata, pois

a—Q—£:2xy—l—1=2xy—27éO. (23.180)
ox dy

Nao podemos encontrar fator integrante que depende apenas de y, pois

%-F] a2
S N’ (23.181)
P(xy)  2x%+y
que ndo € uma fung¢do s6 de y. No entanto
#-4]
ox ~ dy 2xy—2 2(xy—1 2
) 22 2D 2 (23.182)

O(x,) Xy—x  x(y—1)  x
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Logo existe um fator integrante
1
p(x) = e ~idx = g 2loghl — (23.183)
X
que nos leva a equacgdo diferencial exata
y 1
<2+—2)dx—|— y——)dy=0. (23.184)
X X

Se F(x,y) é um potencial escalar,

oF y y

o~ 2t = Flay) =2x—_+A0), (23.185)
oF 1 dA 1 y?

5 x+dy yoo = () 7+ (23.186)

Escolhendo a constante arbitrdria como B = 0 o potencial escalar é dado por
2 . :
F(x,y) =2x— % + ’7 e as solucdes da equagdo diferencial sdo dadas por

y ¥

ox—=+—=C. (23.187)
x 2
Exemplo 23.17.
Seja o problema de valor inicial
Y (%) + P(x)y = Q(x) , y(x0) = yo , (23.188)

que pode ser escrita como
[P(x)y —Q(x)]dx+ 1dy =0 . (23.189)

Escrevendo esta equagdo na forma P(x,y)dx+ Q(x,y)dy = 0 identificamos P(x,y) =
P(x)y— Q(x) e Q(x,y) = 1. Neste caso
2y
_L o) 2P py (23.190)
Q(x,y) 1

que é uma funcdo de x apenas, portanto existe um fator integrante u(x) = AR
onde

Ax) = /xp(r)dz . (23.191)

0
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A equacdo diferencial exata obtida é
AW [P(x)y— Q(x)]dx+*@dy =0 . (23.192)
O potencial escalar F(x,y) deve satisfazer
OF _ AW AG)
5, = = F(x,y) =y +G(x) . (23.193)
y
Derivando em relagdo a x temos
OF _ AW /() = A
P AYPx)y+ G (x) = AW [P(x)y— 0(x)] , (23.194)
que implica
X
G (x) = —"MO(x) e G(x) = — / ADQ(r)dr . (23.195)
X0
O potencial escalar é dado entdo por
X
F(x,y) = ye*™ — / ADQ(1)dr (23.196)
X0
e as solucdes da equagdo diferencial por
X
C =yl — / AVO®)dr . (23.197)
X0

Determinamos o valor de C pela condig@o inicial y(xg) = yo, que implica C =

yoeA(XO) =yp. Isolando a variavel x na solu¢do encontramos

y(x) = yoe AW —i—eA(x)/ Ao dr .
X0

(23.198)
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23.2.5 Substituicoes

Vimos que uma equacao diferencial ordinaria

Y(x) = f(x,y) (23.199)
onde f € uma funcdo homogénea de grau zero, podemos escrevé-la como

Y(x)=f (I)XC) , (23.200)
0 que nos permitiu definir uma varidvel v = y/x e obter a equagao diferencidvel

o' (x)+v=f(1,v) . (23.201)

Agora a fun¢do f depende de apenas uma varidvel v e a equagdo diferencial é
separavel.

Exemplo 23.18.

Seja
N
V(X)) =——%—, (23.202)
X
que podemos escrever também como
ey (Y Y\?
Yyx)=(=)+(=) +1. (23.203)
X X
Definindo y(x) = xv(x) temos a equacao diferencial
o (x)+v=v+rP+1 (23.204)
que rearranjamos como
Vix) 1
— 23.205
1+v2 x ( )
Calculando a integral indefinida temos
d d
/ 1+vv2 = 7x — arctan(v) = log(|x|) +C (23.206)
ou
v(x) = tan(log|x| +C) . (23.207)
Voltando a varidvel y temos uma familia de solu¢des dada por
y(x) =x-tan(log|x| +C) . (23.208)

Este método consiste em, pela substitui¢do y(x) = x-v(x) transformar uma
equacdo diferencial ordindria que ndo sabemos resolver em uma outra equacio
diferencial em termos de v(x) expressa em termos de uma fungao separdvel, que
ja sabemos resolver. Esta substitui¢do € conveniente quando temos uma equacio
diferencial escrita em termos de uma fun¢do homogénea de grau zero. Existem
outros casos da fun¢do f(x,y) que admitem substitui¢des convenientes.
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23.2.5.1 Fungaes do tipo f(x,y) = g(ax+ by)

Seja a equagdo diferencial y'(x) = f(x,y) onde agora f(x,y) é a composi¢ao
de uma fung@o de uma tnica varidvel g(u) e uma transformagio linear u(x,y) =
ax + by. Por exemplo, a funcao

f(x,y) =log(2x+ 3y + tanh(4x + 6y)) (23.209)
€ a composicao de
g(u) =log(u+tanh(2u)) com u(x,y) = 2x+3y. (23.210)
Escrevemos neste caso a equacdo diferencial ordinaria como

Y (x) = g(ax+by) . (23.211)

Se a = 0 ou b = 0 esta equacdo ¢é separdvel. Estamos interessados nos casos em
que estes valores sao diferentes de zero. Definindo a substitui¢do

z(x) = ax+by(x) (23.212)
temos que
7 (x) =a+by(x) (23.213)

e isolando y’(x) encontramos

Y (x) = %z/(X) - g (23.214)

e escrevemos a equacao diferencial que queremos resolver como

1, a

Be (x) — 5= 8(z) (23.215)
ou

Z(x) = a+bg(z) (23.216)

que é uma equacdo diferencial separdvel e pode ser resolvida calculando uma

primitiva de b

Exemplo 23.19.
Seja

Y@ =y—x—1—(x—y+2)"". (23.217)
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Podemos escrever f(x,y) como fungdo de x — y na forma

flry)=—(@=y) —1—[(x—y)+2] " . (23.218)
Com a substitui¢do z =x—y temos Z'(x) = 1 —)'(x) e

1-7(x)=—z—1—(z+2)7! (23.219)
ou

by 1 (z+2)%+1
Z(X)—(Z+2)+Z+2— z+2) (23.220)

Esta equacdo diferencial € separavel que resolvemos por um método conhecido.

(z+2)

mi(ﬂ =1, (23.221)
/ %dzz / dx, (23.222)
%log((z+2)2+ 1) =x+C, (23.223)
(z+2)*+1=Ce™. (23.224)

Voltando para a varidvel y temos
(x—y+2)?+1=Ce¥ (23.225)

que ¢ uma familia de solu¢des da equacao diferencial original.

23.2.5.2 Fungbes do tipo f(x,y) = 270t

Seja a equacao diferencial

_aix+byytc
arx+bryy+cy’

Y (x) (23.226)
ou seja, expressa em termos de uma razao entre fungdes de até primeiro grau nas

variaveis x e y, que pode surgir de uma aproximacao de uma equacio diferencial
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mais complicada. Antes de analisar o caso geral € interessante mencionar alguns
casos particulares.
Se by = 0, escrevemos a equagdo diferencial como

_a1x+b1y+c1 _a1x+cl+ by
arx—+cy arx—+cp azx-i-czy

y'(x)

(23.227)

que € uma equagao linear.
Se by # 0 e ajby —axb; =0, escrevemos a equacao diferencial como
; aix+b1y+c
yx) = ——F—
arx+byy+cp
%x +biyy+c
ax+byy+c;
l arb1x+b1byy+ by
by arx+byy+cy
1 biu+ by

= - 23.228
by u+c ( )

com u(x,y) = axx+ byy, caso que pode ser reduzido a uma equagdo separavel com
a substituicdo z(x) = axx + bay(x) e que ja sabemos resolver.
Se ¢; =0e ¢ =0 a equagdo diferencial

, a\x+byy
¥) =

= 23.229
arx+byy ( )

€ escrita em termos de uma fungdo homogénea de grau zero que pode ser resolvida
la substituigdo v(x) — ")
pela substitui¢do v(x) = ==.

Seja entdo o caso geral em que by # 0, ajby —azby #0e c% + c% # 0. O nosso

objetivo agora é fazer uma translacdo nas coordenadas x e y de modo que os termos

correspondentes a ¢ e ¢ na nova equagao diferencial sejam nulos. Definimos

X = x—Xxo,

)7 = Y—Yo,
onde xg e yg sdo constantes. Desta forma

ajx+byy+c1 = aix+biy+ayxo+biyo+ci,

ax+byy+cy = axX+byy+axxo+byyo+ca.
Escolhemos x( € yo de modo que

aixo+biyo = —ci,

arxo+byyy = —ca.
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Este sistema linear possui uma tnica solucdo, pois sabemos que a;by — azby # 0.
Ap6s encontrarmos os valores de xg € yo, escrevemos a equagdo diferencial em
termos das varidveis X e y a equacao diferencial é escrita como

dy aix+b1y
Z_ AT 23.230
dx  axx+byy’ ( )

expressa agora em termos de uma funcdo homogénea de grau zero.

Exemplo 23.20.
A equagdo diferencial

3x—y—6

23.231
xX+y+2 ( )

/
y(x) =
éum casoem que by =1, ajbp —axb; =4, ¢y = —6 € ¢ = 2. Primeiro encontra-
mos a solugdo do sistema linear

3X0—)’0 = 67
Xo+yo = _27

que sdo xg = 1 e yo = —3. Nas coordenadas ¥ =x—1 e y = y+ 3 a equacdo
diferencial é dada por

~—

(23.232)

=il =il

~—

Definindo v(%) = )y—; chegamos na equacdo diferencial separdvel

3—v
1+v’

B/ (%) +v= (23.233)

que manipulamos como

3—v 3—v—v(l+v) V24203
o/(X) = —v= =— 23.234
(%) I+v Y I+v v+1 ( )

que separamos como

v+1

1
/ Y = ——
o (%) = rx (23.235)

Calculando a primitiva temos

v+1
—dx 23.236
/v2+2v— / ( )
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cuja solugdo é

%log V2 +2v—3| = —log|%|+C (23.237)
ou

V42v—3= )% (23.238)
Voltando a variavel ¥ temos

(Jy—;)z+2()y—;) -3 :)% (23.239)

que simplificamos como
V425538 =C. (23.240)

Finalmente voltando as varidveis originais, substituimos ¥ =x—1, y=y-+3 e
encontramos

(y+3)*+2(x—1)(y+3) -3(x—1)*=C (23.241)

como familia de solu¢des da equacdo diferencial original.

23.2.6 Equacoes de Bernoulli
Uma equacdo diferencial escrita na forma
Y (%) + P(x)y(x) = Q(x)y" (x) (23.242)

€ chamada de equagdo de Bernoulli. Se n = 0 temos uma equacao linear ndo-
homogénea. Se n = 1 temos uma equacao linear homogénea, casos que ja sabemos
como resolver. Estamos interessados nos casos em que n # 0 e n # 1, em que a
equacao de Bernoulli é ndo-linear.

Definimos a mudanga de varidveis

v(x) = [y(x)]" " (23.243)
ou
¥(x) = ()] (23.244)

Pela regra da cadeia

V(x) . (23.245)
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Substituindo na equagdo diferencial temos

Ly v (x) —|—P(x)vﬁ = Q(x)vT . (23.246)

1—n

Multiplicamos a equagdo diferencial por v/ y I para obter

1 n
vV (x) + P(x) vl yT = O(x)vTn vl . (23.247)
I—n yi=n vi=n
O termo que multiplica a fungdo Q(x) é
VT ey T =yl ) = e 0= (23.248)
Assim a equacdo diferencial resultante é
1
7 V(x) +P(x)v = Q(x) , (23.249)
—n

que é uma equacao diferencial ordindria linear de primeira ordem. Resumindo a

1 ~ . (T
transformacdo y = vT-= transforma a equacdo de Bernoulli que é ndo linear nos
casos n # 0 ou n # 1 em uma equagdo diferencial linear para v(x).

Exemplo 23.21.
A equagdo diferencial
! 5 3 __
v (x) —5y+ XY= 0 (23.250)
¢ uma equac@o de Bernoulli com P(x) = —5, Q(x) —zx e n = 3. A transfor-
1-

macio que resulta numa equagio linear é v(x) = y' 3(x) = 5 (x) , que resulta em

TV () +P)v(x) = 0(x) , (23.251)

@) =5 =2 23.252
—ZV(X)— V(X)——zx, ( . )
V(%) + 10v(x) = 5x . (23.253)

Multiplicando pela fungio u(x) = e'% temos

elev/(x) + lOeloxv(x) — SxelOx (23.254)
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que podemos €screver cComo

d
= [e!%v(x)] = 5xe'® (23.255)

que implica
100 (x) = Zel0r _ e (23.256)
2 20
e isolando v(x) encontramos

1
v(x) = Ce 107 ¢ g -5 (23.257)

Voltando para a fungio y(x) que satisfaz v(x) = yzﬁ temos finalmente

(23.258)

1
y(x) ==+ —
\/Ce_ x_}_z_ﬁ

que é uma familia de solugdes da equacio diferencial original. E importante notar
que este método nao foi capaz de encontrar a solugdo y(x) = 0, que foi “perdida”

quando definimos v(x) = ﬁﬁ

23.2.7 Equacao de Riccati

Voltando ao caso geral da equacdo diferencial ndo linear de primeira ordem

Y(x) = flxy), (23.259)

se mantivermos x constante e aproximarmos f(x,y) pela aproximagdo de Taylor
em y obtemos a equacgao diferencial

Y (x) = po(x) + p1(x)y+ p2(x)y* + -+ (23.260)

Aproximando até a segunda ordem, encontramos uma equacdo diferencial cha-
mada equagdo de Riccati dada por

Y (x) = po(x) + p1(x)y + p2(x)y* . (23.261)

Se po(x) é uma funcdo identicamente nula esta equagio torna-se uma equagao
de Bernoulli com n = 2. Se py(x) é identicamente nula esta equacado diferencial
¢ linear. No caso geral em que po(x) # 0 e pa(x) # 0 infelizmente néo existe
um algoritmo capaz de resolver os casos possiveis. No entanto se encontrarmos
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alguma solugdo (por tentativa e erro) yo(x), podemos encontrar as outras solugdes
da mesma familia definindo

1 1
(X)) = ———— = y(x) =yo(x)+ —= . (23.262)
W= MW T
Pela regra da cadeia derivamos y como
!/ / l /
— _ ) 23.263
() =360 = 55709 (23.263)

Substituindo estes resultados na equagdo de Riccati temos

/ r 1 1\?
Yo(x) — 20" (x) = po(x) +p1(x) <YO(X) + Z(x)> +pa2(x) (yo(x) + Z(x)> . (23.264)

1 p1(x) 2pa(x)yo(x) | p2(x)

yo(x) — mz’(x) = po(x) + p1(x)yo(x) + ) +pa(X)y5(x) + ) + 20
(23.265)

D) = Polx) = p1(x)y0(x) = P2(0¥5(¥)] = 5 zx) Z(x) = pzl S) 4222 (Z)ay)o = 1:22 ((j:)) '
(23.266)

Como yp(x) é solucdo da equagdo de Riccati o termo entre colchetes deve ser
nulo. Multiplicando os termos restantes por —z> obtemos

2 (x) + (p1(x) +2p2(x)yo(x)) 2(x) = —pa(x) , (23.267)

que é uma equacao diferencial ordindria linear de primeira ordem para a fungao
z(x). Encontrando uma familia de solugdes para esta fun¢do encontramos uma
familia de solucdes da equagdo de Riccati dada por

1
yx) =yo(x) +—= - (23.268)
z(x)
Exemplo 23.22.
Seja a equacdo de Riccati
Y(x)=—2—y+y*, (23.269)
onde po(x) = =2, p1(x) = —1 e p2(x) = 1, E simples verificar que a fungio cons-

tante yo(x) = 2 é uma solugdo da equacdo de Ricatti. Definimos entdo y(x) =
24 Z(Lx), onde z € solucdo da equacdo linear

2 (x) + (p1(x) +2p2(x)yo(x)) 2(x) = —pa(x) , (23.270)
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@)+ (=1+2:1-2)z(x) = —1, (23.271)

2 (x)+32(x) = -1, (23.272)

cujas solucdes sao

1
z7(x) = -3+ Ce ¥, (23.273)

portanto a familia de solugdes da equagdo de Riccati é

1

y(x) = 2+—Ce—3x—% .

(23.274)
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23.3 Teorema de existéncia e unicidade

Vimos alguns exemplos de equagdes diferenciais cujas solu¢des com determi-
nadas condi¢des iniciais ndo existem, como no problema de valor inicial

/() 0 (x) +32 (1) +1=0, »(0)=0. (23.275)

Escrevendo na forma y'(x) = f(x,y) temos

2
y’(x):—gi\/%—yz—l. (23.276)

No ponto (xg,y0) = (0,0) esta fungdo real ndo estd definida, motivo pelo qual o
problema de valor inicial ndo admite solucdes.

Nos diversos métodos estudados tentamos encontrar solu¢des sem ao menos
saber se elas existem. Se encontramos uma solucao nao sabemos também se ela é
unica. Além disso, se ndo encontramos solucdes por um determinado método ndo
sabemos se o método ndo se aplica ao caso estudado ou se de fato ndo existem
solucdes.

Existem diversos teoremas que garantem condicdes suficientes para a exis-
téncia e unicidade de solugdes de equacdes diferenciais. Os mais famosos sdo
o teorema de Peano, que garante existéncia de solu¢gdes de alguns problemas de
valor inicial, e o teorema de Picard-Lindel6f, que garante existéncia e unicidade,
mas que depende de uma condic¢éo adicional.

23.3.1 Teorema de Peano

Teorema 23.4. Seja o problema de valor inicial

Y (@) =fxy), yxo)=yo. (23.277)

Se f é uma fungdo continua no retdngulo fechado Q = [xo — a,xo + a| x [yo — b, yo + b]
coma > 0eb >0, entdo existe uma solugdo do problema de valor inicial no in-
tervalo [xo — 8,x0 + 8] com algum & > 0.

Demonstragdo. Seja  um nimero positivo menor que a, de modo que x = xo + 0
esteja na regido em que f € continua. Seja a sequéncia de fungdes

Yo, sex € [xo,xo—kg}
ya(x) = 2 (23.278)
so+ [ fen()dr, sexe (xo+8,x0+8]
X0
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No caso n = 1 temos

Yo, Sex € [xo,xo—i—ﬂ
yi(x) = x=9 (23.279)
yot+ [ Fleyi(O)dr, sexe (vo+3x0+3)
Xo

A condigdo x € (xo + %,xo + 5} ¢ um conjunto vazio, portanto y; (x) = yp em todo

o intervalo [xq,xq + 9.
No caso n = 2 temos

Yo , sex € [xo,xo—i—%}
y2(x) = =3 (23.280)
yot+ [ Fleya()dr, sexe (v0+3x0+3)
Xo

Dividindo o intervalo [xg,xp + 8] em dois sub-intervalos de mesmo comprimento
[xo,xo + %’] e (xo + g,xo + 8} . No primeiro sub-intervalo a fungdo y,(x) é cons-
tante. No segundo intervalo temos que calcular y;(x) por uma integral que apa-

rentemente depende da prépria fung@o y,(x). Mas nesta integral a varidvel ¢ varia
entre xo € x — % Mas no segundo sub-intervalo o valor maximo de x é xq + 9, por-

tanto a variavel ¢ nessa integral satisfaz xog <t < xg — % Assim a fungio y, () que
aparece na integral é calculada no intervalo anterior, que sabemos que € constante.
No cason =3

Yo » sex € [xo,xo+§}

y3(x) = 5 (23.281)
yo+ [ f(t,y3(t))dr, sexe <Xo+%,XO+5}
X0

Agora dividimos o intervalo [xg,xp + 8] em trés sub-intervalos de mesmo tama-
nho [xo,xo + g] , <x0 + g—s,xo + %ﬂ e [xo + ?,xo + 8} . No primeiro destes trés
sub-intervalos a fungdo y3(x) é definida como a constante yy. No segundo sub-
intervalo, em que xo+ 3 < x <xo+ %5, a varidvel ¢ que aparece na integral satisfaz

Xo <t <x-— g que implica xo <t < x+ g, entdo calculamos a fungdo f(¢,y3(¢))
com ¢ pertencente ao intervalo em que y3(f) = yp, ou seja,

-3
y3(x) =yo+ / ~f(t,y0)dt (23.282)
X0

que é uma funcdo continua. No tltimo sub-intervalo temos xq + %6 <x <xp+0.
A variavel ¢t que aparece na integral satisfaz xo <t < xo+ %‘3 Entdo a fungdo ys(r)
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da integral € calculada nos dois primeiros sub-intervalos, onde ela ja foi calculada.
Assim calculamos a fungéo y3(x) em todos os sub-intervalos.

No caso geral, dividimos o intervalo [xo,xo 4 8] em n sub-intervalos iguais. No
primeiro sub-intervalo a fun¢@o y,(x) é definida como uma fungdo constante. Nos
demais sub-intervalos devemos calcular uma integral em que y,(¢) é calculada nos
sub-intervalos anteriores, onde a fung@o y,(x) jé foi calculada.

Com este algoritmo definimos uma sequéncia de fungdes y,(x) definida no
intervalo [xo,xo + 8. E importante que a imagem destas fungdes seja limitada
pelo intervalo [yg — b,yo + b] para garantir que a fungdo f seja continua. Pela
desigualdade triangular temos que

xp
|yn(x) = yo| = < / |f(t,ya(2))] dr . (23.283)

0

/ T F ()

Seja M o maximo global de f no retangulo Q. Entdo

lvn(x) —yo| <M <x—g—xo) <M (5— S) <M5§. (23.284)

Queremos que |y, (x) —yo| < b, 0 que é garantido se MJ < b. Se esta condig@o for
satisfeita podemos escolher qualquer & < a. Caso contrario, escolhemos o menor
valor entre a e b/, ou seja, & é um nimero positivo que satisfaz

, b
§ < min {a, M} : (23.285)

Queremos provar que esta sequéncia de fungdes converge uniformemente. Se
d satisfaz a equagdo anterior as fungdes y,(x) sdo continuas no intervalo [xo,xo +
d]. Sejam x; e x, elementos deste intervalo com x; < x;. Pela defini¢do da fungio
yn(x) e pela desigualdade triangular temos

0, se x| € [xo,xo—k%} exy € [xmxo—%-%}

J feya(e)ldr,  sex; € [x07x0+%} ex; € (x0+2,x0+5}
X0

3

J U n)lde, sex € (xo+2x0+8] exa € (x0+ 230+
3

n’

|yn(x2) _yn(xl)| <

X1—5n

(23.286)

En todos os casos acima vale

Va(x2) = yu(x1)| <M xy —x1] . (23.287)
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Além disso, |y,(x) —yo| < b, que implica |y,(x)| < |yo| + b. Estas condi¢oes sa-
tisfazem as hipéteses do teorema de Ascoli, que garante a convergéncia uniforme
da sequéncia y,(x). Portanto existe uma fun¢io continua

y(x) = lim y,(x) . (23.288)

n—soo

Tomando este limite na definicao da sequéncia, temos

lim y,(x) = lim
n—oo n—oo

a2
Yo+ / f(r,yn(t))dt] . (23.289)
X0

Pela aditividade da integral escrevemos

y(x) = Yo+ lim

/ ftya()dr + / X_"f<t,yn<t>>dt] - (23.290)

Como f € continua com médximo global M, a segunda integral € limitada por M g
e tende a zero quando n tende ao infinito. Pela convergéncia uniforme podemos
passar a operacdo de limite para dentro da integral, obtendo

X

yx) =yo+ / lim £z, y,(1))dt (23.291)

0

e pela continuidade de f escrevemos
X
5() = yo + / 7 (r, lim yn(t)) dr (23.292)
X0 n—soo
que implica
X
50 =0+ [ fles)ar. (23.293)
X0

Claramente ¥(xp) = yo. Pelo segundo teorema fundamental do cdlculo,

¥ (x) = fx,3(x)) . (23.294)

Esta fungdo € solugcdo do problema de valor inicial.
[

Exemplo 23.23.
O teorema de Peano garante a existéncia de solucdes de equagdes diferenciais,
mas ndo a unicidade. Por exemplo, seja a equacio diferencial

wWIN

y'(x) =3y (23.295)
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A fungdo f(x,y) = y% é contfnua em todo o R?, ento o teorema de Peano garante
a existéncia de solucdes desta equagdo diferencial para qualquer condicao inicial.
No entanto é simples verificar que se y(0) = 0, as fungdes y;(x) = 0 e y2(x) =
x> satisfazem a mesma equagio diferencial com a mesma condigio inicial, mas
possuem valores diferentes para todo x # 0.

A garantia de unicidade é dada pelo teorema de Picard, que exige uma condi-
¢ao adicional.

23.3.2 Teorema de Picard

Teorema 23.5. Seja o problema de valor inicial
Y(@) = flxy), yxo)=yo. (23.296)

Se fe g—{ forem continuas em um retangulo fechado Q = [xop — a,xo+a] X [yo —
b,yo+ D], entdo existe algum intervalo [xo — 8, x¢ + 8] no qual o problema de valor
inicial admite uma tinica solucdo.

Demonstragdo. De acordo com o segundo teorema fundamental do calculo, y(x)
é solugd@o do problema de valor inicial y'(x) = f(x,y), y(x0) = yo se e somente se
for solucdo da equacdo integral

y(x) =yo +/xf(t,y(t))dr : (23.297)

Definimos a seguinte transformacao

T(y)=yo+ / flt,y(r))dr . (23.298)

Entdo a solugdo do problema de valor inicial, caso exista, satisfaz T (y) =y, isto
é, a solug@o é um ponto fixo da transformagdo 7. Se y(x) é uma fungdo conti-
nua, entdo 7'(y) também deve ser, pois é diferencidvel ja que f é supostamente
continua.

Queremos saber agora se 7' € uma contragdo, isto €, se existe algum intervalo
em torno de xp no qual

1T (1) =TO2) Il < gqlly1 =yl (23.299)

com g < 1. Para isso utilizamos a seguinte defini¢cdo de norma. Se f é uma fung¢ao
continua definida no intervalo [a, b],

| £]l = max |f(x)] . (23.300)
x€la,b)
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Com esta defini¢do, temos que

T(y1) =T ()| = yo-l—/xf(t,yl(t))dt —yo—/xf(t,yz(t))dt . (23.301)
X0 X0
Pela linearidade da integral,
00 =702 =| [ f310) = 7). (23302
Utilizando a desigualdade triangular, temos que
00 =102)1 < [ 1703100 - Fle o)l (23303

De acordo com o teorema do valor médio, para todo ¢ € (xg,x) existe algum y,,(¢)
tal que

i (0) — Fle,3at)) = g—fa,ymm) 01() — y2(0)) - (23.304)

Entao

X

IT(31) = T(32)| < /

X0

%(I,ym(t))‘ 1 (6) — o ) d . (23305)

Como g—§ ¢é supostamente continua no retdngulo Q, esta derivada possui um valor

maximo L. Além disso, |y (t) —y2(¢)| < |[y1 —¥2]|. Assim

IT(1) —T ()] < / Ll —yalldr =Lic—xo) 1 —yall . (23306)

X0

Queremos que o lado direito desta equag@o seja menor que ¢||y; — y2|| com g <
1. Entdo se limitarmos o intervalo a que x pertence em |x —xp| < & com & =
min { 1%, 1 }, temos que

IT(y1) =T (y2)| < L3|[y1 —y2]| - (23.307)

O lado direito desta equacao € um nimero real, portanto a funcio do lado esquerdo
¢ limitada e

1T (y1) =T (y2)ll < L3[y1 —y2|| (23.308)

comLd=¢qg< 1.
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Entdo no intervalo |x — x| < & a transformag@o T de fato é uma contragéo.
Pelo teorema do ponto fixo de Banach, existe um e apenas um ponto fixo desta
transformacao que pode ser encontrado pela sequéncia recursiva definida pela f6r-
mula y,(x) = T (ys—1(x)) se n > 0 e yo(x) = yo, como serd demonstrado a seguir
por quatro lemas.

Lema 1: [[ynr1 —yull < ¢" [ly1 —yol| -

Demonstramos o lema 1 por inducdo. Se n = 0, € trivial verificar que o lema
é verdadeiro, pois ||y; — yo|| = ¢°||y1 — yo||. Agora provamos que o caso n+ 1 é
véalido supondo que o caso arbitrdrio n também seja. Pela defini¢do recursiva da
sequéncia,

Y2 =yartll = 1T Gasr) =T Oa)ll - (23.309)

Como T € uma contracéo,

Hyn+2_yn+lH SQ|yn+l _ynH . (23.310)

Pela hipétese de inducéo, o lema é valido no caso n, portanto

yni2 =yns1 < aq" ly2—yill = ¢ lly2 =1 - (23.311)
Por inducdo estd provado o lema 1.
Lema 2: A sequéncia y,(x) converge uniformemente.
Podemos escrever a diferenga y,(x) — yo(x) como uma soma telescépica

n—1

yu(x) =yo =Y Yis1(x) — ye(x) (23.312)
k=0

e mostrar que esta série converge uniformemente. De acordo com o lema 1

et () =90 < [y = el < ¢ llyr = ol - (23.313)
Entdo os elementos |yx+1(x) — yx(x)| sdo limitados por uma série geométrica con-

vergente de razdo g < 1 e que portanto converge, Pelo teste M de Weierstrass, a
série telescopica converge uniformemente. Logo existe uma funcdo continua

y(x) = lim y,(x) - (23.314)

Lema 3: j(x) é um ponto fixo de 7.
Pela defini¢do recursiva, y,+1(x) = T (y,(x)). Tomando o limite desta equagdo
temos

) = fim ()= fim [0+ [ rieno)er]

= yo+/xx,}ggof(t,yn(t))dt=yo+/x f(t,r}glgoyn(t)) dr

0

= y0+/xf(t,)7(t))dt =T(H(x)) . (23.315)

0



23.3 Teorema de existéncia e unicidade 959

Lema 4: y(x) € o tinico ponto fixo de T'.
Sejam j e § pontos fixos de T. Pela desigualdade triangular,

[y =3 <y =TWI+INTE) =TI+ 1T F) =31 - (23.316)
Como y e ¥ sdo pontos fixos de T, ||y — T (y)|| =0e ||T(¥) — 7||. Logo

[y =3 <TG =TI - (23.317)
Como T € uma contracdo,

I5=51 <qlly =73l , (23.318)
que implica

0<(1-g)[y—sl<0. (23.319)

Como ¢ < 1, necessariamente ||y —¥|| = 0, ou seja, y = . Este lema encerra a
demonstracio.

[
Exemplo 23.24.
Vimos que o problema de valor inicial

V(@) =37, y(0)=0 (23.320)

admite duas solucdes distintas. Neste exemplo temos que
2

fx,y)=3y3, (23.321)
que é continua no ponto (0,0), mas

of 1 2

R, R St 23.322

y 2 T ( )

que ndo € continua se x = 0. Por este motivo este exemplo viola as condi¢des do
teorema de Picard e mais de uma solu¢do podem existir.
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23.4 Métodos numéricos

23.4.1 Método de Euler

Seja o problema de valor inicial
Y ()= fxy),  y(x)=o (23.323)

onde f e % sdo continuas em algum retadngulo que contém a condicdo inicial.
Pelo teorema de Picard existe uma Unica solugdo deste problema de valor inicial,
mas em muitos casos os algoritmos apresentados nao sdo capazes de encontrar
a solugcdo. Nestes casos podemos contar com uma aproximagao da solugcdo por
algum método numérico. O método numérico mais simples chama-se mérodo de
Euler.

’ Seja y(x) a solugdo cuja existéncia e uni-
cidade € garantida pelo teorema de Pi-
card. Nao conhecemos o grifico desta
fungdo, mas sabemos que a curva y =
y(x) deve passar pela condi¢do inicial
(x0,0).

Podemos também calcular a reta tan-
gente a curva y = y(x) no ponto (xo,yo) €
estimar o valor de y(xo + Ax) pelo incre-
mento ao longo da reta tangente. Pela
aproximagdo de Taylor de primeira or-
dem temos que

Xo+AX)

Xo Xg + Bx X

F(x0 +Ax) = §(x0) + 7 (x0) Ax + O(AX?) . (23.324)

Desprezando os termos de segunda ordem ou maior na aproximagao, substituindo
V(x0) = yo e ¥ (x0) = f(x0,y(x0)) = f(x0,y0) escrevemos a aproximagao como

¥(x0 4 Ax) = yo + f(x0,¥0)Ax . (23.325)

Evidentemente esta aproximagdo € boa apenas em uma vizinhanga pequena de
xo- Imagine que queremos calcular a solu¢do do problema de valor inicial num
ponto x > xp ndo tdo préximo assim, como na figura 23.2. Dividimos o intervalo
[x0,x] em dois sub-intervalos [xo,x1] e [x1,x] de tamanho Ax = 5. A partir da
condi¢do inicial (xg,yo) calculamos o ponto (xj,y;) por

x; = xo+Ax, (23.326)
yi = Yo+ f(x0,y0)Ax. (23.327)
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Xo X4 Xp x Xo Xq Xo X3 X4 X

Figura 23.1: Quanto maior o nimero de passos entre a condicao inicial e o valor
de x desejado, menor o erro da aproximacao.

No ponto (x1,y;) calculamos novamente a inclina¢do da solucdo pela equagio
diferencial pela expressdo y'(x1) = f(x1,y1) € assim calculamos o préximo ponto

(x2,¥2) por
Xy = x1+Ax, (23.328)
2 = yi+flx,y)Ax. (23.329)
Com este ponto intermedidrio a aproximacgao calculada para a solu¢do em x = xp
serd provavelmente mais proxima da solucdo verdadeira que a aproximagdo com
apenas um passo. Se dividirmos o intervalo [xp,x] em quatro sub-intervalos a
aproximagdo serd ainda melhor.

Seja [a, b] o intervalo no qual queremos estimar a soluc¢@o do problema de valor

inicial y'(x) = f(x,y) € y(xo) = f(x0), onde a = xy. Escolhemos uma parti¢do P
b—a

que divide o intervalo [a,b] em N sub-intervalos de mesmo tamanho Ax = 234,
isto €,

P = {x0,X1,%2, ..., XN—1,XN } (23.330)
onde

a=xpg<x1<xp<--<xy_1<xy=b. (23.331)

Cada x; pode ser calculado como x; = xop +k-Ax . Com esta particdo montamos
uma tabela dos diversos valores (xg,yx) com (xg,yo) dados pela condi¢io inicial e

X% = X +Ax, (23.332)
Ve = Yi—1+f(X—1,yk—1)Ax, (23.333)
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se k > 0. Quanto menores forem os sub-intervalos da particdo P, melhor é a
aproximacdo da solucdo, mas também maior € o nimero de contas a serem feitas.
Em alguns casos o nimero de contas exigidas para manter uma certa precisio é
muito grande.

Intuitivamente podemos perceber que o erro da aproximacdo feita pelo mé-
todo de Euler é maior quanto maior for a curvatura da solu¢do y = y(x) no ponto
(x0,¥0). Se soubermos calcular ou estimar esta curvatura podemos utilizar esta in-
formac@o e corrigir a estimativa do método de Euler. Seja entdo y = y(x) a solugio
da equagdo diferencial y'(x) = f(x,y) que passa pelo ponto (xo,yo), cuja existén-
cia e unicidade € garantida pelo teorema de Picard, mas que ndo sabemos calcular
analiticamente, portanto devemos estimar o valor de y(x) no ponto x = xo + Ax.
Expandindo y(xo + Ax) em série de Taylor até segunda ordem temos

F(xo+ Ax) = (x0)+y(x0)Ax+1 "(x0)Ax® +O(AX°) . (23.334)

27

Do problema de valor inicial sabemos que ¥(xg) = yo, ¥ (x0) = f(x0,¥(x0)) =
f(x0,y0). A segunda derivada pode ser calculada como

d /dy d

=/

oo =5 (£ = gt 23339
dx dx X=X0 dx (-x07y0)

Calculando a derivada total de f(x,y) em relagdo a x temos
af dfd
7' (x0) = ( f af Y ) . (23.336)
Y A/ (xy.30)

A derivada % pode ser calculada pela equacdo diferencial, resultando em

d d
7' (x0) = a—f:(xo,yo) +f(x0,y0)a—£(XO,yo) - (23.337)

Assim a nova aproximagio para y(xo + Ax) é calculada como

1/0 J
¥(x0 +Ax) = yo+ f (x0,y0)Ax+ 5 (aﬁ(xo,yo) +f<xo,yo)ajyc(xo,m)> AP +0(AY) .
(23.338)

A desvantagem desta formula é além de f(x,y) precisamos calcular também as
derivadas parciais desta funcdo, o que pode ser um processo custoso. Mas estas
derivadas podem também ser estimadas pela combinacgdo linear de inclinacdes
da solug@o y = y(x) em pontos distintos da curva, de acordo com uma classe de
métodos conhecidos como métodos de Runge-Kutta.
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23.4.2 Métodos de Runge-Kutta

Definimos
ki = f(x0,y0) (23.339)
ky = f(xo+0Ax,yo+PkiAx) . (23.340)

O termo k; ¢é a inclinagéo da solugdo y(x) em x = xo como utilizada no método
de Euler. O termo k; é também a inclinag¢@o da soluc@o y(x), mas agora calculada
num ponto arbitrario dado por a e B. Os valores de Ax e k; foram incluidos na
defini¢do de k; para que os termos o e 3 sejam adimensionais.

Queremos aproximar

¥(x0 4+ x) =~ yo + (ak; + bky) Ax , (23.341)

ou seja, estimamos o valor da solugdo y(xo+ Ax) a partir da condic@o inicial
(x0,y0) por uma reta cuja inclinagdo é esta combinag@o linear de k; e ky com
coeficientes adimensionais a € b. Se a = 1 e b = 0 recuperamos o método de Eu-
ler. Como k, serd multiplicado por Ax, para obter as correcdes de segunda ordem
de y(xp + Ax) precisamos calcular a aproximacdo de Taylor de k; até a primeira
ordem apenas. Calculamos entdao

ky = f(x0,y0) + g—i((xo,yo) (aAx) + g—JyC(Xo,yo) (Bk1Ax) + O(AX?) | (23.342)

onde substituimos k; = f(xo,yo) para obter

) 0
k> :f(xo,yo)+0ta—ic(xo,yo)Ax+Bf(xo,yo)é(xo,yo)Aer O(AX?) . (23.343)

Substituindo estes valores de kj e ky na aproximag@do y(xo + Ax) = yo + %(akl +
bky)Ax temos

Y(x0+Ax) = yo + (a+b) f(x0,y0)Ax+b

(x%(xmyo) + ﬁf(xmyo)g(x(),yo)] AP+ O(AS) .
(23.344)

Comparando com a aproximagdo de Taylor de segunda ordem

1/0 d
F(x0 + Ax) = yo + f (x0,y0)Ax + 3 (ai:(xovyo) +f(xo,yo)a];(xo,yo)> AP +0(AY)
(23.345)

precisamos escolher os valores de a, b, o e P tais que

b-p= % . (23.346)

1
b=1, b-a=_-
a-+ ) 7
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Temos um sistema ndo linear de trés equagdes e quatro icognitas. Existem
infinitas solucdes deste sistema e cada solucdo define um método de Runge-Kutta
de segunda ordem diferente. Uma escolha comum € impor a = %, que implica
b=%oa=1B=1le

1
V(xo+Ax) >~ yo+ 3 (k1 + k) Ax (23.347)

onde

ki = f(x0,y0) e ko= f(xo+Ax,yo+kiAx) . (23.348)

Xo Xy = Xg + AX X Xo Xq =Xg +Ax X

Figura 23.2: No ponto calculado pelo método de Euler calculamos a inclinagdo
da solugdo. A aproximacdo do método de Runge-Kutta de segunda ordem é dada
pela média simples entre as duas inclinagdes.

Esta escolha tem a seguinte interpretagdo geométrica. Pela aproximacdo do
método de Euler o ponto encontrado em x = xo + Ax seria (xo + Ax,yo + k1 Ax).
Neste ponto calculamos a inclinac@o da solucio da equacdo diferencial que passa
por (xo + Ax,yo + k1 Ax), que € igual a k. Aproximamos y(xo + Ax) pelo incre-
mento ao longo de uma reta cuja inclinacdo é a média simples entre k| e kp, ob-
tendo assim uma estimativa melhor que a prevista pelo método de Euler.

Podemos calcular uma terceira inclinagdo k3 em algum outro ponto e definir
um método de Runge-Kutta de terceira ordem. Podemos também calcular quatro
inclinacdes ki, kp, k3 e ks e definir métodos de Runge-Kutta de quarta ordem.
Aumentando a ordem melhoramos a aproximagdo, mas aumentamos também o
nimero de contas que precisamos fazer a cada passo. Existe um certo equilibrio
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entre a precisdo do método e o custo de cada passo. O consenso ¢ um método de
quarta ordem referido como RK4. Neste método cada inclinacao € calculada num
ponto ao longo de uma reta definida pelas inclinagdes anteriores, isto é,

ki = f(xo0,50) , (23.349)
ky = f(x0+00Ax,y0+BoikiAx) | (23.350)
ks = f(x0+03Ax,y0 4 B3ikiAx + BaakoAx) | (23.351)
ky = f(x0+ 04Ax,yo + BarkiAx + BazkoAx + Bazk3 Ax) (23.352)

e a aproximacdo € calculada como
V(xo + Ax) = yo + (aky + bky + ck3 + dks) Ax . (23.353)

Agora devemos expandir y(xg + Ax) até o termo de quarta ordem na série
de Taylor. As expressdes para ki, ko, k3 e ks devem ser expandidas até terceira
ordem pois sdo multiplicadas por Ax. Estas contas sdo semelhantes a deducéo do
método de segunda ordem, apenas mais trabalhosa. Comparando termo a termo
as férmulas encontradas temos que os coeficientes a serem determinados devem
obedecer os vinculos

a+btc+d=1, (23.354)
1
b + caiz3 +doy = 3 (23.355)
1
bo3 + co3 +daj = 3 (23.356)
1
boi3 + o3 +do; = 2 (23.357)
1
c0 P32 + doinPar + doizPaz = e (23.358)
1
c020i3B32 + dor 0 Paz + doi304Paz = 3 (23.359)
2 2 2 _ 1
05 P32 +dasBay + dosPaz = T (23.360)
1
dooBaPaz = TR (23.361)

Além destes vinculos, para que cada inclinacdo seja calculada numa reta definida
pelas inclinacdes anteriores, € necessario que

o = Por, (23.362)
o3 = B3 + P32, (23.363)
04 = Par +Paz +Pas . (23.364)
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Temos assim um sistema ndo linear de onze equagdes e treze icognitas, entdo
existem duas escolhas que podem ser feitas para determinar um método de quarta
ordem. Se escolhermos 0, = 03 = %, temos a = %, b= %, c= %, d= %, oy =1,
Boi =13, B31 =0, B2 =1, Pa1 =0, Pa = 0, Ps3 = 1. Com estes parmetros o
método de Runge-Kutta de quarta ordem obtido é

0+ &%) = o + ¢ (ki + 2k + 2k + k) Ax (23.365)
com

ki = f(xo0,y0) , (23.366)

ky = f(xo+%x,yo+%Ax) , (23.367)

ky — f(xo—l—%,yo—i—%Ax) , (23.368)

ki = f(x0+Ax,yo+ksAx) . (23.369)

Exemplo 23.25 (Aproximagao de e).
O problema de valor inicial

Y(x) =y, y0)=1 (23.370)

possui uma dnica solugdo dada por y(x) = ¢*. Em x = 1 temos que y(1) = e.
Queremos calcular uma aproximacao para e pelos métodos de Euler, Runge-Kutta
de segunda ordem e Runge-Kutta de quarta ordem. Neste exemplo temos que
(x0,¥0) = (0,1), Ax =1 e f(x,y) =y. Pelo método de Euler temos

e=y(1) =y(xo+Ax) ~yo+ f(x0,y0)Ax=1+1-1=2. (23.371)
Pelo método de Runge-Kutta de segunda ordem, calculamos

ki = f(x07y0) = f(()? 1) =1, (23.372)

ko = f(x0 +Ax,yo +kiAx) = f(1,2) =2, (23.373)

1 1
e=y(1)=y(xo+Ax) ~yo+ E(kl +k)Ax =1+ 5(1 +2)1=2.5. (23.374)
Finalmente pelo método de Runge-Kutta de quarta ordem temos

ki = f(x0,y0) = £(0,1) =1, (23.375)



23.4 Métodos numéricos 967

Ax k1 13 3

ka —f(x0+77)’0+3Ax> =f (§,§> =5 (23.376)
Ax ko 17 7

k3 —f<x0+77y0+EAx> =f (5,2) = 4_1 , (23.377)
13 13

kg = f (x0 + Ax,yo +k3Ax) = f Lo )=7 (23.378)

1
e = y(1)=y(xo+Ax) 2y0+6(k1 +2ky +2k3 + kg) Ax

1 3 7 13 67
= I4+-(142 =42 -+—)1==—=2. 23.
+6(+ 2+ 4+4> 7 79666 (23.379)
Exemplo 23.26 (Aproximacdo de 7).
O problema de valor inicial
/ - 2(Y _
Y (x) = 4cos (Z) . y(0)=0 (23.380)

possui uma tnica solugdo dada por y(x) = 4 arctan(x) no dominio (—eo, +c). Em
x =1 temos que y(1) = 4arctan(1) = w. Queremos calcular uma aproximagao
para T pelos métodos de Euler, Runge-Kutta de segunda ordem e Runge-Kutta
de quarta ordem. Neste exemplo temos que (xg,y9) = (0,0), Ax =1 ¢ f(x,y) =
4cos® ( %) Pelo método de Euler temos

T =y(1) = y(xo+Ax) = yo + f(x0,y0)Ax =0+ f(0,0)- 1 =4 . (23.381)
Pelo método de Runge-Kutta de segunda ordem, calculamos

ki = f(x0,y0) = f(0,0) =4, (23.382)

ky = f(x0+Ax,yo +kiAx) = f(1,4) = 4cos*(1) ~ 1.1677 , (23.383)

1 1
T =y(1) = y(x0 +Ax) = yo+ 3 (ki +ka)Ax =0+ 7 (4 + 1.1677)1 = 2.5839 .



968 Equacoes Diferenciais Ordinarias de primeira ordem

(23.384)
Finalmente pelo método de Runge-Kutta de quarta ordem temos

ki = f(x0,y0) = f(0,0) =4, (23.385)
Ax k 1

ky=f (X0+ 7,yo+ %Ax) =f (5,2> =3.0806 , (23.386)
Ax k 1

ks=f <x0-|- 7,)’04— EZAX> =f <§, 1.5403) = 3.4356 , (23.387)

ka = f (x0+ Ax,y0 + kaAx) = f(1,3.4356) = 1.7071 (23.388)

1
T = y(l) :y(x0+Ax) ’:yo—l—g(k] —|—2k2—i—2k3+k4)Ax

1
= < (4+2-3.0806+2-3.4356+1.7071) 1 =3.1233 (23.389)



