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Endre Szemerédi, ao receber o Prémio Abel em 2012, afirmou que considerava
seu prémio como um “reconhecimento das areas de matematica discreta e teoria
da computagdo”. Este ano, Laszl6 Lovasz e Avi Wigderson foram os laureados
do Prémio Abel, pelas suas contribui¢des a consolidagdo da matematica discreta
e da teoria da computacdo como “disciplinas centrais da matematica moderna”.
Essas premiagdes sao indicacgdes claras de que a matematica discreta e a teoria da
computacdo devem estar presentes nos curriculos atuais de matematica.

Neste livro, o leitor encontrara uma belissima introducao a area de matematica
discreta, com foco em duas de suas areas mais maduras ¢ mais ativas: a combina-
toria extremal e a combinatdria probabilistica. Trata-se de areas cujo criador mais
célebre foi Paul Erdés, e que foram moldadas por, entre outros, Szemerédi, Lovasz
e Wigderson. Pode-se também dizer que sao subareas da combinatéria assintotica,
por tratarem frequentemente de objetos de grandes proporgoes.

O leitor ¢ apresentado, inicialmente, aos principios basicos da combinatdria,
como o principio da casa dos pombos e a contagem dupla. A jornada, que co-
mega assim inocentemente, passa por varios topicos classicos e essenciais da area,
mas rapidamente chega a topicos modernos, como o método da regularidade de
Szemerédi e o método dos contéineres, que sao de grande abrangéncia e fazem
parte do ferramental essencial de todo pesquisador interessado em combinatdria
assintotica.

Os autores selecionaram os topicos desenvolvidos neste livro de forma que o
leitor, apos o estudo deste material, ndo s6 conhecera os fundamentos da combina-
toria assintotica, mas tera também sua sensibilidade desenvolvida e refinada para



apreciar os avangos que ainda estao por vir.

Escreveram este livro jovens doutores e professores, talentosos e enérgicos, e
um jovem professor titular, que despontou na comunidade internacional de com-
binatoria de forma espetacular, com uma série de contribui¢des surpreendentes e
profundas, que marcadamente avancaram o estado da arte. Cabe mencionar que
o método dos contéineres, abordado no ultimo capitulo deste livro, ¢ uma de suas
contribui¢des. Com certeza, o leitor ndo poderia ter condutores melhores que os
autores deste livro para adentrar as areas de combinatoria extremal e combinatdria
probabilistica.

Este livro é uma excelente adicdo a literatura matematica em portugués. Assim
como os autores, acredito que entre seus leitores surgirdo entusiastas, que se tor-
nardo pesquisadores dedicados a combinatdria e que contribuirdo com resultados
de impacto.

Yoshiharu Kohayakawa
Universidade de Sao Paulo
Sao Paulo, 29 de junho de 2021



A Combinatoria pode ser definida de forma simplista como a arte de contar, enu-
merar, ordenar, construir e analisar objetos matematicos discretos. No entanto, ela
¢ muito mais que isso, sendo um ramo da matematica com aplica¢des tanto na ci-
éncia da computagdo quanto em diversas areas da matematica. Assim, preferimos
descrevé-la como um conjunto de técnicas e estratégias para lidar com estruturas
discretas. Além disso, uma caracteristica fundamental da Combinatoria € a sua
énfase em problemas de facil formulagdo (até auto-contidos) mas desafiadores.

Outra caracteristica notavel da Combinatoria ¢ a sua relativa “juventude”. Ape-
sar de calculos de natureza discreta fazerem parte de toda a matematica, antes do
século XX tais topicos eram desenvolvidos de maneira desconexa, na medida em
que certos objetos eram utilizados em 4reas como Anélise e Topologia'. A Com-
binatoria como uma area da matematica propriamente dita surgiu primariamente
devido aos trabalhos da escola hungara, liderada por Paul Erdds e seus colabora-
dores, e pelo desenvolvimento da computacdo tedrica. Uma parte substancial do
material apresentado neste livro foi desenvolvida nos tltimos 50 anos, e varias das
provas que veremos foram publicadas na ultima década.

Assim, jovens estudantes e pesquisadores t€ém hoje uma rara oportunidade de
contribuir com as bases fundamentais de uma 4rea da matematica. Ao mesmo
tempo em que pesquisadores de Combinatdria vém sendo condecorados com gran-
des distingdes, como os Prémios Abel de 2012 e 2021, ¢ quase certo que outros
resultados gerais e fundamentais (como os recentes resultados que veremos nos
Capitulos 11 e 12) serdo descobertos nas proximas décadas, talvez pelo publico-
alvo deste livro.

Nas ultimas décadas, contribui¢des fundamentais para a Combinatoria foram
obtidas no Brasil. Preparamos este livio como um convite para a area, com o

10 nome “Analise Combinatéria” vem dessa época e precede o desenvolvimento sistematico da
Combinatoria. A area se desenvolveu muito desde entdo, e o nome preferido por pesquisadores da
area ¢ simplesmente “Combinatoria”.



objetivo maior de atrair mais pessoas para contribuir com a Combinatdria em nosso
pais e a ambicao de que muitos outros desenvolvimentos importantes originem-se
aqui. Por isso, a primeira decisdo tomada a respeito do presente livro foi fazé-lo
em portugués.

Como usar este livro

Este texto foi inicialmente elaborado para servir de base para o curso “Introdu¢do
a Combinatéria Extremal”, ministrado no 33 Coloquio Brasileiro de Matematica,
em 2021, e aproveitamos a oportunidade para produzir uma literatura robusta e
sem pré-requisitos que sirva como um guia para a organizagao e criacao de cursos
de Combinatoria no pais, em nivel de graduacdo e pds-graduacgao.

Neste livro, buscamos fornecer um conteudo autocontido para que alunos inte-
ressados em Combinatéria tenham um material cuidadosamente organizado para
guiar seus estudos. Para facilitar o entendimento dos assuntos apresentados, forne-
cemos diversos exercicios, permitindo que os alunos aperfeicoem ¢ testem seus co-
nhecimentos durante o aprendizado. Em particular, sugerimos aos leitores que nao
mergulhem em uma demonstragdo imediatamente apos ler um enunciado: gastar
alguns minutos para tentar desenvolver sua propria prova (discutindo com colegas
se possivel) levara a um maior aproveitamento da demonstragao que incluimos no
texto.

Este livro esta dividido em duas partes, cada uma com 6 capitulos. A Parte |
contém conteudo para um curso de Introdu¢do a Combinatoéria, tanto para a gra-
duagdo quanto para a pos-graduacgdo. O leitor serd introduzido as técnicas bésicas
no Capitulo 1, passando por grafos, que sdo estruturas importantissimas tanto do
ponto de vista teérico como pratico, no Capitulo 2. No Capitulo 3, apresentamos
a Combinatoria Extremal que, dito de forma simples, estuda o tamanho maximo
ou minimo que estruturas matematicas que contém dadas propriedades podem ter.
No Capitulo 4, introduzimos a Teoria de Ramsey, que estuda a existéncia de cer-
tas subestruturas em estruturas suficientemente grandes. Nos Capitulos 5 e 6, o
leitor terd contato com dois assuntos fascinantes: o Método Probabilistico, que
nos permite mostrar que objetos matematicos existem, mesmo que nao saibamos
como construi-los; e grafos aleatorios, que sdo estruturas interessantes por si so e
nos permitem explorar o comportamento tipico de um grafo, o que os faz tteis em
inimeras aplicagdes.

Na Parte II revisitamos os temas apresentados na Parte I, apresentando resul-
tados e técnicas mais profundas e avangadas. Essa parte contém resultados que



podem ser incorporados a um curso introdutério caso haja tempo, mas seu con-
teudo foi pensado para ser utilizado em um curso avangado de Combinatéria na
pos-graduacdo, ou como material de aprofundamento aos alunos interessados. Nos
Capitulos 7 e 8, nos aprofundamos na Combinatéria Extremal, estudando proble-
mas, respectivamente, em conjuntos e em grafos; no Capitulo 9, nos aprofundamos
na Teoria de Ramsey, com problemas em Teoria de Ramsey Aditiva, uma area
bastante intima da Teoria dos Numeros, e variagdes importantes dos problemas
vistos no Capitulo 4. No Capitulo 10, apresentamos trés técnicas probabilisticas
mais avangadas: o Lema Local de Lovasz, a Escolha Aleatdéria Dependente, ¢ as
desigualdades de Janson. Finalmente, os Capitulos 11 e 12 apresentam resultados
descobertos nas tltimas décadas, e que revolucionaram a Combinatdria: o Método
da Regularidade e o0 Método dos Contéineres. Tais métodos se tornaram parte do
ferramental indispensavel a um pesquisador em Combinatéria, fornecendo provas
curtas e elegantes para problemas que ficaram em aberto por muito tempo.

E depois?

Para nos, fazer Combinatéria € uma atividade divertida, e esperamos que este livro
seja capaz de transmitir tal prazer. Essa diversdo se deve sobretudo ao fato da
Combinatoria ser uma area altamente colaborativa, ambiente que esperamos que
os leitores consigam reproduzir ao discutir os resultados e resolver os exercicios.

Como comentamos anteriormente, Combinatoria ¢ uma area de certa forma
jovem. Por isso, depois de estudar este livro, acreditamos que vocé estara apto a
colaborar nao s6 em exercicios, mas também em problemas de pesquisa nas suba-
reas que cobrimos. O principal recurso para acompanbhar tais areas de pesquisa de
perto ¢ o arXiv, onde pesquisadores enviam versdes pré-revisdao dos seus artigos.
Leitores interessados comprovarao, apos estudar este livro, que (propositalmente)
uma parte considerdvel dos artigos publicados na se¢do de Combinatéria do ar-
Xiv, acessivel em https://arxiv.org/list/math.C0/new, trata de topicos
que discutimos no texto.

Desejamos a todos uma boa diversao!

Fabio Botler
Mauricio Collares
Taisa Martins
Walner Mendonga
Rob Morris
Guilherme Mota


 https://arxiv.org/list/math.CO/new

Parte I

Uma Introducao a Combinatoria



Neste capitulo introduzimos, através de exemplos, algumas ferramentas fundamen-
tais para a Combinatoria. Tais ferramentas, apesar de simples, formardo a base
para provar uma grande quantidade de resultados nos capitulos seguintes. A fa-
miliaridade com tais métodos permitira introduzir conceitos e argumentos mais
elaborados no resto do livro.

Comegamos com o Principio da Casa dos Pombos, seguido de uma explicacio
sobre a contagem dupla, uma observacgdo simples, mas indispensavel. Ademais,
introduzimos os principios da indug@o matematica e da inclusdo—exclusdo.

1.1 Principio da Casa dos Pombos

O Principio da Casa dos Pombos talvez seja o principio mais basico em combinato-
ria e basicamente traduz o senso comum: se ha n 4+ 1 pombos a serem distribuidos
em n casas, entdo ha pelo menos uma casa com pelo menos dois pombos. Alterna-
tivamente, se ha n bolas rotuladas com os elementos de {1,...,r} en > r, entdo
ha duas bolas com o mesmo rotulo. De forma geral, o Principio da Casa dos Pom-
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Figura 1.1: Uma parti¢éo pode ser vista como uma coloragao.

bos diz respeito a particdes de conjuntos. Uma particdo de um conjunto V' € uma
familia {V1, V2, ..., V;} de subconjuntos de V', as partes ou classes da particdo,
tal que cada elemento de V' estd em exatamente um elemento da parti¢ao, i.e., para
todou € V, existe um Gnicoi € {1,...,r}tal queu € V.

Neste livro, denotamos por N o conjunto {1, 2, 3, ...} dos inteiros positivos,
e dado n € N denotamos por [1] o conjunto {1,...,n}. Uma outra forma de
interpretarmos particdes € como uma coloragdo, como na Figura 1.1. Dado um
inteiro positivo r, uma r-coloragdo é uma fungdo c: ¥V — [r] que atribui uma cor
(em [r]) para cada elemento de V. Assim, a parti¢do acima pode ser definida como
uma r-coloragdo ¢ tal que para cada v, o valor de c(v) é exatamente o indice da
parte que contém v.

Mais formalmente, o Principio da Casa dos Pombos diz que se temos n ele-
mentos particionados em r partes com r < n, entdo uma dessas partes possui
mais do que um elemento. Nao ¢ dificil ver que podemos ir um pouco mais longe:
certamente ha uma dessas partes que possui pelo menos [n/r] elementos. E, de
uma forma um pouco mais ousada, o leitor pode verificar que se ay,...,a, sdo
inteiros ndo negativos tais que a; + --- + @, < n, entdo em toda parti¢do de [1]
em r partes, existe alguma parte i com mais de a; elementos.

No restante desta se¢do, vemos alguns exemplos interessantes de aplicagdo do
Principio da Casa dos Pombos.

Seja A C [n]. Dizemos que A ¢é livre de soma se, para quaisquer x,y € A,
temos x + y ¢ A. Um exemplo de conjunto finito livre de soma é o conjunto
I dos nimeros impares em [n]. Note que |I| = [n/2]. O exemplo seguinte
¢ uma aplicacdo do Principio da Casa dos Pombos, mostrando que o conjunto
dos niimeros impares ¢ um conjunto livre de soma de tamanho maximo em [n].
Sugerimos que o leitor tente provar todos os resultados deste capitulo antes de ler
as solugdes.
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Exemplo 1.1.1. Sejan € N. Se A C [n] ¢ livre de soma, entdo |A] < [F].

Demonstragdo. Seja A C [n]. Vamos provar que se [A| > [5], entdo A ndo ¢
livre de soma. Sejam = max A e

B={m—a:ac A}\{0}.
Note que |[A| = |B| 4+ 1 e B C [n]. Assim, como |A| = [n/2] + 1, temos que
|[A|+|B| = 2[n/2]+1 =2n+1>n

e, portanto, pelo Principio da Casa dos Pombos, existe b € A N B. Como b € B,
existea € Atalque b = m —a. Comoa,b,m € Aea + b = m, o conjunto 4
nio ¢ livre de soma, como gostariamos de demonstrar. O

Dado n € N, dizemos que um conjunto A C [n] é livre de divisores se ndo ha
par x, y € A tal que x seja divisor de y.

Exemplo 1.1.2. Se A C [2n] é um conjunto livre de divisores, entdo |A| < n.

Demonstragdo. Para cada nimero impar m € [2n], considere uma caixa com
rétulo m. Escreva cada nimero x € A na forma x = 2Km, em que m é um namero
impar, e coloque x na caixa rotulada com o ntimero m. Note que ha n caixas, e
suponha que |A| > n. Pelo Principio da Casa dos Pombos, dois elementos de A,
digamos x e y com x < y, foram colocados na mesma caixa, digamos m. Como
X e y estdo na caixa m, entao temos x = 2km e y = 2tm. Como x < y, entdo
k < L. Portanto x divide y, uma contradicdo. O

O Exemplo 1.1.2 € justo no sentido de que o conjunto {n + 1,...,2n} C [2n]
¢ um conjunto de tamanho precisamente # e livre de divisores.

Como um exemplo final do Principio da Casa dos Pombos, suponha que vocé
foi convidado para a festa de aniversario de Roberto, que ¢ bastante popular. Ao
chegar na festa, vocé nota que ha seis convidados na festa (vocé e cinco outros).

Exemplo 1.1.3. Dos seis convidados da festa, ha trés convidados que se conhecem
mutuamente, ou trés que ndo se conhecem mutuamente.

Demonstragdo. Pelo Principio da Casa dos Pombos, uma das seguintes situagoes
ocorre: (1) vocé conhece pelo menos trés convidados na festa; ou (2) vocé ndo
conhece pelo menos trés convidados na festa.
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Por simetria, podemos supor que acontece (1), e sejam Luiz, Pedro, e Leticia
os trés convidados que vocé conhece. Se pelo menos dois deles se conhecem, diga-
mos Luiz e Pedro, entdo, vocé, Luiz e Pedro formam um conjunto de trés pessoas
que se conhecem. Caso contrario, Luiz, Pedro, e Leticia formam um conjunto de
trés pessoas que nao se conhecem. O

Problemas como o apresentado no Exemplo 1.1.3 fazem parte de uma area de
pesquisa conhecida como Teoria de Ramsey, que € aprofundada nos Capitulos 4
e9.

1.2 Contagem dupla

Contagem dupla é uma técnica de prova matematica que consiste em definir e
contar um determinado valor de duas formas diferentes. Paran € N ek = 0,
escrevemos (Z) para denotar a quantidade de subconjuntos de [n] de tamanho k.

Também escreveremos (?f ) para denotar a familia de todos os subconjuntos de X

de tamanho k. Tal notacgdo ¢ justificada pela igualdade trivial ‘(f )| = (";f ‘).
O seguinte exemplo ilustra como podemos fazer uma contagem dupla.

Exemplo 1.2.1. >7_, (7) = 2".

Demonstragdo. Tremos contar a quantidade de subconjuntos A C [r] de dois mo-
dos. Primeiro, como cada elemento i € [n] estd ou ndo estda em A, existem 2"
escolhas para A. Por outro lado, existem exatamente (Z) subconjuntos de [r] de
tamanho k. Como cada subconjunto de [#] tem tamanho k para algum 0 < k < n,
o nimero de subconjuntos de [n] € > ;_, (Z) Como os dois nimeros obtidos
contam a mesma coisa, eles sdo iguais. O

O proximo exemplo € muito util. Ele é conhecido como relagdo de Stifel ou
regra de Pascal.

Exemplo 1.2.2. Sejam n,k € N com k < n. Entdo

)=+

Demonstragdo. Ambos os lados contam a quantidade de subconjuntos de tamanho
k + 1 contidos em [n + 1]. O lado esquerdo o faz diretamente, enquanto que o
lado direito divide tais conjuntos em duas classes: a dos que contém o elemento
n + 1 (e k outros elementos quaisquer) ¢ a dos que ndo contém tal elemento. [
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A seguinte identidade, em que aplicaremos a contagem dupla, ¢ conhecida
como Convolugdo de Vandermonde. O caso m = 1 da mesma ¢é corresponde ao
Exemplo 1.2.2.

Exemplo 1.2.3. Sejam m,n,k € N com k < m + n. Entdo

()-206)

Demonstragdo. Seja S um conjunto de m bolas pretas e n bolas brancas. Conta-
mos a quantidade de subconjuntos de S de tamanho k£ de dois modos. Primeiro,

por defini¢do, ha (m,j") formas de selecionar k£ bolas de S. Agora, para cada
i €{0,...,k}, ha exatamente (';’) maneiras de selecionar i bolas brancas, e exata-

mente (k'i l.) maneiras de selecionar k —i bolas pretas de S.! Como cada conjunto
de k bolas de S contém i bolas pretas para algum i € {0,...,k}, a identidade
segue. O

Para o proximo exemplo, iremos definir um grafo G, que ¢ uma estrutura
composta por um conjunto de vértices V(G) e um conjunto E£(G) de pares ndo
ordenados de vértices, chamado de conjunto de arestas de G. Escrevemos e(G)
para denotar o nimero de arestas de G, e para cada vértice v € V(G) denotamos
por dg (v) (chamado o grau de v) o numero de arestas de G que contém v.

Lema 1.2.4 (Lema dos apertos de mio). Dado um grafo G, temos

> dg(v) =2e(G).

veV(G)

Demonstragdo. Contamos de dois modos os pares (v, e) nos quais v é um vértice
de G e e é uma aresta de G que contém v. Como cada aresta ¢ um conjunto de
dois vértices, existem exatamente 2e(G) tais pares. Por outro lado, cada vértice
esta contido em exatamente dg (v) pares, € o lema segue. O

Uma consequéncia do lema do aperto de mao é o Lema de Sperner. Considere
um tridngulo ABC e uma triangulacdo 7" de ABC. Uma coloragdo de Sperner
(ver Figura 1.2) de T € uma coloracdo dos vértices de 7' com as cores 1,2 e 3 de
tal forma que (i) A, B e C estdo coloridos respectivamente com as cores 1,2 e 3; e
(ii) se um vértice u estd em uma lateral XY, com X, Y € {A, B, C}, entdo u esta
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[ ]
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/\/\/\/\

Figura 1.2: Uma coloragdo de Sperner.

colorido com a cor de X ou de Y. Finalmente, dizemos que uma face triangular
de T é tricolor se cada um de seus vértices possui uma cor diferente.

Lema 1.2.5. Seja T uma triangulagdo de um triangulo ABC. Toda coloragdo de
Sperner de T possui uma face triangular tricolor.

Demonstragdo. Definimos um grafo G cujos vértices sao as faces de T, incluindo
a face externa, e cujas arestas sdo os pares de faces {u, v} cuja interse¢do contém
vértices de cores 1 e 2. Afirmamos que a face externa tem grau impar. Isso segue
da coloragdo ser Sperner, pois ha uma quantidade impar de mudancas de cores ao
longo da aresta AB e, além disso, as Unicas faces de 7" que podem formar arestas
em G com a face externa sdo faces que possuem uma aresta ao longo da aresta
AB.

Agora, segue do lema do aperto de méo que G tem um nimero par de vértices
de grau impar e, portanto, pelo menos um dos tridngulos de 7' tem grau impar.
Para completar a prova, note que todo tridangulo de 7 tem grau 0, 1 ou 2, e um
tridangulo de grau 1 necessariamente tem exatamente um vértice de cada cor, como
queriamos. O

Vale comentar que se pode mostrar que o Lema 1.2.5 é equivalente ao teorema
do ponto fixo de Brouwer.

1.3 Principio da indu¢io matematica

O principio da indug@o matematica € uma técnica para provar resultados matema-
ticos que nos permite provar que uma determinada afirmagdo ¢ valida para todo
n € N.

Principio da indu¢ao matematica: Seja A C N tal que (i) 1 € A; e (ii) para todo
ne A, temosn—+ 1€ A. Entaio A = N.

1Se k > n, entdo [1] ndo admite subconjunto de tamanho k, implicando em (Z) =0.
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Note que 1 pode ser substituido por qualquer inteiro m no item (i) (em particular, O
ou qualquer nimero negativo), se quisermos provar que A ¢ o conjunto dos inteiros
maiores ou iguais a m.

O item (i) é chamado de caso base, enquanto o item (ii) ¢ chamado de passo
indutivo. A suposi¢do que n € A ¢ conhecida como hipdtese de indugdo. Aplicar
indug¢@o matematica a um problema consiste em definir um conjunto especial de
inteiros e provar que tal conjunto satisfaz as propriedades (i) e (ii).

O principio da indugo pode ser usado, em particular, para se provar inlimeras
igualdades e desigualdades classicas. Por exemplo:

Proposicio 1.3.1 (Desigualdade de Bernoulli). Sen € N e x > —1, entdo
(1+x)" =1+ nx. (1.1)

Demonstragdo. Fixe x > —1, e seja A o conjunto dos inteiros positivos para os
quais a desigualdade (1.1) é satisfeita. A prova segue por inducdoemn. Sen = 1,
entdo temos (1 + x)! = 1 + x e, portanto, 1 € A. Suponha que n > 2, e que
n—1¢€A,istoé que (1 +x)""1 =1+ (n—1)x. Assim, temos

(1+x)""1(1 +x)

1+ m-—Dx)(1+x)

1+ x4+ 0n—Dx+ @ —1)x>
14+ nx

(1+x)"

WV

WV

Na primeira desigualdade, foi utilizada a hipdtese de inducdo e a hipdtese x >
—1, e na ultima usamos que n > 1 e que x> > 0. Pelo principio da inducio
matematica, segue que A = N, como gostariamos de demonstrar. O

Neste livro, convencionaremos que 0° = 1. Tal convengao faz sentido combi-
natorial, pois m” conta a quantidade de fungdes f : [n] — [m] e existe uma unica
fungdo f: @ — @. Além disso, ela faz com que o teorema abaixo ndo precise de
casos particulares.

Proposicio 1.3.2 (Teorema binomial). Sen € N e x, y € R, entdo

x+y)'= Z (Z)xky”_k. (1.2)

k=0
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Demonstragdo. Fixe x,y € R, e seja A o conjunto de inteiros positivos que satis-

fazem a igualdade (1.2). Sen = 1, entdo (x + y)! = x + y e, portanto, 1 € A4,
- 1 _ (1

visto que (;) = (;) = 1. Suponha que n = 1 en € A. Assim, temos

( ) k_ n— k(x +y)

( ) k. n+1—k + Z( ) k+1 n —k

n+1 n+1

Z ((k) n (kil))xkynﬂ —k _ Z (” Z l)xkyn—l—l—k’
k=0 k=0

em que no primeiro passo usamos a hipotese de inducéo e no ltimo usamos o
Exemplo 1.2.2. Pelo principio de inducdo matematica, segue que A = N, como
gostariamos de demonstrar. O

(x+ )" =

-1t

Outra demonstragdo, com contagem dupla. Podemos expandir (x + y)" como
uma soma de termos usando a propriedade distributiva. Tal expansdo ¢é obtida
considerando todos os 2" modos de selecionar x ou y de cada um dos n fatores

do produto. Desses 2" termos, em (Z) deles escolhemos o termo x exatamente k

vezes; cada um dos termos resultantes ¢ igual a xk yn- -k, O

As vezes o passo indutivo requer uma hipétese de indugdo mais forte.

Principio da inducio matematica forte: Seja A C N tal que se k € A para todo
k e Ncomk < n,temosn € A. Entdio A = N.

Note que o caso base estd implicito no principio da inducdo forte. Isto ¢, para
n = 1, ndo ha nimero k € N com k < n. Assim, neste caso, a hipotese de
indugdo ndo nos da nenhuma informagao, ¢ temos que provar que 1 € A sem
assumir nada. A prova do seguinte fato basico faz uso da indugéo forte.

Exemplo 1.3.3. Todo inteiro maior que 1 € o produto de um ou mais niimeros
primos.

Demonstragdo. Seja P o conjunto de todos os nimeros primos e seja A € N o
conjunto dos nimeros que sdo produtos de primos. Seja n € N, e suponha que
todok € Ncom?2 < k <nestiem A.
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Se n ¢ primo, entdo n é claramente um produto de primos e, portanto, n € A.
Em particular, 2 € A. Entio podemos supor que # ndo ¢ primo. Logo,n = k - £
com k, £ < n. Pela hipotese de indugdo, temos que k e £ podem ser escritos como
produtos de primos, digamos k = [ ,ep p*7 €€ =[] ,ep pPbr. Mas isso implica

que
n==k-{= ]_[pap. Hpbpz Hpap+b,,

peP pEP pEP

e, entdo, n € A. Pelo principio de indugdo matematica forte, segue que A € o
conjunto dos inteiros maiores ou iguais a 2, como gostariamos de demonstrar. [

Para ver que o principio da indu¢do matematica pode ser aplicado a outros
objetos matematicos, vamos dar um exemplo envolvendo grafos. Dizemos que
um grafo G ¢é conexo se para cada subconjunto proprio A C V(G) (isto é, com
A # B e A # V(G)) existe pelo menos uma aresta de G entre 4 ¢ V(G) \ A.

Proposicio 1.3.4. Se G é um grafo conexo com n vértices, entio e(G) = n — 1.

Demonstragdo. Se um grafo G tem somente um vértice, entdo o resultado vale
trivialmente. Seja G um grafo conexo com n vértices e suponha que todo grafo
conexo com 1 < k < n vértices possui pelo menos k — 1 arestas.

Se dg (v) = 2 para todo vértice v € V(G), entdo, pelo lema do aperto de mao
(Lema 1.2.4), sabemos que

20(G)= Y dg(v) =2n.

veV(G)

Assim, temos que e(G) = n, provando o resultado. Podemos, entdo, assumir
que G contém pelo menos um vértice v de grau 1. Seja G’ o grafo obtido de G
removendo-se o vértice v e a (Uinica) aresta uv que contém v.

Afirmamos que G’ é conexo. Se G’ ndo for conexo, hd um subconjunto proprio
A C V(G') para o qual ndo ha arestas de G’ entre A ¢ V(G’) \ A, e suponha (sem
perda de generalidade) que u € A. Entdo B := A U {v} é um subconjunto préprio
de V(G) e ndo ha arestas em G entre B e V(G) \ B, visto que os vértices u e
v estdo ambos em B. Mas entdo G nao seria conexo, contradizendo a hipdtese.
Assim, concluimos que G’ é de fato conexo.

Como G’ é conexo e tem n — 1 vértices, pela hipotese de indugio, temos
e(G') = n — 2. Portanto, temos que ¢(G) = e¢(G’) + 1 = n — 1. Pelo prin-
cipio da indug¢do matematica, segue que a afirmacgdo vale para todo n € N, como
gostariamos de demonstrar. O
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1.4 Principio da Inclusao-Exclusao

Dados dois conjuntos A e B, sabemos que o tamanho da unido | AU B| é no maximo
|A| + | B]. Isso acontece pelo fato de cada elemento de |4 U B]| ser contado pelo
menos uma vez em |A| + |B|. Mais geralmente, temos a seguinte desigualdade
conhecida como Cota da unido.

Proposicao 1.4.1 (Cota da unido). Dados conjuntos finitos Ay, ..., An, temos

n
< Y|4l
k=1

Demonstragdo. Cada elemento que estd na unido dos n conjuntos esta em algum
dos conjuntos A; e, portanto, esta contado pelo menos uma vez na soma do lado
direito. 0

n

U

i=1

Sendo um pouco mais cuidadoso, podemos ver que (para dois conjuntos) cada
elemento da intersegdo A N B ¢ contado exatamente duas vezes em | 4| + | B|, € 0s
demais elementos de A U B sdo contados exatamente uma vez. Assim, podemos
ser mais precisos e dizer que

|AU B| = |A| +|B|—|AN B|.

Subtraimos |A N B| para compensar os elementos que foram contados duas vezes
em |A| + |B]|.

Analogamente, para calcular a unido de trés conjuntos A, B e C a partir da
soma |A| + |B| 4+ |C|, podemos remover o tamanho das interse¢des dois a dois
|[AN B|+]ANC|+ |BNC|, mas note que os elementos em A N B N C, que
foram contados trés vezes em |A| + |B| + |C|, foram também descontados trés
vezesem |A N B|+ |ANC|+ |B N C|. Assim, temos

JAUBUC| = |A|+|B|+|C|-|ANB|—|ANC|—|BNC|+|ANBNC]|,

como simbolizado na Figura 1.3.

O principio da inclusdo—exclusdo é uma generalizagdo dessa ideia que nos
permite calcular o tamanho da unido de uma quantidade arbitraria de conjuntos
finitos.

Proposicao 1.4.2 (Principio da inclusdo—exclusdo). Dados conjuntos finitos A, . . .

temos
n

U4

i=1

n

Z(_l)k+1 Z
=1

k= Scnl,IS|=k

(4

ieS

’ An,
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Ay,

W

Figura 1.3: Inclusdo—exclusdo para trés conjuntos.

Demonstragdo. A prova usa contagem dupla; mais precisamente, para cada ele-
mento v que ¢ contado uma vez no lado esquerdo da igualdade no enunciado,
iremos contar quantas vezes v ¢ contado do lado direito. Para fazé-lo, seja

T={ien]:ved;}
e suponha que |T'| = m = 1. Entdo

UEﬂA,‘ 54 S CT,

e, portanto, v € contado exatamente

m
Z(—l)k“(’;’) —1—(-D"=1
k=1
vez, em que a penultima desigualdade segue da Proposigdo 1.3.2 e a ultima segue
dem = 1. O

O principio da inclusdo—exclusdo ¢ a base de muitos dos crivos usados em
teoria dos numeros. Um exemplo simples em teoria dos numeros € o classico
teorema de Euler abaixo. A fungfo totiente de Euler ¢ é definida de modo que
¢(n) é a quantidade de inteiros i € [n] tais que i e n sdo primos entre si.

Teorema 1.4.3. Para cada n € N, temos
1
(p(n):n-l_[ l—; ,
pln

em que o produto é tomado no conjunto dos primos p que dividem n.
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Demonstragdo. Seja{pi,..., pr}oconjunto de primos que dividem n. Para cada
i € [k], defina

Ai ={m € [n]: pi |m}
Um numero x € [n] é tal que x e n sdo primos entre si se ¢ somente se x ndo esta
contido em nenhum dos conjuntos A;. Logo, pelo principio da inclusdo—exclusao,

temos " "
U = Y 3 [Nl
k=1

i=1 |S|=k ' ieS

n—pn) =

Como cada primo p; divide n, segue que

(4

ieS

paratodo S C {p1,-.., px}- Portanto, temos

Wy S5 =T1(5)

|S|=k PGS pln

como afirmado. O

O principio da inclusdo—exclusdo também tem muitas aplicacdes em Combina-
toria, como no estudo de permutagées, que sdao ordenacdes lineares dos elementos
de um conjunto. Formalmente, uma permutagdo de um conjunto S com n elemen-
tos ¢ uma funcgdo bijetiva f: [n] — S. Nao ¢ dificil ver que existem precisamente
n! permutagdes de um conjunto S com # elementos.

Para se acostumar com tal defini¢do, vamos usa-la para provar o seguinte fato
simples, mas importante (que ndo ¢ a definicao de (Z) no nosso livro).

ny n!
k] kln—k)

Demonstragdo. Iremos contar a quantidade de permutagdes f : [n] — [n] de dois
modos. Porum lado, escolhendo f (i) sequencialmente parai = 1,...,n, existem
n! permutacdes de [1]. Por outro lado, podemos primeiro escolher as imagens dos
elementos de S = {1,...,k} e depois as imagens dos elementos restantes. Ha
(Z) maneiras de escolher o conjunto 7' que sera imagem de S; fixado isso, ha k!

Exemplo 1.4.4.
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modos de escolher as imagens de cada um dos elementos de S (em T') e (n — k)!
de escolher as imagens dos elementos de [1] \ S. Segue que

n! = (Z)k!(n — k),

como afirmado. O

Dizemos que uma permutacéo de [1] fixa um elementoi € [n]se f(i) =i, ou
seja, se i aparece em sua posi¢do original. Uma permutacdo de [#] na qual nenhum
elemento ¢ fixado é chamada de desarranjo.

O seguinte resultado determina (assintoticamente) a probabilidade de que uma
permutagdo aleatdria de [n] seja um desarranjo.

Proposicio 1.4.5. Para cadan € N, seja a(n) a quantidade de desarranjos de
[n]. Entdo

am 1

n! e
quando n — oo.

Demonstragdo. Vamos determinar exatamente a quantidade de desarranjos de [n].
Para cada i € [n], seja A; o conjunto de permutagdes de [r] que fixam i. Note
que |A4;] = (n —1)! e, mais geralmente, para todo k e todo S C [n] de tamanho k,

temos
(4

ieS

= (n—k)!,

pois os elementos de S estdo fixos, e os n — k demais elementos podem ser per-
mutados livremente. Como uma permutacdo de [r] ¢ um desarranjo se e somente
se ndo estd em nenhum dos A;, temos pelo principio da inclusdo—exclusdo que

> (= 1)"“( )(n k)!

k=1

n

U =

i=1

n!—am) =

Pelo Exemplo 1.4.4, obtemos

a(n) Z l)k

Q| =

quando n — oo, como afirmado. U
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1.5 Exercicios

Exercicio 1.5.1. Mostre que qualquer subconjunto A C [2n] de tamanho n + 1
contém dois nimeros coprimos.

Exercicio 1.5.2. Seja .A uma familia de subconjuntos de [1] tal que A N B # @
paratodo A, B € A. Conclua que |A| < 2"~ L.

Exercicio 1.5.3. Prove as igualdades abaixo (idealmente usando contagem dupla):
@ Yikem () () =277 ();
®) () = G-
© Xhem (o) = (nh);

Exercicio 1.5.4. Sejaay,as,...,a, € N. Prove que existe um intervalo I C [n]
tal que ) ;<7 a; ¢ divisivel por n.

Exercicio 1.5.5. Prove que todo conjunto de 2" 41 vetores em Z” (ou seja, vetores
da forma (ay,...,a,) coma; € Z) contém um par de pontos distintos cuja média
possui coordenadas inteiras.

Exercicio 1.5.6. Seja G um grafo. Mostre que existem dois vértices u, v € V(G)
com dg(u) = dg(v).

Exercicio 1.5.7. Dados 5 pontos em uma esfera, mostre que existe um hemisfério
fechado (isto ¢, incluindo o ‘equador’) contendo pelo menos 4 deles.

Exercicio 1.5.8. Mostre que para qualquer n € N, existem infinitos multiplos de
n formados por apenas os digitos 0 e 1.

Exercicio 1.5.9. Sejam g1(x), ..., gk (x) fungdes reais limitadas e f(x) uma ou-
tra fungdo real. Suponha que existem constantes positivas ¢ e § tais que se f(x) —
f(y) > &, entdo max;e[x](gi (x) — gi(y)) > §. Prove que f também ¢ limitada.

Exercicio 1.5.10. Prove que para qualquer n € N, 13" pode ser escrito como a
soma de dois quadrados.

Exercicio 1.5.11. Dados m,k € N, mostre que existem inteiros s = 1 e a; >
ap_1 > -+ > ag = s tais que

_ [ % akg—1 as
m—(k)+<k_1)+ +<s). (1.3)

Mostre também que tais inteiros s € ag, . . . , dg sa0 Unicos.
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Exercicio 1.5.12. Sejam ay, ..., a, € Q, e suponha que o polindmio
p(x) =apx" +---+a1x +aop

é tal que p(k) € Z paratodo k € Z. Prove que existem co, ..., c, € 7Z tais que
" X
p(x) = Zci(l.),
i=0

em que (’(;) ¢ a fungdo constante igual a 1 e, para k > 1,

k—1

(i) =ki!-]_[(x—i).

i=0

[Dica: Considere o polindmio g(x) = p(x 4+ 1) — p(x). Use o Exercicio 1.5.3(c)
e que dois polindmios de grau n sdo iguais se coincidem em n + 1 pontos.]

Exercicio 1.5.13. Sejamn € N e s € R. Mostre que, se x1,...,X; € R sdo tais
que x1 + ...+ x, = s, entdo

2 (2) ()

usando o binomial definido para valores reais dado no Exercicio 1.5.12. Em outras
palavras, se a soma de n nimeros ¢ fixa, o somatorio do lado esquerdo ¢ minimi-
zado quando eles sdo todos iguais.

[Dica: Escreva z; = x; — s/n.]



Grafos sdo estruturas essenciais para o estudo de diversos problemas teodricos e
praticos, e possuem varias aplicacdes em Ciéncia da Computacdo. Neste capitulo,
investigamos diversos problemas sobre grafos e apresentamos diversos resultados
classicos.

Acredita-se que a Teoria dos Grafos teve inicio na cidade de Konigsberg, na
antiga Prussia. Euler (1741)" resolveu um problema matematico que intrigava a
populacdo local: havia na cidade duas ilhas conectadas entre si e a outras partes da
cidade através de sete pontes (vejaa Figura 2.1 com a configuragdo das pontes feita
por Euler). A pergunta que intrigava a populagdo local dizia respeito a possibili-
dade de atravessar todas as sete pontes, comecando de qualquer lugar, de forma a
passar exatamente uma vez por cada ponte. Euler deu uma resposta negativa para
essa pergunta, mostrando que ndo ¢é possivel efetuar o trajeto proposto.

Para resolver o problema, Euler modelou as partes de terra e as pontes como
um objeto matematico que hoje € conhecido como grafo e analisou as propriedades
da estrutura desse objeto. Estudaremos a prova dada por Euler na Se¢do 2.7.

Neste capitulo, apresentamos muitas das propriedades fundamentais de gra-
fos, e introduzimos uma gama de técnicas e estratégias Uteis para entender suas

I Apesar de publicado em 1741, o artigo foi escrito em 1735. Além de ser o primeiro artigo de
Teoria dos Grafos, este ¢ considerado também o primeiro artigo de Topologia.
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Figura 2.1: As sete pontes de Konigsberg.

propriedades. Comegamos com algumas defini¢des simples, mas essenciais.

2.1 Fundamentos

Um grafo G é uma estrutura composta por um conjunto de vértices V(G) e um
conjunto £ (G) de pares de vértices, chamado de conjunto de arestas de G. Es-
crevemos v(G) e e(G), respectivamente, para |V (G)| e |E(G)|.
Muitas vezes, representaremos uma aresta e = {u, v} simplesmente como
uv, e dizemos que os vértices ¥ e v sao vizinhos ou que sao vértices adjacentes.
O grau de um vértice v de um grafo G, denotado por dg(v), é a quantidade
de vizinhos do vértice v. Ja o conjunto dos vizinhos de v, a vizinhanga de v, é
denotado por Ng(v). Quando estiver claro a que grafos estamos nos referindo,
omitiremos os subindices. Lembre que vimos no Capitulo 1 o seguinte fato basico,
que relaciona os graus de um grafo com seu nimero de arestas.

Lema 2.1.1 (Lema dos apertos de mao). Dado um grafo G, temos

> dg(v) =2e(G).

veV(G)

Os dois grafos mais simples s8o o grafo completo, em que todos os pares de vér-
tices sdo arestas, € o grafo vazio, que ndo tem nenhuma aresta. O grafo completo
com n vértices ¢ denotado por K. Tais grafos ndo sdo particularmente interes-
santes por si s0, mas se tornam interessantes quando tentamos encontra-los dentro
de grafos maiores (e mais complicados). Para realizar essa tarefa, precisamos do
conceito de subgrafo.

Um grafo H é subgrafo de um grafo G se V(H) C V(G) e E(H) C E(G).
Dizemos também que G contéem H, e escrevemos H C G para denotar essa
relagdo. Dado um conjunto de vértices X C V(G) de um grafo G, o subgrafo de
G induzido por X, denotado por G[X], € o subgrafo H C G com conjunto de
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] ]
U T

Figura 2.2: Um subgrafo n3o induzido (esquerda) ¢ o subgrafo induzido por
{v1,...,vs} (direita).
AN

Figura 2.3: Uma clique de tamanho 4 (esquerda) e um conjunto independente
(direita).

vértices V(H) = X e conjunto de arestas E(H) = {uv € E(G) :u,v € X}
(veja a Figura 2.2).

Se X ¢ um subconjunto de vértices de G, escrevemos eg(X) para denotar
e(G[X]), o nimero de arestas de G inteiramente contidas em X. Dizemos que
X é uma cligue de G se G[X] é um grafo completo, e que X é um conjunto
independente de G se G[X] é um grafo vazio. Em outras palavras, um conjunto
independente em G é um conjunto X para o qual e(G[X]) = 0. Dado um grafo
G, o tamanho do maior conjunto independente de G ¢ chamado de niimero de
independéncia, e é denotado por a(G). A Figura 2.3 ilustra esses conceitos.

Definimos o grau mdximo de um grafo G como

A(G) = max {d(v) 1V E V(G)},
e 0 grau minimo de G como
§(G) =min{d(v) : v € V(G)}.

A seguinte proposi¢ao fornece limitantes para (G ) em termos dos graus maximo
e minimo de G.
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Proposicio 2.1.2. Para todo grafo G, temos

v(G) e(G)
ZRZ;T;TI < a(G) < 8(G).

Demonstragdo. Seja X um conjunto independente maximal de G, isto ¢, todo
conjunto de vértices que tem X como subconjunto préprio ndo ¢ um conjunto
independente. Vamos fazer uma contagem dupla na quantidade de arestas entre
X e V(G) \ X. Pela maximalidade de X, todo vértice de V(G) \ X tem pelo
menos um vizinho em X . Por outro lado, todo vértice de X tem no maximo A(G)
vizinhos em V(G) \ X. Logo,

v(G)—|X|=V(G)\ X| < ) dg(v) < |X|- AG).
veX

Portanto, v(G) < |X |(A(G) + 1), de onde concluimos que

v(G)

a(G) =z |X| =z ————.
() = |X] AG) +1

Para provar o limitante superior para ¢(G), considere um conjunto independente

maximo Y de G e observe que

@(G)-8(G) =Y 8(G) < Y _dg(v) <e(G).

veY veY

visto que toda aresta de G ¢ contada no maximo umavezem ) , .y dg(v). O

Talvez surpreendentemente, ambos os limitantes na Proposi¢ao 2.1.2 sdo jus-
tos. De fato, o grafo G formado pela unido disjunta de n/(k + 1) grafos comple-
tos com k + 1 vértices é um grafo com n vértices tal que A(G) = k e a(G) =
n/(k+1), e o grafo que consiste de todas as arestas entre um conjunto de tamanho
k < n/2 e um conjunto de tamanho n — k tem §(G) = k, e(G) = k(n — k) ¢
a(G) = n—k. Note que, por simetria, resultados analogos valem para o tamanho
da maior clique de G.

Outros dois grafos muito simples sdo o caminho ¢ o ciclo. Um caminho de
comprimento k € um grafo P para o qual ha uma ordenacéo (vo, ..., vg) de seus
vértices tal que

E(P) = {vi—iv;i 1 1 <i <k}.
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v .

Figura 2.4: Uma copia de um caminho num grafo.

Muitas vezes representamos um caminho pela sequéncia de vértices (vo, . . ., V),
em que escrevemos simplesmente P = (vo, ..., V) para representar o caminho.
A Figura 2.4 d4 um exemplo de um caminho em um grafo.

Dados u, v € V(G), a distdncia de u a v em G, denotada por distg (#, v), € 0
comprimento do caminho mais curto entre ¥ a v, ou oo caso nao exista caminho
ligando u e v. Em particular, distg (v, v) = 0.

Um conceito relacionado ¢ o de passeio. Um passeio num grafo G ¢ uma
sequéncia de vértices (v, ..., V) de G tal que v;—1v; é uma aresta de G para
1 <i < k. Note que, ao contrario da defini¢do de caminho, um passeio pode usar
um vértice de G mais de uma vez.

Observacao 2.1.3. Dados dois vértices u e v de um grafo G, existe um caminho
ligando u a v se e somente se existe um passeio ligando u a v.

Demonstragdo. Todo caminho é um passeio, de modo que basta provar uma das
implicagdes. Suponha que existe passeio ligando u a v, e considere o conjunto

A de todos os passeios com essa propriedade. Seja P = (v, ..., V) um menor
passeio de A. Entdo P ¢ um caminho, pois se v; = vj comi < j, entdo P’ =
(vo, ..., Vi, Vj+1,...Vk) é um passeio com menos vértices. O

Se k = 3, o ciclo de comprimento k, denotado por Cy, é um grafo obtido a
partir de um caminho (vy, ..., v;) pela adigdo da aresta vj vy, como na Figura 2.5.
O comprimento do menor ciclo de G é chamado de cintura de G, e é denotado por

g(G). A seguinte proposigdo relaciona o grau minimo ao comprimento do maior
ciclode G.

Proposicio 2.1.4. Se G é um grafo com 6(G) = 2, entdo G contém um ciclo de
comprimento pelo menos §(G) + 1.

Demonstragdo. Seja P = (vy,..., V) um caminho maximal em G. Note que
como P ¢ maximal, todos os vizinhos de v; estdo em P. Caso contrario te-
riamos um caminho mais longo que P (e contendo P). Agora, seja i 0 me-
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§=4 &
Ny K

Figura 2.5: Um ciclo par e um ciclo impar num grafo.

nor indice tal que v;vr € E(G). Como d(v) = §(G), concluimos que C =
(Vi, Vit1,..., Vg, v;) € um ciclo com pelo menos §(G) + 1 arestas. UJ

O limitante na Proposi¢@o 2.1.4 também ¢ justo, e pelo mesmo exemplo dado
anteriormente: o grafo G formado por n/(k + 1) grafos completos disjuntos com
k + 1 vértices é um grafo com §(G) = k e ndo contém ciclos (nem mesmo cami-
nhos) de comprimento maior do que k£ + 1.

2.2 Arvores

Lembre-se do Capitulo 1 que um grafo é conexo se e somente se para todo subcon-
junto proprio A < V(G) ndo vazio existe pelo menos uma aresta de G entre 4 e
V(G) \ A. Tal defini¢do é motivada pelo seguinte fato simples.

Lema 2.2.1. Um grafo G é conexo se e somente se para todo par de vértices
u,v € V(G) existe um caminho entre u e v.

Demonstragdo. Suponha que G ndo é conexo, e seja ¥ # A € V(G) tal que ndo
ha arestas entre A ¢ V(G) \ A. Entdo paratodou € A etodov € V(G) \ A ndo
ha caminho entre u e v.

Agora suponha que G ¢ conexo. Para cada u € V(G), considere o conjunto
A(u) dos vértices w € V(G) tais que existe um caminho (possivelmente de com-
primento 0) em G entre u e w. Se A(u) = V(G) paratodou € V(G), entdo existe
um caminho entre quaisquer dois vértices. Do contrario, existe u € V(G) tal que
A(u) # V(G), e toda aresta vw com v € A(u) tem também w € A(u). Como
u € A(u), o conjunto A = A(u) contradiz a defini¢do de conexidade. O

Pela Observagao 2.1.3, o Lema 2.2.1 também ¢ verdadeiro se substituirmos a
palavra “caminho” por “passeio”.

Uma componente conexa de um grafo G ¢ um subgrafo conexo aresta maximal
de G, i.e., um subgrafo de G que ¢ maximal em termos de arestas com respeito a
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Figura 2.6: Um grafo desconexo com trés componentes conexas.

N

Figura 2.7: Uma estrela de ordem 6.

propriedade de ser conexo. Observe que o conjunto A(u) definido na prova acima
¢ exatamente o conjunto de vértices da componente de G contendo u. Um grafo
que ndo € conexo ¢ dito ser desconexo, como ilustrado na Figura 2.6.

No Capitulo 1, também provamos (veja a Proposi¢ao 1.3.4) o seguinte fato
sobre o niimero minimo de arestas num grafo conexo.

Lema 2.2.2. Se G é um grafo conexo com n vértices, entdo e(G) = n — 1.

A cotado Lema 2.2.2 ¢ justa, pois um caminho com 7 vértices é conexo e tem
n — 1 arestas. Outro exemplo € a estrela de ordem n (veja Figura 2.7), o grafo em
que todas as arestas sdo incidentes a um unico vértice de grau n — 1. Na verdade,
a desigualdade ¢ justa para uma grande familia de grafos, as arvores, definidas a
seguir, em que dizemos que um grafo € aciclico se ndo contém ciclos.

Definic¢ao 2.2.3. Uma drvore é um grafo aciclico e conexo.

Nosso objetivo nessa secdo ¢ mostrar que as arvores sdo exatamente os grafos
conexos com e(G) = v(G) — 1. O primeiro passo ¢ a seguinte proposicao.
Proposicio 2.2.4. Seja G um grafo conexo com n vértices. Se e(G) = n — 1,

entdao G é aciclico.

Demonstragdo. Seja G um grafo conexo com n vértices e exatamente n—1 arestas,
e suponha que C C G ¢é um ciclo. Considere o grafo G’ obtido de G através da
remocdo de uma aresta e do ciclo C.
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Figura 2.8: Uma arvore.

Afirmamos que G’ é conexo. De fato, isso segue do Lema 2.2.1, pois, para
qualquer caminho P de G que use a aresta e, podemos “dar a volta” no ciclo C
para obter um passeio de G’ com as mesmas extremidades de P que evita o uso de
e. Mas, entdo, G’ tem n vértices e n — 2 arestas, contradizendo o Lema 2.2.2. 0O

O seguinte lema € simples, mas muito util. Um vértice v em uma arvore G ¢
chamado de folha se dg (v) = 1.

Lema 2.2.5. Toda darvore com n = 2 vértices tem pelo menos duas folhas.

Demonstragdo. Seja G uma arvore com n vértices e seja P = (vy,...,0;) 0
maior caminho de G. Por maximalidade, v; € v ndo tem vizinhos fora de P.
Além disso, vy € vi_; sdo os Unicos vizinhos de v; e vy (respectivamente) em P,
pois G ¢ aciclico. Entdo dg (v1) = dg(vg) = 1, como queriamos. O

Paracadav € V(G), escrevemos G —v para o grafo obtido de G pela remogao
do vértice v e de todas as arestas incidentes a ele. Folhas sdo uteis pelo seguinte
motivo.

Lema 2.2.6. Se G ¢ uma drvore e v é uma folha de G, entdo G — v é uma darvore.

Demonstragdo. Se G ¢ uma arvore, entdo G ¢ aciclico e conexo por definicdo.
Assim, G — v ¢ aciclico, de modo que basta mostrar que G — v € conexo. Ja
provamos isso durante a demonstragdo da Proposi¢ao 1.3.4, mas iremos dar outra
prova: para quaisquer u, w € V(G —v), 0 Lema 2.2.1 nos d4d um caminho P de G
ligando u aw. Como dg (v) = 1, o vértice v é extremidade de todo caminho que o
contém e, portanto, P ndo contém v. Logo, G — v € conexo pelo Lema 2.2.1. [

Podemos entdo deduzir a seguinte proposicao.
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Proposicio 2.2.7. Seja G uma darvore com n vértices. Entdo e(G) = n — 1.

Demonstragdo. Vamos provar o resultado por indu¢do em n. Se n = 1, entdo
o resultado ¢é valido, pois ndo ha arestas. Suponha entdo que n = 2, e que toda
arvore com k < n vértices tem exatamente k — 1 arestas.

Seja G uma arvore com n vértices. Pelo Lema 2.2.5, G tem uma folha v, e
pelo Lema 2.2.6 o grafo G’ = G — v é uma arvore com n — 1 vértices. Pela
hipotese de indugdo, G’ tem exatamente n — 2 arestas. Logo, como dg(v) = 1,
temos que G tem exatamente n — 1 arestas. Ul

O seguinte corolario segue diretamente das Proposicdes 2.2.4 ¢ 2.2.7.

Corolario 2.2.8. Seja G um grafo com n vértices. G é uma arvore se e somente
se G é conexo e tem n — 1 arestas.

A proposicdo a seguir garante que grafos aciclicos com n vértices e n — 1
arestas sao conexos. Essa proposi¢ao pode ser provada nas mesmas linhas da prova
apresentada para a Proposi¢@o 2.2.7, mas apresentamos aqui outra prova.

Proposicio 2.2.9. Seja G um grafo aciclico com n vértices. Se e(G) = n — 1,
entdo G é conexo.

Demonstragdo. Seja G um grafo aciclico com n vértices e n — 1 arestas. Suponha
por contradi¢do que G ndo seja conexo. Como G ndo ¢ conexo, existe uma particao
de V(G) em componentes conexas G, ..., Gi, em que k = 2. Observe que cada
componente conexa G; ¢ um grafo aciclico e conexo, ¢ entdo ¢(G;) = v(G;) — 1,
pela Proposicdo 2.2.7. Portanto,

k

e(G) =Y (v(G)—1) =n—k <n-2,

i=1

em que a ultima desigualdade segue de k = 2 e do fatoden = Zf-;l v(G;). Mas,
como e(G) = n — 1, pela Proposicao 2.2.7, temos uma contradigéo. O

Usando os resultados e métodos desta se¢ao, € possivel provar o seguinte re-
sultado, que fornece vérias caracterizagdes diferentes para arvores.

Teorema 2.2.10. Seja G um grafo com n vértices. As seguintes afirmagoes sao
equivalentes.

(a) G éuma drvore.
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(b) G é um grafo conexo aresta minimal.

(¢) G éum grafo aciclico aresta maximal.

(d) G éconexoee(G) =n—1.

(e) G éaciclicoee(G) =n— 1.

(f) Entre quaisquer dois vértices de G existe exatamente um unico caminho.

Deixamos a prova desse teorema como exercicio.

2.2.1 Arvores geradoras

Um subgrafo H C G ¢ um subgrafo gerador de G se V(H) = V(G). Uma
arvore geradora de um grafo G ¢ um subgrafo gerador de G que ¢ uma arvore.
Terminamos esta secdo com o seguinte resultado.

Teorema 2.2.11. Todo grafo conexo contém uma drvore geradora.

Daremos duas provas desse fato fundamental. Passemos a primeira (e mais
simples) das nossas duas provas do Teorema 2.2.11.

Demonstragdo do Teorema 2.2.11. Enquanto for possivel remover uma aresta de
G sem torna-lo desconexo, faga-o. O grafo resultante H € conexo aresta minimal
e V(H) = V(G) por definicdo. Assim, pelo Teorema 2.2.10, H ¢ uma arvore
geradora de G. O

Nossa segunda prova de Teorema 2.2.11 sera um pouco mais complicada, mas
contera algumas ideias novas uteis. Note que, pelo Lema 2.1.1, o grau médio (isto
¢, a média dos graus) de um grafo G é igual a 2¢(G)/v(G). Usaremos o seguinte
lema, que afirma que G contém um subgrafo com grau minimo pelo menos metade
do grau médio.

Lema 2.2.12. Todo grafo G com pelo menos uma aresta contém um subgrafo H
com
e(G)

8(H) > 2(G)’

Demonstragdo. A ideia é simplesmente remover vértices de grau minimo de G
até que a condicdo de grau minimo desejada seja satisfeita. Iremos mostrar que
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tal procedimento ndo pode remover todos os vértices. Mais precisamente, defina
uma sequéncia de grafos

G=GyDG1D---ODGu-1D0Gyu=H

tal que, paracadai € [m], o grafo G; é obtido a partir de G;_1 pela remogdo de um
vértice de grau no maximo e(G)/v(G) no grafo G;—;. O processo termina com
um grafo H = G,,. Sem < v(G), entdo §(H) > e(G)/v(G), como desejado.

Suponha que m = v(G). Para cadai € [m], seja v; o vértice removido no
passo i, de modo que G; = G;—1 —v;. Como v; tem grau no maximo ¢(G)/v(G)
em G;_ e todas as arestas de G sdo removidas em algum passo, temos que

m
e(G)
e(G) = dg, ,(vi) < (v(G)—=1) - —= < e(G),
@) ; 6o () < (v(G) = 1) - 75 < €(G)
pois o passo m remove o ultimo vértice e, portanto, ndo remove arestas. Isso é um
absurdo. O

Agora, podemos dar nossa segunda prova do Teorema 2.2.11.

Demonstragdo alternativa do Teorema 2.2.11. Suponha, por contradicdo, que o
enunciado ndo vale, e seja G um contraexemplo aresta minimal. Assim, G ¢ um
grafo conexo que nao possui arvore geradora, ¢ todo subgrafo conexo proprio de
G possui arvore geradora.

Defina n = v(G). Pelo Lema 2.2.2, temos ¢(G) = n — 1. Suponha primeiro
que e(G) = n — 1. Entdo G ¢ aciclico, pela Proposi¢do 2.2.4 e, portanto, ¢ uma
arvore. Nesse caso, G ¢ uma arvore geradora de si mesmo.

Por outro lado, se ¢(G) = n, entdo pelo Lema 2.2.12 G possui um subgrafo
H com §(H) > 1. Como 8(H ) é um inteiro, temos que §(H) = 2, de modo que
H contém um ciclo C pela Proposi¢ao 2.1.4. Como C também ¢ um ciclo em G,
existe um subgrafo G’ C G conexo com V(G) = V(G') e e(G’) < e(G). Pela
minimalidade de G, o grafo G’ contém uma éarvore geradora 7’/, que também &
uma arvore geradora de G. O

2.3 Grafos bipartidos

Um grafo G ¢ bipartido se V(G) pode ser particionado em dois conjuntos X e
Y de modo que X e Y sdo conjuntos independentes. Lembrando do Capitulo 1
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e da Secdo 2.1, significaque X UY = V(G)e X NY = {J e toda aresta de G
tem um extremo (isto ¢, um dos seus vértices) em X e outro em Y. Dizemos que
(X, Y) é uma biparti¢do de G.

Se um grafo G contém todas as arestas entre X e Y, dizemos que G € bipartido
completo. Chamamos X e Y de partes (ou classes) de G, e denotamos por K ; 0
grafo bipartido completo com partes de tamanho s e ¢.

Um outro exemplo simples de um grafo bipartido ¢ um ciclo par (isto ¢, um
ciclo com um niimero par de vértices). Arvores também sdo grafos bipartidos,
como mostra a seguinte proposicao.

Proposicao 2.3.1. Se G é uma arvore, entdo G é bipartido.

Demonstragdo. Pelo Teorema 2.2.10, dado um par de vértices u, w, existe um
unico caminho em G ligando u a w. Seja dist(u, w) o comprimento de tal caminho.

Fixe u € V(G), e defina X como o conjunto dos vértices v € V(G) tais que
dist(u, v) € par. Afirmamos que X e Y sdo conjuntos independentes de G. De
fato, se vw € E(G), entdo | dist(u, v) — dist(u, w)| = 1 e, portanto, dist(u, v)
e dist(u, w) tém paridades diferentes, de modo que pertencem a diferentes partes.
Logo, G ¢ bipartido. O

A familia de grafos bipartidos ¢ maior que a familia das arvores, pois inclui
(por exemplo) ciclos pares e grafos bipartidos completos. Por outro lado, tal fa-
milia ndo contém nenhum ciclo impar, como pode facilmente ser verificado. A
seguinte proposi¢ao mostra, talvez surpreendentemente, que nao ha outras obstru-
¢Oes para um grafo ser bipartido.

Proposicio 2.3.2. Se G ¢ um grafo que ndo contém ciclos impares, entdo G é
bipartido.

Demonstragdo. Podemos supor que G ¢ conexo, pois se cada componente conexa
de G fosse um grafo bipartido, G também seria. Assim, seja 7" uma arvore gera-
dora de G ¢ (X, Y) a biparti¢do de T dada pela Proposigdo 2.3.1. Sejam x e y
dois vértices da mesma parte, ¢ P um caminho de comprimento par (portanto com
quantidade impar de vértices) em T ligando x e y. Se existisse xy € E(G)\ E(T),
tal aresta fecharia um ciclo impar com P, uma contradi¢do. Assim, (X, Y) ¢ uma
biparticao de G. O

Como ciclos impares ndo sdo grafos bipartidos, a Proposi¢ao 2.3.2 caracteriza
a familia de grafos bipartidos.
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Corolario 2.3.3. Um grafo G ¢ bipartido se e somente se G ndo contém ciclos
impares.

Frequentemente ¢ mais facil trabalhar com grafos bipartidos do que com grafos
gerais. Por esse motivo, o seguinte resultado ¢ muito util. Ele mostra que todo
grafo possui um subgrafo bipartido com pelo menos a metade de suas arestas.

Proposicao 2.3.4. Todo grafo G possui um subgrafo bipartido H tal que

Demonstragdo. Sejam X,Y dois conjuntos disjuntos com X U Y = V(G) que
maximizam o numero de arestas de G com um extremo em X e outro em Y. Seja
H C G o grafo bipartido tal que V(H) = V(G)e E(H) = (X x Y) N E(G).
Afirmamos que

para todo v € V(G). De fato, suponha sem perda de generalidade que v € X. Se
v tivesse mais vizinhos (em G) em X que em Y, poderiamos mover v para ¥ e o
subgrafo bipartido H' correspondente ao novo par (X, Y) teria mais arestas que
H. Pelo Lema 2.1.1, temos que

2e(Hy= Y dp)z Y dGZ(v):e(G)

veV(G) veV(G)

como gostariamos de demonstrar. O

Note que um grafo bipartido completo com /2 vértices em cada parte possui
exatamente n2 /4 arestas. O resultado a seguir mostra que esse é o niimero maximo
de arestas em um grafo bipartido.

Proposicao 2.3.5. Se G ¢ um grafo bipartido com n vértices, entdo G tem no
mdximo n? /4 arestas.

Demonstragdo. Seja G um grafo bipartido com n vértices, € seja (X, ¥') uma bi-
parti¢do de G com | X| = x e |Y| = y. Como G ¢ bipartido, temos

(x 4+ y)? n?
G)<xy< 20 0
e(G) < xy 1 1

em que a segunda desigualdade é consequéncia de (x — y)? = 0. O
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2.4 Coloracao de vértices

Uma coloragdo dos vértices de um grafo G ¢ uma fungao
c: V(G) — [k]

que associa, dentre k “cores”, uma cor para cada um dos vértices de G. Se temos
c¢(v) # c(w) para toda aresta vw € E(G), entdo dizemos que a coloragdo ¢ ¢é
prépria. Cada conjunto ¢~1(i) é chamado de uma classe de cor. Dizemos que
uma colorag@o propria com k cores ¢ uma k-coloragdo de G, e dizemos que um
grafo é k-colorivel se admite uma k-coloragao.

O numero cromdtico de um grafo G, denotado por y(G), é a menor quantidade
k de cores para o qual G ¢ k-colorivel. Note que y(G) < v(G) para todo grafo G,
pois podemos colorir cada vértice com uma cor diferente. Considerando o outro
caso extremo, temos o seguinte fato.

Fato 2.4.1. Um grafo G ¢ bipartido se e somente se x(G) < 2.

Demonstragdo. Para ver isso, observe que uma 2-coloracdo ¢ de G € uma parti¢ao
de V(G) em dois conjuntos independentes X = c¢~!(1) e Y = ¢~ !(2). Recipro-
camente, dada uma biparti¢do (X, Y), podemos obter uma 2-coloragdo pintando
os vértices de X comacor 1 eosde Y coma cor 2. O

Quando estamos lidando com 2-coloragdes, frequentemente chamamos as co-
res 1 e 2 de vermelho e azul. E facil verificar se y(G) < 2: basta tentar colorir
um vértice de vermelho, seus vizinhos de azul, e assim por diante, alternando as
cores. Um conflito de cores implica na existéncia de um ciclo impar, o que mostra
que G ndo é bipartido, pelo Corolario 2.3.3. Para k = 3, no entanto, determinar se
x(G) < k é um problema computacionalmente dificil. Ao invés de tentar deter-
minar y(G) exatamente, vamos provar limitantes superiores e inferiores, e estudar
classes especiais de grafos para os quais seja possivel calcular o nimero cromatico
de forma exata.

Comegaremos com uma cota inferior simples. Denote por w(G) o tamanho
da maior clique contida em G, isto €, o nimero de vértices do maior subgrafo
completo de G.

Fato 2.4.2. Para todo G, vale que x(G) = w(G).

Demonstragdo. Numa coloracdo propria de G, cada vértice da clique precisa re-
ceber uma cor diferente. Assim, se K C G, entdo G ndo é (k — 1)-colorivel e,
portanto, y(G) = k. O
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Note que esse limitante ndo ¢ justo: existem grafos G no quais y(G) € maior
que w(G); por exemplo, o ciclo impar Cyf 41 para o qual temos

1(Coky1) =3 e o(Cay1) = 2.

Na verdade, como veremos no Capitulo 5, existem grafos sem tridngulos com
numero cromatico arbitrariamente grande.

Uma cota inferior simples para o nimero cromatico de um grafo arbitrario G
¢ dada pelo lema abaixo. Lembre-se que a(G) é o numero de independéncia de
G, isto €, o tamanho do maior conjunto X C V(G) com e(G[X]) = 0.

Lema 2.4.3. Seja G um grafo com n vertices. Entdo

n

x(G) = 2(G)’

Demonstragdo. Fixe uma coloracgdo dos vértices de G com k = x(G) cores e
sejam X1,..., X C V(G) as classes de cores. Como cada X; € um conjunto
independente em G, temos

k k
n=>Y Xl <) aG) = 1(G)a(G),

i=1 i=1
como afirmado. O

Dependendo do grafo, tal cota esta longe de ser justa. Por exemplo, adicio-
nando n/2 vértices de grau 0 ao grafo completo de tamanho n/2, obtemos um
grafo G com y(G) = n/2 e n/a(G) = 2. No entanto, iremos mostrar no Capi-
tulo 10 que o Lema 2.4.3 ¢ justo para “a maioria” dos grafos com n vértices.

Um dos limitantes superiores mais simples para y(G) é dado pela proposicdo
abaixo, lembrando que A(G) denota o grau maximo de G.

Proposicio 2.4.4. Para todo grafo G, temos que x(G) < A(G) + 1.

Demonstragdo. Iremos colorir os vértices de G através de um algoritmo guloso,
isto é, um algoritmo que faz escolhas sem se preocupar com os passos futuros.
Mais precisamente, seja k = A(G) + 1. Defina uma coloragdo c: V(G) — [k]
do seguinte modo: sequencialmente, para cada vértice v € V(G), escolha para
¢(v) uma cor em [k] diferente da cor de todos os vizinhos coloridos de v. Como v
tem no maximo A(G) = k — 1 vizinhos, isso sempre ¢ possivel. Por construgéo,
temos c(u) # c(v) para toda aresta uv € E(G) e, portanto, ¢ ¢ uma k-coloragio
de G. O
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O limitante dado pela Proposi¢ao 2.4.4 nem sempre ¢ bom; por exemplo, se
G ¢ um grafo bipartido com pelo menos uma aresta, entdo y(G) = 2, mas A(G)
pode variar de 1 a n — 1. Existem, no entanto, grafos para os quais a cota ¢ justa.
Ciclos impares satisfazem

ACx+1) =2 e x(Copy41) =3
e grafos completos sdo tais que
A(Ky) =n-—1 e x(Kyn) =n.

Brooks (1941) mostrou que tais exemplos sdo os Unicos grafos conexos para os
quais o limitante da Proposi¢ao 2.4.4 ¢ justo.

Teorema 2.4.5 (Teorema de Brooks, 1941). Se G é um grafo conexo que ndo é
um ciclo impar nem um grafo completo, entdo y(G) < A(G).

Ha diversas provas do Teorema 2.4.5 (veja, por exemplo, (Cranston e Rabern
2015)). A prova que apresentaremos foi feita por Lovasz (1975). Tal prova ndo é
longa, mas ¢ mais dificil que as provas que vimos até agora, de modo que come-
caremos dando uma visdo geral do método usado.

O primeiro passo ¢ mostrar que ¢ suficiente considerar um grafo k-regular,
isto é, um grafo em que todo vértice tem grau k = A(G). De fato, se existir um
vértice v com dg(v) < k, podemos remové-lo e usar indugdo para concluir que
G — v admite uma k-colora¢do. Como dg (v) < k, existe uma cor disponivel para
v, de modo que podemos estender a k-coloragdo do grafo G — v para o grafo G.

Em seguida, note que podemos assumir que k = 3, pois um grafo conexo 1-
regular ¢ uma unica aresta e um grafo conexo 2-regular conexo ¢ um ciclo (por
hipotese, um ciclo par), e tais grafos satisfazem a conclusdo desejada.

Para o proximo passo, diremos que v € V(G) é um vértice de corte de um
grafo conexo G se o grafo G — v ndo € conexo. Suponha que G tem um vértice
de corte v, e sejam Hjy, ..., Hg as componentes conexas de G — v. Por indugéo
no namero de vértices, para todo i € [s] existe uma k-coloragdo do grafo

Gi = G[V(H;) U {v}].

visto que, como v tem menos de k vizinhos em Hj, o grafo G; ndo ¢ nem um
grafo completo nem um ciclo impar. Podemos renomear as cores em cada uma
das k coloracdes de modo que v receba a mesma cor em todas elas e obter uma
k-coloracdo de G.
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Chegamos a ideia chave. Suponha que exista um caminho (u, v, w) em G tal
que uw ¢ E(G), e o grafo G — u — w (o subgrafo de G induzido pelo conjunto
V(G) \ {u,w}) é conexo. Podemos colorir G gulosamente do seguinte modo:
pintamos ¥ € w com a mesma cor, € colorimos os demais vértices comegando do
mais distante a v (ou seja, ordem decrescente de distancia a v). Desse modo, para
todo vértice z # v, na vez de z ser colorido, pelo menos um dos vizinhos de z
ainda ndo foi colorido e, portanto, existe cor disponivel para z. Além disso, v tem
dois vizinhos com a mesma cor e, portanto, também ha uma cor disponivel para v.

Assim, reduzimos o problema original ao seguinte lema.

Lema 2.4.6. Seja G um grafo conexo sem vértices de corte tal que 5(G) = 3. Se
G ndo ¢ completo, entdo G possui um caminho (u, v, w) comuw ¢ E(G) tal que
G —u — w é conexo.

Para provar o Lema 2.4.6, precisaremos do conceito de um bloco de um grafo
G, que ¢ um subgrafo maximal de G sem vértices de corte. Observe que dois
blocos distintos de G se intersectam em no maximo um vértice, pois do contrario
a unido dos dois blocos ndo conteria vértices de corte. Além disso, se definimos
um grafo H cujos vértices correspondem aos blocos de G e cujas arestas corres-
pondem a pares de blocos que se intersectam, tal grafo € aciclico, pois se existisse
um ciclo em H, a unido dos blocos de G correspondentes aos vértices do ciclo
formaria um subgrafo de G sem vértices de corte. Em particular, se G é conexo,
mas tem um vértice de corte, entdo H ¢ uma arvore com pelo menos dois vértices
e, portanto, tem pelo menos duas folhas pelo Lema 2.2.5. Tendo tal fato, podemos
provar o lema.

Demonstragdo do Lema 2.4.6. Seja G um grafo conexo que ndo ¢ completo. En-
tdo existe um caminho (x, y,z) com xz ¢ E(G) (veja o Exercicio 2.8.2). Se
G — x — z for conexo, entdo (x, y, z) ¢ um caminho com as propriedades do lema.
Entdo podemos supor que G — x € conexo e z ¢ um vértice de corte de G — x.

Sejam B e B’ blocos do grafo G — x correspondentes a folhas do grafo H.
Entdo cada um de B e B’ intersecta exatamente um outro bloco de G. Sejam
u € BN N(x)ew € B’ N N(x) que ndo sejam vértices de corte de G — x tais
que uw ¢ E(G) (tais vértices existem, pois do contrario um dos vértices que liga
B ou B’ ao resto de G — x seria um vértice de corte).

Afirmamos que G — u — w € conexo. Para ver isso, lembre que nem u nem w
sdo vértices de corte de G — x, e note que u ndo ¢ um vértice de corte de B (pois
B é um bloco), e similarmente w nio ¢é vértice de corte de B’. Além disso, como
8(G) = 3, o vértice x tem um vizinho em G — u — w.

Tomando v = x, obtemos o caminho (1, v, w) desejado. O
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A prova do Teorema de Brooks segue dos argumentos acima. Em todo caso,
vamos repetir os passos com calma.

Demonstragdo do Teorema 2.4.5. Seja G um contraexemplo minimo para o enun-
ciado, e seja A(G) = k. Se k = 2, entdo G ¢ um caminho ou um ciclo. Como G
ndo ¢ um ciclo impar, temos y(G) < 2, uma contradi¢do. Entdo podemos supor
que k = 3. No que segue, fazemos algumas afirmagdes a respeito de G.

Afirmativa 2.4.7. G ¢é k-regular.

Demonstragdo. Suponha que existe v € V(G) com dg(v) < k, e defina H =
G — v. Afirmamos que y(H) < k.

Suponha primeiro que H ¢ um ciclo impar ou grafo completo. Pela conexidade
de G, v tem algum vizinho w em V(H). Logo, dg(w) < k. Como H ¢ regular,
temos que A(H) < k e, portanto, y(H) < k pela Proposicdo 2.4.4. Por outro lado,
se H nao for um ciclo impar nem um grafo completo, entdo pela minimalidade de
G temos y(H) < k. Em ambos os casos, temos y(H) < k, como afirmado.

Seja ¢ uma k-coloragdo de H, e note que

S :={c(w):w € Ng(v)} # [k],

pois dg(v) < k. Podemos entdo definir uma k-colora¢do ¢’ de G dada por
¢’(w) = c¢(w) paratodo w € V(H), e escolhendo ¢’(v) € [k] \ S. Isso é uma
contradicdo, e, portanto, G ¢é k-regular como afirmado. O

Afirmativa 2.4.8. G ndo possui vértice de corte.

Demonstragdo. Suponha que G possui um vértice de corte v e sejam Hy, ..., Hg
as componentes conexas de G — v. Paracadai = 1,...,s, tome

G, = G[V(Hi) U {v}]

Como dg(v) = k, s = 2 e v tem pelo menos um vizinho em V(H;) para cada
i € [s], obtemos que dg, (v) < k e, portanto, G; ndo é nem um ciclo nem um
grafo completo. Logo, pela minimalidade de G, temos y(G;) < k.

Agora, para cada i € [s], seja ¢; uma k-coloragdo de G; tal que ¢c;(v) = 1, ¢
defina uma k-coloracdo ¢ de G dada por c(w) = c;(w) paratodou € V(H;) e
todo i € [s]. Como v ¢é o Unico vértice em mais de um H;, fixando ¢; (v) = 1 para
todo i € [s], a fungdo ¢ estd bem definida. Como cada aresta de G esta em um
dos grafos H;, a coloracdo ¢ € de fato uma k-coloragdo de G. Isso contradiz nossa
escolhade G, o que implica que G ndo possui vértice de corte, como afirmado. [
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Para completar a prova, aplicaremos o Lema 2.4.6 a G e depois faremos uma
coloragdo gulosa como esbogado anteriormente. Para fazé-lo, observe que G satis-
faz as condi¢des do lema: G ¢é conexo, ndo ¢ completo, e pelas Afirmativas 2.4.7
e 2.4.8, é k-regular para algum k£ > 3, ndo contendo vértices de corte. Logo, pelo
Lema 2.4.6, existe caminho (u,v, w) em G tal que uw ¢ E(G)e G —u —w é
conexo.

Iremos definir uma k-coloragdo c¢: V(G) — [k] de G. Pinte os vértices u ¢
w com a cor 1, e os demais vértices de G gulosamente em ordem decrescente de
distg (v, x). Como cada vértice x € V(G) \ {v} tem um vizinho mais perto de v
que si proprio, obtemos que no maximo k — 1 vizinhos de x sdo coloridos antes
de x. Logo, ha uma cor disponivel para x. Finalmente, como u ¢ w sdo ambos
vizinhos de v e t€m mesma cor, existe cor disponivel para colorir v.

Assim, obtemos uma k-coloragdo de G, contradizendo nossa hipdtese de que
existia um contraexemplo, provando o teorema. O

2.5 Emparelhamentos

Um emparelhamento M em um grafo G € um conjunto de arestas de G disjuntas
par a par. Em outras palavras, ndo ha duas arestas de M incidentes a um mesmo
vértice, de modo que um grafo com conjunto de arestas M tem grau maximo li-
mitado superiormente por 1. Dizemos que um emparelhamento M satura um
conjunto X C V(G) se cada vértice de X ¢ incidente a uma aresta de M. Um
emparelhamento em G ¢ dito perfeito se satura V(G).

2.5.1 Teorema de Hall

Quando um grafo G admite um emparelhamento perfeito? Iremos considerar tal
problema em grafos bipartidos, caso em que ele é um pouco mais simples. Seja
(X, Y) uma biparti¢do de G, de modo que X ¢ Y sdo conjuntos independentes. Se
G contém um emparelhamento perfeito M, entdo | X| = |Y|, pois cada aresta de
G (e, portanto, de M) tem um extremo em X e um em Y. Pelo mesmo motivo,

precisamos ter
L Ne(v)

vesS

paratodo S € X. De fato, escreva Ng(S) = |J,e5 NG (v). Cada elemento de
S corresponde a uma aresta distinta de M, e as extremidades dessas arestas que
estdo em Y formam |S| vértices distintos de Ng (.S).

= |S]
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Figura 2.9: Um emparelhamento perfeito em um grafo.

O famoso Teorema de Hall, também conhecido como teorema do “casamento”
de Hall, mostra que a condicao claramente necessaria, hoje conhecida como con-
di¢cdo de Hall, é também suficiente.

Teorema 2.5.1 (Hall, 1935). Seja G um grafo bipartido com biparti¢cdo (X,Y).
O grafo G contem um emparelhamento que satura X se e somente se

ING(S)| = IS|
para todo S C X.

Note que se |X| = |Y|[, entdo um emparelhamento satura X se ¢ somente
se satura Y e, portanto, o Teorema de Hall fornece uma condic¢do necessaria e
suficiente para que um grafo bipartido admita um emparelhamento perfeito.

Demonstracdo do Teorema 2.5.1. Primeiramente, como observamos, ¢ verdade
que se G contém um emparelhamento perfeito, entdo a condi¢do de Hall ¢é sa-
tisfeita. Vamos mostrar por indu¢do em | X | que a condi¢do de Hall ¢ suficiente
para a existéncia de um emparelhamento que cobre X. Dado que o resultado para
| X| = 1 segue da condi¢do de Hall, assumimos que | X | =n = 2.

Suponha que o resultado ¢ valido para todo grafo bipartido H com biparticdo
(A, B) em que |A| < |X|. Sejaxy € E(G)comx € X ey € Y, e considere
osubgrafo H = G —x — y. Se [Ng(S)| = |S| paratodo S € X \ {x}, entdo
pela hipétese de indugdo, H contém um emparelhamento M que cobre X \ {x}.
Logo, M U {xy} é um emparelhamento de G que cobre X. Assim, podemos
assumir que existe S € X \ {x} tal que |[Ng(S)| < |S| — 1. Isso implica que
ING(S)| < |Ng(S)|+1<|S],eque S # @. Mas, pela condigdo de Hall em G,
temos que |[Ng(S)| = |S]. Logo, |[Ng(S)| = |S].

Considere o grafo G’ = G[SUNg (S)]. Afirmamos que G’ satisfaz a condi¢do
de Hall. Com efeito, para todo 7" < S, temos |Ng/(T)| = |[Ng(T)| = |T|, em
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que a primeira igualdade decorre de Ng (7)) € Ng(S), ¢ a segunda da hipdtese da
condi¢do de Hall. Pela hipotese de indugdo, G’ contém um emparelhamento M’
que cobre S.

Seja G” o subgrafo de G induzido pelo conjunto (X \ S) U (Y \ Ng(S)).
Afirmamos que G” também satisfaz a condi¢do de Hall. De fato, para todo T C
X\ S,temos [Ng(SUT)| = |SUT| =|S|+|T| = |[Ng(S)| + |T|. Como
Ng(SUT) = Ng(S)U Ngr(T), temos que

INg#(T)| = [Ng(S UT)|—[Ng(S)| = |T].

Pela hipotese de indugdo, G” contém um emparelhamento M"” que cobre X \ S.
Logo, M’ U M" é um emparelhamento que cobre X, como queriamos. O

2.6 Ciclos Hamiltonianos

Um ciclo hamiltoniano em um grafo G é um ciclo que contém todos os vértices
de G. Dizemos que G € hamiltoniano se G contém um ciclo hamiltoniano. O pro-
blema de decidir se um grafo ¢ hamiltoniano ¢ um problema computacionalmente
dificil, de modo que ¢ pouco provavel que haja uma caracterizagao simples para
esses grafos. Assim, nesta secao, apresentamos condi¢des suficientes para que um
grafo contenha um ciclo hamiltoniano.

Uma pergunta natural inicial ¢ a seguinte: quédo grande e(G) precisa ser para
que G seja hamiltoniano? Ao pensarmos um pouco, no entanto, vemos que tal
questdo ndo ¢ tdo interessante assim, pois o grafo formado adicionando-se uma
aresta ao grafo completo K,—; ndo é hamiltoniano e tem quase (g) arestas (veja o
Exercicio 2.8.14).

Uma versdo melhor da pergunta acima ¢ a seguinte: O quéo grande §(G) pre-
cisa ser para garantir que G ¢ hamiltoniano? Claramente §(G) = 2 para todo grafo
hamiltoniano G, mas isso esta longe de ser suficiente. De fato, o grafo formado
pela unido de dois subgrafos completos com (rn + 1)/2 vértices que se intersec-
tam em exatamente um vértice satisfaz §(G) = (n — 1)/2, mas nao possui ciclo
hamiltoniano.

O seguinte teorema de Dirac mostra que o exemplo acima ¢ extremal, no sen-
tido de que qualquer grafo com grau minimo maior que o do exemplo é necessari-
amente hamiltoniano.

Teorema 2.6.1 (Teorema de Dirac, 1952). Seja G um grafo com n = 3 vértices.
Se 8(G) = n/2, entdo G ¢é hamiltoniano.
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A prova que daremos desse resultado usa uma técnica importante, chamada de
rotagdes de Posa, introduzida por Pdsa em 1962. A ideia é a seguinte: tentamos
encontrar um caminho maximal em P e obter um ciclo com a mesma quantidade
de vértices de P. Se conseguirmos, entdo das duas uma: ou encontramos um ciclo
hamiltoniano, ou existe uma aresta ligando um vértice do ciclo aum vértice de fora
do ciclo, o que permitiria estender P a um caminho maior, uma contradi¢ao.

Para transformar um caminho P = (vy,...,v;) em G num ciclo, a ideia ¢
encontrar i tal que v{v;4+1 € v; v sejam ambas arestas de G. Vamos mostrar que
isso é sempre verdade sob a condi¢do §(G) = n/2, usando o Principio da Casa dos
Pombos. Com isso, encontraremos um ciclo (vq,..., Vi, Vg, ..., Vj41, V1) COMO
afirmado (veja a Figura 2.10).

Demonstragdo do Teorema 2.6.1. Seja G um grafo com n = 3 vértices e 6(G) =
n/2. Note que G ¢é conexo; de fato, pelo Principio da Casa dos Pombos, qualquer
par de vértices que ndo ¢ uma aresta em G tem um vizinho comum.

Seja P = (vy,...,V;) um caminho de comprimento maximo em G, o que
implica que todos os vizinhos de vy e vg pertencema P. Como d(v1)+d(vg) = n,
deduz-se do Principio da Casa dos Pombos que existe uma aresta v; v;+1 de P tal
que vi+1 € N(vy) e v; € N(vg). De fato, se E(G) contiver no maximo uma
aresta de cada par do conjunto

{{vlviH, vivk} ti € [k — 1]},

entdo temos d(v1) +d(vy) < k—1 < n. Logo, existe i com a propriedade acima.
Sei € {1,k —1}, entdo viv; € E(G) e, portanto, (vy,..., Vg, v1) € um ciclo. Do
contrario, se 2 < i < k — 2, entdo

C = (v17v277vlvvk7vk—1"vl-‘rl’vl)

¢ um ciclo que contém todos os vértices de P, como pode ser observado na Fi-
gura 2.10. Como G ¢ conexo, se ha um vértice em V(G) que ndo estd em C,
entdo existe uma aresta xv,; com x ¢ V' (C), mas isso implica na existéncia de um
caminho maior que P em G, uma contradi¢do a maximalidade de P. Logo, G ¢
hamiltoniano. O

Na verdade, a demonstragdo que fizemos prova um resultado mais forte, pro-
vado pela primeira vez por Ore.

Teorema 2.6.2 (Ore, 1960). Seja G um grafo com n = 3 vértices. Se para todo
par de vértices ndo adjacentes {u, v} vale que d(u) + d(v) = n, entdo G ¢ hamil-
toniano.
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Figura 2.10: Ciclo C = (4, Vi, Vi1, ..., Un—1,V, Vi—1Vj—2, ..., U).

Podsa provou uma versdo ainda mais forte do resultado acima. Deixamos a
demonstra¢ao como um desafio.

Teorema 2.6.3 (Posa, 1962). Seja G um grafo com n = 3 vértices e sejam di <
dy < --- < dy os graus dos veértices de G. Se dy > k para todo k < n/2, entdo
G é hamiltoniano.

2.7 Trilhas Eulerianas

Voltemos agora para o inicio da Teoria dos Grafos, quando Euler resolveu o que
hoje é conhecido como o Problema das Sete Pontes de Konigsberg. Relembrando,
havia na cidade duas ilhas que se conectavam entre si € com outras partes da cidade
através de sete pontes, ¢ os habitantes estavam interessados em decidir sobre a
possibilidade de atravessar as sete pontes passando exatamente uma vez por cada
ponte. Antes de mostrarmos um resultado que permite resolver esse problema,
precisamos introduzir alguns conceitos.

Dado um grafo G, uma ftrilha de G é uma sequéncia de vértices (vy, ..., V)
tal que v;v;4+1 € E(G) paratodo 1 <i < k — 1 e todas essas arestas s@o distintas
(pode haver repetigdo de vértices). Uma trilha € dita fechada se tem comprimento
ndo nulo e um mesmo vértice € a origem e o término da trilha.

Em homenagem a Euler, uma trilha que passa por todas as arestas de um grafo
G ¢é chamada de trilha euleriana. Um grafo G ¢€ dito euleriano se G contém uma
trilha euleriana fechada. O seguinte resultado fornece uma condi¢do necessaria e
suficiente para que um grafo conexo seja euleriano.

Teorema 2.7.1. Um grafo conexo G é euleriano se e somente se todos os vértices
de G tém grau par.
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Demonstragdo. Seja G um grafo conexo que contém uma trilha Euleriana fechada
(V1,..., Vg, Vk4+1), €M que Vg 4+ = v;. Para todo vértice interno v; da trilha, as
arestas v;_1 v; € v; V; +1 contribuem com duas unidades para o grau de v;. Ademais,
para v, que € o extremo inicial e final da trilha, as arestas v; v, € v, v contribuem
com duas unidades para o grau de v;. Portanto, todo vértice de G tem grau par.

Agora suponha que todos os vértices de G tém grau par. Considere uma trilha
T de G com a maior quantidade de arestas dentre todas as trilhas possiveis. Seja
v1 o vértice inicial de 7. Primeiramente vamos provar a seguinte afirmativa.

Afirmativa 2.7.2. A trilha T é fechada.
Demonstragdo. Suponha por contradicdo que 7 = (vy, ..., V;) termina em um

vértice v # v1. Assim, existe uma quantidade impar de arestas de 7' que incidem
em vy. Porém, como d(vy) € par, existe pelo menos uma aresta vy w incidente a vy,

que ndo estda em T. Assim, a trilha 77 = (vq,..., vt, w) formada por T seguida
do vértice w forma uma trilha com mais arestas que 7', uma contradi¢cdo com a
escolhade T'. O

Resta mostrar que a trilha 7" ¢ Euleriana. Assuma por contradi¢do que T
ndo ¢ Euleriana, i.e., 7 ndo contém todas as arestas do grafo G. Seja T =
(v1,...,Vg,v1). Como G ¢é conexo, existe uma aresta v;w € E(G) que ndo
esta em 7. Mas perceba que a trilha

/
T = (UivUi-i—l’---’Ukavl,---’vi—l’vi’w)

¢ uma trilha que contém todas as arestas de 7" e a aresta v; w, uma contradigdo,
uma vez que 7' tem a maior quantidade possivel de arestas dentre todas as trilhas
de G. O

2.8 Exercicios

Exercicio 2.8.1. Mostre que um grafo e seu complemento ndo podem ser ambos
desconexos.

Exercicio 2.8.2. Mostre que se G ¢ um grafo conexo, entdo ou G ¢ completo ou
existe caminho (x, y,z) de G com xz &€ E(G).

Exercicio 2.8.3. Mostre que e(G) > (X(ZG )).

Exercicio 2.8.4. Mostre que se G ¢ um grafo com pelo menos v(G) arestas, entdo
G possui um ciclo.
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Exercicio 2.8.5. Mostre que quaisquer dois caminhos mais longos de um grafo
conexo possuem um vértice em comum.

Exercicio 2.8.6. Mostre que v é um vértice de corte de uma arvore se ¢ somente
se ndo ¢ uma folha.

Exercicio 2.8.7. Prove que uma arvore 7 tem ao menos A(7T) folhas.

Exercicio 2.8.8. Sejam 77, ..., T subarvores de uma arvore 7 tais que quaisquer
duas possuem um vértice em comum. Mostre que existe um vértice comum a todas
as T;.

Exercicio 2.8.9. Mostre que se G ¢ bipartido, entdo G tem um emparelhamento
com pelo menos e(G)/A(G) arestas.

Exercicio 2.8.10. Prove que se G ¢ um grafo bipartido regular, com biparti¢do
(X,Y),entdo | X| = |Y].

Exercicio 2.8.11. Seja k € N. Prove que todo grafo bipartido k-regular admite
um emparelhamento perfeito.

Exercicio 2.8.12. Seja G um grafo bipartido com biparti¢ao (X, Y). Prove que
se para algum k € N vale que |[Ng(S)| = |S| — k paratodo S C X, entdo G
contém um emparelhamento com | X | — k arestas.

Exercicio 2.8.13. Mostre que todo grafo com n vértices e pelo menos (";1) +1
arestas € conexo.

Exercicio 2.8.14. Mostre que se G ¢ um grafo com e(G) = (;) —n + 3, entdo G
contém um ciclo hamiltoniano.

Exercicio 2.8.15. Sejak € N e seja T uma arvore com k + 1 vértices. Prove que
se G éum grafo com §(G) = k,entdo T C G.

Exercicio 2.8.16. Prove que se G ¢ um grafo conexo, entdo G possui um caminho
de comprimento
k = min {28(G), n— 1}.



Qual o maior niimero de arestas que podemos ter em um grafo com n vértices
que evita alguma determinada estrutura? Essa ¢ a pergunta central da Teoria Ex-
tremal dos Grafos, que iremos estudar neste capitulo. Por exemplo, como vimos
no Capitulo 2, o maior nimero de arestas em um grafo aciclico com n vértices €
n — 1, enquanto que se proibirmos apenas ciclos impares tal nimero é n2/4. De
fato, qualquer subgrafo aciclico maximal G ¢ uma arvore e, portanto, tem n — 1
arestas pela Proposi¢ao 2.2.7, enquanto que um grafo sem ciclos impares é bipar-
tido pela Proposi¢io 2.3.2, tendo assim no méaximo n2 /4 arestas. Neste capitulo,
estudaremos o problema de proibir um tnico grafo H.

Dados grafos G ¢ H, lembre-se do Capitulo 2 que H é um subgrafo de G,
denotado por H C G,se V(H) C V(G) e E(H) € E(G). Geralmente, dizemos
que G contém uma copia de H se ha um subgrafo H' C G isomorfo' a H. En-
fatizamos que a distin¢do entre esses dois conceitos ndo € importante para nos, de
modo que escreveremos também H C G para indicar que G contém uma copia
de H.

Dizemos que G ¢é H -livre, livre de H ou sem H se G ndo contém uma copia

'Dois grafos sio isomorfos se existe uma bijegdo ¢: V(H) — V(H’) entre seus conjuntos de
vértices tal que (1)@ (v) € E(H’) se e somente se uv € E(H). Intuitivamente, isso significa que
podemos mudar os rotulos dos vértices de H’ para obter exatamente o grafo H.



48 3. Teoria Extremal dos Grafos

de H. Por exemplo, todo grafo bipartido ¢ K3-livre (pelo Corolario 2.3.3), um
grafo G tem grau maximo menor que d se e somente se ¢ K 4-livre, e um grafo
com n vértices € Cp,-livre se e somente se ndo contém um ciclo hamiltoniano.

A Teoria Extremal dos Grafos busca calcular, para cada H, o maior nimero de
arestas em um grafo H -livre com n vértices, que denotamos por ex(n, H). Mais
formalmente, definimos o numero extremal de H por

ex(n, H) = max {e(G) v(G)=n,Gé H—livre}

Também estamos interessados em determinar a familia de grafos que maximiza
este numero de arestas. Um grafo H -livre G com precisamente ex(n, H) arestas
¢ dito H -extremal.

Primeiramente, vamos provar o Teorema de Mantel (1907), que determina o
numero extremal de K3 e também o (Unico, nesse caso) grafo extremal.

Teorema 3.0.1 (Mantel, 1907). Sejan € N, e seja G um grafo Ks-livre com n

vertices. Entdo

n2

e(G) < 1
Além disso, e(G) = |n?/4]| se e somente se G = Kinjray.

Demonstragdo. A prova sera por indugdo em n. Paran = 1 e n = 2, o resultado
vale trivialmente. Seja G um grafo K3-livre com n = 3 vértices, e suponha que o
resultado vale para todo grafo com n — 2 vértices.

Sejauv € E(G), e defina G’ = G — u — v, o subgrafo de G induzido pelo
conjunto V(G) \ {u, v}. Observe que G’ é K3-livre e, portanto, pela hipotese de
inducdo,

(n —2)

YR
Visto que G é K3-livre, todo vértice w € V(G’) tem no maximo um vizinho no
conjunto {u, v}, e portanto

e(G) <

—2)2 2
e(G)se(G/)—i-n—lS%—i-n—l:nT, 3.1

concluindo a primeira parte do teorema.

Quando n ¢ par, e(G) = n?/4 ocorre se e somente se as duas desigual-
dades em (3.1) sdo justas (sdo igualdades), o que implica que cada vértice de
G’ é adjacente a exatamente um vértice de {u, v} e, pela hipotese de indugio,
G = K%_l,%_l. Portanto, G = K%,%, como desejado. O caso em que n ¢
impar ¢é analogo. O
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O grafo K3 é chamado de triangulo, e grafos Kj3-livres sdo frequentemente
chamados de /livres de tridngulos. Note que o Teorema de Mantel determina o
numero extremal do tridngulo, isto ¢, o nimero maximo de arestas de um grafo
livre de tridngulos.

Corolario 3.0.2. Paratodon € N,
2

ex(n, K3) = {%J

Ha muitos outros modos de provar o Teorema de Mantel. Encorajamos o(a)
leitor(a) a tentar encontrar sua propria prova do resultado!

3.1 Teorema de Turan

Nesta secdo, apresentamos o Teorema de Turan (1941), que generaliza o Teorema
de Mantel para grafos livres de Ky paratodo k € N.

Para enunciar o resultado, precisaremos definir o (Unico, novamente) grafo
extremal, conhecido como grafo de Turan. Para tal, observe que Kj 1 ndo esta
contido em nenhum grafo com y(G) < k. Com efeito, tais grafos G, que séo
chamados de k-partidos, admitem uma particdo

V(G) = A1 U--- U A

dos seus vértices tal que A; ¢ um conjunto independente em G para cadai € [k].
Se hd Ki+1 C G, entdo, pelo Principio da Casa dos Pombos, hé dois vértices do
K41 em um dos conjuntos 4;, uma contradi¢do, pois ndo hé arestas em A;.
Dizemos que um grafo G € k-partido completo se é k-partido com partes
Al, ey Ak €
EG) = U {uv:u € A;,ve Aj},
1<i<j<k
isto é, se G contém todas as arestas entre vértices de partes diferentes da partigao.
O grafo de Turdn Ty (n) é o grafo k-partido completo com o maior nimero
de arestas possivel. Escrevemos #; (n) para denotar o nimero de arestas de T (n).
Se n ¢ multiplo de k, todas as partes do grafo de Turan tem exatamente n/k

arestasz, portanto
() | 1\ n?
n) = - ==,
k k)2

2Do contrario, mover um vértice da maior parte para a menor parte nos permitiria construir outro
grafo k-partido com mais arestas.
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As

==
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Ag ' o

Figura 3.1: Uma representagdo do grafo 74(10).

como pode ser visto pelo lema dos apertos de mao (Lema 1.2.4). No caso geral,
todas as partes do grafo de Turan tém tamanho |n/k | ou [n/ k] e, portanto, t; (n) é
aproximadamente (1—1/k)(n?/2) (veja o Exercicio 3.5.1 para uma versio precisa
de tal afirmagdo). Note em particular que 1, (n) = |n/2]|[n/2] = ex(n, K3).

O Teorema de Turan afirma que o grafo de Turan 7} (n) é o unico grafo extre-
mal Ky 41-livre com n vértices.

Teorema 3.1.1 (Turan, 1941). Sejamn,k € N e seja G um grafo Ky 4 1-livre com
n vértices. Entdo

e(G) < tg(n).

Além disso, e(G) = ty(n) se e somente se G = Ty (n).

Iremos dar duas demonstragdes para o Teorema 3.1.1. A primeira ¢ uma gene-
ralizac¢do da prova do Teorema 3.0.1 que vimos anteriormente.

Demonstracdo. Usaremos inducdo em n. Para n < k, o resultado é verdadeiro,
pois todo grafo com n vértices ¢ Ky 4 1-livre e Ty (n) é K, o grafo completo com
n vértices. Assim, seja G um grafo Ky 1-livre maximal (isto ¢, tal que a adi¢ao
de qualquer aresta em G criaria uma copia de K1), € suponha que o resultado ¢
verdadeiro para grafos com n — k vértices.

Seja A uma clique de tamanho k em G, que existe pela maximalidade de G, e
seja G’ o subgrafo de G induzido pelo conjunto V(G) \ A. Note que G’ é Ky 1 1-
livre ¢ tem n — k vértices e, portanto, pela hipotese de indugao,

e(G) <tr(n—k).
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Além disso, como G é Ky 1 q-livre, todo vértice w € V(G’) tem no méaximo k — 1
vizinhos no conjunto A4, e portanto

e@)ﬁe“ﬂ%{n—@%—l&%@)

Afirmamos que

mm:am—m+m—mm—u+@) (3.2)

o que implicara e(G) < t;(n). Verificar (3.2) manualmente ¢ uma tarefa entedi-
ante, mas felizmente ha um modo simples de deduzi-la. O grafo k-partido com-
pleto obtido adicionando-se um vértice a cada parte de Ty (n — k) é exatamente
o grafo Tj (n). Nesse grafo, cada vértice de Ty (n — k) é adjacente a exatamente
k — 1 dos vértices adicionados, de onde decorre (3.2).

Combinando as trés igualdades acima, temos

e(G) < trn—k)y+ (n—k)k—1)+ (];) = tx(n),

como gostariamos. Se e(G) = t;(n), todas as desigualdades sdo justas. Assim,
cada vértice de G’ ¢ adjacente a k— 1 vértices de A, e a hipotese de indugdo permite
concluir que G’ = Ty (n — k). Concluimos que G = Ty (n), como afirmado. [J

A segunda prova que veremos prova o seguinte fortalecimento do Teorema de
Turan.

Teorema 3.1.2 (Erdés). Sejam n,k € N, e seja G um grafo Ky 41-livre com n
vértices. Entdo existe um grafo k-partido H com V(H) = V(G) e

dg(v) = dg(v)
para todo v € V(G).

Note que a conclusdo do Teorema 3.1.2 implica que e(G) < i (n), pois Ty (n)
¢ o grafo k-partido com o maior niimero de arestas possivel. Ressaltamos também
que se pode deduzir da prova a seguir que 7% (n) ¢ o Unico grafo Ky 1-extremal,
mas deixaremos os detalhes a cargo do(a) leitor(a).
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A prova usa um procedimento conhecido como simetrizagdo de Zykov. Em
linhas gerais, a ideia é que se uv ¢ E(G) e dg(u) = dg(v), entdo apagar as
arestas incidentes a v e conectar v aos vizinhos de ¥ ndo cria um K1, € nao
diminui o nimero de arestas incidentes a nenhum vértice.

Demonstragdo do Teorema 3.1.2. Usaremos indugdo em k. O teorema ¢ trivial-
mente verdadeiro se k = 1, pois um grafo sem K, ¢ vazio. Seja k = 2 e suponha
que o resultado vale para k — 1. Seja G um grafo Ky ;-livre com n vértices, e
sejau € V(G) um vértice de grau maximo.

Note que Ng (u) induz um subgrafo Ky -livre G’ C G, e que

dg(v) < dg/(v) + |A|

paratodo v € V(G'),em que A = V(G) \ N(u). Pela hipotese de indugdo, existe
um grafo (k — 1)-partido H', com V(H') = V(G’), tal que dg'(v) = dg/(v), e
entdo

dg(v) < dm'(v) + |A],

para todo v € V(G’).

Agora, seja H o grafo obtido de H' pela adi¢do dos vértices em A e pela
adi¢do de todas as arestas que ligam vértices em A a vértices em V(H'). Como
H' é (k — 1)-partido, o grafo H ¢é k-partido. Como u ¢é um vértice com grau
maximo em G, entdo

dg(v) = A(G) = dg(v)

para todo v € A. Além disso,
dg(v) = dp/(v) + |A| = dg (v)
para todo v € V(G’), como afirmado. O

Veremos uma terceira prova do Teorema de Turdn no Capitulo 5.

3.2 Numeros extremais de grafos bipartidos
Até entdo, estudamos o problema extremal apenas para uma familia muito parti-
cular de grafos, os grafos completos. Iremos agora considerar grafos mais gerais.

Em particular, iremos considerar a seguinte questdo.

Para quais grafos H existe ¢ = ¢(H) tal que ex(n, H) = cn? paratodo n > 2?
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Todos os grafos de Turan Ty (1) tém pelo menos 12 /4 arestas, de modo que tal
familia inclui todos os K41 com k > 2. Mais geralmente, o limitante inferior

I’l2

ex(n,H) = 2
vale para todo grafo ndo bipartido H, pois se y(H) = 3 entdo nenhum grafo bi-
partido completo contém H como subgrafo. Assim, somos naturalmente levados
a estudar os nimeros extremais de grafos bipartidos.
Um dos grafos bipartidos ‘interessantes’ mais simples ¢ Cy, o ciclo de compri-
mento 4. O seguinte limitante superior foi provado por Erdés (1938).

Teorema 3.2.1 (Erdds (ibid.)). Para todo n € N, temos
ex(n, Cq) < n3/2.

Demonstragdo. A ideia para provar esse resultado ¢ contar cerejas, onde uma ce-
reja nada mais € que um caminho (u, v, w) de comprimento 2 em G. Em particu-
lar, dizemos que o vértice v € o centro da cereja (u, v, w) e u e w sdo as folhas de
(u, v, w).

Seja G um grafo C4-livre. O niimero de cerejas centradas em v € precisamente
(d(;z(v))_ Assim, o numero total de cerejas em G €

5, ()
veV(G)

O somatorio ¢ minimizado no caso em que todos os graus sdo iguais (Exerci-
cio 1.5.13). Usando o Lema 2.1.1, temos que

5 (dGz(v)) . n_(ze(?/n) . e(f)z

veV(G)

Agora observe que dado um par {u, w}, se u ¢ w sdo as duas folhas de duas
cerejas distintas, entdo G possui um Cy4. Portanto, como G é Cy4-livre, o numero
total de cerejas ¢ no maximo (5). Assim, obtemos

e(G)2<n
no o \2)

e, consequentemente ¢(G) < n3/ 2 como queriamos. Ul
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Figura 3.2: Uma copia de uma cereja em um grafo.

Note que C4 = K> 2, o grafo bipartido completo com dois vértices em cada
parte. Kovari, T. S6s e Turan (1954) generalizaram o Teorema 3.2.1 para um grafo
bipartido completo arbitrario. A demonstracdo ¢ quase a mesma, exceto que desta
vez contaremos um tipo diferente de cereja.

Teorema 3.2.2 (Kévari, T. Sos e Turan (ibid.)). Sejam s,t € N com s < t. Existe
C =C(s,t) > 0tal que

ex(n, Kg ) < cn? Vs
para todon € N.

Demonstragdo. Seja G um grafo K, ;-livre com n vértices; iremos contar s-cerejas,
isto €, copias de K1 5 em G.

Primeiramente, observe que o nimero de copias de Ky centradas em v €

dg(v)

precisamente (“C;

). Assim, o numero total de s-cerejas em G ¢
Z (dG (U))
: .
veV(G)

A fungao (’sc ) ¢ convexa para x = s — 1 e, portanto, a soma acima ¢ minimizada
quando todos os graus sdo iguais®. Usando o Lema 2.1.1, decorre que

dg(v) 2e(G)/n 2¢(G)\’
S0 () = (52

Agora observe que dado um conjunto S € V(G) com |S| = s,se S é o
conjunto de folhas de ¢ copias distintas de K 4, entdo K ; C G. Portanto, como

3Veremos uma prova disso no Teorema 5.3.12.
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G ¢ K, ;-livre, o nimero total de s-cerejas ¢ no maximo

(t — 1)(’;).

Assim, obtemos

Consequentemente, temos e(G) < Cn2~1/$ para algum C = C(s, t), como que-

riamos. ]

Mostramos que ex(n, H) = o(n?) quando n — oo (isto é, ex(n, H)/n> — 0
quando n — 00) sempre que H ¢ um grafo bipartido completo. Apesar de a
primeira vista parecer demasiadamente especifico, tal resultado ¢ suficiente para
responder a pergunta do inicio da secdo.

Corolario 3.2.3. Seja H um grafo. Entio ex(n, H) = 0(n?) se e somente se H
é bipartido.

Demonstracdo. Ja observamos que ex(n, H) = ©(n?) para todo grafo nio bipar-
tido, pois H nao esta contido em nenhum grafo bipartido completo. Por outro lado,
se H for bipartido com ¢ vértices, entdo H C K; ; e, portanto, pelo Teorema 3.2.2,
existe C > 0 com*

ex(n, H) < ex(n, K; ;) < Cn?7 V1,

de modo que ex(n, H) = o(n?) quando n — 0o, como gostariamos. O

E extremamente dificil determinar a taxa de crescimento de ex(n, H) quando
H ¢ bipartido: a resposta ndao é conhecida nem no caso H = Cg! Iremos discutir
tal questao mais a fundo no Capitulo 8.

4Observe que se H ¢ H' sio grafos tais que H C H’, entdo todo grafo G que é H-livre é
também H'-livre. Logo, se F;, (H) denota o conjunto dos grafos com n vértices que sdo H -livres,
temos que F, (H) € F,(H'). Isso implica que ex(n, H) < ex(n, H').
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3.2.1 Numeros extremais de arvores

Tendo determinado para quais grafos o namero ex(n, H) é quadratico (a maior
taxa de crescimento possivel), uma pergunta natural é: o quio pequeno ex(n, H)
pode ser? Se e(H) < 1, entdo temos ex(n, H) = 0 paratodo n = v(H), mas se
e(H) = 2, entdo
n—1

5
pois um emparelhamento ndo contém um caminho de comprimento 2 ¢ um empa-
relhamento com duas arestas ndo esta contido numa estrela. Isso motiva a seguinte
pergunta:

ex(n,H) =

Para quais grafos H existe C > 0 tal que ex(n, H) < Cn?

Nao iremos conseguir resolver tal questdo completamente nesta se¢do; a resposta
completa terd que esperar até que desenvolvamos ferramentas probabilisticas no
Capitulo 5 e, portanto, sera apresentada apenas no Capitulo 6. No entanto, iremos
provar o seguinte teorema, que fornece uma grande familia de grafos com numeros
extremais lineares.

Teorema 3.2.4. Sejamn,k € N, e seja T uma arvore com k + 1 vértices. Entdo
ex(n,T) < (k — Dn.
O passo chave para provar o Teorema 3.2.4 € o seguinte lema.

Lema 3.2.5. Seja k € N e seja T uma drvore com k + 1 vértices. Se G é um
grafo com §(G) = k, entdo T C G.

Demonstragdo. A prova sera por indugdo em k. Se k = 1, entdo T ¢ necessari-
amente um caminho de comprimento 1 e, portanto, 7' esta contida em todo grafo
com pelo menos uma aresta, como desejado. Seja 7 uma arvore comk + 1 > 3
vértices, seja G um grafo com §(G) = k, e suponha que o lema ¢ verdadeiro para
k—1.

Primeiramente, como 7" é uma arvore com pelo menos dois vértices, ela con-
tém uma folha pelo Lema 2.2.5. Pelo Lema 2.2.6, T’ = T — x é uma arvore com
k vértices. Assim, pela hipotese de indugdo, T’ C G. Mais precisamente, existe
uma fung¢do injetiva ¢ : V(T') — V(G) tal que para todo ab € E(T’) vale que
p(a)p(b) € E(G).

Agora, seja y o unico vizinho de x na arvore T, e sejau = ¢(y) € V(G).
Como dg(u) = §(G) = k, decorre que u tem um vizinho v em G que nio estd na
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imagem de ¢. Como xy ¢ a Gnica aresta de T que ndo estd em T’, obtemos uma
copiade T em G se estendermos ¢ mapeando x a v, como queriamos. O

Lembre-se do Lema 2.2.12 que todo grafo G contém um subgrafo de grau
minimo pelo menos metade do grau médio de G. Usaremos esse fato, juntamente
com o Lema 3.2.5, para cotar ex(n, T').

Demonstragdo do Teorema 3.2.4. Suponha, por contradi¢cdo, que existe um grafo
G com e(G) > (k — 1)n que é T-livre. Pelo Lema 2.2.12, existe H C G com

e(G)
v(G)

S(H) > = k-1,
e portanto §(H) = k, visto que 6(H ) € um inteiro. Pelo Lema 3.2.5, temos que
T C H C G, como gostariamos de demonstrar. O

Nao se espera que o limitante da Teorema 3.2.4 seja justo para qualquer arvore
T. Pelo contrario, Erdds e T. S6s conjecturaram em 1963 (ver (Erdés 1964)) que
o limitante fornecido pelo Teorema 3.2.4 pode ser melhorado por um fator de 2.

Conjectura 3.2.6 (Erd6s—Sos, 1963). Sejam n,k € N, e seja T uma drvore com
k + 1 vértices. Entdo
(k—Dn

7

Se verdadeiro, tal resultado seria justo para toda arvore 7', pois se n ¢ multiplo
de k e G é uma unido de copias disjuntas de K, entdo e(G) = (k — Dn/2e G
nao contém nenhuma arvore com k + 1 vértices.

Na década de 90, Ajtai, Komlds, Simonovits e Szemerédi anunciaram a solu-
¢do da Conjectura 3.2.6 para k suficientemente grande. No entanto, mais de 30
anos depois, a prova ainda nao foi publicada.

Neste ponto, temos somente ferramentas disponiveis para provar a Conjec-
tura 3.2.6 para caminhos. Seja P; o caminho com k arestas (portanto k + 1 vérti-
ces). Erdés e Gallai (1959) provaram o teorema abaixo.

Teorema 3.2.7 (Erdds e Gallai (ibid.)). Sejam n,k € N. Entdo

k—1Dn
ex(n. Py = £
2
Iremos precisar do seguinte lema, cuja prova faz uso de um método conhecido
como método da rotagdo-extensdo de Pdsa, que tem muitas outras aplicacdes em

Teoria dos Grafos.

ex(n,T) <
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Lema 3.2.8. Todo grafo conexo com n vértices contém um caminho de compri-
mento

k = min {28(G), n— 1}.

Demonstragdo. Seja P = (vo, ..., vg) um caminho de comprimento maximo em
G, e note que Ng(vo) € Ng(vg) estdo ambos contidos em V(P). Afirmamos que
se{ < k < 28(G), entdo existe um ciclo em G com o mesmo conjunto de vértices
que P. Para ver isso, basta encontrar alguma aresta v;_jv; € P tal que vg €
adjacente a v; e v;—; € adjacente a vy. Pelo Principio da Casa dos Pombos, temos

{vovi,vi—1ve} C E(G)
para algum i € [£], pois caso contrario teriamos
28(G) < dg(vo) + dg(vg) < £ < 28(G),
um absurdo. Assim,
C = (V0,V1,...,Vi—1,V¢, Vg1, ..., Vi, Vo)

€ um ciclo que contém todos os vértices de P.

Como G ¢ conexo, se ha vértice em V(G) que ndo estda em C, entdo existe
arestaentre C e V(G) \ C. Isso leva a existéncia de um caminho maior que P em
G, uma contradi¢do com a maximalidade de P. O

Podemos agora determinar o nimero extremal de caminhos.

Demonstragdo do Teorema 3.2.7. A prova segue por inducdo em n. Seja G um
grafo com n vértices livre de Py. Se n < k, entdo

n _n(n—1)<n(k—1)
2/ 2 T2 7

e(G) < (

como gostariamos de demonstrar. Assim, assuma que n = k + 1 e suponha que o
resultado ¢ valido para grafos com menos que n vértices.

Primeiramente, suponha que G ndo ¢ conexo, ¢ sejam Gy, ..., G, as compo-
nentes de G. Como G ¢é Pi-livre, entdo G; é Py-livre para todo i € [n]. Entdo,
pela hipotese de indugdo temos que

e(G) = Ze(Gi) < ( ; 2, ZU(Gi) =

i=1 i=1

(k—1)
n
2

(3.3)
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Comon = k + 1, decorre do Lema 3.2.8 que se 6(G) = k/2, entdo P, C G.
Por outro lado, se §(G) < k/2, entdo existe um vértice u € V(G) de grau no
méaximo (k — 1)/2. Seja G’ = G — u e note que G’ é Py-livre. Pela hipotese de
indugédo, temos

(k—1) - (k—Dn

G) <e(G’ < ,
e()e()+2 5

como gostariamos de demonstrar. O

Vale ressaltar que a prova do Teorema 3.2.7 pode ser adaptada para mostrar
que o unico grafo Pj-extremal € formado por copias disjuntas de Kj. Deixamos
os detalhes a cargo do(a) leitor(a).

3.3 Supersaturacio e Estabilidade

Uma vez que sabemos o niimero extremal de um grafo H (por exemplo, um grafo
completo), surgem duas outras perguntas:

(a) O que podemos dizer sobre a estrutura de grafos H -livres com ex(n, H) —t¢
arestas?

(b) Quantas copias de H existem em um grafo com ex(n, H) + ¢ arestas?

Nesta secdo, veremos a resposta para essas perguntas no caso de grafos completos.

Respostas para a pergunta (a) sao conhecidas como teoremas de estabilidade.
Grosso modo, elas dizem que se ¢ ndo é muito grande, entdo G € “similar” a um
dos grafos H -extremais. Resultados desse tipo remontam ao trabalho de Erdés e
Simonovits (ver (Simonovits 1968)). Por exemplo, quando H = K3, provaremos
o seguinte teorema de estabilidade.

Teorema 3.3.1. Sejam n,t € N e seja G um grafo livre de tridngulos com n

vertices. Se

n2

e(G) = — —1t,
@="
entdo G contém um subgrafo bipartido com pelo menos e(G) — t arestas.

Respostas para a pergunta (b) sdo conhecidas como teoremas de supersatura-
¢do. Esses resultados sdo ainda mais antigos que resultados de estabilidade, tendo
suas origens num resultado (ndo publicado) de Rademacher, que provou em 1941
que se e(G) > n?/4, entdo G contém |n/2] tridngulos (veja o Exercicio 3.5.5).
Tal resultado foi posteriormente generalizado por Erdds e muitos outros autores.
No caso H = K3, iremos provar o seguinte teorema de supersaturagao.
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Teorema 3.3.2. Sejamn,t € N e seja G um grafo com n vértices. Se

2

n
G)=— +1,
e(G) 4—|—

entdo G contém pelo menos tn /3 tridngulos.

Note que o Teorema 3.3.2 ndo esta muito longe de ser 6timo, pois se adicio-
namos ¢ arestas ao grafo de Turan 7> (n), obtemos um grafo com cerca de tn/2
tridngulos.

Ambos os teoremas acima sao corolarios do seguinte limitante decorrente de
um resultado de Fiiredi (2015). Dizemos que G ¢ t-longe de ser bipartido se
e(G') < e(G) — t para todo subgrafo bipartido G’ de G (isto €, se precisamos
remover pelo menos ¢ arestas de G para obter um grafo bipartido). Por outro lado,
dizemos que G ¢ t-proximo de ser bipartido se existe subgrafo gerador bipartido
G' C G come(G') = e(G) —t.

Teorema 3.3.3. Sejamn,t € N, eseja G um grafo com n vértices. Se G é t-longe
de ser bipartido, entdo ha pelo menos

n flz

Demonstragdo. Paracadavérticeu € V(G), defina B, = Ng(u) e A, = V(G)\
B,,. Primeiramente, observe que

triangulos em G.

GG =5 Y e, (3.4)

ueV(G)

em que k3(G) denota o numero de tridngulos em G (e e(By) denota e(G[By])).
Com efeito, toda aresta dentro de B,, forma um tridngulo com o vértice u, ¢ cada
tridngulo é contado uma vez para cada um de seus trés vértices.

Em seguida, observe que

e(Ay) +e(By) >t (3.5)

para cada u € V(G), pois caso contrario poderiamos obter um subgrafo bipartido
de G removendo menos de ¢ arestas, contradizendo o fato de G ser ¢-longe de ser
bipartido.
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Finalmente, observe que

Y de(v) = 2e(Au) + e(Au, Bu), (3.6)

vEAy

em que e(Ay, By) denota o nimero de arestas com uma extremidade em A4, e a
outra em B,,. Isso ¢ verdadeiro, pois cada aresta inteiramente contida em A4, ¢é
contada duas vezes no somatorio, e cada aresta entre A, ¢ B, € contada uma vez.

Iremos agora combinar as simples observagdes (3.4), (3.5) e (3.6). Para fazé-lo
note que, como e(G) = e(Ay) + e(Ay, By) + e(By), temos por (3.6) que

e(Bu) = e(G) + e(4w) — ) dg(v).

vEAy

Usando (3.5), decorre que

2-e(By)ze(G)+1— Y dg(v),

vEAy
e, portanto, usando (3.4), obtemos
1
k(@)= Y (e(G)+z— > dG(v))- (3.7)
ueV(G) vEAy

Para completar a demonstracédo, observe que, contando o niumero de triplas (u, v, w)
tais que uv & E(G) (o que também ocorre se v = v) e vw € E(G) de dois modos
diferentes,
n3
d = d —d > —, 3.8
Y. 2 dew)= ) de)(n—dgW) = (3.8)

ueV(G) vedy veV(G)

em que a ultima desigualdade decorre da fungdo x(n — x) ser maximizada em
x = n/2. O resultado segue de (3.7) e (3.8). O

Vejamos rapidamente que o Teorema 3.3.3 de fato implica os Teoremas 3.3.1
e3.3.2.

Demonstragdo do Teorema 3.3.1. Pelo Teorema 3.3.3, se G esta (¢ + 1)-longe de
ser bipartido e e(G) = n?/4 — t, entdo G contém pelo menos

2
%(e(c)+z+1—%)>o
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triangulos. Logo, se G ¢é livre de tridangulos e e(G) = n?/4 —t, entdo G esta t-
proximo de ser bipartido e, portanto, contém um subgrafo bipartido G’ C G com
e(G') = e(G) — t, como gostariamos O

Demonstracio do Teorema 3.3.2. Se e(G) = n?/4 + t, entdo G esta t-longe de
ser bipartido pelo Teorema de Mantel (Teorema 3.0.1). Pelo Teorema 3.3.3, con-
cluimos que G contém pelo menos

n f’lz tn
e+ -") =2
6(6( )+ 4) 3

triangulos, como afirmado. 0

Ideias similares podem ser aplicadas para grafos completos maiores. Apesar
de resultados de estabilidade mais fracos serem conhecidos ha décadas, o seguinte
teorema de estabilidade foi provado apenas recentemente por Fiiredi (2015).

Teorema 3.3.4. Sejam n,k € N et = 0, e seja G um grafo Ky -livre com n
veértices. Se

e(G) = 1 (n) — 1,
entdo G contém um subgrafo gerador k-partido com pelo menos e(G) —t arestas.

Demonstragdo. A prova sera por indugdo em k. O teorema ¢ trivialmente verdade
para k = 1, pois nesse caso e(G) = 0. Seja k = 2, suponha que o resultado vale
para k — 1, e seja G um grafo Ky -livre com n vértices tal que

e(G) = tx(n) —1t.

Defina d = A(G), e sejau € V(G) um vértice de grau d. Defina também
B = Ng(u) e G' = G[B]. Note que G’ é Ky-livre, pois G é Ky 1 1-livre. Pelo
Teorema de Turan (Teorema 3.1.1), concluimos que e(G’) < t;_1(d) e definindo

t' = tr_1(d) —e(G),
temos que 7/ = 0. Decorre da hipotese de indugdo que existe H' C G’ com
e(H')=e(G') -1,

tal que H' é (k — 1)-partido. Iremos mostrar que o grafo k-partido H C G obtido
através da adigdo a H’, de todas as arestas de G entre B e A := V(G) \ B, tem
pelo menos e(G) — ¢ arestas.
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Para fazé-lo, precisamos cotar o numero de arestas contidas em A. A observa-
¢do chave (ja vista na demonstragdo do Teorema 3.3.3) é que

> " d(v) =2e(4) + e(A. B),

veEA

em que e(A4, B) denota o nimero de arestas com uma extremidade em A e a outra
em B.
Comod = A(G) ee(G) = e(A) + e(A, B) + e(G'), temos

din—d) =Y _d(v) = e(G) + e(4) —e(G). (3.9)
veEA

Agora, observe que
tk(n) = t_1(d) +d(n—d), (3.10)

pois existe um grafo k-partido com quantidade de arestas igual ao lado direito de
(3.10). Assim, lembrando que

e(G)zum—t e eG)=n_0d)-1,

deduzimos que
e(G)—e(G=din—d)—t+1'.

Juntamente com (3.9), concluimos que e(A) <t —t’. Logo, o grafo k-partido H
obtido adicionando-se a H todas as arestas de G entre A e B contém

e(H) = e(G)—e(A)—t' = e(G) —t
arestas, como gostariamos. O

Resultados de supersaturacdo ¢ estabilidade valem também para grafos gerais
H (mas com limitantes piores). Iremos retornar a esse assunto no Capitulo 8.

3.4 Teorema de Erdos e Stone

Para concluir o capitulo, iremos enunciar um resultado que ¢ frequentemente cha-
mado de “teorema fundamental da Teoria Extremal dos Grafos”. Tal teorema, pro-
vado por Erdds e Stone (1946), determina assintoticamente o nimero extremal de
todo grafo H nao bipartido. Abaixo, o termo o(1) denota uma fungao que tende a
0 quando n — oo.
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Teorema 3.4.1 (Erdds e Stone, 1946). Seja H um grafo ndo vazio. Entdo
2

ex(n, H) = (1— —|—0(1))%

x(H)—1
quando n — oo.

O limitante inferior do teorema de Erdds e Stone ¢ imediato: basta considerar
o grafo de Turan Ty (n) comk = y(H) — 1. Como Ty (n) é k-partido, ¢ H néo
¢ (pela definigdo de y(H)), decorre que H ndo ¢ um subgrafo de Ty (n). Além

disso,
1\ n?
>(1--)=—-
tr(n) ( k)z n

(veja o Exercicio 3.5.1). Note que tal limitante inferior ¢ trivial quando H ¢é bipar-
tido, mas nesse caso ja mostramos no Corolario 3.2.3 que ex(n, H) = o(n?).

A prova do limitante superior do Teorema 3.4.1 ¢ muito mais complicada e
esta fora do escopo deste capitulo. Veremos tal prova no Capitulo 8, e outra prova
no Capitulo 11.

3.5 Exercicios

Exercicio 3.5.1. Mostre que, paratodon,k € N,

Exercicio 3.5.2. Apresente uma prova alternativa do Teorema de Mantel, consi-
derando um conjunto independente A de tamanho méximo em um grafo livre de
triangulos e a soma dos graus dos vértices que nao estdo em A.

Exercicio 3.5.3. Mostre que se G ¢ um grafo com 2k + 1 vértices, entdo P, C G
ou o complemento de G contém um triangulo.

Exercicio 3.5.4. Mostre que se T ¢ uma arvore com k vértices ¢ G ¢ um grafo com
2k — 1 vértices, entdo ou 7 C G ou o complemento de G contém um tridngulo.

Exercicio 3.5.5. Mostre que se ¢(G) > n?/4, entio G contém pelo menos [7/2]
tridngulos.



3.5. Exercicios 65

Exercicio 3.5.6. Prove o seguinte teorema de supersaturacdo fraca: se
e(G)=2-ex(n, H),
entdo G contém pelo menos ex(n, H) copias de H.

Exercicio 3.5.7. Prove que se k é uma constante suficientemente grande, e
e(G)=k 32,
entdo G contém pelo menos k*n? copias de Cy.

Exercicio 3.5.8. Fixe k € N, e sejan € N suficientemente grande. Mostre que
todo G com n vértices e e(G) = n? /4 possui um subgrafo H com pelo menos k
vértices e "
v
S(H) = (2 ).

Exercicio 3.5.9. Mostre que

n2

eX(l’l, CS) $ Z

para todo n € N grande o suficiente.



Neste capitulo, vamos estudar k-coloragées (ndo necessariamente proprias) das
arestas de um grafo completo K, isto ¢, fungdes

y: E(Kp) = {1,.... k).

Por simplicidade, no caso de 2-coloragdes, dizemos que as cores utilizadas sdo
vermelho e azul. Note que podemos associar qualquer 2-coloragdo de um K a um
grafo G em n vértices, em que E(G) sdo as arestas de K, com a cor vermelha.
Desta forma, tal coloracdo ¢ apenas uma outra maneira de olhar para um grafo.
Estamos interessados em estruturas monocromaticas que podem ser encontradas
em qualquer coloragdo com um numero fixo de cores.

Um exemplo simples é o seguinte fato, que ja vimos no Exemplo 1.1.3.

PN N
U<U NAT

Figura 4.1: 2-coloragoes de K5 ¢ Kg.



67

Fato 4.0.1. Toda 2-coloragdo das arestas de K¢ possui um triangulo (K3) mono-
cromadtico.

Demonstragdo. Seja v um vértice de K¢, € considere as cores das 5 arestas que
sdo incidentes a v. Pelo Principio da Casa dos Pombos, pelo menos trés delas
possuem uma mesma cor. Suponha, sem perda de generalidade, que essa cor seja
a cor vermelha. Sejam x, y e z os vizinhos vermelhos de v (ou seja, as arestas
vXx, vy e vz sdo todas vermelhas). Se qualquer uma das arestas xy, xz e yz for
vermelha, entdo temos um tridngulo vermelho induzido pelo vértices da aresta
vermelha e v. Caso contrario, xyz € um tridngulo azul, o que conclui a prova. [

A ideia da demonstragdo anterior, apesar de simples, vai nos levar longe; o pro-
ximo passo € encontrar grafos completos monocromaticos maiores em coloragdes
arbitrarias. O seguinte teorema foi primeiramente provado por Ramsey (1930).

Teorema 4.0.2 (Ramsey (ibid.)). Para todo k,r € N, existe n € N tal que vale o
seguinte. Toda r-coloragdo das arestas de K, possui uma copia monocromdtica
de K.

Demonstracdo. Novamente, vamos comecar escolhendo um vértice de Ag :=
V(Kp,); dessa vez vamos chama-lo de vy. Pelo Principio da Casa dos Pombos,
existe uma cor ¢; € [r] tal que v; ¢ incidente a pelo menos (n — 1)/r arestas de
cor c1. Seja

Ay = {u € V(Kp) : x(viu) = c1}

o conjunto dos extremos diferente de v; dessas arestas, entdo |A1| = (n — 1)/r.

Agora escolha um vértice vp € A; e repita o processo. Obtemos uma cor ¢, e
um conjunto

Ay i={u € Ay : x(vau) = 2}
de tamanho pelo menos (|]A1| — 1)/r. Repetindo esta operagdo, obtemos uma
sequéncia de vértices vy, ..., Vs, corescy, ...,y € [r]econjuntos Ag D --- D A
tais que
vi € Aj—q e x(viu) = ¢;

paratodo 1 < i < fetodou € A;. Em particular, y(v;v;) = c¢; para todo
I1<i<j<it.

Agora, se n ¢ suficientemente grande, entdo podemos continuar esse processo
até t > r(k — 1). Pelo Principio da Casa dos Pombos, ha uma cor ¢ € [r] que
aparece pelo menos k vezes na sequéncia (c1,...,¢z). Seja A = {v; : ¢; = ¢},
observe que y(xy) = c paratodo x, y € A. Entdo A ¢ uma clique monocromatica
de tamanho pelo menos k, como desejado. O
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4.1 Numeros de Ramsey

O Teorema 4.0.2 naturalmente leva a pergunta de encontrar o menor # com a pro-
priedade estudada. Para isso, definimos o seguinte.

Definicio 4.1.1. O numero de Ramsey R(k) ¢ o menor n € N tal que toda 2-
coloragdo das arestas de K, contém uma copia monocromatica de Kj.

Segue do Fato 4.0.1 que R(3) < 6, e do Teorema 4.0.2 que R(k) < co. Além
disso, pode-se ler a partir da prova que de fato R(k) < 4%. A seguinte melhoria
foi dada por Erdds e Szekeres (1935).

Teorema 4.1.2 (Erdos e Szekeres (ibid.)). Para todo k = 1,

2k —2 4k
R(k) < (k_l) < T

A ideia principal desse resultado é provar um teorema mais geral por indugao.
A seguinte notacdo sera tutil: dados grafos G, Hy e H», escrevemos

G — (Hy, H)

se toda coloragao das arestas de G com as cores azul e vermelha contém uma copia
vermelha de H; ou uma cépia azul de H,. Agora, para cada s,¢ € N, defina

R(s,t) :==min{n € N : K, — (K;., K;)}.
entdo em particular R(k) = R(k, k). O passo principal é o seguinte lema.

Lema 4.1.3.
R(s,t) < R(s—1,t) + R(s,t—1)

para todo s, t = 2.

Demonstragdo. Seja y uma coloracdo de E(K,) com as cores azul e vermelha,
emquen = R(s —1,¢) + R(s,t — 1), e seja v um vértice de K. Pelo principio
da casa dos pombos, existem pelo menos R(s — 1, ) arestas vermelhas, ou pelo
menos R(s,t — 1) arestas azuis, incidentes a v.
Suponha que existem pelo menos R(s — 1, ¢) arestas vermelhas incidentes a v,
e seja
Nr(v) = {u € V(Ky) : y(uv) é Vermelho}



4.1. Numeros de Ramsey 69

ey LN 47

Figura 4.2: O argumento do Lema 4.1.3.

avizinhanga vermelha de v. Pela defini¢do de R(s—1,t), a coloragdo do subgrafo
induzido por Ng(v) contém uma copia vermelha de Ks—; ou uma copia azul de
K;. Portanto, se ndo temos copia azul de K;, v e uma copia vermelha de K;_1
em Ng(v) formam juntos uma copia vermelha de K. Logo, temos uma copia
vermelha de K ou uma azul de K;.

Similarmente, se existirem pelo menos R(s,¢ — 1) arestas azuis incidentes a
v, entdo a vizinhanga azul N (v) de v contém uma cépia vermelha de K5 ou uma
copia azul de K;—;. Como v e uma copia azul de K;—; em Np(v) formam juntos
um K; azul, terminamos a prova do lema. O

Com o Lema 4.1.3, conseguimos provar o seguinte resultado, que implica Te-
orema 4.1.2 colocando-se s = ¢.

Teorema 4.1.4 (Erdds e Szekeres (ibid.)).

R(s.1) < <s+t—2)
s—1

para todo s, t = 1.

Demonstragdo. Vamos provar o limitante superior apresentado por indugdo em
s—+t. Observe primeiramente que R(s, 1) = R(1,t) = 1, de forma que o resultado
vale quando min{s, ¢} = 1. Agora, se min{s, ¢} = 2 entfo, pelo Lema 4.1.3 e pela
hipotese de indugéo, temos que

13 t—3 {2
R(s.1) < Res—1.0+ R - < [°7F o5 (5T ,
s—2 s—1 s—1

em que usamos o Exemplo 1.2.2 no ttlimo passo. Assim, obtemos o resultado
desejado. O
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Observe que o Teorema 4.1.4 também implica que

k+1
R(3,k)$( ; )

Retornaremos para o problema de estimar R(3, k) nos Capitulos 5, 9 e 10.

Vamos agora focar em provar limitantes inferiores para R(k). E surpreenden-
temente dificil construir coloragdes que ndo possuem coOpias monocromaticas de
grandes cliques; a primeira coloragdo explicita provando um limitante inferior su-
perpolinomial para R (k) foi descoberta por Frankl e Wilson (1981). No entanto,
Erdds (1947) encontrou uma prova (ndo construtiva) chocantemente simples de
um limitante inferior exponencial para R (k).

Teorema 4.1.5 (Erdds (ibid.)).
R(k) = 2¢/?
para todo k = 5.

Demonstragdo. Observe que existem 2(3) formas de colorir as arestas de um K, n
com duas cores. NOs vamos mostrar que o nimero de coloragdes “ruins”, ou seja,
coloragdes com pelo menos uma clique monocromatica de tamanho k, é estrita-
mente menor que o numero total de 2-coloragdes do K;. Dessa forma, ha pelo
menos uma coloracdo “boa”, i.e., que ndo possui nenhuma clique monocromatica
de tamanho k.

Para cotar o ntimero de coloragdes ruins, considere S C V(K ) uma k-clique

. . (% . .
(uma clique de tamanho k), e observe que existem 2(0)=G)+1 maneiras de colorir

as arestas de K, com duas cores de forma que S induz uma copia monocromatica
de K. Pela cota da unido, ha no maximo

(Z)z(g)—(§)+1 N (% , 2—(k—1)/2)k _ 2(g)+1(ek£)k o

coloragdes ruins, em que o pentltimo passo vale para n < 2K/2, ¢ o tltimo passo
vale para k = 5. Assim, concluimos que existem mais 2-coloragdes das arestas de
K, do que coloragdes que sdo ruins e, portanto, existe uma coloragdo boa como
dito. O
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Tal prova foi uma das primeiras aplicagdes do que hoje é conhecido como Me-
todo Probabilistico. Na linguagem da probabilidade, a prova pode ser descrita de
forma mais sucinta: simplesmente colorimos de forma aleatoria! O célculo exi-
bido na prova acima mostra que (para uma coloragdo escolhida uniformemente
ao acaso) o numero esperado de k-cliques monocromaticas ¢ menor que 1 e, por-
tanto, a probabilidade de uma coloracdo aleatoria ser boa ¢ estritamente positiva.
Nos Capitulos 5 e 10, veremos que tal ponto de vista ¢ muito poderoso, e possui
diversas aplicagoes.

Tomando-se k — 1 cliques vermelhas de tamanho k& — 1 conectadas por arestas
azuis (um grafo de Turan), mostra-se que R(k) > (k — 1)2. Nio é trivial melho-
rar substancialmente tal limitante. Dada a abundancia de coloragées boas, talvez
seja surpreendente a dificuldade que temos para construi-las explicitamente. A
construgdo de Frankl e Wilson (1981), que nos da um limitante inferior superpo-
linomial para R(k), é a seguinte: sejam m um inteiro positivo e g uma poténcia
de primo tais que m > g% — 1. Seja G o grafo completo com conjunto de vértices

(q[zm_]l), e considere a coloracdo y de G na qual o conjunto de arestas vermelhas ¢

{ST:1SNT|=-1(modq)}.

E possivel mostrar que tal coloragio néio possui cliques monocromaticas com mais
que ( q'f |) vértices, mas esta ndo ¢ uma tarefa facil.

O limitante superior para R (k) foi melhorado pela primeira vez por Thomason
(1988) (por um fator de Vk), e, entdo, por Conlon (2009a) (por um fator superpo-
linomial). O método de Conlon foi recentemente otimizado por Sah (2020), que
provou um limitante superior da forma

R(k) < k—clogk . 4k

para algum ¢ > 0. Por outro lado, o limitante inferior, que segue da prova de
Erdds (com um célculo mais cuidadoso) s6 foi melhorado por um fator de dois!
Veremos uma prova desse limitante inferior no Capitulo 10.

Quando permitimos mais de duas cores, a situagdo fica ainda pior. O nimero
de Ramsey para r cores, R,(k), ¢ o menor n € N tal que toda r-coloragdo das
arestas de K, contém uma copia monocromatica de K. Mesmo quando k = 3,
o melhor limitante superior conhecido € superexponencial em r.

Teorema 4.1.6. Para todor = 2,

2" < R,(3)<3-rl.
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Demonstragdo. Para o limitante superior, simplesmente aplicamos o método de
Erdds e Szekeres. Lembre que R»(3) < 6, portanto, o limitante superior proposto
vale quando r = 2. Se r = 3, entdo definan = 3 - r! e escolha um vértice
arbitrario em uma r-coloragdo y de E(K}). Pelo Principio da Casa dos Pombos,
existe uma cor ¢ € [r] tal que o conjunto

A= {u e V(Kp) : y(uv) = c}

tem pelo menos 3 - (r — 1)! elementos. Agora, ou v esta contido em um tridngulo
monocromatico de cor ¢, ou y usa apenas r — 1 cores no conjunto A4 e, portanto,
pela hipotese de inducdo, contém um tridngulo monocromatico, como desejado.
Para o limitante inferior, também usamos inducdo. O limitante apresentado ¢é
claramente valido para r = 1, entdo suponha que r = 2 e seja ' uma (r — 1)-
coloragdo de E (K} /,) sem tridngulo monocromatico, em que n = 2”. Para obter
uma r-coloragdo y de E(Kj), divida o conjunto de vértices em dois conjuntos de
tamanho n /2. Colora as arestas induzidas por cada um desses conjuntos segundo
a colorag@o y’ e use uma nova cor para as arestas entre esses conjuntos. Como as
arestas da nova cor formam um grafo bipartido, ndo ha tridngulos monocromaticos
em y, como requerido. O

O limitante inferior apresentado no Teorema 4.1.6 ainda pode ser melhorado
um pouco (veja os exercicios), mas o seguinte problema de Erddés continua em
aberto.

Problema 4.1.7. Existe C > 0 tal que
R,(3) <2¢7

paratodor € N?

4.2 Teoria de Ramsey infinita

Podemos considerar um grafo infinito com conjunto de vértices N e conjunto de
arestas (I;I) Mostramos na se¢do anterior que uma r-coloragdo arbitraria desse
grafo contém cliques monocromaticas arbitrariamente grandes: para achar uma
clique de tamanho k, olhe para os primeiros R, (k) vértices. Na verdade, uma
ligeira modificacdo da prova nos da algo ainda maior: uma clique monocromatica
infinita!
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Teorema 4.2.1. Toda r-coloragdo de (I;I) contém uma cliqgue monocromadtica in-
finita.

A prova é muito semelhante a do Teorema 4.0.2.

Demonstragdo. Seja A9 = N e vy € Ap um vértice arbitrario em Ag. Pelo
Principio da Casa dos Pombos (infinito), existe uma cor ¢y € [r] tal que vy ¢
incidente em um nimero infinito de arestas da cor c;. Seja

Ay :={u € Ag: x(viu) = c1}

o conjunto dos extremos diferentes de v dessas arestas, entdo A € infinito.
Agora escolha um vértice v, € A; e repita o processo. Obtemos uma cor c; €
um conjunto infinito

Ay = {u € Ay : y(vau) = c2}.

Iterando, obtemos uma sequéncia infinita de vértices vq, va, ..., cores ¢, Ca, . ..
e conjuntos N = Ag D Ay D ---, de modo que

v; € Aj—1 € X(Uiu) =i

paratodoi € N etodo u € A;. Em particular, y(v;v;) = ¢; paratodoi < j.
Agora, pelo Principio da Casa dos Pombos, existe uma cor ¢ € [r] que aparece

uma quantidade infinita de vezes na sequéncia cy, ¢3, ... €, portanto, o conjunto

A = {v; : ¢; = ¢} é uma clique monocromatica infinita. O

4.3 Teoria de Ramsey em grafos

Lembre-se que escrevemos G — (H1, H») para denotar que toda coloragdo das
arestas de G com as cores azul e vermelha contém uma copia vermelha de H; ou
uma copia azul de H,. Nesta secdo, vamos estudar os nimeros de Ramsey para
grafos ndo necessariamente completos, definidos a seguir.

Defini¢ao 4.3.1. O numero de Ramsey de Hy versus H ¢ definido como

r(Hy, Hy) = min{n eN: K, — (Hl,Hz)}.
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Vamos comegar com um exemplo simples: o tridngulo versus o caminho. Lembre-
se de que Pj, denota o caminho com k arestas.

Teorema 4.3.2.
r(Ks, Py) =2k + 1

para todo k € N,

Demonstragdo. Para provar que r (K3, P) > 2k, podemos construir uma colora-
¢do de K, que ndo contenha K3 vermelho nem Py, azul. Para isso, definan = 2k
e considere a coloragdo de E(Kj,) em que as arestas azuis induzem dois grafos
completos disjuntos de tamanho k. O grafo das arestas vermelhas é bipartido, por-
tanto ndo contém tridngulo e, como P tem k + 1 vértices, ele ndo tem como estar
contido em nenhuma das componentes azuis.

Para o limitante superior, definan = 2k 4 1 e seja y uma coloragdo de E(K})
com as cores azul e vermelha. Seja P um caminho azul maximal de comprimento
t em y. Assuma que ¢ < k, caso contrario, temos um Py azul. Seja U o conjunto
de vértices que ndo estdo em P, e seja ¥ um dos extremos de P.

Como P ¢ maximal, todas as arestas entre u e U sdo vermelhas. Logo, u esta
contido em um triangulo vermelho ou U ¢ uma clique azul. Além disso, |U| =
k 4+ 1, uma vez que ¢t < k e, portanto, o grafo induzido por U contém um Py,
azul. O

Usando o Lema 3.2.5 do capitulo anterior, podemos generalizar o Teorema 4.3.2
para arvores arbitrarias de k arestas.

Teorema 4.3.3. Seja k € N e seja T uma drvore com k arestas. Entdo
r(Ks, T) =2k + 1.

Demonstragdo. O limitante inferior segue da mesma construg@o da prova do Te-
orema 4.3.2: considere a coloracdo em que as arestas azuis induzem dois Kjs
disjuntos. Como 7T tem k + 1 vértices, T ndo esta contida em nenhuma das com-
ponentes azuis.

Para o limitante superior, definan = 2k 4 1 e seja y uma coloragdo de E(K})
com as cores azul e vermelha. Se existir um vértice v com grau vermelho pelo
menos k + 1, entdo, v esta contido em um tridngulo vermelho ou a vizinhanga
vermelha de v é uma clique azul de tamanho pelo menos k + 1, que contém uma
copiaazul de T.

Por outro lado, se cada vértice tem grau vermelho no maximo k, entdo o
grafo Gp induzido pelas arestas em azul tem grau minimo pelo menos k. Pelo
Lema 3.2.5, temos que T C G g, como desejado. O
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Uma indugfo simples agora nos permite estender este resultado para grafos
completos maiores e obter o seguinte teorema de Chvatal (1977):

Teorema 4.3.4. Seja k,s € N, e seja T uma arvore com k arestas. Entdo
r(Ks+1,T) = sk + 1.

Demonstragdo. Para provar o limitante inferior, considere a coloragdo de E (Ky)
na qual as arestas azuis induzem s grafos completos disjuntos cada um com k
vértices. O grafo induzido pelas arestas vermelhas é entdo um grafo s-partido e,
portanto, ndo contém Ks41. Como 7T tem k + 1 vértices, T ndo esta contida em
nenhuma das componentes azuis.

Para o limitante superior, aplicaremos indu¢do em s. Sejan = sk + 1 e seja
x uma coloragédo de E(K,) com as cores azul e vermelha. Se existir um vértice v
com grau vermelho pelo menos (s — 1)k + 1, ento, pela hipotese de indugéo, a
vizinhanca vermelha de v contém uma cdpia vermelha de K ou uma cdpia azul
de T. Como um K vermelho na vizinhanga vermelha de v junto com v forma um
K41 vermelho, terminamos este caso.

Por outro lado, se todo vértice tem grau vermelho no maximo (s — 1)k, entdo
o grafo azul Gp tem grau minimo pelo menos k. Pelo Lema 3.2.5, temos que
T C Gp, como desejado. O

Quando Hy = H>, escrevemos G — H aoinvésde G — (H,H),er(H)
ao invés de r(H, H). No Capitulo 10, discutimos um método que permite provar
limitantes superiores razoavelmente bons em r(H) para muitos grafos esparsos
H, e no Teorema 11.3.12 mostraremos que grafos de grau limitado tém niimero
de Ramsey linear. Por enquanto, vamos nos contentar com o seguinte teorema
classico de Gerencsér e Gyarfas (1967).

o =| 5|

Teorema 4.3.5.

2
para todo k € N.

Demonstragdo. Para o limitante inferior, defina n = [3k/2] — 1, e considere a
coloragdo de E(Kj) em que as arestas azuis induzem um grafo completo com k
vértices. Seja A o conjunto de vértices desse grafo completo, e seja B = A€,
entdo |B| < k/2. Observe que em quaisquer dois vértices consecutivos de um
caminho vermelho P, pelo menos um deles estd em B e, portanto, P tem no
maximo 2|B| < k arestas.
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Para o limitante superior, vamos provar um resultado mais geral por inducéo:
sek=4=1en=k+ [£/2], entdo

Ky — (Pr, Py).

Se ¢ < 3, entdo ¢ facil provar o limitante (simplesmente pegue um caminho ver-
melho maximal P e observe que ambos 0s pontos extremos enviam apenas ares-
tas azuis para o conjunto U = V(P)¢). Portanto, seja k = £ = 4 e defina
n =k 4 [£/2]. Comegamos supondo que k > £. Seja y uma coloragdo com as
cores azul e vermelha de K;,. Observe que, pela hipotese de indugdo para (k—1, £),
existe uma copia vermelha de Pr_; em y.

Seja P = vjp---v; um caminho vermelho de comprimento kK — 1 e seja
U = V(P)¢, entdo |[U| = [£/2]. Podemos assumir que todas as arestas entre
os conjuntos {v1, v} € U sdo azuis e também pelo menos uma das arestas entre o
conjunto {v;, vj+1} ¢ u é azul para cada u € U, pois, caso contrario, temos uma
copia vermelha de Py.

Agora, sejam Q1 ¢ (» caminhos azuis (vértice-disjuntos) de comprimento
impar cujos vértices alternam entre U e o conjunto {va, ..., v }. Adicionalmente,
vamos assumir que Q1 ¢ maximal e, dado Q1, Q> também ¢é maximal. Observe
que cada um desses caminhos tem exatamente um extremo em U (uma vez que
seu comprimento ¢ impar); seja x o extremo de Q1 em U e seja y o extremo de
OremU.

Suponha primeiro que Q01 U Q, cobre U. Entdo o caminho azul obtido de
01 U Q5 adicionando as arestas xvy e vy tem 2|U| + 1 = £ + 1 vértices e,
portanto, contém uma copia azul de Py. Portanto, podemos assumir que existe um
vértice z € U, que ndo esta contido em @ e nem em Q. Usaremos esse vértice
para encontrar uma contradi¢do com a maximalidade de Q1 ou Q».

Para fazer isso, observe primeiro que v € (1, pois caso contrario (1 poderia
ser estendido adicionando as arestas x vy e v z. Em seguida, observe que Q01U Q>
contém no maximo |U| — 1 < (k — 1)/2 vértices de P e, portanto, existe i €
{2,...,k—2}talque v;, vi+1 &€ Q1 U Q». Agora, como paracadau € {x, y,z},
pelo menos uma das arestas v;u € v;+1u € azul, concluimos que v; ou v;+1 envia
duas arestas azuis para o conjunto {x, y, z}, e essas arestas podem ser usadas para
estender Q1 ou Q5. Essa contradi¢do completa o passo indutivo quando k > £.

Quando k = £, a situag@o é um pouco mais delicada. Observe primeiramente
que, pela hipotese de indugdo para (k,k — 1) (e usando simetria para trocar as
cores), existe novamente um caminho vermelho de comprimento k — 1. Podemos,
portanto, definir Q1 e O, como antes, mas se k for impar, entdo Q1 U O poderia
intersectar V(P) no conjunto {vs3, vs, ..., U}, que tem tamanho (k — 1)/2.
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Para evitar isso, seria suficiente escolher 01 de forma que contenha v, ou
v4; podemos fazer isso a ndo ser que todas as arestas entre {vy,v4} ¢ U sejam
vermelhas. Quando esse ¢ o caso, se houver uma aresta vermelha uju; em U,
entio v VU U2 V4 - - - Vg € uma cOpia vermelha de Py. Por outro lado, se U é uma
clique azul, entdo adicionando as trés arestas {xz, zvy,v1y}a Q1 U Q2, obtemos
um caminho azul de comprimento k, como desejado. O

4.4 O Problema do Final Feliz

Nesta tltima se¢ao, consideramos um dos problemas que originalmente motivaram
o estudo da Teoria de Ramsey. O problema foi proposto por Esther Klein, uma
jovem hungara, no inicio da década de 1930.

Problema 4.4.1. Existe n = n(k) tal que qualquer conjunto de n pontos no plano,
em que quaisquer trés pontos ndo sdo colineares, contém um subconjunto de k
pontos em posi¢ao convexa?

“Em posigdo convexa” significa que todos os pontos estdo na regido delimitada
pela envoltdria convexa dos pontos; em outras palavras, os pontos sdo os vértices
de algum poligono convexo. Esther Klein resolveu o caso k = 4, que enunciamos
abaixo, e propds o caso geral para seu grupo de amigos, que incluia um jovem Paul
Erdds, e um outro jovem matematico chamado George Szekeres.

Fato 4.4.2. Qualquer conjunto de 5 pontos no plano tais que quaisquer trés pontos
ndo sdo colineares contem 4 pontos em posi¢do convexa.

Demonstragdo. Considere a envoltoria convexa dos 5 pontos. Se pelo menos 4
desses pontos estiverem na sua fronteira, entdo ja temos 4 pontos em posi¢do con-
vexa. Portanto, assuma que {x, y,z} € o conjunto de vértices da envoltoria con-
vexa. Seja L a reta que passa pelos outros dois pontos u e v (que se encontram
dentro da envoltdria convexa). Sem perda de generalidade, L passa pelas ares-
tas xy e xz. Mas, entdo, {u, v, y, z} ¢ um conjunto de quatro pontos em posi¢ao
convexa, conforme queriamos. O

A fim de responder a pergunta de Klein, Erdés e Szekeres redescobriram o
teorema de Ramsey, que (sem o conhecimento deles) havia sido provado apenas
alguns anos antes. Na verdade, eles precisavam de uma generalizacdo do Teo-
rema 4.0.2 (que também foi provado por Ramsey) para conjuntos de tamanho s.
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Dada uma r-coloragéo dos subconjuntos de [n] = {1,...,n} de tamanho s,

X: ([n]) —{1,...,r},
s

dizemos que um conjunto A C [r] ¢ monocromatico se y € constante nos subcon-
juntos de A de tamanho s.

Teorema 4.4.3. Paratodo k,r,s € N, existen € N tal que o seguinte vale. Toda
r-coloragdo dos s-subconjuntos de {1,...,n} contém um conjunto monocroma-
tico de tamanho k.

Demonstragdo. A prova sera por indugdo em s, observando que o caso s = 1 ¢
apenas o Principio da Casa dos Pombos, € 0 caso s = 2 ¢ o Teorema 4.0.2. Seja

X: ([n]) —>{l,....r}
s

uma r-coloragdo dos s-subconjuntos de {1,...,n}, e seja v; € Ay := [n] um
vértice. Defina uma r-coloragdo y; dos (s — 1)-subconjuntos de Ag \ {v1} como

x1(S) = (S U {v1})

paracada S C Ag \ {v1} com |S| = s — 1. Pela hipotese de indugio, para cada
m1 € N, se n ¢é suficientemente grande, entdo existe um conjunto monocromatico
A1 C Ag \ {v1} de tamanho m na coloragdo y.

Agora escolhemos um vértice v, € A; e repetimos o argumento acima. Para
ser mais preciso, definimos uma r-coloracéo y» dos (s — 1)-subconjuntos de A1 \
{va} como

x2(8) = x(S U {v2})

paracada S C Ap \ {v2} com |S| = s — 1. Pela hipotese de indugio, para cada
my € N, se m for suficientemente grande, entdo existe um conjunto monocro-
matico Ay C Aj \ {v2} de tamanho m, na coloragdo y».

Iterando esse processo, obtemos uma sequéncia de vértices vy, ..., V¢, cores
€1,...,¢t € [r] e conjuntos Ag D --- D Ay tais que
v; € A;jq e )((S U {vi}) =

paratodo 1 <i <tetodoS C A; com|S| = s—1. Em particular, e crucialmente,
temos x(S) = ¢, paratodo S C {vy,..., v fcom|S|=semin{i :v; € S} = j.
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Agora, se n ¢ suficientemente grande, podemos continuar esse processo até
t > r(k —1). Pelo Principio da Casa dos Pombos, ha uma cor ¢ € [r] que aparece

pelo menos k vezes na sequéncia (cq, ..., ¢;). Defina A = {v; : ¢; = ¢} e observe
que x(S) = cparacada S C A com |S| = s. Logo, A induz um grafo completo
monocromatico de tamanho pelo menos k. O

O limitante obtido pela prova acima ¢é extremamente grande e estd longe de
ser o melhor possivel; na Se¢do 9.3, veremos uma prova de um limitante muito
melhor.

Usando o Teorema 4.4.3, Erdds e Szekeres (1935) foram capazes de responder
a pergunta de Klein, provando o seguinte teorema.

Teorema 4.4.4. Existe n = n(k) tal que qualquer conjunto de n pontos no plano,
com quaisquer trés pontos ndo colineares, contém um subconjunto de k pontos
em posi¢do convexa.

Demonstragdo. Dado um conjunto A de n pontos no plano, com quaisquer trés
pontos nao colineares, podemos definir uma coloragdo y com as cores azul e ver-
melha dos 4-subconjuntos de A da seguinte maneira: y(S) é vermelho se e so-
mente se os pontos de S estiverem em posi¢do convexa. Pelo teorema de Ramsey
para 4-conjuntos (Teorema 4.4.3), existe um subconjunto monocromatico B de
tamanho k.

Vamos supor que B seja vermelho. Entdo, os pontos de B devem estar em
posi¢do convexa, ja que um ponto estritamente dentro da envoltoria convexa de B
esta contido em um tridngulo com vértices em B e, portanto, em um 4-subconjunto
azul de B. Por outro lado, se B é azul ¢ k = 5, entdo obtemos uma contradicéo,
pois pelo Fato 4.4.2 quaisquer cinco pontos cont€ém um conjunto de 4 vértices
vermelho. O

Além da prova apresentada, Erdds e Szekeres (ibid.) deram uma segunda prova
(mais geométrica) do Teorema 4.4.4, que deu um limitante muito melhor. Em
particular, eles mostraram que a menor fungdo n (k) tal que a conclusdo se mantém

satisfaz
2k — 4
k=2 4 1 <n(k) < 1,
+ n(k) (k—2)+

e conjecturaram que o limitante inferior corresponde ao verdadeiro valor de n (k).
Por mais de 60 anos ndo houve nenhum progresso nesse problema (em 1998, o li-
mitante superior foi finalmente melhorado em 1!), mas em uma descoberta recente,
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Suk (2016) mostrou que
fl(k) — 2k+0(k)‘

Erdds e Szekeres também usaram seu método para provar o seguinte teorema.

Teorema 4.4.5. Qualquer sequéncia de k? + 1 niimeros reais contém uma sub-
sequéncia mondtona de comprimento k + 1.

Observe que o limitante k2 + 1 é o melhor possivel (considere k copias ade-
quadamente deslocadas de uma sequéncia monotona). Erdds e Szekeres provaram
esse resultado usando indugao; a bela prova apresentada a seguir foi descoberta por
Seidenberg (1959).

Demonstragdo. Sejan = k? + 1 e seja (ay,...,a,) uma sequéncia de niimeros
reais. Paracadai € [n], defina x; como o comprimento da subsequéncia crescente
mais longa terminando em a;. Seja y; o comprimento da subsequéncia decrescente
mais longa terminando em a; .

Afirmamos que os pares (x;, y;) sdo todos diferentes. Para ver isso, observe
quesei < jea; <aj,entdo x; < Xj,ja que podemos adicionar a ; a subsequén-
cia crescente de comprimento x; terminando em a;. Da mesma forma, se i < j
ea; = aj;,entdo y; < y;. Seguequesei < j,entdox; < xjouy; < yj. Em
particular, temos (x;, y;) # (xj, ;).

Agora, existem apenas k2 pares (x;, y;) com max{x;,y;} < k, entdo pelo
Principio da Casa dos Pombos, existe i € [n] com max{x;, y;} = k + 1, como
desejado. O

O Problema 4.4.1 foi posteriormente chamado de “problema do final feliz”
por Paul Erdés, porque levou ao casamento de George Szekeres e Esther Klein.
Eles foram casados por mais de 65 anos ¢ morreram em 2005, com uma hora de
diferenca entre si, com 94 e 95 anos.

4.5 Exercicios

Exercicio 4.5.1. Mostre que R(3) = 6, R(3,4) <9,¢e R(4,4) < 18.
Exercicio 4.5.2. Mostre que r(K3,C4) = 7,er(K3,Cs) = 9.

Exercicio 4.5.3. Seja G um grafo com n vértices tal que G 4 K3. Qual o maior
numero possivel de arestas de G?

Exercicio 4.5.4. Mostre que R, (3) = 5"/2.
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Exercicio 4.5.5. Defina o numero tamanho Ramsey de um grafo H como sendo

F(H):=min{e(G): G — H}.

() = (Rf)),

Exercicio 4.5.6. Seja C(s) o menor n tal que todo grafo conexo com n vértices
tem, como um subgrafo induzido, um grafo completo Ky, uma estrela K; ¢ ou
um caminho Py de comprimento s. Mostre que C(s) < R(s)*, em que R(s) é o
numero de Ramsey de s.

Prove que

paratodo ¢t € N.

Exercicio 4.5.7. Prove o teorema de Schur: toda r-coloragdo y: N — [r] dos
inteiros positivos contém uma solu¢do monocromatica da equacdo x + y = z.

Exercicio 4.5.8. Mostre que existe um conjunto infinito S’ de inteiros positivos tal
que a soma de quaisquer dois elementos distintos de S possui um nimero par de
fatores primos distintos.

Exercicio 4.5.9. Prove que toda 2-coloragdo de E(K}) contém pelo menos

tridngulos monocromaticos.

Exercicio 4.5.10. Toda 2-coloragdo dos subconjuntos infinitos de N contém um
subconjunto monocromatico infinito?



Existem grafos sem tridngulos com niimero cromatico tao grande quanto se queira?
Esse problema, proposto por Blanche Descartes, atraiu muitos matematicos em
combinatoria. Varios dos problemas em combinatdria, assim como o problema de
Descartes, envolvem construir objetos com certas propriedades especificas. Em
geral, tais construgdes podem requerer muita criatividade e podem ser extrema-
mente dificeis.

Contudo, Erd6s e Rényi, paradoxalmente, resolveram inimeros desses proble-
mas simplesmente mostrando que muitas vezes basta tomarmos um objeto aleatd-
rio dentre uma colecdo grande de objetos com boas propriedades e mostrar que,
com probabilidade positiva, tal objeto aleatério terd as propriedades que deseja-
mos. Com tal ideia simples e paradoxal, eles foram os responsaveis por introduzir
0 Método Probabilistico.

Hoje esse método consiste de diversas ferramentas ¢ paradigmas e ainda ¢é
uma poderosa técnica na resolu¢do de muitos problemas da area. Neste capitulo,
veremos varias aplicagdes do Método Probabilistico. Dentre elas, veremos como
podemos construir de forma aleatdria grafos sem tridngulos com nimero croma-
tico grande.
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5.1 Fundamentos

Nesta se¢do, introduziremos alguns conceitos basicos de probabilidade discreta
que serdo uteis no restante do livro. Muitas das defini¢des seguintes sdo simpli-
ficagdes de conceitos mais gerais em espagos de probabilidades. O leitor mais
familiarizado ndo tera dificuldade em reconhecé-los e podera saltar para préxima
secdo sem muitas dificuldades. Para auxiliar o leitor menos experiente a fixar as
nog¢des introduzidas nesta se¢do, cada conceito introduzido serd acompanhado de
um exemplo envolvendo experimentos de probabilidade comuns, como a rolagem
de um dado, o langamento de uma moeda, ou o saque de uma carta de um baralho.

Um espago de probabilidade consiste de um par (§2, P), em que £2 € um con-
junto finito! e P: £2 — [0, 1] € uma fungdo tal que Y, .o P(w) = 1. Dizemos
que o conjunto £2 € o espago amostral e a funcdo P ¢ a fun¢do massa de proba-
bilidade ou distribui¢do do espaco de probabilidade em questdo. Referimos aos
subconjuntos de £2 como eventos. Para cada evento A C §2 ndo vazio, definimos a
probabilidade do evento A como P(A4) = Y .4 P(w). No caso do evento vazio,
definimos P (@) = 0.

O leitor ndo deve ter muitas dificuldades em provar as seguintes propriedades
validas para qualquer espago de probabilidade finito. Tais propriedades podem
facilmente serem provadas usando os resultados do Capitulo 1.

Proposicao 5.1.1. As seguintes propriedades valem para todo espago de probabi-
lidade ($2,P).

1. Paratodo A C £2, temos P(2\ A) = 1 —P(A).
2. (Monotonicidade) Se A C B C £2, entdo P(A) < P(B).
3. (Inclusdo-exclusdo) Para todo A, B C §2, temos

P(AU B) = P(4) + P(B) — P(AN B).

4. (Cota da unido) Para todo Ay, ..., Ay C §2, temos

IP’( O A,-) < iP(A,-).

i=1 i=1

INeste livro, todos os espagos de probabilidade sdo finitos. Vale ressaltar, contudo, que & possivel
definir espagos de probabilidades mais gerais (veja (Franco 2021)).



84 5. Método Probabilistico

Uma distribuicdo P é dita uniforme sobre §2 se para cada w € £2, temos
P(w) = 1/|£2|. Neste caso, temos P(A) = |A4|/|$2|, para todo evento A C £2.
Dado um conjunto £2, dizemos um elemento de §2 ¢ escolhido uniformemente
ao acaso quando tal escolha ¢ feita de acordo com a distribui¢do uniforme sobre
§2. Isto é, tal elemento é sorteado dentre todos os elementos {2 com a mesma
probabilidade. O seguinte exemplo ilustra as no¢des desenvolvidas até entdo.

Exemplo 5.1.2. Considere o experimento no qual rolamos um dado comum de
seis faces. Neste exemplo, o espaco amostral §2 consiste dos possiveis resultados
do experimento, isto €, os possiveis niumeros obtidos ao langarmos o dado: 2 =
{1,2,3,4,5,6}. A fungdo massa de probabilidade IP, nesse caso, ¢ uniforme; para
cada w € £2, temos P (w) = 1/6.

Considere o evento A no qual obtemos um niimero impar no experimento. Isto
¢, A ={1,3,5}. Temos que

P(4) = P(1) + P(3) + P(5) = 1/2.

Agora considere o evento B no qual obtemos um niimero primo no experimento.
Nesse caso, também temos P(B) = 1/2. Por fim, a probabilidade de obtermos
um namero primo impar ¢ iguala P(4 N B) = 1/3.

Defini¢ao 5.1.3. Dizemos que dois eventos A e B sdo independentes se
P(AN B) =P(A)P(B).

No nosso exemplo da rolagem de um dado, temos que os eventos A € B cor-
respondentes ao resultado ser um nimero impar e primo, respectivamente, nao
sdo independentes, pois P(A N B) = 1/3, enquanto que P(A)P(B) = 1/4. Por
outro lado, considere o evento C correspondente ao resultado do experimento ser
um nimero menor que 3. Note que P(C) = 1/3. Temos que os eventos 4 ¢ C
sdo independentes, pois

P(ANC) = 1/6 = P(A)P(C).

Definicao 5.1.4. Dizemos que n = 2 eventos A1, ..., A, sdo dois a dois indepen-
dentes se todo par de eventos A; € Aj,com 1 <i < j < n, forem independentes.
Ademais, dizemos que tais eventos sdo mutuamente independentes se para toda
subcolegdo de eventos A;,,..., Aj;,comk <nel <iy <--- <ip <n,temos

P (4 N+ N Ai) = P(4;)) -+ P(4;).
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Note que quaisquer eventos mutuamente independentes sdo dois a dois inde-
pendentes. A reciproca nao € valida em geral, como podemos ver com o seguinte
exemplo.

Exemplo 5.1.5. Suponha que langamos uma moeda honesta duas vezes seguidas.
Seja £2 o espaco amostral deste experimento, i.e., 2 = {CC,CK, KC, KK}, em
que C e K simbolizam, respectivamente, que obtivemos cara e coroa no langa-
mento da moeda. Considere os eventos

X ={CC,CK}, Y={CC,KC} e Z={CC,KK}.
Isto é, o evento X corresponde a obtermos cara no primeiro langamento, o evento

Y corresponde a obtermos cara no segundo langamento, e o evento Z corresponde
a obtermos o mesmo resultado nos dois langamentos. Em particular, temos

P(X)=PY)=P(Z)=1/2.
Note que X, Y e Z sdo dois a dois independentes, pois
P(XﬂY):P(XﬂZ):IP’(YﬂZ):%.
Por outro lado, eles ndo sdo mutuamente independentes, pois

P(XNYNZ) =

£ - =P(X)P(Y)P(Z).

=
0 | =—

5.2 Prova probabilistica

Se um evento ocorre com probabilidade positiva, entdo tal evento é ndo vazio.
Essa observagdo extremamente simples € a ideia por tras do Método Probabilis-
tico. A dificuldade numa prova probabilistica, contudo, reside em determinar um
espaco de probabilidade adequado para o problema que queremos atacar. Veremos
a seguir alguns exemplos que ilustram isso muito bem.

Comecaremos revisitando um teorema de Erdds sobre nimeros de Ramsey,
que vimos no Capitulo 4. Lembre-se que R(k) ¢ o menor n tal que toda 2-coloragio
das arestas de K, contém uma copia monocromatica de Kj.

Teorema 5.2.1 (Erd8s, 1947). Para todo k = 3 inteiro, temos R(k) > 2%/2.
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Demonstragdo. Sejan = 2k/2 Mostraremos que existe uma 2-coloracdo das ares-
tas de K sem cliques monocromaticas de tamanho k. Para tal, pinte cada aresta
de K}, de azul ou vermelho de forma aleatdria e independente com probabilidade
1/2. Para cada clique A C V(K,) com k vértices, temos que a probabilidade de

. 3 — K 7 r e
A ser monocromatica vermelha & 2~(3). Analogamente, A € monocromatica azul

o1 _(k i~ . ..
com probabilidade 2 G, Segue, pela cota da unido, que a probabilidade de existir
uma clique monocromatica A de tamanho k£ em K ¢ no maximo

k 21+k/2

Y 51=(5) o S1—kk—1)/2 _ 2"~
(k)2 2$k!2 = < 1.

Logo, existe uma 2-coloragdo de K, sem cliques de tamanho £ monocromaticas.
O]

Um hipergrafo k-uniforme H é uma estrutura composta por um conjunto de
veértices V(H) e uma familia £ (H) de conjuntos com exatamente k vértices, que
chamamos de arestas. Em particular, um hipergrafo 2-uniforme ¢ exatamente um
grafo.

Dizemos que um hipergrafo ‘H ¢ bicolorivel se for possivel colorir os vértices
de H com duas cores de forma que nenhuma aresta A € H seja monocromatica
(i.e., existem dois vértices em A de cores distintas).

Teorema 5.2.2 (Erd6s, 1963). Seja H um hipergrafo k-uniforme com m arestas.
Sem < Zk_l, entao H é bicolorivel.

Demonstragdo. Seja’H como no enunciado. Pinte cada vértice de H de azul ou de
vermelho de forma aleatéria e independente com probabilidade 1/2. Temos que
a probabilidade de uma aresta A ser monocromatica ¢ igual a 2~%+1. Logo, pela
cota da unido, a probabilidade de existir uma aresta A € FE () monocromatica
¢ no maximo m/ 2k=1 o que ¢ estritamente menor que 1. Logo, existe uma 2-
coloragdo dos vértices de H na qual nenhuma aresta € monocromatica e, portanto,
‘H é bicolorivel. O

Um torneio T é uma estrutura composta por um conjunto de vértices V(T') e
um conjunto E(7T') de pares ordenados de vértices, tal que para todo u,v € V(T)
com u # v, temos que exatamente um entre (u,v) e (v,u) pertence a E(T).
O nome forneio vem da ideia de que T pode representar uma competi¢ao entre
jogadores, de modo que para cada par de jogadores distintos u € v, ou u ganha de
v ou v ganha de u.
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Dado um conjunto S € V(T') e um vértice u € V(T), escrevemos u — S
se (u,v) € E(T), paratodo v € S. Do contrario, escrevemos u# # S. Dizemos
que um torneio 7' tem a propriedade Tj, se para todo conjunto S C V(T) de k
elementos, existe u € V(T) \ S tal que u — S. Isto é, para cada conjunto S de k
jogadores, existe um outro jogador que venceu todos os jogadores em S.

Teorema 5.2.3 (Erd6s, 1963). Sen = k22k+1 entdo existe um torneio T com n
vértices que tem a propriedade Ty.

Demonstragdo. Considere um torneio aleatdrio 7 com n vértices, i.e., para cada
par de vértices {u, v}, escolnemos de forma independente e uniformemente ao
caso um entre (¥, v) ou (v, u) para ser uma aresta de 7.

Agora considere um conjunto S € V(T') com |S| = k. Note que para todo
ueV(T)\ S, temos que

Pu—S) = 27k,
Seja Ag o evento “paratodou € V(T) \ S, temos u A S”. Segue que
n—k
P(Ag) = IP( N wsA S}) = J] Puss= (1 —2—k)
ueV(TH)\S ueV(T)\S

pois os eventos {u /4 S} sdo mutuamente independentes. Segue da cota da unido
que a probabilidade de que Ag ocorra, para algum S € V(T) com |S| = k, éno
maximo

n _ n—k nk Ll i 3 p
|ZkIP’(As) = (k) (1—2 k) < (n=k)/2% < ke p=n/2k
Sl=

em que usamos a desigualdade 1 4+ x < e*, vélida para todo nimero real x. Em
particular, para n = k22K+1 temos que o ultimo termo na desigualdade acima ¢
estritamente menor que 1. Logo, com probabilidade positiva, nenhum dos eventos
Ag ocorrem e, portanto, existe um torneio 7 com n vértices tendo a propriedade
Tk O]

5.3 Método do Primeiro Momento

Uma variavel aleatoria X em um espago de probabilidade (£2, P) é simplesmente
uma funcdo real X: £ — R. Dado um numero real x € R, denotamos por
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{X = x}oevento{w € 2 : X(w) = x} e denotamos por P(X = x) a probabi-
lidade de tal evento. Similarmente, definimos P(X < x), P(X < x), P(X > x)
e P(X = x).

Defini¢ao 5.3.1. Definimos a esperan¢a ou média (ou ainda o valor esperado ou
primeiro momento) de X como

E[X]= ) X()P().

we

Se X ¢ uma variavel aleatoria inteira ndo negativa, entdo podemos escrever a
esperanc¢a de X da seguinte forma:

E[X] =) k-P(X =k).
k=0

Como muitas das variaveis aleatdrias citadas neste livro s@o inteiras ndo negati-
vas, frequentemente usaremos a ultima igualdade para calcular a esperanga de tais
variaveis aleatorias.

Um exemplo bastante simples de variavel aleatoria, que usaremos em varios
pontos deste livro, sdo as variaveis aleatérias indicadoras de um evento.

Exemplo 5.3.2. Dado um evento A C §2, definimos a variavel indicadora do
evento A como a varidvel aleatoria 1 4 tal que para cada w € §2, temos

1, sew € A,

1 = L.
4(@) 0, caso contrario.

Note que E[1 4] = P(A).

Dizemos que uma variavel aleatoria X tem distribuicdo de Bernoulli com pa-
rametro p se P(X = 1) = pe P(X = 0) = 1 — p. Note que E[X] = p.
Em particular, variaveis indicadoras tém distribui¢ao de Bernoulli com pardmetro
p =P(4).

Veremos em muitas aplicagdes que a esperanca de variaveis aleatorias ¢ em
geral simples de ser calculada. A razdo por tras disso € que a esperanga € um
operador linear, como podemos ver na seguinte proposicao.

Proposicao 5.3.3. Para quaisquer duas variaveis aleatorias X e Y e quaisquer
numeros reais a e b, temos que

E[aX + bY] = aE[X] + bE[Y].
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Deixamos a prova da Proposi¢do 5.3.3 como exercicio.
Podemos definir independéncia também para variaveis aleatorias.

Definicao 5.3.4. Dizemos que X1,..., X5 : £2 — R sdo varidveis aleatorias inde-
pendentes se, para quaisquer xi, ..., X, € R, os eventos {X,' = x,-} (1<i<n
sdo mutuamente independentes.

Outra propriedade da esperanca ¢ dada pela proposicdo abaixo.

Proposicao 5.3.5. Se X1 e X, sdo variaveis aleatorias independentes, entdo
E[X1 - X2] = E[X1] - E[X3].

Também deixamos a prova da Proposicdo 5.3.5 a cargo do leitor.
O conceito de independéncia pode ser usado para definir a seguinte classe,
extremamente Util, de variaveis aleatorias.

Definicdo 5.3.6. Definimos a varidvel aleatéria binomial com parametros (n, p)
como sendo a variavel
X=X1+-+ Xan,

em que Xip,..., X, sdo variaveis aleatorias independentes com distribuicao de
Bernoulli com parametro p.

Observe que se X ¢ uma variavel aleatoria binomial com parametros (7, p),
entdo

n
E[X] = ) E[X;] = pn,
i=1
pela linearidade da média.

Uma prova usando o Método do Primeiro Momento consiste em calcular a
esperanca de uma variavel aleatoria adequada, concluindo entdo que com proba-
bilidade positiva, deve existir um elemento do espago amostral cuja a variavel ¢é
tao grande quanto a sua média. Tal principio ¢ sumarizado na seguinte proposicao,
cuja a prova deixaremos para o leitor.

Proposicio 5.3.7. Seja X uma varidavel aleatoria. Se E[X] = ¢, entdo
P(X =1)>0.

Vejamos a seguir como podemos usar o Método do Primeiro Momento para
provar resultados em combinatoria.
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Teorema 5.3.8. Todo grafo G possui um subgrafo bipartido H C G tal que

Demonstragdo. Considere um conjunto aleatério A € V(G) obtido escolhendo
cada vértice v € V(G) de forma aleatoria e independente com probabilidade 1/2.
Seja B = V(G)\ A e considere o subgrafo bipartido H = G[A, B] com conjunto
de arestas E(H) ={uv e E(G):u € A, v € B}.

Para cada aresta uv € E(G), considere a variavel aleatoria X,,, indicadora do
evento {uv € E(G)}. Note que

E[Xuy| = P(uv € E(H)) = %

uma vez que uv € E(H) se, e somente se, u € A e v € B (0 que ocorre com
probabilidade 1/4) ouv € A e u € B (o que também ocorre com probabilidade
1/4). Pela linearidade da média, temos que

IE[e(H)]=IE[ ) XW} = Y sxw] = Y

uveE(G) uveE(G)

Segue da Proposicao 5.3.7 que existe H C G bipartidocome(H) = e(G)/2. O

Uma caminho hamiltoniano em um torneio 7' ¢ uma sequénciade n = |V(T)|
vértices (v1,...,Vy) com (v;,v;+1) € E(T), paratodoi € [n — 1].

Teorema 5.3.9 (Szele). Existe um torneio com n vértices contendo pelo menos
n!/2"=1 caminhos hamiltonianos.

Demonstragdo. Considere um torneio aleatoério 7 com n vértices como na prova
do Teorema 5.2.3. Seja X o nimero de caminhos hamiltonianos em 7'. Para cada
permutagdo o : [n] — [n], seja X a variavel indicadora para o evento “(a (1), ...,0(n))
¢ um caminho hamiltoniano em 7.

Note que E[X,] = 27", pois a probabilidade de (5 (1),...,0(n)) ser um
caminho hamiltoniano em 7 é 27" +1. Segue, entdo, que X = ) X,. Portanto

n!
2n—1‘

E[X] =) E[X,] =

Consequentemente, existe um torneio com n vértices contendo pelo menos n!/2"~1
caminhos hamiltonianos. O
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Lembre-se que um conjunto A € Z ¢ dito livre de soma se ndo existem trés
elementos x, y, z € A tais que x + y = z. De forma analoga, definimos conjuntos
livres de somaem Z, = {0, 1,..., p — 1} considerando a soma modulo p.

Teorema 5.3.10 (Erd6s). Se A é um conjunto de n inteiros positivos, entdo existe
B C Atal que |B| > n/3 e B é livre de soma.

Demonstragdo. Tome um niimero primo p da forma p = 3k + 2 suficientemente
grande tal que p > 2 - max A. Seja Z;‘, := Zp \ {0} e considere

C={ieN:k<i<2k+1j.

Temos que |C| =k + 1 > (p — 1)/3. Ademais, note que C ¢ livre de soma em
Zp.
Considere agora um elemento / € Z7, escolhido uniformemente ao acaso. Seja
=tA (mod p). Note que, paratodoa € Z*,temosque P(a € Y) = |A|/(p—
1). Consequentemente,

A|lC
E[lY NC|] = > P(xeY) = "'1' %

xeC

Logo, existe fop € Z7, tal que Yo = oA (mod p) tem mais que |A|/3 elementos
em C. Seja
B={a€A ttoaeC (modp)}.

Segue que B é soma livre. De fato, do contrario, se houvesse x, y, z € B tais que
X + y = z, entdo teriamos que fox + foy = topz (mod p), contradizendo o fato
de que C ¢ livre de soma em Z . Ademais, |B| = |Yo N C| > |A]/3. O

Uma aplicacao tipica do Método Probabilistico consiste em sortear uma ins-
tancia (entrada) aleatoria para um algoritmo que nos retorna algo que estejamos
procurando. Enquanto que em muitas das situagdes ¢ dificil determinar qual é a
instancia 6tima para o algoritmo, determinando a esperancga de uma instancia alea-
toria, que pode ser uma tarefa bem mais simples. Veremos isso na nossa proxima
aplicag@o.

Teorema 5.3.11. Para todo grafo G, temos
Gz Y
- 1+d®)

veV(G)
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Demonstragdo. Sejan = v(G). Considere uma fungdoo: V(G) — [n] escolhida
uniformemente ao caso dentre todas n! fungdes bijetivas de V(G) para [n]. Pense
em o como uma ordenagdo aleatoria dos vértices de G. Seja

A= {v eV(G) : o(v) < minU(N(v))}.

Isto é, A contém os vértices de G os quais aparecem antes de seus vizinhos na

ordenagdo 0. Note que A € um conjunto independente em G. De fato, se uv fosse

uma aresta em G[A] e, digamos, o (1) < o(v), entdo v nao deveria pertencer a A.
Agora, para cada v € V(G), temos que

1
P e A) = Td(v)
Logo
Eldl= Y e
veV(G)
Portanto, existe um conjunto independente de tamanho afirmado. O

Finalizamos a se¢do com uma propriedade 1til da esperanga. Dizemos que
uma fun¢do diferenciavel f é convexa se seu grafico esta “acima” de todas as
suas retas tangentes. Formalmente, f: R — R é convexa se para todo xo € R
vale que a reta tangente ao grafico de f em xo, que denotaremos por L, (x), ¢ tal
que f(x) = Ly, (x) paratodo x € R.

Teorema 5.3.12 (Desigualdade de Jensen). Seja f: R — R uma fun¢do convexa
e X uma variavel aleatoria finita tomando valores reais. Entdo

E[f(X)] = f(E[X]).

Demonstragdo. Tome xo = E[X]. Observe que como esperanga ¢ um operador
linear e L x,(x) ¢ uma fungdo afim (isto é, da formaax+b), vale que E[Lx,(X)] =
Ly, (E[X]). Assim, pela defini¢do de convexidade,

E[f(X)] = E[Lxo(X)] = Lxo(E[X]) = f(E[X]),

em que usamos Ly, (xo) = f(xo) por definicdo de reta tangente. Isso conclui a
prova. Ul
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O seguinte caso particular da desigualdade de Jensen ¢ de suma importancia.
Sejam x1,...,x, € R. Defina uma variavel aleatéria X escolhendo i € [n]
uniformemente ao acaso e colocando X = x;. A desigualdade de Jensen permite
concluir que

3" ) = EBLFX0) 2 fEIX]) = (1 Zx,-) .

i=1 i=1

Isto &, sujeito a Y ;_; X, = S, uma soma da forma Y ;_; f(x;) é minimizada
quando todos os x; sdo iguais a média (S/n).

5.4 Sorteios de grafos

Muitos dos problemas que podem ser resolvidos pelo Método Probabilistico con-
sistem em tomar um grafo aleatério. Nesta se¢do, iremos introduzir o modelo de
grafo aleatorio de Erdds e Rényi que sera bastante frequente no livro daqui em
diante.

Definic¢do 5.4.1. Dadosn € N e p € [0, 1], definimos G(n, p) como o grafo alea-
tério com n vértices obtido ao adicionarmos uma aresta entre cada par de vértices
u,v € V(G(n, p)) de forma aleatoria e independente com probabilidade p.

Note que G(n, p) ndo é exatamente um grafo, mas uma distribuicdo dentre
todos os grafos com n vértices. Um evento nesta distribui¢do corresponde, entdo,
a uma colegdo de grafos.

Em nossas aplicagdes, p = p(n) sera tipicamente uma fungdo de n. Dizemos
que um evento em G(n, p) ocorre com alta probabilidade se a probabilidade de
tal evento (na distribuicdo G(n, p)) converge para 1 quando n — oo.

O seguinte teorema nos da um limitante para o niimero de independéncia de
G(n, p). Veremos na Secao 5.6 que tal limitante pode ser melhorado no caso

p=1/2.
Teorema 5.4.2. Seja p = p(n) € (0, 1). Entdo

a(G(n,p)) < 2logn

com alta probabilidade.
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Demonstragdo. Seja G = G(n, p). Note que a probabilidade de um dado con-
junto S € V(G) de tamanho k formar um conjunto independente em G ¢

P (e(G[S]) = 0) = (1— p)3.

Logo, pela cota da unido, temos que

k
P(«(G@n. p) = k) < (Z)a o ® < (% .e—p(k—l)/z) .

Agora, se pk = 2logn, entdo

en  —pk-n/2 < 3
k k
€ portanto,
5 k
P(a(G(n,p)) > k) < (%) — 0,
quando n — oo, como desejado. O

Usando o Teorema 5.4.2, podemos deduzir o seguinte limitante para nimero
cromatico de um grafo aleatorio.

Corolario 5.4.3. Seja p = p(n) € (0,1). Entdo

pn
2logn

x(G(n, p)) =

com alta probabilidade.

Demonstragdo. Lembre-se do Capitulo 2 (Lema 2.4.3) que, para qualquer grafo
G com n vértices,
x(G)-a(G) = n.

Aplicando isso a G(n, p), e usando o Teorema 5.4.2, segue que

n . _pn
G(n. p)) ~ 2logn

x(G(n, p)) = o

com alta probabilidade, como desejado. O
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5.5 Método da Alteracao

Muitas das vezes, uma construcao aleatdria ndo nos da diretamente o exemplo que
procuramos para resolver um problema. Contudo, podemos partir de uma cons-
trugdo aleatdria e mostrar que com probabilidade positiva, tal construgdo possui
propriedades satisfatorias. Em seguida, podemos tomar uma instancia de tal cons-
trugdo e altera-la um pouco a fim de obtermos o exemplo desejado. Tal paradigma
é comumente chamado de Método da Alteracdo.

Vejamos com o exemplo a seguir como o Método da Alteracdo pode ser usado.

Teorema 5.5.1. Se G é um grafo com n vértices e grau médio d, entdo

n
a(G) = d
Demonstragdo. Sejam m = e(G) e p € [0, 1] um parametro a ser escolhido
posteriormente. Considere um conjunto aleatério A € V(G) obtido escolhendo
cada vértices v de G com probabilidade p de forma independente. Em particular,
temos que E[|A]] = np.
Agora, para cada uv € E(G), temos que

P(uv € E(G[A])) = P(u € A)P(v € A) = p>.

Consequentemente,
2
p°nd
E[e(G[A])] = p?e(G) = R
Logo,
pd
]E[|A| — e(G[A])] = pn (1 — 7) .
Segue que existe um conjunto A C V(G) para o qual
d
|A] — e(G[A]) = pn (1 - %) .

Um simples calculo mostra que o valor de p que maximiza o lado direito da
equacgdo acima ¢ p = 1/d, obtendo
n
Al —e(G[A]) = —.
A= e(GlA) = 5
Por fim, removendo um vértice de A para cada aresta de G contida em A, obtemos
um conjunto independente de tamanho pelo menos n/(2d), como desejado.
O
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A prova do teorema acima ilustra uma tipica aplicagdo do Método da Alteracao.
Nesse exemplo, podemos ver que nao ¢é suficiente tomar um conjunto de vértices
aleatério A € G, pois existe uma chance de A nao ser independente. Contudo, se
A tipicamente ndo contiver muitas arestas, podemos remover de A poucos vértices
destruindo todas as arestas dentro de A, obtendo um conjunto independente no
final. Agora, ndo ¢ claro de inicio com qual probabilidade devemos escolher os
vértices de A e precisamos otimizar o valor de p.

Vejamos agora uma aplicagdo apresentada por Erdés que mostra que existem
grafos sem ciclos pequenos e com niimero cromatico tdo grande quanto se queira.
Lembre-se que g(G) denota a cintura do grafo G, isto ¢, o tamanho do menor ciclo
contido em G.

Teorema 5.5.2 (Erd6s). Para todo k € N, existe um grafo G com

x(G) =k e g(G) =k

Em particular, existem grafos sem tridngulos com nlimero cromatico tdo grande
quanto se queira, resolvendo o problema mencionado no inicio do capitulo. Para
provarmos o Teorema 5.5.2, precisaremos do seguinte ingrediente que também
sera essencial em muitas outras provas daqui para frente.

Proposicao 5.5.3 (Desigualdade de Markov). Se X ¢ uma variavel aleatoria ndo

negativa e A > 0, entdo
E[X]

P(X = 1) < 7

Demonstragdo. Seja A = {w € 2 : X(w) = A}. Temos que

=Y X@P@) =Y AP =21-PA).

weS2 w€EA

Como P(A4) = P(X = A), temos provado a desigualdade. O

Demonstragdo do Teorema 5.5.2. Fixek € N e considere o grafo aleatorio G(n, p)
com p = n~ 7% em que ¢ = 1/k. Seja X o niimero de ciclos de tamanho no
maximo k — 1 em G(n, p). Por defini¢io de ciclo, existem no maximo n’ ciclos
de tamanho i contidos em K. Segue, entdo, que

k—1

E[X] < Zn ' Zn P < kn®®D = o(n).

i=3
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Pela desigualdade de Markov, temos que

ﬁﬂxag)sgmuj:mu

Logo, com alta probabilidade, G(n, p) tem no maximo n/2 ciclos de tamanho
menor que k.

Agora, pelo Teorema 5.4.2, temos que a(G(n, p)) < (2logn)/p, com alta
probabilidade. Entdo, existe um grafo G’ com n vértices e no maximo n/2 ciclos
de tamanho menor que k, tal que a(G’) < 2n'~¢logn.

Removendo no maximo n/2 vértices de G’ (possivelmente um vértice para
cada ciclo de tamanho menor que k), obtemos um grafo G com v(G) = n/2,
g(G) = ke a(G) < a(G') < 2n'"¢logn. Em particular, segue do Lema 2.4.3
que

v(G) n®
= = .
a(G) 4logn

x(G)

Tomando n suficientemente grande, temos y(G) = k, como desejado. O

Vejamos agora como podemos usar G (n, p) para determinar cotas para os nu-
meros de Ramsey assimétricos. Lembre-se que R(3, k) é o menor n tal que toda
2-coloragao das arestas de K, contém uma copia monocromatica vermelha de K3
ou uma cdpia monocromatica azul de K. Equivalentemente, R(3, k) é o menor
n tal que todo grafo G com n vértices e livre de tridngulos satisfaz a(G) = k.

Teorema 5.5.4. Existe c > 0 tal que

ck \3/?
R(3,k) = ,
G.£) (bgk)

para todo k € N suficientemente grande.

k )3/2
4logk
n/2 vértices que ¢ livre de triangulos e satisfaz «(G) < k.

Considere G(n, p) com p = n~2/3 ¢ note que pk = 4logk. Pelo Teo-
rema 5.4.2, temos que com alta probabilidade,

Demonstragdo. Sejan = ( . Mostraremos que existe um grafo G com
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uma vez que n < k2 e, portanto, logn < 2logk.
Agora, seja X o numero de tridangulos em G(n, p). Temos que

3.3
n p°n n
E[X] = p? < = —.
[X] p(3) ¢ o

Logo, pela desigualdade de Markov,

n 2
P(x=2) < 2-ElX] < -

2 n
Segue que existe um grafo G’ com n vértices, a(G’) < k, que contém no
maximo n/2 tridngulos. Removendo no maximo n/2 vértices de G’ (um para

cada tridangulo), obtemos um grafo G como desejado. O

5.6 Método do Segundo Momento

Veremos que em algumas aplicagdes ndo sera suficiente apenas calcular a espe-
ranc¢a de uma variavel aleatoria. Teremos também que provar que com alta pro-
babilidade a variavel aleatoria é concentrada em torno da sua média. Existem
diversos métodos para provarmos a concentracao de uma variavel aleatéria. Um
dos métodos mais basicos consiste em estimar o segundo momento, como veremos
nesta secao.

Definicdo 5.6.1. A varidncia de uma variavel aleatéria X é definida por
Var(X) := E[(X — E[X])*].

Ademais, definimos o desvio padrdo de X como o nimero o(X) := 4/ Var(X).

Note que também podemos calcular a varidncia de uma variavel aleatoria usando
a seguinte formula:

Var(X) = E[X?] - E[X]?.

Tal formula segue da definicdo de Var(X) usando a linearidade da esperanga.
Além disso, também como consequéncia da linearidade da esperanga, vale, para
toda constante ¢ € R, que

Var(c - X) = ¢? - Var(X). (5.1

Finalmente, temos, como consequéncia da Proposi¢cdo 5.3.5, que a seguinte pro-
posicao é verdadeira. Deixamos a prova a cargo do leitor.
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Proposicao 5.6.2. Se X1, ..., Xy, sdo varidveis aleatorias independentes, entdo
Var(X; + --- 4+ X,) = Var(X;) + --- 4+ Var(X,).

Um importante uso da variancia é a desigualdade de Chebyshev, que enuncia-
mos abaixo.

Proposicao 5.6.3 (Desigualdade de Chebyshev). Se X é uma variavel aleatoria e
A > 0, entdo

Var(X)

P(|X —E[X]| = 1) < —z

Demonstragdo. Basta aplicarmos a desigualdade de Markov:

P(|X —E[X]| = 1) = p((x _E[X])* > Az) < V%(ZX)

O]

Em particular, se tomarmos A = ¢ - 0(X) para ¢t > 0, temos a seguinte formu-
lagdo da desigualdade de Chebyshev:

1
P(IX —E[X]| = 1-0(X)) < et
Em outras palavras, com probabilidade 1 — =2, temos que X est4 a distancia no
maximo ¢o (X ) da sua esperanca. Isto justifica o termo desvio padrdo para o (X),
pois 0 (X ) quantifica com certa precisdo o quanto X se desvia da sua esperanca.
Vejamos a seguir uma aplicagdo da desigualdade de Chebyshev em um pro-
blema de combinatoéria. Dado um conjunto A € N, denotamos por X'(A4) o con-
junto de todos os numeros que podem ser obtidos ao somarmos elementos distin-
tos? de A. Note que |X(A)| < 2!4. Dizemos que um conjunto A tem somas
distintas se | ¥ (A)| = 214l. Para cadan € N, seja f(n) o tamanho do maior con-
junto contido em [12] que tem somas distintas. E facil ver que f(n) = 1+ |log, n];
basta considerar o conjunto A = {2/ : 0 < i < log, n}. O seguinte teorema mos-
tra que tal limitante é quase 6timo.

Teorema 5.6.4. Para todon € N, temos

1
f(n) <logy,n+ Elog2 log, n + O(1).

2 A soma dos elementos do conjunto vazio é 0.
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Demonstragdo. Considere um conjunto A = {ay,...,am} < [n] de somas distin-
tas contido em [n]. Sejam X1,..., X, variaveis aleatorias independentes, todas
com distribui¢do de Bernoulli com pardmetro 1/2, de modo que Var(X;) = 1/4
para todo i € [m]. Considere a variavel aleatéria X = a1X1 + -+ + amXm.
Temos que

ay+-+ am
—

Concluimos de (5.1) e da Proposi¢do 5.6.2 que

2. 2 2
Var(X) = ar 4 i < n4m.

Seja t > 1 constante. Pela desigualdade de Chebyshev, temos

tny/m 1
Pl|X — > < =
(| ul = ) :

Consequentemente,

X tnf 51— 1
il ’)

12’

Por outro lado, como A € um conjunto de somas distintas, segue que, para todo
x € N, temos P(X = x) igual a zero ou igual a 27™. Logo

(|X— tn\/_)SthZ+l.

Concluimos que

21 —172)—1 om
e HT e ().

Disso, obtemos que
1
m < logyn + 3 log, log, m + O(1).

Como m < n, obtemos o resultado desejado. O
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Em muitas das aplicagoes desigualdade de Chebyshev, a variavel aleatéria em
questdo ¢ uma soma de variaveis aleatorias indicadoras. Neste caso, podemos
formular um critério bastante simples para concluir a concentragdo da variavel em
torno da média.

Considere ¢ eventos A1, ..., Ay em um mesmo espago de probabilidade e seja
X; =14,,paracadai € [f]. Seja

X=X1+--+X;.
Note que se A; e A; sdo independentes, entdo
E[X;X;] = P(4; N 4;) = P(4;)P(4;) = E[X;]E[X].
Iremos escreveri ~ j sei # j e A; e Aj ndo sdo independentes. Segue que
Var(X) = E[X?] - E[X]?

t

t
ZZ E[X;X,] - E[X;|E[X/])

Z [Xi]+ > P(4; N A4))

i=1 le

=E[X]+ A,
em que
A=) "P(4;NAy).
i~J
Consequentemente, obtemos o seguinte corolario da desigualdade de Chebyshev.

Proposicao 5.6.5. Sejam Ay, ..., As eventos em um mesmo espago de probabili-
dade e X; = 14,, e defina

X=X1+-+X;.
Se E[X] — oo e A = o(E[X]?), entdo com alta probabilidade, temos X > 0.

Demonstragdo. De fato, pela desigualdade de Chebyshev, temos que

E[X] <4-Var(X)
2 )\ E[X]?

P(X=0)<P (|X —~E[X]| = (5.2)



102 5. Método Probabilistico

Por outro lado, as hipoteses do enunciado implicam que

Var(X) - 1 A
Exp S Ex] T Eppe o

Logo, o lado direito de (5.2) tende a zero, provando o resultado desejado. O

A seguinte aplicagdo da desigualdade de Chebyshev mostra que quase todo
grafo com n vértices tem niimero de independéncia aproximadamente 2 log, n.

Teorema 5.6.6. Com alta probabilidade, temos
a(G(n,1/2)) = (24 o(1)) log, n.

Demonstragdo. Seja G = G(n,1/2). Fixe k € [n]. Paracada S C V(G) com

|S| = k, seja Xg a variavel aleatoria indicadora para o evento e(G[S]) = O.
Considere
X= > Xs.
se(V9)
Temos que

E[X] = (Z) 20,

Observe que a(G) = k se, e somente se, X > 0. A fim de concluir o teorema,
sera suficiente mostrarmos que para todo & > 0, com alta probabilidade, temos

(i) X =0,parak > (2+¢)logyne
(i) X > 0,parak < (2 —¢)log, n.

O item (7) segue da desigualdade de Markov, pois se k > (2 + ¢) log, n, entdo
k
P(X > 1) < E[X] < (nz—<’<—1>/2) < n=k13 = (1),

Para o item (ii), usaremos Proposicdo 5.6.5. Note que se k < (2 — ¢) log, n,
entdo E[X] — oo. Agora, temos que

A=) P(XsXr=1),
S~T
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em que S ~ T indica que o somatorio ¢ para todos os pares de conjuntos S, 7 €
(VSCG)) com2 < |SNT|<k—1. Calculando A, temos

k—1 k—1
A= ( )( )( )2(2) -2(5) = EXP- Y g6,
i=2 =2

G e
NG

Deixaremos para o leitor verificar’ que paratodo2 < i < k — 1, temos g(i) =
o(n~1). Logo

em que

gi) =

A -1
W=O(kl’l )=0(1)
Segue da Proposicdo 5.6.5 que, com alta probabilidade, temos X > 0. O

Com uma prova analoga a do Corolario 5.4.3, deduzimos do Teorema 5.6.6
que

x(G(n,1/2)) < (% + 0(1)) .

Veremos no Capitulo 10 que, surpreendentemente, esse limitante € assintotica-
mente justo.

log,n

5.7 Meétodo da Concentracio

A seguinte desigualdade nos d4 uma concentragdo em torno da média para varia-
veis aleatorias binomiais com probabilidade mais alta do que a desigualdade de
Chebyshev. Tal concentragdo em torno da média ¢é tdo forte que nos permite que
varias variaveis sejam concentradas ao mesmo tempo, como veremos em algumas
aplicacdes.

Proposicio 5.7.1 (Desigualdade de Chernoff). Se ¢ € (0, 1] e X é uma variavel
aleatoria binomial com média [, entdo

P(IX — | = ep) < 26713,

g+l , _g(k—i)
g@) gk—i+1)"

3Sugestdo: Limite g(2), g(k — 1) e, paratodo 2 < i < k. os quocientes
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A prova da desigualdade de Chernoff esta, contudo, além dos propdsitos deste
livro, e indicamos ao leitor (Janson, Luczak e Rucinski 2000) para uma prova
detalhada e generalizagdes.

Nesta se¢do, veremos uma aplicacdo um pouco avangada que ilustra o poder
da desigualdade de Chernoff. Veremos também ao longo do livro a desigualdade
de Chernoff sendo usada em varias outras ocasioes.

Lembre-se que, para dois grafos G ¢ H, escrevemos G — H se para toda
2-coloragdo das arestas de G existe uma copia monocromatica de H. O numero
tamanho Ramsey de H ¢ definido como

F(H) = min{e(G) : G — H}.

A nossa aplicacdo da desigualdade de Chernoff é um teorema de Beck (1983b),
que afirma que caminhos possuem ntimero tamanho Ramsey linear. A prova que
apresentaremos ¢ devida a Dudek e Pratat (2015).

Teorema 5.7.2 (Beck, 1983). Existe C > 0 tal que
F(Py) < Ck,
para todo k € N,

A ideia da prova do Teorema 5.7.2 € mostrar que, com alta probabilidade, o
grafo aleatorio G = G(n, p) comn = O(k) e p = c¢/n satisfaz G — P}, para
algum ¢ > 0. Como G tipicamente tem no maximo pn? = O(k) arestas, isto
sera suficiente para concluir o teorema. Primeiramente, iremos provar que, com
alta probabilidade, existe uma aresta entre qualquer par de conjuntos disjuntos
X,Y C V(G) suficientemente grandes. Em seguida, mostraremos que € possivel
particionar V(G) em quatro conjuntos V(G) = AU BU X UY de modo que 4 e
B formam, respectivamente, um caminho azul e vermelho; ¢ X ¢ ¥ tém o mesmo
tamanho e ndo ha arestas entre eles. Consequentemente, ndo podemos ter X ¢ Y
grandes. Logo, um dos caminhos A ou B devera ser grande suficiente para conter
um Py.

Para formalizarmos essa ideia da prova do Teorema 5.7.2, precisaremos provar
dois lemas usando a desigualdade de Chernofft.

Lema 5.7.3. Seja ¢ > 0, e considere o grafo aleatorio G(n, p) com p = c/n.
Temos

P(e(G(n,p)) > pnz) < e n/8,
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Demonstragdo. Observe que e(G(n, p)) ¢ uma variavel aleatoria binomial com
média u = p(’;) Entdo, pela desigualdade de Chernoff,

IP>(e(G('MD)) > pnz) < 2e™MI3 < oPn?/8 _ ,cn/8
como afirmamos. -

Dado conjuntos disjuntos X,Y < V(G) num grafo G, escrevemos e(X,Y)
para o numero de arestas de G com um vértice em X e o outro em Y.

Lema 5.7.4. Seja ¢ > 0 e considere o grafo aleatorio G(n, p) com p = c/n.
Com alta probabilidade,
e(X,Y)=1

para todo X, Y C V(G (n, p)) disjuntos com |X| = |Y| = 3¢~/2n.

Demonstragdo. Observe que, se X,Y C V(G) sdo disjuntos, entdo e(X,Y) ¢
uma variavel aleatoria binomial com média 4 = p|X||Y|. Pela desigualdade de
Chernoff, se | X| = |Y| = 3¢~1/2n, entdo

P(e(X,Y) = 0) < 2e PIXIIYI/4 < o=21,

em que usamos que p|X||Y| = 9¢~ ! pn? = 9n.

Somando, para todas as escolhas de X e Y, que sdo no maximo 4", a probabili-
dade de existirem X e Y subconjuntos de V(G) com pelo menos 3¢712p vértices
cada e tais que e(X,Y) = 0 é no maximo 4"e¢~2" = o(1). O

Demonstragdo do Teorema 5.7.2. Sejama e ¢ constantes positivas suficientemente
grandes. Tome n = ak ¢ C = ac. Aplicando Lema 5.7.4 com p = c¢/n, temos
que existe um grafo G com n vértices e e(G) < pn? = Ck talque e(X,Y) > 1
para quaisquer X, Y C V(G) disjuntos com | X | = |Y| = 3¢~ /2n. Mostraremos
que G — Py. Para isso, suponha, por absurdo, que G admite uma 2-coloragéo de
suas arestas que nao contém Pj, monocromatico.

Iremos descrever um algoritmo que nos produzira uma parti¢do de V(G) em
trés conjuntos V(G) = AU X U Y, na qual os vértices de A (podendo A ser
vazio) formardo um caminho monocromatico azul e todas as arestas de G entre X
e Y serdo vermelhas. Além disso, ao final do algoritmo, teremos |X| = |Y| =
k(a—1)/2.

Inicialmente, tomamos A = X = @ e Y = V(G). O algoritmo, conhecido
como busca em profundidade, consistira de varios passos. Num passo genérico do
algoritmo, fazemos o seguinte:
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* Se A for vazio, entdo movemos um vértice u qualquer de Y para A.

* Se A ndo for vazio, seja v € A o ultimo vértice adicionado a A (v corres-
ponde a uma extremidade do caminho monocromatico azul representado por
A). Se existir algum vértice u € Y tal que uv é uma aresta azul em G, entdo
movemos u de Y para A. Se tal vértice ndo existir, movemos v de A para
X.

O algoritmo consiste de efetuar passos como descrito acima, quantas vezes for
necessario, até que | X | = |Y|.

Perceba que os vértices de A (na ordem em que foram adicionados) formam
um caminho azul. Assim, por hipétese, |A| < k. Além disso, as arestas entre X e
Y sdo todas vermelhas. Note que, em cada passo do algoritmo, | Y| — | X | diminui
em uma unidade. Como inicialmente temos |Y | — | X| = n, em algum passo do
algoritmo teremos | X | = |Y|. Como

| X[+ Y[ =n—|A] = k(a—1),

obtemos a parti¢ao desejada.

Invertendo o papel das cores, 0 mesmo algoritmo nos da uma partigdo V(G) =
AU X’ U Y’ tal que os vértices de A’ formam um caminho monocromatico ver-
melho, todas as arestas de G entre X' e Y/ sdo azuis e | X'| = |Y'| = k(a — 1)/2.
Para prosseguir, definiremos as familias

Pr={X. X", (.Y} e Pr={X7Y) ¥ X)}
que satisfazem a seguinte propriedade.
Afirmativa 5.7.5. Existe umi € {1,2} tal que

k(a —3)

Unw|=
4

para todo (U, W) € P;.

Demonstragdo. A prova sera por contradi¢do. Suponha, sem perda de generali-
dade*, que | X N X’| e |X N Y’| sdo ambos menores que k(a — 3)/4. Entio,

k(a —3) k(a —3)
—_— —

um absurdo. O

>SIXNX |+ XNY'|=>|X|— |4 =

4Qualquer escolha de pares p; € P; e p» € P, tem exatamente um conjunto que figura em
ambos (X, nesse caso).
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Pela afirmativa, podemos supor, permutando X’ e Y/ se necessario, que X N X’

e Y N Y’ sdo dois subconjuntos de V(G) de tamanho k(a — 3)/4. Néo ha arestas

entre eles, pois nao hé arestas azuis entre X e Y e ndo ha arestas vermelhas entre
X’ eY’. Além disso,

k(a —3) S 307172,

n,
4
pois ¢ ¢ suficientemente grande e k = n/a. Mas isso contradiz a defini¢do de G
(ver Lema 5.7.4), provando o teorema. O

Sabe-se que, para k suficientemente grande,
15 R
(T - 0(1)) -k < F(Pp) < T4k,

em que o limitante inferior deve-se a Bal e DeBiasio (2020) e o superior, a Dudek
e Pratat (2017). E um problema em aberto determinar 7 ( Py ) assintoticamente.

5.8 Exercicios

Exercicio 5.8.1. Considere n vetores vy, ..., v, € R”, todos com |v;| = 1. Mos-
tre que existem ay,...,a, € {—1, +1} tais que

lajvy + -+ -apvp| < \/ﬁ

Mostre também que o mesmo resultado vale se revertermos o sinal da desigualdade
acima.

Exercicio 5.8.2. Use Teorema 5.3.11 para provar o Teorema de Turdn: se um grafo
G com n vértices € livre de K, entdo

1 n?

Exercicio 5.8.3 (Shearer). Seja G um grafo livre de tridingulos. Mostre que

d(v)
G) = ,
() = UG;G» [+ d) + da(v)

em que d»(v) denota o nimero de vértices a distancia 2 de v.
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Exercicio 5.8.4 (Desigualdade de Chantelli). Seja X uma variavel aleatdria com
média p e desvio padrao o. Mostre que

P(X = 10) < —.
( pt10) 1412

[Dica: aplique a desigualdade de Markov para a variavel aleatéria (X — s5)2, com
alguma escolha 6tima de s < pu.]

Exercicio 5.8.5. Mostre que para todo k,r € N, existe § > 0 tal que o seguinte
vale para todo n € N suficientemente grande. Se G € um grafo com n vértices tal

que
e(G) > (1—38) (’;)

entdo, em cada r-coloracio de E(G), ha pelo menos §n¥ copias monocromaticas
de Kk.

Exercicio 5.8.6. Prove que

ck \?
R(4.,k) =
4.5 (logk)

para alguma constante ¢ > 0.

Exercicio 5.8.7. Dizemos que um grafo G contém uma subdivisdo de Kj se G
contém k vértices vy, ...,V € (];) caminhos internamente disjuntos ligando cada
par de vértices v;v;.

Hajos conjecturou que se y(G) = k, entdo G contém uma subdivisdo de K.
Mostre que quase todo grafo é um contraexemplo para a conjectura de Hajos.



No capitulo anterior, apresentamos o grafo aleatorio de Erdés e Rényi G(n, p) e
vimos como ele pode ser usado para provar limitantes inferiores para nimeros de
Ramsey e para demonstrar a existéncia de objetos contraintuitivos, como grafos
com cintura e nimero cromatico altos. Neste capitulo, vamos estudar G(n, p) por
si s6, como um objeto matematico com propriedades bonitas e surpreendentes que
irdo, por sua vez, sugerir mais aplicagdes.

Para comecar, vamos relembrar a defini¢dao de G(n, p).

Definicdo 6.0.1. O grafo aleatdrio de Erdds e Rényi G(n, p) é obtido do grafo

completo K, ao mantermos cada aresta independentemente ao acaso com proba-
bilidade p.

Observe que G(n, p) ndo ¢ de fato um grafo; ¢ uma distribuigdo de probabili-
dade sobre a familia de todos os grafos com n vértices. Todas as afirmacdes que
fizermos sobre G (n, p) serdo, portanto, a cerca da probabilidade de certos eventos.
Enfatizamos aqui que, ao longo deste capitulo, assumiremos que p = p(n) ¢ uma
fungdo de n.

Comecamos fazendo uma pergunta muito simples e basica: qual é a proba-
bilidade de G(n, p) conter um tridangulo? Isso nos levara a importante nogao de
limiar.
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6.1 Triangulos em G(n, p)

Nio ¢ tdo simples calcular a probabilidade do evento {K3 C G(n, p)}, porque os
tridngulos em K, se sobrepdem, o que cria uma estrutura complexa de dependén-
cias. Como no Capitulo 5, a estratégia que usarmos para superar este obstaculo
sera baseada em definir uma varidvel aleatoria adequada, e calcular sua esperanca.
Vamos, entdo, usar a desigualdade de Markov ou a desigualdade de Chebyshev
para completar a prova, dependendo do contexto.

Uma aplicagdo tipica dessa estratégia implica no seguinte limitante para a pro-
babilidade do evento no qual G(n, p) contém um tridngulo.

Teorema 6.1.1. Se p <K 1/n, entdo
P(K3 C G(n, p)) > 0
quando n — oo.

Demonstragdo. Seja X a variavel aleatoria que conta o numero de triangulos em
G(n, p), e observe que

P(K3 C G(n,p)) = P(X = 1).

Agora, ha (';) tridngulos em K, e cada tridngulo estd contido em G(n, p) com
probabilidade p3, entdo, pela linearidade da esperanga, temos

E[X] = p3(’;) < (pn)® = 0
quando n — oo. Pela desigualdade de Markov, segue que
P(X = 1) < E[X] — 0.

quando n — oo, como afirmado. U

A seguir, provamos um limitante superior correspondente usando a desigual-
dade de Chebyshev.

Teorema 6.1.2. Se p > 1/n, entdo
P(K3 C G(n, p)) — 1

quando n — oo.
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Demonstragdo. Seja X a variavel aleatoria que conta o numero de tridngulos em
G(n, p), e observe que agora temos

E[X] = p3<’;) > (’)3—")3 S 0

quando n — oo. Para deduzir que o evento {X > 1} ocorre com alta probabili-
dade, vamos precisar limitar a varidncia de X . Para isso, note que

E[X?] =) Y P(SUT CGn.p)).
SeTTeT
em que 7 denota a colecdo de todos os tridngulos em K. Particionando a soma
de acordo com a intersecdo de S e T, segue que
E[X?] < E[X] + E[X]* + p°n*.

De fato, a soma dos termos com S = T é exatamente E[X]; os pares (S, T') que
sdo aresta-disjuntos contribuem com no méaximo E[X]2, uma vez que neste caso
os eventos {S C G(n, p)} e{T C G(n, p)} sdo independentes; e finalmente, os
pares (S, T') que se intersectam em exatamente uma aresta contribuem no maximo
p>n*, uma vez que neste caso, SUT éum grafo com quatro vértices e cinco arestas.
Portanto

Var(X) = E[X?] - E[X]? < E[X] + p°n* < E[X]?,
quando n — oo, uma vez que E[X] > 1 e pn? > 1. Pela desigualdade de
Chebyshev, segue que
4-Var(X)
— = 0,
E[X]?

quando n — oo, como afirmado. U

P(X =0) < P(X <E[X]/2) <

Dizemos que 1/n é um limiar para o evento { K3 C G(n, p)}, o que significa
que se p > 1/n, entdo o evento acontece com alta probabilidade; enquanto que
se p < 1/n, entdo o evento falha com alta probabilidade. Vamos discutir esse
fendmeno com mais detalhes na Secdo 6.4.

E simples generalizar os Teoremas 6.1.1 ¢ 6.1.2 para cliques, e para varios
outros grafos “balanceados”. Faremos isso no Teorema 6.5.2.

O leitor deve estar se perguntando se é ou nao provavel que G(n, p) contenha
um tridngulo quando p = c¢/n para alguma constante ¢ > 0. Esse ¢ de fato
um problema interessante; iremos mostrar no Capitulo 10 que tal probabilidade
converge para f(c) € (0, 1), para uma func¢do f (explicita).
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6.2 Numeros extremais de ciclos pares

Lembre-se do Capitulo 3 que ex(n, H) = O(n) para todo grafo aciclico H. De
fato, qualquer grafo aciclico esta contido em uma arvore, € ndés provamos que
ex(n,T) < (k — 2)n para todas as arvores com k vértices. Usando o método
da alteragdo, introduzido no capitulo anterior, deduziremos que, de fato, temos
ex(n, H) = O(n) se e somente se H ¢ aciclico.

O passo chave € o seguinte teorema. Note que o limitante dado no teorema se-
guinte é trivial quando k é impar, uma vez que nesse caso temos ex(n, Cy) = n?/4,
como pode ser observado tomando um grafo bipartido completo e balanceado.
Contudo, quando k ¢ par, ndo temos essa construcdo simples.

Teorema 6.2.1. Para cada k = 3, temos
ex(n,Cy) = nHl/k,

para todo n € N suficientemente grande.

Demonstragdo. Tome p = 8 -n~1T1/* ¢ denote por X o numero de copias de

Cy em G(n, p). Ha no maximo n¥ copias de Cx em K, e cada copia é contida
em G(n, p) com probabilidade p¥. Entdo, pela linearidade da esperanga, temos
que

E[X] < pknk = 23k,

quando n — oo. Pela desigualdade de Markov, segue que

E[X] 1
<
24k T k"

P(X =2%n) <
Agora, pela desigualdade de Chernoff, temos

1
IP’(e(G(n,p)) < pn2/4) < >
Segue, entdo, que existe um grafo G’ com n vértices e com pelo menos pn?/4
arestas que contém no maximo 2*¥n copias de Cy. Note que, uma vez que n é
suficientemente grande, temos 2*Kn < pn2/8. Entdo, removendo uma aresta de
cada copia de C em G’, nos obtemos um grafo G com n vértices, livre de Cy, €
tal que

2
e(G)Z p’81 :nl-'rl/k’

como afirmado. O
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O seguinte corolario ¢ uma facil consequéncia do Teorema 6.2.1.
Corolario 6.2.2. ex(n, H) = O(n) se e somente se H ¢ aciclico.

Demonstragdo. Observe, primeiramente, que se H ¢ aciclico, entdo H esta con-
tido em uma arvore com k = v(H ) vértices. Portanto, pelo Teorema 3.2.4, temos
que ex(n, H) < (k —2)n. Por outro lado, se H contém um ciclo Cy, entdo, pelo
Teorema 6.2.1, temos que

ex(n,H) = ex(n,Cy) = nitl/k

para todo n suficientemente grande. O

Reforgamos que o limitante no Teorema 6.2.1 pode ser melhorado um pouco
com um calculo mais cuidadoso. Construgoes explicitas que dao limitantes inferi-
ores melhores s3o conhecidas para Cy4, Cg € C19, mas, para todos os outros ciclos
pares, o melhor limitante inferior conhecido para os seus numeros extremais foi
obtido por meio do Método Probabilistico.

6.3 Conexidade de G(n, p)

Outra propriedade basica de um grafo ¢ a conexidade. Gostariamos de investigar a
probabilidade de G (n, p) ser conexo. Nesse caso, ndo ¢ tdo facil adivinhar a varia-
vel aleatoria correta para estimarmos. Contudo, com a escolha correta, podemos
determinar se G(n, p) € tipicamente conexo ou ndo, desde que p ndo pertenca a
um intervalo especifico extremamente pequeno.

Teorema 6.3.1. Para toda constante € > 0, temos

< (1—¢)logn

0, se
P(G(n. p) é n
( (n, p) econexo) — (1 + &) logn
1, se p=>—>"—7"—,
n

quando n — oo.

Demonstragdo. Denote por X o numero de vértices isolados de G(n, p), isto ¢, o
numero de vértices sem vizinhos. Vamos usar a desigualdade de Chebyshev para
mostrar que se p < (1 — ¢)log(n)/n, entdo com alta probabilidade X # O e,
portanto, G(n, p) ndo é conexo.
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Para isso, observe primeiramente que se p < (1 — &) log(n)/n, entdo quando

n— oo,
o
E[X] =n(1—py~t =28

— OQ.

Aqui, usamos o fato que e™* = 1—x + O(x?) quando x — 0. Agora, observe que
se u # v, entdo a probabilidade de que u e v sejam ambos isolados é (1 — p)?" 3,
e consequentemente,

-1 1
E[X?) = E[X] + (1 = (1 = p" ™ = E[X] + = = - = -BIXT”
Segue que Var(X) < E[X]?, quando n — co. Logo
4. Var(X
P(G(n, p) é conexo) < P(X #0) < IEJ[%](Z) 0,

como desejado.

Agora, para cada k € N, denote por Y o numero de componentes de G (n, p)
com exatamente k vértices. Vamos mostrar que se p = (1 + ¢)log(n)/n, entdo
com alta probabilidade Y = 0, para todo 1 < k < n/2; e portanto, G(n, p) é
conexo.

Para isso, observe que

k
ElYi] < (Z)(l — ) < (% -e—P<"—k>) ,

uma vez que se S ¢ o conjunto de vértices de uma componente de G(n, p), entdo
ndo ha arestas de G(n, p) entre S e V(G(n, p)) \ S. Observe que se p = (1 +
¢)log(n)/n, entdo

k+1
ﬂ . e_p(n_k) § L . n_8 S n_8/2

k k

para todo 1 < k < n/2. Finalmente, pela desigualdade de Markov, temos

n/2 n/2
P(G(n, p) ndo é conexo) < Z E[Yi] < Z n—ekI2
k=1 k=1

quando n — oo, como desejado. U
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Dizemos que p. = log(n)/n é um limiar subito para conexidade, o que signi-
fica que a probabilidade de G(n, p) ser conexo muda abruptamente de o(1) para
1—o0(1) enquanto aumentamos o parametro p de (1 —¢) p. para (1+¢) p.. Surpre-
endentemente, existem limiares subitos para diversos outros eventos em G(n, p).
Determinar tais existéncias e suas localizagdes sao questdes centrais no estudo de
grafos aleatdrios.

O leitor mais atento deve ter notado que, ao examinar a prova do Teorema 6.3.1
cuidadosamente, podemos deduzir o seguinte resultado ainda mais preciso.

Teorema 6.3.2. Para qualquer fun¢do w(n) > 1,

0’ se pgw’

P(G(n, p) ¢ "
( (n p)econexo) — logn + w(n)
17 se Z—a

n

quando n — oo.

De fato, para provar que, com alta probabilidade, G(n, p) é conexo, nés so6
precisamos assumir que ne~P” — 0; e para provar que ndo é conexo, precisamos
de ne™P" — oo. Curiosamente, se ne " = ©(1), entdo G(n, p) ¢ conexo com
probabilidade afastada de 0 e 1. Essa regido € conhecida como a janela critica
para o evento no qual G(n, p) é conexo.

6.4 Limiares

Provamos nas segdes anteriores a existéncia de limiares para o evento no qual
G(n, p) contém tridngulos e para o evento no qual G(n, p) é conexo. Nesta se¢ao,
iremos provar um teorema classico de Bollobas e Thomason (1987) que mostra
que limiares s3o, de fato, extremamente comuns. Primeiro, precisamos dar uma
defini¢do precisa de limiar.

Definicéo 6.4.1. Uma fungo p. = p.(n) é um limiar para a familia de grafos .4
se

0, ara todo < Pe,
P(G(n,p) € A) — P P pe
1, paratodo p > pc,

quando n — oo.
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Provamos na Se¢do 6.1 que pc(n) = 1/n é um limiar para a familia {G :
K3 C G} enaSecdo 6.3 que p.(n) = log(n)/n é um limiar para a familia {G :
G ¢ conexo}. Essas duas familias tém uma propriedade util: se adicionarmos uma
aresta a um grafo dessas duas familias, o grafo resultante ainda pertence a mesma
familia. Dizemos que familias de grafos com essa propriedade sdo crescentes.

Definicdo 6.4.2. Denote por G a colegdo de todos os grafos, e G, a colegdo dos
grafos com n vértices. Uma familia A, C G, é crescentese G € A, e G C H C
K, implicam que H € A,. Uma familia A C G é crescente se A, := ANG, ¢
crescente para todon € N.

Dizemos que uma familia de grafos A é ndo trivial se A, & {0, G,} para todo
n € N suficientemente grande. O seguinte teorema foi provado por Bollobas e
Thomason (1987).

Teorema 6.4.3. Toda familia ndo trivial e crescente de grafos possui um limiar.

Demonstragdo. Seja A uma familia crescente de grafos. Para cadan € N, defina

fu(p) :=P(G(n, p) € A).

Note que f, ¢ uma fungdo continua ndo decrescente com f,(0) = 0 (uma vez que
An # Gn)e fr(l) = 1 (uma vez que A, # 0). Isto nos permite definir, para
cadae € [0, 1],

pn(e) :=inf{p € [0, 1] : fu(p) = &}.
Afirmamos que, para cada ¢ > 0, existe C(g) > 0 tal que

pn(1 =€) < C(e) - pn(e). (6.1)

Para provar isto, seja p = py,(e) e considere k copias independentes G, ..., G
de G(n, p). Tome G = G U---U Gy, isto é, G ¢ o grafo com n vértices e com
conjunto de arestas E£(G1) U --- U E(Gy). Note que se G; € A, para algum
i € [k], entdo G € A,,uma vez que A é crescente. Segue que

k
P(G&A) <[[P(Gi¢gA)=U-2ef <e

i=1

se k = k(e) é suficientemente grande. Para completar a prova, observe que G
tem a mesma distribuicdo que G(n, g), em que

qg=1-(1-pFk<kp,
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e, portanto, (6.1) vale com C(g) = k. Como ¢ ¢ arbitrario, segue que p,(1/2) é
um limiar para A, como desejado. O

Acontece que a maioria das familias crescentes de grafos tém de fato um limiar
subito; esse fato, entretanto, ¢ muito mais dificil de provar. As principais excec¢des
para essa regra geral sdo as familias da forma {G : H C G}, para algum grafo H
fixado.

6.5 Subgrafos pequenos

Nesta se¢ao, vamos determinar o limiar para o evento “G(n, p) contém uma copia
de H” para um grafo arbitrdrio H. Um primeiro palpite natural para esse limiar ¢
n—vH)/e(H) yma vez que se X denota o nimero de copias de H em G(n, p),
entao

E[Xg] = O(p¢En*@) - o

quando n — oo para todo p <K n~vH)/e(H) Npo entanto, apOs pensar um pouco
mais, fica claro que esse limiar pode algumas vezes ser muito menor. De fato, essa
¢ uma facil consequéncia do seguinte lema, que generaliza o Teorema 6.1.1.

Lema 6.5.1. Sejam F e H grafos tais que F C H ee(F) = 1. Se p <
n—vEeF) ontio

IP’(H C G(n,p)) -0
quando n — oo.

Demonstragdo. Seja X a variavel aleatoria que conta o numero de copias de F
em G(n, p), e observe que

P(H C G(n,p)) < P(XF = 1),

uma vez que se ha zero copias de F em G(n, p), entdo H ¢ G(n, p).
Ha O(n?F)) copias de F em K, e cada copia esta contida em G (n, p) com
probabilidade p¢(¥), entdo, pela linearidade da esperanca, temos

E[XF] = O(pe(F)n”(F)) - 0

quando n — oo, uma vez que p < n VF)/e(F) pela desigualdade de Markov,
segue que
P(Xr =1) < E[XF] — O,

quando n — oo, como desejado. U
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Segue do Lema 6.5.1 que existem grafos cujos limiares ndo & n~V(H)/e(H)

Por exemplo, se H é composto de uma clique pequena F e um caminho longo,
ligados em um unico vértice, entdo e(H)/v(H) = 1 (uma vez que o caminho é
longo) mas e(F)/v(F) = (v(F)—1)/2.

Para cada grafo H com e(H) = 1, defina

e(F)

U(F):FCH,U(F)BI.

m(H) = max

Pelo Lema 6.5.1, temos
IP’(H - G(n,p)) -0

quando n — oo para toda fungio p « n~1/mH),

De fato, o limiar para H ¢ p~l/mH) para todo grafo H, mas a prova desse
fato foge do escopo deste capitulo. Iremos provar tal afirmagao para a classe dos
grafos balanceados, aqueles grafos H que satisfazem m(H) = iEZ; (isto é, H ¢é

pelo menos tdo denso quanto qualquer um de seus subgrafos).

Teorema 6.5.2. Seja H um grafo balanceado. Se p > n=1/mH)  optio
P(H C G(n,p)) > 1
quando n — oo.

Demonstragdo. Se X g ¢é a variavel aleatoria que conta o numero de copias de H
em G(n, p), entdo

E[Xg] = @(pe(H)n”(H)) — 00

quando n — oo, uma vez que p > n VUE)/eWH) — p=1/m(H)  Ppara deduzir
que o evento {Xg = 1} ocorre com alta probabilidade, precisamos limitar a va-
ridncia de X g7. Para isso, repetimos o calculo na prova do Teorema 6.1.2, exceto
que agora temos que lidar com modos mais complicados de duas copias de H se
intersectarem. Para sermos precisos, escrevemos

E[Xz]=Y_ > P(SUT CGn.p)).
SeTTeT
em que 7 ¢ agora a colecdo de todas as copias de H em K, e particionamos a

soma de acordo com a intersegdo H' = S N T. Segue que

EX}] <E[Xg] +EXg?+ Y p2eE-eH)20(H)—vH)  (67)
H'CH
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em que a soma ¢ sobre subgrafos H' C H come(H') = 1e H # H. Isso
vale porque a soma sobre os termos com S = T ¢ exatamente E[X ], ¢ os pares
(S, T) que sdo disjuntos nas arestas contribuem com no maximo E[X z]?, uma
vez que neste caso os eventos {S C G(n, p)} e {T C G(n, p)} sdo independentes.
Para interse¢des ndo triviais, os numeros de arestas e vértices de S U 7' seguem
do principio da inclusdo-exclusao.

Como H ¢ balanceado, vale que e(H')/v(H') < e(H)/v(H) = m(H) para
todo H' C H come(H’) > 1. Assim, temos

—e(H'),,~v(H") < ( v(H)/e(H))—e(H’) 50

p p-n

quando n — oo, uma vez que p > n~VH)/e(H) Segye, usando (6.2), que
Var(Xp) = E[X7] - E[Xu]* < E[Xg] + o(E[Xu]?) = o(E[XH]?)

quando n — oo, uma vez que E[Xg] > 1. Pela desigualdade de Chebyshev,
obtemos

4-Var(Xpg)

— 0,

quando n — o0, € entdo, com alta probabilidade, existe uma copia de H em
G(n, p), como desejado. O

6.6 Teoria de Ramsey em G(n, p)

Para finalizar o capitulo, vamos apresentar uma aplicacdo de grafos aleatdrios em
Teoria de Ramsey. Lembre-se do Capitulo 4 que escrevemos G — H se toda
2-coloragdo das arestas de G contém uma copia monocromatica de H. O seguinte
teorema foi provado por Folkman (1970).

Teorema 6.6.1. Existe um grafo G livre de K4 tal que G — K3.

Vamos provar o Teorema 6.6.1 usando o grafo aleatorio G(n, p). Essa prova
foi descoberta por Frankl e Rodl (1986), sendo um dos primeiros exemplos impor-
tantes do que hoje ¢ uma grande area de pesquisa em combinatdria: o estudo de
resultados extremais em grafos aleatorios.

Frankl e Rodl provaram o seguinte teorema.
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Teorema 6.6.2. Seja p = n~1/2+e para alguma constante ¢ > 0. Com alta

probabilidade, toda 2-coloragdo das arestas de G(n, p) contém pelo menos
1 n
Z 1 3
( ;3 Tol ))p <3)

Para provar o Teorema 6.6.2, vamos precisar de algumas propriedades simples
de G(n, p). A primeira € uma versdo mais forte do Teorema 6.1.2, mas segue da
mesma prova.

triangulos monocromaticos.

Lema 6.6.3. Se p > 1/n, entdo com alta probabilidade, G (n, p) contém

p3<§) +o(p*n?)

triangulos.

Demonstragdo. Lembre-se da prova do Teorema 6.1.2 que se X denota o nimero
de tridngulos em G(n, p), entdo

EX]=0(p*) -0 ¢ Var(X) = o(E[X]?).

Pela desigualdade de Chebyshev, segue que, para qualquer ¢ > 0,

Var(X)
P(|X —E[X]| =2 e -E[X]) £ 55— 0,
(I [X]| = & - E[X]) 2 EX]E
quando n — oco. Como ¢ € arbitrario, o lema segue. U

Lembre-se que o Teorema 5.4.2 essencialmente diz que se pk = 2logn, en-
tdo todo conjunto com k vértices de G(n, p) contém pelo menos uma aresta. A
segunda propriedade que precisaremos para provar Teorema 6.6.2 € uma variante
desse fato que diz que se k € um pouco maior, entdo todo conjunto com k vértices
de G(n, p) contém aproximadamente o nimero esperado de arestas.

Dado um conjunto S de vértices de G(n, p), vamos escrever e¢(S) para o nu-
mero de arestas de G(n, p) contidas em S.
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Lema 6.6.4. Seja pk > logn. Com alta probabilidade,
k 2
e($)=rp|, | +olpk?)

para todo conjunto S contendo de vértices G(n, p) de tamanho k.

Demonstragdo. Dado ¢ > 0, denote por Xy (g) o nimero de conjuntos com k

vértices tais que
k
e(S) — p(z)‘ > epk?.

Pela desigualdade de Chernoff, temos

“

uma vez que pk > logn. Pela linearidade da esperanca, segue que

k
e(S) — p(z)' > spkz) <exp(— szpkz) <n 2k,

E[X%(e)] < (Z)n_Zk <n7k.
Finalmente, pela desigualdade de Markov, segue que com alta probabilidade, te-
mos Xy (g) = 0; como desejado. O
Finalmente, precisamos das seguintes propriedades simples.

Lema 6.6.5. Seja p?n > logn, entdo com alta probabilidade
d() = pn+o(pn) e |N@w)NN@)| <3p’n
para todos u,v € V(G(n, p)) comu # v.

Demonstragdo. Os limitantes para d (v) seguem da desigualdade de Chernoff, que
implica que, para todo ¢ > 0 fixado, temos

1
P(ld(v) — p(n — 1)| > epn) < exp (—&?pn) < o

uma vez que pn > logn.
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Para limitar o tamanho da vizinhanga comum, observe que
n—2 ep’n k e\ 1
P(IN(u) N N()| = k) < %k < <= —
(IN@) N N )| = k) ( . )p () <(5) <

se k = 3p?n > logn. Pela cota da unido, a probabilidade total de falha é o(1),
como queriamos. 0

Vamos precisar da seguinte consequéncia simples desses lemas.

Lema 6.6.6. Se p = n~1/2+e para alguma constante ¢ > 0, entdo vale o seguinte
com alta probabilidade. Para todo vértice v € V(G(n, p)) e todo subconjunto
S C N(v),

S|
e(S) = p( , | +o’n?).
Demonstracdo. Observe primeiramente que p2n > logn. Em particular, o Lema 6.6.5
nos da que com alta probabilidade, todo vértice de G(n, p) tem grau pn + o(pn).

Suponha que S C N(v) ¢ tal que p|S| > logn. Nesse caso, segue diretamente
do Lema 6.6.4 ede |S| < 2pn que

o(s) = p('i') Fo(pn?)

Agora, suponha que S € N(v) é tal que p|S| = O(logn). Uma vez que
p = n~Y2%¢ segue que |S| = o(pn). Afirmamos que e(S) = o(p3n?). De
fato, tome um conjunto arbitrario 7 O S com |T| = o(pn) e p|T| > logn.
Aplicando o Lema 6.6.4 a T', temos que

o(5) < o(T) = p('g') Fo(pIT) < pITP = 0(p*n?).

como afirmado. O
Podemos agora deduzir o teorema de Frankl e Rodl.

Demonstragdo do Teorema 6.6.2. Seja y uma 2-coloragdo das arestas de G(n, p).
Parai = 1,2, definimos G; como o grafo formado pelas arestas da cor i, e escreve-
mos d; (v) e N;(v) para o grau e a vizinhangca do vértice v em Gj, respectivamente.
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Vamos também escrever ¢ (i) para o numero de tridngulos em G; e s(i) para o nl-
mero de tridngulos ndo monocromaticos em G (n, p) com exatamente duas arestas
em Gj.

Afirmamos que, para cadai € {1,2}, vale com alta probabilidade que

Zp(d’;”)) = 3-1()) + s(i) + o(p*n?). (6.3)

v

Isso decorre do Lema 6.6.6 somando sobre v o nimero de arestas de G(n, p) na
vizinhanca de v em Gj, e observando que cada tridangulo em G; ¢é contado trés
vezes, e cada tridngulo com exatamente duas arestas em G; ¢ contado uma vez.

Aplicando o Lema 6.6.6 trés vezes (com S = N(v), S = Ni(v)e S =
N 2 (U)), ha

). ((dl(v) : dz(v)) B (d1 2(v)) _ (dzz(v))) o(r™?)

arestas de G(n, p) entre as vizinhangas de v em G; e G,. Simplificando os bi-
nomiais, somando sobre v e observando que cada tridngulo ndo monocromatico €
contado exatamente duas vezes, segue que

> pdi)da(v) = 2(s(1) + 5(2)) + o(p>n?). (6.4)
Combinando (6.3) e (6.4), obtemos que

0< §-Z (d1(v) —d2 () = 3(t(1) +1(2)) = (s(1) +5(2)) +0(p>n®). (6.5)

Além disso,

t(1) +t(2) +s(1) +s(2) = p3(’;) +o(p3n?),

pelo Lema 6.6.3, uma vez que o lado esquerdo da equagio ¢ exatamente o nimero
de tridngulos em G(n, p). Somando com (6.5), obtemos que

4 +1@) = p3(’;) +o(p’n?).
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e, entdo, y contém

t(1) +1(2) = % -p? (’;) +o(p>n?)

triangulos monocromaticos, como desejado. O

Podemos agora deduzir facilmente o teorema de Folkman.

Demonstragio do Teorema 6.6.1. Seja p = n~1/21¢_em que ¢ ¢ uma constante

positiva suficientemente pequena. Pela desigualdade de Markov, com probabili-
dade pelo menos 1/2, ha no maximo

2.p6(’i) < pon* = pltee

copias de K4 em G(n, p). Além disso, pelo Lema 6.6.5 ¢ pelo Teorema 6.6.2,
temos que, com alta probabilidade, toda aresta de G(n, p) pertence a no maximo
3p?n < n3¢ triangulos e toda 2-coloragdo das arestas de G(n, p) contém pelo

menos
1
(4_1 + 0(1))‘03 (’;) > n3/2

tridangulos monocromaticos. Segue que existe um grafo G’ com n vértices com
essas trés propriedades.

Removendo uma aresta de cada copia de K4 em G’, obtemos um grafo G
livre de K4. Além disso, como removemos no maximo n ! 6 arestas, e cada uma
dessas arestas destruiu no maximo 3¢ tridngulos, segue que toda 2-coloragao das
arestas de G contém pelo menos

3/2 _ 149 5 |

=

n

triangulos monocromaticos. Segue que G — K3, como desejado. O

6.7 Exercicios
Exercicio 6.7.1. Sejas = 2 e e > 0. Prove que existe ¢ tal que
ex(n,Kgy) = p2-1/s—e

para todo n € N suficientemente grande.
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Exercicio 6.7.2. Seja A uma familia crescente de grafos. Prove que a fungdo

f(p) =P(G(n,p) € A)
¢ crescente em p.

Exercicio 6.7.3. Mostre, para cada d € N ¢ qualquer fun¢do w(n) > 1, que

< logn + (d — 1) loglogn — w(n)

0 se
P(5(Gn. p)) > d ¢
1 se p= n

quando n — oo.

Exercicio 6.7.4. Paracadad = 2, mostre que se p < n—2/ (d‘H), entdo, com alta
probabilidade, existe um grafo d-regular H com n vértices que ndo estd contido
em G(n, p).

Exercicio 6.7.5. Mostre que se p < 1/n, entdo G(n, p) ¢é aciclico com alta pro-
babilidade.

Exercicio 6.7.6. Denote por C(G) o maior nimero de vértices em uma compo-
nente de um grafo G. Mostre que se p < 1/n, entdo

C(G(n. p)) <logn
com alta probabilidade. Mostre também, para cada ¢ > 0, que se p > 1/n entdo
C(G(n.p)) =1 —e)n

com alta probabilidade.
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Nesse capitulo, estamos interessados em problemas extremais relacionados a con-
juntos. De forma geral, vamos nos perguntar qual o menor ou maior tamanho que
um conjunto ou familia de conjuntos pode ter satisfazendo certas propriedades.
Ja vimos alguns desses problemas no Capitulo 1 (veja os Exemplos 1.1.1 e 1.1.2).
Denotamos por 2] todos os subconjuntos de [n] = {1,...,n}e ([Z]) todos os sub-
conjuntos de [r] de tamanho k. Para aquecer, vamos comegar com um exemplo
simples.

Dizemos que uma familia de conjuntos A € 21! & intersectante se ANB # @
paratodo A, B € A. Qual o tamanho méaximo de uma familia intersectante? Nao
¢ dificil pensar em um exemplo em que A possui cardinalidade 2! e de fato esse
¢ o0 maior tamanho possivel que A pode ter.

Proposicio 7.0.1. Se A C 21" ¢ intersectante, entdo | A| < 2"~ 1.

Demonstragdo. Se A € A, entdo A° ¢ A. Portanto, dentre todos os pares (A4, A°)
apenas um dos elementos pode pertencer a . 4. Como os pares (A4, A€) formam uma
parti¢do (com 2"~ partes) do conjunto dos subconjuntos de [1], pelo Principio da
Casa dos Pombos, segue que |.4| < 2"~!, como desejado. O
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7.1 Anticadeias e sistemas de Bollobas

Seja A < 2["] yma familia de conjuntos. Dizemos que A é uma anticadeia ' se
ndo existem A, B € A, com A # B, tais que A € B. Por exemplo, A = @ ¢
A = {{1},...,{n}} sdo anticadeias. E possivel encontrarmos exemplos maiores?

Naturalmente, podemos nos perguntar qual o0 menor ou maior tamanho possi-
vel de uma anticadeia. Como A = @ é uma anticadeia, entdo o mais interessante
desses problemas ¢ decidir qudo grande uma anticadeia pode ser.

De forma mais geral, para cada k € [n], a familia Ay = {S C [n] : |S| =
k}, também ¢ uma anticadeia, uma vez que um conjunto ndo pode estar contido
propriamente em um outro conjunto de mesma cardinalidade. Observe que | Ay | =
(¢)- Logo, existe uma anticadeia A tal que |A| = (|}, ). O Teorema de Sperner
nos mostra que isso € justamente o melhor que podemos esperar.

Teorema 7.1.1 (Sperner, 1928). Se A C 2] ¢ uma anticadeia, entdo

n
Al (Ln/ZJ)'

Ao invés de provar o Teorema de Sperner, vamos ver um resultado mais pre-
ciso sobre anticadeias dado por Lubell (1966) que implica o Teorema de Sperner.
O mesmo resultado de Lubell foi descoberto de forma independente por Yama-
moto (1954), Mesalkin (1963) e Bollobas (1965) e por isso é conhecido como a
desigualdade LYMB.

Lema 7.1.2 (Desigualdade LYMB). Seja A C 20" uma anticadeia. Entdo

-1
n
> (|A|) <1. (7.1)

AeA

Observe que o Teorema de Sperner (Teorema 7.1.1) € uma consequéncia direta
da desigualdade LYMB, uma vez que o valor (Z) ¢ maximizado quando k = [n/2].

Dessa forma, temos
-1 -1
n n
3 <y ( ) <
AeA (|_n/2]) AeA |A|

1 A titulo de curiosidade, o nome anticadeia vem da teoria de conjuntos parcialmente ordenados.




7.1. Anticadeias e sistemas de Bollobas 129

o que implica | A| < (Ln72j)'

Prova da desigualdade LYMB. A ideia da prova consiste em associar os conjun-
tos de A com permutagdes do conjunto [r] e usar contagem dupla para obter a
desigualdade desejada (parecido com o que foi feito no Teorema 3.2.1).

Sejaw € S, e A € A. Dizemos

(, A) é compativel < A ={x(l),...,7(JA|)}.

No que segue, contamos o nimero de pares compativeis de duas formas. Fixado
A € A, existem |A|!(n — | A])! permutacdes que formam pares compativeis com
A. Portanto, existem exatamente

> 1Al — 1A

AeA

pares (7, A) compativeis.

Por outro lado, dada uma permutagéo 7, se (7, A) e (77, B) sdo pares compati-
veis, entdo vamos mostrar que A = B. Suponha, sem perda de generalidade, que
|A| < | B|. Pela defini¢do de par compativel, temos que A = {n(1),...,w(|A|)}
e B={x(l),...,n(|B|)}. Entao, A € B. Como A ¢ uma anticadeia, temos que
A = B. Portanto, cada permutacdo forma um par compativel com no maximo
um conjunto de A. Logo, existem no maximo n! pares compativeis. Dessa forma,
temos que

> 1Al — A < nl (7.2)

AeA

como desejado. O

Dizemos que uma familia F = {(4;, B;);e[n]} de pares de conjuntos finitos
€ um sistema de Bollobas se F satisfaz:

i. A; N B; = @ paratodo i,
ii. A; N Bj # @paratodoi # j.

O Teorema de Bollobas apresentado a seguir € um dos pilares da teoria ex-
tremal de conjuntos, implicando a desigualdade LYMB e, consequentemente, o
teorema de Sperner.
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Teorema 7.1.3 (Bollobas, 1965). Se F = {(A;, Bi)ie[m]} é um sistema de Bollo-

bas, entao
-1
|Ai| + | Bi|
<1 7.3
2 ( 4] 73

i€[m]

Para ver que o Teorema 7.1.3 implica a desigualdade LYMB, basta, dada A =
{A1,..., A} uma anticadeia, tomar B; = [n] \ A;. O Teorema 7.1.3 também ¢
conhecido como o Teorema de Bollobas das duas familias. Vamos apresentar a de-
monstragdo feita por Katona (1974), que segue uma ideia similar a da desigualdade
LYMB.

Demonstragdo. Suponha, sem perda de generalidade, que

1= | (4 v By).

i€[m]

A ideia da prova consiste em associar os elementos de F com permutacdes do
conjunto [n] e usar contagem dupla para obter a desigualdade desejada.

Sejaw € S, e (A;, Bi) € F. Escrevemos A; <, B; se todos os elemen-
tos de m(A;) precederem os elementos de 7(B;), ou seja, se maxgey, m(a) <
minge g; (b). Dizemos

(m, (Ai, Bi)) é compativel <&  A; < B;.

Fixado um par (4;, B;) € F com |A;| = a; e |B;| = b;, observe que existem

n
(Cli +bi) ~a;!-bi!-(n—a; —b;)!

permutagdes que formam pares compativeis com (A;, B;j). Isso ocorre pois temos
( ai _':_ b,-) possiveis escolhas de posi¢do para os elementos de A; U Bj, ¢ a;!, b;!
e (n — a; — b;)! maneiras de permutar os elementos de A;, B; e [n] \ (4; U B;),
respectivamente.

Por outro lado, fixe uma permutacdo 77, € note que no maximo um par (A4;, B;) €
F € compativel com 7. Para ver isso, suponha por contradi¢do que 7 é compati-
vel com (A4;, B;) e (A, Bj) comi # j. Sem perda de generalidade, podemos
assumir que maxgeq; 7(a) < maxgeyq; w(a). Como F € um sistema de Bol-
lobas, temos 4; N B; # @. Logo, minpep; m(b) < maxgeq; 7(a). Portanto,
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mingep; 7(b) < maxgeq; w(a), uma contradi¢do com (r, (A, Bj)) ser compa-
tivel.
Dessa forma, concluimos que

como desejado. O

Um caso especial do Teorema de Bollobas ¢ quando todos os conjuntos A; pos-
suem uma mesma cardinalidade a e todos os conjuntos B; possuem uma mesma
cardinalidade b:

Teorema 7.1.4 (Bollobés). Seja F = {(A;, Bi)ic[m]} uma familia de pares de
conjuntos satisfazendo:

i. |Ail=ael|Bi|=bparatodoi,
ii. Ai N Bj =0 paratodoi,

iii. Ai N\ Bj # @ paratodoi # j.

a+b
m < .
a

O Teorema 7.1.4 possui diversas extensdes e generalizagdes. Para terminar
esta se¢do, vamos enunciar (sem demonstrar) duas generalizagdes classicas.

Entdo,

Teorema 7.1.5 (Frankl, 1982; Kalai, 1984). Seja F = {(A;, Bi)ic[m]} uma fami-
lia de pares de conjuntos satisfazendo:

i. |[Ai|<ael|Bij|<bparatodoi,
ii. Ai N B;j =@ paratodoi,

iii. AiNBj #W@paratodoi < j.

a+b
m< .
a

Entdo,
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Teorema 7.1.6 (Fiiredi, 1984). Seja F = {(A;, Bi)ic[m]} uma familia de pares
de conjuntos satisfazendo:

i. |Ai| =ae|Bi| = bparatodoi,
ii. |A; N Bj| <sparatodoi,

iii. |A; N Bj| > s paratodoi # j.

a+b-—2s
m < .
a—s

O Teorema 7.1.5 também é conhecido como a versdo enviesada do Teorema
de Bollobas das duas familias.

Entao,

7.2 Familias intersectantes

Vimos na introdug¢do que uma familia de conjuntos A C 2[n] ¢ intersectante se
AN B # @ paratodo A, B € A. Além disso, também vimos na Proposi¢ao 7.0.1
que o tamanho méximo de uma familia intersectante A C 201 ¢ 27—1,

O que sera que acontece se fixamos o tamanho dos conjuntos de .A? Ou seja,
se A C ([Z]) ¢ intersectante, qual o maior tamanho de A? Para evitar trivialida-
des, vamos assumir que # = 2k, pois caso contrario quaisquer dois conjuntos de
tamanho k teriam interse¢do nao vazia.

Podemos obter uma familia A C ([Z]) intersectante tomando todos os subcon-

juntos de [n] de tamanho k contendo o elemento 1. Nesse caso, |A| = (Z:i)
Sera que podemos encontrar um exemplo ainda maior? O resultado a seguir, en-
contrado por Erdds, Ko e Rado (1961) (obtido em 1938 mas publicado 23 anos
depois!), responde a essa pergunta.

Teorema 7.2.1 (Erdds, Ko, e Rado, 1938). Sen =2k e A C ([Z]) é intersectante,

entdo
n—1
<
Al < (k_ 1).

No que segue, apresentamos a demonstragao feita por Katona (1972). A ideia
¢ similar as demonstragdes do Teorema de Bollobas das duas familias e da desi-
gualdade de LYMB. Porém, nesse caso, vamos associar os elementos de .A com
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permutacdes circulares’ de tamanho 7, e usar contagem dupla para obter a de-
sigualdade desejada. O segredo de cada um desses resultados reside justamente
em encontrar a maneira certa de associar esses conjuntos. Como vocé associaria
conjuntos de A com permutagdes circulares de tamanho n?

Demonstragdo. Sejam A € Ae n: Z, — [n] uma permutagdo circular de ta-
manho n. Escrevremos que (7, A) é compativel se os elementos de A aparecem
de forma consecutiva (como um intervalo) em 7, isto é, se existe i € Z, tal que
A={x(@+1),...,7( + k)}.

Fixado um conjunto A € A, existem k!(n — k)! permutagdes circulares 7 que
formam um par compativel com A. Para uma permutagdo circular 7 fixa, temos
a seguinte afirmacao:

Afirmativa 7.2.2. Dada uma permutagdo circular 7, no maximo k conjuntos de
A formam pares compativeis com 7.

Demonstragdo. Seja (m, Ag) um par compativel. Vamos supor sem perda de ge-
neralidade que A9 = {7 (0),...,7(k — 1)}. Para todo conjunto A € A tal que
(7, A) é compativel, temos que A = {7 ({),...,7({+k—1)} paraalgum { € Z,.
Se A ={n(),..., (£ +k — 1)}, definimos i (4) := .

Como A ¢ intersectante, todo conjunto A € A que forma um par compativel
com 7 deve possuir interse¢do ndo vazia com Ag. Portanto, para todo par (7, A)
compativel, temos que

i(A)ye{—k+1,....k—1}.

Logo, no maximo 2k — 1 conjuntos de A formam pares compativeis com 7.

A fim de melhorar esse limitante para k, vamos usar o principio da casa dos
pombos ¢ o fato de que n = 2k. Para tal, observe que no maximo um conjunto de
Aétal quei(A) € {£,£+ k}. Isso ocorre pois, caso contrario, o limitante n > 2k
implica que tais conjuntos seriam disjuntos. Como

{—k+1... k=1 ={0}U{-k+1,1}U---U{-1,k—1},

no maximo k dos conjuntos podem formar pares compativeis com 7, como dese-
jado. O

2Uma permutacio circular de tamanho n ¢ uma bijegdo 7 : Z, — [n], onde duas permutagdes
circulares 7 e 7’ sdo consideradas iguais se elas sdo ‘rotagdes’ uma da outra, isto é, se existe y € Zj,
tal que w(x) = 7’(x+ y) paratodo x € Z,. Observe que existem exatamente (7 — 1)! permutagdes
circulares de tamanho 7.
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Como existem (n — 1)! permutagdes circulares de tamanho #, obtemos que
Al -kl(n—k)! < mn—1D!-k
como queriamos mostrar. O

Dados inteiros positivos n e k, o grafo de Kneser K(n, k) é definido como
o grafo cujo conjunto de vértices ¢ igual a ([Z]) e dois vértices sdo adjacentes
se seus conjuntos correspondentes sdo disjuntos. Um conjunto independente no
grafo de Kneser corresponde justamente a uma familia intersectante. Dessa forma,
o Teorema 7.2.1 afirma que a(K(n,k)) = (Z:}) paran > 2k. Os grafos de
Kneser possuem diversas propriedades interessantes: sdo grafos (" ;k ) regulares,
de nimero cromatico n —2k +2 quando n > 2k e sem cliques de tamanhon/k +1.

Uma diregdo natural é investigar o tamanho de familias de conjuntos quando
elas sdo forgadas a terem intersecdes maiores entre seus conjuntos. Dizemos
que A € 2 ¢ (-intersectante se |A N B| = { para todo A,B € A. De
forma semelhante a familia intersectante, poderiamos esperar que se A < 21 ¢ ¢-
intersectante, entdo |A| < 2"~¢. Porém, ao caracterizar as familias £-intersectante
extremais, Katona (1964) mostrou que esse nao ¢ o caso.

Teorema 7.2.3 (Katona, 1964). Seja £ = 2, e seja A C 2" uma familia (-

intersectante de tamanho maximo. Se n + £ é par, ou seja, n + £ = 2k, entdo
A={AC[n]:|A| =k}

Jasen + £ éimpar, ou seja, n + £ = 2k + 1, entdo

A={ACn]:|ANX| =k}

para algum X € ( [f]l).

n

Ja no caso em que A C ([Z]) ¢ {-intersectante, Erdds, Ko e Rado mostraram
que, para n suficientemente grande, o resultado da familia 1-intersectante de fato
generaliza. Porém, o resultado ndo ¢ verdadeiro para todo valor de n. Para uma
caracterizagdo das familias extremais e para outros resultados de familias intersec-
tantes, consulte o survey de Borg (2012).

Teorema 7.2.4 (Erd6s, Ko, e Rado, 1961). Dados k,£ € N comk > € = 2, 0
seguinte vale para todo n suficientemente grande. Se A C ([Z]) é L-intersectante,

entdo
n—4¢
<
Al < (k_g).
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Seja L C [n] um conjunto de tamanho £ e seja

A§<[Z]):L§A

Observe que |AL| = (Z:E). Portanto, as familias A7 sdo exemplos de familias
extremais.

A ideia da demonstragdo consiste em provar um resultado de estabilidade
(como visto no Capitulo 3) bem forte:

Ap =

Ou A C Ay paraalgum L € ([’z]) ou A tem tamanho O (n¥—¢=1).

Demonstragdo. Vamos assumir, sem perda de generalidade, que A é uma familia

{-intersectante maximal. Se A C Ay para algum L € ([’Z]), entdo | A| < (Z:ﬁ).

Portanto, vamos assumir que A € Ay, para todo L € ([n ]).
Como A ¢é maximal, temos que existem A, B € A tais que |4 N B| = £ (veja
Exercicio 7.5.7). Seja L = AN B. Como A € Ay, existe C € Atalque L £ C.
Seja X := AU B U C. Considere D € A e observe que

DNX={DNAUMDNB)UMDNC).

Como A é {-intersectante, temos |D N A| = £. Vamos supor que |D N X| = £.
Nesse caso, DN A = DN Beportanto DNA S AN B (Lembreque ANB = L).
Como |D N A| = £ concluimos que D N A = L. Observe que isso implica em
L € C, uma contradi¢do com a escolhade C,umavezque D NA=DNCe
D N C < C. Portanto, para todo conjunto D € A, temos que |D N X| = £ + 1.

Assim, concluimos que todo conjunto 4 € Aétalque A = (AN X)U(4\ X)
com|A| =ke|AN X| = {+ 1. Portanto,

e 2 (0

3k n
<2 (k e+ 1))
n—{

que ¢ um polindmio de grau k — (£ + 1) em n. Como (;_,) é um polinémio de

grau k — £ em n, temos que, para n suficientemente grande, |A| < (Z:g) O
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7.3 Algebra Linear e familias intersectantes

Nessa se¢io usaremos uma poderosa ferramenta: a Algebra Linear. Uma aplicagio
tipica de Algebra Linear em combinatéria ¢ da seguinte forma: se queremos um
limitante superior no tamanho de um determinado conjunto de objetos, associamos
0s objetos a elementos de um espacgo vetorial V' de certa dimensdo ¢ mostramos
que o conjunto de objetos correspondente ¢ linearmente independente. Como o
tamanho do maior conjunto linearmente independente ¢ igual a dimensédo de V,
concluimos que o tamanho do conjunto inicial ¢ menor ou igual a dimensao de V.

Seja A C 2] uma familia intersectante. O que acontece com o maior ta-
manho possivel de A se ao invés de exigirmos que a interse¢do entre quaisquer
dois conjuntos distintos tenha um tamanho minimo, pedissemos que a interse¢ao
sempre fosse impar?

Vamos comecar com dois problemas classicos. Duas cidades, Parzopolis e Im-
parzopolis, possuem uma populacdo de n habitantes que adoram formar diferentes
clubes. Para limitar o nimero de clubes possiveis, a tola prefeitura de Parzopolis
estabeleceu as seguintes regras:

* Todo clube deve ter um numero par de membros;
* Dois clubes ndo podem possuir exatamente os mesmos membros;

* Quaisquer dois clubes devem ter um nimero par de membros em comum.

Enquanto a esperta prefeitura de Imparzopolis estabeleceu as seguintes regras:
* Todo clube deve ter um numero impar de membros;
* Quaisquer dois clubes devem ter um niimero par de membros em comum.

Quantos clubes podem ser formados em Parzopolis? E em Imparzoépolis?

Deixamos como exercicio observar que em Parzdopolis podem ser formados
até 2"/2 clubes (se n for par). A seguir, veremos que no maximo n clubes podem
ser criados em Imparzopolis. Qual seria um exemplo com exatamente n clubes?
Proposi¢do 7.3.1. Seja A C 2" Se |A| é impar para todo A € Ae|AN B|é
par para todo A, B € Acom A # B, entdo |A| < n.

Demonstragdo. A ideia da prova é mapear os conjuntos de A no espago vetorial
7% da maneira mais simples possivel: mapeando A para o seu vetor caracteristico
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)(A € 7%, ou seja,
1 sei €A,

A _
X 0 seidA.

Observe que, nesse cenario, as condigdes “|A| € impar” e “|A N B| € par” se
traduzem para “y4 . y4 = 17 e “y4 . yB = 0”, respectivamente, em que, para

v,w € 77,

n
vVeow = E viw; € 2o,

i=1

em analogia com o produto escalar usual.

Seguindo o argumento tipico de Algebra Linear, vamos mostrar que o con-
junto X = {y4 : A € A} é linearmente independente. Para tal, considere uma
combinagdo linear dos vetores de X que leve ao vetor zero. Ou seja,

D aaxt=0 (7.4)

AeA

em que g € Zp paratodo A € A. Seja B € A. Aplicando o produto esca-
lar com yB em ambos os lados da Equacdo (7.4) e usando a hipotese, obtemos
apyxB - xB = 0, o que implica g = 0. Como a escolha de B € A foi ar-
bitraria, concluimos que ¢4 = 0 paratodo A € A. Logo, X ¢ um conjunto
linearmente independente. Além disso, como a dimensdo de Z} é igual a n, temos
|A] = | X| < n, como desejado. O

A mesma conclusdo vale se trocarmos as palavras par e impar na Proposi-
¢ao 7.3.1 (veja o Exercicio 7.5.6).

Observe que, na Proposi¢do 7.3.1, pedimos que |A| = 1 (mod 2) e |ANB| =
0 (mod 2). Naturalmente, perguntamos se ¢ possivel provar limitantes similares
se impusermos restrigdes modulo k para k # 2. A resposta de, certa forma, ¢ sim
quando k ¢ primo (e quando k ¢ uma poténcia de primo, mas ndo vamos provar
isso), como provado por Deza, Frankl e Singhi (1983).

Seja A € 2" e seja L € Z. Dizemos que A é L-intersectante se [ANB| € L
para qualquer par de conjuntos distintos A, B € A. Quando L € Z,, a mesma
defini¢do se aplica, mas nesse caso |4 N B| ¢ interpretado como um elemento de
Z p. Observe que, nessa defini¢do, ndo falamos nada do tamanho de cada conjunto

de A.
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Teorema 7.3.2 (Deza, Frankl e Singhi, 1983). Seja A < 2", Seja p um niimero
primo, e seja L € Z, com |L| = s. Se A é L-intersectante (mod p) e |A| & L
(mod p) para todo A € A, entdo

Al < Z(’;)

i=0

A ideia da prova ¢ associar os conjuntos de .4 a uma familia F de polino-
mios de modo que F ¢ linearmente independente em um espago vetorial. Uma
ferramenta muito util para controlar a dimensdo de um espago de polindmios ¢ a
operagdo de multilineariza¢do de um polindmio definida a seguir.

Seja f(x1,...,xp) um polindmio com coeficientes em Z,. Definimos f

como o polinémio obtido de f trocando xij por x; paratodo j > 1. Por exemplo,
f= xf + 3x%x2x§ + 5x§ = 7 = x1 + 3x1x2x3 + 5x3.

A linearizagdo se mostra muito Gtil uma vez que f(x) = f(x) para todo x €
{0, 1}".

Demonstragdo. Para cada A € A desejamos encontrar polindmios f4: Z, —
7 p linearmente independentes, ou seja, queremos encontrar polindmios tais que
Y AeaCAfa =0seesomentesecy = 0paratodo 4 € A.

Observe que dados polindmios f4 quaisquer, se para cada A € A existir
um vetor y4 € Z' tal que fa(y4) # Oe fa(yp) = Opara A # B, entdo
os polindmios f4 sdo independentes. Isso ocorre pois ao avaliar cada y4 em
ZAeA c4 fa =0, concluimos que c4 = 0. Logo, para cada A € A definimos

fa) =[] (in —e).

tel \ieA

Note que

faG0®) =[]1an Bl -0

{EO (mod p) seA# B
teL

#£0 (mod p) seA = B.

Portanto, o conjunto 7 = { f4 : A € A} ¢ linearmente independente sobre Z .
Esses polindmios se encontram no espaco de polindmios multilineares de grau no
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maximo |L|. Tal espago é gerado pelos mondmios xf" cxPremque p; = 0e

Zie[n] pi < |L|. Portanto, a dimenséo desse espago ¢ igual a

é(wrj—l)‘

Com um espago dessa dimensao obtemos um limitante que ndo ¢ tdo bom quanto
queriamos. Para reduzir a dimensao, vamos fazer uso da operacdo de multilinea-
rizagao:

Seja F' = {f4 : A € A}. Como x4 € {0, 1}" temos que f4(xB) = f 4(x®)
para todo A, B € A. Portanto, assim como F, F' também ¢é um conjunto li-
nearmente independente de polindmios. Além disso, o espago gerado por F’

corresponde ao espago gerado por monémios xf’ VoooxPm em que p; € {0,1} e
> ieln) Pi < |L|. Tal espago tem dimensdo ) ;_ (), como desejado. O

O Teorema 7.3.2 ¢ conhecido, por razdes historicas (veja o Teorema 7.3.3),
como a desigualdade de Frankl e Wilson modular. Note que, no caso em que
p =2elL = {0} C Z», a desigualdade de Frankl ¢ Wilson modular implica
que |A| < n + 1, um limitante uma unidade maior do que o limitante obtido na
Proposi¢ao 7.3.1.

Um corolario do Teorema 7.3.2 é que, para L C Z, se A é L-intersectante e
|A| € L paratodo A € A, entdo a mesma concluséo segue. Na verdade, uma
versdo mais forte (sem a condigdo |A| & L) desse corolario é verdade. Essa
versdo mais forte foi provada por Frankl e Wilson (1981) e motivou o nome do
Teorema 7.3.2.

Teorema 7.3.3 (Frankl e Wilson, 1981). Seja A € 2" e seja L € Z com |L| = s.
Se A é L-intersectante, entdo

Al < Z‘(’;)

i=0

O Teorema 7.3.3 pode ser provado seguindo a mesma ideia do Teorema 7.3.2
(veja o Exercicio 7.5.10). Frankl e Wilson também investigaram familias de sub-
conjuntos de [r] de tamanho fixo em cenarios similares:

Teorema 7.3.4 (Frankl e Wilson, 1981). Seja p um niimero primo. Seja A C ([Z])

eseja L C Zpcom |L| = s < k. Se Aé L-intersectante (mod p) ek ¢ L
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Al < (’;)

Uma consequéncia imediata do Teorema 7.3.4 (escolhendo p > k) é o Teo-
rema 7.3.5. Ele também pode ser provado seguindo a mesma ideia do Teorema 7.3.2.

(mod p), entdo

Teorema 7.3.5 (Ray-Chaudhuri e Wilson, 1975). Seja p um numero primo. Seja
AC ([Z]) eseja L C Z com |L| = 5. Se A é L-intersectante e k ¢ L, entdo

Al < (’;)

Observe que o limitante dado pelo Teorema 7.3.4 independe de k. Além disso,
¢ importante que p seja um numero primo. Caso contrario, existe uma construgao
de uma familia de tamanho superpolinomial, dada por Grolmusz (2000). A con-
dicdo |A| = k € L (mod p) também ¢é necessaria, pois caso contrario também
existe uma familia de tamanho assintoticamente maior que (;l ) que satisfaz todas
as outras condi¢bes do teorema.

Por ultimo, o limitante ¢ essencialmente o melhor possivel. Para tal considere

A:{Ae <[Z]):[k—s]§A

Seja L = {k —s,...,k — 1}. Observe que para todos A, B € A distintos temos
que |A N B| € L. Escolhendo um primo p > k, a familia satisfaz as hipoteses do

teorema e € tal que
n—(k-—ys) n
s s

quando 7 ¢ suficientemente grande.

Demonstragdo do Teorema 7.3.4. Novamente vamos usar um argumento utilizando
Algebra Linear. Dessa vez, vamos combinar as ideias que usamos para demonstrar
tanto a Proposi¢ao 7.3.1 quanto o Teorema 7.3.2.

Seja A = {A1,..., Am}. Comegamos associando cada A; € A a um vetor
u' € Z™ cuja j-ésima coordenada ¢ dada por

wy =140 A;]— .
leL
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A principio, os vetores u’ podem nio parecer naturais, mas repare que na verdade
ul = (fa, (x4, ..., A, (x47)) em que fay.---, fa,, sdo os polindmios usados
na desigualdade modular de Frankl e Wilson, e y4i ¢ o vetor caracteristico do
conjunto A;.

Note que que os vetores u', ..., u™ sdo linearmente independentes sobre Z P
e, portanto, sobre Q. Para ver isso, observe que as condigdes “k ¢ L (mod p)”
e “A ¢é L-intersectante (mod p)” se traduzem para as afirmagdes “u;: # 0”e

u’l = 0”em Z p, respectivamente. Assim, a prova do teorema se reduz a seguinte
afirmativa.

13

Afirmativa 7.3.6. O subespaco gerado® porul, ..., u™ tem dimensdo no mdximo
n
(5)-

Seja U € Q™ o subespago gerado por !, ..., u™. Olhando para o limitante
da dimensdo que desejamos, parece uma boa ideia encontrar mostrar que U esta
contido no subespago W C Q gerado por vetores (a escolher) w!, ..., w? para
B € ([;’]). Como cada u; € associado a um conjunto de .4, iremos associar a
B e ([”]) o vetor

N
w? = (h(A1, B),...,h(Am, B))
em que & ¢ uma fungdo devidamente escolhida. Se mostrarmos isso, teremos que
dimU < dim W < (%), como estamos buscando.

Talvez a escolha mais natural para & seja h(A, B) = |AN B|. No entanto, nos
vamos trabalhar com (A, B) = 1pc4, a fung¢do que indica se B estd contido em
A ou nio, isto &,

1 seB C A,

chA = .
= 0 caso contrario.

Demonstragdo da Afirmativa 7.3.6. Primeiramente, definimos, para cada B C
[#] com |B| < s, 0 vetor

w8 = (Icays----1Bca,,), (7.5)

e W; como o subespaco gerado pelos vetores w? tais que |[B| = i. Note que
Ws = W. Para provar que os u* estdo em W, vamos decompd-los em vetores
mais faceis de serem manipulados. Para tal, defina

90 :=[Je-0

LeL

30u seja, o conjunto de todas as combinagdes lineares desses vetores.
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eobserve queu’ = (¢(|AiNA1]),....q(lAiNAm])). Assim, existemco, ..., c5 €

Q tais que
4(t) = Zq(’.)
j=0 \

Em particular,

N
u' =Y cjubl, para ub = 14 m.A1| 14 m.Aml :
j=0 g /

(7.6)

Iremos agora mostrar que u’/ € Wj e que os espacos W estdo aninhados,

isto é, Wo C Wy C --- C Ws. Por (7.6), isso implicara que u* € Wy = W, como
afirmado.

Afirmativa 7.3.7. Para todoi € [m]e j < s, vale que u>’ € W;.

Para todo k € [m], temos que

AiNA
(| i1 r|): Z Irca, -lrca, (7.7)

pois ambos os lados contam os subconjuntos de tamanho j contidos em A; N A;.
Logo, pela definigio de w” em (7.5), temos que

ula.] = Z ]]-TQA, . wT’
TG([?])

pois (7.7) diz que a r-ésima coordenada de cada um dos lados ¢ igual para todo
r € [m]. Como wT € W; paratodo T com |T| = j, provamos a afirmativa. []

Afirmativa 7.3.8. Paratodo0 < j <, vale que W C W 11.

Demonstragdo. De fato, seja B € ([;f]). Para r € [m], lembre-se que |A,| = k =

s e, portanto, se B C A,, entdo existem precisamente k — j subconjuntos 7 tais
que BC T C A,. Logo,

(k—Jj)-1Bca, = Z Ipcr - Irca (7.8)

Te(
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pois ambos os lados sio 0 se B € A ek — j se B C Aj. Mas entéo

(k—=j)-wP= 3" lpcr-w’,

re(}

pois (7.8) diz exatamente que a r-ésima coordenada de cada um dos lados ¢ igual
para todo r € [m]. Assim, todo w® com |B| = j é combinagio linear de vetores
de Wj 41, concluindo a prova da afirmativa. O

Assim, pelas afirmativas, u’ = u'0+...4u>S e Wo+-- -+ Wy = Wy, = W.
Como os vetores u!, ..., u™ sdo linearmente independentes e W tem dimensao
(%), concluimos que m < (7). Isso conclui a prova da Afirmativa 7.3.6 e, portanto,
o Teorema 7.3.4 segue. O

7.4 Teorema de Kruskal e Katona

Dado A C ([Z]), definimos a sombra de A como a familia de todos os conjuntos
de tamanho k£ — 1 contidos em algum elemento de .A. Formalmente, temos

0A= [ (kill)

AeA

Nao ¢ dificil checar que também temos 0.4 = {A\{v}:v € Ae A € A}. Abaixo
apresentamos dois exemplos com n = 6 e r = 3 para entendermos melhor esse
conceito. Sejam

Ay = {123,456,124,256} e A, = {123,124,134,234}
entao
dA] = {12,13,23,45,46,56,14,24,25,26} e 0dA, ={12,13,14,23,24,34}.

Gostariamos de entender o comportamento do tamanho da sombra de uma
familia A. Claramente o tamanho da sombra 0.4 depende do tamanho de A: se
A C A, entdo dA C dA'. Faz sentido, entdo, fixar o tamanho de A e perguntar o
quéo pequeno ou o quio grande a sombra de A pode ser.

Naturalmente, como cada conjunto de tamanho k contém exatamente k sub-
conjuntos de tamanho k£ — 1, segue que

0A| < k| Al
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Nao ¢ dificil ver que o limitante acima ¢ justo. Basta considerarmos uma fami-
lia A de conjuntos disjuntos de tamanho k. Consequentemente, o problema de
maximizagdo de |0.F| ndo se mostra muito interessante. Portanto, vamos estar in-
teressados em saber o quio pequena a sombra de um determinado conjunto pode
ser.

No exemplo inicial, vimos duas familias A; e¢ A de tamanho 4 com som-
bras de tamanho 10 ¢ 6, respectivamente. Intuitivamente, .4, é melhor porque os
termos estdo “agrupados” juntos.

7
"), a melhor

De forma geral, esperariamos que, se tivéssemos |A| = m = (
’

escolha para A de forma a minimizar o tamanho da sombra deveria ser A = ([',1( ])
’ . y .

com |0A| = (kn—l)' Para outras escolhas de A, talvez uma estratégia razoavel seja

encontrar o menor 7’ tal que |A| < (';c/)

O Teorema de Kruskal e Katona afirma que a intuigdo acima €, de fato, cor-
reta e, além disso, determina o menor tamanho de uma sombra para todo k e m.
Para enunciarmos o teorema, precisamos de uma defini¢do motivada pela seguinte
proposicao.

Proposicio 7.4.1. Dados k,m € N, existem inteiros s = 1l eay > ajp_1 > -+ >

as = § tais que
ag ap—1 as
= . 7.9

Ademais, tais inteiros s e ay, . .., ds SA0 UNICOS.

Dizemos que (7.9) ¢ a representa¢do em k-cascata de m. Ao longo desta
secdo, assumiremos que dy, . . . , dg sa0 0s inteiros associados a representacdo em
k-cascata de m. O principal teorema desta se¢ao ¢ o seguinte.

Teorema 7.4.2 (Kruskal, 1963; Katona, 1968). Seja A C ([Z]). Se |A| = m,

entdo
ag ak—1 X
0 >
A=, 2y +<k_2)+ +(s—1

O limitante dado pelo Teorema de Kruskal e Katona € justo. Uma construgao
otima segue da intuicdo mencionada anteriormente, contudo € mais facil descrevé-
la em termos da ordem colexicografica.
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Dados A, B € N de tamanho k, dizemos que A é menor que B na ordem
colexicogrdfica, e escrevemos A < B, se

max(AAB) € B,

emque AAB := (A\ B) U (B \ A) denota a diferenca simétrica entre A e B.

Informalmente, conjuntos com elementos maiores vém depois na ordem cole-
xicografica. Por exemplo, na ordem colexicografica, temos a seguinte ordenacao
dos conjuntos com 3 elementos:

123 <124 <134 <234 < 125 <135 <235 < 145 < ---

o . . . , /
Repare que o segmento inicial de uma ordem colexicografica com (’}c) ele-

mentos € exatamente ([';;]). Seja C(m, k) a familia dos primeiros m conjuntos de
tamanho k na ordem colexicografica. A igualdade no limitante dado pelo Teorema
de Kruskal e Katona pode ser obtida justamente tomando A = C(m, k).

O Teorema de Kruskal e Katona possui diversas aplicagdes. Porém, pode ser
um pouco complicado, em termos de célculos, lidar com representagdes em k-
cascata. Felizmente, Lovasz encontrou uma forma levemente mais fraca do Teo-
rema de Kruskal e Katona que € muito mais amigavel. Para apresentar essa versao,
teremos que estender a nossa defini¢cao de coeficientes binomiais para nimeros re-
ais. Dados x € R e k € N, definimos

x)  x(x—1D--(x—k+1)
k) k! '

Note que (z) ¢ um polindmio de grau k estritamente crescente para x = k. Segue
que, para todo m € N, existe um tnico valor x = k tal que (§) = m.

Teorema 7.4.3 (Lovasz, 1978). Seja F uma familia de conjuntos de tamanho k.
Se |F| = (z) com x = k, entdo

X
0F| = .
o= ()

Observe que quando m = (Z), para um inteiro 7, o limitante do teorema de
Lovasz é compativel com o limitante do Teorema de Kruskal e Katona. Contudo,
para (}) < m < ("§'), o limitante do Teorema de Lovasz ¢ ligeiramente menor

do que o de Kruskal e Katona.
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Para provar o Teorema de Kruskal e Katona, vamos usar uma técnica conhe-
cida como compressdo, que é um poderoso método em combinatdria extremal.
Para usar esse método, comegamos com um conjunto C de objetos que acredita-
mos ser extremal. A ideia por tras da operagdo de compressao ¢ tentar modificar
o objeto inicial de modo a torna-lo cada vez mais proximo de um objeto contido
em C de uma forma valida. O objetivo, em geral, é que ao se comprimir um objeto
diversas vezes, ele se torne um objeto contido em C ou comparavel a um objeto
de C. Se as operagdes de compressdo aplicadas forem todas validas, poderemos
concluir que os objetos de C de fato sdo extremais.

No caso do Teorema de Kruskal e Katona, temos que C = C(m, k). Nosso
objetivo inicial é construir um operador de compressdo que nos permita compri-
mir de forma valida um conjunto inicial .4 de modo que, ao aplicar a operacao
de compressdo diversas vezes, cheguemos a C(m, k) ou, a alguma familia que
consigamos relacionar com C(m, k).

Como podemos definir o nosso operador de compressao? Note que, na ordem
colexicografica, de certa forma, os conjuntos com elementos maiores vém depois,
e o exemplo que acreditamos ser extremal consiste nos primeiros m conjuntos
dessa ordem. Uma possibilidade, entdo, ¢ escolher um operador que permita a
troca de elementos maiores por elementos menores.

Fixe dois inteiros distintos i e j. Dada uma familia .4 de subconjuntos de N de
tamanho k, o operador de compressdo C; ; produz uma nova familia C; ; (A) =
{Ci,j(A) : A € A}, para a qual

(AN{jH UL} sejedidA,
Ci,j(A) = .
A caso contrario.

Dizemos que uma familia A ¢ (i, j)-comprimida se C; j(A) = A.

Informalmente, dada uma familia A, o operador de compressdo C; ; realiza a
troca de j pori em cada conjunto A € A para o qual tal troca produz um conjunto
que ndo estd em A.

A seguir, destacamos algumas propriedades chaves do operador de compres-
sdo definido. A primeira ¢ o fato de que para qualquer familia A de subconjuntos
de N, temos |C;,j(A)| = |A|. E a segunda nos mostra que a operagdo de compres-
sdo se comporta bem com respeito as sombras, ou seja, a sombra de uma familia
comprimida esta contida na compressdo de sua sombra.

Afirmativa 7.4.4. Para qualquer familia A de subconjuntos de N, temos que

0C;,j(A) € Ci;(0A).
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Em particular, |0C; ; (A)| < |C;,;(0.A)].

Demonstragdo. Suponha que B € 9C; j(A). Logo, B = C; j(A) \ {x} para
algum A € Aex € C;;(A). Uma simples analise de casos mostra que B €
Ci,j (0A), o que implica a afirmagéo. O

Essas duas propriedades chaves nos mostram que a operagao de compressao é
sempre valida, pois a compressao de uma familia de conjuntos ndo modifica o seu
tamanho e o tamanho da sombra nunca aumenta.

Com esse operador de compressao em nossas maos, vamos checar se ele de fato
¢ capaz de levar qualquer familia A de subconjuntos de tamanho k em C(m, k).

Motivados pelo fato de que conjuntos com elementos maiores vém depois na
ordem colexicografica, definimos o conceito de compressdo a esquerda como se-
gue. Dada uma familia A de subconjuntos de N, dizemos que A esta comprimida
a esquerda se C; j(A) = Aparatodoi < j. Serd que comprimir a esquerda ¢
suficiente para o nosso objetivo?

Observe que, na ordem colexicografica, os segmentos iniciais sdo comprimi-
dos a esquerda, mas a reciproca nao ¢ verdadeira. Por exemplo, a familia

A = {123,124,125, 126}

¢ um exemplo de familia comprimida a esquerda, porém A ndo ¢ um segmento
inicial. Concluimos que a compressao a esquerda ndo nos leva necessariamente a
C(m, k) a partir de uma familia A qualquer. O que podemos fazer?

Para provar o Teorema 7.4.2 vamos, ao invés de persistir com C; ;, criar um
operador de compressdo mais “poderoso”. Sejam U e V dois subconjuntos de N
de tamanho s com U N V' = @. Dada uma familia A de subconjuntos de N de
tamanho k, o operador de compressdo Cy,y produz uma nova familia Cy,y (A) =
{Cuyv(A): A e A}, paraa qual

Cuv(4) = ;A\V)UU seANUUYV)=7,

caso contrario.

Dizemos que A ¢ (U, V)-comprimida se Cy,y (A) = A. Observe que o operador
Cy,y nada mais ¢ do que uma generaliza¢do do operador C; ; uma vez que C; j =
CyyparaU ={i}eV ={j}.

Novamente concluimos que a compressao de uma familia qualquer nao altera
o seu tamanho, ou seja, |[Cy,y (A)| = | Al

Seja B uma familia qualquer de tamanho |.4| formada por subconjuntos de N
com tamanho k e tal que B é (U, V')-comprimida para todos U, VV C N disjuntos
com |U| = |V]| emax V > max U. Vamos ver que B = C(]A|, k).
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Lema 7.4.5. Seja A uma familia de tamanho m formada por subconjuntos de N
com tamanho k. Temos que A = C(m, k) se e somente se A é (U, V)-comprimida
para todo U,V C N disjuntos com |U| = |V|emax V > max U.

Demonstragdo. Se A = C(m, k), entdo claramente A é (U, V')-comprimida para
todo U,V C N disjuntos com |U| = |V| e max V > maxU. Suponha que A
¢ (U, V)-comprimida para todo U, V. Se A ndo é um segmento inicial da ordem
colexicografica, entdo existe B € Ae C ¢ Atal que C < B. Logo, A ndo é
(C \ B, B\ C)-comprimida, uma contradi¢ao. O

Para prosseguir, mostramos como podemos associar A a |3|.

Lema 7.4.6. Seja A uma familia de subconjuntos de tamanho k de N. Existe uma
Sfamilia B de subconjuntos de tamanho k de N tal que B é (U, V')-comprimida
para todo U,V C N disjuntos com |U| = |V | emax V > max U. Além disso,

Bl = Al e |9B] <|dAl (7.10)

Demonstragdo. Primeiramente, observe que A satisfaz (7.10). Seja, entdo, 5 uma
familia satisfazendo (7.10) e, sujeita a isso, que minimiza a soma

>y 2 (7.11)

BeBieB

Vamos mostrar que B satisfaz as condi¢des do lema. Se existir (U, V) tal que
|U| = |V|],max V > max U e Cy,y (B) # B, assuma, sem perda de generalidade,
que U é minimal.

Seja B/ = Cy,y(B). Como U ¢ minimal, temos que para todou € U ¢
qualquer v € V talque v # max V, B ¢é (U \ {u}, V \ {v})-comprimida. Assim,
podemos usar a seguinte afirmativa, que generaliza a Afirmativa 7.4.4. Desta vez,
o comportamento da compressao ¢ mais delicado.

Afirmativa 7.4.7. Seja A uma familia de subconjuntos de tamanho k de N, e
sejam U, V subconjuntos disjuntos de N com tamanho s. Suponha que para todo
ueUexistav eV tal que Aé (U \ {u}, V \ {v})-comprimida. Entdo

0Cy, v (A) € Cy,y(0A).

A prova da Afirmativa 7.4.7 é andloga a da Afirmativa 7.4.4, e a deixamos a
cargo do letor. Com ela, podemos concluir que a compressdo Cy,y (B) ¢ valida.
Para terminar, note que B’ satisfaz (7.10) e a soma (7.11) em B’ é menor do que a
soma em 3, uma contradi¢do na minimalidade de B. 0
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Estamos prontos para provar o Teorema 7.4.2.

Demonstracdo do Teorema 7.4.2. Juntando o Lema 7.4.5 com o Lema 7.4.6, con-
cluimos que dada uma familia .4 de subconjuntos de N com tamanho k, existe
uma familia B de subconjuntos de N com tamanho & tal que |B| = | A| e [0.A] =
|0B| = |dC(m, k)|, como desejado. O

Vale mencionar que Frankl (1984) apresentou uma prova alternativa do teo-
rema de Kruskal e Katona que usa apenas os operadores C;_ ;. Tal prova explora a
ideia de que se comprimirmos inicialmente a familia A com os operadores Cy,;,
j > 1, obtemos uma familia (1, j)-comprimida para todo ; > 1. Essa fami-
lia tem a propriedade de que o tamanho da sua sombra ¢ determinado pela sombra
dos conjuntos contendo o elemento 1 e, portanto, é suficiente estimarmos de forma
apropriada a sombra de tais conjuntos.

7.5 Exercicios

Exercicio 7.5.1 (Frankl, 1986). Seja A uma familia de conjuntos de cardinalidade
k na qual quaisquer trés conjuntos A, B,C € A, temos que AN B ¢ C. Mostre

que
k
|A|\1+<Lk/2j).

Exercicio 7.5.2. Apresente uma prova probabilistica do Teorema de Bollobas: Se
F = {(4i, Bi)ie[m]} € um sistema de Bollobas, entdo

-1
A; B;
3 (| l|z| ,|) < P
i€lm] |4il

Exercicio 7.5.3. Mostre que se F = {(4;, Bi)ie[m]} ¢ um sistema de Bollobas
com U;e[m)(4i U B;) = [n], entdo, para todo x € [n],

-7:x = {(A,‘,B,‘ \{x}) . (A,',Bi) S f,x Q/A,'}

¢ também um sistema de Bollobas. Use isso para apresentar uma prova por indugao
do Teorema de Bollobas.
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Exercicio 7.5.4 (Tuza, 1985). Sejam Aq,..., A, € By, ..., By colegdes de con-
juntos tais que, para todo i € [m], temos A; N B; = @; e paratodoi # j temos
que A; N B; # @ ouA;NB; # @ (ouambos). Mostre que, para qualquer nimero
real 0 < p < 1, vale que

Z pHil(1 — pylBil < 1.
i€[m]

Exercicio 7.5.5. Sejan < 2k e considere uma familia A C 2/ de conjuntos de
cardinalidade k tal que A U B # [n], para todo A, B € A. Mostre que

4] < (1 - %) (Z)

Exercicio 7.5.6. Seja A C 2", Mostre que se |A| é par paratodo A € Ae|ANB|
¢ impar para todo A, B € A distintos, entdo |A| < n.

Exercicio 7.5.7. Mostre que toda familia £-intersectante maximal tem dois con-
juntos com interse¢do de tamanho exatamente £.

Exercicio 7.5.8 (Desigualdade de Fisher). Sejam n,k € N, e sejam Aq,..., Ap
subconjuntos distintos de [r] tais que |[4; N Aj| = k paratodoi # j. Prove que
m < n.

Exercicio 7.5.9. Seja P = {p1,..., pm} um conjunto de pontos no plano que ndo
estdo todos contidos em uma mesma reta. Mostre que os pontos de P determinam
pelo menos m retas.

Exercicio 7.5.10 (Frankl ¢ Wilson, 1981). Seja A C 2[" ¢ seja L € N com
|L| = s. Mostre que se A é L-intersectante, entdo

w-5()

[Dica: Considere os polindmios f4(x) = nEeL,£<|A| (ZieA X — E) para cada
Ae A]

Exercicio 7.5.11. Seja £ > 2 e seja A C 2I"] uma familia £-intersectante. Mostre

que se n + £ = 2k, entdo
n
n
|A| < Z (l)

i=k
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Observe que esse ¢ exatamente o limitante de |.A| dado pelo Teorema 7.2.3.
[Dica: Considere o operador de compressdo C;, ; descrito na Se¢do 7.4 e comprima

A a esquerda.]



Neste capitulo, apresentamos resultados mais avangados em Teoria Extremal dos
Grafos. Em particular, provamos o Teorema de Erdés e Stone, que determina as-
sintoticamente o nimero extremal de todo grafo H com y(H) = 3, bem como
teoremas de supersaturagao e estabilidade para grafos gerais. Também apresenta-
mos o problema de Turan para hipergrafos, e provamos os teoremas de Andrasfai,
Erdds e S6s e Thomassen sobre a estrutura de grafos livres de H com grau mi-
nimo alto. Concluimos o capitulo com o teorema de Bondy e Simonovits sobre
o niimero extremal de ciclos pares e descrevemos uma construgdo algébrica que
fornece cotas inferiores para o nimero extremal de Cjy.

8.1 Teorema de Erdos e Stone

Nesta secdo, apresentamos o resultado mais geral da Teoria Extremal dos Grafos,
o Teorema de Erdds e Stone (1946), que generaliza o Teorema de Turan (Teo-
rema 3.1.1).

Lembre-se que, dado um grafo H, denotamos por y(H) o numero cromatico
de H, isto é, o menor numero k tal que o conjunto de vértices de H pode ser
particionado em k conjuntos independentes.
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Teorema 8.1.1 (Erdds e Stone, 1946). Seja H um grafo com e(H) = 1. Entdo

2

ex(n, H) = (1 +o(1))”7

() -1
quando n — oo.

Como notamos no Capitulo 3, o limitante inferior do Teorema 8.1.1 decorre de
observar que H nao esta contido no grafo de Turan 7,1 (n), em que y(H) = r.
Logo, basta provarmos o limitante superior. A prova que daremos aqui é essen-
cialmente uma generalizagdo da prova do Teorema 3.2.2. No entanto, como o
argumento € razoavelmente mais complicado no caso geral, daremos uma visao
geral da prova antes de aprofundarmos nos detalhes.

A primeira observagado é que se y(H) = r, entdo H ¢ um subgrafo de algum
grafo r-partido completo. Mais precisamente, para cada r,t € N, seja K, (¢)
o grafo r-partido completo que possui ¢ vértices em cada parte, e observe que
H C Ky(t),emquer = y(H)et = v(H). Assim, é suficiente mostrar o
limitante superior do Teorema 8.1.1 no caso H = K,(¢). Iremos fazé-lo por
indu¢do em r. No caso r = 2, o limitante afirmado ¢

ex(n, H) = o(n?)

quando n — 00, o que ¢ verdadeiro pelo Teorema 3.2.2. Suponha, por simplici-
dade, que r = 3 e também que

e(G) = (% + 5) (’;)

para algum § > 0 e n suficientemente grande (como fungédo de § ¢ ¢). Afirmamos
que K3(t) C G.

Seja g = ¢(t,§) uma constante suficientemente grande. Pela hipdtese de in-
dugdo (isto ¢, pelo Teorema 3.2.2), existe uma cédpia do grafo completo bipartido
Kg4,4 em G. Denote sua bipartigdo por (4, B) esejaC = V(G)\ (AU B). Iremos
contar “cerejas” (copias de K1 »;) entre AU B e C, mas desta vez serd necessario
garantir que cada cereja tenha ¢ folhas em A e ¢ folhas em B. Se encontrarmos ¢
dessas cerejas com o mesmo conjunto de folhas, teremos a copia de K3(t) procu-
rada.

Para cada v € C, o nimero de cerejas centradas em v € estritamente positivo
se e somente se v tenha pelo menos ¢ vizinhos em A € em B. Logo, para obter
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o resultado desejado, ¢ suficiente mostrar que o niimero de vértices de C com
tal propriedade tende a infinito quando n — oco. Com efeito, se ndo houvesse ¢
cerejas com o mesmo conjunto de ¢ folhas em 4 e em B, o nimero total de cerejas

seria
2
q
t—1 ,
eo!)
que ¢ limitado.

Ao tentar implementar a estratégia acima, nos deparamos com um problema:
Como garantir que tais cerejas existam? Pensando um pouco, encontramos um pro-
blema ainda pior: para um K 4 arbitrario, pode ocorrer que ndo exista nenhuma
aresta de G entre A U B e C. Assim, teremos que escolher a copia de K4 4 com
cuidado.

Para tal, usaremos um truque muito util (que inclusive ja usamos nos Capitu-
los 2 e 3): iremos primeiro encontrar um subgrafo G’ de G com grau minimo alto.
Fazendo o procedimento descrito acima em G’, a condi¢do de grau minimo podera
ser usada para limitar inferiormente o nimero de arestas entre A U B e C, para
com isso contar o nimero de cerejas.

A discussdo acima motiva o seguinte lema, que nos permite substituir a con-
digdo de grau médio do Teorema 8.1.1 por uma condi¢do de grau minimo ligeira-
mente mais fraca.

Lema 8.1.2. Sejam ¢ € (0,1) ee > 0, e seja G um grafo com n vértices. Se

n
G 2 * b
e(G)= ¢ 2)
entdo G contém um subgrafo G' com
v(G') = en e 8(G") = (c — e)v(G").

Como na prova do Lema 2.2.12, existe um método natural de atacar o pro-
blema: remover vértices de grau minimo até chegarmos a um subgrafo G’ com as
propriedades desejadas.

Demonstragdo. Lembre-se que H — v denota o grafo obtido de H pela remogao
do vértice v. Seja G = G, D Gp—1 D -+ DO Gy uma sequéncia obtida de tal
modo:
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* Se existe um vértice v; € V(G;) com

dg; (vi) < (c — &)v(G)),
entdo defina G;_1 = G; — v;;

* Do contrario, se
8(G;) = (C — s)v(G,-).
entdo defina t = i e acabe a sequéncia.

Note que, paratodo t < i < n, o grafo G; tem exatamente i vértices. Se t < en,
podemos limitar o ntimero de arestas de G por

“ t n n
e(G) < (c—s)i+<)§(c—8)()+e( ),
iZtZ-I—l 2 2 2

0 que contradiz a hip6tese de que e(G) = c(g) Isso implica que o procedimento
termina com ¢ = gn, como queriamos. O

Em seguida, iremos provar uma variagao do Teorema 8.1.1, na qual substitui-
mos a condi¢do de grau médio por uma condigdo de grau minimo, com o objetivo
de aplicar tal resultado ao grafo G’ dado pelo Lema 8.1.2.

Lema 8.1.3. Para quaisquer r,t € N e e > 0, existe ng € N tal que vale o
seguinte. Sen = ng e G é um grafo com n vértices e

§(G) = (1—%+8)n, (8.1)

entdo K,+1(t) C G.

Demonstragdo. Iremos provar o lema por indugdo em r. Parao casor = 1, temos
do Teorema 3.2.2 que ex(n, K;;) = o(n?), e por hipotese G tem pelo menos
en?/2 arestas. Assim, se n é grande o suficiente, K:s CG.

Seja r = 2 e suponha que o resultado é valido parar — 1. Sejat € Nee > 0,
e escolhag € N com g = t/e. Pela hipotese de indugao, se n € suficientemente
grande e vale (8.1), entdo K,(q) C G.

Fixe uma copia de K, (g¢) em G com r-particdo (Aq,..., A;), e defina A :=
AiU---UA, e B:=V(G)\ A. Defina também

.
X = ﬂ{v € B:|IN() N 4| =1},
i=1
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o conjunto de vértices de B que tém pelo menos ¢ vizinhos em cada um dos 4;.
Temos como objetivo mostrar que | X | — oo quando n — oo.

Para fazé-lo, iremos contar o nimero de arestas entre A ¢ B. Pela definicdo
de X ede |A| = gr, temos que

e(A,B) < |X[-qr + (IBI = |X[)(q(r = 1) +1 1),

e, pela condi¢@o de grau minimo em (8.1), temos que
1
e(A,B) = (1 - -+ s)n qr —(qr)*.
r
Manipulando a equagao e observando que |B| < n, decorre que

eqrn < (t —n+ |X|-(g—1+ 1)+ (gr)%

Como ¢g = t /e, concluimos que | X | — oo quando n — oo, como afirmado.
Para finalizar a demonstragao, escolha, para cada vértice v € X ei € [r], um
conjunto B;(v) € N(v) N A; de ¢ elementos. Como cada vértice de x admite
no maximo (‘t’)r = O(1) escolhas de conjuntos de x e | X| — o0, o Principio
da Casa dos Pombos garante a existéncia um conjunto B,+; € X de tamanho

t para os quais escolhemos a mesma sequéncia de conjuntos By,..., B, (isto é,
Bi(v) = Bij(w) parav,w € B,4+1 ei € [r]). Assim, encontramos um K, 1(¢)
com partes Bi,..., By4+1, como desejado. O

Combinando os Lemas 8.1.2 e 8.1.3, podemos demonstrar o Teorema 8.1.1.

Demonstragdo do Teorema 8.1.1. Sejar = y(H)—1. O limitante inferior decorre
de H ¢ T,(n), de modo que basta provar o limitante superior. Para tal, escolha
t = v(H) e considere um numero ¢ > 0 arbitrariamente pequeno. Tome um 7
suficientemente grande e seja G um grafo com n vértices tal que

e(G) = (1 - % + 28) (’;)

Pelo Lema 8.1.2, aplicado com ¢ = 1 — 1/r + 2¢, existe um subgrafo G’ C G
com pelo menos en vértices e

3(G') = (1 - ; + e)v(G/).

Pelo Lema 8.1.3, tal subgrafo contém uma copiade K, 4+1(¢). Assim, H C K,4+1(t) C
G’ C G, como desejado. O



8.2. Estabilidade 157

O Teorema 8.1.1 determina a ordem de crescimento do niimero extremal quando
x(H) = 3. O problema de determinar ex(n, H) assintoticamente ¢ muito mais
complicado quando y(H) = 2. Nao se conhece, por exemplo, a ordem de cresci-
mento de ex(n, Cg).

8.2 [Estabilidade

Dizemos que um grafo G esta t-proximo de ser r-partido se existe um subgrafo
r-partido de G com pelo menos e(G) — t arestas. No Capitulo 3, provamos o
seguinte teorema de estabilidade para cliques: Se G ¢ um grafo livre de K41
com n vértices e pelo menos ex(n, K,4+1) — ¢ arestas, entdo G esta t-proximo de
ser r-partido.

Nesta secdo, consideraremos o problema de estabilidade para grafos gerais. O
seguinte teorema ¢ o principal resultado de tal tipo, conhecido como o Teorema
de Estabilidade de Erdds e Simonovits.

Teorema 8.2.1. Para todo grafo H come(H) = 1, e todo ¢ > 0, existe § > 0 tal
que vale o seguinte. Se G é um grafo livre de H com n vértices e

1 n
@ (1 =19 (2)

entdo G estd en®-préximo de ser (y(H) — 1)-partido.

O Teorema 8.2.1 sera provado em sua generalidade no Capitulo 11. Nesta se-
¢do e na seguinte, iremos provar o teorema no caso y(H) = 3, além de considerar
o caso em que H ¢ o grafo completo de tamanho arbitrario, e esbocar dois modos
de generalizar a prova. Para nos familiarizarmos com a estratégia de prova, iremos
primeiro provar a seguinte variagdo do Teorema 3.3.4.

Lema 8.2.2. Para todosr € N e ¢ > 0, existe § > 0 tal que vale o seguinte. Se
G é um grafo livre de K, com n vértices e

3(G) = (1 ! —s)n,
r

entdo existe uma particdo V(G) = Ao U A1 U ---U A, tal que |Ag| < ene A; é
um conjunto independente para todo i € [r].
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Demonstragdo. Observe primeiro que se § > 0 for suficientemente pequeno, en-
tdo e(G) > t,—1(n) e, portanto, o Teorema de Turdn garante a existéncia de uma
copia de K, em G. Seja entdo S uma clique de tamanho r em G, e observe que,
como G é K, -livre, cada vértice v € V(G) ¢é adjacente a no maximo r — 1
vértices de A. Defina

X:={veV(G):|Ng(v)NA|l <r—2},

€ note que
e(A, By < (r—D(m—r)—|X|

emque B =V(G)\ 4, e que

1
e(A,B) = (1 - - —S)rn —r(r—1)
r
pela condi¢do de grau minimo em G. Decorre que
|X| < érn.
Para cada vértice u € A, defina
Ay ={veV(G)\ X : uv ¢ E(G)}.

Afirmamos que A, ¢ um conjunto independente de G. De fato, se vw € E(G)
comv,w € Ay, entdo

A\ {u} C Ng(v) N Ng(w),

pela defini¢do de X, o que implicaria na existéncia de uma (r + 1)-clique. Como
os conjuntos A, formam uma parti¢ao de V(G)\ X, a parti¢do X U( J,,c 4 Au tem
as propriedades postuladas. O

Note que aprovaacimadad = ¢/r. A condigdo de grau minimo do Lema 8.2.2
pode ser substituida por uma condigdo de grau médio por meio do seguinte lema.

Lema 8.2.3. Sejar € N e § > 0, e seja n suficientemente grande. Se G ¢ um
grafo livre de K, 41 com n vértices e

e(G) = (1 _ ; —82) (’;)

entdo G contém um subgrafo G’ com v(G') = (1 —8)n e

§5(G') = (1 - % - S)U(G’).
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Demonstragdo. Procedemos, como na prova do Lema 8.1.2, construindo uma
sequéncia
G=G,DGup_1D--DGp
através da remocao, de G;, de um vértice de grau menor que o grau minimo de-
sejado. Sendo preciso, seja ¢ = 1 — 1/r; caso exista um vértice v; € V(G;)
com
dg; (vi) < (c —8)v(Gi),

entdo escolha um tal vértice e defina G;_; = G; —v;; caso contrario, definam = i
e acabe a sequéncia.
Note que, para cada m < i < n, o grafo G; tem exatamente i vértices, e

e(Gm) < ty(m) < c- (1121)

pelo Teorema de Turan, pois Gy, é Ky41-livie e ¢ = 1 — 1/r. Podemos, entio,
limitar o numero de arestas de G por

e(G) < Z (c—8)i+c.(”21) SC_(”;—I)_S(n—m;(n—i-m).

i=m+1

Como e¢(G) = (¢ — 82)(;), por hipdtese, decorre que

8(n —m)(n + m) - 82(11) i

2 2
e, portanto, n —m < én como desejado, visto que n € suficientemente grande. [J

E possivel provar um lema similar para grafos livres de H com uma demons-
tracdo analoga, usando o Teorema 8.1.1 no lugar do Teorema de Turan.

Combinando os dois ultimos lemas, obtemos o seguinte teorema de estabili-
dade para grafos livres de K, 41.

Teorema 8.2.4. Para todosr € N eg > 0, existem § > 0 eng € N tais que vale
o seguinte. Se G é um grafo K, 1-livre com n = ng vértices e

e(G) = (1 —%—5) (';)

entdo existe uma particio V(G) = Ao U A1 U ---U A, tal que |Ag| < ene A; é
um conjunto independente para todo i € [r].
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Demonstracio. Escolha 0 < § < &2/4 suficientemente pequeno, de modo que
a conclusdo do Lema 8.2.2 valha com ¢ e § substituidos por ¢/2 e /5. Pelo
Lema 8.2.3, existe um subgrafo G’ € G comv(G') = (1 —¢/2)n e

8(G) = (1 — ; — «/E)U(G/).

Como G’ é K, 1-livre, decorre do Lema 8.2.2 e da escolha de § que existe um
Ao C V(G’) com |Ag| < en/2 tal que x(G’ — Ag) < r, como desejado. O

Iremos agora esbogar como a prova acima pode ser generalizada para grafos
H -livres para um H arbitrério. O primeiro passo ¢ generalizar o Lema 8.2.3 para
grafos H-livres. Como observamos acima, ¢ possivel fazé-lo substituindo o Te-
orema de Turan pelo Teorema 8.1.1 na demonstracdo do Lema 8.2.3. Podemos,
entdo, supor que G é um grafo H-livre com

5(G) = (1 — % — o(l))n,

emque r = y(H) — 1, de modo que nos resta generalizar a prova do Lema 8.2.2.
A conclusdo do Lema 8.2.2 ndo ¢ verdade para todo grafo H (veja Exerci-
cio 8.9.4) e, por isso, ao invés de encontrar conjuntos independentes, iremos cons-
truir uma partigdo
V(G)=BoUB1U---UB,

tal que |Bo| = o(n) e e(B;) = o(n?) para todo i € [r]. Para fazé-lo, encon-
traremos conjuntos tais que K;; ¢ Bj, em que ¢t = v(H), e aplicaremos o Teo-
rema 3.2.2.

Para definir os conjuntos B;, combinaremos ideias das provas dos Lemas 8.2.2
e 8.1.3 e usaremos um truque adicional. Primeiro aplicamos o Lema 8.1.3 para
obter uma copia de K, (gq) em G para alguma constante g suficientemente grande.
Sejam Ay, ..., A, as partes dessa copia de K;(g), defina A := A; U---U A, e
B :=V(G)\ A, e defina

.
X:=({veB:INw)NA4l=1
i=1

o conjunto de vértices de B que tém pelo menos ¢ vizinhos em cada uma das partes
de K;(q). Como G ¢ H-livre, vale que | X| = O(1), pois do contrario poderiamos
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usar o Principio da Casa dos Pombos (como na demonstrag@o do Lema 8.1.3) para
encontrar uma copia de K,4+1(¢) em G.
Para prosseguir, fixe 0 < 8 < 1/3¢, e paracadav € B \ X, defina

S) =1{i €[r]:IN() N A < (1 - B)g}.
Observe que S(v) é ndo vazio, paratodo v € B \ X, e defina
Y :={veB:|SW) =2}

Contando arestas entre A e B \ X, obtemos

(1 - % —0(1))n|A| <e(4. B\ X) < (q(r —1) +1)|B|— (Bg —0)|Y].

Assim, como |A| = gr e |B| < n, vale que
tn + o(n) <
Bq—1t

para qualquer ¢ > 0, se ¢ = ¢(¢) for suficientemente grande.
Portanto, resta mostrar que, para qualquer i € [r], o conjunto

Y] <

B; := {v eB:S) = {i}}

¢ K; -livre. Para fazé-lo, suponha que existe uma copia de K;; em B; com con-
junto de vértices C. Como todo vértice de C tem no maximo B¢ ndo vizinhos em
Aj paratodo j # i e B < 1/3t, podemos concluir que os vértices de C tém pelo
menos ¢ vizinhos comuns em A paratodo j # i e, portanto, H C K,4+1(t) C G
como queriamos.

8.3 Problema de Turan para hipergrafos

Nesta se¢do, iremos esbocar uma outra demonstragao do Teorema 8.2.1. Primeiro,
precisaremos introduzir uma importante familia de objetos combinatoriais, os hi-
pergrafos.

Definicao 8.3.1. Um hipergrafo ‘H € uma estrutura composta por um conjunto de
vértices V(H) e um conjunto E(#) de subconjuntos de V(H). Dizemos que H ¢
k-uniforme se todos os elementos de E(H) tém tamanho exatamente k.
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Note que um grafo ¢ exatamente um hipergrafo 2-uniforme. Chamamos os
elementos de E(H) de hiperarestas de ‘H (ou simplesmente arestas de H se nao
houver risco de confusdo). Se H e G sdo hipergrafos, entdo dizemos que G contém
H (e escrevemos H C G)se V(H) C V(G)e E(H) C E(G) e G é H-livre se G
ndo contém copia de H (isto €, um sub-hipergrafo isomorfo a H).

O numero de Turdan de um hipergrafo H ¢ definido por

ex(n, ") = max {e(G) : G tem n vértices e é H-livre}

em que e(G) denota o numero de hiperarestas de G. A densidade de Turdn de um
hipergrafo k-uniforme H ¢ definida por

w(H) = lim ex(};—,”H)‘
n—00 (k)

Para mostrar que o limite acima sempre existe, iremos mostrar que f(n) =
ex(n,H)- (Z)_1 é uma fungdo decrescente em 1. Seja G um hipergrafo k-uniforme
‘H-livre com n vértices e C(Z) arestas, e seja A um conjunto aleatorio de tamanho
m, uniformemente escolhido. Entdo'

Bl = 32 (,';:IZ) (m) - (’Z)

de modo que G contém um subgrafo induzido H-livre com m vértices e pelo menos
c(77) arestas.

De modo geral, € extremamente dificil determinar a densidade de Turan de um
hipergrafo k-uniforme; por exemplo, um famoso problema em aberto é provar (ou
refutar) que n(K‘(ﬁ)) = 5/9, em que K,Sk) denota o hipergrafo k-uniforme com
n vértices e todas as hiperarestas possiveis. No entanto, no caso k = 2, ja vimos
que

m(H)=1 S —1
para todo grafo H nao vazio, pelo Teorema 8.1.1. Em particular, como mostramos
nos Capitulos 3 e 5, temos 7 (H) = 0 se e somente se H ¢ bipartido.

O objetivo desta secdo ¢ generalizar o fato acima para grafos k-uniformes. Di-
zemos que um hipergrafo k-uniforme é k-partido se existe uma coloragdoc: V(H) —

'Aqui estamos usando a identidade binomial (};) (,':l:],i) = () (%), que pode ser provada por

contagem dupla. Veja o Exercicio 1.5.3.
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[k] de seus vértices na qual toda hiperaresta contém vértices de todas as k cores.
Note que se H ndo ¢ k-partido, entdo H ndo esta contido no hipergrafo k-partido
completo com partes de tamanho n/k e, portanto, tem densidade de Turan néo
nula. O seguinte teorema de Erdds mostra que tal condi¢do, que vimos ser clara-
mente necessaria, ¢ também suficiente.

Teorema 8.3.2. Seja H um hipergrafo k-uniforme. Entdo w(H) = 0 se e somente
se H ¢é k-partido.

Por simplicidade, iremos provar tal teorema apenas no caso k = 3 (o que
sera suficiente para provar o Teorema 8.2.1 no caso y(H) = 3). A prova para k
geral € analoga, porém mais complicada, sendo um bom desafio para o(a) leitor(a)
interessado(a).

O primeiro passo é provar um teorema de supersaturagdo para grafos bipartidos
completos. Escreveremos k; ;(G) para denotar o nimero de copias de K;; em G.
A prova do seguinte lema ¢ bastante similar & do Teorema 3.2.2.

Lema 8.3.3. Sejat € N ee > 0, esejan € N suficientemente grande. Se G ¢
um grafo com n vértices e e(G) = en?, entdo

ket (G) = c(r) - & n?
para alguma constante c(t) > 0.

Demonstragdo. Naturalmente, o nimero de 7-cerejas (isto €, copias de K1) em

G¢é
t

veV(G)

para alguma constante ¢’(¢) > 0. Assim, o nimero médio de ¢-cerejas com um
dado conjunto de folhas ¢ da ordem de n e, portanto, por convexidade,

K. (G) = (’Z) (C/(’)t' gt”) > c() - e n

como afirmado. O

Observe que a cota do Lema 8.3.3 é igual, a menos do fator constante c(¢),
ao numero de copias de K; ; num grafo aleatorio de mesma densidade. Tal fato é
verdadeiro, em muito mais casos, e se conjectura que tal afirmacdo ¢ verdade para
todos os grafos bipartidos.
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Demonstragdo do Teorema 8.3.2 para k = 3. Seja ‘H um hipergrafo 3-uniforme.
Ja observamos que se H nao € 3-partido, entdo H nao estd contido no hipergrafo
completo 3-partido com partes de tamanho 7/3, que possui 73/27 hiperarestas.
Nossa tarefa ¢ mostrar que se H é 3-partido e e(G) = en3, em que ¢ > 0 é fixo e
n é suficientemente grande, entdo H C G.

Para tal, iremos contar K; ;-cerejas em H, que sdo hipergrafos 3-partidos com-
pletos com partes de tamanho 1, 7 e 7, em que ¢ = v(H). Seja dy(v) o grau de v
em H, isto é, o nimero de hiperarestas de H que contém v. Como o grau médio
de um vértice de H ¢é

1 3
Ly ) = X 52
veV(H) "

€ 0 maior grau possivel é (g), temos que H contém menos en vértices de grau pelo
menos en?. Pelo Lema 8.3.3, concluimos que H contém pelo menos
2 2
en - C(t) X 8t n2t — C(t) . St +ln2t+l
K; ;-cerejas. Como esse nimero ¢ maior que n2?, decorre do Principio da Casa
dos Pombos que existe uma copia de K; ;, que forma a base de pelo menos ¢ dessas

K, ;-cerejas e, portanto, G contém um hipergrafo 3-partido completo com partes
de tamanho ¢. Como ¢t = v(H), isso implica que H C G, como desejado. O

Com isso, podemos provar o Teorema 8.2.1 no caso y(H) = 3. Além do caso
k = 3 do Teorema 8.3.2, iremos usar o Teorema 3.3.3, que afirma que um grafo
G que esta t-longe de ser bipartido contém pelo menos

n 1’12

triangulos. Em particular, se G estd en?-longe de ser bipartido e

2

e(G) = n? — 8n?,

entdo G contém pelo menos (¢ — 8)n3/6 triangulos.

Demonstragdo do Teorema 8.2.1 para y(H) = 3. Seja H um grafocom y(H) =
3ee >0, edefinad = ¢/2. Como observado acima, se e(G) = n?/4 —én’e G
esta sn’-longe de ser bipartido, entdo G contém pelo menos sn3/12 tridngulos.
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Seja G o hipergrafo 3-uniforme com conjunto de vértices V(G) cujas hipera-
restas sdo triplas que formam tridingulos em G. Pelo Teorema 8.3.2 (com k = 3),
temos que G contém o hipergrafo completo 3-partido com partes de tamanho v(H ).
Mas, entdo, G contém o grafo 3-partido completo com partes de tamanho v(H) e,
portanto, H C G como desejavamos. O

Para deduzir o Teorema 8.2.1, no caso em que H ¢é geral a partir do Teo-
rema 8.3.2 (para k geral), é necessaria a seguinte generalizacdo do Teorema 3.3.3.

Teorema 8.3.4. Sejam n,r,t € N e seja G um grafo com n vértices. Se G estd
t-longe de ser r-partido, entdo ha pelo menos

e(r) -n"! (e(G) ti— (1 — ;) (’;))

copias de K11 em G, para alguma constante c(r) > 0.

Deixamos os detalhes da prova (e também da dedugdo do Teorema 8.2.1) como
desafios ao(a) leitor(a) no Exercicio 8.9.8.

8.4 Supersaturacao para hipergrafos

Até o momento, provamos teoremas de supersaturagdo para tridngulos e grafos
completos bipartidos. Nesta secdo, veremos como provar supersaturacao para um
hipergrafo arbitrario, mesmo sem conhecer sua densidade de Turan. A prova ¢
uma aplicagdo simples do Método Probabilistico.

Teorema 8.4.1. Sejam k € N e e > 0, e seja H um hipergrafo k-uniforme. Existe
6 > 0 tal que o seguinte vale para n suficientemente grande. Se G é um hipergrafo
k-uniforme com n vértices e

e(G) = ex(n, H) + en*,
entio G contém pelo menos 8n* ™) cépias de H.

A ideia da prova ¢ a seguinte: iremos escolher uma constante apropriada m €
N, encontrar uma copia de H, na maioria dos subconjuntos de V(G) de tamanho
m, e usar contagem dupla para deduzir que ha muitas copias distintas.
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Demonstragdo do Teorema 8.4.1. Escolham € N suficientemente grande (depen-
dendo de H e €) de modo que

ex(m.H) < (m(H) + £/2) (’Z) (8.2)

e suponha que n ¢é grande o suficiente para que

ex(n, H) = (n(H) —¢) (Z)

notando que isso ¢ possivel pela definicdo de 7 (#). Considere um conjunto A
escolhido uniformemente ao acaso dentre todos os subconjuntos de V(G) com m
elementos. Como acima, temos

Ele(d[4)] = > (,';__l,i) (}’;)_1 > (n(H) +e) (’Z)

ecE(9)

ja que e(G) = ex(n, H) + enk.
Agora, observando que X = (7{’) — e(g [A]) = 0 e aplicando a desigualdade
de Markov a X, decorre que

P (e(g[A]) > (n(H) + £/2) (’Z)) > 2.

Por (8.2), cada conjunto A como acima contém uma copia de H. Além disso, cada
copia de H ¢ contada em no maximo

n—v(H) <(2_m)v(7'l) n
m—v(H)) ~ \n m

subconjuntos A. Logo, ha no minimo

-1
efn 2m\ P (n € ( n )U(H)
2\m n m 2 \2m
copias de H em G. Como m depende apenas de H e ¢, o teorema esta provado. [

Para ver muitos resultados e conjecturas a respeito de problemas do tipo Turan
para hipergrafos, consulte os surveys de Keevash (2011) e Mubayi, Pikhurko e
Sudakov (2011).
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8.5 Teorema de Andrasfai, Exrdos e Sos

No Teorema 3.3.3, provamos que um grafo G sem tridangulos com n2/4 —¢ arestas
esta 7-proximo de ser bipartido. Assim, € natural considerar quais condi¢des po-
dem garantir que G ¢ de fato bipartido. Para tal questdo, e(G) ndo é o pardmetro
correto a se considerar, pois o grafo obtido adicionando-se uma cépia de C5 a um
grafo completo bipartido tem pouco mais que o numero extremal de arestas.

Como vimos em outros contextos, um outro parametro natural a se considerar
¢ o grau minimo de G. Pensando um pouco, considere o grafo G com conjunto de
vértices A1 U --- U A5 e conjunto de arestas

5
EG) = U {uv tu€Adj,ve Ai+1},
i=1

em que Ag := Aj. Esse grafo é chamado de um blow-up do Cs e, se cada A; tiver
tamanho n/5, entdo 6(G) = 2n/5. O grafo G ndo contém tridngulos e esta muito
longe de ser bipartido.

Surpreendentemente, o exemplo acima € extremal para tal problema: qualquer
grafo sem tridngulos com grau minimo maior que 2n/5 ¢é bipartido! O seguinte
teorema generaliza tal fato para cliques maiores.

Teorema 8.5.1 (Andrasfai, Erdés e So6s, 1974). Sejar = 2. Se G é um grafo

Ky 4+1-livre com n vértices e
3r—4
(G ,
©)> (3r - 1)”

entdo G é r-partido.

Para ver que a cota em §(G) dada pelo Teorema 8.5.1 é a melhor possivel,
considere o grafo obtido substituindo-se uma parte de um grafo (r — 1)-partido
completo por um blow-up apropriado do Cs (ver Exercicio 8.9.3).

Antes de mergulharmos nos detalhes, vamos descrever a prova no caso r =
2. Seja G um grafo maximal sem tridangulos com 6(G) > 2n/5, e suponha que
existe uma tripla {x,y,z} C V(G) com xy € E(G) e xz,yz ¢ E(G). Pela
maximalidade de G, existem vértices u, v € V(G) tais que u € Ng(x) N Ng(2)
ev € Ng(y) N Ng(z). Ademais, como G nao contém tridngulos, u # v. Defina
A ={x,y,z,u,v}enote que Cs C G[A].

Pela condigdo de grau minimo, existem estritamente mais de 2(n — 5) arestas
entre Ae B := V(G) \ A e, portanto, existe um vértice w com pelo menos trés



168 8. Teoria Extremal dos Grafos

vizinhos em A. Mas A ndo contém um conjunto independente de tamanho 3 e,
assim, G contém um tridngulo.

Tal contradi¢do implica que ndo ha um conjunto {x, y,z} como postulado.
Logo, uma aplicacao do seguinte lema conclui a demonstragao.

Lema 8.5.2. Um grafo G ¢é k-partido completo para algum k € N se e somente
se ndo ha tripla x, y,z € V(G) tal que eg({x, y,z}) = 1.

Com efeito, se G ¢ um grafo k-partido completo e também é livre de tridangulos,
entdo G ¢ bipartido como desejado. O Lema 8.5.2 também sera usado na prova
do caso geral, entdo comegaremos provando-o.

Demonstragdo do Lema 8.5.2. Primeiramente, suponha que G ¢é k-partido com-
pleto, e sejam x, y,z € V(G) tais que xz, yz ¢ E(G). Isso implica que x, y, e z
estdo na mesma da parti¢do e, entdo, xy ¢ E(G).

Seja (Aq,..., Ax) uma k-particdo de G com k minimo, e suponha que ha
i # j tais que G[A;, A ] ndo é bipartido completo. Como k é minimo, G[A4;, 4]
contém pelo menos uma aresta e, portanto, existem vértices x € A; e y,z € Aj,
ou vice-versa, taisque xy € E(G) e xz € E(G). Como yz &€ E(G), decorre que
eg({x,y,z}) = 1, como desejado. O

Estamos prontos para provar o Teorema 8.5.1; iremos apresentar uma prova
descoberta por Brandt (2003). A prova ¢ similar a descrita acima, mas ao invés
de A conter um ciclo de comprimento 5, dois vértices ndo adjacentes de Cs serdo
substituidos por cliques (possivelmente intersectantes) de tamanho r — 1. O limi-
tante desejado sera deduzido por meio de uma contagem dupla das arestas entre A
e B.

Demonstragdo do Teorema 8.5.1. Podemos supor, sem perda de generalidade, que
G ¢ maximal para a propriedade de ndo conter K, ;. Com efeito, adicionar uma
aresta ndo diminui o grau minimo nem o nimero cromatico. Como G ¢é K 1-livre,
se G ¢ k-partido completo, entdo k < r, como gostariamos. Assim, podemos su-
por que G ndo ¢ multipartido completo.

Pelo Lema 8.5.2, existe uma tripla x, y,z € V(G) com

vz € E(G) e xy,xz & E(G).

Pela maximalidade de G, o grafo G +uv contém uma copia de K, 4 1. Isso implica
que existe uma (r — 1)-clique Q1 € Ng(x) N Ng(y). Analogamente, existe uma
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(r — 1)-clique Q> € Ng(x) N Ng(z). Escolhemos x, y,z, @1, Q2 como acima
e de modo a maximalizar a cardinalidade de Q0 = Q1 N Q5.
Sejad={x,y,z}UQ1UQre B=V(G)\ A, eobserve que

> dg() = 8(G)- A (8.3)

ueA

eque |A| = 2r + 1 —|Q|. Defina
X={veB:QC<Ngv)}

o conjunto de vértices adjacentes a todos os vértices de Q. Iremos provar que

> do) < (|4 =1)-n—2|X| (8.4)

ucA

Para provar (8.4), iremos contar extremidades de arestas em A. Observe primeiro
que
INg(v) N Al < |A] -1 (8.5)

paratodo v € V(G), pois K C G[A] e G é K,4-livre. Afirmamos que
INg(v) N A| < |A] -3 (8.6)

para todo v € X. Para ver isso, suponha primeiro que xv € E(G). Entdo, para
cadai € {1,2}, existe u; € Q; tal que u;v & E(G) pois G € K, y1-livre. Além
disso, u; # us, pois @ < Ng(v). Ainda mais, ha pelo menos um outro ndo
vizinho de v em A, pois do contrario poderiamos ter escolhido as cliques (Q,- \
{u;}) U {v} parai € {1, 2}, contradizendo a maximalidade de | Q|.

Por outro lado, se xv € E(G), entdo v tem um ndo vizinho em Q1 U {y}
e um ndo vizinho (diferente) em Q, U {z}, visto que G é K,y1-livie e Q C
Ng(v). Logo, em ambos os casos, v tem pelo menos trés ndo vizinhos em A,
como afirmado.

Combinando (8.5) e (8.6), obtemos

Y odew)= Y [INc)NA|l< (Al —1)(n—|X])+ (14 —3)|X],

ucA veV(G)
provando (8.4). Juntamente com (8.3), concluimos que

n+2X| < (n—8(G))- Al



170 8. Teoria Extremal dos Grafos

limitando | X | superiormente. Para limitar | X | inferiormente, observe que

V(G \ X| < (n=8(6)-10l.

pois cada vértice de Q tem no maximo n — §(G) ndo vizinhos. Combinando os
limitantes inferiores e superiores em | X |, obtemos que

3n < (n—8(6))(14] +2121),

€ portanto

3
5G)=|1——— |n.
()>( M«+aQO”

Finalmente, lembre-se que |A| + |Q| = 2r + 1 e observe que |Q| < r — 2, pois
Q U{y,z} ¢ uma clique em G. Assim,

3 3r—4

como desejado. O

8.6 Limiares cromaticos

O Teorema de Andrasfai, Erdds e S6s (Teorema 8.5.1) responde o caso H = K e
k = r da seguinte pergunta mais geral, que foi primeiro respondida por Andrasfai
(no caso H = K, ) e primeiramente estudada no caso em que H ¢ geral por Erdds
e Simonovits (1973).

Questiio 8.6.1. Dados um grafo H en, k € N, qual o maior grau minimo possivel
para um grafo H -livre com n vértices e numero cromatico pelo menos k?

Em particular, Erdds e Simonovits perguntaram se existem grafos Cs-livres
com grau minimo pelo menos cn e nimero cromatico arbitrariamente grande. Tal
problema foi resolvido por Thomassen (2007), que provou o seguinte teorema.

Teorema 8.6.2. Seja G um grafo Cs-livre com n vértices. Se §(G) = cn, entdo
x(G) <6/c.

Lembre-se do Capitulo 3 que P denota o caminho com k arestas. Na prova
do Teorema 8.6.2, precisaremos do seguinte lema.
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Lema 8.6.3. Se G ¢ um grafo P3-livre, entdo x(G) < 3.

Demonstragdo. Lembre-se que ex(n, P3) < n pelo Teorema 3.2.7. Assim, qual-
quer grafo P3-livre tém grau minimo no maximo 2. Podemos, portanto, escolher
uma ordem (vq, ..., v,) dos vértices de G tal que

!Ng(vi) N {vl,...,vi_l}} <2

para todo i € [n]. Usando essa ordem, podemos colorir G gulosamente com trés
cores, como desejado. O

Demonstragdo do Teorema 8.6.2. Escolhaum conjunto independente maximal A C
V(G) tal que as vizinhangas dos vértices de A sdo disjuntas duas a duas. Para cada
u € A, defina X(u) = {u} U Ng(u),

Y(u) = {v e V(G)\ X(u) : Ng(u) N Ng(v) # Q)}

Z(u) = X(u)UY(u).

Observe que |A| < 1/c, pois 8(G) = cn, e que todo vértice v € V(G) estd em
Z(u) para algum u € A, pela maximalidade de A

Iremos provar que x(G[Z (u)]) < 6 para todo u € A. Para tal, observe que
G[Ng(u)] é P3-livre, pois G ¢é Cs-livre e, portanto,

x(G[Ng)]) <3,
pelo Lema 8.6.3. Afirmamos que G[Y (1)] também é P3-livre e, portanto,
x(GIY(w)]) <3, (8.7)

novamente pelo Lema 8.6.3. Para ver isso, considere um caminho (vg, v1, v2, U3)
de comprimento 3 em Y (u) e observe que vg € v3 ndo tém vizinhos comuns em
Ng (1), pois G é Cs-livre. Como cada vértice de Y (1) tem um vizinho em Ng (u),
os vértices v;—1 ¢ v; tém vizinhos distintos x e y em Ng(u) para algum i €
{1,2,3}. Mas, entdo, (u, x,vi—1, v;, y,u) ¢ uma copia de C5 em G, um absurdo
que prova (8.7).

Portanto, podemos colorir G[Z(u)] com no maximo 6 cores para cada u € A.
Como |A| < 1/c e os conjuntos Z(u) cobrem V(G), obtemos que y(G) < 6/c,
como gostariamos. Ul
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Thomassen também provou um resultado similar para qualquer ciclo impar de
comprimento pelo menos 5. Quando H € um tridngulo, no entanto, Hajnal exibiu
uma construgdo que mostra que a afirmacao analoga ndo ¢ verdadeira.

Teorema 8.6.4. Para quaisquer k € N e ¢ > 0, existem n € N e um grafo grafo
G sem tridngulos com n veértices,

3(G) > (% — s)n e x(G) > k.

A construgdo de Hajnal motiva a seguinte definigao.

Definicdo 8.6.5. O limiar cromatico 6, (H ) de um grafo H ¢ o infimo sobre os
a € (0, 1) que satisfazem a seguinte propriedade. Existe C = C(«) tal que se G
¢ um grafo com n vértices, entao

3(G) > an = x(G) <C.
Assim, o teorema de Thomassen e a construgdo de Hajnal implicam que
3,(C5) =0 e 8x(K3) = 1/3.

Na verdade, Thomassen (2002) provou que 6,(K3) = 1/3, e Brandt e Thomassé
(2011) fortaleceram o resultado mostrando que x(G) < 4 para todo grafo sem
triangulos com 6(G) > n/3, o que é o melhor possivel. No caso geral, o limiar
cromatico de um grafo H foi determinado apenas em 2013, por Allen et al. (2013).

Teorema 8.6.6 (Allen, Bottcher, Griffiths, Kohayakawa, e Morris, 2013). Seja H
um grafo com y(H) = r = 3. Entdo

r—3 2r—5r-2

r—=2"2r=3"r—1\"

8, (H) €

O resultado de Allen, Béttcher, Griffiths, Kohayakawa e Morris caracteriza
cada um dos trés casos, mas, para enunciar tal caracterizag¢do, precisamos de defi-
ni¢des que, assim como sua prova, fogem ao objetivo deste livro.

8.7 Numeros extremais de ciclos pares

Provamos no Capitulo 3 que ex(n, C4) = O(n3/?). Tal limitante foi generalizado
por Bondy e Simonovits (1974) para ciclos pares arbitrarios.
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Teorema 8.7.1 (Bondy e Simonovits, 1974). Para todo k € N,
ex(n, Cap) = 0(n1+1/k).

Seguiremos a prova de Pikhurko (2012), que foi uma melhoria incremental
nas provas de Bondy e Simonovits (1974) e Verstraéte (2000).

Para provar o resultado, vamos precisar de dois lemas. O primeiro deles sera
provado no final da se¢do. Dizemos que uma r-coloragao € ndo trivial se toda cor
contém pelo menos um vértice.

Lema 8.7.2. Seja H um grafo obtido de um ciclo de comprimento £ = 4 adicionando-
se uma aresta e*. Seja y uma 2-colora¢do ndo trivial dos vértices de H. Se y
possui pelo menos uma aresta monocromadtica, entdo, para todo1 <t < U, existe
caminho de comprimento t em H que possui extremos com cores diferentes.

A prova do segundo lema, que enunciamos abaixo, ¢ semelhante a prova do
Teorema de Dirac (Teorema 2.6.1).

Lema 8.7.3. Todo grafo bipartido G de grau minimo § = 3 contém um ciclo de
comprimento pelo menos 26 com uma corda.

Demonstragdo. Considere um caminho maximal P = vy ...v; em G. Todos
os vizinhos de vy estdo em P por maximalidade. Podemos, portanto, escolher
2 <ip < <igtaisquev;; € N(vy)paratodo1 < j < §. Como G ¢
bipartido, v; ndo pode ser vizinho de dois vértices consecutivos de P e, portanto,
ij+1 =1i; +2paratodo ]l < j < 6. Assim, o ciclo viva...v;;v1 com a aresta
extra v1v;, tem tamanho ig > 2§, concluindo a prova. O

Com isso em mente, podemos passar a demonstracdo do teorema principal
dessa segao.

Demonstragdo do Teorema 8.7.1. Seja n suficientemente grande. Suponha, para
fins de contradigdo, que existe grafo G com n vértices sem C,; com mais de
2(k—1)n T1/k grestas. Pelo Lema2.2.12, existe subgrafo H de G de grau minimo
2(k —1)kn'/* . Daqui em diante, as notagdes e(-), d(-) e N(-) se referirdo ao grafo
H.

Seja x um vértice arbitrario de H, e seja V; o conjunto de vértices de H a
distancia i de x. Observe quese vw € E(H)comv € V;ew € Vj,entdo|i—j| <
1. Iremos construir, em passos, uma arvore geradora enraizada 7" de H por meio
de um procedimento conhecido como busca em largura. No passo 0, a arvore T’
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contém apenas o vértice x, que serd a raiz. No i-€simo passo, iremos adicionar
os vértices de V; do seguinte modo: para cada vértice de v € V;, escolhemos um
vértice w € V;—1 N Ny (v) e adicionamos o vértice v e a aresta vw a 7.

Afirmativa 8.7.4. Paratodo 1 <i <k — 1, os grafos H[V;] e H[V;, Vi4+1] ndo
contém um ciclo bipartido de comprimento pelo menos 2k com corda.

Demonstragdo. Suponha que o grafo H [V;] tem um ciclo F de comprimento pelo
menos 2k com corda e biparticdo (Y, Z). Iremos construir um C,j com o auxilio
da arvore T'. Para isso, seja y € V; com j maximo tal que todo vértice de Y
¢ descendente de y na arvore T. Observe que j < i. Por maximalidade, existe
y1 € Vj41 filho de y tal que o subconjunto Y; C Y de descendentes de y satisfaz
Y1 # @ # Y \ Y1. Observe que se encontrarmos um caminho P em H [V;] de
comprimento 2k — 2(i — j) ligandouma € Yy aumb € Y \ Yy, entdoirde y a
aem T, seguir por P eirde b a y em T nos da um ciclo de tamanho 2k em H.

Para achar tal caminho P, considere a colorag¢do de F dada ao colorirmos todos
os vértices de Y7 de azul e os vértices de Z U (Y \ Y1) de vermelho. Qualquer
aresta com uma extremidade em Y \ Y; é monocromatica. Pelo Lema 8.7.2, existe
caminho P de comprimento 2k — 2(i — j) com uma extremidade azul e a outra
vermelha. Como o caminho tem comprimento par e tem a extremidade azul em Y,
a extremidade vermelha também estd em Y e, portanto, em Y \ Y. Isso conclui a
prova para o grafo H [V;].

O caso H[V;, Vi4+1] é inteiramente analogo se estipularmos que a bipartigdo
do ciclo F satisfaz Y = V(F) N V;, pois os trés caminhos usados para formar o
ciclo ainda sdo arestas-disjuntos. O

Afirmamos que
e(Vi) <2(k = DIVil. (8.8)

De fato, para provar tal desigualdade, observe que pela Proposicdo 2.3.4, H[V;]
tem um subgrafo bipartido gerador com grau médio pelo menos e(V;)/|V;|. Pelo
Lema 2.2.12, podemos passar a um subgrafo de grau minimo § = e(V;)/2|V;].
Combinando o Lema 8.7.3 com a Afirmativa 8.7.4, tem-se que § < k—1, provando
a desigualdade. Um argumento analogo aplicado ao grafo bipartido H [V, Vi +1]
mostra que

e(Vi,Vigr) < (k = D)(|Vi| + [Viga]). (8.9)

Fagamos uma pausa para esbogar o argumento intuitivamente. Todo vértice
de H tem grau pelo menos 2(k — 1)n!/*. Para onde vio as arestas dos vértices
de V1? Uma fragdo infima vai para Vg, pois |Vo| = 1 e |V1| = §(H). Por (8.8), a
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fragdo que vai para o proprio V1 é mintiscula. Logo, as arestas vao primariamente
para V5, e, portanto, o grau médio dos vértices de V73 em H|[V1, V>] € alto. Por
(8.9), o maior dos lados de H[Vy, V5] tem grau médio no maximo 2(k — 1), o que
forca V; a ser muito maior que V;. Iterando e fazendo as contas mais precisamente,
obtemos a afirmativa abaixo.

Afirmativa 8.7.5. Para 0 <i <k — 1, vale que |Vi+1|/|Vi| = @+ o(1))n'/* e
e(Vi.Vit1) < 2(k = D|Vital.

Demonstragdo. A prova sera por induc¢do em i. O resultado ¢ trivial parai = 0,
pois |[Vo| = 1 ee(Vp, V1) = |Vi| = 8(H). Sejai = 1. Lembre-se que, por
construcdo dos V;, vale que N(y) C Vi—1 UV; U V4 paray € V;. Assim, temos

i vien = (2 dun) = “52 = eWioa, W) = () - 36k = D)1V

2
yevi

em que a segunda desigualdade usa (8.8) e a hipétese de indugdo. Combinando
com (8.9) e dividindo por (kK — 1)|V;|, temos que

[Viga| _ 8(H) 1/k
>———-4=(2 1 ,
Vil S k=1 2+o(M)n

provando uma das desigualdades desejadas. Em particular, |V;| < |Vi41] e, por-
tanto, a outra desigualdade desejada segue de (8.9). O

Pela Afirmativa 8.7.5, podemos concluir que |Vi| = (2 + o(1))n > n, um
absurdo que conclui a prova do teorema. O

Resta provar o Lema 8.7.2.

Demonstragdo do Lema 8.7.2. Seja C o ciclo tal que H = C + e*, e suponha,
sem perda de generalidade, que o conjunto dos vérticesde C é{1, ..., £} (naordem
ciclica em que aparecem em C) e e* = {1,r} com r < £/2. Quando necessario,
as operagoes nos vértices de C sdo feitas modulo £.

Seja X o conjunto dos inteiros positivos ¢ < £ para os quais ndo existe caminho
de comprimento ¢ em C com extremos de cores diferentes. Se X = @, entdo o
resultado segue. Suponha, entdo, que X # 0. Observe que, pela defini¢do de X,
temos que ¢t € X se e somente se y € t-periddica (isto é, y(i) = y(i + t) para
todo 1 <i < ). Seja s o menor inteiro de X . Vale a seguinte afirmativa.
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Afirmativa 8.7.6. X ¢ exatamente o conjunto dos multiplos de s entre 1 e £ — 1.
Além disso, £ é multiplo de s.

Demonstragdo. Todos os multiplos de s estdo em X, pois uma fungéo s-periodica
¢ (is)-periddica para todo i = 1. Suponha agora que ¢ € X ndo seja um multiplo
de s. Entdo, considerando a divisdo com resto, temost = sq +r,com 1 < r < s.
Como ¢ € X, para todo i temos

x@) =@ +1t)= (@ +t—sq) = (@ +r).

Isso implica que y é r-periddica. Logo, r € X, uma contradigdo a minimalidade
de s. Analogamente, como y é £-periodica, se £ ndo fosse multiplo de s poderia-
mos encontrar r < s tal que y € r-periodica. O

Resta entdo mostrar que também conseguimos encontrar (usando a a aresta e™)
caminhos de comprimentos multiplos de s com extremos de cores diferentes. Se-
jam L = (1,2,...,r)eR=(1,£,({—1),...,r) dois caminhos correspondentes
aos arcos do ciclo delimitados pela aresta e*. A prova € dividida em dois casos,
dependendo de r.

Casol.r < s+ 1. Fixei = 1. Comor > 2,temos que [ = r 4+ is — 2 ndo
¢ multiplo de 5. Logo, [ ¢ X e, portanto, existe caminho P = a;...a;4q, com

ar <az < ... <ajyp. Como y é s-periddica, podemos “rotacionar” P dando
passos de comprimento s. Entdo hd uma rotagdo P’ de P que termina em algum
vértice do conjunto {r,...,r +s — 1}. Como P’ tem comprimento r + is — 2,

P’ contém todos os vértices em L. Substituindo as arestas em L pela aresta e*,
obtemos um caminho de comprimento (r +is —2) — (r — 1) + 1 = is, com os
mesmos extremos que P’.

Caso 2. r = s + 2. Considere o passeio T = LRLR..., que percorre L, usa
e*, depois percorre R, usa e* novamente, percorre L novamente, € assim por
diante, como na Figura 8.1. Seja v; o i-ésimo vértice do passeio 7. Note que
Vi = Vj4+¢+2 paratodoi. Como tanto L quanto R t€ém comprimento maior que s,
para todo i = 1, os vértices do caminho P; = v; ... v;4+5 sdo todos distintos e P;
percorre e¢* no maximo uma vez. Nesse caso, vale a seguinte afirmativa.

Afirmativa 8.7.7. Existei > 0 tal que y(v;i) # x(Vi4s)-

Demonstragdo. Suponha falso. Como v; = v; 1 (¢42) paratodo i = 1, temos que
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Figura 8.1: O passeio 7" do caso 2 (pontilhado).

para todo i > 2 vale’

x (i) = xig/s)s) = xWire) = xWi—24@+2)) = x(Vi—2).

Isso nos diz que os vértices de indice par t€m a mesma cor, assim como os vérti-
ces de indice impar. Como y ¢é ndo trivial, temos y(vi) # x(v2). Isso implica
que nenhuma aresta de 7" ¢ monocromatica e, portanto, nenhuma aresta de H ¢
monocromatica, uma contradi¢ao. O

Sejaentdo i > 0 tal que y(vi) # x(vits). Pela definigdo de s, P; usa a aresta
e* (exatamente uma vez). Entdo podemos supor, sem perda de generalidade, que
v; € Revjys € L. Agora podemos estender P; adicionando, em cada passo, e
enquanto for possivel, um caminho com s arestas de H ao fim ou s arestas de H
ao inicio. Como y € s-periodica, em cada passo, obtemos um caminho cujos extre-
mos possuem cores diferentes. Desta forma, obtemos caminhos de comprimentos
s,2s,..., ks, para algum k. Como £ é multiplo de s, podemos escrever £ = s{’.
Gostariamos de encontrar caminhos de comprimento até £ — s, em outras palavras,
queremos provar que k = £’ — 1. De fato, o instante em que ndo podemos mais
estender € precisamente quando restam no maximo s arestas em R € no maximo s
arestas em L. Isso implicaque ks = £+ 1—-2s =sl' —2s + 1 =s({' —2) + 1.
Logo, k > ¢ — 2, ouseja, k = £’ — 1, como gostariamos de demonstrar. d

2A ideia intuitiva ¢ a seguinte: se usdssemos s6 as arestas do ciclo, dar £/s passos de tamanho
s nos levaria de volta ao vértice inicial. O passeio T usa a aresta ™ duas vezes para “alongar” tal
percurso em duas unidades, de modo que dar £/s passos de tamanho s a partir do vértice v; chega
apenas ao vértice v;_j.
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8.8 Construgoes de grafos sem C,

Para concluir o capitulo, detalhamos uma construcéo que, juntamente com o Teo-
rema 3.2.1, determina ex(n, C4) a menos de um fator multiplicativo.

Para tal, usaremos o postulado de Bertrand, que diz que para todo n = 2 existe
um primo p comn < p < 2n. Tal postulado foi demonstrado pela primeira
vez por Chebyshev em 1852. Uma demonstragdo particularmente simples e bela
desse fato foi dada por Erdds, que mostrou que o coeficiente binomial (Znn) sempre
contém um primo entre n € 2n em sua fatoracao.

Teorema 8.8.1. Para todon € N,

n3/2
ex(n,Cq) = ——.
(n, Cs) D
Demonstragdo. Seja p um primo com /n < p < 2./n, e seja G o grafo com
conjunto de vértices

V(G) = {(a,b) €ZpxLp: (ab)# (0,0)},
em que Z , denota o conjunto dos inteiros modulo p, e conjunto de arestas

EG) = {{(a,b), (x,y)} ax+by=1 (mod p)e(a,b) # (x,y)}.

Observe que, para cada (a,b) € V(G), existem exatamente p solugdes (x, y) €
V(G) daequagdoax +by =1 (mod p). De fato, suponha (sem perda de genera-
lidade) que a € ndo nulo. Entdo, para qualquer y € Zp, existe um unico x € Z,
que resolve a equagdo, e x e y ndo podem ser simultanecamente nulos. Com isso,
podemos afirmar que
(P2-D(p-1)

> .

Com efeito, removendo a solugdo (x, y) = (a, b) se necessario, deduzimos que G
tem grau minimo pelo menos p — 1. Como v(G) = p? — 1, o limitante afirmado
segue do lema dos apertos de mao.

Afirmamos que G é C4-livre. O primeiro passo ¢ mostrar que se dois vértices
(a,b) e (a’,b") tém um vizinho comum em G, entdo ab’ # a’b (mod p). Para
ver isso, sejam (a, b) e (a’, b’) e (x, y) um vizinho comum a ambos. Por defini¢do,

e(G) =

ax +by =1 (mod p) e ax+b'y=1 (mod p).
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Assim, se ab’ = a’b (mod p), entdo
b —b=>b'(ax +by)—b(@x+b'y)=0 (mod p)

e, portanto, b = b’. Analogamente, deduz-se que a = a’.
Agora, suponha que existem (x, y) e (x’, y’) vizinhos comuns a (a, b) e (a’, b’),
comab’ # a’b (mod p). Entdo

a(x—x")+b(y—y) =0 (mod p) e a'(x—x")+b'(y—y') =0 (mod p)

e, portanto, multiplicando a primeira equagdo por b’, a segunda por b e subtraindo
uma da outra, obtemos

(ab’ —ba")(x —x') =0 (mod p).

Como ab’ # a’b (mod p), concluimos que x = x’, e similarmente mostra-se
que y = y’. Logo, cada par de vértices tem no maximo um vizinho em comum,
provando que G € C4-livre, como afirmado.

Para concluir a prova, lembre que v(G) = p?> —len < p>—1 < 4n, e
escolha um subconjunto de V(G) aleatorio de tamanho 7. O numero esperado de
arestas de G contidas nesse subconjunto ¢ pelo menos

e(G) _ (PP-D(p-1 _ n*?

16 ~ 32 -3

Assim, existe um conjunto A € V(G) de tamanho n tal que H = G[A] satisfaz
e(H) = n3/2/32. Como H C G, o grafo H é C4-livre, como desejado. O

A prova acima ¢ baseada no fato geométrico de que duas retas se intersectam
em no maximo um ponto. Com uma analise mais cuidadosa da mesma construgao
(usando o Teorema dos Numeros Primos), a constante 32 no Teorema 8.8.1 pode
ser melhorada para 2 4 o(1), que é o melhor valor possivel.

8.9 Exercicios
Exercicio 8.9.1. Dada uma familia finita F de grafos, defina

ex(n, F) =max{e(G) :v(G) =ne F ¢ G paratodo F € F}.

Calcule o limite de ex(n, F)/n? quando n — oo.
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Exercicio 8.9.2. Prove que para todo ¢ > 0 existe ¢ > 0 tal que o seguinte vale
para todo n € N suficientemente grande. Todo grafo G com §(G) > (1/2 4 &)n
contém uma copia de K3(¢) parat = c logn.

Exercicio 8.9.3. Mostre que o Teorema de Andrasfai, Erd6s e So6s ¢ 6timo no
seguinte sentido: Existe um grafo K, 4 1-livre com grau minimo exatamente (3r —
4)n/(3r — 1) que ndo é r-partido.

Exercicio 8.9.4. Construa um grafo H com y(H) = 3 e um grafo G com n
vértices que ¢ H -livre e satisfaz

5(G) = % —o(n) e «(G) = o(n).

Exercicio 8.9.5. Lembre do Capitulo 7 que para todos n,k € N tais que n = 2k,
o grafo de Kneser, que tem conjunto de vértices ([Z]) e conjunto de arestas

(ST:SNT =@},

tem nimero cromatico n — 2k + 2. Use esse fato para construir uma sequéncia de
grafos com

5(G) > %— on) e  1(G)— 0.

[Dica: conecte um (pequeno) grafo de Kneser apropriado a um grafo completo
bipartido grande.]

Exercicio 8.9.6. Seja Q3 o cubo, isto ¢, o grafo com conjunto de vértices {0, 1}3
em que dois vértices estdo ligados por uma aresta se diferem em exatamente uma
coordenada. Mostre que existem constantes C > ¢ > 0 tais que

en®/? <ex(n, Q3) < Cn®/®
para todo n € N suficientemente grande.

Exercicio 8.9.7. Dado um hipergrafo 3-uniforme H e t € N, defina o blow-up
H(¢) de H como o hipergrafo 3-uniforme obtido substituindo cada vértice de H
por um conjunto de tamanho ¢, ¢ cada aresta de H por um hipergrafo completo
tripartido nos conjuntos correspondentes.

(a) Usando os Teoremas 8.4.1 e 8.3.2, mostre que

a(H(@)) = n(H).



8.9. Exercicios 181

(b) Deduza o Teorema de Erdés e Stone.

Exercicio 8.9.8. Usando indugdo em r e um argumento similar ao da prova do
Teorema 3.3.3, prove o Teorema 8.3.4.

[Dica: Escreva X = {(u,v) : uv € E(G)}. Ao invés de contar triplas (u, v, w)
com (#,v) € X evw € E(G) como no Teorema 3.3.3, considere, para (1, v) € X,

Su,v) = {u} x {v} x N(v) x Nu) 2.
e use a desigualdade de Holder
“ z 1/p /o 1/q
Z|xiyz'|$(2|xi|p) <Z|J’i|q) ,
i=1 i=1 i=1

validapara p,g = ltaisque l/p+1/qg = l,comp =r—2eq = (r—2)/(r—3)
para mostrar que

oISl Y dw ]

(u,v)eX (u,v)ex



Neste capitulo, vamos considerar alguns problemas mais avangados em Teoria de
Ramsey. Em particular, vamos melhorar alguns dos limitantes para nimeros de
Ramsey (de grafos e hipergrafos) que provamos no Capitulo 4, e usar o Método
Probabilistico, apresentado no Capitulo 5, para provar alguns outros resultados em
Teoria de Ramsey para grafos. Primeiramente, entretanto, vamos discutir alguns
resultados fundamentais em uma area intimamente relacionada, Teoria de Ramsey
aditiva.

9.1 Teoria de Ramsey Aditiva

Teoria de Ramsey aditiva é o estudo de estruturas aditivas que podem ser encon-
tradas em r-coloragdes

x:N—=>{1,...,r}

dos inteiros positivos. Talvez o enunciado mais simples deste tipo ¢ o Teorema de
Schur, que ja encontramos nos exercicios do Capitulo 4.

Teorema 9.1.1 (Schur, 1916). Toda r-coloragdo dos inteiros positivos contém
uma solugdo monocromatica da equagdo x + y = z.
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Demonstragdo. O teorema € quase uma aplica¢do imediata do Teorema de Ram-
sey (4.0.2). Dada uma r-coloracdo y: N — {1,...,r} dos inteiros positivos,

definimos uma r-coloragao
N
: 1,...,
; (2) ~{l....r}

dos pares de inteiros positivos tomando

E(xy) == x(Ix —yl)

para cada x, y € N. Pelo Teorema de Ramsey, existe uma clique monocromatica
infinita A na coloragdo &. Sejaa,b,c € A,coma < b < ¢, ¢ observe que

§(ab) =§(bc) =&lac)y = yb—a)=x(c=b)=y(c—a).

Tomandox = b—a,y =c—bez =c—a,vemos que x + y = z, coOmo
desejado. O

Schur chegou a esse problema enquanto trabalhava no tltimo Teorema de Fer-
mat: ele usou o resultado acima para mostrar que a equacao

xi’l + yn — Zi’l

tem uma solugdo ndo trivial modulo p para todo primo p suficientemente grande.
Na verdade, o Teorema de Schur ndo foi o primeiro resultado em Teoria de

Ramsey aditiva: um exemplo ainda mais antigo é o Teorema do Cubo de Hilbert.

Um cubo de Hilbert de dimensdo k& é um conjunto da forma

{a-i—Zdi:SC{l,...,k}}

ieS
para algum a € N e conjunto D = {d, ..., d}} de k inteiros positivos distintos.
Teorema 9.1.2 (Teorema do Cubo de Hilbert, 1892). Toda r-coloragdo dos intei-

ros positivos contém cubos de Hilbert monocromaticos de dimensdo arbitraria-
mente grande.

Demonstragdo. Na verdade, nés vamos provar por indu¢do em k que existe um
namero H, (k) tal que qualquer r-colora¢do do conjunto {1, ..., H,(k)} contém
um cubo de Hilbert monocromatico de dimensdo k. E facil ver que H,(1) =
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r + 1. Entdo seja k = 2 e assuma que H,(k — 1) existe, e tome n = H,(k — 1).
Afirmamos que
Hy(k) < n(r" 4 1).

Para provar isso, particione o conjunto {1,...,N},em que N = n(r" 4+ 1), em
r 4+ 1 intervalos de comprimento n. Pelo Principio da Casa dos Pombos, para
qualquer r-coloragdo de [N ], existem dois desses intervalos que sdo coloridos iden-
ticamente'. Como n = H,(k — 1), esses intervalos possuem cubos de Hilbert
monocromaticos idénticos de dimensdo k — 1. Sejam esses cubos de Hilbert C
e C' = C + dy (i.e., C deslocado por uma distincia de dj), segue que a unido
C U C’ é um cubo de Hilbert monocromatico de dimenséo k, como desejado. [J

Hilbert usou este resultado para provar seu famoso Teorema de Irredutibili-
dade (veja, por exemplo, (Villarino, Gasarch e Regan 2018)), que tem intimeras
aplicacdes em Algebra e Teoria dos Numeros. Por exemplo, Hilbert o usou para
provar que existem infinitos polindmios em Z[ X | de grau n cujos grupos de Galois
formam o grupo simétrico Sj,.

Voltando ao Teorema de Schur, é natural nos perguntarmos que outras equa-
¢oes (ou familias de equagdes) tém solugdo monocromatica em toda r-coloragdo
de N. A equacdo de aparéncia inocente

X+y=2z

ja é (surpreendentemente) muito mais dificil, e (mais surpreendentemente ainda)
¢ a chave para o problema geral! O seguinte teorema foi provado por van der
Waerden (1927). No que segue, abreviamos progressao aritmética de comprimento
k por k-PA.

Teorema 9.1.3. Toda r-coloragdo dos inteiros positivos contém uma solug¢do mo-
nocromdtica da equacdo x + y = 2z.

Demonstragdo. A primeira observacdo é que solucdes de x + y = 2z sdo preci-
samente 3-PAs. Vamos mostrar que existe um nimero W(r, 3) tal que qualquer
r-coloragdo do conjunto {1, ..., W(r,3)} contém uma 3-PA monocromatica.

A ideia ¢ a grosso modo como segue: cada par monocromatico {a,a + d}
restringe a cor de a + 2d, uma vez que se a + 2d também tivesse a mesma cor,

IDizemos que dois intervalos sdo coloridos identicamente se a sequéncia em que as cores apare-
cem neles é a mesma. Note que ha exatamente r” possiveis formas diferentes de colorir um intervalo
de comprimento n. Para aplicar o passo indutivo, consideramos uma nova paleta de cores em que
cada cor corresponde a sequéncia de cores de comprimento 7.
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entdo {a,a + d,a + 2d } seria uma 3-PA monocromatica. Chame a + 2d de foco
do par {a,a + d}. Se pudermos encontrar r pares monocromaticos com o mesmo
foco e cores diferentes, entdo a coloracao estara encurralada, ¢ ndo tera escolha a
ndo ser nos dar uma 3-PA monocromatica.

Motivados por essa observagao, dizemos que s pares

{a19a1 + dl}’-~-’{aS’aS +dS}

s30 cor-focados se sao monocromaticos, cada par possui uma cor diferente, e todos
o0s pares tém o mesmo foco, isto &,

a1+2dy =ar+2dr =--- =ay + 2ds.

Fazemos a seguinte afirmativa.

Afirmativa 9.1.4. Paracadal < s < r, existen = n(s) tal que toda r-coloragdo
de [n] contém ou uma 3-PA monocromdtica, ou s pares cor-focados.

Prova da afirmativa. Vamos provar a afirmativa por indu¢ao em s. Pelo Principio
da Casa dos Pombos, podemos tomar n(1) = r + 1, uma vez que um unico par
cor-focado é simplesmente qualquer par de nimeros com a mesma cor. Sejas = 2,
e tome m = n(s — 1). Vamos mostrar que podemos tomar

n(s) = 2m(r2m + 1).

Para isso, particione [1(s)] em 2™ + 1 intervalos de comprimento 2, e observe
que, pelo Principio da Casa dos Pombos, existem dois intervalos I ¢ J que sdo
coloridos de forma idéntica. Pela defini¢do de m = n(s — 1), cada intervalo
contém (em sua primeira metade) uma 3-PA monocromatica (e nesse caso a prova
esta terminada) ou s — 1 pares cor-focados. No ultimo caso, como o comprimento
do intervalo é 2m, entdo o foco destes pares cor-focados também estd no mesmo
intervalo, e deve ter cor diferente de cada um dos pares, do contrario teriamos uma
3-PA.

Sejam {ay,a; +d1},...,{as—1,as—1 + ds—1} os s — 1 pares cor-focados em
I,comfoco f =ay; +2dy =---=as—1 +2ds—1 esuponhaque J = I + d.
Entao

{a1,a1 +dy +d}, ... {as,as + ds + d} e {f.f+d}

sdo s pares cor-focados (que possuem f + 2d como foco), como desejado. Isso
completa o passo indutivo, provando a afirmativa. O
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O teorema segue da afirmativa tomando s = r. De fato, existe n = n(r)
tal que toda r-coloragdo de [n] contém uma 3-PA monocromatica, ou r pares cor-
focados. No ultimo caso, qualquer que seja a cor do foco, obtemos uma 3-PA
monocromatica. O

A seguinte generalizagdo, que segue basicamente da mesma prova, é conhe-
cida como o Teorema de Van der Waerden.

Teorema 9.1.5 (Van der Waerden). Toda r-coloragdo dos inteiros positivos con-
tém progressoes aritméticas monocromdticas arbitrariamente longas.

Demonstragdo. Vamos provar que, paracadak, r € N, existe um ntiimero W (r, k)
com a seguinte propriedade: qualquer r-colora¢do do conjunto {1,..., W(r, k)}
contém k-PA monocromatica. Vamos provar isso por indu¢do em k. Pelo Princi-
pio da Casa dos Pombos, temos W(r,2) = r + 1, entdo tome k > 3 e assuma que
W(r,k — 1) existe para todo r € N.

Chame a + (k — 1)d de foco da progressio aritmética P = {a,a+d,...,a+
(k —2)d}. Dizemos que s tais (k — 1)-PAs

{al,al +d1,...,al +(k_2)d1},...,{as,as +ds,...,as +(k_2)ds}

s30 cor-focadas se sdo monocromaticas, cada (k — 1)-PA tem uma cor diferente,
e todas (kK — 1)-PAs tém o mesmo foco. Fazemos a seguinte afirmativa chave.

Afirmativa 9.1.6. Paracadal < s < r, existen = n(s) tal que toda r-coloragdo
de [n] contém uma k-PA monocromadtica, ou s progressoes aritméticas de compri-
mento (k — 1) cor-focadas.

Prova da afirmativa. Vamos provar a afirmativa por indu¢do em s. Pela hipotese
de indugdo (para k), podemos tomar n(1) = W(r,k — 1), uma vez que uma unica
(k — 1)-PA ¢ cor-focada se e somente se ela ¢ monocromatica. Seja s = 2, € tome
m = n(s — 1). Vamos mostrar que podemos tomar

n(s) =2m- W(rzm,k —1).

Para isso, particione {1,...,n(s)} em intervalos de comprimento 2m, e observe
que, pela definicdo de W(r?™, k — 1), existe uma (k — 1)-PA de intervalos

{I.1+d,....1 + (k—2)d}
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coloridos de forma idéntica. Além disso, pela definicdo de m = n(s — 1), cada
intervalo contém ou uma k-PA monocromatica (e nesse caso a prova esta termi-
nada), ou s — 1 progressdes aritméticas de comprimento (k — 1) cor-focadas, e o
foco, que deve ter uma cor diferente de cada uma das PAs.

Sejam

{al’al+dl’ .. 7a1+(k_2)d1}’ sy {aS—17aS—1+dS—11 o .. 7aS—1+(k_2)dS—1}’

as s — 1 progressoes aritméticas de comprimento (k — 1) cor-focadas em 7 e seja
f=a1+k—-1)d =---=as—1 + (k—1)ds—1 o foco delas. Entdo

{ai,ai +di+d,...,a; + (k—2)(d; +d)}

paracadal < i < s—1le{f,f +d,...,f + (k —2)d} sdo s progressdes
aritméticas de comprimento (k — 1) cor-focadas, como desejado. Isso completa o
passo indutivo, provando a afirmativa. O

O passo indutivo (para k) segue da afirmativa tomando s = r. De fato, existe
n = n(r) tal que toda r-coloragdo de [n] contém ou uma k-PA monocromatica, ou
r progressdes aritméticas de comprimento (kK — 1) cor-focadas. No tltimo caso,
qualquer que seja a cor do foco, ndés obtemos uma k-PA monocromatica. Segue
que W(r, k) existe, o que completa a prova do teorema. U

Apenas alguns anos depois da publicacdo do Teorema de Van der Waerden,
Rado (1933) caracterizou as colegdes de equagdes lineares que possuem solugdes
monocromaticas em qualquer colorag@o finita dos inteiros. Como o enunciado
completo € um pouco técnico, vamos enunciar apenas o caso especial desse teo-
rema para uma unica equacao. Dizemos que uma equacao E € particdo regular se
paratodor € N, toda r-coloracdo dos inteiros possui uma solugdo monocromatica
para E.

Teorema 9.1.7 (Rado, 1933). Sejacy,...,cn € Z \ {0}. A equagdo
c1x1+--+cenxpn =0

¢ partig¢do regular se, e somente se, existe um subconjunto ndo vazio dos c; cuja
soma é 0.

Por exemplo, a equagdo x +y = z € partigdo regular porque cp+c¢3 = 1—1 =
0, e aequagdo x + y = 2z ¢ parti¢do regular porque cy +cx+c3 = 1+1-2 = 0.
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A prova do Teorema de Van der Waerden acima da limitantes muito ruins para
W(r, k). Por exemplo, para 3-PAs ela da um limitante da forma

om

w(r,3) < r" ,

em que a torre tem altura r — 1. Mais geralmente, defina a hierarquia de Ackermann
tomando f1(x) = 2x,¢

for1(x) = £ = fulful. (D))

paratodon = 1. Entdo f>(x) = 2%, f3(x) é uma torre de 2s com altura x, e assim
por diante. A prova do Teorema de Van der Waerden acima da um limitante para
W(2, k) que cresce mais rapido do que f, para todo inteiro !

A razdo pela qual obtivemos limitantes tdo ruins é que a prova usa inducdo
dupla. Shelah (1988) melhorou bastante esse limitante, provando que

W(r k) < fa(r +k).

Ele fez isso apresentando uma nova prova, usando apenas uma indugao simples,
de um resultado de Hales e Jewett (1963), que ¢ uma generalizacdo do Teorema de
Van der Waerden. A prova desse resultado foge ao contexto deste livro e, portanto,
apresentamos apenas seu enunciado. Para isso, precisamos da seguinte definigao.

Defini¢i09.1.8. Uma reta combinatéria em [k]" € um conjunto L = (x® o x G
de tamanho k, com cada x¥) € [k]”, tal que, para cada coordenada j € [n],

(a) xﬁ-l) == x§k) ou (b) xg.i) =i paratodo i € [k].

Por exemplo, {(1, 2,1,1),(2,2,2,1),(3,2,3, 1)} ¢ uma reta combinatéria em
[3]%, e 0 nlimero de retas combinatoérias em [k]" é (k +1)" —k”. Podemos também
obter uma reta combinatoria tomando t € {1,...,k, *}" com pelo menos um *
(chamamos t de raiz), e

L = {t(l),...,r(k)}

em que (i) € [k]" ¢ obtido ao substituirmos cada * por i. O seguinte teorema foi
provado por Hales e Jewett (ibid.).

Teorema 9.1.9 (Hales—Jewett). Seja k,r € N. Se n é suficientemente grande,
entdo toda r-coloragdo de [k]" contém uma reta combinatoria monocromdtica.
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Uma melhora ainda maior (e similarmente grande) foi apresentada por Gowers,
que mostrou que W(r, k) é no maximo uma torre de altura limitada. Ele fez isso
apresentando uma nova prova do Teorema de Szemerédi, que € uma generalizagao
diferente do Teorema de Van der Waerden, resolvendo a seguinte questdo de Erdés
¢ Turan (1936).

Questio 9.1.10. Todo conjunto A C N de densidade superior positiva’ contém
uma k-PA?

Note que em qualquer r-coloragdao de N, pelo menos uma das classes de cor
possui densidade superior positiva, entdo uma resposta positiva para essa questao
realmente generalizaria o Teorema de Van der Waerden. O caso k = 3 foi resol-
vido por Roth (1952), usando analise de Fourier, mas a totalidade da conjectura
so foi provada por Szemerédi (1975a) (o caso particular k = 4 foi provado por
Szemerédi (1969)), usando teoria dos grafos.

Teorema 9.1.11 (Szemerédi (1975a)). Para todok € N e§ > 0, existen € N
tal que todo conjunto A C [n] de tamanho |A| = én contém uma progressdo
aritmética de comprimento k.

Vamos provar o caso k = 3 desse teorema no Capitulo 11.

9.2 Numeros de Ramsey para grafos
Lembre-se do Capitulo 4 que escrevemos
G — (Hi, H3)

se toda coloragdo das arestas de G nas cores vermelho e azul contém ou uma copia
vermelha de H; ou uma copia azul de H;, e definimos os nimeros de Ramsey
como

R(s,t) :=min{n € N : K, > (Ks. K;)}.

Nos Capitulos 4 e 5, provamos os seguintes limitantes para R(3, k).

k\/? k+1
< R(3B.k) < .
(logk) (3. k) ( 2

2[sso significa que existe § > 0 tal que |[AN{1,...,n}| = 8n para um namero infinito den € N.

Teorema 9.2.1.
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A prova do limitante superior foi um simples argumento de indugéo, enquanto
a coloragdo provando o limitante inferior foi obtida ao removermos um vértice de
cada tridangulo no grafo aleatério G(n, p). Dois anos apos provar esse limitante
inferior, Erd6s (1961) apresentou a seguinte melhora significativa.

Teorema 9.2.2 (Erdds (ibid.)). Existe constante ¢ > 0 tal que

ck?

R(3,k) = (ogk)2

A prova que vamos apresentar foi encontrada por Krivelevich (1995). A ideia

¢ remover (as arestas de) uma colecdo maximal de tridngulos arestas-disjuntos de

G(n, p), e limitar a probabilidade de, ao fazer isso, removermos muitas arestas

de um conjunto de tamanho k. Para isso, precisamos do seguinte lema, dado por
Erdds e Tetali (1990).

Lema 9.2.3. Seja A = {Al, ey Am} um conjunto de eventos em algum espaco
de probabilidade e, para cadat € N, denote por & o evento em que ocorrem
todos os eventos de algum conjunto de t eventos independentes em A. Entdo

P(&) < %(Z]P’(Ai)) :
T hi=1

Demonstragdo. Limitamos a probabilidade do evento & usando a cota da unido,
que nos da

1 1
PE) < > ]_[ (4:)) \t—(ZP(A))
(lla sl[)e[m]t i=1

como desejado. O

Também vamos precisar da seguinte consequéncia simples da desigualdade de
Chernofft.

Lema 9.2.4. Sejam n,k € N e p € (0,1). Se pk = 16logn, entdo com alta
probabilidade vale o seguinte: todo conjunto com k vértices de G(n, p) contém
pelo menos pk? /8 arestas.
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Demonstragdo. Note que se S € um conjunto com k vértices de G(n, p), entdo
o numero esperado de arestas de G(n, p) em S ¢ p(];) > pk?/4. Portanto, pela
desigualdade de Chernoff, o nimero esperado de k-conjuntos contendo menos do
que pk?/8 arestas ¢ no maximo

k k
(Z)e—pkz/m < (%e—pk/16) < (%) <1

quando n — oo, em que no segundo passo usamos a desigualdade pk = 16logn.
O

Estamos prontos para provar o limitante inferior de Erdds para R(3, k).

Demonstragdo do Teorema 9.2.2. Seja S um conjunto com k vértices de G(n, p),
paraalgumn € N e p € (0, 1) (que sera escolhido mais tarde) com pk = 16logn.
Pelo Lema 9.2.4, com alta probabilidade, todo conjunto com k vértices de G(n, p)
contém pelo menos pk?/8 arestas.

Nosso plano € remover (as arestas de) um conjunto maximal de tridngulos ares-
tas disjuntos; note que isso nos deixara com um grafo livre de tridngulos. Para de-
duzir o teorema, precisamos limitar a probabilidade de que ao fazer isso, remover-
mos pk? /8 arestas de algum k-conjunto. Vamos fazer isso usando o Lema 9.2.3.

Para ser preciso, seja 7 a familia de tridngulos em K, que intersecta S em
pelo menos dois vértices e, para cada T € T, defina A7 como o evento em que
T ¢é contido em G(n, p). Note que uma subcolecdo de eventos {A7 : T € T} ¢
independente se e somente se os tridngulos correspondentes sdo arestas-disjuntos.
Para cada t € N, denote por & o evento em que G(n, p) contém um conjunto
com ¢ tridngulos arestas-disjuntos em 7. Pelo Lema 9.2.3, temos

P(E,) < (Z P(Ar )) (p3k2n)f < (ep3tk2n)t < ot

TeT

set = e?p3k?n, em que o segundo passo segue, porque |7 | < k?n e P(A7) =
p3 paracada T € T; e o terceiro passo é simplesmente ¢! > (¢ /e)?, que segue da
formula de Stirling.

Agora, observe que se p = e 3n"V2 ek = e7/nlogn, entdo

k2
192—4 > e2p3k?n = klogn.
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Segue que se ¢ = e?p3k?n, entdo o niimero esperado de k-conjuntos S tais que
&; ocorre € no maximo

k k
n\ _; en _ioan e
el < | —e 8 =|-) K1
(k) ( k k
quando k — oo. Mas se & ndo ocorre para nenhum k-conjunto, entdo quando
removemos um conjunto maximal de tridngulos arestas-disjuntos de G(n, p), re-
movemos no méaximo 3¢ arestas de cada k-conjunto S. Como 3t < p2k/8, segue
que o grafo livre de tridngulos resultante G tem

ko2 k?
n = =
e’logn el6(log k)2
vértices e nenhum conjunto independente de tamanho k, como desejado. O

O proximo grande avanco foi a seguinte melhora do limitante superior de
Erdds—Szekeres, provado por Ajtai, Komlos e Szemerédi (1980).

Teorema 9.2.5 (Ajtai, Komlos e Szemerédi (ibid.)).

8k2
R(3.k) < —.
S logk

O passo principal na prova do Teorema 9.2.5 foi o seguinte teorema mais ge-
ral, sobre conjuntos independentes em grafos livres de triangulos. Para motivar o
enunciado, lembre-se do Capitulo 2 (Proposi¢ao 2.1.2) que todo grafo com grau
maximo d contém um conjunto independente de tamanho pelo menos n/(d + 1).
Além disso, esse limitante é justo: considere uma colecao de cliques disjuntos de
tamanho d + 1.

O Teorema de Ajtai, Komlds e Szemerédi diz que se o grafo ¢ livre de tridngu-
los, entdo podemos fazer melhor que isso por um fator de ordem log d.

Teorema 9.2.6. Se G é um grafo livre de triangulos com grau mdximo d, entdo

n

> logd.
a(G) 8d ogd

A prova abaixo foi encontrada por Shearer.
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Demonstragdo. Seja S um conjunto independente aleatério de G, escolhido uni-
formemente de todos os conjuntos independentes. Para cada vértice v € V(G),
vamos considerar a variavel aleatoria

Xy = |N@)NS|+d-1[v e S].

Seja U = V(G) \ ({v} U N(v)). A ideia da prova ¢ condicionar no conjunto
S N U, e dividir em dois casos, dependendo de quantos vértices de N(v) podem
ser adicionados a S N U sem criar uma aresta. Para ser preciso, vamos provar a
seguinte afirmativa chave.

Afirmativa 9.2.7. Para qualquer conjunto T C U, temos

logd
E[Xy|SNU=T]= i :
Prova da afirmativa. SejaY = {u € N() : e(u,T) = 0} o conjunto de ndo
vizinhos de 7', e note que S N N(v) C Y. Como G ¢ livre de tridngulos, segue
que N(v) é um conjunto independente, e, entdo,

1
P(sny=z[snu=T)= .
2I¥1 41
Para todo subconjunto nio vazio Z C Y, e além disso
1
Pves|snu=T)= .
2¥1 1
Segue que
_ 2Py d

E[X,|SNU=T]= T T
Para deduzir o limitante desejado, note primeiramente que se |Y | < (1+1logd)/2,
entdo o segundo termo € pelo menos Jd /2, que é mais do que o suficiente. Por
outro lado, se |Y| = (1+1logd)/2, entdo o primeiro termo € pelo menos (logd)/4,
como desejado. O

Como v € V(G) e T sdo arbitrarios, segue da Afirmativa 9.2.7 que

2 E[s]]z Y Ex.] = 108

4
veV(G)

Como existe um conjunto independente de tamanho pelo menos E[S], o teorema
segue. Ul
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Um limitante melhor para R(3, k) segue quase imediatamente.

Demonstragdo do Teorema 9.2.5. Seja y uma coloragdo de E(K,) com as cores
vermelho e azul, sem tridngulos vermelhos e sem k-cliques azuis, e seja G o grafo
vermelho. Observe que G tem grau maximo menor que k, porque a vizinhanga de
cada vértice ¢ um conjunto independente. Pelo Teorema 9.2.6, segue que

k>a(G) = %bgk,

e entdo n < 8k?/ logk, como desejado. O

Shearer também provou, usando um método diferente, que se G ¢ um grafo
livre de tridngulos com grau maximo d, entdo

a(G) = (1 + 0(1))glogd

quando d — o0, que implica no limitante superior no seguinte teorema. O limi-
tante inferior foi primeiramente provado a menos de um fator constante por Kim
(1995), e de forma justa por Fiz Pontiveros, Griffiths e Morris (2020) e Bohman e
Keevash (2021).

Teorema 9.2.8.

(1 +0(1))£ < RG.k) < (1 +o(1))ﬁ
4 logk T logk

quando k — oo.

Sobre os nimeros de Ramsey R(4, k) muito menos é conhecido: os melhores
limitantes conhecidos sao

k>/2 Ck3
< RM4K) < ——
(log ) (log k)

para algumas constantes C > ¢ > 0. Limitantes levemente mais fracos podem
ser provados usando os métodos acima (veja o Exercicio 9.4.5).
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9.3 Numeros de Ramsey para hipergrafos

Lembramos que um hipergrafo 3-uniforme H ¢ um estrutura composta por um
conjunto de vértices V(#H) e um conjunto E(#) de triplas de vértices, os quais
chamamos de arestas. Uma cligue de tamanho k em 7 é um conjunto de k vér-
tices contendo todas as (lg) possiveis arestas. Dizemos que H ¢ completo se toda

tripla de vértices de H ¢ uma aresta. Denotamos por K ,23) o hipergrafo 3-uniforme
completo com n vértices.

No Capitulo 4, provamos que o seguinte nimero de Ramsey para hipergrafos
existe (ver Teorema 4.4.3).

Defini¢cao 9.3.1. Para cada k,{ € N, defina
) 3 3
R(3)(k,€) = min {n eN: K,(l3) — (Klg ),Ké ))}

isto ¢, o menor n € N tal que toda coloragdo das arestas de K,S3) com as cores
vermelho e azul contém uma clique vermelha de tamanho k& ou uma clique azul de
tamanho £.

Nesta se¢do, vamos estudar esses numeros em mais detalhe. (Uma definicdo
similar pode ser feita para hipergrafos s-uniformes, mas, por simplicidade, nesta
se¢cdo vamos nos restringir ao caso s = 3.) Os limitantes que seguem das provas
originais de Ramsey (1930) e Erdds e Szekeres (1935) crescem de forma exponen-
cialmente rapida; por exemplo, no caso diagonal k = £ eles dao uma fungio do
tipo torre, cuja altura cresce linearmente em funcéo de k. Limitantes drasticamente
melhores foram obtidos por Erdés e Rado (1952).

Teorema 9.3.2 (Erd6s ¢ Rado (ibid.)). Para todos k, £ € N,
ROk, 1) < 2,

A prova ¢ similar (em esbogo) a prova de Erdés e Szekeres dada no Capitulo 4,
mas em vez de atribuir cores a vértices, vamos atribui-las a arestas (de um grafo).
Isso nos permite substituir @ (k) aplicagdes do Teorema de Ramsey com © (k?)
aplicacdes do Principio da Casa dos Pombos, e uma aplicagdo do Teorema de
Ramsey.

Demonstragdo do Teorema 9.3.2. Tomem = R(k—1,£—1), e seja y uma colora-
¢do dos 3-subconjuntos de {1, ..., n} nas cores vermelho e azul, em que n = 2(%).
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Vamos definir uma coloragdo auxiliar £ de £ (K}, ) nas cores vermelho e azul e, en-
td0, usar essa coloragdo para encontrar uma clique monocromatica em .

O primeiro passo ¢ escolher vértices vy, vy € Ay ;= {1,...,n} com v; # vs.
Pelo Principio da Casa dos Pombos, existe uma cor c; tal que o conjunto

Ax = <w € Ap \ {vr.va} 1 x({v1,v2,w}) = 61}

tem tamanho pelo menos (|41|—2)/2 = n/2—1. Tome £({1,2}) = c1, ¢ escolha
um vértice vz € As.

Novamente, usando o Principio da Casa dos Pombos, existem cores c; e c3 tal
que o conjunto

Az = {w € A2\ {3} : y({v1.v3,w}) = c2 e y({v2, vz, w}) = Cs}

tem tamanho pelomenos [(|A2|—1)/4] = n/8. Tome £({1,3}) = cxe£({2,3}) =
Cc3.

Repetindo o mesmo processo, obtemos uma sequéncia de vértices vy, . . ., Up+1
e conjuntos A1 D Az D --+ D Ay tais que vy, v2 € Ayq, Vi1 € Ay para cada
2<t<m,e

A = 27 (|4 = 1)] 2 270 =1
paracada3 <t <m,ecores E({i, j}) paracadal <i < j < m, tal que
x({visvj w) =6, j}) O.1)

para todo w € A ;. Em particular, isso vale para cada w € {Uj+1, ey vm+1} C
Aj.
Comom = R(k —1,£ — 1), a coloragdo £ contém uma clique vermelha de
tamanho k — 1 ou uma clique azul de tamanho £ — 1. O argumento ¢ 0 mesmo
nos dois casos, entdo assuma que 7' C {vy,..., vy} étalque {i : v; € T} é uma
clique vermelha com tamanho k — 1 em &. Segue, usando (9.1), que X({x, V. z})
¢ vermelho para toda tripla {x, y,z} C T U {vy+1}, e, portanto, que o conjunto
T U {vm+1} € uma clique vermelha com tamanho k em y, como desejado. O

Aplicando o Teorema 9.3.2 com £ = 4 e, usando o limitante de Erd6s e Sze-
keres (Teorema 9.2.1) para limitar R(3, k — 1), obtemos o seguinte corolario:

R(S)(4,k) < 2(R(3,£c—1)) < al
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Isso pode ser melhorado um pouco se usarmos o limitante de Ajtai, Komlos, e
Szemerédi (Teorema 9.2.5) no lugar do Teorema 9.2.1; entretanto, uma melhoria
bastante substancial foi obtida por Conlon, Fox e Sudakov (2010).

Teorema 9.3.3 (Conlon, Fox e Sudakov (ibid.)).
R® 4, k) < k2*°.

A ideia ¢ modificar a prova de Erdés e Rado descrita acima em duas formas:
mudando a regra que determina se tomamos o vizinho vermelho ou o vizinho azul
de um par {v;, v, }, e mudando o conjunto de arestas que sdo coloridas em §.

Para ser mais preciso, considere o seguinte “jogo de Ramsey online”. Em cada
passo, escolhemos uma aresta de K;,, € nosso adversario a colore com vermelho ou
azul. Nosso objetivo ¢ forcar a constru¢do de ou um K vermelho ou um K; azul.
Note que permitimos (crucialmente) que nossas escolhas dependam das escolhas
do nosso adversario, isto €, na coloragio atual.

Conlon, Fox e Sudakov provaram o seguinte lema sobre esse jogo.

Lema 9.3.4. No jogo de Ramsey online, podemos for¢ar a construgdo de um tri-
angulo vermelho um Ky azul com no mdximo k3 arestas coloridas, das quais no
mdximo k? sdo coloridas de vermelho.

Demonstracdo. A estratégia é bem simples: oferecemos (no méaximo) k? arestas
incidentes um vértice v, parando se tivermos k arestas vermelhas e, entdo, tra-
balhamos na vizinhanga vermelha ou na vizinhanga azul (dependendo de seus ta-
manhos). Se paramos com k arestas vermelhas, entdo podemos oferecer todas as
arestas dentro da vizinhanca vermelha de v, obtendo um tridngulo vermelho ou
um Kj azul.

Caso contrério, v tem pelo menos k2 —k + 1 vizinhos azuis, e podemos repetir
a estratégia dentro da vizinhanga azul (com k£ — 1 no lugar de k). Depois de k
iteragdes, vamos ter encontrado ou um tridngulo vermelho ou um K} azul, e vamos
ter colorido no maximo k3 arestas, das quais no maximo k? sio vermelhas. [

Podemos agora facilmente deduzir o limitante melhorado para R(3)(4, k).

Demonstragdo do Teorema 9.3.3. Executamos a prova de Erdés e Rado do Teo-
rema 9.3.2, mas escolhemos as arestas que vamos colorir (em £), usando o Lema 9.3 .4,
e escolhemos suas cores usando uma ponderacao enviesada.
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Para ser preciso, vamos descrever um passo Unico no processo. Suponha que

jé escolhemos (em passos anteriores) uma colegdo {vy, ..., v;} de vértices, um
conjunto A, e uma coloragdo parcial £ das arestas de K;, tal que

x({visvj wh) =&({i, j}) 9.2)
paratodos 1 <i < j <t taisqueij jafoicolorida, etodow € AU{vj41,..., ).

Escolhemos a proxima aresta v; v; para colorir usando a estratégia do Lema 9.3.4;
se a estratégia requer um novo vértice, entdo escolhemos v; 1 em A. Pelo Princi-
pio da Casa dos Pombos, existe uma cor ¢ tal que o conjunto

A = {w €A x(fvi,vj, w}) :c}

tem tamanho pelo menos (| 4| —1)/k se ¢ é vermelho e pelo menos (1—1/k)(|A|—
1) se ¢ é azul.

Agora, para completar o passo, simplesmente atualize nosso vértice adicio-
nando v; 41 (se necessario), substituindo A por A’, tomando £({i, j}) = ¢. Em
particular, note que (9.2) ainda vale para cada aresta colorida anteriormente por-
que A’ C A evsyq € A (se vy4q existe), valendo para a aresta recém-colorida i j
pela definigdo de A’.

Nos resta apenas calcular o nimero de vértices que precisamos para realizar
essa estratégia. Colorimos no maximo k3 arestas, das quais no maximo k2 fo-
ram coloridas com vermelho, e, entdo, no final do processo nosso conjunto A4 tera

tamanho pelo menos
k? K3
| 1 | =1
n-|— - = >
k k

sen = exp (2k? logk), como desejado. O

Como o leitor pode ter notado, a constante no expoente pode ser melhorada
com um célculo um pouco mais cuidadoso. O argumento também pode facilmente
ser generalizado a outros nimeros de Ramsey para hipergrafos fora da diagonal
(veja o Exercicio 9.4.7).

9.3.1 Limitantes inferiores para numeros de Ramsey para hipergra-
fos
Diferentemente do caso de grafos, colorir arestas independentemente ao acaso nos
da limitantes bastante ruins para nimeros de Ramsey para hipergrafos. Por exem-
. 3 ~ ;.
plo, para evitar um K ]g ) azul em uma coloragdo aleatdria, as arestas devem ser
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coloridas com vermelho, com probabilidade pelo menos p > 1/k?, uma vez que

precisamos que
T LR SR
—p)¥ a|--e < 1.
3 A k
Entretanto, se n = k8 e p > 1/k?2, entdo o nimero esperado de K f)s vermelhos

¢ pelo menos
4
(4)1? > F =n".

Portanto, ndo podemos esperar provar um limitante inferior super-polinomial para
R®) (4, k) usando essa construgdo. Porém, combinando aleatoriedade com um
passo deterministico adequado, Erdds e Hajnal (1972) mostraram que ¢ possivel
provar um limitante inferior exponencial para esses nimeros. Por exemplo, o se-
guinte limitante é uma consequéncia facil do limitante inferior de Erdés para R (k).

Teorema 9.3.5.
R® (6, k) = 2k/2

para todo k € N.

Demonstragio. Sejan = 2%/2 ¢ seja & uma coloragio de E(K,) com as cores
vermelho e azul e sem clique monocromatica de tamanho k. (Em outras palavras,
podemos tomar £ como uma coloragao aleatoria.) Agora, defina uma coloragéo y
das triplas em {1, ...,n} com as cores vermelho e azul, tomando )(({x, V, z}) =
azul se e somente se xyz ¢ um tridngulo monocromatico em £.

Naio existe clique monocromatica de tamanho k em x, uma vez que tal cli-
que iria corresponder a uma copia monocromatica de K em £. Também ndo ha
K é3) monocromatico vermelho em y, porque toda 2-coloragdo de K¢ contém um
triangulo monocromatico. O

Erdods e Hajnal usaram uma ideia similar para provar um limitante inferior para
RO (4, k).

Teorema 9.3.6.
R(3)(4, k) = 7 (k=1)/2

para todo k € N.
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Para isso usamos torneios. Um torneio é uma orientagdo de um grafo com-
pleto, isto €, cada aresta do grafo completo recebe exatamente uma dire¢do. For-
malmente, tratamos suas arestas como pares ordenados. Dizemos que um torneio

G ¢ transitivo se G ndo possui ciclos dirigidos.

Demonstragdo. Sejan < 2k=1)/2 "¢ considere um torneio com n vértices que
ndo contém nenhum torneio transitivo com k. Para mostrar que um tal torneio
existe, observe que o nimero esperado de subtorneios transitivos em um torneio

aleatério €
(Z) 127G < (n 2D/

umavezquen < 2~1/2 Agora, defina uma coloragio y das triplasem {1, ..., n}
com as cores vermelho e azul, tomando y ({x, v, z}) igual a vermelho se e somente
se xyz ¢ um tridngulo ciclico em &.

Nao ha clique monocromatica azul de tamanho k em y, uma vez que tal clique
corresponderia a um torneio transitivo de tamanho k em &, Além disso, ndo ha
K ‘(13) monocromatica vermelha em y, uma vez que toda orientagdo de K4 contém
um triangulo transitivo. O

Erdés e Hajnal conjecturaram que de fato R®)(4, k) cresce de forma super
exponencialmente rapida, mas isso permaneceu um problema em aberto por quase
quarenta anos, até que foi finalmente provado por Conlon, Fox e Sudakov (2010).

Teorema 9.3.7 (Conlon, Fox e Sudakov (ibid.)).
R4, k) = k*/°
para todo k € N suficientemente grande.

Demonstragdo. Tomer = R(3,k/4) — 1, e seja £ uma coloragdo de E(K,) com
as cores vermelho e azul e sem tridngulo vermelho, nem clique de tamanho k /4
azul. Sejan < k*/3, e seja o uma r-coloragdo aleatoria de E(K,). Agora defina

uma coloragdo y de E (K,Sz’)) com as cores vermelho e azul tomando

A({x.y.2}) = £(lo(xp). 0 (x2)})

seo(xy) #o(xz),emquex <y < z,etome )(({x, y.z}) = azul caso contrario.

Afirmamos primeiramente que ndo ha copias vermelhas de K 53) em y. Isso
segue porque se {x, y, z}, {x, y,w} e {x, z, w} sdo todas vermelhas em y, em que
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X <y <z<w,entdoo(xy),o(xz)eo(xw) sdo elementos distintos de [r], e
formam um tridngulo vermelho em &, o que contradiz nossa escolha de £.

Assim, observe que se 7' sdo os vértices de uma clique azul em y, entdo para
cada x € T, o conjunto

o(xy):x<yeT <]£,
4

uma vez que esses vértices formam uma clique azul em &, e no ha clique azul
de tamanho k/4 em £. Lembrando que a r-coloragdo o foi escolhida de forma
aleatdria, segue que o nimero esperado de k-cliques azuis em y é no maximo

(L) () <o) (5)7 < ) (4)

i=1
k k/a\ k
(@) <
r

como k — 00, em que a pentltima desigualdade segue porque r = R(3,k/4) —
1 > k27°M guando k — oo, pelo Teorema 9.2.2; ¢ a desigualdade final vale
porque n < kk/5. Segue que existe uma escolha de o tal que y ndo possui k-
cliques monocromaticas azuis, como desejado. O

9.3.2 Numeros de Ramsey diagonais para hipergrafos

Para terminarmos este capitulo, vamos discutir brevemente o principal problema
em aberto em Teoria de Ramsey: determinar a taxa de crescimento de R® (k) =
R® (k. k). Os melhores limitantes sio dados pelo seguinte teorema de Erdés,
Hajnal e Rado (1965) (ver também (Conlon, Fox e Sudakov 2010)).

Teorema 9.3.8.
2k2/6+0(k2) s R(S)(k) $ 222k+1 .

Demonstragdo. O limitante inferior segue de uma coloragdo aleatoria simples
(isto é, uniforme). O nimero esperado de k-cliques monocromaticas €

k k
(Z>2_(§)+1 <2. (% .2—(k—1)(k—2)/6) < (2) <1

sen < 2k?/6=k/2 e, portanto, existe uma 2-coloracdo das arestas do K (3)(11) sem

k-cliques monocromaticas.
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Um limitante superior levemente mais fraco,
R(3)(k) < 2(R(k2_1)) < 224"’

segue imediatamente do limitante de Erdds e Rado (Teorema 9.3.2), e do limitante
superior de Erdés e Szekeres para os nimeros de Ramsey R(k) < 22%. Para obter
o limitante superior desejado, Conlon, Fox e Sudakov usaram o jogo de Ramsey
online, como na prova do Teorema 9.3.3.

Para isso, eles modificaram a estratégia no Lema 9.3.4 como segue, de forma
a forcar a constru¢do de uma Kj; monocromatica enquanto colorimos no maximo
22k+1 grestas. Tome m = 22K, ¢ revele primeiramente todas as arestas incidentes
a algum vértice v1; depois escolha um conjunto A; com m /2 vizinhos da mesma
cor, escolha v, € Ajp, e revele todas as arestas incidentes a v, dentro de Aq; €
entdo repita isso até encontrarmos uma Kj; monocromatica. O nimero total de
arestas reveladas ¢ no maximo m +m/2 + --- 4+ 1 < 2m, como desejado. O

Uma conjectura famosa de Erdés, Hajnal e Rado (1965, Section 16) diz que o
limitante superior no Teorema 9.3.8 ¢ préximo da verdade.

Conjectura 9.3.9 (Erdds, Hajnal e Rado (ibid.)).

2(7‘)(/()

RO (k) =2

Alguma evidéncia a favor dessa conjectura é que o enunciado correspondente

para r-coloragdes ¢ verdade para todo r = 4. Vamos escolher R§3) (k) para o
menor n € N tal que toda r-coloragao dos 3-subconjuntos de {1,...,n} contém
uma clique monocromatica de tamanho k.

Teorema 9.3.10 (Erd6s e Hajnal, 1980).
R’(_S)(k) _ 22@(/()

para cada r = 4 fixado.

O limitante superior segue do método de Erdés e Rado, enquanto o limitante
inferior ¢ uma consequéncia do seguinte ‘Lema de Ascensdo’ de Erdés e Hajnal
(veja (Graham, Rothschild e Spencer 1990, Chapter 4.7)).

Lema 9.3.11.
R§_3)(k) > 2R(k—1)—1.
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Demonstragdo. Tomem = R(k —1) — 1, e seja £ uma coloracdo de E(K,,) com
as cores vermelho e azul e sem clique monocromatica de tamanho k — 1. Vamos
definir uma 4-colorac¢do y dos 3-subconjuntos de Q = {0, 1}".

Para isso, primeiramente definimos uma fungédo f : (g) — [m] como

fx,y) =max{i € [m]: x; # yi}.

e seja < a ordem ‘lexicografica reversa’ em Q tal que x < y se e somente se
xi =0ey; = lparai = f(x,y). Em particular, note que se x < y < z, entdo
S, ) # fy,2).

Definimos )(({x, v, Z}), emque x < y < z,como uma de nossas quatro cores,
dependendo em qual dos seguintes eventos vale:

fey)y<fr.2) e E(f(x.9)f(y.2)) = vermelho. (9.3)

Suponha que existe uma k-clique monocromatica em y nos vértices T = {x1,..., X},
em que x; < --- < xg. O argumento € o mesmo em cada um dos casos, entdo va-
mos assumir que ambos os eventos em (9.3) valem para cada tripla {x, y,z} C T.
Afirmamos que

{f(.X1,x2), f(xz’ X3), s f(xk—l’xk)}

sdo os vértices de uma clique vermelha em &, o que vai nos dar a contradigdo
desejada. Para provar isso, note inicialmente que

f(X1,XZ) < f(x27x3) <---< f(xk—lvxk) (94)

pela primeira propriedade em (9.3). Para mostrar que aaresta f'(x;, Xj4+1) f(X;, Xj4+1)
¢é vermelha em &, observe que

f(xiy1,xj41) = ifileajj Sxg xeq1) = f(xj,xj41),

em que o primeiro passo vale pela definicdo de f e < (e porque xj+1 < -++ <
Xj+1), € 0 segundo por (9.4). Agora, segue que

E(f(xivxiv1) f(xj.xj41) = §(f(xi, Xit1) f(Xig1.Xj41)) = vermelho

como desejado, uma vez que a tripla {x;, X;j 41, X; 41} possui a segunda proprie-
dade de (9.3), que contradiz nossa escolha de & e, portanto, completa a prova do
lema. O
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Podemos, agora facilmente, deduzir o Teorema 9.3.10.

Demonstragdo do Teorema 9.3.10. O limitante inferior segue do Lema 9.3.11 e

do limitante inferior R(k) > 2¥/2, uma vez que R§3) (k) € uma fungdo crescente
em r. Para o limitante superior, usamos (uma modifica¢do simples do) o método
Erdés e Rado, ¢ o limitante R, (k) < r"* para o nimero de Ramsey com r cores.

Isso da
RO (k) < ™" =227,

em que a constante implicita depende de r. O
Erdos e Hajnal também provaram um lema de ascensao similar para 2-coloragdes
(veja (Erdds, Hajnal e Rado 1965; Graham, Rothschild e Spencer 1990)), mas in-

felizmente ele s6 funciona para hipergrafos k-uniformes com k > 3. A seguinte
versdo melhorada desse lema foi provada por Conlon, Fox e Sudakov (2013).

Lema 9.3.12 (Lema de Ascensdo). Seja r = 2. Entdo
RW(k — 1) = 2R 01
e para cada s = 4,
R£s+1)(k +3) = 2R k)—1

Para vérios outros resultados e problemas em aberto, sugerimos ao leitor os
surveys de Conlon, Fox e Sudakov (2015) e Mubayi e Suk (2020).

9.4 Exercicios

Exercicio 9.4.1. Toda coloragdo dos inteiros com um ntimero finito de cores pos-
sui uma progressao aritmética monocromatica infinita?

Exercicio 9.4.2. Prove, paracada A € Q e r € N, que toda r-coloragdo dos
inteiros possui uma solugdo monocromatica {x, y, z} da equagdo x + Ay = z.

Exercicio 9.4.3. Mostre que o teorema de Hales—Jewett implica no teorema de
Van der Waerden.

Exercicio 9.4.4. Para cadan € N, mostre que existe um grafo livre de tridngulos
G com n vértices e tal que

Cn
A(G)

para alguma constante absoluta C > 0.

a(G) < log A(G).
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Exercicio 9.4.5. Mostre, para constantes C > ¢ > 0, que

5/2 3
N < Rk < E5
logk logk

Exercicio 9.4.6. Seja G um grafo com n vértices, grau maximo d, € no maximo
d®/5n triangulos.
(a) prove que
cn
a(G) = 7 logd

para alguma constante ¢ > 0. [Dica: aplique o Teorema 9.2.6 em um sub-
conjunto de V(G).]

(b) Deduza que

Ck3
R(4,k) < ———
(4,k) (logk)?

para alguma constante C > 0.

Exercicio 9.4.7. Prove, para cada s € N fixado, que
R® (s, k) = kO*™
quando k — oo.

Exercicio 9.4.8. Seja H um hipergrafo 3-uniforme com 4 vértices e 3 arestas.
Prove que

r(H K> = kO,

emquer(H, K 153)) € 0 menor inteiro positivo n tal que toda coloragdo das arestas

3 . .
de K,(, ) com as cores azul e vermelho contém uma copiade H com todas as arestas
. . 3
azuis ou uma copia de K ,g ) com todas as arestas vermelhas.



Neste capitulo, apresentamos algumas técnicas mais avangadas em combinatoria
probabilistica: o Lema Local de Lovasz, as Desigualdades de Janson e a Escolha
Aleatoria Dependente. Motivamos essas ferramentas, que sdo a0 mesmo tempo
poderosas e flexiveis, aplicando-as a alguns dos problemas que estudamos em ca-
pitulos anteriores.

10.1 Lema Local de Lovasz

No Capitulo 5, vimos varias “provas de existéncia” usando o método do primeiro
momento. A ideia era bastante simples e pode ser sumarizada da seguinte forma:
se o numero esperado de eventos “ruins” é menor que 1, entdo com probabilidade
positiva, nenhum desses eventos ocorre.

Se os eventos ruins forem mutuamente independentes, entdo é necessario e
suficiente que cada um deles ocorra com probabilidade estritamente menor que 1
para garantir que, com probabilidade positiva, nenhum desses eventos ocorre.

Nesta se¢do, vamos descrever um método introduzido por Erdds e Lovasz
(1975), que nos permite mostrar que, com probabilidade positiva, nenhum des-
ses eventos ocorre, mesmo quando o nimero esperado de eventos ruins ¢ bastante
grande. Esse lema se aplica quando temos algum controle sobre a dependéncia
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entre os eventos ruins. Esse controle é medido por um grafo de dependéncia que
¢ definido como segue.

Definicao 10.1.1. Um grafo de dependéncia para uma cole¢do de eventos A =
{A1,..., A} € um grafo G com conjunto de vértices A e com a seguinte proprie-
dade: para cada A; € A, os eventos em N g (A4;) sdo mutuamente independentes,
onde

Ng(4i) = V(G) \ Ng(4i)

denota o conjunto dos ndo vizinhos de A4; (incluindo A4;) em G.

Note que o grafo de dependéncia ndo é definido de forma tnica pelos eventos
em A e a condi¢@o na defini¢ao é mais forte do que simplesmente pedir que A;
seja independente de cada ndo vizinho A4;.

O seguinte lema foi provado por Erdés e Lovasz (ibid.).

Teorema 10.1.2 (Lema Local de Lovasz). Seja G um grafo de dependéncia para
um conjunto de eventos A. Se

P(A) < (10.1)

e(A(G) + 1)

para cada A € A, entdo

P(ﬂ AC)>0.

AeA

Antes de provar o lema local, vamos motivar seu enunciado com algumas apli-
cagdes simples. Primeiramente, lembre-se do Capitulo 5 que um hipergrafo H ¢
bicolorivel se existe uma parti¢do V' (H) = AU B tal que ndo existam arestas de H
totalmente contidas em A ou em B. Mostramos que todo hipergrafo com menos
do que 2K~1 arestas ¢é bicolorivel (ver Teorema 5.2.2). Usando o Lema Local de
Lovasz podemos provar o proximo teorema, que se aplica a hipergrafos com um
numero arbitrario de arestas.

Teorema 10.1.3. Seja H um hipergrafo k-uniforme com grau maximo d. Se
2k—1
ek

d < -1

entdo H é 2-colorivel.
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Demonstracdo. Colorimos os vértices de H aleatoriamente com duas cores. Para
cada aresta e € E(H), denote por A, o evento “a aresta e € monocromatica”.
Seja G o grafo com conjunto de vértices {4, : ¢ € E(H)} e conjunto de arestas
{AcAf : Ae N Ay # @}. Note que G ¢ um grafo de dependéncia para os eventos
Ae. Observe que A(G) < k -d, uma vez que H ¢é k-uniforme e tem grau maximo
d. Como

1
P(A — 2—k+1 <—
(4e) e(kd + 1)
segue do Lema Local de Lovasz que existe uma coloragdo sem arestas monocro-
maticas, como desejado. O

Relembre do Capitulo 9 que o numero de Van der Waerden W (r, k) é o menor
inteiro positivo n tal que toda r-coloragdo de [r] contém uma k-PA (progressao
aritmética de tamanho k) monocromatica. No que segue, provamos um limitante
inferior para W(r, k). Note que o numero de k-PAs contidas em [7] ¢ no maximo
n?/(k —1). De fato, fixados um nimero x e uma razdo d, ha apenas uma k-PA
cujo o termo inicial é x e a razdo é d. Agora, existem no maximo n escolhas para
x en/(k—1) escolhas para d, pois o k-ésimo termo deve ser dado por x +d (k—1)
e deve ser no maximo #.

Assim, se colorirmos [r2] com r cores de forma independente ¢ uniformemente
a0 acaso, a probabilidade de uma k-PA em especifico ser monocromatica é r~*—1),
Logo, o numero esperado de k-PAs monocromaticas em [r] € no maximo

2
e,
k—1

0 que ¢ estritamente menor que 1 para todo n < ((k -1)- rk_l)l/z. Segue da
desigualdade de Markov que, para tal valor de n, existe uma r-coloragdo de [n]
sem k-PAs monocromaticas. Com isto, concluimos que

W(r k) = ((k—1)- rk=1)"/2,
Uma aplica¢do do Lema Local de Lovasz nos da um limitante inferior quase que
quadraticamente melhor que o limitante acima.

Teorema 10.1.4. Para cada k,r € N, temos

rk—l

ek’

W(r k) =
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Demonstragdo. Tome n = [r¥~1/2ek| e seja x: [n] — [r] uma coloragdo alea-
toria como anteriormente. Para cada progressdo aritmética com k termos P C [n],
denote por A p o evento no qual P ¢ monocromatica. Seja G o grafo de dependén-
cia para tais eventos com conjunto de arestas {Ap Ag : PN Q # @}. Observe que
A(G) < 2kn, uma vez que cada progressdo P tem razdo no maximon/(k —1) e
no méximo k2 progressdes com uma dada razo intersectam P. Assim, temos

1
P(A.) = r—k+1 < — .
(4e) 2ekn
Pelo Lema Local de Lovasz, existe uma r-coloracdo de [n] sem progressdes arit-
méticas monocromaticas com k termos, como desejado. O

Nossa terceira aplicagdo também nao ¢ dificil, mas precisa de um calculo um
pouco mais técnico. Lembre-se do Capitulo 4 que o niimero de Ramsey R(k) é o
menor n € N tal que toda 2-coloragdo de E(K}) contém uma k-clique monocro-
matica.

Uma das primeiras aplicagdes do Método Probabilistico foi a prova apresen-
tada por Erdds, em 1947, de que

R(k) = (1+ 0(1))%2"/2. (10.2)

A prova é simples: colorimos as arestas independentemente ao acaso, € mostramos
que o numero esperado de k-cliques monocromaticas ¢ menor que 1.

Nos ultimos 74 anos, o limitante inferior de Erdés foi melhorado apenas por
um fator de 2. Essa melhora, descoberta por Spencer (1975), € uma consequéncia
do Lema Local de Lovasz.

Teorema 10.1.5 (Spencer, 1975).

R(k) = (1+ 0(1))@2’”2.

Demonstragdo. Colorimos as arestas de K, independentemente ¢ uniformemente
ao acaso com duas cores. Para cada k-clique S em K;,, denotamos por A g o evento

no qual S ¢ monocromatica. Note que

P(dg) =2"),
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Consideremos o grafo de dependéncia G para estes eventos com
E(G) = {AsAr :e(SNT) = 1}.

Note que G ¢ de fato um grafo de dependéncia, pois o evento A € independente
das cores de todas as arestas que ndo estdo em S. Observe que

k\(n-2 k* (n
o () -5()

Entdo, pelo Lema Local de Lovasz, se

4
k2 (k)z () «1, (10.3)

n

entdo existe uma colora¢do sem k-cliques monocromaticas, como desejado. Para
deduzir o limitante pretendido em R(k), observe que

k 2
n _(k en —(f—
(k)z () < (7-2 G 1)/2) <@-9of < F

paran = (1 — 8)(\/5]{/6)2](/2, e note que isto implica em (10.3). O

Antes de continuar, fazemos duas observacdes rapidas a respeito das provas
acima. Primeiro, em cada caso foi facil definir o grafo de dependéncia, uma vez
que todos os eventos que tentamos evitar dependiam de uma colegdo subjacente
de eventos aleatorios independentes; essa situagdo ¢ tipica de varias aplicagdes
do Lema Local de Lovasz. Segundo, note que em cada caso o limitante que pro-
vamos correspondeu ao numero esperado de eventos ruins, sendo mais ou menos
igual ao niumero de vértices (ou arestas) que colorimos (isto ¢, de ordem n nos
Teoremas 10.1.3 e 10.1.4 ¢ de ordem 12 no Teorema 10.1.5). Isso condiz com a
intuicao de que a probabilidade de que nao ocorra eventos ruins deveria ser apro-
ximadamente e ~*, em que p é o niimero esperado de eventos ruins, ¢ podemos,
entdo, esperar encontrar uma boa coloragdo se temos mais do que e coloragdes
para escolher.

A prova do Lema Local de Lovasz ¢ um argumento de inducdo curto (mas
esperto). Vamos provar de fato o seguinte enunciado mais geral.
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Teorema 10.1.6 (Lema Local de Lovasz Assimétrico). Seja G o grafo de depen-

déncia dos eventos A1, ...,A,. Se existem numeros 0 < x1,...,xy < 1 tais
que
P(A) <xi [] (1-x)) (10.4)
ijeE(G)

para todo i € [n], entdo

n

]P’(ﬁAf) > [](1-x)>o0.

i=1 i=1
Demonstragéo. E suficiente mostrar que
P(4; | AN NAT_)) < xi

para cada i € [n], porque entdo

n n

P(()45) = [TP0s g nnas ) = TT(0-x)

i=1 i=1 i=1

como desejado. Vamos de fato provar, por indugdo em |S|, que

IP’(A,-

N Aj.) < xi (10.5)

jes

para todo S C [r] \ {i}. O limitante segue de (10.4) quando S = @, entdo seja
S # (0 e assuma que (10.5) vale para todos os subconjuntos proprios de S.

Para provar o passo indutivo, vamos dividir em dois o0 evento () ¢g A‘;- no
qual estamos condicionando, definindo

E = ﬂ Aj- e F = ﬂ A‘]’-.

jES:ijeE(G) jeS:ij€E(G)

Nosso objetivo ¢, entdo, mostrar que P (Al- | ENF ) < x;. Para isso, note primei-
ramente que

P(4;iNE|F) P(A4i|F)  P(4)

IO = TR SRR TR
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em que o passo final vale porque G ¢ um grafo de dependéncia dos eventos Ay, ..., Ay.
Agora, observe que

P(E|F)= ] P(Aj.) N Ag)

jEeS:ijeE(G) keT;

para alguma escolha de conjuntos 7; C S e, portanto, pela hipotese de indugao,

PEIF)= ] (-x)

JES:ijeE(G)
Finalmente, usando (10.4), segue que

P(A;)

P(Ai‘EmF)$P(E—|F)\

is

como desejado. O
Agora, podemos facilmente deduzir a versdo simétrica do lema local.

Demonstragdo do Lema Local de Lovasz. Seja A = {A1,...,An} ed = A(G),

€ tome
1

Xp = ——

T d+1

para cada i € [n]. Por (10.1), e notando que (xx—l)x < e para todo x > 0, temos

1 1 d \*
P(4;) < < ( ) <xi [] (1-x)).
e(d+1) ~d+1 \d+1 e G)

Assim, a condicdo (10.4) ¢ satisfeita e, entdo, o evento A; N --- N A, ocorre com
probabilidade positiva, como desejado. O

Para vermos que a versao assimétrica ¢ util, vamos apresentar uma outra prova
do seguinte resultado classico de Erdds (1961), que provamos no Capitulo 9. A
prova usando o Lema Local de Lovasz foi descoberta por Spencer (1977).

Teorema 10.1.7 (Erd6s, 1961). EXxiste constante ¢ > 0 tal que

ck?
R3 k) > ———
G0 = oghy?

para todo k € N suficientemente grande.
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Demonstragdo. Seja ¢ > 0 uma constante suficientemente pequena, e tome n =
e*k?/(logk)?> e p = &//n. Para cada tridngulo S em K, denote por Ag o
evento {S C G(n, p)}, e, para cada k-clique T C K, denote por BT o evento
{T N G(n, p) = 0} (isto é, os vértices de T formam um conjunto independente
de tamanho k). Para provar o teorema, ¢ suficiente mostrar que

]P’(ﬂASﬂﬂBT)>O,

SeA TeB

em que A € o conjunto de tridngulos em K, ¢ B € a cole¢do de k-cliques em K.

Seja G o grafo com conjunto de vértices A U B, no qual o conjunto de arestas
consiste nos pares de cliques que se intersectam em pelo menos dois vértices (e
entdo em pelo menos uma aresta). Note que G ¢ um grafo de dependéncia para os
eventos A U B, uma vez que cada evento ¢ independente de todos os eventos que
dependem de um conjunto disjunto de arestas. Observe que

« cada S € Atem < 3n vizinhos em A e < 3n%~2 vizinhos em B;
e cada T € Btem < k2n vizinhos em A e < k2n%~2 vizinhos em B.

Agora, paracada S € Ae T € B, tome
xs =2p3 e XT =n

e observe que
P(4s) = p* <2p%(1 - 293" (1 = %)™ < xg [T (-x1).
STEeE(G)
Além disso, temos

k2
P(Br)=(1- p)(g) < exp (— PT) < exp (— 4k logk) < n—2k,

uma vez que pk = ¢~ logk e ¢ ¢ suficientemente pequeno, e entio

P(BT) < n2k < n_k(l — 2p3)k2n(1 — n_k)kznk_2 < xg l_[ (1 — xT),
STeE(G)

uma vez que p3k?n < klogk. Pelo Lema Local de Lovasz Assimétrico, segue
que, com probabilidade positiva, G(n, p) ndo contém tridngulos nem conjuntos
independentes de tamanho pelo menos k, como desejado. O
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Apresentamos mais uma aplicagdo do lema local a um problema na Teoria
da Discrepancia. Dada uma coloragdo y: V(H) — {—1, 1} dos vértices de um
hipergrafo H, a discrepdncia de H com respeito a y é definida por

’

disc(H, y) = max ‘ v
(o= max |2 2

e a discrepdncia de ‘H ¢ definida por

disc(H) = mXin disc(H, ).

em que o minimo ¢ sobre todas as coloragdes y: V(H) — {—1, 1} dos vértices de
H.

Um dos problemas abertos mais famosos na Teoria da Discrepancia ¢ a se-
guinte conjectura de Beck e Fiala (1981).

Conjectura 10.1.8 (Beck e Fiala (ibid.)). Se H é um hipergrafo com grau mdximo
d, entdo

disc(H) = 0(Vd).

Beck ¢ Fiala provaram que disc(H) < 2d — 1 e nenhum limitante superior da
forma (2 — £)d é conhecido. Entretanto, se as arestas de H tém tamanho d, entdo
o Lema Local de Lovasz implica o seguinte limitante.

Teorema 10.1.9. Se H é um hipergrafo d-uniforme com grau mdximo d, entdo
disc(H) < 3+/d logd.

Demonstragdo. Seja y: V(H) — {—1, 1} uma coloragio aleatéria dos vértices de
‘H e, para cada aresta e € E(H), denote por A, o evento

x(v)| > 3+/dlogd. (10.6)
|2

vEe

Seja G o grafo de dependéncia desses eventos com conjunto de arestas {4, A ¢ :
AeNAys # 0}, eobserve que A(G) < d?. Agora, pela desigualdade de Chernoff,

temos )
P((Zx(v)) > /\) < 2-exp(—;—d)

vee
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para todo A > 0 e, portanto,
2 1
d* " e(d?+1)
Portanto, pelo Lema Local de Lovasz, existe uma coloracdo y na qual nenhuma
aresta satisfaz (10.6), como desejado. O

P(4e) <

Observe que a prova acima também funciona para hipergrafos ndo uniformes
com arestas de tamanho O(d), mas o limitante obtido fica mais fraco a medida
que as arestas ficam maiores. Para lidar com arestas muito grandes, Beck e Fiala
usaram Algebra Linear para encontrar uma coloragdo com discrepancia baixa.

Uma abordagem mais recente, descoberta por Bansal, Dadush e Garg (2019),
nos permite encontrar uma coloragdo aleatéria (mais complicada) com a seguinte
propriedade: cada aresta tem discrepancia alta (isto €, que satisfaz (10.6)) com pro-
babilidade o(d ~2), como na prova acima. Infelizmente, os eventos ruins na colora-
¢ao deles sdo todos (fracamente) correlacionados, e entdo ndo foi possivel aplicar
o Lema Local; eles, portanto, obtiveram um limitante da forma O(,/d logn) em

vez de O(4/d logd).

10.2 As desigualdades de Janson

Na sec@o anterior, observamos que se o niumero esperado de eventos ruins que
ocorrem em uma coloragdo aleatoria ¢ u, entdo esperamos que a probabilidade
de que nenhuma delas ocorra seja aproximadamente e ~#. Nesta se¢do, provamos
que, sob certas condi¢des, uma versdo desse enunciado de fato valida. Entre outras
coisas, isso nos permitira dar respostas muito mais precisas a questdo levantada no
Capitulo 5: qual ¢ a probabilidade de G(n, p) ser livre de tridngulos?

10.2.1 Lema de Harris

Sejam T4, ..., Ty, tridngulos em K, ¢ para cadai € [m] defina o evento
Ai = {T; C G(n, p)}.

Como podemos provar um limitante inferior na probabilidade de que nenhum des-
ses eventos “ruins” ocorram? O primeiro passo € notar que, como na se¢ao anterior,
podemos reescrever essa probabilidade como

P(fﬁA{): fﬁP(Af

1= 1=

AN ALy,
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Agora, como condicionar no evento “os primeiros i — 1 tridngulos ndo estejam
contidos em G (n, p)” influencia a probabilidade do evento 7; C G(n, p)? E in-
tuitivamente claro que essa probabilidade deva ser no méximo a probabilidade ndo
condicional p3, uma vez que estamos condicionando em uma informagio “nega-
tiva” sobre as arestas de G(n, p).

Essa intuicdo foi tornada precisa por Harris (1960); para enunciar seu lema,
precisamos de uma defini¢do importante.

Defini¢ido 10.2.1. Um evento £ C {0, 1} é crescente se
xeE e X<y = yek,
em que X <y significa que x; < y; paratodoi € [n].

Escreva P, para indicar que x1,...,Xn, y1,...,¥n € {0, 1} sdo escolhidos
aleatoriamente e independentemente, com P(x; = 1) = P(y; = 1) = p.

Teorema 10.2.2 (Lema de Harris). Sejam E, F C {0,1}* e p € (0,1). Se E ¢ F
sdo ambos crescentes, entio

Po(ENF) = Py(E)-Pp(F). (10.7)

Umevento E C {0, 1} é decrescente se E€ ¢ crescente. Segue facilmente do
Lema de Harris que (10.7) também vale se E e F' sdo ambos decrescentes. Além
disso, vale que

P,(ENF) < Py(E)-Pp(F)

se E ¢é crescente e F ¢ decrescente. Observamos que o Lema de Harris ¢é frequen-
temente referido como a desigualdade FKG, devido a uma generalizagao provada
por Fortuin, Kasteleyn e Ginibre (1971), uma ferramenta importante na Teoria de
Percolag@o.

Demonstragdo do Lema de Harris. A prova segue por indugcdo em n. Quando
n = 1, a desigualdade vale com igualdade, a ndo ser que £ = F = {1}, que
vale uma vez que p = p2.

Para passo indutivo, defina os eventos crescentes em {0, 1}"~! como segue:

E;:={xe{0,1}" ':(x,2) €E} e F,:={xe{0,1}"":(x,z) € F}
para cada z € {0, 1}. Note que

Po(ENF)=p-Py(E1 N Fi)+ (1= p)-Py(Eo N Fo).
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Agora, como E, e F, sdo crescentes, temos
Py(E: N F.) = Pp(Ez) - Pp(Fy)
pela hipotese de inducdo e, entdo,
Pp(ENF) = p-Pp(E1)-Pp(F1) + (1= p)-Pp(Eo) - Pp(Fo).  (10.8)

Além disso, como E e F sdo crescentes, temos P, (Eg) < P,(E1) e Pp(Fp) <
P, (F1) e, portanto,

(r—r?) (Pp(El) - IP’p(Eo)) (Pp(Fl) - ]P’p(Fo)) > 0.

Reorganizando essa desigualdade, segue que o lado direito de (10.8) é pelo menos

(P-Pp(ED) + (1= p) - Py(E)) (p - Pp(F1) + (1= p) - Pp(Fo))
que éigual a P, (E) - P, (F), como desejado. O

O Lema de Harris facilmente implica o seguinte limitante superior na probabi-
lidade de existir um tridngulo em G(n, p).

Corolario 10.2.3. Seja ¢ > 0, e tome p = c¢/n. Entdo
P(K3 CG(n,p)) <1—e"/° +o(1)
quando n — oo.

Demonstragdo. Lembre-se que T1, ..., Ty, sdo tridngulos em K, € que para cada

i € [m] denotamos por A; o evento {7; C G(n, p)}. Note que podemos considerar

cada evento A; como um subconjunto de {0, 1}V, em que N = (’;), ¢ observe que

Aj; é crescente e Pp(A;) = p3. Comom = (';), segue do Lema de Harris que

m m

P(Ks ¢ GO p)) = P(()45) = TIP(45) = (1=p)" = /¢

i=1 i=1

quando n — oo, como desejado. U
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10.2.2 As desigualdades de Janson

Agora comegamos a tarefa principal desta se¢do: provar um limitante superior
na probabilidade de ndo acontecer eventos ruins. O contexto no qual seremos
capazes de fazer isso ¢ como segue; o leitor é encorajado a pensar no caso de
evitar tridngulos em G(n, p).

Sejam T1,..., Ty C[N]e p € (0,1), e seja R um subconjunto p-aleatorio de
[N] (isto é, os elementos de R sdo escolhidos independentemente ao acaso, com
P(x € R) = p para cada x € [N]). Defina os eventos

A; ={T; C R},

e note que os eventos A; sdo todos crescentes. Escrevai ~ jseT; NT; # @ e
i # j,eobserve quesei 7 j,entdo A; e A; sdo independentes. Defina

p=>Y PA) e A=) P(4n4j),
i i~j

em que a segunda soma ¢ sobre pares ordenados (i, j) tais que i ~ j. Note que
€ o numero esperado de eventos “ruins” que ocorrem em R e A se assemelha a
variancia.

As desigualdades a seguir foram primeiramente provadas por Janson (durante
a conferéncia RSA de 1987) e Janson, Luczak e Rucinski (1990). Uma desigual-
dade relacionada foi provada por Suen (1990) aproximadamente na mesma época.

Teorema 10.2.4 (Desigualdades de Janson).

¢
]P’( N Af) < e HHA/2, (10.9)
i=1
Além disso, se A = u, entdo
t
P(()45) < e/,
i=1

Antes de provar as desigualdades de Janson, vamos dar um exemplo de suas
aplicabilidades deduzindo o seguinte teorema.

Corolario 10.2.5. Seja ¢ > 0 uma constante fixada e tome p = c/n. Entdo
P(Ks C G(n.p)) — 1—e /6

quando n — oo.
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Demonstragdo. Ja deduzimos o limitante superior a partir do Lema de Harris no

Corolario 10.2.3; agora, vamos deduzir o limitante inferior a partir das desigualda-

des de Janson. Para isso, seja N = ('2’) ¢ escolha uma bijecdo entre [ V] e as arestas

de K}, de tal forma que o conjunto aleatério R é mapeado em G(n, p). Aplicando
as desigualdades de Janson, com 771, ..., Ty sendo os tridngulos em K, obtemos

P(K3 ¢ G(n, p)) < e THtTA2,
Agora, simplesmente observe que
3 c? 5 4
w=p 3 — 5 e A< p’n"—0
quando n — oo,umavezquese I; NT; # @ei # j,entdo T; e Tj devem se
intersectar em uma aresta. O

Note que a prova acima da um limitante da forma
]P’(K3 7 G(n,p)) < e~ 2%

paratodo p K n~1/2_Observe também que para p maior, a segunda desigualdade
de Janson pode ser usada para obter um limitante da forma

P(K3 ¢ G(n, p)) < e~ 2(pn?),

que ndo é muito distante da probabilidade de G(n, p) ser vazio!

Uma vez que ja motivamos o enunciado, vamos provar as desigualdades de
Janson. Vamos apresentar uma prova elementar elegante que foi descoberta por
Boppana e Spencer (1989).

Prova da primeira desigualdade de Janson. Como na prova do Lema Local de
Lovasz, o primeiro passo € observar que

P(hAf) = ﬁP(Af|A§m---mA§_1).

i=1 i=1

Afirmamos que, para cada i € [¢],

P(Ai |AS NN AS ) = P(4) — Y P(A;i N 4)). (10.10)

i~j.j<i
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Isso, entdo, vai facilmente implicar (10.9), usando a desigualdade 1 —x < e™*

(veja abaixo).
Para provar (10.10), devemos (novamente, como na prova do Lema Local de
Lovasz) dividir o evento A{ N --- N A{_; em duas partes, definindo

E = m AS € F := ﬂ A5
J<iti~j J<itigtj

Note que o evento A4; € independente do evento F e os eventos E ¢ F sdo ambos
decrescentes. Além disso, os eventos £ N A; e F' N A; sdo decrescentes, uma vez
que A; = {T; C R}. Como o conjunto R é p-aleatdrio, segue do Lema de Harris
(aplicado a {0, 1}V ITil), que temos

P(E|A;i N F)=P(E|A).
Note também que, pela cota da unido, temos

P(E|4i) 21— > P(4;]4).

Jj<iti~j

Segue que

\Y

P(4;|ENF) = P(ANE|F)=P(A|F)-P(E|4NF)
P(4;)-P(E|A;) = P(Ai)(l - > P(A,~|A,-))

J<iti~j
= P(4) — ) P(4in4y),

Jj<i:ii~j

WV

como afirmado. Finalmente, para deduzir (10.9) a partir de (10.10), observe que

t

p(ﬂAg) < ﬁ(l—P(A,-)Jr > P(AiﬂAj))

i=1 i=1 j<iti~j

< exp(— Xi:IP’(A,') + % > P4 ﬂAj))’

i~j

como desejado, uma vez que a relagdo i ~ j € simétrica. O
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Talvez o passo mais surpreendente na prova acima seja a desigualdade
P(4i|ENF) = P(4; N E|F),

que a primeira vista parece fraca demais para ser util. Acontece, entretanto, que
quando A é pequeno, o fator de P(E | F') que estamos descartando ¢ suficiente-
mente proximo de 1.

A prova da segunda desigualdade usa um pouco de magica.

Prova da segunda desigualdade de Janson. Primeiramente, observe que (10.9) vale

para qualquer subfamilia dos conjuntos 71, ..., T} e, portanto, temos
t
P(()45) < ([ 4F) < en®+ae)2 (10.11)
i=1 ieS

para todo S C [t], em que
pwS)=>"PA) e A= > P(4N4).
i€eS i,jES:i~]

Agora a magica: escolhemos o conjunto S aleatoriamente! Para ser preciso,
escolha os elementos de S independentemente, cada um com probabilidade g. Ob-
serve que

E[u®]=q-n e E[AS]=4¢* A
e portanto existe um conjunto S tal que

1(S) — A(S)/2 = E[u(S) — A(S)/2] = qu — ¢*A/2.

Tomando g = /A, que é permitido porque A = u, segue que existe um conjunto
S tal que

112
S)—A(S)/2 = —.
n(S) —A(S)/ A
Aplicando (10.11) ao conjunto S, o limitante desejado segue. O

O limitante exponencial dado pelas desigualdades de Janson sdo frequente-
mente bastante uteis. Vamos agora mostrar como eles podem ser usados para
provar o famoso teorema de Bollobas (1988), enunciado abaixo, sobre o nimero
cromatico de grafos aleatorios.
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Teorema 10.2.6. Com alta probabilidade quando n — oo,

n

)((G(n, 1/2)) = (% + 0(1))

log,n’
Lembre-se do Capitulo 6 que
a(G(n,1/2)) = (2+ o(1)) logy n

com alta probabilidade, e observe que isso prova o limitante inferior, uma vez que

n
16) = s
para todo grafo G.

Para o limitante superior, precisamos encontrar uma coloragdo na qual o ta-
manho médio de uma classe de cor ¢ (2 + 0(1)) log, n. A ideia ¢ simplesmente
escolher (gulosamente) classes de cores deste tamanho enquanto for possivel e, en-
tao, colorir os vértices restantes com uma nova cor. Para ver que isso tem chance
de funcionar, note que se m = n!T°W entio log, m = (1 + o(1)) log, n. As-
sim, ainda esperamos, para m = n'T°M) que G(m, 1/2) contenha um conjunto
independente de tamanho (2 + 0(1)) log, n.

O problema ¢ que depois de remover varios conjuntos independentes, o grafo
restante ndo tem a mesma distribuicdo de G(m, 1/2). Vamos superar esse pro-
blema usando as desigualdades de Janson para provar o seguinte lema.

Lema 10.2.7. Seja s > 0. Se m = n/(logn)?, entdo
n2
P(a(G(m, 1/2)) < (2 —¢) log, n) < exp ( — W)
para todo n suficientemente grande.

Demonstragdo. Vamos aplicar as desigualdades de Janson com 71, ..., Ty sendo
as k-cliques em K,,, em que k = (2 — ¢) log, n. Primeiramente, observe que

k
. (f:)z_(g) . (% ,2_k/2) Skt s 2

Se A < pu, o resultado € consequéncia da primeira desigualdade de Janson. Para
limitar A, precisamos calcular, para cada 2 < £ < k — 1, o niimero esperado de



10.2. As desigualdades de Janson 223

pares (i, j) tais que A; N A; valee 7; N T ¢ uma clique de tamanho £. Como a
unido 7; U T tem tamanho 2(%) — (£), temos

k=t m\(k\[{m—k 2(5)+(%)
=2 (1)) ()

Essa soma ¢ dominada pelos termos £ = 2 ¢ £ = k — 1, uma vez que aumentar
¢ em 1 aumenta o somatério em um fator de 2¢m =11t ¢ k = (2 — ¢) log, n.
Quando £ = k — 1, o0 somatorio é no maximo i e quando £ = 2 o0 somatorio é

o) () (7= R\ yatrer < Ko
L

Pela segunda desigualdade de Janson, segue que

t
P(mAlq) < o124 exp(_’]g),

i=1
como desejado. O

Podemos agora facilmente deduzir o Teorema 10.2.6, usando a estratégia des-
crita acima e a cota da unido.

Demonstragdo do Teorema 10.2.6. Pelo Lema 10.2.7, o nimero esperado de sub-
conjuntos dos vértices de G(n, 1/2), com pelo menos 1 /(logn)? vértices e sem
conjunto independente de tamanho k = (2 — ¢) log, n, ¢ no maximo

2
2" cexp | — ! -0
(logn)?
quando n — o0. Segue que, com alta probabilidade, todo subgrafo de G(n, 1/2)
com pelo menos 7/ (logn)? vértices contém um conjunto independente de tama-
nho k.
Agora, se G(n,1/2) tem essa propriedade, entdo podemos escolher gulosa-
mente conjuntos independentes disjuntos A1, ..., A, de tamanho k em G(n, 1/2)
de tal forma que

r

n
Ail=zn— .
Z| ilzn (logn)?

i=1
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Colorindo cada um dos vértices restantes com uma nova cor, segue que

n

n n 1
1(G(n,1/2)) < % + (logn)? = (E T 0(1)) logyn’

Como ¢ > 0 ¢ arbitrario, o teorema segue. O

10.3 Escolha Aleatoria Dependente

Nesta sec¢do, vamos discutir uma ideia simples, mas surpreendentemente poderosa,
que foi apresentada independentemente por Gowers (1998) e Kostochka ¢ Rodl
(2001) ha mais de 20 anos. A apresentagdo que fazemos aqui ¢ baseada no ele-
gante survey de Fox e Sudakov (2011), que contém um grande niimeros de outras
aplicacdes.

Para motivar este método, comecamos discutindo o que acontece quando com-
binamos Teoria de Ramsey com Teoria Extremal dos Grafos.

10.3.1 Numeros de Ramsey—Turan

No Teorema de Turan, os grafos extremais livres de K (isto ¢, os grafos de Turan)
tém conjuntos independentes extremamente grandes. Por outro lado, o Teorema
de Ramsey diz que todo grafo livre de K, tem que ter um conjunto independente
bastante grande. Inspirado por esses dois teoremas, Vera So6s levantou a seguinte
questdo em 1969: quantas arestas um grafo livre de H pode ter, dado um limitante
no seu nimero de independéncia?

Defini¢iio 10.3.1. O numero de Ramsey—Turan de um grafo H ¢ uma fungdo k =
k(n)é

RT (n, H k) =max{e(G) : H ¢ G C K, ¢ a(G) <k}.

Para termos uma ideia desta definicdo, vamos primeiro observar que
RT (n, K3,0(n)) = o(n?).

Para ver isso, note simplesmente que a vizinhanga N (v) de qualquer vértice v em
um grafo livre de tridngulos G € um conjunto independente, logo se ¢(G) = o(n),
entdo A(G) = o(n).

O primeiro objetivo desta se¢do € provar o seguinte resultado de Sudakov
(2003).
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Teorema 10.3.2. Para todo € > 0,
RT(n, K4,n1_8) = o(n?)
quando n — .

Nossa estratégia ¢ baseada na seguinte observacdo. Suponha que possamos
encontrar um conjunto A C V(G) de tamanho k = n!™ tal que todo par de
vértices u, v € A tem pelo menos k vizinhos em comum. Ou A é um conjunto
independente ou ele contém uma aresta uv. Além disso, a vizinhanga comum de u
e v tem tamanho pelo menos k, ou sendo um conjunto independente ou contendo
uma aresta xy. Assim, se ®(G) < k, entdo G contém um K4 (nos vértices uvxy).

O seguinte lema nos permite encontrar um tal conjunto A em qualquer grafo
com densidade positiva.

Lema 10.3.3 (Lema da Escolha Aleatoria Dependente). Seja G um grafo com n
veértices, e sejam r,s € N. Se existet € N tal que

t
2}’;5?1)’ B (l:) (%) > a. (10.12)

entdo existe um subconjunto A C V(G) tal que:
(a) |A| =z a.
(b) todo conjunto com s vértices de A tem pelo menos r vizinhos em comum.

Para provar o Lema da Escolha Aleatéria Dependente, vamos escolher A ale-
atoriamente, mas usando uma distribui¢ao de probabilidade que depende do grafo
G. Paraisso, precisamos definir uma distribui¢do com a seguinte propriedade: um
conjunto de vértices € mais provavel de ser escolhido A4 se ele tem mais vizinhos
em comum. A ideia chave ¢ definir essa distribui¢do usando a vizinhanga comum
de um conjunto de vértices (uniformemente) aleatorio.

Demonstragdo do Lema 10.3.3. Sejamvy,...,vs € V(G) vértices aleatorios de G,
escolhidos uniformemente e independentemente (com repeti¢des permitidas), e
considere a vizinhanga em comum do conjunto 7' = {vl, e vt}. Seja

X:)hN(vi)

i=1
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a variavel aleatoria que conta o niumero de vizinhos em comum de 7.
Primeiro, vamos limitar a esperanca de X . Para isso, observe que

P(u € N(U,‘)) = M

para cadau € V(G) ei € [t], uma vez que v; foi escolhido uniformemente, e
u € N(v;) se e somente se v; € N(u). Como os v; foram escolhidos independen-
temente, segue que

dw)\’ dw)\’ te(G)!
xl = ¥ (52) =a; X ) =255

ueV(G) ueV(G)

em que a desigualdade vale pela desigualdade de Jensen, porque a fungio x > x’

¢ convexa.

Escreva N(S) para a vizinhanga comum em G de um conjunto de vértices S.
Para controlar os tamanhos das vizinhang¢as comuns dos subconjuntos de N(T),
defina

Y =|{SCNT) :|S|=s ¢ |NS) <r}

como a variavel aleatoria que conta o nimero de conjuntos com s elementos em
N(T) que tenham menos do que r vizinhos em comum. Para limitar o tamanho
esperado de Y, observe que

S C N(T) se e somente se T C N(S),
e portanto, como os v; foram escolhidos uniformemente e independentemente,

P(S c N(T)) = (Il\:g_SN) .

- 2 ()< ()6)

IS1=s,|N(S)I<r

Segue que

Combinando nossos limitantes nas esperangas de X ¢ Y, ¢ usando a linearidade
da esperanga, obtemos

2%o(G)! t
E[X—Y]Z% - (Z)(%) > a,
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pela suposi¢do (10.12). Portanto, deve existir uma escolhade 7 talque X —Y = a.

Agora, para construir o conjunto 4, simplesmente remova um vértice de cada
subconjunto S C N(T') com |S| = s ¢ |N(S)| < r. Todo subconjunto restante de
A com tamanho s deve, entdo, ter pelo menos 7 vizinhos em comum. Além disso,
como N(T) possui X vértices, e removemos no maximo Y vértices, o conjunto
resultante tem tamanho pelo menos a, como desejado. O

Podemos agora facilmente deduzir o Teorema 10.3.2, usando a estratégia des-
crita acima.

Demonstragdo do Teorema 10.3.2. Como & > 0 ¢é arbitrariamente pequeno, € su-
ficiente mostrar que qualquer grafo G com n vértices e tal que

e(G) = en? e a(G) <k:=n'"*

contém uma copia de K4. Para isso, vamos primeiro usar o Lema da Escolha
Aleatéria Dependente (com s = 2 e a = r = k) para encontrar um conjunto
A C V(G) de tamanho k tal que todo par de vértices em A tem pelo menos k
vizinhos em comum. Entdo precisamos mostrar que (10.12) vale, i.e., que

2te(G)! n\[(k\
b (‘) >k

para algum ¢ € N. Como e(G) = en? e k = n'~¢, isso decorre da desigualdade
(28)1‘” _ n2—8t > nl—s’

que € verdadeira se t = 2/¢ e n ¢ suficientemente grande.

Pelo Lema da Escolha Aleatéria Dependente, segue que existe um subconjunto
A C V(G), com |A| = k, tal que quaisquer dois vértices de A tém pelo menos
k vizinhos em comum. Como «(G) < k, existe uma aresta uv € E(G) em A4
e, como u ¢ v tém pelo menos k vizinhos em comum, sua vizinhanga comum
contém uma aresta xy. Mas agora o conjunto {u, v, x, y} induz um K4 em G,
como desejado. O

O comportamento da fun¢do RT(n, K4, k) quando k = o(n), mas k/n tende
a zero lentamente ¢ bastante diferente, e sera discutido no Capitulo 11. Para K5,
existe também uma transicao de crescimento quadratico para subquadratico, mas
em vez de ocorrer em k = n1=°M_ocorre em k = /n logn.
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Teorema 10.3.4. Se k > /nlogn, entdo

n2

RT (n, Ks.k) = T

esek < y/nlogn, entdo
RT (n,Ks,k) = o(n?).

Demonstragdo. Lembre-se do Teorema 9.2.8 que

: +o(1) K < R(3.k) < (1 +0(1) K

- o < 3 S o

4 logk logk
quando k — oo. Segue que, para todo n suficientemente grande, existe um grafo
livre de tridngulos H com n/2 vértices e tal que (G) = O(\/n log n). Agora,
para construir um grafo G com n vértices, simplesmente tome duas copias de H e
adicione todas as n?/4 arestas entre elas. Como H ¢ livre de tridngulo, segue que
G ¢ livre de K5, como desejado.

Para a segunda desigualdade, seja € > 0 e suponha que G ¢ um grafo com

e(G)=en? e  a(G)<k.

Para mostrar que G contém uma copia de K5, vamos primeiro usar o Lema da
Escolha Aleatoria Dependente (com s = 3, a = R(3,k) e r = k) para encontrar
um conjunto A C V(G) de tamanho R(3, k) tal que toda tripla de vértices em A
tenha pelo menos k vizinhos em comum. Entdo precisamos mostrar que (10.12)

vale, i.e., que
2te(G)! n\ [(k\
n2t-1  \3 (;) = RG.k)

para algum t € N. Como e(G) > en? ek <« /nlogn, entio R(3,k) =
O(k?/logk) < n, isso segue de

(2e)'n — n71/2(logn)"’? = R(3. k),

que vale com ¢ = 6 se n ¢ suficientemente grande.

Pelo Lema da Escolha Aleatoria Dependente, segue que existe um subconjunto
A C V(G), com |A| = R(3,k), tal que quaisquer trés vértices de A tém pelo
menos k vizinhos em comum. Como «(G) < k, segue que existe um tridngulo
uvw em A e, como u, v e w tém pelo menos k vizinhos em comum, sua vizinhanga
em comum contém uma aresta xy. Mas agora o conjunto {u, v, w, x, y} induz um
K5 em G, como desejado. O
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10.3.2 Numeros extremais de grafos bipartidos

Nossa proxima aplicacdo do Lema da Escolha Aleatéria Dependente ¢ em Teo-
ria Extremal dos Grafos; o lema ¢ particularmente Util para encontrar subgrafos
bipartidos. Lembre-se do Capitulo 3 que

ex (n, Ksy) = O(nz_l/s)

pelos teoremas de Erdés (1938) e Kovari, T. Soés e Turan (1954). O seguinte
teorema, que foi primeiro provado por Fiiredi (1991), fornece um limitante similar
para uma familia muito mais ricas de grafos. A prova dada abaixo foi descoberta
por Alon, Krivelevich e Sudakov (2003).

Teorema 10.3.5. Seja H um grafo bipartido com partes A e B, e suponha que
cada vértice de B tem grau no madximo s. Entdo

ex (n, H) = O(nz_l/s),
em que a constante implicita depende apenas de H.
Para provar o Teorema 10.3.5, vamos precisar do seguinte lema de imersao.

Lema 10.3.6. Seja H um grafo bipartido com partes A e B, e suponha que cada
vértice de B tem grau no maximo s. Seja G um grafo e suponha que existe um
conjunto U C V(G) com as seguintes propriedades:

(@) U] =4

i

(b) todos os subconjuntos de U de tamanho s tém pelo menos v(H ) vizinhos
em comum.

Entao H C G.

Demonstragdo. Primeiro, usando a propriedade (a) do conjunto U, podemos ma-
pear os vértices de A (arbitrariamente) no conjunto U. Vamos mapear os vértices
de B de forma gulosa, um por um, entdo tome B = {vq, ..., v}, e suponha que ja
mapeamos os vértices vy, ..., v;— paraalgum 1 < i < t. Considere a vizinhanga
N(v;) do vértice v; no grafo H, seja S; o conjunto de vértices correspondente de
U, e observe que |S;| < s.

Agora, pela propriedade (b) do conjunto U, segue que os vértices de .S; tém
pelo menos v(H) vizinhos em comum em G. Para mapear v;, simplesmente es-
colhemos qualquer membro dessa vizinhanga comum que ndo tenha sido usado.
Note que deve haver uma escolha disponivel, porque mapeamos até agora menos
do que v(H) vértices. Isso prova o lema. O
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Podemos agora deduzir o Teorema 10.3.5, usando o Lema da Escolha Aleatdria
Dependente.

Demonstragdo do Teorema 10.3.5. Seja G um grafo com n vértices etal que e(G) =
Cn2~1/5. Para mostrar que G contém uma cépia de H, vamos primeiramente usar
o Lema da Escolha Aleatoria Dependente para encontrar um conjunto U C V(G)
de tamanho |A| tal que todo subconjunto S C U de tamanho s tem pelo menos
v(H) vizinhos em comum. Para aplicar o lema, precisamos mostrar que (10.12)
valecoms = s,a = |A|er = v(H), i.e., que

2e(G) ()Y
T (’;)(”n ) =

para algum 7 € N. Como e(G) = Cn2~Y/S ¢ |A| < v(H), isso segue de

Q2C) n' 7S — w(H)'n®™" = v(H),

que vale com ¢t = s se C = C(H) ¢ suficientemente grande.

Pelo Lema da Escolha Aleatoria Dependente, segue que existe um conjunto
U C V(G), com |U| = |A|, tal que todos os subconjuntos de U de tamanho s
tém pelo menos v(H ) vizinhos em comum. Pelo Lema 10.3.6, segue que H C G,
como desejado. O

10.3.3 O numero de Ramsey do hipercubo

Nossa aplicacao final do Lema da Escolha Aleatéria Dependente ¢ em Teoria de
Ramsey para grafos. Lembre-se que o numero de Ramsey de um grafo H ¢ o
menor n tal que toda 2-coloragdo das arestas do grafo completo K, contém uma
coOpia monocromatica de H.

Vamos restringir nossa atengao a um caso particular, o hipercubo k-dimensional
0O, mas a abordagem que vamos usar pode ser aplicada a qualquer grafo bipartido
suficientemente esparso.

Definicdo 10.3.7. Paracada k € N, o hipercubo k-dimensional Oy, é o grafo com
conjunto de vértices {0, 1}¥, ¢ conjunto de arestas

E(Qr) = {xy: [i € [k]:x; # yi}| = 1}.
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Observe que Q. ¢ um grafo bipartido k-regular com ambas partes de tamanho
k=1,

O problema de limitar 7(Qp) foi primeiramente estudado por Burr e Erdds
(1983), que conjecturaram que

r(Qx) = 0(25).

Beck (1983a) provou um limitante da forma 20(?) ¢ Graham, Rodl e Rucinski
(2001) melhoraram este limitante para k ©®). O seguinte teorema foi provado por
Shi (2001).

Teorema 10.3.8. r(Qy) < 23*.

Demonstragio. Sejan = 23%_ e seja y uma coloragio das arestas de K, com as
cores vermelho e azul, e assuma (sem perda de generalidade) que pelo menos me-
tade das arestas sdo vermelhas. Seja G o grafo das arestas vermelhas. Afirmamos
que QO C G.

Para mostrar que G contém uma copia de Jy, vamos primeiramente usar o
Lema da Escolha Aleatoria Dependente para encontrar um conjunto U C V(G)
de tamanho 2%~! tal que todo subconjunto S C U de tamanho k tem pelo menos
2k vizinhos em comum. Para isso, precisamos mostrar que (10.12) vale com s = k,
a=2"1er= 2k, i.e., que

2te(G)! n\ (2k t>2k_1
n2t-1  \pl\ ) 7

para algum 7 € N. Como e(G) = n?/4 e n = 23k isso segue de

23k—t _ 23k2—2kt > 2k—1

que vale para todo 3k /2 <t < 2k.

Pelo Lema da Escolha Aleatoria Dependente, segue que existe um conjunto
U C V(G), com |U| = 2%~ tal que todos subconjuntos de U de tamanho k tém
pelo menos 2% vizinhos em comum. Pelo Lema 10.3.6, segue que O C G, como
desejado. O

Observe que na verdade provamos um resultado extremal: existe uma copia
de O em todo grafo com pelo menos 23F vértices e pelo menos n2/4 arestas.
Observe também que a prova acima pode ser refinada para dar um limitante supe-
rior um pouco melhor. O melhor limitante conhecido, da forma O (k - 22k ), foi
provado por Conlon (2009b) e Fox e Sudakov (2009).
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10.4 Exercicios

Exercicio 10.4.1. Seja G um ciclo de comprimento rn, e seja y uma r-coloragao
dos vértices de G com exatamente n vértices de cada cor. Mostre que se n = 12,
entdo existe um conjunto independente de tamanho r com um vértice de cada cor.

Exercicio 10.4.2. Sejam d.k,r € N, comd = k¥ er = 16d'T1/* ¢ seja G
um grafo com grau maximo d. Mostre que existe uma r-coloragdo propria dos
vértices de G tal que, para cada v € V(G), cada cor aparece no maximo k vezes
em N(v).

Exercicio 10.4.3. Prove que se para alguma constante ¢ € R, temos que pn —
logn — ¢, quando n — oo, entdo

e—C

IP’(G(n, p)é conexo) — e
quando n — oo.

Exercicio 10.4.4. Prove que para qualquer constante 0 < ¢ < 1/3, o limiar para
que G(n, p) contenha uma cole¢do de cn tridngulos vértice-disjuntos é n=2/3,

Exercicio 10.4.5. Prove que existem infinitos pares (n, k) tais que vale o seguinte:
a probabilidade de G(n, 1/2) conter uma clique de tamanho k ¢ entre 1/3 ¢ 2/3.

Exercicio 10.4.6. Mostre que todo grafo G com n vértices e 2 (n?) arestas contém
2(4/n) vértices ligados por caminhos disjuntos de comprimento 2.

Exercicio 10.4.7. Mostre que um grafo livre de K e sem copias induzidas de K
tem no maximo O (n2~1/%) arestas.

Exercicio 10.4.8. Seja H o grafo bipartido com k vértices e grau maximo A.

(a) Mostre que, para todo ¢ > 0, existe C > 0 tal que vale o seguinte: todo
grafo G com n = C 4k vértices e cn? arestas contém H .

(b) Deduza um limitante para o nimero de Ramsey de H.



Neste capitulo, apresentamos um método baseado no cléssico lema da regulari-
dade, obtido por Endre Szemerédi na década de 70. Szemerédi obteve esse lema
para provar que todo conjunto de inteiros com densidade positiva contém uma pro-
gressdo aritmética arbitrariamente grande, resolvendo assim uma conjectura feita
por Erdés e Turan na década de 30.

O Lema da Regularidade de Szemerédi se tornou uma ferramenta fundamen-
tal na resolucéo de problemas em Combinatoria, bem como em diversas areas do
conhecimento. Demonstraremos o poder desse método usando-o para provar va-
rios teoremas importantes: o Teorema de Roth sobre 3-PAs em subconjuntos de
inteiros, o Teorema de Erdds e Stone e o Teorema de Estabilidade de Erdds e Simo-
novits em Teoria Extremal dos Grafos, e o0 Teorema de Chvatal, Rodl, Szemerédi
e de Teoria de Ramsey. Também usaremos tal método para limitar os niimeros
de Ramsey—Turan de K4 e para determinar a estrutura tipica de um grafo H -livre.
Esperamos que, ao fim deste capitulo, o leitor esteja convencido da relevancia e
utilidade desse lema, além de pronto para aplicar o método nos exercicios propos-
tos.
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11.1 Lema da Regularidade de Szemerédi

Comeg¢amos definindo as ideias e os conceitos essenciais envolvidos no Lema da
Regularidade. Informalmente, o Lema da Regularidade afirma que qualquer grafo
G pode ter seu conjunto de vértices particionado em uma quantidade limitada (ndo
depende de v(G)) de partes (ou classes) com aproximadamente 0 mesmo tamanho,
de modo que para a grande maioria dos subgrafos formados por pares dessas partes,
o conjunto de arestas entre essas partes se assemelha ao que teriamos se distribuis-
semos essas arestas aleatoriamente. No que segue, vamos tornar essa descrigdo
precisa.

11.1.1 Particoes regulares

Para definir precisamente o que significa um par de conjuntos de vértices se asse-
melhar a um grafo aleatorio, precisamos definir alguns conceitos. Dados um grafo
G, e subconjuntos disjuntos X, ¥ C V(G), definimos a densidade do par (X,Y)
como

e(X,Y)

XNyl
Podemos agora apresentar a defini¢do de par regular, que é um conceito funda-
mental por tras do Lema da Regularidade.

d(X,Y) =

Definicao 11.1.1 (Pares e-regulares). Dados um grafo G, uma constante ¢ > 0,
e subconjuntos disjuntos 4, B C V(G), dizemos que o par (A, B) é e-regular se
paratodo X C AeY C Bcom |X| = ¢|A| e |Y]| = ¢|B|, temos

|d(X,Y)—d(A,B)| <e.

De acordo com a defini¢do de pares e-regulares, percebemos que, intuitiva-
mente, um par (A, B) é “regular” se, para todos subconjuntos de tamanho ndo
desprezivel de A e B, a densidade e(X, Y)/|X||Y| entre tais conjuntos ¢ muito
proxima da densidade entre A ¢ B. Essa propriedade garante uma boa distribui-
¢do das arestas entre A e B, que justifica a semelhan¢a com um grafo bipartido
aleatorio mencionada anteriormente.

Uma vez que sabemos o que sdo pares e-regulares, apresentamos agora o tipo
de particdo que sera obtida no Lema da Regularidade. Dado um grafo G, uma
particio! V(G) = Vo U Vi U --- U Vi de V(G) é uma equiparticio se |Vy| <
|[Vi| = --- = | Vk|. Dizemos que Vy € o conjunto excepcional da partigdo.

1 embre-se da definigdo de parti¢io: cada elemento de V(G) estd em exatamente um dos con-
juntos V;.
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Poderiamos definir particdes regulares sem o conjunto excepcional Vp, fle-
xibilizando a condigdo |Vi| = --- = |Vk| de modo que para todo par (V;, V;)
tenhamos }|V,-| — 1|V |‘ < 1. Neste livro iremos considerar sempre a defini¢cdo de
equiparticdo que contém o conjunto excepcional.

Podemos agora definir as partigdes em que estamos interessados.

Definicao 11.1.2 (Particdo e-regular). Dados um grafo G com n vértices e € > 0,
dizemos que uma equiparti¢ao

V(G)=VoUViU---UVj

é e-regular se |Vp| < en e se no méximo ek? pares (V;, V;),com 1 <i < j <k,
nao sao e-regulares.

Perceba que, quanto menor for o valor de &, maior ¢ a quantidade de pares que
sabemos que sdo e-regulares. Ademais, note que & também limita o tamanho do
conjunto excepcional Vp, além de controlar a regularidade dos pares (veja Defini-
¢ao 11.1.1). Finalmente, podemos enunciar o Lema da Regularidade de Szemerédi
(1975b).

Lema 11.1.3 (Lema da Regularidade). Para todos ¢ > 0 em € N, existe M =
M(m, ¢) tal que para qualquer grafo G existe uma parti¢do e-regular

V(G)=VoU Vi U---uUV
emquem <k <M.

No que segue, vamos discutir alguns detalhes importantes sobre o enunciado
do Lema da Regularidade. Comece notando que, dada uma particdo e-regular
V(G) = VoU Vi U---UV;, ndo temos nenhum controle sobre as arestas dentro de
cada V; e também ndo conseguimos inferir nada sobre as arestas entre pares que
ndo sdo regulares. Assim, todo grafo G tem uma equiparticdo contendo somente
uma parte, o proprio conjunto V(G). Mas, como tal parti¢do ndo nos da nenhuma
informacao 1til, gostariamos de garantir que tal particdo possua uma quantidade
minima de partes. Dai, fica clara a importancia da existéncia do pardmetro m, que
garante tal quantidade minima. No outro extremo, uma particdo de V(G) em que
cada classe ¢ composta por um tinico vértice também nado é muito 1til, pois, apesar
de ser uma partigdo e-regular (para qualquer ¢ > 0), ela ndo nos fornece nenhuma
informagao sobre a distribuicdo de arestas desse grafo. Assim, € essencial que a
quantidade de partes da parti¢do seja limitada por alguma constante, nesse caso, a
constante M .
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Analisemos agora a relagdo do Lema da Regularidade com a quantidade de
arestas de um grafo G com n vértices. Como ndo temos controle sobre a distri-
buicdo das arestas dentro de cada classe de uma equiparti¢ao, o lema da regulari-
dade fornece informacao util somente quando o grafo G em questdo ¢ denso, i.e.,
quando temos e(G) = @ (n?). Para verificar esse fato, considere uma parti¢io
e-regular V(G) = Vo U V3 U---U Vi de G e note que temos

— |V 1—
= n= el A —em

k Tk
Assim, dentro das partes V7, ..., V; podemos ter um total de
1-— k
L (( on/ ) _ o)

arestas, uma vez que k < M. Portanto, se e(G) = o(n?), entdo todas as arestas
de G podem estar dentro das partes, de modo que o Lema da Regularidade ndo
fornecera nenhuma informagcio sobre a distribui¢do das arestas de G2.

Apesar da prova do Lema da Regularidade nao ser particularmente complicada,
apresentamos-na somente no final deste capitulo (veja Se¢ao 11.4). Assim, o leitor
pode focar sua atencéo primeiramente nas aplicagdes do lema que sdo apresentadas
nas proximas secoes.

11.2 Lemas de imersao e contagem

Nesta se¢ao, apresentamos alguns resultados que sdo utilizados em conjunto com o
Lema da Regularidade em diversas aplicagdes. O mais importante destes ¢ o Lema
de Imersdo, que é uma ferramenta essencial para a aplicabilidade do Lema da Re-
gularidade. Por fins didaticos, iremos enunciar lemas de imersdo gradativamente
mais gerais, comeg¢ando com a seguinte versao para tridngulos.

Lema 11.2.1 (Lema de imersao para tridngulos). Seja G um grafo, e sejam ¢ > 0
ed > 0, come < §/4 Sejam Ay, Ap, A3 C V(G) subconjuntos disjuntos ndo
vazios, e suponha que, para todo 1 < i < j < 3, os pares (A;, Aj) sdo e-
regulares e de densidade d(A;, Aj) = 6. Entdo K3 C G.

2Uma versio do Lema da Regularidade que funciona para grafos esparsos foi obtida por Kohaya-
kawa (1997) e Rodl. Recomendamos o survey (Kohayakawa e Rodl 2003) para uma descrigdo de-
talhada do método.
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Paraprovaro Lema 11.2.1, precisaremos do simples fato sobre pares e-regulares
a seguir.

Lema 11.2.2. Seja € > 0, e seja (A, B) um par e-regular num grafo G. Entdo
(d(A. B) —£)|B| < [Ng(v) N B| < (d(A, B) +¢)| B]
para todos exceto no mdximo 2¢e|A| vértices v € A.

Demonstragdo. Defina X como o conjunto de vértices de A com “vizinhos de-
mais” em B, isto é,

X={ved:|Ng()NB|> (d(A B) +¢)|B|}.
Contando arestas, temos que
d(X,B) > d(A, B) + ¢,

e portanto | X| < ¢|A|, pela Defini¢do 11.1.1. O ntimero de vértices de A com
menos vizinhos que o esperado em B pode ser limitado de modo similar. U

Demonstragdo do Lema 11.2.1. Como os pares (A1, Az) e (A1, A3) sdo e-regulares
ee < 48/4 <1/4,decorre do Lema 11.2.2 que existe um vértice v € A1 com pelo
menos (8§ — €)|A;| vizinhos em A; paratodoi € {2, 3}.

Seja X; o conjunto de vizinhos de v em A;. Como o par (A,, A3) é e-regular e
8 — & > ¢ por hipodtese, podemos concluir que d(X»2, X3) = § — e > 0 e, portanto,
existe pelo menos uma aresta uw entre X, e X3. Assim, uvw € um triangulo em
G, como gostariamos. O

Observe que uma leve modificagdo na prova acima permite encontrar muitos
tridngulos. Com efeito, se ¢ < 1/8 entdo ha pelo menos (1 — 4eps)|A1| escolhas
para v, e para cada v ha pelo menos (§ —¢)3| A2 || A3| arestas entre X, e X3. Assim,
obtemos o seguinte “lema de contagem”.

Lema 11.2.3 (Lema de contagem para triangulos). Seja G um grafo, n € N, e
sejame > 0ed > 0come < §/8. Sejam Ay, Az, A3 C V(G) conjuntos disjuntos
de tamanho n, e suponha que, para todo 1 < i < j < 3, os pares (Ai, Aj) sdo
e-regulares e satisfazem d(A;, Aj) = 8. Entdo G contém pelo menos §3n*/4
triangulos.
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Note que se ¢ for suficientemente pequeno, conseguimos obter na conclusio
do Lema 11.2.3, em vez de §3/4, uma constante tdo proxima de §> quanto se
queira. Essa é a propor¢do de tridngulos esperada se as arestas entre cada par
fossem escolhidas aleatoriamente ¢ independentemente com probabilidade §.

O préximo passo € provar lemas de imersao e contagem para grafos cliques de
qualquer tamanho.

Lema 11.2.4 (Lema de imersdo para cliques). Dadosr = 3 e > 0, sejam e > 0
suficientemente pequeno e G um grafo. Sejam Ai,...,Ar C V(G) conjuntos
disjuntos suficientemente grandes, e suponha, para todo 1 < i < j < r, pares
(Ai, Aj) sdo e-regulares e satisfazem d(A;, Aj) = §. Entdo K, C G.

Para provar o Lema 11.2.4, precisaremos do seguinte fato, conhecido como
lema de fatiamento (do inglés slicing lemma).

Lema 11.2.5 (Lema de fatiamento). Sejam a = & > 0, e seja (A, B) um par
e-regular num grafo G. Para quaisquer X C AeY C B com |X| = «|A| e
|Y| = «|B|, o par (X,Y) é (2e/a)-regular e satisfaz d(X,Y) = d(A, B) —e.

Demonstragdo. Como o = ¢, o limitante em d(X,Y) decorre diretamente da
Defini¢ao 11.1.1, de modo que precisamos mostrar apenas que (X, Y) é (2¢/«)-
regular. Para fazé-lo, sejam X' C X e Y’ C Y com |X'| = ¢/a)|X|e|Y'| =
(2e/a)|Y|. Note que

|d(X'.Y")—d(X,Y)| < |[d(X'".Y")—d(A, B)| + |d(A. B) —d(X.Y)| < 2¢

pela desigualdade triangular e porque |X'| = ¢|A| e |Y'| = ¢|B|. Como o < 1,
concluimos que (X, Y) é (2¢/a)-regular, como afirmado. O

Podemos entdo provar o Lema de Imersao para cliques. Como a prova ¢ uma
variagdo do Lema 11.2.1, seremos concisos nos detalhes.

Demonstragdo do Lema 11.2.4. Como os pares (A;, A;) sdo todos e-regulares e
& ¢ suficientemente pequeno, decorre do Lema 11.2.2 que ha vértice v € A, com
pelo menos (§ — €)| A;| vizinhos em A; paratodoi € {I,...,r —1}.

Seja X; o conjunto de vizinhos de v em A;, e defina @ = § — . Como os
pares (A;, Aj) sdo e-regulares, o Lema 11.2.5 afirma que os pares (X;, X;) sdo
(2e/a)-regulares e tém densidade pelo menos § — g paratodo 1 <i < j <r—1.

Por inducdo em r, existe copia de K,—; em G com um vértice em cada um dos
conjuntos X1, ..., Xr—1. Juntamente com v, estes formam um clique de tamanho
r em G, como queriamos. Ul
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Novamente, ¢ possivel obter um lema de contagem correspondente. Deixa-
remos os detalhes a cargo do leitor, pois nosso proximo objetivo sera provar um
lema de imersdo para um grafo arbitrario H. Num certo sentido, tal lema ¢ tri-
vial: Se conseguimos encontrar cliques arbitrariamente grandes, entdo consegui-
mos encontrar copias de H. No entanto, gostariamos de encontrar tal copia sem
assumir que todo par (A4;, A;) é e-regular e com densidade pelo menos §. Isto ¢,
se V(H) = [{], gostariamos de assumir que (A4;, A ;) ¢ regular apenas quando ij
for aresta de H.

Para simplificar o enunciado da primeira versdo do Lema de Imersdo para H
geral, iremos definir uma notago para a familia de grafos com a qual estamos
lidando. Dado um grafo H ¢ nimerosn € N e ¢,§ > 0, definimos G(H, n, ¢, §)
como a familia de grafos G com a seguinte propriedade: existe uma parti¢dao
V(G) = Ay U---U Ay com |A;| = nparal < i < { e um rotulamento
V(H) = {wi,..., wg} tal que para todo w;w; € E(H), o par (4;, Aj) é e-
regular e satisfaz d(A4;, Aj) = 6.

Com isso, podemos enunciar uma versdo do Lema de Imersdo para grafos
gerais.

Lema 11.2.6 (Lema de imersdo geral). Para todo grafo H e todo § > 0, existem
e>0eM €N tal que se G € G(H,n,¢,8) para algumn = M, entdo H C G.

Demonstragdo. A prova desse lema ¢ essencialmente a mesma que fizemos para
ocaso H = K,, e sera por inducdo em v(H).

Seja V(H) = {wy,...,we}, e seja V(G) = Ay U --- U Ay uma particdo
como na defini¢do de G(H,n, ¢, ), de modo que (A4;, Ay) é e-regular para todo
i € [ — 1] tal que wjwy € E(H). Escolhendo ¢ é suficientemente pequeno,
decorre do Lema 11.2.2 que existe um vértice v € Ay tal que

|NG(v) N A;| = (8 —#)| 4]

paratodoi € [£ — 1] tal que w; € Ng(wy).

Se w; € Ng(wy), entdo defina X; = Ng(v) N A;, e defina X; = A; caso
contrario. Parao = § —¢, 0 Lema 11.2.5 afirma que (X;, X;) ¢ (2¢/a)-regular e
tem densidade pelo menos « paratodosos2 <i < j <rtaisque w;w; € E(H).

Seja H' o grafo obtido removendo-se o vértice £ de H. Por indugido em v(H),
existe copia de H' em G com um vértice em cada um dos conjuntos X1, ..., Xy_;.
Juntamente com v, obtemos a copia de H desejada. O

Como de costume, € possivel obter um lema de contagem correspondente.
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Lema 11.2.7 (Lema de contagem geral). Para todo grafo H e todo § > 0, existem
e>0eM €N tal quese G € G(H,n,¢,8) para algumn = M, entdo G contém
pelo menos 8¢V H) 12 cépias de H.

Para concluir a se¢do, iremos provar duas varia¢des do Lema de Imersao, que
serdo uteis nas aplicagdes da se¢@o seguinte.

Lema 11.2.8. Seja H um grafo e § > 0, edefinar = y(H). Existem e > 0 e
M € N tais que se G € G(K;,,n,¢,8) para algumn = M, entdo H C G.

Demonstragdo. Como y(H) = r, é verdade que H C K, (t), o grafo completo
r-partido com ¢ = v(H) vértices em cada parte. Pelo Lema 11.2.5, temos que
G € G(K,(t),n',&,8)paracertosn’ e Neg',§' > 0,emquen’ = n/tee pode
ser tomado arbitrariamente pequeno se escolhermos ¢ suficientemente pequeno.
Pelo Lema 11.2.6, temos que H C K,(¢t) C G, como afirmado. O

Nossa ultima versao do Lema de Imersdo, a seguir, sera utilizada para limitar
superiormente nimeros de Ramsey de grafos de grau limitado. Para tal, conside-
raremos subgrafos com quantidade linear de vértices.

Lema 11.2.9. Dados d € N e > 0, existeme > 0ey > 0 tal que vale o
seguinte. Sejan € N, e seja H um grafo com A(H) < d ev(H) < yn. Se
GeG(Kgq1,n,8,0), entdo H C G.

Demonstragdo. Pela Proposigdo 2.4.4, temos que y(H) < d + 1 e, portanto,
H C Kg41(t) paraalgum ¢ < yn. Pelo Lema 11.2.5, G € G(Kg41(t),n’,€',8'),
emquen’ =n/t = 1/y e& pode ser tomado arbitrariamente pequeno.

Gostariamos de aplicar o Lema 11.2.6, como na demonstra¢ao do Lema 11.2.8;
no entanto, ndo podemos fazé-lo diretamente, pois o grafo H é muito grande. Ire-
mos, portanto, repetir a prova do Lema 11.2.6, usando o limitante em A(H ) para
garantir que os conjuntos envolvidos nunca ficam pequenos demais, e assegurar
também que o Lema 11.2.5 ¢ aplicado uma quantidade limitada de vezes para cada
aresta de Kg41(¢).

Mais precisamente, observe que na prova do Lema 11.2.6, o conjunto A4; ¢
substituido por um subconjunto proprio quando escolhemos um vértice v € A4;
numa parte tal que w; € Ny (w;). Como w; tem no maximo d vizinhos, cada
conjunto é reduzido por um fator de aproximadamente §¢ em todo o procedimento.
Além disso, para cada par ij € E(H), o Lema 11.2.5 ¢ aplicado apenas quando
escolhemos um vértice u € Ay para uma parte tal que wy € Ng(w;) U Ng(w;).
Logo, para cada aresta ij de H, aplicamos o lema no maximo 2d vezes a parte
(Ai, Aj). Assim, escolhendo ¢ e y suficientemente pequenos como funcdo de d
ed, temos que H C K;z41(t) C G, como desejado. O
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11.3 Aplicagoes

Nesta se¢do, mostramos um pouco da importancia do Lema da Regularidade, dis-
cutindo cinco aplicagdes classicas desse resultado.

11.3.1 Teorema de Erdos e Stone

Nossa primeira aplicagdo sera o Teorema de Erdds e Stone (veja o Teorema 8.1.1),
que determina assintoticamente o numero extremal de todo grafo ndo bipartido.

Teorema 11.3.1 (Erdos e Stone, 1946). Para todo grafo H,
2

ex(n, H) = (1— —|—0(1))%

1
x(H)—1
quando n — oo.

Como esta é nossa primeira aplicacdo do lema de regularidade, iremos come-
car com um esboco da prova. Dado um grafo G com uma quantidade suficiente-
mente grande de arestas, devemos encontrar uma copia de H em G. Aplicando
o lema de regularidade a G com ¢ > 0 suficientemente pequeno ¢ escolhendo
(prescientemente) m = 1/, obtemos uma partigdo e-regular

V(G)=VoU W uU---uV

comm < k < M. Definimos entdo o grafo reduzido R associado a essa partigdo,
que ¢é o grafo com conjunto de vértices {1, ..., k} e conjunto de arestas

E(R) = {ij copar (V;, V) éeregulared(V;, Vj) = 8}.

Se R contém uma copiade K41, entdo decorre do Lema de Imersdo (Lema 11.2.8)
que H C G, como queriamos. Por outro lado, se R é K, 41-livre, entdo o Teorema
de Turan permite deduzir que

1) k2
e(R) <ty (k)< |1—=)—.

r)2
Para deduzir um limitante para e(G) a partir disso, precisaremos limitar o nimero
de arestas de G sobre as quais “ndo temos controle”, isto é, as que ndo estao con-
tidas num par e-regular (V;, V;) com d(V;,V;) = §. O seguinte lema, que sera
usado em todas as aplicagdes desta se¢do, da um limitante para tais arestas.
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Lema 11.3.2. Seja V(G) = Vo U Vi U --- U Vi uma parti¢do e-regular de um
grafo G. Se k = 1/¢, entdo hd no mdximo

(a) en? arestas de G com uma extremidade em Vy;

(b) en? arestas de G dentro das partes Vi, ..., Vi,

(c) en? arestas de G entre pares (V;, V) que ndo sdo e-regulares;
(d) 8n? arestas de G entre pares (V;, V;) com d(V;, V;) < .

Demonstragdo. Para a parte (a), basta lembrar que |Vp| < en. Para a parte (b),
usamos o limitante k > 1/, que implica que hd no maximo

2
k- n/k < <en?
2 k

arestas dentro das partes, como afirmado. Para a parte (c¢), usamos a definigdo
de particio e-regular (Defini¢io 11.1.2) para afirmar que ha no maximo ek? pa-
res (Vi, V) ndo e-regulares e-regular, e (trivialmente) no méaximo (1/k)? arestas
entre cada tal par (V;, V;). Finalmente, para a parte (), ha no méaximo k? pares
(V;i, V;),ecadaparcomd(V;, V;) < & satisfaze(V;, V) < 8n?/k? por definigdo
de densidade. Isso conclui a prova. O

Estamos prontos para provar o Teorema de Erdés e Stone.

Demonstragdo do Teorema 11.3.1. Lembre-se da discussdo do Teorema 8.1.1 que
o limitante inferior decorre de considerar o grafo de Turan, de modo que ¢ sufici-
ente obter o limitante superior. Para fazé-lo, seja § > 0 arbitrariamente pequeno,
e seja ¢ > 0 dado pelo Lema 11.2.8. Sejan € N suficientemente grande, defina
r = x(H) —1, e seja G um grafo com n vértices e

I’l2

e(G)Z(l—%+28) >

Afirmamos que H C G.
O primeiro passo € aplicar o lema de regularidade (Lema 11.1.3) a G com
m = 1/&. Obtemos assim uma parti¢do e-regular com

ViGy=VouUWViuU---UV
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em < k < M partes. Seja R o grafo reduzido associado a essa partigdo.
Suponha primeiro que K41 C R, e sejam Ay, ..., A,41 as partes correspon-

dentes aos vértices da copiade K41 em R. Entdo, paratodos 1 <i < j <r+1,

opar (A;, Aj) é e-regular e satisfaz d(A;, Aj) = 8. Assim, o subgrafo induzido

G' =G[A U - U Ar41]

satisfaz G’ € G(Ky41,n',¢e,8) paran’ = |Vi| = --- = |[Vk| = (1 —e)n/M.
Como y(H) = r + 1 e n’ é suficientemente grande, concluimos pelo Lema 11.2.8
que H C G’ C G, como queriamos.
Assim, podemos assumir que R é K, 1-livre, o que implica, pelo Teorema de

Turan, que

1) k2

e(R) < t,(k) < (1 - —)—.

r) 2
Observe que existem no maximo (n/k)? arestas de G ligando a parte A; a parte
Aj paracadaij € E(R), e as demais arestas de G ou tém uma extremidade em
Vo, ou estdo dentro de algum V;, ou correspondem a um par (V;, V) que ndo é e-
regular, ou a um par (V;, V) com d(V;, V) < 8. Como k = m = 1/e, podemos
aplicar o Lema 11.3.2 para concluir que

(G) < e(R) ”2+(5+3)2< LY L
e <e(R) — g)n - - —,
k2 r 2
um absurdo que conclui a prova. O

11.3.2 Estabilidade supersaturada

Uma aplicagéo correlata do lema de regularidade ¢ a dedugdo do Teorema de Esta-
bilidade de Erdds e Simonovits no caso geral a partir do caso particular H = K,
que provamos no Teorema 3.3.4. Lembre-se que um grafo G ¢é ¢-perto de ser r-
partido se existem no maximo ¢ arestas de G cuja remocgao gera um grafo r-partido.

Teorema 11.3.3. Para todo grafo H e todo § > 0, existeng € N tal que o seguinte
vale. Se G é um grafo H-livre com n = ngy vértices e

n2

1
SE—
y(H)—1 2

entdo G é 58n>-perto de ser (x(H)— 1)—partid0.

e(G) = (1
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Demonstragdo. Seja ¢ > 0 suficientemente pequeno (dependendo apenas de H
e §), e aplique o Lema da Regularidade a G com m = 1/e. Obtemos assim uma
parti¢do e-regular

VG)=VoU W uU---uUV

comm < k < M. Defina o grafo reduzido R no conjunto de vértices {1, ...,k}
como anteriormente, isto €, com

E(R) = {ij : opar (V;, V) ée-regulare d(V;, V) = 8}.

Escreva r = y(H) — 1, e suponha primeiro que K,4+7 C R. Assim como na
demonstra¢ao do Teorema 11.3.1, decorre que H C G, um absurdo. Portanto, R
¢ K;41-livre e, portanto, pelo Teorema 3.3.4, para qualquer ¢ = 0, ou

1) k2
e <t -r<(1-71) 7 -
r) 2

ou R esta t-perto de ser r-partido.
Sejat = 38k?2. Suponha primeiro que e(R) = t,(k)—t. Comok > m = 1/s,
decorre do Lema 11.3.2 que

n? 5 1 n?
e(G)se(R)~k—2+(8+3s)n < 1—;—5 >

uma contradi¢do. Por outro lado, se R esta f-perto de ser r-partido entdo existe
uma partigdo V(R) = A3 U--- U A, com no maximo ¢ arestas de R dentro das
partes. Usando o Lema 11.3.2 novamente, concluimos que ¢é possivel remover no
maximo )

Z-Z—z + (8 + 38)]’12 < 58n?
arestas de G e obter um grafo r-partido. Assim, G é 58n2-perto de ser ()((H) — 1)—
partido, como gostariamos. O

Aplicando o lema de contagem ao invés do Lema de Imersdo, obtemos, mutatis
mutandis, a seguinte versao “supersaturada” do Teorema 11.3.3.

Teorema 11.3.4. Para todo grafo H e todo oo > 0, existem 8 > 0eng € N tal
que o seguinte vale. Se G é um grafo com n = ng vértices e menos que pn?)

copias de H tal que
1 n
z|l-——- ,
@ > (1 =14 (2)
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entdo G é an?-perto de ser ( x(H) — 1)—partid0.

Deixamos os detalhes a cargo do leitor.

11.3.3 Progressoes aritméticas

Lembre-se do Capitulo 9 que uma progressao aritmética de tamanho k, que abrevi-
amos por k-PA, é uma sequéncia de inteiros {a,a +d,a +2d,...,a+ (k—1)d}.
Nesta se¢do, estamos interessados em encontrar k-PAs em subconjuntos de intei-
ros positivos. Lembre-se que o Teorema de Van der Waerden (Teorema 9.1.5) nos
diz que toda r-coloragéo dos inteiros positivos possui k-PAs monocromaticas com
k arbitrario. Em particular, em toda r-coloragdo dos inteiros ha uma cor com den-
sidade pelo menos 1/r. Szemerédi (1975b) provou um resultado, hoje conhecido
como Teorema de Szemerédi, que diz que todo subconjunto de [n] de densidade
positiva contém uma k-PA desde que n seja suficientemente grande.

Teorema 11.3.5 (Teorema de Szemerédi). Para todo inteiro positivo k e todo o >
0, existe ng tal que sen = ng e A C [n] com |A| > an, entdo A contém uma
k-PA.

Vamos ilustrar a aplicacdo do Lema da Regularidade (Lema 11.1.3) provando
uma versdo mais simples do Teorema 11.3.5, nos restringindo ao caso k = 3. Esse
resultado foi provado por Roth (1952).

Teorema 11.3.6 (Teorema de Roth). Para todo ¢ existe ng tal que sen = ng e
A C [n] com |A| > en, entdo A contém uma 3-PA.

Antes de provar o Teorema de Roth, vamos utilizar o Lema da Regularidade
para provar um importante lema, conhecido como lema da remogao de tridngulos.
Informalmente, esse resultado garante que se um grafo tem “poucos” triangulos,
entdo podemos torna-lo livre de triangulos por meio da remogdo de “poucas” ares-
tas.

Lema 11.3.7 (Lema da remogdo de tridngulos). Para todo a > 0, existe § > 0 tal
que todo grafo G com n vértices e no maximo Bn3 tridngulos pode ser tornado
livre de triangulo por meio da remo¢do de no maximo an? arestas.

Demonstragdo. Escolha 0 < § < «/3, defina ¢ = §/9, e aplique o lema de
regularidade a G com m = 1/&. Obtemos uma partigdo e-regular

VG)=VoU W uU---uUVy
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comm < k < M. Defina o grafo reduzido R dessa particdo como anteriormente,
correspondendo aos pares e-regulares com densidade pelo menos §.

Suponha primeiro que existe um tridngulo em R. Sejam A;, A,, A3 as partes
correspondentes aos vértices de tal tridngulo, e lembre-se que |A1| = |A2]| =
|A3] = (1 —e)n/k e que k < M. Pelo lema de contagem para tridngulos
(Lema 11.2.3), temos que G contém pelo menos

3
w()

triangulos, em que a desigualdade final vale se escolhermos 8 > 0 suficientemente
pequeno (dependendo apenas de § ¢ M, que dependem apenas de «)

Assim, podemos assumir que R ndo tem tridngulos. Afirmamos que podemos
destruir todos os tridngulos de G removendo as arestas listadas no Lema 11.3.2.
Com efeito, removendo tais arestas, as arestas remanescentes sdo aquelas entre
pares correspondentes a arestas de R. Logo, se os vértices {u, v, w} formam um
triangulo em G e nenhuma das arestas do triangulo foi removida, entdo os vértices
precisam estar em trés partes diferentes da particdo, digamos u € V;, v € V; e
w € Vy. Assim, {i, j, £} ¢ um tridngulo em R, um absurdo.

Finalmente, pelo Lema 11.3.2, removemos no maximo

(6 + 38)1’!2 < an?

arestas de G, em que a ultima desigualdade segue das escolhas de 6 e €. Isso
conclui a demonstracéo. O

A prova do Teorema de Roth segue do lema da remogao de triangulos através
de uma transformagdo entre k-AP e grafos tripartidos.

Demonstragdo do Teorema de Roth (Teorema 11.3.6). Nossa tarefa € mostrar que
se A C [n] ndo contém uma 3-PA, entdo |A| = o(n). Fixe ¢ > 0, suponha que n
¢ suficientemente grande, e suponha por absurdo que |A| = en.

A ideia crucial € aplicar o lema da remogao de tridangulos a um grafo especifico
G que “codifica” as 3-PAs de A como tridngulos. Para isso, definiremos um grafo
GeomV(G) =XUY UZ,emque X, Y e Z sdo disjuntos e | X| = |Y| =
|Z| = 3n. Iremos identificar cada um desses trés conjuntos com trés “copias” do
conjunto [3n], de modo que podemos somar vértices como se fossem niimeros. As
arestas de G sdo formadas pela unido dos trés conjuntos descritos abaixo:

. E(G[X,Y])z{xy cxeX,yeYey=x+a forsomeaeA};
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« E(GIY.Z]))={yz : yeY,zeZ ez=y+a forsome a € A};
. E(G[X,Z])z{xz cxeX,zeZez=x+2a forsomeaeA}.

Quantos tridangulos o grafo G contém? Se {x, y, z} sdo vértices de um trian-
gulo,entioy = x4+a,z =y +b,ez = x +2c paraalguns a,b,c € A. Assim,
tais elementos de A satisfazem a + b = 2¢. Portanto, se A nio contém 3-PA,
entdo os unicos tridangulos de G correspondem aa = b = ¢, o que implica que ha
no maximo

3n- 14| < 3n% = o(n?)

tridngulos em G, pois a escolhade x € X ea € A determina os demais vértices.
Pelo lema da remogao de tridngulos (Lema 11.3.7), podemos destruir todos os
triangulos de G removendo o(n?) arestas.

Afirmamos que isso ndo pode ocorrer, o que concluira a prova por contradi-
¢do. Para ver tal fato, considere o seguinte conjunto de triplas “triviais” (isto &,
correspondendo ao caso a = b = ¢ acima) contidos em G

{{x,x+a,x+2a}: xeX,aeA}.

Observe que, sob a condi¢cdo x+2a < 3n, que é satisfeitaparatodox <nea € A,
tais triplas sdo tridngulos de G. Assim, encontramos pelo menos n - |A| > en?
triangulos triviais. Crucialmente, no entanto, tais triangulos sdo aresta-disjuntos!
Com efeito, qualquer aresta do tridngulo permite determinaro x € [nJeoa € A
que o gerou. Assim, para destruir todos os tridngulos listados, precisamos remover

en? arestas G, um absurdo que (como argumentado) conclui a prova. O

11.3.4 Numeros de Ramsey—Turan

Lembre-se da Se¢ao 10.3.1 que, dado um grafo H ¢ uma fungdo k = k(n), o
numero de Ramsey—Turan de H e k ¢ definido por

RT (n, H, k) = max {e(G): H ¢ G C K, ¢ a(G) < k}.

Em particular, escreveremos RT (n H, o(n)) para denotar (com abuso de notagao)
o0 caso em que k/n — 0 suficientemente devagar quando n — oo. Por exemplo,
podemos escrever

RT (n, K3, o(n)) = o(n?),
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jé que, num grafo sem tridngulos, a vizinhanga de qualquer vértice v € um conjunto
independente. Lembre-se também que vimos no Teorema 10.3.4 que, para todo

r=5ek > \/nlogn,

n2
RT (n, K, k) = T
La, obtivemos esse limitante colocando um grafo sem tridngulos com ntimero de
independéncia no maximo k em cada uma das partes de um grafo bipartido com-
pleto. Finalmente, recorde também (do Teorema 5.5.2 e do Teorema 9.2.8) que,
pelo Método Probabilistico, existem grafos sem tridngulo com niimero de indepen-
déncia pequeno.
Falta, portanto, determinar se RT (n, Ky, o(n)) = 0(n?). O seguinte limitante
superior, provado por Szemerédi (1972), foi uma das primeiras aplica¢des do lema
de regularidade.

Teorema 11.3.8. Vale que

2
RT (n, K4,0(n)) < % + o(n?).

quando n — oo.

Demonstragdo. Sejam § > 0 e n € N suficientemente grande, e seja G um grafo

com n vértices,
2

e(G) = % + 2802

e «(G) = o(n). Iremos mostrar que K4 C G.
Para tal, escolha ¢ > 0 suficientemente pequeno (dependendo de 8), e aplique
0 Lema da Regularidade a G com m = 1/e. Obtemos uma parti¢ao e-regular

VG)=VoU W uU---uUW

comm < k < M. Defina o grafo reduzido R correspondente a essa particdo como
de costume, em que arestas de R representam pares e-regulares com densidade
pelo menos 4.

A essaaltura, ja sabemos que se K4 C R entdo é possivel deduzirque K4 C G.
Nesse caso, no entanto, precisaremos de extrair mais informagio a respeito da
estrutura de R. O primeiro passo € a seguinte afirmativa, cuja prova ¢ similar a do
Lema 11.2.1.

Afirmativa 11.3.9. Se K3 C R, entdo K4 C G.
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Demonstragdo da afirmativa. Sejam A;, A, e Az as partes correspondentes ao
vértice do tridngulo contido em R. Como os pares (A1, A2) e (A1, A3) sdo e-
regulares e tém densidade pelo menos &, decorre do Lema 11.2.2 que existe um
vértice v € A1 com pelo menos (6§ — €)|A;| vizinhos em A; para todo i € {2, 3}.
Seja X; o conjunto de vizinhos de v em A;. Como o par (A, A3) é e-regular,
temos que d (X2, X3) = § —e > 0 e, portanto, existe um vértice w € X, com pelo
menos
(6 —¢)?
k"

vizinhos em X3. Como k < M e a(G) = o(n), concluimos que existe uma aresta
no conjunto Ng(w) N X3, ¢ essa aresta, juntamente com v e w, forma uma copia
de K4 e G, como desejavamos. O

6 —e)|X3| = (6 —e)?|43] =

Pelo Teorema de Mantel, vale que e(R) < k?/4. Apenas usando tal fato, no
entanto, concluimos apenas que e(G) < n2/4+o0(n?) (como fizemos na prova do
Teorema 11.3.1). Para obter um fator de 2 adicional, iremos precisar da seguinte
afirmativa.

Afirmativa 11.3.10. Se existe uma aresta ij € E(R) tal que
1
d(Vi, Vi) = 3 + 6,
entdo K4 C G.

Demonstragao da afirmativa. Comoopar (V;, V;)ée-regulared(V;,V;) = 1/2+
8, decorre do Lema 11.2.2 que existe um conjunto U C V; de tamanho pelo menos
n/2k tal que todo vértice u € U tem pelo menos

1 4 v
(5 + §)| i
vizinhos em V. Como |V;| = n/2k = n/2M e a(G) = o(n), existe uma aresta
uv € G[U].
Pelo Principio da Casa dos Pombos (ou por inclusdo-exclusdo), os vértices
u e v tém pelo menos §|V;| vizinhos comuns em V;. Como |V;| = n/2M e

a(G) = o(n), existe uma aresta xy na vizinhanga comum de u ¢ v. Assim, o
conjunto {u, v, x, y} € uma clique em G, demonstrando a afirmativa. O
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Com as Afirmativas 11.3.9 e 11.3.10, concluimos que se G é K4-livre, entdo
e(R) < k?/4, e cada aresta de R corresponde a um par de densidade no maximo
1/2+68. Como k = m = 1/e, uma aplicagdo do Lema 11.3.2 mostra que

n2 2

1 2 _ I 2
e(G) < (5+8)k2-e(R)+(8+38)n <§+28n ,

uma contradi¢do. Isso conclui a prova. O

Surpreendentemente, alguns anos apos a prova dada por Szemerédi para o Te-
orema 11.3.8, uma constru¢do de Bollobas e Erdds (1976) mostrou que o limitante
obtido ¢é assintoticamente justo.

Teorema 11.3.11. Seja k = k(n) tal que k/n — 0 suficientemente devagar. En-
tdo
n2
RT (n, K4,k) =3 + o(n?).

asn — oQ.

O grafo usado para provar o limitante inferior acima ficou conhecido como
o grafo de Bollob4as—Erdos. Ele ¢ definido geometricamente, e seus vértices con-
sistem de pontos coloridos numa esfera de dimensdo alta. As arestas dependem
das cores e produtos escalares dos pontos correspondentes. O leitor interessado
pode consultar Fox, Loh e Zhao 2015 para uma descri¢do detalhada do grafo e
uma analise das propriedades do mesmo.

11.3.5 Teorema de Chvatal, Rodl, Szemerédi, e Trotter

Uma ultima aplicacdo do Lema da Regularidade diz respeito a estimar numeros
de Ramsey de grafos com grau maximo limitado por uma constante. Chvatal et
al. (1983) provaram que o nimero de Ramsey de todo grafo H de grau limitado
¢ linear na quantidade de vértices de H. Lembre-se que r(H) é o menor n tal
que em toda coloracdo das arestas de K; com duas cores temos uma copia de H
monocromatica.

A ideia da prova ¢ analisar um certo grafo reduzido R associado a uma partigao
P que ¢ e-regular de um grafo completo G suficientemente grande, cujas arestas
foram arbitrariamente coloridas com duas cores (digamos, azul e vermelho). Para
cada par e-regular (A, B) de P, dizemos que (A4, B) é vermelho se pelo menos
metade das arestas sdo vermelhas; e dizemos que (A4, B) é azul se mais da metade
das arestas sejam azuis. Sem perda de generalidade, suponha que a maioria dos
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pares regulares sdo azuis. Utilizando o Lema de Imersdo, conseguiremos mostrar
que o subgrafo de G formado somente pelas arestas entre pares de P que sdo
azuis contém uma copia de H. Para aplicar o Lema de Imersdo, vamos utilizar
novamente o Teorema de Turan.

Teorema 11.3.12 (Chvatal, R6dl, Szemerédi e Trotter). Para todo A € N, existe
c(AQ) > 0 tal que para todo grafo H com A(H) < A, temos

r(H) < c(A)-v(H).

Demonstragdo. Fixe A > 0, e seja H um grafo com A(H) < A. Aplicaremos
o Lema de Imersao para grafos de grau limitado (Lema 11.2.9) com parametros
d = Aed = 1/2 para obter constantes ¢ > 0 ey > 0.

Para o restante da prova, fixamos um grafo K, comn = ¢ - v(H), em que
¢ = c(A) ¢ suficientemente grande. Considere uma coloragdo arbitraria ¢ das
arestas de K, com cores vermelho e azul, e sejam G, e G, os subgrafos geradores
de K, que contém, respectivamente, somente arestas vermelhas e somente arestas
azuis em g.

Tome m = r(Ka41), o numero de Ramsey do grafo K441. Aplicando o
Lema da Regularidade (Lema 11.1.3) ao grafo G, obtemos uma partigdo e-regular

V(Gy)=Vo UV U---U Vg

comm < k < M. Segue da definigdo de par regular que tal parti¢do é também
uma particao e-regular para o grafo Gy,.

Seja R o grafo reduzido associado a essa particdo com parametros ¢ e 0, isto
¢ V(R) ={1,....k}eij € E(R) se e somente se (V;, V) é e-regular (ndo ha
restrigao sobre a densidade do par). Note que

e(R) = (i) — ek? > tm-1(k),

e portanto Kz, C R pelo Teorema de Turan.

Sejam Ay, ..., Ay as partes correspondentes aos vértices de uma copia de Ky
em R, de modo que os pares (A4;, A;) sdo e-regulares para todos 1 <i < j < m.
Definiremos uma coloracdo £ das arestas de K, declarando que £(ij) é vermelho

se
1

dg,(Vi,Vj) = 3
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ou azul caso contrario. Como m = r(Ka41), temos que & contém uma clique
monocromatica de tamanho A + 1.
Sem perda de generalidade, suponha que £ contém um K 541 vermelho, e se-

jam Ay, ..., Aa+1 as partes correspondentes. Nessas condigdes, o grafo induzido
G' =G[A1U--UApq]
satisfaz G’ € G(Ka41,n',¢e,1/2) paran’ = |Vi| = --- = |Vi| = n/2M.

Assim, se escolhermos ¢ = ¢(A) suficientemente grande (em particular tal que
¢ =2M/y), entdo

n_ yn :
H) < <<
s Tn S ST

Logo, pelo Lema 11.2.9, temos que H C G’ C G, como queriamos. Ul

11.4 Demonstracio do Lema da Regularidade

A prova do Lema da Regularidade (Lema 11.1.3) ¢ uma prova conceitualmente
simples. Iniciamos esta se¢do discutindo de uma maneira informal e intuitiva as
ideias envolvidas na prova, para dai partirmos para o detalhamento dessas ideias.

Lembre-se que o Lema da Regularidade garante a existéncia de uma particao
e-regular com quantidade limitada de partes. Para provar esse resultado para um
grafo G, vamos comecar com uma equiparti¢do arbitraria Py de V(G) em uma
quantidade constante de partes. Caso a particdo Pp ndo seja e-regular, nds vamos
“refinar” Py, dividindo as classes de Py em classes menores, de modo que obtemos
uma equiparticdo P; que ¢ “mais proxima” de ser e-regular que a equiparti¢do Po,
i.e., as arestas entre a maioria das classes de P; estdo melhores distribuidas do
que a maioria das classes em Py. Iremos garantir que P; tenha uma quantidade
constante de classes. Assim, aplicando essa ideia repetidamente, obtemos uma
sequéncia de equiparti¢des Po, P1, . . ., Pk, tal que Py € e-regular.

Observe que, no Lema da Regularidade, queremos que, para todo ¢ > 0 e todo
inteiro positivo m, existia um inteiro M que dependa somente de ¢ ¢ m tal que a
equiparticao e-regular obtida tenha no maximo M classes. Portanto, para que a
ideia de refinamentos sucessivos discutida no paragrafo anterior funcione, preci-
samos garantir que apdés uma quantidade constante k de refinamentos obtemos a
equiparticdo e-regular P. A partir desse ponto, tornaremos essa ideia de prova
precisa.

Para mensurar o quao proxima uma particdo P estd de ser uma particao e-
regular, definimos a seguinte no¢do de densidade, chamada de média quadratica
de uma particao.
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Definicdo 11.4.1. Dado um grafo G com n vérticeseuma P = {Vp, V1,..., Vi},
definimos a média quadrética d>(V;, V) do par (V;,Vj),paral <i < j < k,
como

e(Vi,Vj)?

VillVjln?

Ademais, a média quadratica d, (P) da parti¢do P é definida como

d(P)= > 'V"’|1|2Vf|d(vi,vj)2= I AUALS)

1<i<j<k I<i<j<k

dr2(Vi,V;) =

Observe que, como d(V;, V) < 1, temos que d2(P) < 1.

No restante desta se¢do, sempre estamos considerando um grafo G com n
vértices. Uma parti¢do P’ de V(G) refina uma parti¢do P de V(G) se toda classe
de P é uma unido de classes de P’. Dizemos também que P’ é um refinamento de
P. Comegamos mostrando que, dada uma parti¢ao P, a média quadratica d(P)
nunca € maior que a média quadratica de um refinamento de P.

Lema 11.4.2. Sejam G um grafo e P uma parti¢do de V(G). Para todo refina-
mento P’ de P temos que d»(P’) = da(P).

Demonstragdo. Seja P = {V1,..., Vi } uma particdo de V(G). Comece notando

que, como todo refinamento P’ de P pode ser obtido de sucessivos refinamentos

em que somente uma classe de P ¢€ particionada em 2 classes, podemos assumir

que P’ = (P\V1)U{XUY},emque X e Y sdo disjuntos e taisque V; = X UY.
Paratodo 2 <i < Vg, temos

e(Vi, Vi)* _ (e(X. Vi) +e(Y.Vp)?

VillViln — (X[ + [Y][Vin?

_e(X. V)2 | e(Y.Vh)?

X[ Viln? Y [[Viln?

= dy(X. Vi) + da (Y. V3). (11.1)

Utilizando a defini¢cdo de média quadratica e (11.1), temos

dP)=da(X. )+ Y i V)+ Y (da(X, Vi) + da(Y, Vh))

d2(V1. Vi) =

2<i<j<k 2<i<k
=X+ Y. daViV)+ Y a0V
2<i<j<k 2<i<k

= d(P),
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que conclui a prova. O

Para que a estratégia de prova do Lema da Regularidade discutida anterior-
mente funcione, precisamos garantir que, dada uma parti¢ao P que ndo ¢ e-regular,
sempre exista um refinamento P’ cuja média quadratica é razoavelmente maior
que a média quadratica de P. Comecamos com um resultado simples que garante
um refinamento como desejado para um par que ndo € e-regular.

Lema 11.4.3. Sejam G um grafo com n vértices e P uma parti¢do de V(G). Se
(X,Y) é um par de P que ndo é e-regular, entdo existem particoes {X1, X»} de
X el{Y1,Yr} deY tais que

X, ||Y.
> %d(x,, Y2 = d(X,Y)? + ¢t
1<ra<e XIIYI

Demonstragdo. Dado um par (X, Y) de P que ndo é e-regular, sabemos que exis-
tem X; € X e Yy C Y com |X1| = ¢|X]| e |Yy| = ¢|Y| tais que |d(X1, Y1) —
d(X,Y)| >e. SejaXo =X\ X1eYr =Y\ Yq. Assim, temos que

X, Y, 2
P 3 %(wxl,m—d(x,m).
1<r,s<2

Portanto, pela desigualdade acima e notando que ) |1 <, ;<> ( |f§§ ||||§‘|'| d(X,,Ys)) =
d(X,Y), temos

XY,
< Y Plic vy —acry
1<r,s<2 | H |

de onde concluimos que

Xr||Y.
> %d(xr, Yo)? 2 d(X.Y)? +¢*.
1<r,s<2 | ” |

O]

Ainda precisamos mostrar como obter um refinamento P’ cuja média quadra-
tica € razoavelmente maior que a média quadratica de P. Além disso, precisamos
limitar a quantidade de classes do refinamento P’. O préximo lema formaliza
esses fatos.
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Lema 11.4.4. Sejam G um grafo com n vértices e seja P = {V1,...,Vi} uma
parti¢io de V(G) que ndo é e-regular. Entdo existe um refinamento P’ de P tal
que valem as seguintes afirmagoes.

(i) dr(P') = da(P) + &,
(ii) |P'| < k2k—1,

Demonstragdo. Para qualquer par (V;,V;) de P que ndo ¢é e-regular, sabemos
que existem V/ C V; e V]f C Vjcom |V/| = ¢|V] e |VJf| > ¢|V;| tais que
ld(V/, Vf) —d(Vi,Vj)| > e.

Defina, para todo par (V;, V;) que ndo é e-regular, os seguintes conjuntos:
Vllj = V’eVzJ =V \V’,eV“ = V’eVZJ = Vj \ V;. Para construir a
particao 73/ desej ada, iremos reﬁnar a parthao formada pelos conjuntos definidos

acima.

Pelo Lema 11.4.3, sabemos que, para cada par (V;, V;) que ndo ¢é e-regular,
existem uma partigdo {Vil’J, Viz’j} de V; e uma particdo {le”, ij’l} de V; tais
que

VEINVE i .
Z VillV;]| d(; ’Vj ) =d(Vi,Vi)® + ¢ (11.2)
1<r,s<2 iy

Vamos agora construir a partigdo P’ desejada. Para cada V; de P, faremos uma
particdo W; = {W; 1,..., Wi, } de V; em que w; < < 2k=1 Paracada W € W,
temos que u, v € W se e somente se, paratodo 1 < j < k com j # i, vale
que u,v € V T ouu,ve vV 2:J Note que, como existem k — 1 possiveis classes
que formam pares 1rregulares com V;, de fato temos que w; < 2¥~!. Portanto,
sabemos que |P’| < k2k—1.

Pelo Lema 11.4.2 e fazendo uso de (11.2), para cada par (V;, V;) de P que ndo
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¢é e-regular, temos que

dz(P/) = Z Z Z dz(VVi,r,Wj,s)

1<i<j<k refw;] sefw,]

=2 22

1<i<j<k refw;]sefw;]

d(Wir, W;s)?

Sl

1<i<j<k ref2] se[2] | ’” il
[VillV;] 2, .4 [VillV;]
> ) 2 4V te > .
1<i<j<k 1<i<j<k
>d(P) + ¢,
concluindo a prova do lema. O

Temos em maos todas as ferramentas para a prova do Lema da Regularidade,
que apresentamos abaixo. Lembre-se que o lema afirma o seguinte: para todos
e>0em € N, existem M e ng tais que para qualquer grafo G com pelo menos
ng vértices, existe uma particdo e-regular V(G) = Vo U V3 U --- U V} em que
m<ks<M

Demonstragdo do Lema da Regularidade (Lema 11.1.3). Comegamos com uma equi-
parti¢do Py = {Vo, V1,..., Vim} em que |Vo| = n —m|n/m]. Caso essa parti¢do
ndo seja e-regular, existe um refinamento P; de Py tal que d2(P1) = da2(Py) + &>

e |P1| < m2™. Para obter uma equiparti¢do a partir de Py, formamos a parti¢do

P} obtida por meio da parti¢do de cada classe de P; em conjuntos de tamanho
exatamente (¢%/2)n/|Py| e uma “sobra” de tamanho menor que (¢%/2)n/|Py|.
Cada uma dessas “sobras” ¢ adicionada ao conjunto Vy dos vértices excepcio-
nais, notando que esse conjunto aumenta de no maximo (¢%/2)n vértices. Ade-
mais, temos que |Pj| < m2™ 1 /g7 e pelo Lema 11.4.2, sabemos também que
d2(P}) = da(P1) = da(Po) + €.

Enquanto ndo obtivermos uma parti¢ao e-regular, podemos continuar refinando
particdes, obtendo uma sequéncia de equiparti¢cdes Py, P1, .. ., Pr. Mas esse pro-
cesso so € possivel por uma certa quantidade de passos. De fato, como d» (Py) < 1,
sabemos que

1> dy(Pr) = da(Po) + k.
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Portanto, k < £>. Assim, em no maximo £ rodadas de refinamentos, obtemos
uma equiparticao P cuja quantidade de classes ¢ limitada superiormente por uma
constante M, que s6 depende de € e m. Ademais, o conjunto excepcional de P
tem no maximo m — 1 4 (1/&)(e®n/2) < en vértices, concluindo a prova do
lema. O

Vale ressaltar que, quando ¢ — 0, o limitante superior dado pela prova acima

¢ da forma i

M(m.e) <2%

uma torre de 2 de altura polinomial em £~!. Talvez surpreendentemente, Gowers
(1997) mostrou que cotas do tipo torre sdo necessarias. Mais precisamente, ele
mostrou que existem grafos tais que o nimero de partes em qualquer parti¢ao -
regular é pelo menos uma torre de 2 de altura ~/16. Uma prova mais simples
desse resultado foi dada por Moshkovitz e Shapira (2016).

11.5 Exercicios

Exercicio 11.5.1. Seja H um hipergrafo 3-uniforme com a seguinte propriedade:
qualquer conjunto de seis vértices contém no maximo trés arestas de 7. Prove que

e(H) = o(n?).

Exercicio 11.5.2. Mostre que o nimero de grafos sem tridngulo com conjunto de
vértices [n] é on?/4+o(n?),

Exercicio 11.5.3. Mostre que quase todos os grafos sem tridngulo estdo o(n?)-
proximos de serem bipartidos.

Exercicio 11.5.4. O teorema de Thomassen afirma que para todo « > 0 existe
C(a) > 0 tal que vale o seguinte: se G ¢ um grafo sem tridngulos com n vértices,
entdo

1
3(G) > (§ + a)n = 1(G) < C(a).
(a) Use o lema de regularidade para mostrar que existe uma parti¢do e-regular
VG)=VoU W uU---uUy

com um numero limitado de partes tal que §(R) > ( 1/34«a/ 2)k.
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(b) Mostre que para todo I/ C [k], o conjunto
X; = {u eV(G) : INO)NVi| = BIVi| & ic 1}

¢ independente.
(c) Deduza o teorema de Thomasson.

Exercicio 11.5.5. O Teorema de Mantel para G (n, p) afirma que se p > 1//n
entdo, com alta probabilidade, todo subgrafo G C G(n, p) com

e(G) = (% + 8)])(’;)

(a) Mostre que a conclusio nio vale se p < 1/4/n.

contém um tridngulo.

(b) Prove o teorema para p = 1/2.



Neste capitulo, iremos estudar problemas dos seguintes tipos:
* Quantos grafos H -livres com n vértices existem?
* Qual a estrutura tipica de um grafo H -livre com n vértices e m arestas?
* Quantas arestas o maior subgrafo H -livre de G(n, p) possui?

* Para quais fun¢des p = p(n) vale que G(n, p) — H com alta probabili-
dade?

Surpreendentemente, esses problemas (e muitos outros) podem ser atacados usando
um método comum que envolve o estudo de conjuntos independentes em hiper-
grafos. Iremos introduzir uma técnica, conhecido como o método dos contéineres,
para estudar tais conjuntos, e daremos varias aplicagdes simples.

Como o método geral de contéineres (para hipergrafos) pode parecer um pouco
confuso a primeira vista, iremos primeiramente, na Secao 12.1, discutir o método
de contéineres para grafos, que é um pouco mais acessivel. Iremos entdo, nas
secoes Secdes 12.3 e 12.4 discutir o método para hipergrafos 3-uniformes e dar
varias aplicagdes. Em seguida, faremos, na Se¢do 12.5, uma répida discussao do
lema de contéineres no caso geral de hipergrafos k-uniformes. Concluiremos o
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capitulo com as demonstra¢des dos lemas de cont€ineres para o caso 3-uniforme
na Secao 12.6.

12.1 Conjuntos independentes em grafos

Como vimos no Capitulo 2, dado um grafo G, um conjunto X C V(G) é dito inde-
pendente se ndo existe nenhuma aresta de G inteiramente contida em X, isto é, se
e(G[X]) = 0. O principal objetivo deste se¢do ¢ introduzir um modo — o método
dos contéineres — de agrupar conjuntos independentes em blocos que chamaremos
de contéineres. Tal método foi desenvolvido por Sapozhenko no comego dos anos
2000, mas foi primeiramente usado por Kleitman ¢ Winston 1982 na prova do
seguinte resultado.

Teorema 12.1.1. Existem 20*'%) grafos sem Cyq no conjunto de vértices [n).

Para contextualizar esse teorema, lembre-se dos Teoremas 3.2.1 e 8.8.1 que
ex(n,Cy) = @(n3/2),

e note que se G é um grafo Cy4-livre, entdo todo subgrafo de G é também Cy-livre.
Como ha 2¢(@) subgrafos de G com conjunto de vértices V(G), decorre que o
numero de grafos sem C4 ¢ pelo menos pen®’? para alguma constante ¢ > 0. Por
outro lado, qualquer grafo sem C4 tem no maximo ex(n, C4) arestas e, portanto,
ha no méximo

ex(n,Cq) n
Z (2) < (nz)ex(n,C4)+1 — 20(n3/2 logn)
m ~

m=0

grafos sem C4 com conjunto de vértices [n]. O Teorema 12.1.1, que confirmou
uma conjectura de Erd6s, mostra que a cota inferior esta mais proxima da verdade.
Na proxima subsecao, iremos introduzir o algoritmo que Kleitman e Winston usa-
ram para provar o Teorema 12.1.1.

12.1.1 Algoritmo de Kleitman e Winston

Imagine que vocé € um espido e se infiltrou numa reunido secreta. Tanto vocé
quanto o centro de espionagem conhecem o grafo de inimizade das pessoas. Nesse
grafo, duas pessoas estdo conectadas por uma aresta se elas nunca frequentassem
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uma mesma reunido. Seu objetivo é informar ao centro, o mais rapido possivel,
a lista de todas as pessoas que estdo na reunido. Vocé quer fazé-lo de modo efi-
ciente, pois sua comunicagdo pode ser cortada a qualquer momento. Além disso,
vocé quer que a informagao parcialmente transmitida seja util mesmo que sua co-
municagdo seja interrompida prematuramente. Serd que existe como explorar o
conhecimento do grafo de inimizade para melhorar a eficiéncia da comunicagao?

Dizemos que uma pessoa esta definida caso a central saiba se ela esta ou ndo
presente na reunido. Seja P; a pessoa com o maior numero de inimigos. Se P;
estiver na reunido, faz sentido que o espido comunique isso primeiro a central. As-
sim, se a comunicacdo for interrompida logo depois disso, a central sabera que
muitas pessoas (a pessoa mencionada e seus inimigos) estdo definidas. Por outro
lado, se P; ndo estiver na reunido, podemos descarta-la do grafo e repetir o pro-
cesso para a pessoa P, com mais inimigos no grafo restante. Em algum momento,
a k-ésima pessoa a considerada, Py, estara na reunifio. Se a central conhecer a
estratégia de comunicacao do espido, conseguira, ao ouvir que Pj esta na reuniao,
deduzir ndo s6 que os inimigos de Py nio estdo na reunido, mas também que as
pessoas P, ..., Pr_; ndo estdo na reunido. De fato, se alguma dessas estivesse, o
espido, preocupado com falhas de comunicagao, teria avisado sobre alguma delas
primeiro.

Dando nomes aos bois, seja G o grafo de inimizade. Para lidar com casos de
desempate na versdo formal do procedimento descrito acima, assumiremos que
o conjunto de vértices de G esta ordenado linearmente por uma ordem total, a
ser usada para desempates. Pela definicdo do grafo de inimizade, o conjunto de
pessoas que participa da reunido ¢ um conjunto independente / C V(G), isto é,
um conjunto em que nenhum par de vértices esta conectado.

Para comunicar o conjunto independente, usaremos o seguinte procedimento,
chamado de algoritmo de Kleitman—Winston. Dado um grafo fixo G, esse algo-
ritmo recebe um conjunto independente / € V(G) a ser transmitido. Além disso,
ele depende de um pardmetro L, o limite de iteragoes.

O algoritmo define, para0 < i < L, subgrafos de G denotados por G*. Define
também subconjuntos S? C I, que correspondem as pessoas que a central sabe que
definitivamente estdo em I antes de receber a informacao da i-ésima iteragao, e
subconjuntos T¢ € V(G)\ I, que correspondem as pessoas que a central sabe que
definitivamente ndo estdo em I antes de receber a informacao da i -ésima iteracao.
Inicializamos

G° =G, SO =g, T = ¢.

Parai =0,..., L —1, ai-ésima iteracao do algoritmo consiste dos passos abaixo:
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Figura 12.1: Passo (2a) do algoritmo para o conjunto / (em verde). Vértices mais
acima na figura aparecem antes na ordem total fixada que usamos para desempates.

(1) Se I NV(G') = @, o algoritmo define os conjuntos
st=s" e TE=T'UV(G,
define GL como o grafo sem vértices, e termina.
(2a) Caso o algoritmo néo tenha terminado até agora, escreva
V(G = {vi.....vhm)

de modo que, paracada l < j < n(i), v;- seja o vértice de grau maximo do

subgrafo induzido' G' — {vi,..., v;_l}; caso haja mais de um vértice de
grau maximo, escolhemos o maior deles na ordem total fixada.

(2b) Seja k(i) o menor indice tal que v,ic(i) € I. O algoritmo transmite v;;(i), e
define os conjuntos

ST = ST U (k)
Tl+1 =T'U {Ull, ey Ull((i)—l} U NGi (v;c(l))
eografo G'T! = G' — (ST U T,

Note que os vértices de G* correspondem exatamente as pessoas tais que a cen-
tral ainda ndo consegue determinar suas presengas na reunido. Por conveniéncia,
definiremos ainda

S(H=St1)y e cU)=V(G)\TEW).

I embre-se que, dado um conjunto X € V(G), escrevemos G — X para denotar o subgrafo
induzido G[V(G) \ X].
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Figura 12.2: A primeira iterag¢do, cujo passo (2a) foi detalhado na Figura 12.1.
Estdo representados G, T'1 (em vermelho) e G 1.

Chamamos S (1) de impressdo digital ou assinatura de I, e C(I) de contéiner de
I. Observando que I N TL (1) = @ por construgio, temos que

S(I)c 1 cc.

Note que a informagdo obtida até o L-&simo passo do algoritmo néo ¢é suficiente
para determinar se os vértices de C(1) \ S(/) estdo oundo em /.

Discutiremos a importancia de tais fungdes e a utilidade pratica do algoritmo
na subsec¢do seguinte.

12.1.2 Analise do algoritmo

Denotaremos por Z(G) a familia de conjuntos independentes do grafo G. Fixados
G ¢ a ordem total em V(G), podemos fazer algumas observagdes sobre o algo-
ritmo.

Lema 12.1.2. Suponha que o algoritmo é executado num I € I(G) e transmite
um conjunto S(I). Entdo, para qualquer I’ € Z(G) com S(I) = S(I/) executar
o algoritmo em 1’ calcula os mesmos conjuntos S*, T e grafos G*.

Demonstragdo. A prova serd por indugdo em i. A afirmagdo vale parai = 0;
suponha que ela vale para algum 0 < i < L — 1. Entdo as ordens obtidas no passo
(2a) na i-ésima iteracdo das duas execugdes sdo iguais.

Suponha que vértices diferentes u € I e v € I’ sdo transmitidos no i -ésimo
passo das duas execugoes do algoritmo. Suponha também, sem perda de generali-
dade, que u ocorre antes de v na ordem dos vértices de G* dada pelo passo (2a)
do algoritmo. Entdo u € S(I) e u & I’ (pelo passo (2b)) e, portanto, u & S(I'),
contradizendo nossa hipdtese.
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Assim, ambas as execugdes transmitem o mesmo vértice no i -€simo passo e,
portanto, os conjuntos S'T1 e T:*1 e o grafo G'*! também serdo iguais, con-
cluindo a prova por inducao. O

A mesma ideia da prova do Lema 12.1.2 pode ser usada para mostrar que, para
todo conjunto independente 7, o algoritmo calcula os mesmos conjuntos e grafos
quando executado em / e em S(/). Isso mostra que a sequéncia (ordenada) de
vértices transmitidos ao executar o algoritmo em / pode ser recuperada a partir do
conjunto (ndo ordenado) S(7).

Observem que os passos (2a) ¢ (2b) do algoritmo de Kleitman e Winston
escolhem sempre o vértice de maior grau na esperanca de garantir que C(/) \
S(I) € pequeno. O lema abaixo diz que isso de fato ocorre se o grafo tem uma
quantidade suficientemente grande de arestas “bem distribuidas”.

Lema 12.1.3. Sejamm,n € N e 0 < B < 1. Se G é um grafo com n vértices tal
que para todo U C V(G) com |U| = m, tem-se que

e(U) = ﬂ('g').

Se L étal quem = e BLn, entio paratodo I € I(G) vale que |C(1)\S(I)| < m.

Demonstragdo. Lembrando que k(i) foi o indice do elemento escolhido pelo al-
goritmo no passo i, observe que, para0 <i < L,

V(G| = V(G| — [T T\ TH| - 1. (12.1)

em que o —1 corresponde ao elemento v;'c(l.). Escolhendo U = {v;'{(i), ey vﬁl (i)},
observe que, de acordo com o passo (2a) do algoritmo, o grau do vértice selecio-
nado Ullc(i) ¢ maximo em G*[U]. Como

C(H\SU) cV(G*hHcu,
podemos assumir que |U| = m, do contrario a conclusdo do lema seria satisfeita.

Como a hipétese garante que o grau médio de G [U] é pelo menos B(|U|—1)
€ V(i) tem grau maximo nesse grafo, temos da defini¢do de T+ que

ITHINT = B(IU| = 1) + (k@) — 1) = B(kG) + |U| - 1) — L.
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Combinando com (12.1) e usando que |U| = [V(GY)| — k(i) + 1, temos que
[V(GITY)| < (1 — B)|V(GY)|. Assim, se |V(GL)| > m, teriamos

m < |V(GL)| <(1-p8rkn < e Bln <m,
um absurdo. Isso conclui a prova. O

Na verdade, o algoritmo de Kleitman—Winston prova algo mais forte, que enun-
ciamos abaixo.

Teorema 12.1.4. Sejam m,n € N e 0 < < 1. Se G é um grafo com n vértices
tal que para todo U C V(G) com |U| = m, tem-se que

e(U) = ﬂ('g')

Se L ¢ tal que m = e~ PLn, entio existem familias S € I(G) e C < P(V(G)), e
fungoes

S:Z(G) > S e cC:S§—~>¢C
tais que para todo I € I(G), o conjunto S = S(I) satisfaz
IS| <L, SCIcCC(®) e IC(S)\ S| < m.
Demonstragdo. Sejam S e C como no Lema 12.1.3, e defina
S={SU):1€Z(G)} e C={C(S()): I € I(G)}.

Dada a conclusdo do Lema 12.1.3 e a discussdo que o antecede, a Unica coisa que
precisamos mostrar ¢ que as fungdes S e C definidas satisfazem C (1) = C(S(1)),
para que a restricdo de C a S satisfaca as hipdteses do teorema. Tal fato decorre
diretamente do Lema 12.1.2 e da observagdo que o sucede. O

Intuitivamente, o Teorema 12.1.4 diz que cada conjunto independente / con-
tém uma pequena impressao digital S € I que determina o seu contéiner C. En-
fatizamos que (crucialmente) o contéiner de / ¢ determinado por sua assinatura,
ndo dependendo de / de nenhum outro modo.

Note que as familias S e C dadas pelo Teorema 12.1.4 dependem fortemente
da escolha do pardmetro L. Por exemplo, se L = 0 entdo a familia C dada pelo
teorema possui apenas um conjunto, V(G). Por outro lado, se L = v(G) entdo
C = Z(G). A ideia central do método de contéineres ¢ que, escolhendo um L in-
termediario, ¢ muitas vezes possivel pedir simultaneamente que |C| seja “pequeno”
e que todos os C € C tenham tamanho “proximo” de «(G), o tamanho do maior
conjunto independente de G.



266 12. Método dos Contéineres

12.2 Aplicacoes em grafos

Sejam S e C: S — P(V(G)) a familia e fungdo dadas pelo Teorema 12.1.4, e
considere o seguinte procedimento:

i. Escolha uma assinatura S € S, que satisfaz |S| < L.
ii. Escolha um subconjunto de C(S) \ S, que satisfaz |C(S) \ S| < m.

Pelo Teorema 12.1.4, é possivel obter qualquer conjunto independente fazendo es-
colhas apropriadamente no procedimento acima. Em particular, podemos concluir
que o numero de conjuntos independentes de G ¢ no maximo

L
23 (’:) (12.2)
i=0

Escolhendo L e m apropriadamente, tal método permite obter cotas 6timas em
muitos problemas. Abaixo temos dois exemplos de aplicagdo dessa técnica.

12.2.1 Conjuntos independentes em grafos d-regulares

Quantos conjuntos independentes um grafo d -regular pode ter? Se o grafo é bipar-
tido, a resposta certamente é pelo menos 2"/2, pois todo subconjunto de uma das
partes ¢ independente. Em 1988, Granville conjecturou que tal limitante inferior
trivial ndo esta longe do real valor se d — o00; mais precisamente, ele conjecturou
que todo grafo d-regular tem no méaximo 2(1/2+24(M)" ¢onjuntos independentes,
em que 04 (1) denota uma fungdo que tende a zero quando d — oo. Tal conjectura
foi confirmada por Alon (1991), que obteve um limitante da forma

2n/2+0(d_1/'0n)'
Usando o método dos contéineres, Sapozhenko (2001) provou o seguinte forta-

lecimento do resultado de Alon. Sua demonstragdo extremamente curta demonstra
o poder do método.

Teorema 12.2.1. Existe C = 0 com a seguinte propriedade. Para d = 2, qual-
quer grafo d-regular com n vértices tem no maximo

(FHC 5 )n

conjuntos independentes.
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Demonstragdo. Iremos aplicar o Teorema 12.1.4 com

=[] o m=te5()

emque 0 < B < 1étal que Bn = /d logd. Note que e PLn < n/e < m, pois
BL = 1,equese |U| = m, entdo

Ul-d = Y d(u) < 2e(U)+d(n—|UJ).
uelU

pois cada aresta contida em U ¢ contada duas vezes na soma, ¢ cada uma das no
maximo d(n — |U|) arestas entre U e V(G) \ U ¢é contada exatamente uma vez.
Assim,

oU) = d(U|—n) = d(2m —n) = 2}3@ N ’3(|[2]|)’

como desejado. Pelo Teorema 12.1.4 e por (12.2), temos no maximo

L
om Z (’;) < 2n/2+,8n2/2d (6,31’!)2/'3
i=0

conjuntos independentes em G. Podemos entdo substituir fn = /d logd e veri-
ficar que o lado direito da desigualdade tem a forma que desejavamos. U

Para grafos bipartidos, uma resposta precisa para tal questao foi dada por Kahn
(2001), através de uma bela aplicagdo do conceito de entropia. Algum tempo de-
pois, Zhao (2010) encontrou um modo de deduzir o resultado para grafos ndo
bipartidos a partir do teorema de Kahn. Combinando seus resultados, ficou de-
monstrado que o maior nimero possivel de conjuntos independentes que um grafo
d-regular com n vértices pode ter é

Tal limitante ¢ justo para o grafo que ¢ uma unido de cdpias vértice-disjuntas do
grafo bipartido completo Kz 4.
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12.2.2 Contagem de grafos sem C,

Nossa segunda aplicacdo do Teorema 12.1.4 sera provar o Teorema 12.1.1, isto €,
o limitante superior de Kleitman e Winston no nimero de grafos sem Cy4. Iremos
comecar com um esbog¢o da demonstragao.

A ideia bésica ¢ escolher um vértice v de grau minimo em G, contar o nimero
de escolhas de G’ = G —v por indugdo, ¢ finalmente contar o nimero de modos de
escolher a vizinhanga X de v. Observe que se o grafo G’[X] contém um caminho
de comprimento 2, entdo G contém um Cy4. Logo, X ¢ um conjunto independente
no grafo H cujas arestas correspondem a caminhos de comprimento 2 em G.

Usando o Teorema 12.1.4, iremos mostrar que ha no maximo e O(V/n) escolhas
para X dado G’. Observe que se |X| < /n/logn entdo tal limitante vale trivi-
almente (considerando todos os subconjuntos de tais tamanhos); caso contrario,
podemos usar a condi¢do de grau minimo §(G’) = |X| — 1 para limitar o nimero
de conjuntos independentes de H .

Para tornar o esbogo acima preciso, precisaremos do lema a seguir. Dado um
grafo G e uma ordenagfo (vq, ..., v,) de seus vértices, escreveremos

G; = G[{vl,...,vi}] =G — {vi+1,...,vn}
para denotar o subgrafo induzido pelos primeiros i vértices da ordem dada.

Lema 12.2.2. Todo grafo G admite uma ordenagdo v1, ..., vy, de seus vértices
tal que

8(Gi—1) = dg,; (vi) — 1
para todo 2 < i < n.

Demonstragdo. Dados vy, ..., vi+1, escolhemos v; como um vértice de grau mi-
nimo de G;. Desse modo, temos que

8(Gi \ {vi}) = 8(Gi) — 1 = dg, (vi) — 1,
como queriamos. 0

Demonstragdo do Teorema 12.1.1. Para n € N, seja G, a familia de todos os
grafos G sem C4 com V(G) = {1,...,n} que satisfazem

8(Giz1) = dg, (i) — 1
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para todo 2 < i < n. Como todo grafo sem C4 pode ser rerotulado para estar em
Gn pelo Lema 12.2.2, o niimero de grafos sem C4 com n vértices € no maximo
n!|Gp|. Como n! < n® = 29@10gn) pasta entdo mostrar que

“|Gn—1l (12.3)

3/2)

1/2
|Ga| < 2000

paratodon € N, pois isso permite-nos concluir (por indugio) que |G, | = 20

Para provar (12.3), observe que os grafos G, podem ser gerados escolhendo-
se um grafo de G’ € G,—1 e um conjunto X C V(G’), que sera a vizinhanga do
vértice n no novo grafo G. Pela defini¢do de G,, o conjunto X tem que satisfazer
|X] < 8(G’) + 1. Além disso, ndo pode haver caminho de comprimento 2 em G’
com extremos em X, do contrario a adi¢do das arestas de X a vértice n formaria
um Cy4. Mostraremos que, dado G’, o nimero de maneiras de escolher X com tais
propriedades é no méximo e€ v para algum C > 0; aumentando C se necessario,
podemos assumir que n € suficientemente grande.

Defina um grafo H com V(H) = V(G') e

E(H) = {uw : existe v € V(G’) tal que uv,vw € E(G')}.

Crucialmente, os X que queremos contar sao conjuntos independentes de H.
Observe primeiro que ha no maximo

t
> (n B 1) <n'tl <2V
j=o\ 7

subconjuntos de V(H) de tamanho até ¢ := /n/logn + 1 (independentes ou
ndo). Desse modo, podemos assumir que | X | > ¢ e, portanto, que

~ logn’

Nesse caso, iremos contar os conjuntos independentes de G’ usando o Teorema 12.1.4.
Para fazé-lo, fixe §(G’) = k para algum k € N, ¢ observe que k < 2/n

pelo Teorema 3.2.1, visto que G é Cy-livre. Em particular, decorre disso que

B := k?/4n < 1. Para limitar o nimero de arestas de H contidas num conjunto

U, observe que cada par de elementos de V(G’) corresponde as extremidades de

no maximo um P, pois do contrario teriamos um Cy4. Entio,

en) = Y ('NG’(’;)”U')M("'UZ'/”),

veV(G’)
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por convexidade. Com efeito,

> INe()NU| = Y de(u) = 8G)-|U| = k-|U|.
veV(G) uelU

I = logn . m:2_n,
B k

e relembrando que B = k2 /4n, vale que se |U| = m, entio

Definindo

kK*|U?  k|U| U
> @ 0>
enU)=— > 2Pl )

Além disso, temos que e ALn < 1 < m, pois BL = logn.
Podemos entdo aplicar o Teorema 12.1.4 e obter uma familia S e fungdes
S:IZ(H)y—>SeC:S — P(V(H)) com

ISf<sL, ScIcCl) e [CS\S[<sm

paracadal € Z(H) e S = S(I). Para escolher um conjunto independente de H,
podemos primeiro escolher S € S, e depois o resto do conjunto independente de
C(S)\ S. Assim, notando que

L < 2logn < 8nlogn
B k>

< 8(logn)>3,

o numero de escolhas para X com tamanho x ¢

L

> (")( m ) < et (1)’
N l X —1 X

i=0

Como x = |X| <k + 1, temos que m = 2n/k < 4n/x. Logo, vale que

X X 2x
em\" o (den) o (AT avm
X x2 X

em que usamos que x — (C/x)* atinge seu maximo quando x = C/e.
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Assim, somando em x e usando que n ¢é suficientemente grande, o nlimero
total de escolhas para X € no maximo

completando a prova de (12.3). Voltando ao problema original, temos que

n
5 o0 3/2
G| < Heﬁzz ®32)
i=1
e como n! = 290legn) concluimos que o numero de grafos sem C4 com n vérti-
. _ 3/2 .
ces & no maximo n! - |G,| = 29079 como desejado. O

12.3 Conjuntos independentes em hipergrafos

Como vimos na Defini¢do 8.3.1, um hipergrafo k-uniforme ¢ uma generalizagio
do conceito de grafo em que cada hiperaresta ¢ um conjunto de tamanho k; assim,
grafos sdo hipergrafos 2-uniformes. Dado um hipergrafo 4, a defini¢cdo de con-
junto independente ¢é similar: um conjunto / C V(H) é independente se ndo ha
hiperaresta e € E(H) come C [I.

Conjuntos independentes se tornam mais versateis no contexto de hipergrafos,
pois frequentemente problemas extremais envolvem proibir estruturas de tamanho
maior que 2, como podemos ver nos exemplos abaixo.

Exemplo 12.3.1. Seja H = H,, o hipergrafo 3-uniforme no qual
V(H) = [n] e EH) = {uvw:u+v=w}.
Os conjuntos independentes de H sdo exatamente os conjuntos livres de soma.

Também ¢é possivel modelar problemas de Teoria Extremal dos Grafos através
de conjuntos independentes.

Exemplo 12.3.2. Seja H = H, o hipergrafo 3-uniforme no qual

V(H) = ([’;]) e EMH) = {{uv,uw,vw} : {u,v,w} € <[’;])}

Cada hiperaresta de H corresponde a um triangulo em K.

Um grafo G com conjunto de vértices [1] é livre de tridngulos se e s6 se E(G) é
um conjunto independente no hipergrafo do Exemplo 12.3.2. Assim, por exemplo,
o Teorema de Mantel diz o maior conjunto independente de tal hipergrafo tem
tamanho |n?/4].
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12.3.1 Contéineres para Hipergrafos 3-uniformes

Antes de enunciarmos o principal resultado técnico desta secdo, o Lema 12.3.4,
vejamos um caso particular do Lema 12.1.3.

Lema 12.3.3. Para todo ¢ = 1, existe § > 0 tal que vale o seguinte. Seja G um
grafo com n vértices e grau médio d = 2e(G)/n. Se

AG) <c-d,

entdo, para L = [n/d], as fungées S e C dadas pelo algoritmo de Kleitman e
Winston” satisfazem

ICH\S[<(A—-d)n
para todo I € T(G), em que S = S(I).

Demonstragdo. Iremos provar o lema para 6 = 1/4c¢. Com o objetivo de usar o
Lema 12.1.3, defina

d

Como 8 < 1/4e BL = 1/2, vale que m = e PLn. Além disso, observe que se
U C V(G) satisfaz |U| = m, entdo

eg(U) = e(G)— AG) - (n—|U|) = e(G)—cd -6n = e(2G)’

poisnd = 2e(G) e cé < 1/4. Logo, vale que

dn n |U|
o> <o) oY)

Assim, o Lema 12.1.3 nos da que |C(S) \ S| < m, como queriamos. O

Como no Lema 12.1.3, a condigdo de grau maximo do Lema 12.3.3 indica que
as arestas do grafo estdo “bem distribuidas”. Com o objetivo de generaliza-la para
hipergrafos 3-uniformes, definimos o 2-grau maximo de um hipergrafo H por

’

Ary(H) = {u,vr?éé(ﬂ) [{e € E(H) : {u,v} C e}

2Lembre-se que tais funcdes dependem implicitamente de L.
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em que 0 maximo é tomado em todos os pares u, v € V(H) com u # v.

O Lema dos Cont€ineres para Hipergrafos 3-uniformes, a seguir, foi provado
por Balogh, Morris e Samotij (2015) e independentemente por Saxton e Thomason
(2015).

Lema 12.3.4. Para todo ¢ = 1 existe 6 > 0 tal que vale o seguinte. Seja H um
hipergrafo 3-uniforme com n vértices e grau médio d = 3e(H)/n. Se

AH)<c-d e  Ay(H)<c-Vd,
entdo existem familias S € Z(H) e C € P(V(H)) e fungées
S:I(H)—> S e cC:§->¢C

tal que para todo I € IZ(H), o conjunto S = S(I) satisfaz

n
< — cJ]C < (1 — .
S| < Nz SCICC(S) e IC(S)\ S| <(1—=0)n
A principio, a conclusdo do Lema 12.3.4 pode parecer mais fraca que a condi-
¢do do Lema 12.1.3, pois os contéineres dados tém tamanho (1 — §)n, potencial-
mente muito maior que «(#). No entanto, se provarmos, para alguma constante
B >0, que
e(H[U]) = Be(H) (12.4)

para todo U contido numa familia “bem comportada” de conjuntos U, entdo po-
demos iterar o Lema 12.3.4, aplicando o resultado nos subhipergrafos induzidos
H[C] para os C € C que estejam em U, e repetir o procedimento até que todos os
contéineres obtidos satisfacam C & U.

A escolha da familia &/ dependera da aplicagdo; em muitos casos, no entanto,
o argumento de iteragdo € idéntico, e por isso serd conveniente provar o seguinte
teorema geral, que decorre de aplicar o Lema 12.3.4 repetidamente até que cada
elemento da familia de contéineres contenha apenas o(e(7)) arestas de H.

Teorema 12.3.5. Para todoc = 1 e e > 0, existe A > 0 tal que o seguinte vale.
Seja H um hipergrafo 3-uniforme com n vértices e grau médio d = 3e(H)/n. Se

AH)<c-d e  Ay(H)<c-Vd, (12.5)
entdo existem familias S € Z(H) e C € P(V(H)) e fungées

S:Z(H) - S e c:S§->¢C
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tais que para todo I € T(H), o conjunto S = S(1) satisfaz

|S|s%, SCICCl) e e(CS)\S)<e-e(H).

Provaremos o Lema 12.3.4 ¢ o Teorema 12.3.5 na Sec¢ao 12.6.

12.4 Aplicacoes em hipergrafos

Nesta secdo daremos algumas aplicagdes do Teorema 12.3.5 a grafos sem triangu-
los e conjuntos sem 3-PAs. Para cada aplicacdo, precisaremos definir um hiper-
grafo e provar um resultado de supersaturacio apropriado.

Por exemplo, para as aplica¢des que lidam com grafos sem tridngulos, usare-
mos o hipergrafo H que codifica os tridngulos de K;;, definido no Exemplo 12.3.2.
Para tal hipergrafo, temos que

n
v(H) = (2), Ary(H) =1, e dy(v)=n—-2
para todo v € V(H) e, portanto, a condigdo (12.5) do Teorema 12.3.5 ¢ satisfeita
com ¢ = 1. Aplicando o teorema a esse hipergrafo, obtemos o seguinte teorema
de contéineres para grafos sem triangulos.’

Teorema 12.4.1. Para todo ¢ > 0, existe A > 0 tal que vale o seguinte. Para todo
n € N, existe uma cole¢do G de grafos com n vértices satisfazendo

G| < 2 (12.6)

tal que

(a) todo G € G contém no maximo en? triangulos;

(b) todo grafo sem triangulos com n vértices esta contido em algum G € G.

No que segue, apresentaremos trés aplicagdes do Teorema 12.4.1: limitaremos
0 maior tamanho de um subgrafo sem triangulos do grafo aleatorio G(n, p), de-
terminaremos a estrutura tipica de um grafo sem triangulos esparso, e provaremos
que G(n, p) — K3 com alta probabilidade para certos valores de p.

As aplicagdes que veremos sdo exemplos de problemas aleatorios esparsos. O
estudo sistematico de tais problemas foi iniciado por Kohayakawa, Luczak, Rdl
e colaboradores, ¢ constitui uma importante area da Combinatoria moderna.

3No Teorema 12.4.4, provaremos uma versdo ligeiramente mais forte do Teorema 12.4.1.
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12.4.1 Teorema de Mantel para grafos aleatorios

O niimero extremal de um grafo H com relagdo ao grafo aleatorio G(n, p) é defi-
nido por
ex(G(n,p), H) =max{e(G): H ¢ G C G(n, p)}.

Note que ex (G(n, p), H ) ¢ uma variavel aleatoria. O que podemos dizer sobre
sua distribuicdo? Nesta secdo, iremos considerar o caso H = K3.
Lembre-se que, pela Proposicao 2.3.4, todo grafo G contém um subgrafo bi-

partido com pelo menos e(G)/2 arestas. Assim, para p > n=2,

ex (G(n, p). K3) = (% + o(l))p(’;)

com alta probabilidade, usando a desigualdade de Chernoff para limitar o nimero
de arestas de G(n, p). Além disso, se p K n~1/2_ entio o namero de tridngulos
em G(n, p) é o(pn?) com alta probabilidade (observando que p3n3 <« pn?e
usando a desigualdade de Markov) e, portanto,

€X (G(nv P)’ K3) = (1 + 0(1))[’(2),

pois podemos destruir todos os tridngulos removendo uma aresta de cada.

O seguinte teorema, essencialmente devido a Frankl e R6dl 1986, mostra que
para valores maiores de p o limitante inferior obtido considerando um subgrafo
bipartido é essencialmente justo.

Teorema 12.4.2. Se p > 1/./n, entdo

ex (G(n, p). K3) = (% + 0(1))17(;),

com alta probabilidade.

Esbogaremos primeiramente a prova desse teorema no caso p > logn//n,
usando o Teorema 12.4.1, antes de passarmos aos detalhes. Precisaremos do re-
sultado de supersaturagcdo dado pelo Teorema 3.3.2. Por conveniéncia, repetimos
seu enunciado abaixo.
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Lema 12.4.3. Sejam n,t € N, e seja G um grafo com n vértices. Se
2
n
e(G) = 7+

entdo G contém pelo menos tn/3 triangulos.

Fixe ¢ > 0, e seja G a colegdo de grafos dados pelo Teorema 12.4.1. Seja
p > logn/+/n, e suponha que G(n, p) contém um subgrafo H sem triAngulos

com
HY > m— 1 n
e( )/m—(§+88)p L

Pelo Teorema 12.4.1, existe um contéiner G € G tal que H C G. Iremos limitar,
para cada G € G fixo, a probabilidade de que isso ocorra. Usaremos entdo a cota
da unido sobre a colecdo G de contéineres.

Para fazé-lo, lembre (do Teorema 12.4.1) que cada G € G contém no maximo
en? triangulos e, portanto,

n? 1 n
G)< —+3en?><|(=+7 :
e(G) 4+8n (2+ 8)2

pelo Lema 12.4.3 aplicado com ¢ = 3en?. Lembre também que H C G e H C

G(n. p).
O numero de arestas de G contidas em G(n, p) € uma variavel aleatoria com
distribui¢ao binomial Bin (e(G), p). Assim, a esperanga de tal variavel aleatdria

1
p-e(G) < (5 + 78)])(’;) =m _SP(Z)’
e, portanto, pela desigualdade de Chernoff temos que
P(Bin (e(G), p) > m) < 6_81’”2,
para alguma constante § = §(g) > 0.
Podemos entdo tomar a cota da unido sobre todos os contéineres G € G.

Usando o limitante (12.6) em |G|, obtemos

IP’(ex (G(n,p).K3) = m) <t mten®



12.4. Aplica¢des em hipergrafos 277

quando n — oo, desde que p > logn/./n.

Para remover o fator de logn, precisaremos da seguinte versdo, ligeiramente
mais técnica, do Teorema 12.4.1. Escreveremos JF,(K3) para denotar a familia
dos grafos sem triangulos com n vértices.

Teorema 12.4.4. Para todo € > 0, existe A > 0 tal que vale o seguinte. Para todo
n € N, existe uma familia G de grafos com n vértices, e uma fun¢do

C: Fu(K3) > G

com a seguinte propriedade. Para todo grafo sem tridngulos G com n vértices,
existe S C G tal que G C C(S),

e(S) < an’l2,
e o grafo com conjunto de arestas C(S) \ S contém no méaximo en> tridngulos.

Note que o Teorema 12.4.4 decorre diretamente do Teorema 12.3.5, e que ele
implica no Teorema 12.4.1. Estamos prontos para provar o Teorema de Mantel
para G(n, p) com o limitante correto em p. Como consideraremos apenas gra-
fos com conjunto de vértices [n], identificaremos um grafo com seu conjunto de
arestas.

Demonstragdo do Teorema 12.4.2. Repetiremos o esbogo feito acima, mas apli-
cando o Teorema 12.4.4 ao invés do Teorema 12.4.1. Usaremos também que
S C G(n, p) para melhorar nosso limitante nas probabilidades envolvidas.

Fixee > 0, e seja G a colecdo de grafos e C a fungdo dada pelo Teorema 12.4.4.
Seja p > 1/4/n, e suponha que G(n, p) contém um subgrafo sem tridngulos H

com
H)Y S m— 1 n
e( )/m—(§+88)p 5

Pelo Teorema 12.4.4, existe S C H tal que H C C(S),
e(S) < An¥/?,

e G = C(S)\ S contém no méaximo en? triangulos. Com o Lema 12.4.3, aplicado
com ¢t = 3en?, deduzimos que
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Como H CGUSeH C G(n, p), ecomo
e(S) < An’? « pn?,

podemos aplicar a desigualdade de Chernoff para concluir que
IP’(Bin (e(G).p) =m— e(S)) < e %rn?

para algum 6 = 6(¢) > 0. Observe que o evento S C G(n, p) ocorre com
probabilidade p!S!, ¢ é independente da intersecdo de G (n, p) com G = C(S)\ S.

Para prosseguir, podemos tomar a cota da unido sobre todas as possiveis im-
pressdes digitais S. Usando o limitante e(S) < An3/2, obtemos

an3'2 o/ op
IP’(ex (G(n, p). K3) > m) < Z ((i))ps .e—8pn?

s=0

Usando que a fungdo (C/x)* é crescente se x < C /e, obtemos que

An3/2 /oy An3/2
2 ((2))”s-e—8p"2 <Andl2. (#) e, (12.7)

N
s=0

Lembre-se que p/n > 1. Assim, escrevendo e3P como (e_‘gp‘/ﬁ)"y2 e
usando que x*¢ %% — 0 quando x — o0, o lado direito de (12.7) tende a zero.
Combinando as desigualdades, temos que

P(ex (G(n,p), K3) > m) -0

quando n — 00, como queriamos. O

12.4.2 Estrutura tipica de grafos esparsos sem tridngulos

Lembre do Capitulo 3 que um grafo esta t-perto de ser bipartido se existe um
subgrafo bipartido H C G com e(H) = e(G) — t. Além disso, para duas propri-
edades de grafos P € Q, diremos que quase todos os grafos de Q satisfazem a
propriedade P se

|Pn|

—
|Qnl
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quando n — oo, em que A, denota a subfamilia de A dos grafos com n vértices.

No Exercicio 11.5.3, usamos o Lema da Regularidade para mostrar que quase
todos os grafos sem tridngulos estdo o(n?)-proximos de serem bipartidos. Nesta
secdo, usaremos o Teorema 12.4.1 para estender tal resultado para grafos mais
esparsos. O seguinte teorema foi provado por Luczak (2000).

Teorema 12.4.5 (Luczak). Se m > n3/2, entio o seguinte vale para todo § >
0. Quase todos os grafos sem tridngulos com n vértices e m arestas estdo Sm-
proximos de serem bipartidos.

O limitante em m € o melhor possivel: Dada qualquer constante C > 0, a
conclusio é falsa se m = Cn3/2 ¢ § > 0 ¢ suficientemente pequeno.

O Teorema 12.4.5 serd consequéncia do Teorema 12.4.4, usando uma versao
supersaturada do teorema de estabilidade para tridngulos que provamos no Capi-
tulo 3. Mais precisamente, usaremos o seguinte corolario do Teorema 3.3.3.

Lema 12.4.6. Sejam n,t € N, e seja G um grafo com n vértices. Se

2
e(G);nT—t,

entdo ou G esta 2t-proximo de ser bipartido ou G contém pelo menos tn /6 tridn-
gulos.

Por simplicidade, faremos a prova do Teorema 12.4.5 apenas quando m >
n3/2 logn, de modo a poder usar o Teorema 12.4.1 ao invés do Teorema 12.4.4.
Deixamos a remoc¢ao do termo logn a cargo do leitor.

Fixe § > 0, seja ¢ > 0 suficientemente pequeno, ¢ seja G a colecdo de grafos
dada pelo Teorema 12.4.1, de modo que cada G € G contém no maximo en3
triangulos. Pelo Lema 12.4.6, aplicado com ¢ = 6en?, temos que ou

2
e(G) < "T —en?, (12.8)

ou G esta 12en?-proximo de ser bipartido. Iremos contar tais grafos H sem trian-
gulos com n vértices e m arestas que ndo estdo §m-proximos de serem bipartidos.

Observe primeiro que cada grafo H com as propriedades acima ¢ subgrafo de
algum contéiner G € G, de modo que podemos tomar a cota da unido sobre todos
os contéineres. Iremos considerar os dois tipos de contéiner separadamente. Supo-
nha primeiro que G satisfaz (12.8); neste caso, simplesmente usamos a estimativa

(e(G)) < (n2/4—8n2) <(_ey <n2/4)
m m m
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para o niimero de escolhas de H C G.

Por outro lado, se G estd 12en2-proximo de ser bipartido, entdo hd um con-
junto de arestas T C E(G), com |T| < 12en?, tal que G — T é bipartido.* Se H
esta m-longe de ser bipartido, entdo ele precisa conter pelo menos §m arestas de
T e, portanto, ha no maximo

ITI\( e@G) | _ (12en® n?
smI\(1—=8m)] ~\ ém (1—-¥86€m

tais grafos H contidos em G. Estimando os coeficientes binomiais e lembrando
que ¢ = &(6) foi tomado suficientemente pequeno, concluimos que G contém no

maximo 5
m 2 2
20(’")(5) (” ) <o (” /4),
) m m

grafos sem tridngulos com m arestas que estdo §m-longe de serem bipartidos.
Somando em todas as escolhas de G € G e usando o limitante (12.6) em |G|,
obtemos que, para m > n3/2 log n, ha no maximo

n;ms/z (1 —eym (n2/4) < (n2/4)
m m

grafos H sem tridangulos com n vértices e m arestas que estdo §m-longe de serem
N , 2 A
bipartidos. No entanto, ha pelo menos (" m/ 4) grafos sem H sem triangulos com n

vértices e m arestas, pois todo grafo bipartido ¢ K3-livre. Assim, a conclusdao do
Teorema 12.4.5 ¢ satisfeita quando m > n3/2 log n, como afirmado.

12.4.3 Propriedades Ramsey de grafos aleatorios esparsos

No Teorema 6.6.2, provamos o seguinte teorema de Frankl e Rodl (1986) no caso
r = 2 com um limitante um pouco mais fraco em p. Usando o Teorema 12.4.4 ¢
uma ideia de Nenadov e Steger (2016), podemos obter o seguinte resultado para
todo r € N.

Teorema 12.4.7. Fixer € N. Se p > 1/./n, entdo com alta probabilidade toda
r-coloragdo das arestas de G(n, p) contém um tridngulo monocromdtico.

4Aqui, escrevemos G — T para denotar o grafo com conjunto de vértices V(G) e conjunto de
arestas E(G) \ T.
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Novamente, o limitante em p é o melhor possivel: se p < 1/4/n, entdo com
alta probabilidade existe uma 2-coloragdo das arestas de G(n, p) sem tridngulo
monocromatico. No entanto, provar tal afirmagdo requer ideias adicionais e foge
ao escopo do livro.

Para deduzir o Teorema 12.4.7 do Teorema 12.4.4, iremos precisar do seguinte
teorema de supersaturacao, que ¢ um caso particular do Exercicio 5.8.5.

Lema 12.4.8. Para todo r € N, existe § > 0 com a seguinte propriedade. Se G

€ um grafo com n vértices e
n

entdo toda r-coloragdo de E(G) contém pelo menos §n triangulos monocromd-
ticos.

Iremos provar uma versao mais fraca do Teorema 12.4.7, usando Teorema 12.4.1
ao invés do Teorema 12.4.4. Novamente, deixamos a remogao do fator logaritmico
a cargo do leitor.

Demonstragéo do Teorema 12.4.7 no caso p > logn//n. Sejas = §(r) a cons-
tante dada pelo Lema 12.4.8 ¢ defina ¢ = §/r. Seja G a colecdo de grafos e C
a funcdo dada pelo Teorema 12.4.4. Se G(n, p) ndo tem a propriedade Ramsey
desejada, entdo ha grafos sem triangulos Hy, ..., H, tais que

G(n,p)=H{U...UH,.
Assim, existem contéineres G, . .., G, tais que
Gn,p) CG1U...UG,

em que H; C G; paracadai € [r]. Afirmamos que

e(G1U...UG,) < (1—5)(3).

Do contrario, pelo Lema 12.4.8, haveria pelo menos §n> tridngulos monocroma-
ticos na coloragao dada pelos grafos G; e, portanto, um dos grafos conteria mais
de en? triangulos pelo Principio da Casa dos Pombos. Isso seria um absurdo, pois
pelo Teorema 12.4.4 todo contéiner tem no méaximo en?> tridngulos.
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A probabilidade de G(n, p) ndo conter nenhuma aresta de um conjunto fixo
T & (1 — p)IT|. Portanto, para cada escolha de G, . .., G, € G, temos que

P(G(n.p) C G1U...UG,) < (1—p)®) < o=orn*/4
Tomando a cota da unido em todas as r-tuplas de contéineres, concluimos que
]P)(G(n, p) 74) K3) < nrll’l?’/2 . e—SPn2/4 -0

quando n — o0, visto que p > logn/+/n. Isso conclui a prova. O

12.4.4 Teorema de Roth em conjuntos aleatorios

Para nossa tltima aplica¢ao do Teorema 12.3.5, iremos considerar subconjuntos de
{1,...,n}semprogressoes aritméticas de 3 elementos (3-PAs). No Teorema 11.3.6
provamos o Teorema de Roth, que afirma que todo subconjunto de [1#] sem 3-PAs
tem o(n) elementos. Usando o método de contéineres, deduziremos uma versao
correspondente para conjuntos aleatorios esparsos.

Lembre-se que A € dito ser um subconjunto p-aleatério de um conjunto X se
cada elemento de X ¢ incluido em A independentemente com probabilidade p. O
seguinte teorema foi provado por Kohayakawa, Luczak e Rodl (1996).

Teorema 12.4.9 (Kohayakawa, Luczak e Rodl). Sejam § > 0e p > 1//n, e
seja A um subconjunto p-aleatorio de {1, ...,n}. Com alta probabilidade, todo
subconjunto de A de tamanho Spn contém uma 3-PA.

Para ver que o limitante em p é o melhor possivel, observe que se p < 1//n,
entdo o numero esperado de 3-PAs em A é no maximo p3n? = o(pn), de modo
que podemos destruir todas as 3-PAs removendo o(pn) elementos de A.

Para deduzir o Teorema 12.4.9 do Teorema 12.3.5, o primeiro passo ¢ definir
o hipergrafo 3-uniforme H que codifica 3-PAs, isto &,

V(H) = [n] ¢ EM)={xyz:x+y=2z}
Note que
v(H) =n. e(H)=0@®?)., AH)=0(m) e Ay(H)=O0(),

e, portanto, a condig@o (12.5) do Teorema 12.3.5 ¢ satisfeita. Escreveremos F,
para denotar a familia de subconjuntos de [#] sem 3-PAs. Aplicando o Teorema 12.3.5
ao hipergrafo H acima, obtemos o seguinte teorema, que fornece contéineres para
subconjuntos sem 3-PAs.
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Teorema 12.4.10. Para todo ¢ > 0, existe A > 0 tal que vale o seguinte. Para
todo n € N, existem uma colegdo C de subconjuntos de [n] e uma fungdo

C:F,—~>C

com a seguinte propriedade. Para todo subconjunto A C [n] sem 3-PAs, existe
S CAtal que A C C(S),
S| < An'/?,

e C(S)\ S contém no maximo en? progressées aritméticas de tamanho 3.
Também usaremos a seguinte versao supersaturada do Teorema de Roth.

Lema 12.4.11. Para todo § > 0, existe ¢ > 0 tal que o seguinte vale para todo
n € N suficientemente grande. Se A C [n] é tal que

|A| = dn,
~ . 2 ~ . e
entdo A contém pelo menos en® progressoes aritméticas de tamanho 3.

O lema acima pode ser provado através de uma demonstragdo similar a do
Teorema 8.4.1, aplicando o Teorema de Roth em cada m-PA contida em [n] para
algum m € N suficientemente grande e considerando quantas vezes cada 3-PA ¢
contada nesse procedimento. Deixamos os detalhes a cargo do leitor.

Demonstragdo do Teorema 12.4.9. Sejam § > 0 e p > 1/4/n, e seja A um sub-
conjunto p-aleatorio de [n]. Seja e = &(§) > 0 dado pelo Lema 12.4.11, e sejam
C e C acolegdo e a funcgdo dadas pelo Teorema 12.4.10.

Suponha que existe um subconjunto B € A de tamanho dpn sem 3-PAs, ¢
seja S C B aimpressdo digital correspondente dada pelo Teorema 12.4.10. Como
C(S)\ S contém no maximo en? 3-PAs, decorre do Lema 12.4.11, que

IC(S)\ S| < én.
Além disso, | S| < A4/n = o(pn) e, portanto,
IP’(|(C(S) \ ) N A| = 25pn — |S|) <o,

pela desigualdade de Chernoff. Como o evento S € A ocorre com probabilidade
p!Sl e é independente do evento acima, podemos tomar a cota da unido sobre
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todas as impressoes digitais S e concluir que a probabilidade de existir B com as
propriedades acima € no maximo

Mf(’;)ps,e—slm A (el?«/_) oSn g

s=0

quando n — oo, dado que p > 1/4/n. Isso conclui a prova. O

12.5 Caso geral do Lema de Contéineres

Para concluir o capitulo, iremos enunciar o lema de contéineres para hipergrafos
k-uniformes, cujo enunciado é um pouco mais técnico. Precisaremos primeiro
definir o i-grau maximo de um hipergrafo H,

Ai(H) = TEV(r’}l-[E)D:(Ilei [{e € E(H): T C e}

Observe que, para um hipergrafo H, A1(H) = A(H) é o grau maximo de H.

Lema 12.5.1. Paratodoc = 1 ek € N, existe § > 0 tal que o seguinte vale. Seja
H um hipergrafo k-uniforme com n vértices e T > 0 satisfazendo

c. i1 e(H)
n

Ai(H) < (12.9)

parai € [k]. Entdo existem familias S € Z(H) e C € P(V(H)), e fungdes
S:Z(H) - S e cC:5->2¢C
tais que para todo 1 € T(H), o conjunto S = S(I) satisfaz
|S| < tn, SCIcC() e [C(S)\ S| < (1 —9d)n.

A demonstragdo foge ao escopo deste livro. Perceba que quanto menor for 7,
mais forte é o resultado, pois menor é o tamanho dos elementos de S e, portanto,
das familias S e C. Assim, tomamos t 0 menor possivel (podendo depender de n)
que satisfaga as condigdes do lema.

Vejamos alguns exemplos de hipergrafos de uniformidade maior, onde o lema
pode ser aplicado para obter limitantes 6timos para problemas similares aos vistos
na Sec¢do 12.4). O primeiro hipergrafo que veremos codifica k-PAs.
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Exemplo 12.5.2. Seja H = H, o hipergrafo k-uniforme no qual
V) =In] e EG) ={{a.a+d.....a+ (k- Dd} Sl : a.d €nlf.

Nesse hipergrafo, os conjuntos independentes sdo precisamente os conjuntos
sem k-PA. Note que

e(H) =00, AH)<n e  AH)=0()

para2 < i < k, onde a constante O(1) depende apenas de k. Assim, o leitor pode
verificar que todas desigualdades de (12.9) sdo satisfeitas (para algum constante
¢ = c(k))parat = n~ 1/ k=1,

O proximo exemplo codifica copias de um grafo H fixo.

Exemplo 12.5.3. Dado um grafo H, sejak = e(H) e H = H, o hipergrafo k-
uniforme com

V(H) = E(Kn) ¢ EM)={T < E(K,) : T éuma copiade H}.

Os conjuntos independentes desse hipergrafo correspondem a grafos H -livres
com 1 vértices e, portanto, a(H) = ex(n, H), que estudamos no Capitulo 3. Eum
exercicio instrutivo determinar o menor valor de T que podemos tomar no exemplo
acima (como fungdo de n e dos subgrafos de H).

Para concluir, iremos enunciar uma aplica¢do do Lema 12.5.1, o Teorema de
Turan esparso, que generaliza o Teorema 12.4.2. Tal resultado foi conjecturado
por Kohayakawa, Luczak e Rodl (1997), que provaram o resultado no caso r = 4
¢ (como ja mencionado) iniciaram o estudo sistematico de problemas aleatdrios
esparsos. O caso geral, enunciado abaixo, foi provado independentemente por
Conlon e Gowers (2016) e por Schacht (2016).

Teorema 12.5.4 (Conlon e Gowers, Schacht). Se p > n=2/C+D  entio

1
o )= (1= L))

com alta probabilidade.

Nao ¢ dificil mostrar que o limitante em p € o melhor possivel. Deixamos tal
tarefa, e a dedugdo do teorema a partir do Lema 12.5.1, como um desafio para o
leitor.
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12.6 Demonstracoes dos lemas para hipergrafos 3-uniformes

Antes de passar a prova do Lema 12.3.4, daremos um esbogo da demonstragao.
Para isso, vejamos o que acontece se tentarmos usar a mesma ideia do algoritmo
de Kleitman—Winston em H. Quando o algoritmo adiciona um vérticev € [ a S,
ndo ¢ mais possivel deduzir que vértices que compartilham uma aresta com v nao
pertencem a /. O que é possivel dizer ¢ que nenhum conjunto da familia

{e\{v}:veeec E(H)}.

esta inteiramente contido em /. Isso significa que, ao final da execucdo do algo-
ritmo em H, temos também um conjunto de pares de vértices (isto é, um grafo G)
que ndo podem estar simultaneamente em /. Por construgdo, uma aresta ¢ adicio-
nada a G exatamente quando forma uma hiperaresta juntamente com um elemento
de § € I. Assim, o conjunto / é também independente em G, de modo que de
modo que hé esperanga de podermos aplicar o Lema 12.3.3 ao grafo G. Para isso,
no entanto, precisamos que A(G) = O(e(G)/n).

Observe que, como A, () pode ser da ordem de +/d e uma mesma aresta
pode ser “adicionada” a G no procedimento acima até A, () vezes, poderia ser
impossivel que G tivesse mais que 3e(H)/A2(H) = @(n~/d) arestas. Supondo
que esse maximo ¢ atingido, a condigdo que precisamos verificar para G para
aplicar o Lema 12.3.3 é que A(G) = O(V/d).

A prova formal sera uma modificagcdo do algoritmo de Kleitman e Winston
que constréi um grafo G de pares proibidos com e(G) = @(nv/d) e A(G) =
O(~/d). Para isso, nunca adicionaremos a G novas arestas que contenham vértices
de grau maior que c+/d. Na demonstragdo, usaremos a seguinte generalizagio do
Lema 12.3.3.

Lema 12.6.1. Para todo ¢ = 1, o seguinte vale para todo 0 < § < 1/4c. Seja G
um grafo com n vértices e grau médio d = 2e(G)/n. Se

A(G) < C'da

entdo, para L = [46n/d ], as fungoes S e C dadas pelo algoritmo de Kleitman e
Winston satisfazem
ICH\S[<A—=d)n

para todo I € Z(G), onde S = S(I).

A demonstragdo do Lema 12.6.1 € quase idéntica & do Lema 12.3.3, e por isso
a omitiremos. Podemos agora passar a demonstra¢do do Lema 12.3.4.
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Demonstragdo do Lema 12.3.4. Considere o seguinte algoritmo, uma versdo mo-
dificada do algoritmo de Kleitman e Winston que constréi hipergrafos H’, grafos
G', e conjuntos St e T".

(1) SeINV(H) =0,0 algoritmo define HL como o hipergrafo sem vértices,
define os conjuntos 7L = TP U V(H?), SL = §i, GL = G' ¢ termina.
(2a) Caso o algoritmo ndo tenha terminado até agora, escreva

VH) = ol b))

de modo que paracada 1 < j < n(i), v; seja o vértice de grau maximo

do subgrafo induzido H' \ {v],..., v;._l }; caso haja mais de um vértice de
grau maximo, escolhemos o maior deles na ordem total fixada.

(2b) Seja k(i) o menor indice tal que v,ic(i) € I. Defina

gitl _ gi {vlic(i)}’
T =T Ul ko
G =G Ule\ (v} vy €€ € E(H},
e seja
Ut = (v e V(H) : dgiti(v) = ed}.

o conjunto dos vértices com grau “preocupante” em G' 1. Defina
Hi+1 — Hi _ (Si+1 U Ti+1 U Ui+1).

Seja L = |n/v/d]|e§ = 1/(16¢)%. Se |SL| 4+ |TL| > 8n, a conclusio
do teorema ja esta satisfeita tomando S = ST e C = V(#) \ TL. Portanto,
assumiremos o contrario daqui em diante, e nosso objetivo sera mostrar que

nd

G) =
«(G) = 7

(12.10)

vale ao final da execugdo do algoritmo. Observe que o mesmo garante que

e(H)) = e(H) — AH) - (ISP + [T | + |U|) — Ax(H) - e(GY).  (12.11)
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Se [UL| = 3268n, o grafo G tem pelo menos 168n - c+/d arestas, satisfazendo
(12.10). Por outro lado, se |[UL| < 328n e (12.10) ndo vale, entdo decorre da
equagdo (12.11) que

] d d
d’H,’ (v]l((i), Uj)=d-3- (3308d - E) = g,

onde U; = V(H') \ T'*T1. Assim, considerando que um par pode estar em no
méaximo A, (H) arestas de H e lembrando que L = |[n/~/d | = n/2+/d, adicio-
namos um total de

L—1
1 . n\/d_
Y gy Wy, Un) =
M (H) = i Wi U) = e

arestas a G, um absurdo que mostra que (12.10) também é verificado nesse caso.
Como um passo do algoritmo aumenta o grau de um vértice de G em no maximo
A(H), a definigdo de U *! nos permite concluir que A(GL) < 2¢+/d. Assim,
podemos aplicar o Lema 12.6.1 com parametros 16¢2 ¢ § e obter fungdes S’ e C’
tais que S'(I) € I € C'(I) e, paratodo S’ = S'(I),

28n?
1’| < {TZ)W < % e |C(SH\ S| <(—8n.

Seja S = ST U S’. Assim como no Lema 12.1.2, podemos notar que executar o
algoritmo modificado de Kleitman e Winston na entrada S C [ recupera o mesmo
conjunto de vértices S. Observando que o grafo G~ depende apenas de S, isso
nos permite definir C(S) = C’(S \ S¥). Isso conclui a prova. O

Finalmente, vamos usar o Lema 12.3.4 para provar o Teorema 12.3.5.

Demonstragdo do Teorema 12.3.5. Seja § > 0 dado por aplicar o Lema 12.3.4
com pardmetro ¢/ = ¢/e. Vamos construir uma arvore enraizada 7 com vértices
e arestas rotulados por subconjuntos de V(H); os rotulos serdo representados por
uma funcdo £: V(H) U E(H) — P(V(H)).

Comegamos com um tnico vértice, a raiz r, que terd rotulo £(r) = V(H). Tri-
vialmente, todo I € Z(H) esta contido em £(r). Parav € V(T), seja wowq - - - W
o caminho ligando r = wp a v = wy € escreva é(v) = U{.‘zlﬁ(w,-_lw,-). Iremos
aumentar a arvore mantendo a propriedade de que se v ndo ¢ uma folhade 7 e /
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é um conjunto 1ndependente com E(v) ol e E(v) U £(v), entdo existe filho w de
v tal que E(w) CclIcC E(w) U L(w).

Se existir uma folha v de 7 com £(v) = X satisfazendo e(H[X]) = ce(H),
a escolha de ¢’ nos permite aplicar o Lema 12.5.1 ao grafo H[X] para obter duas
fungdes S e C. Nesse caso, para cada conjunto S’ da familia

={SU) : 1 e Z(H[X])},

criamos um novo vértice w em 7 com rétulo £(w) = C(S’) \ §’, e adicionamos
a aresta vw com rotulo £(vw) = S’. Temos que se w ¢ filho de v em T, entdo
L(w) < (1-198)L(v).

Como o grau médio de H[X] é pelo menos ed, temos que todo elemento de S
tem tamanho no méaximo n/+/ed. Além disso, como todo conjunto X de tamanho
menor que £n/3c tem menos que ge(H) arestas pela condicdo em A(H), e os
conjuntos diminuem por um fator de (1 —§) a cada passo, concluimos que a arvore
tem altura limitada por uma constante & = h(c, ¢).

Ao final do procedimento, todas as folhas v de T satisfazem e(H[{(v)]) <
ge(H). Além disso, mantivemos a propriedade de que se I € Z(H), entdo existe
folha de v tal que S = {(v) satisfaz S € I € £(v) U S. Assim, dado I € T(H),
escolha arbitrariamente uma folha de v com essa propriedade e defina

Sy=4Ew) e CU)=L)USU).

Definindo A = h/ /e, vale que |S(I)| < An/~/d. Por argumento inteiramente
analogo ao do Lema 12.1.2, é possivel mostrar que a execucdo do algoritmo em
S(I) permite recuperar as assinaturas usadas em cada uma das iteragdes do Lema 12.5.1
e, portanto, nossa fun¢do C depende apenas de S(/). Isso conclui a prova. O

12.7 Exercicios

Exercicio 12.7.1. Quantos conjuntos independentes de tamanho m um grafo d-
regular com n vértices pode ter?

Exercicio 12.7.2. Kleitman mostrou a seguinte versdo supersaturada do Teorema
de Sperner:

Sejam n,t € N, e seja A € P([n]). Se |A| = (n/2) + ¢, entdo existem pelo
menos tn/2 pares A, B € Acom A C B.
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12. Método dos Contéineres

Use o lema de contéineres para grafos e o resultado acima para deduzir que
n
existem 27062 anticadeias em P([n])-

Exercicio 12.7.3. Prove que se n < m < n3/2, entio quase todos os grafos
sem tridngulos com n vértices ¢ m arestas estdo (m/2 — o(m))-longe de serem
bipartidos.

Exercicio 12.7.4. Uma tripla (x, y, z) tal que x + y = z é chamada de tripla de
Schur. Lembre-se que um conjunto ¢ livie de soma se ndo contém tripla de Schur.

(@)

()

(c)

(d)

Prove o seguinte resultado de supersaturacgao:
Se A C [n]e|A| = (1/2 + &)n, entdo A contém §n? triplas de Schur.

Prove o seguinte resultado de contéineres para conjuntos livres de soma.

Para todo ¢ > 0, existe A > 0 tal que vale o seguinte. Para todon € N,
existem uma colecdo C de subconjuntos de [r] ¢ uma fungdo

C:.F,—>C

com a seguinte propriedade. Para todo subconjunto A C [n] livre de soma,
existe S € A talque A € C(S5),

IS| < An'/2,
e C(S)\ S contém no maximo en? triplas de Schur.

Seja [n] , 0 subconjunto p-aleatério de [n]. Prove que, se p >> 1/4/n, entdo
com alta probabilidade todo subconjunto de [1], de tamanho (1/2 4 ¢) pn
contém uma tripla de Schur.

Prove que se p > 1/./n, entdo com alta probabilidade toda r-coloragdo de
[n]p tem uma tripla de Schur monocromatica.

Exercicio 12.7.5. Um conjunto A C Z ¢ dito set um conjunto de Sidon se nao
contém solugdes para a equagdo x + y = z + w com {x, y} # {z, w}.

(a)

Prove o seguinte teorema de supersaturag@o para pares de mesma soma:

Existem constantes C > 0 e > 0 com a seguinte propriedade. Se A C [n] ¢
um conjunto de tamanho |A4| = C \/n, entdo A contém pelo menos §|A|*/n
conjuntos {x, y,z,w}comx +y = z + w.
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(b) Deduza que existem 20(/n) subconjuntos de Sidon de {1,...,n}.

Exercicio 12.7.6. Seja H um hipergrafo k-uniforme. Prove que o numero de

. . . r . r k
hipergrafos k-uniformes H -livres com n vértices é 2¢x(1-H)+on")



Bibliografia

M. Ajtai, J. Komloés e E. Szemerédi (1980). “A note on Ramsey numbers”. Jour-
nal of Combinatorial Theory, Series A 29.3, pp. 354-360. MR: 0600598 (ver
p- 192).

P. Allen, J. Bottcher, S. Griffiths, Y. Kohayakawa e R. Morris (2013). “The chro-
matic thresholds of graphs”. Adv. Math. 235, pp. 261-295. MR: 3010059 (ver
p- 172).

N. Alon (1991). “Independent sets in regular graphs and sum-free subsets of finite
groups”. Israel J. Math. 73.2, pp. 247-256. MR: 1135215 (ver p. 266).

N. Alon, M. Krivelevich e B. Sudakov (2003). “Turan Numbers of Bipartite
Graphs and Related Ramsey-Type Questions”. Combinatorics, Probability
and Computing 12.5-6, pp. 477-494 (ver p. 229).

D. Bal e L. DeBiasio (2020). “New lower bounds on the size-Ramsey number of
a path”. arXiv: 1909.06354 (ver p. 107).

J. Balogh, R. Morris ¢ W. Samotij (2015). “Independent sets in hypergraphs”. J.
Amer. Math. Soc. 28.3, pp. 669-709. MR: 3327533 (ver p. 273).

N. Bansal, D. Dadush e S. Garg (2019). “An algorithm for Komloés conjecture
matching Banaszczyk’s bound”. SIAM Journal on Computing 48.2, pp. 534—
553. MR: 3945254 (ver p. 215).

J. Beck (1983a). “An upper bound for diagonal Ramsey numbers”. Studia Sci.
Math. Hungar. 18.2-4, pp. 401-406. MR: 787944 (ver p. 231).

— (1983Db). “On size Ramsey number of paths, trees, and circuits. 1. J. Graph
Theory 7.1, pp. 115-129. MR: 693028 (ver p. 104).


http://dx.doi.org/10.1016/0097-3165(80)90030-8
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR0600598
http://dx.doi.org/10.1016/j.aim.2012.11.016
http://dx.doi.org/10.1016/j.aim.2012.11.016
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR3010059
http://dx.doi.org/10.1007/BF02772952
http://dx.doi.org/10.1007/BF02772952
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR1135215
http://dx.doi.org/10.1017/s0963548303005741
http://dx.doi.org/10.1017/s0963548303005741
http://arxiv.org/abs/1909.06354
http://arxiv.org/abs/1909.06354
http://arxiv.org/abs/1909.06354
http://dx.doi.org/10.1090/S0894-0347-2014-00816-X
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR3327533
http://dx.doi.org/10.1137/17M1126795
http://dx.doi.org/10.1137/17M1126795
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR3945254
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR787944
http://dx.doi.org/10.1002/jgt.3190070115
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR693028

Bibliografia 293

J. Beck e T. Fiala (1981). ““Integer-making” theorems”. Discrete Applied Mathe-
matics 3.1, pp. 1-8. MR: 0604260 (ver p. 214).

T. Bohman e P. Keevash (2021). “Dynamic concentration of the triangle-free pro-
cess”. Random Structures & Algorithms 58.2, pp. 221-293. MR: 4201797 (ver
p- 194).

B. Bollobas (1965). “On generalized graphs”. Acta Math. Acad. Sci. Hungar. 16,
pp- 447-452. MR: 183653 (ver p. 128).

— (1988). “The chromatic number of random graphs”. Combinatorica 8.1,
pp- 49-55. MR: 0951992 (ver p. 221).

B. Bollobas e P. Erdds (1976). “On a Ramsey-Turan type problem”. J. Combina-
torial Theory Ser. B21.2, pp. 166—168. MR: 424613 (ver p. 250).

B. Bollobas e A. Thomason (1987). “Threshold functions”. Combinatorica 7.1,
pp- 35-38. MR: 0905149 (ver pp. 115, 116).

J. A. Bondy e M. Simonovits (1974). “Cycles of even length in graphs”. Journal of
Combinatorial Theory, Series B 16.2, pp. 97-105. MR: 0340095 (ver pp. 172,
173).

R. Boppana e J. Spencer (1989). “A useful elementary correlation inequality”.
Journal of Combinatorial Theory, Series A 50.2, pp. 305-307. MR: 0989201
(ver p. 219).

P. Borg (2012). “Intersecting families of sets and permutations: a survey”. Int.
J. Math. Game Theory Algebra 21.6, 543-559 (2013). MR: 3100366 (ver
p- 134).

S. Brandt (2003). “On the Structure of Graphs with Bounded Clique Number”.
Combinatorica 23.4, pp. 693—-696. MR: 2047472 (ver p. 168).

S. Brandt e S. Thomassé (2011). “Dense triangle-free graphs are four-colorable: A
solution to the Erdos-Simonovits problem”. preprint (ver p. 172).

R. L. Brooks (1941). “On colouring the nodes of a network”. Em: Mathematical
Proceedings of the Cambridge Philosophical Society. Vol. 37. 2. Cambridge
University Press, pp. 194-197. MR: 0012236 (ver p. 37).

S. A. Burr e P. Erd6s (1983). “Generalizations of a Ramsey-theoretic result of
Chvatal”. Journal of Graph Theory 7.1, pp. 39-51. MR: 0693019 (ver p. 231).

V. Chvatal (1977). “Tree-complete graph Ramsey numbers”. J. Graph Theory 1.1,
p- 93. MR: 465920 (ver p. 75).

V. Chvatal, V. Rodl, E. Szemerédi e W. T. Trotter Jr. (1983). “The Ramsey number
of a graph with bounded maximum degree”. J. Combin. Theory Ser. B 34.3,
pp- 239-243. MR: 714447 (ver p. 250).

D. Conlon (2009a). “A new upper bound for diagonal Ramsey numbers”. Ann. of
Math. (2) 170.2, pp. 941-960. MR: 2552114 (ver p. 71).


http://dx.doi.org/10.1016/0166-218X(81)90022-6
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR0604260
http://dx.doi.org/10.1002/rsa.20973
http://dx.doi.org/10.1002/rsa.20973
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR4201797
http://dx.doi.org/10.1007/BF01904851
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR183653
http://dx.doi.org/10.1007/BF02122551
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR0951992
http://dx.doi.org/10.1016/0095-8956(76)90057-5
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR424613
http://dx.doi.org/10.1007/BF02579198
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR0905149
http://dx.doi.org/10.1016/0095-8956(74)90052-5
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR0340095
http://dx.doi.org/10.1016/0097-3165(89)90022-8
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR0989201
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR3100366
http://dx.doi.org/10.1007/s00493-003-0042-z
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR2047472
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR0012236
http://dx.doi.org/10.1002/jgt.3190070106
http://dx.doi.org/10.1002/jgt.3190070106
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR0693019
http://dx.doi.org/10.1002/jgt.3190010118
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR465920
http://dx.doi.org/10.1016/0095-8956(83)90037-0
http://dx.doi.org/10.1016/0095-8956(83)90037-0
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR714447
http://dx.doi.org/10.4007/annals.2009.170.941
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR2552114

294 Bibliografia

D. Conlon (2009b). “Hypergraph packing and sparse bipartite Ramsey numbers”.
Combin. Probab. Comput. 18.6, pp. 913-923. MR: 2550376 (ver p. 231).

D. Conlon, J. Fox e B. Sudakov (2010). “Hypergraph ramsey numbers”. Journal
of the American Mathematical Society 23.1, pp. 247-266. MR: 2552253 (ver
pp- 197, 200, 201).

— (2013). “An improved bound for the stepping-up lemma”. Discrete Applied
Mathematics 161.9, pp. 1191-1196. MR: 3030610 (ver p. 204).

— (2015). “Recent developments in graph Ramsey theory.” Surveys in combina-
torics 424.2015, pp. 49—-118. MR: 3497267 (ver p. 204).

D. Conlon ¢ W. T. Gowers (2016). “Combinatorial theorems in sparse random
sets”. Ann. of Math. (2) 184.2, pp. 367—454. MR: 3548529 (ver p. 285).

D. W. Cranston e L. Rabern (2015). “Brooks’ Theorem and beyond”. Journal of
Graph Theory 80.3, pp. 199-225. MR: 3403726 (ver p. 37).

M. Deza, P. Frankl e N. M. Singhi (1983). “On functions of strength ¢”. Combina-
torica 3.3-4, pp. 331-339. MR: 729786 (ver p. 137).

A. Dudek e P. Pratat (2015). “An alternative proof of the linearity of the size-
Ramsey number of paths”. Combin. Probab. Comput. 24.3, pp. 551-555. MR:
3326432 (ver p. 104).

— (2017). “On some multicolor Ramsey properties of random graphs”. SIAM J.
Discrete Math. 31.3, pp. 2079-2092. MR: 3697158 (ver p. 107).

P. Erdés (1938). “On sequences of integers no one of which divides the product
of two others and on some related problems”. Mitt. Forsch.-Inst. Math. Mech.
Univ. Tomsk 2, pp. 7482 (ver pp. 53, 229).

— (1947). “Some remarks on the theory of graphs”. Bulletin of the American
Mathematical Society 53.4, pp. 292-294. MR: 0019911 (ver p. 70).

— (1961). “Graph theory and probability. II”’. Canadian Journal of Mathematics
13, pp. 346-352. MR: 0120168 (ver pp. 190, 212).

— (1964). “Extremal problems in graph theory”. Em: Theory of Graphs and
its Applications (Proc. Sympos. Smolenice, 1963). Publ. House Czechoslovak
Acad. Sci., Prague, pp. 29-36. MR: 0180500 (ver p. 57).

P. Erdés e T. Gallai (1959). “On maximal paths and circuits of graphs”. Acta
Mathematica Academiae Scientiarum Hungarica 10.3-4, pp. 337-356. MR:
0114772 (ver p. 57).

P. Erdés e A. Hajnal (1972). “On Ramsey like theorems, problems and results”.
Em: Combinatorics (Proc. Conf. Combinatorial Math., Math. Inst., Oxford,
1972). Citeseer, pp. 123—140. MR: 0337636 (ver p. 199).


http://dx.doi.org/10.1017/S0963548309990174
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR2550376
http://dx.doi.org/10.1090/S0894-0347-09-00645-6
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR2552253
http://dx.doi.org/10.1016/j.dam.2010.10.013
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR3030610
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR3497267
http://dx.doi.org/10.4007/annals.2016.184.2.2
http://dx.doi.org/10.4007/annals.2016.184.2.2
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR3548529
http://dx.doi.org/10.1002/jgt.21847
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR3403726
http://dx.doi.org/10.1007/BF02579189
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR729786
http://dx.doi.org/10.1017/S096354831400056X
http://dx.doi.org/10.1017/S096354831400056X
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR3326432
http://dx.doi.org/10.1137/16M1069717
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR3697158
http://dx.doi.org/10.1090/S0002-9904-1947-08785-1
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR0019911
http://dx.doi.org/10.4153/CJM-1961-029-9
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR0120168
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR0180500
http://dx.doi.org/10.1007/BF02024498
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR0114772
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR0337636

Bibliografia 295

P. Erdés, A. Hajnal e R. Rado (1965). “Partition relations for cardinal numbers”.
Acta Math. Acad. Sci. Hungar. 16, pp. 93—-196. MR: 202613 (ver pp. 201, 202,
204).

P. Erdds, C. Ko e R. Rado (1961). “Intersection theorems for systems of finite sets”.
Quart. J. Math. Oxford Ser. (2) 12, pp. 313-320. MR: 140419 (ver p. 132).

P. Erd6s e L. Lovasz (1975). “Problems and results on 3-chromatic hypergraphs
and some related questions”. Em: Infinite and finite sets (Collog., Keszthely,
1973; dedicated to P. Evdos on his 60th birthday), Vol. II, 609—627. Colloq.
Math. Soc. Janos Bolyai, Vol. 10. MR: 0382050 (ver pp. 206, 207).

P. Erdés e R. Rado (1952). “Combinatorial theorems on classifications of subsets
of'a given set”. Proceedings of the London mathematical Society 3.1, pp. 417—
439. MR: 0065615 (ver p. 195).

P. Erd6s € M. Simonovits (1973). “On a valence problem in extremal graph theory”.
Discrete Math. 5, pp. 323-334. MR: 342429 (ver p. 170).

P. Erd6és e A. H. Stone (1946). “On the structure of linear graphs”. Bull. Amer.
Math. Soc 52.1087-1091, p. 1. MR: 0018807 (ver pp. 63, 152).

P. Erdés e G. Szekeres (1935). “A combinatorial problem in geometry”. Composi-
tio Math. 2, pp. 463—470. MR: 1556929 (ver pp. 68, 69, 79, 195).

P. Erd6s e P. Tetali (1990). “Representations of integers as the sum of k terms”.
Random Structures Algorithms 1.3, pp. 245-261. MR: 1099791 (ver p. 190).

P. Erdds e P. Turan (1936). “On some sequences of integers”. Journal of the London
Mathematical Society 1.4, pp. 261-264 (ver p. 189).

L. Euler (1741). “Solutio problematis ad geometriam situs pertinentis”. Comment.
Acad. Sci. Imp. Petropol 8, pp. 128—140 (ver p. 22).

G. Fiz Pontiveros, S. Griffiths e R. Morris (2020). “The triangle-free process and
the Ramsey number R(3,k)”. Mem. Amer. Math. Soc. 263.1274, pp. v+125.
MR: 4073152 (ver p. 194).

J. Folkman (1970). “Graphs with monochromatic complete subgraphs in every
edge coloring”. SIAM J. Appl. Math. 18, pp. 19-24. MR: 268080 (ver p. 119).

C. M. Fortuin, P. W. Kasteleyn e J. Ginibre (1971). “Correlation inequalities on
some partially ordered sets”. Communications in Mathematical Physics 22.2,
pp- 89—-103 (ver p. 216).

J. Fox, P.-S. Loh e Y. Zhao (2015). “The critical window for the classical
Ramsey-Turan problem”. Combinatorica 35.4, pp. 435-476. MR: 3386053
(ver p. 250).

J. Fox e B. Sudakov (2009). “Density theorems for bipartite graphs and related
Ramsey-type results”. Combinatorica 29.2, pp. 153—196. MR: 2520279 (ver
p- 231).


http://dx.doi.org/10.1007/BF01886396
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR202613
http://dx.doi.org/10.1093/qmath/12.1.313
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR140419
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR0382050
http://dx.doi.org/10.1112/plms/s3-2.1.417
http://dx.doi.org/10.1112/plms/s3-2.1.417
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR0065615
http://dx.doi.org/10.1016/0012-365X(73)90126-X
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR342429
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR0018807
http://www.numdam.org/item?id=CM_1935__2__463_0
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR1556929
http://dx.doi.org/10.1002/rsa.3240010302
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR1099791
http://dx.doi.org/10.1112/jlms/s1-11.4.261
http://dx.doi.org/10.1090/memo/1274
http://dx.doi.org/10.1090/memo/1274
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR4073152
http://dx.doi.org/10.1137/0118004
http://dx.doi.org/10.1137/0118004
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR268080
http://dx.doi.org/10.1007/bf01651330
http://dx.doi.org/10.1007/bf01651330
http://dx.doi.org/10.1007/s00493-014-3025-3
http://dx.doi.org/10.1007/s00493-014-3025-3
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR3386053
http://dx.doi.org/10.1007/s00493-009-2475-5
http://dx.doi.org/10.1007/s00493-009-2475-5
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR2520279

296 Bibliografia

J. Fox e B. Sudakov (2011). “Dependent random choice”. Random Structures &
Algorithms 38.1-2, pp. 68-99. MR: 2768884 (ver p. 224).

T. Franco (2021). Principios de Combinatoria e Probabilidade. Colegao Matema-
tica Universitaria. Instituto de Matematica Pura e Aplicada (ver p. 83).

P. Frankl (1984). “A new short proof for the Kruskal-Katona theorem”. Discrete
Math. 48.2-3, pp. 327-329. MR: 737276 (ver p. 149).

P. Frankl e V. R6dl (1986). “Large triangle-free subgraphs in graphs without K4”.
Graphs Combin. 2.2, pp. 135-144. MR: 932121 (ver pp. 119, 275, 280).

P. Frankl e R. M. Wilson (1981). “Intersection theorems with geometric consequen-
ces”. Combinatorica 1.4, pp. 357-368. MR: 0647986 (ver pp. 70, 71, 139).

Z. Firedi (1991). “On a Turan type problem of Erdés”. Combinatorica 11.1,
pp- 75-79. MR: 1112277 (ver p. 229).

— (2015). “A proof of the stability of extremal graphs, Simonovits’ stability
from Szemerédi’s regularity”. Journal of Combinatorial Theory, Series B 115,
pp- 66—71. MR: 3383250 (ver pp. 60, 62).

L. Gerencsér ¢ A. Gyarfas (1967). “On Ramsey-type problems”. Ann. Univ. Sci.
Budapest. Eétvos Sect. Math. 10, pp. 167-170. MR: 239997 (ver p. 75).

W. T. Gowers (1997). “Lower bounds of tower type for Szemerédi’s uniformity
lemma”. Geom. Funct. Anal. 7.2, pp. 322-337. MR: 1445389 (ver p. 257).

— (1998). “A New Proof of Szemerédi’s Theorem for Arithmetic Progressions
of Length Four”. Geometric And Functional Analysis 8.3, pp. 529-551 (ver
p- 224).

R. L. Graham, V. Rddl e A. Rucinski (2001). “On bipartite graphs with linear
Ramsey numbers”. Em: vol. 21. 2. Paul Erd6és and his mathematics (Budapest,
1999), pp. 199-209. MR: 1832445 (ver p. 231).

R. L. Graham, B. L. Rothschild e J. Spencer (1990). Ramsey theory. Vol. 20. John
Wiley & Sons. MR: 1044995 (ver pp. 202, 204).

V. Grolmusz (2000). “Superpolynomial size set-systems with restricted intersecti-
ons mod 6 and explicit Ramsey graphs”. Combinatorica 20.1, pp. 71-85. MR:
1770535 (ver p. 140).

A. W. Hales e R. L. Jewett (1963). “Regularity and Positional Games”. Transacti-
ons of the American Mathematical Society 106.2, pp. 222-229. MR: 0143712
(ver p. 188).

T. E. Harris (1960). “A lower bound for the critical probability in a certain perco-
lation process”. Mathematical Proceedings of the Cambridge Philosophical
Society 56.1, pp. 13-20 (ver p. 216).

S. Janson, T. Luczak e A. Rucinski (1990). “An exponential bound for the probabi-
lity of nonexistence of a specified subgraph in a random graph”. Em: Random


http://dx.doi.org/10.1002/rsa.20344
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR2768884
http://dx.doi.org/10.1016/0012-365X(84)90193-6
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR737276
http://dx.doi.org/10.1007/BF01788087
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR932121
http://dx.doi.org/10.1007/BF02579457
http://dx.doi.org/10.1007/BF02579457
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR0647986
http://dx.doi.org/10.1007/BF01375476
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR1112277
http://dx.doi.org/10.1016/j.jctb.2015.05.001
http://dx.doi.org/10.1016/j.jctb.2015.05.001
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR3383250
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR239997
http://dx.doi.org/10.1007/PL00001621
http://dx.doi.org/10.1007/PL00001621
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR1445389
http://dx.doi.org/10.1007/s000390050065
http://dx.doi.org/10.1007/s000390050065
http://dx.doi.org/10.1007/s004930100018
http://dx.doi.org/10.1007/s004930100018
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR1832445
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR1044995
http://dx.doi.org/10.1007/s004930070032
http://dx.doi.org/10.1007/s004930070032
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR1770535
http://dx.doi.org/10.1090/S0002-9947-1963-0143712-1
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR0143712
http://dx.doi.org/10.1017/s0305004100034241
http://dx.doi.org/10.1017/s0305004100034241

Bibliografia 297

graphs '87 (Poznan, 1987). Ed. por J. J. M. Karonski e A. Rucinski. Chiches-
ter: John Wily e Sons, pp. 73—-87. MR: 1094125 (ver p. 218).

— (2000). Random graphs. Wiley - Interscience Series in Discrete Mathematics
and Optimization. Wiley - Interscience, New York, pp. xii+333. MR: 1782847
(ver p. 104).

J. Kahn (2001). “An entropy approach to the hard-core model on bipartite graphs”.
Combin. Probab. Comput. 10.3, pp. 219-237. MR: 1841642 (ver p. 267).

G. O. H. Katona (1964). “Intersection theorems for systems of finite sets”. Acta
Math. Acad. Sci. Hungar. 15, pp. 329-337. MR: 168468 (ver p. 134).

— (1972). “A simple proof of the Erdés-Chao Ko-Rado theorem”. J. Combinato-
rial Theory Ser. B 13, pp. 183—184. MR: 304181 (ver p. 132).

— (1974). “Solution of a problem of A. Ehrenfeucht and J. Mycielski”. J. Com-
binatorial Theory Ser. A 17, pp. 265-266. MR: 344130 (ver p. 130).

P. Keevash (2011). “Hypergraph Turan problems”. London Math. Soc. Lecture
Note Ser. 392, pp. 83—-139. MR: 2866732 (ver p. 166).

J. H. Kim (1995). “The Ramsey number R(3, ) has order of magnitude #%/ logt”.
Random Structures Algorithms 7.3, pp. 173-207. MR: 1369063 (ver p. 194).

D.J. Kleitman e K. J. Winston (1982). “On the number of graphs without 4-cycles”.
Discrete Mathematics 41.2, pp. 167—172. MR: 0676877 (ver p. 260).

Y. Kohayakawa (1997). “Szemerédi’s regularity lemma for sparse graphs”. Em:
Foundations of computational mathematics (Rio de Janeiro, 1997). Springer,
Berlin, pp. 216-230. MR: 1661982 (ver p. 236).

Y. Kohayakawa, T. Luczak e V. Rodl (1996). “Arithmetic progressions of length
three in subsets of a random set”. Acta Arith. 75.2, pp. 133—163. MR: 1379396
(ver p. 282).

— (1997). “On K*-free subgraphs of random graphs”. Combinatorica 17.2,
pp- 173-213. MR: 1479298 (ver p. 285).

Y. Kohayakawa e V. Rddl (2003). “Szemerédi’s regularity lemma and quasi-
randomness”. Em: Recent advances in algorithms and combinatorics. Vol. 11.
CMS Books Math./Ouvrages Math. SMC. Springer, New York, pp. 289-351.
MR: 1952989 (ver p. 236).

A. V. Kostochka e V. Rodl (2001). “On graphs with small Ramsey numbers*”.
Journal of Graph Theory 37.4, pp. 198-204. MR: 1834850 (ver p. 224).

P. Kévari, V. T. Sos e P. Turan (1954). “On a problem of Zarankiewicz”. Em:
Colloquium Mathematicum. Vol. 3. Polska Akademia Nauk, pp. 50-57. MR:
0065617 (ver pp. 54, 229).


http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR1094125
http://dx.doi.org/10.1002/9781118032718
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR1782847
http://dx.doi.org/10.1017/S0963548301004631
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR1841642
http://dx.doi.org/10.1007/BF01897141
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR168468
http://dx.doi.org/10.1016/0095-8956(72)90054-8
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR304181
http://dx.doi.org/10.1016/0097-3165(74)90018-1
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR344130
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR2866732
http://dx.doi.org/10.1002/rsa.3240070302
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR1369063
http://dx.doi.org/10.1016/0012-365X(82)90204-7
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR0676877
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR1661982
http://dx.doi.org/10.4064/aa-75-2-133-163
http://dx.doi.org/10.4064/aa-75-2-133-163
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR1379396
http://dx.doi.org/10.1007/BF01200906
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR1479298
http://dx.doi.org/10.1007/0-387-22444-0\_9
http://dx.doi.org/10.1007/0-387-22444-0\_9
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR1952989
http://dx.doi.org/10.1002/jgt.1014
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR1834850
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR0065617

298 Bibliografia

M. Krivelevich (1995). “Bounding Ramsey numbers through large deviation ine-
qualities”. Random Structures & Algorithms 7.2, pp. 145-155. MR: 1369060
(ver p. 190).

L. Lovasz (1975). “Three short proofs in graph theory”. Journal of Combinatorial
Theory, Series B 19.3, pp. 269-271. MR: 0396344 (ver p. 37).

D. Lubell (1966). “A short proof of Sperner’s lemma”. J. Combinatorial Theory
1, p. 299. MR: 194348 (ver p. 128).

T. Luczak (2000). “On triangle-free random graphs”. Random Structures Algo-
rithms 16.3, pp. 260-276. MR: 1749289 (ver p. 279).

W. Mantel (1907). “Problem 28”. Wiskundige Opgaven 10.60-61, p. 320 (ver
p. 48).

L. D. Mesalkin (1963). “A generalization of Sperner’s theorem on the number
of subsets of a finite set”. Teor. Verojatnost. i Primenen 8, pp. 219-220. MR:
0150049 (ver p. 128).

G. Moshkovitz e A. Shapira (2016). “A short proof of Gowers’ lower bound for
the regularity lemma”. Combinatorica 36.2, pp. 187-194. MR: 3516883 (ver
p- 257).

D. Mubayi, O. Pikhurko e B. Sudakov (2011). “Hypergraph Turan problem: Some
open questions”. Em: AIM workshop problem lists, manuscript (ver p. 166).

D. Mubayi e A. Suk (2020). “A survey of hypergraph Ramsey problems”. Em:
Discrete Mathematics and Applications. Springer, pp. 405-428 (ver p. 204).

R. Nenadov e A. Steger (2016). “A short proof of the random Ramsey theorem”.
Combin. Probab. Comput. 25.1, pp. 130-144. MR: 3438289 (ver p. 280).

0. Pikhurko (2012). “A note on the Turan function of even cycles”. Proceedings
of the American Mathematical Society 140.11, pp. 3687-3692. MR: 2944709
(ver p. 173).

R. Rado (1933). “Studien zur Kombinatorik”. Mathematische Zeitschrift 36.1,
pp- 424-470. MR: 1545354 (ver p. 187).

F. P. Ramsey (1930). “On a problem of formal logic”. Proceedings of the London
Mathematical Society 2.1, pp. 264-286. MR: 1576401 (ver pp. 67, 195).

K. F. Roth (1952). “Sur quelques ensembles d’entiers”. C. R. Acad. Sci. Paris 234,
pp- 388-390. MR: 46374 (ver pp. 189, 245).

A. Sah (2020). “Diagonal Ramsey via effective quasirandomness”. arXiv: 2005 .
09251 (ver p. 71).

A. A. Sapozhenko (2001). “On the number of independent sets in extenders”. Dis-
kret. Mat. 13.1, pp. 56—62. MR: 1846037 (ver p. 266).

D. Saxton e A. Thomason (2015). “Hypergraph containers”. Invent. Math. 201.3,
pp- 925-992. MR: 3385638 (ver p. 273).


http://dx.doi.org/10.1002/rsa.3240070204
http://dx.doi.org/10.1002/rsa.3240070204
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR1369060
http://dx.doi.org/10.1016/0095-8956(75)90089-1
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR0396344
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR194348
http://dx.doi.org/10.1002/(SICI)1098-2418(200005)16:3<260::AID-RSA3>3.3.CO;2-H
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR1749289
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR0150049
http://dx.doi.org/10.1007/s00493-014-3166-4
http://dx.doi.org/10.1007/s00493-014-3166-4
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR3516883
http://dx.doi.org/10.1017/S0963548314000832
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR3438289
http://dx.doi.org/10.1090/S0002-9939-2012-11274-2
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR2944709
http://dx.doi.org/10.1007/bf01188632
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR1545354
http://dx.doi.org/10.1112/plms/s2-30.1.264
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR1576401
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR46374
http://arxiv.org/abs/2005.09251
http://arxiv.org/abs/2005.09251
http://arxiv.org/abs/2005.09251
http://dx.doi.org/10.1515/dma.2001.11.2.155
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR1846037
http://dx.doi.org/10.1007/s00222-014-0562-8
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR3385638

Bibliografia 299

M. Schacht (2016). “Extremal results for random discrete structures”. Ann. of
Math. (2) 184.2, pp. 333-365. MR: 3548528 (ver p. 285).

A. Seidenberg (1959). “A Simple Proof of a Theorem of Erdds and Szekeres”.
Journal of the London Mathematical Society s1-34.3, pp. 352-352 (ver p. 80).

S. Shelah (1988). “Primitive recursive bounds for van der Waerden numbers”.
Journal of the American Mathematical Society 1.3, pp. 683-697. MR:
0929498 (ver p. 188).

L. Shi (2001). “Cube Ramsey numbers are polynomial”. Random Structures Algo-
rithms 19.2, pp. 99-101. MR: 1848785 (ver p. 231).

M. Simonovits (1968). “A method for solving extremal problems in graph the-
ory, stability problems”. Em: Theory of Graphs (Proc. Collog., Tihany, 1966).
Academic Press, New York, pp. 279-319. MR: 0233735 (ver p. 59).

J. Spencer (1975). “Ramsey’s theorem—a new lower bound”. J. Combinatorial
Theory Ser. A 18, pp. 108—115. MR: 366726 (ver p. 209).

— (1977). “Asymptotic lower bounds for Ramsey functions”. Discrete Math.
20.1, pp. 69-76. MR: 491337 (ver p. 212).

B. Sudakov (2003). “A few remarks on Ramsey-Turan-type problems”. J. Combin.
Theory Ser. B 88.1, pp. 99—106. MR: 1973262 (ver p. 224).

W. C. S. Suen (1990). “A correlation inequality and a poisson limit theorem for
nonoverlapping balanced subgraphs of a random graph”. Random Structures
and Algorithms 1.2, pp. 231-242. MR: 1138429 (ver p. 218).

A. Suk (2016). “On the Erdés—Szekeres convex polygon problem”. Journal of
the American Mathematical Society 30.4, pp. 1047-1053. MR: 3671936 (ver
p. 80).

E. Szemerédi (1969). “On sets of integers containing no four elements in arithmetic
progression”. Acta Mathematica Academiae Scientiarum Hungaricae 20.1-2,
pp- 89—-104 (ver p. 189).

— (1972). “On graphs containing no complete subgraph with 4 vertices”. Mat.
Lapok 23, 113-116 (1973). MR: 351897 (ver p. 248).

— (1975a). “On sets of integers containing k elements in arithmetic progression”.
Acta Arithmetica 27, pp. 199-245. MR: 0369312 (ver p. 189).

— (1975b). “On sets of integers containing no k elements in arithmetic progres-
sion”. Acta Arith. 27, pp. 199-245. MR: 369312 (ver pp. 235, 245).

A. Thomason (1988). “An upper bound for some Ramsey numbers”. J. Graph
Theory 12.4, pp. 509-517. MR: 968746 (ver p. 71).

C. Thomassen (2002). “On the chromatic number of triangle-free graphs of large
minimum degree”. Combinatorica 22.4, pp. 591-596. MR: 1956996 (ver
p- 172).


http://dx.doi.org/10.4007/annals.2016.184.2.1
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR3548528
http://dx.doi.org/10.1112/jlms/s1-34.3.352
http://dx.doi.org/10.1090/S0894-0347-1988-0929498-X
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR0929498
http://dx.doi.org/10.1002/rsa.1021
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR1848785
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR0233735
http://dx.doi.org/10.1016/0097-3165(75)90071-0
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR366726
http://dx.doi.org/10.1016/0012-365X(77)90044-9
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR491337
http://dx.doi.org/10.1016/S0095-8956(02)00038-2
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR1973262
http://dx.doi.org/10.1002/rsa.3240010210
http://dx.doi.org/10.1002/rsa.3240010210
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR1138429
http://dx.doi.org/10.1090/jams/869
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR3671936
http://dx.doi.org/10.1007/bf01894569
http://dx.doi.org/10.1007/bf01894569
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR351897
http://dx.doi.org/10.4064/aa-27-1-199-245
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR0369312
http://dx.doi.org/10.4064/aa-27-1-199-245
http://dx.doi.org/10.4064/aa-27-1-199-245
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR369312
http://dx.doi.org/10.1002/jgt.3190120406
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR968746
http://dx.doi.org/10.1007/s00493-002-0009-5
http://dx.doi.org/10.1007/s00493-002-0009-5
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR1956996

300 Bibliografia

C. Thomassen (2007). “On the chromatic number of pentagon-free graphs of
large minimum degree”. Combinatorica27.2, pp. 241-243. MR: 2321926 (ver
p- 170).

P. Turan (1941). “On an external problem in graph theory”. Mat. Fiz. Lapok 48,
pp. 436—452. MR: 0018405 (ver p. 49).

B. van der Waerden (1927). “Beweis einer baudetschen vermutung”. Nieuw Arch.
Wisk. 19, pp. 212-216 (ver p. 184).

J. Verstraéte (2000). “On arithmetic progressions of cycle lengths in graphs”. Com-
binatorics, Probability and Computing 9.4, pp. 369-373. MR: 1786926 (ver
p- 173).

M. B. Villarino, W. Gasarch e K. W. Regan (2018). “Hilbert’s Proof of His Irredu-
cibility Theorem”. The American Mathematical Monthly 125.6, pp. 513-530
(ver p. 184).

K. Yamamoto (1954). “Logarithmic order of free distributive lattice”. J. Math. Soc.
Japan 6, pp. 343-353. MR: 67086 (ver p. 128).

Y. Zhao (2010). “The number of independent sets in a regular graph”. Combin.
Probab. Comput. 19.2, pp. 315-320. MR: 2593625 (ver p. 267).


http://dx.doi.org/10.1007/s00493-007-0054-1
http://dx.doi.org/10.1007/s00493-007-0054-1
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR2321926
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR0018405
http://dx.doi.org/10.1017/S0963548300004478
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR1786926
http://dx.doi.org/10.1080/00029890.2018.1448181
http://dx.doi.org/10.1080/00029890.2018.1448181
http://dx.doi.org/10.2969/jmsj/00630343
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR67086
http://dx.doi.org/10.1017/S0963548309990538
http://www.ams.org/mathscinet-getitem?mr=MR2593625

8(G), 24, 35 N

ex(n, H), 48 Ng(v), 23
Az, 273 (%) 10
distg (u, v), 26
A, 284 R
V(Hl, Hz), 73

D R(k), 68
dg(v), 23 R(s,1), 68

() R®, 195
E Rr(k), 71
E(G), 23 T
e(G), 23 Ty (n), 49
G tk(l’l), 49
G — H, 75 Vv
g(G),26 V(G), 23
G[X], 24 v(G), 23
K X
Ky, 33 (k). 10

301



Indice de
Autores

302



A
alta probabilidade, 93
anticadeia, 128
aresta, 23
arvore, 28

geradora, 31
assinatura, 263

B
bicolorivel, 86
biparticdo, 33
bipartido
classes, 33
partes, 33
bloco, 38
blow-up, 167
busca em largura, 173

C
caminho, 26
comprimento, 26

303

hamiltoniano, 90
caso base, 13
centro, 53
cereja, 53
ciclo, 26
hamiltoniano, 42
cintura, 26
classe de cor, 35
clique, 24, 195
coloracdo, 8, 35
k-coloracdo, 35
k-colorivel, 35
propria, 35

coloragdo de Sperner, 12

componente
conexa, 28
compressao, 146
a esquerda, 147
condi¢do de Hall, 41
conjunto



304 Indice Remissivo

excepcional, 234 independentes, 84
independente, 24 mutuamente independentes, 84
livre de soma, 91

somas distintas, 99 F .
contéiner, 263 face tricolor, 12
convolucao de Vandermonde, 11 familia o
copia, 162 comprimida, 147
cor-focado, 185, 186 crescente, 116

intersectante, 127

cota da unido, 16
foco, 185, 186

D folha, 29, 53
densidade, 234 funcdo convexa, 92
densidade de Turan, 162 fungdo massa de probabilidade, 83
desigualdade

de Chebyshev, 99 G

de Chernoft, 104 grafo, 11,. 22,23

de Frankl e Wilson modular, aciclico, 28

139 balanceado, 118
de Markov, 96 bipartido, 32
LYMB, 128 bipartido completo, 33

completo, 23

desvio padrio, 98
conexo, 15,27

discrepancia, 214
distancia, 26 de Kneser, 134
distribui¢do, 83 denso, 236

de Bernoulli, 88 desconexo, 28

uniforme. 84 euleriano, 44
’ hamiltoniano, 42

E H -extremal, 48
emparelhamento, 40 H -livre, 48
perfeito, 40 isomorfo, 47
equiparti¢do, 234 k-partido, 49
espaco amostral, 83 livre de H, 48
espago de probabilidade, 83 multipartido, 49
esperanga, 88 reduzido, 241
estabilidade, 59 regular, 37
estrela, 28 sem H, 48
evento, 83 vazio, 23
crescente, 216 grafo de dependéncia, 207

decrescente, 216 grafo de Turan, 49



Indice Remissivo

grau, 23
2-grau maximo, 272
i -grau maximo, 284
maximo, 24
meédio, 31
minimo, 24

H

hiperaresta, 162

hipergrafo, 161
completo, 195
k-uniforme, 86, 161
uniforme, 161

hipotese de indugao, 13

I

impressao digital, 263

indu¢do matematica forte, 14

intersectante, 127
{-intersectante, 134
L-intersectante, 137

J
janela critica, 115

L

Lema de Sperner, 11

limiar, 109, 111
cromatico, 172
subito, 115

livre de divisores, 9

livre de soma, 8

livre de triangulos, 49

longe de ser bipartido, 60

M

média, 88
quadratica, 252

método

305

da alteragao, 95

da rotacdo-extensio de Posa, 57

do primeiro momento, 89

do segundo momento, 98
multilinearizagao, 138

N
numero
cromatico, 35
de independéncia, 24
de Ramsey, 68, 73
de Ramsey assimétrico, 97
de Ramsey para r cores, 71
de Ramsey—Turan, 224
de Turan, 162
extremal, 48
tamanho Ramsey, 81, 104
(0]

operador de compressao, 146, 147
operador linear, 88
ordem colexicografica, 145

P
par regular, 234
partigdo, 8
classes, 8
partes, 8
e-regular, 235
parti¢ao regular, 187
passeio, 26
passo indutivo, 13
permutacao, 18
circular, 133
desarranjo, 19
primeiro momento, 88
problemas aleatorios esparsos, 274
progressao aritmética
k-PA, 184



306 Indice Remissivo

proximo t-proximo, 157

de ser r-partido, 157 t-préoximo de ser bipartido, 60
0 transitivo, 200
quase todos, 278 gi?}? f:uiZ’ 49
R euleriana, 44
raiz, 188 fechada, 44
refinamento, 253 tripla de Schur, 290
representagdo em k-cascata, 144
reta combinatoria, 188 U
rotagdo de Posa, 43 uniformemente ao acaso, 84
S \
satura, 40

valor esperado, 88

variancia, 98

variavel aleatoria, 87
binomial, 89
independente, 89
indicadora, 88

segundo momento, 98
simetrizagdo de Zykov, 52
sistema de Bollobas, 129
sombra, 143

subdivisdo, 108

subgrafo, 23

vértice, 23
gerador, 31 .
i i adjacentes, 23
induzido, 24
supersaturacio, 59 de corte, 37
’ o vetor caracteristico, 137
T vizinhanga, 23

torneio, 86, 200 vizinhos, 23



Titulos Publicados — 33° Coloquio Brasileiro de Matematica

Geometria Lipschitz das singularidades — Lev Birbrair e Edvalter Sena

Combinatoria — Fabio Botler, Mauricio Collares, Taisa Martins, Walner Mendonga, Rob Morris e
Guilherme Mota

Cédigos geométricos, uma introducéo via corpos de funcdes algébricas — Gilberto Brito de Al-
meida Filho e Saeed Tafazolian

Topologia e geometria de 3-variedades, uma agradavel introducao — André Salles de Carvalho
e Rafat Marian Siejakowski

Ciéncia de dados: algoritmos e aplicacdes — Luerbio Faria, Fabiano de Souza Oliveira, Paulo
Eustaquio Duarte Pinto e Jayme Luiz Szwarcfiter

Discovering Poncelet invariants in the plane — Ronaldo A. Garcia e Dan S. Reznik

Introducéo a geometria e topologia dos sistemas dinAmicos em superficies e além — Victor Leon
e Bruno Scardua

Equacoes diferenciais e modelos epidemioldgicos — Marlon M. Lopez-Flores, Dan Marchesin,
Vitor Matos e Stephen Schecter

Differential Equation Models in Epidemiology — Marlon M. Lépez-Flores, Dan Marchesin, Vitor
Matos e Stephen Schecter

A friendly invitation to Fourier analysis on polytopes — Sinai Robins

PI-algebras: uma introducdo a PI-teoria — Rafael Bezerra dos Santos e Ana Cristina Vieira
First steps into Model Order Reduction — Alessandro Alla

The Einstein Constraint Equations — Rodrigo Avalos e Jorge H. Lira

Dynamics of Circle Mappings — Edson de Faria e Pablo Guarino

Statistical model selection for stochastic systems with applications to Bioinformatics, Linguis-
tics and Neurobiology — Antonio Galves, Florencia Leonardi e Guilherme Ost

Transfer operators in Hyperbolic Dynamics - an introduction — Mark F. Demers, Niloofar Kia-
mari e Carlangelo Liverani

A course in Hodge Theory: Periods of Algebraic Cycles — Hossein Movasati e Roberto Villaflor
Loyola

A dynamical system approach for Lane-Emden type problems — Liliane Maia, Gabrielle Norn-
berg e Filomena Pacella

Visualizing Thurston’s geometries — Tiago Novello, Vinicius da Silva e Luiz Velho

Scaling problems, algorithms and applications to Computer Science and Statistics — Rafael
Oliveira e Akshay Ramachandran

An introduction to Characteristic Classes — Jean-Paul Brasselet



78-65-89124-

ISBN 9 4-53-5
impa
.' , Instituto de
~ Matematica
91786589"124535

Pura e Aplicada 5



	Apresentação
	Prefácio
	I Uma Introdução à Combinatória
	Princípios e Técnicas Básicas
	Princípio da Casa dos Pombos
	Contagem dupla
	Princípio da indução matemática
	Princípio da Inclusão-Exclusão
	Exercícios

	Teoria dos Grafos
	Fundamentos
	Árvores
	Grafos bipartidos
	Coloração de vértices
	Emparelhamentos
	Ciclos Hamiltonianos
	Trilhas Eulerianas
	Exercícios

	Teoria Extremal dos Grafos
	Teorema de Turán
	Números extremais de grafos bipartidos
	Supersaturação e Estabilidade
	Teorema de Erdős e Stone
	Exercícios

	Teoria de Ramsey
	Números de Ramsey
	Teoria de Ramsey infinita
	Teoria de Ramsey em grafos
	O Problema do Final Feliz
	Exercícios

	Método Probabilístico
	Fundamentos
	Prova probabilística
	Método do Primeiro Momento
	Sorteios de grafos
	Método da Alteração
	Método do Segundo Momento
	Método da Concentração
	Exercícios

	Grafos Aleatórios
	Triângulos em G(n,p)
	Números extremais de ciclos pares
	Conexidade de G(n,p)
	Limiares
	Subgrafos pequenos
	Teoria de Ramsey em G(n,p)
	Exercícios


	II Tópicos Avançados
	Teoria Extremal dos Conjuntos
	Anticadeias e sistemas de Bollobás
	Famílias intersectantes
	Álgebra Linear e famílias intersectantes
	Teorema de Kruskal e Katona
	Exercícios

	Teoria Extremal dos Grafos
	Teorema de Erdős e Stone
	Estabilidade
	Problema de Turán para hipergrafos
	Supersaturação para hipergrafos
	Teorema de Andrásfai, Erdős e Sós
	Limiares cromáticos
	Números extremais de ciclos pares
	Construções de grafos sem C4
	Exercícios

	Teoria de Ramsey
	Teoria de Ramsey Aditiva
	Números de Ramsey para grafos
	Números de Ramsey para hipergrafos
	Exercícios

	Método Probabilístico
	Lema Local de Lovász
	As desigualdades de Janson
	Escolha Aleatória Dependente
	Exercícios

	Método da Regularidade
	Lema da Regularidade de Szemerédi
	Lemas de imersão e contagem
	Aplicações
	Demonstração do Lema da Regularidade
	Exercícios

	Método dos Contêineres
	Conjuntos independentes em grafos
	Aplicações em grafos
	Conjuntos independentes em hipergrafos
	Aplicações em hipergrafos
	Caso geral do Lema de Contêineres
	Demonstrações dos lemas
	Exercícios

	Bibliografia
	Índice de Notações
	Índice de Autores
	Índice Remissivo


