Chapitre 4.7 — La dynamique de rotation

La 2% loi de Newton en rotation selon I’axe z avec un axe fixe

Lorsque 1’on applique la 2° loi de Newton sur un corps
rigide, nous obtenons 1’accélération da.,, du centre de

masse du corps rigide tel que
2 F=dcy

Cependant, si nous désirons obtenir 1’accélération P

La porte et le tourniquet sont des bons

angulaire & du corps rigide, cela est un peu plus exemples ot la 2° loi de Newton en rotation
complexe, car la représentation adéquate du moment selon 1’axe z avec axe fixe est applicable.

. . . . 1
d’inertie [ devient une structure tensorielle .

=,
&Y

Dans le cas ou I’on utilise un point de référence a accélération nulle avec 1’imposition d’une rotation du

corps rigide autour d’un axe z fixe, alors nous pouvons obtenir 1’accélération angulaire &, du corps rigide
a I’aide de I’équation de la 2° loi de Newton en rotation avec axe fixe :

TZ - I z a z y Tirer la pognée d’une porte

qui tourne.

(avec axe fixe) z AX a
Xe
rotation fixe

ou ZTz : Somme des moments de force selon
I'axe z (N-m) (7. =7 Fsin(9))
I. : Moment d’inertie de 1’objet par rapport a

Z

F

pivot

+F =ma,,
1’axe de rotation z (kg-m?) +7,=la

Z-pivot z

. 2 . s 1o
@, : Accélération angulaire de I’objet selon L’orientation de I’accélération du centre de masse
I’axe z (rad/s 2) satisfait son accélération tangentielle et centripete.

Preuve :

tangentielle a, grace a une force F sur une trajectoire circulaire de
rayon r. Appliquons la 2° loi de Newton selon I’axe tangentiel afin z X

d’exprimer cette loi a 1’aide de la notion de moment de force 7_, Point
référence

Considérons une particule de masse m qui subit une accélération yl .

d’inertie de rotation /. et d’accélération angulaire «,_. Remarquons
que I’angle entre r et F dans le plan xy est égal a @ : <

<

ZF =ma = Fsin(@) = ma, (Force selon I’axe tangentiel : F, = F si;l(H))
= Fsin(@) = m(ra’z) (Accélération angulaire : a, =ra,)
= (r)Fsin(8) = (r)m ra, (Multiplier par r de chaque c6té)
= (Tz )=m r’a, (Moment de force selonz : 7, =rF sin(@))
= 7,=1.a«, n (Inertie de rotation dans planxy : I, =mr?)

1 Consulter le chapitre 7.3 des notes de cours pour plus d'information sur le sujet.
Référence : Marc Séguin, Physique XXI Tome A Page 1
Note de cours rédigée par Simon Vézina



Situation 1: Une double bobine de fil. Un cylindre homogeéne dont la ! Vue en
masse M est égale a 12 kg et dont le rayon R est égal a 20 cm peut tourner axei perspective
autour d’un axe vertical sans frottement. Deux fils sont enroulés autour du A
cylindre et permettent de lui imprimer un mouvement de rotation (voir —
schéma ci-contre). Albert tire sur le fil A avec une force horizontale de 6 N
orientée vers 1’est et Béatrice tire sur le fil B avec une force horizontale de B
3 N orientée a 30° au sud de I’est.

Rotation liée avec axe fixe

Comme les cordes ont des masses négligeables et qu’elles ne glissent pas sur le cylindre, elles
transmettent intégralement ces forces au cylindre. On désire déterminer I’accélération angulaire du
cylindre.

Schéma vue de haut : Schéma des forces : Résolution graph. : (z F=ma):
Vue de haut
SR T B}
A
F TB
Te a=0

Nous avons ici une rotation liée. Nous pouvons alors évaluer le moment d’inertie du cylindre tournant
autour de son centre de masse : (voir table inertie chapitre 4.4)
1

A1 23 (P S TR Yy v

Nous avons trois forces d’appliquées sur le cylindre. Evaluons le moment de force associé aux trois
forces. Le point de référence sera le centre du cylindre (axe de rotation) :

e 7, =%rF,sin(8,)=-(0,2)(6)sin(90°) = |r,=-12 N-m
e 7, =*r,F,sin(d,)=+(0,2)(3)sin(90°) = |73,=0,6 N-m
e 7, =%rF,sin(8,)==%(0)F,sin(6,) = |7,=0N-m

Nous pouvons évaluer 1’accélération angulaire :
Y. =1le. = T+t =1«

= (-1,2)+(0,6)+(0)=(0,24)cr.

= o, =-2,5 rad/s® (Evaluer a,)

N . . 1o e . 2
Selon notre systeme d’axe angulaire, le cylindre tourne avec une accélération angulaire de 2,5 rad/s

dans le sens horaire.
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Situation 2 : Un bloc relié a un cylindre. Un cylindre homogene

(R=20 cm, m, =12 kg, I =Y%mR> =0,24 kg-m>) peut tourner pers:)’;‘;ﬁg
autour d’un axe horizontal fixe sans frottement (schéma ci-dessous).

Il est initialement au repos. On accroche un bloc m, de 2 kg a une  axe
corde de masse négligeable qui s’enroule autour du cylindre (la corde

ne glisse pas sur le cylindre); on désire déterminer 1’accélération
angulaire du cylindre ainsi que le module de la vitesse du bloc apres

Rotation liée avec axe fixe
une chute de 30 cm.

Schéma vue de coté : Schéma des forces : Résolution graphique :

ich‘lB ac =0
myg A TC B
= F

v Iy meg

Appliquons la 2° loi de Newton sur le bloc de masse m, selon I’axe y positif vers le bas :

ZF =ma = mgyg +TB =mdy = my8 —Ty =mga g (1)

Appliquons la 2° loi de Newton sur le cylindre de masse m,. selon I’axe y positif vers le bas sachant que
le cylindre n’effectue pas de translation : (a. =0)

Y F=0 =  T.+mg+F=0 = |T.+m.g—-F=0 (2

Evaluons nos moment de force appliquées du le cylindre par rapport au centre du cylindre :

® TTC = irTC TC Sln(e) = +(R)TC Sin(90°) = TTC = RTC

e 7, =4r,Fsin(@)=*(0)Fsin(8) = |7, =0
* 7,.=1%r, ,.m8 sm(@)zi(O)mcg sin(0) = Tpee =0

Appliquons la 2° 1oi de Newton en rotation sur le cylindre de moment d’inertie I :

dYr.=1a, = T T 47, =10, (Remplacer )" 7.)
= (RTC )+(0)+(0)=1 o (Remplacer valeur num.)
= RT.=1.a.| (3) (Simplifier)
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Avec la 3% loi de Newton et I’approximation de la corde de masse nulle, nous avons :

T,=T.=T

Puisque nous deux objets sont reliés entre eux par une corde qui ne glisse pas sur la cylindre, nous
pouvons relier I’accélération de B et I’accélération angulaire de C de la fagon suivante :

a, =ra = ay=Ra, “) (Remplacer r =R et a, =a )

Nous avons donc les quatre équations suivantes :

myg —T =mgya g 1 (chute du bloc)
T+m.g—F=0 2) (maintien du cylindre)

RT =1.0 3) (rotation du cylindre)
a,=Ra, ) (relation accélération-rotation)

On peut résoudre le systeme pour évaluer 1’accélération angulaire a partir de (3) :

RT=la, = R(mBg—mBayB)zlza'zc (Utiliser (1), T =myg —ma g)
= mggR—mgRa z =1 (Distribuer le R)
=  mygR-myR(Ra.)=1_0 (Utiliser (4) , a,; = Rarc)
, =  mygR=Il.a.+mR’a, (Réunir termes en «,.)
my R
= = Isoler &
I +mR’ ( )

(2)0.8)02)

€7 (0.24)+(2)0.2)°

(Remplacer valeurs num.)

— o =12,25 rad/s® (Bvaluer &)

On peut évaluer 1’accélération verticale a B du bloc B a partir de (4) :

ay=Ra, = a,=02)1225 = |a, =245 m/5’

Evaluons la vitesse du bloc my apres une chute de 30 cm a I’aide des équations du MUA :

2

vi=vi+2a (y-y,) =  v,”=(0)+2(245)(0.3)-(0)

Y Y

= v =147

= |v, =121 m/s
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La 2° loi de Newton en rotation selon ’axe z avec un axe passant par le
centre de masse

Nous avons présenté précédemment que ZT =1, est applicable pour expliquer la rotation d’un

corps autour d’un axe de rotation fixe (ex : Porte). Cependant, il y a plusieurs situations ou un corps
effectue une translation autour d’un point de référence tout en effectuant une rotation autour de ce
point. Prenons comme exemple une roue qui descend un plan incliné :

Rotation d’une roue autour de son Descendre le plan sans Descendre le plan avec
centre de masse frottement (sans rotation) frottement (avec rotation)
z(rad) z(rad)
([ ([ ]

e

“ Centre de la roue
et
centre de masse

En théorie, nous ne pourrions plus appliquer ZT =1 o, car I'axe de rotation est en accélération.

z z ’
Cependant, puisque (1) cet axe est situé sur le centre de masse, (2) que le moment d’inertie du corps est
symétrique par rapport I’axe z et (3) que le corps posseéde uniquement” une vitesse angulaire selon I’axe
Z, alors nous pouvons décrire 1’évolution du corps rigide grace aux deux équations suivantes :

2° loi de Newton en translation 2° loi de Newton en rotation

ZF =dcy ZT =1 o2,

ou
ZF : Somme des forces selon ZZ'Z : Somme des moments de force selon
I'axe x ety (N) I’axe z (N-m) avec rzzirFsin(H)
m : Masse totale de I'objet (kg ) I« : Moment d’inertie de 1’objet par rapport
dcy - Accélération I’objet selon au centre de masse selon I’axe z (kg-m?)
s 2
axe xety (m/s”) a, : Accélération angulaire de 1’objet selon
I’axe z (rad/s?)
Preuve :

Consultez le chapitre 7 pour une démonstration trés complexe, mais complete.

2 Sans restriction, en trois dimensions, nous aurions la relation ZT’ o = OXI O+ 1 & ou Iy, estle

tenseur moment d’inertie évalué par rapport au centre de masse du corps.
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La rotation d’une roue en accélération et décélération

La rotation d’une roue est influencée par le type de frottement
qu’applique la surface de contact sur la roue. Dans une voiture,
il est important de réaliser que la qualité des pneus est une
donnée tres importante, car c’est uniquement le frottement
entre les pneus et le sol qui permet a la voiture de se déplacer :

Un dérapage fait intervenir
un frottement cinétique

+» Frottement est statique = la roue tourne sans glisser au sol (v, =r@)

% Frottement est cinétique = la roue tourne en glissant au sol (v, # r@)

Voici différentes situations ou le frottement cinétique et statique doit étre considéré.

Situation 1 : Roue qui roule sur une surface sans frottement.

Exemple : Une roue qui glisse en tournant sur de la glace.

» Laroue « flotte » sur la surface (pas d’interaction avec la

@ surface)
» L’équation v, =r@ n’est pas nécessairement vraie.
» Laroue peut tourner dans les deux sens ou ne pas
tourner.
Situation 2 : Roue qui glisse sans rouler sur une surface avec frottement.
Exemple : Une roue qui glisse sans tourner en bloquant la rotation des roues par un systeme
de freinage.
Roue bloquée » Laroue est comparable a un bloc qui glisse sous
Vet I’influence d’un frottement cinétique f, .
» Nous avons aucune vitesse angulaire (@ = 0), car
= Ty = Tpen =0.
f cinétique

Frein a disque sur une voiture
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Roue qui roule sans glisser sur une surface avec frottement, avec force appliquée

Situation 3 :
au centre de masse.

Exemple : Tirer une charrette a 1’aide d’une corde.
» L’accélération de translation d,, est propulsée par F , mais

ralentie par f, (F + f, = mdqy, F > f,)

vCM
» L’accélération de rotation @& est propulsée par le moment de

force produit par f, (7, =Iy@)

» Nous avons la relation suivante : v, =r@ et dagy, =ra

f;tatique

Roue qui roule sans glisser sur une surface avec frottement, avec moment de

Situation 4 :
force appliquée sur la roue.

Exemple : Utiliser un pédalier afin de faire tourner le pneu arriere d’une bicyclette.
» Le pédalier applique une force résultant nulle sur le centre de

masse. (z F on =0)
» L’accélération de translation d,, est propulsée par le

moteur

frottement f, ( f, = magy, ).

mais ralentie par le moment de force
>7, ).

force produit par?, ... »
- Tf = ICMa > Trnoteur

prOduit par ]_(: s (Tmoteur

» Nous avons la relation suivante : vy, =r@ et aqy =rc

Roue qui roule sans glisser sur une surface avec frottement, avec moment de

Situation 5 :
force appliquée sur la roue comme freinage.

Utiliser un systeme de frein ABS (empéche le blocage des roues).

Exemple :
» La décélération de translation d,, est propulsée par le

frottement f, ( f, = magy, ).
» La décélération de rotation @& est propulsée par la force du

@.
vCM
frein f, . , mais ralentie le frottement f,
R (T = Thein = T em@s Thein > T )-
LS » Nous avons la relation suivante : vy =r@ et agy =rc
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Situation 3: Un cylindre qui roule. Un cylindre homogene
(R =20 cm, m = 12 kg, I =Y mR* =0,24 kg~m2) roule sans
glisser vers le bas d’un plan incliné a 50° par rapport a ’horizontale
(voir schéma ci-contre). On désire déterminer (a) 1’accélération
angulaire du cylindre ainsi que (b) le coefficient de frottement
statique minimal £ qui doit exister entre le cylindre et le plan.

Vue en
axe  perspective

Rotation liée avec axe de rotation
en mouvement situé¢ au CM

Schéma vue de coté : Schéma des forces :

50°

Décomposition des forces :

Y F=ma ou mg+ii+f=ma

Appliquons la 2° loi de Newton sur le cylindre de masse m selon ’axe x et y afin d’obtenir nos deux
relation en lien avec I'accélération a, et a, sachant que a, =0 :

Selon I'axe x : ZFX =ma, =
Selon 'axe y : ZF}, =ma, =

mg sin(@)— f = ma,

n—mgcos(6)=0

@)

2

Appliquons la 2° loi de Newton en rotation sur le cylindre de moment d’inertie 7 :

dYr.=1a, =

Selon ’axe z :

e 7, =%n,mg sin(6) =
e 7, =%rnsin(9) =
* T,=1%rf sin(6) =

Ceci nous donne une 3° équation :

T, t7,+7, =1, =

=
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Tpe T7,+7,; =1,

r =+(0)mgsin(0) = |t

mg

n

7, =+(R)fsin(90°) =

7 =*(R)nsin(180°) = |z

(0)+0)+(Rf)=1.a.

Rf=1o,
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Puisque le cylindre tourne sans glisser sur le plan incliné, nous pouvons introduire la relation
suivante entre I’accélération de translation a :

ar, =ro = a, =Ra, @) (Remplacer r=R et a, =a )

Nous avons les quatre équations suivantes :
mgsin(@)— f =ma_, (1)  (accélération du cylindre le long du plan)
n—mgcos(6)=0 2) (support du cylindre sur le plan incliné)
Rf=1.o, 3 (rotation du cylindre autour du centre)

a, =Ra, ) (relation accélération-rotation)

Evaluons 1’accélération angulaire du cylindre a partir de I’équation (1) :

mgsin(@)— f =ma, =  mgsin(6)- f =m(Ra.) (Utiliser (4))
. I - l o
=  mg s1n(t9)—( ZR : j =mRa, (Utiliser (3), f = ZRZ )
. Il o
= mg sin(6) = mRo, + ZR < (Regrouper termes avec «,)
. 1 .
= mg sin(@) = (mR + Ezjaz (Factoriser «,)
2
= mg sin(8) = [%jaz (Dénominateur commun)
= o, = M (Isoler «,)
mR” +1.
= a, = (12)(9’8)(0;2)8111(50 ) (Remplacer valeurs num.)
(12)(0,2)" +(0,24)
= |, =2502 rad/s’| (a) (Evaluer a,)

Pour satisfaire cette situation il faut que la force de frottement f génére 1’accélération angulaire a,.
Evaluons la force de frottement requise 2 partir de I’équation (3) :

Rf=1c, = (0,2)f =(0,24)(25,02) (Remplacer valeurs num.)
= f=30,02 N (Evaluer /)
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Pour évaluer le coefficient de fortement statique 4 minimale, nous devons supposer que le frottement

statique est sollicité au maximum ( f, . =41 ):

= fom = f=un (Remplacer f, . =gmn)
= f=u, (mg cos(8)) (Utiliser (2), n = mgcos(8))
= (30,02)= u,(12)(9,8)cos(50°) (Remplacer valeurs num.)
=  |u, =0,3971 (Evaluer u,)

Voici la conclusion que nous pouvons tirer sur le coefficient de frottement :

Condition sur le coefficient Rappel du schéma des forces
M, > 0,397 : Le cylindre roule sur le plan incliné. ca—, (/Z(rad)
oK i

a, =Ra,

[ ]
y(m)
. . L y <:c(m)
M, <0,397 : Le cylindre glisse sur le plan incliné.
a, #Ra,

Exercices

Le temps pour faire un quart de tour. Une tige mince homogene de 5 kg dont la longueur est
de 2 m peut tourner autour de son centre. Si elle est initialement immobile et qu’on lui applique un
moment de force de 10 N-m, combien de temps prendra-t-elle pour faire un quart de tour ?

m Une accélération plus grande que Daccélération de chute libre. Une tige
mince homogene de 2 kg, dont la longueur est de 50 cm, est fixée a une de ses
extrémités par une charniere; elle tombe en pivotant sous 1’effet de son propre poids
(schéma ci-contre). Déterminez (a) 1’accélération angulaire de la tige a I’instant ou
elle fait un angle @ = 30° par rapport a I’horizontale et (b) le module de
I’accélération tangentielle de la particule P située a I’extrémité libre de la tige.
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Solutions

Le temps pour faire un quart de tour.

Inertie de la tige :

1 2 1 2 2
I =—ML I.=—15)2 1. =1,667k
e o n-leer = [oieerem

Evaluer 1’accélération angulaire :
Yr=la = (10=0667)a =
Avec les équations de la cinématique :

9=90+a)0t+%a t?

N\
K
N—
1
—_
(]
N—
+
—_
(]
=
+
|
—~
(@)}
N—
-~
N

2 T

6
= t=0,724 s

Une accélération plus grande que Uaccélération de chute libre.

Evaluons I’inertie de la tige par rapport au pivot :

I = % ML - I %(2)(0,5)2 — [ =01667 kgm®

Evaluons le moment de force exercé par la force gravitationnelle par rapport au pivot lorsque la tige
fait un angle @ = 30° par rapport a I’horizontale :

7 =+rFsin(6) = Tpe = +r(mg)sin(6) (F=mg)

mg

= 7, =(050/2)2)0©.8)sin(180° - 60°)

= |7, =4244 Nm

Evaluons 1’accélération angulaire o, de la tige a 30° par rapport a I’horizontale :
dYr.=1a, =  r,=10

= (4,244)=(0,1667)c.

=  |a. =2546 radls’| (a)

Evaluons 1’accélération tangentielle au bout de la tige :

a, =ra = a, =(050)2546) = |a, =12,73 m/s’ (b)
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