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COURS COMPLET

MATHÉMATIQUES PURES.

TOME PREMIER.



Préférez, dans l'enseignement,les méthodes générales; attachez-vous
à les présenter de la manière la plus simple, et vous verrez en même temps
qu'elles sont presque toujours les plus faciles.

Laplace, Écoles norm., tom. IV, p. 49.
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Ouvrages du même Auteur qui se trouvent chez le même
Libraire.

Vranographie, on Traité élémentaire d'Astronomie Il l'usage des per-
sonnes peu versées dans les Mathématiques, des Géographes, des Marins,
des Ingénieurs, etc., accompagnée de planisphères; troisième édition, con-
sidérablement augmentée, i vol. in-8- avec 10 planches, 1821. Prix, pour
Paris, g fr., et t fr., franc de port, par la poste.

Traité élémentaire de Mécanique, adopté dans l'instruction publique,

5e édition, 1826 in-8°. Prix 7 fr. pour Paris, et 9 fr., franc de port.
Tlémens de Statique, in-S», 1810. Prix 3 fr. pour Paris, et 4 fr., franc de

port.
Le Dessin linéaire destiné à l'enseignement des Écoles primaires, qnel que

soit le mode qu'on y suit, 20 édition, avec 12 planches gravées en taille-

donce. Paris, 1827. Pris fr. et 8 fr. 5o c. franc de port.

La Goniométrie, on Procédé pnur décrire des arcs et des angles de torrs
les degrés. Paris, 1820. Prix: 1 fr. a5 c.

IMPRIMERIE DE HUZARD-COUIICIEH,

nue nu jAnnitrcT, n° 12.



A SA MAJESTÉ L'EMPEREUR

ALEXANDRE Fr
AUTOCRATE DE TOUTES LES RUSSIES.

SIRE,

Unir la bonté qui gagne les coeurs à. la fermeté
qui fait respecter les lois mériter la confiance de
ses alliés .et l'estime de ses ennemis, protéger les
sciences et les lettres en accueillant ceux qui les cul-
tivent telles sont les qualités brillantes qu'on voit
réunies dans VOTRE MAJESTÉ et qui commandent
l'amour des peuples et les hommages de la posîérité.
C'est à l'intérêt. que vous ont toujours inspiré les



sciences exactes, que je dois, SIRE, la faveur'que

vous meavez accordée de faire paraître mon Ouvrage

sous vos auspices. Cet honneur, celui d'être associé
aux savans qui composent les; deux sociétés les plus

célèbres de vos états, sont des témoignages éclatans*

qui me font espérer l'indulgence que mon obscurité-
ne me permettrait pas d'obtenir.

Je suis, avec lé plus profond respect,

Sire,

De Votre Majestér

Le plus humbleet
dévoué serviteur,-

'/

FRANCOEUR.

Parjs, le 17 avril 1809.



PRÉ FACE.

Mettre un lecteur attentifet intelligent en état de.
lire tous les ouvrages qukraitent des sciences exactes,

sans lui supposer d'abord aucune instruction prélimi-
naire en Mathématiques, tel'est le but que je me
suis proposé dans la composition de ce Traité. Pour
.y parvenir, j'ai du exposer toutes les doctrines qui
constituent lesMathématiquespures, depuis les parties
les pi us élémentaires, l'Arithmétique et la Géométrie
jusqu'au Calcul intégral le plus composé, sans omettre
aucune des théories générales, qui entrent dans l'en-,
semble de ce plan.

Unê;aù?si grande multitude d'objets se trouve ren--
fermée-dans-deux volumes, et l'on se tromperait, si
Ton jugeait' que j'aie omis des doctrines utiles, ou
même des détails intéressans. La lecture de l'Ouvrage

pourra convaincre qu'il est. aussi complet qu'on peut
l'espérer, et qu'on y trouve même plus d'applications'

que n'en promet le cadre étroit où je me suis resserré.
Mais le système de concision que j'ai adopté, m'a



permis de diminuer l'espace sans rien oublier qui soit

véritablement utile, et, je l'espère, sans nuire à la

clarté.

Dès long-temps je me suis convaincu que rieu n'est

plus contraire au but que doit atteindre celui qui écrit

sur les sciences, que d'entrer, sur chaque objet, dans

des développemens longs et fastidieux. L'auteur, en
disant tout ce qu'il pense empêche le lecteur de

penser lui même l'élève devient incapable de se

passer des secours de son maître; il prend l'habitude

d'une pesanteur et d'une prolixité très nuisibles aux

succès enfin l'embarras des détails l'empêche de

suivre le fil des idées essentielles,, et il saisit mal l'en-
semble des propositions les accessoires tiennent dans

son esprit la place des choses importantes. C'est au
professeur à proportionner l'étendue des développe-

mens à la nature d'esprit de chaque étudiant. « Pour

bien instruire, il ne faut pas dire tout ce qu'on sait,

mais seulement ce qui convient à ceux qu'on ins-
truit. » (La HARPE, Cours de littérature', 2e part,

Le public parait avoir adopté ce système d'instruc-

tion; et le succès qu'ont obtenu les premières éditions,

me confirme dans l'opinion que j'avais des avantages

de la concision. Il m'eût été sans doute bien plus facile.

de multiplier les volumes, et les personnes exercées



à écrire sur les mêmes matières,, pourront apprécier

les soins qu'il m'a fallu prendre pour réduire ainsi

chaque chose aux dimensions nécessaires.

En prenant la peine de comparer cette édition aux
précédentes on reconnaîtra que je n'ai épargné

aucun. soin,, négligé aucun conseil pour rendre ce

Traité digne de l'approbation des savans-et, des pro-
fesseurs..



ERRATA du premier Volume.

Page g3-, ligne 26, n° 489, lisez n° 487.
n5, 11 n° i53, ioo., lisez n° 149, u°.'
i33, 12, n° 480 lisez n" 481-
'94> 4, en remontant, dan° 489, -sez n» 488.
195,' 22, n° 492 lisez n", 5qi.'
249, 16, n° 364 VI, lisez n» 364 IV.
264 6, en remontant, du n° 329 VIII, lisez n° 33o XI.
266, 23, no 365 VI, lisez no 364 XI.

,385; 23, n» 365 VI, /wez n» 364 VI.

ERRATA du second Volume.

idem. Remplacez les trois derniers chiffres 7S4 de \/8 par Ifii.
idem.' Remplacez les trois derniers chiffres 892 de \/9 par 732.
5a, 20, n« 525 lisez n° 5a6.
58, io, nos 523, 713, lisez not 524, 7t2 I.

165, 12, n°664, lisez n° 653.
idem..7, en rem. pari)', effacez par.
308, 7, en rein. n° 6i3, lisez n° 713.
557, 8, no8i5, lisez n°8ia.



TABLE ALPHABÉTIQUE

DES MATIÈRES

CONTENUES- DANS LES DEUX VOLUMES.

Nota. Les chiffres indiquent les numéros des. paragraphe».

ABAISSEMENT des équations., no 536.
Abscisse. Cas où elle est négative,

340.
Abstrait (nombre), 54.
Alisorde ( problème) 1 14 >7> dg,

523, 861.
Addition, 2, 8.-Fractions,3g, 45. 56.

-Algébrique, 94 géométrique,
i56.

Aigu (angle), 171.
Aires; 249, 2H2.Parallélogramme,

triangle', trapèze, polygone a5
(

Cercle secteur segment 260.
Prisme 283. Cylindre 287.

Pyramide, 288. Cône, 283.
Sphère, 291 Zone et calotte

sphériques 291 29S. Aires'des
courbes planes, 728, j62, 8o5.-Sec-
tions coniques, cycloïde 8o5 ,,780.
Méthodede Simpson, 8o5\I.
Surfaces courbes, 752,754,764,811.

Ajouter, voy. Addition.
Algèbre, 92., 475- appliquée à la

Géométrie, 316.
Algébrique (fonction), 5i6.
Aliquotes (parties, fractions) ,.40,57,
Alliage (règle d') ,'11.7.
Anagramme, 4;9, 4?)a\

Analogies de Néper, 666.
Analyse, 3i6.
Angle, 164. Mesure, 168, 170, 207.

Angles alternes internes ex-
ternes,.181. dièdre, \170. plan,
276. trièdre, polyèdre, 276.
des polygones, 'i3o..

Angle de deux plans 634- de deux-
droites 3jo. dans l'espace,'633.

d'une droite et d'un plan 272
6i5. réduit l'horizon 364.
Trisection,

Annuités.
Antécédent 70.
Apothème, 208, a88.
Approximationdéctmale 49 Ra-

cine carrée, 64. cubique 6g.
Degré quelconque 4^5, 4^7> 526.
'Fractions continues, 5t>2 564,
566.

Approximationalgébrique, quotient^
99 .579– Racmes 487. Inté-,
grales, 800, 831 S77.

Arbitrages 83.
Arc de cercle, 161, 248; voy. Circon-

Arc égal aü rayon.
348, Rectification,des arcs, 348,

• 727, 75i, 763 807. Séries-circu-
bires, 587 à 505, 681. différen-
tielle,- 683. Intégrale, 769 VI,
772 781 790. –-Arc en fonction
du sinus, ou de la tangente; 591,
800 835.

Arête. 28'1,- de rebroussement, 765.
Argument d'une table, gog.
Arranj>;em_éns différens', 475, 492-
Ascendante (série), 576, 698.
Axes, transformation, 382, 636.

o
des courbes, 387,393, 398. des,
surfaces, 646.

Asymptotes, 4'6, 4^9' 4?.7.>7?Z--



•' •

Base des logarilhmes, 145, 585, 6;8. Binôme, 93. de Newton, 481 675.
Bernoulli, série, 801. Bissextiles, intercalaiions, 564-

• c"

Calcul différentiel, intégral, des \a-riations, etc. voy. ces mots.
Calcul des radicaux 126, 546.

Calotte sphérique 191 3i3.
Caracteïistitjue go. Courbe, 765,

Carrable (courbe) 8o5.
,Carré (nombre), 12, 6r 491- Dé-

composition, propriétés, 97 (voy.
Racines). Cas où ^x^+Éx+C
est un carré, 139,8".

Carré (figure), 23i. de l'hypoté-
nuse, 217, 253.

Cas irréductible, 54p. -Cas douteux
de la Trigonométriesphérique, 607.

Centre d'un cercle, 181. d'une
courbe quelconque, 425 444 1 44?>

645. de courbure 734.
Cératoïde, 744»

Cercle, 161, i8{. Equation, 377,
446- Propriétés, 221 240 377.

Intersections, irji 380, Aire,
quadrature. a6o $o5. Rectifica-
tion, 2/J7, 3ao, 5gi 800.

Chaînetle. 775, 898.
Chances hasards, 4<)6.
Changement de variab'e indépen-

dante, 689. de coordonnées
382,636.

Chiffres, 1, 7.
Cinq; propriété, 33.
Circonférence de cercle, 161, ]84,

216.-Rectification,246, 320, 5gi,
800.

Circonscrire un ccrcle un triangle,
un polygone, 187, 233, 3i8.

Cissoïde, 467.
Coefficient, 93. du binôme, 476;

table, 477- des équations, 502.
fractionnaires, 5o5. différemiel,
voy. ce mot.

Coefficiens indéterminés, 576 In-
tégrales, 780. par séries, 833,
877.

Combinaisons ,476 4p,4-
Commensurables, nombres 63.

Lignes, i56. Racines, 5t8.

Commun- diviseur commune mesurenumérique, 28, 63. -algébrique,
102, 133,521,524. géométrique,
,i56, i63, 168.

Complément arithmétique, 10. d'un
angle, d'un arc, 172.

Complète ( fraction), 562 Intégrale,
799-

Complexe (nombre), 5<j.
Composition des équations, 5oo.

Concavité, i5ç) 743.
Conchoïde, 466.
Concrets (uombres),54.
Condition (équations de), 117, 597,

d'intégrabililé, 779.Cône, 289. Volume, 3io. Équa-
tion, 621, 6<ja, 70a, 748, 812,879.

Conjointe (règle) 82.
Conjugués (points), 73S. Diamè-

tres, 426.
Conoïde, 748, 812, 879.
Conséquent, 70.Constantes qui disparaissent des déri-

vées, 662 687. reparaissent dans
l'intégration,76S, 799. des équa-
tions différentielles, 687, 8a3, 83i.

Constantes changéesen variables, 46a,
..765,824,885.
Constructionsgéométriques, 3ai, 33o.

des équations algébriques 33o,
439, 452, 46t, 5i7 -des équations
différentielles, 836.

Contact, voy. Tangente" Oscula-
tion.

Continue, roy. Proportion et Frac-
tion.

Convergente (série), 99.488, Frac-
tion, 562.

Convexité, 15g, 743.
Coordonnées négatives, 3Go. -Trans-

formation, 382, 636. polaires,
385, 638.

Corde d'un cercle, 161 184, 221,
227 VI, 3i 8, 329 V, 364 IX, 379, et
la. table qui termine le tome ter.

Cordes supplémentaires, 4°9, 4'4>
433. Cordes vibrantes, 875.



Cosécante,cotangente cosinus, 3/ji
Somme de deux arcs, 356. Sé-

rie des arcs multiples, 5g3.- Séries
circulaires, 587, 68t, 707. Diffé-
rentielle, 681. Intégrales, 791.

Cotes théorème, 544
Courbe (équation), 366. Divers pro-

blemes, 462 à 474, clans l'espdce,
616, 751. carrable, 8o5. de
plus vite descente 8tj3.

Courbure, 730, 756.

Cubature, 3o2, 33a, 75î,8u.
Cube (nombre), 12, 67, 97, (voy. Ra-

cines). (corps), a»4- Duphca-
tion, 463.

Cycle solaire et lunaire, 564..
Cycloïde, 47 1 -Tangente,;23.

développée, 735. Rectification,
809 Aire, 8o5 V, 8q2 «93

Cylindre, aire, 287' Volume, 3o8.
Equation, 6i5, 620, 65a, 7o5,
748,879.

D

Décagone, 228 régulier, 238.
Décimales numération, 6.-Frac-

-tions, 43. -Approximation, 48,
64, 69- Périodes, 5t, 9g, n3.

Décomposition en facteurs. z5. en
carrés, 570. Décomposition des
fractions rationnelles, 5f 7-

Définie, intégrale, ^99.
Degré, premier, 104, 564- -second,

KÎ7, 33o, 566. quelconque, voy.
Racines.

Degrés d'un arc ou d'un angle, t7o,
21 -de l'arc égal au ravon 348.
-d'une éqnation, voy. Equations
et Racines.

Dénominateur 36. ^Réduire au
mêmc dénominateur, 38.

Dérivée, 5o3,656, voy. Différentielle.
Descendante (série), 576, 698.
Développablé (surface), 766.
Développante, développée, 730.
Développement du cylindre, 287-

du cône 290 en séries, voyez

Diagonale,228. du carré, 237.
•du parallélépipède, 280.

Diamans i leur valeur, 54.
Diamètre d'un cercle, ib'i. d'une

courbe, 425. de la parabole, 437.
Diamètresconjugués, 4z7.
Dièdre (angle), 270.
Différence, Equ. aux différences

des racines, 528, 557.
Différences finies, 90 1.
Différenciation 660 à 684. sous le

signe f, 822.

Différeniielles,G5 7G0. Fonctions
algébriques 660. exponentielles,
676. logarithmiques,^77. cir-
culaires, 681. arcs, (iti3 bi-
nomes, 776. Equations différea-
tielles, 6S.j (voyez Equations et In-
tésralion).

Differentiellespartielles, 684 704.
Dimensions, 322, 33i.
Directrice de la parabole, 3q8. d'une

courbe quelconque, 462, 61g.
Discontiguès, discontinues (fonctions,

courbes), 881.
Discussion des équations aux sections

coniques, '4% q52, 453. des éqn.
de tous les degrés, 744-

Distance de deux points, 317, 373.
de deux droites, 274, 721. d'un
point à une droite, 374 632.
d'un point à un plan'. 266.

Distance inaccessible, 317, 364 I.
Divergente (série), 99, 488.
Dividende, diviseur, division arithmé-

tique 5, i5, 4", 47, 58,-algébrique,
98, 1 33. Plusgrand diviseur com-
mun, 28, 102, i33, i56.

Diviser en parties égales une, droite,
ai3. un angle ou un arc, 186,
208, 234, 376."

Diviseurs commensurab'cs du 1er de-
gré, 518. -du 2e degré, 520.

Divisible, 16, 33 (voy. Multiple),
Dix, propriétéde ce nombre, 34-
Droite, voy. Ligne.
Duplication du cube, 463.

Échelle de transversales, tic dixmes,
2 16. de rela;ion, 5So:

Elastique (courbe), 84a, 898.
Elimination, Ier degré, 110. -Degré.



quelconques, 5ai, 56i.-Equaiions
différentielles. 85o.

Ellipse, .386, 400, 444, 452, <j5(i,
462 III IV. Tangente 408,
422, 723. Diamètres cunjugués,
4^7 • Discussion, 444, 452, 454.

Aire, So5, 807. Rectification,
Sng. Développée, rayon de cour-
bure. 735,

Ellipsoïde, 622, 646. Volume, 81 i.Entiers (nombres), 36, 37. -Solu-
tions (les équations, 1 18, 5l8.

Enveloppe, 765.
Epicycloïde, 471.
Equation h une inconnue, Ier degré,

92, 104, 56'4- 2e degré, 137, 5o4,
558, 566. 3e degré, 548, 55g.-
4c Gegré, 55t 56o. à deux ter--
mes, 538. trois termes, 545.
finale, 521 561. Degré quelcon-
quc, résolution, 5i8 îi 533 55fi,
573, 712. au carré des différen-
ces, 528, 556. Réciproque, 537.
Compositiondes équations, 5oo.
-Transformation, 503.

Equationsplusieurs inconnues,voy.

Equations indéterminées, ter degré,
1 17, 565. 2e degré, 56g.

Equations identiques, 5oi 676.
de condition, 117, 597..

Eqnations de la ligne droitc, 366.
d'nne courbe plane, ibid. des
sections coniques', 4oo. dn cer-
cle, del'elli|:B;etc. voy. ces mois

d'une courbe a double courbure,
616. d'une droite dans l'espace,
617. -d'une surface, 612. d'un

d'un cylindre, 620. d'un cône,
621. d'une surface de révolution,,
622. d'une surface du 2« ordre,
642.

Equationsdiffércntiellcs,684. trois
variables, 704, 750. de Riccati,
818. homogènes, 8i5,.82oTV,
846. linéaires, 817, 820, 845,.
849. Intégration, 8t3 h 856.–
par les séries, 83 1 877- par frac-
tion continue 835.- Construction,
836, Ordres supérieurs, 687,838.

Degrés supérieurs 820. si-
multanées, 85o.

Equations différentielles partielles
.70^, 748. Intégration, ter ordre,
862. se ordre, 869. par séries,
877. Linéaires, 863 873.

Différ. totales, 856.
Equiangles (triangles) 214.
Equidifférenccs, 71 142.
Equilatéral (triangle), 1C)4, 206.
Equilatère (hyperbole), 394 4^4,

8o5.
Escompte, 81, i5a.
Excentricité, 392, 3q6.
Explicite (fonction), 516.
Exponentielles, 147, 3°., 5i6, 5 19 III;

584, 5go. différentielle, 676.
intégrale, 783.

Exposant, 12, 123, i3i (voy. Puis-

Expressionla plus simple '(les frac-
tions, 38, to3.

Extraction des racines, voy. lïncines.
Extraire les entiers des fractions, 37.
Extrêmes d'une proportion, 71.

F

Facteurs des nombres, 3, il, 20, 25,
33.-communs, 28, 103, du iw
degré des équations, 5oo, 5i 8- du
2e degré, 52o. propres à intégrer,
819.

Facteurs égaux des e'qu., 524, 712.
Figurés (nombres), 489 inverses, 925.
Fonctions, 5i6, 620. –symétriques

ou invariables, 553. homogènes,
322, 815. Facteur ui les rend
intégrables, 820 IV, 846. algé-
briques, explicites, implicites, trins-
cendantes, 5i6. différentielles,
dérivées, voy. ces mots.

Fonctions arbitraires disparaissent des

différencespartielles, 705. se ré-
tablissentdans les intégrales,862.
Détermination, 879.

Formule algébrique 106. du bi-
nome, 48t, 675. -de Taylor, 6.S9
(voy. Théorème).

Foyers 386, 393 ,,3g8.
Fractions 36. irréductibles, 38.

réduites au même dénominateur, 38.
la plus simple expression, 38.-

Calculs numériques, 3g, 65. algé-
briques, 101 (voy. Approximation).

Fractions décimales, aliquotcs, périodi-
ques, complexes, ctc.,i;oj'. cesniols.

Fractions de fractions, fa. con-



linues 562, 573. périodiques,
667, 575.

Fractions différentielles, 665. inté-

grales 770, 776. rationnelles dé-
composées, 577. intégrées, 7-0.irrationnelles, 771.

G

Génératrices, génération des courbes, faces 249. Volumcs 3oa.
,462,. des surfaces; 619. Grades, degrés, 170.Géométrie, lignes, 154. Sur- Graphomètre, 170.

H

Hasard, 496.
Hexagone, 228, 236-
Homogènes (formules), 322. Equa-

tions différentielles, 815, 820 IV,
846.

Homologues (l'Ôtés), 214,
Hyperbole, 393,400, 414,447,455,

462 III. Tangente, 4'4>42Ii723
-Asymptotes, 416, 449,457.

Diamètres conjugues, 429. Dis-
cussion, 447, 452, 455.-Aire,8o5,
8o7. Rectification, S09.

Hyperboles de tous les ordres 723.
Développée, 735

Hyperboliques (logaritlimes), 585,
678, 8o5. Spirale, 4^3, 726.

Hyperboloïde, 622, (i.J7, 8t 1.
Hypoténuse, iq4- carrée, 217, 253.

1

Identique (équation), 5ot, 076
Imaginaire, 128,533. Arcs et lo-

garithmes, 5go, 712.Impair (nombre), 33.
Implicite (fonction), 516.
inclinaison, voy. Angle.
Incommensurables,63, 1 13, i63, 237

(yoy. liacines).
Indéterminé (problème), 114, 117,

522 565. 2e degré, 569.in 115.
Infini, 109, 1 1 4_ 633, 773. dans

les solutions singulières, 824.
Infiniment petit, 633, 658, 759.

Inscrire un cercle nu triangle 2o6,
3 18. des polygonesdans un cer-cle, 233.

Intégration, 767! parparties^GgV.
Fractions rationnelles

Expressions irrationnelles, 769 IV,
772. Différentiellesbinômes. 776.

exponentielles, 783. logarith-
miques, 769 III, 787. circulaires,
769 VI, 781,790, 843 VI. -Equa-
tions 6 deux variables, yr ordre,

813. Degrés supérieurs, 820,.

par séries 83o 83 1 ,877. ze or-dre, 838. Kquations à trois va-riables, 856. Différentielles par-
tiel les 862, S69 877.

Intégrales, multiples, 832. appro-chées, 800 83 87- singulières
et particulières, 823. aux diffé-
rences finies, 912.

Intérêt,80, 150.
Interpolation 465, 907.
Intersection des cercles, '91 379.

des lignes, 626, des plans '624.
planes, 639.

Invariable (fonction), 553.
Inverse (règle de trois) 77,- Méthode

inverse des séries, 5S6, 711. Pro-
blème inverse, ,106, VIII. des
rayons de courbure 842. des
tangentes, 854-– .Nombres figurés,

Irrationnelles, voy. Racines et In-
commensuraliUïS.

Irréductibles(fractions ), 38, io3.
Cas irréductible, 549.

Isopérimè^res, 718 X, 882, 8ç)4.
Isoscèle ( triangle) .194 ,363 III,

606. 1(.•L ..'•
Lagrange, méthode pour résoudre les Ligne droite, i54, 210.- Equa-

éçrn., 5:7, 535; 573., Série, 709. lion 366 dans l'espace, 617,



fia3. Caractéristiques, 765. 866.
Lignes de contact, trigonométriques,

courbes, proportionnelles,voy. ces
mots.

Lignes de courbure r56.
Limites 1 méthode des), 11 3. Appli-

cations à la Géométrie, 168, 2to,
246 s5o. aux tangentes aires,
volumrs, etc., voy ces mots.

Limites des racines, 507.
Limites du développement en série,

701. des intéerales, 79g, So6.
Linéaires (formules), Saï. (équ.)

1" ordre, 817,82011. Ordre
quelconque. 8<5, 849. Difïcr.
partielles, 863, 873.

Logarithmes théorie arithmétique,
87. algébrique, 145. des som-
mes et des différences des racines du
as degré, ifo, 365, 586. Tables,
89, 575, 58ti. Séries, 585.
Différenciation, 678. Intégra-
tion, 76g 111, 787.

Logarithmes imaginaires 59o. hy-
perboliques népériens, naturels,
585,678,805.

Logarithmique (courbe), 468. spi-
raie 474.

Logogryphe, 479, 492.
Loterie 477, 4<)6-
Lozarige 23

M

Maclaurin série, 706, 83
Maxima,minima,717. Variation,

882.
Membres d'une équation, 2.
Mesures nouvelles^ anciennes 54;

page tx5, tome I.
Mesurer une grandeur 36. une

droite, t56. un arc, t63. un
angle, 168, 2o7, 271. une aire.
aSi. une hauteur, 227, 363, 36i
•III une distance, 317, 364.

Méthode des limites' des tangentes,
infinitésimale, de Newton, de La-
grange, etc., vny. ces mots.

Minima voy. Maxima.
Modules des logarithmes, 585, 678,

805.

Monome, 93, 123.
Moindre résistance (solide de), 891.
Moindres carrés, 597.
Moivre, théorème, 542.
Moyenne et extrême raison, 227 IX,

338, 33oXl.'
Moyens d'une proportion, 71.
Multiple, t6, 34.-M.oindre multiple

de nombres donnés, 3a. Décom-
poser les nombres en facteurs, 25.

Multiples (points). 738.
Multiplicande, multiplicateur, 3.
Multiplication des entiers, il. des

fractions, 40. des décimales, 46.
des nombres complexes 57. al-
gébriques, 96.

N

Naturels népériens voyez Lnga-
rithmes.

Négatif, voy. Signe, Racine, Coor-
données.

Neuf propriété de ce nombre, 34.
Newton binôme, voy. ce mot.

Méthode pour résoudre les équ.,
526, 71a. Théorème, 553, 71a.

Noeud d'une courba, 738..
Nombres,

1 entiers, pairs im-

pairs, premiers, abstraits com-
plexes, etc. voyez ces mots.
figurés, 48g. figurés inverses
925. Bernonlliens gi5.

Nonins, at6.
Normales des sections coniques, 403.

des courbes, 722. des surfa-
ces, 747-

Numérateur, 36.
Numération, 6 518 Il'

0
Obliquangles (triangles), résolution,

363. spbériques, 6o3.
Obliques, 176, 366.
Obtus (angle), 171.
Octogone, 238.
Onze; propriété de ce nombre, 34.

Ordonnée, 222. négative, 340 (voy
Coordonnées).

Ordre, voy. Intégration Différen-
ciation, Equation.

Origine, 337, 38a, 636 (voy. Coût-
données).

Osculation, Ç3o 747, 755.



p

Pairs (nombres), 33.
Parabole, 3g8,4oo, 4o4, 44o, 458,

462 III, VI. Tangente, 4o4,
422,723. Diamètre, 437- Dis-

cussion 44° 452, 458. Aire,
8o5, Rectification, 809. Déve-
loppée, rayon de courbure, 735.

Paraboles des ordres supérieures, 465,
5 17, 723, 8o5, 809.

Paraboloïdes, 622 65o. -'Volume,
811.

Parallèles (droites), 181,371. Plans,
267.

Parallélépipède,284. Volume, 3o4.
Parallélogramme,23.. Aire, a5i.

circonscrit à l'ellipse, 427, 454.
à l'hyperbole, 429> 455.

Paramètre, 3gi 3g6, 398. variable,
462,824.

Particulières (intégrales, solutions),
823.

Pendule à secondes, 106 VIII, 597.
Pentagone, 228. Nombres, 49'-
Périodes, 34 5i 99 1 13 (voy. Dé-

cimales et Fractions continues).
Permanences des signes d'une équa-

tion 530.
Permutations,47? 49^
Perpendiculaires(droites), 172, 184,

208,217,370,376. Plans, 272.
Droites perpcndicul. aux plans,

266, 628.
Planification, 811 812.
Plans, i54, u65. Equation, Gig.

-Lever un plan, 242. -Plan tan-
gent, 292, 747, 755. osculateur,
758. normal 757.

Plus, positif, 2. Propriétés des
signes voy. Signes.

Poids nouveaux et anciens, voy. Me-
sures.

Points multiplcs, conjugués, d'inter-
section, de contact, d'osculation,
singuliers etc., voy. ces mots

Polaires, 385, 3g2 3f)G, 399, 724,
729, 734, 7()3, 807, 810.

Polyèrlres 276. réguliers 280.
scmblablcs, 2y;j. Nombres, 491

Polygones, 228, 233. Aires, 258.
réguliers, 233 3ïi4- inscrits

et circonscrits au cercle, 233, 319.
-semblables, 241, 277, 32g Vr.

Nombres, 491.
Polygonoinétrie, 229,364X1.
Polynôme, 93. (puissance, racine

d'un),483.
Popnlation, 149, '5°. ,499-
Positif, plus, 2 (voy. Signes).
Position (règle de fausse), i53;

d'un pointsur un plan, 340- d'une
ligne, 366,-dansl'espace, 6 12, 6 16.

Premiers (nombres), 20.
Preuves des calculs numériques, 35.
Prisme, 282. Volume, 307.
Probabilité, 4<)6.
Problèmes d'Algèbre, 106 110, 117,

i4o. de .Géométrie, 2oG, 20S,
227, 264, 3 17; 329. de Trigono-
métrie, 364. d'analyse geome-
trique, 317, 329, 336, 3&) à 376,
462. de Calcul intégral', 853.
de Calcul des variations,889' sur

le plan et la ligne droite, 6a3.
Produit numérique, 3, 14. algébri-

que, 96. • Produit des expressions
oxoo,|,7i3. Produits différens,
combinaisons, 476. plus grand
nrodnildésdcnx parties d'un nom
bre, 97, 140ÏI.

Progression par différence, 85, 142.
par quotient, 86, 144-

Projection, 272 624, 75o, 753.
Proportionnelles(lignes), ato.
Proportions, 71 Il.
Propriétésdes nombres, 33.
Puissance de l'hyperbole, 4>8.
Puissances numériques, 12, Go.

algébriques, 1 23, 481, 485. nulles,
fractionnaires, négatives, 131.
d'nn binôme,, d'un polynôme des
racines voy. ces mots. Différ.
des puissances*, 668. intégrales,769.776.

Pyramides, 276. Volume, 309.

Q

Quadrans, 171.
Quadrairice, 47^*
Quadratures, 728, 8o5 (voy. Aires).

du cercle, voy. Circonférence
rectifiée.

Quadrilatè're, 228. Son aire, a58,



3i8, 364 VI. inscrit au cercle,
240'

Quantité, i.Quotient, 5.

R

Racines numériques, 13. carrées,
(il 134. cubiques, 67, i36.
de tous les degrés, 485, 487. parles fractions continues, 567, 573.

Racines algébriques, ia5. du 2=
degré, t34. de tous les degrés,
485, 487. 575. -des fonctions ra-
dicales, 546.

Racines des équatious, 2e degré, 137,
500, 553, 566. 3e degré, 548,
55g le degré. > 55 1 660. 2
ou 3 termes, 538, 545. Proprié-
lés, 500.5,12,515,712. Limites,
507 Existence,012.

Racines égales, 5^4, 712. entières
ou fractionnaires, 5i8. incom-
mensurables, 526, 556, 573. ima-
ginaires, 533.-

Racines de l'unité, 538.-Sommedes
puissances des racines, 553.

Radicaux, catculs, ni 546. diffé-
rentielle, 668'. Intégrale, 769

Raison, rapport numérique, 70, 77,i4t géométrique, i56, i63, 25o,
3o6. Moyenne et extrême raison,
227 IX, 238, 33o XI.

Rapports des mesures, t. I, p. 125.
Ramphoïde, 745.
Rapport, 70. de la circonférence

au diamètre, 248, 320, 348, 591.
Rapporteur, 170 364 X.
Rationnels (nombres),63.
Rayon d'un cercle, 161 3i8. vec-

teur, 385, 386, 393, 3g8, 405, 412,
724, 807, 810 (voy. Coordonnées
polaires).

Rayon de courbure, 733, 6go. lflé-

tbode inverse '.des rayons de coùr-
bure, 842.

Rebroussement,466 744. Arête de
rebroussement, 765

Rectangle,231 Tiianglc rectangle,
'9,4 > -!7 Sphérique, résolution,
363, 600.

Rectification de la circonférence,voy.Rapport. des arcs de conrbe
727, 807.

Récurrentes (séries), 579.
Réduction algébrique, 94.
Réduire des fractions au même déno-

minateur et a la plus simple expres-sion, 38, io3. un plan, 2i3.
Réduire nn angle a l'horizon, 364 II.
Réduite (équation), 548,551,559,560.
Réelle (quantité), 128 ( voy. Racine).
Règle algébrique des signes d'un pro-duit, 96.
Règle de Descartes, 530.'
Règles du calcul arithmétique 8.

de trois ,75. de société 79.^d'intérêt, 80, i5o. d'escompte,
8t 152. d'alliage, 117. con-jointe, $2. -'(le fausse position, i53.

Rentes viagères et perpétuelles, i5t.
Résolution des équations,'.voy. Ra-

cines, Equations, des triangles
rectilignes, 363, 590. -sphériques,-
60 1 6o3.

Reste de la soustraction, t\, g5. --de
la'division, 34, si.

Retour des suites ou des séries 5g6.
Révolution (surfaces de), 2S6, 622,

705, 748, 879, 898.
Rhombe, lozangc, 231.
Roulette, voy. Cycloïde.s s

Scalène (triangle), ig/J.
Sécante, [SI, iil\. Ligne trigono-

métrique, voy. Sinus.
Secteur, segment de cercle i6r.

Aire, 261 364 VII. de sphère,
aire, 2g3. Volume, 3i3.

Section sous-contraire,640.-Section
plane, 639,757,

Sections coniques, 400. Tangentes,
4o3,4M. A;re, 805, 807.
Rectification, 8og; Discussion de

l'équ. générale du 2« degré; 4^9»
452, 453. Développée, 735.

Segment, voy. Secteur.
Segment capable d'un angle donne,

208.
Semblables (arcs), 169. Triangles,

2t4- Polygones, 241, 277.
Corps, 294.

Séparer les variables des équations
différentielles, 8i3.

Sept, propriété de ce nombre, 34-



Série (méthode inverse), 596, 7' t.
Série ascendante ou descendante,5çfi',

6g8, 706. convergente, voy. cemot. Intégrale par série, 800,
831,877.

.Séries récurrentes, 579. dei binome,
48i 675. des sommes des puis-
sances des nombres, 553. figu-
rées, 48p. des exponentielles,
584, 67O. des logarithmes, 585,
678. des sinus et cosinus, 587 à
5g5, 681. des cotangentes, 707.de l'arc en fonction du sinuset de
la tangente,5gr 800. de Taylor,
65;), 6g5; 701.-7- de Maclaurin,
706. de Bernonlli 801. dé
Lagrange, 70g. de Newton, 481,
553,675.

Séries, intégration, 800, 83t, 877.
Signes des calculs arithmétiques, 2,3,4,5,12. négatifs; leur usage

en Algèbre, 107. en Géométrie,
333,i3i2.

Signes (règle des), 96. de Descar-
tes, 53o.

Simultanées (équations), 85o.
Simpson. méthode des aires, 8û5 VI.
Singulicrs (points), 744-
Sinus, 341. Somme de deux.arcs,

356. verse, 346. natnrel, 347,
588. Séries 587 a 5g5, 800.
des arcs multiples, 5g3. à\Sé=~,
rentielle, 681. intégrale, -go.
Tables, 36i, 588, 682.

Sinusoïde; 469.
Six; propriété de ce nombre, 34.
Solide, voy. Volume. de moindre

résistance; 891.
Société (règle de), 7g.
Solution singulière ou particulière

82S. négative en Algèbre et enGéométrie (voy. Signes). \étran-gère,
Sommaloire, voy. Terme.

Somme des puissances des racines,
553, 712. des termes d'uue pro-
gression, 142, 144, des puissances
des nombres, gi5. -.des nombres
firurés, 489 924. d'une série,
gz3.

Sommet d'un angle, 164. d'un
triangle, igi. d'uncône, 28g.

d'une section conique 386
4oo.

Sort, hasard,496.
Sous-normale des sections coniques,

4°3- des courbes, 726, 762.
Sous-contraire (section conique), 640.
Sous-tangente deb sections conique»,

4o3. des courbes, 722, 726, 762.
Soustraction, 4> Calcul numérique,

9, 39 45, 56. algénrique, g5.
en Géométrie, 1*57, i63.

Sphère, aire, açji. Volume 3i3,
811. Equalion, 614.'

Sphérique (Trigonométrie segment,
secteur) voy. ces mots.

Spirale. d'Archimède,4J2, 726, 810'.
-logarithmique, 474, 726, 735,
8io,853- hyperbolique,473, 726.parabolique, 474'

Substitution, 110 II.
Suite voy. Série.
Supplément.d'un arc ou d'un angle,

152.
,Supplémentaire (triangle) 5gg.
Surfaces courbes, 6:2,7/17 (VOVAire,

Révolution Cylindre Cône
Sphère, etc.). du second ordre,

Symétriques (corps),.3oo. .Fonc-
tions, 553.

Synthèse.. 3 16 (voy. Constructions):
Système dc numération 6, 5i8II.

des poids et mesures, 54, 91. -.des
logarithmes, 146. en changer,
les. coordonné, polaire, voyezCoordonnées.

T

Table de Pythagore, 14. de loga-
rithmes, 91, 585. de cordes, 364
X-, 474- de sinus, cosinus, tan-
gentes. 36i 588.

Tangent (plan), 292, 747, 755.
Tangente, 188, 208, 227, 329, 37g.

aux sectionsconiques 403, 42a-
à une courbe quelconque, 655,

722, 762.

0 'iTangente trigonométrique., 342. t–de la somme de deux arcs, 355.
Série, 5ç)i 707, 800, 825. -dif-
lérentielle 682. intégrale, ^b'ç.

Tangentes (méthode inverse des),
'l'aylor(série de) 659, 695, 701 (voy.

Théorème.)



Terme, 93, Chasserun terme d'une
équation, 5o4-

Terme général, i44- du binôme,
477, 481 G75. d'une série récur-
rente, 579, 583. des progressions,
144 des nombres figurés, 489,-
d'une série quelconque, go5.

Terme sommatoire des progressions,
44- des séries, 489, 579, ga3.

Tétraèdre, 294, 3io. supplémen-
taire, 5gg

Théorème de Cotes, 544. r-deMoi-
vre, 54a. de Taylor,> 65g, 703.

Cas où il est fautif, 6gS. Ses
limites., 701. de Newton, 553

71a.de Maclaurin, 706. de
Lagrange, 7o9. de tiernoulli,
801.

Titre des monnaies, 54, 117-
Trajectoires,853.
Transcendante (fonction), 516 ( voy.

Sinus, Cosinus Tangente, Arc
Différentielle, Intégrale).

Transformationd'une equaoon, 5o3.

des axes, voyez Coordonnées.
Transporter l'origine, 382, 636.
Transposition, io5.
Trapèze, a3i. Aire, a5().
Treize, trente-sept propriété de ces

nombres-, 34.
Triangle arithmétique, 477, &6g.
Triangles, 194, 3t8, 335, 364.

semblables, 2 1 4* inscrit ou cir-
conscrit, 187,3061, 227 X, 233,
3i8,376IV.– Aire, 256, 3i81II,
364 V. Résolution, 363, 5go.-
sphériqnes, 6ot, 603.

Triangulaires^nombres), 491.
Trièdre, 276, 5g8;
'trigonométrie rectiligne, 34' 363.

sphérique, 5g8.
Trisection de l'angle, 208, 357, 464-
Trochoïde, voy. Cycloïde.
Trois propriété de ce nombre, 34.

Règle de trois, ,75.
Tronc de pyramide, 278, 3ia. de

cône, 290.-de prisme', 3n.

• u
Unité, i 36, 156, 25T. Ses racines, 538.

Valeurs voyez Racines, Equa-
tiorss.

Variableprincipale ou indépendante,
67 1 689. son emploi dans les
intégrations, 838.

Variauon d'un paramétre, 462 765
Sa4, 885. Des signes d'une équa-

• .tion, 53o.– Calcul des variations,
882.

Vernier, 216.

Virgule; son usage pour les fractions
décimales 43-

Volume du parallélépipède 306.
du prisme, 307.. dn cylindre
3o8. de la pyramide, 309. du
cône, 3io. des troncs, 3 11. de
la sphère, du secteur et du segment
sphérique, 3i3. des corps sem-blables, 3i4j des surfaces cour-bes, 75a, 7S4, 764,811.

Zéro divisé par zéro, 109, n^, 5or,..2°. 7i3.
Zone sphériq ue, uqi, 393, 3i3, 3G4



COURS COMPLET
DE

MATHÉMATIQUES PURES.

LIVRE PREMIER.

ARITHMÉTIQUE.

I. DES NOMBRES ENTIERS.

Notions préliminaires. Système de Numération.

i. CONCEVONS une réunion de choses semblables pour,en
distinguer la grandeur, et la faire apprécier par le discours aux
hommes qui n'en ont aucune connaissance, on en prend une
portion définie et bien connue, mais arbitraire; cette portion
se nomme unité il faut ensuite indiquer combien de fois cette
unité est contenue dans 'l'assemblage dont il s'agit, c'est-à-
dire combien il faudrait réunir de ces unités pour produire un
tout égal ¡¡ cet assemblage. Cette quotité est ce qu'on nomme
un NOMBRE ou Une quantité. Ainsi, pour avoir la connaissance
précise de la grandeur d'une chose, autrement que par'la per-
ception des sens, il faut d'abord acquérir, par les sens, celle
d'une portion ou unité puis celle du nombre de fois que la
chose contient cette unité.



Pour dénommer les différens nombres, on a inventé les mots
suivans un désigne l'unité; deux représente la réunion d'une
unité avec une autre unité; trois.. la réunion de deux unités
avec une autre, ou celle d'une unité, plus une, plus encore
une; trois plus une donne quatre, et ainsi de suite; l'aug-

mentation successive d'une unité chaque fois engendre les
nombres

-'zéro.. un, deux, trois, quatre, cinq six, sept, huit, neuf.

qu'on représente par les chiffres ou caractères

0, i, 2, 3, 4, 5, 6, '1, 8, 9.

L'idée qu'on doit se faire, par exemple, du nombre sept, est six
plus un, qui, d'après ce qu'on a dit, revient à cinq plus deux,

ou à quatre plus trois, etc.

2. Cette opération par laquelle on réunit plusieurs assem-
• Liages en un seul dont on demande la quantité, se nomme
ADDITION; on l'indique par le mot plûs, ou par le signe
qu'on nomme positif, et qui se place entre les chiffres qu'on
veut ajouter. Le résultat est appelé la soname des nombres.

Ajouter .plusieurs nomhres,. ce n'est donc que les réunir en
un seul dont on demande la quantité., ou exprimer combien
l'assemblage de plusieurs groupes d'objets identiques contient
de fois une portion prise pour unité, et qui a servi de mesure
à chaque groupeparticulier. Ajouter 2 avec 3 et avec 4 ou
trouver la somme 2 plus 3 plus 4, c'est réunir, en un seul,
composé de 9 choses égales trois systèmes composés l'un de

2, l'autre de 3, et le dernier de 4 de ces choses..
Le signe = mis entre deux grandeurs indique qu'elles sont

égales ;2-f-34-4 = 9)Selit:2 plus 3 plus 4 égalent 9 cette
égalité, ou équation exprime l'addition précédente^ 2+3+4
est le premier membre 9 est le second. L'inégalité entre deux

quantités se désigne par le signe < ou >; on place la plus
grande du côté de l'ouverture 4< 7, 9 3 s'énoncent 4 ph<*

petit que 7; 9 plus grand que 3.
o

Il suit des notions précédentes, que si l'on augmente ou dit.



minue l'un des nombres à ajouter, le résultat sera précisément
plus grand ou plus petit de la même quantité la somme ne
serait nullement changée, si l'on augmentait l'un de ces nombres
ajoutés, pourvu qu'on diminuâtun autre d'autant d'unités. Par
exemple, 4+7 surpasse 4+5 de 2, parce que surpasse 5 de 2
mais 4 + 7=6 -+- 5 = 2 + 9 = 3 + 8.

3. Il arrive souvent que les nombres qu'on veut ajouter sont 1

égaux entre eux-, tels que 24-2 + 2 + 2 = 8: cette espèce;
d'addition prend le nom de multiplication, et s'énonce ainsi: f
2 répété 4 fois, ou 4 fois 2 ou enfin 2 multiplié par 4; on l'écrit
2.4, ou 2 X 4 les nombres 2 et 4 se nomment les facteurs

2 est le multiplicande, 4 le multiplicateur, et le résultat 8 le
produit.

4. L'addition et la multiplication ont leurs opérations in-
verses. Dans l'addition, 5+4=g, on demande la somme g des
deux nombres donnés 5 et 4. Dans la SOUSTRACTION, ce ré-
sultat g est donné ainsi que l'un dés nombres, tel que 5, et on
demande l'autre 4; c'est-à-dire qu'il faut trouver quel est le
nombre 4, qui, ajouté à 5, donne la somme 9. Cette opération,
qui consiste à recomposer les deux systèmes 5 et 4j qui avaient
été réunis en un seul 9, revient visiblement à retrancher 5 de
9, ce qu'on marque par le signe qu'on énonce moins, et
qu'on place entre les nombres, devant celui qu'on veut sous-
traire 9 5 = 4. Le signe s'appelle aussi négatif.

Concluons de ce qu'on a vu pour l'addition, que, i°. si l'on
augmente seulement le nombre à soustraire d'une ou plusieurs
unités, le résultat sera diminué d'autant; 20. si l'on augmente
ou diminue les deux nombres donnés de la même quantité, le
résultat demeurera le même; 3°. enfin, le résultat de la sous-
tractiozade deux nombres marque la quantité dont l'un surpasse °

l'autre et c'est ce qui a fait donner à ce résultat le nom de-
différence.. excès ou reste.

5. Dans la multiplication les deux facteurs sont donnés, et
on cherche leur produit; mais si, connaissantce produit et l'un
des facteurs on se propose de trouver l autre facteur.. cette opé
ration est une division. On a 2 $< 4 == 8 8 est le césultat



cherché delà multiplication de 2 par 4- Dans la division, au
contraire, on donne 8 et 4 et on cherche 2 c'est à-dire

qu'on demande quel est le nombre qui, répété 4 fois, produit 8.

On écrit'ainsi cette
division, ou

8 4 = 2> qu'on énonce 8

divisé par 4; 8 est le dividende, 4 le diviseur; le résultat
cherché- 2 est le quotient en sorte que produit et dividende

sont des mots qui désignent le même nombre, ainsi que di-
viseur et multiplicateur et que quotient et multiplicande seu-
lement l'emploi de, ces mots dépend du calcul que l'on a,
eil vue.

6. Avant d'enseigner les moyens d'exécuter ces quatre opé-
rations sur des grandeurs données, il faut former un langage

propre à énoncer tous les nombres, et imaginer des caractères

pour les désigner c'est ce qu'on nomme le systèmes de la nu-
mération.

Au premier abord il semble nécessaire de créer une multi-
tude infinie .de mots pour dénommer tous les nombres, et
autant de caractères ou signes pour les représenter pàr l'écri-
ture. Mais les inventeurs eurent une idée ingénieuse qui les
dispensa de recourir à une aussi grande quantité de mots et de

•3 chiffres cette idée consiste à grouper les nombres par dix et
à dénommer et écrire ces groupes à part. Ainsi ils sont con-
venus qu'un assemblage de dix unités serait appelé dix, ou une
dixaine, et de nombrer les dixaines comme ils avaient fait les
unités; en sorte qu'une dixaine, deux dixaines, trois dixai-
nes. neuf dixaines, ou ce qui équivaut dix, vingt, trente,
quarante, cinquante,soixante,septante, octante et nonante,
joints successivement aux neuf unités simples, permirent de
compter jusqu'à nonante-neufunités.

f. De même, ils ont fait un groupe de dix dixaines qu'ils ont
appelé cent, ou une centaine, et ils ont compté une, deux,
trois. centaines, comme ils comptaient les unités et les
dixaines; savoir une centaine ou cent, deux centaines ou deux
cents, trois centaines ou trois cents. neuf cents. Ces dé-
nominations permirent donc\de compter jusqu'à neuf cent no-



nante-neuf unités, en joignant ensemble les nombresformés de
centaines, de dixaines et d'unités.

Dix centainesfurent ensuite appelées un mille.. et on forma
-les énonciations deux mille, trois nulle neuf mille,
selon la même méthode d'analogie.

Pour transporter cette heureuse invention dans l'écriture, s
on convient qu'un chiffre place à la gaucJze d'un autre, vau-
drait dix fois plus que s'il occupait la place de ce dernier. De là
on conclut qu'on mettrait au premier rang à droite les unités
simples; au rang suivant' à gauche, les dixaines; à la troisième
place, les centaines; à la quatrième, les mille etc. Ainsi l'ex-
pression 23 représente deux dixaines et trois unités, ou vingt-
trois de même ^2.3 équivaut à l'énoncé quatre cent vingt-troi's.
Et comme lé nombre peut n'avoir pas d'unités, ou de dixai-

nes, etc., on emploie le chiffre o, qui n'a par lui-même*3ti'cune
valeur, mais qu'on écrit à la place des chiffres qui manquent,
pour conserver aux autres leur rang. Par exemple, 20, 400,
507, valent vingt, quatre cents, cinq' cent sept.. V •• .•

Il convient d'ajouter que l'usage a prévalu', pour énoncer les
nombres représentés par i c, ta, i3; i4l i5, 16, _dire

onze,
douze.. treize, quatorze, quinze et seize.. au lieu de dire dis-un
dix-deux, dix-six, comme on devrait le faire d'après la
convention générale, ainsi qu'on dit dix-huit,vingt- un, trente-»
deux, etc Au lieu de septante,, octante et nonante,
on dit plus ordinairement soixante-dix, quatre-vingtetquatre-
vingt-dix j énoncés moins conformes aux règles que nous avons
indiquées, et cependant plus usités.

Cela posé, lorsqu'on aura écrit un nombre quelconque, tet

que 537, pour l'augmenter de i, il suffit visiblement d'ajouter
i au chiffre à droite on a 537 + i = 538 de même 538.-f-,i,

= 53g. Si ce chiffre à droite est un 9, on- le remplacera par
un zéro, en faisant frapper l'augmentation de i sur le chiffre
du second rang: 53g + i = 54o; car 530 -f-g + i = 530 -f- io
=54ô; et si le chiffre du second ordre-est lui-même un g, alors

on remplacera ces deua chiffres 9. par des zéros, en augmentant.
de i le chiffre du troisième, rang 25<j9 -f- i =: 2600 car



•25oo + 99 + J = a5oo -f- ioo, et ainsi de suite i2ggg-f- i= i3ooo;5o9+ i =5io; 10999+ i uooo. Tout nombre
étant engendré par l'addition réitérée de l'unité, il résulte de
là qu'on peut écrire tous les nombres à l'aide de dix carac-
tères

(*) Le même principe peut servir écrire tous les nombres avec plus où
moins de dix caractères, par exemple, si l'on n'a que les quatre chiffres o,
l, 2 et 3, il faudra qu'un chiffre placé la gauche d'un autre vaille
quatre fois plus que s'il occupait la place de ce dernier alors 10 expri-
mera quatre, 11 cinq, 1,2 six, i3 sept, 20 huit, 21 neuf, aoo trente-
deux, etc.

Lorsqu'un nombre est écrit dans cette hypothèse, on éprouve, ponr l'é-
noncer, plus de difficulté' que dans le système décimal, parce qu'il n'y a plus
dé concordance avec le langage par exemple, pour lire (3i2o), on observera
que le 2 vaut 2 x 4 ou 8; le 1 vaut 1 x4x4 ou 16; le 3 vaut 3x4x4*4 ou
192; ainsi (3i2o) base 4, vaut 8+ 16 + 192 ou 216. De même si la base est
5, c'est-à-dire si l'on ne se sert que des cinq chiffres, o, 1, 2, 3 et 4, chaque
chiffre vaudra cinq fois plus que s'il occupaitla place à sa droite; par exemple
(4<23), exprimé dans ce système il cinq chiffres, vaut 3 + ax5 + 1 Xa5
+ 4xi25, ou + io + 25 + 5oo,ou enfin 538.

M Donc il faut, en général, former les puissances successives de la base et
multiplier le chiffre du second rang par la base, celui du. troisième par le

carré de la base, celui du quatrième par le cube, etc. en ajoutant ces pro-
dnits, on a la valeur de la quantité proposée. Ainsi (ao3i3) base 4 =,567,
(40 10) base 5 = 505, (35i5i) base 6 = 5o35 = (6S14) base 9.

Si l'on fait attention au calcul ci-dessus, on verra qu'on peut aussi le faire
comme il suit prenons pour exemple (4123) base 5; multiplions le chiffre 4

par 5, et ajoutons le 1 oui est adroite, nous aurons 21; multiplions 21 par 5,
et ajoutons le 2 dn second rang, nous aurons 107; enfin multiplions par 5,
et ajoutons 3, il viendra 538 pour la valeur cherchée. Il est en effet évident
que par là le chiffre 4 a été multiplié trois fois consécutives par 5, que le 1
J'a été deux fois, et le 2 une fois l'ordre des opérations çst ici différent; mais
elles sont au fond les mêmes que ci-dessus, et elles conduisentplus facilement
an résultat. 1

Réciproquement cherchons les chiffres qui expriment le nombre 538 dans
le système qui a cinq caractères pour cela, supposons ce résultat connu et tel
que (4Ia3) il suit de ce qu'on a dit ci-dessus, qu'en formant

4x5 + i = 2i,puis2! x 5 + 2 = 107,enfin, 107 X 5 +3 = 538,

ee calcul doit reproduire le nombre proposé. Donc, si l'on divise 538 par 5,
le reste 3 sera le chiffre du premier rang, et le quotient 107 sera la valeur



7. Que' la numération parlée ait précédé la numération
écrite, c'est ce qui n'est point Douteux, du moins pour les petits
nombres. Mais dans celle-ci, il était si facile de s'élever à des
nombres immenses par la seule justa-position des chiffres les

uns près des autres, et les opérations de l'Arithmétique" ont dû
produire ces résultats considérables, qu'on n'a pas tardé à re-

des antres chiffres. De même, divisant 107 par 5, le reste a sera le chiffre du

second rang, et le quotient ai la valeur des autres chiffres, et ainsi de
suite. Il est clair qu'ici on ne fait que décomposer les opérations qu'on avait
faites. .

Donc, en général pour traduire un nombre donné d'un système de |
numération dans un autre, il faut diviser ce nombre par la nouvelle base, i
puis diviser le quotient par cette base, puis ce second quotient encore par la
hase, etc., jusqu'à ce qu'on tombe sur un quotient moindre que cette base.'
La série des restes écrits successivement à partir de la droite,' dans l'ordre'
où on les a obtenus, forméra l'expression cherchée; le dernier quotient sera
le chiffrc de l'ordre le plus élevé. Ainsi pour écrire 567 avec 4 caractères, je
divise 567 par et j'obtiens le quotient 141 et le reste 3 je divise encore

14, par 4; il vient 35 au qnotient, et le reste 1 -y donne 8 et le reste 3
enfin, a, le reste est o. Rassemblons les restes successifs 3, 1, 3, o, et

le dernier quotient 2, écrits en ordre renversé, et nous aurons (ao3i3)base4'
== 567 base10.

On verra de mêmeque, dans les systèmes à6, 9 et ta caractères, lé nombre,
5035 est exprimé par (35151), (68i4) et (2 ab 7); on désigne ici par a et b les
nombres dix. et onze dans le système duodécimal Ce dernier système pré

sente des avantages marqués sur le décimal, à causé du grand nombre de
diviseurs de 12; mais il serait trop difficile de l'établir maintenant, parce'
qu'il faudrait changer entièrementnos usages, et mêmes les dénominations
auxquelles noussommes familiersdès l'enfance. P~. l'Arith. polit. deBuffon,
chap. XXVII.

Tout ce qu'on vient de dire peut être exprimé plus simplement en caractères
algébriques.Soient i, h,g, c, fi, a les chiffres consécutifs, en nombre n;
qui expriment un nombre N, dans un système de numération dont la base

est x, c'estrà-dire qne chaque chiffre vaut x fois plus que s'il occupait la
pince qui est à sa droite; on a

N = «"- + hx"-f. + ex* + 6x + a

équation d'où l'on tire visiblement tons les théorèmes énoncés dans cjlte
note. -V. 5 5i2. "1



connaître que l'écriture des nombres ii';ivait besoin d'aucune
modification pour s'appliquer à tous les besoins, tandis que le
langage adopté p. 4 ne suffisait pas pour'énoncer. les quantités
quand leurgrandeurétait ex primée par plus de quatre chiffres.Et.
observe2 que si l'on eut continué de donner à chaque place oc-
cupée par un chiffre une dénomination particulière, ainsi qu'on
l'a fait jusqu'à quatre chilFres, unités, dixaines, centaines et
mille, on serait retombé dans l'inconvénient d'employer une
multitude infinie de mots, puisqu'il pouvait y avoir une multi-
tu'dç infinie de chiffres contigus. Voici le parti auquel on s'ar-
rêta pour éviter cet inconvénient.

On convint de séparer les chiffres par groupes de trois en
trois (") en commençant par la droite; puis d'énoncer- chaque
tranche à part, comme si elle était seule, en ajoutant seulement
a chacune un mot propre à la dénommer. Ces tranches succes-
sives sont appelées unités nielle millions, billions ou mil-
liards, trillions, etc. Ainsi pour énoncer le nombre suivant:

trillions, billi. milli. mille, unités.

12, 453, 227, 539, 8o4,

on appellera chaque tranche respective des noms trillions,
billions, etc., après avoir énoncé la valeur numérique de cha-
cune; ainsi on lira 12 trillions, 453 billions, 227 millions, 539
mille, 8o4 unités.

Comme,il pourrait y avoir une infinité de tranches, il est
clair qu'on aurait encore besoin, pour renonciation,d'une infi-
nité de mots, et que la difficulté n'est que reculée. Mais ce
langage permettant d'appeler des quantités d'une grandeur iin-

mense, et qui dépassent tous ceux qu'on peut employer, la
convention satisfait à tous les besoins. D'ailleurs quand un

(.*) On aurait également pu composer les tranches de 2 ou de 4 chiffrcsi
mais, dans un nombre douné, il y aurait eu plus de tranches dans un cas et
moins dans l'autre, qu'en les formant'de'3 chiffres. En examinant les li-
mites dos nombres qui sont d'un usage plus fréquent, il est aisé de.voir qn'on
.MF'8 un milieu convenable cntre ces partis.



nombre excède une certaine limite, l'énoncer ne sert à rien, et
n'en peut faire concevoir la grandeur.

Cette idée admirable d'attribuer aux chiffres des valeurs de ï

position, indépendamment de leur valeur propre, est si simple,.

qu'il ne faut pas s'étonner qu'elle soit venue à l'esprit des In-
diens, qui nous l'ont transmise par le secours des Arabes; mais
bien plutôt qu'il y ait eu des nations puissantes et éclairées

qui ne les aient pas eues, ou du moins adoptées des peuples

voisins. Les Romains, dont le système de numération parlée

était conforme au nôtre, avaient un mode d'écriture très diffé-

rent. Les Grecs avaient aussi leur système de cbiffres tout-à-fait

distinct (').

De l'Addition.

8. Pour ajouter deux nombres tels que 5 et 4 nous avons

vu (2) qu'il faut ôter à l'un de ces nombres successivement

cliacune des unités dont il est composé pour les joindre à l'autre,
opération qui revient à ceci:

Les Romains représentaient ainsi les nombres:

1 nn.
IIdenx.-
III trois, etc.

L cinquante.
X dix.
V cinq.

C cent.
D ou ID cinq cents.
M ou CID mille.

Ces caractères suffisaient pour exprimer les nombres on ajoutait les valeurs

propres a chaque chiffre, quand ces valeurs allaient en décroissant de

grandeur numérique de gauche a droite: mais si un chiffre était précédé d'un

autre qui fût moindre, la valeur de celui-ci devait au contraireêtre soustraite.

En voici quelques exemples

VI six.
IV quatre.

XVI seize..
XIV quatorze.

LX soixante.
XL quarante.

CX cent dix.
XC nonante.

DC six cents.
CD quatre cents.

On changeait aussi les unités en mille en mettant un trait au-dessus des

chiffres; on écrivait ainsi 10000, X ou CCIOO; 100000, C on CCClDODj

3000000MM.
Le système de h numération écrite des Grecs était aussi mal imaginé que



5 + 4 = 6 +'3 = 7 + 2 = 8 -f- i =9.

Mais on sent que, pour des nombres un peu grands, ce procédé
serait impraticable nous ne le prescrirons donc que pour des
nombres d'un seul chifTre, et nous supposerons même que l'ha--
bitude a appris à connaître de suite le résultat, 5 + 4 = 9>
3 -f- 8 = i i et tous les autres de même sorte.

Pour trouver la somme des deux nombres 24 et 3", décom-
posons-les d'abord en 20 + 4 et 3o + 7 la somme cherchée est
20 -f- 30 -f- 4 + 7. Or, les deux premières parties reviennent
visiblement à 2 dixaines plus 3 dixaine, ou 5 dixaines; ainsi la
somme est 5o -f- 11 ou 5o + 10 + 1 ou enfin 60 + 1 == 61.

|: On voit qu'il faut réunir séparément les dixaines et les unités
des nombres Broposés; ce raisonnement est général.

Par exemple, prenons 3731 + 349+ 12487. + 54; en fai-
sant séparément la somme des unités, puis des dixaines, des
centaines, etc., on aura 15 mille + 14 centaines + 20 dixaines
+ 21 unités, ou i5ooo 1400 -f- 200 + 21 mais, opérant de
même sur ces derniers nombres, on a 16 mille + 6
centaines -+- 2 dixaines + 1 ou 16621. Ce calcul 'se
fait plus commodément en écrivant, comme on le voit I2

487

ci-contre, les nombres les uns au-dessous des autres, r
et faisant correspondre, dans une même colonne ver-

celui des Romains; les unîtes, dizaines, centaines étaient désignées par les
lettres consécutives de l'alphabet; savoir:

avaut 1

y 3
t ,4

5
6

7
8

fl.S- 9

1 vaut le
x 20
x 30

ix 4o
50
6o

1 70

9<>

f vaut 100

<r 200
t 300

u 4oo

4 500

X 600
4 700
a 800
7!) goo

Les mille se dénotaient par un accent'. Pour donner un exemple de ces'
chiffres ajSp»/* signifiait i -f- 1 + 100 + 1 + 40, ou i44- De mêmes,
a-XK = 1607, ^f "8 = a529.



ticale, les chiffres du même ordre. La somme des nombres de

chaque colonne doit être écrite au bas, si elle ne passe pas 9

autrement on ne pose que les unités:. et on réserve les dixaines

pour les ajouter, comme simples unités, avec les nombres de
la colonne qui suit il gauche, ce qui-détermine commencer le

calcul par la colonne à droite..

Voici plusieurs exemples d'addition.
Pour le premier, ou fera ainsi le calcul 3+8 font Il, Il -f-7

valent 18, 18 +égalent 25, somme des unités 3 + 8 + 7. +7:

on posera 5 sous le trait, au premier rang à droite, et on joindra

les 2 dixaines à la colonne suivaute puis on dira 2 plus 8 font

10 plus i font Il, plus 8 valent.19, plus 2 font 21 on pose 1

et on relient 2 pour joindre aux centaines. 2 + 7"=9j94"^
r2. on a 26 centaines, pn pose 6 et oh retient 2 enfin on

trouve 24 à la 4e colonne on pose le 4 et on avance le 2, c'est-'

à-dire qu'on écrit 24 mille. La somme est 24 6i5.

De la Soustraction.

g. L'habitude d'additionner suffit pour trouver la différence

entre les nombres simples; par exemple, le nombre qui, ajouté
à 3, donne pour somme, est 4 ainsi 7 3=4- On peut
aussi parvenic au résultat, en ôtant de 7 autant d'unités que 3.

en contient 7 3 = 6 2 = 5 1 = 4. Accordons par con-,
séquent qu'on sache faire la soustraction des petits nombres.

Prenons cet exemple plus composé, 6g5-243. Il
est visible que si l'on connaissait le nombre qui a'43

ajouté à 243 donne '695 pour somme, 3 + les unités 45»

de ce nombre, 4 + ses dixaines; 2 + ses centaines devraient
reproduire 695; on écrira donc les nombres proposés comme



pour l'addition, le.plus petit en dessous; puis on retranchera
chaque chiffre inférieur de celui qui est au-dessus on dira
5 3 = 2, g 4 = 5,6 2 = 4 et 452sera la différencecherchée.

Mais il peut arriver que le chiffre inférieur surpasse
le supérieur. Dans l'exemple ci-contre, on ne peut
ôter 8 de 7. Il est clair qu'alors 36 147 devant être la
somme de 19 328 -{- le nombre cherché, en faisant la somme
de la ire colonne, 8 -f- les unités inconnues, ont donné, non pas
7, mais 17 pour somme;'et qu'on a reten.u la dixaine pour la
joindre à.la colonne suivante. On doit donc dire, non pas
7 8, mais 17 8 == 9, et écrire ce chiffre 9 au rang des uni-
tés. Mais, en continuant l'addition,. la colonne suivante est
formée de la dixaine retenue, des chiffres 4, 2, et des dixaines
cherchées; et ajoutant celles-ci à 2 et à la retenue 1, on doit
produire 4 il ne faut donc pas dire. 4 2, mais 4 3= 1,
qu'on posera aux dixaines. De même pour les centaines, au lieu
de i 3 on dira i 3 resté 8, qu'on posera; mais on re-
tiendra i pour ajouter au 9 suivant; ainsi 6 io, ou plutôt
16 10 = 6, et on reti'endra 1 3 2=1.

si, En général, lorsque le chiffres supérieur sera le plus faible,
on l'augmentera de dix, puis on retiendra un pour le joindre au
chiffre inférieurqui est à la gauche. il remarquera qu'en effet
le nombre supérieur est augmenté par là de 10, mais qu'on aug-
mente pareillement l'inférieur de 10, ce qui n'altère nullement
la différence (n° 4)-

Pareillement,dans l'exemple ci-contre, on dira: 3 OOo ,iC)
9 3 = 6; 2 7 ne se peut 12 7 = 5, et je 578 5;
retiens 1; 4 6 (au lieu de 4- 5ne se peut, 4" 856

i4 6 = 8, et je retiens^i o 9 ( au lieiv de o 8) né se
peut, 10 9 = 1; 0 -8 ne se peut; 10 8=2, etc.

Voici quelques autres exemples de soustraction.



io. Lorsqu'on vent retrancher un nombre de l'unité suivié
d'autant de zéros que ce nombre ït de chiffres, c'est-à dire de
iooo. il faut retrancher le chiffre des unités de i o, et les
autres chiffres de g. Ainsi, 1006 25g, se trouve en disant
10 9 = 1 puis g 5 = 4; 9 2=7, et on a 1000 259
= 741- De même 1 000 000 .27g g53 720 047. Ce calcul
est si facile, qu'il mérite à peine d'être compté pour une opé-
ration on s'en sert pour réduire toute soustractionà une addi-
tion voici comment.

Soit demandée la différence 3487 25g. Il est clair qu'en
décomposant 3487 en 2487 + 1000, la différence avec 259
n'est pas changée, et ou aura 2487 + 10ÓO 25g., ou
2487+741 =3228. Ainsi, au lieu de soustraire 25g, on a réelle-
ment ajouté 741. On voit donc qu'on peut retrancher un nombre
d'un autre, en soustrayant le 1" de i suivi d'autant,de zéros qu'il a
de chiffres, et ajoutant le résultat au 2e nombre donné, pourvu
qu'on retranche ensuite une unité de' l'ordre immédiatement

supérieur à celui du nombre à soustraire. On indique cette
dernière soustranction par 1

placé à l'ordre de chiffres dont
on vient de parler; ainsi l'opération ci-dessus revient
à 3487 25g = 3487 -f- 1741, calcul qu'on effectue i'$?
comme on le voit ci-contre. Observez que

1
741, ajouté

au nombre 25g, donne zéro, ou 1741 -f- 25g = o. La 3228

quantité 1741 est ce qu'on nomme le conxplément arithmétique,
de 25g. -En général, pour former le complément arithmétique
d'un nombre.. il faut retrancher tous ses chiffres de g, et celui
des unités de 10, puis placer

1 à gauche. Le complément d'un
nombre ajouté à ce nombres donne zéro pour somme. Au lieu
de retrancher un nombre, on peut ajouter son complémentaritli-
métique.

x
Lorsqu'il y a plusieurs additions et sous-

tractions successives l'usage des comple-

mens peut présenter des avantages; par
exemple, 32731 -j- 572g 3"1 4^34
prend la forme ci-contre, attendu que les
complémens de 37 et 4834 sont T62g et



i5 166. Nous recommandonstoutefois d'éviter l'emploi du com-
plément, et de s'exercer à faire les additions et soustractions
colonne par êolonne. C'est ainsi que; dans notre exemple, après
avoir dit 9+1 1 = 10, 4+ 1 = 5, on retranchera 5 de 10 et
on posera 5 au rang des unités du reste; puis 3 + 2 = 5, 7+3 3

= 10 5 10 ne.se peut; donc i5 10 = 5, qu'on pose aux
dixaines, en retenant 1 pour joindre aux centaines soustrac-
tiyes, etc.

De la Multiplication.

11. Nous écrirons le multiplicande le premier ainsi
4x5X2 2 sibnifie qu'on répétera 4 cinq fois, et que le pro-
duit 20 devra être pris 2 fois.

Puisque 4 X 5 n'est autre que + + i répété 5 fois,
il suffit de prendre chaque uni té 5 fois, ou 5 + 5 + 5 + 5;ex-
pression qui revient à 5 répété 4 fois ainsi,
4 fois 5 est égal à 5 fois 4» ou 4 X 5 = 5 X 4v

Ce raisonnement peut être présenté sous la
forme d'un tableau A composé de 5 lignes,
dont chacune contient 4 unités. Il est clair

que le nombre des unités est 4 répété 5 fois.

Mais, en renversant le tableau, comme on
le voit en B, on trouve 5 répété 4 fois; le

nombre des unités étant nécessairement le

même dans les deux cas, le produit de 4x5
est le même que celui de 5x4-

Soit aussi 5x4X2; comme 5 répété
4 fois est. 5+5 + 5+5,
il resteà prendre 2 fois ce résultat, ou. 10+10+10 + 10,
ou 10 répété 4 fois. Donc 5x4X2 2
= 5 X 2 X 41 On peut donc changer de place les deux der-
niers facteurs comme on a vu qu'on pouvait écbanger les deux
premiers entre eux. Ainsi;

5x4x2=4x5x2=5x2x4=2x5x4=2x4x5=4x2x5



On voit donc qu'on peut intervertir de toutes les manières pos-
sibles l'ordre des facteurs sans altérer le produit.

Démontrons ce théorème pour plus de trois facteurs par
exemple, pour 4x5x3X2Xg.

Le facteur 9 ayant la dernière place dans le premier pro-
duit, prouvons qu'on peut le placer où l'on veut et d'abord à
l'avant-d'ernierrang, savoir 4x5x3X2X9=4x5x3X9 X 2.
En effet les trois premiers facteurs 4x5x3 3 donnent 60, et il
faut prouver que 60 X 2 X 9=60 X 9 X 2, et c'est ce qui vient
d'être démontré. De même dans le produit 4x5x3X9,on
peut faire passer le 9 avant le 3, savoir 4 X 5 X9 X 3,et ainsi
de suite. D'où l'on voit que, sans changer le produit, on peut
faire occuper successivement toutes les places au dernier facteur
g les autres facteurs restant dans le même ordre.

Mais il son tour le nouveau facteur terminal 2 peut être
mis à tel rang qu'on veut dans chacun de ces résultats, savoir,
4X 5X9X3X2 = 4x5x9X2X3=4x5X2X9X3=etc.
Donc en définitive la place de chaque facteur est arbitraire.

12. Lorsqu'il arrive qu'un nombre se multiplielui-mêmeplu-
sieurs fois consécutives comme 3 X 3x 3 X 3, on dit qu'il est
élevé à une Puissance, dont le degré est marqué par le nombre
de facteurs qu'on appelle Exposant. Ici 3 est élevé à la quatrième
puissance ce qu'on indique par 3^ = SI 4 est l'exposant ou le
degré. De même 23=2X2Xa=8. On donne aussi à la deuxième
puissance le nom de Carré, et à la troisième le nom de Cube.

7" ou 7X7=49'est le carré de 7; 73 = 7 X 7X 7 343 est le
cube de 7.

Le nombre qui se multiplié ainsi lui-même, ou qui est affecté
d'un exposant, se nomme Racine ainsi 7 est la racine carrée, ou

seconde de 49, la racine cubique ou troisième de 343, la qua-
trième de 2401 etc. Ces racines s'indiquent par le signe ka-
dical et on place, dans les branches, le nombre qui .en
marque le degré.

<j3 = 343 d'oh 7= V/ 343; 5* =625, d'où 5 = l> 625.
Lorsqu'il s'agit de la racine 2e, on se dispense ordinairement



d'en indiquer le dégré, et d'écrire lé chiffre 2 sur le radical; en

sorte que et sont la même chose 8° = 64, donc 8 = 64

8 est dit la racine, ou la racine carrée de 64-

i3. Puisque pour multiplier un nombre (n° 3), il sullît de
l'ajouterautant de fois qu'il y a d'unités dans le niulliplicateur,

on voit que, i°. si l'on multiplie l'un des facteurs par 2, 3, 4–
le produit est lui-même multiplié par 2,3, 4. Et effet, si, au J
lieu de 2 >< 5, je prends 8 X 5, chaque fois que j'ajouterai 8 au
lieu de 2 je prendrai le quadruple de 2, c'est a-dire que j'aurai
pris de trop le triple de 2; le résultat sera donc composé du pro-
duit 2 X.5 quadruplé ainsi, 8 X 5 est quadruple de 2'X 5,
parce que 8 est quadruple de a.

De même si l'on divise l'un des facteurs par 2,3, le pro-
duit sera divisé aussi par 2,3,4*

2°. Si l'on multiplie l'un des facteurs, et qu'on divise l'antre
par un même nombre, le produit n'est pas changé 24 X 8
= i2X 16, 24 est double de 12, et 16 l'cst de 8.

3°. Lorsque les facteurs sont terminés à droite par des zéros,

on Peut les supprimer pourvu qu'à la suite du produit on en
mette un pareil nombre. Ainsi 3ooX 2o devient 3X2, en ùtant
les trois zéros, qu'on restituera à la suite du produit 6; on aura
3ooX2o=6ooo..En effet, 3ooX2o-=3oooX2, car 3ooest décuplé
(no 6), et 20 est divisé par 10. Or, dans l'addition de 3ooo à lui-
même, on voit que les trois zéros demeurent dans la somme,
comme provenant des trois premières colonpes; la suivante
donne 3 X 2-: donc 6000 est le produit demandé.

i4- Il s'agit maintenant de pratiquer la multiplication de
deux nombres donnés; il se présente trois cas.

1" cas. Les deux facteurs n'ayantqu'un seulchijfre chacun.
La table suivante, qui est due à Pythagore, se forme en écrivant

sur une ligue horizontale les 9 premiers nombres, puis ajoutant
chacun d'eux 9 fuis successives, on écrit ces produits dans une
même colonne verticale. Par exemples, ,4 + 4– 8j8-|-4– 12>
i2-r-4==16, i6-J-<4=20> 2o + 4 = 24> etc.



Table de Pylhagore.

133456789'
a 4 G. 8 to n 14 16 18

3 6 9 12 15 18 ai a4 27

4 8 ta 16 20 24 28 3a 36

5 10 t5 20 a5 3o 35 4° 45

6 12
18 24 3o 36 42 48 5

7 14 21 28 35 42 4c, 56 63

8 t6 24 32 4o 48 56 64 72

9 I 18 27 36 45 5,j 63
72

Si

Veut-on trouver le produit 7 X 5? il suit de la génération'
des divers nombres de ce tableau, qu'on cherchera 7 dans la
première ligne, et qu'on descendra dans la colonne verticale
correspondante, jusqu'à la case qui est dans la ligne horizon-
tale dont 5 est le chiffre initial; cette case porte 35, et on a
7 X 5 = 35. Il importe de se rendre familiers les produits des
nombres simples, afin de ne pas être forcé, chaque fois qu'on
veut les obtenir, de recourir à cette table,'qui n'est elle-même
formée que par des additions successives.

S'il fallait, ainsi que l'exige la définition (3), ajouter le niùl~-
tiplieande autant de fois qu'il y a d'unités dans le multihli-

çateur, l'opération deviendrait presque impraticable pour les
grands nombres. Voyons comment on peut la réduire à la
tiplication des nombres simples.

2e cas. Le multiplicateur n'ayant qu'un seul chiffre. Pour
multiplier 2967 par 4, j'imagine, pour un moment, qu'on
veuille en effet exécuter l'addition de 2967 pris 4 fois, ainsi
qu'elle est faite ci-après. La colonne des unités ne contiendra-
que le chiffre 7 écrit verticalement 4 fois; ainsi cette somme-»



sera 7 X4 ou 28; on posera 8, et on retiendra 2 pour
joindre à la colonne desdixaines, formée du chiffre 6

écrit 4 fois. Il faut donc dire 6 x4v=24> et ajoutant
la retenue 2, on a 26: ainsi on posera 6. et on re-
tiendra 2, etc. Cette opération revient donc à mul-
tiplier chacun des chiffres du multiplicande par le

multiplicateur, en commençant par la droite on écrit

les unités de chaque produit au-dessous du chiffres qui
l'a donné, et on retientles dixaines pour les joindre

au produits suivant. Ce procédé n'est, à proprement parler,

que l'addition même, excepté qu'on se dispense d'écrire plu-
sieurs fois le nombre à ajouter.

3e cas. Les deux facteursétant composés de plusieurs chiffres.

Multiplier 2327 par 532,-c'est répéter 2327,

2 fois, 3o fois, 5oo fois, et ajoutera le tout.
i°. On multipliera d'abord 2327 par 2, comme

on vient de le dire; 20. pour former le pro-
duit par 30, on multipliera 2327 par 3, et
on ajoutera un zéro à droite du .produit, d'a-
près ce qu'on a vu ( i3 3°. ); enfin pour répéter 500 fois 2327

on multipliera par 5, et on ajoutera deux zéros. L'opération
prend donc la disposition ci-dessus, dans laquelle on a observé

que,,comme les zéros n'influent en rien sur l'addition, on s'est
dispensé de les écrire alors le produit par 3 a.été simplement
reculé d'un rang vers.la gauche, et le produit par 5 de deux

rangs., On voit donc qu'il faut multiplier l'un des ficteurs
tour à tour,par chacun des chiffres de l'autre. Chaqueproduit
partiel doit être écrit de manière que ses unités soient placées

au mérrae orilre que le chiffre du naultiplicateur qui les a don-
nées on ajoute errsuite le tout.

La multiplication des nombres composés dépend ainsi du cas
où le multiplicateur.n'a qu'un- chiffre, et celle-ci dépend à son
tour du cas où chaque facteur n'a qu'un seulchiffre, c'est-à-dire-
de la table de Pythagore. Comme il convient d'être très exercé
à la pratique de cette opération, nous en 'mettrons ici quelques
exemples.,



Lorsque le multiplicateur n'a qu'uu chiffre,; on forme chaque
produit partiel, et-l'on n'en pose, que les unités, retenant les
(fixâmespour les joindre an produit suivant. Quand enfin on ar-
rive au chiffre de l'ordre le plus élevé du multiplicande, on
doit poser le produit, qui a un ou deux cliillres, selon que ce.pro-
duit est ou n'est pas > 9. Le produi t total a donc autant de figures
que le multiplicande, ou seulementune de plus la seule inspec-
tion des chiffres de l'ordre le plus élevé sert a reconnaître ordi-
nairement lequel de ces cas a lieu.

Si le multiplicateura plusieurs figures, on multiplie par cha-
cune séparément, en reculant le produit d'un rang à 'gauche.
A ne considérer que le dernier produit, celui de l'ordré le plus
élevé du multiplicateur il doit recevoir à sa droite autant de'
zéros que cet ordre l'indique; et l'addition des 'divers produits
partiels est établie sur cette disposition. Après avoir reconnu'
la quotité des chiffres du dernier produit, il suffira d'ajouter à
cette quotité autant d'unités, moins une, que le multiplicateur
a de chiffres, et on aura le nombre des figures du produit total
Ainsi le produit de deux quantités a autant de
en a dans les deux facteurs réunis ou. un de moins. La', seule
inspection des nombres montre souvent lequel dé ces deux cas a'
lieu; par exemple, pour 53687 X go8, comme 5X9 = 45 a
deux chiffres, le produit 53687 X 9 en a 6; donc le produit de-
mandé a huitfigures.

Quand on a. 3, 4, 5. facteurs, il faut raisonner de
même (*).. •

(") Soient et, s, la quotité des Chiffres de divers facteurs, a, b, c.
dont le nombre est nilil est clair que a <io", A< io*8, c<io')'lf;pro('imt



De la Division.

15. De même que la multiplication n'est que l'addition réitéy
rée du même nombre, on peut considérer la division comme
une soustraction répétée, le quotient marquant combien de fois

on peut ôter le diviseur du dividende. Si on veut diviser 8 par 2,
et qu'on retranche d'abord 2 de 8, vpuis 21 du reste 6, 2 du
reste 4, et enfin 2 de 2 on arrive au reste zéro; 2 ayant pu
êtresoustrait 4 fois de 8, on peut regarder 8 comme composé
de 4 fois 2 et par conséquent 4 est le quotient. 11 suit de là que
le quotient qui marque combien de fois un nombre est facteur
dans un produit donné, indique aussi le nombre de fois que le
diviseur est contenu dans le dividende; ou, ce qui équivaut, le
dividende contient le diviseur autant de fois qu'il y a d'unités
dans le quotient. Donc si l'on veut former 2 parts égales dans
8 unités, il faut diviser 8 par 2 le quotient4 exprime la gran-
deur de chaque part.

Le dividende n'étant autre chose que le produit d'une mul-
tiplication dont le diviseur et le quotient sont les deux fac-
teurs, il suit de la définition et des propriétés connues (n° t3)

que, i°. on ne change pas le quotient lorsqu'on multiplie ou
qu'on divise par un même nombre le dividende et le diviseur:
36 9 donne le même quotient que 72 18 et que 12 3.

2°. Si le dividende et le diviseur sont terminés à droite par
des zéros, on peut:en supprimer à clacun un égal nombre sans

leurs, «> io" b > i<A\ c> io> d'où abc. > 10* + /3 +

on abc. > 10™ donc le produit abc. est compris entre io»t» et 1o";
il ne peut avoir an-delà de in chiffres, mais il en a plus de ni-n. Ainsi le
produit ne peut nvnir plus de chiffres que les facteurs proposés consi-
dérés comme ne formant qu'un seul nombre; mais il en a plut que cette
quotité moins le-nombre des facteurs.



altérer le quotient; 6000 200 et 60 :1 donnent le même quo-
tient 3o.( Voy. p. 16. )

3°. Si l'on multiplie seulement le dividende, le quotierit sera
multiplié par le même nombre; si l'on multiplie le diviseur,

le quotient sera divisé.Qu'il s'agisse, par exemple, de diviser i4
par 3, le quotient sera 8, ou 24 3 = 8; mais si l'on double 24,

ce quotient sera doublé, 48.: 3 =16; et si l'on double 3, le

quotient sera réduit à moitié, 24: 6=4. Enfin 48 6 = 8,
c'est-à-dire que le quotient reste le même quand on double le

dividende et le diviseur.
4°.. Lorsqu'on veut exdcuterplusieurs divisions successives

l'ordre dans lequel-on les doit e ffectuer est arbitraire; on peut
même n'en faire qu'une seule, en prenantpour diviseur le pro-
duitde toits les diviseurs. Si l'on veut, par exemple, diviser 24

par 2, et ensuite le quotient ia par 3, on obtient 4 pour résultat;
mais si l'on eût divisé par 3 d'abord et ensuite par 2 ou bien
si l'on eut divisé 24 par 2 X 3 ou 6, on aurait obtenu de même 4.

Cela résulte de ce que la division par a et par 3 revient à sup-
primer tour à tour les facteurs 2 et 3 dans 24, qui est le pro-
duit de 2 X 3 X 4, ou de 3 X 2 X 4. Par la même raison,
(6x4) (3x2) = (6:3)x(4:*)=(6Ï2x3)x4.

16. Le quotient de est 5, puisque 35=7X5; mais si l'on

veut diviser 38 par 7, on décomposera 38.en 35 + 3 ou
38–7X5+3.; la division ne se fait plus exactement 35 est
seulement le plus grand produit de 7 contenu dans 38, et 3 est
le reste de cette division. Si l'on forme tous les produits consér
cutifs d'un nombre par 1 2, 3. les résultats sont tous divi-
sibles par ce nombre, ou en sont les multiples. C'est ainsi que
35 est multiple de 7 ou divisible par ,,7 tandis que 38.ne l'est

point.
En prenant pour dividende et diviseur deux nombres quel-

conques, on doit donc dire que le quotient, multiplié par'le
diviseur, donne un,produit qui, ajouté au reste > forme le divi-
dende. Le reste est d'ailleurs moindre que le diviseur, puisque,



si celui-ci y était encore contenu, le produit du diviseur par le
quotient ne donnerait pas le plus grand multiple du diviseur
contenu dans ledividende.
Soient 24 et 34 deux nombres qui, divisés pur 5, donnent

-le même reste 4, leur différence rb doit être multiplie de 5,
car 24 =4x5 + 4, 34=6x5-)-4> et retranchant ces deux
équations, on a 10 = 2 X 5.

•
17. La table de Pythaboré sert à trouver le quotient, lorsqu'il

n'est exprimé que par un seul chiffre, aussi bien que le divi-
seur. Veut-on diviser 35 par 7 par exemple? on descendra, dans
la colonne verticale du nombre 7, jusqu'à la case qui contient 35;
elle répond à la ligne horizontale qui commence par 5, en
sorte que 35 ='7 X 5 ¡'donc 5 est le facteur ou le quotientcherché.

Pour diviser 65 par g", comme on ne trouve pas 65 dans la
9e, colonne', mais 63 et 72 on a 65=7 X 9 + 2: on voit que 7
est le quotient, et 2 le reste. Il faut se rendre ces divisions très

-fam.ilières, afin de ne pas être obligé de' consulter la table de
,-Pythagore pour les exécuter.

18.. "Venons-en aux divisions composées.
ier cas. Le diviser n'ayant qu'un seul chiffre. Soit proposé

de diviser 40 761 par 7, c'est-à-dire "de trouver un nombre
qui, multiplié par 7, reproduise 40 761. Si ce nombre était
connu on le vérifierait en le multipliant par 7; les unités de-
vraient donner le produit i en retenant les dixaines pour les
joindre au produit suivant; on trouverait de
-même 6 aux dixaines; le produit des centaines
donnerait 7; enfin celui des mille, 4o: Le quo-
tient n'a point de dixaines de mille, puisque
10000X7 donne 7o ooo, qui surpasse 40 761.
Concluons de là que 4° contient le produit de.

7 par; le chiffre des milte du quotient, et en
outre la retenue, faite sur les centaines. Le

plus grand multiple de contenu dans 4o est 35 ou fois 5,
et 4° est compris entre les produits de 7 par 5 et pàr 6; si l'on



multiple par 5opo et par 6000 l'un des produits sera donc

moindre, et l'autre plus grand que 4° 761 ainsi le quotient

est entre 5ooo et 6000, c"est-à-dire que le chiffre des mille est
5, donné par le plus grand multiple de 7 contenu dans 40. En
retranchant de 40 ce multiple 35, le reste 5 est la retenue faite

dans la multiplication par 7, sur les centaines,du quotient. Si

donc on joint, à ce reste 5, les autres chiffres 761 du dividende,

5761 sera le produit par des parties inconnues du quotient;
et pour trouver celles-ci, il ne s'agira que de diviser 5761 par
7, question semblable à la proposée, et qui permet le' même

raisonnement.
On divisera donc par 7 les centaines 57, ou plutôt le plus

grand multiple de 7 renfermé dans 57 le quotient 8 sera le

chiffre des centaines du quotient, qu'on posera à droite du 5 qui

en est les mille. Observez qu'il est inutile de descendre, près
du reste 5, toute la partie 761 du dividende, et que, pour for-

mer le dividende partiel 57 il suffisait de'descendrè près du 5.

le chiffre 7 des centaines. En multipliant 8 par 7 et ôtant le

produit 56 de 57 le reste i est la retenue qui provient des

dignes,en sorte que, si l'on joint6i à ce reste, 161 est le pro-
duit par 7 des dixaines et des unités du quotient pour les ob-
tenir-, il. faut donc diviser 161 par 7, et ainsi dé suite. Le quo-
tient demandé est 58a3.

On voit qu'on trouve tour à tour chaque chiffre du quotient

en commençant par l'ordre le plus élevé et gu'il faut sans cesse
descendre, près du reste, le chiffre qui suit dans le dividende,

puis prendre le plus grand multiple. du diviseur qui est con-
tenu'dans le nombre ainsi formé.

Lorsqu'on s'est exercé à ce calcul on ne tarde pas à recon-
naître que, dans une opération aussi simple, il est inutile d'é-
crire chaque produit à soustraire, parce que la soustraction se
fait de suite. Ainsi, après avoir trouvé que40 7 donne le chiffre
5 des mille du quotient, on prend 5 fois 7, et on retranche le

produit 35 de 40; le reste 5 s'écrit sous le o du dividende; on

y joint le dès centaines, et on divise 5.7 par 7, etc. L'opé-
ration se réduit alors à la forme que nous lui avons donnée



ci-contre. Il est même remarquable qu'on peut
encore l'abréger, en n'écrivant pas chaque reste
pour le joindre au chiffré qui suit dans le di-
vidende par exemple, 4<> donne 5, qu'on
écrit sous 40; le produit 7 fois 5, ou 35, se
retranche de lo, et l'on conserve dans la mé-
tmoire le reste 5, pour le joindre au 7 des cen-
taines 57 7 donne 8, qu'on écrit sous les
centaines 7 X 8 = 56, qui, ôté de 57, donne le reste i ce i
joint au 6 dixaines, donne 16; 16 7 = 2, etc. Ce calcul a la
forme très simple que nous avons indiquée ici.

Voici d'autres exemples de ces divisions..

i* cas. Le diviseur ayantplusieurs chiff'res. Proposons-nous
de diviser tgt6 par 32g. Puisque 329 X 10 = 3290, qui surpasse
le dividende 1916, le quotient est moindre que 10 ainsi le
quotient n'a qu'un seul chiffre supposons-le connu et on le
trouvera facilement en faisant les produits successifs de 32q par
1, 2, 3 jusqu'à ce que ce produit soit 1916, ou que la diffé-
rence avec tgt6 soit moindre que 329. Soit 5 ce quotient.

1916 étant = 329 X 5 + le reste; si l'on
multiplie par 5 les unités 9, les dixaines 2 et

les centaines 3 et qu'on ajoute le reste on
devra reproduire 1916. Le calcul indiqué ci-
contre prouve que les centaines 19 du divi-
dende sont formées, i°. du produit i5 des centaines 3 du di-
viseur par le quotient supposé 5; 2°. de la retenue i faite sur
les dixaines; 3°. de la partie 3 qui provient de l'addition du
reste 271.

Il suit de là que', si l'on pouvait ôter de 19 ces deux retenues,
le reste' i5 serait le produit exact des .centaines 3 du diviseur
par le chiffre du quotient; et la division de i5'par 3' ferait
connaître ce chiffre. 'Mais comme on ne peut ôter de 19 la
double retenue qu'on ne connaît pas d'abord, on divise 19



par 3, prenant ainsi pour dividende.un nombre trop grand: le

quotient qu'on trouve peut être fautif; mais il ne peut pécher..

que par excès. Dans notre exemple, ig 3 donne6; mais comme
on trouve que 6 X 32g 1974 > 'ï)1^, on reconnaît que le*-

quotient supposé est trop fort on essaie 5; et le produit5X32g
est'1645 < 1916; ce qui prouve que 5 n'est pas trop fort, et
que par conséquent 5 est le quotient cherché. Otant 1645 de
1916, on trouve le reste 2 7 1.

Concluons de là que si le quotient est < io, c'est-à-dire n'a
qu'un seul chiffre, il faut supprimer à droite du dividende et
du diviseur, un égal nombre de chiffres j et diviser les parties qui
restent; le qzzotient sera celui qu'on cherche.. ou le surpassera;
la multiplicationservira ensuite à le vérifier Voici quel-

ques exemples de ce calcul. Dans le 1" 'on divise 72 par 8,
mais on trouve, par la multiplication, que le quotient g est trop
fort, et on le réduit à 8.

(*) C'est surtout lorsque Je deuxième chiffre vers la gauche du diviseur

surpasse 5, que-la tentative conduit à supposer un quotient trop fort; car,
dans la multiplication du diviseur par le quotient pour reproduire le divi-
dende, le produit du premier chiffre a gauche du diviseur doit être ajouté
aux dixaincs du produit du deuxième chiffre, qui ont été retenuea. Pour
i435 287, par exemple, si l'on dit 14 2 2 donnei ce 7 sera trop grand at-
tendu qu'en multipliant 287 par 7, le produita 7 7 des centaines devrait être

accru de la retenue 6, provenant de 87 x 7. Mais si l'on suppose 5 pour quo-
tient, comme 87 x 5 donne,4 4 retenir, et que i4 4 divisé par a donne en
effet 5 il est clair que 5 est le quotient cherche'.

s

Observez que si l'on remplace287 par 3oo, le quotient -g sera trop faible,

puisque, ayant augmenté le diviseur, il est contenu moins de fois dans le
dividende t435. Si l'ou veut éviter de longues tentatives,quand le deuxiéme
chiffres vers la gauche du diviseursurpassera 5, on ajoutera 1 au premier
chiffres, pour obtenir le quotieat supposé; mais lorsque ensuite on voudra
vérifier ce quotient par la multiplication il faudra rétablir le diviseur tel

qu'il était. L'erreur, s'il y en a, consiste alors à donner un chiffre trop faible

pour quotient; et cette erreur est manifcstée par un reste qui surpasse le cli-



Proposons nous maintenant de diviser 191687 par 329. Je
sépare vers la gauche du dividende la partie 1916, qui soit assez
grande pour contenir le diviseur 329; je fais la division de 1916

par 32g, en suivant la'règle précédente le quotient est 5, don--

•liant le produit 1645 et le reste 27 1 j'é-
cris ces nombres ainsi qu'on le voit ci-
.contre ce nombre 5 est le premier chiffr.e
du quotient, et désigne des centaines, ou
5oo, attendu que igiô/îxprime aussi des
centaines. En effet, puisque 1916 est com-
pris entre 5 et 6 fois le diviseur 32g, cette
partie 1916 étant des centaines, le dividende proposé est lui-
.même compris entre 5oo et 600 fois 32g (n° i3, 3°.); donc le
quotient cherché est composé de 5oo -f- des dixaines et des
unités, qu'il s'agit maintenant de trouver.

En retranchant du dividende le produit de 329 par 5oo, partie
connue du quotient, c'est-à-dire en ôtatit 1645 dé 1916 et joi-
gnant au reste 271 t la partie 87 qu'on avait séparée, il est clair
que le reste 27187 est le produit de 23g par les dixaines et les
unités inconnues du quotient plus le reste d'oè il suit que si
l'on divise 27187 par 32g, on devra obtenir au quotient ces
dixaines et ces unités.

A cette question, semblalle à la proposée, le même raisônne-
ment s'applique, et l'on est conduit à la même conséquence.
Séparons donc le premier chiffreà dro i te 7, c'est-à-diredescendons
séulement.le 8 à la droite du premier reste 271, ce qui donnera
2718 à di.viser par 3.2g le quotient 8 est, par la même raison
que ci-dessus, le chiffre des dixaines; du dividende partiel 2718,
ôtaut le produit 32gx8=2632, le reste 86 provient du produit
de 329 par les unités, plus l'excès du dividende total sur un
multiple exact. Enfin:, si l'on divise 867 par 329, on obtient

viseur. Dans le cas que nous considérons dans cette note, il y a quelquefois de
l'avantage doubler, oule dividende et lo diviseur, afin d'amcucr
le deuxièmechiffre de celui-ci être 5. Le ({uotient n'est point altère' par
Ce calcul (no 15, i°.)



les unités 2 et le reste aog. C'est le même calcul qui se re-
produit sans cesse, et qui donne tour à tour les divers chif-
fres du quotient, en vertu d'un raisonnement qui difl'ère peu
de celui qu'on a fait dans le cas où le quotient n'a.qu'un seul
chiffre.

Donc,pour faire une division, il fautséparer, vers la gauche
du dividende, les chiffresnécessaires pour contenir le diviseur,
diviseur cette partie par le diviseur; le quotient n'aura qu'ura
seul chiffre, qui sera le premier des chiffres à gauche du quo-
tient cherché, et son ordre sera le même que celui des unités du
dividendepartiel. On multipliera ce quotient par lé diviseur;
on retranchera le produit du rlividencfe partiel; à.la droite du
reste, orc descendra le chiffre suivant dans le dividende pro-
posé, et on recommencera la même opération, qui donnera le
second chiffre du quotient, de mêtne ordre, que le chiffres des-
cendu. On continuera ce calculjusqu'à ce que tous les chiffres
du dividende soient épuisés.

Si l'un des dividendes partiels ne contient pas le diviseur, il
ne faudra pas oublier de mettre un zéro au quotient; puis on
descendra un second chiffre du dividende.

Au lieu d'écrire chaque produit et de soustraire,, il est plus
court d'effectuer à la fois la multiplication et la soustraction.
Par exemples, lorsqu'il» a fallu multiplier 3a9 par 5 et ôter de
1916; voici comment on' pu opérer 5Xg = 45 unités,qu'on
ne peut ôter des 6 unités du dividende ig16; mais ajoutez. 4
dixaines à ce 6,- et dites 46 4^= 1, que vous poserez sous 6.
,Comme igi6 aura par là été augmenté de 40,-Pour ne pas al-
térer la différence cherchée il faudra de même ajouter 4o au
nombre à soustraire ..c'est-a-dire retenir 4 dixaines, qu'on join-
dra au produit suivant 2 x5= io; on a donc 14 à ôter de
1 dixaine; on dit de 21 ôtez 14, il reste 7, qu'on écrit sous 1

et on retient les deux dixaines ajoutées; enfin 5 X 3 + 2= 17,
ig 17 = 2; et on a le premier reste 271:

De même, pour ôter de 2718 le produit 329 X 8, on dira
8X9=72; ajoutant 70 aux unités 8, on a 78 72 = 6, qu'on
pose aux unités, et on retient 7! Ensuite 2 X 8+ 7 == 23, etés



de 1-, ou plutôt de 3i", il reste 8, qu'on écrit
sous i en retenant 3 enfn, 3 X 8-(- 3'= 27,
ôtés de 27, il reste o; qu'il est inutile d'é-
crire, etc. L'opération prend alors. ,1a forme.
ahrégée que nous lui avons donnée ici (*).

Voici quelques exemples de divisions.

(*) Ce genre dé calcul sert aussi à vérifier chaque chiffre du' quotient ort
fait alors l'opération ci-dessus, en procédant en sens contraire, c'est-à-dire
de gauche Il droite; et si quelque soustraction est impossible, 11 plus forte
raison le sera-t-elle en commençant par la droite, puisque les produits a re-
trancher sont augmentes des retenues. Ainsi, pour 328 on a o et il s'agit

d'éprouver le 6 qu'on obtient, c'est-à-dire de s'assurer si le produit 3a8x6
est < 19'G, cas où le chiffre 6 n'est pas trop fort. Commençons la multipli-
cation par les centaines, on dira 3 x 6= 18, de ig, il reste 1 qui joint au
chiffre suivant t donne i 1 dixaines; d'où l'on ne peut ôter le produit des
dixaines fi x z ou 12; ainsi le 6 est trop fort, et on doit essayer 5.

Observons que, dans toute multiplication chacune des retenues ne peut
excéder le multiplicateur qu'on éprouve s'il est 5, il fandrait que l'autre
facteur fût au moins 10 pour que le produit surpassât 5o. Donc, si en fai-

sant l'épreuve, commn on vient de le dire, on trouve quelqu'un des restes
au moins égal au quotient éprouvé, on est assuréque, lorsqu'on fera l'opé-
ration de droite Il gauche, et qu'on arriverai ce même reste, la soustraction sera

possiblc, aiusi que toutes les suivantes. Par exemple, pour on dira



tg. Nous ferons observer que, ig. la division est la seule des

quatre règles qui commence par la gauche.

20. Lorsqu'on a trouvé combien de fois un dividende partiel
contient le cliviseur, ce chiffre est toujours précisément celui
qu'on doit mettre au quotient. Cependant comme pour trouver

ce nombre de fois, le procédé indiqué, p. 24 consiste à réduire
le diviseur à son premier chiffre à gauche, il se peut que cette
opération donne en effet un chiffre trop fort mais l'erreur est
dans ce procédé et non dans le principe; car une fois qu'on a
obtenu le quotient de cette division partielle, on est assuré que
ce chiffre est juste celui du quotient cherché.

3°. Chaque chiffre qu'on descend en donne un au quotient;
l'un et l'autre sont de même ordre, en sorte qu'on peut toujours

donner à priori la quantité de chiffres du quotient. et indiquer
l'ordre de. chacun.

4°. Tout quotient partiel ne peut excéder 9, qui est le plus

grand nombre d'un seul chiffre. Ainsi pour on dira, il est

vrai, en 1,7 combien de fois i ? mais, loin de mettre 17 au pro-
duit, il ne faut, éprouver que g, encore ce chiffre est-il trop
fort ici; le quotient n'est que 8, qu'on aurait obtenu de suite en
disant!1,

au lieu de 2, comme le prescrit la note, page 25.

• 5°. Pour éviter les erreurs, il conviendra de marquer d'un
point chaque chiffre du dividende, à mesure qu'on l'aura des-
cendu.

donne 8, qu'on reconnaîtra être trop fort il faudra donc éprouver 7; ce
qu'on fera ainsi qu'il suit 3 x 7 =21 de 25, il reste G; qu'on joint au 6
des centaines île "j5O43; on a 4<3; puis 7x5= 35; 46 35donne un reste> 7;
ainsi 7 est le quotient cherche. En général, l'épreuvedoit être poussée jusqu'à

m:e soustraction impossible, ou jusqu'à un reste an moins égal au chiffre
éprouvé. Si le ter cas arrive, ce chiffre est trop fort; dans le 2e au contraire
il ne l'est pas. Il est rare qu'on soit forcé; pour vérifier un chiffre, de pousser
le calcul jusqu'aux unités et le plus souvent on reconnait s'il est bon des la

seconde soustraction.



Décomposition enfacteurs premiers. Propriétés des
diviseurs communs à plusieurs nombres.

20. On dit qu'un nombre est premier, lorsqu'il n'est exacte-
< ment divisible que par lui-même et l'unité: tels sont'7, 1-, 2, 1.

\Deux nombres qui, tels que 21 et 4o, n'ont d'autre diviseur
commun que l'unité, sont dits premiers entre eux.

21: Lorsqu'un nombre est divisible par un autre, tous les
multiples du premier sorzt aussi divisibles par le second. Si )8
est multiple de 2, 3 X 18, qui revient à 18 -f- 18 + 18, est di-
visible par 2, puisque chaque partie est multiple de 2.,

22. Supposons qu'après avoir obtenu le produit de 2g3 par
iSp., on divise ces trois nomhres par un autre quelconque, tel
que 9, examinons ce qui arrivera 293 étant décomposé en9X32-f-5, si l'on multiplie par 1572, la première partie sera
un multiple de 9; et le produit proposé étant divisé par 9, doit
donner le même reste que 5 X 1572. Mais de mème 1572 se
décompose en 9 X 1 74 -f- 6 multipliant par 5 et divisant par 9,
le reste dont il s'agit est le même que celui de 6 X 5; ainsi le

reste de la divisiorc d'un produit par un nombre quelconque
est égal au produit des restes des deux facteurs.

23. Deux facteurs nzoindres qu'un nombre premier ne peu-
vent former un produitdivisible par ce nombre.Soit, s'il se peut

par exemple, 20 X 8 divisible par 23, ou = entier en

divisant 23 par 8, on décompose 23 en 2 X8 + 7J multipliant

(*) Voici la démonstration algébrique. Si l'on divise
deux facteurs entiers F et F' par un nombre quelcon-
que n, ils recevront la forme ci-contre, q et octant
les quotiens entiers, r et les restes. En examinant les
termes du produit FF', on reconnaît qu'ils contiennent
tous le facteur n, ri' excepte. Donc, en divisant le

produit par n, on voit que et doivent donner.

le même reste.



par'20,011 a 23 X 2o = 2.8.204-7.20. Divisons cette équation
par 23, le premier membre èt le premier terme du second sont
des multiples de 23, l'un évidemment, l'autre par supposition

la seconde partie 7.20 devra donc l'être pareillement ^*20

entier. Recommençons suret 20 le même calcul; en divi-
sant de nouveau 23 par 7, on prouve de même que 2 X 20
doit être un multiple de 23. En continuant de diviser 23 par le
reste obtenu', comme ces restes décroissent, sans que la divi-
sion du nombre premier 23 puisse s'effectuer exactement, on
arrivera au reste 1 on aurait donc cette absurdité, 20 X t ou
20 divisible par 23.

24. Concluons de, là que, l°. un produit ne peut être divisible
par un nombre premier, à moins que l'un des facteurs ne soit
lui-même divisible. Car si 28 X 15, par exemple, est divisib'e'
par Il, sans que 28 ni i5 le soient, comme en divisant 28et i,5:
par I I les restes sont 6 et 4, on a vu (n° 22) que le produit

/28 X 1.5, divisé par. Il, donne le même reste 'que 6 X 4; il fau-
drait donc que 6 X 4 fût un multiple de Il, ce qu'on vient de
prouver impossible.

2". Le produit de deux nombres premiers ne peut admettre
d'autres diviseurs que ces mêmes nombres, outre'l'unité et. le
produit même.

3°. Plusieurs facteurs 5x8x9X11i ne peuvent former
un produit divisible par un nombre premier 3", qu'autant que
l'un des facteurs au moins est divisible par 3.

4°. Si un produit est divisiblepar un nombre non premier il
fautqu'on retrouve tous les facteurs de ce dernier parmi ceux
qui constituentles nombres multipliés. Ainsi 1 0X70 est divisible
par 28 attendu que 28 = 2 X 2 X 7 que le premier facteur 2
se trouve dans 10 = 2 X 5, et le second, ainsi que 7, dans

70 =2 X 7 X 5. En effet, 'si donne un quotient exact,

ce quotient multiplié par 28 reproduira-io X 70, quantité né-
cessairement divisible par les nombres premiers, 2-, 2 et 7. Mais
si quelqu'un des facteurs du diviseur manquait., la division du



produit serait impossible exactement. Donc, si plusieurs fac-

teurs sontpremiers avec un nombre quelconque, le produit l'est
aussi; et si ces facteurs sont premiers entre eux, et qu'un
nombre soit divisible par chacun d'eux, il le sera aussi par
leur produit.

5°. Il nJy a qu'un seul système de facteurs premiers, capable
de produire un nombre donné. Par exemple, 36o =23X 3' X 5'.

ne peut être produit par d'autres facteurs premiers, tels que
7 X il X ?• car on aurait 2:i X 3* X 5 = 7 X 1 1 X 2 et il
s'ensuivrait que le premier membre serait un multiple de 7,
contre ce qu'on a vu (10.). On ne peut donc admettre pour 360,

que les facteurs premiers 2, 3, et 5, et il reste à faire voir qu'on

ne peut leur donner qu'un système d'exposans qu'on n'a pas,
par exemple, 3So = 2 X 3' X 5'. En effet il en résulterait
23.3*.5= 2.33.5î., ou, en supprimant les facteurs communs,
2! = 3x 5, ce qui est absurde ( i°. ).

6°. Si deux nombres, tels que 7 et i r sont premiers entre
eux, deux puissances quelconques de 7 ét r t, telles que 7' et 1 14,

sont aussi premières entre elles; puisque, si elles avaient un
facteur commun il le serait aussi de et de Il.
70. Soit un cube exact, tel que 8ooo=2o3 si l'on décompose

20 en 4 X 5, 8000 sera le cube de 4 X 5; mais, comme la
multiplication permet d'intervertir l'ordre des facteurs on a
8000=4' X 51. On voit donc que chaque facteur se trouve élevé

au cube. On peut en dire autant de toute puissance, quels que
soient les facteurs. Donc, si un nombreest une puissance exacte

en le décumposant en facteurspremiers, chacun doit êtreaffecté

d~ un exposant multiple de la puissance.

25. Pour décomposer un nombre en ses fczctercrs premiers
on le divisera d'abord par 2, autant de fois successives que cela

sera possible, et le nombre proposé sera le produit d'une puis-

sance de 2 par un quotient connu non divisible par 2. On es-
saiera de même la division de ce quotient par 3, autant de fois

qu'il se pourra et il sera le produit d'une puissance de 3 par
un nouveau quotient connu, non divisible par 3. On continuera



.de mêmes à éprouver si la division est possible par tous les
nombres premiers consécutifs 5 7 1 1, 13. Le nombre
proposé sera le produit de ces divers nombres premiers, chacun
élevé à une puissance marquée par le nombre des divisions qu'il
a effectuées.

Par exemple, pour 36o, on divisera par 2,
puis le quotient 180 par 2, 'enfin go par 2;
comme le troisième quotient 45 n'est plus
divisible par 2, on a 36o = 23 X 45. On di-
visera 45 par 3 on aura 45 = 3' X 5, d'où
360= 23X 3' X 5. La décomposition est ici
terminée, parce que 5 est un nombre- premier. On donne or-
dinairement au calcul la disposition ci-contre, afin de mieux
voir la série des facteurs.

On trouve de même que 210 = 2X3x5X7 (*).
Ce procédé conduit au but par un nombre limité d'essais. On

sait d'ailleurs que la résolution en facteurs ne peut produire
qu'un seul résultat- (24, 5°.).

26. Il arrive quelquefois que les essais qu'on tente ne réus-
sissent point, et qu'on ne trouve aucun diviseur exact, soit du
nombre proposé soit de l'un des quotiens auxquelson est con-
duit alors ce-nombre, ou ce quotient, est premier, et ou ne
peut en opérer la décomposition en facteurs. Mais on doit re-
marquer que ces tentatives inutiles de division ne doivent être
poussées que Jusqu'à la racine carrée du nombre qu'on veut
diviser. En effet, puisque ce nombre est le produit de sa racine
par 'elle-même, et qu'on ne peut faire croître l'un des facteurs
sans que !'autre décroissepour que le produit reste le même (i3),
on voit que si ce dividende a l'un de ses facteurs plus grand que

Soient a, /3, y. les nombres de fois qu'on a pu diviser un nombre IV
parles nombres premiers a, b c onaiV=:af x

b&
X cy

x TVn'est
divisible ( n* 27) que par les divers termes du produit

(1 +«-++.+«") x
(i+b+b'+. iJ1 )

x ( 1+c+c»+.+i>)x
le nombre des termes du produit, ou la quotité des diviseurs de N est



la racine, l'autre facteur doit être moindre;. en sorte qu'un
nombre ne peut être divisible 'par une quantité qui' surpasse sa
'racine carrée, à moins qu'il ne le soit aussi par une quantité
moindre que cette racine. Or, quoiqu'on n'ait essayé que 'des di-
viseurs premiers on est sûr que d'autres nombres non premiers

ne pourraient diviser (no 2^0.); ainsi -l'on a par là reconnu
qu'il' n'existe pas de diviseur moindre que la'racine du divi-
dende iln'y en a donc pas non plus qui surpasse 'cette racine.

Par exemple, 127 n'est divisibleni par n; 3,-5., <j, ni 11, à
plus forte raison par 4-,6,8,9 et io et comme"127 est entre
Il et 12, on est assuré que 127 est un nombre. premier. •

1524 est divisible par 3 et 4, et on ai524 = 2*x3x «27:
on voit ensuite que 5, 7, 11

ne .diviserit'pas 127. Sans pousser
plus loin les tentatives, on reconnaît'que 127 est premier, et
la recomposition de i5'2^. est terminée.

J 27. 'Cherchons maintenant tous lès diviseurs d'un nombre
donne.'On le décomposera enkfacteurs premiers, et l'on est' «Pa-

bord assure que toute combinaison i à i- 2 à 2 3à 3. de ces

facteurs sera'un diviseur. Mais comme ce nombre ne peut'être
itlivisibleque par toutes ces'diverses combinaisons (24, '4°-)^ que
•d'ailleurs on ne peut- obtenir qu'uriseul système de-facteurspre-
miers, il est démontré que si l'on'cffectue'toutes'les'combina'i-

-sons ^possibles on sera assuré de n'avoir'omis aucun diviseur.
Voici un moyen de>n'oublieraucune«£eces combinaisons: ré-
prenons l'équation 3'6o=i23 X'3aX 5; avec-23 on; formera ia
somme 1 4-2 + 2a + â3 avec 3" on'formera à -4-3 4-3?; enfin,
5 donnera i- 4- 5. D'abord chaque terme est-diviseur de 36o.
En outre si l'on' multiplie tous les nombres de ta premièresomme
par tous ceux de la deuxième,et le résultat par tous ceux'de la
troisième on aura visiblement toutes les combinaisons. Il fau-

,<lra donc effectuer la multiplication (i4-2+4+^)X(1+3+9)
X ( 1 4- 5 ) eton sera assuré d'avoir tous les diviseurs'eherchés,
qui sout

1, 3, 3, 4, 5, 6, 8, 9, ao, ia, 15, 18, io, 3o, 3C,



Pour 210 = a X'3 X 5 X 7 on « -fa,
par s -{- 3 par rf- 5 et par 1.4-3; ,*t-,<¥l.-a,ufa

a, î, 3,- -5, 6,-7, 10, ijj, f5, ai, 3o, 35, 43s 7°3 ao5, 210.

»» '3* 5, g, i5, '25, -37, 43, ^5, a 35, iiS, -ÇjS.

•28. Soit proposé de trouver -le plras ,gi-aiul nombre qui paisse
«diviser à la fois 3 1,2 et i32: c'est ce -qu'en nomme le plus, grand

<commun diviseur eata-e ces deux nombres. En les ;déco«jposaaî
-l'un -et l'autre en,leurs facteurs premiers (25)., on U-owvc

3i2=-23X.3x.*3, iSîr^s'xSXn.
n est -visible que s." et 3 sont les seul* facteurs communs -et
-que.leiir produit 22 X3 oh t2, est Je plus grand diviseurdiefT
cîi'é. Le .procédé suivant est plus court et plus'direct.

Observons que si a 33 divisait exactement 3 11 a32-seraS
le plus grand diviseur de ces -nombres puisque :i;32 ne-.peut«ea
avoir an :plus graud.que lui-inêine. Oa^essaier-a doriccette sdi-
"»!ision ij| mais on trouve le quotient a et le reste 4S-en torte

Divisons. toutes les .parles de cette cqnatMm.ipar nm diviseur
.«quelconque i3;2;ce .nosMbre 3 divisera
aussi 1 X i3z {voy~ n° 21,) :ainsi./{.8 doit être aussi .niuHjple

«1er le niRine nomhre que le quotient a-o4- Concluons de

îàvque toal diviseur commun à deux nombres jdivise, aussi le

-reste cde la On ne peut donc chercher
les^diviseurs .communs à.i. 3 12 et ,i3a. A

<|«e parmi les facteurs de 48, et par consé-
les npmbres, qui, divisent

.à la fois • .r. • .• .• 4^8. et. 1'32.



Mais la même raison prouve que 48 et i32 ne peuvent ad-

mettre de diviseur commun, à moins qu'il ne divise aussi 3i2,
et par conséquent 312 et i3a. Donc, non-seulement tous les

diviseurs communs au premier système A, le sont au second D,
mais réciproquement tous les diviseurs communs au second B,
le sont au premier A en sorte que chacun de ces deux systèmes

n'a que les diviseurs communs de l'autre, et les a tous. Le plus

grand des diviseurs de 3t2 et ià2 est donc aussi le plus grand

entre 48 et 1 32 qu'il s'agit maintenant de trouver.
La recherche proposée est donc rendue plus simple, puisque

48 est < 3 12. En raisonnant de même sur 48 et i32 on prou-
verait que leur plus grand commun diviseur est celui de 48 et
de 36, reste de la division de i32 par 48; que celui-ci est le

même qu'entre 36 et 12', en continuant toujours de diviser le

diviseur parle reste. On donné

au calcul !a disposition ci-con-

tre, en écrivant chaque reste à

la droite du diviseur, afin qu'il

occupe sur-le-champ la place convenable pour la division sub-

séquente. Arrivé au diviseur 12, on trouve que la division
réussit, et 36 = 3 X 12; ainsi 12 est le plus grand commun

diviseur entre 36 et 12; par conséquent aussi entre 48 et 36,

entre i32 et 48, enfin entre 3t2 et 132.

Donc., pour trouver le plus grand commura diviseur entre
deux nombres divisez fun par l'autre divisez ensztite le divi-

seur par le resteet continuez de la sorte ci rendre le diviseur
dividende, et le reste. diviseur, jusqu'à ce que vous trouviez

un diviseur exact; ce .sera le plus grand diviseur commun
cherché.

Voici encore deux opérations de commun diviseur l'une

entre 2961 et 799, il est 47 ) l'autre entre i
15 et 69, il est 23.

29. Remarquiez que, i°. le calcul conduisant à des restes saris

cesse décroissaus, on devra arriver nécessairement à un divi-



seur exact, ne fût-ce que l'unité,; dans ce cas, les deux nom-
bres proposés seraient premiers entre eux. C'est ce qui, arrive

pour 5o et. 21 dont le plus grand diviseur commun est 1. Il'
est fâcheux de ne pouvoir reconnaître ce cas à priori puis-.

qu'on a fait tous les frais de calcul pour arriver à un div,i-

seur inutile.
2°. Le plus grand diviseur de deux nombres devant diviser

tous les restes successifs qu'on obtient dans le cours de l'opéra;-

tion, s'il arrivait que.l'un de, ces restes fût .reconnu pour un
nombre premier et qu'il ne divisât pas le reste précédent, on
serait assuré que le calcul se terminerait à l'unité, seul diviseur
des nombres proposés par exemple, pour 82/j. et 3 19, lors-
qu'on sera arrivé au nombre premier 53, qui ne divise pas. i 33,

il est inutile de pousser le calcul au-delà.

3°. Pour obtenir tous les diviseurs communsà deux nombres,
il ne faut que former tous les diviseurs du plus grand diviseur

commun. Ainsi, celui de 312 et 182 étant J2 = 2ax3, dont

tous les diviseufs^sont 1, 2 3 4, 6. et 12, ces nombres sont
les seuls diviseurs communs à 312 et i32.

l°. Si, dans le cours du calcul, on reconnaît qu'un nombre
divise deux restes successifs, c'est-à-dire un dividende et un di-
viseur, on le supprimera dans l'un et l'autre; on contienuera

le calcul, et l'on multipliera le diviseur commun trouvé par le
facteur supprimé. C'est ainsi que 372o et 35. 10 sont divisibles

par 10, et on, a 372 et 32 1 la première division conduit au
reste 5.1. multiple de 3 aussi bien. que 32t ûtant le facteur 3,
il vient 101 et 17 dont le commun diviseur est t., ainsi celui
des nombres proposés est i X 10 X 3., ou 3o.

Mais si l'on reconnaîtqu'un reste a un facteur premierqui ne
divise pas le reste précédent, on peut,le supprimer sans.altérer
le communs diviseur cherché. En cherchant (p. 36) le plus grand
diviseur commun à 2961 et 799, on arrive au reste 564, qui
est multiple de ']2 d'ailleurs le diviseur 799 n'est divisible ni.



par 3', ni par: ;• stfppi'imaiit donc ce facteur* ta*, 56£povà?sTB
être1 remplacé par 4j> qu'on reconnaîtra dë suite- pour le ncwn^
lire éhercné. Cela?, suit de ce qu'on a dit (. n°2&)' sur' /a dS-
èbàipusilioTb des, iionibrés eii facteurs- prëritiers' communs.

3». iHiisqwe le plus grand commun diviseur- de deux nombres
doit divFser tous. les restes. donnés par l'opérai ion- iadiquée,,
cherchons- îes>quolieiîs successifs de ces divisions; Reprenonsde 2961 et 'jggr,
et carrelions- combien- 4^
est coatepu de fois dans- la
série- des. diviseurs. Il est
d'abord' visible q,'ùril" estt.
lois dans- 47V et fois- dans. g4j on posera r sous 41 et 2 sous
94. On. a ?.35: = a X 94 + 47, d'eu 2-X

-fî-
y2 v7 47 47

= 2 X 2t -f- 1 ou 5, qu'on écrira sous- 255. Ce. chiffre 5 a, été:
obtenu, en niultiplraiit entre eux. les deux chiffres écrits sous
«4, et ajoutant au produit le 1 qui est à droite dans la- der-
nière1 ligne. De même, pour obtenir le quotient de 564 Par
47V on a 564 = 2: X 235 -£- g4 dfoù -j-^ = »X 5 -f- 2==iï^

qu'bm posera sous 564. On contiBuera multiplier entre eux.
Ifes deux chiffres-écrits sous 564, et à ajouter le cTiiSTre à droite-

Voici la série' des calculs à partir du chiffre 5-.

a x 1. -f- f = 5, 2 x 5 + 2= 1:3

1 x t% -if 5 = 17,. 3. x 17 + ru, = S3V

Céeàlcnï, aiiq-iieî' nrnis frotivèrÔB»parla sn;ité(u'>564'ét 565$

ane grande utilité peul ici nous servir 3 composer deux rioin-
Bres pour lesquels on donne le commun diviseur r le nombre'
de divisions nécessaires pour tetroimir, ef les q.ttotiens succès^
sifs. Après avoir écrit ces qatotiens-- formant la- deuxième ligne,
en en déduira la' troisième ligue- par le calcul ci-dessus eriCre

prenant les Jeux plus grands* résultats^ oti les multipliera par
Be fadeur commun proposé;

"'S'aici CBcorê deux escinples, l'Un, pour n5 et 6g;, dont fe^



commun diviseur est 23 qu'ils contiennent 5 et 3 fois l'autre

pour 3o85.et 910, qui contiennent. £1.7 et i8i fois le divi-

seur5.
3:ii 'Pour obtenir le .plus grand commun diviseur entre le»

quatre nombres 1 50/96, 4° -et 200, on trouvera d'abord celui
de 150 et go' qui 'est'3o j le nombre cherché est donc déjà un
des facteurs de 3b»; puis on trouvera lëplus grand commun di-
viseur de 3» et 4D, qui- est Io>i enfiri' celui de 10 et 200, qui
est io c'est le nombre cherché. Les quatre nombres proposés
n'ont donc d'autres diviseurs communs que !,2,et 10. Ce pro-
cédé' -s'applique à. tant' de \riombres qu'on voudra..
3z. Etant' donnés plusieurs nombres, tels'que 2, 3, 4, 6, 8

et !2, cherchons Il t
est d'abord clair que puisque 2 3 4 et 6 sont contenus exac-

tement dans 8 ou 12 tout'nombre divisible par ces deux der-
niers, Te. sera nécessairement par les autres, auxquels il est

par conséquent inutile d'avoir égard. En composant un nombre
qui renferme tous les facteurs de 8 et 12, on est assuré qu'il
est divisible par tous l'es nombres donnés; et si en outre, • jl ne
contient que les facteurs de 8 et 12, il est le plus petit divi-
dende demandé- Ainsi on a 23,X 3 ou »4 pour 'le nombre
cherché- On vciitidonc que, pour obtenir le, élus petit nombre di-
visible par.des quantités données-^ après- avoir supprimé celles

Vesautres^on ne s'occupera que de celles-
ci. t qu'on décomposera 'en leurs facteurs premiers. Le nombre
cherchésera-forme- dup'roâuit de lous-cea facteurs cl/acunélevé

à la puissance la- plus haute qui l'affecte dans ces. divers re-

• •
jo, i5, 8, 2.4 > *2 et & comme

ay'3 6;S et 12 'diyisent 24 et que 5 divise io, on ^n'aura
égard, qu'a, 10, iS" et 24 ou 2 X 5', 3'X 5 et 2:i-X 3. le 'plus
iietitdivi^iidé'clierchc est donc 23 X ÎX 5 = iao< -T



Des Conditions pour qu'un nombre soit divisible
par 2, 3, 5, 7

33. On dit qu'un nombre est pair, quand il est divisible par 2.
Soit un nombre quelconque, tel que 476; on le décompose en
dixaines.etunités, savoir, 470-{-6==47X10+6: la 'première
partie 47 X io est divisible par 2 il faut donc que la seconde
le soit, pour que le nombre proposé soit un multiple de 2. Ainsi
tout nombres terminépar un chiffres pair jouit seul de la pro-
priété d'être pair, ou divisible par 2.

En décomposant le nombre en deux parties, dont l'une soit
formée des 2, 3. derniers chiffres, on voit de même que,
pour qu'il soitdivisiblepar 4, ilfautque les deux derniers chif-
fres fassent un multiple de 4 pour qu'il le soit par 8 que les
trois derniers fassent un multiple de 8 etc.

De même un nombre n'est multiple de 5 qu'autant qu'il est
terminépar o ou 5. Il n'est divisible par io, que lorsqu'il l'est
par 2 et par 5, c'est-à-dire lorsqu'il est terminé par un zéro.
On trouverait aussi les conditions de la divisibilité par 25,
50, etc.

34. Divisons 10 par un nombre donné', tel que 7; le reste
est 3;' celui de io'o, ou 10", divisé par 7, est le carré de 3
(voy. n° 22) ou plutôt 9 7 = 2. De même celui de io3, ou
10' X 10, est 2 X 3, ou 6; celui de 104 est 6 X 3 = 18, ou
18 i4 4, etc. En multipliant chaque reste par 3, et.ôtant 7
s'il estpossible.onauradoncainsilesrestessuccessifs1,3,2,6,4, **>

de la division par 7, des nombres 1, 10", ioa, io3, io4 et ios; mais
arrivé à 106, le reste est 5 X 3 = 15, ou plutôt i5 14 = 1.
Une ,fois qu'on retrouve l'un des restes précédens, c'est une con-
séquence du calcul même qui conduit à ces résultats consécutifs,
qu'on les verra se reproduire périodiquement:, en sorte qu'en
poussant indéfiniment les divisions 'par 7 des puissances isuc-
cessives de 10 on retrouvera toujours ces restes dans'.le même
ordre. Les nombres (1, 3, 2, 6, l, 5) qui se reproduisent



continuellement sont ce qu'on nomme la Période. Veut-on
savoir le reste de i o'9 ? il est le même que celui de i o5, en ôtant

les multiples de 6 compris dans 29, attendu que la période

a 6 termes-, ce-reste est 5. Celui de io'S est le même que pour
10' ou

On pouvait d'avance être assuré de l'existence de cette pé-

riode car le reste de la division parétant < 7 ,il ne doit au
plus y avoir que ces six restes 1 a 3, 4, 5, 6, qui viennent seu-
lement dans un ordre différent de celui-ci on est certain de ne

pas trouver zéro ( n° 24 ) la division ne pouvant être exacte. Il

s'ensuit donc qu'on doit, après six divisions au plus, retomber

sur l'un des restes obtenus; alors la période recommence puis-

qu'il faut reproduire les mêmes multiplications par le premier
reste. Donc, les puissances de 2 et 5 exceptées, quel que soit le 'di-

viseur de la suite indéfinie 1 io, 101, 1 o3 les restes successifs

formeront toujours une période, dont les,termes seront en nombre

moindresque ce diviseur n'a d'unités. Si le diviseur est un nombre

premier, là période commenceaupremier reste. En effet, prenons
le diviseur 7, et soient 10'8 et 1012, deux dividendes qui donnent
le même reste, la différence io'8– 10'*== io" X ( io6 i ),
est ( n" 19) un multiple de 7 c'est-à-dire que io6 1 pst divi-
sible par 7 puisque 1o" ne l'est pas (24, i°. ) donc 106 divisé

par 7 donne le reste 1 lequel fait par conséquent partie de la
période, et la commence.

1°. Prenons 9 pour diviseur, le reste de est r; donc la pé-

riode est le seul chiffre i -.«c'est-à-dire que toutepuissancede io,
divisée pur Qjdonne le reste 1 .On peut en conclure (n° 22) que 20,
200. divisés.par 9, donnent le reste 2;; que 3o, 300.
donnent 3 que 4° > 4°°-- • donnent 4, etc. Or, un nombre
tel que 8;53 peut être décomposé en unités, ou
8000 + 700 + 5o -f- 3; en divisant par 9, les restes sont
8 7 -f- 5 -f- 3 23; ainsi le reste de la division d'un raonabre

par g est le même que le reste que donnerait la somme.de ses chif-
fres considérés comme exprimant de simples. unités. Rien n'est
donc plus aisé que de trouver, le reste de la division d'un nombre



Par~9' pour 875?,. par exemple, ce reste. est le raênre'epïs
pour 2'3, on-2 -|r.3;=5-. Si, la st>inmedesxshiffies-e$tun.mullipte;
de. g, le nombre est.divisible.parg;

les
mais- dans un ordre différent, ils donnent donc les mêtîies.restes
dela diy,isiôn.par-9.; leur, (Kffinenceest. donc (,n° i<5) un multiple
4e. g,

2°. On verra- aisément que ces. propriétés appartiennent aussi
au notubve. 3.

3°. Silediviseuv est,7, la période' est
ï.,3,.2, 6j 4.et5',SoitledJriden^e 1352,7^4,2,

en le décomposant en 2, -fc 4ft ;+ 5oo.
+ 7.000-fr! les. restes de ces. nombres, di-
visés par, 7j spnt respect ivemeat les munies
que eeax: cle, la période répétês, 2, 4 5ç,

1~ fois. ou.écrira eiïsensiuvér^e les nom-

bres de. la', période sous, lès chiffres consé-
cutifs de, la. quantité proposés,
le: voit ei-ctessus on multipliera ensuite.
chaque cbiffie par celui qui est au-dessous.
La somme ro5 des produits a le mêmereste
de la division par 7, que le,nombreproposé
divisé par 7; et jBommecelui de 105 est o, l'un et l'autre son
des multiples de7.•••

Oljservezqu'au lieu d'évaluer les quotiens par défaut, on peut,
les prendre par excès c'est-à-dire du'il est indifi"érent de poser
io(; égal à 7X 1428-^4, ou à 7X1429– 3. Des nombres- 1,- 3, 2, 6;.
4' et 5, qui forment lu. période, on peut donc remplacer les trois
derniers par leur; supplément il 7, ou i ,'3 et 2 qui seront les

restes soustraits des multiples de 7, c'esi-àclir& les restes I!éga-
<s(no4). La période est réduite aux trois îsoiubrej iy'S.2; seule-
ment les produits sont tantôt additifs et tantôt soXtslract ifs.
A insi l'on partagera les nombres en «tranchesdé troischiffres/
et il faudra soustraire des autres les .produits donnes par les
lranches de rangs pairs. Le calcul se dispose eomn»e-OR v&i t ci-

dessus, où la barre est placée sur les facteuus dont les produits



soraï soasïràcttfs. lei le restes de la division «Je i352754> par 7

es* le même que celui de 3© 23 = 7,. ou zéro.

40, Dememepourlediviseur nr.après avoir

riode est 1, r», on peut remplacer 10 par h-i»,;ou i, dont le

produit devra être soustrait, c'est-à-diréquelapériode est-f 1

1. Donc 1 si l'on tous- les- ehip-es-de -rangs impahùcTurv,

nombre propos' qu'on en retranche dix somme des chiffres de

rangs: pairs le reste serca relui- de; la. division de ce nombre

par ir..Pour'j32g:3i, on a ï-fg-j-3=ï3,. 3+2 + ?= *2

,3 IX) ou. r> est le reste deiadivision de 732 9Î* par.tt. De-

même, peur, 4.29.180, on aura w+ +»=:3'i 84-9+4 ZT*

et, e&m-mesm rie ]ieat ôter 2p de 3-, il faudra ajotuter à 3-xm mul-

tiple suffisant de n, tel.queWi.aloïSOri a»ira22-l-3~ 2'1 = 4»

qui est le reste elierclié. 63- 61 3. est. 11 » multiple de 11 , puisque

5°. Le -iriêHie- principe moittî-e que le diviseur 3^ engendre la
période h, rOi et z&r composée de trois nombres seulement

et comme 26-petit être remplacé par 1 1 qui en est le snp^é^

nveut à 3-7 ,_la période est. ( 1 r 1» et– i^)- D'après cela, jjour

savoir si 17 538 224 est multiple de 37, j'ajoute les chiffres de

trois en trois rangs, savoir

Je iHuttiplie ce» résultats respectifs par t 10 et i r; et j'ai

,9.^=60^ 77, ou z, pour' le reste de la division du nombre

proposé par 37.
&>. Lorsqu'on divise un nombres impair par 6, le reste ne

peut être que i, 3 où 5; ou bien 1 3 et i, en remplaçant 5

C). Quand la quotité d'es termes de Fa période d'nn diviseur premier n est

pas précisément ce diviseur moins un élle est pallie aliqnolcde ce nombre.

C'est ainsi qne,, ponr 1 3 fa pkiotle i*'a pas- 1 2 termes- mais seulement G et

6 divise 12. De même, pouc le divisent Il, la. période n'a que 2 termes, et 2

est facteur de 11 r, oit 10 enfin pour 37, h pério'lc est Tonnée de- 3 non!-

Ares settlement, et 36 admet le facteur 3. Voy, ks Recherches aiitK.. sfc

Gauss,. n° 3-1 a» '*



par- i Ainsi le reste ne peut être que i ou -1, si le nombre
n'est pas divisible par 3. On voit donc que, dès qu'un nombre
n'est divisible par 2, ni par 3; il ne peut donner, pour reste de
la division par 6, que l'unité positive ou négative(*).

Preuves des quatre Règles.

35. Comme on peut commettre des erreurs dans un calcul, il'
est utile de s'assurer de l'exactitude du résultat par une opéra-
tion qui en est la preuve. Pour qu'elle conduise au but qu'on
se propose,'elle doit être plus facile à pratiquer.que la règle
même, car elle serait plus sujette à erreur. Ainsi, quoiqu'on
puisse vérifier une multiplicationen divisant le produit par l'un
des facteurs/et voyant si l'autre facteur vient au quotient, on
sent que ce procédé pénible n'est pas propre à faire distinguer
si l'erreur est. dans la multiplication ou dans la division.

io. On vérifie l'addition par l'addition même. Si l'on a fait le
calcul en opérant de haut en bas, on le recommencerade bas en
haut. ou bien on coupera l'addition en plusieurs autres; ou l'on
ajoutera aux divers nombres donnés des quantités qu'on ôtera
ensuite.

On peut aussi commencer ce calcul par la colonne
de l'ordre le plus élevé. Ainsi dans l'exemple ci-
contre, la colonne des mille a 6 pour somme; et comme
on en a trouvé 7, 7 6, ou i qu'on pose sous le 7,
annonce qu'on a rcporté 1 à cette colonne, et que -par
conséquent celle des centaines a donné, non pas 3,
mais 13: Cette colonne ne donne que n 13- 1 1 est donc
la retenue des dixaines, qui ont fourni 25, etc.. à la colonne
des unités, on doit trouver o pour différence.

(*) On rlit algcbriqnemcnt que tout nombre premier (excepté 2 et 3) est
comprisdans la forme Gn ± i n étant un entier quelconque, Il ne serait pas
vrai d'avancer que, réciproquement, tout nombre de cette forme soit premier.On n'a pu réussir encore a trouver une formule qui renferme tous les nombres

s premiers et ne comprenne que ces nombres.



2°. La preuve de la soustraction se fait en ajoutant le reste au
nombre-soustrait; on doit retrouver le plus grand des deux
nombres donnés.

3°. Pour la multiplication, oti échangera le multiplicateur et
le multiplicande ( n° Il); ou bien on multipliera ou on divi-
sera les facteurs par des nombres arbitraires, et le produit aura
éprouvé un changement déterminé par ce qu'on a dit n° i3 il
sera aisé de vérifier si cette conditionest. remplie.

4°. Si l'on multiplie le quotientpar le diviseur,et si l'on ajoute
le reste, on devra trouver, pour résultat, le dividende ( n° 16). Il
est aisé de vérifier ainsi toute division. On a encore une autre
preuve de cette règle, en multipliant ou divisant le diviseur et
le dividende par un même nombre; le quotient doit rester le
même (n° i5, 1°.).

5°. On pourra aussi vérifier la division et la multiplication,

en divisant par un nombre quelconque, les deux facteurs et le
produit, puis voyant si le produit des restes des facteurs est égal
auresteduproduit(ri°22);commeles restes sont faciles à trouver

pour les diviseurs 9 et Il (n° 34, i°. et 4°.), on les préfère ordi-
.nairement pour cet usage. Nous eh donnerons ici un exemple.
On a trouvé, page 19, que 53 687 X 908 = 48 747 796. Pour
vérifier ce calcul; ajoutons tous les chiffres de ces trois nombres
et supprimons 9 chaque fois qu'il se rencontre; les restes se-

ront 2 8 et 7. Or 2 X 8=- 16, et 7 est le reste de puisque

6 i = 7 donc l'opérationn'est pas fautive, à moins cepen-
dant qu'il n'y ait quelque compensationdans les erreurs, ou des
chiffres déplacés, etc.

Si l'on veut prendre 11 pour diviseur, il faut'retrancher les
chiffres de rangs pairs de ceux. de rangs impairs dans les trois
nombres.(n° 34, 4°.); on a 18 -i 17 0==I7> ou 6,
25 27 =• 2 ou 9 (supplément de 2 à 11). Pour que la
multiplicationsoit exacte,,il faut que 7 X 6, ou 42 divisé par 1 1,
donne le reste g; ce qui a lieu en effet..

En divisant 700 200 o3i par 683 679, ona 1024 pour quo-
tient, et 1 12735 pour reste (p. 28), ajoutons"les chiffres qui



-composent 'ces noniibrcs, pour trouver les restes <fe:leurdivision
restes sont poiw^le dividende, 3 pour te diviseur, y

pour te quotient, et i pour le reste, le produit 7 X 3 ou.-aj
ajouté^ un,; donne 22 Ou 4 -ainsi 4t'°'t ^rc le

sion du dividende,par 9; ce qui se vérifie. 'On dispose le calcul
de ces deux.preuves comme iisuit

IL. DES NOMBRKS FRACT10KNAIRES.

Nature é.t transformation cles Fractions.

36. Mesurer une chose, c'est donner -l'idée precise de sa
Candeur en la comparant 1 celle d'une filtre {le même espèce,

qui est 'déjà cûnnue; et qu'on prend pour urdlë. Si l'unité est

contenue un nombre de fois exact ,-cette quotité est la mesure
sinon on peut prendre une autre unité qui remplisse cette con-
dition; car sa grandeur est absolument-arbitraire -et indépeh^

<lante de la chose qu'on veut mesurer; en sorte qu'on peut ex-
.prinuer la grandeur de celle- ci par des nombres très différens,

suivant 'qu'on prend telle ou telle unité.
Pour acquérir la. connaissance préalable de plusieurs' gran-

'deurs ou unités de chaque espèce,' on diyisel?unité. primitive en

portions égales, dont le nombre soit tel, que l'une -des divisions

soit contenue exactement dans la chose à mesurer' et c?est cette
partie qu'on prend pour nouvelle unité.'La mesiiretstaloi-s.cc
ou'on appelle une -Fraction c'est-à-dire urie:ou plusieurs parties

de l'unité. "Lorsqu'on dit
tièmesde l'unité, il faut en tendre qu?aprcsavoir 'partagé l'unité

en sept partieségales, cinq de cés parties ont formé un assem-
"Wagc:çgalà èéitc chose;.

11 suit de là que' toute -Trac*f ion' doit êtreçnoncée à 'l'aide de



<fecK iiOTiïbres Vùri qu'on -nomme [Dénominateur*marque en
'eombieivde -parties l'unité est divisée; l'autre ,qui''est le Numér
rateur indique combien -on 'prend de .ces' parties: 'dans cinq

septièmes, '5 est le numérateur, 7 'le dénominateur.' On'écritoes
deux; nombres <cn les séparant d'un trait, le M«inéràteur\ placé

.enle dénominateur en dessous, f- Les fractions 5, i» j»
s'énoncent 'une demie, un tiers, un quart. Pour toutes les
autres on lit les deux 'chiffres,

en ajoutant'Jafinale'ièwwau ïlé-
•nominateur §, – se lisent 5 huitièmes', onzièmes.

37. Cour multiplier par 7 comme chaque septième pris
'fois donne funité, nos 7- produisent 5 .unités, ou X '"]' 5;
,donc toute fraction multipliée par son dénominateurproduit le
numérateur.

Ilsuit de la que est le quotient 5 divisé, par 7, d'après la
définition (no5i), c'esSWà-dire que toute fraction £st lejqùoiientde
.la division du numérateur par le dènominateur-j'el c'est' pour

.cette raison qu'ont écritde même une fraction et une division.
Le quotient, de 4? divise par 7, est donc 6 -J-'y>,f.puisqu?en
multipliantcette quantité par j, on a ,fyh -f- 5, pu fyj^.Jiàac^si

au quotient entier dJ unedivision+on ajoute imefracûonquiait Le

restepour numérateur, et le diviseur pourdénominateur, on aura,
le .quotient exact. ,723121,46 '8369 -donne 8&o pour quo-
tient, et 3986,pour reste; le-quotient exact est

Donc, i°. si'le numérateur elle dénominateur sont égaux, la
fraction vaut i; ce qui est d'ailleurs 'visible de soi-même:

2°. Si le numérateur surpasse le dénominateur /la-fractioiVest
plus grande que l'unité; (on 'l'appelle. un Nombre. fractionnaire
le mot fraction s'appliqiiant'-plos ordinairement aux nombres
qui sont < i. On- extrait -les entiers -contenus dans une frac-

;tUv!sé'par"5, -est = 7 '+ Il -est;en effet évklcnfque, notre
unité otant partagée ça 5:parties, la'fraction contient'autant
*l'unités qu'on prend 'île fois 5 parties ou autant qae 3^ con-
îieHt 5.



Réciproquement,pour convertir les entiers en /factions j il
faut les mnltiplier par le dénominateur pour réduire 7 en
cinquièmes, on multipliera par 5, et on aura 7 = de

3°. Diviser un nombre par 2,7,9,11. c'est en prendre
la moitié, le 7e, le ge, le 11e.

4°- Prendre les d'un nombre, c'est le couper en 7 parts
égales, et prendre cinq de ces parts. Il faudra donc diviser ce
nombre par 7, et multiplier le quotient par 5 De ces deux
opérations,on peut faire celle qu'on veut la première (p. 21, 4°0-

Ainsi, les de 84 sont 5 fois =5 X 12 =60, ou

38. Lorsqu'on augmente le numérateur seul, la fraction croît,

parce qu'on prend un plus grand nombre de mêmes parties de
l'unité. Si l'on augmente le dénominateur sans changer le nu-
mérateur, la fraction diminue; car l'unité étant divisée en plus
de parties, elles sont plus petites, et on en prend un même nombre.
Ainsi on peut, dans certains cas, reconnaître de suite quelle est
la plus grande de deux fractions 5 !•

Il est aisé de voir qu'en doublant les deux termes d'une frac-
tion, sa valeur demeure la même; car si l'on double le dénomi-

nateur 7 de chacune des parties sera partagée en deux,
puisque l'unité en contiendra 14 au lieu de 7. Pour avoir la

même grandeur, il faudra donc prendre deux parties au lieu
d'une, 4 au lieu de 2. enfin I au lieu de 5; et 4 sera = f.
En triplant et 5, on aurait de même V7=y etc. Donc la
valeur d'une fraction ne change pas lorsqu'on en multiplie et
par conséquent lorsqu'on en divise les deux termes par un même
nombre = = tz Tt = tïï > TïZ ï-

Nous concluronsde la que, I°. pour amener les fractionset
être affectées d'un même dénominateur, multiplions les deux

termes 5 et de la première par 4,'et les deux termes 3 et 4 de

la seconde par 7 nous aurons et 7–– ou ff et| 1 est



clair que ce calcul,qui ne change pas la valeur des fractions,
leur donne le même dénominateur 4X7 = 7X4. Donc on ré-duira deux fractions au même dénominateur,J en multipliant
les deux termes de chacune par le dénominateur de l'autre
fraction. Il est donc bien facile de distinguer quelle est la plus
grande de deux. fractions données; par équivaut

Le même raisonnement prouve que, si l'on a plus de deux
en multipliant les deux termes de chacune par le

produit des dénominateurs de toutes les autres j on les réduira
au même dénominateur, qui sera le produit de tous ces déno-
minateurs. et on multipliera les deux termesdepar 4 X 7 = ?.8, ceux de par 3 X 4 =. 12 enfin ceux

La réduction au même numérateur se fait aussi facilement,
et pourrait également servir à distinguer quelle est la plus
grande de plusieurs fractions.

2°. On amène aisément toute fraction à recevoir pour déno-
minateur un nombre donné, qui est un multiple exact de sondénominateur actuel. Ainsi, £ peut prendre 60 pour dénomi-
nateur, car 60 = 5 fois 12 et en multipliant les deux termes

Lorsque les dénominateurs ne sont pas premiers entre euxla réduction au même dénominateur peut donc beaucoup sesimplifier. Pouret i, on voit de suite qu'en multipliât par 2 les
deux termes de 5, on a qui a même dénominateur queJ?. De
mêmeet f, deviennentf et §. Pour -£ et f on multipliera 7 et
12 par 2, puis 5.et 8, par 3, et il viendra £ et if. En général, on
cherchera (n° 32) lé plus petit nombre divisible par tous-lesdéno-
minateursproposés et on pourra faire servir ce nombrede déno-



La réduction au même dénominateur est ainsi faite sous la

forme la moins composée.
3°. Toute fraction dont les deux termes contiennent le même

facteur, prend une expression plus, simple par la suppres-
sion de ce facteur, et elle conserve la même valeur. Si l'on amène

la fraction à ne plus avoir de diviseurcommun à ses deux termes,

il sera désormais impossible de lui faire prendre une forme plus

simple; car si et 1étant premiers entre eux, on admettait,par
exemple, que •£ peut être réduit à la valeur moins composée i,

on aurait, en réduisant au même dénominateur -yj
ou 7X4=3Xii- Ce qui est absurde (n°24,5°), puisque

3/n1 devrait être divisible par 7.
Ainsi pour réduire une fractionà une valeur égaleplus simple

;'i
et irréductible, il suffit de supprimer tous les f acte urs communs

ii à ses deux termes.
Pour cela, on décompose ces nombres en leurs facteurs pre-

miers (n° 25), et on ne laisse subsister que ceux qui ne sont pas

communs. Il est plus simple de chercher le plus grand commun
diviseur des deux termes ( n° 28 ) et de diviser ces termes par
ce diviseur. Ainsi pour î-£fâ on a trouvé ( p. 36) que 47 est

'le plus grand commun'diviseur de 799 et 2961 divisant ces

nombres par 47 on a -g^ pour la plus simple expression de gfâ.
Nous avons même indiqué (n° 30) un procédé facile pour dé-I duire les termes cherches de la série des quotiensqui con d uisent

au commun diviseur. Voici le calcul pour les deux fractions ^Vâ

A et -MJL} qu'on réduit à /£• etfj, lesplus.grands communs di
viseurs étant 27 et 59' ( V. n" 3o. )

Une fraction peut se mettre sous une infinité de formes-,

et, sans changer de valeur, on peut l'exprimerpar des nombres'

très différens mais il est plus aisé de se faire une idée juste
de sa grandeur, lorsqu'elle est mise sous la forme la plus simple



40. ,Lorsque deux fractions sont égales,
avec lci somme ou Indifférence des numérateurs et celle des dé-

fractions équivalent à les numérateurs sont des multiples
de 7, et les dénominateurs, les mêmes multiples de n or, il
est clair que 35 + x4 est également un-multiple de 7 et que55 + 22 est le même'multiplede 11 donc = J-.

La soustraction réitérée, terme à terme, simplifie déplus enplus la fraction composée qui, sans changer de valeur finit
par devenir l'expression la plus simple, si l'une est irréductiblè.
En effet, tant que les termes de la première ,sont plus grands
que ceux de la seconde, la soustraction est encore posssible; et
lorsqu'enfin on ne peut plus soustraire, si le,résultat était diffé-
rent de la seconde fraction qu'on suppose irréductible, il s'en-
suivrait que celle-ci pourrait avoir une expression égale, conçue
en termes moindres, contre l'hypothèse. Donc, de deux fractions
égales si l'une est irréductible, les termes de Vautre sont les
mêmes multiples de'ceux de lapremière

Addition, Soustraction, Multiplicationet Division.

39. Rien n'est plus aisé que d'ajouter pu de soustraira des
fractions qui ont même dénominateur on ajoute ou l'on re-tranche les numérateurs, et le dénominateur reste le même

{*) Cherchons les nombres x et y, qu'on peut ajouter ou Ôter aux deux termes
d'une fraction sans nn changer la valeur, ou En réduisant au

même dénomina teur, il vient ay= bx, et divisànt par bj,~ donc, les
nombres qu'on peut ajouter ou ôter aux deux termes d'une fraction,
sans en changer lit valeur, doivent former une fraction égale à la pro-posée. On voit quexne peut être-y qu'autantque a =b; c'est-à-direqu'on
ne peut ajouter ou ôter le même nombre aux deux termes d'une fraction, quelorsqu'elle est= 1.



Si les dénominateurs ne sont pas les mêmes, on commencera

à ramener les fractions à cet état (11° 38, i°. et 2°.). Ainsi

Pouri + § + I +Tï + l Tï> on trou'
vera 120 pour le plus simple dénominateur (n° 32 ) les numé-

rateurs deviendront 60 -f- 80 + 72 + 84 + 56 + 100 45

3o 50 ou 327 ainsi le résultat cherché est 7H ou 2 +
Lorsque les fractions sont accompagnéesd'entiers,on opère

séparément sur
les

unes et sur'les autres. Pour ajouter 3 +
avec 4 + |, on prend i +.f = ou

x 4. ij on pose et on retient i qui,
ajouté avec 3 et 4, donne, pour la

somme cherchée ,8 + j-
De même pour ajouter ri -f-

4+ 1, .2 -f- I, et 3 + on trouve
Aï ou 3 + -3 pour sommedes fractions;

on pose 3 et on prend 3-+- 11+4+24-3 = 23; donc la

somme est 23 +
Pour ôter 1 +de 3 on Ole de et 1 de 3 on a pour

reste 2 -f- -• De i3 si l'on veut ôter 7 + f comme on ne
peut ôter 1 de 5 on ajoute 1 et
on cherche | i on trouve f puis

on ajoute de même i au nombre à

soustraire ( p. 12), et on dit i3– 8=5;
ainsi 5 + { est la différence cherchée.

4o. Multiplier par 3, c'est ajouter 3 fois f ou 1 + 1 + f;

ce qui se réduit à répéter 3 fois le numérateur 2; f X 3 = f

Pour multiplier une fraction par un entier il faut multipliet

le numérateur par l'entier;on pourrait aussi diviser le dénornina-

teur, s'il était un multiple de l'entier; car X 2 donne
–rr~

et supprimant le facteur 2 commun aux deux termes, on a |
l'opération s'est réduite à diviser par 2 le dénominateur de

On trouve de même X 36 = X 2 = 22; ^Xi2=x-
Réeiproquement pour diviser une fractionpar un entier il



faut multiplier le, dénominateur. ou diviser le numérateur par
cet entier. Car, suie numérateurest, un_multiple du-divtseup,

comme pour puisque, si
l'on multiplie par le diviseur 5, on retrouve le dividende. Mais

si le numérateur n'est pas un multiplie du diviseur, comme
pour f 5, on peut aisément le rendre divisible par 5, en^mul-

tipliantresdeuxtermespar5;.ona– 7V; la division par 5

donne donc calcul qui a consisté. à multiplier le dënominar

teur 7 par 5.

4i Venons-en aux cas où le multiplicateuret le diviseursont
fractionnaires, prenons,par exemple, 3 X f • D'après la définition

(n°'3) de la multiplication, on veut donc répéter le. multipli-

cande 3'autant de fois qu'il y a d'unités dans le multiplicateur |j
mais puisque ce dernier. facteur. n'est que les f de l'unité, il est-

clair qu'on ne veut ici prendre que les de ce que donnerait 1
fois 3, savoir les 5 de'3: Donc en général multiplier par c'èst,
prendre les § du, multiplicande (*). i"

(") On voit que le mot multiplier a denx acceptions, suivant que lemulti-

plicaleur est> ou < i.: on répète le mnltiplicande .plusieurs fois dans un

cas, tandis. que, dans l'autre cas, on n'en prend qu'une partie marquéepar la

'fraction muJti|)licateur. Le produit contient le multiplicanrle autant de fois

que le multiplicateur contient t quand ce facteur est entier; et le multipli-

cande contient le produit autant de fois qne I contient le multiplicateur,

quand celui-ci est < 1.
par exempte, pour il=3x 4, il. est. clair que 12

contient 3 quatre fois, et que 4 contient y aussi quatre. fois; et pour
6 = 3 x- le multiplicande3 contient 5 autant de fois que 1 .contient car
il est visib!e,que

c'est de fois on 2.fois et,demie(des deux côtes. Donc si

l'on convient de donner au mot composer i'açceptionaétiveet passive de cnnr
tenir et être contenu,,on pourra direque le produit est, dans'tous les cas,
composé avec le naultiplicande, comme le nzultiplicateur l'est avec l'u-
nité. C'est ainsi que M. Lacroix expose'les principes dela mnliiplication des

fractions; on voit qu'il y suppose tacitement. les deux acceptions .du mot
multiplisr, en donnant au mot, composer là double définition. dont il vient,,

d'être question, '



Nous avons vu (n? 37, 4°-) que, pour prendre les § de 3, il
faut multiplier 2 par 3 et diviser par 5 | X 3 = 3 X |. De
'même multipliér 1 par'?, c'est prendre les de }; il faut donc
former parts dans la grandeur S et en prendre 5, ou multi-
plier.par 5 et diviser le résultat par 7 la première de ces
-opérations donne '-i et la seconde

Donc, l°. pour multiplierdeux fractions, il faut multiplier
terme à terme, c'est-à-dire diviser leproduit des numérateurs

par celui des dénominateurs.
20. Le produit est plus petit que le multiplicande,quand le

multiplicateur est une^fraction moindre que 1.
3°. On peut intervertir l'ordre des facteurs, comme dans la

multiplication des nombres entiers (n° 1 1 ).
4°- Lorsqu'il y a des facteurs communs, il convient de 'les

supprimer avant d'effectuer les multiplications; par exemple,
des | desdel'unité, c'est ce qu' on nomme une

'Fraction de fraction il faut effectuer le produit§ X X § X f
2X3x5x4 2 1 •ou g en supprimantles facteurs o,

4 et5.
5°. Le carré/le cube,, et en général toute puissance d'une.
fraction se forme en élevant les deux termes à cette puissance:,

par exemple, le carré de est §lX' j = f te cube estf X f
==?: jy etc.; donc si la fraction proposée est irréductible, lapuis-
sance l'est pareillement (n° 24.) 6°.)

6°'. Pour multiplier 5348. par 7^, on
pourrait multiplier 5348 par t3 et divi-
ser le produit par '16,; mais comme le
multiplicande est un nombre assez fort*

''il est 'plus court de décomposer i en
parties aliquotes, c'estJà-dire en frac-
tions qui', réduites, aient i au numéra-
teur, savoir:

Oa prendra donc d'abord la moitié de 5348, puisse quart,,

il



qui est la moitié du résultat qu'on vient
de trouver, puis le seizième] (quart du
produit précédent).

On voit ci-contre le produit de 356

par 2-3 -f où l'on a décomposé § en oU'
'i, et joui.

Le quotient dedivisé parest une
fraction qui, multipliée par f pro-
duit 4 il est visible qu'il suffit d'introduire dans 4 les fac-

teurs 5 et 7 l'un en bas, l'autre en haut; car,. lorsqu'on.

voudra
multiplier par f,. après

que les facteurs com-

muns auront été supprimés,on retrouvera i. Donc,pour diviser

par une fractionon la renverse et L'on multiplie. f

O 5 33"i; 10 3 4 • 5 TE-

Le quotient est d'ailleurs plus grand que le dividende, quand:
le diviseur est moindre que l'unité.

Si'les fractions renferment des facteurs communs, il ne faut

pas. attendre que la multiplication soit effectuéepour les sup-
est la même chose que 2 • ~$ï-

= f i=4-
42. Lorsqu'il y a des entiers joints aux fractions j. on les. |

Observez qu'il est souvent plus court.
d'exécuter séparément la multiplication
de chaque partie,- et d'ajouter. Pour
3tX8, on multipliera par 8 d'abord j,
et ensuite 3; on aura ou 2, et 24', le
produit est donc 26. L'exemple ci-contre
'montre le développementdu calcul de
45| X 1 7 3 :'on multiplie 45 par t.7, par



| 45 par f, et 1 par 1 la somme de ces résultats est 8o8 z
produit cherché.

Dans la division, on peut chasser le dénominateur du divi-

seur, en multipliant les deux quantités proposées par ce même

dénominateur, ce qui n'altère pas le quotient'(n° 15, io.)..Pour

diviser 2 par 3 f, je multiplie ces deux nombres par 6; j'ai 14

à diviser par 23' ou £f. De même, 125 i 18 |:= 5oi 3

Des Fractions décimales.

43. L'embarras qu'entraînent, dans les calculs, les deux

termes des fractions a inspiré l'idée de fixer d'avance le déno-

minateur et de le sous-enteridre, ce qui donne lieu à deux sortes

de dispositions, les fractions décimales et les nombres com-

plexes- mais les unes,et les autres sont assujetties aux règles

données précédemment, qui seulement dèviennent plus simples.

Occupons-nous d'abord des fractions décimales.

On a vu (no 6) qu'un chiffres vaut dix fois moins que s'il oc-:

cupait la place qui est à\sà gauche si l'on continue la même

-,convention à la-droite dés unités dont le rang sera marqué par

une virgule, on verra que le premier chiffre après les unités

représentera des dixièmes ,1e deuxième des centièmes, le tioi-

sième des milhèmes etc. 3,3 désignera 3 entiers et 7? \W

Ainsi la partie qui' suit la virgule est le numérateur,et il est

inutile d'écrire le dénominateur qui est toujours i suivi d'au-

tant de zéros qu'il ya de chiffres après la virgule. Il est donc

bien facile de lire une fraction décimale écrite ou réciproque-

ment d'écrire une fraction décimale proposée, puisque l'énoncé

même est le numérateur ou la. partie qui suit la virgule., et que

le dénominateur est marqué parle; rang de la decnière déci-

male qui indique combien on doit écrire de zéros à la droite

de 1. Par exemple, 8,700201=8 et 700201 millionièmes;parce

que 1 étant au sixième rang, le.dénominateur est 1000000: de

même 354.,0063 35.4 + 63 dix-millièmes. Réc.proquement



3 dix-millièmes s'écrit o,ooo3, parce que dix mille porte 4 zéros,

et que la dernière décimale doit être au quatrième rang.

Mille entiers et 4 centièmes = 1 ooo,o4-

13 mille cent-millionièmes= 0,000 i3ooo.

44. On remarquera que, i°. en déplaçant la virgule, suivant

qu'elle recule vers la droite ou vers la gauche le nombre est

multiplié ou divisé par 10 pour un rang par 100 pour deux

ran' 1 g%, par 1000 pour trois rangs, etc., parce que chaque

chiffre a pris une place qui lui donne une valeur multipliée

ou divisée par io, too, 1000 ainsi 342,53 est io fois 34,253

100 fois 3,4253; 1000 fois o;34253.

2°. On peut, sans charger la valeur d'une fractions déci-

maie j mettre oit 6ter un ou, plusieurs zéros à sa droite; car on
multipliealors les deux ternies de la fraction par i o; 100, 1000.
o,3 o3o = o,3oo. revient à -?s = ?£; = r^- • •

3°. Deux fractions décimales, formées d'autant déchiffres,,

ont même dénominateur. Pour réduire au même dénomina-

teur., il suffit de rendre égal le nombre des chiffres des frac-
tions décimales, en ajoutant des'zéros à la droite de l'une d'elles.
4°. Pour distinguer la plus grande de deux fractions déci-

males, ce n'est pas le nombre de chiffres qu'il faut consulter,
mais la grandeur des chiffres, à partir de la virgule. o,4<o,5i
o,7>o,5432i,parce que 7 > 5; 0,004 > 0,00078; o,og<o,i
0,687 > o,6839.

45. Voyons maintenant ce que deviennent les règles de l'ad-
dition, la soustraction.lorsqu'il s'agit de fractions décimales.

Pour ajouter ou soustraire, complétez les nombres de déci-
males en ajoutant des zéros à la droite (n° 44, 3°.); puis faites

le calcul à l'ordinaire, comme s'il n'y
avait pas de virgule, sauf à la placer au
même rang dans le résultat. Observez
qu'à proprement parler, les zéros-qu'on
ajoute sont inutiles, et qu'il, suffit de'
donner à chaque, chiffres la place qui convient, eu ëgard à son

rang compté de la virgule.



Voici quelques exemples de soustraction.

46. Pour multiplier les deux quantités 43,7 et 3,gi obser-

vons qu'elles équivalent à&& et f|^ I,e produit des numéra-.
teurs (no 41 ) doit être divisé par celui des dénominateurs

ou
1000 =£- = 1000 i== i 7o,867. Donc,pour obtenir le t prc-

duit de deux nombres décimaux il faut multiplier sans, avoir
égard à la virgule, et séparer j à droite du produit autant. de
chiffres décimaux qu'il y en a dans les deux facteurs..
Voici divers autres exemples dé multiplication.:

On pourrait exécuter la multiplication en commençant par
le chiffre de l'ordre le plus élevé alors chacun des produits
partiels devrait être avancé d'un 'rang vers la droite; la pre-
mière ligne serait celle qu'on a coutume d'écrire' la dernière;
l'avant-dernière deviendrait la deuxième, etc. C'est ce qu'on,
peut remarquer dans l'opération ci-
contre on a même cet avantage, qu'on
trouvé d'abord les chiffresde plus haute
valéur et leur ordre, cè qui suffit-quel-
quefois. Par exemple, le premier pro-
duit ayant donné chiffres,et les quatre
autres multiplicateurspartiels'exigeant
qu'on recule les produits de quatre rangs, il. y aura en tout
7+4 chiffres au produit. Le nombre 28 qui commence la
première ligne est donc suivi de g chiffres,' ou 28 suivi de 9
zéros. [Voy. p. 19. )



On peut donc arrêter chaque multiplication à tel rang qu'on
'veut, et par conséquent obtenir au produit tant de chiffres
qu'on juge à propos. Par exemple, pour obtenir le produit
15,73432 X 322,1175, je déplace les virgules et je fais en
sorte que dans l'un des nombres, il n'y ait qu'un seul chiffre
entier: le produit sera donc = 1573, 432 X 3, 221 179, puisque
j'aurai déplacé la virgule d'autant de rangs vers la droite dans
l'un, que vers la gauche dans l'autre. Je fais d'abord la tuulti-
plication par l'entier 3 et la place de
la virgule se conserve visiblement la
même que dans le multiplicande., Sup-
posonsqu'on veuille quatre décimales au
produit. Je multiplie par le 2 des dixiè-
mes, et je recule d'un rang à droite, ce
qui me donne 3 14,6864. La multipli-
cation par le 2 des centièmes ne doit
commencer qu'au deuxième» chiffre (3)
du multiplicande, dont on supprime le dernier chiffre 2 à
droite, en le marquant d'un point. On voit en effet que si l'on
voulait conserver le produit en totalité, il faudrait encore le
reculer d'un rang à droite, et que le produit 4 se trouvantdansla
colonnedes cinquièmesdécimales, devraitensuiteêtre négligé. Le
facteur i des millièmes exige qu'on supprime un second chiffre
du multiplicande, on n'a donc pas égard au 3, et le multipli-
cande est 15734 pour le i suivant, il est de même 1573. Le
facteur 7 donne 1 101 le 9, i/fi-

Pour plus d'exactitude, il est convenable d'ajouter au pro-
duit du premier chiffre les dixaines contenues dans le produit
du chiffre négligé, à droite. Par exemple, pour le facteur 7, le
multiplicande est réduit à 157; mais à 7 X on doit ajouter 2,
provenant du produit supprimé de par 3. De même 9 X 15
est accru de 6, qui est la retenue du produit 9X7. Dans notre
exemple, le produit demandé est 5ô68,306, ainsi qu'on peut s'en
assurer en exécutant la multiplication en totalité, et réduisant
le résultat-aux seuls millièmes.

Voici un autre exemple où l'on a multiplié deux nombres de



sept chiffres décimaux, et oh l'on n'a voulu conserver que sept
décimales au produit.

Lorsque les facteurs ne sont qu'approchés, cette règle est
surtout utile; car le procédé général aurait l'inconvénient
d'allonger le calcul pour donner au produitplus de chiffres qu'il
ne faut attendu qu'on n'y doit conserver au plus que des par-.
tics décimales de mêmeordre que dans les deux facteurs (")..

v_

Lorsqu'on multiplie entre eux deux nombres approchés, le produit
n'est lui-mêmequ'apliroché, et il importe de connaître jusqu'il quel point
cette approximation est portée, pour jnger du nombre de décimales exactes
du produit, et ne pas faire des calcnls superflus, en chercliant des chiffres.
décimaux qu'on doit nécessairement négliger ensuite pour être conséquent
avec les principes admis dans les données.

Soient a et b deux facteurs entiers approchés à moins de ± car si le

'chiffre des dixièmes- est 5, on le rejette en ajoutant 1 au chiffre des unités):;
le produit exact est compris entre

L'errenr, comme on voit, peut s'élever jusque a dt b,). Ainsi quand'

'on multiplie l'un par l'autre deux facteurs approchés, l'erreur est moindre
lorsque l'un est pris par excès et l'autre par défaut que lorsqu'ils sont tous.
deux trop grands on trop petits. Il convient de se ménager, lorsqu'on le peut,

cette sorte de compensation sans cela, l'crréur peut aller, jusqu'à (a-i-b),

c'est-a-dire la demi-somme, ou la moyenne dès deux facteurs.Ceuctnojcnne
a autant déchiffres que le plus grand sies. facteurs, ou autant i, en les



La dernière décimale qu'on obtient par ce procédé est un peu
fautive, à cause de la retenue qui.provient des colonnes négli-
gées. On remédie à cet inconvénient en calculant une figure dé-
cimale, outré celles qu'on veut conserver, sauf à la négliger
ensuite.

47. Pour diviser des quantités accompagnées'de chiffres dé-
cimaux, on en complète le nombres par des zéros pour qu'elles

en aient autant l'une que l'autre, et l'on supprime la virgule; par
là le quotient reste le mêmes, puisque le dividende et le diviseur

sont multipliés par la même puissance de 10 (ne i5, i°.).,Soit
8,447 à diviser par 3,22; récris 3,220 et j'ai 844 à diviser

par 3220, le quotient est 2, et le reste 2007. Ainsi,

Cette règlese simplifie(*)lorsquelediviseur n'apasde fractions,

considérant toujours comme entiers tel est le nombre des chiffres douteux
vers la droite du produit complet, et qu'il est inutile de chercher. Ceci s'ap-
plique aux fractions décimales, puisque, dans la multiplication, on fait
abstraction de la virgule. Dans l'exemple ci-dessus, la demi-somme des fac-

teurs a 9 chiffres. et le produit complet i4 décimales il n'y a donc que. les'

5 premières décimales dont on soit sûr on n'en doit chercher que 6 (ou 7

au plus), et en négliger ensuite une. Le produit est 61,37726.

(;) La division éprouve une simplification ana-
logue a relie de la multiplication par exemple,

-32o,3i768 à g3,4525 si l'onrne veut
que 4 chiffres déuimwix après avoir trouvé les

deux premiers chiffres 3,! a l'ordinaire on sup-
primera le dernier chiffre 5 du diviseur; de la le
quotient partiel 2, et l'on aura à multiplier 9345a par 2 et à soustraire deil il restera 71 oi3. Onsupprimera de nouveau un chiffreau liviseur,
et l'on aura le quotient et le reste 5597, etc. On anra soin chaque fois qu'on
négligera un chiffre, d'accroître le produit suivant des dixaines que donnerait
ce même chiffre. Du reste, les derniers chiffres du quotientsont défectueux.
Tout cela s'explique facilement.



car on peut diviser à part les entiers; = 2,3 Il S'il y a
plus de décimales dans le dividende que dans le diviseur, on est
ramené à ce dernier cas en déplaçant la virgule d'autant de
rangs des deux parts, de manière que le diviseur devienne un
nombre entier; 8447 3>22 = $44>7 • 3a2 = 2 +

Des Approximations et des Périodes.

48. L'erreur que l'on commet, en négligeantle dernier chiffre
d'une fraction décimale, est d'autantmoindre que cette fraction
a plus de figures. Ainsi, lorsqu'on prend 0,4, au lieu de o,43,
on fait^me erreur de 3 centièmes elle n'est que de 3 millièmes
quand on pose 0,04 au lieu de o,o43. Lorsqu'on se contente de
deux pu trois décimales, et qu'on néglige les autres, c'est qu'on
suppose qu'il n'en résulte que des erreurs trop petites pour mé-
riter qu'on y ait égard il est rare qu'on emploie plus de six
ou sept figures décimales.

Le résultat d'un calcul étant 4;837i23, on peut prendre 4,8

ou 4.,83,;on 4=837- pour valeur de cette quantité; et
comme elle est >4,8 et < 4>9> on voit que ces deux expres-
sions sont approchées à moins de 7^, l'une par défaut, l'autre
par excès. De même .4,83 et 4,84 le sont moins de et
même on préférera 4>84 attendu que le cliiffre suivant est 7/
et que 4,84 approche plus que 4,83. En général, si le premierdes
chiffres qu'on supprime est 5 ou plus, on doit augmenterd'une
unité le dernier chiffre conservé.

4g. Il arrive souvent que le résultat d'un calcul est une frac-
tion irréductible compliquée; on se contente'alors d'une ap-
proximation dont le degré dépend de la nature de la question.
Ainsi, au lieu de ffy, supposons qu'on demande une autre frac-
tion plus simple,. et qui en diffère de moins de 8. Il est clair
que,si l'on connaissait deux fractions, telles que est dont
le dénominateur fût 8, et dont les numérateurs ne différassent

que de 1 elles rempliraient l'une.et l'autre la conditionexigée,



si –7 était compris entre elles; il s'agit de trouver ces numéra-
teurs 5 et 6. Multipliant ces trois fractions par 8, celles qu'on
cherche seront réduites à leurs numérateurs inconnus dont 1

est la différence, et la proposée, qui. devient 8 X ou
sera encore comprise entre ces numérateurs mais en extrayant
les entiers, on trouve que est entre 5 et 6; ce sont donc les
numérateurs demandés. En effet, on vérifie aisément queDe
diffère de £§•£ que de -jjf, bien moindre que De là cette
règle (*)

Multipliez la fraction proposée par le dénominateur donné
l'entier approché du produit (par excès ou par défaut) est le
numérateur demandé. Pour approcher de à moins de 77 on
multiplie par 1 1 et on a = 6 ouen nombre entier; donc
77 et 77 sont les fractions cherchées. Pour approcher ,de à.
moins de 5, on a 2A 4 6. orf moins deest entre § et )
donc 4et 5 sont les nombres demandés.

Appliquons cette règle aux fractions décimales. Proposons-
nous d'approcherdefà moins de 0,1 et multiplions f par 10,
il viendra qui est entre 5 et 6; donc.o,5 et 0,6 sont les frac-
tions demandées. Pour approcher à moins de 0,61 il faut mul-
tiplier par 106, et on a entre 57 et 58; donc, 0,57 et o,58
ne diffèrent pas de 0,01 de f. En général, divisez le numérateur
par le dénominateuret ajoutez au reste de chaque division un
zéro jusqu'à ce que vous ayez obtenu au quotient un chiffre de'l'ordre de l'approximation demandée..<

Ainsi ^r soumisà cette méthode d'approximation, donne 3,5
ou 3,57 ou 3,571, ou 3,5714. suivant qu'on veut que la
valeur' soit approchée à moins de De même

C') Pour approcher d'une fraction b à moins de il faut déterminer z
b q\

par la condition que- <jr< S multipliant tout par q, il faut que

X<Ç -jj- < "• 'S c'est-à-dire que les numérateurs inconnus de nos fractions

sont les quoliens entiers x et x-fi, par défaut et parexcès, de 017 divise' par b.



\J-J.ilhi après avoir donné le quotiententier 4°'j en continuant

la division à l'aide d'un zéro placé après chaqué reste, donne

407,389
5ô. Lorsqu'après avoir ajouté un nombre suffisant de zéros,

la division amène le reste zéro, la fraction est exprimée exacte

ment en décimales. On a exactement -d = o,5, 0,75,

5 O)625 = 0,65. Il est aisé de prévoir dans quel cas cela

arrivera; car la division ne pouvant s'effectuer qu'après adoir

multiplié le numérateurpar 10, 100, tooo. il faut, si

la fraction est irréductible, que cette puissance de
to

o soit divi-

sible parle dénominateur [n° 24, 4°.), ce qui suppose qu'il

n'a d'autres diviseurs premiers que 2 et 5. Donc, pour qu'une

fraction irréductib lepuisse être convertieexactement en décima Les,

il est nécessaire et il suffit que le dénominateurs ne contienne

que des puissances de 2 et de 5, quel que soit d'ailleurs le nu-
mérateur le nombre de figures décimales est égal à là plus

haute puissance de 2 et de 5. Si ce dénominateur est 23 X 5*

ou 200, il y a 3 figures; par exemple, £f| = o,735. Et observez

que si l'on multiplie if| par 1000 ou a3 X 5!, en supprimant

les facteurs 23 X 5* = 200, on a 147 X 5 = 735, qui est le

numérateur de la fraction décimale (*). Tout ceci est conforme

à ce qu'on a vu ( n° 38, 3°. )

5i. Dans tout autre cas, une fraction ne peut être exprimée

en décimales que par approximation; mais, comme les restes

des divisions successives sont nécessairementmoindres que le
diviseur, et que le nombre de ces restes est indéfini, on ne tarde

pas à retrouver l'un d'entre eux. On a alors une seconde fois le

même dividende,qui conduit au quotient et au reste subséquent

qu'on a obtenus alors, et ainsi de suite. On retrouve donc au
quotientpériodiquement les mêmes chiffres dans le même ordre;

(*) La forme générale des fractions re'ductibles exactement en'décimales est

2"' a
x 5»' le nombre des figures est le plus grand des deux expoîans m et n et

si l'un surpasse l'autre de h la partie décimale est a X 5k, ou a X a1, selon

<jueniest> on <n; si m =n, la partiedécimale est a.



et puisque cette période s'établit lorsqu'on retrouve le même

reste, et que ces restes sont moindres que le dénominateur, la
quotité de restes différensqu'on peut trouver, est àu plus ce di-
viseur moins un; donc lapériode estcomposéede moins de chiffre
que le dénominateur n'a d'unités. Nous indiquerons à l'avenir la
période, en la plaçant entre deux parenthèses.

Par exemple, = 0,666. 0,(6); •£ = 0,27 27 27.
= 0,(27); = o,(342). f = 0,(571428). = o,83333.
= 0,8(3) £. = o,58(3) la période est tantôt de i, tantôt
de 2 de 3. chiffres; là elle commence dès la virbule; ici -elle

ne prend qu'un, deux. rangs au-delà.

52. Si le dénominateur n'a ni 2, ni 5 pourfacteur, la pé-
riode commencera dès la virgule. Car supposons que pour on
ait trouvé le même reste après 12 et 18 divisions, c'est-à-dire

que io" et io18 divisés par' aient donné le même reste,
leur différence 1018 io" sera donc (n° 16) un multiple de 7

et comme cette différence a i o" pour facteur, en le supprimant
(ne 24, 4°-) on volt que io6 i est multiple de 7 ou que 105

divisé par donne 1 pour reste, c'est-à-dire que le reste i,
qu'on avait trouvé à la première division, revientaprès la 6e.
Pour'f .qui = 5 X }, la sixième division reproduirait pour
reste 5, c'est-à-dire aussi le même dividende qu'à la première
division ( voy. n° 34) Donc, etc.

Supposons qu'une fraction, telle que f = 0,(7 i4285) ait à sa
période le plus grand nombre possible de chiffres, c'est-à-dire
autant qu'il y a d'unités dans son dénominateur.moins i. On a

(*) Pour réduire une
fraction a

en décimales, il faut ajouter un zéro près

de chaque reste admettons que 1oD et 10D' soient deux dividendes partiels
conduisant au même reste r; les quotiens étant et q', on a

ioD=zbq-+-r, \oD'=zbq' + r,
d'où retranchant, 10 (D– D') = 6 (q q1).

Or, si b n'a pour facteur ni 2 ni 5, 10 et b sont premiers entre eux; q q' est< to, puisque chaque quotient partiel n'a qu'un chiffre, le second membre



dû obtenir dans les divisions successives tous les restes 1, a, 3.
jusqu'à 6j mais dans un autre ordre si donc on veut réduire |
en décimales; il est Inutile de recommencer le calcul, il- suffit
de le reprendre'à l'endroit où l'on, à .obtenu lé reste 3, et de
faire commencer la période au terme qu'on a déduit de ^2,-
qui est 4'. on a de-suite£ == 0,(428571). On voit qu'on a seule-
ment rejeté a ta fin les deux premiers chiffres 7I de la'première
période. De == ô,("d5263 1598947368421), et pour

on rejettera tes trois premiers chiffrés o52 a la fin, et l'on-
aura (63i 2ib52 ) 'c'est ce qui se voit aisément, en com-
mençant le calcul pour puisqu'on trouve que les premiers
chiffres sont 63.,•

On peut faire la niêrne chose,, lorsque-la. fraction proposée
n'a pas autant de chiffres que d'unités dans le dénominateur
moins 1, pourvu que le numérateur de la deuxième fraction
soit un des restes obtenus pour la première.. Ainsi ~=o, (037)

pour ^f on a o, (703 ).; parce que 10
est.le premier reste, et 19 le deuxième dans la,division de 1,

par 27.. Pour – il suffit de doubter tes quotiens et les restes:
ou plutôt £ =0, (407).

On. obtient de même, en multipliant par 5,= o,(i85 )

Voici diverses périodes'dans le cas du le' numérateur est 1 on
chiffre de ta période, le reste qui l'a'

donné afin 'd'en pouvoir tirer les périodes, 'quand-le numéra-'
tèùr n'est pas 1.
ne peut donc étre un multiple de 10, ,ce qui démontre que cette équation ne
peut subsister que par q <= ° d'où' Dsè= V c'e'st-à-dire que' le ruémer
ne se reproduit qu'autant que le dividende partiel est lui-même revenu, et

que <7 fait partie de la période, puisqu'elle, s'annonce, au retour de l'un des
restes déjà obtenus. Et comme le reste D doit aussi provenir d'un dividende

qui a déjà été employé, il s'ensuit qu il' faut remonter au premier dividende

a, pour tro,uver l'origine de la période, laquelle commence par, conséquent
des tavirgule..



53. Il est facile de remonter d'une fraction décimale à sa gé-
nératrice. t°. Si cette fraction, est finie, comme 0,75, on l'écrira

sous la forme qu'il s'agira ensuite de réduire (n° 38, 3°.) à
la plus simple expression ,1, •

2Î". Si la' fraction décimale n'est qu'approchée,et qu'on n'en
connaisse pas la période en totalité le problème admet une in-
finité de solutions. C'est ainsi que 0,75 0,756, o,7.5.5 0,7512, etc.,
répondent aux: fractions,1, if|, ^j etc., qui, réduites en dé-
cimales ont 0,75 pour premiers chiffrés.
..3"?;. Mais si la période est connue, et qu'elle commence dès
la. virgule comme pour 0,666. 0,272.7.. etc. on ob-
servera que ^5. réduites en décimales donnent
o, (1), o, (01), 0,(001). On peut donc, par exemple, regar-
der o, (27) comme le produit par. 27 de o, (01) ou' fs; ainsi
0,(27) == li ou 3, De même; 0,(6) est le produit par 6 de
0,(1) ou. ÿ; ainsi o,(6)v=ou 5. Donc, pour remonter d'une
fraction décimale périodique à la fractiongénératriceil faut
diviser la période pat' le .nombreformé.d'autant-de^successifs
que la période a de chiffres.

On trouvera ainsi que 0,(342) = Hf = Tinj; °>{Pllfe8)

999999 7 ) K11^) 999in-
4°.- Si la période ne commence pas dès la virgule, on peut dé-

composer cette fractiondécimale en deux autres dont elle soit
la somme ou la différence la période prenant à là virgule.
Ainsi, o,5333 = 0,333. -4-o,2, ou| -+-fs i '+ s ts- De
même o,5888 revientà o,(8) o,3 = f -r- .= g



Observez .que toute fraction décimale comprise dans le cas
présenta, •, est 'la somme ou la .différencede deux fractions, dont
l'une a pour dénominateur gggg. l'autre une puissance de
10 ou de 2 et 5. D'où il résulte que toute fraction qui a pour
facteurde son dénominateur une puissancede2 ou de 5 ^conduit
à une période décimale, qui ne fonnn'e.nc.e qu'à, un rang au-delà
de la virgule haute puissance de 2 ou de 5.
11 est bien entendu que le dénominateur peut bien, après la ré-
duction à une plus simple expression, ne pas être le produit du
nombre ggg. par une puissance de xo

(*).

|V: "Des Nombres concrets et complexes.

54. Jusqu'ici les nombres que nous avons introduits dans nos
calcul sontabstraits^ c'est– à-dire que l'unité n'a pas été définie.
Mais ces nombres ne peuvent faire acquérir la notion de la gran-
der le nombre 24,

on'marque'bien .que la:grau'deur.mesurer est formée de 24 fois
l'unité mais lorsqu'on dit/par exemple, que' le jour est com-

posé de 24 h'eurèsj on énonce, 1°. que l'unité de temps est'la
durée d'une ?i'eure;'2.o.~<ftxe24 de ces-unités durent autant qn'uii
Jour. 'Ges sortes de nombres, composés d'une unité particulière,
qu'on répète aïttant:de:fôis que. rindiquefunequantité abstraite,
sont ce qu'on nomme des Nombres concrets ce sont de, véritables
produits, dont'le multiplicande est l'unité, et le multiplicateur
un nombre abstrait.l'énoncé 24^ franép revient à 24'foisi«re
franc.. • ..<•> > ••..

Nous. devons', avant-tout faire connaîtrejes dénominations
qui servent à désigner les diverses unités. >• »., •

(*) On remarque que lorsque le diviseur^cstrim nombre premier; si la pé-
riode n'a pas autant de chiffres que ce nombre d'unités moins du moins
elle en a une quotité, qui est facteur (partie aliquote ) de cette différence

Ainsi n'a que 6 chiffres a la période; mais 6 est facteur de |3j– tf ,•. ( Voy.

,;



le.
L'unité de longueur/Se nomme Mètre c'est la dix-milho*

nième partie de l'arc du méridien dé Paris, etqui
pôle à l'équateur.

a». Un, carré dont le.côte a 10 mètres est l'imite de surface;

on le nomme ^w.
3». Le cube qui a pour côté. la. dixième partie du mètre est

l'unité de volume; c'est le Litre.On se sert aussi du-màtre cube.,

ou Stère,-pour mesurer le bois de chauffage. j
4°. Le poids. d'un cube d'eau qui a pour côté, le centième du

mètre est^'unité de poids c'est le.Gramme. Comnie le poids

d'un-volume-croit avec,la densité, il faut ajouter que l'eau doit

être-pure, et avcmaximum.de densité, qui est v.ers.4.degrés,dH

thermomètre centigrade. KJX

5°. L'or et l'argent monnayés doivent contenir d'alliage,

c'est-à-dire être à o,g de fin. L'unité monétaireest le 'Franc,,

pièce d'argent du poids de 5 grammes.

Mais ces unités sont, pour divers usages, ou trop grandes, ou

trop petites par exemple la distance de deux villeset l'épais-

seur -d'un livre exprimées en mètres seraient d'une part un

trop grand nombre, et de l'autre une fraction,gênante on a.

réuni plusieurs de nos unités de chaque espèce en une seule 'pour

mesurer les grandeurs considérables, et'sous-divisé chacune en

parties propres à mesurer les petites quantités. La longueur de

dix mètres forme le Décamètre.; la capacité de dix litres, le

Décalitre;, le poids dé dix,grammes, le Décagramme., etc. La

longueur de cent mètres est VHectomitre;le volume deucent

litres, l'Hectolitre; cent grammes, V Hectogramme; cent- ares',

l'Hectare,, etc. mille mètres font le Kilomètre; mille litre?', le

Kilolitre mille grammes., le Kilogramme,, etc.dix mijle. mè-

tres valent un Myriamètre, etc., ces nouvelles unités devenant

ainsi de dix en dix-fois plus grandes.
On partage de même le mètre le litre' en ;dix,parties

on nomme Décimètre, te dixièmedu mètre Décilitre, le dixième

du litre; Décime le -dixième du franc etc. Chacun.de ;.ces
dixièmes se partage de même eii &h.X& Centimètre est le cèn-



.tième du mètre le Centime,, le centième du franc. le
limètre est le millième du mètre, etc.

Ainsi, en se réglant toujours sur l'ordre décimal, la nomen-
clature s'est. trouvée comprise dans nos six noms d'unités princi-
pales, devant lesquelson place des additifs empruntés à la langue
grecque pour désigner des mesures de dix. en dix fois plus
grandes déca, dix hecto cent; kilo mille; myria dix mille;
et les adjectifs dérivés du latin deci, dix cénti, 'cent; millij
mille, pour indiquer des unités de dix en dix fois plus petites.
'Par exemple,' un kilogramme vaut mille grammes; un centi-
mètre, le centième du mètre, éte. De même 3827,5 grammes
valent 3 kilogrammes,8 hectogrammes, 2 décagrammes, gram-
•'mes et 5 décigrammes ou, si l'on veut, 38,275 hectogrammes,
ou 3,8275 kilogrammes. On énonce ces grandeurs de'la manière
accoutumée aux fractions décimales; la seconde, par exemple,
se 'lit' ainsi 38 hectogrammes et

Il s'en faut de beaucoup qu'on aifbesoiri de toutes les espèces
d'unités comprises dans cette exposition; mais on rejette celles
.qui n'ont pas d'usage. Nous dirons donc que le mètre est la dix-
millionième partie de l'arc du méridien qui va du pôle à l'èqua-
teur;- l'are .est le décamètre carré;le litre un décimètre,cubele
stère un mètre cube le gramme est le poids d'un centimètre
cube d'eau distillée au-maximum de densité.; le franc est,le
.poids de 5 grammes d'argent à £- de fin (*)• La conception

(*) Les pièces de 5 francs pèsent i5 grammes 4'de ces pièces pèsent un hec-
togramme; too francs 'pèsent nn demi-kilogramme. On accorde, sur le poids et
le titrcdcs pièces de 5 francs une tolérancede o,oo3 en plus et en moins. Le
kilogramme d'argent pur vaut environ aai francs. Les pièces de 5 francs ont
37 millünètres de largeur diamétrale, 37 de ces pièces, placées sur une même
ligne, bout à bout, 'donnent la' longuetfr du mètre; 8 pièces forment a peu,
près:3décimètres.

Les pièces de 40 fr. pèsent I2,go3aagrammes; celles de 30 fr., 6,4516r gram-
.mes, ou i55 pièces de 20 francs pèsent,un kilogramme, valant 3ioo francs.
On accordeune tolérance de o;ooa sur le titre et sur le poids, soit en plus,
soit en moins.'34 pièces de ao fr. et 11 de 4o fr., placées boutbout sur une
'ligne, forment la longnear du mètre, Le kilogramme d'or pur vaut environ
3444 fr. La valeur.de l'or monnaye est ;5 fois et demie celle de l'argent:



simple et grande qui a donnénaissance à ce système repose sur
• cette idée, qu'il faut prendre dans la nature un terme iûvariabjte,.

le mèfre-j et déduire ensuite de cette mesure toutes les autres
si quelque catastrophe venait à détruire tous nos étalons, ils.se-,
raient faciles fà retrouver.' }Cetadmirable système a rencontré une opposition devant la-
quelle on a cru devoir fléchir; on permit l'usage: des anciens

noms ainsi on.traduit le mot .hectare pararpentdécalitre par
velte, litre .par pinte hectplitre.par.septier .déçalijxe' parbois-

seau, kilogramme par livre, etc. Ce-ne fut'pas une .idée heur
céder nomenclature;ce he,§pnt pas les

noms dont l'usage est gênant;. c'est une habitude', contractée dès
l'enfance, qui a mis nos besoins en relation avec des mesures qu'il
faut changer. Ainsi l'on ne remédia qu'à un mal Imaginaireset

'55. Le pins bel éloge qu'on puisse faire dés'noûveliésmesures
est l'exposition 'des anciennes. Nous'présentons Ici le fâb'feau 'dé

celles'qui étaient en usage Paris,'car elles changeaient avec

les provinces, et même avec les villes Vl'u'h même État (*).fX'

L'unité de longueur se nommait Toise -elle, se divisait en
6 Pieds chacun de 12 Pouces, et ehaque pouce de la Lignes.

L'unité de poids était la partagée, en 16 Qnces .§
chacune -de 8 Gros ou -Dragmes 3> divisés chacun en '72-
Grains gr,-où en 3 Scrupules Q (de 24 grains). La livre était
encore partagée en 2 Marcs de 8 onces chaque, etc. Le signe /3
désigne une demie; ainsi 3 «Z3 veut dire 2 gros et demi..

Ces irrégularités tiennent, soit aux besoins, 'soit aux usages des pays.
Tantôt on préférait la sons-division par la, tantôt

par 20 on choisissait des
mesures en relation ici avec les travaux de l'agriculture, 111 'avec les consom-
mations. Par exemple, le' boisseau ras de blé en grain pesait ao tt>

un septier
de fariné pesait âio 1b etc.; la livre de Lyon avait 14 4 onces ailleurs éllèn 7en.
contenait que 12,etc.

En faisant disparaître toutes ces variations,' lenouveau système a rendu on

de ne paj être devenu par l'usngi! en relation nvec nniboioins. .->•



La livre-mtjnnaie dite Tournois, était composéede 20 Sous,
chacun de 12 Deniers.

L'unité pour peser les diamans était le Karat,poids de 3 876

-grains poids demarc,ou 2 décigrammes; il se divise en 4 grains
Le Jour se partage en 24 Heures, l'heure en 6o Minutes'

chacune de 60 Secondes
Les 'étoffes étaient mesurées avec une longueur nommée

Aune, d'environ pouces (43po,9O28=43p° io",8333).
Le Boisseau, capacité de 655,^8 pouces cubes, contenait 16

litrons (de 40,986 pouces cubes chaque). Le Septier valait
12 boisseaux, c'est-àrdire 7869,36 pouces cubes; la Mine, 6
boisseaux; le Minot, 3; le Muid, i44> c'est-à-dire 12 sep-
tiers.

La Pinte, qui, selon l'ordonnance des Échevins devait con-
tenir 48 pouces cubes, n'en avait réellement que 4^>95. La
Velte valàit 8 pintes; le Muid 288; il se divisait en 2 Feuillettes
Pu 4 Quartauts.. Le Tonneau valait 2 muids ou 5>j6 pintes. A
Bordeaux le tonneau contenait 3 muids ou 864' pintes; la
Queue d'Orléans valait 432 pintes.

''Récapitulons les mesures ci-dessus énoncées..

Toise."î Pieds. Pontes.' Lignes. Jour. Heures. Minutes. Secondes.

1 = ia = 144
1 = 60 = 36oo

'1 12 1 = 60

(*) La valeur d'un diamant dépend de son poids, de sa taille, de sa figurc,
de son eam (son éclat et sa transparence). Pour l'évaluer, d'après la règles

de Jefferies,'on éxprirxié d'abord le prix du poids d'un karat, et l'on multiplier,

ce prix par le carré du ,'nombre de karats., Par exemple, si, le karat vaut
i.

5o francs, un diamant de !33 karats vaut 5o x'(i33)l, on 884 45o francs. Le

Pitre, diamant de la couronne, du poids de i36 karats fut payé a mil-r

lions et demi, ce qui revient à i34 francs le premier karat. Le, Sancy, autre
diamant de la couronne, pèse 106 karats. Au reste, la règle de 'Jefferies ne
subsiste que: jusqu'à un certain poids, passé lequel le diamant n'a qu'un prix,

d'affection..



Livre. Marcs. Onces. Gros.. Scrupules. Grains.
1 = a = 16 = 128 = 3S; = 9216

1 = 8 = 64 = 192 = 4608
1 = 8 = 24 576

1 = 3 = 72
1 = 24

Muid. Septicrs. Boisseaux. Litrons. Livre. Sols. Deniers.
1 = 12 = 144 = 23o4 1 =ao= 240

1 12 = 192 = 12
1 = 16

Quant aux.rapports entre les anciennes et les,nouvelles me-
sures, voyez à la fin de l'Arithmétique, page 1 Q.5..

Il nous reste à parler des moyens de faire les quatre règles sur
des nonabres complexes on nomme ainsi ceux qui sont formés
d'unités^principales et de sous-divisions. Nous n'avons rien a
dire pour les nouvelles mesures qui, n'admettant que des frac-
tions décimales, rentrent dans ce qu'on a enseigné (nos 45j 46/

et 47)-
56. Pour ajouter ou soustraire les quantités complexes on

écrit, au-dessous les unes des autres, les parties qui ont une
même dénomination, et l'on opère successivementsur chacune,

en commençant par les plus petites. Si la somme d'une.colonne

surpasse le nombre d'unités nécessaires pour former une ou plu-
sieurs unités'de l'ordre supérieur, on les retient, et l'on ne pose
que l'excédant.

Exemples d'addition:
Toises. Pieds. Pouces. Lignes. Marcs. Onces. Gros. Grains.
i54 3 7 9 i5 3 6 42
23 2 8- ii 217 7 7 60

i32 1 5 10 3 t 41 6 5 170271 1
4^"10

3 Il 2 10 "1* 280 .0 1
'57'.

Livres: Sous.. Deniers. Jours. Henres. Minutes. Secondes..
322 17.. • 5 2 10 42 ^4 •
43

7
Il:, 8

4
o 5

21
9 173 43 iq

43 ib 6 r: –'•
435 16 5 •



Dans le premier de ces exemples, la colonne. des lignés donne
25 lignes ou pouces i ligne f, parce que 12 lignes valent
i pouce; on pose donc seulement! i, et l'on reporte 2 à la co-lonne des pouces, qui donne 34, ou 2 pieds io pouces; pusez, to
et retenez .2, etc.

Voici quelques.soustractions

Livres. Onces. Gros. Grains. Toises. Pieds. Pouces. Lignes.
3a 9 2 44 487 0 0 o

19 12 5 32 167
1

8 ~2

Livres.- Sons, Deniers. Jours.' Heures. Minutes. Secondes.
349 17 '4 »7 il 47 5
*-27 8 7 I3 18 55 40
222 8 9 3 16 5i 25

On voit qu'après'avoirsoustrait 12 grains de 44, on passe aux
gros; mais'comme 2 5 ne se peut'; on ajoute i once ou .8
gros, et l'on a' 10 5 ='5; pùis on ajoute pareillement une
onee aux '12 qu'il faut ôter de 9;' de sorte qu'on dira 9-^ i3 ne
se peut Rajoutant Une livre ou 16 onces, on a 25- i3==i2y etc. i:.
Cette opération est fondée sur le même principe que pour les
nombres entiers.

Descartes, né le 3 avril 1596, est mort le 11 lévrier i65o;
Pascal, né le 19 juin 1623, est mort le 19 août 1662; Newton,
né le i5 décembre 1642, est mort le 18 mars 1727. On demande
la durée deld vie de ces grands géomètres.

57. Pour la multiplication des nombres complexes, d'après
les principes donnés '( n° 42), on opérera séparément sur les
entiers et sur les fractions. On remarquera que le multiplica-
teur doit toujours être un nombre abstrait (n° 541), déstiné à
marquer combien de fois on.répète le multiplicande. Multiplier

• 1 2 francs par 3 aunes; ce ne peut être répéter 1 2-francs § aunes
de fois, mais bien répéter 12 francs autant de fois que 'l'unité
est comprise dans trois aunes, c'est-à-dire^ fois. Ainsi, lorsque



les deux facteurs paraissent concrets, c'est que la question est
mal interprétée. Au reste, ceci s'éclaircira par la suite n° 76.

Il se présente deux cas, suivant que le multiplicateur est ou
n'est pas complexe.

le. cas. On voudrait savoir le prix de 17, aunes § d'une
étoffe qui coûte 45 livres 12 sous 6 deniers l'aune; il est clair
qu'il faut répéter ce dernier nombre 177 fois et 1, de sorte que
le multiplicateur 17 § cessede représenter des aunes,, et de-
vient un nombre abstrait ( n° 54 ). On multiplie d'abord

45 livres, puis 12 sous, puis enfin 6 deniers par 17. Le pre-
mier de ces calculs n'offre pas de difficultés. Décomposons 12

sous en io-{-2 puisque 1 livre répétée 17 fois, donne 17 livres-,

10 sous oulivre doit donner la moitié de 17 livres; 2 sous en
donne le dixième, ou le cinquième du produit de 10 sous. On

a, pour 6 deniers, le quart du produit que donne 2 -sous; on
prend ensuiteles deux tiers du multiplicande, et l'on ajoute letout..

Voici l'ordre qu'on suit-dans ce calcul:

Dans ce genre d'opérations tout se réduit à décomposer cba-.

que fraction ;en d'autres qui aient-Y unité pournumérateur(c'esj
cequ'on nomme Fractions aliquotes), c'est-à-dire à partager,
le numémteury en rfac leurs du. dénominateur.. Ainsi .1.9 spus,.•
ou ,j| de livreuse décompose en = ==• \,f t _== 5 il



faudrait donc, pour ig sous, prendre la i, le 3 et le± de l'entier
multiplicateur, considéré comme des livres. On pourrait aussi
prendre *£ £r £ et deux fois tï = tz- De même pour|on prendra i = f,i =et ¡.

On voit donc que, pour multiplier une fraction complexe,
après l'avoir exprimée en fractions à deux termes, il faut dé-
composter son numérateur en parties qui divisent Je dénomina-
teur les fractions composantes seront donc réduites à d'autres
dont le numérateur est 1 Par exemple, pour 10 pouces, ou f£ de
pied, on coupera 10 en ce qui fera, en réduisant,
z, 5 et ou bien en 4 + 4 + 2> qui font 3, 3 et £; ou en
6 +3 + i qui donnent L et etc

Observons que si le multiplicateur
n'a qu'un seul chiffre il est plus
simple d'opérer éomme pour l'addi-
tion. Dans l'exemple ci-contre, on
dira 7 fois 18 grains i26 grains=

Liv. Onc. Gros. Grains.
57 .5 4. 18

_2

401 6 5. 54

1 gros 54 grains. On pose 54 et on retient 1. Passant au produit
de 4 gros par 7, on a 4 X 7 + 1 = 29 gros, ou 3 onces 5 gros;
on pose 5 gros et l'on retient 3 onces, etc.

Pour multiplier 14 s. par 483, il faut prendre les j| ou les
de 483 livres; on a ou 338, 1 ou enfin 338 liv. 2 s. Cet
exemple prouve que, pour multiplier un nombre pair de sous,il faut en prendre la moitié j faire le produitde. cette moitiéen
mettant au rang des sous le double .des unités.de.ce produit.
Pour 18 s. X 56, comme 56 X 9= 504, .on :a 5o liv. 8 s.
8o pièces de 12 s. font 8 X 6 = 48 liv.

2* CAS. Cherchons la valeur du 36 marcs6 onces 4 gros d'ar-
gent à 5i liv. t5 s. 5 den. le marc. On répétera d'abord 5i liv.
.t5 s. 5 den. 36 fois; et ensuite autant de fois que'6 onces 4 gros
sont contenus dans le marc le multiplicateur est abstrait et
cesse de représenter des marcs. Ainsi on ne multipliera d'abord
5i liv. t5 s. 5 den. que par 36, ainsi qu'on le «-voit ci-contre,
d'après la règle exposée ci-dessus. Il reste ensuite multiplier
par la fraction 6 onces 4 gros; en prenant d'abord pour 4 onces
la moitié du multiplicande total 5t liv. i5*s; 5'derï.p;»rcequ'e



4 onces équivaut à 5, ou la
moitiéd'un marc; pour 2 onces,
on prend ensuite la moitié de

ce produit, etc.
Il arrive souvent que, pour

faciliter les calculs, on fait un
faux produit par exemple

si l'on avait eu 14 s. au lieu de
1 s., il aurait fallu de même
faire le produit de 1 s., qu'on
aurait effacé après avoir trouvé
le produit des 5 den.

Voici deux autres ezemples:

58. Puisque le quotient, multiplié par le diviseur, produit le
dividende, la division doifroffrir aussi deux cas, suivant que le
quotient ou le diviseur représente le multiplicateur, et doit être
considéré comme abstrait.
le, CAS. Si le diviseur est le multiplicateur, lejjuotient est le

multiplicande et doit être de la même espèce d'unités que le
dividende, qui représente,le produit.

Lorsque le diviseur n'est pas complexe, on.opère tour à tour
sur chaque espèce d'unités-du dividende,en commençant-par la
plus grande. Ainsi, pour 'diviser 234 ^'n- s. 7 'den. par 4,
on,prendra le quart de.s34.liv., qui est 58 ljv. avec le reste



2 liv., qu'on réduira en sous pour les joindre aux i5 s. du divi-
dende ,46 + i5 = 55 dont le quart est is. avec le reste 3 s.

ou 36 den. 36 -b 7 = 43 den. dont le quart est io f den.,

le quotient est donc 58 liv. i3 s.

10 | den.
U n ouVri era reçun 5 1 liv. 14 s.

6 den. pour 42 jours de travail;

pour savoir ce qu'il gagnait cha-
que jour, on diviserai5i liv. i4s.
6 den'. par le nombreàBstrait42.
On voit ci-coritre le détail du
calcul.

Quand le diviseur n'a qu'un: seul chiffre, comme dans le

premier exemple, au lieu de suivre tous les détails de ce type

de calcul,,il n'est besoin d'écrire que le quotient, attendu.que

la mémoire suffit pour retracer les restes successifs. C'est ainsi

qu'on.en a usé (n. 24), et même dans les exemples de multi-
plications complexes, lorsqu'il a fallu prendre la moitié, le tiers,

lequart.
Si le diviseur est complexe, mais qu'on doive encorè le re-

garder comme abstrait, il faut d'abord faire disparaître les frac-

tions qui Vàfiectëni pour cela, on multipliera lé dividende et

le diviseur par le nombre qui exprime.combien la plus petite

espèce d'unités de celui-ci est contenue dans la plus grande.

Cette opération n'altérera pas le quotient ( n° i5); et comme

chaque espèce d'unités du diviseur produira des unités entières,

il sera rendu entier: Ainsi, 4ï toises 5 pieds 4 pouces ont coûté

554 liv. i3 s: ïi dèn.:|; on demande le prix de la toise? Il faut

diviser ce dernier nombre par le premier, considéré comme

nombre abstrait. Comme 4 pouces, ou y de pied, est contenu

i8 fois dans là toise, on doit multiplier les deux nombres pro-

posés par 18. La question devient 772 toises ont coûté 9984 liv.

i o
s.'8 dén. quel est le prix de la toise? La division dé 9984 liv.

10 s. 8 den. par le nombre abstrait 772 donne pour quotient
i-2:'livVi8s.8den.

't>e même, pourdiviser 8o61iv. o s. 10 den. par 17 5, il faut



multiplier par 3, et l'on a 2418 liv. 2 s. 6 deri. à diviser par 53.
Si le diviseur est 3m 7° 4?V on multipliera par 16, parce' que'
4 gros ou la moitié de l'once, est contenu 16 fois dans lé marc.

2e cas. Si le diviseur est le multiplicande il doit être de
la même espèce que le dividende; le quotient est abstrait, et
indique combien de fois l'un contient l'autre. On fera dispa-
raître les fractions du dividende et du diviseur, ainsi qu'il
vient d'être dit, puis on les regardera l'u.n et l'autre comme
des nombres abstraits en eflet 12 liv. contiennent 3 liv. autant
de fois que 12 contient 3.

Par exemple, pour diviser 3.64 liv, 14 s. 3 den; par 37 liv.
r5 s. 8 den. ,.on multiplieraces deux nombres par.20X 12X18
ou 432O parce que le dix-huitième de denier est contenu4320
fois dans la livre. Il faudra donc diviseur1 5^5 565 par i63 224,
ce qui donne 9 Pour faire la preuve de la multiplica-
tion, p. 77, il faut évaluer la fraction eh partiesdeia
toise, comme on va le dire.

Combien de fois i43 liv. 17 s. 6 den. contient-il li liv.? II
faut multiplier par 40 et diviser entre eux les produits 5755
et 44°on trouve- 1 3 fois et j-.

59. Les fractions à deux termes, les décimales et les com-
plexes sont, les trois sortes de fractions eh. usage. Nous savons
déjà convertir les deux premières l'une en l'autre (p. 63 et en-
voyons à les changer en la troisième, et réciproquement.

On.réduit ûn'é fraction- eh nombre-complexe,en divisant le
numérateur par le dénominateur.' la
livre', on divisëraJ5 liv. par 7, et l'on aura i4's. 3 den. t;

•<

Réciproquement,pour convertir un nombre complexe en fràc-
tibns^à deux termes il faut le- réduire à' sa plus petite' espèce

Ainsi. 14 s.'3-deh. vaut 171 déni f ou féde denf: comme
la' Kv:"vaiït 240 a.eu., on divisera'- par 246 et l'on
^ikliv. --' • •• '«'*• ••• .S'.i<-5- .v

et dehiërs il' faut
niùitipliêr pai'^o, et l'on a' i4,3 s.dememe^multipliànfo,3

s.
'• ,•



On réduit une fraction complexe en décimales. en la con-
vertissant d'abord en fraction à deux termes, puis celle-ci en
décimales (n° 5o).. •

III. PUISSANCES ET RACINES.

Formation des Puissances.

60. En multipliant un nombre par lui-même, i 2, 3.
fois sucçessives, on en obtient les puissances 2 3 4comme

on le voit dans le tableau ci-contre.

,re 2e 3" 4e 5« 6° 7e Se ge

4 8 16 32 64 128 a56 5ia

3 9 a7 Si 243 729 2187 656i 19683

4 16 64 256 1024 4096 i6384 65536 262144

5 25 125 625 3i25 i56a5 78125 390625 i&53i25

6 36 216 1296 7776 46656 279936 1679616 10077696

7 49. 343 2401 16807 "7649 823543 5764801 4o3536o7

8 64 512 4096 H2768 262144 2097152 16777216 134217728

9 81 729 656i 59049 53i44i 4782969 43046721-387420489

Le carré (n° 4t, 5°.) de f est X f = & le cube est £fc.
Lorsqu'on veut former une puissance élevée, on peut éviter

de passer successivementdu carré au cube, du cube à la qua-
trième puissance Soit demandé 3" comme il s'agit de

rendre 3 onze fois facteur, je décompose i I en 3 + 4 + 4; il

vient 3" = 33 X 34-X 3*. On voit, donc qu'il, faut. décomposer

la puissance proposée en-d'autre.s dont elle soit là sommes et

ï multiplier ces résultats entre eux; en sorte que, dans la multi-

plication, les exposans s'ajoutent. Ici, 33 = 27,34==8i en
multipliant on a 37 = 2187multipliant de nouveau par 81

on trouve 3" =1.77' i47- •



Observez que 34 X 31 n'est autre chose que le carré de 3+,'ou-

8ia3=656i ainsi, multipliant (34)1) ou 656i par 3S= 27, on
obtient de même 3". La puissance 12 est 3+ X 3*X 3*== le cube

de 34 ou(3^)3, on trouve .3'2=8 1'- 53i 441 j divisant par 3,
il'vient 3"= 177 1 41?- En général, décomposez la puissance
proposée en deux facteuis., formez la puissance -indiquée par
l'un, et élevez le résultat à la puissance marquée par l'autre;
ou autr ement,pour élever à une puissance multipliez l'expo-

santpar le degré de' la puissance. (Voy. n° 124.) Par exemple,
pour..5'7, faisons X 5'8. Or 18= 2X3lX3;on
fera donc le carré de 5, on l'élèvera au cubc puis le résultat

encore au' cube, et l'on.aura la dix-huitième puissance; après
quoi un divisera par 5 pour avoi r ladix-septième.Voici le calcul
5a=25,253=56=i5 6a5, dont le cdbe est5l8=3 814697 a65 625;
enfn 57– .762 g3g 453 125. On remarquera avec quelle ra-
pidité les. puissances croissent. La soixante-quatrième de 2 est
t8 44s 744 °73 7°9 551 616.

Extraction des Racines càrrées.

• 61. Le carré d'un nombre de 2 chiffres, tel que 35, se forme

par la multiplication de 35 par 35, opération qui exige quatre
produits partiels; i°. 5 X 5, ou le carsé des unités 20. 3o X 5,
ou le produit des dixaines par les unités; 3°. une seconde fois
3o X 5; 4°. 3o X 3o ou le carré des dixaines. Donc le carré
d'un nombre de 2 chiffres est formé dit carré des dixaines, deux
fois le produit des dixaines par les unités, plus enfin le carré
des unités. Ainsi 35" = goo -f- 3oq -f- 25 = 1225.

Pour multiplier 7+5par 7 + 5, on multiplie^ et5 d'abord

par 7, puis par 5, et l'on ajoute; ce qui donne 7^ + 7X5 d'une
part,et 7X5+5"de l'autre. Donc
Donc, pour faire le carré de 7 +5, il ne suffit pas de.carrer
7 et 5, il faut encore ajouter le doub!e du produit de 7 par 5..
Le carré d'uic nombre corraposé de deux parties se forme des
carrés de chacune, augmentésdu double de leur produit. (Foy.- |

97, il.



62. Les carrés de 10, 100 1000. sont 100, 10 ooo, 1,000000,
éd .suivi de deux" fois autant de zéros qu'il y en a h lia' racine

ainsi tout nombre d'un seul chiffre, ou compris entre i et :io,
a'son carré entré et 100, c'est-à-dire composé de t ou 2
chiffrés de même tout nombre de 2 cliiffiôs en a 3 ou 4 » son
carré, etc. En général- le 'carré d le double', ou le doublé. moins

i, des- chiffres delà racine (pe 19)1' • • •
Procédonsaü calcul de l'extraction'des racines carrées;- Celles

des nombres de' 1 ÔM a chiffrés sont comprises dans les tables

nos i4 et 60 cjuant aui autres; il faut distinguer deux cas.
cas. Si le nombre proposé, tel que 784, a 3 ou 4 chiffres,

sa racine en a deux et 784 est composé du carré des dixaines

de lâ racine de celui des unités, et du double du produit des

disantes par lés tktiité's.^Or, la premièro'dè-ces parties seifornie

en ajoutant deuxzéros au carré du'chiffi'e des dixaines (n° 13, 3°.);

d'où il suit quece carre n'entre dans l'addition de ces trois parties

qu'au rang des centaines. En séparant les où

voit que 7 contient le carré du chiffre des dixaines, considérées
comme des unités .simples' et éa outre, les certaines produites
par les autres parties du carré.

On prendra la racine du plits graitd cané: 4 contenu dans, 7,
elle sera le chiffre des dixaines; chercha car 7 étant compris
entre les carrés de 2 et de 3, le nomlire proposé 784 l'est. entre
20° et 30' ainsi la racine est entre 20 et 3o ,.et l'on a 2 pour le
chiffre des dixaines.J '; iÂ ii

Eh retranchant 4 de 7, le reste 3 est la retenue; ainsi 384 est
composé du carré des unités, plua du» double des dixaines mul-
tiplié par les unités¡ .'•

On. forme le produit du doubledes dixaines par les unités, en
multipliant. le double du chiffre des dixaines- par les unités, et,

mettant on zérô?à a droite. Ainsi, dans l'addition ce' produit
est compris au rang des dixaines,1, et contenu par conséquent
dans 38, en séparant de 384 le chiffre 4 des unités 38 contient

en outre les dixaines produites par le carré des unités^ et celles

qui} proviennent de ce que 784 peut n'être pas un carré exact.
Si ces dixaines étaient connues, en les 6tant de 38, le. reste



rait le double produit dont il est ici question donc-, en le divi-
sant par 4, double du chiffre des dixainés, le, quotient serait lès
unités. Divisons donc 38 par 4; lè dividende sera plus grand que

celui qu'on doit employer, et le quotient p'âurrdêtre trop •gràhB';

mais il sera facile de le rectifier. •' 'A*
Car si lé quotient jou 9 eh nombre

entier, représente en effet les unités, en
plaçant 9 à côté du double 4 du chiffre
des dixàiiïes, 49 sera le double des dixai-
nés ajouté aux unités et 49 X 9 sera
le double du produit des dixaines par
les unités, plus le carré des unités. Or,
49 X g= 441 384 donc 9 est trof
grand: On éprouvera le chiffre 8 de là
même manière; et, comme 48x8=384,
qui retranché dû testé', donne o on
voit que 784 est le carré exact- de 28.
On a mis ici le type du calcul, ainsi que
celui. dé. 2735, qui est..52. avec le reste 3r; de sorte que
5'2-èst la racine du plus grand carré contenu dans 2735,. c'est-
à-dire celle dé 2735?– 3 1 ou 2704. On trouve aussi 121=11.

CAS. On raisonnera de même si le carré a plus de quatre
chiffres; car alors, bien que la racine en ait plus de deux, on
peut encore la regardercomme composéede dixainês et'd'unités;

par exemple 523 a 52 dixaines et 3 unités.
Ainsi, pour 273 .629, on verra, par

la même raison, que le carré des

dixaines considéréés-comme simples
unités, est contenu dans -2735 ( en

séparant les, deux chiffres droite
29) et que la raéine, du plus grand
carré contenu dans 2735 donne les dixaines. On a trouve ci-
dessus 52 pour cette racine, et 3i pour reste'; de sorte que
descendant 29' à côté de 3 i 3 i ig' est le double prbduit des
dixaines 52 par les unités inconnues plus le carré de ces unités;
supprimant le chiffre g', on divisera 3 12 par 104,: double des



diaaines 5z on aura le quotient 3, qui est les unités de la ra-s
cine, ou un nombre plus grand.

Enfin plaçant ce quotient 3 à droite. de i o4, et multipliant
i o43 par 3 on retranchera le produit 3 c ag du reste 3 1 29; ainsi
523 est exactement la racine cherchée.

Ce raisonnement s'applique à tout nomhre on voit qu'il faut
le partager en tranches de deux chiffres, en commençant par
la droite, ce qui ne laissera qu'un seul, chiffre dans la, dernière
tranche, lorsque le nombre des, chiffres sera impair. Chaque
tranche-donne un chiffre à la racine, en opérant sur chacune

comme il vient d'être dit. 11 est donc bien facile de juger à priori
du nombre de chiffres de la racine d'un nombre donné. Quand
cette racine n'est pas exacte, le calcul. conduit à un reste; nous
allons montrer l'usage de ce reste pour approcher de la racine.

Observez aussi qu'il est inutile d'écrire les divers produits à
soustraire, et qu'on peut, comme pour, la division (p. 28), faire
à la fois-chaque multiplication et la soustraction.

On peut aussi s'exercer sur les exemples suivans 7 283 291
= 2698, reste 4087

63. On appelle Commensurables r.ou Rationnels les nombres
qui ont une commune mesure avec l'unité tel est parce que
le 5e de l'unité est contenu cinq fois dans i et deux fois dans §.

Mais ¡tout nombre entier, qui n'est pas. le carré exact d'un en-
tier j -ne sauraitvétre non plus .d'un nonabrefractionnaire et

par conséquent sa.'racine est incommensurable avec.l'unité,,Car
s'il y:avait une commune mesure, contenue, par exemple, cinq,
fois dans l'unité et treize fois dans 1 en sorte que (36) la



racine de 7 Çut représentée en éle-
'vant au carré on aurait i^ = 7 ce qui'est absurde, ces deux
fractions étant irréductibles( n° 4» 1 5°. ).

Puisqu'en divisant l'unité en parties égales on ne peut' ja-
mais prendre celles-ci assez petites pour que l'une d'elles soit
contenue exactement dans 1/7 et qu'aucuùe fraction ne peut
être la valeur juste' de t/7 si l'on veut la mesure exacte;7 il
faut prendre une autre unité (36) ;.à moins.qu'on nesecdn-
tente d'une approximation, en-- rendant .lès parties,dé l'unité
assez petites pour que la différence entre {/y et un.cçrjtain
nombre de'ces parties puisse être négligée comme de peu, d'im-
portance. Par exemple, si l'unité continent 100 parties, et qu'on
trouve que 2 unités + 64 de ces parties sont <[ 1/7, tandis que

65 surpassent 7,; c'est-à-dire que 7- soit entre les carrée' de
2,64 et 2,65, on dit que V/7 est entre ces nombres, et qu'on

a cette racine à moins de un-centième. C'est ce qui expliqua
ce paradoxe, qu'on peut approcher autant qu'on veut de [/"],.
quoique y/7 n'existe pas'numériquement.

Si l'on veut négliger les quantités moindres que le cinquième
de l'unité; il faudra donc trouver combien '[/y contient de ces
cinquièmes, c'est-à-dire chercher deux fractions, telles que
et ayant 5 pour dénominateur, dont les numérateurs ne dif-
fèrent que de 1 et qui comprennent [/y- entre elles ou plutôt
7 entre leurs carrés. Pour obtenir ces numérateurs t3'et '1^, con-

cevons les carrés de nos fractions et celui de 1/7 multipliés par
25; 25 X sera compris entre les carrés' des numérateurs in-
connus, et par conséquent \Z(%5 X 7) ou {/i^S sera com-
pris entre ces numérateurs.'Or, S/ifé tombe entre t3 et Ï4';
donc '51 et sont les fractions cherchées ou les valeurs
approchées de V7, à moins de g, l'une par défaut, l'autre par
excès ("):

L'unité étant divisée en q,parties égales, pour connaître le plus grand
nombre.de)Ces parties contenu dans y/N, c'est-à-dire pour obtenir une
fraction approchée de y'iVa moins d'un q' de l'unit»; ,,il faut déterminerjr,



De même pour avoir )/ (3 f) à moips de – on multipliera3 par na ou I2i on aura 449 f dont il. faudra extraire la racine
en nombre entier- elle est 2!, en sorte que 1/ 3 est comprise
entre 77-, et f-f ou 2. Observez qu'on supprime dans 449non-
seulement la fraction y mais même toute la partie 449-qui exi*
cède le carré de 21. Pour extraire la racine d'un nombre avee
une approximation déterminée on le multiplie par le carré du
dénominateur'donnéyetl'on extraiten nombre entier la racine
dû produit elle- est le numérateur cherché.

64. Si l'on veut approcher l'aide dès décimales, c'est-à-
dire à moins de o, 0,01., il faut multiplier le nombre far
le carré de 10, de 100. cequi revient

vers la droite d'autant de fois deux rangs qufon veut
ep ajoutant un nombre convenable de zéros,si cela

estnécessaire. \/o,3-moins de 0,01 est
la virgule de quatre rangs, ou ';9 X 54 = o,54- De même
V/5,7 à moins de 7^5 est 7^ (/ 57000 ou 2,38.

Au lieu de placer une longue
suite de zéros après le nombre pro-
posé, on peut se contenter d'adr
joindre ces zéros par couple, âpres
chaque reste. Cest ce qu'on ob-
servera dans les. calculs ci-contre

de V^^i et y/.2; On, voit que pour
avoir une,décimale, on se contente
dp ..placer une trapche de. deux
zérx>s.près,4u premier reste. Pour
une deuxième décimale, on place
de second reste, etc. On marque
de' suite là -place de la virguledans la racine, et J'on pqusse le

de sorte qu'on ait ,,1 ï. < V 'N • < -9.
or, iV = 2

donc. x < t, c'est-à-dire que a: est le plus grand entier
contenu dans (A'<jr').



calcul de l'approximation jusqu'à^ degré nécessaire, en mettant
deux zéros après chaque reste successif.

La racine d'un produit est le produit des racines dès facteurs
ainsi de i44==9><i6, on tire ^«44 =V9><l/i6 =3x4– I2-
Cette règle, qui est fondée sur ce qu'on a dit (n° 60), peut
servir à simplifier les extractions déracines.:

65. La racine d'une fraction s'obtient en extrayant la racine.
de chacun de ses deux termes Ceci,, résulte de la, manière dont

on forme le carré (n° 4i 5°.). V 1 = j, V/ TT=4-
La racine est irrationnelle, lorsque les deux termes ne sont

pas des carrés exacts si, par exempte, pouvait être- une
autre fraction, telle que fV il en résulterait •*= ce qui
est impossible (n° l[i, 5°). -OU ne peut donc avoir la 'racine
qu'enapprochant il un degré donné par la nature de la question
on procède alors comme il a été dit (n°- 63). Par exemple, \/j à
moins de 77» se trouve en multipliant par 121 = 11", et l'on
a\/ ^P ={/ 5i f et ne prenant racine de5i qu'à moins d'une
unité, on a V/f comprise entrer-et -&. >'

Observez que peut bien être pris == 1 ^puisqu^ si t'en

multipliecette expression par trouve pour pro-
duit. Mais outre que, cette double-extraction exigerait deux va-
leurs approchées, le degré d'approximation du résultat serait
incertain. Il arrive souvent que ce degré n'est déterminéqu'à
la fin du calcul cette partie de l'opération doit donc être di-
rigée de manière à permettre une approximation illimitée: Pour
cela on multiplie 1 es deux termes de la, fraction par son déno-
minateur, afin de rendre celui-ci un carré; devient ^en
multipliant haut et bas par 7, et | =y ai on poussera

21 jusqu'au degré exigé. Par exemple, si ai est prise
= 4,58a, c'est-à-dire à moins de 0,001, le septième est.

o,654 vàleur qui ne diff'ere pas d'un sept-millième
Si l'on eût demandé V j à moins de le calcul eût de même

conduit à y S/ 21 entre et-7.



Pour V (3 S-), on écrira y ~==j /26X 7 orV 182
= 13,4907. dont le séptième est J/' (3 f) = 1,9272.

66. Les équations suivantes se démontrent en élevant tout
au carré

Ainsi on peut intervertir l'ordre des facteurs irrationnels.^ et
multiplier par le même facteur les deux termes d'une fraction
irrationnelle.

Nous terminerons par plusieurs remarques.
i°. On doit toujours préparer les nombres de manière ne

soumettre que des entiersau calcul de l'extraction.
..2°. Le nombre des décimales d'un carré est toujours pair.et

double de celui de la racine on doit ajouter des zéros ou sup7
primer des décimales pour que cette condition soit remplie
dans tous les'cas..

3°. Chaque tranche ne devant donner qu'un seul chiffre, on
ne peut mettre à la fois plus de 9 à- la racine.
..4\ Le carré d'un entier, tel que 18, étant,donné, pour avoir

celui du nombre suivant Ig, comme ig = 18 + 1 le carré
est 18? -E- a X 18 4- 1 (ne 6i) on ajoutera donc 3? à 324, carré
de 18, et l'on aura 36i = 19% En général, quand on a le carré
d'un entier, en ajoutant,un,plus le double.de ce, nombre., on a
le carré de l'entier suivant. Il suit de là que dans l'extraction
de racines carrées chaque reste doit être moindre que le double
de la.racine qui s!y rapporte; car si l'on trouvait un reste.plus,
grand que ce double, il-faudrait mettre une unité de plus à. cette• racine.. .•

5°.. La preuve de l'extraction se fait par l'élévation de la racine

au carré; il 'faut qu'en multipliant la racine par elle-même, et y
ajoutant le reste, on retrouve le nombre proposé; ce reste doit,



d'ailleurs être moindre que deux fois la racine. On peut aussi

appliquer ici la preuve par g, par Il. exposée n° 35, 50.

Extraction des Racines cubiques..

67. Avant d'extrairè la racine cubique il convient d'analyser

la loi suivant laquelle se forine le cube, qui est le produit d'un

nombre par son carré. En imaginant ce nombre décompose en

deux parties, on a vu
(n- 6i) que le carré est composé du carré

de la première,du carréde.la seconde, et du double de leur pro-

duit c'est lé système de ces trois quantités qu'il faut multiplier

par les deux parties du nombre donné. Or, en les multipliant

d'abord par la première; on obtient

on voit que le cube de tout nombre

formé de deux parties se compose de quatre ( voy. n° l 97 » -1

1», le cube de la première; 20. trois 'fois le carré de la pre-

mière multiplié par la seconde; 30. trois fois le carré de ,la

seconde multiplié par la première 40. le cube de la seconde.

Concluons de là que le cube de toút nombre composé de
dixaines et d'unités est.iormé du cube des dixaines, trois fois

le carré des dixaines multipliépar les unités, troisfois le carré

des unités par les dixaines, enfin le cube des unités.

68. Le cube de 1, o, 100,
1000. est formé de l'unité suivie

de trois fois autant de zéros; ainsi un nombre de deux chiffres,



c'est-à-dire entre ïoet 100, a son cube entre '000 et i oooooo;
il est donc composéde.quatre, cinq ou six chiffres. En général le
cube d'un nombre a le triple des cbiffres de sa racine,ou le triple
moins l, ou moins 2.J •.

Les racines dès nombres< 1000, n'ayant qu'un chiffre, le
tableau (p. 80) les a fait connaître. Nous partagerons l'extrac-
tion des autres nombres en deux cas.

1" cas. Si ta racine n'a que deux chiffres, comme l'est celle
de 21 g52 je remarque que le cube des dixâines cherchées se
forme en cubant le chiffres des dixaines et plaçant trois zéros à
çlroite (p. 16). Donc en séparant les trois chiffres g5? du nombre
pro.posé, 21 contient. le cube du chiffre des dixâines considérées
comme des unités simples, et en outre les mille qui proviennent
des autres parties. Le plus grand cube contenu dans 21 est 8,
dont la racine est 2; c'est le chiffre des dixaines car puisque 2
est compris entre les cubes de 2 et de 3, 21952 l'est entre ceux
de 20 et de 30.

Otons 8 de 21, il reste 18952, qui représenter les trois autres
parties du cube or le produit de trois fois le carré des dixaines
par les unités se forme en multipliant par les unités le triple du
carré de 2, c'est-à-dire 12, et plaçant en outre deux zéros à
droite ainsi séparant les deux. chiffres 52, le nombre:139 con-
tiendra douze fois les unités, et les centaines produites par les
deux autres parties du cube. En divisant t3g par 12, le quotient
sera, donc les unités, ou un nombre plus grand et comme ce
chiffre r}epeut excéder 9, pn prendra 9 pour le'quotient de

Il s'agit de vérifier si. 9. est plus grand que les unités. Pour
cela, sous 1206, qui est le triple du carré des dixa,ines, plaçons
le triple du produit des dixâines; par
g, ou 3.2o.g 54o; puis le carré de
9 ou 81, etmultiplions 1a somme 182 i
par 9. Si 9 est le chiffre des unités, le
produit devra être égal au reste, puis-
qu'on forme ainsi les trois parties que
ce reste contient. Ce produit excède'
10952, d'où il suit que les unités sont < 9. On essaiera donc



8 et comme en faisant la même épreuve on trouve précisément

i3g52, on, reconnaît que 28 est la .racine cubiqueexacte de

21952. Ce raisonnement est analogue à celui qu'on a fait pour
la division et la racine carrée (n°' 18, 62); on tirera facilement

la règle qu'il faut suivre* dans ces sortes de calculs.

2e cas. Sïïa racine a plus de deux chiffres, comme pour le

nombre 12* 305 472 000 on raisonnera comme précédemment

(n° 62', 2?.): On verra qu'il faut, 1?. couper le nombré en tran-
partir de la droite.

2°. Extraire la racine cubique de la dernière franche t2 qui

est 2; c'est le chiffre des mille~de la racine retrAncha!1t de 12 le

cube 8 des mille il reste 4.
3°. 'Descendre à côté de ce reste 4 la tranche suivante 3o5

dont on séparera deux chiffrés o5 et diviser 43 par 12, triple du

carré du chiffre obtenu. Le quotient 3 doit être éprouvé comme
on vient de le dire. On reconnaîtqu'il y a 3 centaines; le reste

est i38.
4°. Descendre près de ce reste La tranche 472, dont on sépa-

rera de même 72, et diviser i384'par l587 triple du carré

de 23 on posera à la racine le quotient zéro.

5°. Descendre près du reste la tranche o0o et diviser 1 384720

par 1587,90.•
Et ainsi de suite. Voici le type du calcul.

que,
entier, tel que 3, n'a point de racine cubique entière il n'en-a a

pas non plus de fractionnairemais on peut approcher indéfini-

ment de cette racine. Pour obtenir 3 à moins de ¡, on mul-

'tipliera 3par le cube de4y et:l!on aura 3X Hj> ou 192, dont la

racine cubique est 5 en nombcè entier donc est le nombre de-



mandé, et V 3 tombe entre et De même pour ( 3 ) à
moins de ïV, on a 3 X 1 13 = 4943 f la racine cubique est 17

donc j-7 à est approché de v ( 3 f )à moins de 77.
2°. Pour approclzerà l'aide des décimales^ on reculera la vir-

gule d'autant de fois trois rangs à droite qu'on veut de chiffres
décimaux on ajoutera pour cela un nombre convenable de

zéros, si cela est nécessaire. Ainsi pour ,avoir J/ 0,3 à moins
de jh> on

prendra 300 00o qui est 67, d'où o,3 =='0,67.

De même )/ 5,7 à moins de se trouve en prenant 5/]oo
qui est 18, et l'on a i,8..

Enfin, S/ 3,2178 à moins de .'0 est= ;'0 32i7 = i,5..
3°. Si le nombre proposé est entier on se contentera de pla-

cer, près de chaque reste, une tranche de trois zéros, jusqu'à
ce qu'on ait obtenu le nombre de chiffres décimaux qu'on dé-
sire (*).

Voici le calcul pour V
4? 7-

(*) Le calcul devient très long lorsque la racine est un grand nombre: mais
on peut en abréger la partie la plus pénible, qui est la recherchedes diviseurs
destines donner pour quotiens les chiffres consécutifsde cette racine appli-
quons le.procédé à la racine de 477- Supposons qu'on ait déjà trouvé la
partie 7i8 de cette racine, et qn'on veuille pousser l'approximationplus loin:
faudra faire 3 x 78» mais on a déjà formé la quantité (3a'-t-3ab+6')b, enfaisant a= 7 dizaines, i=8 unités, et l'on veut trouver 3a'» = 3 (a+b)*
=3 quantité qui surpasse 3a«-t-3aJ-f-i* de iab+ib'.
Ainsi à 16444 qui représentele ler trinome, il faut ajouter3ab, ou 68 dizaines,
et ai» ou deux fois 6 j. Ce calcul est indiqué ci-après. Une fois le diviseur
trouvé, on obtient aisément le chiffre des centièmes et le reste, puis le diviseur
subséquent par le même procédé, etc.



Ontrouve V 2 1,259921, V 3 = I442249-

4°. La racine cubique d'une fractionse trouve en prenant

celle de chacun de ses deux termes V = Mais si ces

termes ne sont pas l'un et l'autre des cubes exacts, on prouve,

comme n° 65, que la racine est incommensurable, et qu'on

n'en peut avoir qu'une valeur approchée. Si le degré d'approxi-

mation est donné d'avance, on opérera comme il vient d'être

valeur comprise entre et i qui sont les résultats demandés.

Mais si l'approximationdoit demeurer arbitraire, on rendra

le dénominateur un cube exact et l'on approchera delà racine

du numérateur.
Pour f

on prendra | V (5x49)= V 245

= fx6,2573 = 0,8939. De même V' (17 |) ««

= ^,X 7,8i339 =2,6o4463.
Nous nedironsrien ici sur l'extraction des racinesquatrièmes,

cinquièmes. pour lesquelles on trouverait des méthodes

analogues aux précédentes (voj. n° 489) mais nous ferons ob-

server que, d'après ce qu'on a dit, n° 60, lorsque le degré de la

racine est le produit de plusieurs facteurs,elle peut se décom-

poser en racines successives de degrés moindres. Ainsi de

iâ=2X2><;3)o.n conclut quela racine douzième, revient à deux

racines carrées et une racine cubique. Pour \/i^ \& 6a5 on
prendra d'abord la' racine cubique qui est625puisv/ 6a5 qui est
25, enfin V/ a5=5,' qui est la racine douzième cherchée. L'extrac-

tlôndes racines estune opération très pénible, mais qui sera bien-

tôtrendue facilepar
les belles propriétés deslogarithmes (n° 87).



IV. DES -RAPPORTS.

Des Équidifférences et Proportions.

70. On compare les grandeurs sous deux points, de vue, en
cherchant, ou l'excès de l'une sur l'autre, ou le nombre de fois
qu'elles se contiennent mutuellement. Le résultat de cette com-
pâi*aison s'ohtient par une soustraction dans lé premier cas;
et- par une division dans le second. On nomme Raison ou Rap-
port de deux nombres le quotient qu'on trouve en divisant l'un
par l'autie: C'est ainsi que 3 est le'rapport de 12 à 4 puisque 3
est le quotiént de i 2 4. On pourrait égaiement dire que le rap-
port de 12 à 4 est ou g puisqu'il est indifférent de dire que le
premier des nombres est triple du second ou que celui-ci est le
tiers de l'autre. Nous conviendronsà l'avenir de diviser le pre-
mièr nombre «nonce par le second.

Le premier terme d'un rapport est V Antécédent, le secondest
JejConséqiient.

On sait (n° 4) que la différence de deux nombres demeure la
même lorsqù'on'les augmenté ou diminue de là même quantité,
et qu'on ne change pas un rapport('n? i5)'én multipliant ou
divisant ses déur •termes par un mêirié1 nombre.

.:i/

Il est aisé d'àttichèt un' sëhs net au rapport des quantités ir-
rationnelles'; puisqu'elles n'entrent dans le'calcul que comme
rèpréseiAant leurs valeurs approchées (n6 60). Dii lesté, ce
rapport peut quelquefois être cotnm'ensuràblé" àirisi

• ..7 1; Lorsque la différence" entre deux nombres, tels que 1 o et8
qu'entre deuxautres; 7 et. 5, ces quatre quantités



forment une Èqiïidiffèrëncê Quand te rap-
port de deux nombres est le même que celui .de deuxautres, ëes

quatre quantités forment une Prnportionqui résulte de 13'égalité

20 et 10 yaussi bien que 1 4 et 7 ont pour
l'apport; <>n a donc une proportion entre 20 10, 14 et 7 qu'on
écrit ainsi 2"o ï iô *i4; ï. 7:; et qu'on énonce 20 est à 10 cômme

7.-On'peutaùssî l'indiquer ainsi Lorsquenous
préférerons cette dernière notation, ce qui arrivera le plus sou-
Vent ,-hôtts-lui conserverons" l'énoncé reçu 20 esta id comme
f4 est à 7; et non pas- 20 divisé par 10 égale i4 divisé par 1,

Les" termes 20 et7 sbrit^lés Extrêmes y 10 et; 14 les Moyens'
de la proportion.

Lorsque les deux moyens sont égaux entre eux, on dit que la
Proportion est Coïitiriué: tellé-est là suivante 36,
qù'pti écrit ainsi H 16 Lé second, terme se nomme
Sfojeh proportionnel:- r- (/ • '• ,iL: -T

Il est \isibiê~ que ridée' 1W plus généralequ'on puisse1 scr faire

de la mesure des grandeurs (n°. 36.) consiste à avoir leur rap-
port avec l'unité de leur espèce: Ainsi, lorsqu'on dit qu'une
chose est = f ou est cinq fois le septième de l'unité, cela re-
vient a dire que le rapport Tdé cette' grandeur à l'unité est" le
même

que ceîu: dé 5 mëme\nw ê^'foh mesuré' l'iùcôm-
mensùrabie \y eh'rempî'açârit' son l'apport tfVee'l'\iùit?é'"t>:àr

deux nombres', tels" que .i3'eV& qui ddnne'nrfa prb-

portion inexacte mais approchée, 10 o.
'j 1 .i.\ :"i : :l • : ..i .i
72. Suivant que les restes de deux soustractiontfflOt-;8 etyj-rS

sont égaux ou, inégaux ,1 ils lei seront èôcom après-leur avoir

ajouté'la somme8+6dés quantités soustraptives ce qui donne,
io4*5ét 7+8. Don^alorsqu'oaa réquidifférence10– 8=7;5,,
la somme des extrêmes est égale celle tles moyens et récipro-

quement si
Il est donc bien aisé de trouver un terme d'une équidifférénce

connaissant les. trois autres termes car soit demandé lé, qua-

trième terme x, les trôé 'premiers éta'nt îOj 8,' et 7 ï'puisqoe



l'inconnue x; augmentée de 10, doit être =8 -f- 7 il faut
(n° 4) que a: = 8 + 7 10 =,5; on a donc l'équidifférence
10 8 = 7 5.

Soient pareillement deux rapports: et ^f-, pour juger s'ils
sont égaux ou inégaux, il faut les multiplier par 3X7 produit
des dénominateurs, on a 6 X 7 d'une part, et 1 4 X 3 de l'autre.'
Donc, si l'on a quatre nombres en proportion 6 3 14 J 7

le produit des extrêmes est égal à celui des moyens.
Réciproquement, si l'on a quatre nombres 6, 3, 14 et 7, tels

que les 'produits 6x7 et 3xi4se trouvent égaux, on en con-
clura l'égalité de leurs rapports, ou la proportion 6:3:: 1^ 7,
ou = § == ±fi donc on peut toujours former une proportion
avec les facteurs de deux'produits égaux.

io. Le produit des moyens devient un carré, s'ils sont égaux.
Donc le moyen proportionnelentre deux nombres est la racine
carrée de leur produit..Entre 3 et I2., le moyen proportionnels
est t/(3 X 12) =6, savoir 3 6 12. Réciproquement si l'on

a 6a = 3 X 12, on pourra former la proportion continue

TVO i U 12i

20. Si une proportion renferme un terme inconnu, telle que'
6 3 14 x; comme trois fois 14 doit être égal à six fois l'in-

connue, elle est (n° 5) le quotient dé 3 X i4 divisé par 6,
ou 7 donc 6 3, i4 7. En général l'un des extrêmes

se trouve en divisant le produit des moyenspar l'extrême connu.
Si l'inconnue était un moyen, on diviserait le produit des ex-
trêmes par le moyen connu.

3°. On peut, sans détruire une proportion, faire subir aux
divers termes qui la composent tous les changemensqui con-
duisent encore à donner le produit des extrêmes égal à celui
des moyens.

Ainsi pour 6 3 14 7, qui donne 6 X 7 = 3 X i4 on
peut

v1. Déplacer les .extrêmes entre eux, ou les moyens entre eux
(ce qu'on désigne par Alternando) ainsi,



6 4 3

ou 7 3 14 6

ou 7 14 3:6.
il. Mettre les extrêmes à la place des moyens (ce qu'on

nomme Invertendo ).'
3:6 7 14.

III. Enfin, multiplier ou diviser les deux antécédehs ou les

deux conséquens; par le même nombre ( n° 70).

73. En appliquantle théoré,me du n° 38, 4*; à fe proportion
30: 6:: 15: 3, ou 360 =:'35, on trouve

Si l'on fait le produit des extrêmes .et celui des moyens,
les produits communs à l'un et à l'antre, peuvent être suppri-
més, et il reste les quantités 3o X 3 et i5 X 6, égales d'après.
la proportion donnée.

Donc,, i°. la somme ou la différence des izntécédens est à
celle dés conséquens j coriame un antécédent est à son consé-

quent.
20. Là sommé des antécddens est à Lezir différence, comme la

sômme des conséqûensest à leur différence.
3°. Soit une suite de rapports on

6+ io-j-'i4 + 3o i'4 3o

rapports égaux, la somnze des antécédens est à celle des consé-

quens j comme un antécédentest à son conséquent.
4°. Si l'onrenverse la proportiondonnée, on a 3o i5 6 3,

à'oa –=2-^{ComponendOj

74. On peut multiplier deux proportions terme' à "terme?.-
En" effet ^Zo i5 6 3;'et'2 3 "4"redonnent les fractions.



3o x 2 i5x3 6 x 4 ? 3 >< e.
Done, on peut élever les teimes d'une proportion au carré aucube, et par conséquent on peut aussi en extraire la racine

carrée, cubique.

Des Règles de Trois.

75. Lorsque les élémens d'un problème peuvent former une
proportion dont l'inconnue est le dernier terme, un calcul
simple ( n° 72, 2°. ) donne la valeur de ce terme c'est ce qu'on
nommé orné Règle de trois. Ainsi 3o ouvriers ont fait 20 mètres
d'ouvrage; combien 21 ouvriers en fëf aient-ils dans le thème
temps? Accordons; pour un moment, que les.conditions de cette
question soient exprimées par ta proportion "3"p 20 21 x j
en désignant par x le nombre de mètres demandé; on en conclut

que Cette inconnue? x a= == iL
Lorsqu'on veut résoudre, .à l'aide d'une règle de trois, une

question proposée, il est nécessaire de s'assurer si la solution
peut dépendre des proportions après quoi il ne reste d'autre
difficulté qu'à placer tes nombres contenus dans la question, aux
rangs qui leur conviennent dans la proportion.

On reconnaît que la solution d'une question dépend des règles
de trois, lorsque renoncé est formé de deux périodes lés deux
termes de la premièré étant Homogènes respectivement à ceux
de la seconde c'est-à-dire de même nature., deux à deux; et que
de plus ces deux, termes' peuvent être multipliésou divisés pur le
mêmes nombre sans altérer la solution.

Ainsi, dans notre profilëme, 30 ouvriers
et 21 ouvriers' sont hômogènes et l'on 3o 6'uvf. âo nier.

pourrait nJÛltipiiét" cés deux nombres,par
4 ou par3. sans "1 rien change^ Si l'on disait par exem pie,
60 ouvriers ont fait 20 mètres,combien 42 en feraient-ils? Cette
question aurait visiblement la même solution que la première.

Au contraire, le temps qu'uae pierre emploie, à tomber' n'é-



tant pas double lorsque la hauteur' est double; un tonneau n'em-
ployant pas à se vider ùn temps triple, lorsque sa capacité est
triple, ces élémehs ne peuvent faire partie d'une règle de trois.

76. Après avoir reconnu que là solution d'un problème peut
être donnée par une proportion, il s'agit d'assigner à chaque

terme le rang qu'il y doit occuper. Le quatrième et lé troisième

sont d'abord l'inconnue et sort homogène, qui seul peut lui être
comparé. Le second rapport étant ainsi une fois établi, il reste
à former le premier, lequel est composé dé deux autres nombres

compris dans le problème, et homogènesentre eux. Or, la ques-

tion fait connaître lequel doit être,le plus grand des deux termes
déjà posés c'est-à-dire de l'inconnue et de son homogènes; et,
comme les antécédens doivent être ensemble plus grands l'uri et
l'autre ou moindres que leurs conséquens, il est facile de' iè-
cider lequel de'ces deux termes' homogènes qui restent placer
doit occuper le premier ou le second rang.

Ainsi, dans la question précédente, après avoir posé 20 mè-

tres x mètres, on voit que 21 ouvriers doivent faire moins
d'ouvrage que 3'0; et que lé conséquent x est <C 20 d'dnc des
deux nombres 3o et 21 qui restent à placer, 3o est le premier,

et l'on a 30 21 20 x.
Les deux exemples suivans éclairciront ceci

Un ouvrage a été fait en.5 jours par 5^
ouvriers; combien faudrait-il de jours à 19 onvr- Jours.

ouvriers pour faire le même ouvrage? Puis-
qu'on pourrait prendre deux ou trois fois plus de. jours est au-
tant de fois moins d'ouvriers la ^question dépend des propor-
tions. On placera d'abord 5 jours x jours ..et comme il faut

plus de jours à 19 ouvriers qu'à 5y£pour accomplir la même
tâche, le conséquentx est ^> que 5;.Î5..ij. estdonc le conséquent du
premier' rapport y etFoha ig:ouvr. ~.>tjjioxi\r.5 jours.; arjours

Il a fallu 6 mètres d'une étoffe large de' |' pour couvrir un
meublr; combien en faudrart-il d'une étoffe large de ;,? Quoi-



.qu'ici les quatre termes soient des mètres, on
reconnaît que les.uns ex priment des longueurs
et. les autres des. largeurs, et que 6. mètres et
l'inconnue sont les deux homogènes. Ainsi, la
proportion est terminée par 6 mètres x mètres. Or, .il-. faut

moins'de longueur à l'étoffe qui est la plus large; comme f ]> |
on a ar 6 ainsi § est l'antécédent du premier rapport, et l'on
trouve § :| 6 :V,d'où* = 6x!x I =

6
77. Quoiqu'il soit toujours facile de faire cê raisonnement,

en l'évitant on donne plus de rapidité au calcul. On distingue
deux sortes de rapports; le Direct formé de nombres qui
croissent ou décroissent ensemble l'un décroît au contraire
quand l'autre croit, dans le rapport Inverse. Les 3o ouvriers

et 20 mètres de la première question sont en rapport direct,

parce que plus il yd'ouvriers,et plus ils fbnt d'ouvrage. Dans
la seconde au contraire, 57 ouvriers et 5 jours sont en rapport
inverse parce que plus il y a d'ouvriers et moins on doit les
employer de jours pour faire un ouvrage.

Lorsque lès.termes d'une question sont en rapport direct, ils

s'y présentent dans les. mêmes rangs qu'ils doivent occuper dans
la proportion, pourvu qu'en posant la question, on donne le

même ordre aux termes homogènes dans les deux périodes de
l'énoncé. Mais si le problème a ses, rapports inverses, les termes
doivent. procéder en sens opposé dans la proportion de sorte

que le dernier des nombres énoncés soit écrit le premier,
l'ayant-dernier le second, etc l'inconnue étant toujours
à la quatrième place. Cela résulte de ce qui a été dit ci-
dessus

"pyiOn "peut éviter l'emplbirdïs.'proportions, dans tous ces_problèmes:, en
réduisanth'.V unité l'un des deux termes de la premièrepériode de dénoncé:

c'est ce qu'on fait en multipliant les deux tcrme's'de cette période, quand ils

sont en rapport direct, et divisant l'un par l'autre,quandce rapport est inverse.
En voici'des exemptes.

'i"lc& Règles directes. On divise l'an des termes dé la première pe-



Voici encore plusieurs exemples de règles de trois.
I. En 8 jours, un homme a fait 5o lieues;

combien sera-t-il de jours pour faire 80 lieues? ? Lieu, Jours.

Cette règle est directe parce que plus on 80 x
marche, et plus on fait' de chemin.. Mais 'les
termès homogènes ne se présentent pas dans le même ordre,
dans les deux périodes, et l'on commettràit une erreur si l'on,
posait 8 5o 80 x. Enonçons la' question dans ces 'termes':

Un homme a fait 5o lieues en 8 jours; combien 'sera-t-ïl due
jours à faire 80 lieues? et il viendra 50 8 l8o :'x ="12 f; '£.

il;. Un homme a fait,une route en 8 jours;' -11',
7 heures par jour combien, eût-il Heures- Jours.

mis de temps s'il eût marché to heures par io!l >•
jour? Règle invexse, parce qu'en marçhant plus.
d'heures par jour, il faut moins de jours, pour parcourir' la
même distance ainsi 10 7 8 x =='5f..

riode.par l'autre, et l'on remplace ce.dernier par i. Dans la première question,
3o ouvriers font ao mètres, etc., comme moins on a

'd'ouvriers et mains'ïïs

font d'ouvrage, on posera si un ourrier fait 22 mètres, combien ai ouvriers

en feront-ils? Évidemment
21 fois davantage,- ou

'x = xai= 14..
:le'CAS. 'Règlesinverses. On multiplie l'un parrl'aùtre les deux termes de

la première période,et l'on' remplace par i celuidesdeux qu'on veut. Dans'le2«
problème, 5 jours, ont suffià 57 ouvriers, etc., commé moins on- emploie
d'ouvriers et plus il faut de jours pour faire le travail, on peut.' prendre 57
fois plus de. temps et un seul ouvrier savoir un seul homme a employé
5^x5 jours, combien 19 ouvriers mettraient- ils de temps? 19 fois moins,

o»i = = r- = 10 jours.
Dans.tous les cas,. le terme qu'on .doit réduire a l'unité dans la première

période, est celui qui est homogène, on de même, espèce que le terme donne
dans la deuxième .période. On fera bien de beaucoup s'exercer à cette sorte
de raisonnement les questions énoncées dans le texte seront résolues par ce
procédé. On en' trouvera' un 'grandnombre d'applications dans le Recueil de
problèmes de M. Grémilliet, ainsi,que,de touies^les règles d'Arithmétique
cet estimable ouvrage est très utile pour former, les jaunes gens au -calcul
numérique.



III. Si 17 re»£rç3 5 onces 4 gros d'argent ont
coûté 869 livres i5 .sous 6 deniers, combien
coûteraient 14 marcs -3 onçes a gros i? Règle
directe; donc

17m 5° 4§r 869 liv. 15 s. 6 den. I4m 3° 2F i x liv.

On simplifie le calcul .(nOi 58 et 7o) en multipliant les deux
antécédens par 16 et l'on a 283° 8691 i58 6d 23.0™ 5°

Op trouve .x = 7081 16» 1*7^, '
i. IV. 6 escadrons .ont consommé un magasin

de fourrage en 54 jours ep combien de jours
9. escadrons teussent-ils consommé ? Règle in-
verse, d'où 9 54 6 «==36.
V. Un vaisseau a encore pour io jours de

vivres, mais on veut tenir la mer encore` i5
jours à quoi doit être réduite chaque ration
On ne trouve pas ici quatre termes; mais il est
évident que l'un est sous entendu et que le -problème doit
être conçu de cette manière. On donnerait la ration r à
chaque homme, s'il fallait tenir, la mer 10 jours; on doit la
tenir i5 jours, que dpnnera-t- on ? Règle. inverse ainsi
i5 10 i x =f.

V f. tJne font_aine emplit un réservoir en 6 heures, -.une autre
en 5 heures j, une troisième enfin en 4 heures 3 en combien de
temps ces trois fontaines, coulant, ensemble, empliront-elles

ce bassin? Cherchons quelle portion Ja ire fontaine, emplit en
i h. Si en 6h un réservoir est rempli, quelle portion le sera en i
d'ou 6 i i x– 6. De. même pour les deux autres fon-

Ainsicestrois fontaines, coulant ensemble, empliront,par heure,
cette fraction du bassin, i -f + ou +'4\ '+ = f
Donc, si les j d'un résé'rvojr sont remplis en i*, combien fau-
dra- t-il d'heures pour emplir i ? La solution est i'.§ ou == i 1..

Il faudra i heure pour que les trois fontaines emplissent le
bassin. En général, on divisera l'unité par la somme des frac-
tions du réservoir qu'emplit chaque fontaine en i*.



78. Règles de tr.ois composées.On ramène souvent aux propor-
tions des questions quir.cn/ern1entplu5 de trois termes donnes.
Il faut alors qu'elles soient formées de deux périodes qui con-
tiennent des nombres homogènes, deux à deux, et variables
^proportionnellement. En voici un exemple.

Si 20 hommes ont fait 16o mètres
d'ouvrage en 15 jours combien 3o
hommes en feraient-ils en 12 jours ?

Il se présentera deux cas, suivant
que les thermes qui ne répondent pas à l'inconnue sont en rap-
port direct ou inverse. Ici, 20 hommes et 15 jours sont en
rapport inverse; car plus on emploie d'ouvriers, et moins il est
nécessaire de les occuper de .temps pour accomplir une même
tâche; en sorte qu'on peut doubler, tripler. l'un des nombres,
pourvu qu'on divise l'autre par 2., 3. et la question reste la
mêmes. Multiplions 20 hommes par.i5, et divisons ,15 jours par
l5; il viendra 3oo hommes et 1 jour de même multipliions
3o hommes par i2, et nous aurons
36o hommes et jour. La question
devient donc, si 3oo hommes ,ont
fait';160 mètres en un jour, combien
36o hommes en feront-ils en un.jour? Le temps étant,le même
de part et d'autre, il est inutile d'y avoir égard, et,(*) on a la
règle directe 3oo 160 36o x == iga mètres,.

Lorsque le rapport .est direct, on
procède diffèremment. Par .exemple,
si 20 hommes ont fait i6o mètres en
i5jours, combien faudra-t il de jours
à 3o hommes pour faire 192 mètres?

Plus il y a d'hommes, et plus ils font de mètres; 20 hommes

(*) C'est même laréductinn de ces deux nombres à l'égalité que l'on
don tendre on aurait pu se contenter de mnltiplier 2o et diviser i5 par 5 et
de même, multiplier 3o et .diviser la par ce qui aurait réduit des jour» au
même nombre 3 dans les deux cas.



-et 160 mètres sont en rapport direct,. aprè's avoir mul-
tiplié L'une de ces quantités par 2, 3. il faudra aussi multi-
plier l'autre par le même nombre. Prenons 192 pour facteur de

20 hommes et'i6o mètres puis i6o pour facteur de 3o hommes
et 192 mètres, et il est clair que le nombre des mètres sera,
dans les deux cas, 192 X 16o. On- a donc cette question si

20 X 192 hommes ont fait un ouvrage eh i5 jours, combien de
jours séraient 3o X 160 hommes à faire ce même ouvrage? Cette
règle est inverse et l'on a

On raisonnera de même dans tout autre cas le 2' de ces pro-
blèmes peut servir de preuve à l'exactitude du Ier calcul; et,
en général, en renversant le problème, on fera la preuve de
l'opération. Voici encore un exemple assez compliqué.

Si 40 ouvriers ont fait 3oo mètres en 8 jours, en travaillant

7 heures par jour, combien 5
ouvriers seraient-ils de jours à

faire ^5q mètres en travaillant
6 heures par jour?

rHommes: Mètres. Jours. Heures..
4o 3oo 7
5i 459 'x 66

On verra d'abord que les ouvriers et les heures sont en rap-
port inverse; on mettra donc 4o X 7 heures d'une part, et
5i X 6 heures de l'antre, durant un
jour, ce qui donnera lieu à la ques-
tion indiquée ci-contre, et qu'il est
inutile d'énoncer.

Heures. Mènes. Jours.
4o x 3oo 8
5)x6 459 x

Les heures et les mètres sont en rapport direct on fera
donc 4^9 multiplicateur des termes de la première période, et

(*) On aurait rempli le même but avec un facteur plus simple"qué 139

voyez ce qn'on a dit pour la réduction au même dénominateur (p. 4f)) i nous
avens pris ici 192, pour mieux faire concevoir la conséquence qui suit.



30o celui de la seconde; ce qui réduira
le nombre des mètres à être le même de

part et d'autre. On aura une règle de
trois inverse, qu'on posera ainsi

On peut même, avant d'effectuer le calcul, supprimer le'fac-
teur 3, dans 3oo et 6, puis g d'où

On peut encore éviter ces divers raisonnemens; car, en'les
reproduisant sur chaque'terme, comparé à l'inconnue, on voit

que, lorsque le rapport sera direct, le terme devra changer de
-place avec son homogène; tandis que s'il forme un
verse,' on le laisseraoù il est. Enfin j on multipliera tous les

nombres contenzasdans chaque ligne, et l'on égalera les produits

entre eux. Ainsi, dans la dernière question les ouvriers et les

jours sont en rapport inverse,.ainsi que les heures et les jours;
mais les mètres et les jours forment un rap-
port direct on changera de place seulement
3oo et 4^*9 on formera le produitdes nombres

contenus dans chaque ligne, et égalant il viendra 40X409X8X7
=5ix3oox6x#, ce qui donne la même valeur que ci-devant:

en effet, l'inconnue sera le quotient (n°.5Xde 40X4^9X8X7
divisé par 5iX3oox6."

Cette opération peut même s'appliquer aux règles de trois
simples.

79. Règle de société. Trois associés ont inis dans le' com-
mercé, l'un. i2ooo fr. l'autre 8000 fr., le troisième 4000 fr- Ils
ont gagné 543o fr., on demande de partager ce gain a raison de
leurs mises.

La somme totale 24000 fr. a rapporté 543o fr. On fera donc

ces trois 'proportions



On voit que la totalité des mises est à 'celle des bénéfices,

échu. La somftie des bénéfices doit reproduire 543o.
Soit encore proposé le problème suivant
Trois négocians ont mis dans le commerce, savoir, l'un

lo ooo fr. pendantmois, l'autre 8000 fr. pendant 5 mois, 1e
troisième 400o fr. pendant 20 mois on demande quelle est la
part de chacun <lans le bénéfice de i5oo fr.

On remarquera que les mises et les temps sont en rapportinverse en les multipliant respectivement, on retombe sur
une .règle de la ,prem,ière espèce. L'un des associé,s est supposé
,avoir mis 70000 fr., le second 4.0000 fr., le dernier 80000;
les. temps sont égaux. -On trouvera, par la règle précédente,
.552 fr.,63. 3i5,fr.,79.63i fr.,58. pour les gains respectifs.

Si l'on cherche d'abord le bénéfice que rapporterait une mise
.de 100 fr. on pourra poser aussi, pour chacune cette propor-
tion :.si ioo fr. rapportent un tel bénéfice, quel est celui qui
est dû à une telle mise? Le Ier terme ou diviseur est 100 dans
cette règle de trois. ,Ainsi toutes ces pro,portions seront plus fa-
ciles à résoudre, ce qqi sera surtout, utile lorsqu'il y aura un
,grand nombre de sociétaires, puisqu'op est conduit à autant
'de règles de trois qu'il y a de parts à faire.

80. Règle d'intérêt. On a pour but de trouver la somme due
pour de l'argent prêté, sous certaines conditions. Cet intérêt se
.stipule de deux manières ou en indiquant celui que porte la
somme de ioo fr., ce qu'on désigne par les mots tant pour cent
(5 pour cent s'écrit ainsi 5 p. £),; ou en fixant la somme ,qui
doit rapporterun franc d'intérêt; le Denier 14 signifie que 14

.francs .rapportent i franc..
La relation qui lie ces deux manières de stipuler l'intérêt se

( trou v.e par .une proportion. Ainsi le denier a5 équivaut à 4p-§>
puisque si l'on pose cette règle de trois 25 fr. rapportent



i l'intérêt de 100 fr.? pn trouve 4 fr. De même le
denier 2 revient à 5o p. f le denier 20 à 5 p. §.

Un exemple de règles d'intérêt suffira pour montrer comment

on doit résoudre toutes les questions semblables. Quel est l'inté-
rêt de 10 000 à pour f par mois durant7 mois?' Ce problème

revient à' celui-ci Si 100 fr. rapportentfr. durant 1 mois,

combien -,ip ooo.fr. rapporteront-ils pendant7 mois? Cette règle

de trois composée se résout a l'ordmaire (n° 78).. Qn peut aussi

la résoudre comme il suit: 100 10 000 = 25.fr., in^
térêl de ,10 009 fr. pendant un mois 7 ><; ?5 ,ou i/jS fr. est
donc J'jnjçrêt cherché. [Vby. ,n°. i5o.)

81. Règle d'escompte. Lorsqu'une somme n'est due qu'à une
époque encore éloignée et qu'on en obtient sur-le-champ le
paiement on nomme Escompte l'intérêt qu'on perçoit pour
cela. Si doue on a ipooo fr. à-recevoir dans7 -mois en retenant
l'intérêt de cette somme p.£ par mo.is;, on devra déduire
175 fr. ,et il restera^ 982$. Cette manière 'à'opérer s'appelle

prendre l'escompte en dehgrs elle est la plâs usitée, quoiqu'on
retienne l'intérêt de ioooorfr., et qu'on ^ne paie en effet que
9825fr.

Pour il ne faut retrancher que l'intérêt
de la somme qu'on paie. Voici ce .qu'on doit faire. Chaque mois,

on devra retenir i fr. par t'oo fr.; donc après mois 100 -f-fr.
seront rédui.ts. Ji-, 1 00 fr.o|a posera donc cette proportion Si
loisont réduits à 100 fr; à combien 10 000 fr. seront-ils ré-
duits. On trouve 982.8 fr.,oi. En. effet, si'.4'on ajoute à cette

somme son intérêt-a par-mois! durantmois, on retrou'^

vera 10 000fr..
82, Règle conjointe, Pren.ojns.un exemple,, pour expliquer,

çettqr^gle.. ;• ..w • ; "••
On. demande. combien 27 pieds anglais valent de smètres,.

connaissant les rapports suivante approchés

1 ,3 n^è|res, valent ',<'y
?5 pieds



Je multiplie par ,15 les deux nombres de la première ligne, et
par 4 ceux de la deuxième; et je trouve que

15 X r,3 mètres =i5x 4 pieds français.
4 X 15 pieds franç.,= 4 X 16 pieds anglais,

donc i5x 1,3 mètres = 4 X,i6 pieds anglais.
On tire de ce résultat la règle suivante Écrivez les équations

données de manière que le second membre de la première soit
de même espèce que le premier membre de la seconde, puis mul-
tipliez terme à terme, et,conservez au premier membre l'espèce
d'unitédu premier membre de la i re équ.,etau deuxièmemembre
l'espèce du 2e membre de la deuxième.

Représentant par x mètres la valeur des 27 pieds anglais,
nous aurons de même

Ainsi en faisant abstraction du raisonnement qui a éclairé
cette opération, tout se réduit à écrire les rapports donnés sous
la forme d'équations et à pratiquer la règle ci-dessus.

1,3 mètres = 4p^e*ls français,
15 pieds franç. =. 16 pieds anglais,
• 27 pieds angl. = x mètres.

d'où i, 3. 15.27 mètres = 4.16. «mètres.

La règle estposée quand on est arrivéà un deuxième membre
de méme espèce que le terme initial; on égale le produit de' la
première colonne à celui de la deuxième. Ce procédé s'applique,
quel que soit le nombre des équations qui s'enchainent ainsi par
un terme initial de même espèce que le terminal de l'équation
précédent. Les exemples suivans montreront l'emploi de la
règle conjointe 'et feront concevoir toute son utilité.'

On demande le rapport dé l'arpent parisien à l'hectare. On



sait que cet arpent est composé de goo toises carrées le rap-
port de la toise au mètre nous apprend que la toise carrée vaut
3,8 mètres carrés.Cesrapports seront donc enchaînésainsi

1 arpent = 900 toises carrées,
i 'tois..car. = 3,8 mètres carrés,

ioo-m. car. = i are,
ioo ares = 1 hectare,

1 hectare = x 'arpens. •

La règle est posée, puisquece dernier terme est des arpens,
ainsi que le terme initial. Egalant lés produits,

100 X 100 =900 X 3,8 Xx, ou 100 = gx3,8 X

en divisant les deux membres par ioo; donc 100 = 34, 2:ç,

x = -^y– .== 2,924; un' hectare .vaut donc 2 arpens de Paris, et
2££ ou fort près de 3 arpens'.

83. Quand on compare des sommes exprimées en monnaies
de divers pays, la règle corijointe prend le nom d'arbitrage ou
règle de changes. En voici des exemples.

La livre sterling vaut a5fr,5o, oh demande combien il faut
donner de' francs pour payer à Londres 120 livres sterling.
On pose

x fr. = 120 liv. sterl.
rliv.rst. = 25,5o francs,

d'où x = 120 X'25,5o = 3o6o fr.
On demande le prix de -.1,00 pistoles d'Espagne, le change

étant dè 108 sous de France pourpiastre, sachant d'ailleurs
que la pistôlë vaut ïppiastres. On a

1 pist. 4 piastres,
I piast?– 108 sous;

20 sO,us = 1 .fr-
Doncio X l'oo X 4x"ï'o8î Jc = 5><4>< io_8's=2i6ofr.



valent-t -elles de francs, sachant que
I ducat d'Espagne vaut g5 deniers de
gros d'Amsterdam que 34 sous de
gros valent i livre sterling de Lon-
dres, et que 32 deniers sterling, va-
lent 3 francs? On sait d'ailleurs que
la pistole d'Espagne vaut io88 mara-

3 fr. 3a den. se.
a^oden.st. = iliv.su

i liv. st. = 34 s.'grï
is.gr. = 13den.gr.
1 duc. = 375 marav.

1088 mara^. = 1 pist.
100 pist. fr,

védis, dont il en faut 375 pour 1 ducat, la livre de gros et la
livre sterling sont divisées en 2ô sous de 12 deniers chaque.
L'opération s'écrit comme 011 le voit ci-contre, et l'on trouve
3.24o.q5. 1088. 100 ." 4' 19 1

ainsi 100, pistoles valent i52ofr.
84. Pour convertir une quantité donnée, en sa valeur ex-

primée en une antre unité, il faut avoir le rapport d"e-ces
deux unités, et recourir aux proportions, ou aux règles con-
jointes. La multitude de ces mesures nous empêche de donner
leurs rapports; nous nous bornerons à établir ceux des mesures
anciennes et nouvelles, tels qu'on les trouve à la page 12.5.
Voyons quel est l'usage de cette table pour convertir les toises
boisseaux, arpens. en mètres, litres, hectares

On demande combien 5^ 5P 8?° valent de mètres? Je vois,

page 125, que la toise = im,949 je pose

IT im,949 57T 5P 8po i i2m,9337.

Combien i3m 5° 7^ valent-ils de kilogrammes? Je trouve
qu'une livre, ou 2 marcs = ok,4&>95;1 d'où

2m ok,48g5 i.3m 5° 7^
3k,36i5.

Pour convertir 44m>669 en toises, on pose

!m oT,5i3o74 44^169 x^£^>9i9i

ou (page 78), multipliant la fraction" par '6) et* celle du produit
par 12,1;=22 ,1'].,

-p^ïtiés1Complexes



en' décimales pour faciliter les multiplications. Nous avonsdonné, dans la table, page outre les rapports exacts,
d;autres valeur§ approchées, dont l'usage est plùs facile, et qui
sont suffisammentexactes. {Voy. n° 5&4.) La table contientaussi
les logaritlimes"cles rapports, afin d'abréger les calculs, ainsi
qu'on va l'exposer p. i 5. -

Combien un litre ou décimètre cube vaut-il de pintes, sa-chant que la pinte contient 4.G,95
pouces cubes est que le pouce cube
vaut 19,8364 centimètres cubes? Ces
rapports s'enchaînent ainsi qu'on le
voit ci-contre. Égalant les produits

19,8364 = 1 pouce cub.
46,g5po. Ci = i pinte.

des deux colonues, il vient x X 19,8364 X 46, g5= 1000,
d'où x = 1,07^ 747 pinte ,;capacité égale à celle dii.Iitfe.

C'est par de semblables règles conjointes qu'on a déduit la
plupart des nombres du tableau, de ce que le quart du méridien
a 5i3o74o,74. toises. {Voy. p. 69.)

Des Progressions*

85. Une suite de termes dont, chacun surpasse celui qui le
précède, ou en est surpassé de la même quantité, est ce qu'on
appelle une Progression arithmétiqueoupar différence:tels sont
les nombres 1 4, 7, 10. On l'indiqueainsi f 1.4. 7.10.13.16.
La raison ou différenceest ici 3..

Il est clair que le second terme est égal au premier plus la
raison; le troisième au second plus la raison c'est- à-dire, aupremiér plus 2 fois la raison; le quatrième est de même com-posé du premier plus 3 fois la raison, etc. En général, un terme
quelconque d'une progressiôn par différence est composé du-prerAierplus la raison répétée autant de fois qu'il

y a de termesqui'. précèdent. Donc
16. On peut trouver un' terme quelconque d, une- progression,

les intermédiaires. C'est ainsi/que ;lé w»«terme est ici = 1 4. 3 x 99 ou 298V •"



par différence c'est-à-dire pour lier ces deux nombres par 6

intermédiaires, qui forment une progression composée de 8 ter-

mes, je remarque que le dernier terme 32 de la progression étant
égal au premier 4 augmenté de la raison prise 7 fois, 32 4

ou 28, est fois la raison inconnue; donc la raison = = 4i et
l'on a la progression

.Pour insérer, entre deux nombres donnés, des moyens pro-
portionnels arithmétiques ou par différence on divisera la
différence de ces quantités par le nombre de moyensplus un; le
quotient sera la raison.

De même, pour insérer buit moyens entre 4 et Il, on trouve

la raison = la progression est

s4.4*-5-|-6i.75-7i-8!.9f •">!•»•

86. Une progression géométrique, ou par quotient, est une
suite de termes dont chacun contient celui qui le précède, ou
s'y trouve contenu le même nombre de fois. Telle est la suite

fi 3 6 12 24 48 96. la raison ou le quotient est 2.
Le second terme est égal au premier multiplié par la raison;

le troisième est égal au second multiplié par la raison, et par
conséquent au premier multiplié par le carré de la raison de

même, le quatrième est le produit du premier par le cube de

là raison, etc. En général, un terme quelconque d'une progres-

sion par quotient est le produit du premier, par la raison

élevée à une puissance marquée par le nombre des termes qui
précèdent. On peut donc,

1°. Calculer la valeur d'un terme, sans être obligé de passer

par tous ceux qui le précèdent. Le dixième terme de notre pro-
gression ci-déssus est 3 X 29 = 3 X 5i2 = i536.

2°. Pour insérer 8 moyens proportionnels géométriques

entre 3' et i536, je remarque que la progression doit avoir

10 termes, et que le dernier terme i536 étant égal au premier
3, multiplié par la raison élevée à la puissance 9 si l'on divise

1536 "par:3pe quotient 5 12 est la neuvième puissance de la

raison, d'où la raison = v"5?2=2 (p> g3). Donc pour, in-



sêrer entre deux nombres- donnés des moyens proportionnels
géométriques, il faut prendre leur quotient, et en extraire une
racine d'un degré égal au nombre des moyens plus un cette
racine sera la raison.

Pour insérer quatre moyens entre 8 et 64, il faudrait extraire

la racine cinquième de ^-ou \/8, quantité irrationnelle (n°63);
on ne peut donc assigner exactement ces moyens; maison en
approche autant qu'on veut. La raison est y 8 i ,5i57; ainsi
la progression cherchée est

fr8: 12,1257:

Voyez à ce sujet n° i53, io°.

Des Logarithmes.

87. Remarquons que les théorèmes relatifs -aux progressions

par différence deviennent ceux qui se rapportent aux1 progres-
sions par quotient, en changeant l'addition en multiplication,
la soustraction en division, la multiplication en élévation de
puissances, et la division en extraction de racines. C'est sur
'cette observation qu'est fondée la théorie des Logarithmes.

Concevons deux progressions, l'une par quotient, l'autre par
différence, dont les termes se répondent deux a deux, telles que

1 1 3 9 27 81 243 729 2187. Nombres.
>

f o 2 4 6 ..8A:'îio ..12, 14 •• • Logarithmes. y

Chaque terme .de .la».seconde est appelé ,1e Logarithme du

nombre correspondantde la première; o est le logarithme, de
1, 2 l'est de 3, 4 dé 9 6 est le logarithme de. 27., ,etc. Les lo-
garithmes sont donc des nombres en progression par différence j
qui répondent, terme à terme^ d'autres nombres enprpgression

par quotient: ,
Comme les logarithmes n'offrent d'utilité qu'en vertu de pro-

priétés qui supposent que ces progressions commencent, l'une



par t, l'autre% par o nous né nous occuperons que de celles

qui remplissent cette condition.
Il suit de ce qu'on a dit (nos 85 et 86), et de ce que nos pro-

gressions commencent, l'une par un, l'autre par zéros, qu'un
termè quelconque est 'formé de la raisôn, autant de fois facteur

pour la première, et autant de fois ajoutée, pour la seconde,
qu'il y -a de teriues avant lui. Les sixièmes termes; par exemple,
sont 243, 5e puissance de la raison 3, et i qui est 5 fois la rai-
son 2. Âiwsi la raïson est autantde fuis facteur dans un nombre
qu'elle est de fois ajoutée dans son logaritfime:

Si l'on multiplié entre eux deux termes dé la progression par
quotient tels que g et a43, la raison 3 sera 7 fois facteur dans
le produit (page 79), parce qu'elle l'est '2: fois dans 9, et 5 fois
dans 243 le produit 9 X 243 ou 2187, sera donc le huitième
terme de la première progression. Mais si l'on ajoute les termes
4.et io correspondans dans la progression par différence, la rai-

son 2. sera aussi 7 fois ajoutée dans la somme i4 j donc le .pro-
duit 2187 et la somme 14 seront des termes correspondans, ou
i4 est le logarithme de 2187-; donc la somme des logarithmes de

.deux nombres e,st le logarithme de leur produit. Pour multiplier

q par 27, par exemples, il suüit d'ajouter les logarithmes 4 et 6
qui répondent à ce.s facteurs, et de chercher le nombre 2^3,
qui répond à la somme 10 prise parmi les logarithmes; 243 est
le produitcherché.

Il suit de là que le double du logarithme d'un nombre est le
logarithme dû 'carré de 'ce: nombre £ flè'triple°est le logarithme

du cube'; 'et. en.-général,.en ^multipliant île logarithme d'un
nombre par un facteur quelconque., on aura le logarithme d'une

puissance' de ce nombre marquée par ce facteur. Pour g3, on triple
le 4) qui répond au nombre 9 et en est le logarithme; 3'x fç^ 12
répond ^729 = 9?.. "v

Liés 'inverses dë ces opérations sont faciles a 'démontrer car
'le logarithme du quotient plus celui du diviseur devant ¿Ion'

ner celui du dividende, il- s'ensuit que le logarithme dü •quo-
tient de d'eux nonibres est la 'différence dés lôgizr£tlimes de ces
fiômbres. Pour diviser 243 par' 27retranchez '6 de io, lâ dif·



férence 4 est le logarithme deg; ainsi 9 est le quotient de-mandé.'
De même aussi, le logarithmes de la racine quelconque d'un

nombre j est le quotient du logarithmede ce nombre divisé par
le degrés de cette racine. l/729 s'obtient en prenant le tiers de
12, et cherchant 4 parmi les logarithmes. Le nombrecorres-
pondant 9 est la racine cherchée.

88. Si, au lïeu de prendre 3 pour raison de la progression
par le quotient, on eût çhoisi. une quantité beaucoup plus pe-
tite, ces propriétés auraient encore subsisté les,quantités dont
cette progression serait composée auraient été plus près les

unes des autres, et l'on y aurait trouvé, par approximationles
nombres 1, 2, 3, 4, 5. Concevons donc qu'on ait formé une
progression, dont le quotient eût été assez petit pour qu'on y
ait trouvé, à très peu près, tous les nombres entiers, et qu'on
en. ait composé une table, dans laquelle on aurait inscrit cens
nombres et leurs logarithmes, en supprimant d'ailleurs tous.les
autres termes intermédiaires les principes qu'on vient de <à'é-

montrer.auraient également été vrais. Supposons cette table
formée on voit que

i°. Pour multiplier des nombres entiers donnés, il. suffit ,tî.e*
prendre dans la table leurs logarithmes, de les ajouter et de
chercher la somme parmi les logarithmes le nombre corres-
pondant est.le produit cherchée).

2°. Pour diviser deux nombres, on retrancherale logarithme
du diviseur de celui du dividende on cherchera le reste parmi
les logar.ithmes le nombre correspondant sera le quotient de-
mandé^).. • •"

(*) On demande, par exemple, le .produit
47x863 j la table donne les logarithmes de ces
nombres on les ajoute, comme on le voit ci-
contre; on cherchela sommeparmi les logarith-

Somme,. = 4,6081.087

mes, et la table' donne 4" 56.' :poa,r.le nombre ^correspondant., qui est le
produit demandé..

(*) Si l'on veut diviser '40 56 par 863, la table fera



3°. Pour, faire une règle de-trois, on ajoutera les logarithmes

des moyens; on en retranchera celui de l'extrême connu le
nombre répondant au résultat sera l'Inconnue (*).

4°. Pour obtenir le logarithme d'une fraction, on retranchera
le logarithme du dénominateur de celui du numérateur le

reste sera le logarithme demandé. Les tables ne contiennentque
les logarithmes des nombres entiers; ce théorème en étend

l'usage aux fractions (n" 9 1 I .)
5°. Pour élever un nombre à une puissance, on multipliera

son logarithme par le degré de la puissance, on cherchera le

produit parmi les logarithmes; il répondra à la puissance de-

mandée
6°. Pour extraire une racine d'un nombre, on divisera le

logarithme de ce nombre par le degré de la racine, et'l'on cher-

rithmes de ces denx nombres; et, les retranchant, on cherchera la diffé-

rence parmi les logarithmes des tables le nombre 47 qui y correspond sera

le quotient.
(*) Ponr la proportion i53 459 17x,

après avoir pris les logarithmes de ces trois

nombres, on retranchera celui du premier

terme t53 de.la somme des deux autres et

observez que cette double opérationpeut être

faite d'un seul trait. On peut aussi ajouter le complément arithmétique du

logarithme de t53 (voyez nO 10), au lieu de retrancher ce log. Le résultat

cherché dans la table parmi les log. répond a 5i qui est le quatrième terme

inconnu*

(**)Ponravoir le log de 3 ou"r>
on re-

tranchera le log 7 du log 26- Pour obtenir le

produit de 3 par
a ou de par il

faudra ajouter les logarithmes de ces deux

fractions, on log a6-log 7 +log a8-log i3. On voit ce calcul effectué

ici d'nn seul coup. Le résultat est log 8 donc 8 est le produit demande, ce

qni est d'ailleurs visible.(} La puissancecinquième de 17 se trouve en

répétant 5 fois log 17, et cherchant le produit dans

la colonne des logarithmes; il répond au nombre

cherché 17* = 4>9857«



chera, le quotient parmi les logarithmes ;le nombre qui's'y rap-
porte sera la racine cherchée
t On voit donc que les calculs les plus compliqués sont. rendus
très simples les multiplications et divisions sont remplacées

par des additions et soustractions; les élévations de puissances
et les extractions de racines sont réduites à des multiplications
et des divisions. Ces admirables propriétés des logarithmes en
rendent l'usage si important, que c'est un devoir de consacrer
la mémoire du célèbre géomètre écossais INépeb qui en est fin-
venteur..

J 89. Formation des tables. Il s'agit maintenant d'expliquer
comment on peut obtenir les logarithmes de tous les nombres
entiers. Jusqu'ici, nos progressions par différence et par quotient
sont quelconquesl'une et l'autre; ainsi, un même nombre a une
infanité de logarithme. Nous verrons bientôt la raison qui a
fait préférer les séries suivantes.

o, 1 z. sont les logarithmes de 1, 10, 100. il s'agit de
trouver ceux de 2, 3, qui sont visiblement compris entre
o et 1 ceux de 1 1 12.v.99 sont entre 1 et 2, etc. On ne peut
obtenir ces logarithmes que par approximation; ont se contente

ordinairement de 7 décimales.
Observons que si dans une progression telle que •*«*

70.2.4.6.8.10. on omet un terme sur 2 consécutifs ou

2 sur 3. on formera d'autres progressions.7+0.4.8. t2.
ou 0.6., i2 On peut de même imaginer que les progres-
sions que nous avons prises font seulement partiede deux autres
dont les termes étaient beaucoup plus voisins/ et dont on avait
omis un certain nombre d'entre eux.

() La 1419857 s'obtient en divisant par 5 le log dû nombre proposé, et
cherchant le quotient parmi les jpg de la table. Le nombre correspondantect

17; racine cherchée.



Ainsi, 'concevons qu'on ait inséré entre i et o un très grand
nombre de moyens proportionnels par quotient; comme on
monte alors dei

à10o par dès degrés très serrés, il arrivera que,
parmi ces moyens, on rencontrera les nombres 2, 3, à un
dix-millionnième près. Cela posé, si l'on insère un pareil nombre
de'moyens par différence entre o et i, ceux de ces moyens qui
occuperont le même rang que 2, 3 ,4- seront leslogarithmes
décès nombres. On raisonnera deniêmede 10 à 100,' etc.Il est vrai que, pour insérer un grand nombre de'moyens'par
quotient, il faudrait extraire une racine d'un degré très élevé
(86); mais on évite cette difficulté l'aide de diverses -racines
carrées successives. Par exemple, cherchons le logarithme de 3

le moyen par quotient entre Jet ioest.3, 16227766, et par
différence1, entre. 'o et 1 est o,5; o,5 est donc le logarithme de
3,1622. nombre déjà-voisin .de.i3.^Une..pareille'opération

pour 1 et 3,1622 d'une part, et pour o et o,5 de l'autre;
donne o,25 pour le logarithme de 1, 77827941. De même entre
1,7782., et '3, 1622.. d'une part', et entre o',25 et o,5 de
l'aütre; oh trouvé pour moyens 2,37137370 et' 0,375. En conti-
nuant.deTesserrejvainsi ces limites, on trouvera 0,30102999et
0,47712125 pour logarithmes de,.?,,et 3.
Ges'calculssont très «pénibles (il .est vrai :qu'on n'est obligé

nombres premiers, puisque les

Autres logarithmes s'en déduisent. Mais, malgrécela, .il.en reste
assez^pour lassera la, patience. Aussi n!ay.ons-nous présenté ce
procédé que'comme de:concevoir la.formation des
tahles )', nous réservant d'en donner,,de,plus expéditifs (575).,

go. Il est aisé' maintenant d'expliquer. pourquoi on à' 'attribué
l^préférence aux' deux progressions adoptées^ Tout logarithme
est formé d'une' partie entière qu on nomme Caractéristique,,

et d'une fraction décimale': or,
1°. Les nombres-comprisentre i, 10,. îoo. ont leurs loga-

rithmes respectivement compris entre o, f, 2. c'est à-dire
que ië Idgariihmé
d'unités qtte le nombre a de chiffres entiers moins' un;-ce qui



permet de fixer ce nombre de chiffres, lorsque la caractéristique

est donnée, et réciproquement. Le nombre 543,21 a deux unités
entières,à son logarithme et 3,477 12I25 est.le logarithme d'un
nombre dont la partie entière a. quatre chiffres.. On évite sou-

vent de charger les tables de cette caractéristique qui y est
inutile.

2Î." Lorsqu'on veut multiplier ou diviser un nombre par io
100, i ooo. il faut ajouter ouôter à-son logarithme J, 2,3.
unités; d'où il suit qu'augmenter'oudiminuerla caractéristique
de 1, 2, 3.) c'ést multiplier ou diviser le nombre correspon-
dant par i o, 100. c'est reculerla virgule de 3.rangs
à droite ou à gauche. Les logarithmes des nombres 3,4578,

345,78, ont la même partie décimale; seulement les
caractéristiquessont respectivement '0, 1,2.

Tels sont les avantages que présente le systèmede logarithmes
de Briggs, qui l'ont fait préférer dans la composition des tables.

Nous l'indiquerons à l'avenir par le signe log; 'ainsi (loir 5 dési-

gnera le logarithme tabulaire de 5 c'est-à-dire le logarithme
pris dans l'hypothèse de deux progressions du n° 8g.
91. Usage des tables. Il faut avoir des tables de logarithmes

entre lés mains pôur en concevoir l'usage; celles de Câllet,'de
Borda et Delambre, sont les plus usitées. Nous n'ehtrepren-
drons'pas ici d'expliquer leur usage; mais il est quelques points
qui tiennent à la doctrine même, et qu'il est bon d'éclaircir.

.1. Les log. des nombres,< i présentent une difficulté en gé-
néral (n° 88, 4°.) il faut retrancher .le log. du dénominateur de

celui du numérateur pour avoir le log d'une fraction mais,
lorsque celle-ci est moindre que i la soustraction devient im-
possible. Par egemple pour multiplier 5 par^ comme cela
équivalut à diviser -5 par 4-il, est indifférent d'ajouter log |- à

log '5, ou de retrancher :lqg f de long 5; c'est alors-cette dernière
opération' qu'on préfère. On voit donc qu'il faut .soustraire le
l.og. du numérateur de celui du dénominateur, mais qu'on doit
employer ce log. en sens inverse ; c'est-à-dire le soustraire s'il
fallait J'ajouter et réciproquement. On donne le nom de-



Logarithmes négatifsà ces valeurs; on les distingue par le signe-
qu'on place devant.

Un peu d'attention suffit pour éviter les erreurs. Voici divers
exemples propres à faciliter l'intelligence de ces calculs.

2°. ïs: 1 on ôte log 5 de log 7, et
on prend la moitié. Pour trouver le nom-
bre qui répond à ce résultat qui est un
logarithme négatif, on le retranche de i,
ce qui rend le nombre i o fois trop grand;
on a -(-0,9269360,qui répond à 8,45i 54
donc x.sss O,845i54.

de log 1 00000 Iog27,"etc. On retranche
log x de 3, ce qui rend le nombre 1 000 fois
trop grand; il vient' + 0,2997756, qui
répond à 1,9942 donc « = 0,0019942.

II. Il est préférable d'employer les
logarithmes dont la caractéristique seule
est négative. Ainsidans le deuxième
calcul log = log 5 log 7 on rendra
la soustraction possible, en ajoutant i à
la caractéristique de log 5 mais il faudra
ôter de la différence cette unité ajoutée,
et l'on aura log f = 1 •+- 0,8538720 qu'on écrit 1,8538720.
La caractéristique est alors seule négative, et il faudra, comme
ci-dessus, y avoir égard dans les calculs subséquens. Ici, oû l'ondoit prendre la moitié, pour éviter les fractions à la caracté-
ristique, on y ajoute i et elle devient-2 et aussi i au. chiflre
8 des dixièmes, qui devient 18 ces deux additions de l'unité



positive et négative n'altèrent pas le logarithme; la moitié est

comme ci-dessus, log x = i,g26g36o.

Observez donc, lorsqu'il faudra diviser un log à caractéris-

tique négative, d'y ajouter assez d'unités pour qu'elle devienne

un multiple du diviseur et d'ajouter autant d'unités de dixaines

au chiffre suivant qui est la première des figures décimales. La

premièreet la troisième opération sont exécutées ici d'après ces

principes, et l'on peut reconnaîtreque les calculs sont devenus

plus faciles et plus promptes.

4°. On peut, au lieu de soustraire des
logarithmes (10), ajouter leurs complé-

mens arithmétiques. Dans la première
opération,pour log § on ajoute au log 3

le complémentde log 5. L'avantage qu'on
en retire est à peu près nul, attendu
qu'on peut faire, d'un seul trait, toutes
ces additions et soustractions.

5°. Lorsqu'onveut exécuter un calcul par log., il convient, de

simplifier avant tout les expressions ainsi le premier exemple

se réduit à x i X 3 X 4.22,12 = 1 ,5 X 422,12.

III. Pour ohténir les log des entiers compris entre deux nom-
bres quelconques tels que 10 et 20, il faut concevoir qu'on a
inséré un assez grand nombre de moyens par quotient, pour que
parmi ces moyens, très peu différens les uns des autres; il y en,
ait qu'on puisse regarder par approximation, comme égaux

à 11, 12, i3. c'est-à-dire que ces moyens ne. doivent

différer de Il, u2, 13. que dans l'ordre des décimales né-
gligées.

Dans une progressiongéométrique,telleque28 32 1 28.
dontlaraisoiïest4,ona32 = 8-j-8.3, 128 = 32 + 32.3.
Ainsi l'excès d'un terme sur celui qui le précède est le produit



de celui-ci multiplié par la raison i,: l'unde ces facteurs
croît avec le rang du terme, l'autre est constant cet excès
croît donc sans cesse et il y. a moins d'entiers compris entre

8 et 32 qu'entre 32 et 1 28 Pour obtenir les log. de ces en-
tiers intermédiaires, il.faudrait'y insérer,des moyens géomé-
triques en quantités suffisantes., et aussi des moyens arithméti-
ques en égal nombre entre les deux termes correspondons de la
progression des log. La différence constante de celle-ci sera donc
partagée entre un plus grand nombre de termes à mesure que
l'entier croîtra; ce qui démontre que plus un nombre est grand,
et moins son logarithme diffère de celui qui le suit dans la tabla.
Aussi voyons-nous que les.log de 1, 10, i oo. étant o, 1,2.
les neufnombres de i.à 10 se partagent entre eux, quoique iné-
galement, une unité entre leurs log.; et que les gonombres de 10o
à îoo, les 900 de 100 à 1000.separtagent aussi une senle unité.

La différence entre les log. ne tarde même pas à devenir assez
petite pour n'affecter que les deux ou trois dernières décimales,
et à être la même dans une certaine étendue de la table. Par
exemplé en se bornant à/sept figures seulement, 79 est l'excès
de tous lés log. dés nombres depuis 54700 jusqu'à 553oo en-
viron. La différence n'est-pourtant pas constante, et si l'on con-
servait un plus grand nombre de décimales, on la verrait varier
sans cesse.
-.Ainsi, quoiqu'il soit faux de dire que les nombres croissent

proportionnellement à leurs -logarithmes on voit qu|on peut
le supposer sans erreurdu moins pour de grands nombres, et
dans une petite -^tendue. Cela posé, soit:demandé le log d'un
nombre qui excède les limites des .tables tel que, par
exemple, dans celles,de Càl let, qui ne vont queusqu'à 1 08 inille.
En négligeant 43> on cherche le log. de 54873. qu'on trouve être
7393587et qui ne diffère de celui de 54874 que dç 79;, puisque
une unité de différence entre les nombres, répond 79 de diffé-
rence entre les log. on posera.cette proportion,
;?? ' ,diff\2ntrejes nombres y.danne 79 dif. entre les loi,
combien o, 43, "diff. entre-Jeunombres j donnera-t-il de diff. entre
les logarithmes ? on i 79 o,43 :*=34.



Ainsi,34:estl'excès du log de 54873,43 sur celui de 54873-: en
ajoutant 34 à ce, dernier ,on a 7a93621 et il;ne,s'agitplus,.pour
avoir le log. cherché que de mettre la caractéristique d'après

la place que la virgule occupe dans le nombre proposé.: ainsi

(n°9°)
log 0,5487343=1,7393621,etc.

Il est inutile de remarquer que dans notre proportion 79 et 34

tiennent lieu de 0,6000079 et o,ooooo34. D'ailleurs les tables de

Callet offrent à chaque différence logarithmique la valeur de
1, a, 3 9dixièmes de cette différence en sorte que "le qua-

trième terme dé la proportion est de suite calculé.

IV. Pour trouver le nom6re qui répond à 1,7393621 on voit
d'abord :que' ce logarithme, abstraction de la caractéristique,

tombe entre les nombres 5487300 et 5487400 et que la diffé-
rence entre le log proposé et cejui de 5487360 est 34; ainsi on
fera, la. ;proportion suivante, i^;34!«=f|, inverse de celle
qu'ohm Vient d'employer >. on trouve x =o,43; ainsi le log

proposé est, celui du nombre 0,5487343. • :>)''
Voici dés règles conjointes où- les log simplifient le calèul.
I. La toise ou pied anglais vaut o,938293" t'oisë ou pied' fran-

çais, en trouver la valeur en mètre?

II. Un centimètre cube d'eau pèse un gramme combien .de
livres pèse un pied cube d'eau?



III, Dans un pays où la longueur du pied est de i3 pouces de
Paris et où la perche vaut 20 pieds, on demande combien 'cette
perche vaut de centiares, et combien l'arpent de ce pays vautd'ares?

Ainsi la perche vaut 49, 54 centiares; l'arpent 49, 54 ares.

IV. Pour montrer comment on a pu calculer les nombres
qui composent le tablèau suivant, nous choisirons cet exemple.
En par.tant de la longueur du mètre légal, qui est de 443",2g6
de la toise du Pérou, et sachant que l'ancien boisseauétait une
capacité de 655, 78 pouces cubes, on demande combien le bois-
seau vaut de décalitres.



80 francs = 81 livres tonrnois. Ponr traduire des francs en livres, ajoutez
le 800 (ou le 8e du io*, c'est-à-dire un liard par franc). Pour changer des livres
en francs, Ôtez le Ste, on le ge du 9*.

D'après les réductions des anciennes monnaies, 5 pièces de 6 livres valent
39 fr.; 4 de 3 livres valent r fr. i le lonis vaut a3 fr. 55 et le doable louis
47 fr. 20.

Rapports approchés.

36 mètres = 3g toises.
19 mètres = t6 annes.
4o hectar.= Il'] arpens
37 stères = 5 toi.cn.
1 3 litres = iSlitrons
70 kilogr. = 143 livres.

4 pieds.
3 décimètr. = Il t poaces

19 met. car. = 5 t. carr.
5décim.cu.= a53po.en.

i3 de'cali tries = 10 boiss.
nhectogr. = 36 onces.

8r centimètr. = 2 pieds.
97 millimètres=43 lignes.
ai décim. car. = a pi..car.
aa cen tim. car. = 3 po car.
27 litres =39 pintes.
8 décigram. = i5grains.

4 myriamètres valent g licues de 25 au degré, ou de aa83 toises }.



LIVRE SECOND.

algèbre ÉLÉMENTAIRE.

•jî* •
1: CALCULS ALGÉBRIQUES.

Notions générales.

92. En Arithmétiqueon a pourbut de combiner entre eux des

nombres, selon de certaines règles en Algèbre, ce n'est pas un
résultat numérique qu'on veut obtenir, niais on cherche la ma-
nière dont chaque nombre entre dans le calcul. La solution de

tous les problèmes de'même nature qui'ont seulement des don-
nées différentes, exige des calculs semblables pratiqués sûr ces
données. Par exemple l'intérêt d'un capital se trouve en mul-
tipliant ce capital par le temps écoulé et par le 1 00e de l'intérêt

que rapportent 100 francs dans l'unité de temps (n° i5o). L'AI
gèbre s'occupe de la recherche des calculs à faire dans chaque
problème, et pour y parvenir, on y représente. les données par
des lettres a, b c. propres à désigner tous les nombres,
afin de reconnaître dans.le résultat, à travers toutes les ré-
ductions et les modifications la manière dont chacune "s'y

comporte.
Cherchons, par exemple, le nombre dont le triple est égal

à too, plus la moitié de ce nombre;.nous raisonnerons ainsi:



L'algébriste représente l'inconnue par- et à l'aide des signes
exprimeles parties de ce raisonnement, comme on le voit-ci-
contre. Et s'il met a au lieu du nombre 100 il aura

Ainsi l'inconnue dont le triple est égal à sa moitié, plus une
quantité donnée, est les de cette quantité, quelle qu'elle soit
{yoy. p.i43). •

La manière de démontrer les théorèmes peut encore différer
beaucoup en Algèbre et en Arithmétique. Veut- on prouver une
proposition;? On prendra en Arithmétique un exemple numé-
rique quelconque, et on procédera de manière à conclure' la~prô-
position, non-seulement pour l'exemple individuel sur lequel
on a opéré, mais encore pour tout autre. On fera donc un rai-
sonnementgénéral sur un exemples particulier. En Algèbre, aucontraire,on prendra un exemple formé de symboles assez gé-
.néraux pour représenter tous les nombres, on pourra raison-
ner d'unemanièrequi soit particulière et souvent les --combi-
naisons seront purement mécaniques. C'est, ce, que la suite ex-
pliquera mieux. (n° 106). •

g3. Convenons donc de représenter les quantités connues par
des lettres .a, b, c. ce sont les nombres donnés qui servent de

hase aux raisonnemens, et de la grandeur desquels nous vou-
Ions rester maîtres de disposer ensuite. Si s est la somme des
quatre nombres a, b,'c etd, nous écrirons s = a + b + c-f- d.

s = « + «+« +a se réduit à s = 4 X a,ou simplement
= 4a, en ôtânt le signe de la multiplicationqui devient inutile.



Le chiffre 4 se nomme Coefficient (*). Si le nombre a doit être
répété 2, 5, 7. /i fois, on écrira aa, 5a, 7a. na. De même on
désigne par aa, a5, a7. an que a est 2, 5, 7. n fois facteur, sa-
voir, aajaaaaa, etc.

On nomme Tej-me toute quantité séparée d'une autre par les
11 signes + ou le binome a deux termes, tels sont a-f-6,ac 4a^>

le trinometrois, tels que a -f- b c, ad /[ab 26c; le poly-
nome enfin a plusieurs termes.

Letrinome a-b-c désigne qu'après avoir ôté b de a, il
faudra encore retrancher c du reste; ce qui revientà a (è-f c);
a-b-b est visiblement égal à a 2b; de même
a- b -3b 2b = a 6b.

De la Réduction, l'Addition et la Soustraction.

g4- On appelle Réduction l'opération algébrique qui tend à
réunir plusieurs termes en un seul; mais il faut pour .cela que
ces termes ne diffèrent que par les coefficiens, et qu'ils soient for-
més des mêmeslettres affectéesdes mêmes exposans. 3a zab b,
3a' 2a, 5a3b' -t- 2a'b3-3b', sont des quantités irréductibles.
On verra aisément que

3abc* abc2 bc3 -f- ibc> + a'd' = 2abc- -f- bc3 + a'd',
aa 3b + a c + 3b = 3a c,

34 + lac 5b 3ac -)- ac -f- d == d ab.

En général, on ne prend d'abord que deux termes semblables j
et la réduction ne frappe que sur lezirs coefficiens c'est-à-dire
qu'on ajoute ces coefficiens lorsque leurs signes sont les mêmes,
et qu'on les retranche s'il sontdiffèrens on donne ensuite au
résultat le signe commun dxns le premier cas, et le signe du plus

CI') On doit bien se garder de confondre les exposans avec les coefficiens,
a4, par exemple, avec /ja les exposans indiquent la multiplication réitérée
d'une quantité par elle-même les coefficiens en marquent l'addition-,
a4=a.a.a.a, 4a =« + a+a-+-n si à représente lé nombre 5, «< = 6a5,
et 4a = ao.



grandcoefficient dans le second. Lés lettres et leurs exposans de-
meurent d'ailleurs les mêmes.

On doit attribuer le facteur i aux termes qui n'ont pas de
coefficient (n° 54); b et ac équivalent à ib et lac.

A-prcprement parler, il n'y a en Algèbre ni addition ni
soustraction, mais bien une réduction lorsqu'elle est possible
l'additionet la soustraction restent encore à exécuter dans a -f-eta–b.

Ainsi, pour faire l'addition ci-contre,
on n'éprouvera d'autre embarras que ce-
lui de la réduction, après avoir attribué
le signe -f- au premier terme de chaque
trinome.

95. Proposons-nous de soustraire b c de a il est certain
qu'on ne changera pas la différence cherchée, en ajoutant c à
ces deux nomhres; ainsi b c deviendra b; a sera changé en
a + c; soustrayant b de a c, on a

a (b c) = a -f- c b.
s On voit en effet (n° 4) que si l'on ajoute a + c–b b b c,

on retrouve a. Donc, pour soustraire un polynome il faut enchanger tous les signes, et réduire, s'il y a lieu. Par exemple,

On remarqueraque,sile premier terme ne porte aucun signe,
il faut lui attribuer le signe +, afin de rendre applicable la
règle ci-dessus à ce terme comme aux autres. Cest ce qu'on
fera aussi dans la multiplication et la division d'après le même
motif.

De la Multiplication.

96. La multiplication'desmonomes ne donne lieu à aucune
difficulté car soit 4ab x 5ai, en changeant l'ordre des facteurs,



on a ^.Ç.ab.cd ou 2o abcd. S'il y a iles exposans, comme

a» X a3, en revenant aux principes, on trouve aa X aaa ou
aaaaa=ah, dé sorte qu'on a ajouté les exposans 2 et 3 de

même 8a2b' X ^b= 32a7 M. En général, pour multiplier des

monomes, on multipliera leurs coefficiens, on ajoutera les ex-

posàns qui affectent les mêmes lettres; enfin, on écrira à la

suite les unes des autres les lettres différentes. Un attribue l'ex-

posant 1 aux lettres qui n'en ont pas.
Multiplions maintenant a+b b par c + d ce

qu'on indique par {a+b) X (c + d)- Il est évi-
dent que pour répéter a + b autant de fois qu'il y
a d'unités dans c+d, il faut prendre a-b, fois,
puis d fois, et ajouter. Mais pour prendre c fois

a + b il faut multiplier séparément a et b par c, de sorte

que (a + b)Xc=ac + bc, ce qui

donne le produit ac +' bc + ad + M-

Multiplions a par c. En prenant le produit

ac de a par c, on est, supposé avoir ajouté c fois a;
mais il fallait multiplier, non pas a, mais a– b

par c; chaque fois qu'on a ajouté a, on a pris une
quantité trop grande de 'b unités, de sorte que le produit ac
doit être diminué de b pris autant de fois qu'on a répété a,
ou c fois. Otôns donc bc de ac et nous aurons (a b) X e

ÛC-r- bé.
Pour multiplier a .-b par c- d, on fait d'a-

nord le calcul précédent; mais au lieu de répéter
a-b, c fois il ne fallait prendre a que
(c-d) fois on a donc pris d fois de trop (a b)

ainsi, du produit précédent ac-r-bç, il faut re-
trancher celui de a par d, ou ad-rrbd, ce qui donne (n° g5)

(a b) X (c d) = ac bc ad+bd.

La multiplication de tout polynome peut toujours être ra-
menée à ce dernier cas, en représentant par a et c les sommes
des termes positifs de chaque facteur et par b et d celle des

négatif on retombe ensuite sur .le premier cas, quand il s'agit

d'assigner les valeurs de ac, de bc. En observant ce qui vient



d'être développé, on voit que chaque terme du multiplicande
a été inultiplié séparément par chacun de ceux du multiplica-
teur en outre, quand les deux facteurs partiels monômes ont
eu des signes différens leur produit a reçu le signe tandis
que dans le cas contraireon a mis le signe +•

Concluons de là que le produit de deux polynomes se trouve
en multipliantchaque terme de l'un par tous ceux, de l'autre
d'aprés la règle donnée pour les monômes puis on prendchaque
produit partiel négativement lorsque ses facteurs ont des.signes
contraires et positivement lorsqu'ids sont de même signe (tous
deux + ou tous deux -) (*). On doit affecter du signe -f- le
premierterme, lorsqu'il n'en porte aucun, comme n° g5.

97. Voici quelques exemples de la multiplicatiôn des poly-
nomes

(*) On a contnmede dire qne la multiplicationcomporte quatre règles, pour t
les coefficiens, les lettres, les exposans et les signes. Les premières ont été •}

données pour les monômes i la quatrième s'énonce ainsi

+ x -f- = + '-f- x' = x + = x = +.'
Il semble àlors étrange aux oreilles peu faites au langage algébrique d'entendre
dire que-x- donne -f-; l'espèce de doute qu'on éprouve tient au vice du
langage; car il est^ absurde de prétendre multiplier un signe par un autre il
ne faut pas attacher un sens rigoureuxanx expressionsdont on se sert, qui ne
sont obscures'qne parce-qu'on sacrifie la correction dé l'énoncé au besoin de
l'abréger pour en faciliter l'application. Ce n'est donc pas qu'on multiplie

par-, pas même par J, mais bien a par c-d; et la logique la
plus exacte conduit an théorème que nous avons donné. En un mot; on ne
doit pas appeler le principe dont il s'agit, la Règle des signes, mais bien la
Règle de la multiplication des polynômes. •



Ces exemples nous fournissent des remarques intéressantes.
10. Le carré de (a -f- b) est a' + 2 ab -f- bl. {Voyez n° 61.)
2°. Le cube est a3 + 3a'b + 3aèa + 63. (Foy^ n° 67.)

.3°. De.(a -f- b) (ci- &) ='a* b*, on' conclut que la sommede
deux quantités multipliéepar leur différence, donne pour pro-
duit la différence de leurs carrés; (7 + 5) X (7 5) = 7" 5%

ou 12 X 2 = 49 -T- =5 24:

<
Coupons a en deux. parties quelconques.; si j- a je désigne

l'une l'autre est-a + Xj et le produit est a* x*; cette
quantitéest < -j a", tant que x n'est pas nul. Donc, si l'on fait
-croître depuis eéro l'une des parties d'un nombre a, l'autre di-
m.inzte et le produit augmente.; mais dès que la premièrepartie
devient le produit est le carré de cette moitié et atteint sa
plus graade valeur, en sorte qu'il décroît lorsque la première
partie continue de croître.

Ces théorèmes servent surtout à abréger les calculs: ainsi,
dans le second exemple du n" .97 on reconnaît aisément qu'on
cherche le produit de 2a + (bc' 2ta) par 2a ( bc 7.b")

ainsi on doit trouver la différence des carrées de la et
(6c 2e1), ou or la première de nos règles donne
{bc– 2i2)"=6'c5 463c+4^4 le produit cherché est donc

•-

4°- M est facile d'obtenir la forme du produit de m. facteurs
binômes ( x + a) (x + b) (x + c), en effet, pour deux ou
trois facteurs on obtient le produit

Or, il suit du procédé même de la multiplication, que,
i°. Les divers termes du produit ne peuvent éprouver de ré-

duction entre eux; en sorte que les lettres a, b, c. n'ont ni
coefficiens' numériques ni exposons. •

> '&Le premier terme est le produitde tous les premiers termes,

et le. dernier est le produit de tous. les seconds termes des fac-
leurs: entre ces extrêmes, les exposans de x vont en décroissant



d'une unité de terme en terme, et le produit a, en général la
forme

r
xm + Axm-x ftxmU Cxm-3 abcd

3°. Tous.les termes doivent être composés du même nombre m
de facteurs, en sorte-que le coefficient A de xm-' ne doit pas
contenir les lettres a, b, c. multipliéesentre elles; que celui
B de xm-. doit être formé de produits 2 à 2 de ces lettres,,
ou ab, ac, bc.

4°. Si la lettre a entre d'une manière quelconque dans l'un
des coefficiens A, B' toutes les autres lettres b^c. doivent
y entrer de la même manière, puisque le produit ne doit pas
changer en mettant a pour b et b pour a j etc. donc (v. n° 480)

A est la somme de tous les secondes termes des binômes
B est celle de tous leurs produits différens 2 à 2

C celle de leurs produits différens 3 à 3, etci
Le dernier terme est le produit de tous les seconds termes*:
On ne doit, pas, négliger les simplifications lorsqu'elles sont

possibles. Ainsi, pour (4ab 2ac) (6ab 3ac)., on'voit que
le- premier facteur équivaut à 2a (26, c),,et le. second à
3a lp.b c) le produitest dpnç6a*(2è cf ou 6aa

11 y a quelquefois. de l'avantage à décomposer les produits
en facteurs, (la division nous apprendra bientôt à faire ces sortes
de décompositions) ainsi, pour 3y"s,+ 3yz* +py pz j on
reconnaît que les deux premiers termes équivalent à 3yz (y-r-z),
et les deux autres àp (j + z) j donc on a (3^z-J-/>) X (j.-f-z).

De la Division.

98. Soit a le dividende, m le diviseur q_le quotient et r le
reste, r étant <[ m toute division donne l'équ. (n° 16) |

Pour diviser un monome par un autre comme on peut, sans
changer le quotient, diviser par un même nombre le dividende
et le diviseur (n05 15 et i3), on supprimera les lettres communes
il ces deux termes, on soustraira.les exposans qui affectent les



rhêmes lettres, enfin on divisera les coefficiens entra eux. On
voit d'ailleurs que cette règle est l'inverse de celle de la multi-

plication (nog6).

b* disparaît dans le troisième exemple, parce que les deux termes,
ont 6a pour facteur commun.

on ne peut pousser le calcul plus loin, et il restera diviser
acfe* par' 2bd', quand on connaîtra les valeurs numériques
de a bj.Cj d,e.

Soit proposé de diviser

2oaè5 + 4a6 .25a4ô* 4bs par ibz + za3 5a&.

Le qùotient multiplié par le diviseur, devra reproduire
le dividende si l'on connaissait un terme du produit

qui résultât saris réduction de la multiplication
d'un'terme donné du diviseur par un terme du quotient, une
simple division donnerait celui-ci. Or, on sait que les termes
où une lettre quelconque telle que a y a le plus haut exposant
dans les deux facteurs, donnent au produit un terme qui ne se
réduit avec aucun autre,puisque cette même lettrea y porte éga-

lement le plus haut exposant. Les termes 4"6 d'une part, et 2a3
de«\ l'autre, étant dans ce cas, 4a6 est le produit exact du terme 2a3

par le terme du quotient où a est, affecté du plus haut exposant;

ainsi ce terme est
-L-;

ou 2a3. Si l'on multiplie tout le diviseur

par za? et qu'on retranche du dividende, le reste sera le 'pro-

duit du diviseur par les autres parties du quotient. On est donc
conduit à diviser ce reste par le diviseur, afin d'obtenir ces

parties, ce qui exige qu'on reproduise le même raisonnement,

et qu'on divise encore par 2a3 le terme du reste où la lettre a

porte le plus haut- exposant.
Pour éviter l'embarras de démêler parmi les termes du divi-



dende, celui où a porte le plus liaut exposant, ainsi que dans
les restes successifsil est convenable & ordonner le dividende
et'le diviseur; c'est-à -dire de placer, comme on le voit ici, au
premier rang, le terme où a porte le,plus haut exposant; au
second rang, le.termeoù a a l'exposant immédiatementmoindre,,

et ainsi de suite.

On voit qu'après avoir divisé 4as par 2a3, on a multiplié tout
le diviseur par le quotient partiel 2a3, et retranché le produit du
dividende, ce qui a donné un premier reste. On a divisé de nou-
veau par 2a3 le terme ioa*î", ou la lettre a porte dans le restes
le plus fort exposant, ce qui donne -{-5ab* pour second terme du
quotient. On a ensuite multiplié le diviseurparce terme -f-5aôa

on a retranché du premier reste, ce qui a donné un second

reste. Enfin, fa3P 2a3 = 2e3 a complété 'le quotient,

parce qu'on n'a plus trouvé de reste.
Lorsqu'on est conduit, comme ci-dessus, à diviser des termes

qui ont pour signes, l'un + l'autre on donne au quotient
le signe afin que, dans la multiplication, on reproduise le
premier terme du dividende avec son signe. Si les termes à
diviser eussent été négatifs l'un et l'autre, le quotient aurait eu
le signe+. Il faut prendre ceci simplement comme un fait de
calcul, sans chercher à expliquer ce que peut signifier la divi-
sion de deux termes qui ne'sont pas positifs ensemble en effet,

il ne s'agit ici que de trouver un système de termes qui, m'ùlti-
plié'.par le diviseur, d'après les règles connues, reproduire le
dividende.

Concluons de là que, pour diviser deux polynômes j on les or-
dozcnerapar rapport à une même lettre on divisera le premiers

terme du dividendepar le premier du diviseur, et l'on aura un S

terme du. quotient; on muliipliera.ee terme par le diviseur, et



on retranchera du dividende puis l'on traitera le reste de la
même manière. On pratiquera,, pour les divisions partielles, la
règles des signes de la multiplication. Enfin, on pousser4 l'opé-
ration jusqu'à ce que la lettre suivant laquelle on a ordonné ait
dans le reste un exposant moindre que dans le diviseur.

II est bien entendu qu'on pourrait ordonner par rapport à b,
ou toute autre lettre commune aux deux facteurs, et même
dire du plus petit exposant d'une lettre tout ce que nous avons
dit du plus grand.

gg. Nous mettrons ici deux autres exemples de division.

En suivant avec attention la marche de la dernière division
on voit que si l'on divise am– bm par a b, les exposans déâ
doivent diminuer, et ceux de b croître d'une unité dans chaque
reste et dans chaque quotient; les restes sont donc des binomes.
dont le i" terme est successivement am-1Z»Jam-ata.Lorsqu'on
arrive au reste ab'b" la division par (a b) donne le qùo-
tient exact bm- en sorte que am bm est divisible sans reste
par (a b) et l'on a



Au reste, il est facile de prouver la vérité de ces équations

en multipliant les seconds membres par les dénominateursa-b,
a iy parce qu'on reproduit identiquement les numérateurs
am bm,am–i.

Quand on diviser par 1 -x, l'opération n'a pas de fin, et
l'on trouve, ce quotient indéfini

On peut donc regarder lé 1" membre comme la somme des

.termes du 2e; cette fraction est la somme d'u.ne progression,

'par quotient, qui s'étend à l'infini, dont a est le 1" terme et.x
la raison. Si l'on a, par exemple, 2 § ^savoir a =2

1 1 x I on trouve 2 5 ou 3 pour la somme de
cette suite prolongéeà l'infini. De mêmej (1

parce que a= x = f. Enfin,

en faisant a = |i *= s-
La fraction décimale périodique 0,(54) revient

en faisant En général, si p'est la période

composée de n chiffres, cette fraction est comme n° 53,

Faisons a = i et x = â il vient 2= 1 +'!+ !+•'•••
On ne conçoit pas d'abord comment, en ajoutant des termes

sans cesse croissans et positifs, on pourra trouver 2 pour

somme. Mais en poussant la 'division de a par i x, jusqu'à

4 termes seulement,. on a le reste axi en sorte que le quotient

exact est a
i+x + x' + xs-i cette dernière frac-

tion représentant la somme de tous les autres termes jusqu'à

l'infini. Mais cette fraction devient en faisant a = l'et
x ainsi, lorsqu'on n'a égardqu'aux premiers termes, ceux



qu'on néglige forment une somme négative plus grande que la
part'ie'qu'on prend les deux parties réunies sont ici:

*£ qui se réduit au l'f membre 2.
Ce paradoxe vient donc de ce qu'on ne peut regarder les n

premiers ternies comme une partie plus ou moins grande de

la somme, qu'autant que axn va sans cesse en diminuant, à

mesure que le nombre n des termes conservés s'accroît; il faut
donc que x <I. On dit qu'une série est convergente quand les

termes vont ainsi en décroissant de plus en plus. (Yoy. n°488.)

ioo. On rencontre une difficulté sur laquelle il est bon d'être
prévenu: lorsqu'il y a plusieurs termes ou la lettre suivant la-
quelle on a ordonné porte le même exposant, quel est celui qui
doit être écrit le premier;et que devient alors la démonstration
que nous avons donnée-? Avec une légère attention, on verra
qu'il suffit de mettre dans lés termes dont il s'agit, la lettre avec
son exposant en' facteur': commun, et', entre des parenthèses,
la quantité qu'elle multiplie. On doit regarder alors cet assem-
blage comme ne formant qu'un seul terme.: Si .l'on- a-,par exem-
ple, 4a'&a 4a4^c4* a4c% oni écrira ô4(4&a $c -J- c") qu'on
regarderacomme n'étant qu'un seul terme.

Un exemple fera voir plus clairement-la marclie qu'on doit
suivre.

Effectuons la division par (x a) du polynome

& +pi" tx -f- u

on: trouve pour premiers termes du quotient
fcc17– -h (a +p) xm" +

Observons que'icbaque division par x abaisse de i l'exposant
de cette lettre dans le 1" terme du, reste, dont le coefficient



se traduit ensuite au quotient. Après quoi', la multiplica-
tion par {x a) produit deux termes, dont l'un détruit le
dividende partiel et l'autre s'ajoute au terme qui suit dans le
polynome donné, pour former le iCr terme du nouveau, reste.
La marche du calcul démontre que les coefficiens de x dans
les 4°, 5e. termes du quotient, qu'enfin le dernier terme,
sont

ia3+pas + qa + r,
kcfi -i-pa3 + qa? -$-ra- s etc.
tam^ +pam-*+ qa^-3 -f ram-*

et le reste est ham -j- pa"l + qam~" to-f u,

ou le polynome donné, dans lequel x est remplacé par a. Cette
conséquence peut être aisément.vérifiéeen multipliant ce quo-
tient par {x a) et ajoutant ce reste; on retrouve le dividende.
Cette proposition sera de nouveau démontrée n° 5oo.

Dés Fractions et Communs diviseurs.

ioi'. T'oùf cequi a été dit' (page 46) sur les fractions numé-
riques, doit se dire aussi des algébriques. Ainsi

t°. désigne
que l'unité est partagée en b parties, et qu'on

en prend a en. sorte que le produit y X b est.le numérateur a
(n°37);

20. Quel que soit
m on a = (n° 38)

a c- ad±bc a a±m
Le3 -b-d=-bT (Q =Le slSne

s'énonce plus ou moins; il indique qu'on doit prendre le signe
supérieurdans les deux membres, ou, si- l'on veut, l'inférieur
dans l'un et- l'autre.



io2. Cherchons le plus grand commun diviseur D de deux
polynomes A et B on nomme ainsi une expression qui divise

exactement ces polynomes, et telle, que les deux quotiens n'ad-
mettent plus aucun diviseur commun.

1. Si l'on multiplie ou divise A par une quantité qui soit
premiére avec B le plus grand commun diviseur demeurera
le même. Car soient A et B de la forme A-Dx., B=Dy, x et-y
étant premiers entre eux il est visible que D sera encore le
plus grand diviseur commun, si l'on supprime x, ou y, ou seu-
lement quelqu'un de leurs facteurs, comme aussi si l'on muf-
tiplie A par une quantité z qui soit'première avec B.

II. Si un polynôme A, ordonné par rapport à a, est divi-
sible par une quantité F indépendante de il, les coefficiens de
chaque puissance de cette lettre a doivent en particulierêtre di-
visibles par F. En effet, soit Mam + Hah- le quotientde
A divisé par F, on a donc A = FMam + FHah + or F ne
contenant pas a, il ne peut s'opérer de réduction d'un terme à
l'autre. Donc chaque coefficient conserve le facteur F.

Voici l'usage de ces deux remarques. Si, par la méthode que
nous allons exposer, on cherche le plus grand commun divi-

seur entre deux quelconques des coefficiens de A, puis entre ce
diviseur et quelque autre coeüïcientde il, et ainsi de suite pour
tous les coefficiens, il est clair que si A a un factenr F indépen-
dant de a, comme il devra l'être de chaque terme en particulier,

on obtiendra ainsi ce diviseur commun'F indépendant de a, et
l'on aura A=FA' A' étant un polynome connu, qui n'admet-
tra plus de facteur sans a. Le même calcul mettra en évidence
.dans B le facteur F' indépendant de a s'il en existe un, et l'on

aura B= F' B'
Or,le plus grand diviseur K, entrer' et F est le façteur in-

dépendant de a, qui est commun entre A et B c'est-à-dire que



si le plus grand commun diviseur cherché entre fl et B, est le

produit 'QK de deux facteurs, l'un Q contenant 'a,- l'autre K

sans a on sera parvenu à connaîtrece dernieret il ne restera
plus qu'àtrouver Q, qui ne peut être divisible par un facteur
indépendant de a. Une fois K connu, on aura donc F = Kx,
'F4'où= KA'a,B= KB'0 ôtant le facteur K, Q sera
le plus grand commun diviseur entre A' a. et -B'& oiiv plutôt

entre A' et B', puisqu'on peut supprimer et et e (I).
Concluons de.là qu'après avoir trouvé les- facteurs F et F'

indépendans de a, ou communs à tous les termes, l'un de A

J'autre de B on supprimera ces facteurs, ce qui rendra les po-
lynomes plus simples, tels que A' et B' mais on mettra à part
le facteur K, commun à F et' F1 on cherchera le plus grand

commun diviseur Qentre A' et /?', et on le-multiplierapar K-;
KÇ sera celui qu'on demande.

i o3. Procédonsmaintenantà la recherche du facteur Q dépen-
dant de a, et raisonnons comme n° 28. Si A', est divisible par
B', B' sera visiblement le plus grand diviseur cherché; mais si
la division donne le reste R et le quotientq, on aura

en divisant tonte l'équation par un facteur quelconque:!? de A'
et de B'. Il en résulte que R doit être divisible par D, en sorte

que tout diviseur de {A' et B') l'est aussi de (fl' et jR). La réci-

proque ayant lieu, ces deux systèmes ont précisément tous les

mêmes diviseurs l'un que l'autre; la question est ainsi- réduit
à trouver le plus grand commun diviseur de B' et R: Lé raison-
ment se continue de proche. en proche, et l'on arrive à la con-
séquence énoncée page 36.

Comme le quotient q doit nécessairement être entier, il ne
suffit pas ici de'procéder commé on l'a fait sur les numbres..
Après avoir ordonné les polynomes, ils deviendront

A'Mam + M'a;+ =;
• •• B' Nan + -N'a" -f J .r;.



On divisera le premier terme Ma"' par le premier Nan; or si
N contient quelque facteur x qui ne divise pas M, le quotient
n'est pas entier. Pour éviter cette difficulté, comme on admet
qu'on a délivré B de tous les facteurs communs indépendans
de a, a n'est pas diviseur de B', et l'on a le droit de tnultiplier A'
en totalité par a alors M deviendra Ma divisible par N. Ainsi
les deux,premiers termes seront toujours réduits à l'état conve-
nable pour que la division soit possible parce qu'on aura ôté
de N, ou introduit dans M., les facteurs qui s'opposaientà la di-
vision exacte. On aura soin de faire une semblable opération sur
chacune des divisions subséquentes qu'exige le théorème, afin
de rendre tous les quotiens entiers.

Soient, par esemple les polynomes

36abcd i2.oabcd+ i oob'cd, et 36a3c 6a2bc doab'c.

Le commun diviseur entre i2oabcd et ioob*cd est iobcd; entre
20 bcd et 36a'cd il est 4cd. On obtient de même 6ac pour fac-
teur commun de tous les termes du second polynome. Suppri-
mant ces facteurs les proposés se réduisent à

9a3 3oab + 25b2 et 6âa ab \5b\-
.Mais comme %cd et 6ac ont 2c pour diviseur, on réservera 2c
pour multiplier le commun diviseur entre les polynomes
réduits 2c est le facteur indépendant de a. Voici la fin du
calcul

On voit que la division de gal par 6a' ne pouvant se faire exac-
tement, il a fallu multiplierla totalité du dividende par 2 après
quoi le quotient 3 a conduit au reste S'jcib q5b* et la ques-
tion s'est réduite à trouver le plus grand facteur commun entre
ce binome et' le diviseur; il faut donc réitérer les calculs de pré-
paration sur l'un .et l'autre. Or, on trouve.que le binôme a -,igb
pour facteur, qu'il faut supprimer; et, comme la division par



(3a-5b) réussit, le plus grand diviseur commun cherché est
2c (3a 5b) ou 6ac lobe.

Soit proposé de réduire à sa plus simple expression la fraction

-= o ces polynomes ont respectivement12a" i5ay + 3y\
2 et 3 pour facteurs qu'on peut ôter sans changer le plus grand
facteur commun des deux termes le diviseur sera réduit à
4a' 5a y y' et le premier terme du dividende à 3a3. Pour
rendre ladivision exacte,. il- faudra multiplier par 4; c'est-à-dire

e doubler le numérateur; ainsi il faut chercher le plus grand com-

mun diviseur de 12a3 \naay-§ayi -4y3et4aa 5ay-y*.
Une première division donne le quotient 3a et le restes

3a'y -f- ay* 4j3-P°ur rendre de nouveau la division pos-
sible, on multipliera ce reste par 4; on pourra aussi supprimer
le facteury; et le dividende deviendra \ia%ay i6y'.

Une seconde division conduit au reste igay– ig_ya, qui doit
être pris pour diviseur de 4#a 5ay-f-_ya. On supprimera les
facteurs ig et y dans ce diviseur, qui devient a y et qui di-
vise exactement a j'est donc le plus grand commun divi-

seur cherché. La fraction proposée se réduit à' t~.
Voici lecalcul.
En cherchant le plus grand diviseur des deux termes, qui

est àa* -j--2âè 6° j on v erra de même que la fraction

Pourla fraction1 s^flb 24&3
Pour la fraction /g ,–o'^U iT~r~cr<» ie facteur com-

mun indépendant de a est 3b; en le supprimant dans les deux
termes, ainsi que 2 au numérateur, on est conduit à chercher
le plus grand commun diviseur -entre 'gaa ^b1et.-
i5a8-^{- aaft– -3âb* +'f2Ô3. On trouvejqu'il est -3a +•. 26 (ainsi



3b (3a + 2b) est celui qu'on. cherche, et la fraction se réduite à

6a 4&

5à* 3ab + b*'
On ne doit pas oublier qu'ici, comme-au n° 100,- il faut re-

garder les termes qui contiennent une même puissance de la

lettre par rapport laquelle on ordonne, comme ne faisant

qu'un seul terme. C'est ce qui a lieu-pour la fraction

La considération des coefficiens (b + c) (.2b' + bc– c* )
(J* c>) etc. fait bientôt reconnaître que (b -j- c) est un
facteur communindépendantde à. En le supprimant,on cherche

le plus grand diviseur entre

a' (b-c) ab (26 c) + b3

et a3 (b -f- c) a'b (2b + c) +ab3,-

qu'on trouve, par le calcul, être a b; ainsi, celui des deux

termes de la fraction proposée est a (b c) b (b + c) elle se

redulta^lFT^)"=r^'

IL ÉQUATIONS DU PREMIER DEGRÉ.

Premier Degré à une seule inconnue.

to4. Le degré d'une équation est marqué par la plus hante

puissance de. l'inconnue qu'elle renferme x, y z.
désigneront les inconnues; a, b c. les données. Ainsi,

ax-b=cx est du premier degré; axi + dx=c est du second;

W3 _j_ qx' = r est du troisième, etc.,

Pour résoudre un problème proposé, il faut d'abord expri-

mer, par une équation, les conditions qui lient les données aux

inconnues cette traduction du problèmeen langage algébrique

une fois.faite 'il faut résoudre l'équation c'est-à-diredégager



l'inconnue de:tôut c6"qùi-l-'âffècte,et l'amener à la forme a: =A;
A est là valeur cherchée.' • : .

Par exemple, un,père a 4 fois- Pâge;de. soir fils,, la somme des,
deux âges est 45 ans quel est l'âge de chacun ? Soit x l'âge du
fils, £â;sera celui du père;- 'ainsi ,à#-f- fys doit faire 45 ans, d'où
5x=45. Telle, est l'équ. qui dans notre problème, exprime 'là
liaison de l'Inconnue aux quantités données 5 et 45. Il faut
maintenant résoudre cette équ' ce qui se fait en divisant le pro-
duit 45 par 5; le quotient 9 est l'autre facteur (n° 5) f =9
donne 9 ans pour l'âge du fils et 36 ans pour celui du père.'
.On voit ici bien distinctement les deux difficùltés'qu'offre tout
problème 1°. poser l'équation; 2°rla résoudre:Nous traiterons
ces deux sujets en commençant par le "1J

<
io'5'. L'inconnue ne peut être engagée dans 'une "eqû.dû. pre-

mierdegré, que par addition', soustraction 'multiplication et
division. Voici les règles qu'il faut pratiquer pour la dégager.'

I. Si l'inconnue a quelques' 'coêfficiens fractionnaires multi-
pliez toute l'équation par. le nombre
commun (n" 38, 1°. et 2°.). Cette opération, sans..altérer l'équ.
fera disparaître, les revient à réduire tout au
même dénominateur,puis à le supprimer. Soit, par exemple,

En multipliant tout par 12, cette équation devient

i 8x + 6x # 240 2af = gx -x". a* 96

qui se réduit à I2x 240 = 8x r. 96. ,.•
IL On réunir.a tous .les termes inconnus-clans'2'un des mem-

JbreSj et les quantités connues dans l'autre en donnant un signe
contraire aux termes qui changent de membre; c'est ce qu'on
appelle transposer. Ainsi notre exemple deviendra.
12* 8x== 240 96y out^~= i44- On voit en effet qu'en
effaçant 240 du premier membre 12* 240, ce qui le réduit
à 17.x, on l'augmente de 2^0; pour- ne point troubler l'égalité,

il faut donc ajouter 240 au* secondmembre. Pareillement, en
supprimant 8* on diminue de 8x lé second membre; il faut

donc aussi retrancher 8x du premier.



ces deux règles, sera am née à la
forme ax=xb; b est le produit de a multiple par. (np 5) en

'divisant b par a y lé'quotient donnera 3onc x ainsi x

son .coefficient il faut

4^=="*4'4'»donné x = 1.,444, 36; ce

^'équ. que nous nous étions proposée ci-dessus,
c'est-à^ire queles deux mémbres^seront égaux, si l'on met par-

3^ pqur x..y c'est ce qu'on vérifie, car on a

IV. Une

on peu.t toupursla mettre sous la,Çorine (no.ip'j)
4eus'valeurs<e ei g, .on. aurait les équa-tions

reyièrità '(a^-c) (ct-i-i2) = o, et ne moins
a ef c soiïtdonnés et inëgaùx'

ces diverses règles

cx • ax7 commim^us tH mul-

tipliant tout par b, il vfêôt– »-3 = îf.fc>^i:.ip*J^i>lj

u,,
ou («. (.t-nr-B*) i-.eB.cliYisanbpar asj-r^£p, il ^-ieiît
enfin,

2°. 5 x 'go'-|- |a; ='x ^8.2,; transposant,; on trouve

tiphant l'équation par io. pn obtient i8x 1.05



3°.l ? + 9 ==i 10 donne 9 + ro et multi-
pliant par ,21^1 vient

4°. Enfin Véqaathnlx-io~ix = 6o~lx,douile.J:r
on multiplie par 9X4X5, ou 180, ét.l'on

obtient 4ox 45x + 25zx = 180 X 1.00 ou aùf 7*^ .rôooo

106. Venons-en maintenant à la principale difficulté, qui
consiste à poser le;problème en éc[û.. ÎPour cela, on Examinera
attentivement l'état de la question

pour en bien comprendre. le
sens bidonnant; au hasard, ûnevàleur à l'inconnue;, on sou-
mettra ce nombre à tous les' calculs nécessaires .pour 's'âssùrër
s'il convient ou non. On connaîtra ainsi la suite des.-opérations
numériques qu'il faut faire subir au nombre cherché, lorsqu'il
est trouvé, pour vérifier s'il 'convient -en effet au problem^ Enfin
on fera, à l'aide des signes algébriques,sur x représentant l'in-
connue toutes ces mêmes opérations; efl'équ. sera posée.I. Soit par exemple, demandé quelle était la dette d'un
hommequi, après en avoir acquittelamoitiéune première fois
le tiers une seconde, le douzième une autre fo«, se trouve neplus devoir que 63o fr. • 1'

Supposons que cet homme devait 1200 fr.; la moitié est 600
le tiers, 400 le douzième, iôo il a donc payé 1 100 fr. mais il
redoitencore63o; donc il devait en tout 1 1 oo+63o,ou n3ofr.
et non pas 1200 fr. comme on l'a supposé: Ainsi, cette hypo-thèse est fausse- mais il en résulte une suite de calculs qu'on
pratiquera aisément surjet qui donnera .:•

Le reste n'a plus de difficulté.; en multipliant par/12, on
a5

c'est le nombre cherché, ainsi,qu'on peut s'en assurer..
Notre règle, pour poser .un problème en équation, consiste

donc à faire subir à x toutes les opérations
nombre cherché,, lorsqueaprès V avoir, tr.ow.è, on voudra..vérifier
s'il répond en effet à la question.



La'.valeur arbitraireattribuée à l'inconnue ne sert qu'à mettre
ces calculs en évidence,et l'usage apprend bientôt a s'en passer.
Voici divers autres problèmes..
.,Il. Quel est le nombre dont le tiers et le quart ajoutés ensem-

bleioht 63..S6it x ce nombre, en sera le tiers, \x le quart

• '• 6 4

Remarquons que, pour obtenir le nombre dont le cinquième

et le sixième ajoutés forment 22 il faut recommencer de non-

veau à poser l'équ., puis là résoudre; on a
ainsi x p + g x 22;

d'où-,iix==:3o.22 et x = 30.= 6o.
Si donc on veut résoudre à la fois ces deux problèmes,et tous

ceux quip'en diffèrent que par des valeurs numériques, il faut
remplacer ces nombres par des .signes a b, c. propres à

représenter toutes valeurs, puis résoudre cette question Quel

est le nombre qui .divisé par a et b,, donne s pour somme des

quotiens? On trouve

Cette expression n'est pas, à proprement parler, la valeur de

l'inconnue dans nos problèmes; mais .elle offre le tableau des

calculs qui les résolvent tous. On donne le nom de formule à

cette expression. Cette formule montre qu,on a l'inconnue en,
multipliant les trois nombres que renferme la question, et
divisant ce produit abs par la somme a-b des deux diviseurs;

ou plutôt notre formule n'est qu'une manière abrégée d'écrire

cet énoncé. L'algèbre n'est donc qu'une langue, destinée expri-

mer les raisonnemens, et qu'il faut savoir lire et écrire.
Tel est l'avantage- qu'offre cette formule, que l'algébriste le

plus expert et l'arithméticien le moins intelligent peuvent
maintenant résoudre l'un et l'autre le problème. Mais ce dernier
n'y parviendra qu'en s'abandonnant à une routine aveugle



d'ailleurs les diversesquestions exigent des formulesdifférentes,
et l'algébriste a seul le secret de les obtenir. On voit par là
pourquoi quelquespersonnes calculent souvent avec une facilité
surprenante sans comprendre ce qu'elles font, quoiqu'elles sa-
chent trouver exactement les résultats.

III. La somme des âges de deux frères est 57 ans, l'aîné a 7 ans
de plus que l'autre on demande l'âge de chacun. Soit x l'âgedu
plus jeune, x + 7 est celui de. l'aîné; il faut donc que x ajouté

x -f- donne 57 d'où zx -f- 7 = 57 et x = 25 le plus jeune
a: 25 ans, l'aîné 32 ans.

En examinant l'énoncé de cette question, il sera facile de re-
connaître qu'elle renferme des circonstances inutiles :elle se ré-
duit visiblement à la recherche de deux nombres dont la somme
est 57 et la différence 7.' En. général il convient de dépouiller
les questionsde tout appareil étranger, qui ne peut qu'obscurcir
les idées et faire perdre la- liaison dés quantités^ C'est un tact
particulier qu'on, doit à l'exercice;- nLmaîtres, ni livres, ne
peuvent donner la sagacité nécessaire pour .démêler, dans l'é-
noncé, ce qui est indispensable ou Inutile.

Pour généraliser le problème'précédent cherchons.les deux
nombres qui ont s pour somme et à pour différence.Soit x le plus
petit x+d est le plus grand; donc ajoutant x -f *(x+d) s
d'où 2x == s û?,.et*~=5 (s– J)..C'est.ieplus.petitdes nom-
bres cherchés le plus grand est x. -f- d, ou..
\(s–d) +'d=l (s-bd). Donc. 'A.

sont les nombres qui répondent à la question: On prendra la
moitié dé la somme et la moitié de là différence données on
aura le plus grand en. ajoutant ces deux moitiés et
en les retranchant l'une de l'autre., 1

Une maison composée,de deux étages à 1'5: mètres de haut:
le premier est. plus élevé que le second de i mètre on de-
mande la hauteur de ch"aqùê~éfage. "7 £et sont lés moitïéFdes
nombres donnés ainsi 7 ou 8 mètres, est -la hauteur du
premier.étage 7 ou 7 mètres est celle du second.



IV. Partager un nombre a en deux parties qui soient entre
elles comme • m est ah:- x étant l'une des parties, pour avoir

1 autre, on ,pose la proportion, m n x, lâ somme de

ces parties étant a., on a x + =a d ou x = •
Pour partager a. en trois parties qui soient entre^lles

m '.n p fêtant l'une, et, seront les deux autre• r » v. m .m •
de~société.,n° 79.)

V. Un père a 4p ans,; son fils en a 12 on demandedans quel
temps le père aura le triple de l'âge. du .fils, Dans x années, le
père^aur.a' 40 + a: ans, et le fils i2;-fr .t; or, 40 doit être
le triple de .12^ x ainsi,

font uri

bénéfice; et conformément à leurs conventions, A prend- sur la

masse commune 10 louis, et le 6e du reste B prend a son tour
20 louisA, et le 6e du reste C en prend 3o, et le 6e du reste.
ainsi de' suite jusqu'au dernièr'qui prend ce.qui reste. Le par-
tage fait} chacun a une somme-égale; on demande la masse

le nombre -des -associés et la part de chacun.
Quoiqu'il y ait ici trois inconnues; un peu d'attention' faifre-

connaître que1 si. la masse.^ctait, trouvée ,-en effectuant le par-
tage, on aurait bientôt les deux autres ainsi le problème, peut
être traite'comme s'il'n'y avait qu'une' inconnue x.

Puisque éprend, iojouis, il restex 10, dont, le 6e est

sa.part est donc 10.+ ou

67 est ôc •) la part de B est donc 20 -}= pu



$w puisque ces deux parts doivent être égales on a-

x "4* 5o s 5x ^J- 55o
><--7-g = ou 61 + 55o d'où = 25o.-

La màsse étant formée/de' 25ô louis, la part de chacun est

-£ rooooj divisant 200 par 00, on trouveopour le nombre

des associés. • '•.-< •:•
VU.' Avec un nombresde cartes, on forrife* b tas',c'6mp&sô^

chacun déepoints:
tée pour Il1 points-, si elle est un as y i'o- si' elle" est ivâè- figûïë ôii'

un dix etc. Les autres cartes du même tas ne valent qu'un
point. Ces tas formés, on vous remet d cartes qui restent, et l'on-
demande la somme x des points formés par l'eS's'e'ûiës cartes4 quv

commeûcent1'chacun'desta's' •
Le nombre des points de:chaqûe tas/multiplié'par cëlcrî:diés,

tas, ou bc, est le nombre total des points. si de ce nombre on
retrancHe les cartes qui' ne comptent que pour un point, le
reste sera = x. Or, le nombre de ces cartes est a d le
nombre ides cartes qui comptent pour plus d'uri point. Aïnsi',1
x = bc-^(a d– b) ou = fr (<? ij+'rf– «'

Sfl'ona 32 cartes, qu'on fasse trois'tas de' 12 points,- on'
aura x'èsi-d 7L' • •

"VI'IIv: Lorsqu'on a' obtenu- une1 formule
très l'inconnue d'un- problëhieyen regaT'dant'à son1 toûr-'cettë''
inconnue comme donnée, et quelqu'une des données' coinmé-
inconnue, il suffit de résoudre la même équation' par rapport à
cette- dernière, pour obtenir.' la solution-du rïôûYëâir problème3
auq.ù.el.ce1 changement d'Inconnue donne lieu. En général dans

toute équation on peut prendte-pour inéonnue celle qu'on veut
des -lettres' qui y entrent: II
tingdër- les"élémëns d'un pi-ôblèmë en données et Inconnues'88?
exprime par une équation là relation de ces
et-lîôtPi'egâPde ensuite'commeinconnuë'cèlléd'ë'cèSlettrés qu'on0
juge à propos. Cette remarque tend à faciliter la résBlbti'on :îlètf'
problèmes' bh" l'inconnue est. embarras-



sante. Voici un exemple assez compliqué auquel ces- considé-
rations peuvent s'appliquer.

La Mécaniqueenseigne que les temps t, t,des oscillations de
deux pendules :sont comme 'les racines carrées :de leurs lon-
gueurs,l, comptées du point de suspension au centre: d'oscil-'
lation, ou t t' \/l\ \Z?; connaissant trois.de ces.quantités,
on tire la 4" de l'équation l't* = /Mais un pendule fait d'au-
tant plus de vibrations qu'il va plus vite; les nombres.» et rit
d'oscillations fâites dans la même '.durée' quelconque par. les
deux pendules l,et l', sont donc en raison inv.erse'des temps de
chacune, t t' n'\ îyré; .donc i.'
Or, l'expérience apprend qu'à Paris' dans le vide, le pendules
à secondes (celui qui bat 60 coups par minute, ou 86400 coups
par. 24 heures moyennes), a pour longueur

1= 0,9938265 mètres, log£= 1,9973106,

ou £ = 36,7 1 3285 pouces log'Z= 1,5648232.

Il: est donc.-bien facile ••d'évaluer.' lac quotité, n' d'oscillations
faites dans un temps' donné par; un pendule connu; ou récipro-
quementde trouver la longueur; d'un pendule, connaissant le
nombre n de ses vibrations dans une durée déterminée. Car
le second membre de notre équation est connu et il ne s'agit

que de trouver l'un des nombres V 'ou ri. Le calcul des log.
facilite l'opération.

Par exemples, quelle est la longueur
d'un pendule qui bat 100000 oscillations

en 24 heures? On a l'équ. l' = où

re.== 8640o, ri= 1 00 000 le calcul ci-
contre donne l' en mètres; c'est la lon-
gueur du pendule' qui bat les secondes,
quand on divise le jour en io heures, l'heure en 100', la mi-
nute en 100"

I.X.. A et B se sont mis au jeu chacun avec une sojnme égaie



la perte de A est 12 fr. celle de B,, 57 fr. par là B n'a plus
que le quart de ce qui reste à1 J&Comlneii' chacun avait-ilavant

le jeu? Réponse, 72 fr.
X. Si l'on doublait lé nonibre de mes écùs, dit un homme,

j'en donnerais 8 on accomplitce souhait trois fois consécutives,

et il ne lui reste rien combien cet' homme avait-il d'écus?
Réponse, 7. •

XI. Quel est le nombre qui, divisé par a et b, donne deux
abd

quotiens qui .ont d pour différence? On trouver =

XII. Trouver un nombre, dont le produit de ses m parties
égales soit le même que celui de ses m + .parties égales (le

produit des 3 tiers égal,- par exemple, celui des 4 quarts).
On a 1

»

X'III.'Un chasseur -promet à un autres de lui donner b fr.,
toutés 'les fois qu'il manquera une pièce de gibier, pourvu qûe>

celui-ci donne^fr. chaque fois qu'il l'atteindra; Après n coups
de fusil, ou les deux chausseurs ne se doivent rien ou le premier
doit d au second, ou lécontraire a lieu romdemande une fdr-
mule propre à ces trois cas; et'qui fasse connaître le nombre x

de coups manques. Le gain-estefois le nombre ri x des coups
heureux la perte est b fois x; d'où bx c(« x)=±.d.

On
trouve ar = ^-=–, d est nul dans le Ier cas; on prend

le signe supérieur dans te 2e et l'inférieur dans le 3e.

XIV. Une fontaineemplit un réservoiren un nombre d'heures

désigné par h; une autre peut le: remplir en h' heures; on -de-

mande combien ces fontaines mettraient-de temps en coulant

ensemble? Réponse,
x =

On résoudr facilement le pro-

blème pour, plus de deux fontaines,même en admettant quele
réservoir se vide. (Yoy. VI, p. 102.).



Remarques .sur les. Équations du premierdegré.

107. Les formules algébriques ne peuvent offrir d'idée nette-
à l'esprit qu'autant qu'elles représentent une suite de calculs;
numériques, dont l'exécution est possible. Ainsi la quantités
isolée b a ne peut signifier qu'une chose absurde Jorsquea
est *^>b. Il convient donc de reprendre les calculs précédons,
parce qu'ils offrent quelquefois cette difficulté.

Toute équation dti premier degré peut être ramenée avoir

ses signes tous positifs, telle que.(*)

Retranchonscx-b de part et d'autre, il viendra'

d ou x *= (2).

Cela posé, il se présente trois cas i°. oui>ieta>c;
2,°'£ ou l'une de ces conditions a seule lieu; 3°. ou enfin' b ^>'d et
c:ï>. a-.rDans le premier cas la valeur (2) résout le problème;
dans lesdeux derniers,.on ne sait plus quel sens on doit attacher
à:là Taîeur de* et c'est ce qu'il faut examiner.

-Dans le deuxième cas, l'une dés soustractions d-b, a– c,j est
Impossible soit, par exemple, 'b"^> deta^>,c;- il estelair que la
proposée (ir) est. absurde, puisque les deux termes ax et b du
preinieniTuembresont respectivement plus grands que ceux ex
et d du second. Ainsi, lorsque cette difficulté se présentera, on
sera assuré que le problème est absurde, puisque l'àju. n'en est
que la traduction- fidèle en- langage algébrique.

Le troisième cas a lieu lorsque b > d et c >• a; alors on a
deux soustractions impossibles mais,nous avons ôté ex -b b des
deux membres de l'équation (t) afin de la résoudre,; ce qui était

(*) On changera les termes négatifs de membre, ce qui sera toujours pos-
sible', puisque rieii' û'empêcn'ed'ajouter aux deux membres une niéràe qùàn-
titii. On ne pourrait pas la soustiairë dans Ions l'es cas ,«puisqu?iKfàû'dijilJq'ub
les deux membres fussent plus grands que cette quantité soustractive.



manifestement impossible, puisque: chacun' est Ce

calcul étant vicieux, nous ôteronsaa; ^+-"rfde part et d'autre', ét
il:viendravè d'-=^cx ax, d'où-

Cette·valeur, comparée à (2) n'en. diffère que parce que'les
signes sont;changéshaut et baselle ne présente plus d'obscurité.'
On voit donc que lorsque, ce troisième cas se rencontre, il an-

nonce qu'au lieu de passer tous les termes inconnus" dans le
premier membre, il aurait fallu les mettre dans le second': et
il n'est pas nécessaire, pour .rectifier cette erreur', de recom-
mencer les càlculs;, il suffitde changer les signes haut et'bas.

Un. des, principaux,avantages qu'on se propose.en. Algèbre
est d'obtenir des formules propres à tous les cas d'une même
question,, quels que soient les nombres. qu'elle renferme (.p.- 148

et i5i). Or, nous remplirions ici ce' but en. convenant à,e prati-
quer. sur les quantités négatives isolées les mêmes calculs que si
elles étaient- accompagnées é 'autres grandéurs.zv exemples' si
l'on- avait m- 4- d b et', b > d on écrirait:?» (b~ d );
lorsque- -m n'existera pas, nous convenons d'écrire encore
d 6= (b d)., quand. b, sera ^> d.

La valeur, de x, dans le second cas devient, x = t-t–
et nous-dirons que toute xilutionmégative dénote une absurdité.

Pareillement pour diviser le polynôme a4 + 3aa6?^r etc.
par a' -J- b" + etc., on divisera d'abord le premier- ternieet L'onTsaib (n°98) que le quotient a* ale'signé +•
Nous en .dirons'autant de.ces'quantités isolées: a^ a*; de
sorte que dans.le .troisièmecas,, la valeur de x aura- la- forme.

(b–.d')\ ,; b-d .• :-f>Jr qui se réduit à commé elle doit être (3)'(c'a) ci- f
108. Cette convention', qui n'entraîne aucun Inconvénient,

réunit^dbnc'fôW Tes cas dans là formulé. (2). Maison ne doit

pas oublier que les quantités



sont que des êtres, de convention, des symboles j qui n'ont au-
cune existence. par eux-mêmes, et qu'on ne les emploie comme
s'ils en avaient une, que par.ce^qu'on est assuré.de remplir un
but important, sans qu'il en puisse résulter d'inconvénient. En
effet, de tleùx choses l'une ou le résultat aura le signe-,
et l'on en conclura que le problème est absurde, le n'étant
qu'un symbole qui annonce cette absurdité; oit le résultat aura
le signe et il est prouvé qu'alors il est ce qu'il doit être, quoi-
que provenu de la division de deux quantités négatives. Con-
cluons de là que:' •

1°. On a le droit de claanger tous les signes d'une équation j
et de la multiplierpar une quantité négative. En'effet, si l'on
est dans le premier- de nos trois cas', l'équation deviendra, il

est vrai, absurde d'exacte qu'elle'était; mais la division des
quantités négatives rétablira les choses dans leur état primitif.
Dans le deuxième cas, l'absurdité du problème sera encore ma-
nifestce^par une valeur négative; et enfin, s'il s'agit dà troisième,
le changementde signes, aura rectifié le vice du calcul.' 2°. Lorsque l'équation sera absurde on pourra encore tirer
parti delà solution négative obtenue dans,le.deuxièmecas;' car,'
mettant-x pour x, l'équ. proposée deyient-^à*-f-6== -cx-d,
d'où*r= valeur égale à (2), mais positive. Si donc on

modifie la question, de manière que cette équ. lui convienne,
ce'sécond problème, qui aura avec le premier une ressemblance
marquée, ne sera pas absurde, et, au signe près il aura mêmesolution,

Présentons, par exemple; le problème V comme il suit un
père a 42 ans., son fils en a 12 dans combien d'années l'âge du
fils sera-t-il le quart de celui du père? On a 42+*– 4 (1 2+*)->

• met a; pour .x l'équ. devient 42 x =4 (12 x) et
les conditions qui y correspondent changent le problème ten

C

celui-ci un père a 42 ans, son 61s en a 12 combien, d'années. se
sont écoulées depuis l'époque où l'âge du fils était le quart de
celui du père? On a 'x=2.



Quel est le nombre x qui, divisé par a, donne pour somme
du dividende x,'dü diviseur a, et du quotient'?

Oni^ + *-f-=s,. d'où x r= Or. si a > s, x est
et a+i

négatif, et la question est-absurde; ce qui était d'ailleurs visible
d'avance par exemple a = H s=5, donnent*= 5£. Mais
changeant x en x.dans l'équ., on trouve i 1 x 77.1?= 5
de sorte que x .== 5:j est fe nombre quijoint au nede"5ijet
retranché de i i donne 5; pour reste. Sous cet énoncé le pro-
blème a cessé d'être absurde."

Quel est le nombre dont le tiers et le cinquième ajoutés, di-
minués de 7 donnent ce même nombre ? On a5 x+ j x 7=.»d'on x =- i5. La question est absurde; mais remplaçant x
par-x dans l?équ. (ou- plutôt– 7,par-fr7), on verra que i5 est
le nombre dont le tiers est le cinquième ajoutés à 7, forment 15.

109. L'équation (2) présente encore deux singularités. Si

a c, on a =. mais la proposée devient dans ce cas

ax + b = ax -f- d, d'où b = d ainsi-tant que b est différent
de d, le problème est absurde, et n'est plus de nature à être
modifié comme ci-dessus. En faisant décroître n; la fraction

augmente pour n = i, les résultats deviennent 2,
100, 1000 fois plus grands. La limite est l'infini.. qui .répond
à re=o on voit donc que le problèmeest absurde quand la so-
lution est infinie ce qu'on désigne par le signe x oo.

Mais si a ~cet b = d, alors x– | et la proposée devient
ax-b =ax-b-, les deux membres sont égaux quel que soit x,
qui estabsolumentarbitraire. Ainsi, le problème est indéterminé
ou reçoit une infinité de solutions.. lorsqu'on trouve x = dans
l'équ. (1). Voy. n° u4-

Premier Degré à plusieurs inconnues.

1 io. Lorsqu'-on a un-nombre égal d'inconnues et d'équations,
pour obtenir les valeurs de ces inconnues, on peut opérer de
trois manières.



.1. On tir.era.de,chaque équation- la valeur d'une .inconnue

comme si le reste était connu; on égalera ces valeurs .deux
deux, et l'on formera,.ainsi autant d'équ. moins une, qu'on en
avait d'abord'; en répétant ce calcul; on éliminera chaque fois

une inconnuej'puis j lorsqu'on aura obtenu la valeur de la der-
nière, qn_r.emonterade proche en proche pour, ayoir çelles des

autres-, v– •.•
Ainsi', pour 5x– '3,y = on tirera.

égalant ces valeurs, on a
"^g.

= équation qui ne

renferme plus qu'une inconnue y, et d'où l'on tire i2y + 4
23_y = 69; enfin,

y.= 3 remontant â la première des valeurs de x, il vient

Chassant lesidénominateursXï.oS,,I.),,on trouve.,

six ;4- 5y 3 •'=' }W gx ^>

'••'••• -8y '"6* 4 '.='• 9; + y ''Sx,' •'
ou' m* y x = i3-,

on en tire iy= 3 + 11*= i3 + x d'où x = i; et' remontant

aux valeurs, de^ et «cir-dessus y on trouve enfin

II. La méthode des substitutions consiste à tirer, -comme ci-



dessus, la valeur de l'une des inconnues.; puisla,substituer
-dans les autres équ, on a ajnsi une; éqiu^ §t une inconnue de

'soient 3x ty =àja,, 2? rh y. ==.5». v + y -fc.3z 8; Va

seconde donne y ==5. 2s; en substituant dans les au-
tres, elles deviennent^

Celle-ci donne ==
3 f*- .s ce qui change la précédente en

9 3z –'•4*.== 2j;d'où et par_sùjte 'giz= $ -r- z = 2
_y == 5 az = 3.

ÏIT. Le premier procédé, quoique plus simple que les autres
est rarement employé a cause dé sa longueur lé second' ne sert
guère quequand toutes les inconnuesn'entrent pasdans les éq'ii'.

venons maintenant à 'celui' qui .est^le plus^nsité. Prenons

(A).. iri, 1

Supposons que ,q et d sovent-é'gaux_`en soustrayant l'une de
ces équ. de l'autre, x dis'paraîtVàj -ci- aO,et a' étaient de signes
contraires .il faudrait ajouter les é.qB.,Mais lorsque atet a ne
SQîjt.jpas égaux, on première par ai} la seconde

parapet pptre.çppdijtioïivSera rem.plie^puis'qùe.aa' sera le cpef-
jfjfjent .en.retranchantces
p,rodurts.l'un çi'c'-r-ac. De. même,
éliminons y en 'multipliant la première .équation par b' et

^«^îjWJS.^ptKa^cliant^les. ^rpdi(jts;,v ,4'où

= êp'on
ni. En traitant-de la même équations

(*) S< fl ejj^' Q1^, u" .fac^ujr coiflmiin il ne, faut prendre pour.çinltipli-
caieurs respectifs 'qui? les facteurs noiï.cdhjmuns'à'àet 4 à', èVmmeponr la



qui senties plusgénéralesa trois inconnues',on trouverait les
valeurs Se ri y et z. Mais ce calcul ne -permettrait pasde dé-

couvrir la loi des résultats sans recourir-à l'induction ;Jc'est
pourquoi nous le présenteronsd'une manière un .peudifférent.
Multiplions la première par k, la deuxième par E, et de la

somme de ces'produits retranchons la troisième, il viendra

(ha 4- k'a' à") x'-V (kb -f- b") y
'(kc k'c' c") z = kd d".

Les nombres .i,-et k. étant arbitraires on peut leur attribuer
des yajeurs propres chasserdeux inconnues yet s par exem-
ple. On-posera pour cela-les équ..

qui serviront à faire connaître k et k' et l'on aura

Ufajutensuite déterminer k etk'et en substituer ici les valeurs;
j/mais on peut abréger beaucoup ce calcul. Enefl'ét-, le numé-
rateur .de a; se déduit du dénominateur, en changeant a, d' a"
en d; d'j d"ét comme k et k' sont indépendans de ces quan-
tités, la même chose aura lieu également après la substitution
des valeurs de k et k'

Il s'agit donc d'évaluer le dénominateur puisque le numé-

rateur s'en déduit en changeant simplement les a en d; les for-
mules 13 appliquées aux équ. D donnent

On réduira au même dénominateur, qu'on supprimera comme
étant commun aux deux termes de la fraction E, et l'on aura
pour le dénominateur cherché

En faisant attention à la manière dont il faut exécuter ces



multiplications; on observera que le calcul se réduit à l'opéra-

tion suivante. On prendra la différence bc-cb, entre les deux

arrangemens des lettres b et c puis on introduira la lettre.a
à toutes les places en commençantpar la première à gauche

et changeant de signe chaque fois que'a changera de place; bc N

engendrera + abc', bac et + bca c^ donnera acb,
-i-cab et-* cba. Enfin, on réunira cessix termes', et l'on mar-
quera d'un trait la seconde lettre de chacun, et de deux la der-
nière le dénominateurK est donc

K = ab'c"– ac'b"

Pour trouver y, il faudrait égaler pareillement à zéro les
coefficiens'de x et z dans l'équation ci-dessus; mais la symétrie
des calculs prouve qu'il suffit de changer b en a, et réciproque-

ment dans la valeur de x. On changerait c en a pour la valeur
de z. Concluons de là que, i°. le dénominateur des valeurs de x,

y et z, est le même ;2°. le numérateur de chacune se déduit du
dénominateur.. en changeant les coefficiens de l'inconnue en les

termes connus. Ainsi

La loi que nous avons démontrée suit de là nature même du
calcul; en sorte que si l'on a quatre inconnues et quatre équ.,

ax + by + cz + dt =f, a'x + b'y +c'z + d't =f, etc.,

il suffira de chercher le dénominateur commun et l'on en dé-
duira chaque numérateur; de plus, ce dénominateursera formé
suivant la même loi.

On prend donc les six arrangemens des lettres abc qui servent
de dénominateur ci-dessus (en supprimant les accens),ou
abc bac -f- bca etc.: on-fait occuper à "la lettre d, dans



chacun de ces fermes, toutes les places, à cpnjrneflçey par la
première à, gauche; pujs qn change de ^jgne chaque fois que d
passée, d'une p(ace enfi,q qq marque d'un trait Ja

djinoinina.feui; commun est

Voici quelques problèmes.
I. Une'personnea des jetons dans ses mains; si elle en porte

un de la droite dans la gauche il y en aura un nombre égal

dans chacune; mais si elle en passe deux de la gauche dans la

'drpite cejle^ci en contiendrale double de l'autre on demande

combien chaque main en contient. On trouve

II. On a acheté trois bijoux dont on demande les prix; 'on sait
que celui du premier, plus la moitié du prix des deux autres,
lait 25 louis le pris du'deuxième plus le tiers du prix du pre-

mier et du troisième fait 26 louis; enfin le prix du troisième,

plus la moitié du prix des deux autres fait 2g louis. On a

d'où l'on tire = 8, y= 18, z = i6.
III..À, B et'C ont un certain' nombre d'écus A distribuant

des siens à B et C leur en donne autant qu'ils en avaient déjà;

B doubleà son tour ceux qui restent a A et ceux que 6'entre
les mains ;-enfin Cdistribuantà A et B, double pareillement les

a 16 j

les nombres d'écus respectifs de A, B'et C, avant ces distribu-

tions, on trouve ces équ.

«–^ 2 ==4, 3^– x 2 = 8,^ x y– 16,
d'où l'on tire x = 26, y = 4 s = 8.

112. IL arrive quelquefois qu'une équation n,e,pe.vît exis&r à

* moins qu'elle ne se partage en deux autres ainsi x? -fc, y, =?Çi.

suppose x = o et y=!=9., puisque, cl eux carrés étant.positifs,



l'un ne peut, détruire l'autre,' et rendre la somme nulle; De
même (x -rrt i)' +.(y -=-. a)9 = o donne *= 1, et y = 2 et
quoiqu'il n'y, ait qu'une seule équ. c'est comme s'il y. en avait
deux. Il eti faut dire autant de la question suivante, qui n'a
qu'une seule condition. Trouver,deux nombres tels, que si l'on
ajoute 9 au carré de l'un et à 5 fois, le carré de l'autre le ré-
sultat soit le produitdu double du second nombre, par 3 plus le
double du premier. On a

5** + j" + 9 = 2* (ây + 3)
qui revient à 4*" 'fcjK + y* + 6* + 9 = o
ou(2x _y)"-t-(* 3)a = o; donc2x y=o,etx 3= o;
partant x = 3 et y = 6.

C'est par la même raison que l'équation x* -f- j* i =0 o est
absurde.

11 3. Voici un cas bien remarquable dans lequel une équa-
tion se, partage en deux.

Supposons que les élémens d'une question soient liés par
l'équation A -f- a = B. •$- B que plusieurs de ces élémenssoient
variables ensemble, et que l'équation doive subsister dans tous
leurs étatspossiblesdegrandeur; qu'enfin quelques termes A, B,
demeurent CONSTANS, tandis que les autres a, /S seraient va-
riables et susceptibles de décroître ensemble autant. qu'on ,le

vezct cette équation, se partage en deux l'une A = B entre les

termes constans l'autre a,= entre les termes variables, la-
quelle aura lieu pour toutes les gr.andeurs que la question permet

d'attribuer à la fois à a. et jS. En effet, si l'on admet que les ,cons-
tantes A et B ne sont pas égales, leur différence étant K,
ou A fi = dz K on en tire /S a.= ±: K les variables jS eta
conserveraient donc entre elles une différence fixe K, et ne se-
raient pas de nature à pouvoir être moindres que K ce qui est
contraire à l'hypothèse.

C'est ce principe qui constitue la MÉTHODE DES LIMITES, dont

nous ferons un fréquent usage par la suite. Quandon peut faire
approcher une grandeurvariable A-x d'uneautre Aqui estfixe,
de manièreà rendre leur différencea moindre que toutegrandeur



donnée; sans cependant qu'elles puissent jamaisdevenirrigoureu-
sement égales, la seconde kestdite'jAnvi-Bde laprèmière A a.Au
reste chaque fois que nous appliquerons ce théorème, on fera
bien de s'exercera reproduire le raisonnement ci-dessus, afin
de répandre sur les résultats la clarté convenable; nous_exhor-
tons les étudiansà se soumettre à ce conseil dont ils reconnaî-
tront l'utilité. En voici deux applications, propres à'montrer la
marelle du calcul et du raisonnement.

I. Soient \a et b deux incommensurables z et t leurs va-
leurs approchées, x et y les différences qui existent entre ces
valeurs et les radicaux on a 2 j/ a x t b y j
or les produits rationnels z X t et t X z sont égaux donc
I/ a Xt/ bdb*= b X Va: (3, en représentantpar a et /3

tous les termes oui et y sont facteurs dans chaque membre.
Observez que si l'on pousse davantage l'approximation, les er-
reurs y et x décroîtront et cela autant qu'on voudra, sans que
cette équ. cesse d'avoir lieu; les facteurs Va, b demeurant
invariables, a et (3 décroîtront indéfiniment donc l'équation se
partage en deux, \/aX l/.i=l/4x l/a,etfl = g; c'est-
à-dire qu'on peutaussi bien intervertir l'ordre des facteurs irra-
tionnels que celui des rationnels.

II. Soit demandée la valeur S de la fraction décimale pério-
dique o,(54) d'après la notation du n° 5i. En ne-prenant que
deux fois la période et représentant par k la valeur des frac-
tions négligées,on a S k = 0,5454 multiplions par 100, nous
aurons 1 00S i ook = 54,54 et retranchant ggS gg£
= 54 Mais si l'on eût pris trois ou quatre fois la pé-

terme iooJ ou ioo* ainsi,

voit qu'on peut faire décroître indéfiaimént ce terme, en même
temps que l'erreur k, en prenant la période un plus grand nom-
bre defois; on peut donc donner à l'éq. la formeggiS «=54 /3;
d'où l'on tire.ggS=54, et £– f£, comme on le sait déjà. On a en
outre « = /3, quelque nombre de périodes qu'on ait considéré;
en effet, si l'on prend là période deux fois, par ex. £=o,oooo(54),
d'où îoo'k^ o;(54)=ff,et gg*ou et = 13.



Soit iS='o,(p), la période p étant composée de 'n chiffres,

on a io"iS==p, (p), et par le même raisonnement (ion i)S–py

io" i 999

1 14- Les formules d'élimination (B) présentent quelquespar-
ticularités qu'il convient d'examiner tant que ces valeurs de*
et y sont positives, la solution résulte de ces formules, et il n'y
a ni doute ni difficulté. Mais.il peut en être autrement, ce qui
conduit à trois cas d'exception dé nos éqq. (B).

10. x ou y peut être négatif; alors le problème, tel qu'il est
proposé, est absurde, et on peut le rendre-possibleà l'aide d'une
simple modification qu'on trouve en changeant cette inconnue
de signe dans les équ. {A) le calcul, réduit en effet la question
à n'avoir qu'une seule inconnue, et l'on est ramené à ce qui a été
dit (n° 107).

-2'Lorsque les formules (B) sont infinies les coefficiens
ontides valeurs numériques telles qu'il en résulte «'•£ -ab'–o 'y'

h' r
où =7-. Pour connaître alors la nature de la question,

il faut introduire cette condition dans les. équ. (A) mettons»

donc –£- pour d la seconde devient –j– x -f- b'y = c donc

pour que le cas présent ait lieu, il faut que les équ. proposées
soient ax + by = c, b\ax-by) = bc Or, elles ne s'accordent

entre elles qu'autant que b'c=bc' ou Cette .relation

peut être satisfaite ou ne.pas l'être si elle n'a pas lieu, le pro-
blème est absurde-, puisque les conditions de la question'sont
contradictoires: cette circonstance est annoncéepar des valeurs
de.x et y infinies. Alors les coefficiens forment une proportion
a',d'b'. b', à laquelle le rapport des termes connus c et c'ine
peut fairesuite. '•.•' ' i1-

3°. ,Mais si, outre la.relation qui rend le déuominatefer nul,
a'K b' c' '•

ou on a encore les deux équations(A)n'équiva-



lentplùsqu'àune seule, lesdeux conditionsde la questionrentrent
l'une dans l'autre; et: comme on n'a qu'une équation ét :deux
inconnues le problème est indéterminé (n° 117). Cela arrive
quand les coeËSciëhs de l'équation forment trois rapports égaux
entre eux a'.a l'.b'.b' 'c'.c'; et attendri qu'on a aussi a'c=ac'
cé cas est mis en évidence par 'des valeurs dé x 'et 'qui ont la
fpYmè\.

Prenons pour exemple 'ce problème deux courriers partent
l'un de A (ïg. i), l'autre de et vont dans lë même sens
AC; le premier fait h kilomètres par Muré le second m; la
distance initiale est AB=d\ cherchons lé lieu G dé leur ren-

contre. Soient AC == x"z=.' \e nombre de kilôm: que fera le
premier courrier pour arriver en C; 's'il parcourt h kilom. en
i heure, combien m'éttrà-'t-il d'heures à parcourir x kilôm ?

n x De même faisant BC- y, est le temps qu'em-

ploie le second courrier pour arriver en C; ainsi = :de

plus- AC =AB + BC, ou x = d -+- y donc on les équ

mx = ny et x = d y

d'où

le temps écoulé jusqu'à la rencontre est == d
n m n-–m

Cela posé, si h > ni, x et y sont positifs et il n'y a pas' de
difficulté.Mais si n <^m, le problème est absurde, puisque x et y

sont négatifs on voit en effet que le mobile A; qui est eu ar-
rière j-allantmoinsvite, la rencontré est impossible.
v-. Changeons et y de signe, dans mx-=.'ny et x ==d y
cette dernière équ. sera seulé altérée, et detiendrà^'==rf-fi*»
qui .se rapporte à deux problèmes io. ou lé point B est en
arrière de A tel qu'en B'; 2°. ou l'on suppose que A et B
ne sont pas les points de départ est que les courriers, déjà
partis depuis long-temps, sont arrivés ensemble, l'un eri A,
Pauvre en È on demandé alors le lieu C ou ils se sont' déjà



rencontrés; lès valeurs ci-dessus de x et y changées 'de signes,

sont lés longueurs AC ëi B C.

si m==h, x et y sont infinis; et le problème est absurde: èè

qui vient de ce que les courriers ayant là même vitessene
peuvent se rencontrer. Cependant si d = o x et y sont 2 et 1

il y a une infinité de points dé rencontre; en effet les mobiles

partent du même point sans jamais se séparer.
:et\. changeant le signe'de m, oïl traiterait le cas ou les cour-

r'iè'rs1 vont au-deva'nt l'un dé l'autre..

'Il' sera facile dë tr'ouveKdè les courriers

11 5. > pour marquer
quelle est la plus grandesdeS|(d^^qPantités sont des inégalités.

La différence i âipute ou qu'on

en ôte le même nombre, on peut sans troubler une inégalité,
"ajouter aux deux membres, ou en o ter des quantités égales, et

par lès soumettre [aux mêmes
tïoriè \n° ioh), c'êst-S-'dtre'en m'iïîiiptîèr on

diviser tous les
termes par un même nombre, et transposerquelque terme en
changeant son signe, èoii'îx + 1 'i ajoûions aux@.eux

membres, puis reti"ancliôns-ètije, nous' avons' 3ic~– *>i i-f 7,

ou
2*^>iëj d'où *j>9- -Cette question, Trouver un nombre

dont le'triple; diminué de 7,
donne ^ncejâc«s"qui1sû¥jiafese"ce

Sombré plû'sif//àflné infiaité deéblutiohsypùisqô'ë touteqüâii-
tité >'$ y satisfait,' ••-

Plusieurs inégalités,' renfermant x, dôtÀient chacune une

limite de cette iwcdntme-, «>i7 «ffl- ? ces Ttniïlei sont Mtisïê

même sens, comme *5>9 et x> 7 alors il y une des inéga-

lités qui dispénse d''avôir égara 'aux. -autres 2°'. si les limites

sont dans des sens opposés- eommex>|j et- i<2 i5, alorsî' on

ne peut prendre pour x que les valeurs intermédiaires. Il se

peut même que ces limites s'excluent mutuellement, comme
alors le' problème' est absurde,et' renferme. des

cônâit'ions contradictoires.



Quel est le nombre,plus grand que i5, dont le triple, plus 1,
est moindre que le double plus 20; et tel en outre que, diminué
de i et augmenté de 3, le quotient de cette différence par cette
somme surpasse f? Ces conditions s'écrivent ainsi

On en tire x^> i5, .< 19 et x~^> 17. Il est clair que le
nombre devant être compris entre 17 et 19, la ire condition
donnée est inutile et l'on peut prendrepour x, 17;, 17 1.
et un nombre infini d'autres valeur^. Mais si a; doit être entier,
le problème ne comporte que cette solution** == 18.

Quand on a a < b eif<MC, $n "e.mtire visiblement

donc, on. peut ajouter, multiplier membre à membre, deux iné-
galités dont le signe est dans le même sens former ,les puis-

sances, extraire les racines, en conservant.. 'les. mêmes sigheg
d'inégalité.: on peut soustraire ou diviser membre à membre
deux inégalités dont les signes sont inv'ersesj en conservant le
signe de l'inégalité qui a fourni les dividendes.

L'expression anon>b, qui désigne que a ne peut être-plus

grand que b s'écrit souvent ainsi a < b;, elle; est soumise aux
mêmes calculs que les inégalités simples.' Par. exemple, quel,est
le nombre dont le triple diminué de 2 ne peut être, moindre
que 7> et dont le décuple moins 1 ne peut surpasser 11, plus
6 fois ce nombre? Ces conditions s'écrivent ainsi

116. Nous termineronspar une remarque importante. Faisons
varier x dans a #; à mesure

que x croît pour s'approcher



de a, a X) qui est positif, diminue, et devient enfin nul lors-

que x=a si x continue de croître, a-x devient négatif.

Nous exprimerons ces circonstances en écrivant a 'x >•0, tant

que a-x est positif; et a– x<o, dès que x surpasse a. Ce

n'est pas qu'en effet il puisse y avoir des quantités moindres

que zéro; mais il est visible que si l'on convient qu'on traitera

à l'avenir ces inégalités à la manière des équations, l'une don-

nera a >* et l'autre «< et ce ne sera qu'une façon d'é-

crire que a x est positif dans un cas, et est négatif dans

l'autre. Nous regarderons donc les quantités, négatives comme
moindres que les comme plus grandes que zéro;

ce qui n'est en effet qu'une convention commode.pour faciliter

les calculs.
Comme a *>o donne *> a, et <*> on voit

qu'on, n'est pas en-droit de changer.Ies signes de tous les termes
d'une inégalité, à moins qu'on ne .changeaussi en <, ou ré-
ciproquement; on ne peut-pas non plus multiplier une inéga-
lité par une valeur négative sans le même changement ce qui

établit, dans les calculs, une différence importante entre le

mécanisme propre aux inégalités.et celui qui convient aux équa-

tions 1, 2,,3. sont des quantités croissantes; et -i, -r2,
3 sont décroissantes on a. 4 <C ? et 4]> &

Des Problèmes indéterminés.

117. Lorsqu'on n'a pas tin nombre égal d'équations et d'in-

connues, il;peut arriver deux cas. 1 •
1er cas. S'il y a plus d'inconnues que d'équ.j le, problème est

indéterminé.- puisqu'on peut .disposer arwtrairement de quel-,

ques inconnues, afin qu'il n'en reste plus qu'un nombre égal à

celui des équ. l'élimination fait alors connaitre ces dernières
inconnues. Les valeurs qui satisfont .aux. équ., ou au problème
dont ces équ. expriment les conditions, sont donc en nombre
infini. Cherchons, par exemple, deux nombres x et z, dont la

somme soit 70;.il faudra trouver deux quantités qui satisfassent

à l'équation unique + z =7° d'où x= 70 a..On voit que



]le Vêtit ëtfë c6iüiü qtfautànt que k fet donné et si l'on niéttburàtonr i;2i3i. i pëùrzyofi trouvera* =69,
(lotie t et et 68; 3f et,66£. rëniplissërit lë condition
Exigée ainsi qu'une Infinité de nombres tdrit entiers que frac^
titmriàirës.

Soient demandés trois hbnibf èS x; t dont là somme
soit iô5; ét dont lès différences àévà à" deîik soient égales oùâ*4iJ'4z=io5i x– y~y– 'z, e'est-à-dire trois ¡néon'
nues et seulement deux équ. Cë ëas revient au précédent; car,
êti fetrancliânt ces ëq'ùv pbùr en éliminer x; il vient ^=35,
d'où x + fera donc i ou x égal à telle grandeur
qu'on yoûdrâ'; i'âKtfê inëObnùë s'en déduira,' et ces nombres,'
concurremment avec y = 35, seront des solutions dé la duëâ-'

SflîÉ é'ncbfë l'éqttàtîon x* àx == $* ity on en tire
èt cOtHme (x–y),

il ou\<
Ge produit ne peut être nul, a

moins que l'tin- dés facteurs ne le soit Oh a donc,' à -voloiité,-
l'unë dés fètjûi du x=zd^y.Eii dttribuaiit à y toutes
les' ValeufTpô'ssiblès1' il éti réèuîtërâ des' va'lèùrs de a; qui seules
satisfont au problème il sùffit qué lès dëuï incofinues soient
égales, ou bien que leur somme soit= a, ce qui arrive d'une
infinité de manieYéài

La Règle d'alliage peut rentrer dans cette théorie.
i*: Sù$j6's6'h's qu'on' mêlé' én'sëWKle deux substa'iicés qcfî ri'é-

prouvent pas d'action chimique ; soient /> et q lés prix de l'unité
dé litè'Âu'ré pour ch'àcunè- le' prig tô'tài du m'élaiîgë est px'qy,
en' désignant par x et y lës nombrés d'unités mélaîigêès; Mais
le tout estdé x '$- y unités donc le prix de ch'àeùnëëst

Ainsi 8 Bouteilles de vin à ï5J> lé litre et 12 HP fô'iit
20 bouteilles; dont lè prix lest 8^< iS-^ii^c- 10::=30146;' donc,

lë prix dé chacaffefest oul*



On a un lingot d'or formé de 4 kil. â o;g5 de fin (*), et de

5 kil. à o,86; quel est le titre du mélange? La formulé ci-dessus

4Xo;ç)5-4-5><Oi86_^donne= ^g- -<>,9-.
2°. Réciproquement si l'ori demande quelle doit être la com-

position du mélange, la valeur moyenne étant donnée, on cher-
che les quantités x et y, connaissant les prix p, q et z; alors
l'équ. F contient deux inconnues, et le problème est indéter-

miné. On a
x-==(Z ~Myi ainsi on y satisfait en prenant

x = z q, y=p z;
z est d'ailleurs intermédiaire entre p et q. On pourra outre
ces Valeurs entrouver une infinité d'autres en les multipliant

ou divisant par un même.nombre quelconqueon aura par là

.toutes les solutions entières de la question, si l'on veut que ce
facteur, et 'z j) et § soient etiliëïs (il0 k 18.)

Un boulanger par exemple, veut faire du pain qui revienne

à 8-' le kilogramme; combien doit-il mêler de farine de blé à

io1* ët de sèiglé à 7J"- le kilo-
gramme ? -Après avoir écrit cès 3
nombres comme on le voit ci-
contre, on mettra 8 7, ou i, à côté de 10; pnis 10 8j oti
i; près de 74 Ainsi 1

kïlagràhimê dë farine dé' Blé sur 2 He

() Lorsque l'or ou l'argent conKënnênt o, 1 d'alliage Et qae le reste est

par; on dit que lé ine'tâl est à Bjt) de Bh. Autrefois le Hc'gre de pureté' s'èsii-
niait différemment

on partageait par la rjeris'é'e le lingot d'or eti H\ (JSf ties;
qu'on nommait karat3, de sorte que l'or à ai karùts contenait 3 parties d'al-
liage et 21 d'or pur. Le karat se divisait én 3a parties ou grains; ainsi on

désignait par 18 karats 20 grains, 18 parties 5- d'or pur; 'et 5r d'alliage.

L'nrgéntSe divisait en 12 parties ôa tlehWrs, cHàcuric dé i4 grhins; ainsi ilri

lingot d'argent '& 1b deniers ao grains cohteriaii r'ô pârtiei -y <iè mutai par et

1
g d'alliage.



seigle, répondent au problème. On peut aussi prendre 2 sur 4,
ou 3 sur 6, etc.

Si l'on donnait une seconde condition pour déterminer le pro-
blème,on la traduiraitalgébriquement,et l'on éliminerait x et y
entre l'équ. [F) et cette dernière. Ainsi, lorsque la quantité x-y
du. mélange est donnée= m, alors on a

Après avoir obtenu les valeurs ci-dessus, on les multipliera

donc par Dans notre exemple,si l'on veut que le mélange

des farines pesé 21 kil., on multipliera les résultats obtenus 1 et 2,

par 21 7 de sorte que 7 kil. de farine de blé à io/,
mêlés à 14 de seigleà j-r, forment 21 kil. de farine à 8S.

De même soit demandé de former 7,54 kil. d'argent à o,g de
fin avec de l'argent à o,97
et o,84.L'opération prouve
qu'il faut 3*,48 de la pre-
mière,et 4*,o6de la seconde
espèce.

On appliquera facilement cette théorie au cas où l'on voudrait
.mêler ensemble plus de deux substances.

2. cas. Si l'on a, au contraire, plus d'équ. que d'inconnues,
le problème est plus que déterminé, c'est-à-dire que si l'on éli-
mine toutes les inconnues, il restera, entre les données, un cer-
tain nombre d'équ. auxquelles elles devront satisfaire, 'et qu'on
nomme, pour cette raison, équations de conditions si elles ne
sont pas satisfaites, la question est absurde; et si elles le sont,
plusieursconditionsrentrent dans les autres; elles n'en forment
qu'un nombre égal à celui -des inconnues, et sont exprimée
par autant d'équ. distinctes auxquelles les proposées se. ré-
d uisent.

Cherchons deux nombres x et y dont la somme soit s la



différence d et lé produit p ou x s, i y=del
xy = p. Les deux premières équations donnent (n° 106, III)

i (* + d), y = j '{s d) substituant dans la troisième,-on
trouve 4p = sa d2. Si les données s, d et p ne satisfont pas

cette relatioa, le problème est impossible; ét si elle., subsiste,
l'une des équ. données est inutile, comme exprimant une con-
dition qui a lieu d'elle-même, et est comprise dans les deux
autres.

Quelle est la fractitin,qui, lorsqu'on ajoute m à son nuniéra-

teur, devient =-; et qui est ==-? lorsqu'on ajoute m' à son
dénominateur?En désignant par x et y les deux termes, on a

L'élimination donne

(ab'-a'b) x = a' (bm+arri), (ab'–a'b) y=b (b'm+a'm');

mais x et y sont entiers donc ,-ou ab' db ± t ou bien
ce binome d ivise les seconds membres. On a doncune condition,

sans laquelle ce problème est impossible, quoiqu'on ait eu au-
tant d'équ. que d'inconnues.

118. Cherchons tous les systèmes de valeurs entières de x et y
qui satisfont à l'équ. indéterminée 'a

ax-by = c (i)r I
a, b, c, étant des nombres donnés, positifs ou négatifs, et qu'on
peut toujours rendre entiers. Du reste, a et h doivent être pre-
miers entre eux; car s'ils avaient un facteur commun d; en di-

visant tout pâr d, on aurait j*+ -j y ainsi Je second

membre devrait être entier puisque le premier l'est; le pro-
blème est donc absurde quand c n'a pas aussi d pour diviseur,
et s'il l'a, on peut supprimer ce facteur dans tous les termes.

Soit = a, y = une solution de l'équ. (1), ouaa-f-è/8=C;
retranchantde l'équ. (t), on trouve a(x «) = b{y fi),et



comme a et b sont premiers entre eux.y a doit être un mul-
tiple de a (n° i4, 4°.), tel que at; d'où

= « bt, y = /S + at (2)..

En substituant ces valeurs dans l'équ. (1), il est visible qu'elles

y satisfont, quel que soit le nombre entier positif ou négatif
Mais ces expressions sont les seules qui jouissent de cette pro-
priété; car soitune autre solution, ou a«'+è|3'=ç;
en retranchantde acf., -f- b$ ç on a a (<<*) ==

donc æ' ^3 est un mujtiple at de a, IZ'=lZr±-at,tt.' = a bt,
valeurs comprises dans la forme (2).

Il suit de là que si l'on avait l'une des solutions et /3) on
connaîtrait toutes les autres en faisant f= i, o, i, 2.
et comme les résultats a à–b, ar–zb. ,(3, jS + a, |3 + 2a.
sont des équidifférences, on voit que toutes les valeurs de x et
de y formentdes progressions arithmétiques j dont les coejjîciens
rèçiproquesh et a sont les raisons l'un pris avec un signe con-
traire (elles sont croissantes toutes deux, si a et b ont des signes
différens et; leupe croissante et l'autre décroissante, dans le cas
contraire). l

•1 19. La question est réduite à trouver et et soit a ^>. b

résolvant (1) par rapport à il vient, en extrayant les entiers
par la division de c et b par a.,

c' et b' étant les restes. Le problème consiste donc à trouver les
valeurs de y, qui, substituées rendraient cette dernière fraction
entière, ou c b 'y divisible para. Or si b' est = 1 en faisant

=2^011^ = 0 as on est certain que toute valeur

entière de z rendrait x et y entiers, et tout serait fini. Mais si b'
n'est pas un, en posant

il faut réspudre en nombres entiers cette équ. où b' < a. En



résolvant par rapport a y, extrayant les entiers, et égalant la
fraction à«une • nouvelle inconnue q, on tombe, sur une autre
équ. encore plus simple, entre z et u. Les cofficjens des inçon-
nuesj sont les restes successifs qu'on ob.tient dans l'opération
(n° 28) du commun, diviseur entre qe(î; et puisque a et b s'ont
premiers entre eux, on est assuré d'être conduit, en dernière
analyse un coefÇ.cient == 1 on retqmbe ainsi sur une é,qij. de
la forme u -f- mv = u qui rentre dans le cas de b' = 1. Toute
valeur entièrede v en donnera une entière pour u; et remontant
jusqu'auxvaleurs de z, de y et de x; on aura une solution, et
par suite toutes les autres, jdans les équ, (2^.

Un exemple ép\jirçira çeçj;. 8x Z'jy == donne

égalant cette fraction à y:, il 3«– 1." Faisons, par
exemple,,v==X nous, aurons x 11

donc les formules (2) deviennent

x = I+ a'7*i ,y = 3 -f- 8t.

Si Fon elt pris pour v toute autre valeur entière, on serait

parvenu aux mêmes valeurs, quoique différentes en apparence.

d'o.^ a; = 97,+ = 29 + 8f mais on peut mettre
t au lie\x de *»'ce qui ramène aux valeurs ci-dessus. En
faisant t = r– 2 t o, 1, 2. ,«on trouve des équidiffé-

çe.npeg crotis^jmtes infinies dans les deux, sens, dont les raisons
sont 2^'et 8 et dont les termes, correspondans deux à deux,
contactantde solutions de la questjpn,et les seules qu'elle puisse

4?., '6, 11, 38, 65, 92.
y,= i3, 5, 3, Il,19,27,



Commeces calculs exigentautantde transformations,ou d'in-

connues auxiliaires, qu'il y a de restes successifs dans ile calcul

du plus grand diviseur entre a et b on voit que ce procédé peut

être très long. En attendant que la tliéorie des fractions conti-

nues nous en fournisse un plus expéditif, nous indiquerons ici
deux abréviations.

i°. S'il y a un commun diviseur'm entre a et c en divisant

l'équation (i) par m, on a c or, doit être en-

tier, puisque les autres termes le sont; ainsi y est divisible

par m, qui est premier avec b y est donc de la forme y = my\:

en substituant dans (i) ,et divisant par m, on a à résoudre une

équ. plus simple.'
Soit 12* 67^ = 1000 on fera y = 4/. et divisant par 4,

est visible qu'on peut poser /= 1 d'où = 6i y==– 4;
et enfin x = 61 + 67«, y = 4 + I2'-

Pour i5* + ify = 385 comme 385 4i1 X 7 X 5, que 7

est facteur de 1 4 et 5 de 15, on fera x = 7/, y = 5/ et di-

visant par 35, en trouve 3x' 2y' = 1 1 d'où
Y, = S x' -{-•*• égalant cette fraction à z, il vient

x'= 2Z, et le calcul est terminé. z=o donne *'=i ,y ^4>
d'où*=7(i+2O.J=5(4 30-

20. Observez que dans toute équidifférence c, c +b, c-f-2b.
si l'on divise par a les a premièrs termes, tous les restes sont dif-

férens, quand a et b sont premiers entre eux; en effet, si deux

termes pouvaient conduire au.même reste, leur différence serait

divisible par a (n° 16), ce qui est absurde puisque cette diffé-

rence est de la forme kb, k étant < a. Concluons de là que ces a
restes inégaux accomplissent tous les nombres o, i,2,3.(a– 1),

mais rangés dans un ordre différent: ainsi, l'un de ces dividendes

c-lb donne zéro pour reste, ou est multiple de a; et y'= l

rend un nombre entier. Or, il arrive souvent qu'en



substituant 6, 1, 2, 3. pour y, otidécouvre la' valeur 1<C à
qui satisfait à cette condition.Ainsi, pour que (premier exemple)

y j"7 soit entier on .faît> =,ô, i,'2,'3. les restes de--3/4-;7

divisé par 8 sont 7, 2, 5,p. Chaque .terine;decette^ërie^se* forme

en ajoutant.3au reste précédent et supprimant 8 de ta somme
lorsqu'elle surpasse 8. 3est;lavaleur .cher-*

chée. Au reste, on'ne péurregàfder ceci que conime' un- tâton-
nement souvent plus long que là "métKode générale. < • ;>

Pour ,'• 35-+- IO* :n- :ii,nx\
Pour rendre entière =.2.+

faisons x =
o 1 2. cette dernière frâciïôfiiconduit aû£.

restes i;i 6> 1 8 3, i6,-5, !o'i en ajoutant sâïi's'cessé 7) et

étant v2 lorsque cela se, peut;, ainsi a; =.7 donne le .quotient
exact' y– i4', d'oùy = i4"f- 19t; «=7 + 12*.

120. Il, arrive quelquefois que la question "riêl-peut acjmettre

que des solutions positives; alors on ne doit plus prendre dans

les formules (2) toutes les valeurs' entières pouV t mais oh pô-^

sera a bt > o /3 -}- o d'après ;çe^qu!on a dit p. 169;

ces inégalités donneront les limites de t.
i°. Si ces limités sont dans le même sens', elles n'en donnent

qu'une, et la question a' une infinité de solutions, croissantes
ensemble; dans ce cas, a'et b sont, de signes contraires dans la
proposée, car sans cela aie -t-by ne pourrait constamment'être

==c. Dans le 1"' problème, on a ainsi, on

peut prenVire mais on ne peut donner à t aucune
valeur négative. Dans le 2" 'problème, on'a
donc t = ou ^>i, savoir, tz=. 1, 2, 3,4: • w

20. Si ces limites sont, l'une par excès,' l'autre par défaut, on,
trouve^ quelles valeurs intermédiaires t peut recevoir) et il'n'y
a qu'un' nombre'fini de solutions: x croît quand y décroît', ce

qui exige que a et b aient/mêmes signes. Il pourrait~ïnêniers<2

faire que ces limites s'excluassent mutuellement,et la- question

serait impossible en nombres entiers et positifs.Dans le troisième
exemple, on a

'donc t ]> j- et <jj'
ou t=o, et = i il n'y a que deux solutions.



Voici encore diverses applications de cette théorie
Partager .n en deux parties, dont l'une soit un multiplede 19

donc"– ' ,oti est un nombre Entier. Faisbns x 1,

d!oîi ,.iy=i4, puis x = 1-7–7 t ^'>y~ ï4 H- ity-
;.Sa l'on;veut que les parties'de 117 soient positives, il faut en

outre et i4-f7i9*>o; d'où £<} et
}>riffMOn ne peut alors satisfaire au problème que d'une
fnànieï'e; t==o' donne x=i est y=.i^; de sorte que !g et
.9? ;sont les partiels demandées.

Payer 2000 fr. en vases de deux espèces,; les uns à 9 fr., les

autres à 1 3 fr. On trouvé 9*-f- 1 3y=.2oo'o d'où =

il faut rendre ou =i == un nombre entier 'ainsi

y = 4> d'où « = 228; puis enfin

*==228– i3/,
Les valeurs négatives de .y indiquent combien on reçoit de

vases de la 2e espèce, en échange de ceux de la ire, pour ac-
quitter 2000 fr. dus. Mais si l'on veut que x et y soient posi-
tifs, il faut que l'on ait 228 i3i>-o et 4 + 9^>o;
d'où- 1<^ 18 et ^> o. En faisant f= 1, 2; 3. 17, on a, pour
les 17 solutions de la question, a; = 2ii5, 202, 189.7;
y = 5, 14, 23 i4g. Ainsi, on peut donner 215 vases à
9 fr. et 5 à i3 fr. ou> etc.

Un négociant a changé des roubles estimés 4 fr. contre des
ducats de 9 fr.; il a donné 15 fr. en sus; on demande combien
de sortes de marchés il a pu faire. On a 9^ = 4*+ 15; d'où

x=~^y~l ainsi, = f;d'où<y = 4^4-3 et*=9fif-3.
Lorsqu'on veut que ;ar et y soient positifs, les limites de 't coïn-

cident, et l'on.â 0>i faisant .ï = o, 1,2, on a un nombre
infini de solutions renfermées' dans les séries *,= 3, 12; 21. • j



f is= 3 ,7,
1 1 : on a. donc pu changer- 3 roubles contre 3 du-

cats, ou i » roubles contre ducats;:etc:
Ii'équi peut.être résolue'en nonibres en-tiers; parceque'7'n'à-pas le facteur 6, commun à 6 et 12.
Il en est évidemmentde même pour 2*4- 3y=-«-w 10, quand

x et doivent être positifs.:au reste, le calcul le prouve, puis-
qu'il donne: x = 3t^? 5 et y zt; et les limites et<[o sont incompatibles.- -J:

Partager en deux autres ta fraction dont lé dénominateur

d = ab, est le produit;'cfe deux nombres' a. et b premiers entre

eux; pour cela on et l'on devra résoudre en'<; .11. et ., .0 a
nombres entiers l'équation ax -Ç-'by =.n.
Ainsi, pdurvff connue 77 iX 7, on a 1 ix + *}y = 58,
d'où ^='3 ut; il y a un nombre infini de
solutions,'quand f| 'doit être la différence des deux fractions
cbercbéës.nlàis si est la somme? il n'y a qu'une solution

Faire 5o s. avec des pièces de 2 s. e't de 18 d. Soient i le
nombre des pièces de 2 s' et y celui des pièces; de. f s. fin' a
2x -f.fj.ib 50 ou 4* + 3y == ioo on en tire 1 3t
et y=32 + 4t; en faisant t=o, –1, -z; jusqu'à rrr8, on
a x > -4 » 4 • • •y == 3a 28, 24 • i Si .l'on prenait aussi' les
valeurs négatives de x ou de y, alors les pièces de 2 s. seraient
données en échange ,de celles de 18 d., de. manière à produire
5o s. dé différence. •••••-

'.121: ,La même méthode s'applique lorsqu'il
y a 3, 4.

incopnùes et autant d'équ.' moins une. En voici divers exemples.
Quel est le nombre iV^qui, divisé par 5'et-par 7, donne 4

et 2 pour restes, c'est-à-dire, qui rend entières les quantités

g"T ct • désignons par xet; les quotiens respectifs;

nous aurons N=5x + JV=7J + 2; d'où iy 5* = 2;
on résout cette -équation' par les moyens indiqués, et l'on 'a=7*4-1 et' y = 5^+1, ce qui donne N=Z5l-q. Le



nombre demandé, est l'un de.ceux-ci 9,;44,;79.. On.'serait

-parvenu plus aisément au résultat, -en. remarquant- que, iV.== 4

rend, visiblement la i" fraction un nombre entier, et que tous

les nombres qui jouissent de cette -propriété -sontcomprisdans
jVr=4-:f-5v; mais on ne doit prendre pour que' les valeursi ..• N– 2 -5^+ %•;
qui tendent aussi entière la quantité i* 7* e- .ou v pn.yoït r

de suite que.,= i, et plus généralement V = ï + 7t; donc,

en substituant, N= 9-f 35*
En comptant les feuillets d'un livre 7 à 7, il en reste i

10 à to, il en reste 6; enfin 3 à 3, il né reste rien; combien

le livre a-t-il de feuillets? On suppose,que ce nombre JV est
entre ioo et 300. Il s'agit de trouver pour "ÏV un nombre qui

rende entières les fractions
et

La dernière- 3«– 1. 3z .-i-6-
donne N='3z; les deux autres deviennent ~~[o~

,celle-ci exige que a = 2-{-iof ainsi, en substituant, l'autre

d'où z = i2 + 7O«-, et enfin, iV"= 36 + 2io*. Par conséquent,

'si l'on fait t=o, 1, 2. on trouve JV"= 36,: 246, 456

Le livre a 246 feuillets.
Trouver un nombre N qui ,divisé pàr 2, 3 et. 5, donne tr, 2

et 3 pour restes. On trouve v..
jV=3of-f23; ainsi, ^=23, 53, 83, 1

On propose de rendre entières les txois quantités ^T~
95 +.i

et 27J l voici comment on simplifiera les calculs,

Comme 5o4 = 23. 3a. 7, 35=7-5, i6 = at, on décompose

les trois fractions en T •



en extrayant les entiers..On supprime la 3e fraction qui, est la.
même que la quatrième, et la ire qui est comprise dans la
dernière, car x'–ï ne'peut être divisible par 16, sans l'être
aussi par 8. Il' reste donc à rendre entières les quantités

là ire donné = i +gf, ce qui change la 2een,^ 7- '
ou et '= i /-f "63^. La 3» ;ievient

2^% d'où '/= ?. + 5/ et x'= 109 -f 3i5* Enfin.

là 4e donne Jq > d'Ou *"== io'?i'6i' et ènlin quelTqué

soit l'entier z, « = 30414-50402!'°' 'r'r/ -1 J
122.' Lorsqu'on n'a inconnues]; on opère

on a 5ar-fr 8y= u, d'ôû l'on tire, par nôtre méthode, en regar-
dant
tant 5o-^7z pour u, il vient • j.. •: ' •

= 2iz + 8f i5o, y = 1.00^– \^z. Wt.

et t;sont des nombres entiers quelconques.,

• III. DES PUISSANCES DES. RACINES ET DES ÉQUATIONS^

Des Puissances et .Racines des..

123: Larëgle (p:8i)?simpliGe l'élévation aux puissances,
en-.

N éyitant la, multiplication ,v,éitérçe;car soit: proposé, d'élever, a à
la puissance m = n +p on a am = a" X aa, de; sorte qu'après



avoir formé, le produit donner,a on pourra
décomposer '177:,en' trois parties

comme n° 96, etc.

de

Ou lire encore de là. un moyen facile de former certaines
puissances des nombres; car am,' lorsque m==np, revient à
ani'=(any. Si .7»,= npq. on,fera la puissance n de a, la
puissancep de a", la puissance 'q de an? De même pour l'ex-
traction des racines ainsi, comme 1 2 = 3 2 .,2 on 'trouvera

V/53I441 en prenant la racine carrée, qui est 729 puis" celle
de,729 qui ,est,27.; puis, en%1la-raçine cubique de 29 qui est
3 = p53i44i. {Voy. n°6o.):i,

,125. Réciproquement, pour extraixe la,racine ni' d'unrnor
nome, on extraira celle de. chaque facteur cette racine se trouve
en divisant chaque exposant par. m.. En effet, pour.que a'b3

soit ,i/(a%9-)> il.auffit.que au cube, reproduis a6b9;

or, c'est ce qui a lieu d'après la règle qui précède, si l'-on a.di-
visé les e^ppianspar. ••'

.Ljirsqu^ ^i^fiWÇ affecter celte
racine du signe d~ Cela vient de ce qu'algé-
briquementparlant, pour qu'un nombre m soit racine de 9,
il suffît que 7rea = g, ce qui a lieu que m ait le signe + ou
(p. i56). Si le degré de la racine^est impair, le signe de- la puis-

racine:1'1''

1:
éprouvent souvent des siinpli-

ficaliôns, 'Ainsi ••



121. Nous avons vu ci-dessus que pour extraire la racine
d'un produit, il faut extraire celle de chacun des facteurs;

or, cela est vrai même lorsque les extractions ne sepeuvent faire

exactement par exemple Vb, puisque le,

cube de cette .dernière quantité se forme visiblement en éle-
qui. donne ta* h. En -général de ce que

la racine d'une quantité est le produit des racines de chacun

m mde ses facteurs (125), il suit que Va X \/b = \f(ab). Donc,

pour multiplier ou diviser deux quantités affectées du même
radical, il. faut faire le produit ou le quotient de ces quan-
tïtés' et l'affecter de'cé radical. Par exemple

En supprimant le radical, (\/anbmy= a"bm.
k

*?,8. Cominé il n'y a pas de nombre qui multiplié par soi-

même, puisse donner un résultat négatif m, \r-;re.repré-



sente une. opération impossible c'est ce qui lui a fait donner
le nom d'Imaginaire; \/m est appelée Réelle. Nous aurons par la
suite (n° i3g i°.) océasion'de remarquer que ces symboles, quoi-,

que vides de sens, n'en sont pas moins importans à considérer..

Ajouter, multiplier. de semblables symboles sont des opéra-
tions dont il-est, impossible de se rendre raison; cependant on
convient de faire ces calculs sur les imaginaires, comme si èlles
étaient de véritables quantités,en les assujettissant aux mêmes.

règles; nous en reconnaîtrons l'uitihité par l,à' suite.

:La règle n° 127 doit éprouver quelques modifications;ainsi
y> a X r–ra, n'étant autre chose que le carré de [/ a,,

,est visiblement– a or, la règle ci-dessus semblerait donner

pour produit, -f-a* ou a. Mais observons que -l/a* est ±'a
l'incertitude du signe, en général, n'a lieu que -lorsqu'on ignore

si' à1 provient du carré de + a ou de celui; de– a; or, c'est
ce'qui ne peut exister ici, et l'on a a pour produit, à l'exclu-
sion de +• a.

Concluons de là que «X V a~ a-
,De même \r–a.X. V'-fA rëvient à '••.

On verra que -1 a a pour puissances 1", 2", 3e, 4e- • • •
y/– a, a, a)/– .a, +«V±-^ K'? 7- «*••'••••'•••••
Celles de et sont a, + a {/– a, a3, a* [/– a
Le carré de 1 -f- \S s se réduit h-, £.]/_• i.Le cube de

est t/ al/a'v'–i1 la
duitde y.

(i+a_j.&v/_I)X(*-fa– b\j– 1) est = (x+aY+.b%

quantité Réelle «97, 3°*.).. •
iÎ2g. Il suit de la règle (127) que pour une puis-,

sance un monôme déjà affecté d'un radical,, il fautélever à
cette puissance cl laque facteur ^sous le radical. Ainsi le cube
de l/(3a'è) èsl{/ {2^aBb3) celui de ,y/p est [/8 == 2^2.

Concluons de là que lorsqu'on veut extraire une racine d'un

monôme déjà affecté d'un radical, il faut, s'il se peut, extrairela racine de la quantité radicale; ou dans le cas contraire 'muK



tiplier l'indice du radical.par.le.degré de la racineà extraire.

Ainsi la racine cubique de. Va est i/tf5) V/(V/a") = V<«">

,i3o. On peut donc, sans changer la valeur d'unie, quantité
radicale, multiplier ou diviserpar un même nombre les expo-,

sans et l'indice du, radical, puisque c'est d'une part élever à la
puissance, et de l'autre extraire la racine;

p'a=\/a% V/a3==ya9> v>(3a»63)= V^aW).]
Par la, il devient facile de muUipJier.etdiviser les quantités

affectées de radicaux dift'érens car il suffit, de les réduire,
ètre, de même degré; on .multipliera pour cela les exposans ét,

l'indice du radical par un même nombre qu'on choisira con-
venablement, comme pour la;réduction des fractions au même
dénominateur. (38). Par exemple,

Des Exposansnégatifs et fractionnaires.

1.3 1.Nous avons démontré que- le -quotient, de est am • ï

en supposant que m soit > n sans cela, m–n serait un nom-
bre négatif, tel que p; et.comme on ignore encore le sens
qu'on doit attacherà a~P,- on ne pourraitmultiplier a~P par a"
ainsi on ne saurait prouver que a" X am~n doit reproduire am.

Mais remarquons que l'expression a'P'n'a. aucun-sens par
elle-même, puisqu'on ne peut y attacher l'idée propre aux

exposans (12). Ou est donc le maitre de désigner par a f



à'ihsi que''ndiis"le ferons dorénavant.D'après cela dans tous

lésées, on po.ùrr.a dire 'que am~" car la chose est dé-

montrée, si m ~^> n, et elle résulte de notre hypothèse, lorsque
tfî\<C » > puisqu'un divisant .les deux termes par a" on a

L'Algèbre .apprend.à trouver des formules qui, par leur gé-
néralité, conviennent à toutes les valeurs numériques qu'on
peut imposer aux lettres on doit donc regarder comme un
grand avantage de n'avoir pas besoin de distinguer dans une
expression algébrique,qui renferme des quantités de là forme

tous les cas qui peuvent résulter des suppositions de m ~^>

ou < n on mettra am~" au lieu de et la formule sera vraie

dans toutes les hypothèses (comme au n° 108).
Il faut aussi. avoir égard au .cas'de m ==ra; alors am~n de-

vient a", symbole tout aussi insignifiant par lui-même que
a-P. Nous conviendrons donc de faire a° = i puisque alors

=
i. L'expression a° est un symbole équivalent l'ztnité.

Ainsi lorsque nous rencontrerons dans une formule a° et
a~P ces .expressions seront faciles à comprendre en exa-
minant leur origine a° et a~P n'ont pu provenir que d'une
division dans laquelle on avait m n dans le premier cas,

et n == m p dans fe second. D'après cette convention, onpeut
faire passer un facteur du dénominateur au' numérateur j en
donnant à son exposant un signe négatif ainsi



Voilà donc les puissances nulles.et nçgati.ves introduites.dans
le calcul, .par une suite de principes q,ui i;ne souffrent aucun
difficulté. Venons-en aux puissances fractionnaires.

i.3a. La ,règle .donnée :pour l'extraction des racines 'des nio-

nomes, prouve que va" .= amj. mais il faut pour cela que n
soit un multiple de m, car on tomberait sur un exposant frac-
tionnaire, dont-la nature est encore ignorée, et'on ne pourrait

démonrirêr qu'en rendant amm£ô\s facteur, le produit serait a".
On est donc ici dans le même cas-que pour lës-e"xposans néga-

tifs, et il est visible que am n'ayant aucun sens' par'soi-même,

on peut lui faire désigner \/an par'là lés formules pourront
convenir à tous les cas, que n soit ou non multiple de m ce qui
est èonforme au'génie de l'Algèbre.

Donc, lorsque nous rencbntrei;qns-"asm'idans une (formule, il
sera facile d'en âvoir une idée nette, en observant que cette ex-
pressionn'a pu provenir que de ce qu'on a. voulu extraire la ra-
cine m' de an. La règle donnée"pour fairè~çettè~eidtraction est
donc générale dans tous les cas. <> 3

133. ao, a p, ô"sont.les, expressions! de conyention.attribuées



anx valeurs x, et y a1?. Mais o, -p et ne doivent point
être regardées ici comme de véritables esposans dans le sens.
attaché à cette dénomination quoique ces quantités occupent
la place réservée aux exposans. Ce serait donc abuser des ter-
mes que de se croire autorise à dire, sans démonstrationque
am X ân = am+a) quand m et n ne sont pas tous deux entiers et
positifs. lien est de même de la division, de l'élévation aux
puissances et de l'eztraction des racines. Démontrons donc que
ces, symboles suivent les mêmes règles que les vrais exposans.,
entiers et positifs"qu'on a.quels que soient m et n\

et' an == am-n, (a^)P==qmP, \/am=aP.
I. S'il s'agit d'exposans négatifs ona(m,n etp étant positifsi.,

de même on trouve que- = a~m~a et que = an~m •
•'•">1 au e a–n r

>>••

Il. Pour, les exposans: fractionnaires on, peut d'abord en,
multiplier les deux termes par un même nombre b' car

Cn° i3o) am =\/an= yaV'– a™?. On peut donc réduire au.
même dénominateur les exposans des quantités qu'on veut mul--
tiplier ou diviser entre elles.



Remarquons en outre que ces calculs relatifs à l'exposantfrac-
tionnaire permettent de le supposer aussi négatif.

HI. Prenons le cas des exposant irrationnels, et soit par
ex. a*" X aV* désignons par z et z' les valeurs approchées de

,ces exposans,ou z = V'2 + h z' = 3= h', h et h' étant des.e™r?.qs'pn peut diminuer à volonté, en poussant plus-loin
l'approximation. Or, si l'.on ^.contenté des valeurs, appro-
chées z et -le produit ne sera lui-même qu'approché et endésignant par « l'erreur qui. en résultera, erreur qu'on peutrendre aussi.petite qu'on voudra, oh aura exactement

aV* X cév^3 -f. a = az+zr ay'*+?s+>'+h' a^+^ x
ah+h>

mais plus h et h' seront petits, plusa^ approchera de i ainsi
on peut donner à ce 2f membre la forme a^+vs + (3,. (3 dé-
croissant -indéfiniment avec a, la et. h' Égalant les'termes
constans (ii.3) on. trouve .c^Xa"'3 On prouve,
rait dév même que les exposans irrationnels sont soumis auxmêmes réglés que lés entiers dans la division et l'extraction
c'est. d'ailleurs, une conséquence de ce qui vient d'être dé-montré.

IV. Quant aux exposans imaginaires, d'après leur définition
(128), les règles relatives aux quantités réelles s'appliquent
à celles qui sont imaginaires lorsqu'on veut les livrer au calcul,
quoique celles-ci ne soient que des êtres de raison ainsi il n'y
a lieu à aucune démonstration.

On facilite quelquefois les calculs par ces principes; par
exemple, pour diviser \étf. par T/a'bi, on .écrira
asfo a 7b-i, et réduisant les expo'sans au même dénominateur
il vient



Les polynomes qui contiennentdes exposans négatifs ou frac-
tionnaires sont soumis aux règles ordinaires, et il convient d'ac-
quérir l'exercice de ces 'calculs. La division suivante indique la
marche à observer.

Observez que le quotient peut admettre dès exposans négatffs

pour a, et cependant être exact; or, si la division se fait éxac-t

tement, il est clair que la somme desmoindres exposans de a
dans le quotient et le diviseur doit donner le moindre dans le
dividende. Ainsi retranchez les plus petits exposans de a dans

ces deux premiers polynomes et vous .aurez le plus.petit dans
le quotient, si la division se fait exactement. On est donc assuré
qu'on n'est pas dans ce cas, lorsque le'quotientest poussé jusqu'à

un exposant moindre'que cette différence.
Pour trouver le plus grand commun diviseur entré

qoab* igSa"5^ ^goa~sè3,et iàc&s 36a"ai^ -f^a""3^
je mets en évidence les facteurs 1 5 bz .et 3b3 indépendans .de. "a,

et je les supprime^ saufà multiplierpair- 3b* lé' commun diviseur
des polynomes restans; je multiplie par a2 pour chasser les es–

posans négatifs,- et il vient.

Le calculdonne pour facteur 2as 3 ainsi le commun i clivi



Des racines carrées et cubiques des Polynômes,

i34. i°. Tout nombre composé de n chiffres est entre
io" et:ïon-' son carré est donc compris entre ioa" et'io»"-»'
qui sont les plus petits nombres de 2/j -f i et 2n 1

chiffres'
donc le carré a ara ou 2n 1 chiffres, ainsi çju'onj'a dit (62).'

20. Soient a et a -f 1 deux nombres consécutifs; leurs carrésa' et a' + 2a. + 1 diffèrent entre eux de 2û -f- 1; ce qui estd'accord avec ce qu'on sait (h° 66, 4°.).
3°. Lorsqu'on a poussé le calcul de l'extraction jusqu'à con-
naître plus de la moitié des chiffres de la racine, les autres setrouvent par une simple division, ce' qui abrège surtout les
calculs d'approximation..

En effet, soit N le nombre'dont on veut obtenir fia ràëme-
a la partie connue de cette racine, et x celle qu'on cherche
\/N= a-Jfx donne N– a*-+ zax -f- *•; transposant a», 'et
divisant par 2a, il vient =x Cela posé, si x
est composé de n chiffres, «s en aura 2n au plus, par hypothèse
a en a au moins re-j- 1 lesquels sont suivis de n zéros^c-n
voit que a sera > #, et par conséquent

X = ne voudra que la partie, entière; de
1/-À7; ce qui arrive toujours, puisque dans les approximations,
et même pour les racines des fractions, les nombres doivent
être préparés, de iban'ïèrè'it cê':qùe l'extraction ne portique
sur des parties'entières (n° 66;t°.). '• '•* • .•

On divisera'donc 'îf– a", 'ou le resté de l'opération" qm"
servi' à trouve^ 'àj par' le doublé' dé a; et pour cela; 6nre|aT^
déra la -partie connue a. de lla racine comme dés unités simples
( en' omettantlés re zéros qui devraient être mVà sa drditè)"èt
l'on supprimera-aussiiPchiffrës^àla drbitede N.»T-

v
Àinsij.pour; les

d'abord 183 pour racine, et 2 78 'pour reste si donc éh à iyise



27898 par 2 fois i83, ou 366, on aura 76 pour les deux autres
chiffres de la racine, qui. est 18376

De même, \/2=i,4i42> en ne poussant l'approximation
(n° 64) qu'aux J oooo?s pour trouver;4 autres décimales, comme

le reste est 3836, on divisera 3836oooo par 2 X i4i42 ou
28284- le quotient est ,1 356; donc, etc. On trouve

v/2==I»4I42l3562389' \/3= 1 ,7320508076.

i35. Soit proposé d'extraire la racine de

représentons
ce polynôme par X. Nous dirons, pour abréger,

quels terme où la lettre a porte le plus haut exposant est le
Soient x le plus grand terme de la racine, cher-

chée, y la somme des, autres termes d'où ( n° 97, i°.)
JÇ=(x -f- y)3 == xa ,+ 2xy -+- y.; xa est visiblement le, plus
grand terme du. carré X, ainsi • = (jai, ou x=3a: pour.
Ier tç/méi de la racine et X= 9a4 + 6a'y +y\ Otant.ga*

des deux membres, il vient

*>re|i.-§*n général un polynôme, aussi bien, que Ga^y, or, y
n'àpmt que des termes où l'exposant de a est moindre que 2,

grand terme de (-6a11 -J-^) Xy-est le

produit de 6aa par le plus grand terme dey; ainsi ce dernier

sera le quotient de- I2fl3i, divisé par 6aa double delà racine
trouvée. II en résulte que -<2.ab est le 2e. terme de la racine.

Pour achever le calcul, faisons 3aa 2ab, ou
et désignons,pary', les autres termes de la racine.On a
X– x'\ 4- 2*y '+ ôtonsf ar^-j depart et, d'autre *'a se

compose de *a, .déjà été, puis.de. [zx X zab -f- .{Jiahy, ou
on écrit le 2e terme, zab de la

racine, à côté de 6a*, double du 1", ,st si l'on multiplie _,par
• 'iab, en retranchant.le produit du,reste ci-dessus,;on aura

si y plus grande
terme 3oaata est celui le produit du



plus grand terme de 2*' par celui de y'. Si donc on divise Zoa*b*

par 6a', 5b' sera le 3e terme de la racine.
Faisons 3a° 2ab -f- 5b' ou x' 5b' = x", et désignons

par y" la somme des autres termes de la racine on aura
X *= 2x"y"+y" or, pour retrancher .x' de X, comme
on a déjà ôté x', il faut, du dernier, reste 3oa*b* 2oaô'-f 25£*,
ôter encore 2x'.5^a4- (5b')\. ou 5b%2x' -f 5b"). On écrira
donc + 5b* à côté du double 6a2 4ab des deux Iers termes
de la racine, et l'on multipliera parle Se terme 5b* enfin, on
retranchera le produit du 2e reste. Comme ce produit et ce
reste sont égaux-, on a X– x"*= o, d'où/' == et x"z=\/X.
Ainsi la racine demandée est 3a* 2ab -f- 5b".

Voici le type du calcul.

On voit qu'après avoir ordonné j il fautprendre la racine du
Ier terme et continuer l'opération comme pour l'extraction
numérique (no 62). L'es exemples suivan's montrent que la même
marche de calculs-donne la racine lorsqu'il y a des imaginaires;
ou des exposans négatifs ou .fractionnaires.



Ce dernier exemple montrecomment on doit,se conduire lors-

que l'extraction ne peut. se faire exactement, ce qu'on réconnaît

4 quand on trouve quelque terme de la racine où a porte un ex-
posant moindre que/la moitié de son plus faible exposant dans

le carré. Du resté, on a ici

i36. Le cube de x+y est (^97,2°.)
il sera facile d'appliquer 'les principes précédensà.la. recherche

de la racine cubique, d'un polynôme. Nous; nous bornerons à

l'exemple suivant ;i
Apres avoir ordonné, cherche la racine 3e du t" terme 8a6,

qui est 2fl% et retranché 8a6, on a un Ier resté. On en divisé

lé icrtermé-- 36a'bi par I2à4,-triple du carré de sa*; le

quotient 3b* est-le 2e terme de la. racine. Près de 12^ on
écrira-– iSeàb* •+• g64, ou le triple du produit de 3i". par le

1er termeaa1, et lé carré de .3b" on multiplierace trinôme

par 36% et'l'on retranchera le produit du Ier reste.Le résultat

étant zéro, ona de suite 2aa 3i" pour racine cubique exacte:
s'il y avait un second reste on opérerait de même.sur, ce reste.

Nous ne dirons-rien ici des racines 4e» 5e (Voy. h° 489.)

Équations du second degré.

137. En passant tous les termes dans le. 1" membre, réduisant

en un seul tous ceux qui contiennent soit soit et opérant



de même sur. tous les termes connus, l'équ. e" prend
la forme Ax* Bx -f- C-o, et faisant

équation qui peut représenter toutes celles du sécond'degré et
une inconnue j et' ilans laquelle p et q sont dés nombres 'connus
positifs ou négatifs.' ./•

Divisons x' +px -f q .par x a à étant un n'ombre' quel-
conque', il viendra le quotient x -+ a -p, et le.resteaï+pâ-i-q.
Ce reste est ou. n!est pas .nul seloh.que.a est ou n'est pas,racine
de l'équ. proposée(on, nomme racines les valeurs qui satisfont
à;cette équ., parce qu'on les.obtient par.,ùne extraction). Donc,
tout nombre.* qui est racine d'une équation du- second degré,
donne un diviseur binôme (s^-a) du premier membre.de cette
équation^ .laquelle» prend alors la-forme

y. < C« a) (x + a +p) = o.

Or, on demande toutes les valeurs, propres à rendre ce produitnul; ainsi ar= a~–p jouit aussi bien de cette propriété que

x==g. Donc_, l°. -toute équation du second degré. qui a une racine
a, en admet encore une

2°. Cette équation ne peut avoir que deux racines; cette pro- £
position sera démontrée plus tard: (n°. 492).

3°. Les deux racines étant •+ a èt (a +p), leur sommeest–/), est (a' + ap) = q;:cause de |
a' + pa q ^60;- donc, He coefficient p. du second terme en
signe contraire est la.somme.des deux racines, et le terme connza
q en est' le produit. Par exemple, pour x2 &e+ i5= ox = est:une pacihe, ainsi qu'on lé 'reconnaît en substituant;.
on trouve'que..le .premier, membre est divisible parx^5; lè
quotient est x±- 3 lés deux racines sont 3 et 5, dont la"somme
est.8, et le produit 15. y

4°- Il est facile de former une équation du second degré dont
les racines k et 1 soientdonnées on en fera la somme *+> et ''<



le produit kl, et l'on aura x* (k-l) x +W=o,- On pourra
encore former le produit {x k\ix Q- Par exemple, si 5 et

sont les racines, on multiplie x- 5 par x -j- 7 ou bien on
prend 5 7 = 2 5 X 7= 35 et changeant le signe
de la somme, *a+ 2.r 35 = o est l'équ. cherchée.

5°. Résoudre l'équ. (i) revient à chercher deux nombres
dont p soit la sommè et le produit.

6°. Il peut arriver que les racines k et l soient égales; alors
les facteurs k et x étant égaux, x" -px -f- q est le
carré de l'un de ces facteurs.
138. Pour résoudre l'équ. (i), remarquons que si x*px+q
était un carré, en extrayant la racine, on n'aùrait plus qu'une
équ. du uer degré; comparons ce trinome à ( x + n)* où
ar1-j-2M;-{-K2; n est arbitraire; ainsi'faisons n=lp, pour' que
les deux ie" termes soient égaux de part et d'autre.

Donc, si n', ou p%, se trouve =q, x*-{-px-{-q est le carré de
*-f- 5/j ce trinôme n'est un carré que dans ce cas. En remplaçant

p et
o .par

et on trouve que pour que Axa -j- Bx+ C soit

un carré, il faut qu'on ait entre les coefficient la. relationB1– 4AC=o.
Dans le cas oÙ2/»'==<jf, la proposée revient à' {x -j-^pY = 6,

et les deux racines sont égales à p.
Mais si cette condition n'a pas lieu, ajoutons jp* q aux

deux nombres de l'équ. (t), il viendra

extrayant ta racine, x -f- sT = V ( zP* ?)d'où' *=s^i/,±v'(i^-î). (3).;
Nous avons donné (n° 125) la raison du signe db. Ainsi,
leur de x est formée de la moitié du coefficient du, 2e terme en
signe contraire,plus ou moins la racine du carré de cetfe moitié
ajouté au terme connu passé dans le 2e membre. Dans chaque
exemple on aura de suite la racine, sans s'astreindre à' refaire
les calculs précédens sur le trinôme proposé. • .



Pour x' 8x + i5 = o, on trouve
= 4=h 1/(16- 15) = 4± *> c'est-à-dire x=5 et =3.

De même*" + 2* = 35 donne
*=– i±:V/(35-fO=– i:±6' ou*=5et=-7-

139. Le résultâtes) offre plusieurs cas. Faisons, pour abréger,

lp>lq = m, d'où q = \p*-mi ce qui change x'+px +

c'est la quantité qu'on veut rendre,nulle par la substitution de

certains membres pour
,o~ Si m es* négatif; comme }P? est toujours positif, ce cas

n'arrive que' si q est positif dans le premier membre de la

proposée (0, et-] */> Mais alors la proposée revient à:
(xl ipY+m = o; on veut donc rendre nulle la somme, de

deux quantités positives, problème visiblement absurde et

comme on trouve alors
absurde en lui-même', servira à distinguer ce cas. Donc, le pro-

blème est absurde lorsque les racines sont imaginaires..

Cependant nous dirons encore, dans ce cas, que la proposée

a deux racines, parce qu'en assujettissant ces valeurs.
= ±p±\m, aux mêmes calculs que si elles étaient

réelles, c.-à-d. les substituant pour x dans la proposée, elles

y satisfont; nous ne donnons ceci que comme un fait algébrique.

C'est ainsi que les valeurs négatives, quoique vides de sens en

elles-mêmes, peuvent servir de solution à une équation (n 107)

sans convenirau problème, à moins qu'on n'y fasse quelque

modihcation.
2» Si m est nul, ce qui exige que ? soit =lP et positif

dans le 1" membre de la proposée (t), alors re-

vient au carré de *+ip,> les racines sont égales; c'est le

passage des racines imaginaires aux réelles..
3°. Si m est positif, q doit être négatif dans le 1- membre,

,à moins que q ne soit positif, et < \p*; dans ce cas (n >91, 3°·)

Tels sont les facteurs du t" membre de la proposée (1); les ra-



cines sont 3 P,+ [/mLet \p ]/m dont la somme est -p,
et le produit j/?a m ou q.

4°. Si rm est un carré, les deux racines sont, rationnelles.
5°. Si les racines sont réelles et de même signe, il faut que

\p l'emporte sur le radical;qui a le signe ainsi { p> i/m
ou- £/>* > \p* y, ou enfin q > o. Ainsi, quand q est négatif,
les-racines ont des signes contraires, et lorsque q -est positif
(et < ^/>a), leur signe est le même, mais opposé à celui de p.

Fby. n° io8, 2°. pour l'interprétation des racines négatives.
6°. Si q = o, sans recourir à la formule (2), on a
x*px = x(x+p) o, d'où x-o et *= p.
70. Si p=o, on a x* + q o, d'où x = ±\q, valeur

réelle ou imaginaire, selon le signe de q.f 8°. Quand la proposée a la forme Jx" + Bx + C = .0 le

!?'' terme ayant un coefficient A, nous avons dit qu'on.le dé-
gage en divisant tout par A; mais on peut aussi rendre ce

Ier terme un carré/en multipliant l'équ. par 4A; on a

4^V 4^4-4^C=o;
on compare, comme ci-dessus, au carré de 2,Ax-t-n, on voit
qu'il faut prendre n z= B et ajouter B1 pour compléter le carré;
donc

C'est ainsi qu'on trouve, en résolvant par rapport à y l'équ.

9°. On a. étant
négatif, nul ou positif, suivant que les racines'sont imagi-,
naires, égales ou réelles. Dans les deux 1er9 cas, quelque valeur
qu'on substitue pour x, le multiplicateur de A étant positif,
le produit ou Ax1 + Bx-C, doit avoir le même signe que Á.
Mais si m est positif, soient a et b les racines réelles, on* a

Ax* + Bx + C = A(jx a) (x -r- b),;



et l'on voit,que si l'on donne à x des valeurs plus grandes ou
moindres que a et b, le signe du résultat sera le même que
celui de A; mais il sera différent si x est compris entre a et b.

Le trinome, qui conservait ci-dessus le même signe pour toutes
les valeurs de x, change donc maintenant deux fois de signe,
lorsqu'on fait 'passer d'un état compris entre a et b, a un
autre qui soit ou > ou < a et b.

On pourra s'exercer sur les exemples suivans

i4o. I: Trouver un nombre x tel, qu'en ôtant 2 de son carré
le reste soit 1. On a a;" 2 = 1, d'où x = ±\/$..

II. Partager a en deux parties telles, que, m
fois la ire, mul-

tipliée par n fois la 2e, donne le produite On a

Si l'on veut partager a en deux parties,dont le produit/» soit
donné, il faut faire m = n=si. Comme les racines sont ima-
ginaires lorsquep > j aa, on. voit que le produit ne peut surpas-
ser le carré delà moitié de a, c.-à-d. que le carré, de a est
le plus grand produit possible qu'on puisse former. avec les deux
parties de a (n° 97,3°.)..

III. Étant donnés le produit p de deux poids et leur diffé-

rence, trouver chacune d'eux. On a xy–p, x–y d; d'où

IV. Trouver deux nombres tels, que leur somme a, et celle b

de leurs cubes soient données. De x + y.– a, x*-fc.y*=;b,
on tire a3 3a*x + 3ax' == ,et faisant b. al, on !à'



V. Quel est le, nombre dont n fois la puissance p est égale à

m fois la puissance p + 2? x–± \/[n m).
VI. Plusieurs personnes sont tenues.de payer les frais d'un

procès, montant à 800 fr.; mais trois sont insolvables, et les

autres, suppléant à leur défaut, sont contraintes de donner,
chacune 60 fr. outré leur part on demande le nombre x des

payans. On a = 60, d'où xr + àx = 4o et

x = | ± \/(! + 4°) = | ± -îr ainsi, il y avait 5 payans,

au lieu de 8. II est aisé d'interpréter la racine négative 8.

VII. On a deux points lumineux >A et B (fig. 2), distans
entre eux de AB = a; l'intensité de la lumière répandue "par A

est m fois celle de B; on demande lé lieu C qui reçoit la même

clarté de part et d'autre, sachant que la lumière transmise par
un point lumineuxdécroît en raison du carré de la distance.

Soient a et les intensités des lumières que communiquent

les foyers A et B à la distance 1 7, seront celles que

reçoit le point C lorsqu'il s'écarte de A à la distance 1, 2, 3.
ainsi, est celle qui répond à l'espace AC=x; et comme

BC–a x, la lumière que B transmet à est
\a fi x) r-a

on

adonc £ = ^^p d'où
{~r3=™>

en posant

a = m/3j extrayant la racine, on trouve enfin

En général, on doit éviter la double irrationnalité des deux

termes d'une fraction (n° 65), et surtout celle du dénominateur.

Ici, on a multiplié haut et bas par l/m+ i, ce qui a donné

(n° 97, 3°.) pour dénominateur m i, et pour numérateur

a V m(\/m+ i). On en dira autant des cas.sémblables.



VIII. Soitdonnée une fraction^; quel est le nombre x qui,

ajouté, soit au numérateura, soitau dénominateur.b,donne deux

résultats dont le 1" soit k fois le 2e, ou

IV. DES. RAPPORTS.

Des Proportions.

i4i i°. L'équidifférence a. b lè.d, équivaut aa b=c–d;

d'où a + d = c + b. Si l'équidifférence est continue, on a

a.b.d, d'où 26 = a + d. (Foy. n° 72.)

2°.
Soit la proportion a b' c d ou = on a ad= bc

d'où d= Si la proportion est continue H a b d,on& a

b= \/{ad). (roy.n°72.)
30. a'-b'=m-m', ou t« + ^) ( «– & ) = m ( -m),

donne la proportion g
De même 1 x* = a donne =

4°. Ajoutons m aux deux membres de t = >' vient

l d ac±md d' c.±.d d
(^•oy.n°73.)

5". Soient a =-,= "r=- • une suite de rapports égaux,

de sorte que ? = y, ou a =bq,.c = clq, e =fg



En ajoutant toutes les, équations on a (no 73,3°.)
a+c + e. = q(b + d+f+.).,

d'où

6°. Si a b c d, on a

Des Progressions arithmétiques.

i4a. Soit la progression fa.ô.c i.k.l, dont est d la
raison, n le nombre des termes on a les (« i) équ.

b=a + d, c = b + d.l = kC+d;

t en ajoutant, il vient l=a + d(n–i),comme (n° 85).
Cette expression de la valeur du hiime terme de la progres-

sion est ce qu'on nomme le terme général; il représente toi, à
tour tous les termes, en faisant ra = i 2 3

Soit s le terme sommatoire de la progression, c'est-à-dire
la souque de ses n premiers termes; L'on a

s=a+b + c+ 4-i + 1{:+/?
ou s –a + (a + d) + (a + 2à?) -f- a -f(« –i)d,
et aussi s=l+(l–d)+(l–2d-). +l–(n–i')d,
en écr ivant le 2e membre en sens inverse. Ajoutons ces é(|u.;
comme les termes correspondansproduisentla même somme, -2s
est visiblement égal à a l pris'autaritde foisqu'ily a d'unités
dansrej ainsi, s = ± n(a+ l). On remarquera qu'en général
la somme a + 1 des extrêmes est la même que celle de deux
termes qui en sont crgalement éloignés, et le double du terme
moyen lorsque le nombre,des termes ,est impair.

f> 143. Reprenons ces deux équations

l=a + d(n– 1) elrs in(a:+l).
Nous pourrons en tirer deux quelconques des cinq quantités
a,l,d, net s, connaissant les trois autres.



Voici divers problèmes relatifs à cette théorie.
I. Trouver», connaissanta,d et s? L'élimination de l donne

s =:an dn (re l)jd'où

Par exemple, un corps qui descend du. repos tombe de
4 mètres et dans la Ire seconde dé sa chute, du triple dans
celle qui suit, du quintuple dans la suivante. on demande I

combien il mettra de secondes à parcourir 4<>o mètres. (Yoy. ma
Mèc., n° 157.) La progression 7 4>9-3 X4>9- 5 X4>9- • •
donne = 4<>o, a=4,g, d=2a -g,8; on trouve

Il. Combien une horloge frappe-t-elle de coups à chaque
tour du cadran? Si elle ne sonne que les. heures, on a.
1 '+ 2 + 3 -}-••• + 12 d'où s= 6 X i3==<j8. Si elle'sonne les
demies, on a 2 -f- 3 4- 4 • • • + 1 3 /et s = 90.

III. On a un amas de boulets de canondisposés en progres-
sion par différence, et composé de 18 rangs dont chacun con-
tient 2 boulets- de plus que le précédent on demande combien
il y en a dans le dernier rang et dans l'amas, sachant que le

rang supérieuren contient 3. On a a=3 ra=i8 <f=2 et l'on
trouve = 37, « = 36o.

IV. Entre deux nombres donnés a et l, insérer m moyens
proportionnelspar différence. Comme m 2 =ra, on a

l a^d(m-+*i), d'où d= comme (n°85).

Des Progressions par quotient.

i44- Soit la progression f: a b c d. i l, la raison,
étant q, on a les n équations •

b==aq,

or, en les' multipliant et supprimant les facteurs communs, il



vient l = aqncomme n° 86 c'est le terme général. On peut
toujoursdonner à une progression la forme

ri a aq aq' aq3. aqn~l

donc les puissances entières et successives d'une même quantité
q sont en progression par quotient. Il en est de même de toute
série de termes dont les exposans sont en progression par diffé-
rence, telle que bxm -f- bxm+h -f- bxm+'h+. Celle-ci revient
a la i re en faisant a = bx" q = xh.

Ajoutant nos n équations, il vient
(.b + c + d. + l) (a+b + c. + i)q..

Or, en désignant par s le terme sommatoire, on a
b-j-c + d + l =s a, a -f- b +c + i = s l;

donc

Si la progression est décroissante, tout ceci est également
vrai, seulement <jr.<i. Mais à mesure que la,série se prolonge,
la somme s des termes que l'on considère s'approche de plus en
plus de celle S de la progression entière soit la différence
S s, qui est indéfiniment décroissante; de plus le dernier
terme l devient eu même temps aussi petit qu'on veut,' po-
sons (n° 1 1 3)

On a donc encore, comme p. 137, la somme totale d'une pro-
gression infinie, dont le Ier terme esta, et la raison q <^i. Il est
visible que notre raisonnement revient à avoir posél=o.
comme désignant une quantité infinirrçent petite.

On rapporte qu'un souverain voulant récompenser Sessa,
inventeur du jeu des échecs, "lui accorda uii présent que sa
générosité trouvait trop modique c'était autant de grains de
blé qu'il y a d'unités dans la somme de la progression double
1:2:4*8 I 16. étendue jusqu'au 64e terme, attendu que
l'échiquier a 64 cases. Cherchons quelléest cette somme On a
a = i, q= 2, n 64;d'où 1= a63 et s =. a64– ri. Cette puis-



sauce a été calculée p. 81, et l'on trouveque s- 18 446 nnA
suivi de' 12 autres chiffres. Or, un kilobramne de blé ordinaire
contient à peu' près 26i5ô grains, et l'on sait qu'un hectare
ne produit guère que 1750 kilogrammes. de froment, savoir
45 762 500 grains. En. divisant s par ce nombre, on trouve
que Sessa demandait le produit en bléde 4o3 milliards d'hectares
environ, c'est-à-dire8 fois la surface entièredu globe terrestre,
en y comprenant les mers, les lacs, les déserts, etc.

Les éqn., l=aqn-s a= (s l)q
servent à résoudre tous les problèmes où, connaissant trois dés
cinq nombres a,l,n,q et s, on demande les deux autres.' Du

reste, les calculs qu'il faut exécuter ne sont quelquefois prati-
cables que par des méthodes qui ne sont exposées que dans ce
qui suivra. Par ex., a, n et s étant donnés, on ne peut obtenir
q qu'en résolvant l'équ. aqn-sq -f s=a; qui est du degré n.
Lorsque l'exposant n est inconnu, on doit recourir à la doc-
trine des log. n° 147 ,3°;

Des Logarithmes.

1'45. Faisons variera: dans l'équ. y = ax et observons les va-
riations correspondantes de y.i°. Si a > 1, en faisant x=o, on ay = i;'x'=s 1 donne
y= a. A mesure, que x croîtra depuis o jusqu'à 1, et de là à
l'infini, y croîtra de 1 versa, et ensuite à l'infini; de sorte que
quand* passe par toutes les valeurs intermédiaires, en suivant
la loi de continuité, y croît aussi, quoique bien plus rapide-
ment. Si l'on, prend pour des valeurs négatives, on a. y±=a~%

ou (n° 130^==' Ainsi, plus x croit, et plus cette fraction

y décroît; de sorte qu'à mesure que x augmente négativement,
y décroît de!, vers o;_y =o répond à x, infini,

20. Si a <^i~
on feraa = T) b sera> i, etPôn

où y i= è1, suivant' qu'on prendra x positif ou négatif. On re-
tombe donc sur le même cas, avec cette différence que à' est po-
sitif lorsque y <[ 1., et négatif pour y"^> 1;



3°: Si a = i on a y = i quel que soit x.

Pourvu que a soit autre que l'unité, on peut donc dire qu'il
y a toujours une valeur pour 's. qui rend ax égal 'à un nombre
donné quelconque y. L'usage perpétuel qu'on fait des belles pro-
priétés de l'équation y = ax exige qu'on fiie des dériomi.nàr
tions à ses parties, afin d'éviter les circonlocutions. On nomme
x le logarithme dcc nombre y;' la quantité arbitraire et inva-
riable a est la base. Donc le logarithmè d'un nombre est
l'exposant de la puissance à. laquelle il faut élever la base

pour produire ce. nombre.
Lorsqu'on écrit x = Log. y, pour désigner que x est le loga-

rithme du nombre y ou que y = ax, la base a est sous-en-
tendue, parce qu'une fois choisie, elle est supposée demeurer
fixe. Mais si on la change, on doit indiquer la nouvelle base,
c.-à-d. de quel système de logarithmes il s'agit. C'est ainsi,que
io3=.iooo, 25 = 32 indiquent que 3 est le logarithme de 1000,
et que 5 est celui de 32; mais la base est zo dans le i" cas; elle
est 2 dans le second.

146. On tire de là plusieurs conséquences.

i°. Dans tout> système de, logarithmes, celui de'lest zéro,' et
celui de la base a est un. •••

1°. Si la.basè a est )> i, lés- logarithmes 'des nombres ]> i
sont positifs-les autres sont négatifs. Le contraire a liéu'si
a<i.

3°. La base étant fixée chaque nombre n'a qu'un seul loga-
rithme réel; mais ce nombre a visiblement un log. différent
pour chaque'valeur de la base, en sorte que tout nombre a une
infinité de logarithmes rdels. Par ex., puisque 9".== 81 ,;3+= 81

2 et 4 sont les log. du même nombre 81 suivant que la base
est.g:ou 3. •• •• "-'• '•

4°. Les nombres négatifs n'ont point de logârithmes réels,'
pûisqu'en parcourante la série de .toutes ,les valeurs de x depuis

00 jusqu'à -J- oo on ne trouvé pour y que des nombres po-
sitifs depuis o' jusqu'à -f- 00.•

kLâ composition d'une table de log. consiste à déterminer



toutes les valeurs i(e x ,qui répondent à y. 1 2 3.v dans

l'équ. y =a£. Si l'on suppose aa = m, en faisant

x = 0 et. 2a. s 3» 4a 5a. logarithmes..

on trouve _y == 1 m m*, m3 m' /re5. nombres;

les log. croissent donc en progression par différence tandis

que les nombres croissent en progression par quotient; o et i
sont les deux Iers termes les raisons sont les nombres arbi-
traires a et m. On peut donc regarder les- systèmes de valeurs
de x et y qui satisfont l'équ. y = ax, comme classés dans ces
deux progressions, ce qui'met d'accord les deux définitions :que

nous avons données des log. (87 et i/fi)-
Le signe Log. sera dorénavant employé à désigner le loga-

rithme d'un nombre dans un système indéterminé; réservant
(go) le signe log. pour les log. de Briggs, dont la base est 10.

147' Démontrons en Algèbre les propriétés des logarithmes.
i°. Soient x et x les.log. des nombres y et y', ou x =zLog. y,

x' = Log. y' on a ax = y à*' == y; en multipliant et divi-
sant. ces deux éq.ii. l'une par l'autre, on obtient-

Mais il suit de la définition que les exposans + x' et x–:x'

donc- Log y -f- Log y = Log (yy')

Log y Log y' = Log £0.

2°. Si l'on élève à la puissance m l'équ. y = àx, et si l'on en

extrait- la racine '77! on a = a'Pxy[/y.==:am-:< laYdéfinition'.

ces résultats' sont conformés à-ceqù'ori-à vu .'(n°88);' • • •' *



3». Pour résoudre l'équ. c = ax, dans laquelle- c et a sont

donnés et x inconnu, on égale les log. ;des deux membres et

l'on en tire Log xLoga; une simple division donne donc

On peut donc trouver la valeur de l'exposant n dans l'équ.

l–aq"-1, dun° i44, relative aux progressions par quotient:

Ugl=Loga+{n–i)Logq,Xo\xn=i-q

L'inconnue étant x dans l'équ.

d'où.

Dans «* b, si z est dépendant de l'inconnue x, et qu'on

ait z jxm Bi"1"1. comme z
= j^ = un nombre connu

il reste à résoudre l'équ. du degré m, K=Jxm + Bxm~\

Soit,par eX.,4(f)ia"5x+4=9ionen tire (*5»+4)log f =log |j
donc x' 5x + 4 = 2, équ. du ie degré qui donne x = 2,
et=3.

4°. Soient deux nombres y et y + m la différence des log.

pris dans un même système quelconque est

quantité qui s'approche de Log i ,.ou zéro, a mesure que dé

croît, et qui est-d'autant moindre que y est plus grand donc,

les log. de deux nombres diffèrent moins quand ces nombres sont

plus grands et plus voisins. C'est ce qu'on a vu n° gi III.

i48. Lor squ'on a
calculé 'une "tabledé log. 'pour une base

quelconque a, on peut changer de systèmeet calculer une autre

table. pour une nouvelle' base b. Soit c = bx, x est le log.- de c

dans le système, bj prenanUes log., dans le,systèmeconnu a, il



vient x = Log Log c X
Çj J ainsi, lé log. d'un nombre c,

dans le système b., est le quotient de log c divisé par log h, ces
deux log. pris dans le, système connu a. Pour avoir x, il faut

doncmultiplierLog c par 7; ce dernier.facteur est constant

pour tous les nombres c, et on le nomme le Module j c.-à-d.
que si l'on divise les log. d'unmême nombre c pris dans deux
systèmes, le quotient sera invariable, quel que soit c, et sera
le .module, facteur constant qui ramène- les premiers log.
devenir les seconds.

r>
Lorsqu'il arrive qu'on trouve moins d'avantage à prendre la

base = io, qu'à préférer un autre système, il sera donc aisé,
à l'aide d'une seule table de log., tels que ceux de Briggs, de
calculer tout autre log. dansce nouveausystème.Parjex. ,;le Jog §

la base est'ici ce.qu'ori veut, et si on la prend = io,>tout der

vient connu, et Ion a J.~ 0 = pour le log.

cherché. .
Pareillement Log |, dansle système est 1 fef= |°g^~log3

ou -1; ce qui «st d'ailleurs évident; puisque l'équ. yr=a"
devient ici f = (|)x= (|)~x, et x est visiblement 1.

i4g-' Il importé' de- s'exercer à
les calculs algébriques; voici divers exemples:



En ajoutant et 6tant-ax au trinome, il devient (a-i-xj5– ax;
si l'on posé zi:==àx, è sera facile à trouver par !ou., et l'on
aura (ffl-(-*)!- z\ ou {a+ x + z){a-x z); donc..

Ge Calcul résout à3 *3 en ses facteurs et permet l'emploi

des log.

il5! Pour insérer m moyens par quotient entre a et i, il
faut faite n=m +2 dans l'équ. l^aq" (n° 144), d'où l'on

tiré là raison'q v=a et log =
-rr-

I-*s divers

termes ay, aq' ont pour log. log a + log q, log a+ 2. log q i
Ainsi; pour insérer Imoyens entre 1 et 2, comme ici Ipg <z=o

on trouve logq = rz X log 2 = o,o25ô858 et y = i ;à5^6i les

log. des.termes consécutifs sont 2 log g', 31ogg- <4. etja pro-

fi 1 ;.i,o59463: 1,12246; 1,189207 1,887747:2.

12°. La base du système étant a, on a a lo8z== a; càr^d'après'

la définition des log. dans l'équ. a?=z, y est le log. de z.

De même

x
i3°. Soit l'incbrinue de l'équ. b x = cmx.f'~p) on en

tire ( n J log b == mx.logc+ (x />) log f il reste donc

à résoudre l'équ. du 2° degré

{in log c + log/) x" (n log b -p \og f)x + a. log 6 = o.



i4°. donne =
l°ga ~'°f h

i5°. La population d'une ville s'accroît chaque année de j^;
'combien y aura-t-il d'habitans au bout d'un siècle, le nombre
étant actuellement iooooo? Faisons 7z;=iooooo; au bout
d'un an, la population sera n ~i~j^n^=n.j^= n. Après l'année
suivante, ri deviendra de même re' = On trouve
ainsi qu'au bout de' 100 ans, le nombre
des habitans sera

comme le montre le calcul. Si l'accrois-
sement annuel de la population est d'un
?• on trouve de même que le nombre primitifn des habitans de-

vient, après q années, x = n( J
On peut prendre pour

inconnue l'une des quantités x, n, r ou q, les autres étant
données: et l'on trouve

Problémes dépendons des Proportions.

i5o. Règles d'intédt. Soit ci le capital placé durant 't mois,

ou t ans; i l'intérêt de ioo fr. dans un mois, ou un an. Comme
le capital a et le temps sont en râison inverse (n° 77) on
a ce problème si 100 fri rapportent i durant un mois ,ou un

(*) Le temps est ordinairement exprime' en jours dans le commerce on
est convenu d'x compterchaque mois pour 3o jours, et l'annéepour 36o jours.
L'intérêtà i pour cent par an pour j jours est alors donne par cette règle;
si 100 fr. rapportent i en 36o jours, le capital c rapportera x enj jours,

savoir ar= On simplifie cette fraction en la divisant haut et baspar i,

car ce nombre i ést souvent très simple et divisé 36ooo. De' la cé théorème
l'intérêt x se trouve en' multipliant le capital par les jours, et divisant
par .9000, Sooo, 7200, 6000, 5760, etc.
si le taux polir cent' est 4, 4 7 5. 6 6^, etc.



an, que rapportera la somme at dans ce'même temps; règle
de trois directe, qui donne pour l'intérêt cherché x,

r étant le'dénier (n° 80), c.-à-d. la somme qui rapporte i fr.
d'intérêt par mois, ou par an. La relation entre ces deux ma-
nières de stipuler le taux d'intérêt est donnée par l'équ. ri=ioo.

Notre formule peut faire connaître l'un des nombres, a, t, x et
i ou r, connaissant les trois autres.Par ex., on trouve que i oooofr.
placés à | p. par mois durant 7 mois, rapportent 233,33 fr.
d'intérêt; et qu'on a dû laisser 8000 fr. placés durant 7 5 mois,

pour qu'il en soit résulté i5o fr. d'intérêt à p. par mois.

Intérêt composé. Quand chaque année on laisse le capital
s'accroître des intérêts échus, voici ce qui arrive. Si r fr. rap-
portent fr. après un mois ou un an, le capital a s'est accru

de et est devenu
r

en faisant pour abréger, q = = 1 +-

Mais ce nouveau capital a placé durant le mois ou l'an qui
suit, devient de, même a' q, ou aq'. Ainsi, on a successivement
aq3, aq* et après t fois l'unité de temps, le capital accu-
mulé avec les intérêts èêhuSj est

Cette équ. donnera l'un des quatre nombres a, t, x et r ou q,
les trois autres étant connus. Si l'on veut que l'intérêt soit sti-
pulé tant pour cent, on fera ri= 100, q = 1 + 0,01 X i.

Par ex., un homme destine une somme de le 00o fr. à payer
un bien de 12 ooti fr.; il place a cet effet son capital à 5 pour cent

par an, et y joint chaque année les intérêts échus on demande à
quel instantsodbut sera rempli; on a i = 5, r=20, j=fi,puis

I2 000 = 10 000 X (!£)', ou 6 = 5x(ï3)'; ,



d'où l'on tire la valeur de l'exposantt, par le théqrème n° i47> 3°.,
savoir, t 3 ans et 9 mois environ.

i5i. Annuités. On nomme ainsi la rente d'un capital a,
éalculéé de sorte qu'en payant chaque année une sommé qui
soit toujours la même, cette somme soit formée des intérêts
échus et d'un à-compte sur le capital, lequel se réduisant ainsi

peu à peu, soit rendu nul après un temps déterminé.
Le capital vaut aq-après la 1™ année; on paie x,, et l'on ne

doit plus que a = aq x.Après le 2° paiement x, ,a' se trouve
de même réduit à a'q x, ou aq'-qx-x continuant de
même à multiplier par q et à retrancher x, pour avoir ce qui
reste dû après chacune des années successives, on en visent enfin
à trouver que l'emprunteur doit encore aprèsannée, lorsqu'il
vient d'effectuer son t° paiement x (n03 99, i44)>

à cause de qr- 1 + r. Si l'emprunteur s'est acquitté z = o et
l'on trouve

Du reste, on peut prendre ici pour inconnue l'une quel-
conque (v. p. 151) desquantités x, ajq, ret t, les autres étant
données. Les log. sont alors d'un usage très commode, ou même
indispensable. S'il faut résoudre l'équ. par rapport à l'expo-
sant t, on trouve q'(x a-aq) ="x, d'où (n° ifa 3°.)

De même, fi l'on veut que l'inconnue soit «ou a, on posera



d'où

équ. qui donneront x ou ay lorsque y sera connu. Or substi-
tuant ci-dessus pour x cette valeur on trouve (i -]-r)'j= r'+'

C'est sur cette théorie que sont établies les rentes dont le ca-
pital et les intérêts s'éteignent à la mort du prêteur, et qu',on

nomme viagères. On suppose que le prêteur doit encore vivre
t années, lorsqu'il place le capital a, et l'on demande quelle
somme x on doit lui payer chaque année pour qu'à l'expiration
de ces t années il n'ait plus droit à aucune somme cette rente
est,donnée.par la valeur ci-dessus de x. Si, par ex. l'intérêt de

loo fr. en
perpétuel est 5(5

pour cent, ou le denier 20) on a
r 2o;, et si l'on prend a = ioo fr. pour capital, on obtient

II est vrai qu'on ne sait pas d'avance combien d'années le
prêteur doit encore vivre; .maison le suppose d'après les tables
de mortalité et quoique cette présomption puisse être fau-
tive, elle devient exacte pour un grand nombre d'individus pris
ensemble parce que les uns gagnent précisément en durée de
la vie ce que les autres perdent. On sait, par expérience, .quelle
est la durée de vie probable d'un individu dont l'âge est .connu.
La ire ligne est celle des âges, la 2e le nombre t d'années qui
restent probablement à vivre ( voy. VAnnu.du Bur: des Long.)

Ages.. ,1 .5 .10.T5.20 ,25 .3o .35.4o.45-5o.55.6o.65 .70 .75.80 ans,1 6^. 5. 3 i ans.

C'est sur cette probabilité qu'on établit l'intérêt des rentes via-
gères. Ainsi un homme de 4o ans pouvant encore espérer 23 ans

d'existence, t=a3, et l'on trouve y = 1 00 =55 = 6,5 environ

d'où x = 7 ,4 le capital doit être placé en viager à 7,4 pour
cent par an. Les chancels réservées aux membresdes sociétés con-
nues sous le nom de Tontines sont aussi réglées sur le même
système.

i5i: Escomptes. Soit 'a le capital-, i l'intérêt de 100. fr.



par mois, le denier t le nombre de mois, est l'intérêt;

ainsi, pour l'escompte en dehors Ja somme a payer pour le ca-
pital a esjt

Pour l'escompte en dedans, il faut raisonner ainsi puisqué

loo /tdoit être réduit à îop à combien a est-il réduit? d'où

Si la sommeSn'est exigible que dans t mois et q u'on veuille
avoir égard aux intérêts des intérêts durant ce temps, il faut
recourir à la formule de la p. 'il 2 on trouve que le capital S

doi t êtreréduit à

i53. Règles de fausses positions. Soit ax b l'éq.uation qui
lie entre elles les parties d'une question si l'on suppose à

une valeur arbitraire s, et qu'on l'assujettisse à satisfaire aux
conditions du problème ce ne serait que par hasard qu'on
trouverait asz= b. Supposons donc qu'on ait as ==c; en divi-

sant terme a terme par ax = &, on trouve,= -r-: ainsi le rê-r

sultat qu'on obtimt est à celui qu'on doit obtenir comme 1e

nombre supposé est à l'inconnue.
Cherchons un nombre dont la £-, leet le réunis fassent 4^6.

Supposons que 200 soit ce nombre, sa moitié son quart et son
cinquième forment 190 au lieu de 456 ainsi 290 n'est pas le

nombre cherché on posera la proportion

igo 4^6 200 x d'où x 480.

Combien faudrait-il de temps pour remplir un bassin à l'aide
de quatre robinets, dont l'un le remplirait en 2 heures, le 2°

en 3 le :3e en ,5 le 4e en ,6. Supposonsqu'il fallût une heure; le
premier robinet emplirait la moitié du bassin, le 2e le. 5, le 3e les



le 4e le j et comme on trouve 5 + 5,+ 5 + « au
lieu de i, il y avait erreur à supposer une heure; on dira

6 • S.'•• 1 •*== minutes.
Ce procédé, quoique applicable aux règles de société; d'inr

térêt, etc., ne Test .pas à tous les problèmes du premier degré,

puisque l'équation la plus générale est ax + b = ex + d. Si

la supposition x = s ne rend pas as b égal à es + d, il en

résultera une erreur e de sorte que as +b (es + d) = e;

retranchant de là nx+b {cx+d)=o, on a (a--c) (s-x)=e.
Une autre supposition s' qui entraînerait l'erreur e donnerait

(a-c) (s'–x)–e' divisant ces résultats terme à terme, on a

Ainsi multipliez la 1" erreur par la 2e supposition et récipro-

quement; retranchez les produits en ayant égard aux signes des

erreurs; divisez ensuite par'la différence des erreurs le qno-

tientsera l'inconnue. C'est en cela que consiste la règle de double

fausse position^applicable' à tous les problèmes du premiersdegré.
Dans notre dernière question, la supposi-

tion de x= 1», a donné f et par conséquent

l'erreur -f F En faisant = 5*, on a § pour

résultat, et d'erreur. J'écris ces nombres

comme on le voit ci-contre, je multiplie en.croix, et je re-
tranche j'ai 4s + la différence des erreurs est £

ou 3 enfin je divise par et j'ai x |.
tJn père4o ans,' son fils en a 12; quand

l'âge du père sera-t- il triple de celui du fils

(page i5o)?' Je suppose 5 ans le père aura
nWs A.S ans le fils ir, le triple de 17 au
lieu de produire 45, donne 6 ans de plus. En

supposant 1 an, l'erreur est de 2: Les produits réciproques

des erreurs par les suppositions donnent 16 pour différence;

divisant par la différence des erreurs, qui est 8, j'ai 2 c'est

dans 2 ans que l'âge du père sera triple de celui du fils.



LIVRE TROISIÈME.

ÉLÉMENS DE GÉOMÉTRIE.

LA Géométrieest la science qui apprend à mesurer l'étendue.

Tout corps a trois dimensions,Longueur,Largeur et Épaisseur,

ou Profondeur les limitesqui le déterminent en sont la Surface.

Mais les surfaces d'un corps, en se rencontrant 2 à 2 sont

elles-mêmes terminées par des Lignes;' les limites qui bornent

les lignes sont des Points. Ce sont ces diverses limites des corps
qui nous servent à reconnaîtreleur Figure.

Quoiqu'il n'y ait pas de corps sans trois dimensions, on fait

souvent abstraction de l'une d'elles ou de deux par ex., si l'on

parle de la grandeur d'un champ, ou de la hauteur d'un édifice,

on n'a égard qu'à une surface ou une ligne. Áfin de procéder

du simple au composé, par une gradation qui facilite l'étude,

nous diviserons la Géométrie en trois parties la première

traitera des Lignes la-seconde des Surfaces, la troisième des

Volumes.

I. DES LIGNES.

Mesure des Lignes et des Angles.

i54- Il suit de la nature des lignes, qu'on peut les regarder

comme la tracé d'un point A (fig. 3 et 5)-qui se meut vers

un autre point B:' én faisant piiouétter une ligne AB sans
qu'elle quitte les deux points -4 et B, s'il'arrive que cette ligne



ne cesse pas de coïncider dans tous les points'(fig. 5), on l'ap-
pelle droite sinon la ligne est ou formée de lignes droites AC
CD,,DB, OH bien elle n'a aucunes parties rectilignei, et l'on dit
alors qu'elle est courbe, comme ^Mff'(fig. 3). On regarde
comme évident que la ligne droite AB est le plus court chemin
de A k.Gïç'fst la vraie^egure de kj distance entre deux points
AetB.

Donc, i°. on ne peut mener qu'une seule droite d'un point à

un autre, et toute droite ABqm a deux de ses points A etB
communs avec une autre doit coïncider avec elle dans l'é-
tendue AB.

2°. On doit par la pensée concevoir toute droite BB' (fig. i)
comme. prolongée de part et d'autre à l'infinj vers Cet C il

suit de la définition des lignes droites, que ce prolongement
devra être tel, que si l'on joint l'un de ses points C à un autre C
par une droite CC, elle doit couvrir AB. Non-seulement deux
droites qui ont deux points communs B' et B coïncident dans.
l'étendue B'B mais même leurs prolongemens en C et Ç" doi-
vent aussi se confondre.

3°. Deux droites ne peuvent se couper qû'ëii un seul point,
puisque si elles avaient deux points communs, elles coïnci-
deraient. u

On dit qu'une surface est PLANE, lorsqu'en joignant deux
quelconques de ses points par une droite, elle s'y confond dans
toute son étendue.

1 55. Lorsqu'onveut ajouter deux longueurs AB et B C(fig. i )
on porte l'une CB sur le prolongement de l'autre, et l'on dit
alors que AC = AB -BC. De même,pour soustraireBC de
^C,on trouve AB–AC BC. Il sera aisé d'ajouter ou de
soustraire un plus grand nombre de lignes; de répéteur fois une
longueur, ou d'en concevoir la moitié le tiers.

1 56. Mesurer une droite, c'est chercher (n° 36) combien de
fois' sa longueur A en contient une autre B connue et prise
pour Unité; et le nombre ,de fois qu'on trouve, o.u le rapport
entre A et B est la mesure .cherchée.



Il arrive souvent que l'unité £ n'est pas contenue wn nombre

exact de fois dans A voici comment <on doit s'y prendre alors

pour évaluer le rapport de A a B. On divisera A par /?, c'est-
à-dire qu'on cherchera le nombre de foi,s que .4 contientB, et
le reste 4. On divisera de même B par fi, "puis Il par Je nouveau
reste fi', etc ce qui revint à chercher la commune me-
sure 'M entre A et B alors M sera contenu un nombre exact
de fois, par ex., a fois dans A, b fois dans B ou A <?/J£,

B = bM, et B sera égal ju rapport abstrait a ( n°* 36 ,71),

c.-â-,d. que est une fraction de' J'unité e, par ex. les ,ou

les JL ,le 5, et nos lignes-^ iet B sont entre elles comme "les

( nombres abstraits à et b.

Mais s'il y toujours 'un reste âehàquedivision l'opération
n'a plus de bornes, et le rapport A B ne pouvant être évalué

exactement en nombres,- est incommensurable. On,se contente
alors d'une approximation, ce qu'on fait en né^^geant celui

des restes successifs qu'on juge suffisamment petit (n° 63).

157. Nous savons donc évaluer une .ligne égaleà A -j^B C,

nA, n4 -+=• mB -tt, n, m ^tant des nombres, et A,

B, C des lignes données. En général, on peut toujours repré-

senter des lignes par dès nombres abstraits, en composer des

formules et les assujettir aux règles ordinaires du calcul. Ainsi

par la ligne A, nous
entendrons le nombre de fois a entier ou

fractionnaire que cette ligne contient une longueur B prise

pour unité, ou le rapport entre elles, A .8.. Réciproquement

on peut représenter les nombres par des lignes.

t 58.. Prenons dans la figure AJBC.i&g-4)- un point intérieur/?,
et menons Z?.#.et AD le chemin AD + DB est plus court que
AC + CB, q ui .s'écartedavantage de la droite A,B..Caç prolon-
geant AD en E, comme ,AE<£AC-j- CE, en ajoutait Eff de

part et d'autre, on a mêjne
proposition appliquée au point-D de la. figure AEB donne



AD -f DB < AE + EB: donc à plus forte raison,
159. On dit qu'un contour ACDB ( fig. 5) est Convexe..

lorsque toute droite IK ne peut le couper qu'en deux points 7
ét K. De deux chemins convexes ACDB, AEFGB, qui mènent
de A à B, celui qui enveloppe l'autre est le plus long, ouACDB> AEFGB. Car en prolongeant EF, on a visiblement
ACDB AIKB.; et il'sera aisé de prouver de même, en pre-nant chaque partie, que AIKB > AEFGB.

160. La même chose a lieu pouf des courbes convexes; par ex.,A CB est <AMB (fig. 3): car menons une droite EF qui
touche ACB en un point quelconqueC; on aura EF.< EMF;
ajoutantde part et d'autre AE+ BF, il vient AECFB<AMB
Deux autres tangentes il:, lm donneront AihlmB < AEFB:
et ainsi de suite. On aura par la une série de lignes brisées
dont la longueur diminueraà mesure que leur système s'appro-
cherade. ACB, et qui sera > ACB à plus forte raison on aura

> }^1- Dans les élémens, outre la ligne droite, on considère
encore la Ligne' circulaire c'est celle dont tous les points
ABDE (fig. 6) sont dans un-plan et à égale distance d'un
point C qu'on nomme Centre. Le contour de cette courbe est
une Circonférence, et la surface qui y est renfermée se
nomme Cercle/les droites CA, CB. api partent du centre et
vont'jüsqu'à la courbe, sont des Rayons, qui sont tous égaux;
le Diamètre AD est une' droite qui coupe la circonf. en passant
par le centre; c'est un double rayon.

Une partie AFB de la circonf. est un -4 rc,. la droite 4B estla Corde qui le soutend. La' surface AFB C, comprise entre
deux rayons et l'arc, est un Seéteur; enfin, celle qui est ren-
fermée. entre l'arc AFB et'sa corde AB est un Segment.

162. De là on conclut ,'que 1°, un diamètre DA ( fig.6 est
la plus grande corde; car BC 'CA ou DA > BA.

2°. Le diamètre coupe le cercle en deux parties égales; car,
en pliant la figure suivant DA, les de.ix parties ABD, AED



doivent coïncider,,sans quoi tous les points ne seraient pas à la
même distancedu centre C.'

3°. C'est aussi pour cette raison que deux cercles de rayonségaux doivent s'appliquer l'un sur l'autre, lorsqu'on fait coïn-
cider les centres deux arcs de ces cercles doivent aussi coïnci-
der dans toute leur étendue, s'ils sont d'égale longueur.

4°. Les arcs égaux AB fl'B' (%. 7) ont des cordes égales
car, en faisant coïncider les àrcs les cordes se confondent aussi.

5°. La corde croit avec l'arc, jusqu'à ce qu'il atteigne la
demi-circonf. Soit l'arc DBF > EGK, et < DEA (fig. 6)
prenez l'arc DB=EGK, les .cordes BD, EK seront égales,
et il faut prouver que la corde DF > BD, Or

IF + IC >CF ou BC,JB+JD>BD;
ajoutant ces inégalités (n° i15) et supprimant BC de part et
d'autre, il vient IF + ID, ou DF> BD.

6°. Deux cordes égales BD, EK soutendent des arcs égaux;
car, si la corde BD = EK, et que l'arc BD > EGK, en fai-
sant croître le 2e arc jusqu'à ce qu'il égale le 1er, les cordes de-,
viendraientalors égales (4°.) la corde EK ayant du croître (5«.)
n'était donc pas = BD, contre la supposition.

7°- De même, si la corde FD > EK l'arc FD est aussi >EK;
ou prouve que l'arc FD ne saurait être = ni < arc EK.

i63. Mesurer un arc FBD (fig.. 6) c'est chercher son rap-
port à un autre arc connu BD de même rayon (n°? 36, 71); si
ces arcs étaient Rectifiés, c.-à-d. étendus en ligne droite, onporterait l'un sur l'autre, comme il a été dit (n° 156); mais la
rectificationn'est nullement nécessaire pour trouver ce rapport.
On prend une ouverturedé compas égale à la corde BD du plus
petit arc et on la porte sur l'autre arc autant de fois 'qu'on
peut, ce qui donne le nombre de fois que l'un de ces arcs con-tient l'autre. S'il y a un reste, on en porte la corde sur l'arc BD;
enfin, on continue' comme pour les lignes droites; En un^mot,'
tout se fait ici comme n° 1 56;. Ainsi, on peut ajouter et sous-
traire des,arcs, de même rayon, trouver leur rapport multi-
plier l'un d'eux par. un nombre, donné.



'i64. Lorsque deux droites indéfinies AC, BC (fig. 7) se

coupent en C, la quantité dont elles sont écartées l'une de

l'autre ou plutôt là surface comprise entre ces droites infini-
ment prolongées, est ce qu'on appelle un Angle C en est le

Sommet. On désigne un angle par la lettre placée au sommet, à

moins que plusieurs angles n'aient un même sommet (comme
fig. car alors il faut énoncer les lettres des deux côtés de
l'angle en ayant soin dé mettre celle du sommet entre les deux

autres. L'angle C (fig. 7) se désigne par BCA ou ACB.

165. Deux angles ACB A'CB' sont égaux quand ils peu-
vent coïncider en les posant l'un sur l'autre. Ainsi, appliquons

le côté CB' sur CB C' en C, si les angles C' et C sont égaux,
le côté A'C' se couchera sur AC. Décrivons des sommets comme
centres, avec un même rayon quelconque, les arcs AB, A'B'

il est clair que ces arcs sont égaux ou inégaux avec les angles. Du

resté, puisque les côtés doivent toujours être regardés comme
indéfiniment prolongés on voit que la grandeur d'un angle ne
dépendpas de la longueur de ses c6tés.

166. Pour construire un angle égal à un angle donné C(fig. 7),

on tirera une ligne indéfinie CB') puis, d'un rayon quelconque
et des centres C et C, on décrira les arcs AB, A'B" enfin,

portantl'ouverturede compas AB de B' en A', on aura (n° 162)

cordé AB = A'B', et arc AB =s= A'B' on mènera donc A'C.
Lés angles C et C seront visiblement égaux.

i67. Pour ajouter deux angles C et C (fig. 7 ) on fera (fig. g)

l'angle BCA égal à l'un des angles donnés,et BCDégal à l'autre;
l'angle DCA sera la somme cherchée, DCA es DCB + BCA.
De même pour retrancher l'angle DCB de DCA on les dis-

posera avec un côté DC et le sommet C communs; d'où

BCA DCA DCBi Observez que cela se réduit à ajouter

ou soustraire les arcs dbtba da décrits du même,rayon¡ Il sera

facile de faire la multiplication d'un angle xOD (fig. 8) par un

nombre donné, puisqu'il ne s'agira que d'opérer sur l'arc dx

qu'il comprend on concevra de même la division de l'angle



JVOD en 2, 3; pàrtièé j ou ld trisection.. -.j-thulti-
section de cet angle (noS 464, 236 à 238).

x68. Le.rapport de deux angles BCA, DON (fig. 8) est le
même que celui deà arcs ta., dn compris entre leurs c6tés, et
décrits de leurs sommets comme centre j avec le même rayon.

1°. Si les arcs ba, dn sont comriiensurableSj leur commune me-
sure dx sera contenue m fois dans ba, p fois dans du, de sorte

que Par chaque point dé division x> y. menons

aux sommets Ô, C, des lignes 0.x, Oy. les angles proposés
seront de même coupés en m etp angles égaux x0d, yÙx.

BCÂ mdonc on a Jjfj^j== Ces deux relations donnent (

2°. Si les arcs sont incommensurables, divisons l'un d'eux nd
en un nombre qnelconquep de parties égales dx, x'y et-por-
tons-les sur l'autre arc .ba; soit i le .point de division le plus
voisin de a menons CI. Cela posé, les arcs dn bi étant com-
mensurables, on a l'angle ÎCB = BCA + ÏCÂ,
l'arc bi •= ba -j- ia donc

Or, ICA. et ia varient avec le. nombre p des divisions de
l'arc ncl, et peuvent être rendus aussi, petits qu'on voudra, tan-
dis que les autres, quantitésrestent constantes; la 2e et la 4e.frac-

(*) On ne doit pas oublier que l'égalité de deux rapports constitue,une pro-
portion (n° ;a). En Géométrie, l'usage prévalu, de lire ainsi ces sortes d'ex-
pressions, BCA est DON comme ba est dn, et de préférer celle location
à l'équivalenteBGA divisé.parDON est égal à ba divisé par dn. ,0n doit
en dire autant dans toute la Géométrie élémentaire.



tion sont donc.indéfiniment décroissantes, et l'on a, en passant

aux limites (n° 113) =

169. Pour trouver le rapport de deux angles il n'est pas né-

cessaire de faire sur eux l'opération analogue celle qui a été
indiquée sur lés lignes (no i56), et qui serait ici fort embarras-

sante. On substitue au rapport cherché celui des arcs, qui est le

même. Concluons de là que, i°. le rapport des surfaces des
secteurs est le même que celui des arcs.

2°. Si l'on prend pour unité d'arc, dn (fig. 8), l'arc qui est
compris entre les côtés de l'unité d'angle DON, dn'et DON

étant chacun l'unité de leur espèce, notre proportion (A) donne
BCA = ba. Ainsi (n°' 36'et 7 1), tout angle a pour mesure l'arc
compris entre ses côtés et décrit de son sommet comme centre
On prend ordinairement pour unités d'angle et d'arc l'angle

droit et le quart de circonférence qu'on nomme Quadrans.
3°. Si du sommet C (fig. 9) des angles D.CA BCA, on décrit

deux arcs abd, a'b'd, le rapport -^rj est = ^>°u=^-
La grandeur du rayon Cb ou Cb' est donc indifférente dans la

mesure des angles et comme -gy = lesarcs ab eta b sont

entre eux comme les circonf. entières. On dit que ces arcs sont
Semblables.

{*) Ceci suppose une condition tacite car l'angle BCAne peut être égal à

l'arc ba; mais dans l'équation BCA==bn ce n'est plus un angle et un arc
qui entrent, ce sont deux nombres abstraits qui indiqnent combien de fois

l'angle et l'arc contiennent l'unité de leur espèce DON et dn de sorte que

BCA=ba signifie en effet la même chose que DON = g^ C'est ce qni

a également lieu dans tonte formule; les lettres qui y entrent ne sont que
des nombres abstraits qui représentent les rapports des choses mesnrées h

leur unité. •
C'est aussi improprementqu'on dit qu'un arc est la mesure d'un angle,

puisqu'on :ne peut établir de rapports entre deux choses hétérogèneson doit

entendre par la que les angles croissant dans le'même rapport que les arcs, le

nombre qni exprime la mesnrë de l'angle (ne 36), exprime aussi celle de l'arc.



!70.Les angles tracés sur le papier se mesurent à.Paidedu
Rapporteur; c'est un demi-cercle .divisé'en.une quantité quel-

conque de parties-égales, propres à donner le rapport des arcs
.au quadrans ce nombre exprime la mesure, des angles. ouleur rapport à l'angle,droit.- Un semblable demi-cercle porté
sur un pied et pourvu d'alidades mobiles autour du centre
pour pouvoir être dirigées aux .objets'éloignés se nommé Gra-
pho mètre j et sert de même à mesurer les angles .dans' l'espace.
Au reste/ on a construit, dans ce but, des instrumens de formes'
très variées, et dont nous ne donnerionspas la description', pour
ne pas nous écarter de notre sujet.

On a coutpme de diviser le quadrans en.90 partiescou degrés
chaque degré en 60 minutes, et la minute en 60 secondes; unangle, ou arc de 18 degrés 54 minutes,55 secondes, s'écrit ainsi

180 54' 55". Comme les tahles et les instrumens ont été construits
sur ce mode de division nous le préférerons à celuiqui.est plus

..moderne et plus simple pour les calculs, qui consiste à partager
le quart de cercle en le grade en 100 minutes, ta

.minute en ioo secondes. Dans ce système, i8g 54' 55" revient
à 18g,54550u o,i85455 quadrans..

Maintenantque nous savons mesurer les droites les arcs, et les
angles, et que nous concevons nettement leur Introduction dans
les calculs, cherchons à les combiner, afin de voir la manière
dont on lés emploie à la formation des figures, et les conditions
qui les lient.

Dès Perpendiculaires ët des Obliques,

191. Si l'angle ACB = ACD (ng. 10); En étant une droite
en pliant la figure suivant AC CB se couchera sur son prolon-
gement CD on dit alors que ;IL est Perpendiculaire sûr DB
ou que l'angle ACB est Droit. L'arc AB- est le quart de' ïà cir-
conférence ou le droit
est appelé Aigu; l'angle ECB "j>'ACB est

172. Lorsqu'une %neEC(fig, 10) tombe, sur, une autre BD



les' angles àdjacens ECB, ECD ont pour somme deux droits:

la p,erpend. flC sur BD rend cela évident.
Réciproquement si la somme de déux angles vaut deux

droits, en les appliquant l'un contre Vautre, pour faire coïn-
aider un c6té et le sommet j les deux autres côtés seronten ligne

droite; car si cela n'était pas, et qu'on pût avoir, par ex.,
D.CE -{-FCE = 2 droits, comme on a aussi DCE + BCE±=i2
droits, il en résulterait FCE = BCE.
On angles EICB, ECD qui, ajoutés,

valent deux.droits; ët Complémens, lorsque cette somme vaut

un droit, tels que FCB et FCA.
Si la droite AIrjesi perpendiculaire sur BD, c-à-d. l'angle

A CD == ACB puisque ACD-DCL=i2 droits, et que ACD

:est droit, on a aussi DGL == t droit =LCB. Les quatre angles
LCD sont donc égaux; si l'on plie la figure

'selon BD., CL devra tomber sur CA; BD est aussi perpendi-
culaire,sur AL, et ces lignes coupent le cercle en quatre par-
'tics'égales.

i^3. Il'est visible que (fig. 10) lès angles BCF + 1;CF

.f- DCE = 2 droits lorsqu'ils sont formés d'un même côtéd'une

,ligne BD..Tànt.de lignes qu'on voudra KC, BC, EC, IC.
qui concourent en un point C, forment des angles dont la somme

'est 4 droites. Les Iers interceptent la demi-circonf. ceux-ci la
circonf. entière.

i^4. Lorsque deux droites DB, AE (fig. n) se coupent en
C, les angles BÇE ACD, opposés au/ sommet, sont égaux; car
ACD + ÂCB =2, droits = B CE -f ACB d'où ACD = BCE.

On a de même AÇB=zDCE.
t I <j5. Par un point on ne peut mener qu'une seule perpendi-
culaine à une droite; cela est évident si le point donné est sur

'la droite DE en C (fig. 12). Mais si ce point est au dehors en A,

et que -AH' soit perpend. sur DE_, toute autre droite AB ne
peut l'être. En efet,,si l'angle ABC était droit, en prenant
CH=AC menant BH et pliant la figuré suivànt DB, H tom-
Jieuiiit en A et ;par conséquent QBE sur CBA.. Donc l'angle



CBH serait droit, comme l'est ÙBA par hypothèse, et ABH
serait une ligne droite (h° 1 72) ainsi que ÂH ce qui est ab-
surde. •

176. La perpendiculaire AC sur DB (fig. J 2) est plus courte
que toute oblique AB; 2°. les obliques AD et AB, qui s'écartent
égalementdu pied C de la perpendiculaire, sont égales; 3°.- l'o-
blique AE, qui s'écarteplus que ÀB, est plus longue.

Puisque AH < AB + BU ou 2AB on à AC < ^5.Là
perpend. >4C mesure la distance duNpoint A à la droite Z?jÉ:

2°. Prenant CD= CB, et pliant la figure suivant ^C, D
tombe en B, donc AD = AB. La même chose arrive lorsque
l'angle CAD est donné = C^5.

3°. Si ou si l'angle EH,
on a (n° i58) AB+ BH<AË + EH: or, AB et.BHsoni des
obliques égales (20.), ainsi que AE et EH. Donc zABk^zAÉ,
ou < ^&

177. Réciproquement,la ligne AC est perpend. sur BD lors-
qu'elle est la plus courte distance à BD. Car si une autre ligne
fLD était cette perpend., elle serait < AC contre l'hypothèse.
De même, si AB=.AD, il faut que DCz=:BCi puisque sans
cela AB serait ou <^ AD, suivant que BC serait > ou
<^DC. Enfin si AE~^>AB- ou ^D, on verra de même que
CE est > CB ou CD.

178. Concluons de là que, 1°. on ne peut mener trois obli-
ques égales d'un point à une droite.

2°; Si AH.{&& r3) est perpend.au milieu 'C dé DO, chaque
point F de AH est autant éloigné de B que de D, FB=zFD.

3°. Lés points de la perpend. AR jouissent seuls de cette
propriété; car prenons un point G hors de AH, il sera plus:
près de B quede D, parce que GB <^GF-{- FB ou <^GF- FDj
ou enfin. GB < GD. t

179I II suffit donc (fig. i3 et 14) qu'une droite AH ait deux'
de ses points à égale' distance de deux autres D et B, pour eri
conclure que' tous les autres points de ^£fsont autant éloignéi'
de D que de B, et que cette droite AH est perpend. sur



milieu de. DB;, car la perpend. est la seule .droite, qui jouisse de
la propriété dont il s'agit. Ainsi'il est;aisé de mener une per-
pendiculaire à une droite donnée DB par un point connu F,
pris, hors de la ,droit.e (Gg. 1 3), -ou, sur la droite (fig. i/j..) Du
centre on décrira, avec un-rayon quelconque,-des arcs qui
coupent la ligne donnée en D et fi; puis de ces points comme
centres et avec un. rayon arbitraire, on tracera de nouveau
deux arcs qui se coupent, en H; Ta droite Fusera la perpend.
demandée, puisqu'elle a deux points F et H à la même distance
de D et B. Il faut observer de prendre des.rayons assez,grands.

pour que les intersections dont on vient de parler, aient.lieu
(noi 176 et 192).

i'8o:' On' peut aussi mener une perpendiculaire AH (fig.' >5),

au' milieu d'une droite donnée DB. Des centres D eÈ:B, on dé~
crira'cles arcsqui se couperont en A et en H', -les rayons étant
d'ailleurs arbitraires, mais égaux; AH sera la ligne demandée.
Cette 'construction. donne en outre le milieu C de la-droite DB.

Étant donnes les points G et B, et la droite AK (fig. i3),
trouver un point F tel, que les droites FG, FB soient égale-
ment inclinées GFA = BFH. En,
geant' G F, l'angle AFG oa.DFC doit être =BFC;'ainsi la
fi^étaiit pliéé selon AH', FD doit se coucher sur' FB, c.-a-A.

que FD, FB sont des obliques égales. Donc, menez BD perpend.
svlC'AH, prenez CD=CB et tirez. DG, le point F sera, dé-terminé.•'••• 1:

.(Dans-Sangle A'AC (fig. i3.bis) on donne les.points B et.G,
il s'agït:dé tracer BF. FL, LG de sorte que les inclinaisons
de' ces/droites .surJchaque- côté de l'angle soient égales dèux
à.ideux,piï Vin^'B-FC– AFL et ALF '= GL A' Sar.fiD

perpendiculaire1 a^.C'y. prenez CD-=CBy puisque l'angle
BFC– AFL– BFC, il faut que FD soit ^prolongement
de LF. Ainsi, après. avoir, déterminé J) comme on vient.de le
dire,,ce point Q peut, remplacer ^dans. le problème vc.-à-d-
qu'on
question qu'on vient de.résoudre. Il faut donc mener DK fler-r



1K=1D et mener- A'C'qui
donne le point L, puis LD qui donne P, et enfin FB.

•
Pour- mener 'de' G' à B les droites G' If, L'L, LF, FB ,éga-

lement inclinées deux à deux sur A! A AC'jW.
faut remplacer de même, r°.'le point B pur D; 2°: I) par' :K

3°. K par K', en chaque côté la même cons'^
tructioh.: Ce tracé résout complètement le problème des bricoles,

au jeu de 'billard'* • -'•' •

DesParallèles..
181: Soient deux droites BD, 'KL (fig. 16) perpendiculaire^

Si l'on fait "tourner 'une "droite autour d'un point K, pour lui-
donner les" positions KE^KF/K D. les poiots E ,F, D.
de5 rencontré avécVi2ï'® ;s'éloigneroiït"de-plus en plus. Lorsque'
cette droite aura reçu" la situation KC où elle' cesse 'de'" cou-^

per BD, on dit que AC est parallèle à BD. On nommeparallèles:
deux droites situées sur un même plan, et .qui.dans leur, cours
indéfini; ne se rencontrent ni d'un- côté ni de l'autre.

1?. Deux droites CA; BD 'perpendiculaires- 'à une même, y

ligne KL, sont parallèles j puisque, si elles se rencontraient en,
un .point 0, on aurait, de ce point', deux perpend. OJL,.OK,
abaissées sus la ligne'KL (n° 175)..

2°. Deux_ lignes ÇA, DB (fig. 1 7) coupées par une sécante HG
sont parallèles j lorsque les angles AEF, EFD sont égaux;car du
milieu I de EF abaissons KL perpend. sur. BD, et prouvons
qu'elle l'est aussi-sur jOA.- Prenant LS = FL, menons .SJN..
En pliant la Eg. selon KL,. LF. s'applique sur son. égal SL;
donc TF:se côùche sûr 1S; l'angle FIL égal à EIK', l'est aussi
à LlS'ett NIK d'ailleurs, S = F. Ainsi, détachons la fig. EIN
pour la porter sur SIF EI s'applique sur son égal IS.; EN^e

couche sur: SF attendu.. que J5= F~= S; IK /iV, tombent
sur IL, IF,' et L = K. Donc les angles'Zi et-. K 'sont droits et
les lignes CA, CE 'sont parallèles (8°.).
Les lignes'ÇAiyTfil sont encoreparallèles.

3°. Si.les sont égaux.. car étant opposés au
sommet à FEfI et DFE, ce cas rentre dansle précédent.



4°. lorsque l'angle HEBETE A,, car HFB=DFE donne
DFE =\FE4.

5°. Quand les angles EFB +: FEA =t='a droits, car.
EFB -f EFD.== 2 droits, d'où f£^ = EFD.

.6°. Enfin, quand les ianglés G'EA^'RFB-== 2 droits, puisque
GEA -f F#<4 := 2<froi& d'où HFB =F£^== EFD.

'On à nommé Alternes deux angles situés de part et d'autre
de la sécante, Internes ou Externes ceux qui sont au dedans,,
ou en dehors des parallèles. Ainsi, les angles AEF, EFD
(fig. 1 7) sont alternes-internes; GEC, BFH alternes-externes

on nomme encore les angles HFB, FEA Correspondons. Nous
dirons donc que deux droites sont parallèles, lorsque, coupées

par. 'unie, sécante], elles forment les angles internes,
ou alternesr-.externes, pu çorrespondans, égaux; ou quand les
angles internes ou externes d'un même côté valent ensemble

182. Les réciproques de ces propositions sont vraies:
1°. Lorsque deux droites' CA, DB (fig. 16) sont parallèles,

toute perpendiculaire KL sur l'une, t'est aussi sur l'autre; Il
n'est guère d'efforts que les géomètres n'aient tentés pour parT
venir démontrer ce principe; mais aucun n'a pu y réussir ils,

ont seulement dissimulé la difficulté sans la lever (*).

(*) a La démonstration de cette proposition fort simple laisse peut-étre
x quelque chose désirer du coté de la rigueur mais le seul énoncé produit

» la conviction la plus entiére il ne faut donc pas, dans renseignement,
m

insister sur ce qui peut manquer à la rigueur des prennes que l'on en,donne,
et l'on doit abandonnercette discussion aux métaphysiciens géomètres, du
moins jusqu'à ce qu'elleait été suffisammentéclaircie, pour ne laisser aucun
nuage dans l'esprit des commençans. » ( Làplace Écoles normales,

i. IV, p. 430
Au teste, voici ce qu'on a donne de plus lumineux sur cette matière. Dési-

gnons, par le mot cingle, l'espace indéfini çorçpris entre les côtés prolongés.
Un angle quelconque JSC^.(fig..i8)est contenu dans l'angle droit BÇD au-

tant de fois que l'arc ba l'es.t dans l'arc^ç/; soitce rapport, yr=n=: •
Prenons des paities égales quelconques EC, EG. et menons les perpen-
diculaires,EF, GB, sur CD. nous formerons ainsi des bandes BCEF,



Nous regarderons comme aident que'toute. droite autre- que'»
KÇ, rencontre BD, soit à droite, soit à gauche de KL perpend.'
à ACelBD, suivant qu'elle est située en KR au-dessus, ou en-
KH' au-dessous de AC\ et cela quelque petit que- soit l'angle
HKC ou H'KCy ce qui revient à dire que par. un> point K, on
ne peut mener qu'une seule' parallèleà une droite BD.'

2°; Toute sécante GH (fig. 17) qùicoupe deux parallèles DB,
CA-, forme les angles alternes-internes égdzcx BFE == FE A. -En

effet, du milieu de EF, abaissons LK pérpend. sur BD,- ellé
le sera aussi sur rIC (i°.) prenons LS= LFjQtvcfènonsSIW
En pliant la figure suivant- AX', on verra., comme ci-devant,.
q.ue. F tombe sur, S y que les quatre angles SIL,>LIF,.EIK,
KIN sont égaux; et que S=-F, Qr, déta-
chons la figure EIN pour la porter sur SIF; Et coïncidera'

avec son égal IS; JK, IN prendront les» directionsIL,,IF, et N
tombera sur F. Donc EN tombera sur SF.: ainsi l'angle 8 ou'F est égalât.

3°. Les angles alternes– externesGEG>TiF]ï sont. aussi' égaux

comme opposés aux précédens;. 4?- les angles correspondons
BFH, AEF sont égaux puisque BFHz~zEFD = AEF '(a?.).}
5°. les angdes FEA,, EFB internes d'un même cô tes sont- supplé-

mens l'un de l'autre^ ainsi que les angles- GEA-,iHFB' externes
d'un même côté. Cela se voit aisément. Donc

Lorsque' deux parallèles sont' coupées par une sécante], les
angles- sont égaux;, lorsqu'ils^1 sont de Même- nature ?• et supplè-

mens, lorsqu'ilssontde nature différente (l'un aigu, l'autre obtus).

i83i II suit" de'-là.que^ i0' pour- mener pàr"unlp'oitifr donné G

FEGU toutes égales entre elles comme on le reconnaît, en pliant la
figure selon IùF, GH. qu'il y aitde ces bandes ou plus, depuis BC
jusqu'à M'N'i comme la surface entière de l'angle droit BCD surpasse l'é-
tendue B42MN composée de la sommé de ces bandes on a

BCD>ÈCMN, oanXBCA^>nxBCEF,
partant BCA~>BCËF, ce qui ne saurait être 5 moins que CA ne ren-
contre EF. Quelque petit que soit l'angle BCA, l'oblique CA doit donc
couper EF perpendiculaireCD; c. q. f.d.



(fig. 21) une parallèle CD a unë droites AB, on pourra employer
l'une quelconque dessin propriétés précédentes. Par ex., d'un
rayon quelconque 'CB et du tênt're C, on décrira un arc BI;
puis du centre B l'arc CH,: enfin, on prendra l'arc BI='CH,
et CI sera' parallèle a A B.- Car; en-menant Ja sécante BC, les-

2°. Deux droites A C BD .(fig. ig.) parallèles à une trbi-
sième EF "sont 'parallèles entre'elles; car la p'erpend. KI à EF
l'est aussi ses. parallèlesAC et BD) celles-cine se rencontrent
donc-pas (181, 1°.).- ' .•

3°. Deux angles GAB, DEF (fig. 20) dont les c6tés sont pa-
rallèles, et l'ouverture tournée' du mêuie sens, sont égaux car
prolongeant eu G, lés parallèles AC, ED donnent l'angle
DEF=GGF cômme^eorrespondans à cause des parallèles
AB, GF, on a l'angle CGF= CAS; donc CAB = DEF. Si
l'on prolongè un côté 'EF; les angles DEI -et BAC, dont l'ou-
verture n'est pas tournée du même côté, ne sont plus égaux-
ces angles sont supplémens l'un de l'autre.

4". ,Deux: parallèles AB,'CD partout
tantes; car de deux points quelconques A et B, et du milieu-^
de AB menons les yeryend.- AC ,BD,- EF sur AB, elles lé';
seront aussi, sur CD; or, pliant >la figure suivant EF; EB se-
couchera sur son égahEA et à cause des angles droits; BD-
prendra la,direction AC, et FD se couchera. sur FC. Ainsi,
le point D tombera sur. C; d'où AC=BD. {Voy^rf 200.)'

D,es Perpendiculaire? et. Parallèles considérées dans
le cercle, et dés Tangentes.

184. Tout rnyon CD perpendiculaire à une corde \A.B_, la
coupe au milieu E., ainsi que l'arc souiehdù ADB (fiw.'iàz),
En effet, les obi iqtfes égales ,AC'CB> prouvent

que E est' Je.'
milieu de AB (n° i^); eu' pliant la figure suivant CD, le
point A tombe en B; AD se couche sur DB, et D est le mi-
lieu de l'arc ADB. 'JJ-

185. Le centre C, le milieu 1: dé' la corde et celui D de



l'arc, étant en ligne droite, il s'ensuit que toute ligne CD qui

passe par deux'de ces points, passe aussi par le- 3%, et est

perpend à la corde AB. De plus, puisque par un point C,E
ou D., on né peut mener qu'une seule perpend. à AB dus
qu'une droite passant par l'un de ces trois points sera per-
pend. à AB, on en conclura qu'elle passe par les deux autres.

Donc, de ces, quatre 'conditions, êtré perpendiculaire à une.,
corde J passer par son milieu par le milieu de l'arc. -et par

le centre, deux étant supposées, les deux autres s'ensuivent ne-

cessairement. ' •
On peut, au reste, démontrer directement chacun des six

cas compris dans ce théorème, en le traitant commecelui qui'

nous a servi debase., •'•'
i86. Pour diviser un arc ADB (fig. 22), ou un angle ACB en

deux parties égales, il suffit d'abaisser la perpend, CD sur

la corde AB (n° 179). Comme par le même moyen1 on peut

de nouveau faire la bissectiôri de chaque moitié, etc. on sait,

diviser un arc ou
un angleen 2, ,4, 8. 2" partieségales. (^0)^

n°2oi,4°o • '•'
187. Faire passer une circonferencede 'cerclepar, troispoints,

donnés N, B et £>(%. 23). Menons .NB et BD\ puis les per-

pend. HE, IF sur leurs milieux E. et F. Chacun des points de

HE est autant éloigné de N que de B ces points jouissent seuls.

de cette propriété ainsi tous les cercles passant par les points

N et B ontleurs centres sur'la'perpend. HE'r.de.même pour FI;

relativement à B et Du Donc le point C où se coupent HE et

FI, esûla même distance de jy, B et D,rel Emplit seulcette

condition -'ainsi C est le

les trois points. ,j; '•
Les perpend. FI et NE ne se

rencontrera ient^passi les trms^

points N, B et D étaient en. ligne droitè (n° 181 /i^) erleprp-

blème serait impossible. Mais,. dans tout autre cas, F( coupW

NE, puisque si FI et NE fêtaient parallèles les' droites BN,'

BD qui leur sont respectivement perpendiculaires, ne'.feraient

qu'une seule et même ligne; car- sanscela on aurait deux per-



pendiculaires à HE partant de B, savoir NB et le prolongement.de^D(n°;i82)..
Observez que la perpend. abaissée sur le milieu de la ;corde

ND, passe aussi par le point C, puisqu'il est à la même dis-
tance de N et de D en sorte que les. trois perpend. doivent
concourireu C, et qu'on détermine ce centre en se servant de
deux quelconques des trois cordes NB, BD,. ND.
Donc, 1°. deux cercles ne peuvent avoir.trois points communs

sans se confondre. •
2°. Il est facile de trouver le centre d'un cercle ou d'un arc

donné il suffit d'y marquer trois points N; B et D, et de faire,
la construction qu'on vient d'indiquer.

188. Une droite ne peut couper un cercle en plus de deux
points, puisque s'il.y avait trois points communs, en y me-
nant des rayons,. on aurait trois obliques égales (n° 178).

Une ligne, TG (fig: 24) qui ne rencontre le cercle qu'en un
point F s'appelle: Tangente. Le rayon CF est perpendiculaire
à, la tangente en F car tout autre point G de cette tangente
.étant hors du cercle CG est > CE = CF; donc CF est la
plus courte distance de C à TG, c.-à-d. que ,CF est perpend.
à TG (no'r76)V

Réciproquement; stTG est- perpendiculaire aü rayon' CF,
cette droite- TG' est tangente au- cercle. Car toute oblique CG
étant > CF, tout autre point G de TG est hors' du cercle.

Ainsi, pour.mener une tangenteen F au cercle CA-, il faut
mener le rayon CFet-sa perpend. TG (nos 179. et 208, I);

189. Etant donnés deux points (Eg. 2.5) l'un en A. sur la-
droite AT, Vautre en B, cherchons le cercle ABI qui passe en A
et B j et qui-touche la droite AT. AB étant une corde EF
perpend. sur le milieu de AB contient le centre C ce centre
est aussi sur.4.6 pèrpend. à AT; donc il esta l'intersection- C.
Ainsi menant les perpend. G A à AT', et FE'au milieu de AB,

le point C de sectionsera le centre le rayon sera AC\ •
•igo. Les arcs AD', BE (fig; 2.) compris entre deux cordes

parallèles AB., DE, sont égaux. Car soit le rayon CF perpend.



à ces deux corder; on a (n? 184) l'arc AF=iBFet DF==FE

en soustrayant, il vient AD = EB. Les deux eordes peuvent
encore comprendre entre elles le centre C; telles sont AB et
D'iE'jJon a alors AF = FB, D'Ff = F'Er; en soustrayant.

-ces deux équations de la demi.circonf. FAF' = FBF', il vient
AD! =DE'.

La-même chose a encore lieu pour une corde AB et la tàn-
gente TG qui lui est parallèle; car. le rayon FC mené 'au point
de contact F, étant perpend. la tangente, l'est aussi h.AB,;
doncAF^FB.

Des Intersections dè Cercles.

i9i. Si deux circonférencesC, C'(fig. 27) ont unpoint A com-
mun surla ligne CC qui contientlescentres,elles ne se rencontrent
en aucun autre point: car en'un point quelconque Hde l'une,.

menons CH et C'N, nous avons CC on CA+ACk^CH+HC;
ôtant les égales CA et CH, il reste AC < HC le point H
est donc hors de la eirconf. C. Si les centres sont en C et C-
d'un même côté dû point commun A, on a CH ou.
CA< CC"+ Ç" H, et retranchant CC% il reste C'A <çk^
le point H est donc hors, de la circonf. C". La perpend. AT
sur CC' au point A est tangente aux deux çirconf. qui se tou-
client en A.

Mais si les deux cercles C et C' ont en M un point commun
(fig. 26) hors de la ligne qui.joint les centre ces cercles se

coupent. Menons MNperpend. sur CC et prenons NI=,141.,
Les obliqués égales CMet ÇN prouvent que iVçst un point de,
la eirconf. C; N est aussi sur la çirçqnf. C, car CM == CNL
Donc, ces circonf. ont un 28 point commun en iV. Un 3?-poin,t,

commun serait impossible (n° 187).
Donc, l0.- si les circonférences n'ont q'lt'un seul point com-

mun, il est situé sur la ligne qui joint les centres, et rêçipro--
quemen't en outre, la distance des centres est égale à la somme

ou à la différence, des rayons; car on a, (fig, 27), ÇÇ–CÀr^CA,.
ou CC = ÇA–– C'A, suivant que l'un dés cercles est extérieur.
ou intérieur à l'autre..



2°. Si les cércles se coupent la 'ligne qui joint les centres.
est perpendiculaire sur le. milieu de la 'corde. commune. De>
plus, la distance des centres est moindre' que la somme des
rayons, et plus-grande que leur différence car on a visiblement»,
(fig. 26) CC' <CM+ CM et CC' + CM > CM, ou
CC>CM–CM; -••

3°. Enfin si les cercles n'ont aucun point commun la dis-
tance des centres est plus petite. que la différence des rayons,
ou plus grande que leur somme suivant que les cercles sont'
ou ne sont pas compris l'un dans l'autre; car on a (fig. 28:)'

On conclut de là que D étant 'la dislance' des centres, R et r
les rayons; on a:, lorsque les circonférences

iga. La réciproque de chacune de ces propositions est éga-
lement vraie. Si', par ex. on a à la fois D <^R r et > R r
les deug circonf. se coupent; car, i°. si elles se touchaient on
aurait D = R + r, our=iî r et si elles n'avaient aucun
point de section R serait > R r ou < R r.

De. même, si D == R -f-, r, les cercles se touchent extérieure-
ment' car si cela' n'est pas, il 'faut admettre l'une des quatre
autres/dispositions. Or, s'ils se coupent, on a 7) < 2? -£•, ce

qui est contraire à là supposition; 20. s'ils se touchent "inté-
rieurement, on à D==R–r, ce qui ne peut être; puisque
D R+'r, etc. (*).' (. '"

(*) En .général, lorsqu'on a prévu tous les cas possibles d'un système et
que chacun comporte des conditions qui ne'peuventcoexister avec celles que

donnent les antres cas ,-les réciproques ont lieu et se dérnontrenLcoin'mé'on
-vient de le voir; c'est. ce qu'on remarque dans la:théorie lies-obliques;
ainsi qu'au n° 198,etc.



' ig3. Quand on connaît les centres et les rayons de deux cer-
cles, pour s'assurer s'ils se coupent, ou se touchent, etc.,
il n'est donc pas nécessaire de décrire les circonf. il suffira d'a-
jouter et de soustraire les rayons, et de comparer les résultatsla distance des centres, pour décider auqüel des cinq cas pos-
sibles la figure proposée se doit rapporter.

Étant dorinés'deuxpoints, l'un en 4 25), sur un cercle C',
et l'autre en B pour décrire une circonf. qui passe par ces points

J4 et B et touche ce cercle C' en A, on mènera la tangente^T",
et le problème sera ramené à celui du n° 18g.

Des Triangles.

r94. Un Triangle est un espace ABC (fig. 29 à 33) renfermé
par trois droites AB, BC et fIC qu'on nomme ses Côtés; il est
'Scalène, 'si ses côtés sont inégaux (fig. 38) Equilatéra"t s'ils
sont égaux (fig. 3o) Isocèle lorsqu'il a seulement' deux^ côtés
égaux (fig. 3i). Quand il a un angle droit A le triangle est
Rectangle (fig. 32) le côté BC opposé à l'angle droit A est
nommé Hypoténuse.

Le Sommet d'un triangle est celui de l'un quelconque de ses
angles, tel que C (fig. 3i); la Base est, lé côté AB opposé; la
Hauteur est la perpend. CD menée du sommet sur la base.

195: La somme des trois angles de tout triangle vaut deux
droits. En effet1, prolongeons l'un des côtés AC (fig. 33) du
triangle ABC, et menons CD parallèle à BA; l'angle DCK
sera égal a son correspondant A~\ et l'angle BCD à son alterne
interne B. Donc, les trois angles du triangle sont BÇA, BCD,
DCK\ leur somme vaut deux droits il est visible que, 1°. l'an-
gle extérieur BÇK. vaut la soirne des, deux intérieurs' opposés

Aet B.•' • r:
• 2°. Nous représenterons dorénavant par ZJ^l'angle droit, de
sorte que nous écrirons 'A -Y B -Ç C='t,P. Si donc on fait
(figr.33.et 34) T.ang]é}/£0L'=/C,ZpM= B, MON = A,U

de Oi^ïJDeux anglesd'un triangle



étant donnés il sera facile de trouver le troisième par cette
construction.

3°. Deux triangles qui ont deux angles respectivement égaux,
sont équiangles.

4°. Un triangle peut avoir tous ses angles aigus; mais il ne
peut en avoir qu'un seul droit ou obtus.

5°. Les deux angles aigus C et B (fig. 3a) d'un triangle rec-
tangle ABC sont complémens l'un de l'autre, ou C B = Z?.

6°. Quand la ligne BC.(fig. 44) s'éloigne de la perpend. BD,
en tournant autour de B et devient BA', l'angle ABC croît et
devient ABA' donc C décroît de plus en plus pour devenir A';
l'un des angles B et C du triangle ACBa autantaugmenté que
l'autre a diminué pour que la somme restât de i8o°.

7°. Si dans le triangle ABC (fig. 44) les angles A et C à la base
sont aigus la perpend. BD tombe dans l'intérieur; car si elle
pouvait tomber en dehors, et être par ex. telle que BA', le
triangle BÇA' aurait un angle droit A1 et un angle obtus
BCA'. On voit de même que dans le triangle BGA', où l'angle
C est obtus, la perpend. BD tombe en dehors. n

8°. Les angles dont les c6tés sont respectivementperpendicu-
laires sont égaux s'ils sont tous deux de même nature, comme
BAC et B'A'C (fig. 36); ils sont supplêmens si l'un est aigu et
l'autre obtus, tels que BAC et CA'D car, en prolôngeant
les côtés .A'B' et A' C jusqu'à leur rencontreavec AB, AC qui
leur sont perpend., les triangles rectangles ADF A'D'F ont
les angles A et A' égaux, comme complémens des angles
égaux F.

9°. Quand les droites AB CB (fig¡ 63) vont concourir au loin
en 13, on évalue l'angle B sans prolonger ces lignes jusqu'à leur
rencontre, soit à l'aide de la parallèle DE à BC, qui donne
B=zADE, soit en tirant la droite quelconque AC, mesurant
les angles et C, et prenant le supplément de leur somme'
A -f- C. Quand-B est un point visible au loin, mais inaccessible,

on obtient ainsi la grandeur de l'angle B..
196. Lorsque deux-triangles ABC, abc (fig. 3g) ont deux côtés

respectivementégaux,



inégal b < ABC, le 3e côté ac opposé au plus petit angle est< AC. Car, appliquons les deux triangles l'un sur l'autre, en
faisant coïncider le côté ab avecson égal AB; comme l'angle b
< ABC, le côté bc prendra une position telle que BC, et le
point c tombera en c'. Il se présente ici trois cas 1°..le
point C se trouve hors du triangle ABC et l'on veut prouver
queac ou AC est <[ AC. Or, les triangles AIC' BIC donnent
AC <AI + IC, BC </C-f. BI-> 'ajoutant ces inégalités,
AC+ BC<AC + BC,etAC<AC, à cause de BC-BC-.

2°. Si le point C tombe en 1, en admettantque BIz=bc=BC,
il est évident que ac ou AI <^tAC.

3°. Enfin, si le point c tombe en C' (fig. 40) au dedans du
triangle ABC on a toujours BC = bc =BC; or, AC-CB
< AC -f- CB (n° i58) se réduit AC ou ac < AC.

Réciproquementsideux triangles ABC, abc (fig. 4o)'ontdeux
cotés égaux AB=ab, BC–bc, mais le 3e côté ac < ^C l'angle
opposé b est aussi <[ ABC. Caries triangles ne pourraient avoir
ces deux angles égaux sans coïncider, et alors ac ne serait pas
< AC d'ailleurs l'angle b ne peut être ABC, car le côté
ac devrait être ] AC. Donc, etc.

197. Tout ceci ne suppose pas qu'on se soit assuré.que les trois
cas exposés ci-dessus puissent arriver, mais il est bon de s'en con-
vaincre. Car,, puisque les trois angles de tout triangle valent
deux droites, on a a-^b-c=A-B-C.,Ot si l'on donne b<^B,
il s'ensuit que a -f- c >• A -f Ç; ce qui né préjuge rien sur la
grandeur relative des angles A et a on peut donc avoir
ce qui donne le 1" cas de la fig. 3g; ou bien a=A, d'où résulte
le 2' cas, où le sommet c tombé en enfin si a < Il il faut
que c > C, et l'on a le cas de la fig- 40.

198. Deux triangles ABC, A'B'C' (fig. 37) sont égaux lors-
qu'ils \ont respectivement ou 1 deux côtés égaux comprenant
un angle égal, AB== A'B', AC = A'C, A == A'. En effet ap-
pliquons A'B'C sur ABC, de manière que A'B' couvre son
égal AÈ comme A=±Af le côté AfC tombera -sur son égal
rfC'/eTlës triangles se confondront en un seul1;' •>-*



Ou, 2°. ,un côté égrilque deux angles égaux

placés de la même manière, tels que A z= A' et B = B'; ou
jl A' et C ==C les trois angles sont alors égaux chacun à

chacun (n° 195, 3°.). En posant encore A'B'- sur AB les côtés

.A'C. et B'C' devront prendre les directions AC et BC, C,

tombera donc en C.
Ou 3°. les trois côtés respectivement égaux savoir AB=

A'B', AC= A'C, BC=B'C'; en effet, si'l'on supposait^>
ou< il en résulterait que BC est > ou < B'C (n° 196).

igg. Un triangles est donc déterminé lorsqu'un en connaît

1°. deux côtés m et n, et l'angle k qu'ils forment (lig. 29) on

fera un angle A=h, et sur ses côtés indéfinis AG et AH, on

prendra AB = m et A C = n enfin, on mènera BC.

a«: Un rfirf n et deux angles k et'1 (tig. 35). Si les angles donnés

ne sont pas adjacens au côté 'n, on cherchera d'abord le troi-

• àieme angle (n0 195, 2°.), de sorte que les angles connus k et l

puissent être regardés comme adjacens au côté donné n. Sur

l'un des côtés indéfinis AH de l'angle A=k, on prendra AC–n,

on mènera BC qui fasse l'angle C = l; ABC sera le triangle

demandé.

Donc, deux triangles rectangles sont égaux lorsqu'ils ont,,

outre les hypoténuses égales, un angle aigu égal.

3° Un triangle est encore déterminé, lorsqu'on en connaît les

trois côtés m, n et p on prendra ( fig. 26) CC = m,puis
des centres C et C' on décrira des cercles avec les rayons

CM=», C'M = p les intersections M et N donnent les

triangles égaux CMC, CNC qui résolvent la question. Les

deux cercles dont il s'agit .ne se coupent qu'autant que l'un

des côtés m
est > n Pet < n + p sans cette double condi-

tion, le triangle ne peut exister.

200. Les -parties de deux parallèles AB CD (fig. 40', in-

terceptées entre, dezex autres parallèles BD AC, sont égales

car, en menant ADon a deux triangles égaux ABD, ACD
(outrelecôtéçommiui AD,mè\eBAD=ADC, BDA==DAÇ)



donc^Z?= CD. Le théorème (n° i83, 4°-) n'est qu'uncas par-
ticulier de celui-ci.

Réciproquement, si AB = CD et AC = BD, les, triangles
ont les trois côtés respectivement, égaux d'ou résulte l'angle
DAB = AD C, ADB = DAC; donc ^fZÎ'est parallèle à CD

et AC à BD.,
Enfin, si l'on suppose AB égal et parallèle à CD, AC est

aussi égal et parallèle à BD parce que les triangles sont en-
core égaux. ,•• L > • v..><:

201. Dans un triangle isoscèle ABC (fig. 3i), les côtés' égaux

CB, CA sont opposés aux'angleségaux BAC ==3 ABC. Menons
CD au milieu de AB; les deux triangles BD'C, ADC sont
égaux, comme ayant lés côtés respectifs égaux; donc Bï

Réciproquement,si A == B on a A Ç = BC; car, sans cela
on pourrait, sur AC^>BC, prendre la partie AE=BC; il fau-
drait donc que les triangles ABE 'AB C fussent égaux (no 198'^
1°. ) comme ayant A = ABC, AE == BC, et AB commun,
ce qui serait absurde. • ' .•'

i°. Tout triangle équilatéral (fig. 3o) a ses trois angles égaux',1

et chacun vaut les d'un droit, ou D les angles du -triangle
scalène sont inégaux.

20. Dans un triangle isoscèle ABC (fig. 3 1 ) ACB-2A=iD
d'où ACD = lC=D–A,etA = D iC;D étant l'angle
droit et C l?angle du sommet.

3°. La ligne CD menée du sommetd'un b-iangle isoscèle au
milieu de la base, est perpendiculaire à cette base et coupe
'l'angle du sommetpar moitié.

4°. Sur le côté Kl (fig, 16) d'un angle donné IKC, soit pris
un point E quelconque et'mené ED parallèle à KC; prenons-
KE = EF, et tirons KF; le triangle isoscèlè KEF·a l'angle
EKF =F; mais F= FKC-comme alterne ainsi, KF coupe
par moitié l'angle IKC. De même FK = FD donne l'angle
DKC = ÏFKC = IKC, etc. cette construction facile sert à
diviser l'angle IKC en 2, 4, 8. 2" parties égales.

202. Dans tozsi triangle BAC"(fig. 43) le plus grand côté est



upposé au plus grand angle. Soit l'angle BAC> Ci. dans

l'angle A formons DAC = C; le triangle isoscèle DAC a
DA = DC, d'où BA<BD DAoaBC.

Réciproquement" si BA < BC on doit avoir C < BAC

car, sans cela C serait > ou = BAC; cela entraînerait
5^>ou = -5C, d'après la proposition directe, ce qui est

contre la supposition.

2o3. Construire un triangle ABC (fig. 38) dont oza conriait

deux ci5tés a, c, et l'angle K opposé à a ? Faites l'angle BCA=K;

sur l'un des côtés indéfinis prenez CB = au côté adjacent

donné a; le côté opposé c devra se placer comme BA pour fer-

mer le triangle. Or du centre B avec le rayon BA = c, dé-

criez un cercle A A' ies points fl A! de section avec le côté
AC, détermineront les triangles ABC, Â'.BC, qui satisfont tous
deux à la question; on a donc, en général/deux solutions AB C,

A'BC; mais il faut distinguer quatre cas.

i°. Si le rayon c du cercle est plus petit que la perpend. BD,
ç < BD, le cercle ne coupe pas AC, et le problème est im-

possible.
2°. Si ce rayon égale la perpend., c =BD, l'arc est tangent

en un-point D, et. le triangle rectangle CBD satisfait, seul la

question.. Donc un triangle rectangle. est déterminé par deux de

ses côtés et deux triangles rectangles sont égaux, quand l'hy-
poténuse et un cdté sont respectivement égaux. En effet on

peut visiblement superposer ces triangles selon le côté égal BD;
les hypoténuses,qui sont des obliques égales;doivent alors coin--

eider (n° 177). «:•

,3°. Si le, rayon c est ] BD et < CB = a, les obliques
BA = BA' sont,<^BÇ, et par conséquent situées du même

côté.de BÇ (n° 177) les triangles ABC, A'BC sont l'un et
l'autre conformes aux conditions du problème; ce sont les deux

solutions.. Remarquons que A est supplément de l'angle GA'B,

puisque le triangle isoscèle = BA' A ainsi,

l'un de nos deux triangles est acutangle Vautre obtusangle.

Si l'on savait d'avance que le triangle cherché a du n'a pas



il?angle obtus, l'une de ces' solutions! se trouverait exclue. Ç ^oy.
fîg.ii^.Ô-et'i^.) (. '' -.•;• j1

40; Si ç>a, ou 5i4 > BC, les points et A' tombent deys
deux côtés de BC (fig. 44) ;'onn'a donc' qu'une solution AÈGl

5°. Kous-avons:jusqu'ici supposé'qué l'angledonné • #-==A
soit aigu;1 s'il 'est obtus; tel'qiie BA-C^ig. 44), la même cons-
tructipîTSert encore à donner la solution A'BG, qui est: unique^

parce que le. triangle. ABC ne peut convenir à. la question.
Observez que le côté c opposé à. llàngle «obtus C doit être le
plus, grand, et que si l'on. eût-donné c .<: a >. leproblème eût .été
absurdê.V; • " .;• .••3

qui ont'dëux côtés

un cingle égal, opposéà l'un de ces 'àôtès/sonï 'donc égaux quand
ils sont de même nature{l'un et l'autre rectangles,.ou aéûtangles
ou ob(tusangles) (*)..('î-!i "i

• 204: Les cordés égales CD; AB'.(iîg/45 )'soht- à "égalés dis-
Menons les 'pèr pend.- ÔI, OK; rlës^ triangles

rectangles OCI 'O'AK sbhtv égaux*, à cause de CI et *AK 'qui
sont des moitiés de cordes égales; donc OI==ÔK;- "•''":

Réciproquement j si OI=OK;lèstriangles sont'encore égaux;
d'oft CD=AB. " '• '< -' • ••'•

Si par un point donné M, intérieur ou extérieur au cercle,
on'veutmener une côrdékCZ>delongueur 'donnée, on la portera
arbitrairement en AB'sur la circonf. puis menant'la perpend.
OK,'et traçaiitle cercle Kl, la corde cherchée sera tangente à
cette courbe. Ainsi; .il restera' à mener cette tangente par'le
point-Àf (n° 208, II),ét on.àura les deux solutions du problème.

205. De deux cardes inégales AB CD ('fig. ^ï)';ld' plus
.grande AB est la plus proche dw centre 'O. Car on' a l'arc

(*).En recapitulant tpas, lès cas d'égalité des triangles ,oa pent dire. que
deux triangles sont égaux.lorsqu'ils ont trois des parties qui les com-
posent respectivement égales; mais il faut 1°. exclure le cas de trois angles
donnés a", exiger que si l'on a deux angles donnés, ils soient placés de même
à l'égar,d du côté donné; 3°. enfin sous-entendre que s'ils ont deux côtés égaux
et un angle égal opposé à l'on,' les triangles soient-de même nature.



AEB > ÇFD (n° t62 5°.) prenons l'arc AE ±= CD, la corde
AE sera CD, et à la même distance du centre O d'où
OL = 01. Comme AE tombe en.,dessous de AB on a
O/> OG, et par conséquent >OK.

Réciproquement, si O£> OK, la corde CD est<^AB; car,
autrement, on aurait CD= ou > .^5, d'ou l'on conclurait
OL= ou <jOK, par la proposition directe (note n° 192).

206. 'Résolvons maintenant quelques problèmes.

I. Inscrire un cercle (fîg. 46) dans un triangle ABC, c'est-à-dire

tracer une circonférence de cercle qui soit tangente aux trois
côtés. Ce problème revient à trouver un point 0 intérieur,
qui.soit à égale distance des trois côtés du triangle ABC; car,
si les perpend. OE, OD, OF sont égales, le cercle décrit du

centre O avec le 'rayon OE sera tangent aux trois côtés

(n° 188).
Cherchons d'abord un point o à égale distance des deux côtés

AC, AB; menant Ao, les perpend. égales oe, of donnent les
triangles rectangles égaux Aeo, Apf(n° 2o3, 20.). Donc Ao
divise l'angle A en deux parties égales.

Réciproquement, si la droite Ao coupe l'angle. A en deux
parties égales, tout point o de cette ligne donne. les -deux, puer-
pendiculaires égales oe., o/.

Donc, tous les points de la ligne AQD sont à. égale distance
de AB et de^C, et les points de cette ligne jouissent seuls de

cette propriété en sorte que AD est le lieu de tous les centres
des cercles tangens à ces deux côtés, et que', par conséquent,
le centre,cherché est'l'un des points,de AO. Ce ceatre doit aussi,
par la même raison se trouver ,sur la, droite OB, qui divise
l'angle. B en deux parties, égales il sera donc, à leur, intersec-

tion 0, qui non-seulement sera à égale distance des trois côtés

du.triangle, mais encore qui jouira seul de cette propriété. Me-

nons la droite OC; elle divisera l'angle C en deux parties égales,
puisque les deux triangles rectangles ECO, DCO ont l'hypo»

ténuse commune et un côté égal, ÔD=.-OE.
.Concluons donc de là, " •'
1°.. Qu'on peut inscrire un'cercle date .tout triangle;



ri0
Qu'on'n'en peut inscrire qu'un- seul; > -" -'

3»--<&i fe oiirfw «** Whaetsecttoi de.deux lignes qui

divisent en parties égales, deui*de
4». Que la droite :menée de ce. centre. au:Z°angle.yle,coupe

pareillementen parties égales. {Foy. n° 376, IV.)/ -< .-v <
Soitple

,Il est'donciisé
Vuh^e-CE== CD; ¡ ,on pourra résoudre le prpblèmeenfo.s^t

passer une circo nf. tangente aux trois .côtes, :ea.Z> H_A i:
Il. Décrire un cercle, (fig. 22) dans lequel deux d^tes.do^

nées,^S= m >AD = n soutendent des.arcs doublés ,» un de

l'autre? Comme le triangle-ADB doit.être isoscèle, après ayoir

tirées = m; on décrira des centres 4 et B, avec le ra Jon ».,

des arcs qui détermineront le point D et le .tringle 4*0*
auquel il ne s'agira plus que de circonscrire un cercle..

III. Construire le. triangle rectangle;/U<7 ,(%47)>>nt un

côté AB de l'angle droit et le périmètre. DE sont donnés

Puisque BC+CA = AE, élevons en J la.perpend. Af-é*

nous aurons
,80= CD', et le triangle 5Ci? sera isocèle;. ams.

Crpernënd. au milieu de BD donnera le point

IY.Par un point I (fig. 33 ), mener dans _l'angle Z*C^

une droite AlB qui forme le triangle isoscèle, ABC ^savoir

AC^BC, et l'angle = J5? L'angle extérieur -BCK étant

=^-f£ (n° 195, i°.)=2A, sil'onmèneCDqui coupe par moitié

l'angle BèK,.DCK sera ^A et CD

il faut tracer ÇZ?,et par lé point'/ mener AJB para lee CD.

V. Par un point donné M (Ëg..45) mener CD telle Jrque la

partiel interceptée entre les deux. circonfér. concentnques

DB, db soit de longueur connue l? Si CD est la droite cher-

chée, toute corde AB= CD est à la même distance du centre,
ou- Ke-±OIi-RB=;ip; Kb=l'd, puis Bb=Dd=L
Qu'en un point quelconque B on poi-të la longueur l de B en b u



entre les deux circonfér. qu'on-, mène la droite bB prolongée
•en^jienBny.^u'ônitrace Iccércle OIK tangent à.^è y. il,le sera
aussi à Ja' droite cliercbieXQ il ne: s'agira plus que de mener
par le-point'Jf.une tangente CD à ce.cercW IK;la
droite demandée. 'àr". , w; vVi^,

connaîPf hypolénusela sommé W la'- différence des
côtés C2?y BD'âé-Vkpgle les
triangles rectangles isoscèlçs BAD, A4.D ont les angles A et A'
égaux à la moitié d'un droit (n° i95, ^Dansié triangle BAC

ou\ B'A'Cymïre ^bn-connait donc -l'angle
-il est aisé de décrire

AC oûA^Cl-bti tirer aj A Bou A'B sous- lafdirgction d'un demir
angïesdroib; du avec le rayon CB, on^ tracera -un

'deux 'points:'d'intersectioii et par conséquent deux solutions
n° 2o3)": il testera ensuite à abaisser la pèrpend. BD !qui ter-
minera le triangle demandéBCD. '• -iir. w>

Mesure des angles dans le cerclé.'

• ^°7' Nous connaissons la mesure des aûglés, dont le sommet
est au cëntre(n° 169); cherchons cette mesure lorsque le sommet
est situé d'une manière quelconque; et d'abord examinons le
cas où l'angle est formé par deux cordes, le sommet étant' sur
la circonf. on dit atôrs que l'angle est Inscrit
la moitié âè V 'arc compris entré les c6tés.

i°." Si l'un. des côtés AD de l'angle GAD .'(ft&^é), passe' p^r
le centre C, en menant EF parallèle à AG on a GE ~ÀF
(n° 190);' mais aussi ED==AF, à cause des angles égaux AfiF
et DCÉ; ainsi, E est le milieu de l'arc GD, et l'angle ECD ou
son égal.G^O/(n° 182 ,.$•£, pour mesure ED ou la moitié dé
l'arc GD.

2°.. Si Je centre C est .entre les côtés de l'angle BAG-,[eu
me-nant le diamètre AD, les angles BAD, DAG ayant pour mesure



les moitiés'de BD et de DG, la somme, ou la moitié de l'arc
BDG, est la mesure de l'angle BAG..

3°. Si le centre C est hors de l'angle, comme pour HAB, on
a de même -j HD et BD pour mesures des angles H AD, BAD

en retranchant,on pour mesure de l'angle HAB.
4°. Enfin,, s'il s'agit de l'angle TAB, formé par une tan-

gente AT et par une corde AB le diamètre AD est perpend.

sur AT, l'angle TAD a donc pour mesure le quadrans ou la
moitié 'de celle BD; la différence'de

ces arcs est^ AHB, mesure de l'angle TAB.
Réciproquement, si nu angle BAG a pour mesureBG, le

sommet est sur la circonf.; car, si { B G pouvait mesurer l'angle
BIG, on formerait l'angle BAG qui aurait même mesure,
d'où BIG = BAG, ce qui ne se peut (n° ig5, 6°.).

Prolongeons en K le côté HA de l'angle HAG; la moitié de
l'arc G AH est 'la mesuré' de l'angle KAG, puisque KAG est
supplément de l'angle HAG.

On verra aisément que
5°. L'angle BAD (fig. ^) inscrit dansie demi-cercle,est droit,,

car il a pour mesure la moitié de la demi-circonférence.
6°. Tous les angles inscrits^, C, D. (fig. 5o), qui s'appuient

sur lé-même arc BE, ayant même mesure, sont égaux.
.7°. Si un angle BAE., de grandeur fixe, se meut de. manière-

que ses côiés passent sans cesse l'un en. B, l'autre en E, le
sommet prenant successivement les positions A C, D.
décrira la circonf.

ao8. On résout divers problèmes. à l'aide de ce théorème.
I. Abaisser une perpendiculaireAD (fig.. 49) <* l'extrémité-

d'une ligne A8 sans la prolonger. Puisque l'angle A doit être
droit, toute ligne BD doit être le diamètre d'un cercle passant
en A (5°.). On décrira donc du centre quelconque C, un cercle
qui passe en A; puis par'le point B où ce cercle coupe AB,:
on mènera le diamètre BD, qui donnera le point Z> DA sera
la perperid. chercliée.

II. Par. un point extérieurD (fig. 5i) mener une tangente AD



au cercle CAB. Puisque l'angle CADI formé par la tangente
et le rayon, doit être droit, cet angle est inscrit dans le demi-
cercle dont CD est le diamètre (5°.). On décrira donc cette^cir–
conf. CADB; elle coupera le cercle proposé CAB au point
dé contact A. On aura outre la tangente AD, une autre so-
lution BD, et il est prouvé que ces deux lignes satisfont seules
à la question.

III. Partager l'angle quelconque ACB (fig.52) en troisparties
égales. Traçons du sommet C le cercle IFAB concevons la
ligne AO tracée de' manière à former l'angle O-=\ACB.
L'angle^ CBest extérieurau triangle A OC,d'où3.O=O+OAC;
et OAC=2.0. Mais menant le rayon FC, le triangle isoscèle
FAC donne OAC=AFC, anglès dont la mesure est ABG,
savoir

OAC ACB .+ 1 BCG, ou iO = ±O + iBCG,

ou enfin O=BCG=FCO, et le triangle FCO est isoscèle;

OF= le rayon FC du cercle,
1 Le problème proposé consiste donc savoir mener la droite
40 telle., que,la partie extérieure OF soit égale au rayon;
l'angle 0 sera levtiers 'de l'angle ACB, l'arc BG ou FI le
tiers de l'arc AB. Mais il n'appartient pas à la Géométrie élé-
mentaire de donner des moyens de mener,cette droite A 0;
comme on'n'y traite que des propriétés de la ligne droite et du
cercle, ou n'y emploie aussi que la règle et le compas; on verra
d'ailleursdes moyens d'opérer la trisection de l'angle (no 464, 1),

ce qu'on ne peut faire ici que par. tâtonnement.
IV. Décrire un cercle qui passe en deux points donnés B,E

(fig. 53), et qui soit tel, que les angles 0 inscrits soient égaux à
un'angle donné A; c'est ce qu'on appelle décrire sur une droite
BE, un segment capable de l'angle A. La tangente en E fera
aussi l'angle BEK A-=z O(n° 207, 4°-); si donc on mène la
droite KEI telle que l'angle BEKsolt–A, elles sera tangente. La
question est donc réduite à faire

passer en B un cercle tangent
à ICI au point E (n° 189). On élèvera les perpend. CE à KI}
et CG sur le milieu de BEiC sera le centre.



Cette construction 'est- souvent' employée, surtout lorsqu'il
s'agit de former un triangle dans lequel on connaît, entre- autres
choses, un' côté et l'angle, opposécomme dans les questions
suivantes.

V. Décrire un triangle BDE (fig. 54) dont on connaît la
base b, la hauteur h et l'angle A du sommet. Après avoir

tracé BE-=b et sa parallèle DD', à ,la distance HG = le de

BE, on décrira sur B E un segment capable de l'angle donné A,
et les points où, DD' coupera le cercle donneront pour solu-
tions les triangleségaux BDE ,BD'E_.

VI. Sojent trois points B,A,Ç (fig. 3g) tracés sur, une
carte, fixer le lieu d'un quatrième point C', connaissant.les
angles BC.'C et BCA. On décrira sur BÇ}e. segment,capable
de l'angle BC'C, ainsi qu'on-vient de le dire; de même sur BA
le segment capable deBÇ'A: le point Ç sera à l'intersection
des deux circonf. [Foy. 364, VI.) Quànd l'une de ces cire. passe
à la fois par les trois points ABC, selon que: l'autre est ou n'est

pas dans le même cas, le problème est indéterminé ou absurde.
VII. Construire un triangleABC (fig. 46) dont on connaît

la base AB, l'angle opposé Cet le rayon. OFdu cercle inscrit.
Puisque OA-etrOB divisent en deux parties égales les angles
A et B du triangle cherché ABC; dans le triangle AOB,
l'angle 0, supplément de OAF+ OBF, ou de i .( A -+ B ),
estG==2Z) |'(ï^fc-JÎ-)/et
a O,= D C. L'angle Oétant connu, on déteminera le
point O,('probl. V ), puis traçant le cercle ED F, qui touche
AB en. F, lês tangentes, AE BD .achèveront le triangle cherché.

VIII. Étant donnés;, un" triangle A'B"C (fig. 55) .et deux
circonf. construire' Un 'triangle ABC
qui ait' deux sommets -ét 'B sur la grande circonf. et l'autre C
sur la petite, et qui soit

L'angle Payant pour mesure BD, si de A'; comme centre,
et du' rayon AO on décrit l'arc HJ, il sera moitié de BD. On
prendra donc en un lieu quelconque, l'arc B D*– 2.777; les
côtés AB et ^C'passeront par B,et D. De plus, l'angle BCD



étant su.pplément de C, on aura le lieu du sommet C, en dé-
crivante sur la;. corde ;Z?Z> un segment BÇcD. capable de cet
angle 2Pi–^Ç'i5ila',dj-oiteZ)Ç^ donnera lepoipt ^etle triangle
cherché.

-Le^ppinte, donne le triangle aBc, autre- solution du pro-
blème; outre qu'on peut attribuer, la corde BD une infinité-
dé situations., ce/qui donne/autant de solutions doubles..

269/ L'angle B&C jdoiït te sommet A" lest' en un lieu quel-,

conque du plan (Hg. 56 et 5^), a pour mesuré la moitié de la
somme ou de la différence des- arës 'BC, DE compris erctre les:
côtés j selon que le sommet A est au dedans vu au dehors de la
circonférence.. <•'••

Menez EF .parallèle'à DC.i°S\A est situé dans la circonf..
(lig. 56), la mesure de l'angle È'=BAG est-'••

CF).=j{Ba+ DE).. V-,
2°.:Si A est,situé hors du cercle (lig. 5^), la mesure des
l'angle A =: JiE F est.i BF= (CB ED).
; Ainsi ,la mesUre;"del'angle^ est i (a ±b), en faisant à =±.B, C,
b '= DE, .Cette fo'rmule est même générale, car b==.o répond
au 'cas ou le sommet est sur la cirçorif. ,et.è=: a à celui où. il
est au centre. ••

Lignes proportionnelles. Triangles semblables.

2io.,Soient deux droites quelconques AH, ah (fig. 58); si
sur 1'une' on prend des parties égales A B, BC, CD.
et que par les points de division, on mène dès parallèles Aa

Bb Ce. Hh f dans une direction arbitraire, les, parties ab,
bc cd. qu'elles interceptentsur ala, sont égales entre. elles.
Car si l'on mène ai, bl,.cm. parallèles à on aura
des triangles aib, blc, cmd. 'égaux entre eux, à cause deai=bl = cm. ==ABz=BCz=z

Il suit de là, que AB sera contenu dans AH autant de fois

que ab dans ah, d'où = AE EH ae eh.



211. Deux, droites AH et' ah ( fig. 59 sont coupées-èrijparties
proportionnelles par trois 'parallèles quelconques A'&J Ee, Hh,

AE aesavoir, car
EH sont çommensurahles,en portant

la commune mesure sur AH elle sera contenue un nombre
exact EH":on 'dans lé
cas_ci^dessus,_p_arçe que les parallèles à Aa.j .menées par. les
points d^ division, couperont ah en parties.égales.,

2°. Si AE et HE sont .incommensurables, divisons AE$i\
un nombre arbitraire de parties égates, et portons l'une d'-elles

• /• •-«.7 • -i • EH HI -eh hii'-;•• t
!U

HI et Ai peuvent être rendues aussi petites qu'on voudra, en
prenant le nombre'; dje divisions "de ^Ê'.de'. plus .'en-plus grand,
les autres termes -étant -constans dè sorte `que les points
H. et .la., sont' les .limites de,/ et *.< Puisque -termes' des
deux membres décroissent, indéfiniment -'le principe -fônda-

,'l •. a ,•: encore EH e/f: i" •• i .:>

De. la proportiondémontrée, on tire (n° ^3)

AE ae
d'où

AH AE- ÈH
,v • l'An ah an' de en L

_2i% .Une parallèleËB à la base d'un triangle ÏIÀC (fig. 5g)

'coupé lès^côtes en parties proportionnelles, puisque AB = ae,
SC = eti; d'où '•-• -••

f iiË–ËÊl'' A B~.AC.~BC
On peut répéter sur, le triangle a dit sur la.fg. 58.

' Rè'ciproquemèutrjsi l'on à -jrj == -jr^ £^ est parallèle à H'C-r



car si cela n'était pas, iuenant HL parallèle K EB; on auraitAE-ER.-J ,w>v u :.
21 3. Il suit de là que, i°. lorsqu'ontrois

(fig. 5g), pour trouver une quatrième proportionnelle c. -à- d.

,une ligne x, telle qu'on ait on fera un angle quel-

conque BAC; on prendra sur ses "côtés ^£ ==r/»'j
AH = p; puis menant EB et sa parallèle" iffC/i^C sera la

'• 20;, Le! lignes 'quelconques "ÂB AC, ÀD', AE', ÀF

(fig. 6ô) ^partant d'un même' point' A sont coupées en, partie
proportiôianéllés pdr les parallèles BF, bf car en n'ayant égard

» -aÏ>\ AC AD
à

cause desdroites.^ Cet ^D, etc." Réu nissantces proportions qui
ont un rapport commun, il vient

• '3°.- Pour'divisériune. 'droite donnée AF(fig. 6%) en plusieurs
parties égalésjfpar ,ex.' en; cinq,; on mènera une ligne quel-
conque indéfi nieVaF, sur laquelle on portera cinq, fois l'ou-
verture de compas arbitraire "Fe = edz=dc=. puis me-
nant Aa et Eé jon aura.

4°. Pour partager une -liéne, donnée a! 'F (fig.'62) en parties
proportionnelles à celles d'une autre droite donnée af, on tirera

sur laquelle ,on' portera
DG=dc. puis' menant Ad et les parallèles Bb'

on aura les points de division cherchés e d', c'.V. [''•
Sifa-^est l'une des dimensions, d'unefigure, et qu'on veuille

que cette dimension devienne Fa', il faudra changer les parties
.f.e, fd'.u.; en' Fe', Fd' -L'échelle 'd'un' plan étant, par ex.,fa, elle est deyenue Fa' C'est à cette construction que se
rapporte l'art de réduire un plan à une échelle donnée.



214. Deux triangles ABC, A'B'C (Gg. 63) dont les angles sont,
respectivementégaux, sont nomméesSemblables ou Équiangles
les côtés de même dénomination sont appelés Homologues:
Soient A',B B C C; AB est homologue de A'B';
BC de B C yAC de A'C. Les côtés homologues se distinguent
en ce qu'ils sont opposés aux angles égaux.

Deux triangles semblables ont les côtés laomologues propor-
tionnels. En effet, plaçons le triangle A B' C sur' ABC, de
sorte que le côté A'C tombe sur son homologue AC de A
en E; A'B' tombera sur AB de A en D, à cause de A = A.
Mais l'angle AED=C=C; donc DE est parallèle à .BC) et
l'on

AD AE AE BFon A~B AC e P ~ÂC~~BCy en menant
lèle à. AB; et comme BF==DE=B'C, on a enfin

Réciproquement, deux triangles qui ont les côtés] homologues

proportionnels, sont semblables. En effet, si =
prenons AD=A'B',etmenons DE parallèle à BC, nous avons

-jç = et à cause que AD = ^'5', le ler rapport

est commun aux deux proportions; les autres rapports sont
donc égaux, savoir A'C=AE, B'C'= DE. Les triangles
ADE, A'B' C sont égaux, et par conséquent ABC, A'B'C
sontéquiangles.

215., Deux triangles ABC, A'B'C' (fig. 63) qui ont un angle

égal A= A', compris entre des côtés proportionnels • =
sont semblables. Car en appliquant A'C. de A en E, A'B'
tombera en AD et A'B'C en ADE. Or, par hypothèse, on a

-jj2 = -jç-, donc DE est parallèle à BC (n° 212), et les
triangles ABC et ADE ou A'B'C

sont équiangles.
216. Donc (fig. 63), 10.,deux triangles dont les côtés .sont



sont 'semblables. Cela est évident
pour ABÇel (n? i83; 3?.)quant à ABC 'et CJH,
en< prolongeant les côtés A' êt.B' puis menant A'B' parallèle

à rHJ~6Û AB, on a Ir=.'A'j H==B' comme alternes-internes.,

Aihsi:G'^ff étant équianglè:àà 'À ABC. Les'cSiès

parallèles sont homologues.. '•' '• .'• • "> •

2°. J?eUx rtridTigles ABC, A'B'C (lig'' 64)/ ofo;W-feï côtés

respectifs sont. perpendiculaires, sont Semblables;car prolon-
geons les' côtés A'C, B'C jusqu'à leur rencontre en F et E

saec-AC, les anglés C et E sont complémens; ainsi que C et E;
à' causé des triangles rectangles ECG\-EGt doric <?= <?.

On prouve de même que.:1 = A^,B~B'. Les côtés'perpendi-

culaires sont homologues.
30. Les lignes AB', AC-; AD. (fig. 6o)' partant d'un mêhie

point A,, coupent en parties proportionnelles deux parallèles^

quelconques BF, bf;~car les triangles ABC, abc semblables

AC BC. • • AC £D

ainsi l'ona^- = ¥.Ona de même =si les lignes Aa, Eè, H h (fig. 59) sont des parallèles

équidistantes, e
sont les milieux" de AH et ah, et réci-

proquement. De plus, Eeest la. moitié de (Aa-Hh) puis-

qu'en menant AC parallèle,à 'a]i_>&. ligne EB==.lzHC, et

50. C'est sur ces principes qu'est fondée la construction des

Echelles. Après avoir porté un nombre quelconque de'parties

égales parèx.; 5' dé C

en D, on élève par les points dediyision.des.perpend' puis on

porte de même'sur CAj 5 parties égales arbitraires Ca, ac.
par les points à,'c\~e. on mène des parallèles* indéfinies

à CI; enfin', on tire les Transversale^ CB, > 5Fr. Ilsûit'de
celte construction, Ce, Ce. sont |, f_f.v.
de CA\ab, cd, ef. sont de même 5,.J,-f. •.deAB? eb est

ef+fo ou de AB, oû'ehfm |f de CD.

Gn a'dotic ainsi partagé la ligne CD en Î5e?, ce qu'on n'auiait



pu faire autrement d'une manière aussi distincte, vu la peti-
tesse des parties. On peut se servir dé cette échelle pour diviser
une longueur en.parties égales on cherche combien cette lon-
gueur contient de parties de l'échelle, en portant une ouverture
de compas égale sur une des parallèles indéfinies, et observant
qu'elle réponde à des divisions à peu près exactes si, par ex.,
elle 'tombe de'Z; en o, la ligne contient 5°j divisions. Pour cou-
per ho en 9r, on calcule le 9e de §7, .qui est 6, et l'on prend
une longueur, d'autant de parties, de l'échelle que le quotient a
d'unités, ou de six parties.

Cette échelle est surtout employée pour réduire les lignes
d'un dessin dans un rapport donnée on a coutume de former
CD et CA de.çljx parties, et de. numéroter convenablement les
transversales, afin d'en faciliter l'usage. C'est alors une. échelle
de dixmes, (J'roy. fig. 65 bis.)

6". Voici un autre moyen remarquable de sous-diviser une
échelle en fractions très.petites. Si, les longueurs égales AB, CD
(fig. 66) sont partagées, l'une en 5, l'autre en 6 parties égales

aux points- 1, 2, 3. 11, 12 la longueur Aii, que nous
désignerons par a, sera le 5e de AB, a = i AB, et Ci=~ AB.;
d'où ou ba. Donc, les
règles étant appliquées C'en A, D en B, le n° 11 dépassera
le n° 1 de {a, 12 dépassera 2 de fa, r3 de la.
D'après cela, si l'on a trouvé qu'une longueur portée sur l'é-
chelle AH s'étend du point zéro jusqu'en i, elle contient i3 par-
ties-, plus la fraction 'i13, qu'il faut évaluer. On applique la
règle CD (qu'on appelle Vernier ou ISonius du nom des inven-
teurs) en C'D' le long de AB, de manière que C' réponde en i;
examinant la suite des divisions, on en reconnaît deux qui
coïncident, H et 5; aiusi la division 17 dépasse 4 de £ a, j6 dé-
passe 3 def «.• enfin i3 dépasse C ou i de |a = ti3; c'est
la fraction cherchée, et i3 § est la longueur proposée en parties
de l'uuité a."

On a' soin de prendre les divisions serrées, afin que les frac-
tions soient plus petits, et qu'on soit assuré que deux divisions
coïncideront toujours sensiblement.Si-n-i 1 parties de .AB T&-



pondent à n divisions du vernier CD, celui-ci sert à évaluer

le ne d'une division de AB et si la coïncidence est établie à la

Graduation k° du vernier, la fraction est L'entier est donné

par le chiffre de la ligne AB, et la fraction par celui du vernier.

L'échelle de la figure 66 bis a g de ses divisions coupées en 10

sur -le vernier AB, qui donne lès t o" les divisions en coïnci-

dence sont au n° 6 du nopius, et la longueur de o à A est 5;,6.

Le même principe s'applique à la division des arcs de cercle,

'dans les instrumens propres à mesurer les angles. Si l'on a

'divisé (p. 2a5) la circonférenceen 36o parties égales ou degrés

et chaque degré en deux; qu'une alidade mobile autour du

centre porte à son extrémité un vernier dont 3o parties inter-

ceptent 29 de ces demi-degrés ces sous-divisionsdu noniusdépas-

seront de les demi-dègrés, et donnerontainsi, à

la seule inspection des 60°' de degrés ou des minutes. Si le

zéro de l'alidade est d'abord placé.(fig. 9) en a au n° o du cercle,

et si elle est dirigée à un objet A, l'instrument restant ainsi fixé

dans le plan des points C B qu'on fasse glisser l'alidade sur

le limbe pour la diriger 1 l'objet B, le zéro de l'alidade sera

porté sur un point b du cercle, et l'arc ab qui mesure l'angle

proposé ACB sera formé, par ex., de 53 degrés et d'une frac-

tion que le vernier servira à faire estimer en minutes. Il suffira

d'examiner quelle est la division du vernier qui coïncide avec

une de celles du cercle, et de compter son rang à partir de zéro.

'A cet effet, on grave les chiffres des divisions du vernier de 5

en 5; on lit ainsi les degrés sur le cercle et les minutes sur
le vernier.

217. Soit un triangle ABC (fig. 67) rectangle en A si l'on

abaissesur l'hypoténuse BC la perpend. AD, les deux triangles

parties ABD ADC seront semblables entre eux et à ABC.

Car l'angle B est commun aux triangles ABD et ABC; outre

l'angle droi.t en D pour l'un et, en A pour l'autre il suit

;donc de là que l'angle C est,égal à BAD C = et. De même C

est commun aux triangles ADC et ABC,, outre l'angle droit;



:des'

entre

d'où

Car les triangles

3'0. Le carré de est au carré

au
suiti de,

carré de somme des carréss deux autres côtés..`En- équations

on

Désignant par a, b, c les côtés opposés respectivement aux an-

mesurera



La réciproque de cette proposition résultedes deux suit
vantes. On peut, au reste démontrer directement. que si.
^Ca ^d» _|i. DC' (fig. 31), le triangle. ADC est rectangle.;

,car., menons DB perpend. sur CD;, et prenons DBjs?

le triangle DCB est rectangle, et l'on CB' DB? + DÇi

ainsi CB*=AC*, et les deux triangles AGD BCD sont égaux.

Donc,etc. «
218.' Si l'angle A (ng."38) du-triangle ABC est aigu ^en

abaissant la perpend. BD sur ^C, on a deux triangles rec^

tangles CBD ABD qui -donnent
•.

>v

'd'où BC* =:AB* +DQ- AD>, au ==c* + DC> *•
en désignant. par a, b, c les
triangle, et faisant AD x. Or, DC == AÇ rrr AD b..™- «

en substituant il vient
a* = b*+ca 2bx.

à A'BC, tout se passe de même, si ce n'est que.
DC = CA' + A'D =J> + x

d'où
a" = -fc* + c" + 2bx.

Ici x désigne le segment adjacent l'angle A qui est opposé-au

côté a dont on cherche la valeur.

2 19. Ainsi, lorsque les trois côtés d'un triangle sont donnés, il

est bien aisé de,jugerde là nature de chacW'de ses angles;on
égales aux deux petits

côtésiet'c, et l'on mènera BC snivantqUe5Csérà<,>ou=:a,

l'angle opposé au grand côté a sera aigu, obtus ou droit dans

ce dernier cas
BAC serait le'triangle même.

Si. les côtés isont; donnés en nombres-, après en avoir fait les

carrés;a% 6'.et on comparera Je plus grand

deux autres, et, .suivant plus petit ou pjus

grand que cette somme, l'angle dpposé}sera dçoit, aigu.ou obtus.



longueur, de la perpend..2?Z?==fr.
'Car on tire de notre •formule. '.i. ..»Kii.n-,

x devient négatif, lorsque l'angle A auquel se rapporte le seg-

ment x est obtus, comme pour le triângle A'B&j pour lequel
^a»Ç> èa -f-ca.r La. fraction prendre signe ,f- quand; ûs.<£ c,

comme fig.
Le secpnd segmentde ,1a. base, est CI> == jr == £ enfin

la; hauteur est, (*). •>«.• v .v.. -.x, :-i' ;i.,v,,.• •
Toutes ces formules se p'rê^ent aux Tog. Soient- par exemple,

;a=i5o., è=66,c = no; on voit que le triangle est' 'pos-

sible (n° ig3),
ï'5oa ïio* 4^'66i,doncTaBgle 'A 'est obtus; ùiiHrôuvè "'v

i;

220. Si Za. /igra« AC (fig. 68) divise en deux parties égales

l'angle A au sommet. du triangle BAD, les AD
sègnierié BC 'la »àsèV*En

if,f'jusc|ù'à la
;;• •> i-l

parallèle à AC, om j-p,^ -w7, or, l'angle 5^= ABE
1'-i-' z.– h .i».C ni-, v^j. ^u;
==DA'C, de plus E=DAC; donc E=4BE. Le triangle
j > »i •' '< Y'" '•'

221. Les' parties DC (fig. 69) gui ~se

• () On, pent donc tronycr la sarface d'nn triangle dont on connaît les trois
côtes, puisqu'ona sa base b et sa hauteur h. Dans notre ex. numérique, cette

() On e'nonce ordinairement ainsi ce théorème et celuidu n» 'aa4 Les
cordes se coupent en parties réciproquementproportionnelles;iessécantes

sont réciproquementproportionnelles à léurs punies extérieures.'Nous
aVbns préféré lès^nonciàtïons ci-dessns, comme comprises dans une phrasa"'



X
avons les triangles qui sont semblables à cause des
angles (no inscrits au même arc; Com-

parant les côtés homologues, il AD
BE

une ordonnée.
AD.

mens AB, AE = AC dans la
qui précède. puisquef triangle,-rectangle

droite

AB est
mètre BC et le.segment On a donc (Eg.

conférence

sécante AE,.AC (fig. 7.2'\ multipliée par

en menant on les
commun'i

Ainsi on

effet, en menant BD,



car outre 4°-l;.3lnsi

;•) >•(
226. bes' tKébrèmespeuvent être renfermes

en un seul1; car,

soientà'e't'6 les distances mesurées sur ladroite AC (fig. 69/72)
d'un.'pôint A à la circonférence ou AD== "alAC±zb\ soient

de même a'
ou

ÀB =
sous

lequel lès lignes se coupent,

tersection B. et È ^^roSiri'et lorsque1 AligneÀB^i)
ii}bà'ûbh=a%

• I. Mesurer 'la ;(%r .74)ri:Qn.. plante^

verticalement un piquet ou Jalon DE, puis on, dirige un, rayon
visuel DB, au. sommet^ et l'on marque le, point, Cop, il ren-

contre i'norîzon • on,a"-=r?."= -T7. V tout est ict cônni i; excepté

le"4f;terme ÏÏ5;. qu'an détermine parlecaleut
On pratique cetteiopération plascomjupdém.ent.cnse servant.

deslôngueuré^Get CE' de ^ômbl•eq^epr.ojettjentJçsLauteurSj

AB ,D'E' sur l'horizon..VJl• :•5 hi,
IL Mener, AfyD

cette tangente.joignons les centres par

^frayans CD CZ)' nous ayons -7?r== -tt^t- Maïspour une

sécante i^/yeri' mettant CI. et CI. au

aura r= donc,C7 est parallèle a CI
t vOn mènera' donc deux rayons parallèles quelconques CI

CfK-; la. droite />ira couper. GC au point A, par lequel^mer

nant Jàdaugentè l'un des. cercles , eUevle.sera^a^us^i à .l'autre.;

Lo^squéjles cercles .ne se, coupent pas ,ilj la, ane, seconde, spl(i».\

tidh-ien "A nit .»: •»!;



l'Il Par déux'pôints donnês.G et-D -(.fig..73) 'tracer une cir–,
conférence qui touche la droite donnée AB ? Cette droite ne
passe pas entre C et D, puisqu'elle couperait la corde CD :.en,

joignant Ç et D par une droite prolongée en A jusqu'à la ren-
contre avec AB, 41) et flÇ sont .connus et il s'agit de trouver
A,B car. il ne restera ,plus qu'à faire,passer un cercle par trois
points donnés .fi, C,#.(n° 1^7). Or, AB es,t tangente et .^C sé-

trouvera aisément
(q° 222). la entre AÇ et AD.

Le" problème ,a deux solutions, .attendu qu'on peut porter la
lopgueurj AB en sens n° 32g, III, et la fig. i63,,
où A étB .sont les-pointsj donnés et DD' la tangente.

Si la tangenteétait donnée parallèleà la corde, comm'e fïg. 24,
oii À JB sont les points donnés, et TG la tang.; le centre serait
visiblement sur FF' perpend. au milieu de la corde AB,et.le
pied 'F serait le'point de contact. Il 'faudrait- ensuite' tracer le
cercle'qui passé par A, B et F-

IV. Décrire un' cercle, OA'B qui passe par-un point -donné' m.'

(fia. ,7,7), et touche deux droites données D A, BD. Qn a vu
(n° 206) que le centrede ce cercle est sur C25"coùpant par moitié
l'angle iïUB.'TD'aill'eufsiacorde im perpend: sur CD est coupée
en d'pàr lé milieu ainsi on mènera cette perpend.sur CD on
prendra 'om'=s oï et il resterafairepasser-un cercle par i.et.m,
qui touche DB ouDA. .t .
K* Si ïe pointdonné 'est-en'.Asur l'une des droites, le-centre.est

DC'avec AC'perpend, à DA.,
,)(.Qn sait^donc tracer un cercle qui passe par trots.points, ou
par deux pointse'tHèuche une droite ou par un point et touche
d'eux 'droites ,°où enfin un cercle qui touche trois droites don-
nées (n° 206).j t

V. Tracer un cercle BiA (fig. 77) tangent à deux droites

BA',DB!e/'à un cerblé-Km donné: Le.centre' C est sur CD,
quvcoùpe eh' deux-parties égalés • l'angle BDA de ce- 'centré
in'cpnîiu Ctrâçbns urï' cercle. HK G passant par le centrer donné

.Kï'qne eu un point quelconqué
de HKG, le cercle CArti être tangent à "ce. cercle.mobile



Considérons' ceMi-'ci'daiïs sâ, position HA où il touche./?^:)
la tangente X£f.à"l'arc HK est perpendiculaireau rayon/Ci?,,
et par conséquent parallèleà DA. Donc la droite ,LH est
connue, puisqu'elle'est parallèle à DA, et distante de DA de
la quantité donnée Km M Ai- Il faut en dire»autant de L'H^
parallèle .à'PZCAi'nsï lé cercle HKGH' sera facile à'déerrire"
puisqu'ilest tangentaux droites tra'céés.ZJïj L'H'i et liasse enK i ce- cercléKG arlei même centre C que celui qu'on cherche'}
il.-ne-reste donc qu'amener GK etCni sera, le' rayon'demandé.)

Comme, les, parallèles LH>, E'IF' peuvent être menées, dan's
l'angle D, le problème comporte deux solutions, que
la çpupe..£>ni DB..; •;

On trouve, dans le, ae .Supplént/en-t à,, la de

(fig. circonférence
tel queles cordesiflCj CD, menées 'à-deuxppints donnés A,et Q

de cette, un rapport, donné.

on prendra donc le milieu -de l'arc DAB, et t'on partagera
eir 01a corde DB dans le rapport donné;la droiteAO prolongée
donnera- le point C.,-Étant données la corde AÈ =et,lahauteur DÊ=h
d'un segment^^ZJjÈ de cercle (.fig. 22'),. trouver par le
calcul, le rayon DC= y? Le, triangle rectangle ADE donne
AD'y^=iki-hi; mais on tire du n° ainsi,

en égalant ces.deûa valeurs, on trouve r- lh 4- W.' Oniàcoù-

tume de donner le nom de flèche du segment à sa hauteur DE.
Si k ==-3i3 et h == 12 ,.3<2 ,on trouver =, 1000.Cette formule

peut
VIÏI. Par, le .point. B (fig, 78) d'intersection de deux cercles

ait- une longueur
point^.une ligue quel-



conque-tEi*1, et joignons A avec E«, O;F'ei D\ les «triangles
.l'angle E == C, comme, appùyé^sur île même

arc BJ A de mêmejF=;Z?: ainsi 7^ == -j^ .et 'AC est une• -CD, 1 AC\- h;i ,u .-<-ii(.
quatrième -proportionnelle-a EF, Met AE y'on prendra idpnô
FL=sM; on mènera LK parallèle
il ne s'agira plus que de décrire du centrer, avec ceray'ôwAK;

un cercle qui -donnerapar son intersection,; le point'6!)ou C-:

on a ainsi- les deux solutions du problème', qiiij seràït absurde si

l'arc décrit avec le rayon AK était-entièrement- aul debors' du

cercle>^£. <••> '••• uv'< ><-n t

IX. Proposons-nous de'couper
deux parties telles que là plus1 grande B C rs6'it' nitfyèriie 'pro-

portionnelleentre l'autre" partie i^lB 'et 'la ligne' entière AC\

c'est'ce qu'on appelle coùpér'ld ligne Kd' en rndyènnk et extrême

raisôn. La proportion "ÀBL\ 'B'C V. 'WC ï*AC]në 'peut 'fàrre

augmentant chaque antécédent de son conséquent (n°73,i°.),
comme AC= AB + BC, on a

un point B tel, que AC soit moyen proportionnel entre BC et
BC -f- AC; c'est qui aura lieu si'l'on 'construit un cercle
dont ÀC s'oit la tangenteVSC-C1 la sécante entière^ et BÇ

la partie extérieure ( par conséquent AC la partie'interceptée
dans le cercle)'. Élevonsen À la
menons; l'hypoténuse DÇ nous 'ayons' '4 Ca =='CE X 'CE*

== CE ><( CE + CA ) ;'donc' CE est la longueur inéôhnue
qu'on' doit' porter de'-C'en /?'; B sera le point demandeur roy.

en prolongeant la ligne de CD=.CJi. v i? étant de DC, on a

*4C'f=BEi -,EG?



•X. Inscrire un triangle' clef' dans'

c.-à-d.le placer comme D sur lé

côté etc. En supposant/.Wproblème'. résolu, et traçant:par

les points EFB une
circonférence /ainsiîque par AD F, ônWoit

que le segment FOE est capable de l'angle donné B, et le seg-

ment FOI? capable de donc sur:

segmens capables de;2? et, La basj^fl est.donnçp,

et forme-une double corde dans les;deux cercle^ Si donc d. après

le problème Vil
on décrit en la il ne. res-

tera plus'; qu'V
mener,

prolongées en c, et Ion

points D,E, F, puisque BE= be, etc. Comme on peut .mener

la corde ab ;de .deux manière^ le, problème a deux solutipn,s.

228: On nomme 'Poi^gonè toute vfigùrie ^fiCOEF (fig*8i>

term'inëe'paraes droites. Le Quàdrièùtère a

«one 5, ib ,)f Dpdéqa-'

goneiz, 'le' Penédècagone Ï5,'etc: Le' nombre des"anglès;ést

le même que celui des cotés car 'tarit que' .te polygone'n'est pas

fermé,' cbâqu^ côté'qu'on trace fait uiî' angle 'dc'plùs1 et la

figure a
un côté de plus qu'elle n'a d'ariglés; etiffi lé fcoté. -qui

ferme le polygone fait deux angles.

Une Diagonale est une ligne/^0 (Eg. 98)'qui traverse le

polygone d'un angle' à. l'antre. La. diagonale ;AG sépare le

triangle- ABC du- poîygone^^C2> de..» cotés et réduit la

figure à ACDEFde «-^i.côtési Chaque diagonale, menée de, At

sépare de même un
nouveau- triangle, et réduit -le- :polygoniB)'a

avoir un :côté de moins

latère ADEF; la seule diagbnâle:^£ le partage eadeux^fanr

gles. Ainsi il :avait d'abord autant de diagonales que de tr.iài}gles

<.X.»<:

rectangle EFC On et perpendiculaire

l'bypokuse £Fetla ^n^àŒ^ÏÏ, on' dura
leJpoi.it«.C!CUc comtruc-

le:



est de côtés supprimés;mais pour la figure de 4 côtés, une seule
diagonale donne 2 triangles;do-tic le nombre- de diagonales
qu'on peut menerd'un même angle A à tous les autres esPA–3
celui des triangles est ri 2..

Tous les angles- de. Vhexaçpne ABCD.
l'angle ^(fig. 82) est Rentrant {n° 1 5g)..

.229. Pour construire un polygone dont 'toutes les pàrties
soient données, après'avoir pris sururie droite indéfinie (fig. 81),
une longueur Régale à l'un des côtés, on formera
deux angles BAF, ABC égaux à ceua qu'on sait devoir. être
adjacens à AB- püis onprëndra sur BCeVAF les longueursdonnée, et ainsi desuite.

Après avoir ainsi tracé les côtés FA ,AB, BC, CD et DE;
le côté FE, destiné à fermer l'hexagone, est déterminé, ainsi
que les angles E et F. Si donc n désigne le nombre des angles
^Mn polygone, ,2n sera celui des parties .qui le composent, et2n- celui. des quantités qu'il suffit de connaître pour pou-
voir le construire. Il y a donc des relations qui lient entre,elles
ces 2i parties, de sorte qu'on puisse déterminer 2 catés et un
angle, d'après la connaissance des autres parties. Ce problème
de Po/y^wztw/i&we -ne/peut maintenant. être, résolu; mais il est
facile d'assigner la relation qui existe entre les angles. (Voyez
n°364,VI.) '•

'230. Si n est le nombre de côtés et D l'angle droit la somme
des arzgles itttérieurs. est 2D (n 2)-, ou 2 fois autant d'angles
droits que le polygone a de côtés moins deux. Càr menons, d'un
point quelconque, intérieur. 0 (:fig.r8i), lés lignes OA, QB0 Ci elles, formeront autant. de triangles OAB, OBC.
qu'il y a de côtés. La somme de. tous les anglea est donc deux
droits,. répétés autant dé fois ;qu'il ,y, a de.côtés, bu znD.
Mais la somme des. angles en O< Vaut quatre, droits: donc,on a
anD ^D. C'est aussi ce qui résulte de ce que ces angles sont
la somme de ceux des (1t -2) triangles en lesquels le polygone

23&. Les quatre donc quatre



droits.Sicette figuredeuxde ses

on la nomme Trapèze; c'est un Parallélogramme (fig. 83>, si

les quatre côtés sont parallèles deux à deux. On sait d'ailleurs
(n°2oo),que1la diagonale BJJ> partage to.ut parallélogramme

en deux triangles égaux ABD BCD; que les angles opposés,

sont égaux A=. C, /? = JO;que les,côtés, opposés'sont. égaux..

Réciproquement, si AB=f>C et AD^;BC., la figure ABCD.

est un .parallélogramme. Les diagonales AC BB se coupent
mutuellement en deux parties égales; cela resuite, de légalité,

des triangles AOD etB.OC.
Le Rhombe pu Losange est un

parallélogramme (fig. 84) âpP*
les quatre côtés sont égaux. Il est yisibleque liés; diagonales A.C

et BD sont à; angle droit, ,parce que tes quatre tçiangles AQD^

AOB., DOCetBOÇsont égaux, Réciproquement,, si AO–QG,

et DO=OB, la figure ABCD est un parallélogramme, qui de-

vient même un rhombe, lorsque AC et BD sont a angledrpit.
Enfin, si le parallélogramme tAB CD, (fig. 8%) a l'un de ses

angles A droit, l'angle opposé C, qui lui est égal, sera aussi

droit;, il en est de même des autres B ,et D, puisque réunis

ils valent deux droits, et qu'ils sont égaux, la figure a donc

ses quatre angles droits. C'est pour cela qu'on nomme Rectangle
le parallélogramme qui 41 ses angles droits. Les diagonales AC,
BD sontégales.

Si rectangle s'appelle Carr.é; le carré.a donc

les quatre côtés égaux et les, quatre angles droits.

232. L'a somme des angles extérieurs G À.B/HBÇ. (ng.86),

formés en prolongeantdans un même sens les côtés d'un poly-

gone, vaut toujours quatre angles droits. En effet, les angles

extérieurs sont supplémëns des intérieurs adjâceris mais l'angle
AOB est supplément des angles de même
BOC l'est de OBC -f-VCBt etc. donc la somme dés. angles,

en 0 ou quatre droits, est la somme dés' suppléinéns des angles.

ABC, BCD\ du

233.. Les,, polygones, les, angle»,

égaux sont .touche; tous, les,



côtés .d?unvpolygbrie:est appelé Inscrit; le cercle 'est' Circonscrit-

n.'tiii' : l,'
On peut 'toujours 'inscrire' et circonscrire un

Wlignes'^fc)et.JO;
et'dù'p'oint'O 'de 'concours menons OC. hëifiangiïrJtBO=±BÔ'C'

OB est>oiîînîun,
divisé eh deux 'parties égalés :.donc pr'oû'
fera de rnêriië- ifué ÔB=OD'j= ÔC',l etc.' il-i '•'

On voit donc que le; point 0
que les lignes menées dé"cê centré âus.

angles1 sorif.egàW; Qu'elles divisent tés' angles en deux pitiés
égalés^; qu'elles' forment des triangles isoscèles JOB; BOC.
Enfin-que reslfàWglës au '¿entré' &OByBÔC sont' égaux•'.•>••' -'-

ab., Les cora^Jdf5, 5C. !étant
centre O, les perpéndulaires QG, OU sont égales (n° 204)
^.?oiic on <ie'pr't.4u centre 0 avec je' rayon OG une'circbhfé-.
rèriçej elle touchera tous les' côtes du pblyéorie en iëur'niïlieu"G;f. . • ' " • "• •- i •-•'
•

234. Nous. savons donc circonscrire et inscrire des ci rcbxifé-

rences à un polygone régulier donné. Le problème inverse co'n-'
sisteinscrire ou circonscrire un polygone- régulierd'un nombre
de côtés déterminé '& une circtohf. donnée': or, il s'en faut dfr
beaucoup qu'on, sache résoudre.ce problème en général. Nous
allons exposer les cas dans lesquels on peut.en i trouver la solution,

Ayant, no.us, remarquerons que, lorsqu'un polygone est ins-'
cr.it, il est aise d'en circonscrire un d'un même nombre de'

un inscrit
systè.me form,éra lé 'pôly'-

gone circonscrit demandé; car,
sont égaux et isoscèles, parce que leurs.hases AB, BCÏ
(n» 207- hLb-±c.



Ompo'urVaib aussi (Gg.S^)- mener tics
abcde; formerait

;le.p"olygonè demandé :icar IeS côtés 'étant -parallèles, à- céuxFdu
polygone iriicpit;, les angles sont égaux (n° i83/,3?.) :.de plus,

'l'angle) pùisque
l'arc

.et ;0Â,^tfûpe'ilémêiné: angle gOi en deux parties. égales, ainsi
lès trois points 0, B, b sont en ligne droite. Il en est de même de

0, C«t 'c!àë=0,r&et-d:. ;'Oa;a donc éE~M.: i£.= 9£

'C*tte''clouBI'e cbnstr'uetidrî- serait 'assez 'pénible': H est'préfé-
rablë"dè"mertef une"seale de 'ces taiigehtes'à6i'(hg. 87)yde la

décrire
dm rayon Ctoû.pe. cj Wfév.e.nc.e. sur laquelle0n pprteaô autant

si

on mènera du centre .O.les:lignès£.O.£O. puis par fies points
A, B. où elles coupentla circonférence,, on décrira les cordes
ab, sa1.. V/

-235. lâvsomnfe dès angles 'au est
vaut

4D
lorsque le polygone est nombre

de cotes du polygone.
''E'jffi;gl'ê"au'cèn{ré Hù' triangle éqùilatéfal est

v^CêPufafcèaiVé;esti9Jdù'iie'nta^one.régUlier:|ïl> .1C1

.A:
"c Él^umlnil'Wéfe'angle'sa'Ia'ciféonTérencë(n» 23'ô') est2D(/i^2)';

du^^arré^est droit;

D, diï<dê-n. désignant

<\» •%• • i •
inscrit est



rayon-OF (fig.89) car'l'angle FOE est le 6e de.4 idroits, ou
.0=.§.D; les angles égaux E .et F du triangle isoscèle OFE
valent ensemble aD D. ou |JE>: chacun vaut donc §23, et
le 'triangle -OFE a 'ses trois 'angles égaux; d'où ~FE=zQF.

:Si l'on 'joint les angles de deux en deux, oniàuralé triangle
BDF équilatéral inscrit comme EO = EFz=ïè., rayon -R,
ODEFestun rhombe, les diagonales sontà angle droit (u0 23$")-,

et IO = EI = ïR; ainsi =

d'où FD =. R V/3, C'est le côté du triangle équilatéral inscrit.
1 En divisant en,2, 4, 8. parties égales les arps AB, BÇ.
on aura les polygones .inscrits de 12, a4» 48. 3.,X 2B.côtés,

237. Puisque (n°a35) l'angle au centre du carré (fig..85) est
droit, pour inscrire un carré dans, un" cercle ABCD, on m^
nera deux diamètres perpendiculairesÂC, BD, 'et l'on joindra
leurs extrémités. On voit, eweffet; que la figure ABCD à' les

quatre angles droits et les côtés "égaux. On 'a' 1

AD1 DO* + AO> 2\H4 d'où' AL) = R\
Puisque AD = {/z,, on voit'qiue là diagonale du. carré est in-

commensurable, avec son ç&té: • •
On sait donc inscrire les polygones de 4, 8, 16. 2" côtés.

238. Soit AB (fig..go) le.côté;du.décagone régulier inscrit,
l'angle 0 au centre est.§D (n°;235),j les angles égaux, ÇW2?,

OBA réunis valent 2D § D ou D donc chacun.vautf Z>,

c.-à-d. est double de 0. Pour trouver au
rayon AO, divisons l'angle 1! en.. deux .parties égales par la
droite ÇB; ï'aHgle' A'B.€= O=ï=CBO, indique que le triangle
OBC est. isoscèle,: d%ù .OC===CB., Mais le triangle ACB l'est
aussi, à cause de C=±Dz=A; ainsi CB = AB ±z OCK Qf,

moyen proportionnel entre AC et AO; d'ailleurs" COôti.
AÈK.AO donne aussi (n° -227, IX).1,



En divisant le rayçnién moyenne et-extrêmè raison, la plus
grande partie sera le côte- du décagone régulier -inscrit.

ABznBFàornieAF'fouv le-côtédu pentagonerégulierinscrit.

côtés. >Et [cojnme les 'côtés- de l'hexagone et dudécagone.sou-'tendent, des arcs quisontlé'6e et le roe, de la circonférence iCj
la différencè de ces arcs, ou $ C–^C=-^C^eslsoutendu
par le. côté:dit polygone réguïierdë i5 côtés, et de là ceux de

23g. Tels sont les polygones rëguliers.gu'on sait inscrire, et
qu'on peut comprendre dans la formule1 à k 2" a étant l'un
des quatre nombres. 3, 4, 5 et i5, et n zéro, ou un nombre
entier et positif quelconque. Quant aux

autres polygones, onse 'contente/faute de mieux, de diviser, 'en-tâtdnnant, la 'cir-
conférenceen un nombre eb'ùvenàble de parties égales, On ré-
sont aussi le'problème à l'aide du'compas de proportion et du
rapporteur; mais comme ces in'strumens sont eux-mêmes cons-
truits par tâtorinemérit on lié peut Regarder ces procédés
comme géométriques. La division de la circonférence en par-
ties égales est surtout importante pour. foire les instrumens
propres^ la-mesure des. angles. (Voy.la.GeW du Compas,,
par Mascheroni.') Comme la trisection de l'angle compléterait
cette opération (n°;2o$,ïii), onVeït long-temps, mais en

de, quelquesv pro-priétés des quadrilatères inscriptibles au cercle. <

I.,On a,'dàris'le quadrilatère ABCQ. (fig.191), A+.C-^zz
droits,'puisque les angles ^et.C embrassent la circonférence
entière, (:n» 20.7,); de même^+^O 2 droits. Ainsi,. dans
tout quadrilatère inscriptible au cercle, les cingles opposés sont
supplémentaires.- ,. • j
.Réciproquement, si A+,,Cz=B+ ft==2.drw.ts, le quadiri-làtère.^G.G est inscriptible au cercle,. puisque si la circonr



fbfceiïGte, passant.par. AOC, ne, passait gas.cn'. B,, l'angle B ne
serait pas le supplément. de, 0 (,n?, abfl!)->> ,>>.

-Donc ùnipeut toujours^ circonscrire tuif-Vercïeià tëUtweçtangle
les.diamètres.

'inscris, Â-BGD. (fig,.

opposés. Car CK-'qài 'fasse
d'oà: B.GK= OCD\>eri lajoulan^! OC&, aux deux '.membres

or, l'angle BAC BDC (n° 207);
et K CD sont, semblables. De même Vangle ÇPK = CAD, et le

on'si' '•
1.1. V.» .1 .• •' M O.!I"I(:li:i n,.i; 1.•: .>• '•r /CD. ^5- ,5^: ^D ."ï

tâuti^s éq; il

tlu..parallélogràmm,e^ÀBÇD- les, perpendiculaires
(11°. 2i8),

-6(| 11
'<: :.“>, «ii

^5'iL 'Z)'<?;; on 'à

il" ;!bu: somme des carres des

diagonales est ègale_ à la, somme,des carrés des côtes.^lua.^ propo-
sition est d'ailleurs évidente pour un 217, 4°.).

g^ABGDEF.^abàdef
$mtv semblables ik>rsquJ<ïlsr>i>'oh£' -formée; des triangles: fï-. 'et, t,

e6'it'u\ r."tèspeclU>emènt semblables'' et) disposés

tsV>v»i .yc.V^v.\r.v V,
Sur une droite donnée ab, homologue à

tîé&r.ire AB£D>\ntvQn>îer&
qui'nèi p,résentei aucune difficulté



(n° 2i4) puis t semblable à T sur, ac homologue à AC,elc.
n,kp.. Les polygones' semblables ont égaux et les

côtés homologues proportionnels. Car les triangles semblables
Tel t ont l'angle Bz= 6, ainsi que l'angle BCA'=.bca de plus

(no'2i4), -t- = -t- = =-. De même T' et t ont l'angle

ACD = acd d'où l'on voit que l'angle BCD = &«/ en outre,!
AC DC BCr.. • • '

= –7– = On prouverait de même, a l'aide de T et

t", que l'angle CDE=cde, et que -r=.–r- etc.

Réciproquement, si les polygones ont les anglesrespectivement

> ABBC CD ''•
égaux j et si de plus–y = hc = r- etc. les polygones sont

semblables;car B = b, et les côtés qui comprennent ces.an-
gles sont proportionnels,. par hypothèse; d'ôù.il"sùit'(n° 2t5)

sont • ' ''BQ ÀC
que T et sont semblables,1 et de plus,–p- = et l'angle

jBC^f = bca. Retranchant ces angles de BCPzszbcd,' il' reste

i> •V'V>VK- '= •'•' j 'i; •' •• •• •'BC" ,,CD,l'angle ALL) = aca; et comme on suppose
que -7–==

AC >crr-r
ou a = r- a cause, du rapport commun ce trdl

prouve que T^.est semblable à t' et ainsi de suite.
i°. Les polygones réguliers d'un même nombre de côtés sont

des figures semblables, puisque leurs angles sont respectivement
égaux, ainsi que leurs côtés (n° 233).

2°. Si après avoir conduit les diagonales d_es angles A1 et a

(fig. g4), on a des triangles semblables chacun à'châcinij les'an-
gles sont égaux, et les côtés homologues proportionnels': donc'
si l'on mène les diagonales d'un autre angle tel que E, 'e, les
nouveaux 'triangles js.

3°..Donc
(fig. ç)4) sont

savoir-

'BE <CD'
!:r- "'y rf*y*V3&><#te-



4°. Soient deux polygones semblablesABC. abc. (fig. g4)
si l'on prend deux côtés homologues quelconques ED, et ed, et
si, de leurs extrémités, on mène les diagonales à tous les autres
angles; on formera des triangles respectivement semblables,

EDF à edf EDA à eda EBD à ebd etc. car les angles
des. polygones sont égaux, et les diagonales homologues' sont
proportionnellesaux côtés.

5°. Lever un plan n'est autre chose que construire des poly-

gones semblables à ceux que forment, sur le terrain., les
droites qui joignent des. points dont la situation respective
est connue. Pour. cela on mesure sur le terrain.un nombre
sufrsant. de parties;, puis on décrit ensuite, sur le papier
(n° 21 4..») d'autres triangles semblables à ceux qui com-
posent les polygones dont il s'agit.

243- Si,.dans deux polygones semblables (Hg. g4), on mène
deux droites GH gh., placées' semblablement, c.-à-d.' cou-
pant lès côtés BC-, bc en parties proportionnelles, ainsi que
FE elfe, les longueurs GH,- gh seront dans les rapports des c6-

tés'ybu –7- = 7– et feront des angles égaux avec·ces c6tés. En

effet soit pris sur BC et bc des points H et h, tels qu'on ait

hce seront semblables (n° 2i5) puisque, l'angle HCE = hce. Il
EH HC' BC

s'ensuit queTangle EHC = ehc et -j~-

Maintenant, en considérant les polygones semblables
ÂBHEF, âbhef, si les,points G et g coupent les côtés FE et fe
proportionnellement, la ligne GH jouira de la même propriété

que HÈ. Donc. etc
244. D'un point quelconque 0 (fig. 95), pris dans l'intérieur

du polygone .ABC. menons des lignes OA, OB: aux som-

mèts ~AB C\ prenons sur ces lignes des longueursqui leur soient

d'Il.' OA OB _OC__
proportion. c-a-d. telles, qu on ait .= –j-- '•'•



Les triangles OAB Oab, seront semblables, "et AB parallèle àr
ab. En raisonnant de même pour OBÇ, Obc,' etc.i on verra,
que .les polygones ABC. abc. ont les .'côtés, parallèles et
proportionnels, et par conséquent sont semblables..

De même, sur les lignes Oh, O,q 'si l'on prend des parties
OK, Ok. proportionnelles aux côtés ae.y ÀE, puis OF, o/pro,-i
portionnelles à ab, AB etc., les polygones KFG. kfgl.
seront semblables, comme formés de triangles OKI, Oki,
QKF, okf. respectivement semblables.

2/j5. Les périmètre des polygonés semblables sont comme
leurs lignes homologues; car (fig..g3) ona
AB BC CD X'

ab .bcbc ça
x

En appliquantceci aux polygones réguliersd'un même riômlifè

que les triangles OBI, Obi sont semblables, .commeiayànt.lès
angles au centre égaux (n° 235); ainsi, lès périmètres despoly*s
gones. réguliers semblables sont entre eux comme 'lesrayons. des
cercles inscrits et circonscrits.

246. Lâ circonférence, est la limiti~dés polygojies-règuliers
inscrits et circonscrits (n° 1 13). Chaque côté AB (fig. 97 ) d'un
polygone régulier étant plus court que l'arc ACB qu'il soutend,>
on voit que la circonférence rectifiée est plus longue que le pé^
rimètre de tout polygone inscrit. De plus, prenant C au milieu
de l'arc BCA on a la corde AB < AC- CB, ce qui fait voir
qu'en doublant le nombre des côtés d'un pôlygone inscrit, le
périmètre appnpphe^de-.plus en

D'un autre' .côté, l'arc CAL < CE + EL (n° i6o) fait voir
que le périmètre de tout polygone circonscrit est pius"g^âiui'§ue



la circonférence; la tangente AK est demi-côte *i polygone

circonscrit d'un nombre double de côtés (-n-); comme

KA, perpendiculaire a AO,le l'oblique KE on a.

AK + en doublant le nombre

gone circonscrit lé périmètre approche donc davantage de la

longueur de la circonfér. sans 'cesser d'être plus grand qu elle.
htp étant les périmètres de polygones réguhers semblables

l'un inscrit, l'autre cirèonscrit, et R et r les rayons 0 C OI des

cercles inscrits,
on a | = $ etP-p^).

Or, P diminue en s'approchant de la circonférence LCB

Sest constant, et R rou CI décroît indéfiniment lorsqu'on

double successivenientles nombres de côtés de polygones P et p

(n° 205) ce qui prouve que la différence P -p entre leurs pé-

rimètres approche autant qu'on veut de zéro c.-a-d que ces
périmètres approchent indéfiniment de la circonférence, qui

est toujours comprise entre eu,, et qui ne leur est jamais ri-

.goureusementégale donc, etc.

Ml- Les circonfirences sont entre elles comme leurs rayons
oulLsdiamèt™. En effet (fig,96). désignons par C et c les

circonférences dont les rayons sont5O =R, b O = r-)PaPetP

deux polygones réguliers inscrits' ABC. abc semblables,.

enfin par:Z et a la différence,entrechaque perm, re^
conférence circonscrite, ou C–F–£>,c p On.en tire

p Rc z c z._c i.
or R, 'C,\r etcrestenfconstans, Z et avarient avec le nombre

des côtés et peuvent devenir' aussi petits qu'on voudra;, donc

(nO "i 13) Cc.

C_K^
• ,•'

'ïï~=^'ou> c~~ r 2r''
248;-Trouver une ligne droite d'un

redonné, c^ rectifier cette courbe. Concevons deuX

li^raférençesC,s de rayons R, r nous ayons = -i eba.



que circonférence contient donc son diamètre le même nombre

de.fois, que.nous désignerons par Si l'on connaissait ce quo-

tient constante, on aurait donc

circonférence R = vnR.

Il restedéterminer le,rapport constant de toute çirconfé-

rence à son diamètre Soit AB (fig. 4-,)-le demi-côté d'un poly-

sone régulier, C le centre
sur AC prolongé, prenons CD=.CB, le

triangle isoscéle BCD
CI perpendiculaire sur.BD et FI sur AD, en donnent les mi-

lieux 1 et ^Puisque /F; = B .A, -et D = \BCA f:JF est le

demi-côté d'un polygone régulier de même périmètre que le pré-

mier, et dont 'le nombre des côtés est double. j_
Cela posé, étant donnés les rayons BC= R, 4C = des

cercles circonscrits et inscrits au
i« polygone cherchons

//) = «', FI>'= r, rayonsdu il. Comme Fe^tle rmheu.de

DA df~ i (DC+CA) i°. dans le triangle rectangle CID,

DP DF X DC; et comme PC = BC =-R on a enfin

r.
_i/R.+ r) ,jR' = v/ \Rr'V Des quatre rayons r,R,r R

chacun des_derniers se déduit des deux qui le précèdent. Un

nouveau polygone de même périmètre, et qui a deux..fois' plus

de côtés que le a ses rayons r", R" liés à r',R' par les mêmes

é4u., etc. On formera donc, par ces calculs une série in-

dont chaque v est moyen par différence y et cliaque R ^moyen

par quotient, entre les deux termes, qulprècedent. Or, nos.equ.

prouvent que r'> et c.-à-d..que les r vont en:crois-

sant et les R en diminuant de plus, en plus; et comme le.rayon
d'un cercle inscrit es^ toujours" moindre que celui d'un'cercle

circonscrit,, ou r < »V il est clair que les r et les R tendent sans

cesse vers l'égalité. Ainsi en calculant de proche en proche

les termes successifs de notre série, nous obtiendrons les rayons

des cercles inscrits ët!circonscritsà une suite de polygones iso-
pèr'ùnèireê, dont la limite' est, la circonférence de même contour:
on arrivera bientôt à des valeurs de ces rayons r et B, dont



les. premiers chiffres décimaux seront les mêmes. Cette partie
commune appartiendra,aussi au .rayon a. de la circonférence

limite, qui =25r«; divisant cette drconférence.pàr 2^ on aurale nombre
a- •••Par ex., le côté de l'hexagone inscrit

est i le périmètre 6;
donc R == r= l/(ÙB^IB>),fig. 97, ou r~ on en tire
successivement les résultats suivans

r = °>866oi5 0,949469 0,954588 | 0,954908
R != i.oooooo 0,957662 o,955ioo o,95494or' = o,"933oi3 ô,953566- 0,954844*10,954924
^=o,9659â5 o,9556io "0,95497a I 0,954932; etc.

Dès qu'on atteint un rayon commun a = 0,954929, ce seracelui déjà circonférence isopérimètre,ou = 6, savoir, a* = 6
do,nc "= 3,i.4ï59.On'peut obtenir ainsi telle approximation
:qu'on voudra. Au reste, nous

exposerons des procédés plus ex-péditifs(n»5 3ao, 59i)." On obtient

t "= 3.'4'59 3S535 89793 a3846 26433 83î79(log. «•=,0,49714.98706 94i33 85435 12682 88291.

.'Si dans l'équ. cire. R éi 2.kR, fait iî^ > >et== il vient
cire. *•; et cire; = w donc le rapport constant de toute

(p Le calculées It est assez rapide par log. on peut encore l'abréger. Soit^la.v.lenrde ^et A + a celle de R; l'extraction de la racine (p. ,94) donne

lorsque les nombres r cVR ont âne partie cbmhmne A qui Ve'tendlaire moitié de leurs chlffi.eèj ainsi qne.ce,a arrive au résultat
«•ne pent avoir autah't de chiffres

que A, d'où !< j'en prenant le Se, notre

3e terme se trouvant < I, est négligeable dans Tto des décimales conser,
vées j savoir, R'^A+ a-,

ou R> =I y + R). bonci^est, ainsi qne/>,

un m,oyen par différence entre les deux termes qui précèdent, dès qo'on estarrivé'a à des résultats dont la partie communeest au moins la moi tié des chiffres.



circonférence à son diamètre exprime aussi la circonf. dont
le diamètre est un, et la demi-circonf. qui a un pour rayon.

Si on limite la valeur à w 3,142, on trouve qu'on peut
poser 7 = 3 y. Ce résultat très simple; dû à Archimède,

est adopté dans les arts. Adrien Métius, en prenant 3, i4ï5g3,
a trouvé a- = ffj nombre remarquable en ce que les termes
sont formés des trois premiers impairs, répétés i fois: 113,355.
Ce résultat ayant 6 décimales exactes, ne produit pas une
erreur d'un centimètre sur une cire. de 18000 mètres de rayon
( 1 ligne sur 4000 toises de rayon ).

Voici une rectification graphique approchée de la circonf.
On a prouvé'( h°' 236,237) que,le côté du carré inscrit est
R^/z que celui du triangle équilatéral est /î^/3 :.la somme
est-R ( 1/2.4-, V-3 ) ou R X 3^4% 7- • • •> égale, à. un. demi-
centième près, à la demi-circonf.. rectifiéé. Ainsi., après avoir
inscrit an cercle. proposé par les procédés connus,.un carré.et
un triangle équilatéral, on ajoutera le côté dé l'un au côté de
l'autre, et l'on aura, à très peu près, une droite égale à la demi-
circonférence.

Lorsque la circonf..C est donnée, et qu'on demande sori dia-
mètreZ), de Ç=wZ?, on tire

L'arc ACB (fig. 97) étant le rilme de la.circonf. ou l'angle 0 le
niime de 4 droits, son nombre de degrés, on a la proportion
1800 vit a la longueur z de l'arc ACB; donc

z= –g- =.

II." DES SURFACES.

,4ires des Polygones et du Cercle.

249. Une Aire est l'étendue comprise entre les lignes qui ter-
minent une figure fermée. Les airesÉquivalentes sontcelles qui



sont d'égale étendue, sans qu'elles puissent coïncider par la
superposition. ,

4

Deux rectanglesAEFD, aefd (fig. 98) sont égaux lorsqueleurs
(bases sont égales et que leurs hauteurs le sont aussi,ou ADz=ad
etAE = ae on voit'en effet' qu'on peut faire coïncider l'unede ces figures avec l'autre. ;Mais si l'on compare le parallélo-
gramme ABCD au rectangle AEFD on les trouvera simple-

ment équivalens, parce que le triang\e:AEB-=zDFC- •
Les parallélogrammes' ABCD abcdj qui ont des bases égales

et des hauteurs égales sont èquivalens puisqu'ils équivalent
'aux rectangles égaux ADFE ,adfe. •:
Soit un triangle ABC ( fig.- 107 ) • menons CD et BD paral-

lèles à AB èfAC; les deux triangles ACB, BCD sont égaux
ainsi, .tout': triangle .est la '.moitié d'un pârallélograriame de
même base et de même hauteur. De sorte que tous les triangles

AEB, AFB. qui ont même base AB et leurs
sommets sur CF parallèle à AB sont égaux..

25o. Comparons maintenant deux parallélogrammes quel-
conques.

l°. Les rectangles de même base sont comme les hauteurs.
En effet, si les deux rectangles ABCD = R, abcd = r ( fig: 99)
ont les bases AB et ab égales, et que les hauteurs AD = H
et ad h soient commensurables, il y aura une longueur ax
contenue m fois dans H et n fois dans A, et l'on aura (n° i56)

j-= En menant par les points de division #, x, y, y

dès parallèles aux bases, les rectangles R et seront partagés,
l'un en m., l'autre en n rectangles égaux, et l'on aura

Si les hauteurs sont incommensurables, partageons de même
AD en parties égales Ax', x1/. et portons l'une sur ad en
xa xy soit le point de division le plus voisin de d; en

menant il parallèle à de = à cause de la cominensu-



rabilité ou R =* g + J; donc on a = £,puisque dl

et id sont aussi petits qu'on veut, et que r, R, la, Z/sont cons-tans(n° n3)..
2°. Les rectangles sont entre eux comme les 'produits des

bases par les hauteurs. Car ( Eg. 100) soient (les, rectangles

AC, ac dont les bases sont AB = B ah = b portons l'une

de ces figures sur l'autre, en faisant coïncider l'un de leurs
angles droits, ce qui déterminera les rectangles AK = r, et
AH–R', de même hauteur AI; R' ayant même base^^ que
le rectangle AC = R, et même hauteur AI que r, ondonc.

3°. Les mêmes théorèmes ont également lieu pour les paral-
lélogrammes, puisqu'ils sont équivalens aux rectanglesde même

base et de même hàuteur. Donc les parallélogrammessont entre

eux comme les produits des bases par les hauteurs.

25 1. Mesurer une aire, c'est chercher le nombre de fois

qu'elle contient une autre aire donnée. Prenons pour unité de

surface, le rectangle abcd, pour mesurer le rectangle ABCI)

( fig. 161 ); puisque == X -r",
on portera la base ab sur

AB afin.de savoir combien l'une est contenue' dans l'autre;,on

.en dira autant des hauteursad AD ensuite on inultipliera ces
.nombresde fois;.puisque 3 X 4– t2.; R contient ici 12 fois r.

Comme les,bases et les hauteurs. pourraient; ne. pas se conte-
nir exactement, or. dit plus généralement que ;la. mesure. d'une

;aire ABCDÇiig. 100) est son, rapport avec.unetautre_a&ûf

-prise pour unité, ( n01 36 7 1 ) cette mesure est le, produit du

rapport b des bases par celui "des hauteurs.. IDen est. de

même de tout parallélogramme.D'où il résulte que si l re'pré-

sente le nombre abstrait tXt> l'aire du parallélogrammeest

l fois celui qui est l'unité de surface.



Si l'on prend pour unité d'aire le carré abcd ( fig. 100 ) dont
le côté est l'unité linéaire on 'a b = h= i d'où R BH.
BH est le produit abstraitdesnombresd'uni téslinéaires conten us
dans B et H; soit encore ce produit BH = l, l'équ. revient à
R = l fois le carré pris pour unité d'aire. Ainsi l'airé d'uzz
parallélogramme est le produit des nombres de fois que l'unité
linéaire est côntenue dans sa base et dans sa Iaauteur, ce qu'on
exprime d'une manière abrcgée,qupiqueincorrecte, en disant que

l'aired'unparallèlogrammeest le produit de sabase par sahauteur.
La mesure de l'aire ABCD (fig. 85) du rectangle qui a ses

côtés égaux est BCX BC; l'aire du carré est donc la seconde
puissance de son côté. C'est pour cela que les mots carré et se-.

conde puissance sont regardés comme synonymes.
252. Tout ce qui a été dit précédemment du produit des li-

gnes, évaluées en nombres doit se dire aussi des rectangles qui
ont leurs côtés pour facteurs. Par ex., la proposition (n° 225)
peut s'énoncer ainsi Le ,carré construit sur la tangente ést égal

au rectangle qui a pour base la sécante entière et pour hau-
teùr sa partie extérieure; et ainsi des autres.

Le caractère essentiel des démonstrations géométriques est
de réunir la rigueur du raisonnement à une clarté comparable
à celle des axiomes. On ne doit jamais y perdre de vue les ob-
jets comparés ainsi ces théorèmes n'ayant été obtenus que par
des calculs fondés sur la théorie des lignes proportionnelles,

nous donnerons ici une démonstration directe des trois propo-
sitions fondamentales,1 relatives au rapport des aires. Les autres
en dérivent ensuite sans effort, ainsi qu'on peut s'en convaincre

en les reprenant tour à tour.
253. I. Construisons (fig. 102) sur la ligne AC=AB-BC

les carrés AF et AI il est visible que l'aire AI=AF+FI
+ EH + CF, ou =AF + Ff+2CF, parce que les. rec-
tangles EH et CF sont égaux. Comme A F est le carré de AB

FI celui de BC onretrouve ainsi la proposition

• (a -j- by •= a" -f- zab+ b',

et b étant des lignes, et a', ba, ab des aires.



PareillementAF=AI+F.I–-îEI à cause deBÏ>=BI–FI
et de E/=:BI on. retrouve donc aussi

254 II. Soit un triangle AB C (fig. iq4) rectangle.en dé-
crivons des carrés sur ses trois .côtés; puis me-
nons les obliques ÀF, BE et la perpendiculaire^^sur l'hyT
poténuse BC. Les triangles ACF, BCE sont égaux; car leurs
angles en CI se composent dé l'angle commun B CA, plus d'un
angle droit BCF ou ACE) d'ailleurs, lés côtés adjacens sont
BC = CF,- AC= CE côtés' des carrés. Mais ces triangles
sont les moitiés'des rectangles CL, AÈ, puisque les basés com-
munes sont 'CF, EC. et qué-les sommets A et B sont sur les
bases apposées DL, BI ; donc rectangle CL )=AE. On prouve
de même que rectangle BL = BG, et ajoütant ces équations
BF= AE -f- BG, ou '0-' == b* c'; c.-à-d. que le quarré cons-
truit sur l'hypoténuse est égal à la sonaine des sarrés construits
sur les côtés de l'angle droit (comme no_2i7, 4°-)-

Les rectangles CL et BF de même hauteur sont entre eux

comme les bases DC et BC: ainsi
CL^CI gg

on a
encore '

Ces propositions reviennent a'celles du ? 2 i'j, d°. et 3".
III. Si le triangle AB C n'est pas rectangle (fig. to3), et que

l'angle A soit aigu faites la même construction que ci-dessus, et
•abaissez BK,CM pei-pend. sur les côtés opposés. Le même rai-
sonnement prouvera que les trianglesÀ'CF, B CE sont égaux,
ainsi que les rectangles CL, CK, doubles de.
celles des triangles. Ainsi, = CK
rectangle BL=BM=BG –AM/Ôt, lès triangles 'rectangles.
BAI, AOC sont semblables, à cause des deux côtés perpen-
diculaires qui comprennent un angle égal (n° itfi:,Q":)\ d'où
AI AO :AB VAC) et Alx rectangle
AK– A M. Ajoutant donc les rectang. CL et EL, il vient



BF.= AE + BG ?AK ou n1 = h* -f- e" ib X Al
(comme n° 2i 8). ••>•••'.»

Si l'angle /L4C est obtus (fig. ip5) la même construction
donne encore le triangle BCE= CAF, d'où
rectang. CL CK. == ^£ + ^K on trouve de même
BL=BG + AK; ajoutant, il vient BF^AE-BG'iAK,
'ou a"= b' + c' -j-zbxAJ (comme n° 218).

255. Le côté du carré équivalent à un parallélogramme est
moyen proportionnel entre sa base et sa hauteur. Car soient B
la base, H la hauteur d'un parallélogramme, et ar le côté du
carré équivalent, on a.*V= BH. D'après cela ,,pour carrer un
parallélogramme ou en avoir la quadrature,(n° 251), portez-,en
la base et la hauteur (fig. 6';) de B en C, et de B en D, sur une
droite-, puis, du diamètre BC, décrivez une demi-circouférence
BAC, qui coupera en A la perpendiculaireJ)A menée, en J>

sur BC: la corde B A sera le côté du carré cherché (n° 223).
Si la figure donnéé est te rectangle CZr( fig- io4) en prenant
BC = DL, on a le" carré CI = rect. CL.

256. L'aire du triangle est la moitié du produit de sa buse B
par' sa' hauteurH ou.–^HB, d'après ce qu'on a dit (n° 249).

1°. Le carré équivalent à un triangle donné est x* ='•£ BH

on a donc la- quadrature d'un triangles, en cherchant une
moyenne proportionnelle entre la hauteur et la moitié de la
base, c.-à-d. en,prenant (Eg. 104) BD égal à la:moitié de la
base, et BCk la hauteur, et achevant la constructioncomme
ci-dessus; BG est équivalent au triangle proposé.

sont entre eux comme leurs bases AF,.IC."
Pour couper par une ligne B-F.ua .triangle ABC en deux par-

ties qui aient entre elles un rapport donné il suffit de partager
(n" 21 3, 4°0 la base AC en deux segmens AF,FC qui soient
dans ce rapport, et de tirer BF.

257. Soit un polygone ABDE.(ûg..io8); menons AD et sa
parallèle BC, qui rencontre en .C le>.côté"£Z? prolongé; enfin,
tirons A.C.. Le.triangle ABD peut être remplacé par ACD, qui



tui estéquivalent;ainsi l'hexagone ABDEFG est équivalent au
pentagone ACEFG.

En appliquantde nouveaucette construction à ce pentagone,

on le,changera en un quadrilatère, puis en un triangle,et en-
fin, si l'on veut, en un carré. On sait donc réduire tout poly-
gone à un triangle ou à un carré équivalent. "

258. L'aire d'un polygone s'obtient en le décomposant en
triangles et cherchant l'aire de chacun. Si le polygone est
régulier comme ABCD (fig. 87), l'aire est éaale au périmètre,,
multipliépar la moitié du rayon OG du cercle inscrit, qu'on'
nomme Apothème. Car n étant le nombre des côtés, on prendra
n fois l'aire AOB d'un des triangles au centre, savoir,

*riXAB><iOG = périmètie X \OG..
259. L'aire' du trapèze AHah (fig. 59) est le produit de sa

hauteur par la moitié de la somme de se.s bases parallèles, ou
par la ligne menée à distance égale de chacune. En effet,
menons AC parallèle à ah puisEe par le milieu de AH et ah
Ee sera parallèle à Hh (n° 2t6, 4°0- Or, l'aire du parallélo-
gramme ACha est le produit de sa hauteur par Ch ou Be celle
du triangle ARC est le produit de cette même hauteur par
^HC ou EB; ainsi l'aire AHhà est le. produit de la hauteur
communepar Ee,ou par hC-{HC, ou enfin par ~(Aa-Hh;)
{Voyez, pour l'aire du quadrilatère, n°s3i8, V; et 364, VI.)

260. L'aire (fig. 87) du trapèze ABba =•£ Gg X [AB + ab).
En multipliant AB et ab par le nombre des côtés des poly-
gones réguliers ABCD. abcd. on obtient leurs périmètres
P et p. Ainsi, la différence de leurs aires est =.^Gg(P p).
Comme Gg tend sans cesse vers'zéro, lorsqu'on fait croître le

nombre des côtés, et que £(P -j-p) approche de plus en plus de
la circonférence, cette différence peut être rendue aussi petite'
qu'on veut. Ainsi, l'aire du cercle est la limite des aires des
polygones réguliers inscrits-et circonscrits (n",ii3).

L'aire C d'un cercle de rayon R est leproduit. de la moitié du
rayon par sa circonférence,, ou du carré du rayon par le rap-
port or de La circonférenceau diamètre. ~En effet, -soient' a. l'exéès



de Paire du polygone circonscrit sur celle du: cercle p la cir-
conf., et /3 l'excès du périmètre du polygone sur la circonf. l'aire
de Ce polygone, ou C +• a. est donc (n° 258) = ^R(p 0).
Comme les variables « et décroissent indéfiniment (*),. on-
comparera les termes constans (n° 1 1 3.) et: l'on aura, à cause'
dep=27rlt (n°248),

cercle C {pR ="circonf. X {R = *R\

Soit D le diamètre, ont a cercle = i sr Z)? ou à peu près

Lorsque l'aire Cdu cercle est donnée,'le rayon

Un rectangle qui a pour base la demi-circonférence rec-
tifiée, et pour hauteur le rayon, est égal au cercle; on a ainsi
la solution approchée du fameux problème de la quadrature
du cercle. Pour le résoudre rigoureusement ce qui est à peu
près inutile, il faudrait trouver la saléur exacte de ir.

261. L'aire du secteur AOBI. (fig. 109) est le- produit de la'
moitié du rayoza AO par l'arc AIB. En effet, on a (n° 168)

La longueur de l'arc AIB est cbnnue ( page 279 ) ainsi

(*) Observons qu'on aurait été conduit au même résnltat, si, raisonnant
d'une manière analogne, mais inexacte, on eût négligé les termes qui
doivent disparaître ensuite c'est ce qui arrive dans la méthode des infiniment
petits, où l'on considère la circonférence comme un polygone régulier d'une
infinité de côtés car alors Ç est l'aire de ce polygone,, et.p, le périmètre, et
l'on trouve C= Ce.proeédépourrait donc être regardé comme parfai-

tement rigoureux si l'on s'assuraità priori que les termes ainsi négligés sont
infiniment petits. 'Consultez- h" ce sujet; les Réflexions sur la Métaphyr
sique du Calcul, infinitésimal, pàr. Carnot.



l'arc AIB étant le nUm> de la circonf., et « son nombre de
degrés.

L'aire du segment ALBI est égale à celle du secteur, moins
le triangle AOÈL (n° 364 > "VII).

Aux arcs semblables et concentriques ABD, abd (figi i4?)>
circonscrivons des portions de polygones. réguliers le système
de ces trapèzes formera une aire dont la limite sera ADBabd. Il
est aisé d'en conclure que l'aire ABDab'd comprise entre deux

arcs concentriques est égale au produit de la distance Aa entre
ces arcs, multipliée par la moitié de leur somme ou par l'arc
a'b'd' décrit à distance égale de l'un et de l'autre (n° 25g).

On peut toujours évaluer par approximation une aire Cur-
viligne, en la considérant comme un polygone dont les cotés sont
fortpetits,'et la décomposant' en .triangles ou en trapèzes. Par
ex. traçons dans l'aire aADd (Gg. ,138) .les parallèles équidis-
tantes Aa, iI, bB, kK. dD; que nous.. désignerons; par
p'p" p ("Vet menons une perpend. quelconquedd1 sur Aa

l'aire sera ainsi coupée en trapèzes, dont les aires sont
i (p' f Kp" +/>")* •••étant la distance-de deux paral-
lèles. La somme est aADd= k dp' + p" +.pm +.2 pC»)-);

ainsi l'aire, curviligne est le produit de la distance,k entre les
parallèles, par leur somme diminuée de la, moitié des deux
extrêmes.

Copiparaispn, des Surfaces.
262. Comparons les aires des polygones semblables.

I. Les aires. de deux triangles semblables ABC, abc (fig. no)
sont comme les carrés de leurs côtés homologues. Car la simili-

tilde donne 7- «mais les perpendiculaires BD et bd aux

bases AC ac, forment les triangles semblables ABD,' abd,
AB BD AC BDfA.

âuab bd -ac bd



théorème;243 ). Multipliant les deux membres par -z-j,
on a

,.11.. Les. aires de deux, polygones semblables ABCD abcd

sont comme les carrés de leurs lignes homologues (fig. g3). Car

la similitude des triangles ABC, abc (n° 241 ) donne la pro-
T AB> T AC* AB*

portion = on il de même y = = etc.

réunissant ces; rapports égaux, il yient

Concluons de là que, l'on construit trois poly-

et P (fig. semblables, de figuresquelconques;
dont-les côtés homologues soient .ceux d'un triangle.rectangle

ABC, on

or,' Cette proposition
étend celle du carré de l'hypoténuse 2°.) à tous les po-

lygones semblables; de sorte qu'on peut aisémentconstruire une
figure égale autres, ouleur somme,

ou à la somme de tant d'autres qu'on pourvu qu'elles
soient toutes semblables.

2°. Les réguliers d'un'même nombre de
côtés sont comme les carrés des rayons des cercles inscrits etcirconscrits..

3°. Les cercles C,sont rayons
R r ou de leurs diamètres car soient. excès des
aires des c;
C +, a, c seront les aires des polygones



Cela résulterait aussi de ce que C = TtR' c = 7rr\
4°- Le cercle qui a pour diamètre l'hypoténuse d'un triangle

rectangle} est donc égal à la somme de ceux qui ont pour dia-.
mètres les côtés de l'angle droit; de sorte qu'il est facile de for-
mer un cercle égal à la somme ou a la différence de tant de
cercles qu'on voudra.

264. Deux triangles ABC abc (fig. 1 10), qui ont un angle
égal A a, sont enti-e eux comme les rectangles des c6tés qui
comprennent cet angle. En effet, les perpendiculaires BD, bd

sur'leurs bases 1 » ABC BD$<~AC

triangles semblables ÂBD abd donnent -p-r = •

donc.

On peut, à l'aide de ce théorème, résoudre les questions
suivantes:

112) eh- trois parties égales,

par des droites FD, FE qui se joignent en un point donné F sur
la base AC. Divisons la base en trois également aux points
Het I comme le triangle CBIest le tiers de CBA (n° 256, 2°.),

l'aire inconnue CDF^CBI.Ot on
gf ==^|^

donc CD X CF!= CBX CI, ou CI ,çe qui prouve

(n° 212) que i?/est parallèle à BF, et que, par conséquent,
il faut mener'BF, puis ses paèallèles HE\DI, ci enfin DF; FE.

II. La même'COTisti'uctiôp sert à diviser l'aire ABC (fig. ii3)
par des lignes FE, FE', FD', RD

il:faut coupepilà' base -ySfCeni autant de parties égales. On sait
;donc diviser rKéritage-tFiangulaire^^C, en parts égales, par
des sentiers qui aboutissent à un puits commun F.

III. Décrire un triangle EIK qui soit équivalent h. ABC

(fig. rt4), dont la base soit El et le sommet situé en un point K



de la ligne, ,donnée' NK ? Supposons d'abord que les 'deux,
triangles ABC t ADF soient équivalens comme

ainsi, BF est parallèle à ,DC (n° 2:2). Donc si l'on.veut
construire un dont le sommet E soit

donné, la base' CH étant dans la direction AH'de celle du
triangle donné on mènera ED parallèle à AQ, puis DC et sa
parallèle BF, et* l'on prenant ensuite dans
la le triangle GHEsera=ABC,
et remplira la condition, demandée.Observez que la même
construction s'appliqueraitencore au cas où au lieu de donner
le sommet E, on donnerait la base 'GH; on pourrait même
donner aussi î'angle/7 rautant de problèmes différens qui sont
résolus par le même procédé;

En prenant ËG 'po'ur'basé ;'on pourra' de même transformer
le triangle EGH en'xin autre EAL équivalent, qui :aurâit son
sbmmet'ên le
coté El 'et
ET) Coi'i'jîe la droite- donnée' NK1 au!point K et'le triatigle

résout le problèm'é proposé. On pourrait
déterminer. lêrp.ofnLK en IK, ou l'angle
ÈÈ.I (n° 2ô8, I^),.ou toute autre condition."v- '•

Des* Plans et dès Angles dièdres.

ai0^ Le plan
2°. dm ae$-(j,ui.!$e, coupe (U f.ontlQUr

jours dans un. position. ,En

effet, on peut ,visi;bleirient co.âceyoii/i-une.ânûiiitéde plans qui

passent par l'une .des droites, ou par-,1a: ligne qui join;t deux .des
points donnés, .puisqu'on peut .faire toii'i:neiJtlVn ilè'ces plans

autour de cette ligne .comme sur une. ee pl;ç>n



s'arrêtera dans son mouvement, si l'on fixé hors de lâ'ligne.un
point par lequel il doit passer. . -••

3°. Un triangle est toujours dans un plan:
4°. Deux parallèles déterminent un plan: '•••
5°. Deux plans ne peuvent, sans se confondre, avoir-trois

points communs non en ligne droite ainsi l'intersection de deux
plans est une droite. '

266. Faisons tourner l'angle droit PAB (fig. t!5) autour de
.AB, jusqu'à ce que AP fasse, avec une troisième ligné AÇ,
un angle'droit PAC; on dit alors que AP est perpendiculaire
au'plari des deux droites AB,AC. "' =

une' droite AP est perpendiculaire
qui se croisent en A elle l'est aussi a toute ligne AI 'tracée
par ce point dans le plan BAC des deux premières. Ed effet,
évaluons l'angle J PAI pour" cela joignons les trois points

P, C,' 2? quelconques', niaistels néanmoins que ABzs=ÀC. Les'
lignes PB, PC seront égales, à cause dn triangle PAC==PAB.'
Au milieu Ode la base BC des triangles isoscèles PBC,ABC^
menons PO,AO, qui seront' perpendiculaires sur, cetfti'base
BC (ir° 201, 3°.) les triangles rectangles PCO PAC, ACO
donnent •'•••. • • "•*
éliminant AC2, il vient PO'==AP^ A?*] ce qui prouve que
le triangle APQ est rectangle (p. a58)^'

Les triangles rectangles POT, ÀPO,,À0I donnent "•

à'ohPI*=:AP+AP*; ainsi l'angle P AI .est droit; PA- est
perpendiculaireà toute droite ^vtracée-d'ans le. plan MN.

On conclut de là que,- 1°. 'les obliques '-PC PB '(Eg. i i5i);
qui s'écartent également de la perpendi'riMaire.AB, sont égales;
etréciproqiiement. Cela suit du triangle PACz=zPAB.

Les pieds B, E, D, C des obliques égalés PB, PE. (fig. u&).
étant sur une circonférence dont le centre est en A j qn' voit
que pour abaisser d'un point? hors d'un.plan MN uhà per-
pendiculaire ce plan, on marquera trois points Ei,.B;,Csut, ce



plan, à égales distances de P le centre A du cercle passant

,par ces trois points sera le pied de la perpendiculaire.
2°. Si l'on fait tourner ltn angle droit PAB (fig. 116) autour

de son côté AP,'l'autre cGté AB décrira un plan perpendiçu-
laireàAP: car menanten A-le plan MJVperpendiculaire îxAP

s'.il-ne contenait pas là droite AB. dans toutes ses.positions; que
l'une fût, par ex., AD hors AeMN, le plan DA&q\û couperait
MN selon C- perpendiculaire à AP, donnerait, dans ce plan
DAP-, deux perpendiculaires CA DA à AP.

3". Par un point C ou A ( Eg. 1 16) on peut toujours mener
un plan MN perpendiculaire-à une droite APj et. l'on rien

peut mener qu'un seul. Car soitmenée CA perpendiculaire sur
AP; en faisant tourner l'angle droit PAC autour de AP, Cfl
décrira le plan.MIV dont.ils'agit.

4- D'un.point A ou P (lîg. ii6]L, on ne peut mener qu'une
seule perpendiculaire AP à un plan MNy elle est la plus courte
distajicejiiipointé au plan plus une oblique s'écarte de AP,

Gomme, les obliques égales s'écartent éga-
lementde la perpendiculaire, on peut en effet ramener ces di-

verses lignes à être,danSjle,mèineplan. Si l'on, admet, par ex.
que ÂI^>AC,- on prendra AE = AC dans le plan PAI,et
puisque P/>P£==PC, on en tire PI^>PC..

5°. Deux plans~MN mn ( fig, 1,17.) perpendiculairesà une'
rnêmeHroïle ÀP ne peuventse rencpnirêr'; car s'ils n'étaient pas
parallèles, en joignant" -un. point quelconque O de leur ligne
d'intersection avec lés pieds-,4 et-P, les lignes AO, PO seraient
deux perpendiculairesabaissées d'un point 0 sur là même'ligne
AP] ce qui est absurclé'(n° 1^5 l1- •'•

6" Pour mener d'un point P (fig. 1 1 5) une ligne PO j per-
pendiculaire une droite* BC située, dans un plan quelcon-
que'A/JV, on sur ce plan MN; puis
du pied A de celle-ci, on abaissera AO perpendiculaire- sur
BC;: enfin, joignant.les points 0 et P,-PO -sera la perpendi-
culaire demandée.' IL-suffit,. pour- s'en convaincre, de prendre
swBC;'0B.== OC, de' mener AB et AC, puis de répéter la
démonstration ci-dessus.^



.• Remarquez, que le plan PAO est perpendiculaire sur BC ce
qui donne aussi le moyen de mener, par un point doziné P., un
plan perpendiculaire à une droite.HC.

267. Lorsque deux droües PA QO ( fig. 118) sont parallèles^,
le plan MN perpendiculaire à Vune ;PA, l'est aussi à l'autre.
QO; car, menant dans le plan MiVla droite AO et sa perpen-
diculaire BO,'ici, comme lig. n5, BO' est perpendiculaire
au plan PAO, et par conséquent à QÔ, qui est dans ce plan
PAO.(h° 266). Mais en outre, à cause des parallèles PA, QO
l'angle PAO étant droit, QOA l'est aussi; en sorte que QO.-
est perpendiculaire sur AO etBO, c.-à-d. sur le plan AOB.
ou MN.

Réciproque ment j deux, droites AP, .QO perpendiculaires au-
même plan MNj sont parallèles entre elles;.car, sans cela, on-
pourrait mener en A une parallèle à QO, autre que AP; cette-
parallèle serait, aussi bien que fIP, perpendiculaire au plan.
MN, ce. qui serait absurde (no 266, 4°-)-

Donc, deux lignes Aa et Bi> ( fig. 119), parallèles à une,
troisièrne Cc, sont parallèles entre elles; car, en menant un
plan perpendiculaireà Ce, il le serait aussi à ses parallèles Aa

et Bb,.en vertu de notre proposition il suit de sa réciproque,,
que rla est parallèle à Bb.

268. Les- intersections Kl, ki f fig. 117) de deux plans paral-
lèles.MN-, mn par un mêmeplan kKI sont parallèles; car d'une
part elles sont dans un même plan, et de l'autre elles ne peuvent
se rencontrer.'
Donc, i°. la ligne AP., perpendiculaire au- plan -MN., l'est
aussi à tout autreplan parallèle mn; car, en menant par AP
un plan quelconque B Ccb les intersections BC, bc étant pa-
rallèles, l'angle bPA est droit. Ainsi AP est pérpend.à toute,
ligne bc tracée par le point P dans le plan mn: J

20. Les parallèles Ii, Kk\, interceptées entre deux. plans pa-
rallèles MN, mn, sontégalés;-car.le plan IKki de ces lignes
donne les parallèles IR., ik.i ainsi la figure Il; est. un parallélo-
gramme, d'où Ii = Kk.



Donc deux plans parallèles sont partoutà égale distance l'un
de l'autre.

269. Si la droite Ce (fig. 119) est parallèle à la ligne Aa
elle l'est aussi à tout plan AabB qui passe par Aa puisque Cc
est entièrement comprise dans le'plan flc des deux parallèles;
si ,Cc pouvait rencontrer le plan Ab, ce ne serait que dans l'un
des points dé Aa, qui ne serait pas parallèleCc.
:,Étant données deux droites ab, Cc non parallèles, et qui ne

se couplent pas, on peut toujours faire passer par 1'une'un plan
parallèle l'autre, et l'on n'en peut mener qu'un seul car, par
un point quelconque a bu b, menons aA ou bB parallèle à cC,
le plan Ab sera celui qu'on demande.

270. L'inclinaison de deux plans Ab Ac (fig. 119), qui se
coupent ou la quantité plus ou moins grande dont ils sont
écartés l'un de l'autre, est ce qu'on appelle un angle Dièdre:
nous le désignerons par baAc, en mettant les lettres aA qui
marquent l'intersectiori entre celles bt c, qui se rapportent aux
deux faces.

Les angles reçtilignes bac, BAC., qui rôsùltent de l'in-
tersection d'ùn angle dièdre par deux plans parallèles quel-
çonques sont égaux,. En effet, ab et AB sont parallèles (n° 268)
ainsi que ac et AC; prenons, sur ces droites, dés parties égales
ab = AB,. ac ==AC; menons Cc, Bi,.clTél.CB. La figure Ab
donne (n° 200) Bb. égale et.parallèle à Aa de même la. Eg. Aç
donne Ce égale et parallèle à Aa. Ainsi, Bb est égale et paral-
lèle à Cc, et la fig. Çb est un parallélogramme. On en conclut
CB cb, et par conséquent le triangle bac-BfIC; et enfin,
l'angle bac = BAC.

..Concluons'de là que, .°'. si deux angles, bac, BAC da.ns l'es-
pace ont les côtés parallèles et l'ouverture tournée dans le méme

sens.. ces angles sont égaux. Si l'ouverture est tournée, en sens,
contraire, ces angles sont supplémens, comme u° x83, 3°.
Les plans de çes angles sont parallèles. En effet, ayant

abaissé au sommet a une perpendi aI sur le plan-bac, et mené
par lè point l, où elle rencontre l'e plan BAC, et dans ce plan



tes parallèles IK, IL à AB. et AC, elles seront parallèles à ab

et ac (n° 267). Or, les angles Iabylac sont droits et égaux à
a/A', aIL. Ainsi aI est perpend. au plan KIL.{n° 266). -Donc

les deux plans bac,?BAC sont perpend;. à une même droite
(-n°266, 5°.).

3°. Les triangles bac BAC qui joignent les extrémités de
trois droites égales et parallèles dans l'espaée, sont égaux; les.
plans de ces triangles sont parallèles.

271.. Soient deux angles dièdres BAPC, bapc. (fig. 120), cou-
pés par des plans BAC, bac perpend. à leurs arètes,AP, ap; les
angles dièdres sont dans le même r.7pport que les angles recti-
lignes BAC, bac, résultant de cette section et dont les c6tés

sont des perpend. menées j. dans chaque face en un point de-

leurs arètes AP,ap.
En effet, i°. en quelque point A de l'arête AP que la sections

perpend. soit faite, l'angle BAC sera le même (n° 270).

2°. Si les.angles BAC, Lac sont égaux, les angles dièdres le-

sont aussi, puisque ceux-ci coïncident en appliquant l'un sur
l'autre les angles BAC, bac.

3°. Si BAC et Lac ont une commune mesure Cflx, en la,

portant sur CfIB etcab, autant de fois qu'elle peut y être con-
tenue, et menant des. plans par les arètes AP, ap et les lignes
de division Ax., ^a;cliaque angle dièdre contiendra l'angle
dièdre CAPx', autant de fois que CAx est, contenu dans CAB
et cab. D'où il suit que les angles dièdres sont entre eux dans
le rapport de CAB à cab.

4°; Si les angles CAB, cab sont incommensurables,- on prou-
vera aisément (comme n°' 168-, 2P.) que cette proportion a en-
core lieu.

Concluons donc (nos 36, 71.) qu'un angle dièdre a pour me-

sure l'angle rectiligné qui résulte de l'intersection de cet angle
dièdre par un plan perpendiculaire & son aréte puisqu'après
avoir pris cab pour unité d'angle, on peut prendre l'angle
dièdre cpab qui lui correspond pour unité des angles dièdres
comme n° i6g; de sorte qu'en dernière analyse, les- arcs. de
cercle servent aussi de mesure aux angles dièdres.



-Dans la rencontre des plans entre eux, on trouve les mêmes
théorèmes que pour celle des lignes. Ainsi, les angles adjacens
de deux plans qui se coupent.valent deux droits, et leurs an-i
glés opposés au sommet sont égaux. Deux plans parallèles,
coupés par un plan sécant, forment les angles correspondans,
alternes-internes;alternes-externes, égaux; et réciproque-
,ment, etc..

272. Les plans sont dits perpend. lorsque leur angle dièdre
est mesuré par un angle droit.

La droite AB (fig.' 121) é.tant-perpend. au planMN, tout plan
PQ qui passe .par cette. ligne est' perpend. à MN; car, en
iuenant dans le plan MNla. droite AC perpendiculairesur HP,
l'angle BAC est droit (11° 266). Donc, io. pour élever en. A la
perpend. AB au plan MN, appliquez sur ce plan le côté PB.
d'un angle droit PAB,-et faites tourner cet angle autour de PR
jusqu'à ce que le plan PQ devienne perpend. à MN.

2°. Par une droite, telle que PQ ou AB ( fig. 122)., '.on ne
peut mener qu'un seul plan perpend. à MN; ce plan* ABQP-
est déterminé par une perpend. AP à 71/iV;

3°. La. Projection A d'un point P sur un plan MN^est le
pied de la perpend. AP, abaissée du point P sur ce plan.

La projection fIB d'une_ ligne PQ, est la suite des pieds
de toutes les perpendiculaires abaissées des divers points de la
ligne sur le plan. Si cette ligne est droite, le système de toutes

ces perpend. formera un plan PABQ, pèrpend. k.MN: l'in-
1 tersection AB de ces deux plans est la projection de la ligne
PQ; projection qui est une droite déterminée par celles A et B

de deux points P et Q.
L'angle qu'une ligne droite fait avec sa projection sur un

plan est ce qu'on appelle l'inclinaison de la droite sur le plan.
Les lignes AB, AO. (fig. n5) sont les projéctions sur le
plan MIVdes droites PB, PO. et les angles qu'elles forment

avec ce plan sont PBA, PO A.
273. Si les plans PQ et MN (fig. i2i) sont perpend. entre

eux, et qu'on mène dans £un PQ., la perpend. AB sur leur in-



•tersection PB, elle le sera à l'autreplan MN. Car, si l'on mène
dans ce plan MN, rIC perpendiculaire sur PR, l'angle BAC

sera droit, ,puisqu'il mesure celui des plans ainsi AB sera per-
pendiculaire sur PR et sur fIÇ (n° 266).

Réciproquement, si les plans PC et, MN sont perpend., et
-que, par un point A de leur intersection PR, on élève la per-

pendiculaire AB au plan MN,'e\le sera dans le plan PC; car,
si elle n'y était pas, en menant, dans ce plan PQ, une perpend.
à PR en A elle serait une 2e perpend.,en ce point, au plan MN.

Donc, si deux plans PQ, ES (%• !.23) sont perpend. à un
3e MN, leur intersection AB est perpend. à MN car si par
le point -4 on veut élever une perpend. ce plan MN, elle
doit être située à la fois dans les deux plans PQ, RS.

274^ La plus courte distance Oo (fig. 119) de deux droites
aob, AÇ, qui ne se 'loupent pas.. est la ligne perpend. sur l'une
et l'autre. Car faisons passer par ab un plan bac parallèle à AÇ,
et par AC un plan BAC parallèle à ab (n° 26g) la plus courte
distance cherchée sera visiblement celle des plans parallèles
bac, BAC (n° 268, 20.). Parai, on mènera un plan balK
perpend. au plan BAC; l'intersection IK coupera AC en un
point 0; enfin élevant Oo perpend. sur le.plan BAC, Oo sera

la ligne cherchée. '.&'
275. Deux droites AB, CD (fig. 124) sont coupées en partieè

proportionnellespar troisplansparallèlesRS PQ, MN. En

menons 4D, et tirons les droites BD, EF, FG, AC; EFseïa.
parallèle à BD (n° 2(58) ainsi que AC à FG. On aura donc,

Des Angles polyèdre.

•
276. Lorsque.divers plans (6g. 125) ont pour'intersections

successives, deux à deux, des droites SA, SB, SC.. qui se
réunissent en un même point S, l'espace indéfini renfermé

entre ces plans est ce qu'oif nomme Angle polyèdres ou Angle



solide. Chacun des anglës ASB, ESC qui le composent sont
des Angles plans.

Et si cet espace est limité par un plan ABCfyE lé corps.
SABCDE s'appelle une Pyramide.

Si lé polygone ABCDE, qui sert de base à une pyramide,.
est régulier, et de plus, si la perpendiculaire SH, abaissée du
sommet S' passe par le centre Il du polygone, la pyramide est
dite régulière.

Du reste, on' distingue les pyramides, ainsi que les angles,
polyèdres, par le nombre de faces qui composent l'angle S un.
angle Tizèdre a trois faces; un angle Hexaèdre en a six,,etc.

277. Tant de lignes SA, SB. qu'on voudra (fig. 125)-
partant d'un point S, sont coupées en parties proportionnelles
par deux plans parallèles AC^. ac; ou les arêtes d'une pyra-
mide SAC sont coupées proportionnellement par un plan ac
parallèle à sa base. Car'les parallèles AB, âb, BC, bc. donnent

et comme ces proportions s'enchaînent par un rapport communSA SB 9C

La réciproque se démontre aisément.
278. Le polygone abc. qui résulte de la section d'une py-

ramide par un plan ac parallèle à sa base AC est semblable-
.AB' BC CDa cette base. Car on a aussi = -d T = et comme

ab ce c
d'ailleurs les côtés des polygones ABC. abc. étant paral-
lèles, les angles A et a, .Cet b.sont égaux (n°27o),on en con-
clut que ces polygones sont semblables. Ces polygones sont entre-
eux comme les carrés des distances au sommet car, en menant
la perpend. SJf sur ABC. elle coupera abc. en h, et l'on,

AB* ABCD. o" N AB SB: SU
aura –jr- = t~ (n 262); mais r = -pj- = _SI
donc.



279. Dans tout angle trièdre S ('fig. i26); l'un quelconque
des angles plans ést plus petit que la somme des deux autres
il n'y a lieu à démontrer la proposition qu'à l'égard du plus
grand angle plan ASE. Prenons donc, dans cette face, l'angle
DSE = FSE; puis menant la droite quelconque AB, prenons
sur l'arète SF une partie SC=SD. Les triangles DSB, CSB
sont égaux, et donnent BD=BC; et comme BA<C.BC-CI,
on en tire AD<^AC. Ainsi les triangles ASC, ASD ontl'angle
AS D <[ ASC (ti° 196), et par conséquent l'angle

*^BSA<BSC+CSA.

280. Un angle polyèdre S (fig. i28) a la sômme des angles
plans qui le eomposent moindre que quatre angles droits,. En
effet, puisque l'angle polyèdre S est convexe, on peut toujours
le couper par un plan'qui donne une base ABCDE, et forme
la pyramide SAD. Des angles de cette base menons les lignes
OA, OB, OC. à un point 0 intérieur et arbitraire: elle

aura autant de triangles qu'il y en a pour former l'angle S

et la somme des angles de ces divers triangles sera de part et
d'autre la même.

Cela pose, on à l'anglé plan ABC <^ABS- SBC; on en
doit dire autant des autres angles trièdres C,D. d'où il suit

que la somme des angles du polygone ABC. est plus petite que
la., somme des angles à la base dans lé's triangles SAB, SBC.
Donc la sommé des angles plans' eh S est, pour compensér,plus
petite que la somme des angles eri O.

On rie peut doncformer, avec dés polygones réguliers égaux,
plus de cinq polyèdre; car,' i°. chaque angle de l'hexagone
régulier valant d'un droit (n° 235) ou D, trois de ces angles
font 4D, et ne peuvent être employés à former un angle po-
lyèdre. A plus forte raison, ne pourrait-on pas employer quatre
hexagones réguliers, ou des heptagones, etc.

20. On ne peut, avec 4, 5. pentagones réguliers', com-
poser'un angle polyèdre, non plus qu'avec 4, 5. carres, ou
6, triangles équilatéraux; car chacun des angles vaut



3°.. Ainsi,, le corps, dont il s'agit, ne peut avoir ses angles,
polyèdres formés que de trois.pentagonesréguliers, trois carrés,.
5s, 4., ou 3 triangles. (Voyez la Géométrie. de M. Legendre^.
app. aux livres VI et VII on y démontre qu'on peut en effet
former ainsi les polyèdres.réguliers à i.2-, 6, 20, 8,et 4 faces.)

281. Deux angles trièdr.es S et. s (fig. 1 26) j formés d'angles
plans respectivement égaux. ESF = esf j FSG- = fsg > .ESG = esg
ont Leurs angles dièdres.égaux. Car, si l'on, prend deux arètes.
égales SB, sb, et qu'on leur mène les plans Bll C, bac perpend.

on aura visiblement les triangles rectangles égaux SBC=sbc-
et SBA := sba d'où SC = se,, SA = .sa; donc le triangle
SC A =r sca, et par suite le triangle BAC=zbac. Ainsi l'angle
.ABC=abc, ou plutôt l'angle dièdre ABSCz=absc. Il en est
de même des- deux autres angles dièdres..

1°. Si les, angles plans égaux sont disposés dans le même-
ordre. comme fig. 126, en'appliquant la face asb sur son égale
ASB, sbc se placera sur SBC, sc sur SC, et bca sur BCA.
ainsi les corps coïncideront.

2°. Mais si les angles plans égaux ne sont pas,disposés dans-
le même ordre .(fig- 127 ), ASB A'S'B', ASC A'S'C
et BSC=BrS'C; alors les angles dièdres sont encore égaux, mais
ils ne peuvent plus coïncider. Pour appliquer le triangle A' B'.C.

sur son égal ABC il faut renverser le corps S'A'CB', 1 placer,
B'C sur BC, A'B' sur AB et A' C sur AC; l'un des corps
se trouve situé en dessus de la base ABC, l'autre est en dessous.
(fg. 129). Les corps sont alors Symétriques n° car
les perpend. SB, S'B sur le plan, de la base commune ABC
sont égales.

3°. Il est visible qu'on pourra encore faire coïncider les an-.gles trièdres S et s (fig. 126), s'ils, ont un angle, dièdre égal
formé par deux angles plans égaux et semblableiMent placés.

4°. Si les angles polyèdres S et S' (fig. 125) sont formés.
d'angles dièdres égaux et d'angles plans égaux, chacun à cha-
.çutij et dispôsés dans le rriême ordre, ils seront égaux. Car},
mcnons des plans par l'une des arètes SB et par toutes les au-·-



très; ils formeront les angles trVedves ESj4B IESBD. Opé-
rops demême sur S' l'angle dièdre ESAB==E'S' A'B' dontie
l'angleplanESB=È'S'B' et l'angledièdre
mais, par supposition r,l'ârigle .dièdre AESD^z A'E'S'D';
retranchant, il vient BESD'== B'E'S'D': Danc:PàhgIe dièdre
BESD==É'E'S'D'et ainsi 'des autres.

•••• Surfaces dés corps;

282. On nomme Prisme (lig. i3i) le corps engendré par le
mouvement d'une droite Aa}, qui se meut parallèlement, son
extrémité A décri,vant un .polygone quelconque ABCDE et sa
longueur Aa restant la même. Si V Arête Aa est perpend. au
plan de la Base ABC. on dit que le prisme est Droit.

Comme Aa est égale et parallèle à Bb Ba est un paraliélo-
gramme (n°2oo); il. en est de même de Çb. donc toutes f^
les faces latérales d'unprisme sont des parallélogrammes.Une

partie quelconque/la; de, l'arête !la engendre aussi des paral-
lélogrammes Ba Cb de sorte que le polygone a'b'c'
décrit par(le point a', ayant ses cdtés égaux et parallèles -a ,1a
base ABC. ces polygones sont égaux, et -leurs plans sont-
parallèles (n° 270, 20.)., Donc, toute dans un
prisme par untplan parallèle àja base est égale à cette base: les,
bases opposées ABC. abc.sont donc égales et parallèles..
La distance de ces bases est la Hauteur.

283. L'aire d'un prisme est le produit d' une qrè.te Aa (fîg.l32)
par le périmètre d'une section. a!h c qui lui est perpend. Il
est visible que, les'deux bases exceptées, l'aire du prisme est la
somme des aires des parallélogrammesqui lé composent. Si le
prisme est-droit, l'aire est le' produit du contour dé sa basé par

une de ses arètes. En coupant' le prisme Ac par un plan a'b'c'
perpend. à l'arète dla; et plaçant la partie supérieure arc sous
l'inférieure dc', de sorte que abc. coïncide avec ABC. le
prisme deviendra droit.. Donc, etc.,

284. Supposons, que 'la base du prisme soit un parallélo-
gramme ABCD- (fig. 1 34) outre les' faces AC, ac égales'et



parallèles,on a encore la face Ab égale et parallèle à De, puis-
que les côtés 'des angles aAB dDC sont égaux et parallèlesDe même pour les faces Bc, Ad: c'est ce qui a fait

donner le nom de Parallélépipède au prisme dont la base est un
parallélogramme, puisque les six faces sont égales et paral-
lèles deux à deux en sorte que l'on peut prendre l'une quel-
conque pour base.

Réciproquement, le corps formé de sixfaces parallèles deux
à deux est un parallélépipède; car les plans AC, ac étant pa-
rallèles, AB est parallèle à'<zZ>'(n° 268); Aa l'est à Bb; la
'face • Ab est donc un parallélogramme: de même pour Bc,
Ad. donc le polyèdre peut être considéré comme engendré
par le mouvement de Aa' glissant parallèlement sur les côtés
deABCD. '" :•

Un prisme est déterminé lorsque la base ABC. (lig. i32)

%et l'arête génératrice. Axa sont données de grandeur et de' posi–
j£ I, tion donc un parallélépipède l'est'fGg". i34)> lorsqu'on 'connaît

l'un 'de ses angles' tr'ié'dr'és A'ç\, les longueurs des arêtes Aa AB
et AD qui le forment. '• v ••••' • •

Si' l'arête ,Va 'est perpend'. à la base (fig. 133), et si cette
Basé' est uri 'rectangle', le' parallélépipède ést Rectangle: tous
les angles y sont* 'droits; chaque àrète est pérpend. aux plans
qui Ta' terminent:; car on sait que et AB'
étant1 perpesrid. entré elles,' chacune l'est au plan' des deux
autres (n° 266); si en Outre les arêtes sont égales,' le prisme
ést' nommé Cùb'èV""'
285. Le plan. DdbB (fig. ] 34) qui passe par, deux arètes

opposées., donne un parallélogramme dont les diagonales Db.,
Bd se coupent en deux parties dgales (n° 23 1); les quatre dia-

Bd, Ac aC se coupent donc au même point 0;.car,
È'd coupe.jDi en son milieu 0, et, Ac doit aussi couper Db. en
deux parties égales.

286. Lorsqu'une courbequelconqueACDB (fig. 144) tourne
autour d'un engendre une Surface de révolution.
Le caractèredistinctif. de. ces surfaces. consiste en ce que, quelle



que,soit la courbe génératrice "ACDB tout plan perpend. à
l'axe, donne pour, une inlersectioti une ciregnf. de cercle; Car
la droite DI perpend. à ,AB décrira-dans ,son mouvement
un plan perpend. à l'axe (n° 266, 2°.);de plus, le pointa
conservera toujours la, même .distance DI à^cet axe.

287. ,Le Cylindre, est un corps engendré par une ligne lin^
définie Aa (€g. :i35) qui se meut parallèlement eu gKssantisur
une courbe quelconque ABCD. Nous regarderons' ici le'ey-f
lindre comme terminé pa» deux bases parallèles ABCD ,-abcd^
la Hauteur est la distante 'entre les bases. •' \t: ".>
• Inscrivons et' circonscrivons dès' polygones-. à. ]a base du'cyH
liudre: la génératrice, en glissant sur leur contour, décrira
deux prismes-, dont 'le: cylindre* est visiblement' lalim'ite"^),
comme sa base est la limité de leurs bases. Il est aisé de conclure
delà que, r • •••i;. '•,• if»'-

1°. Toute section faite dans un cylindre
base donne Unecoùrbe'ég;ilè''à"celle de la base.- ''' •* >*}>'&

29.:L'airédJun cylindre droit Ac
périmètre de- sa b.ase par sh hOufeUr.-Éti'èffeV, '-soit- C
de la base, 'l'exdès dù>pér'iniètré du; pôlygôue circonscrit

sur C, en sorte que ce périmètre = C-(- Aa==IT; "onffn 5
l'aire du cylindre,, et de; l'aire d 11 prisme oivconscfk
sur 8, on aura (ji'0' ij 3) 5= ffîç\.

perpend.à la génératrice forme deux corps \Àc, a'c qui rap-
proches par leurs bases ac e\AC; qu'on, fait coïncider, donnent
un cylindredroit. Ainsi Paire du
duit de sa génératrice Aa par le-contour d'une section à'b'c'ï?
perpendr •' -f, > s»'»-' • i;vï .q£u.'
'4°.

(*) ÇcÇlç, proposition ceposesiircellç-çi.q^ïi est analogue celle du n" i5g,
et que nous regardons comme e'videntc, d après l'idée, que nous nous formons
de l'étendue' des aires': l'îiire d'une iigure'piineésfmôifîdre que celle de'toiit'e
surface côrilour; 'ôtidedens: surfaces. convexes tcnnintesrà

r^(



lindre droit; et pour base le contour de sa base rectifiée, est
égal à l'airè de ce cylindre. C'est ce que Mohge nomme le Déve-
loppement de cette surface. Lorsque le cylindre est oblique,
la section perpénd? à l'arête se développe suivant une ligne
droite' a'd' (fig. i38), laquelle toutes les'génératrices sont
perpend. Si:.donc on, élevé en divers points a'; b', C' d' des

perpènd: !sur lesquelles on portera en dessus et. en dessous des
respectivement égales aux por-

tions.^de "chaque génératrice, tant:en dessus qu'en dessous de

la section a'b'c'd' (fig. i35); on aura, l'aire aD terminée par
deuxj courbes^ parallèles abcd,JBCP,et qui. sera le dévelop-

pement de:la surface du cylindre.
5°..On' ne considère dans les éléme.ns'de\Géométriè:que lés

cylindres dont la base est circulaire -.l'Axe'.est la droite parallèle

à la génératriceet qui passe par le centre de la base. Le Cylindre
fyroit peut donc être regardé comme engendré par la révolution

d'un rectangle AOpa qui tou.rn.e antbjy d',un,de ses.côtés' Qo.
Toute 'section faitecpayallelem.ent à, la base, dans ce- corps :de
ieyolution, .est un .cercle .(i.°, et; # 286) égal à cette base.

H étant.la hauteur et R le rayon de la
base. (n° ..248). t V.
'• '288: È^iire d'une pyramide s'obtient en ajoutant les aires
dés'itriânglès'^ui la composent': si'îa~pyramide est régulière,
Paire'ési'l'e produit' du, demi-^coritour de'sa bâse par la perpen-
diculaire menée, ââ sommet sur un 'de ses 'côtés j parce que ces
triânglêss'ont égaux, etont pour" hauteur commune cette per-
Verni- qu'on' appelle Apothème.

.289. On nomme Cône le corps engendré par une droite

indéEnie JS.(ftg- ï39).assujett;ie passer toujours par un point
fiiei>;qui est le Sommet, et à glisser sur une courbe donnée
quelconque ABCD; Cette surface est formée de deux Nappes
opposés, réunies en 5.' Nous né traiterons ici que du cas où
.la base est circulaire l'Axe est la ligne menée du, sommet S

zau centre de. la base; la Hauteur est la perpendiculaire menée

du sommet sur celte basé. Quand cette perpend. se confond avec



l'axe, on dit que le cône est Droit (fig. t4o); on peut le conce-
voir engendré par un triangle rectangle ASO qui tourne sur
un côté SO de l'angle droit. Toute section parallèle à la base
d'un cône droit est un cercle (ii° 286)

290. Si l'on inscrit et circonscrit des polygones réguliers
au cercle de la base d'un cône droit (fig. t4o), en menant des
lignes de leurs angles au sommet S, on formera des pyramides
régulières, l'une inscrite, l'autre circonscrite-au cône; qui sera

-visiblement leur limite. Il suit de là que
i°. L'aire dû, cône droit SAC est le produit de' la circonf C

de sa base; par la moitié de sa génératrice SA. En-éff'et', soit
l'excès du périmètre du polygone circonscrit sur là circonf. C;
la pyramide circonscrite a pour aire '•} A{C a) en dési-
gnant par A l'apothème SA qui esHa génératrice. Mais soit 6'
l'aire du cône et {31'excès de celle de la pyramide sur'S- on aura
S+ 0 = ;i A(€ + ci)', d'où -(n° 1 13) S– y.fl.C; on donc
S=trAR,R étant le rayondp la base.

2°. Si, avec un rayon SA la génératrice A l'on décrit un

arc ABD (fig. 142) d'une longueur égale à la circonf. de la base,
sle secteur ASD aura la même aire que le cône (n°' 261). Geséra

son développement lés génératrices Seront les divers rayons
de ce secteur.. ••

3°. Le cône tronqué ADda (fig. i4I"et i&)'â pour aire le pro-
duit de son côté Aa,'par la moitié de la somme'descirconférences
AC, ac des bases, ou par la circonférence a'd' menée à distances
égales de ces bases. En effet, ,les sections ad, a'd' sont des cercles
(n° 286); l'aire du tronc. ADad est la, différence des aires.des
cônes [S AD sad. Si d'un même centre S (fig. 142) avec 'les

rayons SA, sa des génératrices de, ces cônes, on décrit des arcs
AD, ad; qu'on prenne ABD égal à la circonf. AC de la
base inférieure, qu'opjmène les, rayons SA, SD, l'arc abd

où = dè l'autre' (fig. i4i) cé même rapport..



',SA \ABD cxrc. AC-
-.= –z- = ~rv .donc abd= cire. ac. Il s ensuit 'que

les aires des secteurs S ABD-, Sabd sont équivalentes à celles

des- deux cônes, et que l'aire AahdDB l'est à celle du tronc
dont elle est le développement. Donc ( n° 261) cette aire
=~Aa X db'S = sla Xï(ad+ AD).

291 .La Sphère est un,corps;(Eg. i43) engendré-par la révo-
lution d'un demi-cercle ADB sur un diamètre AB. Dans cette
révolution un arc quelconque DF ou DE_engendreune Zoné;

4D décrit une Calotte pu Zpne'-à une Base; le secteur AÇD
produit t le Recteur aphèrique enfin le segment. ADI engendre
le Segment sphèriquf.

Il suit de là que la.surface de la.sphère à, tous ses points a
égale distance du centre Ç-et que si l'on fait tourner le cercle
générateur. ADEBG, autour, d'un autre diamètre quelconque
DH il produira lamêmesphère. Par conséquent, tout plan qui

passe par le centre coupe la sphère suivant le cercle gén érateur
qu'on nomme un Çrand cercle de la sphère.

Un plan quelconque coupe la sphère suivant un cercle; car,
soitDG (fig, i43) ce plan;,menant le-diamètre AB. perpend., on
peut supposer que la sphère a été engendrée autour de cet Axe
de révolution (n° 286). Le diamètre du cercle est la corde D,G;
c'est pour cela, sphère ceux
dont le plan De passe pas, par le/centre. La base d'un segment
sphérique est un petit, cercle.

292-: Lè plan qui n'a'1 qU'uà point commun avec la sphère
s'appelle Tangent toute ilVoiie hiènée'du'cëritré O (;fig. i^3 )

à Ce \ilàn; 'étant piiï's irôit§u>e;'què le rayon" C'A mené âu point
de contact pUisqu'feîle"rie'|Jèdltat'fëih'drèIcé)pîahqu'en'sortant
de la sphère-, ce VayoÀ est, perpendiculaire àfu 'plan tangent

(?266, C^Jè'st' la plus
cbii'ttfi-jjgùé' qu'on,.puisse mener du ;çentr.e a un plan, il n'aura
quel'èpoint :A communavec la sphère et lui sera tangent,-puisque

--toute autre, ligne menée du centre Ç étant
de la sphère.



Faisons tourner une tangente quelconque AT ainsi'que^le
cercle ADB\ âtittinr du diamètre AB,\ AT. engendrera le, plan:s

tangent à la sphère' •' " • >'

293. Lorsqu'un polygone ABDI. (fîg. 1 45) tourne autour
d'un axe AO, chaque côté Z)/engen'dre un tronc de cône dont
l'aire (n° 290, 3°.) est D X cire. KL; K étant le milieu Aê.DI

et KL perpend. sur l'axe AO. Il est <lonc bien, facile d'avoir
l'aire engendrée parABDI.

Mais si le polygone ést régulier, cëtte aire devisent plus
aisée à obtenir; en effet, soit inscrit un cercle; et mené DG

''parallèle à l'axe ^O.de révolution, puis le'rayon KC les
triangles DJG LKC .ayant leurs côtés perpend. .donnent

cône engendré par HDIM=DIX cire. KL=DG X circ. KC.
Cette aire est le produjt de la circonf. du cercle. inscrit par la
hauteur DG.ou HM de ce tronc.

Il est visible que la même chose a lieu pour le çylindre en-
gendré .par le côté /parallèle à AQ. Quant au cône que
décrit .6^, son aire (n° 290, i°.) est i BA et
les triangles semblables ABN ,• QGA donnent de même.
ÇA X cire. BN= A'N X cire. QC. lien résulte que la somme
des aires engendrées par la révolution de plusieurs côtés de po-
lygone régulier, est égale à la circonf. inscrite multipliée par,
la somme deshauteurs..

Il suffit .pour notre démonstration que la portion
gone générateur soit circonscriptible au cercle or la calo
ou la zone splérique est visiblement la limite de l'aire, engen-
drée par une semblable partie de polygone; d'où /il est facile de
conclure que, 1°. l'aire de la calotte ou de la. zone sphérique
est le produit de sa hauteur par la circonférence d'un grand,
cercle. Soit R le. rayon de la, sphère (fig.i43), X la, hauteur de,
la.calotte engendrée par^DA, ou de la zone décrite

'•'l-" siifface de la zone<rH<ijcRX\ '•,



2°. Ainsi, en prenant le diamètreAB pour la hauteur X, on
trouve que l'aire de la splcère est le produit de son diamètre .par
la circonférence d'ungrandcercle, ou quadruple de l'aire d'un
grand cercle donc

surface de la 'x cire. R

ou environ = D X (3 + i) D, D étant le diamètre.

3°. Pour trouver le rayon 'de la sphère dont l'aire A est

donnée, on évaluera "R == \J y- = 1/0,079578 -A

4°. Menons lès tangentes DE, DG, GF, EF (fig. tfô) pei-
pend. et parallèles au -diamètre AB le carré EGengendrera,
dans sa' révolution autour de AB le cylindre circonscrit à la
sphère. L'aire a e'fb' de Ja zone produite par un arc quel-

conque b'f est égale à celle du cylindre aee'e"a" puisque leur
valeur est la même, =dg X cire. AC. Il en serait de même
du cylindre entier par le rapport de la sphère de sorte que'
l'aire de la splcère est égale à celle du cylindre circonscrit; et,si
l'on'} comprend 'les 'bases l'aire' de la sphère est lesde celle
ducyliridrej puisque les deux bases étant des 'grands cercles,
l'aire entière du cylindre en vaut 6, et celle de la sphère 4-

5°. Le triangle équilatéral HI<K (fig. 146) dans sa révolution

autour de HB engendre le cône circonscrit à la sphère. La
droite IC coupe par moitié l'angle HIB, qui est lés d'un
droit (n° 2oi, i°.) l'arc Bi est donc le 6e de.lacirconf. et la
corde Bi est le côté de l'hexagone = CB = R; le triangle
Bli est isoscèle, Ii = Bi = R et ÏC = 2R). Ainsi, dans le

triangle CIB on a JB1 = IC' CB> = 3R>; IB = R\/3,
circ. IB = 2jr/î v/3 (n° 248) enfin l'aire dû cône (n° 290)

est fty/î2 'ou 6 fois l'un des grands cercles, et double de sa
base'qui est âw/î' Paire. totale du cône est CpcR^lEn y com-
prenânt les bases, l'aire du cylindre est 6 grands cercles, celle
du cône 9 et celle de la sphère'4; c.-à-d, que l'aire du cylindre

est moyenne proportionnelle entre les aires de la sphère et dit
cône circonscrit.

Cette proposition se vérifie de même pourle cône et le cy-



lindrê inscrits la sphère ou engendrés par le carré et le

triangle équilatéral inscrits'au cercle -générateur; l'aire totale

du cylindre = 3* celte du cône = faR* et celle de la

Des Corps semblables et symétriques.'

294. On dit que deux tétraèdres sont semblables quand ils

ont deux faces semblables placées de la même manière etfor-
mant un angle dièdre égal. Tels sont les deux tétraèdres S et S'
(fig. i47), lorsque S'A' C estsemblable à SAC, B'SÂ à BSA;
etYau^eàihàve.BlS'.A'C=BSAC.

Les arêtes hofnologues^des tétraèdres.semblablessont propor-
tionnelles, toutes les faces sont semblables, les angles dièdre

sont respectivement égaux j.àinsi, que les angles trièdres homo-

logues. En effet, plaçons le triangle CSA! sur CSA, en faisant

coïncider les angles égaux S et S1, A'C tombera en ac parallè-
lement à AC, à cause des angleségaux S1 A'C et SAC. De plus»

la face B'S^A' se couchera sur BSA, en vertu de l'égalité des

anglesdièdres;. enfin; l'angle B'S'4' étant =BSA, S'BI; tom-
bera sur

Sb >et.B'À' suivaut,ab parallèle à AB. Le tétraèdreS
sera donc placé, en Sabç les plans ABC, abc. sont parallèles

et les angles dièdres, homologuess.ont^ égaux (n" 270). On voit

donc ••>,•
1°; Qu'un tétraèdre SABC.ÇQuyé par un plan abc parallèle à

l'une de ses faces AB C, forrae.uiitétraèdre semblable au premier;

20. Que les faces ABC, Se sont semblables, puisque le
plan abc est parallèle à 270 )

3°. De même pour SBC; sbc.

Réciproquement, si les' arètes homologues de deux tétraèdres
sont proportionnelles, ou si les quatre triangles sont respective-

ment semblables (l'une des conditions emporte l'autre), les

angles plans en S et S'étant égaux, les angles dièdres le sont

aussi (n° 281 ) donc les tétraèdres sont semblables.

295. Deux polyèdres sont dits semblables lorsqu'en menantde

deux angles solides homologues'des diagonales à tous les autres



angles, les corps sont 'décomposés en tétraèdres semblables, et
disposés -dans le même ordre.

Toute pyramide, SAC (fig., ia5) coupée par un plan ac pa-
rallèle à sa base, donne une autre. pyramide Sac semblable à
SAC, leurs arètes sont proportionnelles, les angles dièdres èt
polyèdres respectifs sont égaux. En,effet, les tétraèdres SABE
sabe semblables, donnent les triangles SEB seb semblables,,
et fangle dièdre ASEB -=aSeb; mais comme l'angle dièdre
ASED= aSed, en retranchant, on trouve que l'angle dièdre
BESD = b'eSd. Donc les tétraèdres SBED, sbed sont semr
blables etc. (n'Il 277, 281).

Réciproquement, les pyramides S'A'B'C<
formées de faces semblableset disposésdans le' méme ordre sont
semblables; car les angles trièdres qui composent les bases étant
formés d'angles plans- égaux sont égaux.donc les angles dièdres
homologues le sont aussi (u°'28.i). D'ailleurs les;angles plans,
égaux en S et S' permettent de faire en-Sad..
Enfin, les 'arêtes étant proportionnelles par supposition, les
plans AD, -ad sont parallèles. ,/i

296. Soient la pyramide SAC (fig. 125)' et le corps S'A', G

forme de tétraèdres S'A'B'E'iS'E'B'D', S'yB'CD' semblablesà
SABË, SEB'D le^polyèdre S'A'C sera une pyramide sem
blableàiS^C; car; puisque les angles AEB BED, AED sont
dans un même ,plan et égaux à A'E'B', ÏÏE'ÏÏ, A'E'D',

on a 'AET) = AEh f -f BED

ce qui prouve que ces derniers angles sont aussi dans lé même

plan, puisque, s'ils formaient angle trièdre, on aurait
(n?. 279) A'E'D' <
passe aussi par B'C'D'j '•

il suit de- là-que> i°. deux.. polyèdres semblables sont décomT-

posés eu pyramides semblablespar les plans qui passent suivant
les diagonales menées ile deux angles polyèdreshomologues
à tous, les autres;



tous -les angles/.et qu'on les prolonge proportionnellement à
leur longueur, les plans menés par les extrémités de ces lignes
seront -parallèlesaux faces,du polyèdre .proposé, et.en forme-
ront un autre qui lui sera semblable. On trouve ici l'analogue
du théorème244-,

3.97. Deux polyèdres semblables ont leurs faces semblables
leurs arètes homologues leurs angles dièdres

ainsi' que leurs angles polyèdres. Pour s'en convaincre,
il suffit de mener, de deux. angles hômologues (fig. 148), les

diagonales qui décomposent les corps en pyramidessemblables;
les angles polyèdres' et 'dièdres de ces pyramides seront égaux,
leurs faces seront semblables: or les faces des. polyèdres servent

de bases à ces' pyramides, dont les angles dièdres et, ^polyèdres

constituent, par leur système, ceux des corps proposés.
Réciproquement, li deux polyèdres ont les faces semblables

et disposées dans le même ordre, et les angles dièdres" égaux,

ils sont semblables; car les angles polyèdres sont' égaux comme
décorn posafiles- en angles trièdres égaux (n° 281). Faisons donc
coïncider l'un' de ces angles polyèdres avec son homologue, les

autres faces seront respectivement parallèles. De plus,1a simi-
litude des faces,donne les lignes homologues proportionnelles;
leurs aires sont,donc.entreelles comme les carrés de ces lignes-,

ce qui prouve que. les diagonales de l'un des corps sont le pro-
longement de celles de l'âutre( n° 278,):, ces corps sont donc

formés de pyramidessemblables..
298. Les lignes qui joignent quatre angles polyèdres homo-

logues ABCD, abcd (% 148) de deux corps semblables étant
proportionnelles, forment'des-tétraèdres semblables (i)° 2g4)..
Il en' résulte que si des angles 'ARC, abc de triangles honio-
logues on mené des lignes tous les angles' JD'EF. def.
dedeux polyèdres semblables 'les- tétraèdres ainsi formés seront
semblables; ceci est analogue au n' 242, 4°-

Réciproquement, deux polyèdres sont semblables, lorsque
leurs angles étant joints aux trois angles
les tétraèdres ainsi formés sont respectivementsemblables. En



effet, si lés tétraèdres 'DADC dabc sont semblables, ainsi que
£AIW,.eab'c les angles dièdresDACB, EA CZ? seront égaux
a dacb eàcb ainsi l'angle dièdre DACE = dace. D'ailleurs les

faces DAC:, dac de nos'tétraèdres sont semblables ainsi que
EAC,-eaç donc les tétraèdres EACD, eacd sont semblables,

et on DE = (n° 204).de ne
Soient F, f I, i des angles homologues on aura de même

FE ,AC DF AC

homologues proportionnelles, et les triangles DFE, dfe homo-
logues. sont semblables. de plus leurs angles dièdres sont
égaux puisque IDF est semblable à idf, IFE à ife, d'où
l'angle JFD = ifd y IFE= ife DFE –dfe. En outre, si
les points DIFE sont dans le même plan, l'équation.
IFE^zIFDt + DFE se change en ife~ ifd +.dfi:d'oa il suit
queues points e\f,i étant aussi dans un même plan les façes
des polyèdres sont, semblables enfin les, angles polyèdres sont
égaux,, comme composés d'angles trièdres égaux (28i,.4°-)--
Ainsi les corps sont semblables (n° 297).

299- Lorsque deux polyèdres sont semblables, les aires de
leurs faces sont comme les carrés des lignes homologues de ces
polyèdres mais comme ces lignes sont proportionnelles, on a
une suite de rapports égaux, formés par les faces homologues,
d'où l'on conclut (comme 110 262'; II) que les aires. totalea des

polyèdres semblables sont entreelles comme lescarrés de leurs
arètes homologues.

On verra aisément que les surfaces de cônes ou de cylindres
semblables c.-à-d. engendrées par deux triangles, ou deux
rectanglessemblables sont entré elles comme les. carrés dé
leurs génératrices.,En 'effet les circonf. C et c des bases sont.
proportionnelles aux génératrices A et a; les aires S et s le
sont,à C X et c X a (nos 287 5°. et 290 10;)

ïy< S C.A C A SA*
s' c.a a cas s a*



De même les aires des sphères ^sont covimèA les '.carrés de

leurs rayons, puisqu'elles valent quatre grands -cercles.,•
3oo.,Iiorsque deux polyèdres sont tels qu'on peut les placer

l'un en dessus, l'autre en' dessous d'un plau ik/A7 (Cg. i49)> dé

'sorte que les sommets des angles polyèdres [A, a, B, b.soient,
deux à deux, à égale distance de ce plan, et sur une perpend.
Aa,Bb, à ce plan, ces deux polyèdres sont appelés Symé-

triques.B étant un angle polyèdre du premier corps, en menant
BQb perpend. au plan MN, et prenant QB = Qb,.b sera
l'angle homologuedu second polyèdre.

Les polyèdres symétriques ont toutes leurs 'parties consti-

tuantes égales. Pour le prouver, plions le trapèze ABPQ sui-

vant PQ, les lignes AP, aP égales et pèrpend. sur'MArcoïnci-

deront, ainsi que BQ et bQ d'où AB -j=. ab: donc lès lignes

homologues sont égales. D, d, C, c étant des angles polyèdres

symétriques, on aura BC = bc, Ac=ac; ainsi, le triangle
.ABC= abc; les triangles homologuessont donc égaux. De plus,
le triangle ADC= adc, BDC = bdc ainsi l'angle DCB=dcb,
ACD = a'cd, ACB=acb.Or,

i°. Si les plans dé ces triangles forment en C et c des angles

trièdres, ils seront égaux: donc les angles dièdres et trièdres

homologues sont égaux. Il en est de même des angles polyèdres,
puisqu'ils sont formés d'angles trièdres égaux disposés dans le

mêmeordre.
2°.. Si les poiqts ABCD sont dans le même plan, comme

l'angle DCB=?ACD 4- ACB, on a dcb acd-{-acb d'où il
suit que les points abcd sont aussi dans le même plan (^279)
donc les faces homologues sont égales comme formées de

triangles égaux semblablement plaçés.

3o i Tout parallélépipède ACc (fig. i5o) est formé de deux

prismes triangulaires symétriquesABd, BCd; les angles dièdres

opposés sont égaux; et les angles trièdres opposés sont symé-
triques. En'effet, les deux corps Aabd,Ccbd sont visiblement
des prismes ( n° 282 ) la base BDC ou bdc de l'un sera égale

à ABD. Rapprochonsces prismes triangulaires, en faisant coïn-



cider bdc savoir, ùc-axcc AD, et de avec AB CcW
prendra la situation AEEI. Or,- les perpend. a F, 6/ sur les
bases sont égales (n° 268,2°.) on a de plus Aa = Ce,et l'angle
AaF= cCf; ainsi le triangle AâF= Ccf; à'ouAF=cf. Par
une raison semblable ,/£== DF; .ainsi les triangles égaux ADF,
bef coïncident-, et le' point./ tombant en F,fC'se porto en FE
sur le prolongement FE de aF. Donc le sommetE ou Ces
symétrique de a on verra de même que /ou£ l'est de d,~el Il:
ou D l'est de o.

•III. DES
VOLUMES..

3o2. Former un prisme droit équivalentà .un prisme' obliquer
AD (Hg. i5i), la génératrice conservant la même longueurAG.
Prolongeons les arètes CA, DB r ineiiQns-Ieur un plan quel-
,conque MN perp. enfin prenons Pp^=- BJ) menons le plan
op parallèle, à MN, on aura ainsi le prisme.droit Op. Appli-

quons les prisnies tronques BAOP D,Cop, de manière à cou-
cher Ia, base op sur OP qui lui est; égale. les génératrices étant
perpend. aux bases, et de plus égales Rp donne
PB =. p£> et ainsi-' des autres )', les prismes coïncideront,
ou oD = Oi?-Retiancliant la partie, commune 'Ap, il reste le
prisme oblique l^iD; équivalent au prisme droit Op. ,

303. On peut toujours disposer deux prismes symétriques,
AD, ad(f\g. i5i) relativement à un plan MA',

en sorte' que
ce plan soit perpend. aux génératricesrrProlongeonsVarète DB.

en Pd; /puis; à partir du point P de rencontre' avec: un plan
quelconque MN perpend., prenons" Pb =~ PB Pd == PD', ou
7?Z)= bd. En raisonnant de même pour chaque arête, on for-
mera le prisme ad symétrique à AD..

Les prismes symétriques .AD, ad sont équiv.alenSi Car pre-
nons Pp^P.p'==BD, et menons les plans op, o'p' parallèles,
à MN les prismes OPop, OPp'.p' sont jiiroits

aux proposés-^n" 3^)2). I^e plus, ils sont égaux entre eux,
puisqu'en les appliquant de, sorte que la base o'p' de l'un



tombe sur celle..013 de l'autre qui lui est égale, il y aura coïn-

304. Deux parallélépipèdes de rnême hauteur et de même base
sont èquivalens. Pour ledéniontrer rapprochons ces corps de

manière à' faire coïncider leurs bases inférieures les supérieures,

seront situées dans, le même plan il' se présentera deux cas.,
• i°. Si tes faces latérales FG,'EK (-fig. i5i) sont dans un

même, plan, les triangles égaux EGH, FIK servent de bases
à deux prismes superposables EHM, FIN. Donc, en retran-
chant tour à tources. prismesdu corps entier '-EN, il restera lés
parallélépipèdes èquivalens EFIM, 'EHNL.

2°. 'Si les faces ont une disposition quelconque, les bases
supérieures AÇ, ac (fig. i53) seront des parallélogrammeségaux
à ceux des bases inférieures, en sorte que les lignes AB, DC,
ab, dc seront égales et parallèles; de même. pour AD, BC,
ad, bc..Prolongeons ces.lignes, nous aurons le .parallélogramme
A' C égal a.AC et a ac. Or, concevons le, parallélépipède qui
aurait pour base supérieure A'Ç, et la même base inférieur
que les proposés; ce corps sera équivalent à chacun de ceux-ci,
puisqu'il sera, relativement à eux, dans. l'état examiné ci-dessus.
Les.proposés sont donc équivalons.

305. Il est. facile de changer'' un parallélépipède donné en un
autre rectangulaire équivalent fie chaque angle de la base in-
férieure ABCD (Eg. i54;)>. élevons des/.perpendiculaires a 'son

plan on aura un parallélépipède droit AJ3EI équivalent, an
proposé, qu'il !étaitTinuti|e' de tracer dans la fig. Puis, menant
AF, BG, perpend. sur sur AG

le parallélépipède rectangle ABHK équivalent à ABEI puis-
q'u'il a même base AM et même hauteur AF.

306. Deux parallélépipèdes rectanglesde même base sont entre
eux coinm'e'leurs hauteurs'. Si ce,s 'hauteurs ont ûue commune

mesure,.on couplera les corps en .tranches,égales, et Jîon. raison-

nera comme pour les rectangles (no 25o, ï°.,fig.99)^ .©n dé-
montrera de même le théorème pour le cas pu les,hautéurs sont
incommensurables.



Les parallélépipèdes iectangles P et p dé même hauteur.. sont

entre eux comme leurs bases. En effet, plaçons ces corps de,
manière à. faire coïnciderl'un de leurs angles polyèdres et leur
arête égale. Les bases seront disposées comme AC.(ûg. 100-)

pour P, et AK pour p; or, prolongeons IK en H; le parallé-
lépipède Q construit sur la base AH et de-même hauteur, peut
être regardé comme .ayant AI pour hauteur, et la face AB pour
base compare à P, il donne donc jy. Mais si l'on prend

',la face AI pour base des, parallélépipèdes Q et />v leurs hauteurs

seront AB et AL; d'où
= -jy.

En multipliant ces propor-

tions, il vient

Enfin, les parallélépipèdes rectangles P et .p sont entre eux
comnie les produits de leurs bases par leurs hauteurs. Car si les
hases sont AC et Afâ, et les lauteurs -H et/¿, en prolongeant
les faces de celui qui a une hauteur moindre, tel que p, jusqu'à
la-basé supérieure de l'autre, on formera un parallélépipèdeR,
qui aura 'même hauteur H que'l'uu P, et même base AK que

1 autre p; on aura donc d'une part = y-, et -75
== -7^de

J'autre d'où

En désignantpar H, K les arêtes qui forment un angletrièdre

que pour mesurer le volume d;un parallélép. rect..P, c.-à-d. pour
trouver son rapport avec un autrep pris pour unité (n°8 36, 71),

on cherchera les rapports entrè les arètes respectives

qui forment un angle trièdre, et l'on multipliera'ces trois nom-
bres. Représentons par lIe produit de ces trois rapports; 1: est

un nombre abstrait, et le parallélépipède qu'il s'agit de mesurer
a pour volume l fois celui du parallélépipède pris pour unité.



Le volurne d'un parallélépipède est le produit de sa base par
sa hauteur, quand on prend, pour unité de volume le cube.
qui a pour côté l'unité linéaire,: car h, et h seront i, et
l'on aura È.Ï.K pour le volume de P; H, I et K sont des
nombres abstraits, qui marquent combien les arêtes de notre
parallélépipède P contiennent de fois l'unité linéaire; soit 1

leur produit H.I.K, l'équ. P-=.H.I.K revient à P = 1 foins
le cube pris pour unité de volume.

Lorsque Hz=I–K, on a P = H3; de là la dénomination
de- Cube donnée aux troisièmes puissances.

3o7. Donc, le volurrte d'un prisme est le produit de sa base
par sa hauteur: car, i°. s'il s'agit. d'un parallélépipède, quel-
conque, il est équivalent à celui qui est \rectangle de même
hauteur et de base équivalente (no 304).

20. Si le prisme est triangulaire, comme ABDabd (fig. i5o),
en formant le parallélépipède Ac le, volume de notre prisme
est égal à son symétrique BDCbdc (n° 3o3) donc, chacun
de ces prismes à pour volume le produit de sa hauteur par- la
moitié de la base AC, ou plutôt par sa base ABD.

3°. Enfin, si l'on fait passer des plans par la génératrice Aa
(fig. i3t) du prisme Ad et par toutes les autres,'il sera décom-
posé en prismes triangulaires de même hauteur; la somme de
leurs volumessera donc le produit de cette hauteur par la somme
des bases, ou par ABCDE.

On voit aussi que les volumes des prismes de même base sont
comme les hauteurs, ou de même hauteur, sont comme leurs
bases.

3o8. Le volurize V d'un cylindre est le produit de sa hau-
teur H par l'aire B'de sa base. En effet, désignons par '/S l'ex-
cès de la base du prisme circonscrit sur celle du cylindre, est
par et. l'excès du volume de ce, prisme sur celui V du cylindre
B sera la base du prisme, /f- et. son /volume d'où
F+a = (fi -f/3) H-, donc F=BHf puisque le volume du
cylindre est la limite de celui du prisme (n° 1 13).

3og. Les pyramides dé même hauteur et dont les bases sont



équivalentes jsont égales en volume. Pour le prouver^ coupons
un tétraèdre par, des plans parallèles à sa baseetéquidistans.
Soit*. ACcbaB (fig. 1 55). l'une' dés tranches menons par les
points A, C; a, -c des parallèles à'l'arètè Bb; nous formerons
deux prismes, L'un BDFcba intérieur, l'autre BACebi exté-
rieur au tronc la différence de ces prismes est le prisme DCea,
«fui- a' même hauteur, et ddnt la base 'CFDÀest la différence
entre les bases ABC, abc. •

En opérant de même pour chaque tranche, on aura une série
de prismes d'égale hauteur, 'tels que De. Or, 'il est visible qu'en
partant de la base du tétraèdre, chaque prisme intérieurDFbB
est égal au. prisme extérieur de'la .tranche suivante; ainsi, en
prenant la, différence -entre tous les prismes intérieurs et tous
les extérieurs, il ne reste que les prismes DCea, depuis là .ire
tranche MN cette différence est donc un .prisme de même
hauteur que les tranches-,1 et qui a pour base celle BMN dn
tétraèdre. Plus les tranches sont nombreuses, et plus la hauteur
devient petite; on peut donc.rendre aussi petite qu'on voudra

la différence entre les prismes intérieurs.et extérieurs, et, à
plus forte raison, entre les prismes intérieurs et le tétraèdre.

Il est évident que ce raisonnement peut se, faire également

pour toute pyramide à base quelconque.

•
Cela posé, soient maintenant deux pyramides P eXp de même

hauteur, dont les bases équivalentes reposent sur le même plan
coupons-lespar une série de plans parallèles à ces bases et équi-
distans, puis formons' pour chacune les prismes intérieurs.
Soient a et les excès des pyramides sur la somme des prismes
intérieurs, dont les volumes sont P- a. et p &. Or, chaque
plan paiallèle aux bases des pyramides donne des sections équi-
valentes, puisque ces sections sont entre elles comme les hases
(n° 278) donc, les prismes intérieurs sont égaux deux à deux,
d'où P.– cL==p et et (no.n3) P–p.

Le. même théorème a lieu,pour dèux troucs formés dans nos
pyramidespar deux plans parallèles.

3 10. Un tétraèdre D ABC (fig. 1 56) est le tiers d'un prisme



d,e même base et de même liaûteur car, sur les' trois ârètfè
formons le prisme AE; en ôtant le tétr.aèiïre D'ABC, il reste
la pyramide quadrangulaire DACEF.. Le plan'COF forme
deux tétraèdres: l'un F DEC, qui est égal au' proposé, comme
ayant même liaùteUf et la has& FDÉ– ABC; l'autre.
DACF= DFCE, par la même raison*, attendu qiîe le triangle
-dFC = EFC. Nos trois • tétraèdres étant-équiVaiehs, cliaêuii est
le tiers du prisme.

» i
Donc, *le volume de toute pyramide est le produit du tiers

dé sa bczse par'sa kauleur-j puisqu'elle esï'décomposableen té-
traèdres: > r

Et conime le'cdne est 1.1 limite des pyramides circonscrites
le volume du cône est le tiers de sa base multipliée 'par s'a hau-
teur, ow. le tiers du cylindre de même base etde.mêmejiauteur..

On aura-le volume d'un- polyèdre quelconque en le décom-
posànt'en pyramides.

3 1 1. Le volume dit tronc du prisme triang. ABEF (fig.i5>i)
est le produit de la base par le tiers des trois hauteurs des anvlës
trièdres F, D, E. de la base supérieure. En effet, faisons les
mêmes sections sur ce tronc ABEFqu'au n° 3io; le plan ADC
donne lé tétraèdre DABCy\Q plan DCF coupe la, pyramide
quadrangulaire DACEF en deux tétraèdres DFCA, D'fCE.
Or, on peut' sans changer les bases AFC, EFC, mettre les
sommets de ceux-ci en" 5; puisque Si? esl parallèle' au plan
ACE(n" 269): Dôiic bir àu'i-a les tétraèdres BCAF, BCEF: ce
de.-nièr peut même prendre CEA po'ur ba-se/ puisque les trian-gles CEFeiCEA sont éqûivalerfs*. Le troriede prisme est donc
formé des 'trois' tétraèdres "'O^fiC FA.BC, EABC', qui ont'
même" base inférieure ^2? C,'eïiéurs" sommets 5ax trois angles
trièdres FDE de la base supérieure;doac, etc. Ce théorème
sert à trouver le volume du prisme tronqué à base quelconque.

312. Le volume d'un tronc de pyramide quelconque est com-
posé de trois pyramides de même hauteur que 'le- tronc y dont

inférieure du tronc la supérieure et- une

ces deux aires,- Soient üne)



ramide et un tétraèdre de même hauteur, de bases équivalentes,

posés sur le même plan; leurs volumes sont égaux. Un plan pa-
rallèle aux bases forme deux troncs, et coupe le tétraèdre et la

pyramide suivant un triangleet un polygone qui sont équivalens,

puisqu'ils sont proportionnels aux bases (278) donc la pyra-

mide et le tétraèdre retranchés étant égaux, les troncs le seront
aussi. Il reste à démontrer le théorème pour le tronc de tétraèdre
ABFE\ i58).'

Le plan ADC donne les deux corps DABC et DACEF:
le plan DFC forme les tétraèdres DFEC et DFAC; or menant
DG parallèle à AF, ce dernier pourraavoir son sommeten G, au
lieu de D, et deviendra FAGC. Ces trois tétraèdres ont même

hauteur que le tronc; leurs bases sont ABC, DFE, AGC. Cela

ABC AB AGC _AC
posé on a (n° 256 20,) -jçç -j-Q, FDE FE T se-

conds membres sont égaux à cause des triangles semblables

Soient A et B les bases d'un tronc de pyramide, H sa hau-

teur on a pour le volume \H(A -f- B -f- \/AB).
11 est visible que ce théorème a également lieu pour le tronc

de cône. Soient R et r les rayons des bases ,A= 7rR%B = vri,
le volume du tronc de cône = ï*H{R.*+ r*Rr).

3i3. Menons les tangentes flE, EF, FD (fig. i37) aux ex-
trémités des quarts de cercle BD; puis IK, i.k, GH,
parallèles à EF; et CE, CF. Le cercle qui pour'rayon l'hy-

poténuse Ca, a pour aire'la somme.des cercles dont les rayons

sont les côtés ab et bC du triangle abC (n° 263 40.). D'ailleurs

Ca=bl, bC be, puisque le -triangle CEB est isoscèle: donc

• cerc. f>T = cerc. ba -f- cerc. b'e.

Si l'on fait tourner la figure autour de l'axe CB, elle engen-

drera un cylindre AEFD, une demi-sphère ABD, et un cônes

CJSFjet.si l'on construit sur les cercles dont on vient de par-
ler trois cylindres dont la hauteursoit quelconque Ii, l'équation

précédente donnera cyU/ = cyl!ia + cyl.te. Le 1" de ces



cylindres est une tranche de celui qui est circonscrit à la sphère;
le 2° est intérieur à la tranche sphérique le 3e est extérieur à
la tranche conique; et si l'on conçoit une série .de plans équi-
distans dans l'étendue quelconque IKHG, on aura autant d'équ.
analogues à la précédente, dont la somme donnera

cyl.GIKH = som.cyl. int. à la sphère som. cyl. ext. au cône.

Céla posé, concevons, outre les cylindres intérieurs à la
sphère, ceux qui sont extérieurs, comme on l'a fait pour la py-
ramide (n° 3og). Le même raisonnement prouve que la diffé-
rence entre tous les cylindres intérieurs et extérieurs se réduit
à la différence entre le i er intérieur et le dernier extérieur, ou à
cyl- fi cyl. ab, c.-à-d. à une couronne cylindrique, dont
la base est la différence des cercles qui ont^- et ba pour rayons,
et dont Ii est la hauteur: d'où l'on conclut que cette différence
peut être diminuée indéfiniment, et qu'il en est de même pour
la différence a entre les cylindres intérieurs et les tranches sphé-
riquescorrespondantes.

On prouve de même pour le cône CEF, que la différence p
entre les cylindres extérieurs au cône et la tranche conique
«e77,est indéfinimentdécroissante. Ainsi l'équ.ci-dessus revient à
cyl. GIKH = tranch. STph. gaa h+ et tronc cône ee'tl fi
d'où (n° 113) tranch. i^h.gaa'k=cy\.GIKH tronccône eerl
Doncla tranche d'une sphèrea pour volumecelle du cylindre
circonscrit moins celle du cône compris entré les mémes plans
parallèles .v;én sorte que le volume Çgal extérieur à la tranche
sphérique gaa'h et renfermé dans le cylindre-circonscrit, est
égal à la tranche conique ee'ïl.

i°. Si les plans forment des tranches depuis EF jusqu'à AD

on voit qùe l'hémisphère ABD = cyl. EFDA cône CEF.
Or,.ce cône est le tiers de ce cylindre (n° 3io); donc l'hémi-
sphère est les de celui-ci, ou la sphère est les deux tiers du cy-
lindre circonscrit /ou 1 cercle ABD X iAE ,oq. enfin le produit
du, tiers du rayonpar sa surface qui égale quatre grands cercles.
Soit R ;lé rayon AC D le diamètre AD, la surface vaut
iJjrff-.OUirD1, d'où



le volume V de la sphère = ±7rR3 = 0,5236 D3.

Si l'on ne veut qu'une solution approchée, on prend V = ±D3.i°. Le rayon de la splière, dont le volume V est donné, est

(*) L'importance de cette théorie rend utiles les developpemens.qm" sni-
vent. Faisons tourner autour dn diamètre AO (fig, i45) le polygone réguliers
circonscrit ABDI> imaginons un système de pyramides Uonquées, cir-
conscrites à chaque tronc de cône-, formant un polyèdre circonscrit a la
sphère. 11 est évident que Je volume de ces troncs de pyramides a pour limite
Ic volume des cônes, et par.consc'quent. celui de lasubire, ou du. segment
sphéricjùe correspondant. Du centre C, menons chaque angle polyèdre:des
lignes; rions aurons un autre système de pyramides, dont la hauteur com-
mune'sera le rayon KC- Le volume entier sera donc le produit du tiers de ce
rayon par la surface des bases ou la surface du polyèdre.

Cela posé, soient R le rayon D C (fig. 1 43) al'excès'de l'aire du polyèdre

sur celle A de la sphère ou de la calotte sphérique DAG, p l'excès du! vo-
lumé du polyèdre sur celui Y de la sphère eu du secteur CD.RG on a
\li(A+a) pour le volume dn polyèdre; donc f+fi= j R (A+rf;

(n»n3) V–\AR. Donc, etc.

En gênerai, puisqne tout polyèdre circonscrit la sphère a ponr volume le
produit dn'tiers du rayon par sa surface, il est celai de la sphère dans le
même rapport que leurs aires. Donc les volumes de deux polyèdres quel-
eonques circonscrits sont entre eux comme leurs surfaces. La méthode
des limites ( n° iï3) pcrmet'de généraliser ce théorème et de l'étendre aussi
à tout système forme de portions courbeset planes de surfaces circonscritesA
la sphère. .•'•"

C'est ainsi que le volumede la sphère est les f de celui du cylindre cir-

conscrit, puisque la surface de l'une est les de celle de l'akfre.(n*2()3,,4o.).

C'est, .au reste,, ce qui résulte de cc que ces volumes sont lès produits d'bn

grand"cercle"multipliepar
f'du

rayon pour la sphère, etpar le diamètre pour

le cylindre. En comparaqt le cylindre et le cône circonscrits h la sphère, on
trouve-que le premier de ces volumes est moyen proportionnelentre IFs deux

antres, pnisqne ces volumes sont comme lenrs aires '(n0 2g3,en faut
dire autant de ces mêmes corps inscrits a la sphère. •



3°. Représentant par h la hauteur bf de la tranche' 'sphé-
rique gha'a (fig. 187), et observant que BE = BC=R-
Cb=be;et le volume (n° 3i2) du tronc du edne
#Ve=>AX(C6J+e/'+C6xC/). Or* 'on a bf, ou
h = Cb Cf; dont lé carré h> = Ce* -|- C/2 2 Ce X C/donne

Cb X Cf=i(Cb* Cf'- la') ainsi,

En retranchant du cylindre GIKH~Ji><.7rÊCd, on
la tranche sphérique ±Wi (2BC'- Cb' Cf-)+$wJi3. Mais

r et r désignant les.rayons fg et bc des deux bases, on'dans;
le triangle Cb,a, BO– Cfr^r'; de même BC' Cfi = r>;
donc la tranche sph'èrique + r'J)-^i 3-7i3

ou le volumede làtranehe sphérique est lé produit de la hauteur
parla demi-somme des deux bases., plus .une .sphère qui a cette
hauteur pour diamètre.

4°. Si,le segment n'a qu'une.base \n}i,
et .observant que dans :le triangle Cap, çt. R?;– (/î.– A)",
d'où ''== "$Rh, À1., on .trouve- •

-iw/i2 {ZR–'h}; •
au. segment sphérique B.ab le cône.

ab'-v6vâb==R– ab*=Ca* Cb*=2RJi- A* j
ainsi, le cône Cab = ^irh X (2R h) (fi Jî).~

On a secteur sphérique =%7rR*h.

Donc le volume du secteur sphérique CaBa' est le produit du
tiers du rayon parfaire de la calotte qui lui sert de base, la dé-
signant la hauteur Bb de cette calotte.

3l4- Les volumes de deux pyramides sont entre eux comme
les produits des hauteurs par les aires des. bases (n° 3 10). Mais
si ces pyramides SAC, Sac (fig. 125) sont semblables, on a
al}c = (n° 278); multipliant de part et d'autre par
SH S ABC. _SHS
Sh Vient Sabc. ~Shï-



3i5. Les volumes despolyèdres semblables sont entre eux comme

Tes cubcs de leurs lignes homologues. En effet, comme deux
polyèdres semblables P p sont décomposables (n° 296) en py-
ramides semblables S, s,S',s en désignant par a, A', a des

lignes homologues de ces pyramides, on a = -j,-r=–
D'ailleurs- tous ces rapports sont égaux, puisqu'en vertu de la

similitude supposée, on a = T =

Donc

II sera aisé de'voir que les volumes des sphères sont entre eux
comme lea cubes de leurs rayons que ceux, des cylindres droits
et des cônes droits semblables (c.-à-d. engendréspar des rectan-
gles ou des triangles rectangles semblables) sont entre eux
comme les cubes des longueurs de leurs -génératrices, ou de
leurs hauteurs, ou enfin des rayons de leurs bases.

Les polyèdres symétriques-ont.leurs volumes égaux,, puisqu'il
est évident qu'on peut les décomposer en'tétraèdres sym,étri-
ques, et que ceux-ci ont des bases et des hauteurs égales.



LIVRE QUATRIÈME.

GÉOMÉTRIE ANALYTIQUE.

I. APPLICATION DE L'ALGÈBRE A LA' GÉOMÉTRIE

ÉLÉMENTAIRE.

Quelques Problèmes sur les lignes.

316. TANT que l'Algèbre et la Géométrie.ont été séparées,
leurs progrès ont été lents et leurs usagesbornés; mais lorsque
ces deux sciences se sont réunies, elles se sont prêté des forcies
mutuelles, et ont marché ensemble d'un pas rapide vers la per-
fection. C'est à Viète et à Descartes qu'on doit l'application'de
l'Algèbre à la Géométrie', application qui est devenue la clef
des plus grandes découvertes dans toutes lés branches des Ma-
thématiques. (La Grange Ecol. Normal., l. IV, p. 4OI0

C'est donc en introduisant dans les formules algébriques les
grandeurs qui composent les parties d'une figure, que nous
transporterons dans la Géométrie toutes les ressources de l'Ai-
gèbre et nous parviendrons sans peine à des résultats qu'il se-
rait difficile d'obtenir par la Géométrie seule. Celle-ci a l'avan-
tage de ne jamais faire perdre de vue l'objet principal, et d'é-
clairer la route entière qui conduit des premiers axiomes à leurs
dernières conséquences (voy. h° 252); mais l'Algèbrea:'bien:plus
de ressources.

Ces réflexions conduisent à préférer dans la Géométrie élé-,

mentaire. les- méthodes-directesy-celles-qui ne -reposent-sur
aucun principe étranger et, permettent,. pour ainsi diré^.d'j-
soler chaque théorème, en le présentant comme une vériféausslv



claire que l'axiome d'où il est déduit. Mais, lorsque les ques-
tions deviennent plus compliquées) cette méthode, qu'on nomme
Synthèse i perd la clarté, qui est son plus précieux avantage;
l'analyse reprend toute sa supériorité, et, par sa féconde in-
fluencé, généralise les résultats, simplifie les. recherches, et
lorsqu'elle est employée avec adresse, donne à ses artifices une
élégance et même une clarté à laquelle le mécanisme du calcul
semblait s'opposer. Les problèmes suivans serviront de preuve
à ces assertions.

3 17. Mesurer la distance d'un point inaccessible D à un
autre point A (fig. 159). On prendra sur l'alignement AD une
partie quelconque AC, et formant un triangle arbitraire ABC,
on en mesurera les côtés AB=zC) AC==b, BC=a(?); puis
marquant sur B'Ù quelconque, on dirigera vers D
le rayon visuel FD\ soient AD = x, EC = g, FA = d. La
parallèle EG à AB donne

-£\ en
divisant cette valeur par celle de EG,

c-~ SjiL arrive que .fiF ==. AF,;ce quîonest le maître. de supposer,

comme.cc = ad, la solution se réduit à x =b. S~^a-

-.=
nous désignerons ifcViingics des triangles par A, B,XC; et

•



Il ne s'agira plus que de mettre pour a, b,c, leurs valeurs

numériques, ou le nombre de fois que ces ligues contiennent
leur unité,-pour trouver x exprimé en nombres.

3,8. Quelle est la relation qui lie les côtés a, h-et c d'ùn
triangle BAC (fig. 92) inscrit à un cercle de rayon R? Menons
le diamètre BD et les lignes AD DC; le quadrilatèreABDC
donne (n° 240, c X CD a X AD. Des triangles
rectangles BCD BAD nous tirons CD = {/(^R* a*),
AD == V/(4#2 c") Jonc

équation cherchée, qui donne l'une des quantités a, b, c et R,
connaissant les trois autres.1'-

I. Étant données les cordes de deux arcs AB, BC, on a donc b,

ou la corde AC d'un arc ABC égal à leur somme.
Si les arcs ^£2? et BC sont égaux, on a a = c, d'où

Rb=a\f(fà* °ï)>
équ. qui donne la corde b. d'un arc, connaissant celle a d'un arc
moitiémoindre.

II. Trouver le rayon R du cerclècirconscrit au triangle ABC.
Élevons notre équ. au carré, l'un des radicaux disparaîtra; trans-
posons ensuite les termes rationnels, et carrons de nouveau pour
chasser l'autre radical, nous trouvons

Cette formule ne se prête, pas au calcul des log mais le radical
affecte la différence de deux carrés qui = (20c + aa +* c" è")

X pu
chaque facteur souffre la-même décomposition et l'on a

en faisant pour.1 abréger le périmètre %p^=a -f- b -f- c.



III. Trouver l'aire z d'un triangle connaissant les trois côtés
a,b,c(no2i8,fig. 1 76) le segment Al) = x = ^l+fluf!-
or, le triangleABD donne BD == y (c» x°) a-; 6 x £Z>
devient donc s=ii/[4iV– (^-fc» a*)»],
ou s== V6>-(i>-«) (p-b) (p-^c).
On a donc, pour le rayon du cercle circonscrit ^Rz = abc.

IV. Trouver le rayon r du cercle circonscrit au triangle. Les
aires (fig. 46) des triangles AOB AOC, BOC étant cr,i br, ar, la somme, est z = pr, d'où ( voy. n° 364, IX)

V. Évaluer l'aire d'un quadrilatère ABCC (fig. 3g) me-
nons la diagonale AC~b, et prenons-la pour base des deux
triangles ABC, ACC; h et h' étant les hauteurs, l'aire de-
mandée est b (h + h').

On peut encore opérer comme il suit. Soit ABCD (fig. i74)-
abaissez les perp. DEz=h, CF-h' sur la base AB=a, faites
AE =b,BF= i'd'ou (n- 259) l'aire CFED
i (A+// ) X (a–è_6'). De plus ADE= i è/i, C£F =i i'A'
vous trouvez enfin, pour la somme de ces aires,

ABCD = \{fl-rb)K + Ufl b')h.
Cette équ., facile à appliquer, ne convient plus dès que l'une
des perpend. tombe hors du quadrilatère. Ainsi (fig. i75), il
faudrait changer i en– et V en– b'. (Foy. n°' 337 et364,-VI.)

VI. MènerEF perpend. à la base AC du triangle ABC(fin- 1 7 1)
telle que.les triangles AEF ABC soient dans le rapport donné
de m an. Soient b et x les-basesAC, AE; IL et y les hauteurs
BD EF; les aires sont i bh, {xy, d'où HL. D'ailleurs

un

les triangles semblables AÉF ABD donnent ^=
en fai-

'saut AD=k, donc, éliminant r,x= V^
,Si l'on



avait x > k ou AD, le point E devrait être situé vers Ils au-
delà de D, et la perpend. à AC séparerait un triangle qui n'est
plus contenu dans ABC ce cas arrive quand ou

3 19. Connaissant le côté AB=a (Gg. 97) d'un polygone régu-

lier inscrit, cherchons celui AC=x d'un polygone régulier dont
le nombre des côtés est double. CO, perpend. sur AB donne

(n° 223) A&– CIX.-i.CO. Représentant par z le rayon Ol
du cercle inscrit au polygone donné, on a CIz=R z
et OIÀ = AO* AI" donc

*»=2iR(fl z), et za=fla– {a\
En faisant, par ex., a = R, on a R\/{?. \/3) pour le côté

du dodécagone inscrit. De même a R\/3 (n° 236) donne

x–R pour le côté de l'hexagone, etc.
On peut aussi trouver le côté EF= y d'un, polygone régu-

lier circonscrit, connaissantcelui AB = a, qui est inscrit d'un
même nombre de côtés. Car les triangles AOI, EOC donnent

320. C'est ainsi que a = R\/a. donne z = {R\/2 et y = iR

pour le côté du carré circonscrit (n° 237)-, a = /î\/3 donne,

pour le côté du triangle équilatéral circonscrit, y 2.R\/Z,

ou le double du côté du triangle inscrit.
Il est facile de déduire de ces formules le rapport approché tt

dé la circonférence au diamètre, ou la demi-circonférence w du

cercle, dont le rayon est l'unité (n° 248). Pour cela, posons
R = s nos équ. deviendront

ar= V/(2 2z), z = l/(l ia')^j=

Faisant a='t on a, pour le côté du dodécagone inscrit
a=V/(2–3)=o;5 17638. Si de nouveau on fait «=o,5i7638,-



on trouvera j;=o,26io53.. pour le côté dû polygone régulier
inscrit de 24 côtés; et ainsi de suite.

Quatre opérationssemblables donneront, par ex., o,o65438

pour le côté du polygone régulier de 96 côtés; en mettant cette
valeur pour a dans z et y, on a le côté du polygone régulier
circonscrit semblable; et multipliant par 48, on a, pour les
demi-périmètres de ces polygones, 3,1392 et 3,i4io. Comme
la demi-circonf. w est comprise entre ces longueurs, on aura
donc «- = 3,14. en ne prenant que les décimales communes.

Pour obtenir une plus grande approximation,comme la cir-
conférence approche d'autant plus des périmètres des poly-
.gones,que l'on multiplie davantage les côtés (n° 246), il fau-
dra recourir à des polygones d'un plus grand nombre de côtés.
Soit, en général calculé le côté a d'un polygone inscrit d'un
nombre n de côtés; on aura, pour les demi-périmètres.de ce
polygone et de celui qui est circonscrit semblable,

on en déduit enfin le nombre it donné p. 278.

Constructions géométriques.

321. L'art de résoudre les problèmes de Géométrie consiste,

comme on a pu le remarquer (n°" 208 227 .), à les supposer
résolus, à rapprocher les propriétés de la figure de celles qu'on
connaît et qui sont analogues; à ..trouver ainsi la loi à, laquelle
les partiesdu système sont soumises, et à en conclure les in-
connues. Ces procédés exigent beaucoup d'exercice et, d'a-
dresse, et l'on ne peut donner de règles généralespour ces com-
binaisons. L'emploi- de l'Algèbre, lorsque le clioix des incon-.
nues est.fait avec adresse, conduit souvent à des solutions plus
élégantes; on sait mieux reconnaître leur nombre, et l'on juge
facilement si le problème est possible ou non, déterminé ou in-
déterminé. "• •
..Concevons qu'après avoir résolu un problème de Géométrie,

OB' ait construit, la figure qui en règle les parties, qu'on ait



désigné par des lettres les longueurs des diverses lignes qui la
composent', et qu'en faisant usage des principes connus, on les
ait liées par des équ. le calcul conduira bientôt à la valeur
des inconnues. Cela posé, si toutes les lignes de la figure sont
exprimées par des nombres, l'Arithmétique donnera numéri-
quement ces dernières. Mais il est remarquable qu'on peut as-
signer ces longueurs cherchées, même sans le secours des
nombres, à l'aide de procédés géométriques, qui auront d'au-
tant plus d'élégance,. qu'ils rendront la figure moins confuse.
C'est ce qu'on appelle construirela valeur.de l'inconnue.

322. Remarquons, avant tout, que le calcul dont il vient
d'être question ne peut avoir pour élémens que des rapports
de lignes; en sorte que la ligne A ne peut y être introduite
qu'en ayant égard à son rapport avec une autre ligne'2?,rqu'on

peut prendre pour unité (n° i56). Alors-^ représente un nom-

bre abstrait, auquel on 'peut substituer celui de deux autres

grandeurs quelconques a et b pourvu qu'on ait -j. =5 j
•>

II n'entre donc, dans les calculs,, que des expressions telles
que ¡;, j- • Or, il suit des règles. mêmes du calcul, que

toutes combinaisonsde ces élémens par voie de multiplications
division, réduction au même dénominateur, etc., doit con-
duire à un résultat homogène, c à– d. dont les termes ren-
ferment tou.s le même nombre de facteurs. Ainsi, les lettres
a, b, c. qui entrent dans une formule peuvent y désigner
des lignes au lieu de nombres, et doivent alors être homogènes
s'il n'en est pas ainsi, quelqu'une de ces lignes, telles que r, a
dû être prise pour l'unité, qui n'est d'ailleurs qu'une longueur
arbitraire et conriue (no 36). Dans ce cas, on peut rétablir le
facteur r partout où .il a dû disparaître, lorsqu'on a posé r = 1
c.-à-d., introduire r et des puissances convenables de r dans les
divers termes afin qu'ils redevienne nt.homogènes.Pour que les
quantités



représentent des lignes, elles doivent revenir à

En effet, par ex.= en faisant évanouir le ra-

dical, devient 2*3= i ±.a, qui, en restituant des puissances

convenables de r, devient ax* = ra±ar. Mise sous cette

forme, on peut prendre dans l'expressionpour unité tout autre

signe que r, et même une longueur qui n'y entre pas.
Lorsqu'une formule sera homogène, nous en évaluerons le

degrés par le nombre des facteurs de l'un de ses termes, si elle

est entière; on retranchera le degré du dénominateur de celui

du numérateur, si elle est fractionnaire; enfin, on divisera le

degré de la fraction par l'ordre du radical qui 1'affecte, si

elle est irrationnelle. Concluons de là qu'en général, pour
qu'une fraction rationnelle représente une ligue, c.-à-d. soit

linéaire,, il faut que chaque terme du numérateur ait un fac-

teur de plus que dans le dénominateur; et s'il entre un radical.,

il doit affecter une quantité de mime degré que lui le radical

carré précédera une fraction du second degré,'etc.; les for-

mules de première dimension, c.-à-d. du ie' degré, sont

constructibles par une ligne; celles de seconde dimension par
une aire; enfin celles de troisième dimension représentent un
volume: et si elles ne sont pas homogènes, on les rend telles'

en distribuant des puissances convenables de la ligne r qui y a été

prise pour unité.

323. Toute fraction monôme linéaire ne peut,être que de la

équivaut
h -xi X X d; de sorte qu'on voit que la ligne



à doit être prise autant de fois qu'il y a d'unités dans le pro-

duit des rapports

i0.' La construction de x = n'offre pas de difficulté; est 2

une quatrième proportionnelle à c, a et b. On sait la trouver ï
(n' 213, fig. 59); on pourrait même faire usage des théorèmes
(nos 22i et7224)-

2°. Pour = –r- on cherchera une ligne k ==-=-, et l'on

kc
aura = ; ainsi eux, proportionnelles donneront x.

3". De même x = -x- se construit en faisant k =*fg. e

Lz=.
-7=-

et l'on a x
== Il faut trois constructions.

Et ainsi de suite.

324. Pour la fraction polynôme x =
=-= 2

dont

le dénominateurest monôme,on écrit x = -7– I
on construit chaque fraction à part, et l'on a trois lignes à
ajouter ou à soustraire.

Cependant si l'on a
*=='– il sera plus court de faire

a;= i c.-a-d. de chercher une proportion-

nelle aux .lignes c,.a-$- b et a b..
.3.25. On rend le dénominateur monôme, lorsqu'il ne l'est-

pas, en l'égalant .à un seul terme de même dimension, et dont

on prend à volonté tous les facteurs, excepté l'un y qui y est
inconnu, et qu'on détermine ainsi qu'il vient d'êtredit. Par ex.,

pour x = .r– f on fera. aù-cd av;do -}- eu

abc* de! bc def cd
ay ay y ay

et
6-1 a



Cette dernière équ. donne y; la ira fait connaître x.

Pour x = –r-. ri r* -Ç on fera le dénominateur

qh klq-cmd=qy; dou ion tire y~i -j
une fois y connu, on a

Le choix des facteurs de l'inconnue y se fait quelquefois de
manière à rendre les constructions plus simples;.un peu d'a-
dresse et d'exercice facilitent l'application du principe général

abc^–a'b* m(c ni) ab

326. Les Constructions ràdicales se ramènent à la forme

V(ab) ou v/(aa±^):
y/(aôVest une moyenne proportionnelle, entre a. et b,; on la
construit comme il a été dit (n° 222, fih. jo); on pourrait aussi
la trouver à, l'aide dés ttiéor,è.mes(nos 223y 225).

,Quânt a i/(a"±èa), c'est un côté d'un triangle rectangle
dont a et b sont les autres côtés.'Pour \/(cf-tf*), on prendra
(fig. 67) ABz=a, AC^=-b b sur deux lignes indéfinies AB, BC
à' angle .droit; ^'hypoténuse. même,

pour l/(a" b'), on tracera,,cdinme ci-dessus, les lignes ÀB

et" AC; 'on prendra AB =='&; -puis du centre B avec le rayon
BC=a, on marquera le point C AÇ sera v/Ça" ^a). Ou

autrement, sur la ligne BC = a comme diamètre, on décrira le
démi-ceicle i^^Gj'puisdù cëritr'e'^avec le rayon AB==l>,
on marquera lë"poinf-lrf; AC sera '{/(a^–b*).- •'

32,7. 'Pour, .construire toute, quantité affectée, d'un radical.

carré, comme elle doit avoir deux dimensions,,on l'égalera à

un produit ay; s'étant une quantité1 Iqu'on choisira volonté;
et y une inconnue; on aura alors x= \/(ay)ï La valeur de y

se déduira aisément; elle sera une fraction qu'on construira

par les prinèipes ci-dessus.



on construira y par une et

deux proportionnellés enfin' on aura
Au reste, le procédé général se siniplifie souvent avec un peu

De. même

vient x= aussi (no 329; V) la

328. Quoiqu'on puisse par cettevoie
cependant la construction du triangle rectangle donne une solu-
tion plus,simple pourquoi. il arrive souvent qu'on l'amène
il cette forme les quantités radicales, Ainsi,
devient x = en

De même se construit ainsi. On
fait=_ÿ =, sur de l'angle droit

prend l'hypoténuse
On a x= on fait
ainsi, on
d'où et ainsi de suite. La dernière

ténuse AF est x. pour et

fera indifféremment,

ou + mÎ

ou bien

;'et la- construction précédente,
convenablement modifiée; donnera

Enfin,' sU'on a



obtenir y. On fera f + d'–z,* et ab +cd=t*; et t se trou-

veront.aisément, et l'on aura y

329. Appliquons ces principes à quelques exemples.

1; Partager une longueur AC (fig. 161 ) en deux parties CB,

ABj qui soient entre elles dans,le rapport donné de m n.
Soient AC = a, CB=x; on a AB = a x, et d'après la

condition prescrite, = d'où Sur une

ligne quelconque EC, on prendra CD=m, ED = n, si m
et n sont des lignes; si ce sont des nombres, on portera une
ouverture de compas arbitraire m fois de C en D, et n fois

de D en E. Qn mènera AE et sa parallèle BD; B sera le

point cherché.

II. Étant données deux 'parallèles BC, DE (Eg. 162), et un
point A, mener par ce point une oblique AI, telle, que la partie
IK comprise entre les parallèles soit de longueur donnée = c.
Menons AG pei·pend. sur DE, et faisons AG=-a, FG=b,
l'inconnue GI=x; on &4Q– ~fq> ou = J» puis

ÀP = a" +**j donc = ±:| 4/(0"– 61). On voit d'abord que

te problème est impossible quand b est > c, ou FG > IK.
Pour construire cette valeur, du, centre F, on décriral'arc HH'

avec le rayon c; GH sera \/(c* b") AI parallèle à FH sera
la ligne cherchée, puisqu'on voit que IG est 4e proportionnelle
à b, a et Gif. v j_

Il y a une seconde solution en AI'; c'est ce qu'indique le

double signe de LL valeur de x (voy. ne 338)..

III. Étant idohnés deux points A et B (fig. 163), et une
droite DD', décrire un cercle qui passe par ces deux points et
soit tangent à la droite. Il suffit de trouver le point D tlu cor.tact.
Soit donc piolongée la ligne AB en C, et fait CD = x, CI=a,



IB=9; I étant- le milieu de AB. La tangente CD donne
(n°225) *• = CJxCB=Ça– £)fa.-hè); d'où *=y <#– Jfy
Sur l'hypoténuseC/'on tracera le triangle rectangle '/£?c', dont
b et x sont les côtés de l'angle.droit, en décrivant le demi-cercle
CEI, prenant Éî–Jïf CE sera "*•= m II' y

a
'une 2° sol &

tion en Z?',v à'cause:de la,vaîeur;négativede # (h° 338). -•• ••;•
• *7- Deux 164) et leur perpend. AB

étant données, mener unë's'écante EF, telle que AC moitié
àeAB, soltmoyenne proportionnelleentre les segmensAE, BF.

Soient AE=x, B~F=y',AC'~a:
on a aa .= xy le pro-

blême est 117), 'et le nombre des solu-
tions infini. Parmi les diverses manières de les obtenir/la suir
.vanté est assez :-v

Soit CBà=r,
.chée>EF,• perpend-'à CD:donne.les
ains.i y= ZL+ =* *&, d'ofi- + _y =.ir., Éliminant
y de a' =-xy, on a x3 2rx.= a2;' r est ici arbitraire,

devra :donc. prendre le
le cercle'dé-

crit .du ceritre-'2>' avec Ie;rayon>dontfe EI=± J/C^2.– âa) ,-donc
les points "E&'F: dïihter section- satisfont à < la .condition ainsi
que E' et P.

*ti' m^ -j !•),
• V. :Ai'p Je.-poini A. (% i65) j BAD' rfbwf

-'' • ••• V.a\. (<iui • 1 ((aient un rapport donné = '•
Menons le soit CH=r, CA b ^D == x

par condition BA = donc -H-' ,^= ,ra Faisons

/A =-pp nous l/
quantité facileà cons-

la- formel et il
m r v •••

yïaudrâïf-troùver



on doit préférer le procédé suivant. 'Remplaçons le rapport de

par celui des deux carrés sur une ligne indéfinie (fig. i66)-,

prenons 1 et FE tels qu'on ait =ni décrivons !e

demi-cercle !Ç^£ puis menons ^Fperpend. sur DE, et lès

if: X !lEainsi or =' '• prenons, .donc sur AD, prolongé

s'il est nécessaireB:C parallèle à.>DE donnera AC = x
(n° 2i3). '•

VI. Un polygone étant donné, en construire un semblable,,
les aires 'étant dans le :rapport connu de me n. -Nommons A
l'un des côtés :du polygone donné, x son homologue 'inconnu
les âires étant m n d'une .part, :et aussi :•: de

l'autre (n°"2G2); (on a = 1 On vient

;àinsi x.est une longueur

.connue. Ilne; reste^pl us. iju'àformer,:sur-le côtéar homologue
k.A». une-figure semblable à la.iproposée (n° 241)-' La même
.construction s'applique aussi aiixn cercles :(n° 263,, 3°.) m et h
sont jiçij.des.lignès-iôu des nombresdonnés.

Pour trouver le rapport de deux figures données semblables j
'ABC;?; abc.). ,( fig. 937), on .prend sut les côtés d'un angle
droi^LLi-É: (fig. 166) des parties a deux lignes
homologues des figures proposées la droite' '2? C est coupée par
:sa perpend. zAG en:d,eux. ségmens BG:, CG, -qui ont le même
rapportgue, ces -figures. >

VII. Cherchons autre P et égale
aune troisième Q. P et Q sont donnés; prenons un côté A de

P ,et-,soit xA son homologueinconnu, on :a d'oû

== Q. Soient M et oN.les côtés de deux.

carrés.équivalensà.Pet' Q (n°25,7), ou deux



qui aient même rapport que ceux-ci (fig: 166) il en résultera

ôjf àiusi -x est 4e proportionnelle à M, N et À.

VIII. qui aient même rapport
que deux parallélogrammes donnés. 'Les -bases 'étant'/?-, b les
hauteurs H, h,, on doit avoir -==– Si l'on donne _y? une
construction facile (ri° 323) fera connaître x. Mais si ces- deux )
lignes sont inconnues, l'une est arbitraire; ettl'on peutprendre

1 '•> ''y.^fb, d'ouïr == a h)
H'et B. Ce'prbblèm'e revientconstruire' un rectarigle^hs. dont
On a la 'lïà'uieurh et équipant â celle d'un reblangle
donnéHB.; • .: .&£, .

IX. on-peut- prendre une moyenne pro-
portionnelle (n° 222) entre n'et i'. On remarque (nos 236, 23n)
que si l'on'décritle cerclë'qui' a l'unité pourayon, en y inscrivant
un carre e'Fun- triangle équilàtérâl leurs côtes sont:2. et1;l/3.
Quant à-y/5, ^6.. là construction (n° .§58) 's'applique
cette recherche; 'car, sur l'angle 'droit CBïé (Ê'g. ï6à); pre-
nons AB=2, CBz= i on aura

> • • >.m. ;.La

33o. E'éqiiaTtion:duiseoond:dêgré a;a. +.j»a: ==.y suppose une
ligne il faudrait donc remplacer qpar qr, ou plutôt par mO, en faisant m" = qr Les racines ,de

a;«'4- pi = m2sont- ife'Tt
••
aisément que-nous.avons i,ndi-

i°. Si l'on comme mO = x(p îç)'
m est x et p' Si' donc on élevé

'% parallèle à AB

.jdeUx racines -1 ' '



2°. Si l'on à x*. •– px,= m* comme m est moyenne propor-
tionnelle entre,x et x-p, avec le rayon (fig.

on décrira le cercle ÂEE'\ puis prenant sur la tangente une
longueur AÇ.– m, la sécante. CJS' passant-parle centre donne
x CE' et '=– .C^/nuisqne. m2 == CE y<:CEr.

3°. Si l'on ai'+/)ï=± m:, on fera la même construction

que dans les cas précéderas;, seulement les racines sont chan-

géesj desuffit pour re-

.X. Soit proposé, par ex. de mener par._le point A la corde
dônriéë~=^ c. Gônservanl

la notation du problème, -iV, nous :.ayons .encore A b* ou
> donc *?•==. ,(<)*•

XI. Étant données deux lignes DC =a AC b (fig: 76)

formersur AÇnn segmentCB^=x3 telqu'osait BÇ^AB^DC,

pu t=v ax -.ab.
Suer le diamètre. AQ^, .soit déçrit ,un; ;çer.cle, QFA et .abaissée la

perpend. FG..== m; a),=.niï. Ainsi

on élèvera/Cfigojg)
centre.Z>j>n on mènera la sécanteE'Ç,

U ,V
On peut encore prendre le milieu E de

-i
savoir

et jB coupe ^fC.ea .mqyewne et extrême raison problème qui

tructions de la page 204. ^v,^ .
les

l'expression

et Ion aura



Mais si l'on, veut que l'aire cherchée soit un parallélogramme

ou un triangle, etc., comme la base et la hauteur ne suffisent ipius

pour déterminer la ligure te problème admet une infinité de

solutions, et.n'est déterminé que si l'on donne une autre eondi-
tion, telle qu'un'angle, ou le rapport des côtés etc.

Pour former un triangle équivalent à un cercle dont le rayon

est'iî'= a | /on prendra le diamètre 2R pour base, et la

hauteur sera une ligne h égalè' à'la demi-circonférence, ou

et il reste ensuite a tracer un triangle dont on prend uxi angle

33,2.. Toute formulera trois dimensions, se séduit à un pro-
duit de trois facteurs, x = ABC, qui sont les dimensions d'un
parallélépipède rectangle dont le volume est. On peut aussi

construire cette expression par un cube, ce qui constitue.la
Cubature des corps, ou par des tétraèdres, dés cylindres, etc.

Sur les Signes des, quantités dans V Algèbre appliquée
la Géorieétrie.

333; Lorsque deux figures ne diffèrent l'une de l'autre que

par la grandeur de leurs parties, qui y sont d'ailleurs disposées

dans le même orèire, on dit que ces figures sont Directes.. Si
les quantitésa, b, c, d. qui composent la sont liées par
une équ. X =o, elle. a, également .lieu"pour la 2e. Mais si les

deux figures digèrent en outre:par la disposition de ;quelques-

unes de leurs parties, de sorte, par ex., qu'on ait x = q-r- b

dans la ire el x b–r- a dans la 2e, on dit alors qu'elles sont
Indirectes (*). L'équ. X = o quia eu lieu pour l'une, peut

(f) Carnot, qui est l'auteur de cette théorie, qu'il a développée dans sa t
'Géométrie de'position, nomme corrélatives:directes les figures directes, et
corrélatives inverses les figures indirectes. Consultez cet csccUerft ouvrage.



avoir besoin de quelques modifications pour devenir applicable
il l'autre; c'est ce qu'il s'agit d'examiner.

En nommant x le segment CD (fig. 156 et 177) formé par la
,perpend. BD sur la base AC du triangle ABC, et a, b, c les
côtés opposés aux angles A, B, C, on a (page 258)

BD" = c* AD" = a' x", c" = a' -f- AD' x3.(1).
Mettant pour AD sa valeur AC CD -x (fig. 176)
ou AC -f CD = b + (fig. 1 77) on a

c' = a' + £a 2bx,' ou c' = a' + Õ' + 2bx. (2).
Les ligures 1 76 et

1 77 sont indirectes, puisque dans
l'une, est x =AD b dans l'autre chacune des formules (2)
n'est directementapplicablequ'à l'une des fig. Mais la formule (1)
appartenant à l'une et à l'autie, la substitution de la valeur
de AD y seule introduit des différences qui, ne provenant
que du signe de x montrent que l'une de ces éqû. (2) doit se
déduire de l'autre en changeant x en

334. En général, si, .entre les quantités a, b, c. x qui
composent deux figures indirecte,

on a les équ. X == o pour
l'une, et X',= o pour l'autre, il faut qu'il y ait au moins une
ligne, telle que a, qui soit la somme dans la i"fig. et la dif-
férence dans la 20, de deux autres'et x;'de sorte que a=b– x
pour l'une, etaz=b 4- x pour l'autre. Or, on peut toujours
concevoir une troisième équ. ¥==6, vraie pour l'une et l'autre,
et telle qu'on en déduise- X = b, ou X' = o, suivant qu'on ymettra + x, où b x pour a.' '•

Or, ces valeurs de a ne différant que parole signe de x, X

et X' doivent se déduire l'une de l'autre' en changeant x en-x.
S'il y avait plusieurs quantités, indirectes, il faudrait en dire
autant de chacune d'elles. Indiquons les moyens de'reconnaître
ces quantités. Si l'on fait varier:lapbsitiondeJponitsde la 2°'fig:,
pour la rendre directe avec la ire, en comparant les deux va-
leurs x = b a et a b -on voit que a a dû devenir > b,
de <; b qu'il était; et comme la variation s'est faite en suivant
la'loi de continuité, il faut qu'on ait eu a = b ainsi x a'dû
deyenir nul. t •



Par ex., si C (fig. 176) se meut vers D :et dépasse ce point,

afin que la fig. soit rendue directe avec 177 CD ou x a été nul

lorsque C a passé sur D. ••

x peut être pour l'une des fig., et, b_a
pour

l'autre; alors.x aurait passé par l'infini. C-est donc, lepropre des

quantités indir.ectes de ne pouvoir être rendues directes par le

mouvement continu des parties de l'unesans se. trouver dans
l'intervalle devenir zéro ou infini.

Lors donc qu'on a une équ. X=o, entre les lignes a,b, ci..x
d'une figure s. pour obtenir celle X' = o, qui convient à une
figure indirecte-, il faut simplementchanger le signe des quan-
tités indirectes on reconnaît,'celles-ci en faisant mouvoir les

lignes de l'une des figures pour la rendre directe avec l'autre

on distingue alors quelles sont celles des lignès a, h, c. x qui

passent par zéro ou pzr l'infini; ce.s 'dernières peuvent seules

être indirectes.
Mais ce caractère peut s'offrir sans que, pour cela lés lignes

qui le présentent soient iridirectes il faut en outre que, les, re-
lations qu'tm tire. des deux figures, à l'aide des. théorèmes con-

nus,.servent,par leur comparaison à distinguer les'quantités

indirectes, pour leur attribuer ensuite des signes, contraires.

C'est ainsi qu'après avoir reconnu que CD.= x devient zéro
(fig. 176), quand. C coïncide avec D, on doit ensuite tirer les

valeurs de CD qui sont AC AD (figi 176) et AD AC

(fi"1*. 177); ce qui montre que x aun signe différent.
335. Appliquonscette théorie. Dans lé triangleABC{fi^. 172),

menons, par un point donné D; une droite DF, et cherchons

le rapport a des deux triangles ABC, AEF. Faisons BC = a,
AC = b, AB=c; menons DI parallèle à AC; et soienti AEXAF

.(no 264). or, les triangles semblables A*ÉF DIF donnent

*bctx-;+'d) ï=fa\ (4y>.y-



Cette équ. suppose que le point/?, est clans.l'angle IAC; mais
si ce point est en D' ilans l'intérieur du triangle, on aura une,.ligure indirecte à la ire. Faisons mouvoir D vers D' DI de-'
viendra D'ï', sans que a, b,c, ni /aientpassé par o ou ooAI devenant Al'

a pu seul être indirect', et l'est en effet, puis-
que AI = IB AB et Al' AB f B. Notre ëqu. ri'est
donc applicable à ce cas qu'après .avoir changé d en -r- d, sa-voir abc (x -r-d)-== fx\" '•V .••

Et si D' se transporte en D"^Î3'I' passera par zéro pour être
D"-l"; on s'assure ensuite que D'ï' est indirect, et que /doit
être changé de signe, 'tandis, que >àj b\ c, d restent comme ils
étaient; d'où Gerças, comparé au 1* a com-
porté deux1 indireéte? d et/: 7^1?estpareillement'; mai» cette
ligne n'étant'pas exprimée par l'une des lettres du calcul, il
n'a, pas été nécessaire d'y avoir'égard.

Enfin si la 'droite I>F doit ^couper l'angle -F! AE'- (fig. 1 .^3),
il est aisé de voir en faisant tourner DF pour devenir..DE',
que AF'deviendra' A F' 'en passant'parzéro, et'qu'il. faut chan-
ger x en xdians l'équ. (A), ce qui' la changeén.la précédente..

•Il est d'ailleurs facile de: traiter directement chaque cas.et
d'arriver aux équ: correspondantes :.la théorie'que nous expo-
sonsest précisémeut destinée à éviter de recommencer ainsi les:
calculs^ est prouver que rune'des équ. renferme toutes les
autres et qu'on' peut en déduire celles-ci par de simples chan-
gemens de signes.conformément à l'esprit de l'Algèbre, une
même équ. rénfermêraidpnc.tous les cas il ne faut que savoir
interpréter, cette .langue pour .en conclure toutes les çircons-
tances que peut offrir' la 'question.

•

336. Comme tovite; équ, doit donner la valeur de l'une des
lettres qui y entrent, il se-peut que précisément cètte lettre
soit celle qui a dû subir, le'changëmebt'-designé pour. pouvoir
s'appliquer- à ;la.;$giH-e proposée; alors,on. en tire une valeur.
négative; telle que x= a, dont il est aisé de comprendre le
sens. En effet, pour obtenir l'équ. X= o, orradtf supposer le-,
problème. résolu.et(^onstruiieune%;figur.ed'après l'état hypo-



thétique des données et de l'inconnue., La solution négative

qu'on obtient annonce que la fgure supposée ne peut s'accorder

avec la' question, et qu'en formant cette'figure et la prenant

pour-base des ràisonneméns, on a'introduit des conditions con-

tradictoires. Si l'on change x" en ^réqu.X' = o n'appar-

tiendra plus qu'à une figuré indirecte c'est à celle-ci et non.à

la figure supposée que convient la solution-x= a..On devr.a

donc faire mouvoir .lespoints dé cette dernièreT.jusqu'à ce que

'X' 0 convienne,en faisant,bien entendu, passer par o ou 100

quelques lettres. Alors c'est à la figure ainsi .modifiée que con-
vient la solution, a;. ==«. •

.1
Appliquons ces

considérations/à diy.ers exemples.

T. Etant donné un point D (fig. 1 72} hors du triangle ABC,^

mener la droite DF telle, que les deux triangles AEF,. ABC

soient dans un rapport donné x.D étant supposé dans, l'angle

JAC, on a trouvé l'équ. {A), page 343, d'où l'on tire deux

solutions, l'une positive; qui détermine le point F; l'autre né-
gative, et qui se rapporte à la fig. ] ']3, où DF' coupe l'angle

F'AE'; cela suit de ce qui a été dit pour -les cas où a; est change

Bar le point!), menerBÎFqui sépare, dans l'angle indéfini

CAB, un: triangle AEE égal à.untcarré donné <?. Fermons, par

une droite quelcon.que 'BJC le triangle ABC, dont nous Cerons

l'aire,==r% carré connu.: (n° 25$);, on supposer> ou– y-Par

condition, q et r sont données. Voilà donc notre rapport connu

a, i.%)
et nous retombons sur le 1" problème (**)•

() VoiciVllvers problèmes de mêmenature. Séparer d'un triangle donné

ABC; un triangle AEE'iqui soit à ABC dans le rapport connu de m à.n:

i o. Par une ligne menée du sommet B, ou d'un point F'de.la-base
fig. ui.{voy. n° a56ctpage '289); •

T. Par une parallèles à la base (voy. page 338).

3». Par. une ligne EF perpendiculairela base AÇ fig.

,(+,) -Si,; parle point -donné, on mène une droite qui coupe un polygone

quelconque et en sépare une portion égale hmi carré r, en prolongeant les,

^eux cotes coupes par cette droite jusqu'à leur rencontre, l'aire extérieure ,au,



1I. Étant donnée une corde AD (fig. 168), du point 0, extré-
mité du diamètre OB, qui lui est perpend., mener une droite
OE'.teWe, que la partie FE, comprise entre la corde et l'arc,
soit de longueur donnée m. Soient AB ==a, BO= b,FE= m
et OF = nous aurons OF X FE = AF X FD, ou
mx = ( a + BF) ( a BF) or, BF2 -î- b1 donc
wi* = aa + b' x', d'où

« = i 77» ± (aa + ia + i ^2).
L'une de ces solutions est positive; elle n'offre aucune diffi-
culté, et se construit aisément: pour interpréter l'autre, 'chan-
geant x en-x, nous aurons mx=xa-<–ai b*=BF* -cf^
ce qui suppose BF~^> a ou BD. Faisons donc tourner OF jus-
qu'en OF'; on,voit qu'alors a, b, x sont demeurés dirécts;
mais lorsque OF passe en D, FE et FD sont rendus nuls; de
plus FD == BD BF et F'D = 5F' BD donc F'D est
indirect à FD. Il en est de même de F>E'=m-) car ôtt a
(n°22i)F£= -=^r ou est, indirecte. onc solu-

tion qui convient à F"O se trouve en changeant icvmen' m,
ou,ce qui revient au même, en -7- x.

La question admet donc deux solutions à 'droite de OB ( et

par conséquent deux à gauche) l'une est donnée par la racine
positive, l'autre parla racine négative (*).Du reste il pourrait
arriver que la question propo'sée n'admît pas les solutions

polygone et comprise dans cet angle, étant désignée par A, celle qui cs'tse-
pare'e de ce même angle est t'A. Si donc on veut séparerd'un polygone
donné une airel* connue, il suffira de prolonger deux côtés quelconques,
et de séparer de l'anglequ'ils forment, l'aire t*+A. On aura soin, de com-

parer ainsi tous les côtés, deux h deux pour obtenir tontes les solutions, en
négligeant celles où la' sécante se trouve ne couper l'un des côtés qu'à son
prolongement. On pourrait encore, au lien de donner t', prescrire que la
partie séparée du polygone fdt à son aire dans le rapportdonnéde m an.

(*) Cet eaemple prouve qne le nombre des solutions d'une question n'est
pas toujours donné,par le degré de l'inconnue pour n'en omettreaucune, il
faut faire varier la figure, la comparer avec toutes.ses indirectes, en laissant
toujours les donnéesfixes.



indirectes; c'est ce qui a lieu lorsque le problème exige que FE
soit pris dans le cercle, et non au dehors alors les solutions
négatives deviennent.insignifiantes on en a vu des exemples
n" 330:

III. Quel est le segment sphérique aBa' (fig. 137) dont le
volume est égal à celui du cône aCa'b ? On a vu, p.- 323, que le
secteur CaBa'.= § %r*h, en faisant la flèche Bb=h; d'ailleurs
le cône aCa'=^Cb X cercle ab == 5 (r fynk1, en faisantla demi-
corde ab =k. La condition imposée revient à dire que le cône
est la moitié du secteur,d'où' (r- h) k'-r'h; mais est moyen
proportionnelentre les segmens d,u;diamètre,ouk*=h(ar–7i)
ainsi(2r-h) (r h) = r*, ou fta– Zrh + r" = o, et..
A=jr (3±:5). De ces deux solutions, celle.qui répond à-f-5
est insignifiante, puisqu'il faut visiblement que Ti soit < 2r.

337. Il est un genre de problèmes qui se rapportent à cette
théorie, et qui méritent de nous arrêter.

Supposons qu'il faille déterminer, d'après (des conditiôns
données, un point B (fig. 169) sur une ligne fixe ÙB on prend
un point arbitraire Il qu'on nomme Origine et l'on cherche la
distance AB '=? ar'éntf é ces deux points. Il peut arriver alors
que l'équ. X= o, qui renfermé les conditionsdu'problème, ad-
mette une solution négative x == a il s'agit d'expliquer' ce
résultat.

Oci x vu qüe x a répond au problème proposé, en y sup-
posant cependant que x devienne indirecte: or.'si le point B se
meut vers C pour se placer en B', AB sera nul lorsque B tombera

sur A; ensuite AB deviendra indirecte; 'car AB'=i- CB CA,.

et AB1 CA– CB'. Si donc. rien n'indique,dansle problème,.

que le point cherché soit. situé à droite de. l'originel, il- est

clair que la distance' x =-a-, portée de Aexi B',c-a-à.'h gauche,,
y satisfait. On voit même que] la solution négative x = «
indique, dans X = o, une: absurdité,qui provient de ce que,
pour obtenir, cette^équ., on a supposé le point cherché placé
en'/?, à droite de l'origine.; position contradictoireà celle que
la question comporte, ijjuisqu' oh _ar donné à 1a figure hypothér.



tiflue; d'après laquelle on a obtenu l'équ. X=o, une formé
indirecte de celle qu'elle devait affecter réellement. Cette erreur
est rectifiée en plaçant B à 'gauche de. A en B'.

338. On doit conclure de là que toutes les fois que le. but
d'un problème est dé trouver Jsur une ligne fix.e;, la distance
(l'un point inconnu à l'origine", il faut supprimer lé signe des
solutions négatives que donne le caïcûl\et en porter les valeurs,
éri sens opposé à 'celui ou ori~tes'^ avait placées pour obtenir' C'est ce qu'on a pu remârqùëFdans le-problème((n° 32g, II),
oh l'on' a porter 'aussi l'inconnue" CI, ( fig/162) dé G en /De
même 'pour'le problème III, on a pf is GIX = CD(fig. 1.63),

et D' a été un nouveaupoint de contact du cerclé cherché avec.
la droite-DD', etc.

Résolvons encore ce problème.
Sur une ligne AC (fig. 169), quel est le point Ê' dont les\lis-

tances aux points fixes -4 et C,forment un produit donné
Soit AC '= ci, CB'=x; on a AB == a– d'où

*(a^) = TO%etar=ia'il/(,ia;t–i»%
Il sera.tacite de construire cette solution4.q.ui..est double

( n° 33o). Sj.m^- \a, x devient imaginaire; .mais il ne, faut
pas en conclure qu'il y ait absurdité dans la, question.; car.
l'erreur peut provenir de ce qu'on a attribué au. point cher-
çhé B'. une position qui ne lui ..convenait pas. Plaçons-le donc

en B hors de l'espace AC, alors CB = x. donne AB. x,x- a,
puis i..t.. -•!

Il en résulte que, si la question exige que le point de-\
mandé soit situé hors de AC, elle n'est jamais absurde, et ses
deux solutions sontl'une en B, l'autre eni?;cèlle-là provient
de la racine positive, et celle-ci'de la négative, ou£C= AB.

20. Si la question exige- que le point-soit situé entremet C;
elle est absurde, à moins'qué -frine soit, ^AC, c.-à-d. que
le plus grand rectangle qu'onipuisse faire avec les deux parties
ae AC est le carré de sa moitfie :(n° '9,7, 3°0. On remarquera.



surtout que l'absurdité indiquée par le symbole imaginaire
résulte précisément.d'uneerreur;de position du point /ana-
logue à celle qui conduit ordinairement:aux;'solutions néga-
tives; ce qui jette; un. grand. jo'urLsur. là théorie que nous. avons

3°. Enfin,, si. la\ question laisse, -la liberté de- placer. le point
cherché entre A-tX.G; ou.en/dfihors,elle admet. 2 ou 4 solutions,
suivant,que ce dernier cas, le/nombre.
des solutions n'est 'point dQnTié,par;île:secourS'del'Algèbre seule,'
ou plutôt l'Algèbre. donne. ei*;effet tout ce qu'elle doit donner,
.puisqu'elle ne rend que ce qu'on lui a confié. Le problème II,
p. 346 est dans. le même, cas.,

>v ••'•
339. Dans tput.problème de Géométrie, '-il •y 'a comme on

voit, deux choses à remarquer. \i'. "•'
l°. Toute tirée,

et qui une
la'ïf-j-ôn changer '-les signes dé

' •
2°;

duite est- défectueuse en tant- directe}
il.faut y parties^ pour
donner. une valeur- de positivé.

comptée1 stir unè-'Ugiie fixe^ elle- devra être portée en" sens con*
traire à celui qufon'à supposé:- j '•' '•. "• '•''' ' ."<••> ay-,

M sur" «n ".pian

(fig: r-j'o)', oh a colituitië d'employerle On trace

les parallèles M Q, MP à ces lignes' Soient'MÇ'éLx^'JiP,
qu'on nomme l'abscisse; MP y = AQ, qui est l'ordonnée
du point M. du point M
sera connu puisqu'en prenant AP–x, AQ=j, chacune des

lignes PM QM, parallèles à Ay, Ax, devra contenir ce point
il sera sur 'l

Ax; il est sur 4y lorsque a- = o; enfin, pour le point A x est
appèlés&s axes'jÀ



Il est vrai que rien ne disant à priori, si le point est place
dans Vaaç}eyJx plutôt que dans ceux yAx', y Ax,oay'Ax',la
longueur x aurait pu être portée en AP1, et de même y en A Q1;

de sorte que les quatre points M N, satisfaisant aux con-
ditionsdonnées, il y aurait indécisionentre eux mais' il suit de

ce qu'on a dit ci-dessus,que, in. si le pointest inconnu^le calcul
le déterminera -en donnant ses coordonnéesx et y, et selon les
signes, on assignera sa position. Nous- supposerons dorénavant

que les x positives sont comptées de A vers ,la droite, et les y

positives de A vers la partie supérieure. Ainsi, pour les points
situés dans

L'angle yAx, tel que M, xet'y sont positifs..•.••
L'angle •yAx'i tel'quefï,' x est négatif et y. positif.. '«.
L'qngle y' Ax, tel que M', est, positifet y négatif.

L'angle x'Ay', tel que K', x et y sont négatifs.

2°. Si le:ppint'est, â[on«ei,l'Jé.qu.t.irée.de.sa situation supposée
n'aura besoin d'être, modifiée, quantrà. certains signes, qu'au-
tant qu'on ferait varier la position de ce point; et pour éviter
la'nécessité de"çonseryerla,fig. annexée à l'équ. qui en' ;est. ré-
sultée,"on suppose pr.d.inajrement .au .point .quelconque donné la
situation #f.dans que cette fig. s'.oSr/i d'elle-
même:, on jdiftingue aisément ensuite, quand, on' veut appliquer
la. formulera, uÇi-ex, proposé, de changer les. signes

des coordonnées x et y de quelque point donfté. >
"L'angle xAy d.es. coordonnées est le plus souvent droit;, alors

les lignes x fyy pétant .perpendiculairesaux axes, sont les. dis-
tances du point. Jff à ces. droites,, ce .quisimplifie le discours'
et facilite les^-cpùstructions. • ..•

r;

3^.1,, Jusqu'ici nous avons plutôt évatué lés inconnues en
lignés qu'en nombres cependant ,on sent quedes



solutionsgraphiques, dépendantde la perfection des instrumens
et de l'adresse avec laquelleon les emploie, pour obtenir des ap-
proximations aussi grandes qu'on veut, on doit préférer l'usage
des nombres. Comme on décompose toutes les figures recti-
lignes en triangles, les opérations gèodèsiq'ues les plus compli-
quées se réduisent, en dernière analyse, à des résolutions de

triangles, c'esl-à-dir(e .à la recherchede la valeur numérique des
diverses parties qui les composent. La Trigonométrie est la doc-
trine, qui enseigne ces, sortes de calculs.

4l..est nécessaire de trouv,er des,équ. qui lient les angles d'un
triangle à ses côtés,. afin que plusieurs de ces parties étant
données, .on puisse trouverles autres..L'introduction des angles
dans.le calcul .exige quelques précautions,- par.ce qu'ilsne peuvent
être rapportés a la même unité que les lignes. On a remarqué

que l'angle BCA (fig.^a 78) serait déterminé,si la position d'un

point quelconque du»côté BC l'était par rapport au côté AC.
Décrivons du sommet C, avec un (rayon quelconque CK l'arc
KG; }!abscisse,CI, et l'ordonnée IK rectangulairesdéterminent
le point K, et par conséquent l'angle C; même une de ces Ion-

gueurs suffit, parce que le rayon est connu.
L'abscisse CD ( fig. 179) d'un point quelconque B de la cil-

conférence s'appelle le Cosinus de l'arc AB l'ordonnée BÙ

en est le Sinus;' on définit ainsi ces lignes le sinus d'un arc esa
la perpendiculaire' abaisséede,l'une des extrémités de l'arc sur le

est la distance
du pied 'du sinus au-,centre..

342- Si l'on eût 'élevé perpendiculaire 'sur CA,

et par conséquent tangente en G, l'une des longueurs GH et
CH aurait aussi déterminé l'angle jC et l'arc KG on nomme
HG la Tangente et CH la Sécante de cet arc ce ne sont plus,
comme en Géométrie, désalignés indéfinies. La tangente AT
d'un arc AB ('fig. 179). est > la partie qu'interceptent^ sur la
tangente menée
rayons \qui 'le terminent; la sécante tiCT est le rayon .prolongé

:> o.: r; •. -Îm,



Lorsque l'arc EB /complémentde AB., est déterminé., AB
l'est également; on peut donc fixer là grandeur d'un arc AB

en donnant le. sinus ,GBf la tangente EM, on la sécante CM du

complément BE; c'est. ce qu'on nomme le. Cosinus j ta Çolan-.

Rente et la. Cosécante sinus, la: tangente et
la sécante du complément .de cet arfi.

1: •
3^3; 'Le rayon 'étant- 'donné la grandeur d'un àftgle'ou -d'un

arc 'dépend/ de celle' de son sinus, ou son cosinus, ou s'a tan-

sente, ou sa sécante, ou sa cotangehte, ou sa cosécantëi'qu'oii
désigne par Sinj CotJ Cosec. Nous .pourrons

v donc, dans les calculs, introduire les arcs et les angles 7 en
'nous servant'de la même unité que pour les -lignes- droites,'

but que 'nous nous étions proposé. Mais, avant de'fàiré usagé

<î"e ces' Considérations', comparons ces' lignés
entré elles, et cherchons les équ. qui. les lient, puisqu'il est

en, dépendent..
LëtriîtngleTectànglé^GZ?(Eg, 1

79>dc>nneCD'+BD'=CBi:
DB'lë sinus de l'arc AB = a; CB' est le

rûfonR 'donc- 'J '••'• i:;r sina"a'i4-!c6"s!la = JÎ!l'(i). •'•"• •••
-•ti:» -.1.) A .:i>J .n .< i -1.

Le triangle-rectangleCAT donne CT* = ÇA* -f- AT*.

;•

forim'ùleipi'ou.veiqueîfe.7-ayo7î est '.moyen
équ. CI.),

(•s)''et'<(3) suffis'amt pouri'éxp'rimer.queleaitriânglesiCSB, ,CTA

sont- rectangles et semblables., .la. fi est.uhe. conséquçnca, des
trois autres. Ainsi, on ne doit pas regarder, çes>'quatré'.grela-



tions comme'distinctes elles m'équivalent qu'à trois. On peut
même s'en convaincre, directement en déduisant l'une quel-
conque des autres par l'élimination.

344. Ces formules doivent aussi avoir lieu entre le sinus, le
cosinus, la tangente et la sécante de l'arc complément de
AB. On peut donc y changer le sinus en cosinus, la tangente
en cotangente etc. mais' les triangles semblables CfiD-(o\r
CBG), et CME, donnent directement ces nouvelles relations

En multipliant les formules 3'et 5, ou comparant les deux
triangles CFA et CME ou. trouve que le rayon est moyen-

proportionnel entre la
Oj).

Enfin, le triangle rectangle CMÈ donne
CM* = CE' + EM'; ou coséc2 a = R' + cot1a. (8).
i;345.'Ces:8.éqUii qui n'en .forment .que .5 distinctes servent

à trouver les.quantités sin a, cosa, tanga,'cota, séc a, coséc a,
lorsque l'une est connue. Il suffit d'un calcul simple pour é,li-
miner. Par ex., (i) donne le sinus quand le cosinus est connu,
et réciproquement; 'car

sin a =X/(R* -cos* a")ret cosa =y/('Ra– sin3a);.

de même, (2). donne la tangente quand on a la sécante, etc.
Parmi, ^es combinaisons,.nous distinguerons la suivante

à cause de^qn utilité..Cherchons le cosinus,étant donnée la tan-

sente. De (4) on tire ,cos a et comme (2) donne.o. •'• ••• Sgc a ' 1
en conclut

X tanga, on a



On appelle AD le sinus-verse de l'arc À;B; d'oîi

.sin-verse a = R cos a.
347- Par sina, cos,a. il faut entendre le sinus,- -cosi-

nus. -d'un arc dont la longueur est a, le rayon étant fixé

= R or, cette longueur dépend .du rapport de l'arc a, avec le
quadrans, et sa détermination semble exiger un calcul; mais
lorsqu'on emploie 'les arcs pour mesurer des angles le rayon
est tout-à-fait arbitraire; les arcs semblables étant proportion-
nels aux rayons (n° 169 ,3/?.) ce n'est plus. la longueur absolue a
de l'arc quientre dans les calculs, mais son rapport avec le rayon.
Les sinus croissentaussi proportionnellement aux rayons, l'angle

demeurant'le même (fig. 1 78) puisqu'on a -qô\ Le rap-

port du sinus au rayon s'appelle le Sinus naturel; il a pour va-
leur le sinus de l'arc semblable pris dans le cercle dont le rayon

est puisque sin «'et sont alors équivalent.

Concluons de la que, i°. lorsque le rayon' sera ainsi arbi-
traire, ce qui arrive la plupart :du temps, nous ferons R='i
pour 'simplifier les formules d'où^

sinaa4-cos?'a=i, tangua+!= sec" a, tanga.côt a = 1

tahsû= tt7 seca= r-rt cota = -h-j– etc.
cos a cos a sin a

2P. Mais la supposition,/} == i rendant les calculs propres

aux cas seulement oà le rayonest 'arbitraire, :si Ton'vèïït ^rétablir

mine, on y remplacera sin a, cos a. par '• •,

ou plutôt on y distribuera de» puissances convenablesdé 7F, de
manière à produire l'homogénéité (n° 322)..

3°. Lorsqu'on connaîtra la valeur numérique sin a du sinus
d'un arc a, pris pour un rayon R on aura cielle.dusinus de Par c.



a' semblable, dans le cercle dont le rayon estR', en multipliant

par le rapport du 2° rayon R' au il' R; car

4°. Dans la mesure des angles, on n'emploie pas lâ don-

gueur absolue des arcsmais leur rapport aux quadrans; ainsi,

par sin a, on entend le sinus d'un arc dont a est le nombre de
degrés. (Yoyez n° 170.)

348. L'arc de cercle de rayon R dont la longueur est a, ayant

pour graduation (ci°), exprimée.en degrés et fractions déci-
males, ou (a') en minutes, ou (a") en secondes, cherchons des, re-
lations entre ces quantités. Le rayon étant i la longueur de la
demi-circonf..est (page 278)

«•==3,1415926536; Z*r = 0,497 '4 98727

x est la longueur dé i8o° ou de 10800', :où de 648000"; on à

7T
(a") '= 648ooo.a;'doncén divisant par et posant <"

r= = 3437',746 ,n\ = 2o6264",8

on a R{a°\=p.a, R (a) ~^a] R\a"j = (S'a.

donnent la longueur done
on connaît la 'graduation > et réciproquement. '

Si'i'on fait à'=zR, on a (a9) ftyftest donc le nombre de de-

grés de l'arc égal 'au rayon ;' ft 'sont les nombres de mi-

nutes ou de secondes dé cet arc; Courbions le rayon.sùr la cir-
conférence, il y occupera une longuéur'dé :(a°) degrés, ou,de
(a') minutes, ou de'(a") secondés. Prenons ensuite un arc' d'un.

degré, ou (a°) '== i'; le rayon R étant 1nous avons J

attendu'que les arcs.de .1' et de t",étant très, petits, on peut,
sans erreur sensible, les remplacer par leurs sinus (ne 362). On
conclut de- là que lorsqu il entte dans une expression 'anal)-
tique, un arc de^cercle déterminé' par sa longueur le rayon



étant un, poury introduire à la place le nombrede secondes (a")
de cét arc, il suffit de remplacer apar (a")sin i",oupar(a') sin i'
si l'on veut exprimer l'arc en minutes. On trouve

Log,u = i, '75812 26324 compl. = 2,24187 73676.
Log = 3,53627 38823 compl. = 4V46372 61 172 = L sin il.
Log;u" = 5,3t4i2 51332 compl. = 6,68557 48668 1".

3/tg Jusqu'ici notre arc AB est <; quadrants (fig. 179)
faisons mouvoir le point B de A vers EHA'K. pour lui faire
décrire le cercle entier, et suivons les variations qu'éprouvent
le sinus et le cosinus. En A le sinus = o, le' cosinus = R.
A mesure que l'arc AB croit, le sinus augmente, le cosinus

diminue-, jusqu'enE; le quadrans AEaR pour sinus et o pourcosinus.
Passé 45 degrés sexagésimaux, un'arc, tel que 53à, ayant -pour

L complément-3ij°, le sinus de l'un est le-cosinus de l'autre ayant
donc une taIlle de sinus est de cosinus, étendue jusqu'à 45°, la
colonne des cosinus est aussi celle des sinus des -arcs complé-
mentaires, qui sont 45°; on a même soin d!y indiquer ces
complémens..

Au-delà de AE = 96°; le sinus décroît,le cosinusaugmente,
ou voit que, pour AEH les triangles égaux HIC=BDC ont

,ainsi,le sinus.-d'un, arc.,est le:même que celui son
supplément.La même chose a lieu pour le cosinus, car IC=,CD;
seulement., lorsque l'arc est-i» le cosinus est négatif(n°34o).
Pour la demi-circonf. AEA! le sinus == o, le cosi,nus == R.

Nous voyons donc que passé 900, les sinus et cosinus se re-
produisent;,pour '137° le sinus est le même que celui de 43",
qui en est le -supplément on.peut même préférer le,cosinus de

On voit qu'il
suffit d'ôter 9' aux dixàines et de changer le sinus en cosinus j
lorsque l'arc passe 960., Cette remarque est surtout utile lorsque
l'arc est accompagné de minuties et secondes; de même

cosi'37°i7'32" = sin 47° 17' 32*.

Quant aux autres lignes trigonométriques ,011 pourraitsuiyre
de même sur la figure leurs variations et leurs signes; mais il, est



préférable de recourir aux foriuules 3, 4, '5, 6, puisque l'on
vient de reconnaître !es signes du sinus et dit cosinus. On verra
donc.que=
siiio=o,coso = R, donnent tango=o,seco=/î, coto = <»

sini«=/î,cos ¡q, cot I o.

Dans le premier quadrans tang a sec a croissent avec a; cot a
décroît tout est positif.

Dans le second quadrans; tang a sec a décroissent cot a croît

avec l'arc a tang d -et bot a sont-négatifs. "On voit, comme ci-r-
dessus que tang 'i 37° = cot

Dans lés.deux autresqùadrans,lé sinus ef le cosinus reprenant
les mêmes valeurs., on voit que tout arc qua-
drans'a pbur sinus,'cosinus-, tangente.. la même valeur,

en étant 1800 autant de fois qu'il es't possible seuletnentil' faut

avoir égard aux signes; ceux du sinus et du cosinus sont connus
et servent à déterminer les autres. Ainsi

sin 2570 = sin 77°, tang 6439 = tang 1030 = cot 13°.

Ces diverses propositions s'expr imentainsi pour l'arc
1 quad. -f-a. le sin= cos.a, le cos = sin il, la tnng =- cot a.
2 quad. + a. le sin'= • iin a ;lè'cos = cosa, la taug.= tang a.
3 qual. le sin. = cos a le cos = ,sina, latang=, cqt_à.

Si l'arc passe 4 quadrans, ou 3Go°, il faut d'abord ën retran-
cher" toutes les circonférences.On voit. maintenant pourquoi les
tables de sinus, cos.nes'étendent.pas au-delà du quadrants,
ni même du demi-quadrans.

35o. Lorsque l'arc est détermine, son sinus, satangente,son
cosinus. le sont; mais l'inversen'est point vrai ; ainsi,' le sinus.
BD (;fig. 179) appartient non-seulement à l'arc AB mais aussi
il son supplément AH, et à ces arcs et 4H augmentes d'un
nombres quelconquede circouférences,JIousces arcs ne donnent

que deux angles supplémens l'un de l'autre: On fera le mêmes

raisonnement pour les cos. On. doitdonc^s' attendre,à trouver,.
deux angles, pour solution, toutes les fois que le calcul aura dé-
terminé le sin ou le cos. il reste ensuite à négliger, s'il' y a
lieu celle qui ne

convienfc'jpasau problèipe.



35 1. En regardant '.l'arc A F comme étant de signe contraire

on voit que (page 350)'

sin( a)=-^sin«, cos( a) = cosa, tang(– a) = tanga.

Formules générales.

352 La résolu tion des trianglesest renfermée dans un nombre
convenable d'équ. entre^les côtés et les angles.

En prolongeant #£>.(%. 1 79) on a BF; ainsi le si-

nus d'un arc est la moitié'de la corde d'un arc double.
Si BF est égal

au rayon,, il sera le côté de l'hexagone régulier
inscrit (236) BAF sera le sixième de la circonf. et BA sera
le tiers de AE.. L.e sinus du tiers du quadrans est donc la moitié
du rayon.liesformules 1 ,3,5, donnent

on connaît aussi sin §', puisque cos§» d'où

353. Lorsque l'arc AB (fig., 179) est de 45° ou la moitié de

AE; le triangle CTA est isoscèle; ainsi on a AT= AC, ou

tang 45?= iï = cot 45°,côs 45? = i/ÎV/2= sin 45°;

tang:i35° = R = oot i35°, sini35° i35°.

354. Soit CAB (fig. 178) un triangle rectangle en A; si d'un
angle aigu -Cj^vec le rayon CK = 1; on décrit l'arc KG, et si

l'on mène le sinus 'Kl et la tangente HG CI sera le cosinus

de C; or lés ^triangles semblables CKJ, CHG, CAB donnent

CA = CBXeo&C, BA = CB X sin C,

et. -' "[- V

Celle-ci est le quotient de, la divisée par la ire.



Donc, 1 °. Un côté de l'angle droit est leproduit, de l'hypoténuse

par. le cosinus de. l'angle aigu compris {A).
2°. Un côté de l'angle droit est le. produit de l'autre côté par

la tangente.de aigu adjacent à celui-ci. (.6).
Nous représenterons les angles par A, B et C, et les côtés

qui.leur sont respectivement opposes par a, b et CI Ainsi, a étant
l'hypoténuse A = 90°, on a

6 = acosC,

355. Si de 1-angle B (fig.. I76)du'triangle quelconqueABC,
on abaisse la. perpendiculaireBD, l'angle -6 sera coupé en deux
angles, qui seront les complémens respectifsde A et C. Nos théo-
rèmes, ci- dessus donnent BD = ABxûn A,BD = fiCxsin, C;
d'oà csinA asin C; donc

puisqu'on peut abaisser la perpendiculaire de l'angle C ou A.
Ainsi, tout triangle aies sinus.de ses anglesproportionnels aux
côtés opposés.

En désignant par x le segmentDA (218), on a a^fr-frç'-zbiç,
mais le triangle rectangle BDA donne DA =.BA">< cos A-, ou
x=c cos A donc

a'=zb* + c* 2bcc6sA.(Dy.
Silaperpendiculaire5Z?(fig.177) tombe hors du triangle, il

faut + 2bx au lieu de 2bx. Mais comme alors l'angle BCA est
obtus, le cosinus devenant négatif ,~le signe dé abc cos A. re-
devient positif, et se rétablit dé lui même; donc notre formule
s'applique à tous les cas (33g). • • • -li; '•

Ijes équ. A et B servent à résoudre lès triangles, rectangles
C et D servent pour les-triariglés obliquangles. {.Voy. n°-363.),

356. Soient deux arcs (fig. 18a) cherchons
les sinus et cosinus de leur somme AD, et dë"'lèiir difTéirënce^/îf;
connaissant les sinus et cosinus de et R. Menons la corde DK
au milieu I de laquelle le rayon CB est perpendiculaire puis
les parallèles El, KH à AC, et les perpendiculairesDP, IG,



et KO; DP est le' sinus de AD = a-fi; KO est celui
de AK =zct fi les cosinus sont CP ét-CO ces quatre quan-
tités sont les inconnues du problème. "

On voit que DE = EH; DE et IG ont donc pour sommeJG + DE;ou. DP = shr(* + /3),
et pour différence IG– DE==HP, ou KO = sin (« £),
de même El étant la moitié de HK on'
a PG= GO = EIt ainsi CG et El ont
pour somme. ÇO = cos(a fi),
et pour différence.

donc sin (et dfc /?) '= IG ± DE cos {À±. /S) =. CG+ÈI.
Il ne reste plus pour obtenir IG, DE, CG, El, qu'à appli-

quer l'équ. A aux triangles rectangles CIG; DEI; ou l'angle
EDI Il vient IG = CI X sin a, DE = DI cos a.; or,
DI = sin et cos (3 y ainsi, on a

/G = CI X sin a ='sin a cos fi,DE Z?/ X cos a= sin cos a

on a de même ÇG.= Cl X cos a = cos a. cos £, •'

EI-==DI X sin <e = sin « sin (3
d'oùsin (et |S) ==• sin a'cos fi ± sin /3 cos« (E),

co's(tt±/S)'==côsacos/8tpsina sinfi. '(.F).
Ces quatre formules sont d'un usage très fréquent. Si le rayon,
au lieu d'être =i, était R, on mettrait simplement R pour
diviseur de seconds membres (3472°.).

.35^. Faisons «==,/3 dans ces formules; en, prenant le signe
supérieur on trouve •

(G),

cos (2«) =?.,çosa«. sin> (H)
i "== 2posf<* -f- I = I,– .a.sin?/^

Telles sont les valeurs du sinus
et du cosinus du, çjqub]e de l'arc* (•*). ' ; ,i'
'•3.58. :Si l;i)n;regâfdé. dansces>éqiiationssin:«et'ebs» comme

t\'J> ,n,i :' i-i )
(") ou fait '/3 = aa, ce'qiii 'dbançt.



inconnus, et sin2«, cos 2te comme donnés, il faudra éliminer

entre elles. Mais comme le calcul serait compliqué, on préfère

employer, au lieu de la i", i = cq^» + aïn** alors, en ajou-

tant ou en soustrayant, .on obtient de suite

2cos*a= 1 + cos 2a, 2sinaa = I cos 2«.

Si donc on change ici 2a en «, ce qui est permis, on a

éyu. qui donnent les sin. et cos.. de la moitié d'un arc. La for-

mule de la page 354 devient ainsi propre au calcul des log.

sin- verse a = 2sin2 a = i cos a.
359. Divisons l'une par l'autre les formules £ ét F, il vient

sin(«±/3) sin^ cos /3 ± sin fi cos et

Or, si l'on divise les deux termes du 2? membre par cos a, côs /3,

en remarquant que tang ci on obtient ( )

sin 3a = sin cos ia.+ sin 2a cos a cos 3a = etc. mais il faut mettre pour
sin sa et cos la. leurs valeurs, et il vient

sin cos 3a = 4 cos' a 3 cos a.

Il est aisé de voir qu'en résolvant ces équ. par rapport sin a et cos a, on au-

rait les sinus et cosinus du tiersi on obtiendraitde même cenx de 4 et et a, etc.

(Voy. ci-après, n» 358.)
cotacoti8:+:i

Si l'on fait a=45°, comme tang 45° = 1 il vient

De même les formnles E et F donnent



qui donne la tangente de la somme et de la différence de deux

arcs. Si
de = /3, on a celle du doublé.

en divisant l'une par l'autre les équ. il vierit,

,36o. Ajoutons et soustrayons les équ. E il vient (y)

sin 0 + JS) + sin («* (3) 2sin cos j3

sin (a + j8) sin (et ^) = acos.a sin /3

Le même calcul sur les équ. E et. F, combinées deux à deux., donne-

diverses autres formules de peu d'usage si ce n'est lorsqu'on veut remplacer

des sommes et différencesde sin et cos par des produits et des quotiens, pour

pouvoir faciliter le calcnl logarithmique. ( Voy. Introd. d'Eulér a l'Anal..

des inf. )



Divisons ces formules l'une par l'autre, et faisons, pour
abréger, « + /S = C, et » £==#; d'où l'on tire (p. 149)

On à vu (n°355,
Eg. 1 76), y^j » d'où l'on tire (n° 73, 20.)

d'une autre part donne (C+B) = 900–i A,

Effectuantdiverses divisions, on obtient



Formation des Tables de sinus, cosinus.

361. Jusqu'ici ces formules sont stériles pour nous; et afin.
de les faire servir à -résoudre, des triangles, il. faut d'abord con-
naître les sinus des angles donnés pour en introduire les valeurs
dans nos équ. ou;bien, si elles sont destinées à faire connaître,
des angles, il faut assigner. l'arc, le sinus étant donné. Il est
donc nécessaire. de former une table de sinus, cosinus. qui
donne ces lignes, lorsqu'on connaît les ares, et réciproquement.

Concevons donc qu'ayant divisé le. quadra.ns en degr.és, mi-
nutes. et le rayon en un nombre arbitraire de partieségales,
on soit parvenu à trouver combien chaque sîn. cos. contient
de ces parties. ou. unités, et qu'osait inscrit ces nombres près
de chaque arc; on aura formé une table contenant, dans une.
ire colonne, les graduations des arcs; dans une 2e les sinus^
dans une 3e les cos. Il suit des équ. i, 3, 5 que, quand on a
les sinus, un calcul très simple donne les cos., tang. ainsi,
la recherche des sinus doit d'abord nous occupec., et l'on, a
vu (349) qu'il n'est nécessaire d'en pousser le calcul que jusqu'à
45°, parce qu'au-delà- de cet arç, les valeurs se reproduisent.
Ainsi, il s'agit de calculer les sinus pour tous les arcs..< 450,
le quadrans étant partagé en.degrés, minutes.

La ire équ.. du m° 360, et celle qu'on' obtient- de même en.
ajoutant les équ..£> deviennent, en posant mx, p = x.

si (m -f- i) x = 2cosa;.sin mx– sin (m 1 ) x,

cos (ra.-f-ii) x ^=.2çosx.cosmx r cos'X'ra i)x.
Si les arcs procèdent dans l'ordre. x, ix, 3* (m i) x,

mx, (?re+ i~)x. x est le plus petitarc de la table, et il suit
de nos équ. que si zvet y sont les sin. ou cos. de deux ares suc-.
cessifs (m i)x x 'et mx, le sin. ou cos. de l'arc suivant (m-i)x,
est =2jt>y-r-2. Donc, chacun des termes^ de- la, série des,sinus
et de celle des cosinus dépend des deux terniesqui le précèdent j et,
s'obtient en 'multipliant ceux-ci par -v^ et -1. et ajoutant.
iVoy. nos 542 et 595.) v.V..•<



362.. Prenons l'arc AC = 'CB =AL (Bg. 97), et menons la
corde AB et lés tangentes LE, CE; nous avons (160)

corde AB < arc AB,LEC> arc LAC;
d'où Aï. on s\nAC<C.arcÂC, EC ou tang^Ç> arc^C.

,L'arc <^ 900 g sa longueur comprise entre celles de son sin

et de sa tang; et comme l'éq. 3, page 002, donne. tang* =– R

dont le 2e membre approche' sans cesse de' 1àmesure que x
décroît; le Ier a aussi 1 pour limité j c.-à-d. que le sinus, l'arc
et la tangente- tendentV sans cesse vers V'êgàliiè-j l'arc restant in-
termédiaire.

Ce principe sert à calculer ïe'sinus du' plus petitarc delà "table;
sin

car tang x =cos. -> x, donne sin x "> ar.cosx.

Mais de>cos'jt:on tiré' cos x ^> cosa x ==i sih' et à
fortiori, cos x^> 1 xf, puisque sini<^ «'donne sinaA;<^a;a.
Donc, en substituant dans notre itè inégalité,

sin x >• x x1, et <^ x.x.'

Qu'on parte de?Õ = 3, 14 1 5926536 et Iog5r= 0,497 '49^7- pour
calculer* qui est une fraction déterminée de la dëmi-circ. v,
et par suite x i3; comme sin x est compris entre ces deux li-
mites, les décimales' communes- seront-une valeur ' approchée

de sin», le rayon étant 1 et si -x est pris-assezpetit comme
sin a;, * et tang* diffèrent de-moins en-moins, l'approximation
pourra être étendue à tel ordre, qu'on voudra; sin x = a.D'ailleurs, on.a, '• :.•

donc le facteur 2p est connu et .partant de sin 0=0, sin ar=a,
d'une part, de cos o* = 1 cosx=p de l'autre, par la loi
ïzpy z, on calculera de proche en proche les sin et cos 2x-,
3x,^x.

Par ex.si x–Zo', le 18Ó' du quadrans est x o 008726646

sin3o'==o,oo8726.
Si la table doit procéder de minute en minute,.avec 6 déci-



riiales, tous les sirius d'arcs < 3o' sont censés égaux à l'arc
sin i', 2', 3', sont js, 30, de D'où l'on voit
qu'il faudra d'abord faire croitre les arcs '-de 3b' en 3o', sauf à
les rapprocher ensuite, ce qui sera très facile: on trouve
/>=cos3o'== ^1,008726x0,991274^0,999962=1 o,oooo38.
Le facteur 2p est 2 0,000076 ainsi il est aisé de calculer les
autres nombres de la table.

En général, pour qu'on soit en droit de prendre x = Sin x,
il faut que x3 n'ait pas de chiffre significatif dans les décimales
qu'on doit conserver. En veut-on 8, par ex.? il faudra que les
8 1ers chiffres de x3 soient des zéro; et sans calculer X3, on voit
qu'on devra descendre à l'arc de 10'.

Du reste, il faut prendre plus de décimales qu'on n'en veut
conserver, afin d'éviter que les erreurs s'accumulent et que les
derniers chiffres, soient défectueux.On a soin de vérifier, d'es-

pace en espace, les résultats obtenus, soit par les formules des
sin (a ±/8) et sin.20, soit en calèulant d'avance, par le même
procédé, les sinus de degré en degré ou autrement. Nous donne-

rons des moyens plus rapides d'arriver aux valeurs des sin,
cos. mais celui-ci' suffit à notre objet.' •'

Au lieu de composer la fable avec les valeurs ainsi obte-
nues, on' préfère', pour la commodité.des calculs', y inscrire
leurs log. "Comme les'sinus sont plus petits que le rayon, il
convient dé partager Te rayon en assez d'unités'pour que le sinus
du plus petit arc de la table soit^> 1 ,:afin d'éviter, les log'né-
gatifs (n° 91); Dans les tables 'de Callet, les arcs procèdent de
1o" en r o°, et le rayon a 10 pour log (ou R = I milliards).

Lorsqu'on veut procéder au calcul d'une formule où le rayon
est pris =

1
il faut donc restituer les puissances de jR, que la

supposition 3ë~Rc±='ia. fait disparaître (p. 354) ensuite on re-
court aux tablés'-dàns lesquelles log \R== i ô. On peut aussi laisser
R=± 1 dans la formule, et retrancher 10 de tous lés
cos. ce qui introduit des caractéristiques négatives: Par ex.,
log sinio°==.i ,2396. au lieu de 9,2396. log tangid==:2J24i9.

au lieu de 8,2419:- Ces parties négatives ne sont pas un.inconvé-
nient, et on s'habitue aisément à les employer. (Yoy. page 120.)



Résolution des Triangles.

363. I. Triangles pectanoum. Les deux équ. A,B, résolvent
tous les triangles rectangles, car elles comprennent les côtés b,
c, l'hypoténuse a et l'angle C: de ces 4 quantités, deux étant
données, on peut trouver les deux autres. En éliminant C, onobtient même l'éqTi;a*=b*±c\ si souvent employée. Faisonsle rayon = R (m° 347), dans les équ. A (on-a' log R = i o)Ri il cos'C' (i),

Rc = b tang C. (2),a> b* + c\ (3);
on ne peut rencontrer que les deux cas suivans

i°. Étant donnés un angle aigu C et m côté, les deux autres
angles sont connus, puisque A go', B = 90 C les deux
côtés inconnus s'obtiennent ainsi

Connaissant l'hypoténuse
a l'équ. ( 1 ) donne le côté b.

Si côté b, (2) donne c, ( 1 ) l'hypoténuse a.Soient, par jsl. C== 33°3o', b = ^,5^, les équ. (i) et (2)
prescrivent le calculsuivant:

Donjç a = 54m,6i2 et c = 3o"?,i42.

Cette opération peut servir. à. trouver la. hauteur AB'=c,
d'un édifiée (fig. 181) dont le pied ^Tèst accessible.

Le calcul se vérifie en changeant d'inconnues.(Foy. pag. 151.)

() Pourrésondre un triangle-proposé, placez an sommer les' lettres4,B,C
en les; distribuant aux angles qui s'accordent avec les lettres dont on se sertdans le texte pour désigner les parties connues 1. ou inconnues, et recourant

aucas dont il est question a, b, c sont les côtés respectivement opposés auxangles^ B, Ci et 'si ,le triangleestrectangle, A marque, l'angle droit. L'équ.dont il s'agit s'applique ensuite directement. • r.



2°. Étant donnés deux côtés

Si l'on connaît b et c, l'équ. (2) donne l'angle C; l'hypoté-

nuse a résulte ensuite de l'équ. (i). On peut aussi tirer a de

l'équ. (3), mais elle né se prête pas au calcul logarithmique.

Si l'on a l'hypoténuse a et le côté b, l'équ. (1) donne l'angle

C-. le côté c résulte de l'éq. (3), ou

IL Triangles obliqtjangLes. Il y a 4 cas a traiter*

io. Étant donnés un côté a et deux angles B, C le 3e angle A

est connu, et l'on emploie l'équ. C'^n" 355.

Soient, par
d'où

l'on conclut B = 700 22' on a

Donc b = 44^656 et c"=^5m,i3o. Ce calcul sèrt mesurer
la distance AC, de C à un point A inaccessible,, mais vi-
sible (fig. 181); il donne aussi la hauteur AB' et la distance

AC d'un édifice dànt'ié pied'est inaccessible et invisible; car,
mesurant une BC-et les angles B'CB, B'BC,
qu'elle fait avec'les lignes dirigées vers le sommet B', on calcu-

lera B'C; alors, dans le triayle rectangle JB'C, on connaîtra

B'C et l'angle^ 05 Vqu>onpeut mesurer sans voir'le pied A,
attendu que.la- droite; AC est horizontale. On obtiendra donc

AB'etAC.)•• ••
2°. Étant donnés deux côtés c a, et un angle A opposé à

l'un d'eux, (4) donne sin C = °^ Or, la valeur de

sin'C répond à deux angles C supplémentaires et l'on a deux-

solutions (W.tr,iang')esr4JS;C,,fig.i.76 et 177)..
Il est vrai qu'une seule est souvent admissible, airisi ,qu'on

l'a vu (n° 198); mais, de lui-même, le calcul conduit a re-



connaître ce cas, sans y avoir, égard spécialement; on.forme
la somme A+C, pour les deux valeurs, de;Ç, que donne le
calcul, dans le but d'en tirer l'angle supplémentaire B. Or

Si A est obtus, on ne peùt' adoptèr la,valeur' de C > 90%puisque +'C serait > 180°. Il n'y a.donc qu'une solution,

encore faudrait-il que a fût > c, 'puisque si' l'on avait a <c,
notre équ. donnerait siri A '< sin, C, d'où l'angle aigu- supplé-
ment de A moindre que l'angle aigu C, savoir, 1800 A <C,
et par conséquent.4 + C> i8o°: Ainsi l'absurdité serait mise
eh évidence. •

Si A est aigu, et qu'on ait <x = ou>c, notre équ. donne
sin C = ou C sin A; ainsi le calcul conduira à une valeur de
l'angle aigu C<A dont le supplément180°– Cne saurait côn-
venir ici,puisqu'enajoutant^f,la somme est i8b°+^^C^>i8o°.

Ainsi le problème a toujours une solution, et une seule.
Enfin si A est aigu, et que a soit '<lc, tirons du triangle

rectangle ABU là perpendiculaire BD
== p

= ° sm d'pU

sin C.= Or, sia<p,onaa sin C^R, ce qui est aÉsurde:

si a==p, on a sin C'=±-.Z?; C==9o?; le triangle
convient seul enfin, quand a>>, on se trouvé' dansée seul

cas qui'admette les deux solutions.
Tout cela s'accorde avec ce qu'on connaît (n° ^o3, fig. 38):'
Voici le tableau des divers cas

3°. étant donnés deux c6tés b et c, et l'angle çqmpris Aj enfaisant;» (C– 36o) devient-
•

çqù.qui/ait connaîtrel'angle ra<90°; or, A + B -}-Ç=if$o0,



donne (€ +B) =^goo–iA/valeur 'connue que nous ^repré-

senterons par w; ainsi nous aurons .•'
L(C+B)=m,

rd'ou C = m -f- n, B
m

ra.il ne restera plus qu'à trouver

le côte a par le procédé ci-dessus.

On peut encore poser tahg ïp =-t-, équât. qui. donnera 4'arc

auxiliaire a>; or par Téqu. K,

Donc Véq. N donne ' .••. -Jus

Ce mode de solution est utile lorsque les. côtés b e,t c, au
• lieu,d'être sont des expressions .monoïnes
composées^tpu données par les log. de b et c.

Ôh"pfût déterminer directement' ce côté a sans chercher
'/préalablement les angles, et le faire servir, au tçt>;ntraire à
'prouver reprenons la formule D, ajoutons

yet" s'oustrayons 2ic(,.ipuis ;mettons\poiiir i V-. ;i. •)• i .• •<-•

Cela posé, on cherchera qui pour carré

de sa tangente, ce qui des
tangentes de toutes !lia'

dant laformule propre au cas où le rayon est R

Le calcul logarithmique pourra aiseméhVs'àppliquer on aura
d'abord tangçi, et par suite cos <p,, puis a. Voici un ex. auquel

'nous appliquerons ces deux procédés. Soient cé= 87 ,8 12 métrés



b== 71,07.7 mètres, d'où
c '6!=='i6,235. •.•: •••;•

Donc a = 57°1,77ip: ,) >

S'il arrive que b diff ère beaucoop de c, l'arc p est très petit^
et côs^J 'presque = 1 le calcul n'a plus alors' assez dé' préci-
sion (*). Mais cos^= 2cosa.j^ i change l'équ. D en

Cette dernièçe -fraction est sans, cela axerait
imaginaire; on peut doné en supposer la racine égale' au rsinUs

4?. • Mumt ôbtén'ir: l^bm1 âès*' àïgfes7
to-fQÔ-

(*) Il ne faut jamafsemployerde cos ni de petits,'ou voisins
de 180»; non plus.que de sin et tang d'arcs ou 2700; parce
qn'alors .ccsjignes changent très peu pour de petites variations de l'arc. C'est
ce qu'on voit d'après les tables de log. Pour que le calcul fût exact, faudrait
donc qoe les log. ïassent 'approches à un plus grand nombre 'de décimales.



.Or; cette expressionprésente le même inconvénient, que, dans
le cas précédent, parce qu'elle ne,se prête pas au calcul loga-
rithmique. Mais si l'on met pour cos A- cette valeur dans.

et comme le numérat. est la différence de deux carrés (n° 97, 3°.),

il vient, en rétablissant le rayon R,

Cette équation remplit déjà le but proposé; mais elle devient

encore plus simple èn. représentant le périmètre du triangle par
2/> ,Ci+ b + c car on obtient (p. 327)

En se servant dé Péqu. cos' \A = ^(1 + cos A), on trouve de

même

On emploie celle de ces deux équ. qu'on veut, à moins que
5 A ne soit très petit ou voisin de 900. royez la note pré-
cédente.)

\A doit être <C.9°° et la question n'a qu'une solution
(n° 35o).

Soient, par ex., c= io3,357 mètres,' b = io6,836 mètres,
et a = i42>985 mètres; d'où 2p mètres et.
p 6=69,753 mètres, 'jot-c=73,2.32. mètres,. p– ra=;33,6o4
mètres. Donc



On trouvera de même C=fô0']', et le calcul se vérifie par la'
condition A + B '+ C = 1809.

III. Si le triangle est isoscèle. A étant l'angle du sommet, a
la base, on fera b = c dans l'équ. 8 ou 9 et l'on aura

équ. qui fait connaître l'une des trois quantités a, b et -Ai-

Observez que si l'on donne un des angles, on connaît les deux
autres par l'édu. B = C = 90° ± A. (Yoy. n° 20 1 20.)

Problèmes de Trigonométrie.

364. La plupart des questions d'arpentage se réduisent à des
résolutions dé triangles. Nous offrirons ici quelques-uns de cens

problèmes, qui sont d'un usage fréquent.
I. Trouver la distanee AC (fig. 182 ), entre deux points l'un

et l'autre inaccessible. On mesurera une base quelconqueBD,
et les angles ABC, CBD,ADC, fIDB que font avec elle les

rayons dirigés de ses extrémités B et D vers A et C on résou-
dra les triangles ABD et CDB (n° 363, il.); ce qui donnera les
distances AB BC, du point B aux points inaceessibles A et

»
C; et comme on connaît, dans le triangle ACB deux côtés
AB, BC; et l'angle compris,' on aura enfin AC.Il. Réduire un angle, un point ou une distance à l' hori-

son. Il est rare que les signaux soient dans un plan horizontal;
alors ce ne sont pas les angles, les points et les distances ob-
servés, qu'il faut porter dans le tracé du plan, mais bien leurs
Projections horizontales (n° 272). Ainsi, lorsque le signal, vu de

B et de C (fig. 181) est le sommet B' d'un édifice ou d'une mon-
tagne, il faut substituer A à B' l'angle C AB à CBB', l'angle
ACB&B'CB.

Regardons comme connues, par l'observation ou parle calcul,
toutes les parties du triangle B'CB; comme CI est horizontal,

on pourra mesurer l'angle ACB' (même lorsque ne sera pas
visible); puis résolvant le triangle rectangle 'CAB', on aura



ÇA, et la hauteur Aff Celle-ci. et Thypoténuse ,B'B, serviront à
trouver AB dans le triangle rectangle BAB' Ainsi.on connaîtra
les, trois,côtés du. triangle et paiî.suite'liesangles
qui le forment et là position du. pointât.

Soit BC (fg. 178.) une longueur mesurée sur un terrain en
pente; il ne faudra porter dans-le plan que la projection AC
sur l'horizon; ou a cos C. Le plus souvent C n'est que d'un pe-
tit nombre, de degrés,- et la réduction i=a cos C manque de.
précision.(±K. la note,du;bas,delap. 371.) Onipréfère, calculer l'ex-
cès de (ci -sur x; oui e = a–r a cosC", or (n° 358) i cos C

asiate, donc e = za sin* C {aC* en remplaçant le
sin par l'arc qui est très petit introduisant son nombré C de>
minutes, ou C^ C sin i' (no 348), on trouve e = £aCasinsi',
et la longueur a réduite à l'horizon est x a -? .i«Casin*'i'.

III. Évaluer une hauteurverticale BD = x (fig. 177)? Si le
pied D de cette verticaleest accessible, on mesurera une distance,
horizontale .^Z) ainsi: que. l'angle et le triangle' rectangle
A'BD donnera, x = ^i> tang

Si le pied. D est inaccessible, on mesurera une. distance AC
dirigée vers D, ainsi que les angles A et C; et l'on aura.
x = y/D tang Ai, x ='DC tang C; tirant les, valeurs de
AD.,DCy et les. retranchant on a

IV. Un triangle ABC (fg. t82) i^torai trouver le. lieu,

d'un point D, en connaissant les angles ADC = /S et ADB=5/.
Soient a, b, c les côtés, A, B; C les angles donnés du triangle
ABC, et, les angles inconnus ABD== x,
triangles ACD et ABD donnent (équ. C, n° 355),

Soit détermine un angle 0 tel que sa tangente soit r=
j–.

en aura tane 0 = d'où l'on tire (n° i3)sina;



pour abréger m = { (.x + y), nj= {'(x y); m est connu,
puisquex+y est (n° 23 1) 36o° moint A+ CQj&j

On a donc

tang n, tang m. çot (45° -f- <p) ^y m n.

La il* donne la 3" re;;d'où l'on tire i-* y. et la du
point D. On pourra même calculer AD, CD et. Bp. Quand

tang n est négatif, n prend un signé contraire dans les valeurs
.desretj- Si les points A, B, G, D' ne sont pas dans-tin même

plan horizontal', il faut préalablementles y-réduire
Nous avons résolu ce problème graphiquement) ne ^g8,^yi).
V. Troièyer l'aire zdJun triangle ÀBC (iïg. i ^^connaissant

i°. Les trois côtés (voy. p. 328);
2°. Deux côtés et l'angle compris; d,ans le triangle BCD, on

a BD = a sin C; ainsi si^iX BD devient z = s ab. sin C.

3°. Un côté h et lès-angles; comme a = en mettant

qui précède, ilvient

sin A .sin Ç
cettevaleur dans! equ. qui précède, il vient z=-oB

VI. Trouver l'aire d'un quadrilatère ABCD (fig. 1 82) j dont

.on connaît les diagonalesAD=D, BC=D'' et l'angle AÔB'=9,
qu'elles forment entre elles. Cherchons séparément "l'aire- de
chacun des quatie triangles,, d'après Héqu.i-(-20.}; nous avons,
en ajoulant et désignant par q,b, d, les segmens AQ., -OQ,

de traitçr a^It) fpqyç A-sia ?rrj%*}!Jîl H'î11
connaît la somme .r+-j' = 2;«. Le jjijoblème que nous venons de résoudre

revient', commeon
voitjà trouver-deuxarcs x et y,

somme, et le rapport de leurs siuus le calcul est rendu propre à'ux-'nsages.
logarithmiques. Ainsi on .sait résoudre l'cqu. • Aûn,x^=.B_iin.{flvi~rx}:.



OB, OC des diagonales-, z^=.\ (ac + ad -f-fotf-f- bv) sinfl. Or,
ce quadrinome reyient-â Xa + *) • (c + d) = D X D'; donc
z = i£>D' sin fi.

Concluons de là que les dires de deux- quadrilatères sont
équivalentes lorsque leurs diagonales sont égales et se coupent
sous le mémè angle. [Voy. p. 328.),

VII. Soient -41e côté d'un -polygone régulier (fig. 87),
n le

nombre des côtés, a le nombre de degrés de l'angle central
AOB = 2 AOG '= 1-?-

= k le triangle AGO donner

.le triangle ^(O5 ==AGX GO, répété «fois, il produit

l'aire du polygone régulier =
Le, triangle

ou AOB=z^R" sin «.En retranchantcette aire de celle du secteur

'AOB ==• (n° 261), il reste, adésignantle nombre de degrés

de l'angle AOB,

VIII.. Trouver faire d'une, zone sphérique gaa'h (fig. 137)?
Cette aire=cire. CB X fb, (n° 2g3); or R étant le rayon CB,
on a

i°. cire. CB =,2xR, 20. C6 = /îsin a, 3°. C/=2îsin«',

.a. et .étant, les latitudes. des points.a et g, expriméesen degrés,
savoir a == Aa a.' = Ag donc

fb = Cb Cf= R (sin a .sin a.')
'èt d'après les équ. du bas de la page 362,

aire zone sphér. = faR' sin -j (« et') cos3 (a + a').
On'prendV négatif quand le point f est situé de l'autrecôté de
l'eq'uateur, c-à-d. quand. l'équateurest compris entreles cercle

,.et .les basés. •••••>'“ •
IX. Soit r le rayon OR (fig: 4.6) du cercle inscrit au triangle



ABC; dans le triangle AOF, l'angle OAF est moitié de
CAB = AyOF== AF tarîg tang {A,
pétant le dèmi-périmètrè âeABQ (n° 2o6;-I) c'est une valeur
plus simple que celle du n° 317. On y a vu que l'aire x de ABC
est./?/ on a donc. z=p(p a)t&ng{A. Ces équ. peuvent servir
à trouver un angle et un côté du triangle, connaissant z our, etc.'

X. Soit la corde AD == h (fig: 142) l'arc ABD = a qu'elle
soutend, R le rayon SA; le triangle rectangle SAb' donne
db' = R sin -la, d'oû k = '2R sin ;a. Cette équ. donne la gra-
duation a' d'un arc j connaissantsa corde k, ou réciproquement.
Quant à la longueur de cet arc, voy. n° 348.

Voici un usage important de cette formule. On ne peut se
servir durapporteur (p. 225) pour former un angle d'un nombre
de degrés donné, que lorsqu'on.ne veut pas une grande exac-
titudé. Prenez un rayon arbitraire SA, dont la longueur R soit
mesurée sur une échelle de parties égales très serrées(p. 254);
notre équ. donne les parties que contient la corde h. Portant
donc sur l'arc ABD une ouverture AD = k, menant SA et
SD, l'angle sera celui qu'on demande. L'erreur de cette
construction est comprise dans.la seule épaisseur des traits.
Nous avons publié, sous le titre de Goniométrie, une table très
exacte des longueurs.des cordes.

XI. Soit,un quadrilàtère ABCD (fig. 174); désignons par a,
b, c et d les côtés, et par (bc) les angles formés par
les côtés a et b, b et c En projetant AD DC et BC sur7 AB,

on aAE = dcos(àd), EF= c cos (ac) FB = bcos(ab); et
comme AB == a = AE-f EF + FB, on obtient

a = b cos (ab) -E- c cos (ac ) + d cos (ad)
de] même £»'j= a cos (ab) + c cos (bc) + d cos (bd),

da cos (ad) i + b cos (bd) -f- c cos (cà")

en .remarquant: que les projections, qui sont soustractives, ont.
pour facteurs des cosinus négatifs. (Voy. -p. 35o et 357.)



Multiplions ces équ. respectives) par a, b;, c, d, puis du 1er.

produit retranchonsJa somme des trois -autres.; il viendra

on aurait aussi
ço==a* H7 6* 4*– 2[ «* cos (û^0 + adcos(qd) -f- bdcos(bd) ]

et ainsi des autres côtés.
Le. même çalcul s'appliqua au pentagone, etc., En généçal

le carrè^d 'un côté quelconqueest égal
à la somme, des carrés, des autres è6tés, rnoins. deux. fois les
produits, deux Qdeux de^ceux-ci Jtpar le.cqsinus de l'angle qu'ils
comprennent. •

365. Les lignes trigonométriques,servent souvent à faire des
transformations qui rendent les formules propres aux log. ou à
résoudre des.équ. En voici quelques. exemples..

I. Trouver par log. là somme de plusieurs quantités? soit
y x= A (à +' 6). On suppose que a et b sont des expressions
algébriques assez compliquées pour que l'emploi des log..puisse.
avoir dé l'avantage. Posons

tangz=- (1),.

et éliminons a; il vient

mais donne en
multipliant le numérateur par ces iers membres,oh a

(i) fait connaitte l'arcz ,('et, (2) donne,
Pour x= A (a b c) on fait ci- (fessus -4 = 1 et on a

même méthode. (vEty. la fin du n° 586.)



II. Résoudre par, log. une équ. du 2e. deg,ré?:

le,, cas. Soit x'+px = q, étant positif. On a

cette équ. fera connaître:l?aKC <p-
éliminant./?,

Si l'on prend le signe l'équ. M, p. 36z, donne

tang \q>. • • •• (»•

Pour le signe -f comme tang i <p =
+ cos <p>

on a. *

2° CAS.
étant toujours.positif; posons

ce qui suppose quep>2.<?, ou
condition, nécessaire

pour que les racines soient réelles (n° 1 3g). En changeant en
dans la i1' valeur de, x ci-dessus et éliminantp, il vient

Lorsqu'on prend le signe-; le + donne ( )
= l/^cotl (p. (6).

Dans ces deux cas, lorsque? est négatif, on en porte la va-
leur avec son signe dans les expressions (1) ou (4), ce qui les

rend négatives, puis on obéit à la règle du. n° 34gou bien on
prendijç.positifet, on change de, signe les.deux racines.

V), Çba.cunc des; ëqu. (i).ct (ÿ),donne pour <). deuxvalenrs qui introduites

dans;l'une des deux, formules, et-3, ou.5.et 6 suffit pour donner tes deux

racines.



III Résoudre l'équ. c sin x -f- n cos x == A?

Posons tang f (i);
éliminant c, ii vient

l'équ. (i) fait connaître l'arc
<p (2) donne l'arc <p + x, et par

suite l'inconnue x (").'
IV. Résoudre Yèqu. sin 7» sin l)?

Posons

d'après l'équ. E. On en tire

Cette équ. donne y, et l'on. trouve ensuite Si l'on pose

on a tangj/ = tang (450 ip). tangi(/ h).

(*) Soit proposé cette question construire un triangle AB C ( fig. 17 )
avec les côtés d onnés A C = b AB = c, faisant un angle inconnu A = x,
qui soit tel, que le segment CD soit égal à la perpend. FL menée du point
donner AF= n. On a FF=n sin x=CD, AD = c cos x, et l'équ.
A.1J + DC'=.b devient celle que nous venons de résoudre.

Dans le triangle ABC (fig. 4), on connatt la base AB = c, et le rap-
port a L=m des deux autres côtés AC, BC; on demande de construire ce
triangle sachant que si des angles inconnus A, B, on retranche les angles
donnés CAD = k, CBD=zl, il en résultera un triangle isoscèle ABD.
L'inconnueest l'angle x=zDAB=DBA; la proportionnalité des sinus des
angles CAB=zx + h, et CBA=x+l,

aux côtés opposés b eta dont le
rapport est connu = 7», donne l'éqn. ci-dessus, d'où il s'agit de tirer x.



III. ÉQUATIONS DE LA, LIGNE DROITE ET DU. CERCLE.

Équation de la Ligne droite.

366. On nomme équ. d'une ligne BMZ (fig. l83) la relation

qui a lieu entre les coordonnées g et y de chacun de ses points;

en sorte que si l'on conçoit que l'ordonnée PM se meut parallè-
lement en glissant le long de Ax, et ,que sa longueur'varieen
'même temps que celle de l'abscisse, 'de manière que cetté équ.
entre x et y soit toujours satisfaite, l'extrémitéM de l'ordonnée
décrira la courbe.

On peut envisager l'équ. de la courbe comme renfermant
deux inconnues x et y dont l'une est arbitraire. Qu'on prenne

pour x une valeur quelconques s'il en résulte pour y le nombre

réel b le point dont les coordonnées sont eret b, que nous dé-
signerons par le point (a; b)', sera un de ceux de la courbe.De
même si x a' donne y = b' etc. Notre équ. indéterminée

fera ainsi connaître une infiùité de points dont le système est
la courbe même et l'on peut employerce procédé pour en trou-
ver divers points, s'assurer de la figure qu'elle affecte et des.par-
ticularités que présente son cours. C'est ce qu'on verra souvent
par. la suite. v

,Par ei., y = b est visiblement l'ëqu! .d'une droite MN
(Eg. 170), parallèle à l'axe Ax AQ étant = b; y = 0 est
l'équ. de l'axe des x. De même x = «'est celle de PM, pa-
rallèle à l'axe A y AP étant ==“«}- et x == o est l'équ'. de cet

axe même.

367. Cherchons l'équ. d'une droite quelconque.. -vi- 1 >

i°. Si elle passe par l'origine, telle, que AN (Ug. 18^), de
quelque point' £),'N. qu'on abaisse les ordonnées DC, PJY.

on aura toujours -77. = -70 :Soit donc a lé rapport

constant dèà chaque abcissè à son ordonnée l'équ. de la droite
'ANèst' '' •" '• "" .'y=ax.



Lorsque les coordonnées sont rectangulaires, dans l'un quel
coflqtië'aëce^trl^nglésVtiya1^), -4.ion
voit que a désigne la tangente de,l'angle que la droite fait avec
l'axe des x. Plus l'angle NAP croît plus a .augmente; si la
droite, telle les x positifs;
a devient-négatif, et l'-équ. prend la former ==77-0x75 icira-est
la tangente de l'angle N'AÈ.'On.yoiten effet qu'alors les abs7
cisses positives répondent' à des ordonnées négatives, et réci-
proquement.

Mais si l'angle jAx n'est .pas droit, le triangle NAP .donne

Sin ANP x rr
angles -,quel la droite fuit.avec les x et les y -rapport qui 'doit
être affecté du signe quand. la droite est située.comme AN'

2°. Si la droite, telle que BM,ne ..passe ,pas,par l'origine,, en

faisant l'ordonnée à ,et 'menant
rallèle kB^M, 1'ordonnéeJ-'M, ou.,y? se compose ,de^ 3ÎN~b

et de PN== ax.; donc on a •••»"
b'mMt hëgàtif iilk.drbite était 'telle 'q'ù'e B'M'.

sont appelées Variables; a et b sont des Constantes, mais on
sent que a et b pourraient varier eux-mêmes, et c'est .ce.lqui
arrive lorsqu'on fait prendre à la droites BM une.autre position.
y ==ox,^r\ b appartient a toutes l,es(d.rpites,qui se-distinguent
entre elles, par les valeurs de a et b.••.

<

L'équ. la plus générale du ier degré, Ay + Bx

équivaut à y -^«iy cjin'ob

Prenons, .A-È=,b 184), et sprt'e que

on voit^donc que toûte èqu. du 1 degré appartientà une,, droite,
'qu'on sait décrire.



On peut aussi "la tracer en détérminà'ntdeux -de ses points.'
Pûisqù'eh 2? -l'abscisse' est nulle y enfaisant x ±=Jo • 'on doit

trouver l'ordonnée à l'origine; de memey~'o dclnhe le point^E
où la ligne coupe l'axe des x. Ceci est général-, quelle cftie soit
la ligne, droite ou courbe. On peut donc se servir de ce théo-
rème vpTour tracer facilëmentla;droite.~ar=odonne y±=b=rAB;

de même y o donne x
= AE. Par

,les_,points E-e,t

B, ainsi'détermihés, -on mènera SEfl-'quï serà'ia ;Mgne 'cherchée.
Gependanfsi.laligne-.pàssait paf •l'origine iou y -==dx ,'ee.pro-

cédé ne donneraitque ce seul point; mais on féfait ar'=i 'ÙA,
et on en conclurait .y =p a :.=. CD. Il sera bon de s'exercer à
décrire les droites qui répondent à des équ. données, tellesque
'2y ^= 3%* ,y=^- a;– ''i,etc, afin de
reconnaître Là d'imposition d'une droite,' lui'appartient. • • "

d'une droite' qui, passe j),ar,'deux\points
donnés. ASpfent ,(ar' .ÿ )..le -ierNpoint,,)et(* y".) le.2eipoint-jTégUi
'de .la ligne ,est y =_.aar +:b. a et ô^sont. inconnus •j-or puisque
la droite passe par le point (x', y), si l'on fait. on devra

r.\ y ~ax +\Mevieuty = «*'i + b

retranchant pour éliminer b, on trouve `', ri
C'est l'équ. qui appartient à toutes les droites qui passent par
le poiiit entre -elles qùe par
la valeur de, a, c.-à-d; par leur direction.

[fer-'lè
de même y", y =a(x" x ), d'où l'on tire "i •"

-y–icvx-bj



Soient BC la.i" (fig. i85), l'angle B qu'elle fait avec Ax,

EBx.zp a; ainsi a = tang el, a'. = tang,«' l'anglew cherché est
F = «–«'. Or on a (35g) ,.v v. •/

Si a = a', les deux droites sont parallèles puisque V=±o ce
.qui est d'ailleurs visible. Si aa! -f- i = °>,tang V==-.<x>, ainsi
l'angle est droit': donc la condition, pour que, deux droites
soient parallèles ou perpendiculaires, est

a = a (3) ou aa' + i = o. (4).

3"ji. Par un pointjhnnè j mener une droite qui soit parallèle

ou perpendiculaire à une autre droite, ou qui' fasse. avec elle

un angle connu. Soient y = ax-b l'équ. de la droite donnée,

y = a'x -f- b' celle de la droite inconnue il faut déterminer
â et b'. D'abord, puisque celle-ci passe parle, point donnée,
on a l'équ. {f y) = a' (x x) ;'il reste à trouver a':

i°. Si la 2e droite est parallèle à la ire, onaa = a'; l.'éqd.(i')

-est celle qu'on demande. ••
2°. Si elle doit être perpendiculaire J'aa -H i = o d'où

3°. Si les droites font entre elles un jongle F dont la tang
soit donnée =/»,' on fattm– tang V, dans l'équ. (2) et l'on a

Ear.ex., sirà== i,.cn a l'équ. d'une droite .inclinée de. ffi, sur

laproposée, •
3^2. Trouver Je'poiht *"de rencontré de deux droites données.

^Soient y ==> y = a'* .-j- leurs équ.L>; peut,bien

.être le, même -pour ces lignes dans toute leur étendue mais



l'y diffère. Le point oü elles se coupent est le seul pour lequel

x et y soient les mêmes. 'Si donc on élimine ces variables on
aura les coordonnées du point de rencontre ce calcul est facile;
il donne

En général, si l'on élimine et y entre les équ. de deux
lignes courbes, on obtiendra' les coordonnées de leurs points
d'intersection c'est même pour cela qu'en faisant y = o ou
x = o, on trouve les points ou la ligne coupe les axes des, x ou
des y, car ces équ. sont celles^de ces axes.

373. Trouver la distance entre deux points donnés. Soient
ces deux points situés en M et N (fig. 186);

menons MR parallèle à, Ax et le triangle rectangle NMR
donnera MN* = MW + EN* or, on a

ainsi la distance cherchée MN = <T est

La distance .^Mdu point Ma à forigine est
Si les deux points, devaient être situés sur une droite BN

donnée par son équ. y ='ax + b x, y x",y" devraient satis-
faire à cette équ. d'où y' = ax' -b, y" ax" + b, et par con-
séquent (x *') J/(i + a").

3^4- Trouver la distance d'un point à une ligne donnée.
Soient y = ax -f- 6;l'équ. de la droite Bé (fig. 187), M.ou
M' le point. Il faut 1°. abaisser la perpendi.culaire
MM' sur BC; 2°. chercher le point N de rencontre de ces
lignes; 3°. mesurer la distance MNo\iM'N=zS. Pratiquons
cxs opérations en analyse. i". L'équ. de la droite indéfinie MM'
qui passe par.le point (xr, _y')y et qui est-perpendiculairé'à'jSG^
est (5) n° 371 20. on éliminera x et y entre les équ. des 'deux
droites, et on aura les coordonnées du point N d'intersection;
3°. enfin, on mettra ces valeurs po,uçi*"7>dans'laformulé (7).



Mais puisqu'on cherche x x et y y le calcul se sim-
plifie en préparant ainsi l'équ. y = ax+ b

la somme des carrés'de ces quantités (i+a*),

donc- on a

pour la distance cherchée, ou la longueur MN ou M'N de la

perpendiculaire (*.).

375. En général, les problèmes relatifs à la ligne étroite sont
de deux sortes

i°. Ou., une droite étant donnée, on cherche celui :de ses
points (x, y) qui satisfait à une condition exigée, a et b sont

connus dans = ax' -f- b; de plus, la condition à laquelle
le point doit satisfaire étant traduite algébriquement, on a une
seconde, relation .entre et L'élimination fait donc con-
naître ces coordonnées. On.pourraitavoir plusieurs droites et
plusieurs .conditions données; mais les choses auraient encore
lieu,d',une manière analogue..

i°. Ou l'on cherche une droite qui ssatisfasse, par sa position,
à de certaines conditions; alors a et b sont inconnus dans

et le problème consisteles déterminer. Or,
'les conditionsdonnées, traduites en analyse conduirontà des

équ. qui feront corihaître a et b-, elles ne 'pourront être qu'au

(rt) jfa préférer le signe qui-rèhd if positifa' ;pour abscisse,
éunt y.= ax'ptrbj,suivant qne le.pointdopné sera en M on en M;, c.^à-d.,

en dessus ou en dessousde la'ligne, on anra j^> ou <a:r'f-ô donc, dans



nombre de. 'deux; à.mo.ins qu'elles ne comportent :elles-- mêmes

de nouvelles inconnues.

376. Voici plusieurs exemples ou ces principes sont appliques.T. deux 'parties égales l'angle que forment entre
elles deux droites 'données AB, AC' (fig:' i 88). Traçons 'deux

aies rectangulaires Ax\ Ay, par le point A de concours' des

lignes leurs équ. sont y '==' à* y = bx ci et b étant donnés.

celle-de la droite cherchée -Z) il s'agit de trouver k.

L'angle BAB à pour

Oh tire de là la valeur de h, et on là substitue dans >•'= kx.

Comme il y 'a deux racines réelles 'j-Jk' et k", le dernier'terme

1 est leur produit ou h'k'1 4-1 o; ce qui apprend'que les

deux lignes AD, AE, ainsi obtenues, sont angle droit (n° 370).

Si les axes ne pàssaient.,pas par l'origine" Téqu. cherchés

serait y y =k(x x) l ayant la valeur ci-dessus et x',y
étant les coordonnées du point de côncôurs." • lf '

Quand l'une des ,ik droites ^dest est l'axe' des x, b = o et on a

II. Étant données ]es droifes ^AB ^ir'(fig. ,i8c>) quel est le

point D ( x\, y') "tel que, "èp ^tant parallèle a Ax\ on ait
axé des* soient

AI = .enfin 'menons AD, et' sûpposo'ris

que y=7hren so,it,l'équ.; a..est doürié et il faut trouver iri, x

On a
CD = 'AE AÏ = x–'m et, par condition >:

Or', le pctintCC^s); rtr^i.



(probl. 1) que AD coupe par moitié l'angle BAE x ne restant
pas dans le calcul, est arbitraire; ainsi, tous les points de AD
satisfont à la question, qui a une infinité de solutions.

III. Trouver les équ. des perpendiculaires AF, CÉ, BD
(fig. 190) menées de chaque angle du triangle ABC sur le côté
opposé, la base AC =étant prise pour axe des x et l'origine
en A; le sommet B (x, y') détermine le triangle.

La droite AB a pour équ. y == ax, a étant ^-j parce qu'elle

passe en B. Il est aisé d'avoir de même celle de la droite BC,
menée par B {x', y'), et C(b, o) on a donc, pour les équ. de
ABelBC,

De plus CE passe en C (b, o), ^Fpar l'origine; leurs équ. sont
donc de la forme y = A (x b), y Bx; la condition d'être

perpendiculaires aux précédentes donne (n° 370)

donc les équ. des perpendiculairessont

Pour trouver le point 0 où. elles se coupent, il faut éliminer

x et,y; on trouve* x' =. l'ab. sçisse AD du sommet; ainsi ce
point O estsur l'ordonnée BD. Donc les, perpendiculairesabais-
sées les côtés opposés secoupent

en un mêmepoint. En décrivant sur ACla deirii-ciFconf. AEFC,
et par les points F, E d'intersection, menant AF et'CE, puis

enfin,,par le point 0 de concoursjjraçant BD,, on aura les trois
perpendiculaires.

IV. Trouver un cercle tangent aux frais c'ôt'és'ii'un triangle
ABC (fig. 190). Cherchons d'abord un poîtafr.Oqui soit à

égàle'distàtacédè AB-et AG; en conservant la notation précé*



Petite, l'équ. est y = ^7
x; donc les longueurs OE,

OZ? des perpendiculaires sont (n° 3.^4)

On a AB = c, et l'on met ±, parce que le point inconnu
O (ce, /3) peut être en dessus ou en dessous de AB. a. et {3 sont

déterminés. par QE z=zOD,,ou, «y =/3 (x'±c), équ. unique;

ce qui, prouve. qu'il y. a, une infinité de points 0, égale dis-

tance de et lesquels,. étant sur, la ligne dont l'équ.

est; =
( J x,

sont situés sur deux droites,qui.passentpar

le sommet 4, et font, avec la base AC, des angles dont les tang.

sont Comme le produit de ces tans; se réduit à- t à

cause de x'- + yr* ^=ca, ces deux droites sont perp. entre. elles

il s'agit de tro.uver layosition de l'une, AO (fig. $6)..

Comme a cos A =

d'où tang i A = 1 19-1^ = -r– (M, n° 359, est en multi-

pliant; liaut et bas par c -f- x') donc OAB -=.\BAÇ, ce qu'on
sait d'ailleurs (n° 206). Si l'on mène OA et sa perp., coupant par
moitié l'angle SAC et son supplément, le centre cherché sera
sur ces. lignes. En traçant CO, qui divise par moitié l'angle C,
et sa perpend., puis faisant la même chose pour B,, les interseç-
t.ions.de ces six droites, combinées deux,4 deux,donnerontquatre
points qui seront les centres des cercles tangenscherchés:l'un est,
inscrit au, triangle, les trois autres sont tracés extérieurement.

Au lieu.de faire lestrois perpend. OD, OE, OF égales entre
elles, on pourrait se proposer de trouver, le point 0 par la.
condition que les rapports de ces longueurs, fussent donnés.

V. Par le pointé Çfig. f-.gi) tracer NQ, qui.coupe l'angle
NBx, et. forme le. triangle, BNQ dont l'aire soit donnée. Bx et
By étant les axes., les données sont tang NBx = a et.le point



M(u,fi); l'inconnue est BQ==z. L'équ. AeNQ, qui passe en
Q(z, o), est y = A (x z) cette droite passe aussi en M(a /S) j
d'où A =

L'équ. de BN est y = ax. Êliminant x pour

avoir l'y du point commun N, il vient {A à) y Aaz; d'où

Or, menons AM parallèle à BN, et fraisons AB = m. L'équ. de
AM, qui passe en M(&, $) est y–$=a (a a.) pour le point A,

y o; d'où am = aa & Introduisant ci. dessus am'pour

an fi, il vienty ND=

Cela posé, quelle que soit- Faire ilonriée > on pourra toujours
la transformer en un rectangle, dont la hauteur serait PM-=(Z

et dont k serait la base. On devra donc avoir k$-=i\zy,
ou s' zkz + zkm = o ce qui donne deux solutions faciles
à construire ( n° 33o ) la seconde a lieù-quand la droite NQ
coupe le supplément de l'angle NB Q. (Yoy. n" 334.)

On pourra s'exercer sur les problèmes suivans.
VI. Étant données les équ. de deux droites AB, AC(fig 188),

,prendre des parties égales fIB, AC calculer la longueur BD
delà moitié de la corde BC et en éonclûre l'angle BAC. La
formule doit s'accorder avec (2),n° 370. "-

VII. Dans la même circonstance, chercher l'équ. de la corde
BC, et celle dé sa perpéfad. AD, dont; là direction doit s'accor-
der avec le problème I.

VIII. Les pérperid. DO, FO, EO (fig. 192), élevées sur
le Milieu- des côtés d'nn triangle ABC-, concourent en un
même point O. En général, si D et F sont situés d'une ma-'
nièrè quelconqué sur les côtés AB et BC, niais divisent ces
côtés proportionnellement ( la droite DF est parallèle1 à AC),

toutes les perpend. DO, FO se coupent eu des points 'O situés

sur une même dr'o.ite. qui passe par le -sommet
IX. Trouver lès équ. des lignes CD, AF, BE (fig. 19a).

menées des milieux des côtés du triangle ABC aux angles op~.



posés; prouver qu'elles concourent en un même point G, qui
est aux de chacune, à partir du sommet de l'angle.

Plus généralement, si sur deux côtés AB, BC d'un triangle,

on prend des parties quelconques AD CF proportionnelles,

ces côtés, les droites CD et AF se coupent en, un point G, situé,

sur la ligne menée de l'angle B au milieu E,, du côté opposé.
Consultez le Recueil des Propositions de M. Puissant.

Du Cercle.,
377. La distance R d'un point M(x,y) à l'origine Ç(fig., 198)

1
est R \/(.x' -)- y') ainsi l'équ. du cercle est

>'+y = fl\(i),
puisque, pour tous ces,points, la distance R est constante..

Le même raisonnement (éq'u. 7, p. 385,) prouve qu^

est l'équ.'d'un cercle dont lecentre a pour coordonnées et (S.

Quand l'origine est a l'extrémité 0 du diamètre *.i= R, & == o,
et l'on à (#– Rf +y* '"= Jî*, oii plutôt

y* = zRx X*:
Si les et y font un angle y le triangle CPM a l'angle

P == 1800 y et la distance constante CM== R de tous les

points du cercle au centre Ç, pris pour origine est donnée par
l'équ. D (n° 355) l'équ. est donc

x' -h y* + 2xy. cosy = R* (3).

Il est bon de s'eaercer-à reconnaître la figure d'une courbe et

ses propriétés. d'après son équ. bien que ces choses soient con-,

nues pour le cercle, nous allons, profitant d'un exemple aussi
simple montrer le parti qu'on peut tirer des équations* des
courbes pour atteindre à ce but.

378. Commey V (il2 a;5),chaque abscisse (fig. Ig3)
répondent deux ordonnées égales et de signes contraires de sorte
que la courbe est coupée par Ox en. deux partiesqui coïncident



lorsqu'on plie la figuré suivant Ox. La même chose a lieu pou.r
Dy. En faisant x = o on a y = R, et les points y et D
de la courbe; plusx croît,, plus \Zi_R1 -x'), ou y, décroît jus-
qu'à x = R, d'où y = o ainsi la courbey MA s'abaisse sur
l'axe des x qu'elle rencontre en A. Elle ne s'étend pas au-delà de
A, car y, devient imaginaire. De ces notions résulte la figure
de la courbe.

Toute droite OM menée par le point O( if, o) a pour équ.
y–a(x+R); de même pour 4 ( + R,o~)y=d (x- R) est
l'équ. de MA. Le point M de rencontre de ces lignes a pour

coordonnées

Pour que ce point soit situé sur la circonf., 'il faut que Féqu.
*3+y!'==J^asoit satisfaite par ces valeurs. Ainsi ««'(i+aa')=o
est l'équ. de condition .qui exprimeque-les deux cordes se cou-
pent sur la circonf. On en tire a ==o ou a' = o, ou enfin
i-_Hh..«o' =.o les deux if? expriment,que, lorsqu'une des
cordes est couchée sur.le diamètre, la condition est satisfaite,,

ce qui n'apprend rien l'autre i -f- aa' = o indique que l'une
des cordes ayant une direction quelconque, si l'autre lui est
perpeiid. le, point d'intersection sera sur la circonférence.

Commey' = R* -± == (H X {R *)
et que

PM est mov^en proportionnel entre OP et Prl.
La longueur de la cordeAM est 1/ [y + (R' ainsi

A M"= zR* 2.Rx =' zR {R *) AM est donc moyen pro-
portionnel entre AP et lé diamètre AO.

3"jg., Pour obtenir les intersections d'une droite MN et d'un
cercle NKJ (6g. ig4), on élimine xety entre les équ. y– ax-fcb,
et *+ jk4 = /î% de ces lignes; il vient,



en faisait S = la distance de la droite au centre

du cercle dont il s'agit (n° 374). Il se présente trois cas.

i°. Si le radical est imaginaire ou > R la droite né ren-
contre pas la circonf.

20. Si le'radical est réel, ou <T<jS,le cercle est coupé en
deux points et comme on peut prendre l'axe des :x parallèle

à la sécante MA7,, ou a== o', on trouve x=± [/(R* &a).

le signe prouve que le rayon perpendr à une corde la coupe

en deux parties égales.

3°. Enfin, si le radical est nul, on a R; la droite coupe
la circonf. en un seul point, ou plutôt elle est tangente. Soient

x', y les coordonnéesdu point Tde contact on trouve

Or le rayon CT (fig. ig4) mené au point de contact

ayant pour équ. y –a'x, on trouvea = -7-1 d'où aa =: 1

ce qui signifie ( n° 370 ) que ce rayon estperpend. à la tan-
gente. décent •.
c'est l'équation de la tang. au cercle en un point quelconque

(«', y') de cette courbe.
Si par un point extérieur M (4,@), on veut mener une taug

NT, it faut trouver les coordonnées x', y' du point T de con-

tact elles doivent satisfaire aux équ. du cercle, et a, /3, à celle

de la tangente; donc.'• +y*=flt, /sy+«/=/im.(3).
L'élimination conduit à des équ. du/-2* degré en x et y', en
sorte. qu'il y a deux points de contact-Tet jf,et par consé-

quent deux tang. MT; MT1 menées par le point donné M.

Mais, au lieu d'effedtuer ce calcul, observons que nos deux



équ. n'ont lieu ensemble, il est vrai, que pour les coordonnées.
constantes x',y du poinb de contact, mais que, si l'on ne prend'
que la seconde, et y deviennent des variables; d'ailleurs,,
Q>y-«x B? est l'équ. de la droite TT' qui passe par les
deux points de contact, puisque leurs coordonnées x' et Y' y
satisfont. Il est aisé de tracer cette droite (no 368), et d'en tirer
les points de contact et les tangentes.

y=o donne l'abscisse du point B, où la corde TT' coupe

l'axe des* CB== comnie cette valeur est indéperidante

de ou PM, il s'ensuit que si le point M se meut le longde PM
tes tang. changent de situation; la corde TT' tourne autour du
point fixe B. (Fby. 413 et 464, IV.)

On peut aussi présenter le calcul de manière à retrouver le
procédé géométrique (n° 208, II ). Pour cela, retranchons nos.
équ. (2), et ne considéronsque cette seule différence x' ety' sont
des variables, et les coordonnées du point T ou T' de contact,
doivent satisfaire à l'équ. y" /8iy-f-*a <*x = o, qu'on peut
écrire -<•,
La courbe à laquelle appartient cette équ. passé donc parler
deux points de contact. Or, cette courbe est un cercle dont le
centre est en m (|«,ii3), et le rayon = l/(|a3+.i/3!1). Si donc
on prend Cp = CP,.pm= \PM m sera le centre, et Cm sera
le rayon d'un cercle qui passera par les points de contact cher-
chés T et T'. V

38o. Soient deux cercles C et C (fig.' 26) l'origine en C, CC
= a sur l'axe des*; leurs équations sont -f- ye= R' pour C

et (x-a)' +y* = R'* pour C'. En éliminant x ety, on a pour
les points d'intersection

L'abscisse 'étant. simple.,et l'ordonnée double, la ligne .CC', qûi
joint-les centres, est perpend. sur lé milieu de la corde MN..

il est aisé de tirer de ces équ, les conditions relatives aux cas



où les cercles se coupent ou se touchent (n° 191) en effet, le

radical traité comme p. 327, devient

= («4-R-PJO (d+H-fl') {R + R'-ay (BT+a-R\

Admettons que R soit = ou > R' les deux i°" facteurs se-

ront positifs, et il reste analyser les cas que peuvent offrir
E + K aelR'+a– R..

-il.. Si les signes sont les mêmes, ils ne peuventêtre car

on ne peut avoir ensemble a > R + R' et < R- R'; ainsi,

dès que le radical est .réel, les circonf. se coupent en deux

points, et l'on a
a < R + R' et > R R'-

2°. Si l'un de nos deux facteurs est nul, à = R + R ou

a R-R'; d'oii y = o,.xz==R, les cercles n'ont donc qu'un

point commun sur la ligne qui; joint les centres c'est le cas du

contact.
3°. Enfin si les signes sont contraires, savoir

a>R + R' etR R', ou <*<«-# etfl-Ml';

comme la 1" condition comprend la-ae; il s'ensuit que les

cercles n'ont aucun point commun,quand
0>R + RV, .'•

38t Voici quelques autres problèmesà^-ésoudre-

I. Étant donnés une droite;et un cercle, mener. une tangente

parallèle à cette droite. "
II. Mener une tangente à deux cercles donnés.

III. Tracer une circonf; tangente à un cerde etâ deug droites

données (4e centre est: sur ,1a ligne qui-divise l'angle donné.en.

deux parties:égales).' •'

Transformation de coordonnées.

382. L'éqù. d'une courbe est quelquefois si composée, qu'il

est difficile d'en déduire les propriétés; niais il se peut que.

cette complication tienne aux axes coordonnés auxquels la-

courbe est rapportée. On à vu, par ex., que le cercle a pour
équations •



celle-ci n'est plus simple que par.ce que l'origine est au. centre.
Il convient donc de savoir transformer, l'équ. d'une courbe,
de manièreà,\q rapporter il. d'autres axes, afin, de simplifier les.
calculs.

Les axes coordonnés étant Ax, dy(fig. ig5).sous un angle
A quelconque, supposons qu'on veuille prendre d'autres axes
A's', A'y' parallèles aux 1 en. Soient AB = a, BA' = b, les
coordonnées de la nouvelle origine; AP = x-, PM- y, celle
d'un point M A' C = x, CM=y, les nouvelles coordonnées.
On a AP=BP + AB,PM=MC+CP, ou

x=x+a, y=y'-{-b. (A)..

Ces valeurs,, substituées- dans l'équ. en *-et_y d'une courbe, la'
traduiront en x.' et y',et l'origine- sera transportée en A'(a, b)

a et b doivent d'ailleurs avoir des signes dépendans de là posi-
tion de la nouvelle origine ^relativementà A; en sorte que,,
si elle était située en D ,a serait positif et b négatif, et il fau-
drait faire x = x' -j- a, et y==y b, etc.

383. Supposons que les axés primitifs Ax, Ay, étant rectan-
gulaires .(fig.. 196' ):) ôlï -veuille, sàns cBanger l'origine A, en.
prendre d'autres, «tels'que^ j^iDésignoris.par.Ca;)l'angle
.-cy/i'-que forment les axes de x- et V de- même par {xy)
l'angle xAy. Pour un point quelconque M,AP=^x,PM=y*
AL = x', ML = y? ;'il- s'agit d'exprimer x. ety en x.y,et
les angles donnés- fey") qui déterminent la-, position de

nouveaux axes. On. a x == ainsi l'abscisse x est ?ce,

projection sur l'axe des x de la portion de. polygone ALM.
de même y '=:LK -j- IM. Or, les triangles AKL, LIM don^
nent (n° 354^-)' <

AK = x'. cos (xx'),
LI z=tf cos (xy'),MI– y! sm(x/).

y x! sin sin {xy) |
Si les nouveaux axes sont aussi à angle droit (fig. 1.97)-

(xy:)=9o° + (xx');d'ok



t'est ce que donnent directement des triangles AKL, LIM;

car AK=x' cos(xx') KL=x sin (a?x')
LI==y' sin (w1) IM=y' cos (rx)

et de plus x = AK–IL,y=zLK+MI.

384. Supposons enfin (fig. 196) que les axes Ax Ày aient
'une inclinaison quelconque, ainsi que Ax', Ay'. Pour passer des'

le,' aux 2", résolvons les triangles obliquangles ALK LMI;
il vient (n° 355)

Qztand les axes primitifs As. Ày sont obliques, et que les

.transformés Ax', Ay' sont rectangles (fig-ig?) il suffit de poser
ici (a//) =90°, ou (a;' y) complément de ( y y) d'où

Nous avons supposé partout que l'axedes x' est situé en dessus
de celui des x etc., ce qui pourrait ne pas exister dans un cas
auquel on voudrait appliquer ces formules; il faudrait alors

modifier les signes des sien. et cos. d'après la règle des indirectes
(n° 33g), en comparant la disposition des axes, dans l'applica-
tion qu'on veut-faire, avec, celle des fig. ig6;et ^Par,. ex,>



si l'axe des x est au-dessous de Ax, on fera sin (xxr) négatif,

cos (xxf) positif. (*)

385. Jusqu'ici nous n'avons déterminé la position d'un point

sur un plan que par ses distances à deux axes mais il y a bien

des manières différentes 'de la fixer, ce qui fournit autant de

systèmes coordonnés. Supposons, par ex., qu'on connaisse les

distances ret r' d'un point à deux autres donnés; en décrivant

de ceux-ci comme centres des circonf. avec les rayons r et r',

ce point sera situé à l'intersection. On n'emploie guère ce
système coordonné, non plus que beaucoup d'autres, parce
qu'ils donnent lieu à des calculs compliqués. (Voy. Géométrie de

position, par Carnot, p. 423.)

Arrêtons-nousaux coordonnées polaires; elles sont d'un fré-

quent usage, parce qu'elles donnent lieu à une analyse facile.

La position d'un point M(fig. 199) est donnée par sa distance
AM r à un point ftzeA, qu'on nomme .Pèle,, et par l'angle

MAP=6 que fait cette ligne AM avec une ligne fixe donnée

flx AM est le Rayon vecteur du point ]Il.

L'équ. polaire d'une courbe est la relation entre r et 6,

pour chacun de ses points. Si le rayon AM tourne autour de

.4, et que sa longueur varie à-mesure qu'il tourne, c.-à-d. avec 9,

de manière que l'équ. entre r et 8 soit toujours satisfaite, l'extré-
mité M du rayon vecteur décrira la courbe MN.

Le triangle r.ectarigle AMP, ou AP = x, PM= y, donne

;r = rcos9, y = r sin 8, xû + ya = r1.

Ainsi pour passer d'un système de coordonnées x et y aux po-
laires r et fl', il faudra d'abordtransformer l'équ. en coordonnées
rectangles,si ellessont obliques; prendrepour origine le point il;
qui doit être le pôle: enfin la droite Ax à partir de laquelle

(*) An reste, est toujours :plus court et moins snjyt à errenr de tirer
directement les formules .de. transformation fie la figure même qu'onconsidère,

en reproduisant. sur cette figure les opérations ci-dessus, c.-Ji-iI. en projetant
ïes longneursi'ct'^ sur chacun des axeset qu'on vent transformer, ces
projections 'ëtèiht''fi>ites flans les directions de ces derniers ases.



on compte les arcs Si devra être l'axe des x. Ensuite on mettra
r cos 6 et r sin 6 pour x et y.

Réciproquement, si l'on a l'équ. en r et 6 d'une courbe, en
éliminant ces variables à l'aide des relations précédentes, on la

traduira en coordonnéesrectangulaires x ety.
Prenons pour ex. l'équ.'(i) (n° 377) du cercle dont le centre

C(fig. 198) a pour coordonnées « et (3; elle devient, par nos
valeurs de x et y.

r° 2r (« COS 8+£ sin t) + cf + P -Ra = o.

i°. Pour chaque rayon vecteur r, la distance de l'originel à

la courbe est double, AMet jdN.
2°. Le produit des deux racines de r est (n° i37, 3°.),

•• ••
a-m'an=«?- + p–r*;

quantité indépendantede '8 donc, si d'un point fixe A onmené

des droites quelconques, le produit AMXÀJYdes deux rayons
vecteurs est constant pour toutes les sécantes (nOS 221 et 22/Ç)-

3°. Mettons le pôle en un point B du diamètre BCx, /S = o,
ce qui n'ôte rien à la généralité d'où

r– acos9±V/(fl2 «asina8);

a est la distance BC A\x pôle au centre. La différence de ces
racines est la corde MN= dont 8' est la

direction. On connaît donc la position d'une corde qui, menée

par un point donné B, a une longueur connue m
puisque

4°-» ;Que là sécante eN tourne autour de -B-, par la variation

de 0, le rayon vecteur touchera le cercle quand la corde MN

sera tang9=

Cette équ/fixe la direction de la tangente BT, menée par un
point extérieur B. La,somme des carrés de nos équations est
iîa 4. r* A" d'où r" = ci' R' = (ce + H) (* R), produit
des deux longueurs prises sur tout autre rayon vecteur (n° 225).

5°. étant toujours nùl;-si notre dèrnier terme est zéro, ou
eu- =le pôle>e.sj: ,à, Veste émité I du di^niètEfi, et -la !corde



est IL = 2R cos soit un 2° cercle IK qui toucherait le 1"
au pôle, pour le même rayon vecteur, la corde IK = zR'cos S

IL R

rayons.
6°. Enfin si le pôle est au centre, «.– fi = o d'où r=Rj

quel que soit 9, ce_ qui est évident..

IV. SECTIONS CONIQUES.

'De l'Ellipsé.

386. On donne ce nom à une courbe ABO (fig. 206), telle;
que, pour chaque point M, les rayons vecteur ou distances
MF =. z, MF' z' à deux points fixes donnés F et F', qu'on
nomme Foyers, ont une somme constante z + z = A Ô = 2a.Pour trouver l'éqù. de l'ellipse, prenons le milieu C de FF'
pour origine des coordonnées, AU pour axe des x, la perpend.
BC pour axe des y; on est assuré d'avance, par sa génération,
que la courbe doit être symétrique, par rapport à ces axes;
et que l'équ. sera fort simple. On doit, en général, préférer le
système de coordonnées, qui est propre à faciliter les calculs et
à donner des,équ. moins composées.

Soit FC = c, x et y les, coordonnées de M; on a dans les
triangles FMP, F'MP, z* y* + FP', z'' = .y? + F'P\ ou

En soustrayant les deux ire', il vient
s'a z*-= («' + z) {z' z) = 2a(z' z) =4çx,

Ainsi, FM– z = a ==a+™ '(i)."

Substituant danslla valeur de z'.ou z' ci-dessus, on trouve

Faisant x = d'.rit'vient pour l'ordonnée' JBG à l'origine.



si ,1'on représente cette ordonnée par b, ona
donc b* =as c* éliminant V, on trouve e enfin pour Vêq'u.

.- • «.
387; En résolvant, on

Puisque chaque abscisse x donne deux ordonnées y égales et
de signes contraires, l'ellipse est telle que ABOD (fig.-2o3)
symétrique par rapport à l'axe AO; elle l'est aussi relative-
menta BD, puisque + et -x donnent la'même valeur de.ÿ:.
Ainsi, 'lorsqu'on plie la figure selon AO ou BDjles parties delà'
courbe se superposent et "•'• ' ^>i:

y est imaginaire quand !x^>'±a',ix
donc la courbe est fermée. BC =è est>;Ia plus'grande^ôrdon-'
née, CO,= la plus grande abscisse; AO est ce qu'on nomme
le grand axe, BD est fe -petitaxe;A et 0 sont les 'sommets, C
le centre. Ainsi, l'ellipse est une courbe fermée 'telle que la
somme des rayons vecteurs- menés des deux foyers .à'un même
point 'quelconque 'est 'constamment égalé

axe est la longueur de la droite qui, passant paroles foyers,
traversé la courb'e dé part éh'pàrtj les extrémités 'de Cette ligne
sont les sommets, le' milieu est le centre,
"y'•
'388..Comparonsdeux, ordonnées y.y' ,(l'une même ellipse; qui

ont*, i'pour'abscisses (fig. ao3);.les équ. a1/ .= if(a^»?) t>
le quotient-•' ^7> 'n:i);iin A'

ordonnées, sont entre eux, com'met les du
pied de ^ordonnées; aux deux sommets. :J «;l

en 7ret ~yj
b'y* a*x* == a'b* ainsi elle conserve la même forme qu'on

,389,Le ^cercle ANQ a.



(figi, aoâj1; 6u •Y^FNv corn-

parant cette ordonnée à PM (n° 387),
on le

rapport des ordonnées" du Cercle et de l'ellipse, qui répon-
dent à une même- absciss'e,, est constant et égal, à celui des

axes; y est donc toujours, <[ Y: 'lecerc1e renferme l'ellipse.

Celui: qu'on dôorits avec le rayon B.Cj est au contraire ren-

~;Cëtte propriété' fournit; une construction furt simple.de Vel-

lipse'j Ap*cs avoir ttacé les
cônft -inscrite sont &-eta),:ôn
mène un rayon quelconque .ON j .et s par; lêsipoints Q et JVyofi

les parallèles aux
point de l'ellipse ear

tm.a>t.'i 1 « ï*' ';. • ;.<,• • K.i

décrirecette courbe

et avec le rayon CO,deT
crivez un arc de cercle qui coupera ce seront
les foyers, à cause de Téqu^ î*=a2– c*'(n° 38Ô). Du centrer

éga>T,à une,
qto.ifO^Vpacez'uAvar€jTeEstM(;opwis dû relsrte

AK'du grand axe, tracez ufr 20 arc^qui
sera un point de.la^courbe on aura de la
sorte quatre tes deux mêmes rayons, en
décrivant les arcs des deux côtés des axes. Le même procédé

F. et F" lei .deux bouts-d'un

J91. A mesure que lès

ou que b diminue par rapport a a, l'ellipse s'allonge et s'aplatit
fapprbcWe'nf,



rendit; enfin', si ces points se cônfonderit/bii.à'zt
y + *• = <*•, et. la courbe devient circtilairè. Un peut 'dont
regarder le cercle comme une ellipse dont les axes sont égazcx.

Les équ. (i) montrent que les rayons- vecteurs' de l'ellipse
sont rationnelspar. rapport aux .abscisses x. La. distanceJ?!Çè=£è

est ce qu'on nomme Y Excentricité ;zet s'deviennent maximum
ou minimum pourx = ±a, savoir -z == a rt ç,: ainsi de tous
les points de l'ellipse, G est Je plus voisin, et A le, plus éloigné

du foyer F. L'extrémité É du petit axe est à la moyenne •dis-

tance, car x = o donnez ==e BF.
On nomme Paramètre la double ordonnée qui passe par le

foyer, on-l'obtient en' faisant '-xè=è\ 9ân^
• Jê ..! '26' '« '••l'équ. (3),et.ontrouye^==d: p ==,– 7-.= A-j- est.donc le

paramètre': c'dst une troisièmepetit axe. -> •<; ;r 11

1 Pâtir transporter l'origine au sommet il' faut changer
x en x a dans l'éqü. (3), et l'on' trouve'

3g2. Rapportons l'ellipse à des coordonnées polaires ,i Je 'pôle
étant, à l'un des foyers F; changéons,.x en rf-ZV;, dans-la
valeur. (t) de. FM h et ensuite en i cos 6., étant;
MFO; il vient •},>.},

On désigne par e le. rapport.de l'excentricité .au de,mi.grand
axe, c-aé; le, pôie'ésf.en F, et lès arcs 6 sont comptés, à par-

tir du sommet yoisin O, dans le sens OMB. Si l'origine est à
Vautré foyer -F', et les arcs 8 comptés, dans le même sens.iï
faut changeY ici e en -.e.

•
dèlà'prép'riét'é quélacfifféreûcè' dès

rayons vecteurs est1

tante AO = 2a plaçant* l'origine à'it



FF', etc. et reproduisant,le on a de même

»j. :>: <- V. '•

Substituant; etc., puis faisant 'c* =àa-J- i%il> vient

Ôri'.trouvera*, comme n°'387, que ^'hyperbole; est symétrique,'

par rapport'aux axes'JF!F"et Cy, car on à

que négativement, et plus.j
augmente; mais on ne peut prendre x<^zh.a; y est nul pour

=' a donc la. courbe ne-'s'éte'ricl pâs^entre les deux: 'sommets
A^O partant.de ces, points, elle forme, deux .branches oppo-
sées par leurs convexités et indéfiniment étendues, ouvertes
l'une droite; l'autre,.à gauche., Le point C est .le centre

axe; l'ordonnée^à l'origine est imaginaire,
x = o donne y == ±b\/ i. Si l'on' rend cette quantité réelle
en 'changeant le' signe sous le radical, !a longueur b qu'orijob-
tient ,"bu l'ordonnée qu'on nomme
le {demi 'secondaxe", qui n'est:.plus;
des dimensions de la courbe.

3g4. Les ordannëesJ^t y (fig. 20^) qui répondent aux
abscisses x et x', donnent, comme h° 388,-

Un a encore lés carrés des aux pro-
adits des distances de leurs pieds aux deux sommets.

Quand a b, on a y'-r=x'1 a1: l'hyperbole équi-

En changeant x en y ^et yènx, Téq. devient b'y* a'x^^za'b*.



vient au sommet A, et l'ëqu»

'395.Si l'on décrit une ,204)sur les.mêmes
axes, elle sera comprise entre les, deux sommets et allongée
dans le sens 'des1* .ou des y,
ce sera un cerclé s'iThyperboleest équilatère. Ces- courbes ont
des'propriétés analogues, dont. on peut' Voir les détails ,dans
ïa. Géométrie 3e posïiï6n'dèGarn6t,i>ifô..

396. La définition de, l'hyperbole donne un procédé pqurdé-
crire cette courbe. les^axes F' F-, Çy. (fig.^oij),
et
centre F; avec un rayon quelconque AG puis du centre F'
avec le rayon OG on point M.de section

sera sur la courbe, puisqu'on a AO. On aura,
avec les mêmes rayons, quatre puis
autant de points qu'on voudra en changeant de rayons/' °i' '• •"

Leséqu. (4) montrent que les-rayonàivéÈteurs 'de l'hyperbole''•;
Le paramètre,, ou la double -ordonnée' passantpar les foyers,

conserve la == 'u
l'éq..polaire

de l'hyperbole;, Je l'angle;•• .[:•
397. En'

on .observé que -l'une; 'se 'change en l'autre^ lorsqu'on y 'rem-
place b par h\/ 1. Cet artifice de calcul servira à traduire
les; formules, obtenues^pourl'une de ces courbes en celles'qui
conviennent ,à:.l,'autre. ,i- • ,'Cil' DeDelà Parabole.

• •»•
"3981» Étaritdbnnés un pôihffix.e 'où foyer 'î'1 (fig. 2o5) et une

d Fdit© quelconque Q Q' là parabole est une. courbe dont cliaque



directrice. Prenons pour^axe (j.es'f FD perpend. sur QQf*,

pour origine le^milieij A d§\FD ==,]}, et pour axe des y. la
parallèle AB a QQ'y'A est visiblement ji'n point .de la courbe.

trian^ donc en égalant
les valeurs de etc., on a 'V== 2pi, pour V'êqu.de la par
rabote j courbe qui es.t, symétrique^par rapport a Taxe des a;seulement f <>«..<\

II 'courte,'que ^ellipse
dont une parabole.'

Deux points' (x}x')";(y. \'y') d'une parabole- donnent

abscisses

.Si la inconnue,
et qu'on ait un point fist,3?'pror>.

Pour tracer la on a' le paramètre AB = 20
(fig. 202 j, commet est moyenne proportionnelle entre AB
et », on décriraun té* cïè 55(?^:<fùipassé en 5 ,etdont ie'cén'tre
soit en un point qùéleôntrue dé AO; qui répond
à l'abscisse AP ainsi les parallèles CM,'PM aux axes coor-
donnés, détermineront un point M^Ae la parabole. On en ob-
tiendra de même autant :^l'aûtres^qu-on- voudra.

encore, dans,la; parabole, la double ordonV
n.ée passant. jjar.le fp^çr. ,v, LJ • • -.•
T^99- La génération -~de"la courbe- donne un" rnoyên' simple
pour lattracer. On a vu que
teur est encore rationnel. Prenez, sur ( fig. 2o5 ) à
partir du sommet Ades ±p,, F sera

ïl^giï
tçiis les p#'jn,ts J/ qui sont



et* de l'autre. Menez une
puis du foyer F pour centre, avec PD pour rayon, tracez
un ajtc":qui .coupera; ce|te idroite-en de.us.> joints M et W ces
points sont sur la courbe. A
Pour avoir féql^pbiàire prenons
•pottr'pôlè', jo".dàWs

s '== S, l'angle 6 étant

>X:?. Des

400- Oûd.emande l'éqii. de in-
tersection d'un cône droit IDB par un plan'quelconque O A.

Si par l'axe BK on fait au
dejces

•plans ^o/ftÇo/i
plan coupant; c'est ce, qu'on nomme l'^e d,Çi

;njque;Par;ain cet axe, menons un plau
.Diîj ses intersection^ avec le cône et Je .j>)an

cbupatitV seront
pBrpendr(n? est.une prd,onnjée

aux deux courbes.
Cela posé, soient AP x, PM=zycherchons une. rela-

tion entrée,y,' et les donfiees"dii"pr6bîènie7"qui sont l'angle
BAO = a du cercle

PÔG et "ÀBO"on a (C, n° '355J

Or,, dans |.e .triangle BHF, l'angle F est complément de fi

donc •



et l'on a, pour l'équationdemandée,

Pour obtenir toutes les sections du- cône; il suffit de faire prendre
.,aulplan coupant toutes; les.pos.itions possibles,; c'est-:àT-dire.1d.e
foire .tourner, la droite ^.Q'autpurdupoint^dansleplan BID,
et de changer aussi AB = c. Il se présente trois cas.

io. Lorsque ce,+. = ï8o°,'le plan coupant est parallèle'la
génératrice BJ (fig. 2oi), et la courbe s'étend à l'infini; en fai-

sant siD'(<z>-f-i2^=:o, notre éq«.' devient ('à<causèàe G'n0 S5j)

s-1-' • • • <•'•'

'2°. Tant que it iB'<^i8o°, le plan co'ùpânt- rencontre toutes
les'g'én'éràh'ices d'un même côté du sommet; la courbe est fer-r
mée~"Çu4) en est l'équation. 'V"1 -• '•<

3?. Enfin, lorsque et
lesrdëux nappes de la surface 'de' part' et d^autre du sommet; la
:cdurbea donc-déux'branches-étendHes à- l'infimM'^AN'; LQ'Q
(-fig! -'2oo) 'doht'là courbure est j8o°
change le sinus de signe, et l'on a '["

Dans ces deux derniers cas, si l'on, représente par" 2a là 'dis-
tance AO entr.e les sommets" et par K un coefficient constant,

(*) On aurait pu refaire les raisonnemens précèdent; FP (fig. aôi ) con-

plus, AL parallèle ïCF.G donné le triangle; ABL dans lequel on a



Les équ; A et C deviennent:y* z~K{p.àxrp x*)", quisont celles
de l'ellipse et de Vhyperbole rapportées au sommet (nO83 91et

L'éqù. générale dës'sècliôns 'coniques, l'origine étantau som-

met, est donc y' = ~mx +- nxK Eileappartient
io.:A:la parabole, lorsque h==o/(m='2p)y' J.

401. 'Il n'y a'
ce' qui vient d'être dit,

lorsqu'on fait varier et c-, c.-à-d. les-dimensions.du;cône,,et la
distance Àb\ On ne, peut .faire
aurait plus de cône; (et- c == o suppose, que. le. plan coupant

passe par le sommet. L'intersectionest 'alors un. point, lorsque
^f $ <Ç"i^.o° {içne droite quanda +-/S =,i,8o°(le.planest tangent

au cône.); enfin, deux droites quand à -ï- & > 1800.. Le calcul

comprend aussi ces trois cas,;car en faisant c odans (-4),
puissin (a 4-. |S). positif, nul et négatif, ,oâ trouye ,ajV

y* + Kx* =(o;, y == o \y* z=.Kx\

La ir,e SjûiSnepeut ètre's'atisfaitequ'autant (n?' i J 2) que x == o,
et y ==-.o, ainsi elle représente,M«i/joire</ja' ,seconde' -est celle

d'une: droite:; là. troisième .enfin donnejy^psek'* V/^ qui repré'-

sente deux droües. • t'y
Donc quels, que.tsbient,leicôue et la position dunplan- cou-

pant l'éq,U7:(:)JBst. celle de"s si* sections coniq'uës c ëtant = ci!,

on a les trois sections qui passent par Je sommet; et lorsque c
n'est point nul', cette ëqui représenté uneellipse une hyperbole

sitif ounul..
4°2- Etant donnée l'équ. d'une ellipse, d'une'hyperbole, ou

d'une parabole rapportée â; so'iîsommet, ainsi qu'un cône droit
quélconquey il;est' facile 'de -placer cette courbe sur .le' cône,
c.-à-d. de' trouver la situation du plan coupant'qui la reprodui-

rait car, dans les deux dérniers cas, on connaît a, K et j2, et
il s'agit de trouver c et l'angle ce, en recourant aux équ. D. Or



Cette équ. de la p, 38o.
Et si l'équ. donnée est celle, d'une parabole^2 ==,?/?», l'égu. fi

donner = ac a'oùl'on tTré'c, et 'par' suite'la position
du plan coupant (fig. 201).

-' ^o3.* Si par"fléui points
quelconque et qu'on fasse
varier la'position 'de' Çsur la courbe;. M restant fixe^a'sécante
'prendra diverses inclinaisons. Si l'on rà:pprocné Ç) de M jusqu'à
faire coïncider ces deux points, TM\.
cette droite' se' nomme Tangente; c'est'une sécante d&ni'ina

;'1"|avi"
L'équ, de toute 'droite q'ùi passe ën: d n point 'M (x' y') est

,Pour détermiiie>: la tangente TM, .il suffit d'assigner, a
Jtf a= tang Tla. valeur qui cpn vient à l'inclinaison dé celtedroite

en analyseL les: conditions qui lui
servent de

iDésignons'pap^'r-tniet y'- 4» J-,les coordonnées du ae, point Q

^intersection de la sécante SM, ou la tang.
En cbang'eant "x et y' .en rfA,

de la ,courbe; et réduisant il sei^a facile

d'en tirer qui est la valeur de tang «S. Or, tang T est vjst-

fait varier Jç, point. Q

i^f; en sorte sque, si l'on pose tang T pu
Si donc la

valeur -3e tàng'iSà'Ià formé/» jp-'ètant une quantité in-



variable, et (3 une expression en h etsusceptible de devenir,

avec ces variables, aussi petit «

se partagera (n° 1 1 ?) enjeux autres, dont ,]'unet^ pfàé-
donc ce-qiie devient/? rfc-, # estinul,

c.-a-d. que A est ce qM

posekethnuls., -l\ .••v.i .••. •' •: î •
Çonçluons.de hpqur

x' et j dans et.en tirer le rapporf k h ,puis-
ainsi.là limite ç^e, ce rapport,

où J^ et. 'par "suite I'eq'ù- XÔ delà fi-. 4?6>.)

à la'.tang.Àupoint Mjde

contact /èsVra"iVorma^;l'équ.est'facile%adéduire de celle de

la tangopuisque ces droHës'passent par le;pôiïït 'M ( a* y'y; et
de plus sont perpend; I/.êqu.dela normale l'

Les longueurs TP, entre lés pieds

la
tangente et la En faisante 0 dans nos équ.,

on obtient et N.,

Il pourrait la;
la,sous.

cette circonstance
Les

l'éq%.



Faisant
tang.

la
4°. Longueur de la sous-norm. PN- p.

Donc la

ei

rayon vecteur avec, la -tangente. ce rayon.passe par les points,

d'où

valeur de

a cause de en supprimant lé •facteur communnp + x. Ainsi TMF estisoscèle. Tous lés' rayons lumineux é't sonores SM, qui sontparallèle à, l'axe, se réfléchissent 'à leur rehcbritr'é "M 'avec la
courbe;
l angle QMF par moitié West pêrpehd. sur • le rniliëudé Ç^:

moyen dé mener là
tang?'M •
-l4<>6: Faisons varier le^point
çons-le successivement en tous les lieux delà courbe^ puis'

tang.y ;14squelles
dépendent de sÏHéqu., c.-à-dr.dri'inclinaisonUng

de l'ordonnée à ^lWigine, Ai aise' de voir.



que, .1°. au -sommet et Y étant nuls,.l'axe des y est
tangent; 2°.à mesure que, le point de contact, M s'éloigne,et croissent, ainsi que Ai, qui est constamment la demi-
ordonnée y, tandis que l'àngle T diminue..

La tangente prend toutes les inclinaisons; ainsi il a tou-

jours une' tangente parallèle à toute droite donnée': mais,- plus

l'angle Test! petit, plus le contact M et le:piêd T s'éloignent

du sommet. La parallèle à l'axe répond à une distance infinie.

Étant donc donnée une direction, ou ^,ontireaisémènty=-2

et le "point.de-contact. Par.exemple si A est i,on;a/=/); d'où
xr'= {p; le foyer F répond au point G pour lequel la tang. est
inclinée de 45°. sur l'axe; dans toute parabole.

407. L'équ. yÿ p(x-$- *') peut servir à mener une tang.;
sans connaîtr'e le point M de contact (x' y') pourvu qu'on
donne certaines conditions. Si l'on veut, par ex: qu'elle passe

par un point, donné 7 &), notre équ. devientë,y'==p(.x');
éliminant avec y'* = 2px',oh aura deux valeurs de x' et y'
deux points M de. contact, et deux tangentes. '•'

Mais l'équ. /3j=p(« + ») étant satisfaite par les coordon-
nées des deux points de contact, est l'équation de là corde qui
les joint. y = o donne l'abscisse x =- a du point de section

avec l'axe, point commun à toutes les cordes semblables, quel

que soit 1, pourvu que son abscisse demeure la même. Ainsi
le point I décrivant une parallèle aux y, les deux tangentes.
les points de contact, les cordes qui les unissent, varient; le
point seul de section de ces cor,des avec l'axe reste le même, et
la' corde'tourne autour de ce point, qui est tantôt à droite, tan-
tôt gauche du sdmmet,-sélon que l'abscisse de Iest à gauche

ou à droite du sommetA. • ,•
'JM étant la tangente cherchée, ,qui doit être, perpend. sur le
milieu de QF,! est' à là même distance de F'et de le cercle
décrit* du centre /.avecje rayon IF passe par le point de
la directrice^ lequel dévient ainsi connu. QM parallèle aux x
donne :ensuitè"'My ou bien on mène IM perpënd. sur QF, et



la tangente est tracée. Il ne faut pas cendré qùe'ië cercle né
coupe pas la directrice dès que /est extérieur à la 'courbe; car'

le problèine est alors possible, et lé point Q doit' exister: on à
un 2e point et une 2° tangente.

4o8. Appliquons les mêmes principes à Y Ellipse! Changeons
et l'éqû. de cette .courbe; il

vient.

d'où i{iy'+ *>? -f 7j(2*'+•»)«•.==è , 21±5

C'est la valeur dé tang S, lorsqu'on veut l'équ. de la sécanteendeux points donnés. Pour la tang., on fera h et k nuls, et on aura
ôy ne reste* 'ï'1^ sùbstituer dans les équations du

n°-4p3; on a (fig. 210)

le. La valeur de A ne change pas, lorsque /et/ prennent
des- sigpés contraires; ainsi les tangentesen M et M'sont paral-lèles (fig. 209).

2°. En faisant o dans l'équation de la tangente, on
a

^Ç^ =x= a >i' donne Cr> à CT est indépendant
de b; ainsi toutes les ellipses décrites avec le même axe AO, ont
Sh Même pied Tpôur la tang TM, TQ. l'abscisse x'= CPaemeufàriï 'la, même. Ainsi, décrivons

un cerclé AQQ sur le
diamètre: AO, plongeons l'ordonnée PM èn Q menons la
tang TQ, etnouraurons le point T. C'est uii moyen facile de
tracer la tangente' a Pellïpse'.



3*. y = dans l'équ. de la norm. donne x =.
CN= y

r

(fig. 210) ainsi'N et "7ÉT sont situés du même" doté de C'y.

409. Par les points 0 et (± a,. o) menez des droites .queU
'"••'

Le point Ar de rencontre a pour coordonnées,

Ce point' N n'est détermjriéqiù'aûtânt qu'on fixe lestant,' *y«7
des mais sïelles'sônlr arbitraires on

peut en' disposer de que l'intersection 'JV soif 'sur l'el-
lipse on dit alors que ces lignes" sont
taires, Dans-ce'càs.nos Valeurs dé'xet y doivent satisfaire' à' ï'éqù;

donné où
ct« (a'a« -f- b') = o. On exprime donc qtiè' les cordes se coir-
pent Sttf rèllipsè', en faisait a ou et' mil (ce qui- n'apprend rien),

ou a.a.. = –Ce signe– provient de ce que« et.a' sont de

signes contraires ;[car, si NAO est â%tf', WOx doit êtrëobt'n'^
TraçfanskunçerqlesuvJç grand 4^0. étant droit,

Les cocdes1s.upplém,entair,es' du-.petit. axe _f@vr

ment entre elles un.angle aigu ce qu'on démontre dé nîèm^
On prouve ces propriétés par ^analyse, ainsi qu'il suit. L'an-

ge' 0 ii'JVdes deux coVdes'sûppTémêntaîrésest d'onze.par l

seul eus cordes supplémentaires rectangles et toutes le- sont.
^n^les

ANO, et

'ellipses



dans le même rapport ont les cordes supplémentaires paral-
••

Si o est donné, &_résulte :de l'équ. du 2e degré..
Mi

IF y a donc deux"systèmes de cordes supplémentairesqui /or-
ment entre elles un angle donné 6; et ces cordes 'sont aisées à
construire les deux yajéurs-de «ont même signe,à cause du der-
nier terme + b'. Les grandeurs de 6 sont égales, quand on a

(a' b*)* tanga 6 = fa*P d'où tang 6 = P«is «

Cette solution sépare les racines réelles des imaginaires (n° i3g,
2°.); ainsi les cordes, supplémentaires qui concourent à l'extré-
mité B du petit axe, se coupent sous le plus grand angle obtus.
Si AN est couché sur AO .1'autre' corde est à angle droit;
AN tournant autour de A, l'angle- N devient obtus, et
s'accroît jusqu'à -ce ;que les cordes .passent en B. Passé ce• terme, -i^JVcontinuant de tourner, l'angle Ndiminue et reprend
les, mêmes grandeurs. o",••

Pour obtenir graphiquement les cordes supplémentaires qui
font un angle donné, il faut tracer sur AO un segment de cercle
capable de cet angle; l'ellipse est coupée en

deux points qui

sont les solutions cherchées. ••'
410- Toute ligne CM menée par le Centre C (fig. 209) à

pour équ. _y = A'x\ si'de plus on veut qu'elle passe par le
point-M (»', y') il' faut que j'±=:A'x;pour la tangente en M,

A = dodo', Si donc on mené une.

corde AN, parallèle à la ligne CM, qui va du centre au point
de tangence, on a A' ==< d'où, A.== *T et la tangente TM
est parallèle à la corde supplémentaire NO ce qui, fournit en-
core un moyen très simple de mener une tangente à l'ellipse.

,4.rï.- faisons décrirela courbe au poù^t de .contact^ M{x y),
et suivons la tang. dans toutes les.positions qu'elle affecte. En O,

l'équ. de 2W devient #==q ainsi la tang, est parall.

mesure que le poin de contact s'élève sur la courbe,



x' -j%- décroît et ÇT= 2-
croît; ainsi ïe/pointJ 7- '-s'éloigne' saîns'cesse, et l'angle 'MTÛ

diminue jusqu'à :cea^û'etf ' B là 'tangente devienne p'aïallèlè
au!grahd- âxet Lalsymé'trié'dé là courbe dispensé dé poursuivre

plus'loin cet ddn-'
née qui ne puisse convenir' à 'l'une des tangentes
On" obtient'le point :<&& l'ellipse ou une droite" doit la'toucher,
son inclinaison étant donnée,'en cherchant' i' et y' lorsque A

est connu; on â pour'cela'les équ/' '• •
OnpèuV'ègaiemènt résoudre un grand nombre 'de problèmes

relatifs à la tangente, et qu'on traiterait 'par' une anàljsè'sém-
blable. iè,t, .1( ri-< <» ,>.r>;

(figf aïo) formés par une

mets. On a a*yy' + b'xx sont
v /i vy.i,\ ,.] ,• -ul s

Le, produit de, cesdeux. Quantités le pro-
duit des par une tangente quel-
conque constamment, égal au. carré du demi petit axe,
quelle que soit Iai4irec>tion,dé cette tangenteKH. Nous verrons
(p.434) que O7i peuvent être: déuz tangentes

lieude b' on prenne le
carré de

> "><

des rayons vecteurs sur la tang.

Toute drgite qVi.;passe)ênsF(«,o), appurequ.

rayon vecteur F/5/, qui passe par le

•point dô'ii'né l'inclinaison de là tangente,



En changeant a en « on a pour tang une, valeur
égale avec un signe contraire; on en conclut que les angles K

et sont supplémens l'un de l'autre (n° 349). L'angle FMT
,est aigu et supplément de l'angle obtus F'MT, ou plutôt les
angles aigus F'MI et FMT sont égaux. >•

Ainsi,. les rayons vecteurs de l'ellipse menés au point* de

contact j sont également inclinés sur la tangente et sur la-no.r–
male: Donc, tous les rayons lumineux ou sonores F'M, qui
partent du foyer F', doivent, à leur rencontre en M avec
l'ellipse, se réfléchir à l'autre foyer P. En prolongeant F'M,la tang TM divise en deux parties égales l'angle FMG ,,çt la
normale l'angle F'MFi

413. On peut se servir de cette propriété pour mener une
tang. ou une normale en un pointdonnée de l'ellipse (fig. 210);

car; prenant sur le prolongement 'de VF'-M, '.M G ==.FM, TM
sera perpend. -sûr le- milieu de FG. "J.

Pour mener la tangente TM par un'point extérieur donné'
cherchons le point M de contact. Supposons le problème ré-
sdlu alors /-étant de F et de G le cercle
FG, qui passe en F, et dont est lè centre, passe aussi en G

mais F'G == point'(; est aussi sur

le cercle 'décrit du:centre FI, •'•

Une fois'ces deux cercles 'tracés',1 le'point G est. connu'; ''on
mène F'G, et l'on a le point "M dé' contact. H'êstd'ailleurs cer-

tain que les
le point G n'existeraitpas; et le problènysserait' absurde ce qui

ne peut être, tant que le point l'ellipse-1 oh a
même deux points G, et partant deux tangentes..On peut encore traiter le problènië1 cônimè ri14* '479, 3tf. et
407; les coordonnées a; /3 du point extérieura (fig. 25 1) de,-

vant satisfaire aux équ. de la tang MK et de l'ellipse,' on a

l'élimination donnerait pour *' et jy'des valeurs du 2' degré.



Ainsi parole point K, on peut mener deux tangentes MK, NK.
est l'ëqu. de la droite MiVqûi joint les points

de contact, -puisqu'elle, es$ satisfaite-par x. =? et y;= y Il

est donc facile de tracer cette droite et d'en conclure ces points
et enfin Jes tang.jla figu're'25i në"supp'osë" pas les 'coordonnées

rectangulaires. *•_ r, '•• •
Gomme' y == o donne *x ==- a?, jéqu.. indépendante .de,6, et

CE, est constant, quelque part
que ÇA 5= « et le. grand axe; .2<z restent les, mêmes.Donc, si /Ç se

meut sur BB' parallèle aux, -les tangentes et les cordes va-rient mais lVpoint E 'reste fixe même'quand le
change; a la même,position que, pour le cercle
décrit du centre C.avep.le
est*==a°I«, est situé au dedans pu; au dehors de l'elljpse, suijf
vant que « est ]> ou <Ç_ a-, c.-à-d. -suivant' .çjue la droite fil}',

est en dehors de la

414-, ye.n,°3s."en maintenant pourrait ici
refaire tous les calculs qu'on vient*d?appliquèr à l'ellipse; mais

ceux-ci b en' i&+ i'11 (n°. 397). On
trouve alors les résûJtats'suivànsV- ^'•i'î'i'; ••• -"'
•Iï-°' de la tangente,

La tangente, fait avecl'axe des x un angle
aigu; elle est parallèle à celle qu'on mènerait au point M'.

On aura de-même l'équ. de la normale.
2°. C T== les points Met rtombentdii même côté de l'axe

Cy comme x est > a T est compris entre C et le sommet A.



on a «<= tes deux angles formés avec l'axe des sont en-
semble aigus ou obtus. L'équ. de AN ést y ce a. (*' a) pas-

sant par le point N (x, y) on pour la corde AN, a = –2-

donc a et Y' sont de même signe, puisque >• a: Ainsi les
angles des cordes 'supplémentaires avec Taxe 'des le. sont aigus
quand. If '-est placé xômmie'dans là figuré.' Ils sont obtus pour
là -branch'e' supérieureà gauche, etc.. Pour- la- ligné CJfet'Ia

-on conclut donc que le

procédé (n° 41 ci ) ,:pdnr mener iitiè 'tangente a l'ëllipsè,; est? ap-
pliéable 'ici'On mènë'sîu point' M.'de 'contact la ligné CM puis
la upp'lémëntairê;JV^

On tr ouve, comme (h° 409) pour Pànglé fi = ON'Ades cordes

ainsi; tangâVest positif et, l'angle 6 est aigu. SI ;les. axes; varient
dans le même rapport, 8 demeure, constant..

Quand 0 est connu ;el qu'on chçfche <«,, il faut résoudre l'équ.
du 2e degré aV *(aa+ b') tang fl = ba-, dont les racines ne
sont jamais. imaginaire's.et'ont- des signes diÉërens. L'angle 9

n'a pas ici de limites comme dans le cas de l'ellipse. On peut
cbristrûire^les deux-solutions
capable 'de -l'angle donné' 8, que doivent faire lès cordes supplé-
mentaires, et menant des droites de chaque point de section
aux deux, sommets.. Plus a-, décroît, c.-à-d. plus'^fiV s'abaisse
sur Ax, plus 0 diminue, en passant par toutes les grandeurs de
go° à zéro. "• i' • t.v •.•. '•. ><

4°. Les angles formés-par les rayons vecteurs et la tangente

conservent la même valeu:r leurs inclinaisons sur la tan-

gente sont donc les mêmes J ainsi que sur la normale; TM di-
vise F'MF (fig. 207) en deux parties égales; on construit donc
ta tangente par le même procédé que pour l'ellipse (no 412).



Si le pointdonné est sur la courbe en M, on prend 1M[G==MF>

et l'on abaisse iJfyperpend. sur le
Si le point donné est en hors de la.çourbe du centre

on décrit le cercle FG puis du centre F' avec un. rayon
F'G F'M.-r-, FtM. AQ on trace un- '2e cercle., qyi coupe
le Ier en deux points; G étant connu, F'G prolongé,en M
donne le point de contact M..Du reste, les conséquences, du
n0' 4i? ont également lieu ici.

4i5, Faisons parcourir au point de contact M (fig. 212) les
divers points dé la courbe. En y/ (ar' ==a,.iy'=o),il'équ.'de
la tang. devient x a; ainsi DD' tangente au sommet est
parallèle feu* y. A mesure que le point M s'élève sur la courbe,

pour connaître' les, positions successives de "la tangente, il faut
en déterminer le ,pied 2' et les diverses inclinaisons; mais on

ne peut déduire ces angles de la valeur. A;= -r'r 'parce que
x et ^'croissent ensemble. Pour lever cette difficulté,- mettons

pour aj/sà valeur b\/(x'*r-~a^, et divisons et bas par.

Or, plus x c/oît et plus A et eT. décroissent
d'une part, le. pied 2T de la tangente, approche sans, cesse, du
centre C sansy atteindre, et de, l'autre, l'pngle ^diminue en
même temps. Mais cette diminution de T n'a pas lieu indéfi-
niment; car le radical approche' 'de plus en' plus de urtèi ne
peut dépasser ce terme, qu'il 'n'atteihf môme 'qu'à *'=do; ,alors

A = ±- et CT-=. o.. Du reste,, il est .inutile de continuer le

mouvement du point 'M sur les! autres partiesde la courbe, a'
cause de la symétrie.
Pour construire ces expressions^1 portons au sommet A les

ordonnées 'AD, == ÀD'x= b traçdns CD, et CD' ces; droites

ont pour équ. limites' deutbùûs les



cette courbe

est entièrement renfermée dans l'angle ÇCQ^et sôii opposé •
La tangente fâit'avec le ier axe un 'angle compris entre1!) C A

'et un droit; onmè peut donc mener une tangente parallèle à
'une droite,donnée CI, passant en C, qu'autantque Ç/'est dans

4i6. Quand deux courbes s'étendent à l'infini, on dit que
l'une est asymptote -de l'autre, si elle s'en approche de 'plus-

en plus; et si l'on petit s'éloigner assez pour que leur-^dis tance

soit moindre que toute quantité donnée'. L'équ. de l'hyper-
bole est • •

en développant S/fr à") (p. 194) le i*r terme excepté, x
n'entre qu'au dénominateur,; ainsi tous çes^ termes décroissent

¥.-== ± appartient

donc à deux droites CQ, CQ'~( fig. 212 ), dont l'ordonnée
PM donne la différence MQ aussi petite qu'on veut.

Ces droites, que nous'.sàvous être les limites des tangentes j sont
donc aussi les asymptotesde l'hyperbole.

Si l'hyperbole est équilatère, a==è;-les asymptotes sont à
angle droit. •. ••"•' •

la propriété démontrée à la fin don0 411
subsiste aussi pour 'l'hyperbole.'

entre Inéquation de l'hyperbole et celle

y. == k*L d'une droite quelconque, pour avoir les points de
section nous trôuvons '

.'•"
'/Gettê;:équ.; du',>2e degré.se réduit au quand a?k*-==b*, ou

b l% -4-b"±- d'où x ^tt– Une parallèle aux asymptotes

..ne coupe donc la courbe qu'en: un. point. (Le 2* point de section
est à l'infini.) Pour l'asymptote même, 1= o,, et les deux sec-

tions sont l'infini. En général, on a



et comme y=kx- l,le radical est le même pour x et y. Pour
que la droite coupe l'hyperbole x et y. doivent être réels dis-,
tingupns. trois cas, selonque.

Bans le i&cas,.la droite n'a qu'un point commun avec l'hy-
perbole; l'équ. dû.2e degré devenantun carré la droite touche
la courbe, (/^(y.n0 424.) On peut tirer de là un moyen de métier
une tangente par un, point extérieur (*'•, y') (Eg. 207)5 car.
y y = h{x x!) devantaussi être l'éqù. dé ladroite, on voit

que l=y ix' qui avec :l!équ.:aMi!1-= f + 6% déterminé
i'etl. ' '••.••.'

Dans le 2° cas il y a deux points de section. Posons

Toute droite MM'; (fig. 207)^ qui passe par le, centre .(?, et
,est dans l'angle asymptotique, coupe la courbe en deux points
opposés M et M, dont les abscisses sont, égales en .signes con-
traires; il en est de même des ordonnées, et ^de CM et CM'.
Dans, le 3e cas, la droite ne coupe pas la courbe. $i l=='o, on

a ak'^> b, la 'droite passe par le centre et est dans l'angle
QCH' (fig. si2)(; elle 'est parallèle' a 43èûs.' tangentes; tandis
qu'au contraire'toute ligne'qùivèsT"dahs l'angle QCQ? coupe la
courbe et n'a aucune tangente parallèle. '..

4 ^Rapportons l'hyperboleaux asymptotes Cb', Cb (fig. a i,3),
pour axes des x' ety menons MP parallèle à Cb CP ^si/,
PM = 'y'. L'angle xCb =a a

pour tangente
(n° 4i5); d'où,

en faisant pour abréger /<,



383)

Au sommet où on a x
est donc un losange, ce quisuitausside
Substituons ces valeurs il

En-,faisant-2on
selon

;-si elle est équ!"

,est'\un
De on tire que y décroît quand x augmente, et ré-

,ce qui ..prouve, que .les axes, sont en effet des
asymptotes.

ce sont
les axes de l'hyperbole qui sont ainsi connus, lorsqu'elle est rap-
portée à ses asymptotes. 'Les diagonales CA, DB, du losange

le problème car
et- donnent

vient

(p;
CPMQ, conséquent

lf! poinfM sur,la ;d'ailleurs
l'aare CPMQ est la

420. Une semblable

est

changeons,

h ety'+ k,



Telle est la valeur .de ^pour la sécante 1&N; la limite se

rapportela tangente; d'où Âz= donc enfin; l'équ. cher-

cliée est

Faisant y -=='.0, on trouve x==; r' = 2x', abscisse CT an
pied T de Ta tangente, et qui est double de CP prenant donc
TPj=CP,' menant TM, on a la tangente. Comme triangle
SMf^' 'MTP', le point âfdè contact est au milieu de ,527.

Puisque l'aire
(p. 3^5) où == ab l'aire CST est donc constante quel que soit
le point M elle égale le rectangle des demi-axes les quatre
triangles TMP CMP, CMQ, SMQ, sont équivalens.

42i.L^équ, d'une sécante bb' est y = Kx y = b donne
le point b' de section; .par. l'asymptote, Cb'. = -^L:A. Élimi-

les. points N, N' de section avec
la courbe; i3'],3?.).-r-L '.JK.

est la somme des racines==Ca! + aN= Cb' ou= Ca' -a'b'
donc aN^=:,a'b'; et les.tr.iangles /Va& jVVA'.sont.égaux d'où
bN ='b'N'f Toute sécante a des portions .égalesxomprisesentre',r: :.

On.tire,de.;là un procédé] facile 'pour décrire la courbe, lors-
qu'on a un de ses points, N et ses asymptotes. Par ce point
menez une droite quelconque 'bb'j prenez-h' ,=.bN,, N' sera
un 'le point de la courbe. En répétant cette construction on
obtient autant d'e'poinfsTqu'ôn veut.

Les abscisses aN, Ca' ,-èé'N.et-M'-étant résolvant les
triangles abNj bN'O, on trouve

multipliant ppsjéqu^ il; v.ieuit '•.



à cause du dernier terme de l'é4u. Kx'f- Lx =Or, ce
produit est indépendant de. Z^et toute parallèle à notre sé-
cante l'eût pareillement donné. Donc, deux sécantes ont mêmes
valeur pour le produit bN X b'N, que le carré de la demi-
tangente SM, lorsque ces trois

422. Le procédé du n° ,o3;, pour trouver Æ dans l'équ. (r)
s'applique à toute équ., quel que soit l'angle des coordonnées
en suivant attentivementce qu'on y prescrite on voit qu'il faut
changer x en x' + h ,y' en y' -f- k, dans la. proprosée, ce qui
donne deux sortes dé termes; i°. ceux.qui n'ont, ni 14 ni k^
et qui, restant quand ces accroissementssont nuls,, recomposent
l'équ. de la courbe et s'entre-détruisent; ,2°. des termes dont h
ou k sont facteurs, qui sont destinésà donner leur. rapport k'.h
auquel on substitue A, en faisant la et k nuls.

Mais il est clair que les termes qui disparaissent de ce rap--
port sont ceux où h èt.k entraient à une dimension supérieure
à la i". Donc,si, supprimant les raisonnemens,' on. s'en tient
au matériel'du-càlculjionvoit qu'il faùtt'0. changer-s. en1 x'+l»,.

y.en y' +k,-e* développer 2?. supprimer tous'les' termes oit h
et\ entrentà-une 'dimension supérieureà la' l1'1,1 ainsi que'ceux.
où h et k ne 'sontpas;- ceux* -ci, reproduisant laproposée,'s'entre-
détruisent enfin faisant k = Ah'(h est fdcteür commun et
s'en va).. on 'en tire A. Substituant- dans les éqù: ',du n° 4o3,,
on a celles de -la tangente et de la normale.

Ainsi pour y' -4- zxy == ay + x on: trouve d'abord

iy'k + ix'k -$ zy'h = 2k +.h
puis iy'-4 + 2x'^i -fr 2y'= 2:A + 1 •

d'où

Par ex., le point (.1, 1) est sur la courbe, puisque ces coor-
données, mises pour x et y, satisfont à la proposée ;'on trouve



A.= –r. et.l'équ. de la tang., en ce point de la courbe, est

y l = -îi (x.– i)ou 2J + X = 3.
Prenons qui appartient

trois courbes, suivant tes valeurs qu'ont m et n (n° 400)> °n

trouve i..
2y'.k = mh-fc2nhx', ^Ay' =zm-\r.2nx' i .t

d'où
+ 'nx"A=

423. Quand la tangente est parallèle aux x, il est clair que
dès que la branche de courbe est entièremerit au-dessous ou au-
dessus de la tangente, l'y du .point de. contact est > ou < que
lesy voisines. Ainsi l'équ.^=o doit donnerl^yqui est un maxi-

mum ou un minimum ; et on la trouve en éliminant x &Xy entre
A=_o et la -proposée. ^==00 donne, les tangentes parallèles

aux y, c.-à-d. les limites de la courbe dans le sens des xn ?

Soit, par ex. l'équ. y* -r xy + s x" -rr-x -f- o., pour

laquelle on trouve A == posant y -r- x 1 = o,

ét éliminant àyec la -proposée où, obtient x== 3.et 1, et 2.
et ocoordonnées des points où la tangente est parallèle aux x
2 est la plus grande ordonnée, o la plus petite la courbe .ne
passe pas au- dessous.. dé. l'axe des x qu'elle 'touche au point
( 1 o)i py–. x == o donne, x = 2 d= 1/2, ,,y =p 1 ib cpordon^

nées des-limites latérales {a° 454, fig. 23o.}.

424. Étant donnéesl'équ: d'une courbeduj2?>degré,,et celle

y = ax + b- d'une "droite ,r pour- trouver les points de sec-
tion, -il' faut éliminera; ce qui. conduira à. une équ. du 2e

degré en i1; dont les racines sont les abscisses des deux points
cherchés. Suivant que ces racinesde la forme x== -M + \/N.,
sont réelles ou imaginaires, la droite a deux points communs
avec la courbe?, birnela%ooupe.pas-mais'sïlesracines de.-i.sont

-égales; là-droite touché .la courbe. En effet, si cet b sontindé-
terminés,1 la. droite variant., M et -N changeront et il est évi-
dent que les points de section se.rapprocheront à mesure que N



décroîtra; enfio N étant nul, ces points coïncideront. Ex.
3y=4x+2, ya– 2ry4-2^,+ 4^?– 5y + 4=.o.

l'élimination dey donnex* 2* + i =o*=.(ar i)*; ainsi
la droite touche la courbe au point pour lequel x= à y- = 2.

Lorsqu'en faisanty-o,dans une équ., on trouve (a: x'y=^a,
on doit en oonclure que la courbe touche l'axe-des x au point
(x',o). Yoy. (%. 226 et 23o, n08 443 et 454.)

1 Du Centre et des Diamètres.

425. Le Centre d'une courbe est un point C.(%. 2i4et 2i5),
qui jouit de la propriété de couper en deux parties igales toutes
les telles que menées par ce'point..Mettons l'ori-
gine en C menonsPM, P'M' ^parallèles à l'axe C.y; les trian-
gles CPM,.GP'M! sont .égaux a-cause, de CM = CM'. d'où
CP = CP' PM =P'M' Donc, lorsque. l'origineest au

centre
de la courbe,-les ordonnées et les abscisses sont deux, à deux
égales et de signes contraires- La-réciproque a visiblement lieu.

L'anglej'Cx des coordonnées- est ici quelconque.
Donc;pourkqu-une courbe ait le centre à.Vorigine, il est né-

cessaire, et, il-.suffit, que. son- èqu. ne soit point, altérée lorsqu'on
y change.* en -r^.x, et. y en :y.

:Appliquons ce précepte à l'équ. générale, du 2! degré
Af- +

Il est manifeste qà'afin que la courbeait l'originepour centre,
il faut que_&onéqu.hecontiennei:pàs les termes Dy et- Eg;
elle sera de la forme .Ay% o.
cela que. par anticipation, -jibus avons donné le nom de centre
au milieu de l'axe de L'ellipseet de lUhyperbole et il devient
prouvé,que :toute,corde :qui passëipar-'ee point y ést. coupée en
deux.parties.égales. -j;i.i ;.i s-iii.i'î.v;^

Mais\une courbe'.pounr.ait:avoic«ijn'.centrejq.uine fût pas situé
à l'origine alors iil faudrait' qu'on pAtJ'.y.' transporter; on çhan-

les coor-
'données arbitraires a..et b de. la nouvelle, origine, .de .manière



chasser lés termes de i degré-en x et/. Faisons-ce calcul

pour l'équ. nous- égalerons ces termes à zéro et il

Bb -f- iÇa + E== o Ba+ïAb + D==o: (a)

d'b'îi'

et ^transforméeest Ay"- Bx'y'-f Cx? + il = 0; Q dési-

gnant le terme tout constant. La courbe du 2° degré à donc

que ce calcul est possible et elle'n'én

•a
qû*un seul; mais elle n'en a point dans le, cas.contraire,.qui

a lieu lorsque ^AC = o leséqu. (i) sont alors contra-
dictoires (n° n4, 2°.). Cependant, si, l'un des numérateursde

a ou b était en même temps~= 0, l'autre'le serait aussi; il y
aurait une infinité de centres'; et les équ. (2) rentreraient Tune

dans l'autré (n° m^j'S0-). .ui-, •?.'••. •
-En général, sia et b représentent des coordonnées-variables,les

équ. (2) appartiennent à deux droites, dont.l!intèrsectiondonne

le centré elles sont parallèles lorsqù'il\n'y a ,point de'centre;

et elles coïncident lorsqu'il y èn.aune infinité:, les centres sont

tous les points de cette droite. Ces cas particulierss'éclairciront

bientôt (n° 458).- ii ;:
'Donc·:la parabole n'a point, de centre,;puisque /?* ^AC

'devient o>– 4- X o = o pour l'équ-. y* zpx..
4^6. On ditqu'une ligne est Diamètre d'une courbe lorsqu'elle

coupe en deux parties égalés toutes les cordes parallèles me-

nées dans une direction déterminée.

Lorsque deux droite sont réciproquement dès 'diamètres

1'une par rapport à l'autre, on les nomme Diamètres 'conjugués.
Les'axes dé Pèllipse et de ^hyperbole sont, "par ex., des diàmè-

très conjugues.
f

427. Pour que l'axe des x soit diamètre, les cordes étant pa-
rallèles à l'axe desy il faut que chaque abscisse donne deux^va-

leurs égales et de signes contraires pour y; ainsi, en résolvant

par rapport ày, les équ. du 2° degré, qui jouissent de .cette pro-



priété, il faut qu'on ait y = ± K ,,K contenant.x. En
faisant le calcul sur l'équ. (i), il est visible que cette con-
dition n'a lieu qu'autant que cette équ. est privée des termes
Bxy .et Dy.

fLes diamètres passent tous par le centre, lorsque la courbe

parallèle aux y, aussi bien que toutes lés autres cordes.
De même, pour que. l'axe des y soit diamètre par rapport

à celui des x, il'.fautquél'équ. de la courbe ne contienne ni Bxy
ni Esc. Donc, pour que lés deux axes des x et .y: soient dia-
mètres conjugués',il faut que l'equ. soit. privée, à la fois des
termes Bxy Dy et -Ex c.à-'dvqu'elle -'ail-la forme

Ainsi, l'origine est'au centre l'ellipse et l'hyperbole,peuvent
avoir des diamètres conjugués mais
Tout cela-est indépendant- de l'angle des coordonnées. Donc

• i°. Soit Z?5';(ng. 214 et'215) un diamètre-de l'ellipse ou de
Phyperbole;'bnaVu.(nos 4<>8, i". et'4[:4, 1°.) que les tangentes
I6 et HK en B et B' sont parallèles;' de plus, elles le sont aussi

rallèles sont coupées au milieu, par BB', et qu'à mesureque ces
cordes s'approchent de B ou B', les deux extrémités.serapp'ro-
chent enfin les'deûît'points de section se-réunissent en B et
la double ordonnéedevientnulle. Ainsi, pour que la courbe soit
rapportée à ses diamètres conjugués, l'axe Cy des ordonnées
doit êtré parallèle la tangentes rrienéé 'au point B ou B'; où
l'axe Cx, des abscisses rencontre la courbe.

2°..Toute ligne CE menée par le centre C, est un diamètre
dont le conjugué est parallèle à lai tangente en B cela résulte
de ce que l'équ. de la courbe rapportée à ce système d'axes a
alors nécessairement la forme (4). Ainsi, dans l'ellipse et l'hy-
perbole j il y a une dé di'anlètres conjugués.

1 3°.Quàn'd AO (fig. 2'oÈ|y 21 i)est le i" axe de l'ellipse ou de
l'hyperbole 'il-ÿ à toujours deux cordes supplémentaires,
'ON, AN parallèles aux diamètres conjugués; ét'la Xélation



'aW ±.i?=.o', donnée (nos 4o9,4i4)j>°«r.rihclinaisonde ces
cordes sur,axe ^40, convient aussi à celle, de ces diamètres. Ils
conservent des directions parallèles dans toutes les ellipses ouhyperboles dont les axes a et b ont même rapport.

4°'- Le problème qui consiste à trouver des diamètresconjugués
qui font un-angle 'donné 6 a été.résolu pour.les cordes supplé-
mentaires (no4o9); 6, a une limite. Cet angle ne peut être droit
que pour lés axes; dans le cercle, tous les diamètres conjugués sont
rectangulaires. Le problème propose revient à former If triangle
ONB, connaissant la base -40 et l'angle opposé N= on dé-
crira donc sur -40 un segment de cerclecapâble de l'angle », et
les deux points de section avec la courbe donnerontles positions
du sommet N. (eôy. ri? 43ï'4°. et n° 433.)

5°. Si le diamètre conjuguéCy Rencontre aussi la courbé, cequi a lieu pour l'ellipse (fig: 2i4), on veiSa de même que IK
et GH, tangentesen et D\, sont parallèles,au .i'f^iamètreBB'.
Le parallélogramme GJKH est appelé Circonscrit à la.courbe.
Mais

pas rbyperbole, puisque cettedroite est tracée hors de l'angle.des asymptotes (no,4i7, 3"cas).
Le -i" 'diamètre coupe doncla/courte, màis: îé 2e ne la ren-

4=8. Soient Cx ,et: les diamètres conjugués
d'une ellipse; on nomme BB' et Dateurs Longueurs. Faisons
CB = a' et CD = b'. Or. y =.0 donné x, = a'; x = 0 donne

Bit^e, MÈ-g,
ce qui cbaDge,cette équ. en- a v

qui est celle de l'ellipse rapportera ses diamètïes conjugués,

429- Soient pareillement.^ et'Gy (figi-3i5) lés diamètres
conjuguésde l'hyperbole;

6répond à x =a'Deplus Cy ne coupant pas la courbé, -si l'on
cognaisiâU L'equ. rapportée aux' diamèïrës Çx, Cy-'et q'ù'on



voulût trouver le pointoù Cyrencontre la cdurbeT-à; =â'o don-
nerait une valeur imaginaire poury; mais (par les- mêmes
motifs qu'au n° 3g3), changeons le signei sous le radical,
cette valeur déviendra réelle; représentons^ par b' alors x as o
devra donner y1 = &'»,• d'où. AU* Q b' où la-dèmi-
longueur du'second diamètre étant l'ordonnée ùblique qui ,répond

au centre, -mais rendue réelle. Les équations'

et'en substituant dans (4) on obtient pour l'équ. de l'hyperbole
rapportée à ses diamètres conjugués, -

a'y:–b"x*=.
Si l'on prend CD = CD'~b', les parallèles GHJK'U éhc foririent
le parallélogramme GIKH inscrit dans l'hyperbole. '>

Les équ. (5)' et (6) pouvànt' se déduire l'uné''de l'autre en
mettant 6'l/ i pour b', il en sera de même des résultats de
calculs qu'on est- ainsi, dispenséde feire- pour Thypèrboie.

'43o. En .changeant \r 'en y ety en x, l'équ. de ï'ellïpse con-
serve sa forme; toutes les constructions qu'on fera sur l'un des
diamètres seront donc applicables à l'autre. Si l'on compte les x

sur le 2° diamètre de 1-hyperBble, l'équ. devient

43 1 .'Puisque les écjù. de l'ellipseet de l'hyperbole rapportées
aux axes et aux diamètres sont de même forme, il est inutile de
reproduire ici lesèalculs déjà effectués pour les axes, et l'on peut
en déduire que

i°. Les carrés des ordonnées PM (fig. 2i'4 et 215) sont pro-
portionnels aux produits des distances PB PB', de leur pied P

aux extrémités B et B' du diamètre (noS 388 et 3g4).
2°.' Deux ellipses qui ont l'une pour axes, et l'autre pour dia-

mètres conjugués. ç.ia' et zb>, ont.nlème.équ. ainsi, pour chaque
abscisses l'ordonnée est .d'égale longueur mais sous des direc-
tions différentes.Donc pour, tracer. une ellipse, lorsqu'on conuait
les directions et les longueurs des conjugués CB., CZ)(fig.'2i6),



on prendra sur la perpendiculaire à BB', CK = CK' = CD
puis, l'aide de la propriétédes foyersou autrement, on décrira
l'ellipse BKBK! sur les axes BB' et KK'; enfin on inclinera
chaque ordonnée PN- suivant PM, parallèle à CD. Si a' = b',
BKB'K' est un cercle. •

Cette construction s'applique visiblement à l'hyperbole on
verra qu'il en est de même de la parabole.

3°. L'inclinaisond'une tangenteen un pointquelconque(.r')
et l'équ. de cette ligne, sont pour

fl n'est plus la tangente de l'angle que cette droite fait avecl'axe des x, mais bien le rapport des sinus des angles quelle
fait avec les deux diamètres conjugués (n°367).

4°. En ayant égard à la même distinction on pourra voir:
que le calcul fait (no 409) pour. les cordes supplémentaires
s'applique ici, et que le procédé qu'on en déduit pour mener
une tangenteaencorelieu.SoitdoncmenéèducèntreC(fig.2i7)
au point de contact M la ligne CM et la corde parallèle
la tangente TM sera parallèlé â la corde BN.

Quand l'ellipse et le point M de contact sont donnés, il est
aisé de tracer la tangente; car on trouve d'abord le centre C en
menant deux cordes paralèlles quelconques, et prenant le mi-
lieu de la corde BB' qui les coupe par moitié; notre construction
s'appliqueensuite.

5°. D'un point K (fig. 251), hors de l'ellipse pris sur une
droite donnée BB', menons les tangentes KM, KN, puisse
diamètre DD' parallèle à BÈ', et son conjugué CA. L'anal se
du n° 4i3 peut être reproduite ici; ainsi, l'équ. de la coifle
MN, qui joint les points de contact M et N est.
a'*(ly + b'*ax == a'^b' ce qui permet de construire cette cordfV
donne les points M et N; et enfin les deux tangéntes. De plis
si le point K se meut sur BB', la corde MN et les tangentes



varient, mais le point E reste fixe on a, pour son abscisse,
eue = o'1 elle est indépendante de b' et/3.

6°. La propriété démontrée à la fin du n° 41subsiste visi-
blement, lorsque l'ellipse est rapportée à ses diamètres conju-
gués, ce qui justifie ce qu'on dit que OH,AK (fig.210) peuvent
être deux tangentes parallèles quelconques. (Yoy. p. 41?-)

Toutes ces constructions -ont également lieu pour 1'liyper-
bolé.

432. Cherchons maintenant les relations qui existent entre
les demi-axes a, b, et les demi-diamètres conjugués a', b'.
Reprenons les équ. de la courbe rapportée aux axes et aux
diamètres conjugués, et ramenons l'une d'elles à l'autre à
l'aide d'une transformation do coordonnées. Commençons par
l'ellipse.

La courbe est rapportée aux axes rectangles C-4, CM(J\g. 2 1 4)>

et il s'agit de changer les x ety en coordonnées obliques x y

comptées sur les, diamètres conjugués CB, CD on sait qu'il
:faut substituer, pour x et y, les valeurs (Z?, n° 383) dans l'équ.

'" ay4-b*x* = a*b*;
savoir x == x' cos a. -y' cos fi y x' sina. + y' sin |S

<$• étant les'angles que font avec les x les nouveaux axes ÇB,
CD des x' et y', on obtient' -f- (a2 sin et sin + b' cos a cos /3) vx'y1 = a'b".

Mais on veut que les nouveaux axes soient des diamètres conju-
gués, c.-à-d. que la transformée soit à* y 2 + V'x'1 = a'*b'* le
coefficient du terme en x'y' doit donc être nul,

e'jsin a. sin ô + b, cos et cos (3= o ou tang « tang |2 =b2. (r),

,ei| divisant par cos a et cos e. De plus faisons successivement
yfet x' nuls, pour trouver les longueurs a', b' des' diamètres,,

I ^(a1 sina: a + ia cos' a) a'a == aQô2 (2);I' (aa sin* jS + 6" cosa /8) b'â = a1/»3. (3).



Or en éliminant cos ce, ou sin e, de la il*, à l'aide de l'équ.
sin' a. -f- cos' « 1; on a

a (aa 6a) cos* a. a" (a" 6').

Donc en divisant, tane*
a. = i H?_J

L'équ. (3) donne de même (en changeant a' en U)

Substituoris dans l'équ. (i) carrée, chassons les dénom. et sup-
primons les facteurs communs aï et b^,

(a> a'.) (ao è'a) = çy. j, j
d'où a4 b4 = a' (a'a _J_ 5'2) fr (a'a yaj
Toute l'équ. est divisible par a* b'; donc enfin

aa + èa = «'-+i'». (4).
Multipliant les équ. (2) et (3), on trouve

aW = a'a6'a (à* sin» a'sin" £+ M cos2 ce cos, jg,+ a'b' (sin' a cos' /S -f- sin' /S ços'
Retranchant de la parenthèse le carré de la ire équ. (1), puis
divisant par a'b', il vient

a'ôa= a''b'* (sin' a cos" j3 + sina/2 cosV 2sina cos a sin £ cos (S).

Ce dernier facteur est le carré de sin (3 cos « sia « cos fi ousin (j3 a); donc

Ainsi les trois équ. données par la question, qui étaient 1 2
et 3, reviennent à i 4 et 5, savoir

• aa + ia = a'a + !> (4),
ab = a'b' sin (/3 «). (5),

a' tar.g et, tang |3 + b' = o (6).
Observez que g– est l'angle DCB=Q que font les diamètres'



conjugués; ces lignes étant parallèles à deux cordes supplémen-

taires, l'équ. (6) résulte aussi de ce qu'on a vu n° 409. Au reste,

en éliminant a et b, à l'aide des équ. (4) et (5) on trouve que
(6) revient à

6– a* sin cos « +sin (3 cbsj3 = a'3 sin i*b'> sin 2a. (7).

L'équ. (4) prouve que, dans l'ellipse; la, somme des carrésdes

diamètres conjugués est égale à la somme des carrés des axes.
Puisque a' b' sin t est (n° 364, V, 2°0 la surface du parallélo-

gramme CDBK la 5e équ. montre que le parallélogramme

circonscrit à l'ellipse a pour aire le rectangle des axes; ainsi,
l'ai re.IKHG. est constante, quelle que soit la position des dia-

mètres conjugués.
Posons a' =b', pour obtenir les diamètres conjugé.s égaux.

L'équ. (7) donne sin 2a--sin 2/2; ces diamètres sont donc,

également inclinés sur le grand axe, de part et d'autre du petit.

L'éqn.(6) devient aa.:tapga'a + i:'= o

d'où

L'ellipse a donc deux diamètres conjugués égaux, parallèles

czux cordes supplémentaires qui joignent les extrémités des

axes. Ce sont les diamètres qui font le plus grand angle obtus.

Soit CM l'un d'eux; le triangle CPM donne

x* -f y = a'- = 4 (a» +.6*) (équ. 4):

éïimmnnty'dè l'équ. ay + tVrzo^on a xa=ia% résul-
tat indépendant de b. Ainsi, les extrémités des' diamètres, con-
jugués égaux de toutes les ellipses décrites sur lé même grand

axe 2a, ont même abscisse \a\/
433. Quant à l'équ. qui ;fixe la position, des diamètres con-

jugués, inclinés sous l'angle 8, elle a été donnée n° 409,

a' tang' (âs– .6')tang«tang«.+ 6a = o.(8).
Les cinq équ: 4,.5; 6; 7, 8, qui'n'en forment que quatre

distinctes, entre les 7 qûàntités'a,6 ci b', tt, a' et«, servent

en trouver 4 lorsqu'on connaît les 3 autres..



Ainsi,dansceproblème, (consultez le n° 4.27) 4°0 > trouver les

axes, étant donnés deux diamètres conjugues -e/i grandeur et
eri direction^ on connaît a, et Multiplions(5/par±2;
et ajoutons à (4), nous avons

(a± by=a* ±.za'V sin 6'+ b'\
Cette équ:, comparée à D, n° 355, montre que a-b et a b

sont un côté dans deux triangles, dont l'angle opposé est
goo-f- 6 pour l'un, goV^ 6 pour l'autre,et d b' les deux autres
côtés.

434- Pour l'hyperbole, sans refaire ces calculs, il suffit dè
changer b et b', en b[/ i etb' i-, et l'on a

a* b'2 = a* b% ah' sin t = ab
a'1 sin 2a:= b'3 sin 2/3 ou «a taog a tang fi– b*

a" tangaa (aa+ b') tang a tang 8 = b";
qui servent aux mêmes usages que pour l'ellipse. On voit donc
que, dans l'hyperbole; la différence 'des carrés des diamètres,

le parallélogramme' inscrit à l'hyperbole est constant et /'gai au.

rectangle des axes.
Si d-=.b' on a « = b et réciproquement l'hyperbole cqui-

latère a donc seule des diamètres conjugués égaux, et tous It:

sont deux à deux. Oh a -encore tang tang 0 t=i que CA
(iig.'?.i3) soit le Ier axe, CM et Cy deux diamètres conjugués
égaux; on a tang MCA = cot y"CA == tàhg y'Cy't ou
y'Cy~x'Cx;, et comme l'asymptote SCfait l'angle" SCA de
45°, on a SCM= SCy' ainsi l'asymptoté-coupepar moitié les

angles de tous les diamètres conjugués de Vhyperholé équilatère.
435. Les triangles QSM CNIP (fig':2i3) sont éqùivalens

( n° 420), et l'aire CPMQ = CMS=zJ~ ab or ( page 375)
étant des'diamètres.con-

jugués ou ab = d X SM sin 6= a b' sin 9 (n°43.4)". donc
SM-==b'. Quelque sait le diamètre CM, la longueur'etla direc-
lion de son-conjuguéest ST..Les. diagonales HI- et GK (Iig..2u5,)

du parallélogamme inscrit sont les asymptotes.
436. Le calcul du n°4(6 fait sur Vé(iu.diy–b'\v'a'ab'x



donner = ± x pour équ. des asymptotes, quand les dia-

mètres. conjugués sont pris pour axes. Nous pouvons en déduire
de nouveau divers théorèmes.

Faisons x = a'==CM,(fig. ai 3); il vient y=b'=MS–MT;
ainsi Mest le milieu de 57" (n° 420)1 et les asymptotes sont
déterminées par les extrémités S, T des diamètres conjugués
.(n°435).

Pour' toute abscisse, il y a deux ordonnées égales et opposées,
quand Cy' est parallèle à la tang ST, Cx' coupe donc bb' et NN'
par moitié d'où bN= b' A7' et puisque la dir ection ST est
quelconque, toute corde jouit de la même propriété (n° 421).

437. La parabole n'ayant pas de diamètres conjugués, rap-
portons-la à ses diamètres simples. Pour transporter l'origine A
en un point quelconque (a, b), et changer en outre la direc-
tion des coordonnées,il faut (no 383), dans y' 2/>x = o, faire

x = a + ex' + c'y', y=b + sx'+s'y',
s et s' désignant les' sinus de a et /S c et c' leurs cos,: ce qui
donne

4' npa -h s'y1' = o.
Mais pour que l'axe des x' soitdiamètre par rapport à celui des
y', il faut ,(n° 427 ) que les termes zss'x'y' et 2ÿ (6/ pc")
disparaissent donc ss'==oet bs'- pc'z=o. La ire équ. donne
s o, c= 1 la 2* revient à b tang0=/>, 8 étant l'angle des
x et. y. elle détermine cet angle, ou la, direction de l'axe_y';

a et .b sont arbitraires. Donc lesparallèles QS à l'axe Ax sont les
seuls diamètres, et le sont tous (fig..205). L'équ. transformée est

s'y'? 2jdx'+ Z>* zpa = o.

Mais il suitde la définition (n° 426)que, si une ligne est dia-
mètre relativement à une autre, toute parallèle à cette dernière
peut être prise pour axe des_y plaçons l'origine au point M,
où l'axe des x' coupe la courbe, nous aurons b*2pa = o, d'où



en faisant P =p'. Comme tang 6 la tangente MT à l'ori-

gine M est l'axe des y' ( n° 4°40 2p' est ce qu'on nomme le
Paramètre du diamètre MS; mais

donc(n°398) 2P'=^g=3(/, + 2a) = 4MF.

Ainsi, le paramètre est le quadruple de là distances de l'origine
au foyer. Réunissons les équ.

6tang«=/>, p'=p + 2a, b'==zpa.
On voit que, lorsqu'onconnaît deux des quantitésp,p' a, b,

et 6., on peut trouver les trois autres (sauf les exceptions ana-
lytiques) et construire la courbe; elle a pour équ. ya= 2p'

438. De ce que les équ. aux axes et aux diamètres sont de
même forme, on peut tirer les conclusions suivantes.

1°. La construction donnée pour l'ellipse (n° 43i 2°.) s'ap-
plique à la parabole, lorsqu'on connaît un diamètre et son pa-
ramètre 2p'.

2°. L'équ. de la tangente en un point quelconque (as', y')
est y y' =jo' {x -j- *') l'inclinaison sur le diamètre est donnée

par *-7, qui est le rapport des sinus des angles que la tang. fait

avec les axes. Si la tangente doit être menée par un point ex-
tériedr,.la construction et les propriétés données n° 4°7 ont
encore lieu.

3°. La sous-tangente est encore double de l'abscisse; ainsi
l'on mènera aisément la tangente en un point donné, connais-
sant un diamètre.

Si l'on a une parabole tracée MAM' (fig. 205), on pourra
déterminer un diamètre, l'axe, le sommet, les tangentes, etc.;
caty ëri menant deux cordes parallèles quelconques, et joignant
leurs milieux,- on aura un diamètre MS: traçant ensuite là
'corde MM' perpénd. à MS, et AN parallèlement par le milieu
P on aura le "sommet A.



On remarquera que 2p'= ^-y ainsi le paramètreest une troi-

sième proportionnelleà une abscisse et son ordonnée. On décrira
donc facilement une parabole, connaissant la direction d'un
diamètre ?VIS sur Mt, et un point de la courbe: car les coor-
données x de ce point font connaître le paramètre %p
en sorte qu'on a l'équ. y*–2p'x, et qu'on retombe sur ce qu'on
a vu.

Discussion des Équations du seconddegré.

439. Soit demandé de construire les courbes dont l'équ. est
Ay" + Bxy -f- Cx' -f- D.+ Ex + Fz=o. (a);

les coefficiens A, B. sont donnés en grandeurs et en signes.
Les coordonnées seront supposées rectangulaires, attendu que,
sans changer le degré dé l',équ. on peut toujours les ramener à
cet état par une transformation (E, n° 384). Comme les cour-
bes ont des formes et des propriétés très différentes, suivant
qu'elles ont ou n'ont pas de centre, nous distinguerons les trois
cas de B* ^AC nul, négatif ou positif. Pour abréger, nous
ferons, par lasuite,/?3 ^AC = m.

ier cAs, B* 4AC = m =

44°- La courbe dont il s'agit étant MDM' (fig. 237), n'a pas
de ceritre; Ax et A y sont les axes. Rapportons, cette courbe à
d'autres axes Ax', aussi à angle droit, et cherchons si
l'on peut prendre ces axes tels, que l'équ. devienne de la forme

ay" + dy' + ex' + F=o. (6).

La même courbe MDM' a pour équ. (a) et les axes étant
différens, si l'on peut, par une transformation de coordonnées,
réduire l'une à devenir identique avec l'autre. L'angle x4x'
des deux axes étant 6, passons de cette dernière, à. l.'autre,
c.-à-d. du système y' Ax' à éqù. (C;-2.° 3g3),
où nous ferons négatif cet angle 8 des deux axes x et x -parce
que celui x de la transformée (a) est en dessous de celui a;' de



l'équ. (b) que nous regardons comme donnée, pour uv instant:
Faisons donc dans l'équ. (b) :•• v.

y':z=yco%6 arsinQ, *'•= ysinfl.+ ^cos 9. (c).

Puisquele résultat de cette substitution doit être identique

avec (a); et que le, nombre constant F est. le même des deux

parts, il 'faut que les coefficiens soient respectivement égaux.

Comparons donc, terme à .terme, le résultat avec (a); nous

aurons

2a sin'9 c.os 6 == B (2),
dcosè esinê = D, eçosô' dsiu. ô= E. (3).-

Nous troùvons ainsi 5 équ. pôur déterminer les 4 inconnues'

a, e d, 6 mais en vertu de la condition B*ÂC, (2) rentre
dans les relations ( 1 ) en sorte que ces 3 équ.n'équivalent qu'à 2,

propres a déterminer a et 0, et que le calcul'ci-dessus n'est pos-

sible que dans le cas.de mf~ o. Ajoutant les deux Ires, il vient

d'où sin6=i-à, cosô=s f.?– tangô==«.5, sin2£==–

Eliminant ensuite d et entre les équ. (3), on a |; v.
d=Dcosl Esinfl, e Dsm8+Ecos6.y: -{/{),-

D\/J– E.]/C DVC+-E.VA',
Va

Là^çondition '5? = 4^C rend-.(n° 1 38) les trois- .1?" termes'
de l'équ. (a) réductibles au carré (Jsy

alors ^'et Csont des carrés positifs, dont les racines k.et l sont

réelles. L'infiui, ou l'imaginaire, ne peut donc'janiais''s'intH>-
duiredans ces résultats: ce .qui prouve,.que,; dans le cas de

jra = o", ,on pourra toujours, par une transformation d'axes,
réduire la' proposée (a)la forme (6). (

Si ou C était ndl'/ comme "£*= %Ji'C,' È le serait aussi;
la proposée serait donc sous la forme (b),. et il n'y aurait pas
lieu à changer- d'axes et *si:l'6n*avait,à' -la-îfois >4..ct C nuls,



l'équ. (a) serait privée de ses trois premiers termes/ c.-à-d.
serait au Ier degré.

Dans toute équ. proposée où m = o, on fera donc le calcul
ci-dessus, ou plutôt on posera de suite la transformée (b), après
en avoir trouvé lés coefficiens à l'aide de nos équ., et construit
le nouvel axe Ax' (.1ig. 237), d'après la valeur de savoir

Le signe de sin 29 est contraire à celui de B, ce qui apprend si,
l'angle 20 est > t.8o°, c.-à-d. si 9, ou x' Ax étant > qu'un qua-drans, l'axe Ax' est au-dessous de Ax. De là résulte le signe
du radical qui entre dans les équ. (5), Va conservant tou-
jours le signe+. Du reste, ces coefficiens sont compliqués des
l'irrationnalité {/a..

Soit, par eg.
multipliant par 2, pour mettre en évidence le carré parfait,
nous avons = 4,5 = 4, C=i. d'où a = 5t
tang9 = i, sin 28 On prend les radicaux positifs, et l'on
trouve c2=o, «=^21/5; d'où 5/a 21' {/5-f- 10=0. Telle
est l'équ. qu'il s'agit de construire, l'axe des x étant tel, que
l'angle xAxx ait pour tangente (on prendra AE quelconque
et saperpend. iE; moitié de AE,i\g. 237)..

441- Le calcul précédent réduit donc, en général, la propo-
sée à la forme (6), qu'il s'agit maintenant de construire sur
les axes rectangulaires Ax Ay' (lig. 237). ,Transportons
Forigine.en >un, point* (Zs, i); ces deux, lettres désignent des

achitraires. Eo .'changeant /et x, en y'k et x'-f-A, dans
l'équ: (6); elle devient
"«/" + (zab + d)/ + ex+ia^+dk + eh -f- F) =.0.

Pour déterminer et k, chassons lé terme en y1 et le terme
constant .(la nouvelle origine sera un point de. la courbe);
posons donc.

2ak + d=±o, ak* + dk + eh+ F=o\



d'où

Telles sont les coordonnées de la nouvelle origine, qui est un
des points delà courbe (*) la' transforméeest ey'2+ ex'= o,
qui, comparée à y'* = o.px est l'équ. d'une parabole rappor-
tée â sou axe et tournée dans unsens ou dans le sens contraire,
selou que e est positif ou négatif.

Soit l'équ. ny*5y–lix=\; on trouve £= £, A= 1

on prendra AB 1, Z?C= f (fig. 224); l'origine est
portée de A en C, et-l'équ. devient y'*==2.x. La parabole

a son sommet en C, et le:paramètre-ëst'2.
L'équ. y" ay +x=o, donne _= x, AB= BC-'t

(fig. 225), l'origine passe de A en C, et la parabole est ou-
verte dans le sens des x riégatifs.

Reprenons enfin l'exemple du n° 44° déjà réduit à
5/?– 2r'5 + Io==o,'les axes étant Ax A y (fig: 237);
nous trouvons h == o /f= 5 le sommet, bu la nouvelle ori-
gine est en M', prenant AM'==\/5 l'équ. devient y'*=2x'ty'f}
le' paramètre est- V/|.

442« .11 est un cas où notre calcul ne peut se faire, celui, ou

e = o; car h n'entre plus dans le calcul, et demeure arbitraire,
en sorte qu'on a deux équ. pour déterminer la seule ,quantiték.
Posant alors seulement zah -J-<f=o, nous avons, dans cette
circonstance,

tf/4-Qp-f dk + F=o, ou 4aya = û?2– 4aF..
La nouvelle origine est l'un quelconque des points'de la paral-
lèle aux x', qui a pour équ. =k.

(") D.ans les fig. suivantes, A désigne la ire origine des coordonnées, C la
nouvelle.

Qbservezqne si l'e'qu. (b) était la proposée et que les axes n'y fussent
pas rectangulaires, il ne serait pas nécessaire de les amener à cet état par'une
ire transformation, et que les équ. (b) pourraient être appliquéespour trans-
porter l'origine la parabole serait seulement rapportée à l'un de ses diamè-
tres, comme no 437 on pourrait alors aussi aisément la construire que si elle
l'était à son axe



Si d> 4«F> o on a 20/ =zb \/(d* faF), équ.
qui donne deux droites parallèles aux x', et placées' à égales
distances,de cet axe. Telle est, par ex., l'équ. ya+4/+3=o;

?°--Si d>– jaF==o, on a o équ.de J'axe des x'; l'équ.(h) est donc celle d'une droite parallèle aux x L'équation
y* + 4j'+ 4 =r o est dans ce cas.

3°. Si d'- 4a-^7<C°>la proposée ne représente rien, puis-
qu'on la ramène à y?+n' = .o,_qui est visiblement absurde.
C'est ce,qui arrive, pour l'cqu. /a4r 4/ + 5 = o.

L'équ: (6) dévient àf*+d/+ F=o, dans le cas de e=o;
on peut'lui donner la forme" • (naf + dy– d*+faF=o.

Ainsi, le i" membre est plus grand ou plus petit qu'un carré,
ou même est un carré exact, selon.que 4aF est,], < ou = d\
Ou peut aisément voir que l'équ. (a) offre la même partie ula-
rité,eta, dans.ee cas, la forme {ky.+.lx + c)' + Q = o, qui
est absurde. si Ç est positif, tlui" degré si Q = o, et enfin qui
donne deux droites parallèles si Q est négatif. Q'oy. p. 463.)

•443- Il est donc prouvé que si m = o, • l'équ. du 2° degré
est celle d'une parabole mais que des cas particuliers donnent
due 'droite deux parallèles, ûu même rien.

Quant à l'équ. cr" + a?j -+ ei -f F=o,

comme elle.revient' y, et y en x, la
courbe est la même, rapportée à l'axe des y: on peut au reste.transporter l'origine comme ci-dessus. Par exemple, l'équ.
x*+3y==-2x i en prenant AC= i = h Çtig. 226) et
portant l'origine de A en C, devient x'* + 3/ = o. La para-
bole est ouverte du côté desy négatifs, et l'axe des est.celuide la courbe.

On trouve que, 1°. J'équ. i.o=.o nelreprésente
rien; 2°. 6* + 9 = est l'équ. d'une parallèle aux y;3°. 8* + 9=jo revient à x' z£3-,ix>nï h ==4; on a deux
parallèlesaux y.



• 2e cas. 5a– 4^C= m négatif.
444- La courbe a un centre, auquel nous .commenceronspar

transporter l'origine; car on ne peut plus ici réduire, la proposée
à la forme (b). Faisons donc le calcul du ,n°>425. elj'équi (n);
sera ramenée à la -forme (/).
Cherchons à la dégager du terme xy, c.-a-d. à la transformer en

y/1 +/»*"+-Ç =«; (g).

Substituonsdonc, dans cette dernière, les valeurs (c) de ÿ et x

et comparons, terme à terme, le résultat à l'équ. (/), pour
exprimer l'identité il viendra

q sina« p cos3â = C. (2),
2 sin fl.cosô.Qj q)= B. (3).

Ces trois équ. servent à déterminer les trois inconnues 8 p et'q.
La somme des deux ires devient p + q = A -f- C; formant en-
suite jB2 ^AC, ou m, en carrant la 3e et retranchant quatre
fois le produit des deux autres, il vient

m = 4/>?(si.n^+2sin2fl cos^+cos^)

ou 7ra = /feq. Les inconnues/? et q, ayant A+C pour somme
et \m pour produit, sont les racines de l'équ. du 2" degré,

Ces racines/» et y sont visiblement toujours réelles.
La différence entre les équ. (i) et (2) est

(?– P) (cosa e –.sin* 0) == (q –p) cos 29 = A

en recourant à l'équ. (3), o'n trouve donc



Cette dernière valeur, facile à construire, donne 26, et, parsuite, l'angle à d'inclinaison de 'l'axe des x' sur celui des xle signe de tang 28 apprendra si 20 est > ou < 900; mais, dans
tous les cas, 0 est < 90°, et l'axe des x' tombe en déssus de
celui des x. D'ailleurs, sina9 est toujours positif; ainsi p qdoit être de même signe que B donc est la plus grandé des
deux racines dez, si B est négatif, et la plus petite, si B est
positif. On saura ainsi distinguer entre elles les racines qu'il
faut préférer pour/» etq. •

Soit, par ex., l'équ. 5y' -f ixy + 5x' + 2y 2x
en transportant l'origine au centre (no 425), point dont les
coordonnées sont h={, £, la proposée devient.
5y2 + 2xÿ + 5x2 = 2 on a ensuite, pour l'équation (i ),
sa– ioz + 24 = o d'où 2 = 5 ± 1 ainsi, B étant positif,
? = 4> P = 6, puis 4y'a + équ. qui reste à cons-truire, les axes des x' et./ étant déterminés par tang 20 = oc
d'où 20 = 90°, c.-à-d'. que l'axe dès x fait un angle de 45°
avec celui des x en-dessus duquel il'est placé. Ces constructions
sont sans difficulté.

445. Ce calcul ne peut présenter aucun cas d'exception. Il
est à observer que ln est négatif dans le cas actuel; savoir,
B' 4^C m le radical des valeurs de z se réduit à
\Z(.j4 + CY–m, qui est <^+C Ces valeurs de p et q sont'
donc de même signe que A C, en sorte qu'on peut regarder
comme positifs p et q dans l'équ. (g), qu'il s'agit maintenant de
discuter. Nous examinerons successivement trois cas, selon queest nul, positif ou négatif.

i°.SiÇ = o, on a qy'*+ px"=.o; équ. qui ne peut sub-
sister que si, à la fois, x' = o, o. On a donc un point,
qui est l'origine des x' et y'. L'équ. j/ 4-ry-f 5.z1+2.r + i=o
est dans ce cas; le point est (- 1 2), ainsi qu'on le recon-naît par le calcul, qui transforme d'abord la proposée eny' 4xy -f 5*' = o puis donne 2 = ± 21/2, tang 20 = 1
26 = 1 35°, enfin. Q .+ 2 i/a)/* + (3 2 y/i) x'' = o.

2°. Si est positif, la proposée ne représente rien, puisque



litl'équ. (g) est absurde, trois quantités positives ne pouvant
s'entre-détruire. C'est ce qui arrive dans l'ex. précédent; quand
on met, au lieu du dernier terme i une valeur i.

3°. Si Q est négatif, la transformée (g) devient Q.
En faisant tour à tour x et j' nuls, pour obtenir les points où
la courbe, coupe les nouveaux axes, on obtient

d'ou 9 = JÏ> au 1 -d>'« + b'x" a°b\ La courhe

est donc uNE ELLIPSE, rapportée à son centre-et à ses axes
2a et ab.

Si, dans l'ex. précédent, on met i au dernier terme, on
trouve d'abord y* fay -f- 5*a = 2 les mêmes valeurs de x
et de 6, puis l'équ.

(3 + 2 t/2)/a + (3 2 v/2)*'a •= 2

qui appartient à une ellipse dont les axes sont \/8^zf:2]/:s).
446. Concluonsde cette théorie que l'équ. générale du 2e de-

gré appartient à l'ellipse, toutes les fois que m est négatif,; mais
qu'on trouve deux cas particuliers,qui donnent l'un rien, l'autre
un point. Lorsque m < o, les valeurs de z sont de même signe
elles deviennent égales dans le cas du cercle, puisqu'il faut que
p = q. En général, les coordonnées étant à angle droit, si

p =dans (g), on a/1 + xf" = p,,équ. d'un cercle dont le

rayon est
»/–

et réciproquement, une équ. du 2e deburé
ne

peut appartenir ait cercle que si elle est privée du terme xy,
et si les coefficient de x2 et y' sont égaux, quand les axes sont
rectanggulaires. En.effet, puisque le cercle a un centre, on peut
y placer l'origine, ce qui met l'équ. sous la forme (f) d'un
autre côté, on sait que cette équ. doit être y" -f- x'=r', quel'
que soit l'axe des x; il est donc visihle qu'il faut qu'on ait
B o et A C. L'équ. 2y' + 2* 4y 4* j = 0 est



celle d'un cercle, dont le rayon est J/f-, et le centre est au
point (1, 1).

3e cas. B' t^AC– m positif.

447-. Tous les calculs du n° 444 con-viennent encore ici, en
sorte qu'il faut reproduirelà même transformation et les mêmes
valeurs de et z; seulement, comme = m + C^AC m étant
positif, le. radical est>+- C, et les deux ..racines de z sont
de signes contraires, en sorte que dans la transformée (g) on
peut donner le signe + à q, et le à p; savoir

Analysons les cas de Q nul,'positifet négatif.

1°. Si Q o on a qy'1 = px' d'où ± x' «/£; il est

évident qu'on obtient deux. droites, CD, CE ( fig. 220) qui se
croisent â la nouvelle origine, l'axe des x' coupant par.moitié

l'angle DCE qu'elles, font entre elles. L'ordonnée ± l
qui répond à x' i sert à construire ces droites; elle est la

tangente des angles DCx', ECx

Par ex. l'équ. y* 6xy + x' -f- iy 6x -f- o, en trans-
portant l'origine au point (o, i), qui est le centre, devient v

y* 6xy 4-^ = o on trouve z' * 2a=,8; d'où z== 1 ± 3

• savoir, = 4,75=– 2 etya iar'î = o;d'oùy'=±x'
enfin, é = 45°. Ces constructions n'offrent aucune difficulté.

2°. Si Q est positif, l'équ. (l ) devient qy px* = Q

posant i' = o,ona
y' = 1/– ]/– 1 on fait

1/ =
b,

puis on pose y'= o, et l'on a

ce sont les demi axes D'UNE hyperbole ainsi qu'il suit du

calcul de la substitution.desvaleurs p = 2, ?– Tj>
qui donne

axy'i G'x' = a*b*. On a un exemple de ce cas en rem-
plaçant -f-i, dans le dernier terme de l'éqn. précédente, par 5;



les valeurs de z, sont les mêmes et l'on n 1
les axes sont i = 1 a = \/2.

3°..Si Q est négatif, on a gj'2 /ra'2 = Q; un calcul sena-
blable, ou seulement le changement dé x en y, ety en x, prouve
qu'on a- une hyperbole dont les axes sont l'inverse des précé-
dens. Qu'on change + i en 3 dans le dernier terme de
l'exemple ci-dessus, et l'on trouvera y'1 £•= i ;-les axes
sont a = 1 b = \/i la' courbe coupé Je second des axes
coordonnés (celui des y ).

448. Faisons varier Q dans l'équ, (l). Q étapt positif, on a
l'hyperbole M AN; LOI, (fig. 223 ); et il suit des valeurs des

axes a et b, qu'en prenant AD = AD' = « /?
et l'abscisse,

CA= i (ou .AD = et AC=a) les droites CD et CD'
sont les asymptotesde toutes les hyperboles, qu'on obtientà me-
sure que s'accroît seulement le sommet ,A s'éloigne de plus
en plus, et la courbe s'ouvre sans cesse davantage. Si Ç = o, -=
on a les asymptotes mêmes, qy" px* = 0. Enfin si Q de-
vient négatif, on obtient l'hyperbole M'A'N', J'O'L', tracée
entre les mêmes asymptotes, mais dans les'autres angles, les
sommets A', 0' s'éloignant à mesure que Ç augmente»

449.uns! l'équ. générale du 2° degré appartient à l'hyper-
bole, toutes lés fois que m est positif; mais, dans un cas particu-lier, on trouve deux droités qui se croisent. Les valeurs de z sont
alors de signes différens;et lorsque abstraction de ce signe, elles
sont égales, C = A l'hyperbole est éqûilatère. Comme
Bx [\AC est toujours positif dès que A et C ont des signes
différens, on est alors dans lé cas de l'hyperbole, quelles que
soient les grandeurs de A,B, C. La même chose a lieu si
A ou C est nul, c.-à-d; si la proposée est privée de l'un des
carrés x' et y*, et même si ces carrés manquent l'un et l'autre.
Dans ces divers cas, la marche des calculs est toujours la même
mais comme dans le dernier elle devient très simple, nous l'ex-
poserons ici. Soit proposée l'équ.. • •

Bxy + Dy + Ex + F =x o



on transporte l'origine au centre en faisant Bk E = o,
Bh + D = o; d'oà

en posant Q = DE BF. Ces expressions ne sont sujettes à

aucune exception. Ainsi l'équ. proposée est celle d'une hyper-
bole rapportée à des axes parallèles aux asymptotes. L'hyper-
bole est équilatère quand les xy sont rectangulaires (n° ^iQ)-

Si CD' (fig. 223) est l'axe des CD celui des y', la courbe

ëst tracée dans les angles DCD', ECE', si Q est positif; telle

est M AN,LOI; elle est M'A'N', l'O'L' quand Q est négatif.

Si Q =.o, l'équ. proposée appartient aux asymptotesmêmes.

Ainsi, pour l'équ. xy–2x+y+m=4, les axesétantAx, Ay,
on a k=i, h = i on fera AB = i (fig. 227), BC=t. Cx', Cy'

seront les asymptotes de l'hyperbole *'y'=2 m, qui sera
MN, OP, si m < 2 M'N', O'P', si m > 2 enfin m = 2
donne les droites Cx', Cy'.

450. Il convient de remarquer que dans les cas de m >• ou
<T o si la proposée«st privée du terme en xy le calcul de la

discussion est très simple, et se réduit à transporter l'origine

au centre il n'est pas même nécessaire de rendre les coordon-

nées rectangulaires quand elles ne le sont pas, et l'équ. est alors

rapportée aux diamètres conjugués, au lieu de l'être aux axes.
En effet, soit la proposée

Ay1 + Cx* + Dy + Ex + F = o

le centre est au point f– ^Y c'est-à-dire qu'on a (')

2Ch + Ê=o, 2Ak + D==o,

Les coordonnées da centre s'obtiennent aiséinent à l'aide du théorème

(504), qui apprend chasser le a? terme d'an polynôme. Si l'on multiplie
respectivement les <!qa. qui suivent par h et k, et qu'on ajoute, on. trouve
jfât 4. Ch* = j {Dk +Eh), qui sert à rédaire, la valeur de Q, ainsi qu'on
l'indique plus bas.



45 1 Voici divers exemples de ces calculs.
Les éqù. 2ya+3* 3*– 2y+2 = o, 4y»+2* 3*-|-2=o

ne représentent rien la ire a pour centre (j> ;) et se réduit à
2ya+ 3»<a -f-f =.0 la 2e a le centre au point (i, o ) j et
donne ^y'* + 2x'a.-f- g = o.

L'équi y .tI- 2*a 2y 4- 4* + 3 = o appartient au.pft^t
(-1, +0- • ;Wr_

L'équ. l'y1 3*Q– r i-2ar -j- 3= ° ,donne la= 2 j k=o, puis
|y»-f-3a;"==g: les demi-axes de l'ellipse sont a=\/Z, 6=4/6;
on prend ^C=2 (fig. 2 1 9) et l'on trace l'ellipse DFË 0, en for-
mant DC==\à, CO==\/Ç>. Si les coordonnées étaientobliques,

ces longueurs seraient celles des demi-diamètres conjugués.

Pour. y" -+-,2jca 2^y=o, on a une ellipse/tangente-à l'axe
des x, dont le centre est sur l'axe des y au point (o, 1 ) on a
a = i^2. b= 1.

L'équ. y 4*p4y-rh izx 5 = o. devient y'–dz 2*
en transportantl'originede A «nC(fig. BC==-^t.

on prend y' == 2 et == dz 1 et l'on trace CJ? et
Pour 2yl–3tf1–2y– 3x+j=o, le centre est au point £--5, £),

et l'on a 2y'a– 3*=– |.On prendra AB=\–BC (fig. 221),
et l'on décrira l'hyperbole, dont a –?, 6.=? Vfsont les axes
ou les diamètres conjugués. selon que les coordonnées sont
rectangles ou obliques.'

L'équ: y1 2'ia> -î-i2J 41 9 = o donne y* 2x* + 8 = o
hyperbole pour laquelle' #=£ ï ,k== 0, a = z, b==i{/i.

Enfin 3ya– 2**+2*4-'3y=5, donne JB=h=^(S^ 222),
BC= k = I 2'i;a équ. qu'il est aisé de

rapprocher de celle dela fig. 221; seulement la ,courbe est
placée différemment.' ••• '
2" ie"re> où 7re=b,'qui "donné \Xnëp&

rabblej oùtVe ïei cas particuliers d'une droite dé deux paràl*-

lèles, eiâë'riek;é'ié oh. m est négàtifi qui donné une ellipse,
outre lesc'aspartîcùliers'A'-iïfè point et de)rà?»/le, 3? enfin où m



est positif-, qui répond à V 'hyperbole rapportée soit au~icr, soit
au 2e axe, outre un cas qui donne deux droites non parallèles.
Comme les sections d'un cône par un plan sont précisément
une parabole, uneellipse ou une hyperbole et que, lorsque la
section 'se fait par le sommet, 'on a une droite, un point, ou
deux droites croisées; de nos huit 'cas, six sont des sections^
coniques ce qui fait dire que toutes les équ, du second degré
appartiennentaüx sections'd'un'cônepar un plan. Partout où

un plan et un cône existent, il ne peut pas arriver qu'il n'y ait
pas intersection, ou'qu'onait deux parallèles; d'où l'on voit
que ce théorème souffre deux exceptions.

En-faisanmouvoir le plan coupantparallèlementà lui-même,
lorsqu'il passe par le sommet, l'éllipse devient un point la pa-
rabole une droite, l'hyperbole deux droites croisées; c'est ce
qui à'fait considérer le point comme une sorte d'ellipse dont
les axes sont nuls une droite, comme une 'sorte de parabole
deux droites croisées, comme une hyperbole (n'401) ces con-
sidérations n'ititéf ëssenfën" rien 'la théorie.

Dans la discussion.présentée n° 43g; nous avons dit que si
les axes coordonnés étaient obliques, -il faudrait d'abord les
transformer en rectangulaires; mais; il 'est plus simple'de trai-
ter le" problème ainsi qu'il suit. • •
• L'origin'e étant'au centre ,l'équ.: de la courbe est

Ay' Bxy Cx* -f- Q --o.
Concevrons un cercle qui. ait, le rayon r,. et- dont -le centre soit
à l'origine ;-y étant .l'angle des coordonnées., l'équ. de ce -,cercleya

+ y'rh 'Vèy cos y== r2.
Il y aura, en général, -quatre .points de .section avec notre
courbe, et il est évident qu'on peut les unir deux. à deux par
des droites, qui en seront des diamètres (n° 427);-Soit y =7fefa
l'équ. d'une de ces.lignes il s'agit d'abord de déterminer M.
En substituant Mx.Tpowc y dans; nos équ. puis éliminant xa
entre les résultats, et ordonnant par rapport à M, il vient



Si r est donné, cette équ. fera connaître lés deux valeurs de M.
qui déterminent nos deux diamètres, et par suite les quatre. inr-
terseclions de notre courbe par le cercle. Quand les racines
de M seront imaginaires, le rayon r aura été pris trop grand ou
trop petit pour que les deux courbes se coupent enfia, si les
racines sont égales, les deux diamètres se réduiront à un, les
intersectionsseront réunies deuxà deux en une seule, et le cercle
touchera la courbe, cas qu'il importe d'examiner avec soin. La

tangente menée au point, de contact, touchant aussi le cer,cle;,
est perpend. au rayon r, propriété qui n'appartientqu'aux dia-r
mètres principaux de.la. courbe; r représente, donc, dans le cas
des racines égales;, les longueurs de ces.deux demi-axes, dont M
donne la direction. Or, on, a vu.(n° 1 38).que cette, dernière
condition est exprimée par l'équ.

( &* + Q cos yY çAi» + Q) (Cr1 + Q) = o

ou CS'– 4^Ç>4_ ^(.^C– .£cosy)= 4Qasin!'3. (0
notre équ. en M est alors équivalente à un carré exact en la
résolvant, le radical disparaît et l'on a

(Ar* + Q) M -j-i Br*+ Qcos> = o. (2).
I/équ. (1) qu'on, résout à la. manière, du 2e degré, donne r'
le, ier.termen'en disparaît jamais*atteijdu.qu'op suppose ici que
la courbe a un centre situé à l'Qrigipe. On peut encore éliminer
r* entre i. et 2. Enfin., on. construira l'équ. y = Mx,où M est
connu, et l'on aura ^.direction. des axes.

Ce calcul. s'applique au cas où les coordonnées sont àangle
droit,, en faisant qos 7 =po^ I^'équ. (2) donne

faisant, pour abréger' = ai on en tire fl/=«rfc vA-j-*?

de là cette construction (Eg. 236). Sur Ax, prenez AB-=z t
puis élevez l'ordonnée DJ = a AI sera +«a.Du centre/
tracez le cercle KAK' qui donne DK et DK' pour valeurs deM;
çe sont les-tangentes des inclinaisonsdes deux axes principaux



sur Ax. Ces axes ont donc les directions AK, AK' ces deux

droites sont perpendiculaires d'après la construction ce qu'on

sait d'ailleurs le. terme constant i de notre équ. du 2e degré

en M prouve la même chose.
On substitue ensuite dans r4 ces valeurs de M, d'où

Le radical revient à Y B* /\AC + {A + Cf. Si JP r^ $AC

est négatif, le. radical est < A 4- e; les deux valeurs de r" sont,

ou positives, et l'on a une ellipse,; ou négatives, et l'on n'a rien;

ou nulles, lorsque Q o et a un point. Quand £a l\AC

est positif, l'une des valeurs de r" a le signe +, l'autre r– on a

une hyperbole dont le 2e axe s'obtient en changeant r' en– -r",
Cependant si Q = o on a deux droites savoir AK et AK'

Dans l'exemple page 446, 5y' + 2xy + 5x' = 2, on trouve
aisément que M== i et i c.-à-d. que les axes font âvec les x
des anglesde i35° et 450. Ensuite V et f sont les carrésdes

demi-axes. Tout ceci s'accorde avec ce qu'on a vu.

453. Souvent on a plutôt pour objet de connaître la nature et
là forme de la courbe dont on a l'équ. que de la construire ri-
'goureusement; le procédé suivant l'avantage de donner avec
sapidité ces circonstances, et n'a pas, comme le précédent, l'in-
convénient d'introduire des irrationnels dans les coëfficiens.

Comme il suit de ce qui précède, que les lignes comprises

dans l'équ. générale (a) sont connues d'avance, il ne faut, pour
les distinguerentre elles, que trouver un caractère propre à

chacune ce caractère est tiré des limites de la courbe, qui sont
très différentes dans les cas de l'ellipse de la parabole et de l'hy-
perbole. Pour obtenir ces limites, résolvons l'équ. (a) par rap-
port à y nous aurons une expression de cette forme,

ft, /8, ?ne n elp sont des constantesconnues. (Yoy. p. 198.) Cha-

que valeur de x répond à, deux points de la courbe, tant que
le radical est réel; s'il est imaginaire la courbe n'a aucun point



correspondant à l'abscisse dont il s'agit; enfin, si le radical est

Dul on n'a qu'un point de la courbe. Les limites sont donc

relatives à l'étendue où le radical passe de l'état réel à l'ima-

ginaire. Comme en prenant pour x des valeurs suffisamment.

grandes positives ou négatives, le trinome mx> + nx + p re-

Joitlesigns (I39, 90.) du plus grand terme “* si ^estne-

gatif, pour ces' valeurs le radical devient imaginaire, de sorte

que la courbe est alors limitée dans les deux sens. Elle serait iU.-

mitée, si nz était positif;' enfin, m nul réduirait le radical à

y/Ux+p) et l'on voit que la courbe serait limitée seulement

dans un sens, puisque le signe de nx change avec ff,

La nature de nos courbes dépend donc du signe de m ce qui

nous force encore de distinguer trois cas dans notre analyse gé-
1 uérale,su*antquemouJB^4^Cestnégatif,posit1founul.

Mais, avant tout, remarquons que, pour construire les or-.

données PM, PM' (fig. aa8 et 329), qui répondent à une abs-

cisse AP~x' il faut d'abord porter parallèlement à 1 axe des y

(dont la direction, est donnée et quelconque)

puis, pour ajouter et soustraire la partie radicaleNM=NJf=.
\/t'x>* 4. nx + p) on en portera la valeur, de part et d.autre

de N, en M et en M', et 1V est le milieu ,de M. Tous le,

points N qui satisfont à. l'équ.

:y = «X + /8. (2).

coupent donc les cordes parallèles à Ay en deux parties.égales

ainsi, on tracerala droite BN, qui est ^Bmmetre de la courbe-

Aux points D et D' d'intersection de la courbe avec son

mètre, les équ. (i;) et (a) ont lieu ensemble (n" -37»),«l ces.

points sont données par les,racines de l'équ.
mx^-irnx+p–o. (3>

On voit de plus que les ordonnées ED, E'V correspon-

dantes sont tangentes à la courbe, puisque,.le radical étant nul
la proposée est le carré .de y- «x o, ainsi les points.

d'intersection sont réunis en, un. seuj points 1?. et, u.
(n°4M>



i" CAS. Courbes limitées en tous sens, m négatif.
454.. 1°. Si les racines de l'équ. (3);sont réelles, en les dé-

signant par a et b, et prenant AE = a, ./lE' = b (fig. 228),
ou aura les tangentes et les points d'intersection cherchés 1>, D':
le radicalde (1) prendra la forme \/[ m(x a)[x b)] il
n'est réel qu'autant que les facteurs x a x b sont de si-
gnes contraires, de sorte que x est compris entre a el'b. Lacourbe ne s'étend donc qu'entre les limites MF; E'F'; elle forme
un contour fermé; c'est une Ellipse.

Remarquons que, pour obtenir E, E', on a tiré de (3) des
racines de la forme x = h rt Vf; on a donc porté AK = h,
puis Kg = KE=\/f. Donc C est le milieu du diamètre DD'
ou le centre de l'ellipse (ri° 427) ainsi l'on obtiendra le con-jugué en cherchant l'ordonnée centrale CO, à partir du dia-
mètre, c.-à-d. la valeur .que prend {/(mx*+ nx -p) lorsqu'on
fait x = la. La courbe étant rapportée à ses diamètresconj ugués,
il sera facile de la décrire.

Par exemple, Zf 6xy + 9x' 2y 6x +1 = o donne
y=t* + *±Yl-i** +f^-f); onprend^ = i(fig.228),
et l'on mène le diamètre BN dont t'équ. est y = x 4- -•
lorsque l'angle yAx est droit BN fait avec Ax un angle de
45°. En égalant le radical à zéro d'oil

et les points D, D' d'intersection de la courbe avec le dia-
mètre EN. De plus, EF, E'F sont tangentes et limites puis-
que le radical peut être mis sous la forme V/[-2(x-i) (x-i)]
d'où, l'on voit quey n'est réel qu'autant que.x est ].3 et < 1.'

En faisant x=sous le radical, il devient CO; c'estl'un des demi-diamètres conjugués l'autre est CD il est donc
facile de tracer la courbe (n° 43 1 20.). On trouve^ = 1 ± j/. i
pour la plus grande et la plus petite ordonnée, n° 423.

0
donne' l'ellipse

POD'O' (fig. 230); AK = 2, EK = E'K = V2, CK =1Cestlecentre.y = o donne ?-2r-fi=0) carré de x–i
4one, si l'on pre nd Al = 1 la courbe est tangente en 1Ax\



00' = 2b'== V2 la plits grande et la plus petite ordonnée

sont 2 et o.
II est inutile de dire que, dans les constructions, il faut surtout

avoir égard aux signes; ainsi pour
4ya -f- 8xy+ 8x? -+- îix + 8y+ i =

on a y=z x–i±\/( xi x + î)\
on construit le diamètre BD- (fig. 23i), dont l'équation est

= # i de xa + x = | on tire x = j ±- 1 on
prend ^.K = 3 et KE=KD' •=. 1 ce qui donne les limites
tàngentes ED, E'D' de l'ellipse C en est le centre, et l'on
trouve b' i.

20. Si les racines de l'équation (3) sont égales a étant leur

valeur, le radical équivaut à m(x e)a ainsi,'(i) de-
vient y = ax -f- /3 ± (a; a ) m on ne peut donc rendre

y réel qu'en prenant x = a, d'où = az -j- /8.

Ainsi, on n'a qu'un point; ses coordonnées sont connues.
Il est aisé de voir qu'en effet la proposée équivaut ici à

{y àx j8)a + (x ay m = o; et comme la somme de

deux quantités positives ne peut être nulle, à moins que chacune

ne le soit en particulier, la proposée se partage d'elle-même en
deux. autres (n° 112). L'équat. y xy. 4-|a;3 2X+] =0 o
donne le point dont les coordonnées sont x = 1, et y = {•

L'équ. x' -h y' = o donne l'origine.
3°. Si les, racines de l'équation (3) sont imaginaires par

aucune valeur de x, le trinome mx + nx p ne peut
changer de signe (n°. 139, 90.) ce signe, demeure toujours le

même que celui de son plus grand terme mx2

mx% -f- nx + p) étant sans cesse imaginaire, la pro-
posée ne représente rien. En effet, cette équ. revient alors à
( y ax /3)a + (inx' nx –p)= o, dont les deux parties

sont positives et ne peuvent s'entre-détruire; par-conséquent il

est absurde de supposer leur somme = o puisque la seconde

ne peut être rendue nulle,. comme on l'a fait précédemment.
C'est ce qui arrive pour y$' 2XY -f- 2x2 ix + 4= °-
Pour que m ou _B* -<* tçàC v®& négatif, il. faut que les trois



1ers termes de la proposée (3) Ay* Bxy-\r Cx* forment une
quantité plus grande qu'un carré parfait. Dans le 1er exemple
ci-dessus, page 4^6 ces termes sont

3 (/– axy+3*»)=3 [(y–xy+ix>].

2e CAS. Courbes illimitées en tous sens, m positif.

455. Ici Ay* -j- Bxy- Cx* est moindre qu'un carré.
i°. Quand les racines de l'équation (3) sont réelles, a= AE,

b^=AE" (fig. 22g) donnent, comme ci-dessus, les points D

et D' d'intersection de la courbe et du diamètre BN, et les
tangentes E F, E F'; puis le radical prenant lé forme.
v/m (x-a) (x- b), n'est réel qu'autant que x-a et a; b
sont de mêmesigne, c.-à-d. que x est > ou <C a et b; x ne peut
donc recevoir de valeurs entrea == AE et b–AE', et la courbe
s'étend à l'infini de part et d'autre des limites EF, E'F'; ainsi
elle est .une hyperbole.

Pour obtenir le diamètre conjugué de DD',comme le centre C
est au milieu de DD',on fera x = AK= h sous le radical, on
rendra le résultat réel (n° 429 ) et l'on aura ainsi b'. On tire
ensuite la position des asymptotes (n° 436). Nous allons au reste-
donner bientôt (n° 4^7) un moyen plus facile de déterminerces,
droites.

Soit par ex., y zxy x' a.y-8x 3=o; on en tire
y = x + 1 ±\/(2xa 6x +4)- On trace d'abord le diamètre
BN, ( y == x + 1 ), 2X° 6x -f- 4 = o donne x 3 ±

et le radical devient ^i{x 1 ) (x- 2 ) on prend AK = £
EK E'.K on a les limites EF, E'F' tangentes en' D

et D';et comme x est .] 2 ou -<i, on obtient l'hyperbole

Pour trouver le diamètre conjugué de DD', on {aitx-=AK=^
dans i/(2xa– 6x4- 4 ) et l'on rend réel on a b'= \Z\. En
'prenant D'F" = D'H m y/i on forme le parallélogramme
.inscrit dont les diagonales G.F', FH sont les asymptotes de.

notre courbe. •

20. Lorsque les facteurs de mx? -\?n% -{• p sont imaginaires,



la courbe ne coupe pas son diamètre BN (fig. 232) de plus,
ce trinome doit toujours conserver le même signe que -f- mx',
quelque valeur qu'on attribue à x (n° i3g, g°.); donc chaque
abscisse donne toujours des ordonnées réelles, la courbe s'étend
à l'infini de part et d'autre, et elle est une hyperbole disposées

comme on le voit fig. 232.
Quant aux diamètres conjugués, le.centre est sur Z?iV qui ne,

coupe pas la çourbe; or, si l'origine était au centre, les abscisses
égales et de signe contraire (n° 425) répondraientà des ordonnées
égales; ainsi, le radical devrait être de la forme \/(mx'p);
si donc on veut transporter l'origine au centre, il faut faire
x = x'h; h étant tel, que le 2e terme de mx* nx -J- p
disparaisse ( n° 5o4 ); h est l'abscisse du centre; on trouve

2m, la même valeur que ci-devant. Ainsi, on prend

h, l'ordonnée KC donne le centre C: faisant ensuite
a; = 7îdans \/(mx* nx + p), il devient = DC– a'. Pour
obtenir b', il faut chercher les points de rencontre de BN avec
la courbe en prenant la partie imaginaire des racines de
nax' rax-f/>=Ojet la rendant réelle on a KO=KO'ipovir
les abscissesdes extrémités E, E', du diamètre conjugué prises à
partir de celle du centre.

Comme les parallèles FH, GI au diamètre BN sonttangentes
à la courbe en D etD', les ordonnées 0'F, IHdéterminent
aussi le parallélogramme inscrit, et les asymptotesIF, GH.

Soit par exemple y* +• axy 2y. x = e on en tire
y=z x-i±{/(xi–x+ i) le diamètre BN ( fig. 232 )
a pour ,équat. y = x -j- 1 comme xs x + i o donne
a:=î– ï^ 3, la courbe ne coupe pas BN; de plus,
xa x-f- 1 étant toujours positif, y est aussi toujours-réel;
ainsi on a l'hyper-bolëde ,l,a figure 232.

Pour trouver les diamètres conjugués,on construit
x– i {/ 3, AK= ±,KO=Ï 3 = KO' donnent le
centre C, et le 2e diamètre EE'; de plus, en faisant x- dans
y (x'–x + 1-), on a a'=i [/3.

3°. Si les racines de l'équation (3) sont égales le radical



équivaut à m (x a )', et l'équation (i) devient
y = ctx -j- 0 (* a) Vm )

savoir _y= x(»± \/m) rH^ta Vm

on a donc deux droites qui se coupent au point du diamètre

pour lequel x = a, et qu'il est aisé de construire, puisqu'on a
leurs équat.; on obtient un 2e point de chacune en posant x=o,
d'où y = /i±>a\/m; c:-à-d. qu'il faut portée a \/m sur l'axe

des y au-dessus et au-dessous du point où. cet axe coupe le

diamètre.Les droitesmenéespar ces points et par.le.i", qui leur
est commun, sont celles dont il s'agit.

Il est clair qu'en transposant et carrant; on ,il.

( y ax pf– m (x a.)'= o,

Ainsi, la proposée est décomposable en deux facteurs rationnels,

par rapport à x ety, et du premier degré, qu'on, peui égaler à

zéro indépendamment l'un de l'autre ç'fist ce fait analytique

qui explique l'existence de deux droites dans le cas présent.
Soit, par éx., 4/1 -*• 8xy + xa--+- 4y + ^x .t- 2- o.; on

+ 3); or, 3a;»– 6j; + 3 =

donne x i; le diamètre (fig. 233) BN, (y=x D est donc

coupé en un seul point N pour lequel DA = i et cornme.la

proposée revient à y=x–\ ± 3 (x 1)\/3,on a deux droites.
.x = o donne y = i ± i V/3 on, prend ££=££'== i \/3
et l'on trace les lignes EN, 'E'N.

Soit proposée l'équat. y" zxy 3x' 4k' = o on en
tire y = x ± i\/{ »a + £") y = x donne le diamètre BN
(fig. 234); et l'on voit qu'il n'est pas coupé par la courbe, et
qu'on a l'hyperbole MO, M'O'. Le centre est en C; on prend
CO = COl=ih 00'.es.t le i,er diamètre,puis ÇE = CE'= k

donne le 2% DD' et les asymptotesHF, IG. A, mesure que k dé-

croîtra, la courbe se rapprochera du centre et des, asymptotes

qui ne changeront pas k = a. donne ées. droites mêmes. Enfin,
si k2 prend un signe contraire', l'hyperbole GD' ID est tracée

dans l'autre angle entre les mêmes.asymptotes,'et s'en éloigne

à mesure que k croît.



• '4^6. Quand A = o, la proposée manque du terme en y' et
l'on ne peut plus opérer comme n° 453, mais si l'on change x
en y, et y en x, ce qui ne produit qu'une inversion dans les
axes, on pourra appliquer nos calculs il suffira donc d'y chan-
ger C en A, D en E B' ^AC se réduit à B', m est positif,
et l'on a encore une hyperbole. Au reste, pour discuter l'équat
privée du terme Ay'; il est préférable de la résoudre par rap-
port à x, et d'opérer sur l'axe des x d'une manière analogue à
ce qu'on a fait pour celui desy.

Par ex., pour l'équ.

est diamètre, c.-à-d. coupe en deux parties égales toutes les
cordes parallèles aux x. L'équation y3 -y=zc 1, donne.
y = ±V c– f ) si donc c >2, on prendra AK = i,
KE = KE' =\/(c– et l'on aura en D et D' les points où
l'hyperbole MD M'D' coupe le diamètre DD'. En faisant
y = s dans [/(y* -y–.c -f- 1), et rendant réel, on aVip~ i) ce qui donne le conjuguéde DD'; et les asymptotes•F' G et FH, dont la seconde est parallèle aux^

Si c == 1, on a les asymptotes mêmes et si c < on a encore
une hyperbole entre les mêmes asymptotes, mais elle est tracée
en HN et F'N' dans les deux autres angles.

45.7. Dans l'équàt. générale (1) (n° 453), le radical affecte

la quantité™ (
;x' ajoutant et ôtant pour

compléter le carré (n° i38), on a

'.le radical est. de la forme {&l); en le développant par
l'extraction (page ig4), on verra, comme n° 4i6y qu'on a une
suite de termes où zmx-i-n est au dénominateur et qui dé-
croissent quand croît le seul 1 er terme excepté. En négligeant
donc l, on a les équ. des asymptotesde notre hyperbole



donc, après avoir résolu la proposée, complétez le carré sous
le radical où vous négligerez les ternies constanSj et vous aurez
les équations des asymptotes.

Il est facile de construire ces équ. les droites se croisent au

point /3 Vqui.estle centre, et l'on a un 2e point,

en faisant x = o ce qui donne les ordonnées à l'origine

a -+- n on portera sur l'axe desy en dessus et en

dessous du point de section de cet axe par le diamètre.

Dans le i« ex., p. 458 ,-y = x + 1 ± V (2x' 6x+ 4)

ajoutant et étant sous le radical, il devient\/[>(x
négligeant^ on a, pour équation dés asymptotes (fig. 229),
Y– ix+ 1 ±. (2X 3) l/i • Faisant x nul on trouve Y= i ±3 \/{
il fautporter 3 {/'{de Béni et i Ci et Ci sont les asymptotes.

Pour l'équ. page 460 on a y = x ±2 y/.(x* + on né-

glige i», et il vient, pour équ. des asymptotes Y x 2X.

Si la proposée n'a point de terme en x3, jr'+Bxj+Dy.=o,
on aa=__i.B, m= i B%;le coefficient de x dans ( 4) est

a ± \/m = -B±.\B\ comme l'une de ces valeurs est zéro,

on.voit que si l'équation est privée du terme en x", l'une des

asymptotes est parallèle auxx; elle est l'axe même des x,
quand le centre est sar cet axe. Il faut en dire autant de l'axe

des y, quand le terme en y manque. {Voyez fig. 232 et 235.)
Siréqu.estprivéeàlafoisdex2etdej'a,xy+I>j+£x+F=o,

on a

en faisant la division. Si x = oo on a Y=-E, équ. de l'une

des asymptotes, puisque le rapport de y à Yapproche indéfi-.

niment de i célle de l'autre asymptote est x + D– o, puis-

que alors _y=oôLes deux droites sont donc des parallèles aux

axes, et l'on en connaît la positiori (n° 449)-

3e. Cas. Courbes illimitées d'icn seul côté, m = o.
458. Lorsque m =0 ou B* 4^C=o, les trois 1 eu termes



de la proposée,ou Ay'+Bxy+Cx*,forment un carré (n° i38)
le radical de l'équ. ( i ) se réduit à nx + p ). Après avoir
tracé (fig. 237) le diamètre BN {y ~a.x + /3) on trouve son
point D d'intersection avec la courbe et sa tangente EF, en
faisant nx + p = o. Soit x = a = la racine !lE de cette équ.,
le radical devient \/n(x–a), et n'est réel que quand M et
x a sont de même signe donc x est > a, et la courbé est
située comme DM lorsque n est positif; si n est négatif,
x est < a, et l'on a DM'. La courbe qui s'étend à l'infini d'un
seul côté est donc uneparabole.

On peut aisément en déduire le paramètre de ce diamètre,à
l'aide d'un seul point de la courbe, et soumettre la courbe à
une description rigoureuse (n° 438).

Soit l'équ.y1 on en tire
y = z^ 4- i =t i/(2r– 4); on prend AE = 2 ( fig. 237),
EF est limite, et la courbe est'située comme DM.

Pour y' xy +¡ x' 2 y -f 3x 3 = o on obtient le
même diamètre; et comme.le radicalest 2^ + 4)> on a
la courbe D M'.

Si m et n sont nuls à la fois, l'équ. devient_y=&x-{-&zt.p.
1°. Si p est positif, ou a deux droites parallèles, qu'on trace

en portant {/p en BD et BD' sur l'axe des y (fig. 238), de part et
d'autre du point B où le diamètre BN rencontre cet axe.
(.y + *)' 27 2x = i, donne y = x-{-i ±1/2 ;on
prend AB = AN == 1 BN est le diamètre; puis.
BD==BD'=z^/2 = BN; et l'on mène DE, D'E' parallèles
à BN.

2°. Si p est nul, y = ttx -f- p; on n'a qu'une droite telle est
l'équ. (y + xy zy 2x + i =0, représentée par BN
(fig. 238).

3°. Si p est négatif, l'imaginaire subsiste toujours, et il n'y a
pas de ligne. Telle est l'équ. (y + *)* iy 2ar + 2 = o.

(En un mot, {y-xf iy zx+i=k donne.
>»==+ i ± [/k; on prend AB = AN== 1, et l'on trace
BN, puis BD = D'B=[/L Or, plus k diminue, plus les
parallèles se rapprochent du diamètre BN, avec lequel elles se



confondent enfin lorsque l = o; si k est négatif, l'équ. ne re-
présente plus rien.

Quelque point G qu'on prenne sur BN (fig. 238), il doit

couper au milieu la partie IM d'une droite quelconque; BN
est le lieu d'une infinité de centres (n° 42^)-

Quand m et n sont nuls ensemble, la proposée revient à

(y a.x #)a p = o. i°. quand p est positif, elle est le

produit de y ax fr+Vp par J ax £– V>, où x

a même coefficient; on y satisfaitdonc en égalant à zéro l'un
indépendamment de l'autre 20. si p est nul, la proposée est le

carré de y a.x (3 nos deux facteurs sont égaux; 3°. enfin,

sip est négatif, on veut rendre nulle la somme de deux quan-
tités positives, dont l'une +p ne peut être zéro, et, l'équ. est

absurde. Telles sont les causes qui expliquent l'existence de nos
trois cas particuliers.

45g. Il résulte de cetteanalyse que,
I. Si m ou 5a %AC est négatif, Ay*>+ Byx + Car* est

plus grand qu' uncarré, C doit être positif la courbe est fermée;

elle est une ellipse, ou un cercle, ou un point, ou rien.

II. Si m ou B^AC est positif, Ay*+Bxy- Cx* est
moindre qu'un carré; la courbe est formée de deux parties illi-

-»
mitées; elle est une hyperbole, ou deux droites qui'se croisent.

On est dans ce cas, si C est négatif, ou s'il manque x' ou y",

xy restant.
111: Si- m ou B' ^AC=o, Ay^+Bxy+Cx* est un

carré; la courbe s'étend' à l'infini d'un seul côté; elle est une
parabole, une droite, deux parallèles ou rien quand xy
manque,' avec un. des carrés x' ou y*, on tombe dans ce cas.

460. On peut composer à volonté une équ. du 2e degré, qui

rentre dans celle qu'on voudra de ces circonstances. Il suffira

de recourir à l'équ. (1), et d'y déterminer arbitrairement les

constantes et, ,8, m, ayant soin de composer le radical de

sorte qu'il satisfasse aux conditions requises; ainsi m sera né-
gatif pour une ellipse, et mx*nx + p^=o aura ses racines

réelles: m sera positif pour une hyperbole, et suivant que



réqii..précédente a ses racines réelles, ou imaginaires,- cette
courbe coupera ou ne coupera pas son diamètre, etc. On' peut
enfin se donner des conditions qui déterminent toutes les con's-

tantes a, /3. Voici un ex. de ce calcul.
L'hyperbole ponctuée (tig. 234) a l'origine C au centre, le

diamètre BN fait avèc lés x ùn angle dé-45°; CE = i donne
GE tangente et limite de Ja courbe; enfin,,le diamètre conju-
gué est CO= \/i: trouver féqu. de cette hyperbole? Elle est
visiblement y = x ± ^m(x% ^T) et il reste à déterminer m.Mais, x = donne.le radical imaginaire;, et. changeant le
en, r^, il faut qu'il soit \/z doue z\ m=\/2, et.
y? zxy= 2 .est l'équ. demandée.

Si l'çn yeiitqne soit celle, d'un point, une ou deux
droites,ou rien, on, peut opérerde même; mais il.est plus sirnple
de se conduire comme il suit. L'et M étant de, la- forme
hy.+MA-g, on a

i°. Pour un point, Z,a.+ Mi = o (p. 45,7); .f

20.. Pour une droite, Z-a=o(p.
3°. Pour deux droites ,.IM= (p. 460); et .si l'on veut que

ces lignes soient' parallèles,- le rapporflles constantes k et
doit être.le,même dans L.et,M (p. 4.63). ..•

4°.. Pour que l'équation, ne représente.,i;ien, IV. doit, être un
nombre positifquelconque.dansZ,a^f 457).

4&I- Après avoiri.'discuté l'équ. (-1);1 lés coordonnées étant
rectangulaires, on peut se proposer de la construire exactement,

sans recourir à la théorie (n° 43g), mais en rapportant la courbe
à un système de .diamètres.Prenonspour axes desx une paral-
lèle.au diamètre y = *x-3, sans changer l'origine, ni l'axe

des y. Comme tang. (^r')==a, on a cos (xx')= j.
sin (xx ) j= akK (xyr) ==,90°, et les équ. D (n° 383) deviennent
A?'=='itji:y'-y.=='â^a;'1|-iy'la"trarisforméede'(i) est

i°.Si la'courbe un; centre, portons-y l'origine; et.l'équl
étàntjainsj\rapporteeadesrdiàmètres corijugûésj recévea la.fôrm'e



(u° 427) y= l/(Q il suffit donc de chasser les- termes

a et nhx. Posons y'=y" + 0, x'=='x" 2km; ces 2" termes

sont les x' et y du centre, et l'on trouve'

Telle estl'équ. de la courbe proposée, réduite à ses diamètres
conjugués. Rien n'est donc plus facile que de construire cette
ligne (n° 431,2».)-

Pour l'équation y = x •+- 1 ± v/( 2** -+- 6* 4) on a
ct= 1 i&'==i^2 ni. 2. et l'on obtient, pour transfor-
mée, y"* + x"" {; ainsi, après avoir tracé le
y==x+'i (fig. 228), porté l'origine au centre C, comme on
l'a vu (n° 454)> il rèstera décrire une èllipse, dont les
demi-diamètres CO CD, sont égaux à Vi'.

2°. S'il n'y a pas de centre, m=o, et le radical devient
\/(nkx p) chassant les termes constans £ eXp, l'origine sera
portée au point eu la courbe est'CÔûpëe -par son diamètre, savoir,

y^=y"j-0, x'x"–£- d'où /'?'== nkx". Après avoir dé-

crit le diamètre y = <tx'-Ç- 0 l'origine étant prise au point où il
coupe la parabole, et Taxe
tles'ïle diamètre 3 la courbe seràfaèiléïa- 'tracer' (ii0 Îf38).-

PP t =*]/$,

DNet DF-.éUnt leSiases, on. à l'équ,1^ 4V'Vs-

} .V.. PROBLÈMES D'ANALYSE• GÉOMÉTRIQTJE.

De la Génération des Courbes.

462. I. Quelle est'la courbe qui résult&de l'intersection cônti-
nuelle de deux droites AM jBM(iîg. 239).qui tournent autour
de A et B, et sont toujours à angle droit en M? Prenons les
TG^rae7ûaWces.y,àti's'iuneidé leurs ^positions AM y'M>Bi l!àr-i'gine
étantW milieu Ç de. AB et AM'-et <MB



qui passent, l'une en A{– r, 0), et'l'autre en 1) (r> o); ont pouréqu. •
(1),

'de plus on a ad + 1 ==o. (2),

puisque ces droites sont perpe.nd. les valeurs de a et â qui ne
satisfont pascette condition, répondent des .droites -Aty.çX

EN, qui ne sont pas génératrices. Si l'on met pour a' les

équ- (i), qui sont celles de .toutes les droites passant en 4 et B,
appartiendront à deux génératrices, dont les directions dépen-
dront de la valeur de a qu'on voudra prendre;, la coesisten.ce
de ces équ. fera que et ^seront les coordonnées CP, PM; du
point de section .de.ces .droites. En éliminant a de,ces équations,
«et ^.seront donc les.çoqrdçnnées. du point d'inter«ecti.o,n, vde
deux génératrices quelconques,. puisqu'ellesne sont distinguées
entre.elles que paru, qui n'y ^entrera plus

.Ainsi,l'élimination de a et a entre les équ. 1 et 2, donne

l'équ. delà courbe cherchée: chan-x + x r
gent (2) on a- un cercle dont ,le diamètre est
AB, -. . •

il. Si les deux génératrices AM MB (fig. 240) étaient as-
sujetties à/ormer un angle donné AMB dont la tangente. fût t,
l'équation (2) serait remplacée 'aurait1 .V.ir;V
(^.tt-^ r^t==zry. En discutant (n° 45,0) cette équ., ou
ACz==. CB = r, on verra que la courbe est un cercle .dont.le

rayon CO-'t donne le 'centre O.

En général, au lieu de supposer la courbe décrite par unpoint qui se meut d'une manière déterminée,
on peut la co.n-sidérer comme engendrée par l'intersection continuelle de deux

lignes (droites ou courbes) données, mais variables dans leurs
positions ou leurs formes, suivant une loi connue. On prendra
ces génératrices dans l'une des positions œnvënabies:et l'on



aura leurs équ., telles que M=°> N~O: de Pll*g' lé chan-

gement que ces deux lignes éprouvent tient à celui de deux

constantes qui entrent; mais sont assujetties, dans leurs va-'
riations, à une condition donnée P = o. En faisant de npu-

veau le raisonnement ci-dessus, on prouvera que, si l'on élimine

ces deux constantes entre ces troiséqu., on aura pour résultat

l'équ. de'la courbe engendrée.
-S'il y avait'trois constantes variables, outre P = o, on de-

v rait avoir une autre équation de condition Ç = o; il faudrait
élimineras trois constantes entre les quatre équ. M=o 'fil 0,

Pi==6, :Ç^='o.-Et ainsi de suite. de manière à avoir tou-

jours une équ. de plus qu'il n'y a de quantités a éliminer.

S'ily avait moins d'équ. qu'il n'en faut, l'équ. fnale serait en-' côre celle de la courbe cherchée; mais il y aurait un ou plusieurs

paramètres variables:le problème serait indéterminé,etl'ony sa-

tisferait par une série de courbes. Lorsqu'il ya autant d'éqù.

que de constantes, il eh résulte des valeurs 'de x et y en nombre

fini on iï'a plus que diverspoints; et s'il y a plus d'équ. en-

çor^,le.problème,est absurde. Tput<;eci sera éclairci par des

exemples:
1-I1I- Étant données lés droites DN, Dx (fig^4'0 et un point

fixe A sur l'une, cherchons la courbe dont chaque point M est

tel, que la distance MA est égale à la perpend. PN sur Dx.

Goncevoris cette courbe commeengendrée par l'intersection con-
tifluelled'unedroitemobilePJV,perpend. ,àZ);r,paruncercle KL,

dont le centre est fixe en A; le rayon et la droite variant d'ail-

leurs; de sorte que la condition donnée -XM= PN sort" tou-

jrtur's remplie.'
L'origine étant en A, 'AM=, t=tanSEDA;,

leséqu. du cercle LK et de la droite PNsorit

L'eqùaïion de l'a droite DN, ,qui passe en D (-p, o) est
y = t{x +7?) l'équation dé condition MA=:NP devient

fait varier la,droite et le cerclé,

« et ^changent seuls a t'aide des

équ. (i)j ce qui donne



il,. Si t= i l'angle donné ËDA = fôo, et l'équ. devient
y=2/jx+jç>% qui est, celle d'une parabole. È' S, dont l'origine*

est au foyer A, lé sommet en S',
°. Si i < i, l'angle ED^ est <; 45°, on a u,ne^y>se..d.ont:

te centre C et les axes a. et b sont tels, que

Si DE est parallèle 'si'D'A; on a un cercle, ce qui résulte aussi;
de ce que, par la génération, PN est constant.

3°. Enfiti ,.si t > i-; ou Je/?^ cliangé en IDA, > 45°, on a;
une hyperbole.

Cette propriété pourrait donner un moyen facile de tracer
nos trois courbes; elles toucnent toutes là droite donnée JDE'^

DE' en son point de section avec AE (n° 4à4)-
IV. Imaginons. que la ligne AB (fîg: 242) d'une longueur,

donnée se meuve dans'l'angle BCA", de manière que. ses ex-
trémités A et B restent toujours sur les côtés de cet angle

trouver la courbe décrite par un point M donné sur cette ligne

AB. Soient GB\es axes coordonnés,

s
le'sinus et c le cosinus de l'angle ACB qu'ils ferment entre-

eux; la courbe peut'être considérée comme-produite par là sec-
tion continuelle des.,deux. 'droites mobiles AB,.P M,. Août les,
équ. sont j/ = ax-f-/8, x==y; d'où PM *y + @, CP y.
H s'agit de trouver l'équ.- de condition entre < 0 et }'Or, le
triarigle PMB donne'D nO' 355 ) en. faisant' PB = z,
a* = z*-hPM*Z-2cz:PM; d'ailleurs les parallèles AC, PM

donnent'Ziz,î=aX'CP donc'ori a.
bz ay,,

Il reste à éliminer z et, y8"et y. Mettons y pour il)' nous
aurons bz = ax a" z' -f- ja acyz; enfinchassant- a-,

a^2 := bjy* J- «'x1 %abcxy_ est l'equ. demandée, qui appar-
tient à une ellipse (n° 4^4) dont C est le centre.

'Lo'rsqiie -l'angle ACB est.droit, tout le calcul-se simplifie



beaucoup; on -a l'équ. b*ya + a*x* aaZ*3,-qui est celle de
l'ellipse rapportée son centre et à ses axes 2a j 2b. Il en ré-
sulte un nouveau moyen très facile de tracer une ellipse. Après

'avoir décrit dés lignes indéfinies Cy, Cx, à angle droit, on
portera, sur une règle M'B, des parties égales aux demi-axes
AM = S, BM = a, puis on présentera cette règle sur l'angle
droit yCx, de manièrè que les points A et B soient sur les
côtés de cet angle. Dans cette, position et toütes celles de même
nature, lè point M sera l'un dé ceux de l'éllipse; on marquera
ces divers points, et l'on tracera,la courbe qui les. joint.

Si le point décrivant est situé en M' sur le prolongement de
AB, la même analyse conduit au même résultat, au signe près
du terme -2abcxy. Ainsi,.en prenant BM'~a, AM'==b,
AB est la différence des. demi-axes au lieu d'en être la somme
et la construction demeure la même,

V. Si, dufoyer F' d'une ellipse(fig. 210), on abaisse une per-.
pendic. sur chaque tangente quelle est la courbe qui passe par
tousles pointslde rencontre de ces tangentes et de leurs per-
pendiculaires ? g?yy'-{-b*xx'=a'b" est l'équ.. de la tangente au
point ( x', y.) ( n° 408 ). La droite, qui passe par le foyer
(–a, o), a pour équ. y = jS [x +_«) pour qu'elle soit perp.
à la, tangente,'il faut C,!»" 370)que (S( satisfasse à l'équation.
k'M^ a*y' 0 les équ. des génératrices sont donc

ayy, -b*xxl]y=d>b\ frdtfy q?y' (i+ à),

Lorsque .le :point de tangence varie ,,ces changent de
position avec x''et y' l'équ; de condition est celle qui exprime
que ce point est sur l'ellipse. Il reste à
éliminer x' et y entre nos trois équ. On tire des Ires Xl et y'
et l'on substitue dans la 3,e on trouve

En développant, on a • •
j4 +y[2x(i+4– b'] ^).==f

or; is «?– a* (n" 386) le second terme rdevient donc



y= [Çx+rt)*. + x' a'J; de sorte qu'en réunissant les termes
affectés de x* a3, on a

Le second facteur est visiblement étranger à là question,

( n° 22') puisqu'il donne le' foyer; l'autre donne le cercle-

circonscrit à l'ellipse; c'est ,1a courbe cherchée.
i°. b n'entrant pas ici, le cercle inscrit daps l'hyperbole ré–

saut la question proposée^pqur cette courbe (n° 397)..
2°. Ce .cercle^est. commun à toutes.les ellipses décrites sur les

grand axe, et même au cercle qui, se reproduit ainsi. lui-même.

t/.3°.' Comme. ,_yll,-f-;X2=jaa est indépendantde a, on trouve le-

même cercle en opérant sur l'uri et l'autre. foyer.

VI. • Pour résoudre le même problème pour .là, parabole-'

(lig. 2o5), on verra aisément qu'il faut éliminer, x' et y' entre:
yy'=p{x + xi), py=–y'(x ip), y!>=2px'.

Ù vient •2pya= (zpy* + 2X1 px) (p ix), ou.en réduisant^,
Le 2e facteur donne le foyer il faut

le supprimer le icr, x = o, donne l'axe desy;.c'est le lieu des
pieds des perpend. (ii, flg. 205:, p. 412)-

Y II. La parabole NAK (Cg. 243) étant donnée, .trouver le
lieu de tous les points M', tels qu'en menant les deux tangentes,

^M et KM, l'angle qu'elle formeront soit toujours égal à un.
angle donné M.-•
».Le*s tang.u:à la parabole aux points (x', y'), {x"> j*")» om-

L'angle que forment entre elles
ces droites (n° 370),

'à pour tatig, les points KetN

de contact, cet angle doit rester le même.; t est constant; mais
V, y, x", y" varient il faut les éliminer, et l'on apour cela,,

outre les trois équations précédentes y'*=.7.px', y"*=='2px"
s et x" tirées de celles-ci, changent les deux premières en

yî» 2yy' _f- 2jD C = O y!" 7.yf + 2pX= O.



Ainsi, des deux racines de la ire de ces équ., l'une est.y', et

l'autre y" donc y'y"= zpx d'où t = -X •? de plus.
y=^ ±l/(_y'r2/ix) donne y"– y' = ? fois le radical; ainsi,
l'équ. cherchée est

y *>x* –yx (a + *a) t- ifp* o
c'est celle d'une hyperbole; et comme t n'entre qu'au carré,
l'une des branches est décrite par le sommet 111' de l'angle ob-
tus K'M'N, et l'autre par celui M- de son supplément -NMK.
On trouvera aisément le centre C et les axes de la éourbe.

Si 'l'amgledonné M était droit, ou t = oo, occ aurait (n° 3g8)
2x -f p = o;en sorte que si de chaque point de la directrice
on inène deux tangentes la parabole, elles font toujours entre
elles un angle droit. •-VIII. Il arrive souvent que l'équ. même de la courbe est don-
née, ou presque exprimée dans sa définition, plutôt que par sa
génération ceci mérite à peine de nous arrêter. En voici un
exemple Quelle est la courbe dont chaque ordonnée est la,

moyennes proportionnelle entre celles' de deux droites 'don-
nées, correspondant à lâ, même abscisse ? Il est clair que
y àx+ b' étant, les équ..des droites données,
celle de la courbe est
y' = (ax+b) {a'x+b') ou y V-aa'x»– x {a'b+qb')=ibV.

iV Si l'une des droites est parallèle aux x, a'==odonne
y* = abx bb', qui appartient à une.parabole qu'on dé-
crira aisément..Quand. a == o, y'= bb' donne deux droites
parallèles, une droites ou rien suivant les grandeurs et les signes
dé ï'et b'. En faisant abstraction 'du signe des ordonnées des
droites, outre notre parabole, on en a encore une deuxième
égale et opposée, et qui a même sommet.

2°. Si a et a' sont' de. signes contraires ,on a une ellipse;
lorsque aa == -r- 1les lignes données sont perpend., et l'on a
'un cercle (on a aussi un point, ou rien).

3°.' Enfin,si a et a' sont de même signe on a une hyper-
bole quand a a l'une des asymptotes est parallèle aux



droites données, d'où l'on peut conclure l'autre (u° 45o et 45-j).

On peut aussi avoir deux droites qui se croisent.

Dans ces deux derniers cas, en faisant abstraction des signes

des ordonnées, on a à la fois l'ellipse et l'hyperbole décrites

sur les mêmès axes, comme fig. 218.

On pourrait varier beaucoup ces problèmes. M'. Puissant en

a mis plusieurs dans son Recueil de diverses propositions de

Géométrie. En voici quelques autres

IX. Deux,angles de 45°, BAC,BDC (fig. 244) étant donnés

de position, les faire tourner autour de leurs sommets fixes A

et P, de sorte que deux côtés AB,BD se coupent toujours sur

BE parallèle a AD. Quelle est la courbe décrite par le point C

d'intersection des deux.autres côtés AC, DC?
On peut- prendre les angles mobiles quelconques, ainsi, que

la droite BE.
X. Soit un point M (fig. aG5) tel, que ses distances AM,

BM; à. deux .points fixés A ,et B, soient_ entre elles dans un

rapport donné; quelle est la courbe dont tous les points jouis-

sent de.cette .propriété?
En quel 'lieude cette courbe AM sera-t-elle tangente ? Com-

mr.nt;çléternnne.r le point M, tel que les distances MA, MB,

MD à trois 'points fixes A ,B et D aient entre elles des rapports

XI. Un cercle et une droite étant donnés, trouver le lieu

de tous les centres des cerclës.tajngensà l',un et à l'autre.

Le même problème pour deux cercles donnés.

(XlI. Les côtés d'un angle droit glissent sur une>ellipse ou
'une hyperbole, à laquelle ils demeurent sans cesse tangensj
Quelle est la courbe décrite par le'sommet (fig. 24^) ?

On peut prendre aussi l'angle quelconque comme au pro-
blème vu. ' '"

XIII. Deux droites AF, CD (fig. 192) tournent autour des

extrémités et C de la base d'un triangle donné ABC; trouver
le lieu BE de tons leürs points G 'd'intersection en suppo-

saut que Z> et Fsont/daris:lëurmouvement, à la même distance

de la base. (Yoy. n° 3?6, VIII.)



Problèmes qaci passent le second degré.

463. Nous. avons construit, page, 339A les racines des éq,u..
du 2e degré. L'exemple suivant montre ce qu'il fapt faire lors-
qu'on est conduit par la résolution d'un problème déterminés

une équ. ou l'inconnue est élevée au-delà du, 2° degré..Soit
x+ pqx* +p*rx +p*:tnl o.

Si l'on fait x*'=py,
on à y' q$+ rx+ m' = o.; Ja propo-

sée provenant de l'élimination de y entre celles-ci si l'on»
.construit les sections coniques,qui s'y rapportent les abscisses.
des points d'intersection seront les racines cherchées': 'ce sont
ici deux paraboles. La proposée aura. ses quatre racines réelles,,
quand les deux courbes se couperont en quatre points; il n'y.
aura que deux points d'intersection s'il n'y a que deux racines-
réelles elles seront' tô'ufes quatre imaginaires, s'il n'y à aucun,point commun entre les courbes. Au cas qu'il y eût quelques,
racines égales, les'déuxcourbes se toucheraient, etc.

Mais comme l'une des deux courbes est arbitraire, it convient.
toujours de préférer le cercle comme plus aisé à décrire. Après,
avoir tracé les deux axes rectangulaires ( fig. ondécrira l'hyperbole xy=pm entre ses asymptotes. éliminant
pm, la proposée devient l'équ. d'un.cercle facile à décrire'/

Prenez AC= £L du centré C, avec lé rayon t /(pà +tf\
tracez un, cercle l'hyperbole. sera coupée en des points M,- M',
N, N', dont les abscisses AQ, seront les .4 ra-cines x cherchées; deux sont positives dans la les deux
autres négatives. J\ pourrait n'y avoir aucun point d'inter-
section, pu seulement deux.

'De même ,ppur prendraf –Py d'où y"~py +• qx -j-pr = o;ajoutant x'–py = o



éyu. d'un cercle et d'une parabole faciles à décrire.
Pour x3 ± a'x a2q = o multipliez par x; faites^2 = ay yd'où y" ± ay.~ qx = o ajoutez la précédente, il vient

j»*-f X* = qx, OU • • y + X" == 2ay 4-' qx,

suivant què la proposée contient + a' ou a\ On construit Te-
cercle que cette équ. représente; les abscisses des points com-
muns avec la parabole, x'- ay, sont les racines cherchées
•T == répond, à la racine introduite.

Pour x3 îa°xï= ia\ le même calcul donne

Soit décrite la parabole M^ (fig..a47) dont je. paramètre est a,
et le cercle

CAM

dont le:centre est C (a, 2a) et lé ,rayonA, ?~ aY5'- le point M d'intersection a.pour abscisse a -=AP\
c'est la seule racine réelle. <

On peut, par cette construction,obtenir la valeur de Va.
Etant données deux droites a et b, trouver entre elles deux

moyennes proportionnelles x et y^~ a
x y b. Puisque^J&y'^ba;, en construisant deux paraboles, dont a et b

soient les paramètres, qui aient l'origine pour sommetcommun,
et dont les 'axes respectifs soient ceux"c(es y et! dés x; on aura,'pour l'abscisse x et l'ordonnée y -'Se leur point commun les
lignés demandées. >''•>

Mais le's constructions 'sont plus simples en "employant "lecercle au ïièû de l'une des deux paraboles. Ajoutons nos équ., il
vient l'on retombe sur la fig: iLn

Lorsque b ià, on a x3ce qui'résdut le célèbre
problème de la duplication du cube. Si l'on fait b = -a h

comme on a x3 = –a\ on peut aussi former un cube x3 qui
soit à un cube donné a3 m- n. >-En, constructions peuvent être variées ne bien

-des manières; car, puisqu'elles dépendent de deux courbes dont



on a les équ. ,.en multipliant ces équ. par des indéterminées et
les ajoutant, on obtient düiérentes courbes propres .à la résolu-
tion du problème.

464- Au-reste>, il peutarriverqu'unequestion proposée comme-
déterminée ne le soit pas (voy. n° 376, Il), ou même qu'on
puisse en faciliter la solution, lorsqu'elle est déterminée en la
'faisant déprendre d'une autre question qui ne. le soit pas. L'ana-
lyse indique d'elle-même ces modifications;.c'est ce qui va être
éclairci par les questions suivantes.

I. Étant donnés deux points A et B (fig. 248), trouver un.
3e point NI tel, qu'en menant AM et MB, l'angle MAB soit
la moitié de MBA. Faisons AB = m; les équ. de AM, MB
sont^/ = ax, y = a (vx m)-, l'origine étafit en A or,"
«et a sont des tang. d'angles doubles l'un- de l'autre; donc

a = -2> (JL 35g). Eliiïànonsfliet «' entre ces trois équ.
et faisons abstraction de y =7 o qui n'apprend rien; il vient,

f y3 3xa-j- zmx = o,

On voit, que ]a question est indéterminée et qu'on y satisfait;

en prenant pour M chaque point del'liyperbole que nous allons

construire. Faisons AB; C sera le centré.,
"A. et D les sommets; les asymptotes ÇG CH, font avec Ah luri,.
angle égal aux deux tiers d'un droit, y en étant.la tangente
(n° 352).; cette courbe MD sera celle dont il s'agit,

Si l'on veut partagerun arc de cercle AEB,oxxun angle AKB:,

en trois parties égales,, on prendra le tiers AC de sa corde AB

construisant l'hyperbole ci-dessus, l'intersection avec l'arc don-

nera (n° 208) le tiers EB de l'arc, ou le tiers EKB de l'angle.
Pour résoudre le problème de la trisection de l'angle nous

l'aYons d'abord présenté sous une forme'indéterminée, et même
plus générale, puisque,nous aurions pu.de même trouver le
point d'un arc d'ellipse AEB ou dé toute autre courbe qui
remplit une condition analogue.
II..Mener une droite DD',y==ax- è(Bg. 249), de manière

que la' somme ,des perpend. MD, M'D', abaissées de deux..



points donnés Met M', soit égale à une longueur connue=??j.
Il s'agit de déterminer a et b par la condition MD -f- M'D'=m.

La distance du point M (or', y') à cette ligne (n° 3^4) est

V \} "H a ) en raisonnant de même pour M', {x", y"), on a-

\ax' y +b) + {ax"–y" -f b)z=m V/( i -f a') i.(i).
Cette équ. ne pouvant faire connaître que a ou b, le problème
est indéterminé si l'on met y ax pour b dans (i), on a

y–\(y'
c'est l'équ. de la droite cherchée. Transportons l'origine au mi-
lieu de MIVI' en C [i (x' + x"),, i (/ + J ")] on a(a).;

La direction de la droite est restée arbitraire; seulement on
voit que lorsqu'on a choisi a à volonté l'ordonnée à l'origine
ést m \/(i + a' ); ainsi (n° 3^4) la distance FC = { m ce
qui fournit cette construction. Du centre C des moyennes dis-
tances aux axes, on décrira un cercle avec-le rayon 'zm toute
tangente à ce cercle satisfera seule à la. condition exigée. C'est

ce que rend évidente la propriété connue du trapèze MDD' M'
(n°2i6,4°.).

Si l'on eût donné trois points il aurait suffi d'ajouter
ax" y" -+- b au i" membre de ( i) en général, pour n points,

-il faudrait remplacer m dans (2) par Donc la somme. des

perpendiculaires menées de n points sur la droite DE/ est- m,
quand DD' est tangent au cercle FC décrit du centre- des

moyennes distances avec un rayon' FC= la ne partie de m.
III. Étant données deux droites AP AD. (figi 2.56), cher-

chons un point M, tel que les perpend. MP, MD soient entre
elles dans un rapport donné ==n ni. Prenons AP pour axe
dés x A pour origine AP '== x', PM = y enfin y = ax
pour l'équ.de ÀD.La pcrp.(n° 374) MD=-^f^- = par

condition d'où



Donc, tous les points d'une droite AM passant en A satisfont
à la question. Prenons des parties AC = m, AB = n sur lès
perpend. aux droités données, et menons des parallèles BM,
CM, à ces droites; 'Misera l'un des points de la ligne cherchée,
puisqu'il satisfait à Ja;condition cette ligne est donc AM.

Si l'on voulait obtenir sur une courbeMN les points M et 1V,
qui jouissent tic la propriété assignée, ,il faudrait construire h
droite AM, et prendre ses points d'intersection M et 1V avec la
courbe.

Le point M pourrait être situé au-dessous de AD alors
l/(i -J-a") ayant un.signe contraire, il faudra prendre ACz=.tn
en sens opposé de AC et la section de BM avec ,Cx.

IV. D'un point K (lig. 25i) menons deux tang. KM, KN à
l'ellipse donnée fiMN et la corde MN qui joint les points de
contact. Si l'on fait parcourir au ,point K une droite quel-
conque 4B aonnée les -points M, 1Y varieront ainsi que MN)
on demande la, courbe qui est le,lieu des .intersectionssuccessives
de ces cordes -MN.. •

Menons, par le centre C, CD parallèle à AB, et Cll diamètre
conjugué de Cy; prenons ces,lignes pour axes. En partant de
l'équ. de la tangua l'ellipse, et exprimant qu'elle passe par un
point donné K (a, 8), on a prouvé (413) qu'il y a deux tang.
et que la corde MN qui joint'les points de contact, a pour
équ. a?fiy^ax = a'b, Si l'on place le point K eu B l'équ.
de la nouvelle corde mn sera la- même en changeant/3 en /8'. Le
point de section de ces cordes. se trouve en( éliminant x et y
entre leurs équations. En les retranchant, il vient <z*y (/3– /s')=o,
011^ = 0. Il,est donc prouvé que le point de .section est sur
l'axe des x,.et cela, .quels que d'où. résulte que toutes
ces cordesse coupent enain-.scuLpoinl.La même propriétéa lieu

pour l'hyperbole etja parabole, (;oy. n°* 4O7 » 41').



De quelques autres Courbes.

465. Lorsqu'on donne divers points F, G, M, Z. (fig. i83),
il y a une infinité de .courbes qui les unissent; cependant, parmi
celles qu'on peut choisir il en est une .qu'on, pr.éfère, comme
étant plus simple que les autres; c'est celte dont l'équation'est
y==A'+ fix,+ Gxarr-ejç. et qu'on nomme Pafaboley ,par
analogie, .avec la courbe, que nous connaissons sous ce nom.
Après avoir trace' deux .axes Ax. Ay et marqué les coordon-
nées .<f.Z?, DF, AC CG. des .pointsconnus, on comprejidra
dans l'.équ. autant de termes qu'il y a de ces points, et ij;s'à§ira
d'en déterminer les B.
nées, savoir, que i°. x==AD =a donnej/ = Z?F==.a; d'où
« .= A + fia. Ce? -f- 2?. de même x donne &.==!>

et ainsi dçs';autres points, ;I,I
faudra ensuite éliminer les inconnues Il, fi C. afin.d'.en
obtenir les valeurs. .•

Ce calcul peut être présenté d'une manière simple,et gêné.
rale car puisque x == « doit donnery a la valeur ;d.e y
est de la forme àey==Aa -K A et K étant composés de'ma-
nière que x = d rende A = i et K = o ainsi (n° £o.o),
K = (x «) K' De.plus quand, x ==fi ion a y= b jdonc
on a en généraly = Bb -f- L, h. étant =? (x /3) de sorte
que, pour aHicr ces deux\conditions,

A'. et fi' étant = i lorsqu'on fait respectivement x .= «, ou = /S.
En continuant lë'même raisonnement,on verra

que

équ.' où's1.



en prenant pour chaque coefficient une fraction ayant autant
de facteurs moins i qu'il y a de points données.

On obtient ainsi l'équ. approchée d'une courbe donnée, mais
tracée'au hasard; il sufüt d'y distinguer un nombre suffisant dé
points, pris surtout aux lieux où la courbe offre des sinuosités
marquées, et d'en mesurer les coordonnées et., a, jS b

On pourraaussi trouver, entre des points isolés F, G, M, Z.
d'autres points assujettis à la même loi; et de même, entre plu-
sieurs quantités liées par de certains rapports; obtenir une-loi
qui puisse servir à faire connaître, par approximation, quelque
Circonstance intermédiaire. C'est en cela que consiste la mé-
thode de l' Interpolation dont l'application est si fréquente aux
phénomènes naturels. (Yoy. h°-s 5g^ et 907.)

Les mêirfes raisonnéniens servent -à faire passer une courbe
de nature connue par- une série' de points donnés l'équ. de

cette courbe doit alors renfermer- autant de constantes arbi-
traires qu'il y a de ces points, sans quoi le problème serait
absurde ou indéterminé. Ainsi l'équ. la plus générale du cercle
étant (y ky -f- (x /»)*= r1, on ne peut exiger que celte
courbe passe par plus de trois points connues a), (a, b), (y, c);

et l'on aurait, pour déterminer les constantes k, h et r, les

conditions • •

•(6^i)-+(jS_/i)î=T%

Si le rayon r était connu, ou n6 pourrait plus se donner que
deux points, et ainsi de suite.

:En général, on peut faire passer une, section conique par
cinq points, puisqu'il a cinq arbitraires dans l'équ. générale

du 2e degré, dégagée du coefficient du ieri terme.

466. Quelle est la courbe DM, QÉ (fig. 252) engendrée par
l'intersection continuelle de la ligne B.M'qui tourne autour de

B, et d'un cercle MEQ, dont le' centré glisse le longde ^C,de
manière que ce centre soit toujours sur BM ? Prenons Ax et
BDpour axés. Soient jlC~&,AB = b, CM = AD = a les



équ. du cercle, et de la droite DM qui passe. en B(o,~ b) etC(«;o), sont .•• '••*•' X* <*)* + ?*= a* «y = £(* «);
éliminant et, il /vient w

Telle est l'équi de'la courbe/proposée, que Nicomède anommée Conchoïde. Il suit de sa génération qu'elle est formée
dé deux branches, l'une au dessus, l'autre 'en déssous de Ax,
étendues l'infini, et dorït^* est l'asymptote; que la plus
grandé largeur est en DD', lorsque la droite mobile BM est
perpend. à Ax. Si AB est < a, alors^lyyen D' un nœud, qui
s'évanouit et ne laisse qu'un point de rebrou&sement lorsque
AB~a. (Yoy. fg. 253.)

467. Le cercle AFB (fig. 254) et sa tang BD sont fixes; la
droite AD tourne en A, etAM est toujours pris = FD: quelle
est la courbe des points M? Elle résulte de la section conti-
nuelle de AD, par un 2e cercle, dont le centre est en A, et
dont le rayon R variable est sans cesse = FD. Les équ; de
nos deux cercles, l'origine étant en A, sont *»+y=i:/J%y– 2ax x'; celle de AD est y =. Ax; et R varient, et
l'on a AM=FD, ou AP=EB. Or, on trouve (n°3 352 354)

donc Ry(i+A*)=2aA*; c'est l'équ. de condition.
Éliminant R et A, à l'aide de a.a + y. = R* y Ax on al'équ. cherchée

Il résulte de cette équ. que, ne peut être > 2a, ni néga-
tif ainsi la courbe est renfermée entre Ày et BD; 2°. elle est
symétrique de part et d'autrede AB 3°. elle passe par l'originel
(où elle a un rebroussement); 4°. x=a donne y=±a les
poinb H.et H', où la courbe coupe la circonf. directrice, par-tagent celle-ci cri ses quatre quadrans; 50. x = za donnc>=oo
BD est asymptote.Cette courbe est nommée Cissoïde de Diodes.



468. La combe O/?iW(fig. 255), dont les abscisses AE, AP.l
sont les logaritbtn.esdes ordonnéescorrespondantesEF,;MP.
est nommée Logarithmique son équ. est x=log y, ou y=ax
a étant la base (n° i45)- Il est facile de voir que, i°. Ia courbe
n'a qu'une seule branche, qui,estinfinie à droite et à gauche;

s0, l'ordonnéeAB à l'origine est = i 3°. soit AU == 1 = AB

on a EF=à=. la Base; 4°-' si a est>» i la partie BM de la
courbe qui est dans la région des positifs, s'écarte sans cesse
de Ax (le contraire a lieu lorsque «<!); l'autre partie FO
s'approche de AQ; QAx est l'asymptote. 5°'. Si l'on prend des
abscissessuccessives en progression par différence, les ordonnées
correspondantes formeront une progression par quotient.

Les différentes espèces de logarithmiques sont distinguées

entre elles par la base a.

469: rormous la courbe des sinus (fig. 256) l'équation est

j= sin x. Chaque abscisse x est le développement d'un arc de
cercle dont l'ordonnée y est le sinus, le rayon étant r. Si l'arc

,est o, 7rr,27rr. le sinus est nul à partir de l'origine A et de

part et d'autre, on prend AB = BC '== AB' = .z^r, les,

points A, B, B' C, C' sont ceux où la courbe coupe l'axe des x.
L'arc croissant depuis zéro jusqu'à { irr=AE, le sinus croit
aussi jusqu'à EF– r; mais x continuantde croître, y diminue;
la portion AFB de courbe est symétrique par rapport à FE.
Lorsque x passe AB = nr, le sinus devient négatif; et comme
il reprend les inêmcs valeurs, on a une autre partie de courbe
BDC égale à la première. Le cours se continue ainsi à l'infini.
Ces courbes ne diffèrent entre elles que parle rayon r.

470. Un point M (fig. 251;) se meut le long de CM, en même

temps que CM tourne en C; quand ce rayon mobile était couché

sur CA, M était en A; et'l'on exige que ACso'd toujours à AP

comme le quadrans ac est à l'arc décrit ab. On demande quelle

est la courbeAMDB décrite par fl? Elle est produite par l'in-
tersection continuelle du rayon CM et de PM p'erpend. à CA.
C étant l'origine, soient 4C= a, ab = 6, CP = a, les équ. de

CM et PM sont j=.*tangâ, Mais la condition im-



AC ae 'a 1

Il est aisé de voir, i°. que la courbe est symétrique de part
et d'autre de Cy; 2°. que ± x > « rend jr négatif 3°. que
±ix = 7.a donne les asymptotes ÇA', Q'N' x = -donne
jf=oX.oo; expression singulière de l'ordonnée CD, et dont

nous rechercherons plus tard la valeur (n° 716). Dinostrate^,
i nventeur de cette courbe, lui a donné le nom de Quadralrice,à
cause de l'utilité qu'il lui supposait pour la quadrature du cercle.

471. Si un'cercle CM (fig. 258) roule sur une droite AH,
le point M, qui originairement était en contact en A aura
décrit l'arc AM et le nouveau point de tangence avec AB

sera en D, de sorte que AD sera le développement de l'arc de
cercle MD..En continuant le mouvementdu cercle, le point M
tracera la courbe AMFB, qu'on nomme Cycloïde.. Roulette ou
Trochoïde.

Après une révolution complète, le point M se retrouvera
au contact en B, qui sera un point, de la courbe AB étant la
circonférence du cercle générateur en E, milieu de AB le
diamètre FE=2r de ce cercle, est la plus grande ordonnée
la courbe est symétrique de part et d'autre de l'axe FE. La
cycloïde continue son cours à l'iufini, en formant en A,,B.
des rebroussemens.

Prenons l'origine en A-, AP = x PM==y comme.
AP = AD–PD,on a x==MD– z, en faisant PD=z; z est
l'ordonnée QM du cercle CM, l'abscisse y étant DQ d'où
z.a=2ry y*. Or, MD est un arc qui, dans le cercle dont le

rayon est r, a z pour sinus; ce qu'on exprime ainsi:

MD=arc (sin=z);
donc on a x= arc (sin = z) 2.

ou s = sin (.r-j~a); z* = 2ry y*.
l'origine est en FS x, SM= y, FIf = u, on a



FS=AE AP = AE (AD–PD)
= demïc\rc.FKi:–areMD+MQ=:FK + KN,

ou = arc (sin = z) + z> s = sin(* z) ou *=w-J-sin Ui

Les travaux de Fermât Descartes Roberval, Pascal
Huyghens. ont rendu cette'courbe célèbre; elle jouit de
propriétés géométriques et mécaniques très singulières, mais
ce n'est pas ici le lieu de nous en occuper.

'Si l'on eût cherché la courbe décrite par un point du plan
circulaire différent de ceux de la circonférence, on aurait en
une autre espèce de cycloïde. On aurait aussi pu donner au
cercle mobile un mouvement de translation dans l'un'ou l'autre
'sens, outre celui dont nous venons de parler, ce qui aurait
allongé ou accourci la cycloïde. Enfin on aurait pu faire rouler
la circonférence sur une autre courbe on aurait eu ce qu'on
nomme les Épicycloïdes. Mais nous ne pouvons'qu'indiquer cesobjets..

472. On nomme Spirale une courbz qui est coupée en une
infinité de points par-toute ligne passant par un point fixe ou
pâle*. Les spirales, forment un genre dé courbes dont la gêné-'
ration nécessite, pour ainsi dire, les coordonnées polaires. Telle

.est celle de Conon^ qui porté-le nom de Spirale cPArchimèdej
parce que ce célèbre géomètre eu a le premier reconnu les pro-
priétés. La droite AI (Cg. 25g) tourne autour de A pendant
qu'un point mobile M glisse le long de AI. Cherchons, l'équ.
de la courbe AMNC, qu'il trace, en supposantque AI est placé
en AC quand' le mobile est en A; qu'après une révolution,
lorsque AI se retrouve ea.AC, le mobile M est en C; qu'enfin
les espaces AM=r qu'il parcourt sont proportionnels aux
angles IACz= que.décritAI. -

La valeur angulaire 27r devant répondre à AC=a on a-

est l'équ.1 cherchée. La courbe passe en A en C. lés révo-
lutions successives de AI donnent G = 2sr, ==-/[x, = d'où



r=a, = 2a. de sorte que, chaque fois, le rayon
vecteur

augmente de a. Comme, pour un nombre quelconque de
révolutions, l'équ.

k étant un entierquelconque, tous les rayons vecteurs s'ac-
croissent aussi de la.

Soient menées les perpend. AC, CD (fig. 260), et
décrits du centre C des arcs, tels que PM, égaux en longueur
à une ligne donnée CD=a; les extrémités M de ces arcs déter-
minent une,'courbe NM, dont on trouve aisément l'équ. j car

0113-^= r–j-\ or PM= à donc rS = a. L'analogie de

cette équ. avec xy=m' a fait donner à cette courbe le nom
de Spirale hyperbolique on voit d'ailleurs que DE, parallèle

à AC, est asymptote..Puisque r–r r n'est nul que quand

6= oo et comme 6 =2ît, = 4^ donnent des valeurs
de r de plus èn 'plus petites, la courbe fait autour du pôle

des circonvolutions, et n7y parvient qu'après une infinité de

tours.

474. On a donné de même le nom de Spirale logarithmique,

à la courbe dont l'équ. est 6=logr, ou r=ae 6 croissant,

r croît aussi, et le cours de la spirale s'étend à l'infini; mais
étant négatif et croissant, r décroît, de sorte que ce n'est qu'a-
près un nombre infini de tours que la courbe atteint le pôle.
Elle participe, comme on voit, des deux précédentes.

La Spirale parabolique a pour équ. r = adz 4/ (p9), de
sorte que r a est moyenne proportionnelle entre p et 6:

on réconnaîtra aisément la forme de cette courbe.

FIN DU PREMIER VOLUME.



TABLE de Cordes pour le rayon 1000 ( page 377).

D 0' 20' 40' D 0' 20' 40' D .0' au' '40'

o° o G 12 m 420 7y 7Qa 7Î8 a. 84° i338 1343 1347 a,
1 i& 23 3;;q 43 733 73S 744 g 85 i35i i356 i36, 5
2 749755 >6° R6 l36ii 1368 l323-
3 52 58 64 œ 45 965 771 776 ? 87 1377 i38i i385

«4 70 76 81 « 46 782 787 792 o 8& l389 1394 i3o8 ô

Ci ic»5 m nti 48 814 Hit) 824
7 122 128 i34 49 829 835 84o o 91 1426 i<j3i 1435 o"
8 140 145 i5i 50 845 85 856 1 92 i43o 1443 1447
9 i57 163 169 5i 861 866 872 c g3 1451 i{55 i45o

10 174 180 186 52 877 882 887 g.f 1463 1467 i47'i
n_ J92 jçfi _ao3 _53_ _8p2 ^98 _9o3 g5 1475 1479 1482

12 209 3i5 23i 54 gp8 913 918 qG i486
13 226 232 238 55 924 ose) 934 97 140S iSoa i5o6
14 244 350 355 c-. 56 y39 944 9iou398 ,5Ô9 i5i3 i5i2
ib 2bi 367 273 0- 57 954 959 965 o 99 i5ii i525 153S
10 278 284 290 58 97° 975 980 100 1532 i536 1540
17 296 3oi 307 59 g85 990 gq5 101 1543 1547 i55i »
it* 3i3 3m 324 60 1000 ioo5 1010

102 1554 i558 i56a ô
19 330 336 3A3 Si iôi5 1020 1025 iô3 i565 i56g 1573
20 347 353 359 62 io3o io35 1040 104 1576 i58o 1583
21 365 370 376 63 1045 io5o io55 io5 1587 i5qo t5oi E~
aa 382 387 3g3 64 1060 io65 1070 106 1597 1601 1604 o"
23 399 404 4'° 65 1075 1080 1084 "I" 107 1608 1611 t6)5
24 416 422 42*7 lifi" Tâik, ïôg4 T099 o" TôS~ 1618 ~HÎ27 1625
25 433 43p 444^ 67 uo4 nog m/, 109 1638 i632 i635
2() 45o 456 461 « 68 1118 Il:13 1128 110 1638 1642 1645^
27 467 473 47S o 69 ii33u38ii4a m 1648 iC52 i655
28 4S4 490 495 70 1147 u52 1157 112 i658 iG6i i665 o
ag_ 5ot 506 _5i2 _7L 1!ËI 12^? 121! m tt3 1668 l67' l6:4
3o 518 523 529 72 1176 1 180 u35 114 ""Ï677 ~Ï684
31 535 540 546 73 1190119} 1199 ° n5 )687
32 551 557 5(J3 74 i3O/| I2o8 iii'S 116 169G 1699 1703 1
33 568 5rf 57900 75 121812221227 117 1705 1708 1711A| 585 590 596 76 ia3i ia36 1241 Il!) 1714 1717 17203a 601 607 6i3 ° 77 '245 i25n 1254 ni) 1733 172G 172g
3(i 618 634 "629
57 635 640646 7Q 1272 1277 1281 131 .1741 1744 1746 "2"
JH 65i 65t 663 80 1286 1390 1295 122 1749 1752 1735 o"ai) 66S 673 679 81 1299 i3o3 i3o8 [23- 1758 1760 17634" 684 690 6g5 82 i3i2 1317 i3ài 124 1766 1760h 700 706 711 83 i325 i33o i334 125 1774 1777 1780 ô

DifF. 1 pour 2'. DiiF. 1 pour 3'. Diff. l'pour 3'.
2 pour 6'. 2 pour fi'. a pour 10'.
3 pour 10'. 3 pour 9'. 3 pour 15'.
4 pour 14'. 4 l10111' •'•'
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(Kbakcœcr, Cours dé Mathém. 3e ctlition )

Errata du tome premier.

Page 7, ligne t t, lisez pour traduire un nombrc donne dans le système
décimal en un autre système de numération etc.

Page 13, ligne tg, soustranction, lisez soustraction
Page 36, ligne 3 en remontant, mettez 3 au premier quotient.
Page 3g, ligne i3, l, 2 et' 10, lisez 1, a, 5 et 10

'Pape 55, lig. 4 et 5, mettez 20 à la place de 3, et réciproquement
Page. 57, ligue 15, -f- 030, lisez = 0,30
Page i3S, ligne 3 en remontant, lisez kxm~' -f- (Aa+p) a™"» -f-

(ka'+pa + q) xm~t-
Page 157, ligne tlt, le tiers est, lisez le. tiers et le cinquième

Page 192, ligne. 7, remplacez les deux derniers chiffres 89 de I/2 par ;3i
Page 202, ligne 7, dont est d, lisez dont d est

Page 210, ligne 1, va1, lisez va!
Page 2i3, ligne 20, (i+r)r au numérateur, lisez (i+r)'
Page 279, ligne to, de rayon, lisex de diamètre, ou une lieue de rayon
Page 33o, ligne 3, o,o65438, Lisez o,oG544a

lbid,- ligne 7, 3, 1392 et 3,i4io, lisez 3,i4n et 3, i43

Page 355, ligne 5, aux quadrans lisez an quadrans
Page 36t, ligne i3, cos ce, cos C, lisez cos a x cos C

Page 3;6, ligne avant-dernière, et les bases, lisez des bases

Page 377, ligne 23, ajoutez voye, la Table qui est la ûn du volume
Page 38o, ligne t; liséz n sin x+cosx=b
Page 392, ligne 25, (R'-x')', lisez (R– x)f
Page 415, ligne 5, /=., lisez y
Page 435, ligne i5t a'*b'' est facteur de tout le second membre de l'équa.

tion; il faut effacer la virgulequi termine la ligne
Page 443, ligne 4 en remontant, équ. (b), lisez équ. (6)
Page 447> ligne '5, v'S, lisez y/a
Page 454, ligne 6, dans la valeur de r', 2 Q multiplie le numéralenr ,le la

fraction

Page. 456, ligne tg, -f-3 x. lisez,
+jx

Page 471, ligne le, =(»^i+aar«), /«es = (ajr' + az»– px)

Page 484, ''gué 3 en remontant, lisez st|j=-
r

Errata dujonie second.

Page 33, hgne 2, lisez

Page 42, ligne ayant-dernière, lisez k (i+y)m pour premier terme de
l'equ. (2)



Page 58, ligne dernière,lisez ap'+q=q'
Page 60, ligne 8, -t- 17 et 37, lises + 17 et 3g
Page 7o, ligne 3,- y 1, lisez y=.t
Page 74» ligne '6, [3] + x-3, lisez [3] =*
Page 76, ligne 18, augmentéde, lisez diminué de

Page 104, ligne 19, + 015, lisez -t-
y/5

Page lia, ligne a3, +0,727236, lisez. +0,727136,

Jbid. ligne 26, I (3*31) lisez, (,-3± •3i')
Page 117, ligne dernière, mx', lisez
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