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Calcul Intégral

Objectifs :

1) Calculer I’aire d’une région a partir de limite

2) Définir I’intégrale de Riemann.

3) Calcul des sommes de Riemann

4) Connaitre et utiliser quelques méthodes (techniques) d’intégrations
5) Etudier les intégrales impropres

6) Déterminer la convergence de certaines séries.

Plan :

I : Intégrale de (ou au sens) de Riemann

IT : Fonction définie par une Intégrale

IIT : Calcul des intégrales.

IV : Calcul de primitives : Techniques de Base
V : Intégrales Impropres

I - Intégrale de Riemann
1) Calcul d’aires a I’aide de limite
Dans toute la suite, on considere I'intervalle fermé borné [a,b] avec a et bréels et a < b.
Définition 1:
On appelle subdivision ou partition de [a,b] , une suite strictement croissante de nombres
réels xg,Xx1,...,xptel que xo = a < x; <...< Xp-1 < X, = b.
On note P = (xi)i:o,n ouP = {xo =a,Xi,...,Xn-1,X, = b}.
Chaque sous-intervalle de [a,b] , [xi,xi+1] i = 0,(n — 1), est de longueur Ax; = x;s1 — x;.
Une partition est dite réguliere lorsque Axg = Ax; =...= Ax,. On dit aussi que la partition est
a pas constant.
Exemple 1:
Soit fune fonction continue, décroissante, positive sur I’intervalle fermé borné [0, 1] et soit
Cy sa courbe représentative.
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Figure 1
Soit n un entier supérieur a 1 (n > 1), (n = 4 sur la figure).
L’intervalle [0, 1] étant partagé en n intervalles de longueur égale.
On désigne par S, 1’aire des rectangles circonscrits, s, I’aire des rectangles inscrits et I 1’aire
limitée par la courbe Cr (f(x) = exp(—x) sur la figure), I’axe ox et les droites x = O etx = 1.
Tous les rectangles de la figure ont pour longueur - et pour hauteur:
1) Pour les rectangles inscrits:



i) Pour les rectangles circonscrits :

JGE)s (), o fLEE), D)

D’ou les expressions de S, et s, :

n—1

Su = 000 + o fG0) + -+ e fC) = 5 D)
k=0

$1= fG0) + e fE) + o+ f () = 9 DS
k=1

Desquelles, on déduit que

Su—su = ~[f(1) —fO)].

Par construction, on a:

0<I-5,58,—5,
sy <I< 8§, =
0<8,—5,. <Su—sn

- 0<I-s,<L[(1)-A0)] - On — +oo
0<S8,—s5, < +[A1)-A0)] — On — +o

Ce qui nous améne a la conclusion
lims, = lim S, = 1.
n—>+00 n—>+00

Exemple 2:
Soient f une fonction bornée sur I’intervalle fermé borné [a,b] et Cy sa courbe représentative.
Considérons I’aire limitée par Cy, I’axe ox et les droites x = a et x = b.
Pour calculer approximativement cette aire, on partage 1’intervalle [a, b] en n parties égales
(n>1)etona:

b—a b—a b— _ b—a _
7 TR T Xn = at+nT =b

On désigne par S, 1’aire des rectangles circonscrits, s, I’aire des rectangles inscrits et I 1’aire
limitée par la courbe Cy, ’axe ox et les droites x = aetx = b.
Tous les rectangles de la figure ont pour longueur 2<% et pour hauteur:
1) Pour les rectangles inscrits:
My, My, ---, M, ou My = sup{f(x)/xx < x < Xjs1 )
ii) Pour les rectangles circonscrits:

Xo=4a, X1 =a+ , Xo=a+2 o xp=a+k

mi, ma, -+, my ol my = inf{f(x)/xr < x < xpe1}
D’ou
n
Sp = b;a[m1+m2+---+mn] = b;a ka
k=1
et
n
Su=LoaM + My 4+ M, = 222N M,
k=1
On a:

Sp I <8,

2) Intégrale de Riemann
Définition 2:
On dit qu’une fonction f est intégrable sur I’intervalle fermé borné [a, b] si

lim s, = lim S,
n—>+0 n—>+0



Cette limite est notée: [ = IZ f(x) dx

a et b sont appelées les bornes de I’intégrale définie.
I ne dépend que de f et de I’intervalle fermé borné [a, b].



Définition 3:

On appelle aire algébrique limitée par la courbe Cy, I’axe ox et les doites x = aetx = b
I’intégrale définie (ou intégrale) de f sur I’intervalle fermé borné [a, b].
Remarque 1: Cette intégrale peut €tre positive (> 0), négative (< 0) ou nulle (= 0).
Définition 4:

Soit P une partition quelconque de I’intervalle fermé borné [a, b] :

P={x0o=a<x1 < <Xxp1 <X, =D>b}
et
c1 € [xo0,x1], €2 € [x1,x2], Cn € [Xn-1,Xn]
Si I’on considére la somme

Ty = (1 = xo)f(e1) + (02 = x2)f(e2) + o+ + (= xue 1 )fen) = D00k = xee1)fck)
k=1

On dit que fest intégrable au sens de Riemann, si lim X, existe et est finie.

n—>-+oo

Cette limite est notée jz f(x) dx, elle est indépendante du choix de la subdivision (partition)

P et est appelée intégrale de Riemann de f dans I’intervalle fermé borné [a, b].

>, est appelé somme de Riemann de f sur I’intervalle fermé borné [a, b].

D’ou I'intégrale de fest la limite des sommes de Riemann.
Remarques fondamentales :

i) les points ¢; € [xi_1,x;] et ne sont pas donnés explicitement.

i) Dans la section précédente, s, et S, sont également des sommes de Riemann. Dans le cas
Sn, par exemple, chaque ¢; etait choisi tel que f(c;) donnait le maximum de la fonction dans le
sous intervalle [x;,x;1]. De plus, les Ax; étaient égaux
Exemple 3:

Soit fla fonction constante sur I’intervalle fermé borné [a, b] :c’est a dire

f(x) = C pour tout x € [a,b].

On considere une partition réguliére de [a,b] (on a n parties égales de longueur =)
Xo=4a, X1 =a+ b;a’ X2 :a+2b;a,---, Xk =a+kb; Lttty Xn =a+nb;a =b
Ona
sn=8n= L2583 fx) = LsaN c= bodpc= (h-a)c
k=1 k=1
Donc

jdexz(b—a)c

Définition 5:

i) Une fonction f : [a,b] — IR est dite une fonction en escalier s’il existe une subdivision
P = {x0 = a,x1,...,x, = b} de [a,b] telle que f soit constante sur chaque intervalle |x;,x;1[.

ii) Une fonction f : [a,b] — IR est dite une fonction continue par morceaux s’il existe une
subdivision P = {xo = a,x1,...,x, = b} de [a,b] telle que f soit continue sur chaque intervalle
]xi,xir1 [ et admette une limite a gauche et a droite en tout point x;.
Exemple 4:

Soit f: [0,1] — la fonction définie par:
) = ls?xe]O,.S[

2six € ].5,1]

On a f'est une fonction en escalier.
Par définition de I’intégrale de Riemann, on a :



b
[ ) dx = 105)+2(5) = 1.5,
Théoreme 1:( 2 admettre)

1) Soit P = {xo = a,x1,...,X, = b} une partition de [a,b], Si f est une fonction en escalier
sur [a,b] et flx) = A; Vx € Jx;,x;41[ alors

n—1
(") dx = 3 A =)
a i=0

2) Toute fonction continue sur un intervalle fermé borné [a, b] est intégrable sur cet

intervalle.
: [a,b] —
f:la,b] - fla.b]
fa,b]
c’est a dire IZf(x)dx existe, est finie et de plus, si on note par P = {xo = a,X1,...,X, = b}

une partition de [a, b] alors I:f(x)dx = Z?Zl(x,- —x, )f(ci)ouc; € [x,,,xi].
Remarque 2:

1) La démonstration se fait pour les fonctions en escaliers puis pour les fonctions continues
par morceaux et par passage a la limite pour le cas général.

ii) Une fonction bornée sur I’intervalle fermé borné [a, b] qui n’admet qu’un ensemble fini ou
dénombrable de points de discontinuités est intégrable sur [a, b].
Exemple 5:

1) Soitf: [0,1] — la fonction définie par f(x) = x pour tout x € [0, 1]
En considérant le partage de [a, b] en n parties égales de longueur =<
xo=a xi=a+L5q xy—ar2bsd oy aakbgd oy = arnbTa —p
ona:
Sn = (1 = x0)f(oxn) + (2 = x2)f(x2) + -+ + (X = Xu-1)f(xn)
_ b;a (a+ b;a +a+2b—;a,---+a+(n—l)—b;a +a+l’lb;a)
:b—;“[na+b%"(l+2+m+(n—l)+n)}
o (b-a)* n(n+1)
=(b-a)a+ - 5
gy L@ D) 5 b2 @ b a?
= (ba—-a*) + 5 e ba a+2 ba+2—2 5
sn = (x1 = x0)f(x0) + (x2 = x2)f(x1) + -+ + (X — X1 )f(X-1)
:—b;a(a+a+—b;a,---+a+(n—2)%+a+(n—1)%)
:—b;a[na+%(1+2+---+(n—l))}
R (b-a)®> n(n—-1)
=(b-a)a+ = 5
N () Lt ) N R S Sl
= (ba—a*) + > 3 ba a+ -5 ba+2—2 5
D’ou
Jim S, = Jim s, = B — 4

Donc



b
_ b2 _a
J-axdx— 5 5

2) Soitf : [0,1] — la fonction définie par f(x) = x? pour tout x € [0, 1]
En considérant le partage de [a, b] en n parties égales de longueur 2

a
n

b—a b—a
n n

Xo=a, x] =a+ ,xo=a+2 TN xk=a+kb%a,---, Xp=a+n

ona:

—_

n—

1 n—1
J o de = lim o >)7 = Jim L3
k=0

n—>-+0 n—-00
k

lim nn+1)2n+1) _ L‘
n—>—+00 6}13 3

Il
(=}

Remarque 3:

Dans nos différents exemples, nous nous sommes limités a calculer les intégrales de
fonctions polynomiales. Cependant lorsque il s’agit d’évaluer des intégrales de fonctions telles
que J/x, sin(x), e*, etc..., la méthode décrite plus haut est impraticable. Avant de décrire
quelques méthodes de base pour évaluer une intégrale définie, nous allons énoncer les propriétés
de cette derniere.

3) Propriétés de I’intégrale
Théoreme 2:

Lorsque I’intervalle d’intégration [a, b] est fixé, ’intégrale de Riemann est une forme linéaire

c’est a dire pour fet g intégrable sur I’intervalle fermé borné [a, b] et pour tout A € on a:

[+ )@ de = ["fix) de+ [ gx) d
LN de = A" fx) d

Preuve:
Soient P = {xo, X1, 0, xn} une partition réguliere de [a,b] (x; = a + k-Z2).
1) Notons,
mk(f) = inf{f(x)/x S [xk,xk+1]} 5 Mk(f) = Sup{f(x)/x S [xk,xk+1]}
mi(g) = inf{g(x)/x € [xi,Xp1]} s Mi(g) = sup{g(x)/x € [xp, Xp1]}

mi(f+g) = inf{(f+ &)(W)/x € [xe,xin1]r . Mi(f+g) = sup{(f+g)(X)/x € [xi,xpn1]}

sa) = L4 " m. S = L5243 M)
k=1 k=1

su(@) = L4 3 mi(g),8u(g) = 254 D" Mi(e)
k=1 k=1

su(f+8) = L9 mu(f+g).Su(f+8) = L4 D" Mi(f+ ).
k=1 k=1

Ona
mi(f) + mi(g) < mi(f+g)
car pour tout x € [Xk, Xi+1]
mi(f) = inf{f(x)/x € [xp,x11]} < flx)
milg) = inf{g(Olr € [rxeal} < g0 } = ) =0 80

donc my(f) + mi(g) est un minorant de I’ensemble {(f + g)(x)/x € [xk,Xr+1]} et mi(f+ g) est le
plus grand des minorants de 1I’ensemble {(f+ g)(x)/x € [xk,Xir1]}. d ol

mi(f) + mi(g) < mp(f+ g).



De méme on a
M () + Mi(g) = Mi(f+ g)
car pour tout x € [Xk, Xj+1]
M (f) = inf{f(x)/x € [x,xir1]} > fx)
Mi(g) = inf{g(x)/x € [xp,xp1]} = g(x)

donc M (f) + M(g) est un majorant de I’ensemble {(f + g)(x)/x € [xk,Xxr+1]} et Mi(f+ g) est le
plus petit des majorants de I’ensemble {(f+ g)(x)/x € [xk,Xx+1]}. d ol

M (f) + Mi(g) = My(f + g).

} = Mi(f) + Mi(g) = flx) + g(x)

D’ou
mi(f) + me(g) < mp(f+g) < Mi(f+ g) < Mi(f) + M (g)
et

$a(f) +52(8) < sa(f+2) < Su(f+2) < Su(f) +S.(2)
= lim (s,() +52(g)) < lim s,(f+ &) < lim S, (f+g) < lim (Sx(f) + Su(g))

fet g intégrable implique

lim”_,+oo Sn(f) = limn—>+oo Sn(f) }

= lim s,(f+g) = lim S,(f+ g)
1m0 8,(g) = limyoie0 Sp(g) A

n—-+

d’ou f+ g est intégrable et on a

= I:f(x) dx + I:g(x) dx < J-:(f+ g)x) dx < I:f(x) dx + I:g(x) dx
d’ou

J-:f(x) dx + J-: glx) dx = J-:(f+ g)(x) dx

i) = L4 m(a)
k=1

Sa(Af) = L5543 Mi(a)
k=1

mi(Af) = inf{(AN(x) . x € [xx,x001]

Amp(f) si A>0
ﬂMk(f) Si ASO

Mi(Af) = sup{(AN(x) , x € [xXk, Xk1]
AM(f) si A >0
- { Ami(f) si A <0
d’ousiA >0ona
sn(Af) = Asa(f)
Sn(A) = ASa(f)



li n—»oonl = Ali n—>+o0 Sn b b
i S (A) ez 50 (/) :J.(Af)(x) dx:/"tj. Sfx) dx
= TiMyroe Su(AP) = AliMpessoo Su(f) a a

demémesid <Oona

sn(AN) = AS,.()
Sa(AN) = Asn(f)

li n—+00 dn Af) = Ali n—>+ooSn b b
Mo S0 (4f) = Alim 0 = [0HW) dr = 2] fla) dx
= limyoi0 S (A) = Alimysie 5, (f) a a
d’ou
b b
I (AN (x) dx = /IJ- fx)ydx, V Ae
Propriété 1: Pour toute fonction fintégrable dans [a,b], on a:
i)
J-af(x) dx=0,Va e IR
ii) Relation de Chasles
b c b
I fx) dx = J- fx) a’x+J- fx) dx,Vc €la,b]
iii)
b a
I fx) dx = —Ibf(x) dx

Preuve:
i) sur 'intervalle [a,a] = {a} fest une constante et est égale a f(a).

[*fi) dx = @-ayfiay = 0. (|  C dx = (b - a)C

ii) Soient un partage de [a, c] en n intervalles par les points (x;); : xo =a < x; < -+ < X, = C

et un partage de [c,b] en n intervalles par les points (y;); : yo = ¢ < y1 < -+ <y, = b.

Et soient a;, a2,---,a, telle que ax € [xi,xx+1] €t Bi, Ba,--, Ba telle que Br € [Vi, V1]

Notons ZZ’C = (X1 —X())f(al) + -+ (x,, — xn_l)f(an) = Zzzl(xk — xk_l)f(ak)

et 25 = (y1 = yo)f(B1) + -+ + O = Yur ) (Ba) = 220, O = yie1)f(Bo).

D’autre part soit le partage de [a,b] en (2n + 1) intervalles par les points (x;); et (y;); :
Xo=a<x1<:--<xp=c=y9p<y; <<y, =b.

Et notons

et = (x1 —xo)f(a1) + -+ + (xn — Xp-1)f(0t1)
= +1 = yo)f(B1) + - + n = Yu-1)f(Bn)

= D Ok = DAY + D (v — xi) )
k=1 k=1

_ N b
= Yac 4 ye
: a,c bl — T3 a,b
= N2+ 2] = lim %

et d’apres la remarque 1 on a:



limy e 29¢ = j: fx) dx

lim, s 250 = [*fx) dx
C b ¢ b
1m0 240 = jbf(x) dx = Iaf(x) dx = J.af(x) dx + J.Cf(x) dx

limn—>+w [ZZ’C + Zf,’b] = limn—>+aa ZZ’}’

Y
iii) d’apres ii)
c b c
I flx) dx = J. fx) dx + Ib flx) dx
pour ¢ = a on a d’apres i)

0= [ sy ax - j:f(x) av+ [

b a
= [ f) dv = - [ fx) dx
a b
Propriété 2 : Pour toute fonction fet g intégrables dans [a,b], on a:
i)
b
a < bf>0la,b] = j f(x) dx > 0.
ii)
b b
a < bf < gla,b] = J. flx) dx < I glx) dx

iii) pour @ < b on a:

[ ) dvi< [ ax

Preuve:
i)
Sa(f) = D Mi(f) = OMi(f) = sup{f()ix € [xexin ]y 20
k=1
= lim S.() 2 0 = jbf(x) dx > 0
ii)
f<g=>h=g—-f>0.
Or
b b b
j h(x) dx = j 2(%) dx—j fx) dx >0
= Ibf(x) dx < Ibg(x) dx
iii) On a

= If)I fx) < )1 V x € [a,b]

et d’apres ii) on a

b b b
[ weon ax < [ ) dx < [ o ax

-

[ ax| < [ ax




Théoreme 3:
Soit f'une fonction bornée sur I’intervalle fermé borné [a, b].
i) Si les réels m et M sont telque:

m< fix) <M, V x € [a,b]

alors
m(b—a) < jbf(x) dx < M(b - a)
ii) Si
fxX)I< M, V x € [a,b]
alors
fb f(x) dx| < M(b - a)
Preuve:

i)
m< fix) <MV x € [a,b]
alors on a d’apres ii) de la propriété 2

I:m dx < J-:f(x) dx < J-:M dx

Orona
b b
J- mdx =m(b—a) , J- M dx = M(b —a)
d’ou
mb—a) < jbf(x) dx < M(b - a)
ii)

fX)IKMV x € [a,b]

alors on a d’apres ii) et iii) de la propriété 2

Ib flx) dx

b b
< [erdx < [ M dx = M(b-a)

= <M(b-a)

Ib flx) dx

Théoreme 4: (Théoréeme de la moyenne)
Si fest continue sur I’intervalle fermé borné [a,b], a < b, alors il existe ¢ €]a, b[ telque

) e = o

Preuve:
Si f'est continue sur [a, b] fermé borné = il existe m et M telque

fla,b]) =[mM] = m<f(x) <MYV x € [a,b]

b 1 b
= m(b—a) < [ f) dv < M(b-a) = m < . [ #e) ax<m

—-a
donc

ﬁ I:f(x) dx € [m,M]



L .[Zf(x) dx € [m,M] )

b—a

fla,b] > = 3 ¢ €la,b[f(c) = b+ J‘bf(x) dx
fla.b]) = [m.M] “

J

Autre démonstration:
Si f'est continue sur I’intervalle fermé borné [a,b] = il existe m et M telque

fla,b]) =[mM] = m<fx) <M,V x € [a,b]
{ 3 xo €la,b[f(xo) = m
=
3 x; €la,b[f(x0) =M
Soit
1 b
8 =) - 31— [ o) dx
On a g est continue sur [a,b] et

b —a a
g\X1) = M X d.x 0

gla.b]
gxo)g(x1) <0 p» = 3 ¢ €la,bglc) = 0

= ) = 7 [ ax

Exemple 6:
Trouver la limite suivante:

: 2 - km
Jim 5 > cos(5E)
k=0

On a f(x) = cos(x), [a,b] = [0, T ]
(carpourk =Oonaag = &%

b k 2n
— —a _ kr
etxy = a+ k=% e

=Q0etpourk =nonab = "zx_n” = %)

bﬁa Zf(xk) = ﬁ ZCOS(S—Z) — I: cos(x) dx = [sin(x)]o% =1
k=0 k=0

2§ km
= Jim 57 D cos(F)
k=0

4 i E - kr
w2 'LIJBO 2n ;COS( 2n )
- % IOZ cos(x) dx

—42 sin (x)]o%
T
4

T



IT Fonction définie par une Intégrale.
Soit f'une fonction bornée sur I’intervalle fermé borné [a, b].
Si fest intégrable sur [a, b], alors on peut définir une nouvelle fonction sur [a, b] par:

F(x) = I: f(t) dt, pour tout x € [a,b]

Théoreme 5:
Si f'est intégrable sur [a, b], alors la fonction F : x € [a,b] — IZ f(t) dt est continue sur

[a,b].
Preuve:

Comme fest bornée sur I’intervalle fermé borné [a, b], alors il existe M > 0 telque pour tout
x € [a,b] If(x)I< M. Soit x¢ € [a,b], on a:

X X0 X
F) = Fo) = [ f0) de— [ fey de = [ i)
a a X0
d’apres la propriété 2 iii) et le théoreme 3 ii) on a:

[ 1 dt‘ < [ 1ol dr < Mix - xol

= |F(x) — F(x0)| < Mlx — xol
DouV e>03n= - >0V x € [a,b] vérifiant
Ix —xol< n = IF(x) — F(x0)l < &.
Ce qui montre que F' est continue en xo, V xo € [a,b].
Donc F est continue sur [a, b].
Théoreme 6:

Soit fune fonction intégrable sur [a,b] et a valeurs réelles.
Si fest continue sur [a,b], alors F : x € [a,b] — ja (1) dt est différentiable sur [a,b] et on a:

F'(x) = fx), V x € [a,b]
Preuve:
Soit xo € [a,b], montrons que F est différentiable sur [a, b].
Cherchons la limite lorsque 4 tend vers 0 de
F(xo + h) — f(xo)
h

Ona:
F(xo + h) — f(xo) _L[ x X0 }_L x
2 = w L Ao a=] "o ar )= 1] fo ar
D’apres le théoreme de la moyenne, il existe ¢ €]xo,xo + A[ tel que:

F(xo +hh) —flxo) _ % J ; f) dt = flc)

f = limflc) = flxo)

(car xg < ¢ < xo + h qui tend vers xo quand 4 tend vers 0 d’ou ¢ tend vers xo quand 4 tend vers 0)

= pig T D 2S00 _ )

Ce qui montre que F est différentiable en xo, V xo € [a,b].
Donc F est différentiable sur [a, b].
Définition 6:
Une fonction F telleque
F'(x) = f(x), ¥V x € [a,b]

est dite primitive de f'sur [a,b]. La fonction F est définie a une constante additive pres.



Corollaire 1:
Soient f : [a,b] — continue, g et i deux fonctions différentiables sur [a, b], alors:

i) FQ) = [° “ fs) dr est différentiable sur [a,b] et on a

F'(x) = fl(g(x))g'(x) , V x € [a,D]
ii) F(x) = J‘ZZ; f(t) dt est différentiable sur [a,b] et on a

F'(x) = fA(h(x)h'(x) = f(g(x))g'(x) , ¥V x € [a,]]
Preuve:
i) Posons F(x) = H(g(x)) = ji(x) Ar) dt.

y — H(y)
y — 8
On a d’apres le théoreme dérivation des fonctions composées que
] F'(x) = (Heg)'(x) = H'(g(x))g'(x).
De plus on a H(y) = Iaf(t) dt = H'(y) = f(y) .
D’ob F'(x) = f(g(X))%”)(X)- o
ii) Posons F1(x) = [ f(0) dret Fa(x) = [ f(0) dt.

OnaF(x) = Fi(x) — Fa(x).
D’apresi) ona

}2y—>H°g(y)

x — Fi(x)

comme différence de deux fonctions différentiables.

Fi@ = [0 de = R = fg@)g' @

Fa@) = [ ) dt = Fao) = o)k )

et par la suite

= F'(x) = F3(x) = F1(x) = flh(x)h'(x) - fg(x))g' (x)



III - Calcul des intégrales
1) Calcul au moyen d’une primitive
Théoreme 7:
Deux primitives d’une méme fonction f différent d’une constante.
i.e. si F et G sont deux primitives de f'alors F = G + C, ou C est une constante.
Preuve :
Soit H(x) = F(x) - G(x) = H'(x) = F'(x) - G'(x) = fix) —f{x) =0
car F'(x) = G'(x) = f(x)

= Hx)=C=Fx)=Gx)+C

Théoreme 8:
Si F est une primitive de f'sur [a,b] ¢’est a dire F'(x) = f(x), V x € [a,b], alors

[" 10y dt = Fo) - F@
Preuve : }
Soit G la primitive de f sur [a,x], G(x) = IZ f(t) dt.ona
Gla) = [ fuy di=0
D’apres le théoreme 7 on a G(x) = F(x) + (f‘ = 0=G(a) = Fla) + C = C = -F(a).
G = [ A0 dt = F@) - F(@)

Pourx = b, on a
Gb) = [ f) dt = Fo) - Fl@)

2) Calcul au moyen d’un changement de variable
Théoreme 9: (un changement de variable est bijectif)

Soit @ : [a,f] — une fonction continliment différentiable ( on dit de classe C') et soit f une
fonction continue sur [a,b] avec a = ®(a) et b = (). Alors

b B
Lf(t) d = jaf[cp(x)]cp’(x) dx

Preuve :
On a f continue sur [a, b], donc f est intégrable sur [a, b].
On considére la fonction

Fo) = | D) dt , Fla) =0

Si on pose G(t) = F(®(t)), on a G est différentiable sur [a, f] (car c’est la composée de deux
fonctions différentiables F et @) et

G'(1) = F'(®(1)D'(1) = fAD(1)D'(r)
= ["6't) at = 6(p) - G(w)

- [ rewe'w a

= F(®(B)) - F(®(a)
= F(b) - F(a) = F(b)

= I:f(t) dt

Exemple 7:

1) Calculons I’intégrale de la fonction —L

J1-12

Posons ®(x) = cos(x) = ®'(x) = —sin(x).

sur I’intervalle [% ,1].



cos(x) =1 = x=0et cos(x) = - == x = £.

fD) = = ADK) = 1 SR U U——

1
Ji-22 \/1 —cos(x) ‘/sz(x) Isin(x)l  sin(x)

car sin(x) > 0 pour x € [0, z
e

t:J‘O —sin(x) d

1 = sin(x)
= g dx
0
- T
3
O surl 1]
1+£2 3 004
i) Posons ®(x) = (x) = ®'(x) = 1 + 2(x).
Ox) =1 x=Tetd(x) = g == x=Z.
o - 2 - 5e
(t) _ [
L 1+2 _J.%l 2()(1+2(x))dx

I
| —
N|><
| I— Q‘
[EEEG

ii) Il est plu simple cependant de remarquer que (arctan(z))’ = ; :;2 .
Comme .[f(t)f(t)dt =120 = j%;mdt = - arctan’z.
3) Calculons I'intégrale de la fonction Jlt—7
Posons ®(x) = y1 —x?) = ®'(x) = J% .
Odx) =0 = x= letd)(x)z% == x = g

¢ — (OG) - J1—x? A e S b
J1-72 Ji-(1-2)? Jx? !

sur I'intervalle [0, +].

@) =

carx € [0,4]

dx

d_j Vl_ —x

1—x
:_-[1 dx

__ A3
a 2

2

[

Nl'@

3) Calcul au moyen d’une intégration par parties
Théoreme 10:
Soit fet g deux fonctions continiment dérivable sur [a, b].



Alors
b b
J 1@ di = fe®1; - | Ag'@) di

Preuve :
On a la relation

(D) = f (D2 +ADg' ()
b , b b
= [ e di = [ fgw di+ [ f05'0) di
= [fing®];,

d’ou
b b
| 1@ di = Fe®1; - | Ag'@) di

Exemples 8:
1) Calculons I’intégrale de la fonction ¢log(¢) sur I’intervalle [1, 3].

fy =L =fo-r
g(1) = log(r) = g'() = L
[ r@sw a = 1og@: - [ fwg'@ a

3 2
T2 (L1
- [ ] log(t)}l Ll

2) Calculons I’intégrale de la fonction (¢) sur I’intervalle [0, 1].

) =t=f@=1

50 =0 = g0 = ==
(¢) dt = t(t)
) e
:(U—[—J1—ﬂ}
0
=T _1
2

Corollaire 2:
Soit f : [a,b] — (n+ 1) fois contintiment dérivable. Alors

76) = fla) + b p@y + Lo gy 4w LoD g0 () 4 R0

avec

_Lb _ A\nfn+l)
&@“‘mfﬂ’”f (0 dr

Preuve :
Démonstration par récurrence.
Pourn = 1ona



1 (" 0 b
fB) ~fl@) = L [ -0 @) ar = [ f @) ar
Supposons que la relation soit vraie jusqu’a I’ordre (n — 1)

1) = fia) + b= (@ + LS iy o LoD o) R, (ad)

(n—1)!
avec
R..1(a,b) = 1 I b(b — )" (7)) dt
PRSI - ),
Par intégration par parties de R,-(a,b),on a :
s = -2 = p o = -
g(n) = f() = g'(t) = [ V()
— n b _ n
= R,1(a,b) = (n_ll)! {|:_ L nt) f(”)(t):|a _,[:_ b nt) D (1) dt}
- #(b —a)"f"(a) + I: L ;l_t)”f"“)(t) dt
= L2 00 4 R, (a.b)
d’ou
_ )2 A
1) = fla) + L= (@) + LEDpay 4o LD 00 4 Ry(ab)
avec

b
Ru(a.b) = L [ (b - "o (2) ar
n! J,
Propriété 3 :
1) Périodicité :
Soit f une fonction continue sur , T périodique, Alors

j:” @) dt a



2) Parité :
Soit fune fonction continue sur . Pour tout a € on a:

) I:f(t) dr = 2jZf(t) dt
ii) j ) di =0

Preuve :
1) Posons F(x) = IZ ) dt

x+T
Fx+T) - F(x) = j ft) dr

Fx+T) - F(x) = flx+T)-flx) =0
= Fx+T)-Fkx) =C-=

d’ou
I erf(t) dt = I Z+Tf(t) dt
2)1)
a 0 a
J-_a M) dt = J-_a ) dt + I . f(t) dt
= —I;af(t) dt + jZf(t) dt
= ZIZ Ar) dt

j(ja ) dt = —jg f(t) dt (changement de variables u = —t = u' = —dt et f(—t) = f(t) car fest

paire).
2)ii)
a 0 a
J-_a ft) dt = J-_a ) dt + I . f(t) dt
= —I_af(t) dt+ jaf(t) dt
0 0
= —Iaf(t) dt+Iaf(t) dt
0 0
=0
Exemple 9:
1)
1
t _
-[ 1 1+72 di =0
2)

3) t — cos(2¢) est périodique de période 7 et paire.

[ (1 + cos@) dr = [* (1 +cos(2n)) dr = 2]0%(1 T cos(20)) di = 2|:t+

J‘%ﬂ cos(r) dt = ZIf cos(t) dt = 2[sin(t)]0% =2

sin(21)
2

]

z
2

0



IV -Calcul des Primitives : Techniques de base
Définition 7: D’une primitive d’une fonction.
Soit fune fonction continue. Une primitive de f est une fonction F dont fest la dérivée.
Connaissant une primitive F de f, on obtient toutes les autres primitives de f par la relation:
G(x) = F(x) + C ou C est une constante.
Une primitive de f est appelée encore 1’intégrale indéfinie de f et est notée f f(t) dt. Elle est

définie a une constante additive pres.
1) Tableau des primitives

efadi=at ae eofrdt =L
=i oo dr=—+

. Icos(t) dt = sin(r) . ojsin(t) dt = —cos(1)
o[ Shs = eo[(1+2(r) dt = (1)
-I A‘% = arcsin(?) --J‘—x/:’%2 = arccos(t)
Jit =0 2] ) dr= @)

« [0 dt = (1) ee[(1-2(r) dt = (1)
. %=(t) "I/t% dt = (1)
-M%ﬂt) oo A5 di = (1)
-jth;_l dt =log(x + x> 1) j/% = log(x + x>+ 1)
o [ di = S log(4H oot dr = Lo

o| L =L _L g€

1 l-a -1 °

2) Intégration par parties
Soient u et v deux fonctions continiiment dérivables, alors on a:

J.udv=uv—'|.v du



Exemple 10 :
I= [ dt

e 2 =
u=1t" = du=2tdt :>Itze’dt212t_2jtetdt
Vv = et = dv = et dt

Calculons J = fte’ dt

u=t = du=tdt
zJ-tet dt=te’—J-e’ dt = te' —e'+ C;
v=el = dv=e'dt

d’ou
I= Itze’ dt = t*e! = 2te' +2e' + C

3) Changement de variables
On calcule une intégrale indéfinie avec la méthode de changement de variables suivant :
Sit = @p(x) avec ¢ une fonction continument dérivable, alors on a

[0 ar = [ flo]e' () ax

Exemple 11:
1=It\/1+3t2 dtposonsx = y1+3t2 & x> =1+32 = 1> = )623__1
=2dt=5 = tdt =5

I—J.t,/1+3t2 dt—J‘x— dx—J‘x a’x=x9—3+C
d’oul’on a:
I=.|‘t,/1+3t2 dt = %[,/1+3t2 T+C

4) Intégration des fonctions rationnelles réelles.

Soit F(t) = g((’t)) une fraction rationnelle réelle, ou P et Q sont des polyndmes.

Pour calculer une primitive de F, on décompose la fraction rationnelle en éléments simples
dans et on intégre chaque terme de cette décomposition.
Exemple 12:

Calculons la primitive de la fraction rationnelle F(f) = —.

*-4)?

On cherche les racines du dénominateur (> — 4)2.
(> —4)? = (t—2)*(t+2)> = t = 2 et t = —2 sont des racines du dénominateur.
1 A B C D
F(t) = = + + +
S v ) BN (S A () BN Ry

a2 B 1 3 B C(t-2)?> D(@-2)

(=270 = 7 —AU= D+ B+ = o=+ =)
Pourt=2onaB = -

) 3 1 _A@+2)?  B(+2)?

(t+2)°F(r) = - (-2 (-2 C(t+2)+D
Pourt=—20naD=1—16

T - A B C D

FEO=FO = FC0 = oy Y 5oy T Gen) T Gty
__A ,_B __C . D
(t+2)  (t+2)?* (t-2)  (1-2)2

A B c D
T2 Ta-2 T+ T a+2)?




= A=-CetB=D = 1
Pourtr=0,0ona

FO) =4t -A+8. LD -crB_ci L
d’ou
P = (t2—14)2 - 32(;1— ) " 16(t1—2)2 " 32(t1+ ) " 16(t1+2)2
- j(tzflél)2 dt:j 32(_td—tZ) +I 16(td—t 2)2 +I 32(;11 2) +I 16(zd+t 2)2

- 3 L 1oglt — |—m 32 loglt + 21— m
_ 10g| t+2 116 022+4)
= —log| t+2 | _ 8(t2t—4)

Exemple 13:

1
12(3-1)

Calculons la primitive de la fraction rationnelle F(z) =

On cherche les racines du dénominateur #>(#> — 1).
2 -1) =2(t— 1)(t2 +1+ 1) = t = 0ett = 1 sont des racines du dénominateur.

_ A B Dt+E
F(t) tz(t* n + ten (- 1) (2+41+1)
1 Cr2 t?*(Dt+E)
?F(t) = = At+B+
@ -1 -1 (@ +t+1)

Pourt =0onaB = -1

1 A(t—1)  B(-1) (t—1)(Dt+E)
t—1F@) = = + +C+
(1= DF®) 2 +t+1)2 t ? +t+1)
Pourr=1lonaC = +
1
F(t) = —4—
@ 2 -1)
_ AP -D+BE-D+CAE + 1+ 1)+ 2t~ 1)(Dt+ E)
2@ -1)
_ At*—At+ B’ — B+ Ct* + C* + Ct> + Dt* — D + E® — Ef?
2043 _
t>(r° - 1)
_*"(A+C+D)+’B+C-D+E)+1*(C-E)-At—-B
(-1
d’ou le systéme
( -B=1 = B=-1
-A=0 = A=0
X C-E=0 = C=E=+
B+C-D+E=0 = D=B+2C=-1+%=-+
A+C+D=0 = D=-C=—-%
-
d’ou
1 -1 1 1_1-¢
Fi) = —1— ==L+ + L
@ 2 -1) 2 30t-1) 3 £2+t+1



1 _ [ =dt dt 1(_0A-9
jjtz(ﬁ—l) dt 2 +I 3(t—1) T3 rP+tr+1 di

Calculons I = EH)
to+t+1

(P+t+1) =2r+1letl—t=-1Q2t+1)+ 2 dob

(-1 1 [_2t+1 3 dt
=|>———dt=—=|*""— dt+ =2 | —“—
P?+r+1 20 2+1+1 2-[t2+t+1
_ 1 2 3 dt
= —Jloglt* + 1+ 1143 [ ——dl—
t2+t+1=t2+2%+%+%
_ (1), 3
(v 3) 4
2
_ 3| 2= 1
= 4|:(,/§(t+2)) +1:|
: ‘ 2 (4 L _ 2 _ B
En faisant le chagement de variables x = 5 (t+5) = dx 5 dt = dt >- dx,ona
J'inj' dt
P2+r+1 3 2
[(%(H—%) +1]
_ B34 _d
2 3J)x2+1
_Zf(X)JFCl
_2B (2 1
=3 (ﬁ(z+2))+cl
d’ou
_ 1 oel? 3283 (2 4,1
J = 2loglt +t+1|+2|: 3 (ﬁ(t+2))+cl:|
= Liogrr+r+ 3| Z2@¢+1) | +c
2 32
Par suite

w‘;l

2 1
(f(t+ 5)) +C

~ 1,1 —1=L1o0l2
I = t+3loglt 1l 6loglt +t+ 1+

5) Intégrale se ramenant a des fractions rationnelles
5.1) Fractions rationnelles en sin et cos
Sil = jF (sin(?),cos(t)) dt ou F est une fraction rationnelle.

Une méthode pour calculer / consiste a faire le changement de variables
x =tg(%) = tan(5) < t = 2 arctan(x)
ce qui nous donne
2 dx
I+x*

2x

dt =
1+ x2

cos(t) = }I—jﬁi , sin(f) =

Eton a

- ‘ B 2x  1-x2 dx
I= J-F(sm(t),COS(t)) dt = ZIF( 1+x2" 1+x2 ) 1 +x?

Ainsi le calcul de laprimitive d’une fraction rationnelle en sin et cos se raméne a celui d’une
fraction rationnelle de polynomes.






Exemple 14:

Calculons la primitive de la fonction —=2¢

cos(r)
: 2x
L+sin() . _ T+ =5 2 dx

cos(r) i;xi 1+ 2
X

_ 14+x*4+2x 2dx
1-x* 1+x*
_ (1+x)? 2 dx
(1= +x) 1+x2

_ 2(1 +x)
(1 -x)(1+x?)
L+sin@) . _ (1+x)
cos(?) 1-x(1+x2)
(1+x) - _A | Bx+C
(1 =x)(1+x?) I—x  1+x2
A g (060
(1+x?) 1x2 A1
x=1
+x) 1, (Bx+0Q)
A-x)1+x?) 1-x  1+x

1+x?+Bx+C—Bx>—Cx
(1 —x)(1+x?)
 (1-B)x2+B-0Ox+(C+1)
B (1 -=x)(1+x?)

C+1=1 = C=0

(1+x) _ 1 N X
A-x)(1+x2) 1-x  1+x2

(1+x) dx -
dx =2
(1 -x)(1+x?) o I 1-x + 1+ x2

= —2logll — xl+loglx? + 11+C

et
1 + sin(?) _ ot Ry
Teos() dt = -2logll (2 )Hlogl( 5 ): + 1+C
Remarque 4:
i)Le changement de variable x = tan(--) n’est pas unique.
On peut utiliser tout autre changement de variables qui soit plus simple.
ii) Le changement de variables x = tan(-) serait maladroit si I’intégrale  est 'un des types

suivants:



a)l = j F(sin(z)) cos(r) dt u = sin()
b)I = J-F(cos(t)) sin(f) dr u = cos(f)

1 = [ F(@)-~

2() drt u = (1)

Exemple 15:

1) Calculons la primitive de la fonction —22

cos2(f)—cos(r)
Effectuons le changement de variables u = cos(f) = du = —sin(¢) dt d’ou

J' sin(#) dt :J' —du

cos?(t) — cos(?) u’>—u

_ 1 __ 1 _A.,_ B
G(U)_u—Lﬂ u(l —u) TR

uG(u) = A + 2= }2A1

u=20

u=1

(1-w)Gu) = 24 4 B } B

1 _ 1 1

= u(l—u) U A
1 1
du = du+ | ——d
Jot du= [ dus [ an
= loglul-loglu — 1+C
et

sin(z)

——————— dt = loglcos(t)l-loglcos(t) — 1I+C
J- cos1) — cos(l) oglcos(t)-loglcos(t)

cos(t)

=lo
g‘ 1 —cos(t)
2) Calculons la primitive de la fonction L(?, +
a+cos=(t)

cos(t) cos(t) cos(t)
I= I—z dr = 2 - 2
a + cos*(t) a++1cos*(r) — 1 a+1—sin“(¢)
Effectuons le changement de variable u = sin(f) = du = cos(¢) dt d’ou
J' cos(t)

a+1—sin?(¢) _Ia+1—u

:a+1.|‘1

v=—% — = du=Ja+1 du
Ja+1



3J-a+cll,u—uz:a+1.|‘1_( )2

_ 1 dv
,/a+1 1—v?
= v)+C
W »
= log| Y+L |+ ¢
2./a+1 g| lI-v
_ log u+,/a+ ‘
2,/a+
et
/= Iﬂ dr = — 1 og sin(f) + Ja + 1
a + cos*(r) 2Ja+1 sin(f) — Ja+ 1

5.2) Fractions rationnelles en *
Sil = jF (") dt ou F est une fraction rationnelle.
Une méthode pour calculer / consiste a faire le changement de variable
x =" < t = log(x) ce qui nous donne dt = 4 et on a

I=IF(’)a’t=IF(x) dx

Exemple 16 :
Calculons la primitive de la fonctlon = (-)
x=e = dx=¢e' dtzxdtzdt:%
‘=1 . _ x—1dx
R S i
_ -1
ox(x+1) d
G-D A, B
x(x+1) X x+1
=) _ 1) B
o) () =A+x5 A
x=0
x=1)  (=1) _ AQx+l)
G+ == =~ +B I
x=-1
G-D 1, 2
x(x+1) X x+1
(xx=1) 1
x(x+1) .[ dx+2J‘
= 2logll + xl-loglxl+C
2
el
t 12
[ a-[& )dt—logMJrC



.5.3 Fractions rationnelles en ch et sh
Sil= IF ((2),(2)) dt ou F est une fraction rationnelle.
Une méthode pour calculer / consiste a faire le changement de variable x = ¢! = dt = &

(t) _ e’;e” _ e;’;l _ x22;1
t el—e! e2-1 x2-1
x=e = ()=~ = o = 5
el—et 21— x2—
() = et e2f+i - x2+i
etona
_ _ x2 =1 xz_+1) dx
1= [F(@,0) dr = [F(£1, 551 ) &
Exemple 17:
Calculons la primitive de la fonction i+—(t)
+(1)
L+ 1+ g
1+ (2) 1+ % X
= X +2x—1 d
x(1 +x)? *
1+ () 2 42x—1
dt = | =—F—=—=-4d
) J (1 +x? O
xX+2x-1 _A, B ,_C
x(1 +x)2 Y T4+x o (1+4x)?2
_ A+ 1)?+Bx(x+ 1)+ Cx
x(x+1)?
_ Ax?+2Ax+ A+ Bx*+ Bx+ Cx
x(x+1)?
_ (A+B)x*+2A+B+O)x+A
x(x+1)?
A+B=1
B=2
= 2A+B+C=2 =
c=2
A=-1 = A=-1
2+2x-1 _ _1 2. 2
x(1 +x)? Yool+x o (1+x)?

x2+2x—1 _ [ dx dx dx
J-—x(1+x)2 dx = J- 5 +2J‘—1+x a’x+2J- T+ dx

- _ __1
= —loglx+2loglx + 11 Tix +C

J‘1+(t) dt:_log((1+ef)2)_ 1L ¢

1+ (1) e’ 1+x

Remarque 5 :
Le changement de variable x = e’ sera maladroit si I’intégrale / est 'un des types suivants:



o)l = [ F(0)() dr u = ()
DI = [ F(@0)(0) di u = ()
or = | F((t))% dt u = (1)
Exemple 18:
Calculons la primitive de la fonction 13()1)
Effectuons le changement de variable u = (tf) = du = (t) dt d’ou

0 . _[_d
J.adt_ 1+u2u

= %logll +2ulC

% logll + 2()+C

= %log(l +2(0))+ C




V : Intégrales Impropres

Dans ce chapitre (section) nous allons étendre la notion d’intégrales définies a des fonctions
qui tendent vers I’infinie pour une ou plusieurs valeurs d’un intervalle I quelconque et a des
fonctions continues sur des intervalles infinis.
Définition 8:

L’intégrale IZ f(x)dx est dite une intégrale impropre si

i) ftend vers I’infinie (£o0) pour un ou plusieurs valeurs de I’intervalle [a, b]
ou

i1) au moins une des bornes d’intégration est infinie (a ou b = 100).
Exemple 19:

1) Il L dx est une intégrale impropre, car -+ tend vers +oo quand x — 0% et 0 € [0,1].

2) f —Ldx est une intégrale impropre, car = tend vers +o0 quand x - 2* et 2 € [1,3].

3) jow xdx est une intégrale impropre, car une des bornes d’intégration est infinie.
V-1) Intégrale Impropre sur un ouvert borné
1) Définitions et Notations
Définition 9:
Soit fune fonction définie sur I’intervalle borné ]a, b], on suppose que f est intégrable sur tout
intervalle fermé [a + €,b] C]a,b], (¢ > 0) (par exemple f continue).
Considérons la fonction:

b
I(s) =L+ﬁf(t) dt, 0<e<b-a

Si la fonction /(€) admet une limite finie quand € - 0%, on dit que I’intégrale impropre
converge ( on note C.V. ou CV) et on pose

b b
jm ) dr = lim j f0) dr

Si la fonction I(g) n’a pas de limite (la limite d’existe pas) quand € - 0" ou que cette limite
tend vers I’infinie (+o0), on dit que I’intégrale impropre J.; f(t) dt diverge (on note D.V. ou DV).



Remarque 6:
i) La convergence de I’intégrale impropre sur I’intervalle borné ]a, b], dépend de I’existence
de la limite

b
lim j fe) dt

i) Si I'intégrale existe au sens usuel alors elle existe au sens de la nouvelle définition et a la
méme valeur.
iii) De fagcon analogue, on peut définir (si elle existe)

b~ . b—¢
j ) dr = lim j Ay dr

De méme on définit:

b~ b—¢y
j Aoy de = tim [ fn) de
at €1,82~

a+e|
Exemples 21:
1) On considére I’intégrale impropre I = .[(2) L dx

2
I dx = log2 —loge , ¢

2
zJ‘ dx—hm %dx=+oo

= [ est divergente

2) On considére I’intégrale impropre I = I(l) log(x) dx
Par intégration parties, on a

1 1
J- logx dx = [xlogx]! — I dx
= —¢loge+(e—1)
1
=1= J. log(x) dx
0
1
= liroq logx dx
= liroq(—slogs +e—1)
1
— 1= j log(x) dx = —1
0

= [ est convergente.

3) On considére I’intégrale impropre I

(= a)“
1 1
J.b dx _ ﬁ[ (b-a)®! o gal—l :| (a * 1)
we (1= a) log(452) (@=1)

LY b dx
L’intégrale ja e
En particulier on a :

converge pour o < | et diverge pour a > 1.

J"’ dx
— < a<l
0o X

Remarque : Critere de Cauchy :
Considérons la fonction:

b
I(x) = fm f(t) dt



La fonction / admet une limite finie en O, si I’on a :
Vex>0,3n>0 : 0<xi1<n0<x2<7

= (x;) —I(x2)K ¢

b b
[ foa-| fndn<e
[y ani< e

a+xi

Exemple 22:
On considére I’intégrale impropre :

b
_ 1
I = J.Ocos( t)dt

La fonction cos(<) est continue et bornée sur I’intervalle ]0,b] ¥V b € et est majorée par 1
(Icos(L)I< 1 V x) donc [ est convergente.
2) Résultats de base sur les intégrales convergentes
Propriétés 4:

) [ (af() + e0) di = [ fe) de+ B[’ g(r) dr
i) f>0= [ A1) di > 0.

iii) [ f0) dr = [ f0) di+ ['fe) i a<c<b



iv) Intégration par parties :
Soient g et h deux fonctions dérivables sur Ja, b] et telque g’ et A’ soient continues sur ]a, b].
Supposons que 1’on ait :
a) lim,..+ g(x) h(x) existe et est finie.
- . b b
B) L’une des intégrales impropres J.a+ g h' (1) dt, J.a+ g'(¢) h(t) dt est convergente. Alors
on a:

[ swn a = timige e - [ g0 ar

v) Changement de variables :
Soient f une fonction continue sur ]A, B] et g une fonction continue sur Ja, b] qui admet une
dérivée continue g’ sur Ja, b]. On suppose que g(Ja,b]) <]A,B].
Dans ces conditions, on a la formule de changement de variable dans tout intervalle [x, b]
telque a < x < b:
8(b)

fsds = [ fls®]s' ) di
€3] x

Si I’'une des intégrales précédentes admet une limite finie pour x tendant vers a*, il en est de
méme de ’autre, et on obtient:
8)

tim [*” ftsyas = [ fglg' ) a

xoa” J g(n)

Preuve :

Les proprietés 1) et ii) découlent directement des proprietés de 1’intégrale usuelle.

Pour iii) on a: pour x €]a,b[, on applique la formule d’intégration par parties sur I’intervalle
[x, b]

[ s0n@ a = g@n@1 - [ '@ d

Il suffit alors de faire tendre x vers a™.
Exemple 23:
1) On considére I’intégrale impropre :
b
- [ Ll
1= J-o ; sin( ; ) dt, (b > 0).
Etudions la convergence de I’integrale impropre de la fonction % sin(%) sur ]0,b], (b > 0).
Soit x € ]0,b], par intégration par parties, on a:
b b b
|| _ 1 1
Ix TSIH(T) dt = [tCOS(T)]x — Ix cos(T) dt

i) lim,.o+ xcos(+) = 0
... b . . .
11)j cos(%) dt converge car la fonction cos(%) est continue sur |0, 5] et est bornée par
X
1. Par conséquent on a:

b b
| | - 1y 1
J-x T s1n(7) dt = bcos( b) J-x cos( ; ) dt
2) On considére I’intégrale impropre :

1
1
—— arccos(?)dt
-[0 Jt ®

Etudions la convergence de I’intégrale impropre de la fonction # arccos(?) sur I’intervalle

10, 1]. Soit x €]0, 1] et considérons I’intégrale:
1
1
—— arccos(t)dt
jxﬁ 0

dt
posons s = /i = ds = £



1 1
1 2

——arccos(t) = 2 arccos(s<)ds
J.X ﬁ () J.‘/X ( )

La fonction arccos(s?) est continue sur I’intervalle fermé borné [0, 1], donc son intégrale est
parfaitement définie d’ou 1’on a:

1 1
-[o+ f arccos(t) = 2 -[o arccos(s?)ds

Théoréme 11:
Soient fet g deux fonctions continues sur [a, b[ et telles que:

[20f < gla.b]
Alors la convergence de I’intégrale impropre J.bi g(#) dt implique la convergence de
- b ¢
I’intégrale Ia Ar) dt.
Si I’intégrale impropre .[Zi f(t) dt diverge, il en est de méme de I’intégrale J.j g(1) dt.

Remarque 7:
Le théoreéme s’ applique encore si les mémes conditions sont vérifiées relativement a un
intervalle ]a, b].



Preuve :
Considérons les fonctions

F) = [ A0 diGe) = [ g di

D’aprés les hypotheses du Théoréme on a:
- G est dérivable et a pour dérivée g > 0 car (0 < f < g) donc G est croissante.
- Flx) = G().
Si I’intégrale j g(#) dt converge, cela entraine que G est majorée d’ou F ’est aussi, ce qui
donne la convergence de I’integrale Ia Sf(¥) dt.
Pour le cas de I’intervalle ]a, b] on considére les fonctions:

b b
Fi) = [ ) i) = [ g dr

Les fonctions F; et G sont décroissantes et F';(x) < G;(x). Si G| est majorée, il en est de
méme de F.
Corollaire 3:

Soient fet g deux fonctions définies sur I’intervalle [a, b[ et intégrables sur I’intervalle [a, c],
pour tout ¢ € [a,b[, telles que f et g soient strictement positives (f > 0, g > 0) sur [a, b et
limay- f‘ ) = k, fini (k # 0). Alors

j: Ar) dt _[ : g(t) dt

On dit que les deux intégrales sont de méme nature.

Preuve :
Soit € €]0,[, il existe n > 0 tel que pour x vérifiant
O<b—-x<n = If(()) —kl< g
donc on a

(k—e)g(x) < flx) < (k+e)g(x)
Notons ¢ = b — 1 et appliquons le théoréeme précédent dans I’intervalle [c, b[ pour avoir le
résultat.
Le résultat s’étend aux intégrales impropres relatives a Ja, b].
Exemples 24:

1) Etudions la convergence de I'intégrale f(r) = J11_4 sur [0, 1[.
~t
fest continue et strictement positive (f > 0).
“ 1, . _ 1
Considérons la fonction g(7) = = -ona
f&) 1
=<1
Mew T2 AN ./—1 =" 2"
D’ou

J, 7=
On peut aussi procéder de la facon suivante:
0 < 1 _ 1 < 1 < 1
J1-7 J1-21+2  J1-2  J1-t
et utiliser le théoreme précédent.

2) Etudions la convergence de I’intégrale f(t) = eTt sur |0, 1].

fest continue et strictement positive (f > 0).

Considérons la fonction g(z) = % ona




limM—IJ‘1 ﬂ0:=1

=0t g(x)  dor f
D’ou

Lt

€
fo - dr

On peut aussi procéder de la fagon suivante:

1€
0< <

3) Etudions la convergence de I’intégrale f(t) = (t);;sm sur |0, 1].
12

fest continue et strictement positive (f > 0).

Le développement Taylor des fonctions () et cos(z)

(t)=1+ﬁ+§—3’(91t) 0<0;<1

2
cos(f) = 1-— % + 5—3’ sin(f2t) 0<6, <1

ce qui nous donne
2 + L ((611) — sin(027)
f) = —E— <L
£ Ji

1
_[ Jiodia = L <1
o0+ 2

+4Jt

d’ou
J‘l (1) — cos(r) dt

0* t%



3) Intégrales absolument convergentes
Définition 10:

Soit fune fonction définie sur I’intervalle [a, b[. on dit que I’intégrale impropre J.j A1) dtest

e . b
absolument convergente, si I’integrale impropre f If(£)l dt est convergente.
a

On a la méme définition pour un intervalle de la forme ]a, b].
Propriété 5:
La convergence absolue implique la convergence simple.
Soit fune fonction définie sur [a, b[ telle que I’intégrale impropre IZ f(t) dt est absolument

< g b e .
convergente c’est a dire j If(£)| dt est convergente. Alors 1’intégrale impropre
a

J.bi Ar) dt

Preuve:
On pose F(x) = Iaf(t) dt . Pour Ix; — xzl< n, on a

IFGr) = Fe)= 1 fa) di = [ o) a
- IJ.le(t) il
< ["ifordr < e

Remarque 8: La convergence simple n’implique pas la convergence absolue

[ b fo) di = | :If(t)l d

En effet : Si ’on considére la fonction f() = -+ sin(+) ona:
1 1
| | R |
IO+ ; sin( t) dtJ-mI ; sin( ; ) dt

V-2) Intégrale Impropre sur un ouvert non borné
1) Définitions et notations
Définition 11:
Soit fune fonction définie sur un intervalle [a,+o[, on suppose que f est intégrable sur tout
intervalle fermé [a,x] < [a,+oo[ (par exemple f continue).
Considérons la fonction:

I(x) =J.:f(t) dt , a < x < +©

Si la fonction /(x) admet une limite finie quand x - +o0, on dit que f admet sur [a,+oo[ une
intégrale impropre convergente égale a cette limite.

[y a = tim [ fo ar

Si la fonction I(x) n’a pas de limite quand x — +o ou que cette limite est infinie (+o0), on dit
que I’intégrale impropre ja f(t) dt diverge.
La convergence de I'intégrale impropre dépend de 1’existence de la limite

lim j f0) dr
De facon analogue, on peut définir (si elle existe)
fa fo) di = Jim | "N di
De méme on définit:

[ Ry di= i [ sy ar
= 1m
—0 (x,y)=(—00,40) J



Exemple 25 :

Etudions I’intégrale impropre Ew de

(=1)*

) 1 1 —
I) o) T [ — 1} (@ % 1)
2 (=D log(y— 1) (@=1)
L’intégrale J.; (xf;‘){, converge pour ¢ > 1 et diverge pour a < 1.

En particulier on a pour a > 0

o dx —a  dx
— = a>1 — = a>1
a X o X

Remarque 9: Critére de Cauchy
Considérons la fonction:

I(x) = I: fAr) dt

La fonction / admet une limite finie lorsque x - +oo, si 'on a :
Ve>0,3A>0 : x1 >Ax>A

= |I(X1) —I(X2)|< €
f NOY = [ NOY X

[~ 7y ari< e

Exemple 26:
Soit a un réel strictement positif (a > 0), on considére la fonction
) = 2 m
epourm # 1
*dt Yo
T I at dt

donc
lim [ 4t - —1

x—+0 ) " (1 _m)am—l
eepourm = 1
J 4 = og);
= log(x) — log(a)
Jlim log(x) = +o0
. Y dt
i [

donc I’intégrale impropre



J-+oo dr = m>1

a 1" = m<1

2) Résultats de base sur les intégrales convergentes :

Proprie;tés 6: . .
i) ja (af(r) + Bg(r)) dt = aja 1) dt+ﬁja g(f) di,Va € IRet B € IR
i) />0 = j:‘”f(t) dt > 0.
iiii) j:w f) dr = | : A1) di+ j:w A1) dt \Nc:a<c<+o

Preuve :

Les proprietés i) et ii) découlent directement des proprietés de I’intégrale usuelle.
Pour iii) pour x €]a,+oo[, on applique la formule d’intégration par partie sur I’intervalle [a, x]

| sn® dr = shlki- [ ¢ @) d

il suffit alors de faire tendre x vers +oo.
Théoréme 12:
i) Intégration par parties
Soient g et h deux fonctions de classe C! sur [a, +oo[.
Supposons que I’on ait:
a) lim,.. g(x) h(x) existe et est finie.
B) L’une des intégrales impropres I:DO g h'(t) dr, f:o g'(t) h(z) dt est convergente.
Alors on a:

[ son® dr = limlgh@)i - [ g h) dr

ii) Changement de variables
Soient f une fonction continue sur un intervalle I et g une fonction de classe C! sur [a, +oo].
On suppose que g([a,+x[) < I.
Dans ces conditions on a la formule de changement de variables dans tout intervalle [a, x] tel
que a < x < +00:
g()

fs)ds = [ flg0)g' @) dr
g(a) a

Si I'une des intégrales précédentes admet une limite finie pour x tendant vers +oo, il en est de
méme de I’autre, et on obtient:

tim [ fisyds = [ flgwle' @) d
4€9) a

X—>+00

Exemple 27 :
1) Etudions la convergence de I’integrale impropre de la fonction lotg# sur [1,+oo[.
Pour x > 1, utilisons une intégration par parties pour calculer 1’intégrale

I"M dt = [_MT_I"L dr

12 ! Y1 2

_log(x) 1
— tl-%

X
> log(r) : log(x) 1
L —pdr=lim - —— 4l
=1
. log(x)
m—% =0
2) Etudions la convergence de I’intégrale impropre de f(¢) = &t(’) sur I’intervalle [1,+oo][.

Soit x € [1,+00[ et considérons I’intégrale:



J‘x sin(z) dr
L1

Posons s = - = ds = ——

jx sin@) g, — [ Lsin(d) as
1

ot §
+o sin(t) eS|
J-l r— dt = J.()Jr TSIH(?) ds

Exercice:
+00 m
Calculer Ia w dt
Théoréme 13:

Soient f et g deux fonctions continues sur [a,+oo[ et telles que:
f=0f < gla,+oo[
Alors la convergence de I’intégrale impropre rw g(?) dt implique la convergence de
a

I’intégrale j: A1) dt.

Si I’intégrale impropre rw Sf(t) dt diverge, il en est de méme de 1’intégrale rw g(1) dt.

a a

Remarque 10:

Le Théoreme s’applique encore si les mémes conditions sont vérifiées relativement a un
intervalle | — o0, a].
Preuve:

Considérons les fonctions

Fe) = [ fin) dice) = [ g dr

D’aprés les hypotheses du théoréeme on a :
- G est dérivable et a pour dérivée g > 0 car (0 < f < g) donc G est croissante.
- F(x) < G(x).
+00
Si I'intégrale f g(?) dt converge, cela entraine que G est majorée d’ou F 1’est aussi, ce qui
donne la convergence de I’integrale .[;rw Ar) dr.

Pour le cas de I’intervalle | — oo, a] on considére les fonctions:
Fi) = [ ) i) = [ g0 dr

Les fonctions F; et G| sont décroissantes et F';(x) < G;(x). Si G| est majorée, il en est de
méme de F.
Exemple 28 :

Etudions I’intégrale impropre de la fonction

Ona:

1
e+t e

— sur | — oo, 400[

J-+oo 1 d 0 1 d +00 1 d
— L - I —L t+I —L
o el +1tre — el + e 0 e +tre!

+00 1 . X 1 . X 1 . 1
I ———5— dt = lim ————— dt < lim —dt:11m|:1——x]:1
0 et + tz e_t X—>+00 0 el‘ + t2 e—l‘ X—>+00 0 et X400 e

donc I’intégrale impropre

— dt
0 e +tret

—L— dt on considére les deux cas :
e+tce 1

e—1 <t <0,lafonctiont — o est continue ce qui implique que I’intégrale
e e

=X
— dat
1 el +12e!

Pour I’intégrale .[io




eef<—-I,0na

7 12 - = 21—z <e
e +t°e tce
-1 -1
= [ L —ar <[ e dr=lime] = limle -] = e
o et +t e—t o X—>—00 X—>—00

Par suite,

=2
—— dt
o el +1tre!

jmé dt

o el +1tre!

d’ou I'intégrale impropre

Corollaire 4:

Soient fet g deux fonctions définies sur I’intervalle [a,+oo[ et intégrables sur 1’intervalle
[a,c], pour tout ¢ € [a,+x[, telles que fet g sont strictement positives (f > 0, g > 0) sur [a, +o]
. S ..
et lim,. o0 ) k, fini (k = 0).
Alors

I:w A1) dtf:w g(t) dt

On dit que les deux intégrales sont de méme nature.



Preuve :
Soit & €]0,k[, il existe A > 0 tel que pour x vérifiant

S

2() —kl< ¢

x>A =

donc on a

(k—2)g(x) < flx) < (k+e)g(x)
En appliquant le théoréme précédent dans I’intervalle [A, +oo[ on a le résultat énnoncé.
Remarque 11:
Le résultat s’étend aux intégrales impropres relatives a | — o0, a].
Exemple 29 :
1) Etudions la convergence de I’intégrale f(t) = e sur [1,+oo[. fest continue et strictement
positive (f > 0). Considérons la fonction g(¢) = e™.
Pourt > lonae™ < e
+00 X
[“erar=jim [ e dr = lim[-e]", = Jim[-e™ -] = !
1 X—+00 1 X—>+00 X—+00
D’ou
400
I e dt
1
2) Etudions la convergence de I'intégrale f(r) = + (e% - 1) sur ]1,+o0]. fest continue et
strictement positive (f > 0).
Considérons la fonction g(z) = i .ona

f( ) = hmt(er —1)

t—>+wg_x 1—=>+00
(et -1)
1
t
i 1)
= lim—5

= lim

t—>+00

=1

jl fgdt

d’ou, par application du résultat précédent, la convergence de I’intégrale

[T -1) ar



Exercice:

Etudier la convergence de ’intégrale f(¢) = —<&

e+l

sur I'intervalle | — oo, +o0[.

3) Intégrales absolument convergentes
1) Définition 12:
+00
Soit fune fonction définie sur I’intervalle [a,+[. on dit que 1’intégrale impropre Ia f(t) dt

. . . +00
est absolument convergente, si ’integrale impropre I If(1)| dt est convergente.
a

On a la méme définition pour un intervalle de la forme | — o, a].
Propriété 7:
La convergence absolue implique la convergence simple.
Soit fune fonction définie sur [a,+oo[ telle que I’intégrale impropre .[;rw S(t) dt est absolument

convergente c’est a dire rwlf(t)l dt est convergente.
a
Alors I’intégrale impropre

M ) dt

Preuve :
Utilisons le critere de Cauchy: Notos F(x) = IZ Sf(t) dtetpourx; > Aetx; > A, ona:

IFGr) = Fo)= 1 f0) di= [ oy a
- IJ.le(t) il
< ["iordr < e

Remarque 12:
La convergence simple n’implique pas la convergence absolue

+00 +00
j @) di » j i) dr
En effet, si on considére la fonction f(¢) = tsin(%) ,ona:

+o0 400
jﬂ rsin(d) dtfﬁ isin(-L)1 ar



4) Complément sur les intégrales impropres:
Théoreme 14:

Soit fet g deux fonctions définies et strictement positives sur I’intervalle [a, b[, b peut étre
fini ou infini.

i) Si lim,.p- % = 0etsi J.j g(t) dt converge alors .[Zi f(t) dt converge.
ii) Si lim,.p- % = +oo et si f Zﬁ g(1) drt diverge alors 'fzi Sf(t) dt diverge.

Corollaire 5:
Soit fune fonction définies et strictement positives sur I’intervalle [a,+oo[.
. . g . +o0
i) Si lim,. o x*f(x) = Oetsia > 1 alors J‘ f(t) dt converge.
a

ii) Si lim oo x%f(x) = +o0et sia < 1 alors | :“’ ) dt diverge.
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