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Préface

Ce livre est écrit & partir d’'un cours dans le cadre de la premiére année du Master. Il porte sur
les fondements algébriques nécessaires pour la poursuite d’études en Master deuxiéme année (ex DESS)
avec la spécialité "CRYPTOLOGIE, SECURITE ET CODAGE D’INFORMATION" (ces fondements sont aussi
souhaitables dans la spécialité mathématiques approfondies -ex DEA-, pour la géométrie algébrique et
la théorie des nombres).

Il s’agit premiérement des outils d’algébre commutative : anneauz, corps, polyndmes utilisés en

— théorie des codes-correcteurs d’erreurs

— cryptologie a clef publique.

11 existe une analogie profonde entre ’ensemble Z des nombres entiers et I’ensemble Q[X] des polyndmes
a coefficients dans I’ensemble Q des nombres rationnels (ou ensemble K[X] des polynémes a coefficients
dans un corps K). En effet, ces ensembles sont des anneauz munis d’une division euclidienne (division
avec reste).

Il est utile d’étudier la divisibilité des polynémes avec le point de vue de la divisibité des nombres, et
réciproquement, on expliquera dans le cours comment on peut voir les nombres comme un analogue des
fonctions. Dans le livre on développe systématiquement cette analogie : le théoréme des restes chinois
est analogue au théoréeme d’interpolation de Lagrange, ce qui permet d’effectuer la multiplication rapide
des polynomes. Les polynomes irréductibles sont I’analogue des nombres premiers. La théorie des corps
finis est entiérement basée sur cette analogie.

Dans la troisiéme partie on considére les systémes algébriques sur Z ou sur un corps fini, vus comme
des variétés algébriques.
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1 Les entiers

1.1 Divisibilité des entiers. Lien avec 1’algébre et 1’analyse.

NoOTATIONS. On notera Z I’ensemble des entiers relatifs, N I’ensemble des nombres naturels, Q ’ensemble
des nombres rationnels, R ’ensemble des nombres réels et C I’ensemble des nombres complexes.
Si X est un ensemble, on note §X son cardinal :

§X = Card (X) = | X|.

On écrit | X| < 00, si X est un ensemble fini. Si a est un nombre réel, on note |a| = sup(a, —a) sa valeur
absolue.
Donc,

N=1{0,1,2,3,4,.. .},
Z={.,-2-1,01,2,..}.

La notation Z vient de l'allemand (“Zahlen”) (depuis la 19 siécle).

DEFINITION 1.1.1 Sia et b sont deuz entiers relatifs , on dit que a divise b et on note alb s’il existe un
entier relatif ¢ tel que b = ac. On dit également que b est un multiple de a ou a un diviseur de b. On note
aZ linsemble des multiples de a.

Un nombre entier positif p est dit premier s’l est strictement supérieur a 1 et si ses seuls diviseurs
positifs sont 1 et p.

On notera P l’ensemble de tous les nombres premiers.
Un nombre entier positif n est dit composé s’il n’est pas premier.

Par exemple, 2 | 6 et 389 | 97734562907 :

97734562907 = 389 - 251245663 = 41 - 193 - 389 - 31751.

Les nombres premiers sont
2,3,5,7,11,...,41,...,193...,389,...,2003,...,31751,....

et les nombres composés sont
4,6,8,9,10,12,...,666 =2-32-37,...,2001 =3-23-29,....

(voir [Stein], Chap. 1).

Maintenant supposons que n est tout entier positif. Alors, de méme facon, n peut étre écris comme
un produit des nombres premiers :

— Si n est premier, c’est fait.

— Si n est composé alors n = ab avec a,b < n.

En utilisant raisonnement par récurrence, a,b sont tous les deux produits des nombres premiers,
donc n est aussi un produit des nombres premiers. Ce résultat explique le terme nombre premier : tous
les autres entiers positives sont construites commes leurs produits.



Deux résultats de base de la théorie des nombres

(connues des cours de licence) disent :
(1) L’ensemble P de tous les nombres premiers est infini;
(2) THEOREME FONDAMENTAL DE L’ARITHMETIQUE :

Tout entier positif n se décompose de fagon unique sous la forme

m :p'flp?-...-pft avec p; €EP, pr<ps <---<pg, ki EN

Le premier résultat se demontre par 'absurde : si I'on avait P = {p1,p2, -+ ,pn}, on considérera
q =14+ pipa-....pn. Alors, ¢ € P par ’hypothése, mais aucun p; divise ¢, contradiction avec ce qui
précéde.

On rapellera une démonstration du deuxiéme resultat plus tard, sous une forme plus générale (pour
tous les anneaux eucildiens).

Rappelons quelques propriétés de base de la divisibilité :

PROPOSITION 1.1.2 Sia, b, ¢ sont des entiers relatifs, on a
(i) ala
(ii) si alb et ble, alors alc
ii1) si alb et alc, alors alb+ ¢

DEFINITION 1.1.3 Si b et un entier relatif non nul,et si a et un entier relatif il existe une unique paire
(g,r) d’entier relatifs tels que a = bg+ 1 avec 0 < r < |b|. L’entier q est appelé le quotient de a par b, et
r le reste de la division, on le notera ici a%b (ou a mod b).

EXERCICE 1.1.4 Démontrer en détails Proposition [LLA

Lien avec ’algébre et 1’analyse. Analogies entre nombres et fonctions.

L’exsemble Z est un anneau commautatif : il existe deux opératons suivantes : pour tous paires (a, b) €
Z X 7Z on a

+:ZxZ,(a,b)—>c=a+beZ ("addition”);
X :ZLxZ,(a,b)—d=axb=a-beZ ("multiplication”);

avec les propriétés des axioms d’anneaux ( commutativité et associativité de + et de x, distributivité
a(by + by) = aby + abs, existence de 0 et de 1, 'existence d'un (unique) élémént opposé —a € Z a tout
a € Z.

L’anneau des nombres entiers Z est un objet algébrique fondamental, aussi bien que 'anneau R[X]
(C[X]) des polynomes a coefficients réels (complexes). Ces deux anneaux sont commutatifs, associatifs
unitaires sans diviseurs de zéro. Il est commode d’exprimer la notion de divisibilité dans un anneau R
ci-dessus a l’aide de la notion d’idéal :
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rappellons qu’un idéal I de R est une partie de R qui est fermée par rapport aux opérations : pour
tous a,b € I)

laddition a + b € I, passage a l'opposé, a — —a, et la multiplication externe par tout élément x de
R:ar ax.

Tout élément a € R définit 'idéal I = (a) = {az | © € R}, et 'affirmation “a divise b” est équivalent
a“be (a).

Un idéal de type (a) est appelé idéal principal, et on rappelera que les anneaux R = Z, R[X], C[X]
sont principaux, c’est a dire, tous ces ideaux sont principauz.

La démonstration de ce fait est la méme pour les nombres et pour les polynémes : pour un idéal
I quelconque on effectue la division avec reste par un élément non nul de I avec la plus petite valeur
absolue (le plus petit degré respectivement), et la définition d’idéal implique que le reste doit étre zéro.

On verra que le théoréme de lexistence et de I'unicité de décomposition en facteurs irréductibles est
valable dans tout anneau principal.

EXEMPLE 1.1.5 L’unicité dans la deuziéme propriété n’est pas toujours valable méme si Uexistence d’une
décomposition en éléments premiers a lieu. Un exemple connu est donné par 'anneau Z[/—5] dans lequel
il existe essentiellement différentes factorisations en éléments premiers :

2-3=(14++v-5)-(1—-+-5).

EXEMPLE. PROBLEME DE FERMAT. Pierre de Fermat (1601-1665) & soulevé son probéme célébre (c.1637)
dans la marge d’une traduction des "Arithmétiques" de Diophante :

"Décomposer un cube en deux autre cubes, une quatriéme puissance, et généralement, une puissance
quelconque, en deux puissances de méme nom au-dessus de la second puissance, est une chose impossible
et j'en ai assurément trouvé l'admirable démonstration. La marge trop exigué ne la contiendrait pas”.

En langage moderne :

pour n > 2 {:c Ty =2 = axyz=0 (FLT(n))
z,y,2 €L

("Fermat’s Last Theorem").
Le 11 mars 1847 G.Lamé informait I’Académie des Sciences de Paris d’'une démonstration compléte
a la base de l'identité

Wy =(x+y)(e+Cy) (@ + P ly), (= =exp(2mi/p),p # 2

admettant la factorialité de anneau Z[(,] (c’est-a-dire, la décomposition unique en facteurs premiers).
Immeédiatement J.Liouville dit : "N’y a-t-il pas 14 une lacune a remplir ?" (et dans quelques mois A.Cauchy
publia une note sur la non-factorialité de Z[(23]).

L’idée de divisibilité dans les anneaux a beaucoup influencé la théorie des nombres.

Nombres comme analogues des fonctions

L’opération de division avec reste permet de voir tout nombre entier a comme une fonction

fo:P—>N, pr— a%p=amod p. (1.1)



EXEMPLE 1.1.6

f20(3) =2, f20(7) = 6, f20(2) = 0, f20(5) = 0, f20(257) = 20
f-13) =2,f1(7) =6, f-1(2) =1, f-1(5) = 4, f-1(257) = 256

Ceci dit, les fonctions fop et f_1 premnent les mémes valeurs en p =3 et p = 7. La fonction foq posséde
"un zéro double” en p =2, car 20 = 22 - 5, tandis que la fonction f_1 n’a pas de zéros.

EXERCICE 1.1.7 Montrer que si n est premier alors la fonction f, ne s’annule qu’en un seul point . L’
affirmation réciproque est-elle vraie ?

EXERCICE 1.1.8 Déssiner la fonction fg.

EXERCICE 1.1.9 Montrer que tout nombre entier a est déterminé par la fonction correspondente f,

1.2 Factorisation des nombres. Lien avec ’'informatique et 1’algorithmique.

Soit n = 1275, et remarquons que 17 | 1275, alors n est certainement composé, n = 17 - 75. Puis, 75
est 5-15=>5-5-3. Donc finalement, 1275 =3-5-5-17.

Remarquer qu’on peut agir différement pour factoriser le nombre 1275, par exemple 1275 = 5 - 255.
On obtient 255 = 5-51 et 51 = 17 -3, donc le résultat final est le méme. Le résultat sur 'unicité ci-dessus
dis que c’est toujours le cas.

Lien avec l’informatique et 1’algorithmique. Ecriture base m € N.

Pour effectuer les opérations algébriques dans Z on utilise un systéme de numération de la base
m € N : la notation

d = (dg—1,dk—2, ..., d1,do)m

signifie que d = dx_1m* ! +... +dp avec des chiffres d; € {0,1,...,m—1}. Le nombre de chiffres d; utilisés
pour cela est égale a [log,, n] + 1. Une méthode commode utilsée par les ordinateurs correspond a m =
2, et on appelle le systéme de numération binaire (de la base 2). Le chiffre (digit) binaire (c’est-a-dire 0
ou 1) s’appelle “bit” (en anglais “bit” est une abréviation de “binary digit”).

L’analyse simple des algorithmes “scolaires” pour ’addition et pour la multiplication montre que pour
laddition de deux nombres écrits avec k et [ bit, k& > I, on a besoin de k operations booleénnes (bit—
opérations) qui se réduisent & I’addition des chiffres correspondants, (avec mémorisation et transfert du
chiffre 1 & la position précédente dans le cas “1 + 17).

EXEMPLE 1.2.1

—_
—_
—_
—
e}
o

O(2)
O2) (120 4 30 = 150)

_|_
—_
—
—
—_

1 0 0 1 0 1 1 0g

Dans cet exemple (1111000)2 = 8 - 15 = 120, (0011110), = 2 - 15 = 30.
On voit que pour la multiplication des nombres a k et [ chiffres on a besoin de 2kl bit—opérations.
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EXEMPLE 1.2.2

1 1 0 1
X 1 1 1(2)
110 1
L1 0 1 (13 x 7= 91).
+ 1 1 0 1
101 1 0 1 lg,

Le nombre de bit—opérations nécessaires pour I’exécution d’un algorithme caractérise essentiellement le
temps d’exécution.

Passage d’un systéeme de numération a un autre. Le temps nécessaire pour passer de la forme binaire
d’un nombre n vers la forme de la base m est facile & estimer par (k2l) car on a besoin pour cela de
(k) divisions avec reste, avec pour chaqune division (kl) bit—-opératons (“division en colonne”) ou [ est le
nombre de bit dans ’écriture de m, k est le nombre de bit dans I’écriture de n.
T
REMARQUE. Rappelons que la méthode de Héorner permet de trouver facilement la valeur n = Z cmt.
i=0
On considére le polynéme
-
f(x) =gn(x) = Z cix', et x = m on calcule g, (m) de fagon suivante : soient
i=0
f(x) = apz" + an—lfn_1 +---+ag, ap #0

un polynéme, et on cherche un autre polynéme
q(x) = bp12" " F by 02" 2 4+ by, by £ 0

tel que
f(x) = (z = c)q(x) +,
En comparant les coefficients des puissances de x on obtient
ap =bp_1, an_o="bp_o—cbp_1, ---,
ay = bg — cby, ag =1 — cby, r = f(c).
Ceci implique

bnfl = Qp, bnfk = Cbn7k+1 —+ anfk(k = 2’ e ,TL)

11 est commode de faire le tableau suivant (le schéma de Horner)

Gn, An—1 s ai ao

clbp—r1=an | bp—a=cbp—1+an_1 | -+ | bop=cbr+ar | f(c)=cbo+ ao

T
En particulier, pour un nombre n = E ¢;m" on considére le polynome

=0
o

f(x) = gn(x) = Zcixi, et © = m on obtient
i=0



Cr Cr—1 s C1 Co

m | b1 =¢ | bp_go=mbr—1+cro1 | -+ | bo=mbi +c1 | gn(m) =mbo+ ¢

Ces méthodes d’addition, de multiplication, de division avec reste, de passage d’une forme d’écriture
4 une autre donnent des exemples d’algorithmes. On va appeller algorithme une procédure de calcul
décrite pas par pas. On appelle algorithme polyndémial de calcul sur des nombres naturels ni, no, ..., 1,
décrits a aide de ky, ko, ..., k. bit respectivement, un algorithme avec le temps d’éxécution inférieur ou
égal & O(kflkéh - ... - kdr) (pour des constantes di, da, ..., d, € N).

Dans ce qui suit on va donner d’autres exemples des algorithmes polynémiaux : exponentiation modulo
un nombre naturel fixé, algorithme d’Euclide.

Cela ne signifie en rien que la recherche des facteurs premiers d’un nombre entier soit un travail
facile en général. La "preuve" en est que la cryptographie moderne réside essentiellement sur la difficulté
technique de factorisation de grands nombres entiers en produit de nombres premiers.

PROBLEME DE GAUSS : FEriste-t-il un algorithme pour factorisation de tout nombre donné n qui
marche aussi rapide que son "temps d’execution” soit borné par un polynéme du nombre de chiffres
décimales de n ?

La plupart des mathematicians pensent que la réponse est négative, mais personne ne l’a encore
prouvé rigoureusement. S’il existait un tel algorithme, alors les cryptosystémes qu’on utilise pour les
transactions interbancaires peuvent étre facilement "cassés".

Difficulté comparative de la multiplication et de la factorisation de nombres entiers.

Considérons le développement

(107" — 1)/9 =241573142393627673576957439049 X
x 45994811347886846310221728895223034301839.

Avec une certaine patience on peut multiplier les deux facteurs pendant quelques heures :

> 241573142393627673576957439049%45994811347886846310221728895223034301
> 839;

11111111111111111221111111111111111111112111111111111112111111111\
111111

Cependant, pour trouver une telle factorisation par la méthode standard de la division successive
on aurait besoin de 10'° ans de travail des ordinateurs qui font une division en 10~ seconds. En effet,
on a réussi a trouver cette factorisation a ’aide du superordinateur CRAY-I en utiisant certains algo-
rithmes trés fins qui rendent ce travail abordable. L’estimation des meilleurs algorithmes modernes de
factorisation d’un nombre n € N est (exp(C(logn)'/?(loglogn)?/3).

Difficulté de la vérifications de primalité.

D’autre part, il existe des méthodes assez rapides pour vérification de primalité des grand nombres.
Par exemple, un mathematicien canadien H.-Willams a démontré en 1988 que le nombre (10*%3* —1)/9
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est premier. Actuellement on peut vérfier sur les ordinateurs la primalité d’'un nombre naturel avec 100
digits (c’est-a-dire, la propriété d’étre premier) en quelques minutes.

Dans un travail récent de Manindra Agrawal, Neeraj Kayal and Nitin Saxena un algorithme po-
lynémial a été trouvé pour vérifier la primalité d’'un nombre naturel (sans trouver un seul facteur).
L’algorithme utilise une version polynémial du "petit théoréme de Fermat", et son "temps d’execution"
est borné par O(logn)'? du nombre de chiffres décimales de n (voir le manuscript "Primes is in P" de
2002).

Un défi ("challenge") a $10,000

Dés mois de février 2002, si vous arrivez & factoriser le nombre suivant de 174-chiffres décimales,
connu sous le nom “RSA-576”, alors la companie RSA vous payera DIX MILLE DOLLARS!

1881988129206079638386972394616504398071635633794173827007
6335642298885971523466548531906060650474304531738801130339
6716199692321205734031879550656996221305168759307650257059

Ce nombre est appelé RSA-576, car il posséde 576 chiffres binaires. Voir [Stein], Chap. 1, et
http ://www.rsasecurity.com/rsalabs/challenges/factoring/index.html

pour les details (il y a méme un défi & $200,000).

1.3 Application a la multiplication rapide.

11 est clair, que les opérations algébriques (I’addition, la multiplication, I’exponentiation) dans les
anneaux sont trés importantes ; ¢’est pourquoi on va considérer des méthodes commodes pour effectuer
ces opérations.

Soit m un entier strictement positif. Alors on peut voir ’écriture en base m d’un entier positif

n = (Ck—1-"C1€0)m

(i.e.
k—1
n:Zcim’ avec 0 < ¢; <m—1)
i=0

comme un analogue d’un polyndéme g, (z) = Y_._, ¢;z* parce que n = g(m). Pour multiplier deux nombres

net n' = > ,ca’ on peut utiliser une multiplication rapide des polynomes : g,/ (z) = >.i_,cia’,

n' = gp(m), alors

7

!’

nn = gn(m)gn’ (m) = (gngn’)(m)'

Un exemple modeéle pour la multiplication rapide des nombres et des polynomes est donné par la
régle :

(azx + b)(cx + d) = ac(z® + x) + (b — a)(c — d)x + bd(z + 1) (1.2)

donc la multiplication des polyndémes de degré < 1 nécessite seulement 3 multiplications essentiels au
lieu de 4 multiplications par la méthode traditionnelle. On utilise cette régle avec z = 2'.

Rapellons que I'algorithme traditionnel pour la multiplication de deux nombres de < k chiffres binaires
(m = 2) nécessite < k? opérations élémentaires (de type 1o + 1o = 105).
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La régle (LZ) ameéne a un algorithme rapide de multiplication dont le temps d’execution est majoré
par O(k'°g23).

1.4 pgcd, ppcm

DEFINITION 1.4.1 Soit I un ensemble et (a;)icr une famille d’entiers.

(i) On dit que d € N est un pged de la famille (a;)icr st
V(i € I,d|a;) et Vr € Z,N(i € I,r|a;) = 7|d
(i) On dit que m € N est un ppem de la famille (a;)icr si

V(i € I,a;lm) et Vr € Z,¥(i € I,a;|r) = m|r

NoTATIONS. r = pged((a;)icr), m = ppem((a;)icr).
REMARQUE.

Si I =0, alors le pged vaut 0 et ppem vaut 1. Si I = {0} et ap > 0, alors le pged et ppem coincident
avec ag.

Algorithme d’Euclide pour le calcul de pgcd

Pour des entiers a,b on écrit alb si a divise b, c’est-a-direb = ad pour un entier d. Si p est premier
et p® le plus grande puissance de p divisant n on écrit p®||n et a = ordpn. Le théoréme de factorisation
peut étre facilement déduit de son cas particulier : si un nombre premier p divise ab alors soit p|a soit
p|b. Cette propriété découle de l'algorithme d’Euclide.

Si ’on connait les factorisations de a et b en produit de nombres premiers on voit directement I’existence et
la forme explicite du plus grand commun diviseur (notation : pged(a, b)) et du plus petit commun multiple
(notation ppcm(a,d)). Notamment, posons m, = min(ord,(a),ord,(b)), g, = max(ord,(a),ord,(b)).
Alors

pged(a,b) = [[p™,  ppem(a,b) = [ .
p p

Un fait surprenant est qu’on peut calculer facilement le pged, par exemple pged(2261,1275), sans
utiliser la factorisation. Plus précisemment :

2261 =1-1275+ 986.

On remarque que le nombre d divise tous les deux 2261 et 1275, alors d divise automaticment leur
différence 986.
De méme fagon, si un nombre divise les deux 1275 et 986, alors il divise aussi leur somme 2261. Donc
on progresse :
pged(2261,1275) = pged (1275, 986).

Essayons encore :
1275 =1-986 + 289,

donc pged (1275, 986) = pged(986, 289) :
986 =3-289+ 119
280 =2-119+4 51
119=2-51+4+17.
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Ceci dit, pged(2261,1275) = - - - = pged(51,17), i.e. 17 car 17| 51, et
pged(2261,1275) = 17.

Cette méthode est trés efficace et elle donne lalgorithme classique suivant :

Algorithme d’Euclide :
On fix a,b € N avec @ > b. En utilisant la “division avec reste” (division euclidienne), on écrit
a=0bqg+r,avec 0 <r <b. (1.3)

Alors, comme ci-dessus,
pged(a, b) = pged(b, 7).

On pose a; = b, by = r, et on répéte jusqu’a r = 0. On calcule assez rapidement pged(a, b). L’algorithme
d’Euclide consiste donc en le calcul d’une suite

do, dy, do,...
oudy=a, di=0>betd; estleresidude d;_; modulo d; :
dit1 =d;—1 —td;.

On s’arréte lorsque d, = 0; alors di—1 = pged(a,b). On peut montrer (en exercice) que le nombre des
divisions est borné par 5log;, max(a,b) (le théoréme de Lamé).
THEOREME 1.4.2 Soient a,b € N des entiers positifs. Alors il existe pged(a,b).

PREUVE. On observe simplement que d = di_1 = pged(a, b) satisfait les conditions de la définition [CZ1

EXEMPLE. On pose a = 15 et b = 6.
15 = 6-2+3 pged(15,6) = pged(6, 3)
6 = 3240 pged(6,3) = pged(3,0) =3
EXEMPLE. Soit a = 150 et b = 60.

150 60-2+30  pged(150,60) = pged(60,30)
60 = 30-2+0 pged(60, 30) = pged (30, 0) = 30

Avec lalgorithme d’Euclide on va prouver maintenant que si un nombre premier divise le produit de
deux nombres entiers, alors il divise 'un d’eux. Ce résultat est la clé pour prouver I'unicité de factorisation.

THEOREME 1.4.3 (LEMME D’EUCLIDE) Soit p un nombre premier et a,b € N des entiers positifs. Si
plabalorsp|aoupl|b.

PREUVE. Si p | a, c’est fait. Si p t a alors pged(p,a) = 1, car seulement 1 et p divisent p. A partir de
lalgorithme d’Euclide, on voit pged(pb, ab) = b. A chaque étape on multiplie I’equation par b. Comme
p | pb et, par I'hypothése, p | ab, on obtient que p | pged(pb, ab) = b.

COROLLAIRE 1.4.4 Soit p un nombre premier, s € N, et a1, - - ,as € N des entiers positifs. Si p |
ai-....ar alors p divise U'un des a; : Ip | a;.
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Unicité de la décomposition

L’unicité de la décomposition d’un entier positif n en produit de nombres premiers résulte directement
du lemme d’Euclide [CZ3] (et de son corollaire[CZ4) : soient r,s € N, p1,--- ,pr et q1,- - , gs des nombres
premiers tels que

n=pi..Pr=4qi...-4s

alors r = s et py,--- ,p,r coincident gy, - -+ ,qs & une permutation preés.

En effet, on peut supposer » > s. On procéde par récurrence sur r. Si r=0, alors n=1, s = 0, et le
résultat annoncé est vrai. Supposons le résultat montré pour r — 1 avec r > 1. On a

p1|Q1'---'qs-

Donc p; divise 'un des g;.
Quitte & échanger les ¢;, on peut supposer que pi|q;. Comme le nombre ¢; est premier, on obtient
p1=q=1,dou
P2-e . Dr = Qar . s

(aprés la simplification), et il reste a appliquer I’hypothése de récurrence au produit pa-....p, de r — 1
nombres premiers.

EXERCICE 1.4.5 Montrer que si ay,as > 0,
pged (a1, az) - ppem(ar, az) = ay - as
EXERCICE 1.4.6 Algorithmes pour calculer le pged d’une famille finie {a1,- - ,a,}. Montrer que

pged(ay, - -+, ar) = pged(pged(ar, - -, ar—1), ar),

et que
ppcm(alv T aaT) = ppcm(ppcm(al, t 7ar71); ar)a

Programme pour trouver le pged (en Maple)

restart;

a:=691;

b:=-1000;

i:=0;

if a<0 then a:=-a;
else fi;

if b<0 then b:=-b;
else fi;
while(b<>0) do
i:=i+1;

r:=irem( a,b );
a:=b;

b:=r;

od;

print(i, a);

VVVVVVVVVVVYVYVYVYV

a:= 691
b := —1000
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b := 1000

r =691
a := 1000

b:=691

r:= 309

a:= 691
b:= 309

a = 309

L <
ol
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ERPE s o~ Ao~ O

Tab.lrab‘lrab‘lrab‘lrab

—

ee}
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Procédure pour trouver le pged (en Maple-7)
> pgcd:=proc(a::integer,b::integer)

local r,d0,d1,i;

i:=0;

if a<0 then a:=-a;

else fi;

if b<O then b:=-b;

else fi;

r:=b;

dO:=a; di:=b;

r:=b;

while(d1<>0) do

i:=i+1;

r:=irem( d40,d1 );

dO:=d1;

dl:= r;

od;

return dO;

end proc;

VVVVVVVVVVVVVYVYVYVYV

pgcd = proc(a : :integer, b : :integer)

localr, d0, di, i;
1:=0;
ifa < 0thena := —aelse end if;
ifb < Othenb := —belse end if;
r:=b;
do = a;
dl :=b;
r:=b;
whiled! #0doi:=i+ 1; r:=irem(d0, d1); d0 := d1; dI :=r end do;
return d0

end proc

> pged(12,14);

> pgcd(91,65);
13
> pged(2261,1275) ;
17
1.5 Congruences

DEFINITION 1.5.1 Si a,b sont deux entiers relatifs, on dit que a est congru & b modulo m et on note
a=bmodm
si et seulement si m divise a — b.

PROPOSITION 1.5.2 Sia,b,c,d, m et n sont des entiers relatifs,

(i) a = a mod m,

(i1) si a = bmod m, alors b = a mod m,

(i) si a = bmod m et b=cmod m, alors a = ¢ mod m,

(iv) sim est non nul et sib est le reste de la division euclidienne de a par m, alors on a a = b mod m,
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v) si a =bmod m et si n|m, alors on a a = bmod n,

(vi) si a =bmod m et ¢ =d modm, alors a + ¢ =b+ d mod m,

(vii) si a = bmod m et ¢ =d mod m, alors ac = bd mod m,

(viii) si a = bmod m et sin est un entier positif, alors a™ = b™ mod m.

PREUVE. C ’est un exercice facile. Montrons (vii) a titre d’exemple : si ¢ = b mod m, et ¢ = d mod m,
alors il existe des entiers relatifs g; et ¢o tels que

a—b=mq; et c—d = mgs;

par conséquant,
ac—bd = (a —b)c+ b(c —d) = m(q1 + q2);

d’ou l'assertion.

ExXEMPLE 1.5.3
Si a est entier positif ou nul et ara,.—1---ag son écriture en base 10 (i.e. a = Z:ZO ailoi), alors
(i) a = ap(mod10),
(ii) a =Y ";_, ai(mod9)
(iii) a =Y ;_,(—1)a;(mod11)

Régles de divisibilité

PROPOSITION 1.5.4 Un nombre n € Z est divisible par 3 si et seulement si la somme des chiffres déci-
males de n est divisible par 3.

PREUVE. On écrit
n=a-+ 106+ 100c+---.

Comme 10=1 (mod 3),
n=a+10b4+100c+---=a+b+c+--- (mod 3),
d’oul la proposition.
De méme fagon, on trouve les régles de divisibilité par 5, 2, 4, 9 et 11 (voir exemple [C3).

EXERCICE 1.5.5 Proposer une régle de divisibilité par 7, utilsant les faits 10 = 3(mod7), 100 = 2(mod
7), 1000 = —1(mod7).

EXERCICES
1.1 Proposer une régle de divisibilité par 13, en utilisant 1001 = 7- 11 - 13.

1.2 Calculer de téte le dernier chiffre de I’écriture en base 10 des nombres suivants : 230978634657 878665235444619
et 654565198°748217

1.3 Calculer de téte le reste de la division par 9 des nombres suivants : 88498353 5464838154648 et 3548728461353
1.4 Existe-t-il des nombres entiers x,y tels que 22 + y* = 2003 ?
1.5 Existe-t-il des nombres entiers z, y tels que 22 + 15y = 2003 ?

1.6 Soit b un entier strictement positif, énoncer et démontrer I’analogue de ’exemple pour I'écriture en
base b d’un entier positif a (i.e. a = >_;_; a:ib* avec 0 < a; < b—1).

1.7 Trouver tous entiers n tels que la fonction f, (definite par 1’égalité([CT])) ne s’annule pas.
1.8 Déssiner la fonction fi5.

1.9 La fonction f, est-elle croissante (decroissante) ?
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1.10 Justifier la procédure suivante pour calculer les [ derniers chiffres en base d d’un nombre entier positif n :

> restart;
> Chiffres:= proc( d::nonnegint,l::nonnegint,n::nonnegint )
> local i,m, v;
> v:=vector(l);
> m:=n;
> for i from O to 1-1 do
> v[l-i] :=modp(m,d) ;m:=floor(m/d); od;
> return v;
> end proc;
Chiffres := proc(d : :nonnegint, | : :nonnegint, n : :nonnegint)
locali, m, v;
v := vector(l) ;
m:=mn;
forifrom0to! — 1dowv;,—; := modp(m, d); m := floor(m/d) end do;
return v
end proc
> evalm(Chiffres(2,12, 127));
[0,0,0,0,0,1,1,1,1,1, 1, 1]
> evalm(Chiffres(7,5,700));
[0, 2, 0, 2, 0]
vérification :2*74+2*7~3=700 7
> 2%7+2%x7°3=700;
700 = 700

1.11 Trouver tous entiers x,y, z tels que

x>+ 2y3 +42° =0.

1.12 Combien de zéros se trouvent & la fin de 20! ?

1.13 Montrer que si 2P — 1 est premier alors 2P~'(2F — 1) est parfait, c’est-a-dire, il est égal a la somme de ses
diviseurs propres (e.g. 6 = 14+2+3, 28=1+2+4+7+14, 496 =1+2+4+8+16+31+62+124+248)
(Euler a démontré que tous les nombres pairs parfaits sont de ce type).

1.14 Trouver une formule explicite pour les nombres de Fibonacci a = ug, b = ugr—1 ol uo = u1 = 1 et
Ui+1 = Ui + Ui—1 :

(50597

1.15 On definit le nombre d’or comme la solution positive de la proportion d’or

1 x

T 1—=x

(“le quotient de I'unité par une partie est égale au quotient de cette partie par la partie complémentaire”),

c’est a dire x = @ Montrer que

Uj 2 \/5—1
_ .

uir1  14++/5 2

1.16 Soient a, k,! des nombres entiers positifs. Trouver

pged(a® —1,a" — 1).
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2 Entiers modulo n

2.1 Relations d’équivalence et ensembles quotients

La congruence est une relation d’équivalence. Rappellons ce dont il s’agit.
DEFINITION 2.1.1 Une relation binaire R sur un ensemble E est une partie

Ex C Ex E={(a,b) | a,be E}

on écrit a X b si et seulement si (a,b) € Ex

DEFINITION 2.1.2 Une relation binaire R sur un ensemble E est une relation d'équivalence si et seulement
si elle vérifie les trois conditions suivantes :

- Réflexive. Va € E, a Za.
— Symeétrique. Si a et b appartiennent o E et si a 2 b, alors b 2a

.. . . . R R R
— Transitive. Si a, b et ¢ appartiennent a E et sia~b et b~ c, alors a ~ c

Pour tout z de F on appelle classe d’équivalence de x modulo R, notée T, la partie
R
{yeE|y~uz}

de E. On dit également que x est un représentant de la clase d’équivalence 7.
L’ensemble des classes d’équivalence modulo R est appelé ensemble-quotient de E par R. On le note
E/R.

PROPOSITION 2.1.3 L’ezsemble quotient E/R forme une partition de E autrement dit aucune classe
d’équivalence n’est vide et deuz classes d’équivalence sont soit disjointes soit identiques.

DEFINITION 2.1.4 L’application
E—-E/Rx—T

est surjective, on l’appele la projection canonique.

2.2 Arithmétique modulo n

PROPOSITION 2.2.1 Pour tout entier n la relation de congruence x = y mod n est une relation d’équi-
valence sur Z. On note Z/nZ 'ensemble quotient associé.

PRrEUVE. 1l suffit d’utiliser les propriétés (i), (ii) et (iii) de Proposition [ La propriété (iv) montre
que
Z=0UlU---Un—1=nZU (1 +nZ)U---U(n—1+nZ)

On suppose a,a’,b, b’ € Z et
a=a’  (mod n), b=b' (mod n).
Alors

a+b=d +bV (mod n)

a-b=a -b (mod n)

—
.l\.')
[N
S~—

Ceci permet de definir une addition + et une multiplication x (ou -) sur Z/nZ par les formules

a+b=a+beta-b=a-b.
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Ceci implique que si m > 0 la puissance m-éme d’un élément a de Z/nZ est donné par

a™ =am.

De point de vue pratique, ces calculs peuvent étre implémentés de la fagon suivante : pour I’addition

ALGORITHME 2.2.2
Entrée :
— Entier n de congruence.
— Entiers a et b (entre 0 et n —1).
Sortie :
— Représentant de a+b (entre 0 et n —1).
Algorithme :
— Calculer ¢ = a+b.
— Calculer le reste r de la division de ¢ par n.

Un algorithme analogue peut étre écrit pour la multiplication.
Pour [’exponentiation, il convient de minimiser le nombre de multiplications effectuées. L’idée pour
cela est de considerer ’écriture en base 2 de la puissance cherchée :

T
m = g m;2* avec m; = 0 ou 1.
i=0

On a la relation

La formule
m=m,2" +---+mg=2(2(---22m, + my_1) +...) +m1) +mg

montre que dans cet exemple

am = 52(2(~~~2(2mr+mr_1)+...)+m1)+mo

=(-- ((amv~)25m7~71)2 . )2am0

ALGORITHME 2.2.3
Entrée :
— Entier n de congruence.
— Puissance m.
~Element a de Z/nZ

Sortie :

— Valeur de a™ dans Z/nZ.
Algorithme :
l.x:=a,y=m;
2.z:=1;

8. Tant que y n’est pas nul
3.1 si y est impaire, z := z*x mod n
8.2 x :=x+xmodn
3.3 m :=m/2

4. renvoyer z
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2.3 Une procédure pour calcul de ¢™ mod n en Maple

On peut simplement utiliser

> a & m mod n;
Sinon, on écrit une procédure :

Puismod:=

proc(a::nonnegint, m::nonnegint, n::nonnegint)
local x, y, z, mi;

X:=a;

y:=m;

z:=1;

while (y<>0) do

mi:=y mod 2;

if (mi=1) then z := z*x mod n;

else fi;

X:=x*x mod n;

y:=floor(y/2);

printf ("mi=Jd, x=%d, y=%d, z=/d\n",mi,x,y,z)
od;

return z;

end proc;

4

VVVVVVVVVVYVYVYVYVYV

Puismod := proc(a : :nonnegint, m : :nonnegint, n : :nonnegint)
localzx, y, z, mi;

Ti=a;
Yyi=m;
z:=1;

whiley # 0do
mi :=ymod2;
if mi = 1then z := z * x mod n else end if;
z:=z2modn;
y = floor(1/2 % y);
printf (“mi=%d, x=%d, y=%d, z=%d\n”, mi, z, y, z)
end do;

return z
end proc

> Puismod(2,11,100);
mi=1, x=4, y=5, z=2
mi=1, x=16, y=2, z=8
mi=0, x=56, y=1, z=8
mi=1, x=36, y=0, z=48

48

vérification :
> 2711,
2048

19
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Simplification dans Z/nZ
PROPOSITION 2.3.1 Sipged(c,n) =1 et

ac=bc (mod n)
alors a=b (mod n).

PREUVE. Par définition
n | ac—be= (a—"b)ec.

Comme pged(n,c) =1,onan | a—b, donc
a=b (mod n),
d’ot la proposition.

COROLLAIRE 2.3.2 Si pged(c,n) = 1 alors Uapplication x© +— cx de Z/nZ dans Z/nZ est bijective, en
particulier, pour tout b dans Z/nZ il existe un seul x dans Z/nZ tel que

cx=b (mod n).

EXERCICES

2.1. Justifier une version de l’algorithme d’Euclide donnée par la division avec reste de plus petite valeur
absolue :

To = apr1 + €122,
Ty =a1®2 +e2x3, ..., 0<ap <wxp_1/2, & ==,

Tp—1 = Qn—1Tn-

2.2. Posons Dy=0,D1=1, ..., D, =2D,_1+ D, _o.

(la suite des nombres de Dupré). Démontrer : Théoréme (Athanase Dupré, 1846) Soient u, v > 0 des
entiers naturels tels que lalgorithme d’Fuclide aboutit en n divisions (avec reste de plus petite valeur
absolue), et u est minimal avec cette propriété. Alors

u=Dyp+Dp 1, v=D,,
2.3. En déduire : Pour (u, v), u > v > 0, lalgorithme d’Euclide aboutit en au plus
1,14logu — 0,79 +0,41u"!

divisions avec reste de plus petite valeur absolue.

Solution : voir [Knuth, p. 605]. On utilise ci-dessus la formule

Dn=$((1+x/§)"—(1—\/§)").
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3 Rappels sur la notion de groupe, exemples

3.1 Structure de groupe
DEFINITION 3.1.1 Un groupe est un ensemble G muni d’une loi interne
GxG—G, (r,y)—ay=z-y

qui est associative
Grl Vz,y,z € G,x(yz) = (2y)z,

admet un element neutre e :
Gr2Vx € G,ze =ex =z,

et tout élément x du groupe G admet un inverse (ou symétrique) y :
Gr3Vx e G,y € G,zy =yxr =e,

cet élément est alors unique, on le note 1.
En outre le groupe G est dit commutatif ou abélien s’il vérifie également la condition suivante :
Comm. Vz,y € G, zy = yx.

REMARQUE 3.1.2 On prend souvent une notation additive pour la loi d’un groupe abélien, la loi s’écrira
alors (z,y) — x +y, Uélément neutre sera noté 0 et le symétrique (ou opposé) d’un élément x sera noté
—x.

EXEMPLE 3.1.3
L’ensemble Z muni de laddition est un groupe commutatif. Il est de méme pour Q, R, C muni de
Uaddition. L’addition munit également Z/nZ d’une structure de groupe abélien.

DEFINITION 3.1.4 Un groupe G est dit monogéne, s’il existe un élément g de G tel que {g} engendre G,
i.e. pour tout h € G il existe un entier positif n tel que soit h = g" soit h = g~" = (g~ *)". On dit alors
que g est un générateur de G. Un groupe monogéne fini est dit cyclique.

En particulier, le groupe additif Z/nZ est cyclique d’ordre n et de générateur 1 :
1+41=2141+1=3,--
Le groupe additif Z est monogeéne de générateur 1 (ou de générateur —1).

EXERCICE 3.1.5 Trouver tous les générateurs du groupe Z/nZ. Montrer qu’une classe @ = a mod n est
un générateur de Z/nZ si et seulement si pged(a,n) = 1.

EXEMPLE 3.1.6

Si X est un ensemble, 'ensemble des bijections de X dans X, aussi appelées permutations de X, forme
un groupe pour la loi de composition que l'on note Sx. On note &,, pour le groupe des permutatons de
{1,---,n}. Sin >3, alors ce groupe n’est pas abélien.

DEFINITION 3.1.7

(a) Soient G et H deux groupes. Une application ¢ : G — H est un morphisme de groupes si elle
vérifie la condition

Mor Vz,y € G, ¢(zy) = ¢(x)¢(y).

(b) Un isomorphisme de groupes est un morphisme de groupes qui est bijectif. Son inverse est alors
un isomorphisme de groupes.

(¢) Un automorphisme d’un groupe G est un isomorphisme de G dans G. Son inverse est un auto-
morphisme de G.

EXERCICE 3.1.8 Trouver tous les morphismes du groupe Z/10Z dans Z]/12Z.

EXERCICE 3.1.9 Trouver tous les automorphismes des groupes Z/10Z et Z/127Z.
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3.2 Exemple : éléments inversibles mod n.

Rapelons que pour un élément a mod n € Z/nZ 'application x — ax de Z/nZ dans Z/nZ est bijective
si et seulement si pged(a,n) = 1, en particulier, dans ce cas pour tout b dans Z/nZ il existe un seul x
dans Z/nZ tel que
azx=b (mod n).

(voir Corollaire ZZ32).

DEFINITION 3.2.1 On appelle groupe des éléments inversibles mod n l’ensemble des éléments a mod n €
Z/nZ tels que pged(a,n) = 1, et on le note (Z/nZ)*. L’élément neutre e de (Z/nZ)* est la classe
1 modn =1+ nZ, et l’élément symétrique de a mod n et la classe x mod n, ot ax=1 (mod n).

Pour trouver un élément = tel que az=b (mod n), il suffit de résoudre 'équation az + ny = b en
entiers x,y, on utilisera une information supplémentaire sur le pged donnée par

PROPOSITION 3.2.2 On suppose a,b € Z et pged(a,b) = d. Alors il existe x,y € 7 tels que

ax + by = d.
On donne d’abord un exemple concret de calcul de solution d’une équation comme az =1 (mod n).
EXEMPLE 3.2.3 Soita =5 et b= 7. Les étapes de l'algorithme d’Eclide sont :

7T=1-5+2 donc2=T7-5
5=2-2+4+1 doncl=5-2-2=3-5—-2-T7.

A droite, nous avons écrit tout reste comme une combinaison linéaire de a et de b. Finalement, on a
écrit pged(a,b) comme une combinaison linéaire a et b.

Cet exemple n’était pas compliqué, et on pourrait aborder un exemple plus long.

EXEMPLE 3.2.4 Soit a = 130 et b = 61. Nous avons

130=2-61+8 donc 8 =130 —2-61
61=7-845 donc 5= —-7-130+15-61
8=1-5+43 donc 3=8-130—-17-61
5=1-3+42 donc 2 =—-15-130+32-61
3=1-2+4+1 donc 1 =23-130—-49-61.

Alors x = 130 et y = —49.

REMARQUE 3.2.5 I suffit pour nous de trouver une solution de ax + by = d. En effet, il existe toujours
une infinité de solutions. Si x,y est une solution de

ax + by = d,

a(x—l—a-g)—i—b(y—a-%):d,

est aussi une solution, et toutes les solutions sont de cette forme pour un c.

alors pour tous a € Z,
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Identité de Bezout.
L’algorithme d’Euclide se compose du calcul d’une suite
do, di, da,...
oudy=a, di=0>betd; estleresidude d;_; modulo d; :
dip1 = di—1 — td;.

On s’arréte lorsque d, = 0; alors di_1 = pged(a,b). On peut montrer que le nombre des divisions est

borné par 5log;, max(a,b) (le théoréeme de Lamé)
De l'algorithme d’Euclide provient aussi une représentation

pged(a, b) = ua + vb (3.1)

ol u,v sont des entiers. Pour les construire on calcule successivement les paires (u;,v;) tels que d; =
u;a + v;b. Posons ug = vy = 1,u3 =v9g =0 et pour ¢ > 1

Uit1 = Uim1 — EU;,  Vigp1 = Vi—1 — L4

ou t est pris de la relation d;11 = d;—1 — td;.
Comme pged(a, b) = d—1 on peut prendre u = ug_1, U= Vk_1.

Programme pour calculer u et v

\

bezout:=proc(a::integer,b::integer)
local uO,ul1,u2,v0,v1,v2,d0,dl,r,t,i;
if a<0 then a:=-a;

else fi;

if b<0 then b:=-b;

else fi;

u0:=1;v0:=0;

ul:=0;vl:=1;

dO:=a; dil:=b;

r:=b;

i:=0;

while(d1<>0) do

i:=i+1;

t:=iquo( d0,d1 );

r:=irem( d0,d1 );

d0:=d1;

dl:= r;

u2:=ul-t*ul;

v2:=v0-t*vl;

ul:=ul;

ul:= u2;

v0:=v1;

vi:= v2;

printf ("i=%d, %d*%d+%d*%d="%d\n"
,i,a, (u0) , b,v0, d40)

od;

return dO;

end proc;

VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVYVVYVYV



bezout := proc(a : :integer, b : :integer)
local u0, ui, u2, v0, vi, v2, d0, d1, r, t, t;
ifa < 0thena := —aelse end if;
ifb < Othenbd := —belse end if;
w0 =1,
v0 :=0;
ul :=0;
vl =1,
d0 = a;
dl :=1b;
r:=1b;
1:=0;
while d1 # 0do
1:=14+1;
t :=iquo(d0, d1);
r:=irem(d0, d1);
do = di;
dl :==r;
u2 = ul —t*xul;
v2 1= vl —t*xvl;
ul == ul;
ul == ul;
v0 = vl ;
vl == v2;
printf (“i=%d,%d*%d+%d*%d=%d \n”, i, a, u0, b, v0, d0)
end do;

return d0
end proc
> bezout(12,14);

i=1,12%0+14x%1=14
1=2,12%1+14%0=12

1=3,12%-1+14%1=2

> bezout(691,1000);
i=1,691*%0+1000*1=1000
i=2,691%1+1000*0=691
i=3,691%-1+1000%1=309
i=4,691%3+1000%-2=73
i=5,691%-13+1000%9=17
i=6,691*%55+1000%-38=5

i=7,691%-178+1000%123=2
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i=8,691%411+1000%-284=1

> bezout(17,61);
i=1,17*%0+61*1=61
i=2,17*1+61%0=17
i=3,17%-3+61%1=10
i=4,17*4+61%-1=7
i=5,17*-7+61%2=3

i=6,17%18+61%-5=1

Pour résoudre ax =1 (mod n)

on peut simplement utiliser en Maple la commande

> 1/a mod n;

25

Sinon, on suppose pged(a, n) = 1. Pour résoudre ax = 1 (mod n) on trouve x et y tels que ax+ny = 1.

Alors
ar=ar+ny=1 (modn).

EXEMPLE 3.2.6 Résoudre 17z =1 (mod 61). Premiérement, on utilise l’algorithme d’Euclide pour trou-

ver x,y tels que 17Tx +61ly =1 :

61=3-17+10 donc 10 =61—3-1
17=1-10+7 donc 7= —61+4-17
10=1-7T+3 donc3=2-61—-7-17
3=2-3+1 donc1=—5-61+18-17

Alors x = 18 est une solution de 17z =1 (mod 61).

La méme chose se fait facilement en utilisant Maple
> restart;

> 1/17 mod 61;
18

> 1/2 mod 61;
31

3.3 Sous-groupes

DEFINITION 3.3.1 Si G est un groupe, un sous-groupe de G est une partie H de G vérifiant les trois

conditions suivantes :
SGl e € H,
SG2 Vx,y € H,zy € H,
SG3Vxc H,xz~ ! € H.
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H est alors un groupe pour la loi induite
H x H — H, (hi,h2) — hihy
EXEMPLE 3.3.2 Si G est un groupe, G et {e} sont des sous-groupes de G.

EXEMPLE 3.3.3 Si (H;);er est une famille des sous-groupes d’un groupe G, alors Uintersection N;eyH;
est un sous-groupe de G. En particulier, si X est une partie de G, l'intersection des sous-groupes de G
contenant X, est un sous-groupe de G. C’est le plus petit sous-groupe de G contenant X, on l'appelle le
sous-groupe de G engendré par X. On notera (X) le sous-groupe engendré par X .

EXEMPLE 3.3.4 Si ¢ : G — H est un morphisme de groupes, alors pour tout sous-groupe H' de H, son
image inverse dans G, ¢~ (H') C G est un sous groupe de G, et pour tout sous-groupe G' de G, son
image ¢(G') C H est un sous-groupe de H. En particulier, l’ensemble

Ker(¢) = ¢~1(e) C G = {z € G | ¢(x) = €}
est un sous-groupe de G appelé le noyau de ¢. L’image de ¢, notée Im(¢), est un sous-groupe de H.

THEOREME 3.3.5 Si G est un groupe, et g est un élément de G alors il existe un unique morphisme
¢ : 7 — G déterminé par la formule
k— ¢* pour k € Z.

L’image de ¢, notée Im(¢), est le sous-groupe H = (g) de G, engendré par g.
PrREUVE. I suffit de remarquer que g* est défini de la facon suivante
9’ =e,Vk eN,g" = g*q, et g7F = (¢") 7,
donc on a un morphisme déterminé par la formule
¢k gFpourkeZ
car ¢(k +1) = g**' = g*g' = o(k)o(1).

THEOREME 3.3.6 Soit I un sous-groupe du groupe additif Z. Alors I est de la forme nZ, pour un élément
n de Z.

PREUVE. Si I est distinct du sous-groupe {0}, alors I contient un élément non nul et, contenant aussi
son opposé, un élément strictement positif. Soit n le plus petit élément strictement positif de I. Soit
i un élément quelconque de I. La division euclidienne de i par n s’écrit i = ng + r avec 0 < r < n.
Mais r = i — ng appartient également & I. Par conséquent, par minimalité de n, on a r = 0. Donc
i € nZ. Réciproquement, tout élément de nZ est dans I. En notant que {0} = 0Z, on obtient que tout
sous-groupe de Z est de la forme nZ, pour un élément n de Z.

COROLLAIRE 3.3.7 Soit G = (g) un groupe cyclique d’ordre N. Alors tout sous-groupe H de G est
cyclique.

PREUVE. On utilise le morphisme ¢ : Z — G déterminé par la formule

k +— ¢* pour k € Z.
Alors ¢ est surjectif parce que G est engendré par g. On considére I'image inverse du sous-groupe H C G :
¢~ (H) C ¢ HG) =L

Selon le théoréme B30 tout sous-groupe de Z est de la forme nZ, pour un élément n de Z. Ceci
implique que H = ¢(I) = (¢g™).
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3.4 Classes a gauche, a droite
DEFINITION 3.4.1 Soient G groupe et H un sous-groupe de G. Si g € G, 'ensemble
gH ={gh | he H} (resp. Hg={hg | h € H)}

est appelé classe & gauche (resp. & droite) de g pour H. On note G/H (resp. H\G) l’ensemble des classes
& gauche (resp. o droite) de G pour H.

Notons que si a et b sont des éléments de GG, alors on a une bijection

aH — bH
gr—ba 'y
De méme fagon on a une bijection

aH — Ha !
gr—g !

En particulier, toutes les classes ont le méme cardinal, a savoir, le cardinal du sous-groupe H. En outre
cela définit une bijection

G/H—> H\G
aH — Ha !

DEFINITION 3.4.2 Soient G groupe et H un sous-groupe de G. Si l'un des ensembles G/H ou H\G
des classes & gauche (resp. a droite) modulo H est fini, alors ces deux ensembles sont finis et de méme
cardinal, qu’on appelle indice de H dans G. On le note (G : H).

Nous avons montré la propriété suivante

PROPOSITION 3.4.3 Si G est un groupe fini et H est un sous-groupe de G, alors
G =tH - (G : H).

En particulier, le cardinal du sous-groupe divise le cardinal de G.

3.5 Sous-groupes distingués, groupes quotient

Soit ¢ : G — H un morphisme de groupes, alors pour tout « de Ker(¢) et tout g de G on a

Plgrg™") = d(g9)d(@)d(g7") = d(9)p(g™ ") =e.

1

Par conséquent, grg~—" appartient également au noyau de ¢. Ceci méne a la définition suivante :

DEFINITION 3.5.1 Soient G groupe et H un sous-groupe de G. On dit que H est distingué dans G, et on
note H <G si et seulement si
Vg € G,Vh € H,ghg™ "' € H.

Nous venons de voir que si ¢ est un morphisme, son noyau est distingué. Montrons qu’inversement tout
sous-groupe distingué est le noyau d’un morphisme.



28

DEFINITION 3.5.2 Si H est un sous-groupe distingué de G, alors il existe sur G/H une unique loi de
groupe telle que la projection canonique

¢:G—G/H,g— gH
soit un morphisme de groupes. On dit alors que G/H est le groupe-quotient de G par H.

EXEMPLE 3.5.3 Si G est un groupe abélien, alors tout sous-groupe H de G est distingué. En particulier,
le sous-groupe nZ est distingué dans Z. On retrouve ainsi l'addition dans Z/nZ.

EXEMPLE 3.5.4 Si¢: G — H est un morphisme de groupes et H' un sous-groupe distingué de H, alors
¢~ L(H') est un sous-groupe distingué de G.

PREUVE : en exercice obligatoire.

THEOREME 3.5.5 (SUR L'ISOMORPHISME) Si ¢ : G — H est un morphisme de groupes, et K = Ker(¢)
son noyau, K<G, alors il existe un unique isomorphisme de groupes ¢ : G/K — Im(¢) tel que ¢ coincide
avec la composée

G5 G/K 5 Im(g) &> H
ol T désigne la projection canonique, et j l’injection canonique.

THEOREME 3.5.6 (SUR L'ISOMORPHISME DES GROUPES MONOGENES) Si G = (g) est un groupe mono-
geéne, alors seulement deux cas sont possibles

(i) G est infini et isomorphe 4 Z ;

(i1) G est fini d’ordre N et isomorphe & Z/NZ.

PREUVE. On considére le morphisme de groupes ¢ : Z — G, qui est surjectif par I’hypothése. Soit
I = Ker(¢) C Z son noyau, alors selon le théoréme BZ5H, il existe un isomorphisme de groupes ¢ : Z/I —
Im(¢) = G. Or tout sous-groupe de Z est de la forme NZ, pour un élément N de Z.

Si N =0, G est infini et isomorphe & Z;

Si N #0, G est fini d’ordre N et isomorphe a Z/NZ.

3.6 Ordre d’un élément, théoréme de Lagrange

DEFINITION 3.6.1 Soit g un élément d’un groupe G. S’il existe un entier strictement positif n tel que
g" = e, alors on peut choisir n minimal avec cette propriété. On dit que g est un élément d’ordre n, et
on le note n = ord(g).

Sl n’existe pas d’entier strictement positif n tel que g" = e, on dit que g est un élément d’ordre

PROPOSITION 3.6.2 Soit g est un élément d’ordre N d’un groupe G, N = ord(g).
Alors N = ord(g) coincide avec l'ordre du sous-groupe (g) engendré par g.

PREUVE. Selon le théoréme BZRA sur les groupes monogénes, il existe un isomorphisme ¢ : Z — (g) =
Im(¢), oit N est le plus petit nombre positif tel que N € Kerg, i.e. g = e. On voit donc que N coincide
avec lordre de ’élément g, CQFD.

THEOREME 3.6.3 (LAGRANGE) (voir Proposition BZ3])
Si H est un sous-groupe d’un groupe fini G, alors |H| divise |G]|.
De plus, |G| = |H| - |G/H|.

COROLLAIRE 3.6.4 Soit g est un élément d’ordre n d’un groupe fini G, alors ord(g) divise |G|.
De plus, |G| = |G/{g)| - ord(g)
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EXERCICE 3.6.5 Montrer que pour tout diviseur d d’un nombre entier positif N, il existe un élément
d’ordre d dans le groupe cyclique Z/NZ.

EXERCICE 3.6.6 Trouver tous les ordres des éléments dans le groupe multiplicatif (Z/617Z)*.

EXERCICE 3.6.7 Trouver 'ordre des éléments 17, 2 et 3 du groupe multiplicatif (Z/61Z)* .
> restart;
> 5 &~ 1000 mod 100;

25
> 17&~ 20 mod 61;

13
> 17&~ 30 mod 61;

60
> 17&~ 12 mod 61;

20
>  2&~ 20 mod 61;

47
>  2&~ 30 mod 61;

60
>  2&~ 12 mod 61;

9
> 3&" 20 mod 61;

1
> 3&" 10 mod 61;

1
> 3&" 5 mod 61;

60
> 3&" 2 mod 61;

9

Réponse : ord(17) = 60, ord(2) = 60 et ord(3) = 10.

EXERCICES
3.1 Trouver pour tout diviseur d d’un nombre entier positif IV, tous les éléments d’ordre d dans le groupe
cyclique Z/NZ.
3.2 Trouver tous les éléments d’ordre maximal dans le groupe multiplicatif (Z/61Z)*
3.3 Les groupes multiplicatifs (Z/8Z)* et (Z/18Z)* sont-ils cycliques ?
3.4 Trouver l'ordre des éléments 5 et 7 du groupe multiplicatif (Z/61Z)*.

3.5 Trouver tous les éléments d’ordre maximal dans les groupes de permutations G3 et G4.
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4 Rappels sur la notion d’anneau, exemples

4.1 Structure d’anneau et idéaux

DEFINITION 4.1.1 Un anneau est un groupe abélien A muni d’une loi interne
AxA—A (z,y)—ay=zx-y

appelé produit ou multiplication, qui est associative
Anl Vz,y,z € A x(yz) = (ay)z,

et distributive a droite et a gauche par rapport & l'addition :
An2 Vz,y,z € A,x(y + 2) = zy + az,

An3Vz,y,z € A, (y + 2)x = yx + 2z,
On prendra également la convention que tout anneau est unifére, c’est-a-dire que la multiplication est
munie d’un élément neutre 1 :

An3 Vz € A1z =zl = x.

L’anneau est dit commutatif si la loi de multiplication est commutative :

Comm. Vz,y € A, zy = yz.

DEFINITION 4.1.2 Un morphisme d’anneauz ¢ : A — B est une application telle que
MorAn Vz,y, 2 € A, p(zy + 2) = p(z)p(y) + (2) € A,0(14) = 15

SAn Une partie A C B est dite un sous-anneau, si l'inclusion A — B est un morphisme d’anneauz.

EXEMPLE. On pose B=7Z X Z = {(x1,22) | 1,22 € Z}, alors A = {0} x Z est un anneau, mais pas un
sous-anneau de B.

DEFINITION 4.1.3 Soit A un anneau commutatif. Une partie I C A est dite un idéal si c’est un sous-
groupe additif pour 'addition, stable par la multiplication externe par un élément quelconque y € A.
Idéal Va € I,Va € A,ax € 1.

Opérations sur les idéaux
DEFINITION 4.1.4
(a) Soient I,J deur idéaux de de A. Leur somme

I+J={z+y|zelyecl}

est le plus petit idéal de A contenant I et J.
La somme d'une famille d'idéaux (I,)aer est formée par toutes les sommes finies

oI, = {Zxa% eIa}

acl aecl

ot o = 0 sauf un nombre fini de o € T'.
(b) L’intersection ensembliste

N

acl

d'une famille d'idéaux (I,)aer est toujours un idéal de A.
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(c) Soit X une partie d’un anneau A. L’intersection de tous les idéaux de A, contenant X, est dite
l’idéal engendré par X.
(d) Le produit
I - Ir-...-1,

d’un nombre fini d’idéauz est l’idéal engendré par
{x1 @9y | x1 €L, x0 €I,y € Iy}
En particulier, I'idéal I™ est engendré par
{x1 29"y | w1, 20 € L1, 20 € 1.}
EXEMPLE.
a)Si A=7Z,I=(m), J=(n), alors
I+ J = (pged(m,n)), I NJ = (ppecm(m,n)),I-J = (mn).

REMARQUE.
L’idéal engendré par une famille z,, coincide avec la somme

D (@a)
ael’
de tous les idéaux principaux (z4) = T A.

REMARQUE. Montrer en exercice que I'union d’une famille d’idéaux (I, )oer n’est pas un idéal en général,
mais que c’est le cas si les idéaux I, sont totalement ordonnés par I’inclusion :

Yo, 3, soit I, C Ig, soit Ig C I,.

4.2 Anneau quotient

DEFINITION 4.2.1 Soit A un anneau commutatif, I C A un idéal de A. Alors il existe sur le groupe
quotient additif A/I une unique structure d’anneau telle que la projection canonique w: A — A/I soit
un morphisme d’anneaux.

PROPOSITION 4.2.2
(a) Soit A un anneau commutatif, I C A un idéal de A. Alors il existe une bijection entre l’ensemble

{JCA|JDI}

des idéaux contenant I, et [’ensemble B
{Jca/I}

des idéaux de A/I, donnée par J =7 :"1 (J), oum: A — A/I est la projection canonique.

(b) Soit 1 : A — B un morphisme d’anneauz, alors I = Kert) :=1~1(0) est un idéal de A, (A) = C
est un sous-anneau de B, et il y a un isomorphisme d’anneaux

AT S C.
NOTATIONS.

On écrit
r=ymod [ <= x—yel
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Diviseurs de zéro, éléments nilpotents et unités

DEFINITION 4.2.3

(a) Un x € A\{0} est dit diviseur de zéro, s’il existe uny € A\{0} tel que xy = 0. Un anneau A # {0}
sans diviseur de zéro est dit intégre.

(b) Un élément v € A\{0} est dit nilpotent, si 2™ = 0 pour un n > 1.

(c) Un élément x € A est dit inversible (ou une unité) de A s’il existe y € A,xy = 1. On notera
x e A*.

DEFINITION 4.2.4 Un corps est un anneau commutatif A, non réduit o {0} dans lequel tout élément non
nul est inversible :
CorpsVex e A,z #0,dy € A,xzy =1

PROPOSITION 4.2.5
(a) Soit A un corps, alors A est un anneau intégre.
(b) Soit A un corps, I un idéal de A. Alors soit I = {0} soit I = A.

4.3 Idéaux premiers

DEFINITION 4.3.1
(a) Un idéal I # A est dit premier, si

Ve,ye A,jz-yel<—xeclouyel,

i.e. anneau quotient A/I est intégre.
(b) Un idéal I # A est dit maximal, si

Vidéal JCAICJ=1=J ouJ=A

PROPOSITION 4.3.2
(a) Un idéal I # A est dit maximal, si et seulement si A/I est un corps
(b) Tout idéal maximal est premier.

PREUVE (a) On suppose I maximal. Si z ¢ I, on considére l'idéal (z,I) engendré par x et I. Alors
(x,I) # I donc (z,I) = Aj; ceci dit, il existe a € A et b € I tels que axz + b = 1; ceci dit, az = 1 dans
A/l

Réciproquement, si A/I est un corps, les seuls idéaux de A/l sont {0} et A/I. Par la proposition
EZ2 a), il existe une bijection entre ’ensemble

{JCA|JDI}

des idéaux contenant I, et ’ensemble
{Jca/}

des idéaux de A/I. Donc il n’y a pas d’idéaux strictement intermédiaires entre I et A, i.e. I est maximal.
(b) Un corps est toujours un anneau intégre, donc I est premier.

EXEMPLE.
a) Dans 'anneau A = C[X,Y] 'idéal I = (X,Y) est maximal, A/I = C.
L’idéal J = (X) n’est pas maximal, mais premier :A/J = C[Y].
b) Trouver tous les idéaux maximaux dans Panneau A = Z[X].
L’idéal J = (p) n’est pas maximal, mais premier :A/J = F,[X].
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4.4 Divisibilité dans les anneaux

DEFINITION 4.4.1 Soit A un anneau commutatif.

(a) Sia etbe A, on dit que a divise b et on note alb s’il existe un ¢ € A tel que b = ac. On dit
également que b est un multiple de a ou que a est un diviseur de b. On note (a) = aA Uensemble des
multiples de a. C’est un idéal de A engendré par a.

(b) Soit A un anneau intégre. Deux éléments a et b € A sont dits associés s’ils vérifient une des
conditions équivalentes suivantes :

(i) Iue A b=ua
(ii) alb et bla
(i) (a) = (b)

On notera dans ce paragraphe a ~ b (c’est une relation d’équivalence).

DEFINITION 4.4.2 Un élément a € A est dit irréductible, s%l vérifie les deux conditions suivantes :
Irrl. a & A%
Irr2. Sia = bc avec b,c € A alorsbe A ouce A*.

EXEMPLE. Les éléments irréductibles de Z sont les éléments de la forme p ou —p avec p premier, car on
a Z* = {£1}.

PROPOSITION 4.4.3 Dans A anneau commutatif intégre, soit p un élément non nul. Si (p) est premier
alors p est irréductible. La réciproque est fausse en général.

DEFINITION 4.4.4 Soient A un anneau commutatif intégre, I un ensemble et (a;)icr une famille d’élé-
ments de A.

(i) On dit que d € A est un pged de la famille (a;)icr, d = pged(a;)ier, st
Vie I, dla; et Vir€ A, (Vi € I,r]a;) = r|d
(i) On dit que m € A est un ppem de la famille (a;)icr, m = ppem(a;)ier, St
Vie I, a;lm et Vr € A, (Vi € I,a;|r) = m|r
EXEMPLE 4.4.5 Le pgcd et ppem n’existent pas toujours dans un anneauw commutatif. Un exemple connu

est donné par le sous—anneau A = Z[Z\/E_)] de C, dans lequel il existe essentiellement différentes factori-
sations en éléments irréductibles :

2-3=(14iV5)- (1 —iV5).

Montrer que les irréductibles 2 et 1+ iy/5. n'ont pas de ppem dans A, et que le couple (6,2 - (14 i+/5))
n’a ni ppecm ni pged dans A.

REMARQUE. Si d = pged(a;)icr et m = ppem(a;);er existent, ils ne sont en fait pas uniques. Seules leurs
classes d’équivalence dans A/ ~ le sont (on suppose A intégre).
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4.5 Anneaux euclidiens et anneaux principaux

La notion de division pour les polynémes et les entiers conduit & la notion d’anneau euclidien.

DEFINITION 4.5.1 Un anneau intégre A est dit euclidien s’il existe une application ¢ : A — N appelée
stathme telle que

Va € A\{0}Vb € A,3(q,7) € A%, b=aq+r avec r =0 ou é(r) < ¢(a)

EXEMPLE. L’anneau des entiers Z est euclidien pour la valeur absolue.

EXERCICE. Montrer que les anneaux Z[i] et Z[j] sont euclidiens pour le carré de la valeur absolue
complexe.

DEFINITION 4.5.2 Un anneau intégre A est dit principal si tout idéal I de A est princapal, c’est-a-dire,
il existe un a € A, tel que I = (a).

THEOREME 4.5.3 Tout anneau A euclidien est principal.

PREUVE. Soit A un anneau euclidien et I un idéal de A. Si I # {0}, il existe un élément non nul dans
I. On choisit un élément z de I tel que ¢(x) soit minimal. Alors I = (z). En effet, pour tout y € I, on
écrit y = xq+ r avec r = 0 ou ¢(r) < ¢(x). Comme r =y — zq, r € I et par minimalité de ¢(z), r = 0.
Donc y € (z), CQFD

PROPOSITION 4.5.4 Soit A un anneau principal. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) a est un idéal mazimal non nul de A ;

(i) a est un idéal premier non nul de A ;

(ii1) il existe un élément p irréductible de A tel que a = (p).
PREUVE. (i)=(ii) Car un idéal mazimal est premier.

(i1)= (iii) Comme A est principal, il existe p tel que a = (p) mais comme (p) est premier, p est
irréductible.

(iii)= (1) Soit p irréductible et a = (p). Par Uhypothése, p ¢ A*, donc a # A. Soit b tel que a C b.
Comme A est principal, b = (q). Donc q|p, si a # b, alors q et p ne sont pas associés. Donc q € A*, et
b=A.

COROLLAIRE 4.5.5 (LEMME D’EUCLIDE) Soient A un anneau principal, p un élément irréductible dans
A. Alors
plab = (pla ou p|b).

PROPOSITION 4.5.6 Soit A un anneau principal, alors toute famille (a;)ic; d’éléments de A admet un
pgcd et ppem.

PREUVE. Le pged est donné comme un générateur de I'idéal ), ;(a;) et le ppcm comme un générateur
de l'idéal [,/ (ai)-

PROPOSITION 4.5.7 (BEZOUT) Si A est un anneau principal et ay,- -+ ,a, € A, alors il existe by, -+ b, €
A tels que
aiby + -+ + apby, = pged(ar, -+, an)

PREUVE. Le pged est un générateur de l'idéal (aq, -+ ,a,), donc il existe by, - , b, € A tels que

arby + - +anb, = ngd(ala T aan)-
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DEFINITION 4.5.8 Si A est un anneau principal et aq,--- ,a, € A, Sipged(aq, -+ ,a,) =1 alors on dit
que a1, -+ ,a, sont premiers entre eux. Dans ce cas il existe by, -+ ,b, € A tels que

a1by + -+ anb, =1

PROPOSITION 4.5.9 (LEMME DE GAUSS) Soit A est un anneau principal et b,c € A deux éléments pre-
miers entre euz. Alors si clab, alors cla dans A.

PREUVE. Par le théoréme de Bezout, il existe u, v tels que bu + cv = 1. Comme c|ab par 'hypothése,
cla(bu + cv) = abu + acv = a, O

ceci implique que c|a.

4.6 Deécomposition en facteurs irréductibles

DEFINITION 4.6.1 Un anneau intégre A est dit factoriel s’il vérifie les conditions suivantes :
Existence. Pour tout élément non nul a de A il existe un élément inversible u € A* et des éléments
irréductibles py,--- ,pm de A tels que

a = upi..--Pm

(il se peut que m =0, dans ce cas a € A*).
Unicité. Soient m,n, p1, -+ ,Pm €t q1, -+ ,qn des éléments irréductibles de A et u,v € A* des éléments
inversibles de A tels que

UP1-. . Pm = VG- - G,

alors m = n et il existe une permutation o € &, telle que q; ~ py(;y pouri=1,---n.
THEOREME 4.6.2 Tout anneau A principal est factoriel.

PREUVE. Existence. On raisonne par I'absurde : soit ag un élément de A\{0}, non inversible, qui ne s’écrit
pas comme produit d’éléments irréductibles. En particulier, ag n’est pas irréductible et on peut écrire :
ap = aia) avec a1 et a) non inversibles. Si ces deux éléments sont produits d’irréductibles, alors il en est
de méme de ag. Quitte & échanger a; et a}, on peut supposer que a; n’est pas produit d’irréductibles.
En itérant, on obtient une suite infinie ag, ay,--- ,a, --- d’éléments tels que

(a0) G (a1) G (an) G-+ G-

=

La réunion I = J,;7, est un idéal de A. En effet 0 € I et si by et by appartiennent & I, il existe n; et
ngy tels que by € an, et ba € an,. Soit n = sup(ny,n2), alors by — by € (a,) donc I est un sous groupe de
A et si b appartient & I et a & A il existe n tel que b €€ (ay,) et ab € (a,) C I. Comme A est principal,
I = (a) pour un a € A. Mais comme a € I, il existe n tel que a € (a,) donc

(an) G (ant1) & (an) C 1= (a) C (an),

ce qui est absurde.
Unicité. Si on a une égalité de la forme

upi-. . -"Pm = vq1-. . ."q4n,

avec p1,- - ,Pm €t q1,- -+ , ¢y des éléments irréductibles, et u,v € A* des éléments inversibles de A, on
peut supposer que m > n. On procéde alors par récurrence sur m. Si m = 0, alors n = 0 et le résultat
annoncé est vrai. Mais, par le lemme d’Euclide (Corollaire EE5H p; divise v ou I'un des ¢;. Comme v est
inversible, si p1|v alors p; est inversible ce qui contredit le fait que p; soit irréductible. On a

p1|Q1'-~-'q5-
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Donc p; divise 'un des g;.
Quitte a échanger les ¢;, on peut supposer que pi|g;. Comme le nombre ¢; est premier, on obtient
p1 = wqy avec w € A* | d’on

P2 P = (VW)G2-. . qn

(apres la simplification), et il reste & appliquer ’hypothése de récurrence au produit ps-....p, de m — 1
facteurs irréductibles.

EXERCICES

4.1

4.2

4.3

4.4

4.5
4.6
4.7

4.8

4.9

4.10

Le pgcd et ppcm n’existent pas toujours dans un anneau commutatif : soit A le sous—anneau Z[Z\/g] de C.
L’élément 6 y admet deux factorisations essentiellement différentes en éléments irréductibles :

2-3=(1+1iV5)- (1 —iV5).
On pose a = 2 et b = 1 + 4v/5. Montrer que ppem(a, b) n’existe pas dans A et que pged(a,b) = 1. Montrer
que le couple (6,ab) n’a ni ppcm ni pged dans A.

Soit p un nombre premier. Trouver tous les diviseurs de zéro dans les anneaux
ZJ100Z,Z]72Z,7./p" Z.

Trouver tous les éléments nilpotents dans les anneaux
Z/100Z,Z)72Z,7/p" Z.

Trouver tous les éléments inversibles dans les anneaux
Z/100Z,Z)727,7./p" Z.

Montrer qu’un anneau fini est intégre si et seulement si c’est un corps.
Montrer que les anneaux Z[i] (“entiers de Gauss”) et Z[j] sont euclidiens pour le carré du module.

Trouver tous les éléments inversibles dans les anneaux Z[i] et Z[j]. [Indication : commencer par caractériser
ces éléments en terme de module.]

On veut décrire tous les éléments irréductibles de I'anneau Z[i] :

a) Soit p un nombre premier. Montrer que p n’est pas irréductible dans Z[i] si et seulement si p s’écrit
comme somme de deux carrés d’entiers, et que cela équivaut aussi & ce que —1 soit un carré dans Z/pZ.
On montre (cf. ..) que cette condition est vérifiée exactement pour p = 2 ou p = 1 mod 4.

b) Montrer que les irréductibles de Z[i] sont exactement, aux inversibles prés, les entiers premiers p tels
que p = 3 mod 4 et les entiers de Gauss z = a + ib tels que Pentier a? + b? soit premier.

Montrer que 'anneau des nombres décimaux
a k
o:{g ‘ a,b € 7Z,b=10 ,keN}CQ

est euclidien. Trouver tous ses éléments inversibles. Déterminer pged(14/10, 105).

Montrer que tout corps est un anneau euclidien.
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5 Théoréme des restes chinois

5.1 Théoréme des restes dans les anneaux principaux

Commengons par énoncer un résultat préliminaire :

PROPOSITION 5.1.1 Si A est un anneau principal et a1, --- ,a, des éléments premiers entre euxr deux a
deuz, alors

n
ppem(ay, -+, an) = [ [ ai.
=1

LEMME 5.1.2 Soit A un anneau principal. Si b est premier avec chacun des ai,--- ,an, alors b est
premier avec aji-...-Gy.

PREUVE du lemme. On procéde par récurrence. L’énoncé est vrai si n = 1. Montrons le pour n = 2. Par
le théoréme de Bezout, comme b est premier avec a; et ao, il existe des éléments x1, zo,y1,y2 de A tels
que

1=xz1b+ y1a1, et 1 = 220+ yo0as.

Par conséquent,
1= (104 y1a1)(22b + yaaz) = (z122b + y1a172 + T1Y202)b + Y1y201 a2,

ce qui implique le résultat dans ce cas. Si le résultat est vrai pour n — 1 par hypothése de récurrence, b
est premier avec ai-...-a,_1 €t a,. Donc, en utilisant n = 2, on obtient que b est premier avec le produit
ai-....Qp.

PREUVE de la proposition. On montre la proposition par récurrence. Elle est vraie pour n = 1. Si n = 2,

comme
| ppCm(a1 ) a2)

az

aq X a2,

ppcm(ay,az)

en appliquant le lemme de Gauss, a; divise et donc ajas|ppem(ay, az). Enfin pour la récurrence

on utilise I'assertion qui précéde et 1’égalité
ppem(at, -+, an) = ppem(ppem(ar, -, an-1,an).

THEOREME 5.1.3 (THEOREME DES RESTES) Si A est un anneau principal et ay,--- ,a, des éléments
premiers entre eux deux & deux, alors

Af(ar.. -an) =[] A/ (@),
i=1
PREUVE du théoréme. On considére application
A= T[4/ (@),
i=1

produit des projections canoniques. Son noyau est ﬂ?zl(ai) qui par la proposition précédente coincide
avec [, (a;). On obtient donc un morphisme injectif

Aflay-.. an) — HA/(ai).
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Il reste donc & montrer que cette application est surjective. Cela revient & montrer que, sous les hypothéses
du théoréme, pour toute famille (x1,---,xz,) de A", il existe z dans A tel que a;|z — x; pour tout i
entre 1 et n. La encore, nous allons procéder par récurrence. Pour n = 1, le résultat est vrai. Pour
n = 2, en utilisant Bezout, on peut écrire 1 = a1b; + asbs, avec by et by des éléments de A. On pose
T = a1byxa + asbazy. On obtient

x—x1 = arbi(za — x1) et * — X9 = agba(x1 — x2).

Donc x convient.
Si le résultat est vrai pour n — 1, il existe y tel que a;|y — z; pour 1 <i < n—1, et en utilisant le cas
n = 2, il existe un élément x de A tel que

n—1

H ailx —y et ap|zy, — .

i=1
Par conséquent a;|y — x; pour 1 < i <n, CQFD.

REMARQUE 5.1.4 (THEOREME DE BEZOUT : UNE FORME EXPLICITE) Si A est un anneau principal et
ai, -+ ,an des éléments premiers entre euxr deux & deuzx, alors on peut explicitement donner un x € A

n
tel que pour toute collection de classes x; mod a; = x; + (a;), * = x; mod a;. On pose A; = H a;. Alors
=
on a pged(Ay, -+, Ap) = 1 puisque a1, -+ ,ay, sont des éléments premiers entre eux deux & deux. Ceci
dit, par identité de Bezout, qu’il existe u; € A tels que

A1U1+—|—An’u,n=1

1l vient que

Aju;

1 mod a;

{0 mod a;, sij#1
Ceci implique qu’on peut définir x comme
r=x1A1ur + -+ T Anun.

En effet, la congruence précédente montre que

Vi=1,---,n, x =x14A1u1 + -+ x,Apu, = x; mod a;.

5.2 Eléments inversibles mod n

PROPOSITION 5.2.1 Soit m un entier strictement positif et a un entier relatif. Les conditions suivantes
sont équivalentes

(i) @ est un générateur du groupe Z/mZ,

(ii) @ est inversible dans anneau Z/mZ,

(1i1) a est premier ¢ m.

On note o(m) le cardinal de (Z/mZ)*. La fonction o(m) est appelée la fonction indicatrice d’Euler.
On a la relation suivante :

p(m)=m ] (1%)§p?7'_1(pi1)~
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PREUVE de i) et ii) est déja faite dans la Proposition EZ3l (sur la simplification dans Z/nZ) :

pged(a,n) =1 et

ar=ay (mod n)

alors =y (mod n).
On va déduire iii) de l'isomorphisme d’anneaux

Z/mZ =2/ .p) =[] 2/(0f).
i=1
En considérant les éléments inversibles, on obtient un isomorphisme de groupes
(z/mz)* = [ @/ ).

=1

Par conséquant

p(m) =[] ™).

i=1

Mais si p est premier, a est premier & p si et seulement s’il n’est pas divisible par p.
Donc

(p(pn) _ pn _pn—l —_ pn—l(p _ 1)7
e py) =P T (= ) (o = 1),

EXEMPLE.

o(4) = 2,(25) = 20, 0(100) = 40, p(1000) = 4 - 100 = 400.

EXERCICE. Trouver la factorisation en produit de nombres premiers de ¢(8!).
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si

REMARQUE. Le probléme de calculer ¢(n) est difficile pour les grands entiers n, puisqu’il dépend de la

factorisation de n.

COROLLAIRE 5.2.2 (THEOREME DE FERMAT-EULER) Pour tout entier strictement positif n et tout élé-

ment a de (Z/nZ)*, on a
a?™ =1,

PREUVE. Cela résulte du théoréme de Lagrange (théoréme BEG3), appliqué au groupe (Z/nZ)*.

EXEMPLE.

> 3&~400 mod 100000;
88001
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5.3 Application a la cryptographie : RSA

La cryptographie théorique est une science qui étudie les systémes d’échange d’information protégée.

On considére un systéme d’utilisateurs Uy, Us,Us . . .. De temps en temps chaque couple d’utilisateurs
aurait besoin d’échanger des messages qui doivent rester secrets pour les autres utilisateurs et pour toute
autre personne non autorisée.

Dans les systémes classiques de cryptographie, ils doivent échanger d’abord les clés et aprés les garder
secrétes. La cryptographie a clef publique évite la derniére restriction : les communications secrétes deux
a deux deviennent possibles en utilisant seulement une information accessible 4 tout le monde. Un tel
systéme peut étre réalisé de la fagon suivante : pour 'ensemble {U;} des utilisateurs et un ensemble fini
M des "messages" , on associe a tout U; deux applications

E; M—-M, et D; : M — M,
de telle facon que D; est secréte, €; est publique, et
ejODj:idZDjOEj M — M.

(donc la connaissance de €; ne donne pas D; = 8;1.

Cryptographie asymétrique.

Les méthodes anciennes utilisées pour le cryptage et le décryptage étaient symétriques : les applica-

tions
((:ijij\/[—)M, et DijZMHM,

étaient connues par U; et U, mais secrétes pour tout autre utilisateur Uy, avec k # 1, j.

Par exemple, on a utilisé souvent le cryptage par permutation €;;, ou cryptage par addition d’un
grand nombre aléatoire dans M = Z/NZ.

En 1976, de nouveaux systémes de cryptographie asymétriques ont été découverts par Diffie, Hellman,
Rivest, Shamir, Adleman basés sur la difficulté du probléeme d’inversion.

Fonctions sens unique a trappe.

Soient € et F deux ensembles finis, par exemple € = F = M. Une fonction 1 bijective de & dans F
est dite une fonction a sens unique (FSU) si étant donné y € F tel qu’il existe = € € avec ¢¥(z) =y, la
seule donnée de 1 et de y ne permet pas de calculer x ; c’est le probléme d’inversion, c’est-a-dire calculer
la fonction inverse 1! de 1. La fonction ¢ est dite fonction a sens unique a trappe (FSUT) si c’est
une FSU telle qu’il existe une information supplémentaire, la clé secréte K, qui permet de résoudre le
probléme d’inversion.

Utilisations des fonctions sens unique a trappe.

Soit ¥ une FSUT de € dans F avec la clé secréte K. Les messages possibles sont les éléments de € et les
messages cryptés sont les éléments de F. Afin de recevoir des messages cryptés, Alice (un utilisateur) rend
publique la fonction ¢ (fonction de cryptage), elle garde secréte néanmoins la clé K. Pour transmettre
un message x € € a Alice, Bob calcule y = ¢(z) et envoie y. Afin de décoder le message y, il faut pouvoir
calculer x = ¥~ (y), or seule Alice, qui posséde X, arrive a calculer ¢»~! (fonction de décryptage). Ainsi,
tout le monde peut coder un message, mais seule Alice peut le décoder.

5.4 Principaux protocoles.

Les principaux protocoles existants utilisant des FSU ou des FSUT sont le protocole RSA, et les
protocoles de type ElGamal basés sur le probléme du logarithme discret : dans le groupe des éléments
inversibles d’un corps fini ou dans le groupe des points d’une courbe elliptique sur un corps fini.
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Le protocole RSA (comme Rivest, Shamir, Adleman), voir [RSA]

Soient p et ¢ deux nombres premiers de grande taille, distincts; on pose n = p - q. L’ensemble € et
l’ensemble F sont le méme ensemble : 'ensemble M = {0,...,n— 1} des nombres entiers entre 0 et n — 1.
Soit e un nombre entier premier avec (p — 1)(¢ — 1). La fonction 1 est la fonction

P(x) =2z¢ mod n,
la clef secréte XK est un entier d tel que
e-d=1 (mod (p—1)(¢g—1)),
alors on a
Y Hz) =2 (mod n).

Cette assertion est vraie pour tous les x mod pq.

Si pged(z, pg) = 1, on utilise le théoréme d’Euler-Fermat :

z¢? = 2 mod pq.
Si, par exemple p|x, mais ¢t z, on a
ed=1+ (p—1)(qg—1)t = 2¢¢ = (2)1 TPVt — 5((P=Da=1 = 3 mod pq

P-DY¢—1 = 1.1 mod
= ged — z((x) ) MG ped — 4 mod Pq.
=0=xmodp

La sécurité du protocole RSA

repose sur le fait que pour calculer 'entier d, il faut connaitre les nombres p et ¢, et donc étre & méme
de factoriser I'entier n.

Pour réaliser ce schéma on utilise la difficulté pratique de la factorisation des grands entiers en produit
de nombres premiers.

Systéme RSA pour plusieurs utilisateurs

a). Chaque utilisateur U; choisit deux grands nombres premiers distincts p;, q;, et deux classes
ei,d; mod n; ot n; = p;q; telles que e;d; = 1 mod ¢(n;) ot p(n;) = (p; — 1)(g; — 1) désigne la fonc-
tion d’Euler.

b). Les nombres (e;,n;) sont publics pour tous les utilisateurs (ils sont publiés dans une sorte
d’"annuaire").

On suppose qu'’il n’est pas possible de calculer d; & partir de (e;,n;), donc d; peut étre consideré
comme une clef secréte de décryptage connue seulement par U;. En effet, on montrera qu’un algorithme
efficace pour calculer d; fournit aussi la factorisation de n; (ceci dit, un tel algorithme est équivalent a la
résolution d’un probléme supposé difficile). Supposons qu’on connait d;. Alors on sait que p(n;) divise
e;d; — 1. Si Pon avait connu ¢(n;) on aurait pu trouver facilement p;, g; car

o(ni) = (pi — 1)(qi — 1) = pigi — (pi + q;) +1 =
pi+q =ni+1—¢(n;) et pi —q =/ (pi +¢)? —4n;.

On peut montrer méme que si 'on connait seulement un multiple de ¢(n;) on peut trouver p;, g;.
¢). Supposons qu'un utilisateur U; souhaite transmettre & U; un message secret repésenté comme une
suite de bits. Tout d’abord, il décompose cette suite en blocs de longueur [log, n;], puis il considére tout
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bloc comme une classe de résidus m mod n; et finalement il crypte le message par la classe m® mod n;.
Ceci dit, (n;,e;) sert comme la clef de cryptage du j-e utilisateur.

d). Ayant regu le message crypté, U; le décrypte bloc par bloc b mod n; par le calcul de b% mod n;
(rappelons qu’il connait seulement sa clef de décryptage d;). Ceci résulte immédiatement du théoréme
d’Euler-Fermat (corollaire B222).

Exemple de cryptage avec RSA

On suppose qu’on travaille avec un alphabet de N symboles, et on utilise ’écriture en base N. Soient
k < 1 deux entiers strictement positifs tel que N* < ny <N L, par exemple k = [log y n;]. Alors les blocs
de k lettres correspondent aux nombres 0 < m << n;. Tout message est présenté comme une suite de
tel blocs, et on crypte par blocs M = m mod n;. Soit f(M) = &;(M), f : Z/n;Z — Z/n;Z. L’image
f(M) peut étre présentée comme un bloc de [ lettres car n; < N' mais pas tous les blocs de [ lettres
n’apparaissent de telle fagon.

EXEMPLE. Soit N = 26 (l'alphabet de 26 lettres), p; = 281, ¢; = 167, n; = 46927, ¢; = 39423,
d;j = 26767,k =3, 1 =4,
N? = 17576 < 46927 < N* = 456976.

Le mot "YES" correspond & 24 - N2 +4 - N + 18 = 16346 = m mod n;.
16346°94%3 mod 46927 = 21166 = 1 - 26 + 526> + 8- 26+ 2 = "BFIC" = modn;
Pour décrypter le message, 'utilisateur U; applique

b b% mod n;, 21166°°"" mod 46927 = 16346.

Signatures électroniques

Bien évidemmement, on peut varier les détails de ce schéma ad infinitum. Par exemple, on peut
construire une procédure d’authentification (“electronic signature”) qui utilise une forme signée d’un
message secret de U; a U; permettant U; de convaincre une troisiéme personne (un “juge”) que auteur
du message est bien U; donc ce message n’été pas falsifi¢ par U; lui-méme. Ceci peut étre crucial pour
certaines transactions interbancaires.

On considére application &; de cryptage pour les messages adressés a U; et soit D; 'application
de décryptage de U;. Alors on a vu que &; est publique tandis que D; est privée (la propriété de U;).
Pour tout message M on a D;(E;(M)) = M et &;(D;(M)) = M. L'utilisateur U; en envoyant a U; son
message M utilise pour signature S = D;(M) et il transmet & U, sa version cryptée £;(.5). A son tour,
U, commence par calculer S = D;(&;(S)) puis M = &;(S) en utilisant la clef publique &;. Le récepteur
peut convaincre un juge que M vient de U; parce que seule 'application £; permet de transformer S en
un message sensé M.

De plus, le récepteur de S = D;(M) ne peut pas le falsifier car il ne connait pas D;.

Maintenant on discutera plutdt les aspects arithmétiques que les aspects informatiques de la théorie
des cryptosystémes a clef publique. On montrera que les résultats classiques de I'arithmétique peuvent
étre appliqués dans ce domaine.

Probléme 1. Comment produire des grands nombres premiers 7

On a besoin d’'une méthode vraiment efficace pour organiser une production en masse de grands
nombres premiers "suffisemment aléatoires" pour permettre a un utilisateur de calculer (a l'aide d’un
ordinateur) son couple (p;, g;) et d’étre stir qu’aucun autre utilisateur n’aura le méme.

Probléme 2. Comment factoriser les grands entiers ?
Ce probléme est crucial pour la “troisiéme personne” qui souhaite casser le cryptosystéme mais aussi,
bien sir, pour les développeurs essayant d’assurer la fiabilité d’un tel systéme.



5. THEOREME DES RESTES CHINOIS 43

Le protocole ElGamal

Ce protocole s’applique dés que 1'on a un groupe cyclique fini G. On fixe g un générateur de G et on
note M l'ordre du groupe G. L’ensemble € est égal & G et I’ensemble F est une partie du produit G x G,
c’est-a-dire a I’ensemble formé des couples de deux éléments de G. Alice choisit, au hasard, un élément a
dans {0,..., M — 1} et calcule g®. Puis elle rend publics G, g et g®. La clé secréte K est I'entier a. Pour
crypter un message * € G, Bob choisit un entier k au hasard dans {0, ..., M —1} et calcule y; = g*, puis
ya = x-(9%)* (ce qui est possible puisque g est public). Le message crypté est le couple (y1,v2) € G x G.
La fonction de cryptage FSUT

En d’autres termes, la fonction de cryptage FSUT 4 est donnée par
d(x) = (9", x- (9°)")

avec k un entier choisi au hasard dans {0,..., M — 1} et différent a chaque fois. Pour décrypter un tel
message (y1,y2), Alice calcule y; ¢ et obtient

ak ak ak—ak |

Yy yp =g g =g T =1

La sécurité du protocole ElGamal

Ainsi la fonction de décryptage
O (Y, y2) =y e

n’est calculable que si on connait la clé secréte XK.

La sécurité de ce protocole repose sur la difficulté de résoudre le probleme du logarithme discret. Plus
précisément, le probléme de retrouver 'entier a étant donnés g et g*. C’est un probléme difficile dans la
plupart des cas si 'ordre du groupe G est divisible par un grand nombre premier.

EXERCICES

5.1. On considére ’équation
X?-X=0

Trouver toutes ses solutions dans les anneaux
Z/100Z,Z]72Z,7.]p"Z.
5.2. Soit p,q deux nombres premiers. Combien l’équation
XP-X=0
a-t-elle de solutions dans les anneauz

Z/pqZ,7.]727,7/p" 7.
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6 Primalité (I)

On considére maintenant la question suivante : un entier naturel donné est—il premier ou composé 7

La méthode trés ancienne du “crible” d’Eratosthéne (3e siécle avant notre ére) donne la liste de tous
les nombres premiers < n. Elle fournit aussi le plus petit nombre premier qui divise n et donc est un test
de primalité, voir ci-dessus Construction d’une table de nombres premiers.

Cependant elle n’est pas trés efficace car elle utilise plus de n divisions, et dépend exponentiellement
de la longueur de I’écriture de n.

La démonstration d’Euclide du fait que I’ensemble des nombres premiers est infini utilise la réduction
ad absurdum. Une démonstration plus moderne est due a Euler : le produit étendu sur tous les nombres
premiers

H(l—%)_lzn(l+%+%+...) (6.1)

p p

devrait étre fini si ’ensemble des nombres premiers était fini. Cependant, la partie droite de ([EZZTI) se
réduit & une série divergente Y-~ n~! par le théoréme d’unique factorisation.

Fibonacci a suggeré (en 1202) un test plus rapide de primalité en remarquant que le plus petit diviseur
non trivial de n est < [\/n] donc il suffit d’essayer seulement de tels nombres.

Rappelons une propriété importante des nombres premiers.

6.1 Z/pZ est un corps

THEOREME 6.1.1 Soit n > 2 un entier. Alors anneau Z/nZ est un corps si et seulement si n est un
nombre premier.

PREUVE. = On raisonne par I’absurde : si n n’était pas premier, on aurait une décomposition n = ab
avec a,b < n et strictement positifs. Dans ce cas les classes @ = a mod n et b = b mod n sont non nulles
donc inversibles dans le corps Z/nZ , ce qui contredit ’égalité ab = 0.

< Si n est premier, et @ = a mod n un élément non nul, alors n ne divise pas a, donc n et a sont
premiers entre eux. Par I'identité de Bezout, il existe u,v € Z tels que au + nv = 1, donc au = 1 dans
Panneau Z/nZ, ceci dit , Z/nZ est un corps.

6.2 Petit théoréme de Fermat

La contribution essentielle suivante dans le probléme de vérification de primalité est liée au petit
théoréme de Fermat (dix—septiéme siécle). Ce résultat donne une condition nécessaire de primalité

THEOREME 6.2.1 (PETIT THEOREME DE FERMAT) Soient n un nombre premier et a premier avec n.
Alors

a™ ! =1 mod n. (6.2)

6.3 Nombres pseudopremiers de Fermat

La condition ([E2) (avec a fixe) est nécessaire mais n'est pas suffisante en général pour que n soit
premier. Mais si elle n’est pas satisfaite pour n, alors siirement n est composé (mais en général on ne
connait aucun de ses diviseurs). On appelle n pseudopremier par rapport ¢ a si PGCD(a,n) =1 et la
condition (G2 ) est satisfaite.
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EXEMPLE 6.3.1 Soit p = 323. Est-ce que p est premier ? On calcule 2322 modulo 323. On organise les
calculs dans une table :

i m m; 22" mod 323
0 322 0 2

1 161 1 4

2 80 0 16

3 40 0 256

4 20 0 290

5 10 0 120

6 5 1 188

7 2 0 137

8 1 1 35

Alors
2322 = 4.188-35 =157 (mod 323),

donc 323 n’est pas premier. En effet, 323 = 17 - 19.

Les nombres composés n = 561 =3-11-17,1106=5-13-17, 1729 = 7 - 13 - 19 sont pseudopremiers
par rapport a tout a (premier a n). On appelle un tel nombre nombre de Carmichael.

En 1994 il a été démontré par Alford, Granville et Pomerance que I’ensemble des nombres de Car-
michael est infini (voir [AGP94]). Par exemple, un nombre n sans diviseurs carrés est un nombre de
Carmichael si et seulement si pour tout diviseur premier p de n, p — 1 divise n — 1.

De la condition ([E2) provient un test rapide probabiliste de vérification de primalité. Il est basé sur
I'observation que les grandes puissances a¢”* mod n peuvent étre calculées assez rapidement.

Fermat lui-méme a decouvert ce théoréme en étudiant les nombres F,, = 22" + 1. Il a cru qu'ils étaient
tous premiers, mais il n’a pu vérifier cela que pour n < 4. Plus tard Euler a trouvé une factorisation non
triviale de Fy = 4294967297 = 641 - 6700417. Aucun nouveau nombre premier de Fermat n’a été trouvé,
et beaucoup de mathématiciens croient qu’il n’y en a pas d’autres.

Voici quelques calculs de factorisation de Fs, Fg, Fr, Fg, avec le logiciel PARI

PARI/GP is free software, covered by the GNU General Public License, and
comes WITHOUT ANY WARRANTY WHATSOEVER.

Type 7 for help, \q to quit.
Type 712 for how to get moral (and possibly technical) support.

realprecision = 28 significant digits
seriesprecision = 16 significant terms
format = g0.28

parisize = 4000000, primelimit = 500000
7 factor(2732+1)

W=

[641 1]

[6700417 1]

? factor(2-64+1)
%2 =
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[274177 1]

[67280421310721 1]

? factor(2°128+1)

%3 =

[59649589127497217 1]
[56704689200685129054721 1]
? factor(2°256+1)

%4 =

[1238926361552897 1]

[93461639715357977769163558199606896584051237541638188580280321 1]

(Le dernier calcul a pris quelques secondes sur mon ordinateur)
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7 Polyndmes

7.1 Anneau de polyndmes en une variable
Sur un corps fini, il convient de distinguer les polyndémes et les fonctions polynémes. Nous revenons

donc sur la définition des polynomes.

DEFINITION 7.1.1 Si A est un anneau commutatif, ’anneau des polyndémes a une variable X sur A est
UVanneau A[X] formé des suites (a;)ien d’éléments de A telles que a; = 0 sauf pour un nombre fini
d’indices i. Cet ensemble est muni de la somme

(ai)ien + (bi)ien = (@i + bi)ien

et du produit

€N
On a une application injective A — A[X] qui envoie a sur (a,0,---), et on identifie A avec son image.
Tout élément de A[X] s’écrit de fagon unique ), a;X"*, ot X désigne la suite :

(07]-;070;"')'

Soit A un anneau. Il est commode de voir un polynéme f(X) a coefficients dans A comme une
expression formelle du type
f(X)=a, X" +a, 1 X" "+ +ap

qui est donnée par la suite de ses coefficients ag, a1, ..., a, € A, pour un certain n € N; en effet seuls
un nombre fini de a; sont non nuls, la notation traduit que a; = 0 pour tout i > n.

Si tous les coeflicients a; sont nuls on appelle f(X) le polynéme nul : f = 0. Si f(X) est non nul on
consideére :

DEFINITION 7.1.2 Le plus grand indice n tel que a, # 0 est appelé le degré de f(X) et il est noté deg f.
Le coefficient a, correspondant est dit coefficient dominant. Le degré du polynéme nul n’est pas défini,
mais parfois on pose deg() = —o0.

L’anneau A[X] est défini comme l'ensemble des expressions f(X) ci-dessus avec les opérations données
par les régles suivantes : si
fX)=an X"+ a1 X"+ +ao,

g(X) = by X+ by 1 X514+ + by,
sont deux polyndmes et si par exemple n > s, leur somme est le polynéme

(f+g)(X) = f(X)+g(X) = Can—i—cn_an_l +--- 4+ cop,

dont les coefficients sont obtenus par I’addition des coefficients correspondant & chaque X* dans f et
dans g, c’est a dire ¢; = a; +b;,1 =0, 1, ..., n, oit on note b; = 0 pour ¢ > s.
Le produit des polynomes f(X) et g(X) est le polynome

(FO)(X) = F(X) - g(X) = dpyps X"+ dpps 1 X" 400 4 dy,

di = Z akbl;

k+l=i

ou
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les coefficients a;, b; étant pris égaux & zéro pour ¢ > n et j > s. Ainsi on a dg = agbg, di = apb1 + a1bo,
cey dn+5 = anbs.

REMARQUE. En prenant n = deg f et s = degg, ces régles montrent immédiatement que le degré de
f + g est au plus max(deg f,degg), et celui de fg est au plus deg f + degg. De la formule d,,+s = anbs
découle alors le

THEOREME 7.1.3 Sil’anneau A est intégre, 'anneau de polynomes A[X] Uest aussi. Le degré d’un produit
de polyndmes non nuls est égal a la somme de leurs degrés. Les éléments inversibles de A[X] sont
exactement les constantes inversibles dans A.

L’anneau A peut étre identifié au sous-anneau de A[X] formé par les constantes (polynoémes de degré
zéro et le polynéme nul). Ceci permet de définir la multiplication des éléments a € A parles f(X) € A[X].
En particulier, si A = K est un corps, 'anneau K[X] est aussi un K-espace vectoriel. Ceci fait de "anneau
K[X] une algébre de dimension infinie sur K, c’est a dire, un anneau et un espace vectoriel en méme
temps dans lequel la multiplication des éléments commute avec la multiplication par les constantes.

7.2 Division pseudoeuclidienne
Division des polynémes avec reste

Dans A[X] il est possible de diviser avec reste par un polynéme P non nul, & condition que son
coefficient dominant soit inversible :

PROPOSITION 7.2.1 Soit A un anneau commutatif. On se donne un polynéme
d .
P(X)=> a;X’
i=0

a coefficients dans A tel que aq soit inversible dans A. Alors pour tout polynome f de A[X] il existe un
unique couple (Q, R) € A[X]? tel que

f=PQ+ R, avec R=0 ou deg R < deg P

PREUVE. Existence. D’abord si d = 0, le couple (a;lf7 0) convient. On suppose donc d > 1 et on raisonne
par récurrence sur le degré de f. Si deg f < d, alors le couple (0, f) convient. Sinon on écrit

fzz:biXi avec b, =0 et n > d.
i=0

Par ’hypothése de récurrence on a
f— bnang"*dP = PQ1+ Ry avec Ry =0 ou degR; < d.
Le couple (@1 + bnang”_d, R;) convient.
Unicité. Si
PQo+ Ro = PQ1+ Ry

avec deg Ry < deg P et deg Ry < deg P alors P(Qo — Q1) = (R1 — Rp). Comme a,4 est inversible, on a
deg(P(Qo — Q1)) = deg P+ deg(Qo — Q1) (en effet si by est le coefficient dominant de Qo — @1, celui du
produit par P est cgia = aqbar # 0). De 1a ce degré est strictement inférieur a celui de P si et seulement
si Qo — Q1 =0, c’est-a-dire Qg = ()1, ce qui entraine que Ry = R;.

EXEMPLE. Donnons pour illustrer ’exemple d’une division dans Z[X] :
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3X44+7X3 —7X?24+16X -5 X24+3X -2
—3X*-9X34+6X2 3X2-2X +5
—2X3 - X?+16X -5
2X3 +6X2—4X

5X2+12X —5
—5X2-15X +10
—3X+5

Division euclidienne dans K[X] ot Kest un corps

THEOREME 7.2.2 Soit K un corps. Pour tous polynomes f(X) et P(X) de K[X]| avec P non nul il
existe un unique couple (Q, R) € K[X]? tel que

f=PQ+ R avec R=0 ou deg R < deg P
Les polynomes Q(X) et R(X) sont uniquement déterminés par cette condition.

DEFINITION 7.2.3 Le polynome Q(X) est appelé le quotient de la division f(X) par Q(X), et R(X) le
reste.

Le fait que 'anneau K[X] est intégre et la propriété d’existence affirmée dans le théoréme peuvent
s’énoncer en disant que K[X] est un anneau euclidien.

REMARQUE. Attention ceci n’est le cas pour un anneau de polynomes A[X] que si I'anneau A est un corps
(voir lexercice .., en effet rappelons que tout anneau euclidien est principal).

Divisibilité des polyndomes

Soit K un corps. Soient f(X), ¢(X) € K[X]. Si le reste de la division de f(X) par ¢(X) est nul, on
dit que f(X) est divisible par ¢(X) ou aussi que ¢(X) divise f(X), et on note : ¢ | f. La condition ¢ | f
est équivalente au fait qu’il existe un polynéme 9 (X) tel que f(X) = ¢(X) - (X).

La définition entraine directement les propriétés suivantes de la divisibilité :

1) Si f est divisible par g, et g est divisible par h, f est divisible par h.

2) Si f et g sont divisibles par ¢, leur somme et leur différence sont divisibles par ¢.

3) Tout polyndme est divisible par n’importe quel polynéme de degré zéro.

4) On a a la fois f(X) divise g(X) et g(X) divise f(X) si et seulement si g(X) = c¢f(X), on c € K*
est un élément inversible.

5) Si ¢ € K* les ensembles de diviseurs de f(X) et cf(X) coincident.

On appelle pged (plus grand diviseur commun) de f(X) et g(X) tout polynéome d(X) tel que d divise
f et g, et d est divisible par tout autre diviseur commun de ces polynomes.

THEOREME 7.2.4 Soit K un corps. Pour tout couple (f,g) de polynomes dans K[X] le pged de f et g
existe et il est uniquement déterminé a une constante multiplicative prés.

L’existence est une propriété générale dans les anneaux euclidiens, un pged étant obtenu comme le
dernier reste non nul dans la suite de divisions successives de algorithme d’Euclide pour (f, g). D’autre
part deux pged se divisent I'un 'autre, donc 4) montre que 'unicité a lieu & une constante multiplicative
non nulle prés.
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7.3 Valeurs et racines d’un polynéme

Soit A un anneau commutatif. On se donne un polyndéme
n
FX) =) a; X’
i=0

a coefficients dans A, et un élément ¢ de A. Alors la valeur de f en c est définie comme f(c) = a,c" +
Ap_1c" 1+ +ag € A

PROPOSITION 7.3.1 (a) L’application
Pe A[X] — A, fr— f(c) = Zaici cA
i=0

est unique morphisme d’anneauz ¢ dont la restriction au sous-anneau A C A[X] est lidentité, et qui
vérifie p(X) = c.

(b) Réciproquement, pour tout morphisme d’anneaux iy : A[X]| — A dont la restriction au sous-anneau
A C A[X] est lidentité, il existe un unique ¢ € A tel que b = ..

PREUVE : la proposition [[231] découle de la définition de morphisme d’anneaux.

Fonctions polynémes

DEFINITION 7.3.2 (a) L’application
f:A—Ac— f(c)

notée par la méme lettre f, est dite fonction polyndme associée au polynome f(X).
(b) Si f(c) =0 (c’est-a-dire f s’annule en c), on appelle ¢ une racine de f.

REMARQUE. En général une fonction polynéme n’est pas associée & un polyndéme unique. Ceci est vrai
notamment sur les corps finis, ou il faut donc distinguer clairement entre polynémes et fonctions poly-
nomes.

Soit par exemple A = K = Fy = {0, 1} le corps a deux éléments. Considérons le polynéme f(X) =
X2+ X +1,alors f(0) =1 et f(1) =1 donc f définit une fonction constante sur K. Mais le polynome
f(X) n’est pas une constante (deg f = 2).

THEOREME 7.3.3 Soit A un anneau intégre (par exemple un corps K). Si f(X) € A[X], le reste de la
division de f(X) par X — c est égal a f(c). En particulier, ¢ est racine de f(X) si et seulement si f(X)
est divisible par X — ¢ dans A[X].

Le résultat découle de l'existence et 'unicité de la division avec reste par X — ¢, et du fait que
I’évaluation en ¢, 1., est un morphisme.

COROLLAIRE 7.3.4 Si A est un anneau intégre (par exemple un corps K), le nombre des racines dans A
du polynome f(X) € A[X], est majoré par son degré deg(f).

PREUVE La démonstration procéde par récurrence sur le degré de f(X). Si deg f = 0, f est une constante
non nulle donc sans racine. Si ’énoncé est vérifié jusqu’au degré n, et si f(X) de degré n+ 1 a une racine
¢, alors par le théoréme il existe g(X) € A[X] tel que f(X) = (X — ¢)g(X). Cela entraine degg = n
donc par ’hypothése g(X) a au plus n racines. Or par 'intégrité de A la fonction polynéme f s’annule
exactement en ¢ et aux racines de ¢g. Ainsi f a au plus n + 1 racines.
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COROLLAIRE 7.3.5 Soit K un corps infini. Alors tout polynome f(X) est uniquement déterminé par sa
fonction polynéme associée ¢ — f(c) : K — K.

PREUVE : Si f(X) et g(X) sont deux polynomes distincts, leur différence a un nombre fini de racines
(majoré par le max de leurs degrés), donc la fonction polynome associée n’est pas nulle : f(X) et g(X)
déterminent donc des fonctions différentes.

REMARQUE. Au contraire, sur un corps fini K toute fonction f : K — K est polynomiale, mais le
polyndme correspondant f n’est pas uniquement déterminé par cette fonction, car il existe des polynémes
non nuls représentant la fonction identiquement nulle. Par exemple, le polyndéme non nul de degré p

fX)=x7-X=J[ (X -a)

a€l,

s’annule en tous les points du corps K = Z/pZ.

Méthode de Horner
Elle permet de trouver facilement le quotient ¢(X) de la division par X — ¢
f(X) =q(X)(X =)+,

et la valeur r = f(c).
On considére le polyndéme

f(X) = z”: a; X", et sa valeur en X = ¢; on calcule f(c) de la facon suivante : soit
f(X)iZ:O an X"+ an_1 X" 1 4+ +ap, a, # 0 un polynéme, on cherche un autre polynome ¢(X) =
b1 X" Vb9 X" 24+ by, bp_1 #0 tel que
f(X) = (X = c)q(X) +,

En comparant les coefficients des puissances de X on obtient

p =bp—1, an—1 =bp—2 —cbp_1, -,

ay =bg — cby, ag =1 — cby, r = f(c).
Ceci implique

bp—1 = an, bp_p = Cbn—k+1 + an—k(k' =2, ,’I’L)

11 est commode de faire le tableau suivant (dit schéma de Horner)

Gn, An—1 s ai ao

clbp—r1=an | bp—a=cbp—1+an_1 | -+ | bo=cbr+ar | f(c)=cbo+ ao
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La formule de Taylor

Soit K un corps. On se donne un polynome
fX) =) aX’
i=0
a coefficients dans K, et ¢ un élément de K. Alors il existe by, - ,b, € K tels que
FX)=f()+bi(X —¢) +ba(X =)+ + b, (X — )",
avec la propriété
kb, = f®(e), k=1,---,n, (7.1)

ou

f(X)=na, X" 14 (n—1apn 1 X" 244y
est la dérivée formelle de f(X).
PREUVE. L’existence des by, - - ,b, € K découle de la division euclidienne dans K[X], par récurrence a
partir de
J(X) = (X = c)a(X) + f(c).
Ensuite, on déduit la formule ([l) par récurrence & partir de l'identité :
FX)=f)+b1(X —¢) +ba(X — )2+ + b, (X — )",

en utilisant 'égalité formelle ((X — ¢)*) = k(X — )k 1.

La formule d’interpolation de Lagrange

La formule d’interpolation de Lagrange donne sur un corps K un polynome de degré inférieur ou
égal & n qui prend en les valeurs distinctes g, ag, ..., a, € K, de la variable X les valeurs g, 31, ...,
Orn € K. La solution est donnée par le polynéme de Lagrange

~ X—Oéo...X—Oéi_l X—Oz'l...X—Oé
f(X) _ Zﬁi ( ) ( )( i+ ) ( n) (7.2)
=0 (Oti 70[0)...(041' 70[2',1)(041' 7Oéi+1)...(0ti 70[»,1)
En effet son degré et inferieur ou égal A n, et f(o;) =0; (i =0,1, ..., n).
PROPOSITION 7.3.6 Le polynéme de Lagrange [Z3) est l'unique polynéme
F(X)=an X"+ an 1 X" 4+ ap € K[X]
de degré < mn tel que f(a;) = 5:;(i=0,1, ..., n) pour o; (i =0, 1, ..., n) éléments arbitraires distincts
du corps K et pour 5; € K (i =0, 1, ..., n) arbitraires.
En effet si 'on considére les coefficients a;(j = 0, 1, ..., n) comme des inconnues on obtiendrait le

systéme d’équations linéaires suivant :

f(QO) = Canég + an_lagﬂ 4+ 4ag=f
flan) = apai + an,lo/f_l +- o Fag=A

f(an) = apoy + an_laz_l + - Fag = Bn
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Le déterminant de ce systéme carré coincide (au signe prés) avec le déterminant de Vandermonde

1 1 ... 1
(67 aq ce Qp
2 2 2
g ay N ap | II (a-A—a)
= ; ;
0<isi<n
af af ... ol
qui est non nul, d’ou l'existence et 'unicité des coefficients cherchés a;(j = 0, 1, ..., n) du polynéme

f(X) (dans le corps K).

7.4 Anneau de polyndémes en plusieurs variables

Nous donnons ici les premiéres généralités sur ces anneaux qui interviendront dans la troisiéme partie
du cours (ch ....)

DEFINITION 7.4.1 Soit A un anneau commutatif. L’anneau des polynomes a n variables peut étre défini
par récurrence comme
A[Xla e 7X7‘L] = A[X17 U 7X7‘L—1][Xn]-

Sia=(aq, - ,a,) appartient & N, on note X pour le produit H?Zl X . Tout polyndme s’écrit alors
de maniére unique
P=>" aaX®

acNn

avec (o )aenn une famille de AN" telle que aq = 0 sauf pour un nombre fini d’éléments o € N™.
Pour un élément e = (v, -+, ) € N™, on note |a| = Y. | o;. On définit alors le degré total d'un
polynome non nul P = 3" . o X® comme

deg(P) = sup{|a] | aa # 0}
PROPOSITION 7.4.2 Soit A un anneau commutatif. Pour tous polyndmes non nuls
P7Q S A[X17 aXn]a

on a

(i) si P4+ Q # 0, alors deg(P + Q) < sup(deg P, deg Q)
avec I’égalité si deg P # degQ ;

(ii) deg(PQ) < deg P + deg Q)
avec [’égalité si A est intégre.

DEFINITION 7.4.3 Soit A un anneau commutatif. Un polynéme non nul
Pc fq)(la"'a)(nL

est dit homogeéne de degré d si
aeN' |a|#d=aq =0.

PROPOSITION 7.4.4 Soient A et B deux anneaur commutatifs, ¢ : A — B un morphisme d’anneaux, et
b1,...b, des éléments de B, il existe un unique morphisme d’anneaux

Ui AXy, e Xy 5 B P =) aaX®— P(b,. . by) = D aabfte . b,

aechNn aeNn

tel que la restriction de ¢ au sous-anneau A C A[Xq,- -+, X,] coincide avec ¢.
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Polynémes en plusieurs variables : exemples

On considére 'anneau Z[ X1, X2, X3, X4]. On pose

> restart;
QI: (X1+1)(X1—Xg—Xg—X4)(X1—2X2—2X3—2X4—1)

e Pour développer Q en mondémes, on utilise :
> expand(Q);

“2X1 X2 —2X1 X3 -2X1 X4 - 3X:° Xo —3X12 X3 —3X1° Xy +2 X1 X +2X, X537
+2X1 X2 +2X2 +AXo Xa+4 X Xy +2X3° +4 X3 Xy +2X% - X1 + Xo + X3
+ Xy +4X1 Xo X3 +4X1 Xo Xy +4 X1 X3 X4+ X°

e Pour développer @ en mondémes dans ’ordre lexicographique, on utilise :

> sort(expand(Q), [X[1],X[2],X[3],X[4]], plex);

X2 —83X12 Xy —3X12 X3 —3X 2 Xy +2X1 X2 +4X1 Xo X3 +4X1 Xo X4 — 2X1 Xo
F2X X2 44X X Xy —2X 1 X3 +2X1 X2 - 22X, Xy — X1+ 2 X2 +4 X5 X5
+A4Xo Xy 4+ Xo4+2X32 +4 X3 X4+ X3 +2 X2 + X4

e Pour développer @) suivant les puissances de X7, on utilise :
> collect(%,X[11);

X3+ (—3X3—3X,—3Xy) X2+
(-1 —2X3+2X,2 —2X44+2Xo? +4Xo X3 +4Xo Xy —2Xo+2X32 +4X3X4) X
+ Xo+2X2 +4Xo X3 +4 X0 Xy +2X,2 +2X32 +4 X3 Xy + X3+ Xy

e Pour réduire Q modulo 3, on utilise :

> Expand(Q) mod 3 ;

X2 42X X2 + X1 Xo Xs + X1 Xo Xy + X1 Xo +2X1 X32 + Xy X3 Xy + X1 X3+ 2 X, X2
+ X1 X+ 2X 1 42X + Xo X+ Xo X+ X0 +2X3° + X Xy + X3 +2 X% + Xy

e Pour développer @) suivant les puissances de X5 :

> collect(expand(Q),X[2]);

(2X1+2) X0’ + (1 +4X3+4X, —3X 2 +4X1 X3 +4X1 Xy —2X1) Xo + X1 +2 X357
—3X12 X3 —3X 2 X4 42X X2 44X X Xy +4 X5 X, 4+ X3 —2X, X4 — X3
—2X; X3 4+2X1 X2 +2X% 4+ Xy

e Pour calculer le degré total de @, on utilise :

> degree(Q, [X[1],X[2],X[3],X[4]11);

> degree(Q,X[4]);

> degree(Q,X[1]);
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>

>

>

degree(Q, [X[1],X[411);

Pour trouver le quotient de la division avec reste de () par un polynéme de terme dominant inversible
(par exemple X7 + X1 X5 + X3) par rapport a la variable X7, on utilise :

quo(Q,X[1]1~2+X[1]1*X[2]+X[3], X[11);
X1 —3X3—-3X4—4Xs

Pour trouver le reste de la division de @ par le polynéme de terme dominant inversible X2+ X X5+
X3 par rapport a la variable X7, on utilise :

rem(Q,X[1]~2+X[1]1*X[2]+X[3], X[11);

(-1 =3X3+2X2 —2X4+6Xo? +TXo X3+ TXo Xy —2Xo+2X3% +4X3X,) X1 + Xo
+2Xo? +8Xo X3 +4Xo Xy +2X4% +5X32 + 7T X3 Xy + X3+ Xy

Vérification :
> (X[1]1~2+X[11*X[21+X[3])*(X[1]-3*X[3] -3*X [4] -4*X[2])+(-1-3*X[3]+2%X [4]
> ~2-2%X[4]+6%X[2] ~2+7*X [2] *X [3]+7*X [2] *X [4] -2*X [2] +2*X [3] ~2+4*X [3] *X [4]
> )*X[1]+X[2]+2*X [2] ~2+8*X [2] *X [3] +4*X [2] *X [4] +2*X [4] ~2+5*X [3] ~2+7*X [3] *
> X[41+X[3]+X[4];
(X124 X1 Xo + X3) (X1 —3X3 —3Xy —4Xo)+
(-1 -3X3+2X,2 —2X, +6 X +TXo X3+ TXo Xy —2Xo +2X32 +4 X3 Xy) X3
+ X0 +2X 2 +8Xo X3 +4Xo Xy +2X 2 +5X32 + T X3 Xy + X5+ Xy
> %h-Q;
(X12 + X1 Xo + X3) (X1 —3X35—-3X4— 4X2)+
(-1 -3X3+2X,2 —2X4+6Xo? +TXo X34+ 7 X0 X4 —2Xo+2X32 +4X3X4) X
+ X2 +2Xo? +8Xo X3 +4Xo Xy +2 X +5X3% + 7T X3 X4+ X3+ Xy
(X D) (X —Xo— X3 — X4) (X1 —2Xp —2X3—2X4— 1)
> expand (%) ;
0
EXERCICES
7.1 Soit P un polynéme dans A[X], A anneau commutatif. Montrer que P(P(X))—X est divisible par P(X)—X.

7.2

7.3

7.4

7.5

7.6

Soit P un polynéme dans R[X] tel que P(1) = 1 et P(2) = 4. On pose B(X) = X? — 3X + 2. Déterminer
le reste de la division de P par B.
Soit P un polynéme dans Q[X] tel que P(X) = (X —a)?*(X —b) ot a,b € C. En considérant P'(X), montrer
que a,b € Q.
Soit

P(X)=anX" 4+ an1 X"+ +ao € Z[X],
et p/q fraction irréductible telle que P(p/q) = 0. Montrer que ¢ divise a,, p divise ao, et pour tout m,
p — mgq divise P(m).
Dans R[X] montrer qu’il existe un unique polynéme P de degré < 7 tel que P+ 1 soit divisible par (X —1)*,
et P — 1 soit divisible par (X + 1)*. Déterminer P.
Soit @ € Z, n un entier > 2 tel que pged(a,n) = 1. Montrer que n est premier si et seulement si les
polynomes (X +a)", et X™ 4 a sont congrus modulo n.
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8 Racines primitives
L’idée clé : 1 existe un élément de (Z/pZ)* d’ordre p— 1.

Polynémes sur Z/pZ
Rappelons le résultat de base (Corollaire [L37]) :

PROPOSITION 8.0.1 Soit f € (Z/pZ)[X] un polynome non nul sur le corps Z/pZ. Alors f admet au plus
deg(f) racines dans Z/pZ.

EXEMPLE 8.0.2 Trouver les racines de

f=X'"- X3+ X*+ X +1€ (Z/37)[X].

Solution : f(0) =1, f(1) =0, f(2) =0, donc les racines sont {1,2}. De plus,
f=(X+1)(X+2)(X*+2X +2).

Bien-stir, on peut factoriser rapidement ce polynéme mod 3 en Maple :
> Factor(X"4 - X°3 + X~2 +X +1)mod 3;

(X2 42X +2)(X +2)(X +1)

PROPOSITION 8.0.3 Soit p un nombre premier, et soit d un diviseur de p — 1. Alors f(X) = X4 -1 ¢
(Z/pZ)[X] posséde exactement d racines.

PREUVE. Soit e tel que de = p— 1. On a
XPl1=(X%° -1

= (X=X T+ (X))

= (X~ 1)g(X),
ott deg(g(X)) = p — 1 — d. Rappelons que le petit théoréme de Fermat implique que X?~! — 1 posséde
exactement p — 1 racines dans Z/pZ. Par la proposition BT ¢g(X) posséde au plus p — 1 — d racines et
X% —1aauplus dracines, donc g(X) posséde exactement p — 1 racines et X¢ — 1 posséde exactement
d racines, CQFD.

ATTENTION : L’analogue de ce théoréme est faux pour un f € (Z/nZ)[X] avec n composé. Par

exemple, sin = nj-ng avec ni,ny # 1, alors f = n1 X posséde au moins deuz zéros distincts, notamment 0

et ng # 0.
Un autre exemple : X2 — 1 € Z/8Z[X] posséde 4 racines : X =1,X =3, X =5 X =T7.

La structure de (Z/pZ)*
Dans cette section on montre que le groupe (Z/pZ)* est cyclique.
DEFINITION 8.0.4 Une racine primitive modulo p est un élément de (Z/pZ)* d’ordre p — 1.

LEMME 8.0.5 On suppose que a,b € (Z/nZ)* sont d’ordre r et s, respectivement, et que pged(r,s) = 1.
Alors ab est d’ordre rs.
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C’est un fait général sur les éléments d’un groupe, qui commutent entre eu.
PREUVE. Puisque (ab)™® = a™*b"® = 1, l'ordre de ab est un diviseur de rs, il s’écrit 1151 ot ry | 7 et $1 | s.
Donc

q SIS — (ab)ﬁsl =1.

On éléve & la puissance 19, ou r17y = r. Alors

T1T281 {17281 __
a b =1,
donc, puisque @™ "2 = (@""2)% =1,

bT17‘281 =1

Ceci implique que s | r17as1, et, car pged(s,rire) = 1, il vient que s = s7. Un argument similaire montre
que 7 = 11, donc 'ordre de ab est rs.

THEOREME 8.0.6 Pour tout nombre premier p il existe une racine primitive mod p. Autrement dit, le
groupe (Z/pZ)* est cyclique d’ordre p — 1.

PREUVE. On écrit

ny n2

pf]_:ql a5 q;’}T

Comme un produit de nombres premiers distincts g;.
ng ) . ny—1
Par la proposition BRI le polynéme X%  — 1 a exactement ¢ racines, et le polyndéme X9 -1

-1

ng ny—1
a exactement ¢~ racines. Alors il existe un a; € Z/pZ tel que a;’ =1 mais aj*  # 1. Un tel a; est
d’ordre ¢;'*. Pour tout ¢ = 1,...,7, on choisit un tel a;. Lorsqu’on applique le lemme ?? plusieurs fois,
on voit que

a=aias---a,

est d’ordre ¢i'* -+ ¢ = p — 1, donc a est une racine primitive.

REMARQUE. 1l existe ¢(p — 1) racines primitives modulo p, puisque il y a ¢;"* — q;”*l fagons de choisir
a;. Pour le voir, on peut simplement utiliser le fait que le groupe cyclique (Z/pZ)* = Z/(p — 1)Z contient
o(p — 1) générateurs (voir la proposition B2ZT]). Sinon, on vérifie que deux choix différents de suites
ai,...,a, définissent deux racines primitives différentes. On suppose que

! ! !
ai1ag - Qr = a1a2 cee ar,
avec a;, a; d’ordre ¢;'", pour ¢ = 1,...,r. Lorsqu’on éléve les deux membres de 1'égalité a la puissance
s = qy?---g", on voit que ai = a}”. Puisque pged(s,qi*) = 1, il existe ¢ tel que st = 1 (mod g¢7*). Il
vient que
_ s\t __ 1S\t __ I
a1 = (a})" = (a1")" = ay.
Par simplification de a; dans les deux membres, on voit que as - - - a, = ah - - - a.. ; on répéte cet argument
si nécessaire, et on montre que a; = a, pour tout i. Donc les choix différents de a; ameénent des racines
primitives différentes ; autrement dit, si les racines primitives sont les mémes, alors les a; coincident.
Le nombre total des racines primitives est donc égal a

(@ =g )o@ =g ) =p(p— 1)

puisque
ny no .

p—1=q7"qy* ... .q;".

Par exemple, il existe ¢(16) = 2* — 23 = 8 racines primitives mod 17 :
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with(numtheory):d:=17;i:=1;for n from 1 to d-1 do
if (order(n,d)=d-1) then

printf ("i=Yd,n=)d mod %d\n"

’i’n’d);

i:=i+1;

fi;

od;

VVVYVVYVYV

3 mod 17

.
I
—
B
Il

i=2,n=5 mod 17
i=3,n=6 mod 17
i=4,n=7 mod 17
i=5,n=10 mod 17
i=6,n=11 mod 17
i=7,n=12 mod 17
i=8,n=14 mod 17

EXEMPLE 8.0.7 Dans cet exemple, on donne une illustration de la preuve du théoréeme[8ILA dans le cas
p=13. On a

p—1=12=2%.3.
Le polynome X* — 1 a pour racines {1,5,8,12} et X2 — 1 a pour racines {1,12}, donc on prend a; = 5.

Le polynéome X —1 a pour racines {1,3,9}, donc on pose ay = 3. Finalement, a = 5-3 = 15 = 2 mod 13.
On remarque que les puissances successives de 2 sont

2,4,8,3,6,12,11,9, 5,10, 7, 1,
donc 2 est en réalité d’ordre 12.

EXEMPLE 8.0.8 Le résultat est faux si, par exemple p est remplacé par une grande puissance de 2. Les
éléments de (Z/8Z)* sont tous d’ordre divisant 2, mais ¢(8) = 4.

THEOREME 8.0.9 Soit p™ une puissance d’un nombre premier impair. Alors il existe un élément de
(Z/p"Z)* d’ordre p(p™), c’est-a-dire, (Z/p"Z)* est cyclique.

(en exercice).

Calcul du logarithme discret dans le groupe (Z/nZ)*
%%%% % % %% % %0 %0 %% % %0 %0 %% %0 %o %o 70 % %0 %o %o %0 %% % %o %o %0 %% - %o %% % %o %o %0 %% %o Yo

LOGARITHME DISCRET
> restart;with(numtheory) ;

Warning, the protected name order has been redefined and unprotected
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[Glgcd, bigomega, cfrac, cfracpol, cyclotomic, divisors, factorEQ, factorset, fermat,
imagunit, index, integral _basis, invcfrac, inuvphi, issqrfree, jacobi, kronecker, X,
legendre, mcombine, mersenne, minkowski, mipolys, mlog, mobius, mroot, msqrt,
nearestp, nthconver, nthdenom, nthnumer, nthpow, order, pdexpand, ¢, w,
pprimroot, primroot, quadres, rootsunity, safeprime, o, sq2factor, sum2sqr, T,

thue)
Exemples
> with(numtheory) :
> order(13,100);
20
> order(5,8);
2
> order(8,12);
FAIL
> primroot(20,239);
21
> order (%,239);
238
> phi (239);
238
> dislog:=proc(x::integer,g::integer,p::integer)
> local s, t, n,d;
> s:=g;t:=order(g,p);
> for n from 1 to t do
> if x=s then d:=n;
> fi;
> s:= s*g mod p; od;
> return (d);
> end proc;
dislog := proc(z : :integer, g : :integer, p : :integer)
locals, t, n, d;
$1=g;
t := order(g, p);
forntotdoifzr = sthend :=nend if; s := sx gmodpend do;
return d
end proc
> dislog(18,5,23);
12
> primroot(9048610007) ;
5
> dislog(7320,2,9587);
389
> 57678 mod 9048610007 ;
3757843958
> nextprime(1000);



62

1009
> dislog(15625,5,9048610007) ;
Warning, computation interrupted
> primroot(1009);

11
> 117345 mod 1009;

23
> dislog(23,11,1009);

345

GP/PARI CALCULATOR Version 2.1.1 (released) i686 running cygwin (ix86 kernel) 32-bit version
(readline v4.0 enabled, extended help not available)

Copyright (C) 2000 The PARI Group

PARI/GP is free software, covered by the GNU General Public License, and
comes WITHOUT ANY WARRANTY WHATSOEVER.

? znprimroot (9048610007)
%1 = Mod(5, 9048610007)
? znlog(15625,%1)

w2 =6

7 znlog(3757843958,%1)
%3 = 678

EXERCICES
8.1 Montrer que pour tout n > 3 il n’existe pas de racines primitives modulo 2".

8.2 Montrer que si p est un nombre premier, alors il existe une racine primitive modulo p?. [Indication : écrire
un élément de (Z/p®Z)* sous la forme du produit de deux éléments. Se rappeler que si a,b sont d’ordre n,
m premiers entre eux, alors ab est d’ordre nm.]

PROBLEME
On note G le groupe (Z/3%Z)*, ot « > 2 est fixé.
— la) Pour tout y € N et tout j > 2 établir la congruence

(1+ 3)33‘723} =1+3"'ymod3’.

b) Déterminer I'ordre de 4 dans (Z/3%Z)*.
¢) En déduire que 1’élément 2 engendre (Z/3%Z)* (on pourra utiliser ’homomorphisme canonique
7)3°7 — 7,/3Z).
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— 2) Soit a un entier non divisible par 3. Dans la suite on cherche a résoudre la congruence 2% =
a mod 3% (logarithme discret dans G).
a) Montrer que cela revient a résoudre I’équation 2".a =1 dans le groupe G, et que cette équation
admet une unique solution u dans {0,---,2-3%71 —1}.
b) Montrer qu’on peut se ramener au cas ot @ = 1 mod 3, et qu’alors u = 2y est pair.

Ceci nous rameéne a résoudre I’équation (E) : 1Y .a =1 dans G, ottonaa=1mod3: on en cherche
I'unique solution y € {0,---,3%~t —1}.

— 3) Soit y dans cet intervalle. On note y = Z?;g 3%;, yi € {0,1,2} son écriture en base 3, et
y—1 = 0. Pour 1 < j < &, on considére la congruence Cj :

quot3yit 48 yi 2 = 1 mod 37 (Cj)

De plus on pose a1 = a, a; (j > 2) est le reste de la division du premier membre de C; par 3.
a) Vérifier que bfC; est vraie.

— b) On suppose que la congruence bfC;_1 est vraie pour l'entier j > 2. En utilisant 1a) et a;j_1,
montrer que C; est vraie si et seulement si y;_o est le reste de la division par 3 de I'entier
(1—aj-1)/37"

— 4) En déduire un algorithme de résolution de ’équation E. Montrer que cet algorithme est poly-
nomial en ordre de G, avec un nombre d’opérations en O(a?).

— 5) Appliquer ce qui précéde pour résoudre la congruence 2* = 101 mod 243. Vérifier le résultat par
la méthode d’exponentiation rapide.



64

9 Carrés dans Z/pZ

9.1 Symbole de Legendre

Soient p, ¢ des nombres premiers impairs distincts. La partie principale de la loi de réciprocité qua-
dratiqgue démontrée par Gauss dit que pour p = ¢ = 3 mod 4 la résolubilité d’une des congruences
22 = pmod ¢ et 22 = ¢ mod p implique la non-résolubilité de I’autre; sinon elles sont simultanément
résolubles ou non-résolubles. Gauss a utilisé ce fait pour calculer de grandes tables de nombres premiers.

Pour cela il a suggéré un raffinement de la condition nécessaire de primalité venat de la congruence

de Fermat (2). Notamment on définit le symbole de Legendre (%) pour un nombre premier n = p par

0 si a = 0 mod n,
a
(5) =41 si @ = b? mod n, pour un certain b,n { b, (9.1)
—1 sinon.

PROPOSITION 9.1.1 Soit n = p un nombre premier impair. L’application
¢:a— (3) . (Z/nZ)* — {1}
n

définit un morphisme ¢ : (Z/nZ)* — {£1} de groupes cycliques. Son noyau Ker(¢) coincide avec le
sous-groupe multiplicatif (Z/nZ)*? des carrés dans (Z/nZ)*, et on a card ((Z/nZ)*?) = (n —1)/2.

Exemples

> with(numtheory) :

Warning, the protected name order has been redefined and
unprotected

> legendre(74,101);

-1
> legendre(3,73);

1
> legendre(22,11);

0
> legendre(5,2);

-1
> legendre(-2342, 1901);

1

9.2 Congruence d’Euler

PROPOSITION 9.2.1 Soit n un nombre premier impair. Alors

am=1/2 = (E) mod n. (9.2)

n
PREUVE On peut la déduire de la cyclicité du groupe (Z/nZ)*. En effet, de chaque coté de 'égalité (@2)
apparait un morphisme non trivial du groupe cyclique (Z/nZ)* dans le groupe {£1}. Ces morphismes
ont ainsi des noyaux de méme ordre, donc égaux. Leur égalité en résulte.
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Si n n’est pas nécessairement premier, la congruence (L) peut étre utilisée comme test de primalité
(une condition nécessaire et suffisante) si 'on définit le symbole de Jacobi a droite par multiplicativité :
pour un nombre impair positif n = p1ps . .., ot p; sont premiers (non nécessairement differents) posons

CHONE

Cependant, on montrera que le symbole de Jacobi peut étre calculé sans connaissance de la factorisation
de n en produit des nombres premiers.

. L. a . .
REMARQUE. Si n est composé, il se peut que (—) = 1 mais a n’est pas un carré mod n. Par exemple,
n

a
si n = pq, il suffit d’utiliser le théoréme des restes chinois pour construire a mod pq tel que <—> =-1
p
a a . .
et (—) = —1. Alors (—) = 1 mais a n’est pas un carré mod n. Au contraire, si a est un carré mod n,
q n
a - ..
alors (— = 1 par multiplicativité.

En effet, le symbole de Jacobi peut étre étendu a toutes les valeurs du “numérateur” et du “dé-
nominateur” et il peut étre calculé sans connaissance de la factorisation de n en produit de nombres
premiers.

Pour cela on utilise la loi de réciprocité quadratique étendue

(HE)- -

pour P, () positifs impairs, et on a les deux compléments suivants de cette loi

@) = (-, (?1) = (-1)P-H72, (9.5)

aussi bien que la multiplicativité du symbole par rapport au “numérateur” et au “dénominateur”. Le calcul
suit la méme procédure que celle suivie pour l'algorithme d’Euclide et il utilise moins de 5log max(P, Q)
divisions avec reste.

9.3 Lois de réciprocité de Gauss

(voir [Stein]). Le symbole (%)

on commence par faire la table suivante :

ne dépend que de la classe résiduelle de @ modulo p. Ensuite, on fixe a et

P (%) p mod 5
7 -1 2
11 1 1
13 -1 3
17 -1 2
19 1 4
23 -1 3
29 1 4
31 1 1
37 -1 2
41 1 1
43 -1 3
47 -1 2
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Cette table fait deviner que (%) ne dépend que de la classe de p modulo 5 ; plus précisement, (%) =1si

et seulement si p = 1,4 (mod 5), i.e., p est un carré modulo 5. Cependant, on ne peut pas voir directement
de la valeur
5r=1/2 (mod p),

que p = 1,4 (mod 5) permet d’évaluer cette expression.
A partir de calculs semblables, plusieurs mathématiciens ont trouvé une explication conjecturale de
ce mystére du 18 siécle. Finalement, Gauss a prouvé cette conjecture en 1801 :

THEOREME 9.3.1 (LA LOI DE RECIPROCITE QUADRATIQUE ) Soient p,q des nombres premiers impairs

distincts. Alors
P p—1.g-1 ((q
- =(—1)=2 2 =1, 9.6
(3)- o= (3) L

c’est-a-dire que pour p = q = 3 mod 4 la résolubilité d’une des congruences x> = p mod q et x> = ¢ mod p
implique la non-résolubilité de l'autre ; sinon elles sont simultanément résolubles ou non—résolubles.

On donnera une démonstration trés élémentaire de ce résultat, basée sur le critére de Euler (I2).

REMARQUE 9.3.2 Dans l’exemple considéré plus haut, on obtient

5 —( 1)2,%;1 (]_7) _ (]_9) _J+1 sip=1,4 (mod 5)
p) 5/ \5/ -1 sip=2,3 (mod5).
Ceci dit, la loi de réciprocité quadratique “explique” pourqoi la connaissance de p modulo 5 permet

de calculer 5"z (mod p).
Il existe environ 200 démonstrations du théoréme (I3l voir

http://www.rzuser.uni-heidelberg.de/ hb3/rchrono.html

THEOREME 9.3.3 (LA LOI DE RECIPROCITE QUADRATIQUE ETENDUE)

(HE)- =

pour P, Q positifs impairs, et on a les deur compléments suivants de cette loi

(%) = (~1)P-V/2 = ¢(P), (%) = (-1)P D8 = y(p), (9-8)

ot on utilise les fonctions multiplicatives ¢ : (Z/AZ)* — {£1} et w: (Z/8Z)* — {£1}, données par :

a1 1, sia=1 (mod4) a?-1 1, sia==£1 (mod 8)
= . ,  etwla)=(-1)"7F = _ .
-1, sia=3 (mod4) -1, sia=+3 (mod 8)

PREUVE elle découle du théoréme 3Tl et des définitions [ : si, par exemple, P = p;i-....px, Q =

qi-...-qi, alors
(3)- ()= () () -1 ()

1=17=1
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P p1--..p : P
_ 1. Pk _ Di
(a) = (55 - L3
donc on obtient par multiplicativité :

(#) (@) ~IIL(5) () - - oo

puisque la fonction

a

a—e(a) = (—1)7, (Z/AZ)* — {£1}

est multiplicative £(ab) = €(a)e(b). Ensuite, le calcul du symbole de Jacobi suit alors la méme proce-
dure que l'algorithme d’Euclide puisque @ ne dépend que de P modulo @, et il utilise moins de

5logmax(P, Q) divisions avec reste.

9.4 Loi de réciprocité : une démonstration élémentaire
Un lemme de Gauss
La preuve donnée dans cette section est basée sur le lemme de Gauss suivant :

LEMME 9.4.1 Soit p un nombre primier impair, et soit a un entier Z 0 (mod p). On considére les
nombres,

p—1
a, 2a, 3a, ..., 5 a
et on les reduit modulo p de telle fagon que le résultat se trouve dans le ségment (=5, ). Soit v le
nombre total de nombres négatifs obtenus de cette maniére. Alors
a
- =(-1".
)
PREUVE. Pour définir v, on exprime tout nombre
p—1
S = {a,Qa,..., 5 a}
comme un nombre congru au nombre de I’ensemble
p—1 p—1
{1,1,2,2,..., T,T} .
Chaque nombre 1,2, ... % apparait une seule fois, avec un des deux choix de signe, sinon on obtiendrait

deux éléments de S qui sont congrus modulo p, ou deux éléments de S dont la somme soit congru a 0
modulo p, ce que est impossible. Alors ’ensemble obtenu doit étre de la forme

-1
T = {61-1752-2,...,6(;01)/2-277},

ou tout ¢; est +1 ou—1. En multipliant les éléments de S et de T, on voit que

(1a) - (2a) - (3a) - -+~ - <p2 1a> (e1-1) - (e2-2)--- <5(p1)/2 . %) (mod p),

donc
a(p—l)/? =gy-€g9-r- E(pfl)/Q (mod p)

Le lemme donc découle de proposition (211
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Conjecture d’Euler
Tout d’abord, on fait une observation élémentaire :

LEMME 9.4.2 Soit a,b € Q. Alors pour tout n € Z,
#(a,0)NZ)=#((a,b+2n)NZ)=#((a+2n,b)NZ) (mod 2).
PREUVE. Sin > 0, alors
(a,b+2n) = (a,b) U [b,b+ 2n),

ot 'union est disjointe. Soit [x] la partie entiére de z, [x] < z. Il y a exactement 2n entiers dans U'intervalle
[b,b+2n) :

bb+1,---,b+2n—1, sibeZ

O]+ 1,[0) +2,--- ,[b]+2n, sib&Z

donc l'assertion du lemme est vraie dans ce cas. On a aussi
(a,b —2n) = (a,b)\[b — 2n,b)

et [b — 2n,b) aussi contient exactement 2n entiers, donc le lemme est vrai aussi pour n négatif. L’affir-
mation sur # ((a + 2n,b) N Z) est déduit de maniére similaire.

La proposition suivante a été conjecturé par Euler, & la base des nombreux calculs. La loi de réciprocité
quadratique sera facilement déduit de cette proposition.

PROPOSITION 9.4.3 (CONJECTURE D’EULER) Soit p un nombre premier impair et a € N un nombre
entier positif tel que p { a.

1. Le symbol (%) ne dépend que de p modulo 4a.

2. Si q est un nombre premier tel que ¢ = —p (mod 4a), alors (%) = (%)

PREUVE.
Pour pouvoir appliquer le lemme de Gauss ci-dessus, on a besoin de calculer la parité du cardinal
#(S N 1I) de lintersection des ensembles

-1
S={a,2a,3a,...p a}

2

(o) (o) (o)

ot soit b = %a soit %(a — 1), on choisit un entier parmi les deux nombres rationnels. En effet, on vérifie
que tout élément de S qui se réduit & un nombre dans 1’ interval (—£,0), appartient a I. Ceci est clair
sib= %a < %a. Sib= %(a — 1), alors bp + § > p—;la, donc ((b— %)p,bp) est le dernier intervale qui
peut contenir un tel élément de S qui se réduit a (—£,0).) Remarquer aussi que les extrémités entiéres
de I n’appartiennent pas & S, puisque ces extrémités entiéres sont divisibles par p, mais aucun élément
de S est divisible par p.

En divisant I par a, on voit que

#(Sm[):#(Zm%I),

1 p P 3p 2p (2b—1)p bp
1= (£ £ oF 22 A/ e o I I
a ((2@’@) N <2a7 a)u U< 2a ' a

ol
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On pose p = 4ac + r, et soit

g (r T)U 3r 2r U (2b—1)r br
- \\2aa 2a’ a 2¢ ' a '
On observe que la seule différence entre I et J est que les extrémités des intervals sont changés par
I’addition d’un entier pair. En appliquant le lemme 22 on a

v=4# (Zm é]) =#(ZNJ) (mod 2).

= (—1)” ne dépend que de r, i.e., ne dépend que de p modulo 4a.

= —p (mod 4a), alors le seul changement dans le calcul ci-dessus est que 7 est remplacé par
4a — r. Ceci remplace ’ensemble %I pour 'ensemble

T r 3r 2r (2b—1)r br
K=((2-L1,4-"L SRS NU NPT P N iy S B
(( 2a’ a)U(6 2a’8 a)U U( b 2a b a))

Alors K est le méme que ,é[ , & I'exception de 'addition des entiers pairs aux extrémités. De nouveau,
le lemma implique
1
H#HKNZ)=+# <<—I> ﬂZ) (mod 2),
a

donc (g) - (g) CQFD.
L’analyse suivante plus fine dans le cas spécial ot @ = 2 donne aussi une illustration de la démons-
tration précédente du lemme, et ce résultat est souvent utilisé dans les calculs.

PROPOSITION 9.4.4 Soit p un nombre premier impair. Alors

(g):{ 1 sip=+1 (mod8) 09)

P ~1 sip=43 (mod8)’
REMARQUE. La fonction

e { 1 sia==+1 (mod 8) L w o (Z/8Z)* — {1} (9.10)

-1 sia=43 (mod )

est multiplicative w(ab) = w(a)w(b).
PREUVE. Si a = 2, I'ensemble S = {a,2a,...,2- %1} est

{2,4,6,...,p—1}.

Nous pouvons compter la parité des nombres d’éléments de S qui appartiennent a I'interval I = (£,p).
On pose p = 8¢+ r, alors

1 pp
1n9=# (3102) =4 (22)n2)
#uns)=#(510z) = #((5.5)r
r r ror
— ((2c+ e+ 5) mz) =4 ((Z’ 5) mz) (mod 2),
ou l’égalité derniére vient du Lemme Les possibilitiés pour r sont 1,3,5,7. Si r = 1, le cardinal
est 0,sir=3,5ilest 1, et sir =71l est 2.
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Fin de la démonstration de la loi de réciprocité quadratique

Avec le lemme on déduit directement la loi de réciprocité quadratique (théoréme B3] de Gauss) :
Soit p, ¢ des nombres premiers impairs distincts. Alors

()-cr()

PREUVE. On suppose d’abord que p = ¢ (mod 4). Quite & échanger p et ¢ on peut supposer p > ¢, et on

posepf q - 4a. Puisque p - 4a+ q,
)

4
©-(59-6)-()¢)

Proposition (L3 implique que (%) _ (

on a

%)7 puisque p = ¢ (mod 4a). Alors

(£ () ()= -

ou la derniére égalité vient du fait que dans ce cas %1 est pair si et seulement si 5;—1 est pair.
Ensuite, on suppose que p # ¢ (mod 4), alors p = —¢ (mod 4). On écrit p+ ¢ = 4a. On a

()= () =) = G)-059)-6)

Puisque p = —¢ (mod 4a), Proposition 23 implique que (%) = (%). Mais dans ce cas (71)1)2;1'T =1,

d’oul la preuve.

Exemple

EXEMPLE 9.4.5 Est-ce que 6 est un carré modulo 389 2 On a

(30) = (5) = () () =0 0=

Ici on a trouvé que (535) = —1 en utilisant Proposition[JZ7 et le fait que 339 =5 (mod 8). On a trouvé
(3%9) de maniére suivante :

3\ (39 _ (2 _

389/ \3 ) \3)
Alors 6 est un carré modulo 389.

Cependant, on connait pas de x tel que x> =6 (mod 389), mais on peut le trouver
> restart;for a from 1 to 388 do
> if a”2 mod 389 = 6 then
> print(a); fi; od;
28
361
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9.5 Loi de réciprocité : une démonstration utilisant les sommes de Gauss

Nous allons considérer les sommes de Gauss comme un analogue discret de la fonction gamma I'(s)
qui pour Re(s) > 0 est définie par 'intégrale

o0

.d

I(s) = / vyt (9.11)
0 Y

Ici la fonction intégrée est le produit d’un caractére additif de R (I’lhomomorphisme y — e~¥, ¢’est-a-

dire, un morphisme de groupes R — C), et d’un caractére multiplicatif y — y° de Ri, c’est-a-dire, un

morphisme R} — C). L’intégration est effectuée par rapport & la mesure invariante multiplicative C;—y.

Pour définir la somme de Gauss, on remplace ici R par Z/NZ avec un N > 1, e”¥ par un caractére
additif

Z/NZH(CX :y’_’c%a CNeXp<%)a

(c’est-a~dire, un morphisme de groupes Z/NZ — C), et on remplace y° par un caractére multiplicatif
X : (Z/NZ)* — C* (c’est-a-dire, un morphisme de groupes (Z/NZ)* — C). Le caractére de Dirichlet
X : Z — C correspondant & x (désigné aussi par x) est défini par x(a) = x(a mod N) pour (a, N) =1 et
par x(a) = 0 pour (a, N) > 1. La somme de Gauss G(x) est définie par

Gx) = Q) x(@)C%- (9.12)

Remarquons aussi que la fonction a — G,(x) coincide avec la "transformation de Fourier discréte" du
caractere y.

La similitude entre [II0) et ([@IZ) implique que leurs propriétés sont similaires. Pour les décrire on
introduit tout d’abord la notion importante de caractére de Dirichlet primitif. Un caractére x est dit
primitif modulo N s’il ne s’est pas réduit & un autre caractére x’ : Z/M7Z — C* définie modulo un nombre
M plus petit qui est un diviseur propre de N (par la composée avec la projection Z/NZ — Z/MZ). De
méme, la restriction de x sur un tout sous—groupe Hys = ((14+ M7Z)/(1+ NZ))* ne soit pas triviale. Par
exemple, tout caractére non-triviale modulo un nombre premier ¢, est primitif, y compris le symbole de

Legendre a — (%)

PROPOSITION 9.5.1 Si x est primitif, on a

Ga(x) = X(a)G(x) (a € Z), (9.13)
G(x) = x(=1)G(X), (9.14)

GO = . (9.15)
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REMARQUE 9.5.2 La propriété (@I3) correspond a la formule

/OO e_ayysd—y =a"°T'(s) (Re(s) > 0),
0 Y

et ([T13), réécrite sous la forme G(x)G(x™ ) = x(=1)N, correspond a l’équation fonctionnelle de la
fonction gamma

D(s)[(—s) = (ou L(s)[(1 —s) = T )

ssinms sin s

PREUVE des égalités ([@I3))-(IH) (en exercice) est impliquée par des changement d’indice de sommation

et par le fait que la somme Z x(b) s’annule pour tout caractére primitif y, et pour tout propre

b mod N
b=c mod M

diviseur M de N.
Les propriétés (T3)—(@TH) impliquent la loi de réciprocité quadratique.
Démontrons la formule principale (@6 :
l q -1 g—1
(=) =177, 9.16
() () = (.10

ou [, g sont des nombres premiers distincts. Remarquons premiérement que le symbole quadratique
x(a) = (%) est un caractére de Dirichlet primitif modulo ¢. La somme de Gauss correspondante G(x)

est un élément de 'anneau R = Z[(,]. Dans un anneau commutatif on a toujours la congruence (a+b)! =
a! + b' mod IR grace a la divisibilité des coefficients binomiaux Cy par l pour 1 <7 <[ —1. Comme

x'(a) = x(a) = £1,0on a o
G()'=Gi(x") mod IR, Gi(x') = x(1)G(x),

donc
Gt = (é) mod [R. (9.17)
De lautre coté, x =, et T implique
G()? =x(-Dg=(-1)"7q. (9.18)

Si lon représente la partie gauche de ([@I7) comme G(X)Ql%1 on obtient
a— —1 —1 Z
(—1)Tl'quZT = (—) mod [R. (9.19)

Finalement, [@I9) et la congruence d’Euler assurent

1

q%1 = (%) mod [

d’ou ([@H).

De fagon plus facile on montre I'égalitée ) a I’aide de anneau S = Z[e|, ot € = exp(27i/8). On
pose b = ¢ + &1, et on observe que b2 = (¢ +¢71)?2 = 2. Ensuite (¢ + £ 1)? = ¢ + e ! mod pS si
p==+lmod8, et (c+c )P = —(c+c!) mod pS si p= +3 mod 8. De plus, b> = 2 mod pS implique
que b = bmod pS est inversible dans I’anneau quotient

S/pS = (¢" mod 105}71:07.“’3 = <1,5,52,53>, et =—1,%= —¢,e0 = —£2,e" = —¢3,
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donc (¢ + e71)? = e+ 71 mod pS implique b” = b mod pS, d’ott b~ = 1 mod pS, et

b2 =2mod p = 20~ V/2 = (b2)(”—1)/2 ="' =1 mod pS = 2?°7V/2 = 1 mod p.

Si b? = —b mod pS, alors b~ = —1 mod pS, et

b? =2mod p = 2P~ 1/2 = (b2)(p_1)/2 ="' = —1mod pS = 2°71/2 = _1 mod p.

EXERCICES

9.1

9.2
9.3

9.4

9.5

9.6

9.7

9.8

9.9

9.10

9.11
9.12

Si p est un nombre premier, et p = 1 mod 4, montrer que

[ e

[Indication : en considérant X?~! — 1 dans (Z/pZ)[X] montrer d’abord que (p — 1)! + 1 = 0 mod p.
L’entier 713 est-il un carré modulo p = 1009 7

(a) Soit p = 22" 4+ 1 un nombre de Fermat premier, avec n > 2. Montrer que a est une racine primitive
modulo p si et seulement si (E) = —1. Montrer que 3, 5 et 7 sont racines primitives modulo p.
p

(b) Montrer le critére de Pépin :

/

p= 22" 41 est un nombre premier <= 3¢P=/2 = _1 mod D.

Montrer que 2 est racine primitive modulo les nombres premiers de la forme 4¢+1 ou 2¢+ 1 avec ¢ premier,
q = 1mod 4. Et si p=2q + 1 avec g premier, ¢ =3 mod 47

R 3 5 2003 5!
Calculer de téte les symboles : <§), (@), <T)’ et (7)

1 ip=1,11 d 12
Montrer que pour p nombre premier > 5 on a <§> = ST b ’ (mo ),
D -1 sip=5,7 (mod 12).

En utilisant le fait que (Z/pZ)* est cyclique, montrer directement que (_73) =1 pour p = 1 (mod 3).

[Indication : il existe un élément c € (Z/pZ)* d’ordre 3. Montrer que (2¢ + 1)* = =3

Si p =1 (mod 5), montrer directement que (%) = 1 par la méthode de l'exercice [ [Indication : soit

¢ € (Z/pZ)* un élément d’ordre 5. Montrer que (¢ + c*)? + (c +¢*) — 1 =0, etc/]

p—1
Pour quels nombres premiers p a-t-on Z <2) =07
a=1

Combien d’entiers naturels z < 2'3 satisfont I’équation
#>=5 (mod 2" —1)?
(On peut utiliser le fait que 2'® — 1 est premier.)

Trouver un entier naturel z < 97 tel que = = 4*® (mod 97).

Sur Panneau Z/NZ, il existe aussi un analogue de la fonction béta :
1
B(s,t) = / 1 —2) de =
0
s d
/ VB (Re(s), Re(t) > 0).
R

(Ly)tty

11 est appelé somme de Jacobi de deux caractéres de Dirichlet x, mod N et défini par

Joev)= Y x@pl-z)= > xmKd)1+y)) (9.20)

x mod N y mod N

En utilisant le changement de variables y(1—z) — z, z(1+y) — y), démontrer ’égalité des deux expressions.
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9.13 En supposant x, v, et xt tous primitifs modulo N, montrer que
T ) = GX)GW)/G(xy) = J (4, x) (9.21)
correspondant & l'identité classique B(s,t) = I'(s)['(¢)/T'(s + t).

Solution : si 'on calcule le produit

GOGW) = > x(@)CKGW) = Y xb(@)(xd(@)G (). (9.22)

x mod N x mod N

En appliquant (@I3)), on obtient

P@)GW) =Ga(¥) = > ¥

y mod N

et ([ZF) se transforme en

ST )@@ = D> w)Gry () =

> )1 +y)Gxw) = T, X)G(x). (9.23)

10 Primalité (II)

10.1 Nombres pseudopremiers d’Euler

Rappels : Congruence d’Euler

ProPOSITION [LZTl Soit n un nombre premier impair. Alors on a la congruence (@3) :

an1/2 = (E) mod 7. @32
n

DEFINITION 10.1.1 Un entier natureln est dit nombre pseudopremier d'Euler par rapport a a si pged(a,n) =
1 et si (@A) est satisfaite.

Sin n’est pas nécessairement premier, la congruence (I2) peut étre utilisée comme test de primalité si 'on
définit le symbole de Jacobi a droite par multiplicativité : pour un nombre impair positif n = p1ps ... pk,
ot les p; sont premiers (pas nécessairement distincts) posons

(%) - (p%) (p%) . (10.1)

En effet, le symbole de Jacobi peut étre étendu a toutes les valeurs du “numérateur” et du “dénominateur”
et il peut étre calculé sans connaitre la factorisation de n en produit de nombres premiers.

Maintenant on va démontrer, en utilisant le théoréme chinois (voir théoréme [MLTF), que si n est un
nombre pseudopremier d’Euler par rapport a tout a € (Z/nZ)* alors n est premier. C’est-a-dire, il n’y
a pas d’analogue eulérien des nombres de Carmichael.

THEOREME 10.1.2 (SOLOWAY—STRASSEN) Un nombre impair n est premier si et seulement si pour tout
a avec pged(a,n) =

a=1/2 = (%) mod n. (10.2)
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PREUVE (voir [Deml, p. 125).
I) On suppose qu'il existe un nombre premier p impair tel que p?|n, et on utilise le morphisme surjectif
de groupes multiplicatifs

(Z/nZ)* — (Z/p°L)*, (10.3)

ott le groupe (Z/p*Z)* est cyclique d’ordre p(p—1). Ceci implique (par la surjectivité) qu’il existe @ mod n
tel que

ord(a)

. .. — . =\ (n—=1)/2 _
p(p — 1) divise ord(a) = p divise ord(a) paed((n = 1)/2,ord(@))

= (@)™ 1/2 £ +1 mod n.

(oubien:n=p*m;a=1+mp=1a"""1#1,cara” = 1. En effet, (1+mp)? =1+p-mp+---=1modn
implique a" ! =a"a ' =a ! #1).

IT) Soit n = py-....p, ou r > 2 et les p; sont premiers distincts. On a

@/nz)* = []@/m)*.

=1

Supposons qu’il existe un a tel que
a™1/2 = _1 mod n.

L’existence d’un tel a est nécessaire pour la congruence ([[ILZ) puisque le théoréme chinois permet de
trouver, pour un choix arbitraire de 1; = £1, un a avec

(g) =, (10.4)

0=~ ()

Notons a; la classe de @ modulo p;. On a d’une part,

(-GGG ()

D’autre part, réduisant modulo p; ’égalité initiale, on obtient

(E) - (%) = a(ln_l)/Q mod p.
P Dr

D’aprés le théoréme chinois, on peut choisir les différents a; indépendamment. Mais le second membre
ne dépend que de a1, tandis qu’on peut changer le signe du premier sans modifier a1, par exemple en
modifiant a,. Cela est absurde et contredit ’hypothése r > 2.

donc on choisit szl 7; = —1, puisque

10.2 Congruence d’Euler et tests de primalité.

Dans des tests modernes de primalité (Soloway-Strassen, Miller-Rabin...) on utilise la congruence
@2 et le théoreme Ces tests de primalité sont beaucoup plus rapides que toutes les méthodes
conn ues de factorisation des grands nombres premiers “aléatoires”.
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Test de primalité de Soloway-Strassen

C’est un test probabiliste. Selon Emile Borel, "un phénoméne dont la probabilité est 10759, ne se
produira donc jamais ou du moins ne sera jamais observé (La probabilité et la vie).

Rappelons qu’un entier naturel n est dit pseudopremier d’Euler par rapport & a si pged(a,n) =1 et
@2 est satisfaite. Si [@2) n’est pas satisfaite pour un a avec pged(a,n) = 1, alors n n’est pas premier,
et on appelle a un témoin d'Euler de non-primalité de n. D’aprés le théoréme [MILTA il existe toujours un
témoin d’Euler de non-primalité d’un nombre composé impair n, mais il reste la question de quel est le
plus petit témoin, ainsi que leur proportion.

Le test de primalité de Soloway-Strassen repose sur l'observation suivante :

REMARQUE 10.2.1 Soit n un nombre impair. Si (@2) n’est pas satisfaite pour un a premier a n, alors
elle n’est pas satisfaite pour au moins de 50 % de ces a.

En effet, soit H = {a1, a2, -+ ,a;, -} 'ensemble de tous les a = a; pour lesquels [I2) est satisfaite :

a;nfl)/Q = (%) mod n. @32

Alors H est un sous-groupe de (Z/nZ)* donc a € H = aH N H = (), ceci dit, la condition (@2) n’est
pas satisfaite pour au moins de 50 % de a.

Description de I’algorithme. Soit n impair. On choisit au hasard & nombres b, 0 < b < n. Pour tout
b on calcule les deux termes de la congruence d’Euler (), b~ 1/2 mod n et (%)

Le calcul de b("~1/2 mod n cotite (f)(log3 n) opérations booléennes par la méthode des carrés successifs.

Le calcul de (%) cotite O(log3 n) opérations booléennes a I'aide de la loi de réciprocité quadratique
en utilisant des divisions euclidiennes.

Si ([2) est vérifié pour k choix au hasard de b, alors la probabilité que n soit cependant composé
est inférieure ou égale & 1/2%, donc pour k ~ 167 on obtient une probabilité suffisamment petite (selon
E.Borel) :

2'07 2~ 10 - 1.870722095783555735300716588.

Test conditionnel de primalité de Miller

Ce test s’appuie sur Pexistence d’un témoin d’Euler relativement petit.

Cependant, pour montrer cette existence, on a besoin de I'Hypothése de Riemann généralisée.

Soit x : (Z/NZ)* — C* un caractére de Dirichlet (¢’est-a-dire, un morphisme de groupes (Z/NZ)* —
C). Pour a € Z, on pose x(a) = x(a mod N) si pged(a, N) = 1 et x(a) = 0 si pged(a, N) > 1. On
considére la fonction L de Dirichlet

L(s,x) = Y_ x(n)n™*

qui converge absolument et ne s’annule pas pour Re(s) > 1. Elle admet un prolongement analytique a
tout le plan complexe.
HYPOTHESE DE RIEMANN GENERALISEE. Pour toute fonction L de Dirichlet L(s, x) on a

Si L(s,x) = 0,0 Re(s) > 0, alors Re(s) = 1.

THEOREME 10.2.2 (G.MILLER) Supposons que pour tout b < 2log®n la condition [@3) soit satisfaite,
et que l’hypothése de Riemann généralisée soit vraie.
Alors n est premier.
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Description de I’algorithme de Miller

On teste la validité de la congruence d’Euler (@2,
(n—1)/2 b

b =(—) modn
n

pour chaque b < 2 log2 n. Si n passe tous ces tests, il est premier (conditionnel). L’analyse simple du cotit
T de cet algorithme montre que T = O(log” n).

REMARQUE. On a observé récemment des "preuves" numériques que pour n composé il existe un témoin
d’Euler a < 2lognloglogn.

Nombres pseudopremiers forts et le test de primalité de Miller-Rabin

On peut considérer une condition de primalité plus forte que la congruence d’Euler (.2

p(n=1/2 = (ﬁ) mod n,
n

valable pour un nombre premier n. Si n est premier on remarque que dans le groupe cyclique (Z/nZ)* les
seules racines carrées de 1 sont 1. Cette propriété, qui n’entraine pas la primalité d’'un nombre impair
n, est & la base d’un test probabiliste efficace de primalité.

DEFINITION 10.2.3 Un entier naturel n est dit nombre pseudopremier fort par rapport b si pged(b,n) =1
et si pour la présentation n — 1 = 25t avec t impair, ou bien on a b* = 1 mod n, ou bien il existe un r,
0<r<s tel que ,

b*'t = —1 mod n.
THEOREME 10.2.4 (MILLER-RABIN)

(a) Soit n un nombre impair composé, alors n n’est pas un nombre pseudopremier fort par rapport
au moins 75 % des b premiers a nv.

(b) Tout nombre pseudopremier fort par rapport ¢ b est pseudopremier d’Euler par rapport a b.

PREUVE (voir [Kob&7, p.117, V.1.6, V.1.7).
Description de ’algorithme de Miller-Rabin On choisit au hasard & nombres b, 0 < b < n. Pour
chacun on teste si n est pseudopremier fort par rapport 4 b : si b* # 1 mod n, on calcule

b%"* mod n, 0<r<s

jusqu’a obtenir —1 mod n.
Le calcul demande (f)(log3 n) opérations booléennes seulement, par la méthode des carrés successifs.
Sin passe les k tests avec succés pour des choix arbitraires de b, alors la probabilité que n soit composé
est inférieure ou égale a 1/4*.

REMARQUE. On peut vérifier que n = 3215031751 est le seul nombre composé n < 2.5 - 10'° qui soit
pseudopremier fort pour b= 2,3,5 et 7.

? factor(3215031751)
%1 =

[151 1]

[751 1]

[28351 1]
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Test polynomial déterministe de primalité de Agrawal, Kayal et Saxena ("PRIMES is in
P", 2002)

Ce test utilise une version polynomiale de la condition nécessaire du petit théoréme de Fermat, en effet
il se trouve que cette version est aussi suffisante et qu’elle ameéne & un algorithme polynomial trés efficace
de primalité, voir une jolie exposition dans F.BORNEMANN, PRIMES is in P, une avancée accessible a
"’"homme ordinaire”, Gazette des mathématiciens, SMF, No 98, octobre 2003, pp. 14-30.

EXERCICES
10.1 Soit n = p1-...-p, un produit de nombres premiers distincts, ot 7 > 2, et soit a tel que

(n—1)/2

a = —1 mod n.

Posons n — 1 = 2°t avec ¢ impair, et soit p|n, p premier, avec p — 1 = 25t ot t est impair.

—1 t e — o
s> s, et 9) == ’ ST s S/ , (10.5)
p 1, sis<s

Solution : On suppose, par I'absurde, s’ < s, alors

Montrer que

a2 — 27 = modn =
a2571t = (aQSilt)t/ = aQSiltl =—-1lmodn= aQSilt/ = —1 mod p,
puisque t et t’ sont impaires. Ensuite, ’hypothése s’ < s implique
aQSltl =1mod p = aQSiltl = 1 mod p,
et on a une contradiction avec la congruence précédente a® " = ~1mod p.
e Cass' =5 (%) =g D/2 = 2T =
puisque (a25/_1t)t’ = —1mod p.
e Cass' >s:
<%) =P~ V/2 = aQSth/ = (aQSiltl)QSLS =1 mod p. O

11 Notions de corps et d’espace vectoriel, rappels et exemples

Nous avons vu au chapitre 1 :

DEFINITION 24
Un corps est un anneau commutatif A, non réduit a {0} dans lequel tout élément non nul est inversible :
CorpsVex e A,z #0,dy € A,xzy =1

ProprosITION ELZH
(a) Soit A un corps, alors A est un anneau intégre.
(b) Soit A un corps, I un idéal de A. Alors soit I = {0} soit I = A.

EXEMPLES.
On note
Q le corps des nombres rationnels,
R le corps des nombres réels et
C le corps des nombres complexes.
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11.1 Corps des fractions

PROPOSITION 11.1.1 Si A est un anneau intégre, alors il existe un corps K appelé corps des fractions de
A et noté Frac(A) tel que

(1) ACK,

(i) et pour tout corps L et tout morphisme d’anneauz injectif ¢ : A — L, il existe un unique
morphisme de corps ¥ : K — L tel que ¥4 = ¢.

PREUVE. Construction. On définit sur A x A\{0} la relation R par

(a,b)R(c,d) <= ad = be.
On vérifie en utilisant l'intégrité de A que R est une relation d’équivalence. On note K I’ensemble
quotient A x A\{0}/R, et ¢ I'image de (a,b) dans ce quotient. L’application de A dans K qui envoie a

sur (a,1) = § est injective, et on identifie A avec son image. On munit alors K des lois

a ¢ ad + be

KxK—K, (-, K (Taddition”);

+ X I — ’(b’d) = € (" addition”);
a c ac

KxK—K, (-, — e K ("multiplication”);

X XK — ,(b, d) = b € ("multiplication”);

On vérifie que ces lois sont bien définies et munissent K d’une structure de corps, I’élément neutre pour
Paddition étant 0/1, ’élément neutre pour la multiplication étant 1/1, et U'inverse d’un élément non nul
a b
— étant —.
b a

Propriété universelle. Soient L un corps et ¢ : A — L un morphisme d’anneaux injectif il existe un
unique morphisme de corps ¢ : K — L tel que ¥|4 = ¢. L’application

a  ¢(a)
AxA\{0} - L, -—— ——=¢€lL
\{0} b o)
passe au quotient et définit un morphisme de corps K — L qui convient. D’autre part, si ¢ est un tel
¥(a)

morphisme de corps, alors on a ¢ (a/b) = , ce qui montre l'unicité de 1.

$(b)

11.2 Caractéristique d’un corps, sous-corps premier

DEFINITION 11.2.1 Si A est un anneau commutatif, il existe un unique morphisme d’anneaux ¢ : Z — A,
donné par ¢(n) = n-1. Son noyau, Kere, est un sous-groupe de Z. Le générateur positif de ce sous-groupe
est appelé la caractéristique de A et noté car(A).

PROPOSITION 11.2.2 La caractéristique d’un corps K est 0 ou un nombre premier p = car(K). Si la
caractéristique du corps est nulle, celui-ci contient un sous-corps isomorphe a Q. Sinon, il contient un
sous-corps isomorphe & Z/pZ, ot p est sa caractéristique. Le corps ainsi obtenu est le plus petit corps
contenu dans K, on l’appelle le sous-corps premier de K.

PREUVE. D’aprés le théoréme d’isomorphisme, on a Z/Ker¢ ~ Img¢, ce quotient est donc un anneau
intégre, c’est-a-direKer¢ est un idéal premier de Z, {0} ou pZ, p premier. Si c’est {0}, la propriété
[[TTIKii) montre que Q est isomorphe & un sous-corps K’ de K ; K’ est alors le sous-corps engendré par
1 donc le plus petit sous-corps de K. Si Ker¢ = pZ, alors le sous-anneau Im¢ de K engendré par 1 est
isomorphe & Z/pZ, donc c’est un corps et le plus petit sous-corps de K.
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11.3 Modules et espaces vectoriels

DEFINITION 11.3.1 Si A est un anneau commutatif, un A-module est la donnée d’un groupe abélien M,
muni d’une loi externe

X:AXx M — M, (a,m)—am e M ("multiplication externe”)

satisfaisant les propriétés suivantes :
Mol Va € A, Vx,y € M, a(z +y) = ax + ay,
Mo2 Va,b € A, Vo € M, (a + b)x = ax + bz,
Mo3 Va,b € A, Vo € M, a(bx) = (ab)z.
Si K est un corps un espace vectoriel sur K est un K-module.

EXEMPLE. La notion de Z-module coincide avec celle de groupe abélien :
X :ZxXM— M,(a,m)—ame M
EXEMPLE 11.3.2 Si A est un anneau commutatif, et n € N, A™ est un A-module pour la loi externe
x: Ax A" — A" (a, (a1, ,an) — (aay, - ,aa,) € A™

EXEMPLE 11.3.3 Soient A un anneau commutatif et M un A-module. Si X est un ensemble, alors pour
tout a € A et pour toute application f: X — M on pose

Vo € X, (af) (@) = a(f(x)) € M.
L’ensemble MX de toutes les applications f : X — M est un A-module pour la loi externe

Xt Ax M* — MX (a,f)— af € M

DEFINITION 11.3.4 Soit A est un anneau commutatif, et soient M, N deur A-modules. Une application
¢ : M — N est dite morphisme de A-modules (ou application A-linéaire) si c’est un morphisme de groupes
abéliens, et si elle vérifie la condition suivante :

Mor. VA € A,Vm € M, $(Am) = Aop(m)

Un isomorphisme de A-modules est un morphisme de A-modules qui est bijectif. Son inverse est alors
un morphisme de A-modules.

Sous-modules, sous-espaces vectoriels

DEFINITION 11.3.5 Soient A est un anneau commutatif et M un A-module. Un sous-groupe abélien
N C M est dit un A-sous-module s’il vérifie la condition suivante :

Sous — module VA € A,Vx € N, \x € N.

Si K est un corps, un K-sous-module d’un espace vectoriel sur K est dit un sous-espace vectoriel sur
K.

EXEMPLE 11.3.6 Soit A est un anneau commutatif, et soient M, N deux A-modules. L’ensemble L(M, N)
des applications A-linéaires ¢ : M — N est un A-sous-module du module N™ de toutes les applications
de M wvers N. En particulier, si K est un corps et E un K-espace vectoriel, le dual de E, noté EV, est
lespace vectoriel L(E, K).
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11.4 Rappels sur les espaces vectoriels

DEFINITION 11.4.1 Soit K un corps. Une famille (a;);c;r d’éléments de K est dite presque nulle si I’en-
semble

{iel]a;+#0}
est fini.
Soient E un espace vectoriel sur K et e = (e;);er une famille d’éléments de E. La famille e est
— une famille génératrice si pour tout x de E, il existe une famille presque nulle (a;);cr d’éléments

de K tels que
xTr = Zaiei.
iel

— une famille libre si pour toute famille presque nulle (a;)ic; d’éléments de K, on a

Zaiei:O:ViEI,ai =0.
i€l

On dit alors que les éléments de (e;);er sont linéairement indépendants.
— une base de E si elle est a la fois libre et génératrice. Pour tout x de E, il existe alors une unique
famille presque nulle (a;);cr d’éléments de K tels que

€r = E a;€;.

icl
On dit que (a;);cr sont les coordonnées de z dans la base e.

THEOREME 11.4.2 (SUR L'EXISTENCE D’UNE BASE) Si E est un espace vectoriel sur K, alors il existe
une base de E. Toutes les bases ont le méme cardinal appelé dimension de E et noté dim E.

On ne donne pas de démonstration ici, mais on remarque :

PROPOSITION 11.4.3 Soit K un corps. Soient E un espace vectoriel sur K et e = (e;)icr une famille
d’éléments de E. Les conditions suivantes sont équivalentes :

— (i) la famille e est une base de E,

— (ii) la famille e est génératrice et toute sous-famille propre de e n’est pas génératrice,

- (i1) la famille e est libre et toute famille contenant strictement e n’est pas libre.

DEFINITION 11.4.4 Un espace vectoriel E sur K est dit de dimension finie, s’il admet une famille géné-
ratrice finie.

THEOREME 11.4.5 Si E est un espace vectoriel sur K de dimension finie, toutes les bases de E ont le
méme cardinal, appelé dimension de E et noté dim E. En outre :
- (i) une famille génératrice a au moins dim E éléments, et c’est une base si elle en a exactement
dim F,
— (i) une famille libre a au plus dim E éléments, et est une base si elle en a exactement dim E.

EXEMPLE 11.4.6 Si E est un espace vectoriel sur K de dimension finie, et si (e1,--- ,ey) est une base
de E, alors EV est un espace vectoriel de dimension finie, une base de EV est (eY,---,e)), ou e est
défini par

V(ay, -+ ,a,) € K", e/(ajer + -+ aney) = a; € K.

Cette base (eY,--- ,e)) est appelée la base duale de (e1, - ,ep).



82

11.5 Matrices de changement de base

DEFINITION 11.5.1 Soit E est un K-espace vectoriel de dimension finie et soient € = (e1, - ,en),
e = (e, - ,e,) deux bases de E.
La matrice

P =PS = (pij),pij = € (¢j) € K

qui a pour j-éme colonne les coordonnées de e;- dans la base (e1,- - ,e,), est appelée matrice de changement
de base de e a €'.

PROPOSITION 11.5.2

(i) Soit x un élément d’'un K-espace vectoriel E de dimension finie et soient € = (e1,- - ,en),
e = (e}, - ,el) deux bases de E.
On pose
VAN, VAN
rT=x1€1 + -+ Tp€p, T=216] + -+ x,€,,
Alors
x1 x)
’
— e .
- Pe .
Tn, x,

/ . by
ot PS est la matrice de changement de base de e a €.

(i1) On a les relations
e/ e// o e// e/_l _ e
PP =P et PET = pS.

DEFINITION 11.5.3 Soit ¢ : E — E une application linéaire d’un K-espace vectoriel E de dimension
finie dans lui-méme, et soit e = (e1,--- ,ey,) une base de E.
La matrice

A= Age=(aij),pij = € (d(e))) € K

qui a pour j-éme colonne les coordonnées de ¢(e;) dans la base (e1,--- ,en), est appelée matrice de
I'application linéaire dans la base e.

ProrosiTION 11.5.4

(i) Soit ¢ : E — E une application linéaire d’un K-espace vectoriel E de dimension finie dans
lui-méme, et soient e = (e1, - ,e,), € = (e}, - ,el) deux bases de E.

On pose

r=x1€1+ + Tpeyn, T=21aie] + -+ el
¢(x) = yre1 + -+ ynen, G() = yie] + -+ ypey,
Alors
Y1 T
= A(b,e
Yn Tn

ot Ay e est la matrice de Uapplication linéaire dans la base e.

(i) On a la relation
/71 ’
Aper = Ps  ApePs .
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11.6 Caractéres d’un groupe

DEFINITION 11.6.1 FEtant donné un groupe G et un corps K, on appelle caractére de G dans K tout
morphisme de groupes de G dans K*.

Si G est abélien, on note X*(G) = Hom(G,C*) le groupe des caractéres de G dans C, pour la loi

(x1x2)(9) = x1(9)x2(9)-

EXEMPLE 11.6.2 Si G = Z/nZ un morphisme de G dans C* est déterminé par l'image de 1 qui vérifie

x(1)" = x(n1) = x(0) = 1.

C’est donc une racine n-ieme de l'unité dans C*. Inversement si ( est une racine n-ieme de ['unité,
Uapplication
Z/nZ — C*, T ("

est un caractére de Z/nZ ; on a ainsi obtenu une bijection du groupe p,(C) des racines n-iémes de l'unité
de C* sur X*(Z/nZ). Notons en outre que l’exponentielle complexe fournit un isomorphisme de groupes

T

Z/nZ—)Mn((C), f»—>eXp( )

THEOREME 11.6.3 (D’ INDEPENDANCE LINEAIRE DE CARACTERES) Soient o1, -+, 0, € Hom(G, K*) n
caracteres distincts d’un groupe G dans un corps K. Alors ce sont n éléments linéairement indépendants
du K -espace vectoriel des applications de G dans K.

PREUVE . On raisonne par récurrence sur l’entier n. Un caractére n’étant jamais nul, I’assertion est vraie
pour n = 1.

Pour n > 2, supposons 'assertion vraie pour tout ¢ < n, et choisissons dans K des éléments q;
(1 <1< n) tels que pour tout x € G on ait I’égalité

e(zr) =aro1(x) + -+ anon(z) =0
Si a appartient & (G, on a aussi pour tout z de G
e(ar) — op(a)e(x) =0,

soit
ar(o1(a) = op(@))or (@) + -+ + an—1(on-1(@) = on(a))on-1(x) = 0.
Comme les o; sont distincts, il existe un « dans G tel que o1(«) — o, () soit non nul; et d’aprés

I’hypothése de récurrence, les caractéres o1, - , 0,1 sont linéairement indépendants, donc on a

ar(o1(a) = on(@)) =0 = an_1(on-1(a) — on(a))

d’ott a; = 0. On utilise de nouveau ’hypothése de récurrence avec les caractéres os, -+ ,0,, dol ay =
.-+ =ay, =0, ce qui prouve que o1, --- ,0, sont linéairement indépendants.
COROLLAIRE 11.6.4 Soient E et E' deux corps, et o1, - ,0, € Hom(E, E') n morphismes distincts de

E dans E'. Alors ce sont n éléments linéairement indépendants du E'-espace vectoriel des applications
de E dans E'.
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PREUVE : il suffit de poser G = E*, K = E’, et d’utiliser le théoréme

NOTATIONS. Si X est un ensemble fini, on considére la forme

X C¥ =€, (19) = (f9) = 5z 3 F@laa)

zeX

PROPOSITION 11.6.5 Si G est un groupe fini et x, X' deur caractéres de G dans C, alors

L six=x
(x:x") = { )
0, sinon.

COROLLAIRE 11.6.6 Si G est un groupe fini, la famille (x)yex-(q) est une famille libre du C-espace
vectoriel CE.

12 Extensions.

12.1 Polynoémes irréductibles.

Rappelons que si K est un corps ’anneau de polynomes K[X] est euclidien, donc principal et factoriel,
en particulier tout polynéme non nul s’écrit de maniére unique comme produit de son coefficient dominant
et de polynomes irréductibles unitaires.

Et on obtient la définition suivante pour les éléments irréductibles de K[X] :

DEFINITION 12.1.1 Soit K un corps. Un polynéme P € K[X] est dit irréductible, s’l vérifie les deux
conditions suivantes :

Irrl. P K

Irr2. Si P = QR avec Q,R € K[X] alors Q € K* ou R e K*.

EXEMPLES 12.1.2 Soit K un corps.

(i) Un polynome P € K[X] de degré un est irréductible.

(ii) Un polynome P € K[X] de degré 2 ou 3 est irréductible si et seulement s’il n’admet pas de racine
dans K.

(#11) Tout polynome irréductible sur C est de degré un.

(iv) Tout polynome irréductible sur R est de degré < 2.

PROPOSITION 12.1.3 Soit K un corps. Un polynome P € K[X] est irréductible si et seulement si l’an-
neau quotient K[X]/(P) est un corps.

12.2 Extensions, degré.

DEFINITION 12.2.1

(i) Soient K un corps, et L un corps contenant K. On dit que L est une extension de K. C’est un
K -espace vectoriel.

(i1) Soit L une extension d’un corps K. On appelle degré de L sur K la dimension dimg L de L
considéré comme espace vectoriel sur K. On le note [L : K], le degré est éventuellement infini. Si le
degré [L : K| est fini on dit que L est une extension finie de K.

(iii) Si L est une extension de K et A = («;);cr une partie de L, on appelle extension de K engendrée
par A le sous-corps minimal K(A) de L contenant K et A. Les «; s’appellent les générateurs de K(A)
sur K. Tout élément de K(A) s’écrit comme une fraction rationnelle o coefficients dans K en les a; .

Par exemple, C est une extension finie de R de degré 2.
De plus C =R(%) .
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THEOREME 12.2.2 Si K, L et E sont trois corps tels que K C L C E, alors
[E:K]=[F:L]-[L: K]

PREUVE . On note (a;);c; une base de E sur L, et (b;)jes une base de L sur K.

Pour tout = € FE, il existe une famille finie (o;);er,, It C I, d’éléments de L tels que x = Z o;a;.

i€l
Mais chaque o; est combinaison linéaire & coefficients dans K d’éléments b; : a; = Z B:,;b;, pour une
jE€J1

famille finie (3;,;) dans K. Ceci implique que z = 3 ; -7, 5, Bi.jaibj, et donc la famille (a;b;)icr,jes
est génératrice pour le K-espace vectoriel E.

C’est une famille libre : si (8;;),jyex, X C I x J est une famille finie d’éléments de K telle que

Z Bija:b; = 0, alors les images I; et J; de X par projection sur I et .J sont finies et on a :

(i,5)eX

Z Bi,jaib; = Z Z Bijbj | ai=0

(i,j)eX ieh \jei

et comme pour tout 4 ZjeJl B:,;b; appartient & L, on trouve Zjeh Bi.;0; = 0 pour tout ¢ € Iy, puis
B;,; = 0 pour tout (,7) € X. O

COROLLAIRE 12.2.3 Pour n corps emboités (n > 3)
K, C - CK,,

on a l’égalité
(K, : K1) = [K2: K1) - [K3: Ka]-.. - [Kp : Kp—1].

EXEMPLE 12.2.4 On considére le sous-corps K = Q(¥/2,i) de C, il contient le corps Q(¥/2), et K =
Q(¥/2)(), donc

K Q) = [Q(V2)() : Q(V2)] - [R(V2) : Q.
Le polynome X3 — 2 est irréductible dans Q[X] et le polynome X2 + 1 Uest dans Q(3/2)[X]. Donc,

[Q(V2)(i) : Q(¥2)] = 2,[Q(¥2) : Q] = 3, et [K : Q] =6.

12.3 Eléments algébriques
Soit E une extension d’un corps K.

DEFINITION 12.3.1

(i) Un élément o de E est dit algébrique sur K s’il existe un polynome non nul P de K[X] tel que
P(a) =0.

(i) Une extension E de K est dite algébrique si tout élément o de E est algébrique sur K.

(iii) Si o € E est un élément algébrique sur K ’ensemble des polynomes P € K[X] tels que P(a) = 0,
forme un idéal de K[X], non réduit a (0). Cet idéal est principal, et son générateur unitaire s’appelle le
polynéme minimal de o sur K.

PROPOSITION 12.3.2 Soit E une extension d’un corps K, et soit a un élément de E algébrique sur K
de polynome minimal P.

(i) Si Q € K[X] admet o comme racine, alors P divise Q dans K[X].

(i) Le polynome P est irréductible dans K[X].

(iii) Le sous-anneau K|o| de E est un corps K(a) et on a [K () : K| = deg P. La famille (1, -+ - ,a™ 1),
ot n = deg P, est une base de K(a) sur K.



86

PRrREUVEL’assertion (i) traduit que P engendre 1'idéal des éléments de K[X] qui ont o comme racine.

(ii) Si P se factorise en QR dans K[X], alors on a P(a) = Q(a)R(«) = 0 dans le corps E, donc
Q(a) =0 ou R(a) =0, et P divise Q ou R.

(iii) Le sous-anneau Ko est I'image de ’homomorphisme d’évaluation Q — Q(a) de K[X] dans
E, dont le noyau est I'idéal (P), maximal d’aprés (ii) (voir EERA). Par le théoréme d’isomorphisme,
Panneau K[a] est donc isomorphe au quotient K[X]/(P), qui est un corps. Si n = deg P, la famille
(1,a,- - ,a™ 1) est libre sur K car P est le polynéme non nul de plus petit degré qui annule . Elle est
génératrice car pour tout @ € K[X] on a Q(a) = R(a), out R est le reste de la division euclidienne de Q
par P, et donc R(a) = Z?;Ol riat, r; € K. La famille est donc une base de K(a) sur K. En particulier
ona[K(a): K]=n=degP. O

PROPOSITION 12.3.3 Soit E une extension finie d’un corps K, alors E est algébrique sur K.

PREUVE. Soit @ un élément de E. Si n = [E : K], la famille de n + 1 éléments (1, c,---,a™) n’est pas
libre, donc il existe P(X) = >"" ;a; X" non nul dans K[X] tel que Y " ,a;a = P(a) = 0. O

REMARQUE. L’assertion réciproque est fausse : 'extension £ = Q C C de Q, formée par tous les nombres
complexes algébriques sur Q (E est bien un corps, exercice), est algébrique par définition, mais [E : Q]
n’est pas finie. En effet, on vérifie qu’il existe des polynoémes irréductibles sur Q de tout degré n > 1, par
exemple X" — 2 (exercice).

12.4 Corps de rupture, corps de décomposition

Remarquons que pour un corps arbitraire K et pour tout polynéme P non constant de K[X] on peut
construire une extension L de K dans laquelle P posséde une racine : quitte & factoriser P on peut le
supposer irréductible, auquel cas on a vu que anneau quotient K[X]/(P) est un corps. La classe X 4 (P)
est alors une racine de P dans K[X]/(P).

THEOREME 12.4.1 (SUR L'ISOMORPHISME) Soient L une extension de K et oo € L une racine d’un
polynome irréductible P de K[X]. Alors l'anneau K[| est un corps isomorphe a K[X]/(P).

C’est clair d’aprés le paragraphe précédent, proposition prop :alg et sa preuve, puisque P est & un facteur
constant prés le polynéme minimal de o sur K.

DEFINITION 12.4.2 Soient K un corps, et P un polynéme irréductible sur K. On dit qu’un corps L
contenant K est un corps de rupture de P sur K s’il existe un o € L tel que L = K(a) et P(a) = 0.

PROPOSITION 12.4.3 Soient K un corps, et P € K[X] un polynéme irréductible. Alors 'anneau L =
K[X]/(P) est un corps de rupture de P sur K, l’élément o = X + (P) de L est tel que L = K(a) et
P(a) =0.

REMARQUE 12.4.4 Awec les notations de la proposition, on peut donner une construction matricielle de
Uanneau K[X]/(P), corps de rupture de P sur K.

En effet, on écrit P = Z?:o a; X7, et on suppose que a, = 1, alors dans la base
(T,Y, T ’anl) mod (P)
de K[X]/(P) la multiplication x : Q + X@Q mod (P) a pour matrice

0 0 ... 0 —ag
1 0 ... 0 -
A=]lo0o 1 ... 0 —a |,
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dont le polynéme minimal est P. Il vient que K[A] ~ K[X]/Ker(u) est isomorphe & K[X]/(P).

En itérant la construction de corps de rupture ci-dessus (on choisit a chaque étape un facteur ir-
réductible de P de degré > 1 sur le corps obtenu), on peut construire pour tout polynéome P € K[X]
une extension finie L' de K dans laquelle P s’écrit comme produit de facteurs du premier degré. La
construction implique que L’ peut étre choisi de telle fagon que [L' : K| < nl.

DEFINITION 12.4.5 On considére un polynéme P de K[X]| de degré supérieur ou égal ¢ 1, et une exten-
sion E de K, dans laquelle P s’écrit P(X) = (X —aq)-...«(X —ay,). Alors le corps L = K(aq, -+, o)

s’appelle corps de décomposition de P dans E. C’est ’extension minimale de K dans E, dans laquelle P
se décompose en produit de facteurs linéaires.

On va vérifier que ce corps est uniquement déterminé & isomorphisme preés :
THEOREME 12.4.6 (SUR UN PROLONGEMENT D’ISOMORPHISME) On considére un isomorphisme de corps
o: K — K', et un polynome irréductible P(X) = Z?:o a; X7 € K[X]. On note P? = Z?:o o(a;) X’ €

K'[X]. On choisit une extension de K contenant une racine 3 de P, et une extension de K', contenant
une racine ' de P°(X). Alors il existe un isomorphisme de corps

:K(3)— K'(3),
qui prolonge o et tel que 5(8) = (.

PREUVE. Comme o est un isomorphisme de corps de K dans K’, 'application
¢ KIX] - K'[X], QX)=> X —Q(X)=> o(b)X’

est un isomorphisme d’anneaux. On en déduit

g: K@) — K(J)

T T
?: K[X]/(P)— K'[X]/(P),
Q+(P) — Q7+(P7)

Cela montre a la fois que P? est un élément irréductible de K'[X], et que si = Q(8) € K(8), son image
par & est bien définie par I'égalité 5(0) = Q7 (5'). O

THEOREME 12.4.7 (DE L'UNICITE) Soient o : K = K' un isomorphisme de corps, P(X) = Z?:o a; X7
un polynome de K[X], et notons P = 377 o(a;) X7 € K'[X].

A P, on associe une extension E de K, dans laquelle il se factorise en produit de termes du premier
degré, P(X) = a(X — a1)-.. (X — ap), et on note B = K(ay,---,a,) le corps de décomposition de P
dans E.

On définit de méme E' et B’ pour le polynome P°. Il existe alors un isomorphisme de corps

7:B> B,
dont la restriction a K est égale a o.

PREUVE. Le polynéme P s’écrit P(X) = a(X — a1)-....(X — ay), les o; étant des éléments de F.
Raisonnons par récurrence sur le nombre N d’éléments «;, qui n'appartiennent pas & K.
Si N =0, tous les «; appartiennent & K, donc B = K est isomorphe & B’ = K', et 7 = 0.
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Pour N > 1, supposons que a7 n’appartienne pas a K.
C’est un élément algébrique sur K, de polyndéme minimal S, et il existe @ € K[X] tel que P = SQ.
Dans E’[X], on a les égalités

P?=57Q° =d (X —a})-....(X —al).
Si 3 est une racine de S° dans une extension de E’, il vient
P7(B)=0=d(B—a})...(B—ay),

donc il existe un indice 4, qu’on peut supposer égal a 1, tel que 8 = o} € E’. On utilise le théoréme
[ZZd pour le polynome irréductible S : il existe un isomorphisme de corps

7:K(oq) = K'(a)),

qui prolonge o.
On considére maintenant P comme un polyndme a coefficients dans L = K (ay).
Le nombre de racines de P qui n’appartiennent pas & L est strictement inférieur & N, et ’hypothése
de récurrence nous donne ’existence d’un prolongement de 7,
- L(a2a T ,Oén) = Ll(aév T aaiz)v
avec L' = K'(a}). On termine en remarquant que L(ag, -+ ,ap) = K(aq, 2, ,an), et que L'(ab, -+ ,al) =
K'(of, b, ,a). O

COROLLAIRE 12.4.8 (DE L’UNICITE) Soient K un corps, P un polynome de K[X]|, et L, L' deux corps
de décomposition de P sur K. Alors il existe un isomorphisme de corps de L sur L' dont la restriction
a K est l'identité.

EXERCICES

12.1 Soit K C E une extension de corps. Montrer que Kg = {z € E,x est algébrique sur K} est un sous-corps
de E.

12.2 Montrer qu’il existe des polynomes irréductibles sur Q de tout degré n > 1, par exemple X™ — p, ou p est
un nombre premier.

13 Structure des corps finis

13.1 Sous-groupes finis de K*

Dans ce paragraphe on ne suppose pas le corps fini.

Exposant d’un groupe abélien fini

Soit G un groupe abélien fini. On note w(G), et on appelle exposant de G le ppcm des ordres des
élements de G. Clest le plus petit entier strictement positif tel que 2¢(%) = e pour tout élément z € G.
Alors par définition du ppcm, et par le théoréme de Lagrange, w(G) divise |G].

Soient K un corps, et G un sous-groupe fini de K *. Alors tout 2 € G est racine du polynome X« (&) —1,
et ce polynome a au plus w(G) racines dans le corps K. Par suite w(G) > |G|, donc w(G) = |G].
LEMME Soit G un groupe. On suppose que a,b € G sont deux éléments tels que ab = ba, et qui
sont d’ordre r et s, respectivement, ot r et s sont premiers entre eux. Alors ab est d’ordre rs.

C’est un fait général sur les éléments d’un groupe qui commutent entre eux.
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PREUVE (rappel). Puisque (ab)™® = a"*b"® = 1, l'ordre de ab est un diviseur de rs, il s’écrit r1s1 on
r1 |7 et s1|s. Donc
a™ e = (ab)" et = 1.

On éléve & la puissance 19, ou r17ry = r. Alors

a7‘17“281 b7‘17“281 — 1’

donc, puisque a™"2%1 = (g"1"2)%1 =1,
bT17‘281 — 1

Ceci implique que s | r17as1, et, car pged(s,rire) = 1, il vient que s = s7. Un argument similaire montre
que r = r1, donc 'ordre de ab est rs.

LEMME 13.1.1 Dans un groupe abélien, l’ensemble des ordres des éléments est stable par ppcm.

PREUVE. Soient en effet  un élément d’ordre r et y un élément d’ordre s. Il s’agit de construire un élément
d’ordre ppem(r, s), soit m. Or on peut écrire m = r’s’, ou v’ divise r, s’ divise s, et les deux entiers sont
premiers entre eux, puisque ppem(r, s)pged(r, s)=rs. Par exemple, si on a, pour des p; premiers deux a
deux distincts,

k k k k
r:Hpiai etSZpri, on pose 1’ = H pli, s’ = H Pl
i=1 i=1 i=1 i=1

a;>B; a; <Bj

. . . . ’ ’
(voir la remarque ci-dessous pour une autre construction). De 1a on a z"/™" d’ordre 1/, et y*/* d’ordre
s’, on peut donc appliquer le lemme BILH et conclure.

REMARQUE. Voici une autre construction pour le lemme [[ZT0] : notons d = pged(r, s). 1l s’agit de
construire un diviseur s’ de s qui soit premier & r/d. Pour ce faire, on part de s’ = s et on remplace
s’ par s’ /pged(s’,r/d) tant que ce pged # 1 :
> restart;r:=120; s:=180;sprime:=s;
i:=0;d:=gcd (r,s);
while (gcd(sprime, r/d)<>1) do
gcd(sprime, d);
sprime:=(sprime/gcd(sprime, r/d));
printf ("i=%d,lcm=Yd,sprime=Jd, rprime=%d\n"
> 1,
lem(r,s) ,sprime, lcm(r,s)/sprime);
i:=i+1;0d;

VVVVVVYVYV

1:=0
sprime := 90
i=0,1cm=360,sprime=90, rprime=4
1:=1
sprime = 45

i=1,1cm=360,sprime=45, rprime=8

=2

PROPOSITION 13.1.2 Dans un groupe abélien fini G, il existe un élément d’ordre w(G).
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Cyclicité des sous—groupes finis de K*

THEOREME 13.1.3 Soit K un corps. Tout sous-groupe fini G de K* est cyclique.

PREUVE. Par définition du ppcm, et par le théoréme de Lagrange, U'exposant w(G) divise |G|, et tous
les 2 € G sont solution de z*(%) = 1, mais le polynome X“(%) — 1 posséde au plus w(@) racines dans le
corps K. Donc, w(G) = |G, et on conclut avec la proposition [T2

13.2 Morphisme de Frobenius, structure des corps finis

Pour un plus large développement sur les corps finis le lecteur est renvoyé aux textes d’E. Peyre [Pey],
ainsi que Lidl-Niederreiter, [Li=Nil.

Jusqu’ici nous avons rencontré ’exemple fondamental des corps finis Z/pZ (p premier), quotients de
Z par un idéal maximal. Il s’agit maintenant de décrire tous les corps finis.

PROPOSITION-DEFINITION 13.2.1 Soit A un anneau commutatif de caractéristique p un nombre premier.
L’application
Frp:z—aP,oec A

est un morphisme d’anneau appelé morphisme de Frobenius. Plus généralement, si A est un anneau
commutatif de caractéristique p premier et si g est une puissance de p, on note Frq : x — z9.

PREUVE. Le point & montrer est I'additivité. Or si 2,y € A on développe (z + y)? par la formule du
binome, et on conclut par le fait que si 1 <4 < p — 1, p divise 'entier C}, (voir ...I17).

THEOREME 13.2.2 Soit K un corps fini. Alors X est de caractéristique p un nombre premier, X est de
cardinal ¢ = p?, avec d = [X : Z/pZ), et Fr,, est un automorphisme du corps K.

Inversement, si p est premier et d est un entier strictement positif, il existe a isomorphisme prés un
unique corps & q¢ = p? éléments, qui est le corps de décomposition de X — X sur Z/pZ. On note ce
corps F,. De plus, le groupe (Fy,+) est isomorphe au groupe ((Z/pZ)?,+) et le groupe multiplicatif Fy
est isomorphe a Z/(q — 1)Z (groupe cyclique d’ordre ¢ —1).

PREUVE. La premiére assertion et la structure de groupe additif de Fy résultent de [ZZA du fait que
X est un espace vectoriel sur son sous-corps premier, et aussi de ce que Fr, est un morphisme injectif
X — XK.

Vérifions ensuite qu’un corps X a g éléments est un corps de décomposition pour le polynéme X9 — X.
Comme X a g éléments, K* est un groupe d’ordre ¢ — 1. Par conséquent,

Vo e K*, 97t = 1.
Autrement dit les ¢ éléments de X sont racines de X9 — X. Du fait du degré, on obtient

X1-X=][(X-a),
aceX

En particulier, X est un corps de décomposition pour le polynéome X7 — X.

Soit inversement X un corps de décomposition pour le polynome X? — X sur Z/pZ, ou p est premier
et ¢ est une puissance de p. Comme Fr, est un morphisme de corps de X, I’ensemble de ses points fixes
les racines de X? — X est un sous-corps de X. Comme X est engendré par ces racines sur Fp, X est
l’ensemble des racines de P(X) = X7 — X. Comme P’ = —1, toutes les racines de P sont simples (voir
...7), P a donc ses ¢ racines distinctes dans X et X a exactement ¢ éléments. D’aprés [2ZZ4F ceci établit

Enfin la cyclicité du groupe F,* est un cas particulier du théoréme XT3 O
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THEOREME 13.2.3 Soit ¢ = p™ ou p est premier. Tout sous-corps du corps Fy est de cardinal p™, ot m
est un diiseur de n. Bt pour tout diviseur m de n, Fq posséde un unique sous-corps de cardinal p™, qui
est l’ensemble des racines du polynome XP" — X dans F,.

PREUVE. Si X est un sous-corps de Iy, alors il contient le sous-corps premier F),, donc c’en est une
extension finie et Fy est une extension finie de XK. De 14 X a pour cardinal p™, et le cardinal de F, est
une puissance de (p™)¢ de celui de K. Ainsi n = md. Inversement, si m divise n, alors p™ — 1 divise
p" — 1, donc le polynéme X?"~1 — 1 divise le polynéme X? 1 — 1, donc le polynome X?" — X divise
XP" — X, ce qui entraine que X?" — X a p™ racines distinctes dans . Ces racines forment I'unique
sous-corps de cardinal p™ de F,. O

Dans la pratique, pour pouvoir faire les calculs, le corps Fyn (n > 1) sera construit comme anneau
quotient de type F,[X]/(Q), en choisissant un polynome irréductible @ de degré n (voir [Z3T).

13.3 Polyndémes sur les corps finis. Nombre de polynémes irréductibles de
degré donné.

THEOREME 13.3.1 Soient p un nombre premier et q une puissance de p. Pour tout entier m > 1, il
existe 0 € Fym tel que Fgm = F,[0] et il existe P polynome irréductible de degré m sur IF,.

PREUVE. Soient ¢ un générateur du groupe cyclique Fy.., et P son polynéme minimal sur F,. Alors on
a Fgm = Fy[0] et P est un polyndome irréductible sur F, dont Fym est un corps de rupture. Autrement
dit, on a un isomorphisme

Fy[X]/(P) = Fgm

qui envoie la classe de X sur . En particulier, on a deg P = dimg, (Fgm) = m.

REMARQUE 13.3.2 Si on a un polynome P irréductible de degré m sur Fy et si o est une racine de P
dans Fym, la famille {1,c, -+ ,a™ 1} est une base du F,-espace vectoriel Fym.

PROPOSITION 13.3.3 Soient P un polynome irréductible sur F, et o une racine de P dans une extension
de Fy. Alors, pour tout polynome Q sur Fq, Q(a) =0 si et seulement si P divise Q.

En effet, P est alors le polyné6me minimal de a sur Iy, voir prop :alg.

LEMME 13.3.4 Soit P un polynome irréductible de degré m surlFy. Alors P divise X" —X siet seulement
st m divise n.

PREUVE. Le corps de rupture de P sur [F, est de cardinal ¢"*, donc tout élément y vérifie 24" =z, donc
aussi en itérant si m divise n, 29" = x. On conclut que P divise X9 — X en appliquant la proposition
précédente avec Q = X" — X. Inversement si P divise X?" — X alors le corps F4» contient un corps de
rupture de P, de cardinal ¢, donc par le théoréme m divise n.

THEOREME 13.3.5 Soit P un polyndme irréductible sur Fy de degré m. Alors P est scindé sur le corps
m—1

Fym et a toutes ses racines simples. Si o est l'une d’elles, ces m racines sont o,04,--- ,a? . En
particulier si P # X toutes les racines de P ont le méme ordre multiplicatif dans Fy...

PREUVE. On a vu que le corps de rupture de P, F,[X]/(P), de cardinal ¢", est formé de I’ensemble des
racines du polynéme X?" — X. Par suite X9 — X s’annule en une racine de P, donc par la proposition
il est divisible par P sur F, et & fortiori sur Fgm. Ainsi puisque X 7" — X est scindé a racines simples sur
Fgm, il en est de méme pour P.

Ensuite, on écrit P = Z:'Zo a; X" avec a; € Fy. Si a est une racine de P, alors

Frq(P(a)) = ZFrq(ai)Frq(a)i = P(Fry(a)) =0
=0
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m—1

ot 'avant-derniére égalité vient du fait que Frq(z) = x pour tout z € Fy. Par conséquent o, a9, - - - , a4
sont des racines de P. Montrons par ’absurde que ces m racines sont distinctes. En effet, dans le cas
contraire, il existe i, j avec 0 < i < j < m — 1 tels que a¢ = a? et donc a?’ ~9" = 1. Par conséquent

ord(a)l¢’ —¢' =¢'(¢ " - 1).

Mais comme « € F7., l'ordre de « est premier & g donc, par le lemme de Gauss, ord(a)|¢"™7 — 1, et
a?”" = @, donc « appartient au corps Fgi-i, ce qui est en contradiction avec le fait que [Fy(a) : Fy] =
deg P = m. Ainsi on a
m—1
PX)=X-ao)(X —-a?)...(X—-a? ).
La derniére assertion résulte de ce que Fry est un automorphisme du corps Fym, donc il conserve 1'ordre
multiplicatif des éléments.

COROLLAIRE 13.3.6 Le corps de décomposition de tout polynome de degré m irréductible sur F, est Fgm.

Tout élément ¢ € Fyn est racine d’un unique polyndme irréductible unitaire P = P; de F[X] de degré

d divisant n, ainsi
X" -x=1] 11 P(X)

P unitaire
dlnedu i S Fq
deg P=d

(dans cette formule comme dans la suite du paragraphe, on convient que la notation d|n signifie que d
est un diviseur POSITIF de n).
PREUVE. Puisque F,[X] est factoriel, on applique le lemme [ en utilisant que X 4" — X est premier
avec sa dérivée, donc sa factorisation est sans multiplicité.

Soit v,,(q) le nombre de polynémes unitaires irréductibles de degré n sur F,. Alors I'identité ci—dessus

montre que
q" = dva(q),
d|n
et pour déduire v4(q) de cette formule on utilise la formule d'inversion de M&bius que nous rappelons
maintenant.
Formule d’inversion de M&bius

DEFINITION 13.3.7 On appelle fonction de Mdbius la fonction définie sur N par :

1 stn=1,
pu(n) =< (=1 sin est le produit de k nombres premiers distincts,
0 st n est divisible par le carré d’un nombre premier.

On voit que p(nm) = p(n)u(m), si m et n sont premiers entre eux.

REMARQUE. On peut aussi définir la fonction de Mobius p(n) par Pégalité formelle

o= [ A=p)=¢s)7"

P premier

PROPOSITION 13.3.8 (FORMULE D’INVERSION) Soient (ay), (by) (n > 1) deuz suites d’entiers liées par

bn, = Zad (n>1).
d|n
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Alors on a

an = pn/dbs (n>1).

dn

En effet on a

> uln/dba = un/d)> aaw =Y ax Y pd),
d|n d|n

d'|d d'ln S|(n/d")

ot § = n/d divise n/d'. Pour m > 1, si s désigne le nombre de diviseurs premiers distincts positifs de m,
on a

Sould) = 3G = (1-1)° =0,

élm

REMARQUE. La formule d’inversion a, = 3_,, #(n/d)bg résulte aussi facilement de I'identité formelle

c’est-a-dire
o0 o0
Z apn”® = Z bun*C(s) 7t
n=1 n=1

Une application directe de la formule d’inversion nous permet d’énoncer :

THEOREME 13.3.9 Pour tout corps fini Fy et tout entiern >1 on a :

(i) X" - X =]] P(X),

P unitaire
dln ettt Fq

deg P=d
(i) ¢* = dva(q).
d|n

(i1i) Le nombre de polynémes irréductibles unitaires de degré n sur Fy est

vala) = 3 uln/d)g’.

d|n

REMARQUE. On voit facilement par I’absurde que I’expression & droite est non nulle, car il y a unicité
de lécriture (éventuelle) d’un entier comme somme de puissances différentes de ¢. Comme v, > 0, on
obtient v, > 0; on a ainsi une nouvelle preuve du fait qu’il existe un polynéme irréductible de degré n

sur F, (théoréeme [33T)).
EXEMPLE. Soit ¢ =3, n =2, alors 15(3) = $(3% — 3) = 3.
> Factor(X~9-X) mod 3;
X(X+2)(X?2+X+2)(X?4+2X+2)(X +1)(X%2+1)

Ordre d’un polynéme, polynémes primitifs

La notion d’ordre est présentée ici comme complément, les démonstrations sont laissées en exercice
(voir [Li=Ni|).



94

DEFINITION 13.3.10 Soit P un polynéme non nul sur Fq. Si P(0) # 0, lordre de P est le plus petit
entier strictement positif e tel que P divise X® — 1. Si P(0)=0, alors il existe @ dans F4[X] non nul en
0 et h entier positif tels que P = X"Q, et dans ce cas on pose ord(P) = ord(Q).

EXERCICE. Montrer l'existence d’un tel nombre e, avec e < ¢™ — 1 si m = deg P > 1 [Indication :
raisonner dans anneau fini F,[X]/(P)].

REMARQUE 13.3.11 Si P est irréductible de degré m sur Fy, alors lordre e de P divise ¢™ — 1. De plus
d’aprés le lemme sie > 1 (donc P(X) # X ), m est minimal > 0 pour cette propriété, donc le
degré m de P est l'ordre multiplicatif de g modulo e.

THEOREME 13.3.12 Soient m > 1 et e > 1. Le nombre de polynomes irréductibles unitaires sur F, de
degré m et d’ordre e est

N [ ple)/m ,sim est Uordre multiplicatif de ¢ mod e
bme 0 , sinomn,

ot @(e) est Uindicateur d’Euler de e.

PREUVE (en exercice).

EXEMPLE. On considére le groupe cyclique F3,, d’ordre 211 1 = 23-89. Soit a € 3., un élément
d’ordre 23. La factorisation de X23 — 1 en irréductibles sur Fs est :

X2 _ 1=XB4+1=X+1)PR(X)P(X) =
(X4+D)XT+ X0 X X X+ X2+ ) (XM + X2+ X7+ X+ X5+ X+ 1)

ol

P(X)=X"1 4+ X104 X6 4 X5 4 X4+ X2 +1= H(X —a), I =1{1,2,3,4,6,8,9,12,13,16, 18}
el
P(X)=X"+ X4+ X"+ X+ X° 4+ X +1= H(X —af),J =1{5,7,10,11,14,15,17,19, 20, 21, 22}.
JjeJ

(Notons que toute racine # 1 de X3 — 1 est d’ordre 23. Pour écrire les racines de Py et P ci-dessus, on
a noté « une racine de Py et appliqué le théoréme [33H)

Pour e = 23 et ¢ = 2, on a bien ord(2 mod 23) = 11 : les polynomes irréductibles d’ordre 23 sur Fy
sont de degré 11, il y en a ¢(23)/11 = 2.

REMARQUE. L’ensemble
I1=1{1,2,3,4,6,8,9,12,13,16,18}

coincide avec I’ensemble des résidus quadratiques modulo 23, et I’ensemble complémentaire
J = {5,7,10,11,14,15,17, 19,20, 21, 22}

coincide avec I’ensemble des non-résidus quadratiques modulo 23.
Le morphisme de Frobenius a* — a?* laisse bien sir les ensembles d’exposants I et J stables, et en

effet on a (%) =1 (voir la loi complémentaire de la loi de réciprocité quadratique [LZZ)). L’application

af — a7 échange les ensembles I et J puisque (;1) = —1 par le critére d’Euler [21; en particulier

23
P est le polynéme minimal de o' sur Fo.

DEFINITION 13.3.13 Un polynome P de degré m surFy est dit primitif sur Fy sl est le polynéme minimal
sur Fy d’une racine primitive de Fgm (un générateur du groupe cyclique F;m).
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Une étude de l'ordre des produits de polynomes fournit la caractérisation suivante, ot on voit qu’a
degré m fixé ce sont les polyndmes primitifs qui atteignent l'ordre maximum ¢™ — 1 (voir Pexercice

[(3310) :

THEOREME 13.3.14 Un polynéme P de degré m est primitif sur Fy si et seulement si P est unitaire,
non nul en 0 et d’ordre ¢ — 1.

Résumé des propriétés des polynémes irréductibles sur [,

THEOREME 13.3.15 Soit o un élément de Fym, une extension de F,. Soient d le degré, et P le polyndome
minimal de o sur F,. Alors,

(i) P est irréductible sur Fy et son degré d divise m.

(i1) un polynome Q sur Fy s’annule o si et seulement si P divise Q.

(i1i) tout polynéme irréductible unitaire sur Fy nul en « est égal a P.

(iv) P divise X1 — X et X1" — X.

(v) Les racines de P sont o, a4, - - - ,aqd71 et P est le polynome minimal sur IFy de toutes ces racines.

Si de plus a # 0, on a :

(vi) Uordre de P est égal & celui de o dans le groupe multiplicatif Fom.

(vii) P est un polynéme primitif sur Fy si et seulement si a est d’ordre q* —1 dans Fom-

13.4 Construction d’isomorphismes a partir des polyndémes irréductibles

Les calculs dans un corps fini d’ordre non premier ¢ = p® passent par le choix d’un polynéme
irréductible P sur F,, de sorte que F; = F,[T]/(P). Il est important de savoir transposer ces calculs
dans le corps construit en choisissant un autre polyndéme irréductible ). Il s’agit donc d’expliciter un
isomorphisme de corps entre F,,[T]/(P) et F,[T]/(Q). On commence par un exemple de calcul en Maple.

> Factor(T~27-T) mod 3;

T(T+2)(T+1)(T34+2T+2)(T*+T?4+2T+1) (T3 +T*+T+2)(T*+2T+1)
(T3 +T242) (T?+2T*+ 1) (T +2T? + T+ 1) (T + 2T+ 2T +2)
> P:=T 3+2*%T~2+T+1;
P:=T3+2T?+T+1
> alias(alpha = Root0f(P)) ;

> Q:=T"3+T"2+2%T+1;
Q:=T3+T*+2T+1
> Factor(Q, alpha) mod 3;
(T+2a*+1)(T+a+2)(T+a*+2a+1)
> Factor(T~27-T, alpha) mod 3;

T(T+2a?+1)(T+2a?) (T+a?+2)(T+2a?+a) (T +2)(T+a?) (T +1)
(T+a?+2a+2)(T+2a2+2)(T+2a)(T+a?>+2a)(T+2a+1)(T +a)
(T+2a?+2a+2)(TH+a+2)(T+a?+a+1)(T+2a?+a+2)
(T+a?+2a+1)(T+2a+2)(T+a’+a)(T+a+1)(T+a?*+1)
(T+2a*+2a)(T+2a®+2a+ 1) (T+2a? +a+ 1) (T+a? +a+2)

Les polynéomes P(T) = T3 +2T% + T + 1 et Q(T) = T3 + T? + 2T + 1 sont irréductibles sur Fs, car
sans racines.
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EXEMPLE 13.4.1 Construire un isomorphisme entre les corps Fs[T|/(P) et Fs[T]/(Q).

Soit o« = T mod P, c’est une racine de P dans F3[T]/(P).

On utilise le fait que @ a aussi une racine dans F3[T]/(P), par exemple 3 = a? — 1 (voir le calcul
en Maple ci-dessus). On obtient un isomorphisme o : F3[T]/(Q) = F3[T]/(P) en posant ¢(T mod Q) =
B=a%—-1.

2

Pour trouver 8 "a la main", on peut le chercher sous la forme cg + cia + caa® avec ¢y, c1,co € Fg

(faire l'exercice).

13.5 Théoréme de la base normale

EXEMPLE 13.5.1 Considérons le polynome P(X) = X*+ X + 1. Il est primitif sur Fy et toute racine o
de P dans son corps de décomposition Fig est un élément primitif de Fig :

at=14+a,a’=a+a?,a’ =+, 0" =1+a+a*a®=1+0a?
d=a+ata’=1+a+a? ol =a+a’+aa?=1+a+a®+a?,

a¥=1+a?+a* ot =1+a " =1.

On a une base {1,a,a? a3} de Fig sur Fy.
Les éléments
a,Fra(a) = Fri(a) =a' =1+ a,Fr(a) =a® =1+

sont toutes les racines de P(X) = X*+ X +1. On observe que ces éléments sont linéairement dépendants :
{a,a?,a*, a®} n'est pas une base de Fig sur Fa.

On a cependant le résultat suivant :

THEOREME 13.5.2 (DE LA BASE NORMALE) Soient p un nombre premier et ¢ = p®. Alors il eviste un
¢lément 0 de |y pour lequel (0,Fry(0),--- ,Frya-1(0)) est une base de Fq sur F.

PREUVE. On considére le morphisme d’anneaux
n ) n )
@ : Fp[T] — Endg, (F,), Z a;T" — Z a;Fr,
i=0 i=0

et on pose pour tout P de F,[T] et tout = de Fy, P -z = ¢(P)(x). En particulier, T - z = Frp(z) = aP.
On note a le noyau de . Comme tout = de I, est solution de X?— X =0, on a que Fr, = Idr,, et donc
T4 — 1 appartient au noyau a. Inversement, si P(T) = Z?lo a;T" appartient & ce noyau avec m < d, on

a la relation
m
Z a;Fry, =0,
i=0

donc le polynéme Y 1" a; X P" gannule sur tout F,. Or son degré est strictement inférieur a p?, donc
c’est le polynome nul, et on a P = 0. Ceci prouve que a = (7% —1) (autrement dit 7% — 1 est le polynome
minimal de Fr, sur Fy).

La factorisation de u(T') = T¢ — 1 en polynomes irréductibles de F,[T] donne une décomposition de
l’espace F,; en somme directe de IFp-sous-espaces stables par Fr), :

S s
= HPZ” et Fy = @Ker(Pi(Frp)”).
i=1 i=1



13. STRUCTURE DES CORPS FINIS 97

Chaque E; = Ker(P;(Fr,)™) est un Fp-sous-espace stable par Fry, et par I'indépendance linéaire des Fr;

établie ci-dessus, il contient un élément «; tel que (%) (Frp)(c;) soit non nul. Pour un tel a;, on pose
i

B = <PLT> (Frp)(ay) ; alors la famille

Bis Pi(Frp)(Bi), - -, PF 7 (Fry) (69),
est libre, en effet, pour tous ag, a1, - ,a,,—1 dans F, on a

aofi + a1 P (Frp)(6i) + - 4 ar, 1 P77 (Fr,)(8:) = 0
donc ag P/~ (Frp)(Bi) + a1 P (Frp) (Bi) + -+ + ar,—1 PP (Fry ) (1) = 0.

Dela ap =0puis a; =0--- puis ar,—1 =0,

puisque P{i (Frp)(ﬁz) = /J/(Frp)(ﬁz) = (. Ceci dit que lensemble des pOlyn@mes Q do FP[T] tels que
Q(Frp)(ﬁz) =0, est I'idéal de Fp [T] engendré par Piri'

Considérons I’élément 6 = 81 +- - -+ (3, de F,. Si des éléments (aj) de F,, vérifient Zi;é akFr’;(O) =0,
alors le polynome Zi;é aT* € F,[T) est divisible par P/ pour tout i tel que 1 <14 < s, donc par p, et
donc les ay sont tous nuls. Cela signifie que ’élément 6 engendre bien une base normale de F, sur F,.

REMARQUE 13.5.3 Pour les corps finis de caractéristique 2, les bases normales permettent de calculer

les carrés et donc les puissances. En effet, si (0,62,--- ,92%1) est une base de Fya sur Fo, alors pour
tout (agp,ai, -+ ,aq_1) € F4 on a

(aof + a16% + - + ad,192d_1)2 =a20® +a20" + -+ afl_192d =
1

2 24~
ag—10 + apl” + -+ -+ aqg—20"
ot la derniére égalité est obtenue en notant que 92 = 0.

Autrement dit le carré s’obtient par permutation circulaire des coordonnées. Pour un corps fini arbi-
traire, on a une expression similaire pour le calcul du Frobenius.

EXERCICES

13.1 Déterminer 'exposant des groupes abéliens
(Z/60Z)*, (Z/100Z)", (Z/187Z)*.

Trouver pour chacun un élément d’ordre I’exposant.

13.2 En considérant l'ordre des éléments dans le groupe cyclique Z/nZ, montrer que n = > dln »(d). En déduire
une autre preuve du fait que tout sous-groupe d’ordre n de K™, ou K est un corps, est cyclique.

13.3 Soit K un corps & q éléments, g > 4. Montrer que ) _ z2 = 0. Plus généralement, calculer, pour s > 1,
la somme . 2°.

13.4 Soit G 'ensemble de toutes les racines de 'unité dans C. Montrer que G est un sous-groupe infini de C*,
non monogéne. Pour tout n > 1, montrer que G posséde un unique sous-groupe cyclique d’ordre n.

13.5 Soit P € Fgm[X]. Montrer que P € Fy[X] si et seulement si P(X)? = P(X9).

13.6 Donner une construction puis écrire les tables d’addition et de multiplication des corps Fa, Fg et Fg.

13.7 Ecrire la factorisation de X° — X (resp. X® — X) en irréductibles sur F3 (resp. sur F2). Quels en sont les
facteurs primitifs ?
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13.8 Soit p premier. Calculer "directement" le nombre de polynémes irréductibles de degré 5 sur Fp.
13.9 Soit P polyndéme de degré m sur le corps F,. Démontrer que P est irréductible si et seulement si les deux
conditions suivantes sont vérifiées :
(i) P divise X?" — X,
(ii) pour tout diviseur premier [ de m, P est premier avec qu/l - X.
13.10 Montrer l'existence de 'ordre e d’un polynéme P # 0 sur Fy, et que e < ¢™ —1sim = degP > 1 et
P(0) # 0 [Indication : raisonner dans I'anneau fini Fq[X]/(P)].
13.11 Ecrire tous les polyndémes irréductibles unitaires de degré 4 sur F» et trouver leur ordre.
13.12 Montrer que X* + 2 est irréductible sur Fs et trouver son ordre.
13.13 Soit p premier impair. Montrer que le polynome X* + 1 admet une racine o dans F 2. Montrer que
y = a+ a ! vérifie y? = 2. En déduire que 2 est un carré dans F,, si et seulement si p = 41 mod 8.
13.14 Soit m > 1. (a) Trouver le nombre de polyndmes primitifs de degré m sur F,.
(b) Montrer qu’un polynoéme P de degré m est primitif sur Fy si et seulement si P est unitaire, non nul en

0 et d’ordre ¢™ — 1 [Indication : pour la condition suffisante, on montrera que P est sans facteur multiple,
et n’est pas produit de polynémes non constants premiers entre eux|.

14  Algorithme de factorisation de Berlekamp dans F [X]

On va présenter une méthode classique de factorisation d’un polynéme P € F,[X] non constant (la
méthode de Berlekamp). On suppose que P n’a pas de facteurs multiples (c’est-a-direpgedP, P') = 1,
voir ...(I); dans le cas contraire, on vérifie en exercice que soit pgedP, P') est un diviseur propre D de
P et le polynome P/D est sans facteurs multiples, soit P est la puissance p-iéme d’un polynoéme qu’on
factorise a son tour). Soit donc P = P; -- - -+ P, une factorisation inconnue de P en produit d’irréductibles
non associés. Soit A = F,[X], et considérons 'anneau quotient

Af(P) = Af(P1) x - x A/ (P),

ot chaque A/(P;) est un corps fini a ¢% éléments, d; = deg P;, 'isomorphisme résultant du théoréme
chinois. L’anneau A/(P) est en particulier un espace vectoriel sur Fy, de dimension d = deg P, et
I’endomorphisme de Frobenius Fry :  — 27 y opére F,-linéairement. Par I'isomorphisme cette opération
se traduit en une action linéaire diagonale de Fr, sur la somme directe des espaces A/(F;). Soit X le
corps de décomposition de P sur F,, alors chaque corps A/(P;) est isomorphe & un sous-corps X; de X
tel que XK; D Fy, [K; : Fy] = d,.

De plus A/(P;) ~ X; ~ F 4, est donné par la condition :

Ki={zxeX| 21" =x} ~Fa,
et son sous—corps des constantes (les points fixes sous Fry) est Fy = {z € A/(P;) | 2? = z}. Alors
Ker(Frq — Id)‘A/(p) >~ Ker(Frq — Id)‘A/(pl) D---D KGI‘(FI'q — Id)|A/(Pg) >~ Fqs,

ol s est le nombre des facteurs irréductibles P;.
On obtient ainsi un critére d’irréductibilité de P :

THEOREME 14.0.1 (CRITERE D’IRREDUCTIBILITE) Soit P un polynéme de degré d sur F,, premier avec

sa dérivée. Alors P est irréductible si et seulement si le rang r de l’endomorphisme Fry —1d du F,-espace
vectoriel A/(P)est égal o d — 1.

En pratique on écrit la matrice de Fr, — Id dans une base de A/(P), par exemple dans la base

1+ (P), X+ (P), X+ (P), ... , XT ' +(P).
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Supposons maintenant r < d — 1; pour trouver les facteurs P; inconnus on cherche tout d’abord un
polynéme @ tel que
Q + (P) € Ker(Fr, —Id) Cc A/(P)

et @ + (P) n’est pas une constante mod(P). Cela est possible grace au fait que
dim(Im(Fr, — Id)) = rg(Fr, —Id) = d — s < d — 1 = dim(Ker(Fr, — Id)) = d — rg(Fr, — Id) > 2.

Alors P|Q? — Q puisque Q + (P) € Ker(Fr, —Id) C A/(P), on a

Q" -Q=J[@-w,

a€lF,

mais @ — a Z 0 mod (P). Ceci implique que

P =pged(P,Q* - Q) = [] peed(P,Q — o),

a€lF,

ou la deuxiéme égalité vient de ce que les facteurs () — « sont deux a deux premiers entre eux; de plus
la factorisation & droite n’est pas triviale car tous les pged(P, Q — «) sont distincts de P.

En pratique on cherche @ (un “polynéme décomposant”) sous la forme Q(X) = a1 X + as X2 + -+ +
aq—1X %1, et on trouve les coefficients a; comme une solution non triviale du systéme des d équations
linéaires qui traduisent que (Fry — Id)(Q) = 0 dans A/(P).

EXERCICES

14.1 Dans lalgorithme ci-dessus, expliquer précisément ot on a utilisé que P n’a pas de facteurs multiples.
Donner un contre-exemple au théoréme [T lorsque cette hypothése est en défaut [on pourra montrer
plus précisement que le rang de I'endomorphisme Fr, — Id de 'anneau quotient est d — s, ot s désigne le
nombre des facteurs irréductibles unitaires distincts de PJ.

14.2 Soit P € F4[X] un polyndéme ayant des facteurs multiples. Montrer que, soit pgcdP, P') est un diviseur
propre D de P et le polynéome P/D est sans facteurs multiples, soit P est la puissance p-iéme d’un polynéme
Q € Fq[X].
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15 Systémes algébriques
Soit K un anneau commutatif. On considére un systéme algébrique sur K :
X :F(Ty, -, T,)=0 (iel)ou Fy(Th, - ,T,) € K[T1,- -+ ,Ty).
L’ensemble des solutions de X dans K est
X(K)={(x1, - ,z,) € K" | Vi, Fy(z1, -+ ,2,) = 0},

Il se peut que X(K) = 0, c’est-a-dire, que le systéme n’a pas de solutions dans K, mais il existe des
solutions dans un autre anneau.
Soit L une ‘K — algébre commutative |, c’est-a-dire, un anneau muni de morphisme de structure = :

K — L. Alors on obtient une multiplication externe d’éléments x € L par a € K, donnée par la formule :
a-x =-(a)x € L. Par exemple, C est une R-algébre, et tout anneau B est une Z-algebre.

Alors pour tout (21, ,2,) € L™ on définie la valeur du polynome F;(x1,--- ,z,) € L, et on pose
X(L)={(z1, -+ ,xn) € L™ | Vi, Fi(2x1, - ,25) = 0},
I’ensemble des solutions de X dans L.

En particulier, tout anneau B est une Z-algébre, donc X (B) est défini pour tout systéme algébrique
sur Z.

PROPOSITION 15.0.1 Soit (Px) lidéal de K[Th,---,T,], engendré par les polynomes
Fi(Tla"' aTn) S K[TI;"' 7Tn](Z € I)a

et on consideére 'anneau quotient Ax = K[Ty,--- ,T,]/(Px).
(a) 1l existe une bijection

X(L) < Hompg _qg(Ax, L) tel que x = (z1,--+ ,xn) € L" < (3¢ : Tj — x;).

(b) Pour tout morphisme f : L1 — Lo de K-algébres, il existe une application canonique d’ensembles
des solutions

fx  X(L1) — X(L2) tel que fx((x1,--- 2n)) = (f(21),---, f2n))
PREUVE. (a) On vérifie que
sx t K[Th, -, T = L, sx:T;— zj),

est bien défini sur 'anneau quotient Ax = K[T1,---,T,]/(Px).
(b) On vérifie que la formule fx((z1, - ,zyn)) = (f(z1),-- -, f(xn)) détérmine fx de facon unique.

EXEMPLE 15.0.2 Pour voir que N = 4m + 3 n’est pas une somme de deux carrés : prenons
Li=2,Ly=7/4Z, X :T?+ Ty~ N =0,

alors
X(LQ) =0 iX(Ll) = (Z)
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15.1 Variétés affines (préparation).

Soit K un corps algébiquement clos. Dans ce cas un systéme algébique X sur K est essentiellement
déterminé par I’ensemble des solutions X (K) C K™, selon un résultat important de l’algébre commuta-
tive :

THEOREME 15.1.1 ("NULLSTELLENSATZ") (LE THEOREME DES ZEROS DE HILBERT,
SANS DEMONSTRATION) Soit K un corps algébiquement clos. Soit (Px) = (F;)er Vidéal de K[Th, -+, Ty],
engendré par les polyndmes

F(Ty, - ,Ty) € K[Ty,---,Ty] (i€l

et on considére l'anneau quotient Ax = K[Ty,---,T,]/(Px). Alors
F e K[Ty,---,T,] s’annulle sur X(K) <= 3N, FY € Px = (F})ics
REMARQUE 15.1.2 Soit (Px) = (F})ier Vidéal de K[Th,--- ,T,], engendré par les polynomes
Fi(Ty,- T, € K[T1, -, T,] (i€l

Alors la condition
N, FN € Px = (Fi)ier

signifie qu’on a F" =0 dans Vanneau quotient Ax = K[Ty,---,T,]/(Px), ot F = F mod Py

DEFINITION 15.1.3 Soit K un corps algébiquement clos, Alors l’ensemble des solutions X (K) C K™ d’un
systeme algébrique sur K,

X :Fy(Th,- ,T,) =0 (i€l) ou Fy(Ty, - ,T,) € K[T1, -, T,
est dit une variété affine sur K

On peut supposer que l'anneau quotient Ax = K[T1,---,T,]/(Px) n’a pas d’éléments nilpotents, ou
(Px) = (F;)ieq lidéal de K[Ty,- -+ ,T,], engendré par les polyndmes

F(Ty,---,T,) € K[Ty,---,Ty] (i€l).

15.2 Reésolution d’un systéme linéaire dans un anneau euclidien

On considére un systéme linéaire sur un anneau euclidien A :

a1 o o ain
Av=boon A=\ = | €Mun(A),
Gmi - o Gmn
L1 b1
z=| | €Mu(A)b=| | € Munl(A).
T b

Pour résoudre un tel systéme on a besoin de la théorie des diviseurs élémentaires. Rappellons qu’une
transformation élémentaire de lignes d’une matrice sur un anneau commutatif A c’est ’addition & une ligne
d’une autre, multipliée par un élément de A. De facon similaire on définit les transformations élémentaires
entiéres de colonnes. Une transformation élémentaire de lignes (resp. de colonnes) est équivalente a
la multiplication a gauche (respectivement, a droite) de la matrice initiale par une matrice de type
E;; = E + Xe;; (avec i # j) dans le groupe SL,,(A) (resp. SL,(A)). Si Pon fait plusieures telles
transformations a la suite, on remplace la matrice A par UAV ou U € GL,,,(A), V € GL,(A) sont des
matrices & coefficients entiers inversibles sur A, c’est-a-dire, telles que det U,det V € A*.
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DEFINITION 15.2.1 On définit des matrices élémentaires U € GL,,(A) et V € GL,(A) comme les
matrices obtenues a partir des matrices unités I, et I, par une transformation éléméntaire des lignes
(colonnes) sur A.

REMARQUE 15.2.2 On vérifie que la matrice UAV est obtenue en appliquant aux lignes (colonnes) de
A les mémes transformations élémentaires qui ont €té utilisé dans la définition de U et V' ci-dessus.

PROPOSITION 15.2.3 Pour toute matrice

all DRI DY aln
A= €M),
aml e e a/mn
on peut choisir des produits U = Uy -Us - ---- U et V=V, - Vo - -+ -V} des matrices élémentaires de
telle fagcon que UAV = D, avec
d1 0 . 0
8 d2 O (O) our estlerang de A,
D= € Myn(A), etdy, - ,d. #0
0 o 0 avec dy|dg -+ - |d
0 0 0 1142 T-
0 0

COROLLAIRE 15.2.4 On en déduit que
Az =b<= UAVV 'z =Ub<= Dy=c, ot c=Uby =V 1o,z =Vy,

et s’il existe une solutions, alors la solution générale sur A est donnée par les formules

T C1/d1
diyi = ¢i, pouri <ryy; €A pouri>nr |- | =V | e /d,

e Yri1

Tn Yn

Calculs avec les matrices élargies
Pour trouver U et V' on utilise les matrices élargies
A b
I, |0
Montrer que par les transformations élémentaires de lignes et de colonnes la matrice élargie se transforme
en
Alb UAV | Ub
I, | 0 v o

EXEMPLE 15.2.5 Résoudre les systéme linéaires sur Z :

(a)

5x1 + 622 + Tx3 = 4.
(b)

X1+ 2+ 23 =2

4x1 + 29 +423 =5

T — 2x9 + x3 = —1.



106

SOLUTION. (a) Ecrivons les matrices correspondantes :

5 6 7 4 5 1 2 4 1 0 0 4
10 00 1 -1 -1 0 -1 6 1 0
0100 0 1 0 O 1 -5 =2 0}’
0010 0 0 1 0 0 0 1 0
d’ou
-1 6 1 x1 -1 6 1 4
V= 1 -5 -2 y T2 = 1 -5 -2 Yya 1,
0 0 1 3 0 0 1 Y3
avec ya, Y3 € Z.
SOLUTION. (b) Ecrivons les matrices correspondantes :
1 1 1 2 11 1 2 10 0 2
4 1 4 5 0 -3 0 -3 0 3 0 3
I -2 1 -1 | 0 =3 0 =3 0 0 0 O
1 0 0 O 1 0 0 0 1 -1 -1 0}’
0 1 0 O 0 1 0 0 01 0 0
0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0
d’ou
1 -1 -1 x1 1 -1 -1 2
V= o 1 0], T3 | = 0 1 0 1],
0 0 1 x3 0 0 1 Y3
avec ys € Z.

15.3 Systémes diophantiens linéaires.

L’algorithme d’Euclide nous permet d’étudier un systéme diophantien linéaire (comme un cas parti-
culier de section [[22) :

Az = b, (15.1)
ou
ail aijg A1n 1 by
A= € Mun(@), 2= | b=
aml Am2 - Qmn Tn bm
De l'autre coté, le systéme
UAVy=Ub (15.2)

est équivalent a (&) car ses solutions correspondent bijectivement aux solutions de ([l) par : © = V.
On utilise cette observation pour remplacer A par une matrice plus simple A’ = UAV. En effet, si 'on
utilise I'algorithme d’Euclide et une version de la procédure d’élimination de Gauss sans divisions, on
trouve A’ de la forme

d 0 0 0
0 do O 0

D= . o | =UAV  (r =rkA). (15.3)
0 o0 d,
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Alors on voit que soit notre systéme est non-résoluble méme sur Q, soit on obtient toutes les solutions
des équations d;y; = ¢;, ¢ = Ub pour ¢ < 7, Oy; = 0 pour ¢ > r. Il est donc clair que ’ensemble des
solutions entiéres est non—vide si et seulement si d; divise ¢; pour i < r et il est paramétré de facon
évidente. Le nombre d;-...-d; coincide avec le pgcd de tous les mineurs d’ordre ¢ de A donc on peut
supposer que d;|d;+1. Ils sont appellés les diviseurs élémentaires de A.
b .

B, O)’ et si 'on
applique les transformations élémentaires de n premiéres colonnes et m premiéres lignes ci—dessus, on

obtient
AV (UAV Ub
vV o0/ \% 0/

PROPOSITION 15.3.1 (a) Un systéme linéaire

Pour trouver la matrice V'€ GL,,(Z) il est commode d’utiliser la matrice élargie <

1171 + -+ a1pTy = by
............ (15.4)

sur Z. est résoluble si et seulement si il est résoluble mod N pour tout nombre naturel positif N.
(b) Un systéme linéaire
aj1xy + -+ an, = by

am1Z1 + -+ GpnTp = bm

sur Z est résoluble si et seulement si pour tout nombre naturel positif k < m,n le PGCD de tous les
mineurs d’ordre k de la matrice A est égal au PGCD de tous les mineurs d’ordre k de la matrice élargie

(Alp).

En effet, cette méthode montre que ([[54) est résoluble si et seulement si ses diviseurs élémentaires
coincident avec ceux de la matrice étendue (avec la colonne b ajoutée). C’est équivalent a la résolubilité
de toutes les congruences

Az = b(modN)

ot N un entier (on le voit sous la forme diagonale). Cette condition peut étre étendue pour un systéme
général diophantien. Il est clair, qu’une telle condition est nécessaire pour ’existence d’une solution. Notre
étude montre que cette condition est aussi suffisante pour un systéme linéaire. Quand c’est vrai pour une
classe d’équations diophantiennes, on dit que pour cette classe le principe de Minkowski—Hasse est vérifié.
Le probléme de validité du principe de Minkowski—Hasse pour les classes d’équations diophantiennes est
un des problémes centraux en théorie des nombres.

Groupes abéliens

(a) Soit F' un groupe abélien libre (additif) de base {ey, - ,e,}, FF = Z", et soit H son sous-groupe
engendré par des éléménts

n
fi= ae; (i=1,---,n).
j=1

Montrer que le groupe quotient F'//H est fini si et seulement si det(a;;) # 0 et dans ce cas Card (F/H) =
| det(ai;)|.

(b) Décomposer en somme directe de groupes cycliques le groupe quotient F'/H d’un groupe abélien
fini ' de base (e, ez, e3), F' = Z3, par son sous-groupe H engendré par des éléménts fi, fa, f3, avec

f1 = 761 + 262 + 363
fo = 21le; + 8es + 9e3
f3 = bey — 4des + 3es.
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(c) Décomposer en somme directe de groupes cycliques le groupe quotient F/H d’un groupe abélien
fini F d’une base (e, ez, e3), F' =2 Z3, par son sous-groupe H engendré par des éléménts f1, fa, f3, avec

f1 = 261 + 362 + 463
f2 = 561 + 562 + 663
f3 = 261 + 662 + 963.

(d) Méme question pour les éléménts f1, fa, f3, avec
f1 = 461 + 762 + 363

fa =2e1 + 3eg + 2e3
f3 = 6e1 + 10es + Hes.

Rappel : systémes linéaires dans F,. (F.Sergeraert)

> restart :
e Exemple dans Fja.

e On prend un polynéme irréductible de degré 4 dans F3, affecté a irr34.
> irr34 := op(1l, select(has, Factor(x~81-x) mod 3, 4)) ;
irr84 =t + 223 + 222+ +2

Le polynome irréductible obtenu par ce procédé n’est pas forcément le méme d’une session a I’autre.

On aliasse « a une racine de ce polyndéme dans une extension de F3, de sorte que Fz: = Fsla].

> alias(alpha = RootOf (irr34) mod 3) ;
o

La procédure rnd3 génére un entier modulo 3 pseudo-aléatoire.

rnd3 := rand(0..2) :
seq(rnd3(), i = 1..5) ;

Vv Vv

0,2,0,2, 1

La procédure rnd34 génére un élément pseudo-aléatoire de Faa.

rnd34 := () -> add(rnd3()*alpha~i, i=0..3)
seq(rnd34(), i = 1..5) ;

242a+2a2+a3 14+0,2+2a+a? 2a?, o?

Vv VvV

e La matrice A est une matrice 3x3 pseudo-aléatoire a coefficients dans Fsa.
> A := matrix(3, 3, rnd34) ;
14+2a2+2a® 2+2a+20® 2+2a%+20°
A= 22 2+ a+a? 14+a3
24+ 2a+a’ 1+ a? a+2a?
e Idem pour un vecteur second membre.
> b := vector(3, rnd34) ;
b:=la?, a3, 24207
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e Linsolve(...) mod 3 permet de résoudre dans Fga.
> x := Linsolve(A,b) mod 3 ;

T = [043+2042+2,04+042,2}

e Vérification. Calcul de Az — b.
> zerov := evalm(A &* x - b) ;

zerov := [(1+2a2+2a3)(a3+2a2+2)—|—(2+2a+2a3)(a+a2)+4+4a2+3a3,
202 (@®+2a?2+2)+ 2+ a+a?) (a+a?)+a® +2,
(2+2a—|—a3)(a3+2a2—|—2)+(1+a2)(a+a2)+2a+2a2—2}

e Les termes du vecteur obtenu ne sont pas « réduits » a leur forme canonique dans Fz: = F3[a].
Pour obtenir la réduction, on utilise

> map(item -> Expand(item) mod 3, zerov) ;
[0, 0, 0]

051 Rappel : variétés affines

Soit K un corps algébiquement clos. Nous avons déja remarqué que dans ce cas un systéme algébique
X sur K est essentiellement déterminé par lensemble des solutions X (K) C K™, selon un résultat
important de I'algébre commutative :

THEOREME [Tl ("NULLSTELLENSATZ", LE THEOREME DES ZEROS DE HILBERT,
SANS DEMONSTRATION) Soit K un corps algébiquement clos. Soit Px = (Fy,--- , Fy,) Uidéal de K[Ty,--- ,T,],
engendré par les polynomes

Fl(Tla"' 7Tn)a"' aFm(Tla"' aTn)GK[TIﬂ"' ,Tn]

Alors
F e K[Ty,---,T,] s’annulle sur tout X (K) <= 3N, FN € Px = (F\,--- ,F,,)
NOTATIONS.
(a) Pour tout K-algébre L, et pour tout idéal I C K[T4,---,T;,] on pose

V(I,L)={(x1, - ,xn) € L" |VF € I, F(x1,-- ,z) = 0},
le sous-ensemble algébrique dans L™. Alors X (L) = V(Px, L).
(b) De plus, on appelle racine de I'idéal I, et on note v/I, I'idéal {F € KTy, - ,T,)|3N,FN ¢ I}.
C’est un idéal de K[T1,--- ,T,], et on vérifie facilement que X (L) = V(v/Px, L), et que \/7? =1.
(c) Pour tout sous-ensemble X C L™ on défini I'idéal des polynémes annullés sur X, et on le note par
J=J(X)C K[Ty, - ,Ty].
Alors le théoréme [Tl signifie que si K est un corps algébiquement clos, L = K, alors

Px = J(X(K)).
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REMARQUE M Soit Px = (Fy,--- , Fp,) lidéal de K[Ty,---,T,], engendré par les polynomes
Fl(Tla"' ;Tn);"' aFm(Tla"' 7T’ﬂ) GK[TD"' ,Tn]

Alors la condition

ElNaFN € Px :(Fl(Tlv"' 7Tn)7"'Fm(T1a"' 7Tn))

signifie qu’on a FY = 0 dans Uanneau quotient Ax = K[T,---,Ty]/Px, ot F = F mod Px. De plus
l'anneau quotient

K[Tla"' 7Tn]/\/ PX
n’a pas d’éléments nilpotents.

DEFINITION Soit K un corps, et L un corps algébiquement clos contenant K,
(a) L’ensemble des solutions X (L) C L™ d’un systéme algébrique sur K,

X3F1(T17"' 7Tn):0a"' 7Fm(T17"' ;Tn):() OuFi(Tla"' aTn)GK[TI;"' 7Tn]7

est dit une variété affine V- = Vx dans L™ définie sur K.
(b)L’ensemble des solutions X (K) C K™ d’un systéme algébrique sur K,

X: kKT, -, 1T,)=0,--- ,F,(Th,---,T,) =0 ou F;(Ty,--- ,T,) € K[T1,---,T,],

est dit ’ensemble des points rationnels X (K) = Vx (K) sur K.
On peut supposer que 'anneau quotient Ax = K[T1,---,T,]/(Px) n’a pas d’éléments nilpotents, ou
Px = (Fy,---,Fp) lidéal de K[T4,--- ,T,], engendré par les polynomes

Fl(Tla"' ;Tn);"' )Fm(T17”' 7Tn) GK[TI) ;Tn]

15.4 Variétés algébriques (exemples)
Equations sur les corps finis : solution d’une équation affine sur F,

Soit K = F,i. On consideére une équation affine F(X,Y) = 0 sur F,, par exemple X* + Y3 =1 sur
Fg (p = 2,1 = 3). On représent les éléments de K = F,; sous la forme des nombres n vérifiant 0 < n < P
En effet, étant donné un tel nombre n, on le transforme en un élément de K en utilisant I’écriture de n
en base p : il existe des entiers uniques ("Chiffres" de n en base p) my, ..., mg—1 vérifiant 0 < m; < p et
tels que

n=mo+mip+map>+--+mg_1pt,

ce qui permet d’associer de maniére unique a l'entier n, I’élément

w=mo+miT+ - +mg_T41

de K,a=T =T mod f.
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u:=op(1l, select(has, Factor(z~(p~1l)-z) mod p, z~1)) ;
alias(alpha = RootOf (u) mod p);

return alpha,u;

end proc:

> restart;

> F:=(X,Y)->X"3+Y"3-1;

> p:=2;1:=3;

> %% %% % % % % % %% %% % %% %% % %0 %0 %o %o Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo Yo
> (la procedure gf engendre un générateur alpha d’un corps fini F_{p~1})
> gf:= proc(p::nonnegint,l::nonnegint)

> local u,i,m, v;

> if ((p-2)~2+(1-2)"2=0) then

> alias(alpha = RootOf (x~2+x+1) mod 2);

> fi;

> 1if 1=1 then

> alpha=1;

> else fi;

>

>

>

>

F:=(X,Y) - X34+Y3 -1
pi=2

l:=3
#oo o o oo o o o o o o o o o o oo o o o o o o o o oo To e
oo lo oo
Chiffres:= proc( d::nonnegint,l::nonnegint,n::nonnegint )
local i,m, v;
v:=vector(l);
m:=n;
for i from 0 to 1-1 do
v[1-i] :=modp(m,d) ;m:=floor(m/d); od;
return v;
#gf(p,1):
end proc:
gf(p,1):
#)olo o o oo o o To o o o o o o o oo o o o oo o o oo o oo To o
hhhtethhs
g:= proc( p::nonnegint,l::nonnegint,n::nonnegint )
local h, v, i;
v:=vector(l);
for i from 1 to 1 do
v:=evalm(Chiffres(p,1l,n));h:=add(alpha~(1-j)*v[j]l,j=1..1);return h;
od;end proc:

gf(p,1):

HoTola o Toloia ololoia ololoia ololola o loloia ololols 1o Tololoiale

points:= proc( p::nonnegint,l::nonnegint,F::polynom )
local n1,n2,n3, L,c,v,fl1, £2;

c:=0:

L:=NULL:

for n1 from O to p~1l-1 do

for n2 from O to p~1l-1 do

if Eval(F(X,Y,Z),{X=g(p,1,n1),Y=g(p,1,n2)}) mod p =0 then c:=c+1;
L:=L,(° c‘=c,[glp,1,n1),g(p,1,n2)]);fi; od; od;
return(¢ L¢=L) :end:

points(p,1,F);

V VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVVYVVYVYVYV

L=(c=1,[0,1], ¢=2,[1,0], c=3, [0, 1+a®>+a], c=4,[1+a,a?], c=5,
[@®, 14+a], c=6,[c®>+1,a®+a], c=T,[c®>+a,a®+1], c=8,[1+a®+a, a])

111
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Equations sur les corps finis : solution d’un systéme affine sur F,

Soit K = F,:. On considére un systéme d’équations affines

h(X,)Y,Z)=0
FQ(Xv Yv Z) =0
sur [, par exemple

X34+Y34+25=0
X+Y+1=0

sur Fg (p = 2,1 = 3). On représent les éléments de K = F,; sous la forme des nombres n vérifiant
0 < n < p'. En effet, étant donné un tel nombre n, on le transforme en un élément de K en utilisant

Pécriture de n en base p : il existe des entiers uniques ("Chiffres" de n en base p) my,

0 <m; < p et tels que

n=mo+mip+myp’+-- +mg1p* ",

ce qui permet d’associer de maniére unique a l'entier n, I’élément

w=mo+miT+ - +mg_T41

de K, « =T =T mod f.

> restart;

> F1:=(X,Y,Z)->X"3+Y"3+Z"5;
> F2:=(X,Y,Z)->X+Y+1;
>
>

p:=2;1:=3;
%% %%%% % % % % % %% % % % % % %0 % % % % % % % % % % % % % % %o %% %% %% %

—~

la procedure gf engendre un générateur alpha d’un corps fini F_{p~1})
gf:= proc(p::nonnegint,l: :nonnegint)

local u,i,m, v;

if ((p-2)~2+(1-2)~2=0) then

alias(alpha = RootOf (x~2+x+1) mod 2);

fi;

if 1=1 then

alpha=1;

else fi;

u:=op(1l, select(has, Factor(z~(p~1)-z) mod p, z71)) ;
alias(alpha = Root0f(u) mod p);

return alpha,u;

vV V. V. V V V V V V V V V

end proc:

F1:=(X,Y,2)— X3+Y3+4+2°
F2=X,Y,Z) - X+Y +1
p:=2
l:=3

..., Mmqg—1 vérifiant
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Chiffres:= proc( d::nonnegint,l::nonnegint,n::nonnegint )
local i,m, v;

v:=vector(l);

m:=n;

for i from 0 to 1-1 do

v[1-i] :=modp(m,d) ;m:=floor(m/d); od

return v;

#gf(p,1):

end proc:

gf(p,1):

g:= proc( p::nonnegint,l::nonnegint,n: :nonnegint )
local h, v, i, n3;

v:=vector(l);

for i from 1 to 1 do

#gf(p,1):
od;end proc:
gf(p,1):

VVVVVVVVVVVVVVVVYVYV

points:= proc( p::nonnegint,l::nonnegint,F::polynom )

local n1,n2,n3, L,c,v,fl1, £2;

c:=0:

L:=NULL:

for n1 from O to p~1l-1 do

for n2 from O to p~1l-1 do

for n3 from O to p~1-1 do

if (Eval(F1(X,Y,Y),{X=g(p,1,n1),Y=g(p,1,n2),Z=g(p,1,n3)}) mod p=0

then c:=c+1;
L:=L,(‘ c‘=c,[glp,1,n1),g(p,1,n2),g(p,1,n3)]);fi; od; od;
od;return(gf(p,1),¢ L‘=L):end:

VVVVVVVVYVVYVYV

%

points(p,1,F);

v:=evalm(Chiffres(p,1l,n));h:=add(alpha~(1-j)*v[j],j=1..1);return h;

and Eval(F2(X,Y,Z),{X=g(p,1,n1),Y=g(p,1,n2),Z=g(p,1,n3)}) mod p=0)
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a,z3+z+1, L:(C:17 [03 170]3 c=2, [07171]3 c=3, [Oalaa]a c=4, [071314»047

6:57 [Oa 17 042], 6:67 [Oa ]_,]_+Oé2], 6:77 [Oa 17 Oé2+0é], 0:87 [07 17 1]3

c=9,[1+a, &0, c=10,14+a,a, 1], c=11, 14+ a, o, o], ¢c=12,

M+a,a l+al, c=13,[1+a, a,a?], c=14,[1+a, a, 1 +a?], ¢ =15,

1+ a, a, a2+a], c=16,[1+a, a, 1], ¢=17,[1 +a?, a? 0], ¢ =18,

[14+a? a? 1], c=19,[1+a? a2 o], ¢=20,[1+a? o 1+a], c=21,
[14+a? a? a?], c=22,[1+a? a? 1+a?], ¢c=23,[1+a? o2 o +aql,

M+a? a? 1], ¢c=25[1,a2+a,0], ¢c=26,[1,a*+a, 1], ¢c=2T,
1,02+ a,a]l, c=28,[1,a®>+a,1+a], c=29, 1, a%+a, a?], c=30,
1,04+ a,14+a?, c=31,[1,a®+a,a®+a], c=32[1,a?+a, 1))
l:==14+c’+a

Equations de degré deux

On considére ’équation diophantienne suivante aux coefficients entiers :

c =24,
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n n
f(acl,xg,...,xn) Zzaiinxj +Zbi$i+C:O- (15.1)
7 i=1

Ici on commence par trouver 'ensemble de toutes les solutions en nombres rationnels. Ce probléme est
plus facile que ce de trouver les solutions en nombres entiers, mais il n’est pas trivial.
Un exemple classique est donné par la parametrisation rationnelle du cercle 22 +y2 =1:

2t 1— ¢
xzm, y:H—tQ, (x =cosp, y=sinyp, t =tan (%)), (15.2)

( & Vexception du point (0, —1)). (15.3)

Cette parametrisation nous permet de décrire toutes les triples primitifs de Pythagore (X,Y, Z), c’est-a-
dire, les solutions en entiers naturels de I'équation X2 + Y2 = Z2 avec pged( X, Y, Z ) = 1. La réponse
est : X =2uv, Y =u? —v% Z =u®+2% ot u > v > 0 sont des entiers premiers entre eux. Pour le
prouver, il suffit de poser ¢ = u/v dans [[22).

De fagon similaire, trouver les solutions rationnelles de () est equivalent a trouver les solutions
rationnelles de I’équation homogéne

F(Xo, X1, Xp) = Z fij XiX;
i,j=0

= Z Ji XiX;+2 Z fioXiXo + foo X3 (15.4)

ij=1 ij=1

ou fi; = fji =a;j/2pour 1 <i<j<mnet fo;, =fio=0;/2pouri=1,2,...,n, foo = c. Les coordonnées
non—homogénes xi,--- ,x, sont reliées aux coordonnées homogénes Xo,..., X, par X; = ©;Xo (i =
1,2,...,n). La forme quadratique F(X) peut étre écrit de fagon commode sous la forme

F(X)=X'ArX, X'=(Xo,X1,...,Xpn),

ou Ap = (fi;) est la matrice des coefficients. Sil existe une solution rationnelle non—triviale de F'(X) = 0,
on dit que la forme F' représente zéro sur 7.

Cette équation définie une conique Qp (c’est-a-dire, une hypersurface de CP" de degré deux). Ses
points sont toutes les solutions (a ’exception de la solution triviale) considérées comme points de I’espace
projectif complexe CP™ :

Qr={(z0:21:...:2,) €CP" | Fl(20,21,-..,2n)=0}.

Toute solution non-triviale de F/(X) = 0 donne un point sur cette conique. S’il on connait une solution X°
alors on peut trouver toutes les autres en considérant les intersections de@r avec les droites (projectifs)
defines sur Q et contenants X°. Algébriqument, une droite passant par X° et Y est formée par tous les
points de la forme uX? + vY?. L’équation F(uX?+ vY?) = 0 se réduit alors a

—~ OF
uvz a—XZ_(XO)Y;O +v2F(Y?) =0.
i=1

En général, toutes les dérivées partielles ne s’annulent pas nécessarement. Dans ce cas, pour tout

0X;
Y0 on peut trouver un point d’intersection de Q5 avec notre droite :
" OF
v=—uy o (XY /F(Y). (15.5)

i=1
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(Si, par hasard, F(Y°) = 0 alors Y se trouve déja sur Q). De nouveau, ce point n’est pas unique en
général. Les cas limits peut étre bien compris en termes géométriques : si toutes les dérivées partielles
s’annulent en X© alors notre conique est un céne de sommet X, et le probléme se réduit a ce de trouver
tous les points rationnels sur la base d’un cone, cette base étant une conique de dimension inférieure ; s’il
arrive qu’ils tous se trouvent entiérement sur g alors tous ces points rationnels doivent étre considérés
etc.

Cette méthode de la projection stercographique, appliquée & 2% + 2 = 1 et au point (0,-1) donne
exactement ([A2) s’il on note ¢ la pente de la droite passant par (0,-1) et (z,y): y+1=tx.

A _
(x,4)
{01_1)
/
Concernant ’équation
F(Xo,X1,...,Xn)=0 (15.6)

(avec F' comme dans ([[24))) sur les nombres rationnels, on peut commencer par la diagonalisation de Ap
avec une substitution linéaire non—dégénérée X = CY ou C € M,,11(Q). La matrice C peut étre trovée
effectivement par le méthode classique de 'extraction successive des carrées.

Pour les équations homogeénes comme ([[:0) les problémes de trouver toutes les solutions dans Q
et dans Z sont essentiellement équivalents. Lorsque on peut trouver toutes les solutions a partir d’une
seule, la question-clé est donc de décider, s’il existe une solution. La réponse est donnée par le résuiltat
suivante.

15.5 Le principe de Minkowski—Hasse pour les formes quadratiques

DEFINITION 15.5.1 Une solution (x1, 22, ...,Tn) € Z™ d’une equation F(x1,22,...,x,) =0 en nombres
entiers est dit primitive modulo N, si pged(N,x1,%2,...,2y) =1 .

THEOREME 15.5.2 Une forme quadratique F(x1,%2,...,2,) de rang n de coefficients entiers représente
un zéro sur les nombres rationnels si et seulement si pour tout N, la congruence F(x1,...,2,) =0 (mod

N) admet une solution primitive, et de plus F' représents un zéro sur les nombres réels, c’est-a-dire, elle
est indéfinie.

Pour une preuve générale, voire [BS83]. Bien-siir, la nécessité de cette condition est clair.
On donne ici une jolie démonstration de la suffisance de cette condition dans le cas n = 3 dtie a
Legendre ([BS8EH]). Soit

F= ale + agxg + agxg (araza3 # 0).

Puisque F' est indéfinie, on peut supposer que les deux premiers coefficients soient positifs, tandis
que le troisiéme soit négatif. De plus, on peut les supposer sans facteurs carrés et premiers entre eux :
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on obtient ceci par des changements de variables et en divisant la forme par le pged de ses coefficients.
On va noter une forme avec telles propriétés par

az® 4 by? — 2. (15.7)

Considérons un nombre premier p divisant ¢. Puisque F' = 0(mod p) admet une solution primitive, on
peut trouver une solution non-primitive (xg,yo) de la congruence ax?® + by? = 0(mod p). Alors

az? +by? = ay0_2(:cy0 + yxo)(zyo — yxo) (mod p).
Dans le cas p = 2 on a bien sir
az® + by? — c2? = (ax + by — cz)? (mod 2).

Donc pour tout p|2abc on peut trouver des formes linéaires L®), M®) en z,y, z de coefficients entiers
telles que F' = L®) M) (mod p). En utilisant le théoréme chinois , on trouve L (resp. M) de coefficients
entiers congrue & L) (resp. M(P)) (mod p) pour tout plabc. On obtient donc

ax® + by® 4 cz® = L(zx,y, 2) M (z,y, z) (mod abc). (15.8)
Considérons maintenant les point entiers dans la boite suivante :
0<z<Vbe, 0<y<+ac, 0<z<Vab. (15.9)

Si lon exclut le cas trivial a = b = ¢ = 1, on constate les racines carrées dans les inégalités (([2.H) ne sont
pas toutes de nombres entiers, donc le nombre total des points entiers sera strictement plus grand que
le volume de cette boite, i.e. abc. Ceci implique qu’il existe deux points différents pour lesquels L prends
la méme valeur mod abc. En considérant leurs différence, on trouve

L(z0,y0,20) =0 (mod abc) (15.10)

pour un point |zo| < vVbe, |yo| < Vae, |z| < vab. Donc
az 4 by2 — cz2 =0 (mod abc) (15.11)

et
—abe < axd + bys — cz3 < 2abe.

Il vient que soit
azd +byd —czd =0 (15.12)
soit
azx? + byt — czi = abe. (15.13)

Dans le premier cas le théoréme est démontré. Dans le second cas on obtient explicitement la solution
suivante :

a(zoz0 + byo)? + b(yozo — azo)® — (2§ + ab)® = 0.

L’énoncé originale de Legendre a été que ax? + by? — cz? = 0 est résoluble si et seulement si toutes les
classes résiduelles be (mod a), ac (mod b), —ab (mod c) sont des carrés.

On peut démontrer qu'une forme quadratique indefinite de rang > 5 représente toujours un zéro sur
les rationnels, voire [BSRH].
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15.6 Espace projectif P", variétés algébriques

Soit K un corps et n > 1 un entier. On considére espace projectif de dimension n sur K et on note

P% ou simplement P™ l'ensemble des classes d’équivalence de (n + 1)-uplets (xq,- -+, %), ; € F pour
0 < i < nj; sous la relation (zg, - ,2n) ~ (Ao, -+, Az, ) pour tout A € K*. Une classe d’équivalence z
est un point de P". Soit F[T] = F[Tp,---,T,]. On interpréte les éléments de F[T] comme des fonctions

réguliéres de l’espace affine A"*!, et on interpréte les éléments de
Ty Ts T,
F moom oot = )
Ty To To

DEFINITION 15.6.3 Une partie X C P" est dit une variété algébrique projective si
X=V(P)={xzeP" |VFeP F(zx)=0}

comme des fonctions rationnelles de P"

ot P est un idéal premier homogéne de F|[Ty,--- ,T,], c’est a dire premier engendré par des polynomes
homogeénes.

DEFINITION 15.6.4 Soit U un voisinage ouvert d’un point x d’une variété projective X . Une application
f U — F est une fonction réguliere au point x s’ils existent F,G € F[Tp,---,T,] des polynomes
homogénes de méme degré tels que G(x) € 0 et f = F/G dans un voisinage de x ; f est réguliere sur U
st elle est réguliere en tout x de U.

DEFINITION 15.6.5 Soit X une variété projective. L’idéal de X est l’ensemble

On définit également le corps des fonctions K(X) de X comme le corps des fractions de la K-algébre de
type fini K[T]/I(X).

Soit z un point de X et soient les couples (U, f) dans lesquels f est réguliére sur U voisinage ouvert
de z. On définit la relation d’équivalence suivante :

U, f)~U,fYy = f=fsewrUNU’

dont les classes d’équivalences forment un anneau.

16 Courbes planes.

16.1 Courbes planes affines.
Une courbe algébrique plane sur un corps K est formée par les points
C: {(z,y) € K| f(z,y) =0}

pour un polynéme non-constant f(z,y) dans I'anneaux factoriel K[z,y], donc f = f
irréductibles non-proportionnels. Ceci implique que

C= Ule(?i,

k1, k
1t

.. frr, ou f; sont

ou C; : f; = 0 est une courbe dite irréductible.
REMARQUE 16.1.1
(a) Si K est algébriquement clos, alors € = C(K) est infinie

(b) Si K est algébriquement clos, alors un polynome g de Klx,y] s’annule sur toute la courbe irré-
ductible C;(K) si et seulement si f;|g.
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16.2 Courbes planes projectives.

Rappelons qu'un point P du plan projectif P? = P% est donnée comme la classe d’équivalence, notée
(X :Y : Z), d’un triplet non-nul (X,Y, Z) € K3\{(0,0,0)}, de telle facon que (X,Y,2) ~ (X', Y', Z") =
(AX,AY,\Z) (A € K*).

On a l'inclusion

A? = P (2,y) = (2,9,1),

qui donne tous les points de P? avec Z # 0.
On a les relations suivantes entre les coordonnées affines (z,y) est les coordonnées projretives (X :
Y:Z2):
X Y

7V 7

X=x2Y =yZ, x=
Cartes affines
On a les trois parties suivantes de P? :

A2 AZ A2 CP? telles que A2 : X #£0, A2: Y #0, A2: Z #0.

isomorphes a K2, et on a les coordonnées
sur A?: X =2Z)Y =yZ, z=
X Z
A2 X =2'Y,Z =Y, —y ==
sur A3 : x yY, o =V =5y

sur AZ:Y =2"X, Z=vy'X, o

EXERCICE. Réécrire I’équation de la courbe de Fermat en coordonnées (z’,y’) et en (z”,y").

Une courbe algébrique dans P? est donnée par une équation homogéne dans les coordonnées projec-
tives : F(X,Y, Z) = 0, alors I'égalité F(X,Y, Z) = 0 ne dépend pas de choix des coordonnées projectives :
si (X',Y',Z") = (AX,\Y,\Z), alors F(X',Y',Z") = MF(X,Y,Z) = 0, ot d est le degré homogéne du
polynéme F.

16.3 Points singuliers.

Soit K un corps. Rappelons qu'une courbe projective plane € sur K est définit par une équation de
type F(X:Y:Z)=0,0o0 F(X :Y :Z) € K[X,Y, Z] est une forme homogéne des variables projectives
XY, Z.

L’équation de la tangente dans les coordonnées affines a la forme

fo(P)(@ —a) + f(P)(y — B) = 0.
Par la construction,
flz,y) = F(x,y,1), ou F(X,Y,Z) = 0 I’équation homogene de la courbe.

Ceci implique : f; = I, f, = Fy, et selon le théoréme connu de Euler (sur les fonctions homogénes) on
a
XFy +YF, + ZF, =nF oun est le degré de F

Lorsque P = (a: B : 1) se trouve sur la courbe alors

aF% (P) + BFy,(P) + F,(P) = nF,
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donc I’équation de la tangente se transforme vers
zFy(P) +yFy (P)+ F,(P)=0<= XFyx +YFy, + ZF, = 0.

DEFINITION 16.3.1
(a) Un point singulier sur une courbe projective plane C sur K est toute solution du systéme

dans une extension de K.
(b) On dit qu’une courbe projective plane C sur K est lisse si le systéme

F=Fy=F,=Fy,=0

n’a pas de solutions non—triviales dans toute extension de K.

EXEMPLE.

(a) Soit Q(X,Y, Z) une forme quadratique de matrice Ag, sur un corps K de caractéristique Car(K) #
0. Montrer que la conique Q(X,Y, Z) = 0 est non-singuliére si et seulement si Ag est inversible.

(b) Soit Car(K) # 2,3, et soit € donnée par I’équation homogéne correspondante

Y2Z =X+ aXZ*+bZ% O=(0:1:0).

On vérifie que cette courbe est lisse si et seulement si le polynéme cubique 22 + ax + b n’a pas de racines

multiplies (directement par la définiton des points singuliers comme des solutions de I’équation F = F, =

F|, = F}, = 0dans le cas général F(X,Y,2) =Y?>+a1 XY Z +a3Y 2% — X3 — a2 X?Z —ay X Z* — as Z3).
(c) Soit K =Ty, et soit € une courbe sur K donnée par I’équation affine

Vv ry=2>+ar+0b, a,be Ty

Montrer que cette courbe est toujours lisse (on n’a plus besoin d’exclure ici le cas des racines multiples).
(d) Soit K = T3, et soit € une courbe sur K donnée par I’équation affine :

y? =2+ az? +bx+c, a,b,ceFy

Montrer que cette courbe est lisse si et seulement si le polynéme cubique a droite n’a pas de racines
multiples.

16.4 Equations cubiques
Le probléme de 1’existence d’une solution.

Pour les formes cubiques F(X,Y,Z) en trois variables de coefficients entiers, on ne connait pas
d’algorithme qui decide en générale si 'équation F = 0 posséde une solution non-triviale en nombres
entiers. Grandes classes de telles equations ont étés étudiées de point de vue théorique et numerique;
par exemple Selmer E.S. en 1951-1954 a étudié en detail les équations de type

aX®+bY2 + 23 =0.

Il arrive que méme pour des équations simple comme 3X3 + 4Y3 + 522 = 0 le principe de Minkowski—
Hasse n’est pas valable : on peut montrer que cette équation n’a pas de solutions en nombres entiers,
quoiqu’il existe des solutions réelles et des solution primitives modulo tout N > 1.
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Addition de points sur une cubique plane

Toute forme cubique non-nulle F(X,Y,7Z) a coefficients entiers definie une courbe cubique € dans
'espace projectif P? (sur Q et sur C) :

C={(X:Y:2)| F(X,Y,Z)=0}. (16.1)

Si € est non-singuliére et si F' = 0 posséde au moins une solution rationnelle, alors on peut trouver un
changement de variables inversible & coefficients rationnelles qui réduit F' a la forme normale de Weierstrass

Y2Z - X% —aXZ?-bZ°  (a,b€Q). (16.2)

On peut aussi supposer que la solution rationnelle de depart devient la solution évidente (0 : 1 : 0)
de léquation ainsi obtenue ([[6.2). La condition de non-singularité de ([[G2) est équivalente & la non-
annulation du discriminant 4a> 4 27b%. Une courbe cubique plane non-singuliére est dite elliptique, s’elle
posséde un point rationnel. En utilisant les coordonnées affines © = X/Z,y =Y/Z on réduit F =0 a la
forme suivante :

y* =2° +ax +b, (16.3)
ou le polyndéme cubique dans la partie droite n’a pas de racines multiples. Sous cette forme affine, la
solution rationnelle ci-dessus devient le point & 'infinie O. Il existe une jolie description gométrique de la
loi de composition sur I’ensemble des points rationnels de € qui devient un groupe abélien avec le point
a l'infinie O comme ’élément neutre. Cette loi est donnée par la "méthode de sécantes et tangentes" de
Poincaré. Notamment, pour une pair de points P, Q € C(Q), on construit d’abord une droite passant par
P, Q. Une telle droite intersecte aussi € en un troisiéme point bien définie P’. Ensuite, on construit de
nouveau une droite passant par P’ et O. Enfin, son troiséme point d’ intersection avec € est dit la somme
P+ Q. Si P=Q, la premiére droite a construire doit bien-siir etre tangente & C en P.

A
[
]
i€
P+Q

Fig. 6 Fig. 7

Un calcul simple en coordonnées affines P = (z1,y1), @ = (22,y2) montre que P + Q = (z3,y3) ou

2
$3=—$1—I2+(u) 5
Tr1 — T2

Y1 — Y2

s= LT ey 16.4
s = ma) — (16.4)

Dans le cas limite P = Q on remarque que 2y.,y = 322 + a, et on obtient

327 +a 2 322 +a
17) s 3217(I1—I3)—y1. (165)

T3 = —2x1 + ( 2 2
1 1
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Sizy = a9 et y1 = —yg alors P+ Q = O, est le point & linfinie, qui est ’élément neutre pour la loi de
groupe.

Cette méthode nous permet de construir de nouveaux points rationnels a partir des points connues.
Tels points forment un sous-groupe engendré par des points de départ, par exemple, mP, m € Z, a partir
juste un seul point P.

Pour les courbes cubiques singuliéres cette construction ne marche pas. Par exemple, on considére la
courbe

C: y? =2a%+ a3, (16.6)

J

figure 8.
qui est représentée par Fig. 8. Toute droite passant par (0,0) n’a qu'un seul autre point d’intersection
avec € : sur y = tx il est donné par I'équation z%(t> — x — 1) = 0. A part de la solution triviale z = 0,
on obtient z = t> — 1 et y = (> — 1) donc nous avons trouvé tous les points sur € & l'aide d’une
parametrisation rationnelle. Dans le cas non-singulier il n’existe pas de telle parametrisation.
Une courbe admettant une parametrisation rationnelle est dite une courbe rationnelle. Rapellons qu’un
autre exemple d’une courbe rationnelle est donné par une conique plane et sa projection stéréographique.

La structure de groupe des points rationnels sur une cubique plane

Une propriété trés remarquable de la "méthode de sécantes et tangentes" de Poincaré est que cette
méthode nous permet de construir tous les points rationnels a partir d’'un nombre fini des points ration-
nels. De point de vue de la théorie des groupes, cela signifie, que le résultat suivant a lieu :

THEOREME 16.4.1 (MORDELL, 1922) Le groupe abélien C(Q) est de génération finie.
On obtient alors du théoréme de structure des groupes abéliens que
CQ=AXxZ

ou A est le sous-groupe fini formé par les points de torsion, et Z" est le produit de r copies du groupe
cyclique infini. Le nombre 7 est dit le rang de € sur Q. Il est connu que le groupe de torsion A peut étre
déterminée explicitement. Par exemple, Nagell et Lutz (Lutz E. (1937)) ont démontré que les points de
torsion d’une courbe y? = 23 + ax + b avec a et b des nombres entiers, ont les coordonnées entiers x, y.
De plus, 'ordonnée y d’un point de torsion soit nulle soit divise le nombre entier D = —4a® — 27b%.

B.Mazur a démontré en 1976 que le sous-groupe de torsion A sur QQ est isomorphe a I'un des quinze
groupes suivants :

Z/mZ (m <10,m = 12), Z/2Z x Z/2nZ (n < 4), (16.7)
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et toutes ces possibilitées se réalisent.

Une question ouverte importante est si r peut étre infiniement grand. En 1982 J.-L. Mestre a construit
des exemples de courbes de rang au moins 14. Il a donné aussi un exemple relativement simple d’une
courbe de rang > 9 : 4% 4+ 9767y = 3 + 357622 4 4252 — 2412.

En 2000 Martin — Mcmillen ont trouvé une courbe elliptique de rang > 24 :

y?  +ay+y = 23 — 120039822036992245303534619191166796374x
+504224992484910670010801799168082726759443756222911415116

(voir http ://www.math.hr/ duje/tors/rankhist.html pour d’autres exemples).
Ezxemples.
1. Soit € donnée par I’équation
y2 +y= 3 — .

dont les solutions en nombre entiers donnent la liste des cas ot le produit de deux entiers consecutifs
est égale au produit de trois entiers consecutifs. Alors le groupe A est trivial et C(Q) est cyclique
de générateur P = (0,0).

4
Y 28
23l
-3 17y |1 X
Z
27
13 115 18
29 g
21 8
° 24
3 -1 #15
25 -2
19 14
-7 8
30
y
figure 9.

2. Les points mP (numérotés par m) sont montrés dans le Figure 9.
3. Soit € donnée par I’équation
vV +y=2a®—Tr+6.
Alors C(Q) = Z3, et les points (1,0), (6,0), (0,2) forment une base de ce groupe.

4. Considérons la courbe 3% = 23 4 pz, p = 877. Un générateur modulo torsion du groupe des points
rationnels de cette courbe a I’abscisse x

~375494528127162193105504069942092792346201
© 6215987776871505425463220780697238044100

Cet exemple montre que les méthodes naives de recherche des ponts rationnels deviennent rapide-
ment inefficace.
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Congruences cubiques modulo un nombre premier p

Soit p un nombre premier et soit F(Xp, X1, X2) une forme cubique a coefficients entiers. La réduction
de F' modulo p, donne une forme cubique sur le corps fini ;. Cette reduction est dit non-singulére s’elle
n’a pas de zéros communs avec ces dérivées partielles dans toute extension de F,. On peut montrer que la
plupart des résultats de la géométrie algébrique complexe restent valable sur les corps de caractéristique
positive. Cependant, les formes normales d’une courbe elliptique sont légérement plus compliquées. En
utilisant un changement de variables inversible des coordonneés projectives, on peut toujours réduire
léquation F' = 0 en coordonnées affines a I'un des types suivantes(Koblitz N. (1987)) :

1. Pour p #2,3:
y? =2 +ax +b (4a® + 2702 £ 0), a,b € T, (16.8)

(on interdit le cas des racines multiples).

2. Pourp=2:
vV +y=a>+ar+b, a,beFy (16.9)

(on n’a plus besoin d’exclure ici le cas des racines multiples).

3. Pour p=3:
v =23 +ar? +bx+c, a,bceFy (16.10)
(on reinterdit le cas des racines multiples).

La courbe projective ainsi défini posséde toujours le point O = (0 : 1 : 0), rationnel sur F,, (rappelons
que lensemble C(F,) des points rationnels sur F,, d'une courbe projective € : F(X,Y,Z) = 0 est le
sous-ensemble de IP’I%p des points

{(X:Y:Z)EIPH%p | F(X,Y,Z):o}

Combien de points sur I, c’est-a-dire, combien de solutions projectives de la congruence F' = 0 mod p,
peut-on avoir ? Bien evidemment, le nombre total est au plus 2p + 1 (on compt O), puisque sous la
forme affine tout point fini  donne au plus deux valeurs de y. D’un autre coté, seulement une moitié des
classes résiduelles sont les carrés (pour p impaire). Donc on peut espérer que z3 + ax + b est un carré
pour environ une moitié des x’.

Plus précisemment, soit x(z) = (%) le symbole de Legendre ([@1). Alors on a par la définition, que

le nombre de solutions de y* = u dans F,, est 1 + x(u). Ceci implique,

Card C(F,) =1+ Z (1+x(2® + az + b))
z€lF,

2 +axr+b
ey (e,

z€F) p

N. Koblitz (1987) compare la derniére somme avec un résultat sur les marches aléatoires sur une droite.
Aprés p marches on peut espérer d’étre & distance environ ,/p de zéro. En fait, on peut démontrer le
théoréme suivant remarquable :

THEOREME 16.4.2 (H.HASSE (1937)) Soit N, = Card C(F,). Alors

INp — (p+ 1] <2Vp.
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Un preuve élémentaire a ét¢ donné par Yu.I.Manin (1956).

REMARQUE. Les courbes elliptiques sur les corps finis trouvent beaucoup d’applications. En particulier,
les cas ol un tel groupe est cyclique de grand taille aménent au cryptosystémes ECDLP ("Elliptic curve
discrete logarithm problem"), voir [Kob&7|.

EXERCICES

16.1

16.2

16.3

16.4

16.5

On considére la courbe affine sur QQ donnée par I’équation
(‘3:21’2+3y2:5.

(a) Montrer qu’il existe un point rationnel (zo,y0) € C(Q).
(b) Soit ¢t € Q. Trouver tous les points d’intersection de la droite
Yy —yo = t(z — o)
avec la courbe C(Q).
(c¢) En déduire une parametrisation rationnelle de la courbe €.
(d) Trouver tous les points rationnels de la courbe projective, donnée par ’équation homogéne 2X 2 4-3Y2 —
52% = 0.

On considére la courbe affine sur F49, donnée par ’équation
€2z 4+ 3y* = 5.

(a) Montrer qu’il existe un point rationnel (zo,y0) € C(Fag).
(b) Soit t € Fa9. Trouver tous les points d’intersection de la droite
Y — yo = t(z — xo)
avec la courbe C(F49).
(c¢) En déduire une parametrisation rationnelle sur F49 de la courbe C.
(d) Trouver tous les points rationnels sur F49 de la courbe projective donnée par ’équation homogéne
2X%4+3Y?-52>=0.
On considére la courbe cubique plane & C P? sur Q, donnée sous la forme affine suivante y* = x(z +9)(x —
16).
(

a) Trouver 'equation de € en coordonnées projectives.
(b) Montrer que la courbe € est lisse.

(c) Montrer que 'ensemble
G = {(c0,0), (0,0), (0, -9), (0, 16), (—4, 20), (—4, —20), (36, 180), (36, —180)} C P*
est un sous-groupe de £(Q).
(d) Le groupe G est-il cyclique ?
On considére une courbe cubique plane ¥ C P? sur F4, donnée sous la forme affine suivante 4> +y = z3+z+1.
(a) Montrer que la courbe F est lisse.
(b) Trouver 'ordre du groupe H = F(Fy).
(c) Le groupe H est-il cyclique ?

Points des courbes algébriques sur les corps finis (exemples)

COURBE de FERMAT sur GF(4)

>

>

2 +yP+22=0
restart ;
with(linalg)

Warning, the protected names norm and trace have been redefined and
unprotected
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VVVVVVVVVVYVYVYVYVYV

g:=x"2+x+1 mod 2;

g=z+x+1
alias(alpha = Root0f(g)) ;

f:=(x,y,2)->x"3+y"3+z"3;

f=(@y2) o’ +y°+2°

h:=(i,j)->x[i-1,j-1]: X:=Matrix(3,2,h);
Zo,0 0,1
X:=| 21,0 21,1
2,0 T2,1

u:=(i,j)-> alpha~(i-1):U:=Matrix(2,1,u);

o[l

To,0 + To,1Q
Yi=| z1,0+71,1
Ta 0+ T2 1

with(LinearAlgebra):
Y:= Multiply (X, U);

v[1]:=£(0, 1, x[2]);
v = 1 +123
v[2]:=f(1, x[1], x[2]1);

vy =1+ 23 + 257

vv[1]:=subs(x[0]=Y[1,1],x[1]1=Y[2,1], x[2]=Y[3,1],v[1]) ;
wi =1+ (22,0 + 72,1 @)3
vv[2]:= subs(x[0]=Y[1,1],x[1]1=Y[2,1], x[2]1=Y[3,1],v[2]) ;

wg =1+ (21,0 + 21,1 a)® + (22,0 + 22,1 @)

c:=0;

if £(0,0,1) mod 2 =0 then c:=c+1;
print (c, [0, O, 1]) fi;

for i from 0 to 1 do

for j from 0 to 1 do

if Eval(vv[1],{x[2,0]=i,x[2,1]=j}) mod 2 =0 then c:=c+1;

print (c,[0, 1, i+j*alphal) fi ;od ;od;
for i2 from O to 1 do
for j2 from O to 1 do
for il from O to 1 do
for j1 from 0 to 1 do

if Eval(vv[2],{x[2,0]=i2,x[2,1]=j2, x[1,0]=i1,x[1,1]=j1}) mod 2

=0 then c:=c+1;
print (c,[1, (il+jl*alpha)mod 2,
(i2+j2*alpha)mod 2]) fi od; od ;od ;od;

c:=0
1,10, 1, o]
2,0, 1, 1]

3,[0,1,14q]
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4, 1, a, 0]
5,1, 1, 0]
6, [1, 1+ a, 0]

, [1, 0, o]
, [1, 0, 1]
1,0, 1+ q]

— 00

9,

COURBE de FERMAT sur GF(16)

2 +yP+22=0
> restart ;

> with(linalg)

Warning, the protected names norm and trace have been redefined and
unprotected

>  g:=x"4+x+1 mod 2;

g=a*+z+1

\Y

alias(alpha = Root0f(g)) ;

> f:=(x,y,2z)->x"3+y"3+z"3;
fr=(2,y,2) »a® +y>+2°
h:=(i,j)->x[i-1,j-1]: X:=Matrix(3,4,h);

\Y

Zo,0 0,1 0,2 0,3
X:=| 71,0 %1,1 T1,2 1,3
2,0 2,1 T2,2 T23
> u:=(i,j)-> alpha~(i-1):U:=Matrix(4,1,u);

\Y

with(LinearAlgebra):
Y:= Multiply(X, U);

\Y

Warning, the assigned name GramSchmidt now has a global binding
3
3
3

20,0 + To,1 a0 + To,2 &% + To, 3 ¢
Y = zLo+xL1a+am2a2+xL3a
T2,0+ 2,10+ Ta 207 + T2 3
> v[1]:=£(0, 1, x[2]);
V1 Z:1+£C23
> v[2]:=f(1, x[1], x[2]);

vy =14 213 + 293

> vwv[1] :=subs(x[0]=Y[1,1],x[1]1=Y[2,1], x[2]=Y[3,1],v[1]) ;
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> vv[2]:

Vo 1= 1+(33170+$1,1Oé+$1720é2+$1,3043)3+(332,04—332710&-‘1-332,20(2+$2730é3)
c:=0;
if £(0,0,1) mod 2 =0 then c:=c+1;
print (c, [0, O, 1])
for i from 0 to
for j from O to
for k from 0 to
for 1 from O to
if Eval(vv[1],{x[2,0]=1i,x[2,1]=j,x[2,2]=k,x[2,3]=1}) mod 2 =0
then c:=c+1;
print (c, [0, 1,
i+j*alpha+tk*alpha~2+1*alpha~3]) fi; od; od ;od ;od;

for
for
for
for
for
for
for
for

VVVVVVVVVVVVVVVVVVVYVYVYVYVYV

i2
j2
k2
12
i1
j1
k1
11

from
from
from
from
from
from
from
from

0

[eNeoNoNeoNoNeNe]

to
to
to
to
to
to
to
to

vy i= 1+ (2,0 + T2, 1 + 32,202 + 23,303)
subs (x[0]=Y[1,1],x[11=Y[2,1], x[2]=Y[3,1],v[2]) ;

1 do
1 do
1 do
1 do

1 do

I S Y

1

do
do
do
do
do
do
do

fi;

if Eval(vv[2],{x[2,0]=i2,x[2,1]=j2,x[2,2]=k2,x[2,3]=12,
x[1,0]=i1,x[1,1]1=j1,x[1,2]=k1,x[1,3]1=11}) mod 2 =0 then c:=c+1;

print (c,[1,

il+jl*alphatkl*alpha~2+11*alpha~3, i2+j2+*alpha+k2*alpha~2+12*alpha~3])
fi; od; od ;od ;od;od;od;od; od;

c:=0
1, [0, 1, a + a?]
2,10,1, 1]
3,10, 1, 1+ a+ a?]
4, 1, a+ a2, 0]
5,1, 1, 0]

6, [1, a+a?+1, 0]
7, (1,0, o + o
8, 1,0, 1]
9,[1,0, a+ 1+ a?]

COURBE de KLEIN sur GF(16)

By+ 132+ 232 =0

> fk:=(x,y,2)->x"3*y+y~3*z+z"3%*x;

fo=(z,y,2) =Py +y’z+ 2t

> vk[1]:=fk(0, 1, x[2]);

vk1 := xo

> vk[2]:=fk(1, x[1], x[2]);

vko = x1 + x1° T9 + 29°
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> vwvk[1]:=subs(x[0]=Y[1,1],x[1]1=Y[2,1], x[2]=Y[3,1],vk[1]) ;

wwky =T o + T2,1 0 + 22,202 + 33 303

> vwvk([2]:= subs(x[0]=Y[1,1],x[1]1=Y[2,1], x[2]=Y[3,1],vk[2]) ;

wky =210+ 71,10+ 21,202 + 31 303
2 3\3 2 3
+ (0 +x 10+ 2z, 200° + 21, 30°)° (22,0 + 22,1 v + 22 20° + 22 30°)

+ (22,0 + T2,1 @ + X2 20% + 12 30°)3

c:=0;

if fk(0,0,1) mod 2 =0 then c:=c+1;

print (c, [0, O, 1]) fi;

for i from 0 to 1 do

for j from O to 1 do

for k from 0 to 1 do

for 1 from 0 to 1 do

if Eval(vvk[1],{x[2,0]=1i,x[2,1]=j,x[2,2]=k,x[2,3]=1}) mod 2 =0
then c:=c+1;

print (c, [0, 1,

i+j*alphatk*alpha~2+1*alpha~3]) fi; od; od ;od ;od;

for i2 from 0 to 1 do
for j2 from 0 to 1 do
for k2 from 0 to 1 do
for 12 from 0 to 1 do
for i1 from O to 1 do
for j1 from O to 1 do
for k1 from O to 1 do
for 11 from O to 1 do

if Eval(vvk[2],{x[2,0]=1i2,x[2,1]=j2,x[2,2]=k2,x[2,3]=12,
x[1,0]=i1,x[1,1]=j1,x[1,2]=k1,x[1,3]=11}) mod 2 =0 then c:=c+1;

print (c,[1,

il+jl*alpha+kl*alpha~2+11*alpha~3, i2+j2*alpha+k2*alpha~2+12*alpha~3])
fi; od; od ;od ;od;od;od;od; od;

VVVVVVVVVVVVVVVVVVVVYVYVYVYV

0
1

1, [0, 0, 1]

2, [0, 1, 0]
3,1, 0, 0]

4, 1,1+ a2, o?

5

[
[

, (1, a, a® + a?]
6, [1, a+ 1, a+ a?)
7,1, o, a+ a?

8 [1,1+a?+a, a+a?]
9, [1,1+a+a®+ a3 a+a?
10, [1, a + a2, a® + a + o?]
11, [1, o® + o, a® + 1]

12, [1, 1+ a+a? o®+1+a?]
13, [, a+a?+1,1+a® +q]
14, [1, a® + a2, a+ a? + 1]
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15, [1, a + a3, a+a? + 1]
16, [1, a +a?, a+a? + 1]
17, [1, %, 1 + a+ a? + o]

COURBE de KLEIN sur GF(8)

By+ydz+222=0
> restart ;
> with(linalg)
Warning, the protected names norm and trace have been redefined and
unprotected
> g:=x"3+x+1 mod 2;

g=x>+z+1

> alias(alpha = Root0f(g)) ;

> fk:=(x,y,2)->x"3*y+y~3*z+z"3%*x;
fe=(z,y,2) = 22y+y3z+232
> h:=(i,j)->x[i-1,j-1]: X:=Matrix(3,3,h);
Zo,0 To,1 ZLo,2
X:=| z1,0 Z1,1 T1,2
2,0 T2,1 T2,2
> u:=(i,j)-> alpha~(i-1):U:=Matrix(3,1,u);

1

U .= o

042

> with(LinearAlgebra):
Y:= Multiply (X, U);

vV

Warning, the assigned name GramSchmidt now has a global binding
2
2
2

To,0 + To,1 ¢+ Xp,2
Yi=| r0+z,1a+x 20
T2, 0+ T2 1+ T2 2
> vk[1]:=fk(0, 1, x[2]);
vk1 1= X2

> vk[2]:=fk(1, x[1], x[2]);
vko = x1 + x1° T9 + x9°
> vvk[1]:=subs(x[0]=Y[1,1],x[1]=Y[2,1], x[2]=Y[3,1],vk[1]) ;
voky 1= T 0 + T2, 1 @ + Ta, 2

> wvk[2]:= subs(x[0]=Y[1,1],x[1]1=Y[2,1], x[2]1=Y[3,1],vk[2]) ;
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VVVVVVVVVVVVVVVVYVYVYVYV

1wk2ﬁ:xLo%—xL1a4%xL2a2+(xL04—xL1a4ka2a2P(xzo%—x11a4%nga%

+($zo-%$zla-%$12a2ﬁ

c:=0;

if fk(0,0,1) mod 2 = O then c:=c+1;
print (c, [0, 0, 1]) fi;

for i from 0 to 1 do

for j from 0 to 1 do

for k from 0 to 1 do

if Eval(vvk[1],{x[2,0]=1i,x[2,1]=j,x[2,2]=k}) mod 2 =0 then

c:=ct+1;
print (c, [0, 1, i+j*alphatk*alpha~2])
fi; od; od ;od ;

for i2 from 0 to 1 do
for j2 from 0 to 1 do
for k2 from 0 to 1 do
for il from 0 to 1 do
for j1 from O to 1 do

for k1 from O to 1 do
if Eval(vvk[2],{x[2,0]=1i2,x[2,1]1=j2,x[2,2]=k2,

x[1,0]=i1,x[1,1]=j1,x[1,2]=k1}) mod 2 =0 then c:=c+1;

print (c, [1, il+jl*alpha+ki*alpha~2,

i2+j2*alpha+k2*alpha~2]) fi; od; od ;od ;od;od;od;

c:=0
c:=1
1, [0, 0, 1]
2, [0, 1, 0]
3,1, 0, 0]
4, 1, a, o?]
5, (1, 1, o?]
6, [1, 1+ a, a?]
7, (1, & + a, a]
8, [1, 1, a]
9,[1,1+a+a? a
10, [1, a2, a® + q]
11,1, 1, a® + o
12, [1, 1+ a2, a? + af
13, [1, a2, 1]
14, 1, a, 1]
15, [1, a® + a, 1]
16, [1, o, 1 + a?]
17, [1, 1+ a2, 1+ a2
18, [1, 1+ a+a?, 1+ a?]
19,1, a® + o, 1 +q
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20, [1, 1+ a2, 1+q]
21, [1, 1+ a, 1+ qf
22, [1, a?, 1 + a + o?]
23, [1, 1+ a, 1+ a+ a?]
24, [1, 1+ a+a?, 1+ a+a?]

COURBE de FERMAT sur GF(8)
> restart ;
> with(linalg)

Warning, the protected names norm and trace have been redefined and
unprotected

>  g:=x"3+x+1 mod 2;
g=a4+z+1
> alias(alpha = Root0f(g)) ;

> f:=(x,y,2z)->x"3+y"3+z"3;
fr=(z,y,2) —a®+y>+2°
> h:=(i,j)->x[i-1,j-1]: X:=Matrix(3,3,h);
Zo,0 <To,1 ZLo,2
X:=| 71,0 ®1,1 1,2
2,0 T2,1 T2,2
> u:=(i,j)-> alpha~(i-1):U:=Matrix(3,1,u);

1
U==| «
a?
> with(LinearAlgebra):
Y:= Multiply (X, U);

\

Warning, the assigned name GramSchmidt now has a global binding
2
2
2

To,0 + To,1 ¢+ Xp,2
Yi=| 210+, 1a0+T1,20
T2, 0+ T2 1+ T2 2
> wv[1]:=£(0, 1, x[2]);
v =1+ 53
> v[2]:=f(1, x[1], x[2]);
vy =14 213 + x93
> vv[1]:=subs(x[0]=Y[1,1],x[1]1=Y[2,1], x[2]=Y[3,1],v[1]) ;
i =1+ (22,0 + T2, 1 + T2, 2 02)3
> vv[2]:= subs(x[0]=Y[1,1],x[1]1=Y[2,1], x[2]=Y[3,1],v[2]) ;

wa =1+ (21,0 + 71,1 0+ 21, 20%)3 + (22,0 + T2,1 @ + 2,2 02)3
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c:=0;

for i from 0 to 1 do

for j from 0 to 1 do

for k from 0 to 1 do

if Eval(vv[1],{x[2,0]=1,x[2,1]=j,x[2,2]=k}) mod 2 =0 then
c:=c+1;

print (c,[0, 1, i+j*alpha+k*alpha~2])

fi; od; od ;od ;

for i from 0 to 1 do

for j from O to 1 do

for k from 0 to 1 do

for i1 from O to 1 do

for j1 from O to 1 do

for k1 from O to 1 do

if Eval(vv[2],{x[2,0]=1i,x[2,1]=j,x[2,2]=k,
x[1,0]=i1,x[1,1]=j1,x[1,2]=k1}) mod 2 =0 then c:=c+1;
print (c,[1, (i1l+jl*alpha+ki*alpha~2)

mod 2 , (i+j*alphatk*alpha~2) mod 2]) fi; od; od ;od ;od;od;od;

VVVVVVVVVVVVVVYVYVYVYV

c:=0
1, [0, 1, 1]
2,1, 1, 0]

3, [1, 1+ «, a?]
4,1, +a+1,q]
5, [1, 0 +1, a+ a?]

6, [1, 0, 1]
7, [1, a+a?, 1+ a?

8, [1, a2, a+1]
9,1, a, 1 +a+a?]

COURBE de FERMAT sur GF(9)
et +yt+2t=0

> restart ;
> with(linalg)
>  g:=x"2+1 mod 3;

Warning, the protected names norm and trace have been redefined and
unprotected

g:=z>+1
> alias(alpha = Root0f(g)) ;

> f:=(x,y,z)->x"4+y 4+z"4;
fr=(2,y,2) = a* +y* +2*
> h:=(i,j)->x[i-1,j-1]: X:=Matrix(3,2,h);
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Zo,0 To,1
X = 1,0 T1,1
2,0 T2,1
> u:=(i,j)-> alpha~(i-1):U:=Matrix(2,1,u);

o[l

Warning, the assigned name GramSchmidt now has a global binding

> with(LinearAlgebra):
> Y:= Multiply (X, U);

To,0 + To,1 @
Y:i=| z10+71,10
To 0+ T2 1Q
> v[1]:=f(0, 1, x[2]);
v =14zt
> v[2]:=f(1, x[1], x[2]);
vy =14z + 32*
> vv[1] :=subs(x[0]=Y[1,1],x[1]1=Y[2,1], x[2]1=Y[3,1],v[1]) ;
vy =1+ (2,0 + 72,1 a)*
> wvv[2]:= subs(x[0]=Y[1,1],x[11=Y[2,1], x[2]=Y[3,1],v[2]) ;

o =1+ (.23170 + 211 Oé)4 + (332,0 + 21 04)4

> c¢:=0;

> for i from O to 2 do

> for j from 0 to 2 do

> if Eval(vv[1],{x[2,0]=1,x[2,1]=j}) mod 3 =0 then c:=c+1;

> print (c,[0, 1, i+j*alphal) fi; od; od

> ;for i2 from O to 2 do

> for j2 from 0 to 2 do

> for il from O to 2 do

> for j1 from 0 to 2 do

> if Eval(wvv[2],{x[2,0]=i2,x[2,1]=j2,x[1,0]=i1,x[1,1]=j1})

> mod 3 =0 then c:=c+1;

> print (c,[1, (il+jl*alpha)mod 3

> ,(i2+j2*alpha) mod 3]) fi; od; od ;od ;od;

c:=0
1,[0,1,1%—@]
2,00,1, 1+ 2aq]
3,[0, 1,24 q]
4,00, 1,2+ 20]
5,1, 1+ a, 0]
6, [1,1+2q, 0]
7, (1, 2+ «a, 0]
8, 1,2+ 2a, 0]
9,1, a, o

10, [1, 2, @

11, [1, 1, o



134

12, [1, 2, o
13, [1, a, 2
14, [1, 2, 24
15, [1, 1, 2]
16, [1, 2, 2]

17, [1, o, 1]
18, [1, 2 v, 1]

19, [1, 1, 1]

20, [1, 2, 1]
21, [L, 0, 1 + af

22, (1,0, 1+ 2aq]

23, [1, o, 2]
24, [1, 2, 2]

25, [1, 1, 2]

26, [1, 2, 2]
27, [1, 0, 2 + a

28, [1, 0,2+ 2q]



Quatriéme partie
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Annexe A

Annexe : Postulat de Bertrand

1 Répartition" des nombres premiers

Un des problémes de I'arithmétique est celui de la "répartition" des nombres premiers, en quelque
sorte de leur essaimage parmi les nombres entiers. On étudie ci-dessous quelques propriétés de cette
répartition.

PROPOSITION 1.0.1 Pour tout entier n > 2 il existe une séquence de longueur n d’entiers consécutifs
dont aucun terme n’est premier.

On consideére la séquence f : 1,...,n — N définie par f(k) = (n+2)!+k+ 1. Pour tout k € 1,...,n le
nombre f(k) est divisible par k + 1 avec un quotient supérieur a (n + 1)!.

THEOREME 1.0.2 Pour tout entier n > 753 on a

s < LB o) ) < tog(a) T

5 log(n) 30 log(n)

“log(n) 5 log(n)

En particulier pour tout n > 2 il existe un nombre premier entre n et 2n. La derniére assertion est
connue comme étant le postulat de Bertrand.

La démonstration s’appuie sur une suite de lemmes donnant les propriétés de divisibilité des coeffi-
cients du binéme (27?)

4m 2
LEMME 1.0.3 Pour tout entier n > 2 on a l’encadrement < ( n) < 4™,

2\/n n

La propriété est évidement vraie pour n = 2. La seconde inégalité résulte directement de la formule du
bindéme car on a raisonnant par récurrence sur n, on obtient les inégalités :

<2n+2) - (2n+2)(2n+1) 47 grtt (n+1/2) - grtt

n+1 (n+12  2yn 2Vn+1 Jan+t1) 2o+l

qui permettent de conclure.
LEMME 1.0.4 Pour tout entier n > 2 et pour tout nombre premier p, l'exposant de p dans la décompo-

o0
sition primaire de n! est la somme finie E —1.

a=1

137
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Parmi les facteurs naturels de n!, le nombre de ceux qui sont divisibles par p est le quotient de n par
p, ce qui fournit un exposant 1 pour chacun d’eux. Le nombre de ceux qui sont divisibles par p? est le
quotient de n par p?, ce qui fournit un exposant 1 supplémentaire pour chacun d’eux, et ainsi de suite
jusqu’au plus grand exposant a tel que p® = n.

2n

LEMME 1.0.5 Pour tout n > 2, soit p un nombre premier divisant (n

) et strictement supérieur a v/2n.
Alors p divise exactement (27:1)

On applique le lemme précédent en remarquant que l’exposant de p dans (2:) est la somme
o0
2n n
> (7] 5])
ot p p

Si p est strictement supérieur & v/2n, cette somme se réduit & son premier terme qui est compris entre 0
et 1 et qui est égal a 1 si p divise (27?)

LEMME 1.0.6 Pour tout n > 2 tout nombre premier p et tout entier r, si p" divise (2711) alors p" est
strictement inférieur a 2n.

Pour tout entier n > 2, tout nombre premier p et tout entier r, on a

o< [1] <[]
p° P

Dans la somme donnant I’exposant b de p dans (2:), le nombre de sommants est inférieur ou égal au plus
grand entier a tel que p® < 2n. On a donc p® = p® < 2n.

LEMME 1.0.7 Pour tout n > 2, tout nombre premier p inférieur a n et strictement supérieur a 2n/3 ne

divise pas (2:) .

On a simplement [2n/p] = 2 [n/p] = 2. Le méme raisonnement montre que pour tout e €]0,1/2[ on peut
remplacer 2/3 par ¢ + 1/2.

LEMME 1.0.8 Pour tout entier n > 2 le produit des nombres premiers strictement inférieurs a n est
strictement inférieur & 4n.

Comme dans le Lemme [CO3 on montre que pour tout entier k£ on a . De plus, si p est un nombre
premier compris entre k + 1 et 2k + 1, I'application directe du Lemme [[TL4] montre que p divise (2,5:11)
avec I'exposant 1. On a donc la majoration

% +1
II » ‘ k41
k+1<p<2k-+1

et Hk+1<p<2k+1 p < 4%, On conclut a I'aide d’un raisonnement par récurrence sur n a partir de n > 3.
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PROPOSITION 1.0.9 - Pour tout entier n > 2 soit R(n) le produit des nombres premiers strictement
compris entre n et 2n. On a une décomposition (2:) = R(n)Q(n) qui a les propriétés :

— Les nombres R(n) et Q(n) sont premiers entre euz;

— Pour tout € > 0 le nombre Q(n) est strictement inférieur o 4+)/2(2p)V/2

— Pour toute >0 on a
4(n—e)/2

2/n(2n)V"/2

< R(n) < (2n)”(2”)_”(”).

11 est clair que R(n) divise (27?) car tout nombre premier strictement supérieur & n et strictement
inférieur a 2n divise (2n)! et est premier avec n!. Ceci prouve l'existence d’une telle décomposition. Si p
est un nombre premier divisant (2:) et compris entre n et 2n, il divise (2:) avec un exposant 1 d’aprés
le Lemme [CIIH ce qui prouve que R(n) et Q(n) sont premiers entre eux et en particulier que tout les
diviseurs premiers de Q(n) sont inférieur a n. Ceux qui sont supérieurs a v/2n sont inférieurs a (n +¢)/2
et y figurent avec l'exposant 1; les facteurs premiers p qui sont inférieurs & v/2n y figurent avec un
exposant 7 tel que p” soit strictement inférieur a 2n. Tout nombre premier étant 2 ou 3 ou de la forme
6s £+ 1, leur nombre est majoré par 2 + \/ﬁ/S

La seconde assertion résulte directement de cette considération et du Lemme La majoration de
R(n) est évidente. Par ailleurs on a d’aprés ce qui précéde et le Lemme [LII3 en passant a la limite sur
€:

(27:1) - 4m 1 B 4n/2

F = Qn) = 2 G an VTR AT

Démonstration du Théoréme [[LILA La majoration de 7(2n) — 7(n) résulte directement de la minora-
tion de R(n) donnée dans la Proposition [LILA En ce qui concerne la minoration on a brutalement

nlog(d)  log(2) log(n) Vo
m(2n) = m(n) 2 2log(2n) log(2n)  2log(2n) 2= 3

Dans 'expression ci-dessus, on voit sans peine que pour n assez grand, la fonction

131log(4) n
30 log(n)

n —

est inférieure a la fonction de droite de ’expression ci-dessus. Pour déterminer le n seuil qui est 753,
on considére une petite session MAPLE résumée ci-dessous. On termine "a la main" pour démontrer le
postulat de Bertrand.

> f:=x — 2*x/15;
g :=x — (x*(In(4)/2)—1n(2)—In(x)—2—sqrt(2*x)/3) /In(2*x) —(x—f(x))*In(4)/(2*In(x)) ;
evalf(g(752)) ;evalf(g(753)) ;

THEOREME 1.0.10 Soit n — p(n) la suite des nombres premiers. La série de terme général 1/p(n) est
divergente.

Bien entendu ce théoréme est plus riche que celui qui dit que I’ensemble des nombres premiers est infini.
La premiére démonstration de ce résultat est semble-t-il due a Leonard Euler. Ce théoréme repose sur
le lemme élémentaire
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LEMME 1.0.11 Pour tout réel strictement positif x, et pour tout entier n, soit N(j,x) le cardinal de
l’ensemble

NG, z)={n|neNV(0<n<ax)V (p premier et p divise n = p < p(j))},

ensemble des entiers naturels non nuls inférieurs a x dont tous les diviseurs premiers sont inférieurs ou
égaux a p(j). Alors on a N(j,z) <271 /x.

Tout entier naturel non nul n peut se décomposer de fagon unique sous la forme q(n)?m(n) ott m(n)
est produit de nombres premiers tous différents (on dit que m(n) est la partie sans facteur carrée ou
"quadratfrei” de n). Le nombre des entiers quadratfrei appartenant & N(j,x) est au plus égal a 25 + 1.
Le nombre des entiers carrés inférieurs a x est inférieur a y/z. D’ou le résultat, "a la louche".

Raisonnons par ’absurde et supposons que la dite série soit convergente. Il existerait un entier j tel que
le reste de cette série Y po 41 ﬁ soit inférieur & 1/2. Soit alors = un réel strictement supérieur a 2274,
Le nombre des entiers inférieurs & « dont tous les diviseurs premiers sont inférieurs ou égaux a p(j) est
N(j,z). Le nombre des entiers inférieurs & = dont au moins un diviseur premier est p(k) avec k = j + 1
est au plus z/p(k). Dans ces conditions on a

o0
1
v <N(z)+z Yy —=<N(jz)+

|8

Ceci implique N (j,7) = 2/2 > 2%+3 > 25 + % et une contradiction avec le lemme. On en conclut que la
série est divergente.

Un autre sujet d’excitation sur la répartition des nombres premiers est le Théoréme des nombres
premiers :

THEOREME 1.0.12 Pour tout réel positif x, soit w(x) le nombre des nombres premiers strictement in-
férieurs a x. Lorsque x tend vers Uinfini, w(x) est équivalent & x/ln(x). Plus précisément, il existe une

constante c telle que
T du
w@) =31 = [ ot wexp(—cy/Tox(@)

La premiére démonstration de ce théoréme est due & De La Vallée Poussin en 1896. La difficulté dans
ce genre de théoréme est la détermination du "terme d’erreur"”, voir [Tenenbaum G., Mendes-France, Les
nombres premiers, Collection Que Sais-Je, PUF, 1997]

2 Construction d’une table de nombres premiers.

Pour construire une (petite) table de nombre premiers, on peut utiliser de proche en proche les
nombres premiers déja déterminés. Dans la procédure suivante, on construit un tableau des M premiers
nombres premiers et on détermine la liste compléte de nombres premiers inférieurs au carré du M;éme
nombre premier. On gardera pour le texte le cas M = 400. On part du fait que tout nombre premier
différent de 2 et de 3 est de la forme 6s + 1.

program tabprim ;
const M0 =401 ; M1=400;
type indice =0..M1;
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table = tableau[indice] de entier ;
liste = liste de entier;
var j : indice;
m,n,n2,x : entier;
prim : table;
prim 1 : liste;
debut adjoindre a prim_ 1 les nombres 2 et 3; prim[0] :=5;
j:=0;x:=2;n:=5;n2:= 2; tant que j < MO faire
debut k :=0; tant que n mod prim[k] # 0 et prim[k] < n2 faire k := k+1;
si n mod prim[k] > 0 alors
debut j := j+1; prim[j] :=n; adjoindre n & prim; fin;
n:=n+x; x := 6-x; m := n2*n2;
tant que m < n faire debut m :=m + 2*n2 + 1; n2 :=n2 + 1 fin
fin; & ce stade on a M0 nombres premiers en tableau
tant que n2 = prim[M1] faire
debut k :=0; tant que n mod prim[k] # 0 et prim[k] = n2 faire k := k+1;
si n mod prim[k] > 0 alors adjoindre n a prim_1;
n:=n+x; x := 6-x; m := n2*n2;
tant que m < n faire debut m :=m + 2*n2 + 1;n2 := n2 + 1 fin
fin
sortir (prim_ 1)
fin.

Voici un programme en TEX pour construire une table des nombres premiers :

\newif\ifprime\newif\ifunknown

\newcount\n \newcount\p \newcount\d \newcount\a
\def\primes#1{2,73} assume that #1 is at least 3
\n=#1 \advance\n by -2

\p=5

\loop\ifnum\n>0 \printifprime\advance\p by2 \repeat}
\def\printp{,

\ifnum\n=1 et™\fi

\number\p \advance\n by -1 }
\def\printifprime{\testprimality \ifprime\printp\fi}
\def\testprimality{{\d=3 \global\primetrue
\loop\trialdivision \ifunknown\advance\d by 2 \repeatl}}
\def\trialdivision{\a=\p \divide\a by\d

\ifnum\a>\d \unknowntrue\else\unknownfalse\fi
\multiply\a by\d

\ifnum\a=\p \global\primefalse\unknownfalse\fi}

Par exemple, les quatre cent premiers nombres premiers sont
\primes{400}
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Par exemple, les quatre cent premiers nombres premiers sont 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41,
43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97, 101, 103, 107, 109, 113, 127, 131, 137, 139, 149, 151, 157,
163, 167, 173, 179, 181, 191, 193, 197, 199, 211, 223, 227, 229, 233, 239, 241, 251, 257, 263, 269, 271, 277,
281, 283, 293, 307, 311, 313, 317, 331, 337, 347, 349, 353, 359, 367, 373, 379, 383, 389, 397, 401, 409, 419,
421, 431, 433, 439, 443, 449, 457, 461, 463, 467, 479, 487, 491, 499, 503, 509, 521, 523, 541, 547, 557, 563,
569, 571, 577, 587, 593, 599, 601, 607, 613, 617, 619, 631, 641, 643, 647, 653, 659, 661, 673, 677, 683,
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691, 701, 709, 719, 727, 733, 739, 743, 751, 757, 761, 769, 773, 787, 797, 809, 811, 821, 823, 827, 829,
839, 853, 857, 859, 863, 877, 881, 883, 887, 907, 911, 919, 929, 937, 941, 947, 953, 967, 971, 977, 983,
991, 997, 1009, 1013, 1019, 1021, 1031, 1033, 1039, 1049, 1051, 1061, 1063, 1069, 1087, 1091, 1093, 1097,
1103, 1109, 1117, 1123, 1129, 1151, 1153, 1163, 1171, 1181, 1187, 1193, 1201, 1213, 1217, 1223, 1229,
1231, 1237, 1249, 1259, 1277, 1279, 1283, 1289, 1291, 1297, 1301, 1303, 1307, 1319, 1321, 1327, 1361,
1367, 1373, 1381, 1399, 1409, 1423, 1427, 1429, 1433, 1439, 1447, 1451, 1453, 1459, 1471, 1481, 1483,
1487, 1489, 1493, 1499, 1511, 1523, 1531, 1543, 1549, 1553, 1559, 1567, 1571, 1579, 1583, 1597, 1601,
1607, 1609, 1613, 1619, 1621, 1627, 1637, 1657, 1663, 1667, 1669, 1693, 1697, 1699, 1709, 1721, 1723,
1733, 1741, 1747, 1753, 1759, 1777, 1783, 1787, 1789, 1801, 1811, 1823, 1831, 1847, 1861, 1867, 1871,
1873, 1877, 1879, 1889, 1901, 1907, 1913, 1931, 1933, 1949, 1951, 1973, 1979, 1987, 1993, 1997, 1999,
2003, 2011, 2017, 2027, 2029, 2039, 2053, 2063, 2069, 2081, 2083, 2087, 2089, 2099, 2111, 2113, 2129,
2131, 2137, 2141, 2143, 2153, 2161, 2179, 2203, 2207, 2213, 2221, 2237, 2239, 2243, 2251, 2267, 2269,
2273, 2281, 2287, 2293, 2297, 2309, 2311, 2333, 2339, 2341, 2347, 2351, 2357, 2371, 2377, 2381, 2383,
2389, 2393, 2399, 2411, 2417, 2423, 2437, 2441, 2447, 2459, 2467, 2473, 2477, 2503, 2521, 2531, 2539,
2543, 2549, 2551, 2557, 2579, 2591, 2593, 2609, 2617, 2621, 2633, 2647, 2657, 2659, 2663, 2671, 2677
2683, 2687, 2689, 2693, 2699, 2707, 2711, 2713, 2719, 2729, 2731, et 2741



Annexe B

Annexe : Factorisation des polynomes
(F. SERGERAERT)

e Référence : Don Knuth, The Art of Computer Programming, vol. 2, pp.
381-398.

> restart ;

> with(linalg)

Warning, the protected names norm and trace have been redefined and
unprotected

e La factorisation des polynémes n’est pas un sujet vraiment facile, pas plus que la factorisation
des entiers! On présente ici le principal outil, la méthode de Berlekamp, qui concerne en fait la
factorisation dans le cas du corps de base fini, puis on explique dans les cas les plus simples comment
elle peut étre utillisée pour obtenir la factorisation des polynomes & coefficients rationnels.

1 Rappels sur les corps finis.

e On rappelle que p est premier si et seulement si tous les coefficients du bindme C(p, k) sont divisibles
par ppour 0 < k < p:

> seq(evalb(binomial(13,k) mod 13

0), k =0..13) ;
> seq(evalb(binomial(9,k) mod 9 =

0, k 0..9) ;
false, true, true, true, true, true, true, true, true, true, true, true, true, false

false, true, true, false, true, true, false, true, true, false

e Il en résulte que si on travaille dans Z/ p, la formule (a 4+ b)? = a? + bP est valide, en particulier
(a+ 1) = aP + 1 et il en résulte par récurrence, partant de 17 = 1, que a? = a dans Z/ p.

e Un corps K fini est de caractéristique bien définie p : c’est le plus petit entier positif vérifiant p x
1= (def) 1+ 1+ ...+ 1(pfois) = 0. Nécessairement, p est premier, sinon on aurait dans K
des diviseurs de 0. Le corps K contient donc en particulier le sous-corps {0, 1, 2, ..., p— 1} = Z/
P qu’on notera simplement Z,, et K est donc un espace vectoriel sur Z, de dimension d; il a alors
p? éléments. La formule démontrant que le morphisme de Frobenius a — aP est Z-linéaire (et donc
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aussi Z,-linéaire) : (a + b)P = aP + b reste valable, mais il est maintenant fauz, sauf si d=1, que
aP= a pour tout a de K. En effet, puisque XP — X est de degré p, il ne peut avoir que p racines
dans K, & savoir les éléments de Z;, dans K. On verra que cette remarque est la clé de la méthode
de Berlekamp pour factoriser un polynéme & coefficients dans Z,,.

Le groupe multiplicatif des éléments non nuls de K a pour cardinal p? — 1, et il en résulte que
8¢ i (*-1) = isfaite - 5 () _
pour tous ces éléments, la relation a =1 est satisfaite; le polynéme X X a donc pour
racines tous ces éléments, et de plus 1’élément nul. Les éléments de K sont donc tous racines de ce
d

polynome,et il en résulte que X @) — X = [I, (X — @) ou a parcourt exactement tous les éléments
de K. Donc K est un (donc le) corps de décomposition de ce polynome et il en résulte qu’il n’existe
qu’'un seul corps de cardinal p?.

Soit P dans Z,[ X| un polynéme irréductible de degré d. Alors le quotient Z,[ X]/ P est un corps a
p? éléments. 11 résulte de ce qui précede que la classe d’isomorphisme de ce corps est indépendante
de P. Le polynéme P divise nécessairement le polynéme X ». X ; en effet, si x est la classe de X
dans Z, [ X]/ P, le polynéme minimal de x ne peut étre que P, mais d’aprés ce qui est dit ci-dessus,
 est aussi racine de X" - X et donc ce dernier polyndéme est divisble par P. Il en résulte aussi
que P est entiérement scindé dans K, donc une seule extension suffit toujours pour obtenir le corps
de décomposition d’un polynoéme irréductible : toute extension de Z,, est galoisienne.

lllustration.

>

>
>

\Y

rnd := rand(0..2)

Contrairement au cas des coefficients entiers banals, il faut «tadtonner» un peu pour trouver un
polyndéme irréductible & coeffcients dans Z3.

_seed := 1639 :
P := sort(X"3 + add(rnd()*X~i, i=0..2)) ;

P:=X34+2X2+1
Irreduc(P) mod 3 ;
true

Il en résulte que le méme polynoéme est Q-irréductible :

irreduc(P) ;
true

Mais la réciproque est fausse : il arrive souvent qu’un polyndéme soit @Q-irréductible, mais pas
Z,-irréductible ; il arrive méme que ceci se produise quel que soit p pour le méme polynéme Q-
irréductible, c’est le cas de X4 + 1.

irreduc(X~4+1) ;
true

Irreduc(X~4+1) mod 67 ;
false
Factor(X~4+1) mod 67 ;
(X2 +47X +66) (X2 +20 X + 66)
Factor(X~4+1) mod nextprime(1076) ;
(X2 + 410588 X + 1000002) (X2 + 589415 X + 1000002)
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e Pour travailler sous Maple dans des extensions de Z,, on procéde comme pour les extensions de
@, mais il n’y a aucune différence dans 'usage initial de RootOf, c’est seulement en fin de calcul
qu’on précise qu’on veut travailler dans Z,, et ses extensions, en suffizant par «mod p».

alias(alpha = Root0f(P)) ;

Vv

o

Le quotient Z3[ X]/ P est un espace vectoriel de degré 3 sur Z3, dont les éléments sont tous de la
forme i + ja + ko2 pour i, j et k parcourant Zs.

Calcul du polynome ayant exactement tous les éléments de Z3| X|/ P comme racine

mul (mul (mul (X-i-j*alpha-k*alpha~2,
k=0..2),

§=0..2),

i=0..2) ;

VVVYV e

XX-a)(X-2)(X-a)(X —a—a?) (X —a—2a?) (X -20a)(X —2a—a?)
(X —2a-2a) (X -1DN(X-1-a?)(X-1-2>)(X-1-a)(X —1—a—a?)
(X-1-a—-2a*)(X-1-2a)(X-1-2a—-a®>) (X —-1-2a—2a%) (X —2)
(X -2-a?)(X-2-2a)(X-2-a)(X -2—-a—-a?) (X -2—-a—2a?)
(X -2-20)(X-2-2a—-0a?) (X —2—-2a—2a?)

Développement du produit.

Expand (%) mod 3 ;

%

2X + X2

o ... autrement dit X" — X. A comparer avec :

> collect(evala(expand(%%)), [X, alphal)

Vérification de la propriété de divisibilité.

Divide(X~27-X, P) mod 3 ;

Vv

true

e Et pour cause :
> Factor(P, alpha) mod 3 ;
(X+a?+a+1)(X+2a2+1) (X +2a)

e Car, comme expliqué plus haut, une seule extension suffit toujours & décomposer complétement le
polynéme initial. Propriété en général fausse dans le cas rationnel :

> factor(P, alpha) ;
(X —a)(X?+2X +Xa+2a+a?)

2 Bases de la méthode de Berlekamp.

e On travaille dans 'anneau de polynémes Z,[ X|, pour un premier p, et sauf indication contraire,
Z7| X] dans les exemples
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Soit P dans Zp| X] et P = P;... P, sa décomposition en facteurs irréductibles. On suppose d’abord
que P est sans facteur multiple, sinon ceci est détecté facilement par le PGCD du polynéme et du
polynome dérivé. Construisons un exemple de cette sorte.

rnd := rand(0..6)

rndP := proc(n)

RETURN (sort(X"n + add(rnd()*X~i, i=0..(n-1))))
end :

_seed := 1730 :

P1, P2 := rndP(3), rndP(3) ;

Pl,P2:=X34+X24+2X +4, X34+4X?4+4X+2

Le polynoéme qui suit va certainement avoir un facteur multiple, mais on fait semblant de ne rien
Savoir & ce propos.

P := sort(Expand(P1°2 * P2) mod 7) ;
P:=X°+6X%+3X"+3X*+5X3+5X?+5X +4

On détecte un facteur multiple éventuel par 'examen du PGCD entre le polynéme et son dérivé.
Ged(P, diff(P, X) mod 7) mod 7 ;
X34+ X24+2X +4

Et on commencerait par factoriser X2 + X2 4 2 X + 4. Presque toujours (pas toujours, pourquoi ?)
le polynome initial est divisible par le carré de ce terme.

Rem(P, %~2, X) mod 7 ;

Quo(P, %%~2, X) mod 7 ;
X34+4X24+4X+2

ce qui redonne comme par hasard nos polyndomes initiaux.
On suppose donc désormais qu’il n’y a aucun facteur multiple dans P.

Si P= P;... P, est la décomposition de P en facteurs irréductibles, le théoréme du reste chinois
donne un isomorphisme canonique :

[ X]/ P =2, X]|/ Pr + ... Z,] X]/ Pr. Les facteurs du second membre sont tous des corps, le
premier membre n’est un corps que si P est irréductible, autrement dit si r = 1.

Il en résulte, c’est ’astuce de Berlekamp, un test permettant, sans connaitre r, de «deviner» sa
valeur. Considérons en effet ’équation ot I'inconnue V' est un élément de Z,[ X]/ P :

VP_V =0

Si on traduit cette équation vers le second membre (qu’on ne connait pas!), 'inconnue V' devient un
r-uplet ( Vi, ..., V;.), et comme lisomorphisme utilisé est un isomorphisme d’anneauz, 1'équation
se transforme en r équations V; P = V;. Comme l'inconnue V; est cette fois dans le corps Z,|
X]/ P;, on sait qu'il y a exactement les p racines 0, ..., p— 1 dans Zp[ X]/ P;. On en déduit que
le cardinal des solutions est exactement p”. Ainsi le cardinal de I’ensemble des solutions va nous
donner le nombre fatidique r. D’une facon trés approximative, on peut dire que Berlekamp observe
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que plus P est réductible, ¢moins» Z,| X|/ P est un corps, et plus 'ensemble des solutions de
notre équation va étre vaste.

Le deuxiéme élément clé de la méthode de Berlekamp consiste & remarquer que puisque 'application
V' — VP est linéaire, ’équation VP — V' = 0 est, malgré les apparences, une équation linéaire, et on
dispose donc de tous les outils linéaires classiques pour la traiter.

Exemple. Soit a étudier si notre polynéme P1 est irréductible dans Z7. Il faut construire la
matrice de Papplication linéaire V' — VP —V dans Z,[ X|/ P;. On prend la base canonique 1, X,
X2 (ou plus précisément leurs classes modulo P;). L’image de X7 est donc la classe de X (P7) — X7,
et les éléments de colonne correspondants sont les coefficients appropriés. On construit & part la
procédure BerlTerm permettant le calcul du terme d’indices ( 4, j) de la matrice de Berlekamp
du polynéme P par rapport a Z,.

BerlTerm := proc(p::posint, P::polynom(integer, X),
i::posint, j::posint)
RETURN (coeff (Rem (X~ (p*(j-1))-X"(j-1), P, X) mod p,
X, i-1))
end :
BerlMatrixl := matrix(3, 3, (i,j) -> BerlTerm(7, P1, i,j)) ;
0 0 1
BerlMatrizl == | 0 3 0
0 6 1

La dimension du noyau nous donne la dimension de ’espace des solutions, c’est-a-dire le nombre des
facteurs irréductibles. On voit que le rang est 2, ’espace des solutions est donc de dimension 1, ce
ne peut étre que Z7, solutions «inévitables», et notre polyndéme est donc irréductible. Pour obtenir
le rang de cette matrice dans le cas général, il faut utiliser la procédure Nullspace combinée avec
mod.

Nullspace(BerlMatrix1) mod 7 ;
{[1, 0, 0]}
Vérification.
Irreduc(P1) mod 7 ;
true

Méme travail avec Ps.

BerlMatrix2 := matrix(3, 3, (i,j) -> BerlTerm(7, P2, i,j)) ;
0 4 0
BerlMatriz2 := | 0 5 0
0 1 0

Nullspace (BerlMatrix2) mod 7 ;
{[1, 0, 0], [0, O, 1]}
Irreduc(P2) mod 7 ;
false

On voit qu'ici notre équation V? —V a 49 solutions, 49 = 72, et notre polynéme a donc deuz
facteurs irréductibles. Il reste a les déterminer. Dans un cas si simple, c’est trés facile, il suffit de
chercher 1’élément a de Z7 nécessairement racine de Ps et le quotient par X — a donnera l'autre
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facteur irréductible. Mais on veut expliquer comment il faut procéder dans le cas général. C’est le
sujet de la section suivante.

> for i from O to 6 do

> if Eval(P2, X=i) mod 7 = O then print(i) fi
> od ;
3
> Quo(P2, X-3, X) mod 7 ;
X244
> Irreduc(%) mod 7 ;
true

> Factor(P2) mod 7 ;
(X2 +4)(X +4)

3 Trouver les facteurs irréductibles.

e Les solutions de I'équation VP —V = 0 ne donnent pas seulement le nombre de facteurs irréduc-
tibles, chaque solution donne aussi une décomposition, en général partielle, mais toujours non
triviale, du polyndéme proposé en facteurs de degrés plus petits. Ceci est di au fait que dans Z,,
nous avons la décomposition :

VP—-V=V(V-1)
e (V=p=1).

e Dire que V est une solution de V? —V dans Z,[ X]/ P revient a dire que P divise VP — V, mais
la factorisation ci-dessus de VP — V' va justement nous permettre de «découper en tranches» le
polynéme P.

e D’abord si P est irréductible, les seules solutions de V? — V' = 0 sont les éléments de Z,,, auquel cas
le «polynéme» VP — V est non seulement divisible par P, il est méme nul! et aucune «information»
ne peut étre obtenue, heureusement.

e Par contre si P est factorisable, on va avoir des solutions différentes. Ces solutions vont étre
de «vrais» polynémes (non constants), et un tel polynome V va étre de degré forcément <
d = degree(P). On a alors le résultat suivant :
P =[I-, PGCD(P, V — 1)

e FEn effet VP — V est divisible par P, et donc tout facteur irréductible de P va diviser VP — V et
se retrouver dans 'un des PGCD. Donc P divise le produit. Inversement, comme les V — 4 sont
premiers deux & deux (pourquoi?), le méme facteur de P ne peut pas se retrouver deux fois a
droite. Compte tenu par ailleurs du fait que degree(V — i) < d, on voit donc qu’on a ainsi, quel
que soit V' solution «non constante» de VP —V = 0, une factorisation non triviale de P.

e Essayons ce mécanisme avec notre polynéme P,. Un V non trivial est & trouver dans le noyau de
la matrice de Berlekamp :

> eval(BerlMatrix2) ;
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> Nullspace(BerlMatrix2) mod 7 ;
{[1, 0, 0], [0, O, 1]}

e Le générateur [1,0,0] du noyau correspond aux solutions triviales de V? —V = 0, mais lautre,
[0,0,1], expression dans notre base du polyndéme X2, est une solution non triviale.

> Divide(X~14-X"2, P2) mod 7 ;
true
> seq(Gcd(P2, X~2-1) mod 7, i=0..6) ;

1,1, X+4, X24+4,1,1,1

e Et on a bien notre décomposition.
> evalb(P2 = Expand(mul(gcdi, gcdi=[%])) mod 7) ;

true

Dans le cas général, il n’y a pas de raison que la décomposition compléte de P soit ainsi obtenue &
I’aide d’une seule solution non triviale V. C’est forcément ce qui arrive si le nombre de facteurs de
P est plus grand que p. Construisons P de sorte qu’il ait au moins 8 facteurs.

_seed := 1054 :

for i from 1 to 8 do

Pl|i := rndP(2)

end do ;

V V V V

Pl :=X%24+4X+2
P2:=X24+2X+3
P3:=X24+3X+2

P}, :=X?+2X
P5:=X?+5X+5
P6:=X%2+2X+5

P7:=X?+6X

P8 :=X?+5X+1

> P := sort(Expand(mul(P||i, i=1..8)) mod 7) ;

P=XY% 4 X4 6X44+4XB4+3X24+6 X +6X04+5X24+3X8+3X7+5X6+ X7
+2X4+ X34+2X2
e Mais on peut avoir des facteurs multiples, qu’il faut éliminer pour que notre exemple soit correct.
> Gcd(P, diff(P,X) mod 7) mod 7 ;
X5+ 6X4+4X3+5X2+5X

> P := Quo(P, %, X) mod 7 ;
P=X"142X1044X9492X842X"4+5X06 4 X5+ X*4+4X246X
> Gcd(P, diff(P,X) mod 7) mod 7 ;

e Donc plus de facteurs multiples.
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> BerlMatrix := matrix(11,11, (i,j) -> BerlTerm(7,P,i,j)) :

> Kernel := Nullspace(%) mod 7 ;
Kernel := {[0, 5, 3, 5,0, 0, 1, 0, 0, 0, 0], [0, 5, 2, 5,0, 0, 0,0, 0, 0, 1],
[1,o0,0,0,0,0,0,0,0,0,0]]0,1,0,0,0,0,0, 1,0, 0, 0],
[0,3,0,1,0,0,0,0,0,1,0],[0,1,0,3,0, 1,0, 0, 0, 0, 0],
[0, 0,0,0,0,0,0,0,1,0,0], [0, 4, 6,4, 1,0,0,0,0, 0, 0]}

e Les éléments du noyau sont des vecteurs, ce qui est techniquement désagréable pour la suite, on les

transforme tous en listes.

> Kernel := map(convert, Kernel, list) ;
Kernel := {[0, 5, 3, 5,0, 0, 1, 0,0, 0, 0], [1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0],
[0, 5, 2,5,0,0,0,0,0,0, 1], [0, 1, 0, 0,0, 0, 0, 1, 0, 0, 0],
[0,3,0,1,0,0,0,0,0,1,0],][0,1,0,3,0, 1,0, 0, 0, 0, 0],
[0,4,6,4,1,0,0,0,0,0,0], [0,0,0,0,0,0,0,0, 1, 0, 0]}

> r := nops(Kernel) ;

r:=8

e Donc 8 facteurs irréductibles. On retire 1’élément de noyau correspondant aux solutions triviales.

> Kernel := Kernel minus {[1, 0$10]1} ;

Kernel := {[0, 5, 3, 5, 0,0, 1, 0, 0, 0, 0], [0, 5, 2, 5, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1],
[0,1,0,0,0,0,0,1,0,0,0],[0,3,0,1,0,0,0,0, 0, 1, 0],
[0,1,0,3,0,1,0,0,0,0,0],0,4,6,4,1,0,0,0,0, 0, 0],
[0,0,0,0,0,0,0,0, 1, 0, 0]}
> Vvectorl := Kernel[1] ;
Vwector! :=[0, 5, 3, 5,0, 0, 1, 0, 0, 0, 0]
> V1 := sort(add(Vvectori[i]*X~(i-1), i=1..11)) ;
Vi=X4+5X34+3X24+5X
> factorsl := {seq(Gcd(Vi-i, P) mod 7, i=0..6)} minus{1} ;
factorsl] = {X2+2X +5, X2 +5X +5, X +1, X3+4X%2+6, X3+4X2+2X}
> nops(factorsl) ;
5
> evalb(P = Expand(mul(gcdi, gcdi=factorsl)) mod 7) ;
true

e On voit qu'une décomposition non triviale de P est bien obtenue, mais ce n’est évidemment pas
1a la décomposition compléte en facteurs irréductibles, puisqu’on a construit P comme un produit
de facteurs de degré 2. Comme seulement 7 cases sont disponibles dans le résultat, certainement
certains facteurs ainsi obtenus sont encore réductibles.

e Le point suivant consiste & dire qu’en essayant au besoin les autres éléments «non triviaux» du
noyau de la matrice de Berlekamp, on va réussir, en recoupant les résultats, & obtenir la factorisation

compléte. Expliquons ce qu’il faut entendre par recouper.

e Prenons un autre vecteur de notre noyau.
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> Vvector2 := Kernel[2] ;
Vwector2 := [0, 5, 2, 5,0, 0, 0, 0, 0, 0, 1]
> V2 := sort(add(Vvector2[i]*X~(i-1), i=1..11)) ;
V2 :=X"045X34+2X?+5X
> factors2 := {seq(Gcd(V2-i, P) mod 7, i=0..6)} minus {1} ;
factors2 = {X?+ X, X +2, X +5, X* +4X3+5X2+2X +1, X3 +4X?+2}

nops (factors2) ;

Vv

On voit que la factorisation n’est pas la méme que celle précédemment obtenue. On va démontrer
juste aprés que c’est toujours le cas. On obtient donc une «meilleure» factorisation en prenant
Iintersection, a coups de PGCD, des deux factorisations.

factors12 := {seq(seq(Gcd(£f1,£2) mod 7,

f2 = factors2),

f1 = factorsl)}

minus {1} ;

factors12 .= {X2+2X +3, X2 +2X +5, X?+5X +5, X, X +1, X +2, X +5, X + 6}

> nops(factorsl2) ;

vV V V V

e La factorisation est donc compléte. D’autres fois, il faut encore continuer.

e Expliquons pourquoi la méthode des recoupements aboutit. Pour mieux faire comprendre, on se
contente du cas r = 3. Donc P = P, P, P5 et :
K [X]
/ P=K[X]/ P+ K[X]/ P, + K[X]/ Ps.

e Toute solution de notre équation VP —V =0 a deux interprétations. Du codté «gauche», c’est
un polynéme «modulo P» ; mais du c6té droit, comme pour chaque facteur les seules solutions
sont les polyndmes «constants», ces solutions sont essentiellement des triplets ( a1, ag, az) d’en-
tiers modulo p. La correspondance de la droite vers la gauche n’est rien d’autre que le théo-
réme des restes chinois. Le relévement de (1,0,0) est le produit By P, P3 de la relation de Bezout
Ay Py + By P, P3 =1, car il s’agit d’avoir un polynome divisible par P et Ps, mais égal & 1 mo-
dulo P;. De la méme fagon, le relévement de (0,1,0) (resp. (0,0,1)) est le produit Be Py P3 (resp.
B3 Py P,) avec des interprétations analogues. Une solution «triviale» est de la forme ( «, «, «).
Donc une solution non triviale vérifie par exemple a; <> as. Soit V l'interprétation polynéme
de cette solution. Alors V —«a; = (ag — a1) Bo Py P34 (a3 — a1) Bs Py P, alors que V —ay =
(1 — ag) By Py Ps + (a3 — i) B3 Py Py. Il en résulte que V' — a3 est divisible par Py et V — ag est
divisible par P,. Donc le «traitement» de V va forcément «séparer» les facteurs P; et P. Main-
tenant I’ensemble des solutions & gauche correspond a l’ensemble des solutions & droite, et il y a
donc forcément une solution a gauche correspondant (sans qu’on le «voie») & un cas ol a1 <> .
Il en est forcément de méme pour I'un des vecteurs de la base du noyau, sinon on aurait a; = ag
pour tous les éléments du noyau, ce qui est exclu. Le méme travail peut étre fait en général pour
toutes les paires d’indices, d’ou le fait que les éléments de la base du noyau suffisent & complétement
factoriser. CQFD.

e On est prét maintenant pour une procédure générale de factorisation. Elle va utiliser notre procédure
BerlTerm déja construite.
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Berl := proc(p::posint, P::polynom(integer, X))
local d, r, i,

BerlMatrix, Kernel,

Vvector, V,

result, new_factors ;

d := degree(P, X) ;

# Erreur si facteur multiple.

if Gcd(P, diff(P, X)) mod p <> 1 then
ERROR(‘The polynom is not squarefree. ‘)

fi ;

BerlMatrix := matrix(d,d, (i,j) -> BerlTerm(p,P,i,j)) ;
Kernel := Nullspace(BerlMatrix) mod p ;

# r = nombre de facteurs irréductibles.

r := nops(Kernel) ;

# Sir =1, le polyndéme est irréductible.

if r = 1 then RETURN([P]) fi ;

Kernel := map(convert, Kernel, list) ;

# Suppression de la solution triviale.

Kernel := Kernel minus {[1, 0$(d-1)1} ;

# Pour signaler le début de ’algorithme.

result := {} ;

# 1l faut parcourir les solutions non triviales et # arréter quand le nombre de facteurs requis est

—+

tegg} Vvector in Kernel while nops(result) < r do

# Expression polynémiale du nouveau vecteur solution considéré.
V := add(Vvector[i]*X~(i-1), i=1..d) ;

# Découpage en tranches.

new_factors := {seq(Gcd(P, V-i) mod p, i=0..(p-1))}
minus {1} ;

# Recoupement (éventuel) avec ce qui a été précédemment fait.
if nops(result) > 1 then

result := {seq(seq(Gcd(£f1,f2) mod p,

f2 = new_factors),

f1 = result)}

minus {1}

else result := new_factors

fi

od ;

result := convert(result, list) ;
result := map(sort, result) ;
result := sort(result,

(P1,P2)->evalb(degree(P1)<degree(P2))) ;
RETURN (map (sort,result))
end :

VVVVVVVVVVVVVVVVVVVYV V®EVVVVVVVVVVVVVVVVVYVVYVYVYV

> fs := Berl(7, P) ;
fs:=[X+6,X+5 X+2, X+1, X, X2+5X+5 X2+2X +5, X2 +2X + 3]
> nops(fs) ;
8
> P - Expand(mul(f, f=fs)) mod 7 ;
0

> Berl(73, X~4+1) ;
[X +51, X +10, X + 63, X + 22]

Des polynémes complexes peuvent ainsi étre factorisés.

_seed := 1535 :
> P := rndP(50) ;

\Y
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P:=X042X9 45X +6XY 43X 42X 4 X 4 X2 44X +2X404+5X% 45 X8
+6X3 T +3X%0 +3X 43X 44X +2X% 43X +4X%043X% 4 X7
+3X2+6X0+ X4 X 44X 43X0 45X 46X+ X2 46X +3X10
+3X7+6X5+ X" +3X4+5X°+3X*+2X3+5X+6
> fs := Berl(7, P)
> map(print, fs)
X?+5X+2
XM+ X0+ X094 6X"+6XC+5X°+5X*+4X3+2X2+4X +4

X3 43X%0 4 3X3 45 X% 4 X3 4 5X%0 45X +3X%T +3X%045X% 43X +2X%
+3X2 43X 43X+ X+ 6XT+3X0 46X +6XM+6X1% +4X12
+3X0 46X+ X8 46X+ X6 +3X°+2X44+3X3+5X +6
> nops(fs) ;
3
> map(item -> Irreduc(item) mod 7, fs) ;
[true, true, true]
> P - Expand(mul(item, item=£fs)) mod 7 ;
0

e Un cas irréductible.
> Berl(7, fs[1]1) ;
[XZ+5X +2]

Factorisation des polyndémes a coefficients entiers.

e Les méthodes efficaces de factorisation des polyndémes & coefficients entiers commencent toutes
par Zy-factoriser pour un p premier, ou puissance d’un nombre premier, avec p assez grand. Par
examen de la taille des coefficients pour une Z-factorisation éventuelle, on finit par en déduire la
Z-factorisation cherchée. Le point clé dans cette direction consiste & majorer les racines (en général
complexes) du polyndme a factoriser.

e Soit donc P = X" 4+ ap_1 XY 4 . 4+ qp un polynome unitaire a coefficients complexes. Alors
toute racine de P est strictement majorée par : A = 2max(|a; (ﬁ), 1 =0..n—1). En effet on peut

écrire P = X" (1+ (1, “25Y) ot |an—| < (£)". La somme de la derniére expression devient

X
une progression géométrique strictement majorée par % ﬁ: ﬁ < 1si A <|X|. Donc
2X

la derniére inégalité implique P(X) non nul. Le raisonnement est en défaut si A = 0, mais ce cas
est sans intérét, car alors toutes les racines sont nulles. Procédure conséquente.
RootsSup := proc(P::polynom(rational, X))
local dgr ;
dgr := degree(P, X) ;
if coeff(P, X, dgr) <> 1 then
ERROR (sprintf ("Polyndme %a non unitaire.", P))
fi ;
RETURN (2 * max(seq(evalf (abs(coeff (P, X, 1))~ (1/(dgr-i))),
i=0..(dgr-1))))
end :

VVVVVVYVVYV
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Soit donc P un Z-polynéme unitaire (il est facile de se ramener a ce cas par «changement de
variable») ou les coeflicients sont majorés par A. Il est élémentaire d’en déduire que les racines
(complexes) sont aussi strictement majorées en module par A 4 1; il existe des inégalités sensible-
ment plus fines & ce sujet, mais pour simplifier, on se contentera ici de celle-ci. Puisqu’un facteur
potentiel de P est un produit de ( X — a) ol « parcourt certaines racines de P, on en déduit
des majorations pour les coefficients d'une Z-factorisation éventuelle. On peut alors conclure en
examinant la Z,-factorisation de P pour p assez grand.

Examinons par exemple le cas de X*+ 1. Ici A = 2 mais on sait bien que les quatre racines sont
de module 1. Tentons la Zs-factorisation.

RootsSup(X~4+1) ;
Berl(3, X~4+1) ;

2.
[X2+2X +2, X2+ X +2]

Il en résulte qu'une Z-factorisation a au plus deux facteurs de degré 2, o les termes constants sont
de la forme 3n + 2, mais ce pourrait étre -1, et on ne peut conclure. On augmente p.

Berl(5, X~4+1) ;
[X2+3, X2 +72]

Cette fois on a gagné, parce que I'un des facteurs a un terme constant de la forme 5n + 2, incompa-
tible avec les modules connus des racines de X# + 1. Donc X* + 1 est Z-irréductible et donc (voir
la démonstration du théoréme de Gauss sur la factorialité de Z[ X|) Q-irréductible.
irreduc(X~4+1) ;
true

Avec un polyndéme moins trivial.
_seed := 921 :
P := rndP(10) ;
RootsSup(P) ;
P=X0492X%943X84+5X"+2X04+4X°4+4X*4+2X34+5X24+X+6
4.

Toute racine est majorée par 4, et si une factorisation non triviale est possible, elle aura un facteur
de degré au plus 5 ou le coefficient du terme aprés le terme de plus haut degré sera donc majoré
par 20 d’ou 'idée d’utiliser 41.
Berl(41,P) ;
(X0 4+2X9+3X84+5X7T+2X0+4X54+4X*+2X3+5X%4+ X + 6]

On est chanceux, le polynéme est donc irréductible.

_seed := 1529 :
P := rndP(10) ;
RootsSup(P) ;

P=X1046X24+3X84+6X"+X04+6X5+2X4+2X3+5X24+2X+3
12.

On essaie un nombre premier > 10 . 12 = 120, par exemple 127
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> Berl(127, P) ;
[X +45, X +6, X3 +86 X2+ 108X +28, X°+ 123 X4+ 105 X3 +51 X2+ 13X + 19]

e Le facteur X + 45 seul ne peut pas provenir d’'une Z-factorisation, ni le facteur de degré 3. Dans
une telle situation il faut essayer si -6 est racine :

> subs(X=-6, P) ;
3361563

e Le produit (X + 6) (X + 45) va commencer par X2 + 51 X et est aussi exclu. Essayons un autre
nombre premier, pour voir.

> Berl(131, P) ;
[X2+104X +55 X8 +33X7+53X0+15 X5+ 111 X4 +82X3 +41 X2 +5X + 112]

e Mais le facteur de degré 2 est impossible et le polynéme P est donc @Q-irréductible. Vérification.

> irreduc(P) ;
true

e Il se trouve qu’on aurait pu essayer dans ce cas un entier un peu plus... petit. Ce polyndme est en
effet déja irréductible modulo 5!

Berl(5,P) ;
(X0 4+6X%+3X8+6X "+ X +6X5+2X4+2X3+5X%+2X + 3

\

Un polynéme aléatoire est presque toujours irréductible. Forgons le choix d’un polynéme exercice

certainement réductible.

_seed := 940 :

P1, P2 := rndP(4), rndP(6)
> P := sort(expand(P1 * P2)) ;

P=XY044X9%47X84+16X"4+30X%+34X°+49X*+51X3+28X2+30X +20
> RootsSup(P) ;

\ARY,

> nextprime(2*5%8) ;
83
> Berl(83, P) ;
(X +9, X +74, X +68, X +2, X +1, X2 +37X +64, X>+62X2+40 X + 67

On doit donc examiner si -1 et -2 sont racines.
eval(P, X=-1) ;

vV

> eval(P, X=-2) ;

Le reste est un peu confus. Divisons et réexaminons la question.

> P2 := quo(P, (X+1)*(X+2), X) ;
P2:=X84+X"+2X+8X°+2X*+12X3+9X2+10

RootsSup(P2) ;

4



156 ANNEXE B. ANNEXE : FACTORISATION DES POLYNOMES (F. SERGERAERT)

4.000000000
> Berl(37, P2) ;
(X2 +2, X0+ X°+6X3+2X?%+5]

e Essal.
> rem(P2, X~2+2, X) ;

e D’ou la Q-factorisation définitive. Vérification.
> factor(P) ;
(X+1)(X+2)(XO+X5+6X3+2X2+5)(X2+2)

e En «bricolant» de la sorte, on arrive en général & factoriser les polynémes pas trop compliqués, mais
programmer une méthode générale est autrement complexe. Il serait confortable de savoir faire la
factorisation modulo un grand nombre premier, mais la méthode de Berlekamp, telle qu’elle a été
programmeée précédemment, échoue alors, parce que I’équation de Berlekamp VP — V = 0 devient
trop difficile & résoudre, & cause de la taille de p.

> # Ne pas effectuer sous Maple 6.
> # Berl(nextprime(10~6), P) ;

e Beaucoup d’améliorations peuvent étre intégrées a la procédure Berl, mais elle n’ira jamais trés
loin pour une factorisation par rapport & de grands nombres premiers. Le corps «fini» Z, est bien
trop grand pour mener les calculs bien loin. Penser en particulier & la factorisation qu’il faut utiliser
VP—V =V (V-1)..V—p—1, ou le nombre de facteurs est justement p!! Une autre solution
devient alors beaucoup plus intéressante, basée sur le lemme de Hensel.

5 Lemme de Hensel.

e Le lemme de Hensel est une méthode largement utilisée en algébre commutative consistant a
résoudre un probléme d’abord «approximativementy» modulo un idéal m puis & affiner en travaillant
modulo les puissances de cet idéal, puissances de plus en plus petites. Le probléme de la factorisation
des polynomes est justement un cadre parfait pour comprendre le mécanisme.

e L’outil essentiel pour démontrer le lemme de Hensel consiste & utiliser judicieusement une relation
¢ la Bezout pour exprimer un élément quelconque, et pas seulement 1, en fonction de deux éléments
u et v premiers entre eux dans un anneau principal.

e Commengons pour comprendre le principe par le cas entier.
PROPOSITION 5.0.1 Siu et v sont deux entiers positifs premiers entre eux, alors tout entier x €
[0, wo[ s’exprime d’une fagon et d’une seule sous la forme :

x=au+ Bvmod (uv)

avec a € [0,v] et B € [0, ul.

DEMONSTRATION. Soit 1 = au + bv une relation de Bezout entre u et v. Par multiplication par
x, on obtient x = xau+ xbv, mais xa et rb sont en général trop grands; on les divise donc
respectivement par v et u, pour obtenir x = au + fv + yuv ol on peut choisir o et 3 dans
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les intervalles requis. Si un autre choix était possible, on trouverait par différences une relation
au+ Bv =0mod (uv) avec & non nul et de module < v; mais ceci contredit la divisibilité de a
par v.

e Programme conséquent.

> Bezout2 := proc(x::nonnegint, u::posint, v::posint)
> Jlocal a, b, gcd ;

> gcd := igcdex(u, v, ’a’, ’b’)

> if gecd <> 1 then ERROR(

> sprintf("les nombres %a et %a

> ne sont pas premiers entre eux.",
> u, v))

> fi g

> RETURN(x*a mod v, x*b mod u)

> end :

>

Bezout2(4, 6, 15) ;

Error, (in Bezout2) les nombres 6 et 15
ne sont pas premiers entre eux.

Bezout2(4, 3, 5) ;

vV

3,2
evalb(4 = 3 * 3 + 2 * 5 mod (3*5)) ;
true

\

e Le méme résultat est valide pour les polynomes a coefficients dans un corps, sous une forme encore
plus confortable.
PROPOSITION 5.0.2 Si U et V sont deuzx polynémes de degrés respectifs m et m, premiers entre
euz, alors pour tout polynéme P de degré < m +n, il existe un unique polynome A (resp. B) de
degré < n (resp. < m) tel que P =AU + BV.

La démonstration est la méme mais un examen de degrés montre qu’on peut méme se dispenser de
I'imprécision «modulo U V'». Le programme conséquent suit.

Bezout3 := proc(P::polynom(rational, X),
U::polynom(rational, X),
V::polynom(rational, X))

local gcd, A, B ;

gcd := gcdex(U, V, X, ’A’, ’B?) ;

if ged <> 1 then ERROR(

sprintf("les polyndmes %a et %a

ne sont pas premiers entre eux.",

U, v))

fi ;

RETURN (rem(P*A, V, X), rem(P*B, U, X))
end :

_seed := 1925 :

P, U, V := rndP(5), rndP(3), rndP(3) ;

PUV =X 4+5X"+6X34+2X2+6X+2, X’ + X2+ X +6, X3 +2X2+3
> A, B := Bezout3(P, U, V)

VVVVVVVVVVYVVYVYV

1 2 2 1
A,B::——lXQ——X,—5X2+@X+—
6 18 3 18 18 3

> expand(P - A*U - B*V) ;
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>
>
>
>

VVVVVVVVVVVVYVYVYV
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Ceci est valable quel que soit le corps, par exemple Z7, mais il faut adapter la procédure.

‘type/Z7¢ := proc(obj::anything)

RETURN (type(obj, And(integer, Range(-1, 7))))
end :

type(3, Z7), type(-3, Z7) ;

true, false

Bezout4 := proc(P::polynom(Z7, X),

U::polynom(Z7, X),

V::polynom(Z7, X))

local gecd, A, B ;

gcd := Gedex(U, V, X, ’A’, ’B’) mod 7 ;

if ged <> 1 then ERROR(

### WARNING: %x or %X format should be %y or %Y if used with
floating point arguments

### WARNING: incomplete string; use " to end the string
sprintf ("les polyndmes %a et %a

ne sont pas premiers entre eux.",

U, )

fi ;

RETURN(Rem(P*A, V, X) mod 7, Rem(P*B, U, X) mod 7)

end :

On prend les mémes polyndmes, mais I'interprétation est différente.
A, B := Bezout4(P, U, V) ;
A B:=4X+6,X>+6X+5
Expand(P - A*U - B*V) mod 7 ;

Un énoncé équivalent est obtenu pour des polyndémes a coefficients entiers, a condition de faire
intervenir une égalité «modulo p» pour un premier p. Cet énoncé va pouvoir étre généralisé au cas
p* oti le quotient Z/ p* n’est plus un corps.

PROPOSITION 5.0.3 : soient U et V des polyndmes unitaires & coefficients entiers dans [0, p[, p-
premiers entre euz, de degrés respectifs m et n > 0. Alors pour tout polynéme P de degré < m + n,
il existe des polynomes uniques A et B , a coefficients entiers dans [0, p[, de degrés respectifs < n
et < m, et un polynéome R de degré < m +n, tels que P= AU + BV + pR.

II suffit en effet d’appliquer le résultat précédent, mais quand on finit le calcul, il n’est exact que
modulo p. Il n’y a rien & changer a la procédure Bezout4, seule la fin de la vérification est différente.

R := expand(P - A*xU - BxV) / 7 ;
R:=—-X*-3X3-3X2-6X-7

On énonce maintenant un résultat analogue modulo p*. Cette fois 'anneau des polynémes a coef-
ficients modulo p* n’est plus principal, car il n’est méme pas intégre. On se place donc dans une
situation ou on suppose donnée une relation de Bezout entre U et V.

PROPOSITION 5.0.4 Soient U et V deux polyndémes unitaires o coefficients entiers dans [0, p*/,
de degrés respectifs m et n. On suppose donnée une relation de Bezout : 1 = AU + BV +p*C
ot le degré de A (resp. B, C) est < m (resp. < m, < m+n). Alors, pour tout polynéome P a
coefficients entiers de degré < m + n, il existe des polynomes uniques E (resp. F, G), de degré <
n (resp. < m, < m-+n), a coefficients entiers dans [0, p*[, (resp. dans [0, p*[, entiers), tels que
P=FEU+FV+p*G.
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DEMONSTRATION. Analogue avec les adaptations évidentes. Prendre £ = P A et I' = P B est ten-
tant, mais les degrés sont trop grands. Comme V est unitaire, on peut diviser P A par V pour obtenir
un reste a coefficients entiers E qu’on réduit modulo p¥ : PA = QV + E + p* R, et de méme on di-
vise P B par U pour obtenir P B = SU + F + p*T. En reportant dans P = PAU + PBV + pF PC,
il vient P=EU+FV +(Q+S)UV +p*(PC+ RU+TYV). La réduction modulo p* de tous
les termes laisse un polyndéme UV wunitaire de degré m +n. Comme P — EU — F'V est de de-
gré < m+n, il en résulte que le polynéme @ + S est nul modulo p¥; on peut donc «glisser» le
terme (Q + S)UV dans le facteur de p* et finalement le degré résultant est nécessairement <
m +n. Si on avait deux solutions différentes, on déduirait une relation EU + FV = pFR; en
multipliant par A, il vient EAU + F AV = p* AR ou, compte tenu de la relation presque-Bezout,
E—-EBV+FAV =p*(AR+ EC). Mais si on réduit modulo p*, E devient divisible par V, ce
qui est incompatible avec V' unitaire et degré de E < degré de V' , & moins que F soit nul. CQFD.

> Bezoutb := proc

> (p::posint, k::posint, P::polynom(integer, X),
> U::polynom(integer, X), V::polynom(integer, X),
> A::polynom(integer, X), B::polynom(integer, X))
> RETURN(Rem(P*A, V, X) mod p~k, Rem(PxB, U, X) mod p~k)
> end :

e On redéfinit rndP pour que 'entier modulaire soit libre.
> rndP := proc(p::posint, d::posint)

> Jlocal rnd ;

> rnd := rand(0..(p-1)) ;

> RETURN(sort(X~d + add(rnd()*X~i, i=0..(d-1))))
> end :

> _seed := 2210 :

> p, k :=7,2; U,V := seq(rndP(49,3), i=1..2) ;

pok:=17,2
U Vi=X34+43X2+28X +48, X3+ 18 X%+ 12X +24
> Gedex(U, V, X, ’A’, ’B’) mod 49 ;

> sort(expand(1-AxU-BxV)/49) ;
—X°-38X*-63X%-85X2-56X —23
> P := rndP(49, 5) ;
P:=X"+22X"+26X3>+11X%+39X +4
> E, F := Bezouths(7, 2, P, U, V, A, B) ;
E, F:=43X?>4+22X +19, 7X?>+34X +3
> expand (P-ExU-Fx*V)/49 ;
—X5—-41 X" -58 X3 -84 X% 49X —20

e Nous pouvons maintenant énoncer le lemme de Hensel pour les polynémes modulo une puissance
de nombre premier.
PROPOSITION 5.0.5 (lemme de Hensel) : On suppose qu’on dispose de deux relations :

P=UV+p"R; 1=AU+BV +p*S;
ot les degrés de U (resp. V, P, R, A, B, S) sont m (resp. n, m+n, < m+n, <n, < m, <

m +n). Par ailleurs P, U et V sont supposés unitaires, et les coefficients de A, U, B et V sont des
entiers dans [0, p*|[. Alors il existe Uy, Vo, Ro, Ao, Uo, Bo, Vo et Sy vérifiant les mémes conditions
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a ceci pres que p* doit étre remplacé par p?*) . De plus Uy, Vi, Ag et By sont uniques. Il en résulte
la méme propriété pour Ry et Sy.

DEMONSTRATION. On pose Uy = U + p* U; et de méme pour V, A et B. En reportant dans les
équations a satisfaire et en réduisant modulo p2*) | il vient les équations suivantes.

R = (V; U+ Uy V) mod p*

S— AU, — BV, = (A, U + B, V) mod p*

VVVVVVVVVVVVVVVYVYVYV

VvV VvV VvV

\Y

Y

. On va donc trouver les correctifs d’indice 1 par application de Bezout5. CQFD.
Hensel := proc

(p::posint, k::posint, P::polynom(integer, X),
U::polynom(integer, X), V::polynom(integer, X),
A::polynom(integer, X), B::polynom(integer, X))
local R, S, U1, V1, A1, Bl ;

R := expand(P - UxV)/p~k ;

S := expand(1l - AxU - BxV)/p~k ;

if not type(R, polynom(integer, X)) then
ERROR("P, U, V not coherent for Hensel.")

fi ;

if not type(S, polynom(integer, X)) then
ERROR("A, U, B, V not coherent for Hensel.")

fi ;
Vi, Ul := Bezoutb(p, k, R, U, V, A, B) ;
A1, B1 := Bezoutb5(p, k, S-A*xU1-BxV1, U, V, A, B) ;

RETURN(p, 2*k, P, sort(U+p~k*Ul), sort(V+p~k*V1),
sort (A+p~k*A1), sort(B+p~k+*B1))
end :

On a maintenant l'outil ad hoc pour augmenter trés vite I’entier modulaire par rapport auquel
on effectue une factorisation de polynémes a coefficients entiers. On trouve ainsi assez vite une
factorisation éventuelle pour un polynome & coefficients entiers, ou au contraire son irréductibilité.

_seed := 1713 ;

P := rndP(10, 10) ;

RootsSup(P) ;

_seed := 1713
P=X"044X%48X8+2X"4+9X0+3X54+4X*+X3+9X2%24+5
8.
fs := Berl(11, P) ;
fs=[X?+4X+2, X3 +6X0+8X*+4X3+5X%+6X +§]

Deux facteurs, c’est la situation idéale pour Hensel. Il faut préparer les données.
U, V := op(fs) ;

UVi=X2+4X+2, X8 +6X+8X4+4X3+5X%+6X +8
Gedex (U, V, X, ’A’, ’B’) mod 11 ;

1
p,k,P,U,V,A,B := Hensel(11,1,P,U,V,A,B) : U ; V ;
X2 492X + 68
X8 +33X7+50X6+55X°+19X4+81 X3 +93X2+94X +41

Le facteur de degré 2 n’est pas possible, car il devrait étre X2 — 29 X + ... mais ceci est incompatible
avec la majoration par 8 des racines. Vérification.
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> irreduc(P) ;

true

e Considérons comme plus haut un cas certainement factorisable.
> _seed := 16 :
> P := sort(expand(rndP(5,4)*rndP(5,6))) ;
> RootsSup(P) ;
P=X"042X8 4 4X"4+2X0 412X +4X*+16X3+8X2+8X +8
3.287503660
> fs := Berl(11, P) ;

fsr=[X4+4, X4 +2X2 42, X0+ TX*+5X34+6X2+9X +1]

Une racine est majorée par 3.3 et X + 4 ne peut pas venir d'un Z-facteur. Regroupons les deux
premiers facteurs.

> U := Expand(fs[1]*fs[2]) mod 11 ; V := £fs[3] ;
U=X4+2X34+2X+4X*+8X%2+8
V=X’ +7X4+5X34+6X2+9X +1
> Gcdex(U, V, X, ’A’, ’B?) mod 11;
1
p,k,P,U,V,A,B := Hensel(11,1,P,U,V,A,B) : U ; V ;
XP+70X4+2X3 +19X2 +2X +19
X%+ 51 X*+60X°%+39X2+53X +45

\

Mais les coefficients de X* sont impossibles. On essaie I’autre combinaison.
> U := Expand(fs[1]*fs[3]) mod 11 ; V := fs[2] ;
Ui=X0+4X34+4X+4
Vi=X*+2X?2+2
Gecdex(U, V, X, ’A’, ’B’) mod 11;

\

1
p,k,P,U,V,A,B := Hensel(11,1,P,U,V,A,B) : U ; V ;
X0 +4X34+4X+4
X44+2X%242

\

Cette fois les facteurs potentiels restent curieusement constants. Continuons.

> p,k,P,U,V,A,B := Hensel(11,2,P,U,V,A,B) : U ; V ;
X0+ 4X34+4X+4
X+ +2X242
> p,k,P,U,V,A,B := Hensel(11,4,P,U,V,A,B) : U ; V ;

X0 4+4X3 44X +4
X44+2X242

Cette fois il s’agit d’une factorisation certaine modulo :
> 1178 ;
214358881
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On est donc certain d’avoir une vraie factorisation entiére, qu’on aurait pu essayer plus vite. Véri-
fication.

factor(P) ;
(X4 4+2X2+2) (X0 4+4X34+4X +4)

Jouons & trouver ainsi des factorisations élevées de X4 4 1;

P := X~4+1 ;
P.=X*+1
Berl(3, P) ;
[X2+2X+2, X2+ X +2]
U,V := op(%) ;
Gcdex(U,V,X,’A?,°B’) mod 3 ;
p,k :=3, 1

UV =X242X+2 X?>+X+2
1
p, k=31
for i from 1 to 6 do
p,k,P,U,V,A,B := Hensel(p,k,P,U,V,A,B)
od :

k, pk ; U; V3
64, 3433683820292512484657849089281
X2 + 1352955588233944339554610415792 X + 3433683820292512484657849089280
X2 +2080728232058568145103238673489 X + 3433683820292512484657849089280
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