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0.0

Operacbes  sobre
I6gicas

proposicoes

Na légica matematica estdaa — se as
seguintes operagoes sobre
proposicoes:

Negacdo de uma proposicao
Conjuncéo de proposic¢des
Disjuncéo de proposicoes
Implicacdo material
Equivaléncia materail

Uma expressdo algebrica diz — se
quando a variavel aparece
sob forma de um radicando.
Repare qu a expressdo do nimero 3,
a variavel aparece dentro do radical
com indice 3, e a varavel aparece
também sob forma de denominador,
visto que ndo existem um nldmero
real que pode anular o denominador,
razdo pelo qual todo namero real
define a expressdo dada.

Ja foi dito que uma equacdo é a
comparacdo de duas expressdes
designatorias por meio de simbolo de
igualdade.

Equacdo exponécial: é toda equacéao
em que a incognita aparece sob
forma de um expoente de base a,
sendo a positivo e diferente de
unidade.

A representacéo da forma

chama — se

determinante proviniente de uma
matriz de 3 por 3

G
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Exame de Matematica — 122 classe, Ano: 2018/ 12 Epoca
Resolucdes

Resposta:

Na logica bivalente existem 7 operacdes logicas, sendo todas sete operaveis sobre
proposicGes e condigdes, as ultimas duas operaveis a condigcdes: negacdo, conjuncéo,
disjungdo (inclusiva e exclusiva), equivaléncia material e implicacdo material. A operacdo
que é verdadeira quando associa duas proposigdes l6gicas com o mesmo valor 16gico é a
equivaléncia material, veja na tabela de verdade que se segue:

p q p<q p q p&=q

V Vv Vv 1 1 1

\Y F F ou 1 0 0

F \Y, F 0 1 0

F F \Y 0 0 1
Resposta:

Vamos determinar a negacdo da proposicdo P =>(, mas antes, sabe se que
Pp=Qg=~pv(,negar p=>(equivale negar ~ pv (, segue entdfo ~ (~ pvq),
essa é a negacdo de uma disjuncdo, as primeiras leis de De Morgan dizem que a negacao

transforma a disjungdo em conjungéo das proposicdes, assim: ~ (~ pv q) =~ pA ~(Q
, de acordo com a propriedade da dupla negagdo temos que ~~ p=p, logo,
~(p=q)=(pvp)=—pAr~Qq=pr~(q

Resposta:

As expressdes polinomiais sdo idénticas se os coeficientes dos termos do mesmo grau séo
iguais, por exemplo, consideremos os polindbmios A e B,

AX)=a x" +ax" " +a,x"* +ax"? +..+a,

B(x) =b,x" +b,x"* +b,x"? +b,x" % +...+ b,

Os polinémios A e B sdo idénticas se e
a, =hy; a =b; a, =b,;a, =b,;a, =b,

somente se

vamos considerar A(X) = X° +1e B(X) = (X +1)(x* —x+1) para verificar se os

polinémios A e B sdo ou ndo idénticos, ha duas possibilidades: ou factorizar o A(x) e
manter 0 B(x) factorizado, ou desenvolver o B(x) e manter o A(x), assim,
Vamos via primeira possibilidade, pela regra de Briot- Ruffin: repare que o numero -1,

anula o polindmio A(x) assim, A(X) = x> +0x® +0x+1lex=-1

factores  do

A(X) = (X+1)(x* —x+1), repare que X° +1e (X+1)(x* — X +1) sdo idénticas.
Vamos pela via segunda possibilidade, expansdo de B(x): Por aplicacdo da propriedade
distributiva da multiplicacio em relacdo a adi¢do e\ou subtraccao, teremos:

X)X —x+D) o X’ =X +x+x2 - x+lo P+ X - +x-x+lo X +0x° +0x+1e

Portanto a  decomposi¢do em polinbmio  A(x) fica:

oxi+l

Resposta:
Uma expressdo diz se algébrica irracional, a expressao cuja variavel aparece na expressdo
sob forma de radicando. Das expressOes dadas, a variavel aparece sob forma de radicando
2
x“ -1

na expresséo, 2 , portanto essa é uma expressao algébrica irracional.

Resposta:
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Chama - se mddulo ou valor
absoluto de um numero real X ao
préprio némero se este for ndo
negativo ou ao seu simétrico se este
for negativo.

: é toda equacao
que por meio de principios de
equivaléncia é redutivel a forma:

A solucdo da equacdo acima segue:

O factorial de um nGmero natural n é
dado por:
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A expressao —~/1— X é algébrica irracional, o seu dominio é:

X
VX% +1

D={xeR:1-x20AX>-1>0f=1-X20AX* +1>0 12X Ax2 +1>0 <

S X<IAX?P+1>0

A primeira condicio é possivel se Xe ]—oo,l]e a segunda condicdo é possivel em IR, ou

seja é uma condicio universal, assim VX € IR : X? +1>0 , o dominio é dado por:
D=} wl]nIRe D=} wle x<1]

Observe isso no eixo real:
< ®

— >

[

X 400

Resposta:
Dada a equacédo x®+x%-6x=0 , €ssa é uma equacdo cubica incompleta, vamos

. . ~ 3 2 . .
calcular as raizes reais da equagdo X  +X° —6X=0 e depois somar essas raizes,
colocando em evidéncia o factor comum e em seguida aplicar a lei de anulamento do
produto teremos:

X*+x?—6x=0= (x> +X-6)=0 <= x(x* +x—6) =0
< X(x+3)(x-2)=0

<& X=0vx+3=0vx-2=0

S X =0vXx,=-3vX,=2

X, +X, +X;=0+(-3)+2=-1=S=-1

Resposta:

. : : N X+y=3
Considere o sistema de duas equacBes lineares a duas incdgnitas x e v: 1 ;
X—y=

pretende se calcular o determinante principal A . que se calcula da seguinte maneira:

A=

1
) %@Azlx(—l)—lxl@Az—l—l@A:—2

Resposta:

- ~ 2x+1 Nz ~ -
Considere a equacdo 3 —1=8 , essa equacdo é uma equacdo exponencial, vamos
resolve — la
analiticamente, assim:

Aplicando o principio da equivaléncia da adigdo teremos:

3 _1=83""-1+1=8+13"" =937 =3 -
f(X) =3 A g(x) =3% . A primeira funcio & injectiva em IR, pois o grafico de f(x)
intersecta o grafico da funcdo g(x) em 2X+1=2.

2X+1=2.<2x=2-1< 2x:1:>x:%.'.s :{%}
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A permutacao de n elementos
tomados p a p, é dado por:

o]V}

Aranjos simples de n elementos
tomados p a p é dado por:

Combinacdo simples de n elementos
tomados p a p é dado por:

Binémio de Newton é uma expressao
que envolve combinacdo simples,
essa expressdo € usada para
desenvolver o0s polinémios que
aparecem sob forma de binémios
potenciais

Se 0s acontecimentos elemntares
forem equiprovaveis, a probabilidade
de um acontecimento A é igual ao
quociente entre o nimero de casos
favoraveis ao acontecimnto e o
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Pergunta se qual é o valor de C0S(1845°)?

Resposta: Seja a =1845° | ndo sabemos em que quadrante pertence o angulo

o =1845° | vamos representar no circulo trigonométrico, para ver quantas voltas
havemos de dar, para descobrir o valo de k:
Asen(ax) Repara que, foram necessarios 5 vol
quadrante do angulo 1845°, dai que
e coincide com um dos angulo a

quadrante , 45°, portanto:
c0s(1845°) = +c0s(1845° —5x360°)

c0s(1845°) = +c0s(1845° —1800°) =

c0s(1845°) = g

. Resposta:

Sendo 0 < ar <90° | isto é, & é do primeiro quadrante, portanto, 77— , ser4 um arco
de segundo quadrante. Vamos mostrar este facto com um exemplo especifico: seja

a:£;£e|Q:>7[—z:3ﬂ-—ﬂ-:g7Z';gﬂ'E“Q
3 3 3 3 3 3
. Resposta:

Sendo n, o numero par, &/(x—5)" =2
Seja {/(x—=5)" =a
Y(x-5)"=a<a=|x-5

. Resposta:

Considere a equacdo modular |X - 2| =8 , vamos determinar as suas raizes
analiticamente e depois somar as mesmas, assim,
X-2|=8=x-2=8vX-2=-8vx=8+2vX=-8+2<X =10vX, =—6

Asomade X, € X, =>S=X+X, =>S=10+(-6)<=S=10-6<=S=4

. Resposta:

O desenvolvimento de (X + 3)6 tem 6+1 termos que é igual a 7 termos.

. Resposta:

Considerando U, como conjunto universal, a cada um dos agrupamentos que podemos
formar, com todos elementos de U, diferindo apenas pela posicdo, da se o nome de
permutacdo, porque o numero de elementos agrupados é igual a numero total de
elementos do conjunto universal.

. Resposta:

Este problema pode ser resolvido aplicando a férmula de combinagdo de n elementos
agrupados p a p, visto que existem 5 elementos que podem ser escolhido dois a dois e a
ordem aqui ndo é relevante, assim,

. nl L oos_ B s _5x4x3 _5x4 20
P (n-p)kplnssi=2 2 (5-2)k2 23k 2 2

sdo 10 maneiras possiveis.

10
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ndmero de casos possiveis.

Diz — se que uma sucessdo (a,)
converge para um ndmero real L

(escreve —se
Se, por muito pequeno que seja o

ndmero positivo se existir uma
ordem p a apartir da qual se tem

isto &, torna

tdo pequena quando se queira.

Uma sucessdo (a,) é uma progressao
aritmética (P.A) se existe um nimero
real r, tal que

Ao nimero r chama — se diferenca da
progressao aritmética.

A soma de n termos consecutivo de
uma progressao aritmética é dada
por:

Uma sucesséo (a,) € uma
progressdogeotmética  (P.G)  se
existeum namero real r, tal que

Ao nimero r chama — se diferenca da
progressao aritmética.

A soma de n termos consecutivo de
uma progressao geomética é dada
por:

>
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16.

17.

18.

19.

20.

21,

22,

Resposta:
Para resolver este problema, vamos aplicar a formula: P(M)+ P(M) =1 dado que

P(M)=0.4 entao P(M)+04=1<P(M)=1-0.4 < P(M) =06
Resposta:

Dada uma sucesséo de termo geral &, , diz se infinitamente pequena se e somente se
lima, =0

n—o

Resposta:
O limite dado, ¢ um limite do caso notavel, conhecido por limite Neperiano, ele muita das
vezes é usado para levantar outros casos notaveis, o seu valor € um numero irracional que

segue: lim = (l+ 1) =e=2.7182818285..... — constante de Euler.

n—o n
Resposta:
Considere a soma: 3+4+5+...+a, =75 , vamos determinar o valor de n, ou seja
guantos termos dessa sucessdo foram somados para que o resultado seja 75?
Sejaa, =3;a, =4;a,=5AS, =75,
a,—aq =a;—4a, =1=r=1 a sucessdo dada é uma progressdo aritmética (PA) de
razdo 1 e primeiro termo igual a 3. A soma de n termos de uma P.A é dado por:

5 :nxalza” 375:nx3+[3+(2n—1)x1]©nx3+3+n—1 6+n-1__.

=75 nx

& n?+5n=2x75&n? +5n =150 & n° +51-150 =0 & (n-10)n+15)=0 &
&n-10=0vn+15=0=>n=10vn=-15nelIN ..n=10
Resposta:

Seja &, =—2; Ar =3 , foi dito que sdo dados de uma progressdo geométrica (PG),
portanto, pretende se calcular a soma de 5 termos dessa PG, assim,

A soma de n termos de uma P.G é dado por:
n 5
JEPANL LU S N CAPEG S L o SV Y
1-r 1-3 -2
Resposta:
Vamos extrair 0s dados do problema:
A Maria no:

Primeiro dia poupou 50 Meticais, a; = 50
No segundo dia poupou 100 Meticais, &, =100
No terceiro dia poupou 150 Meticais, 8, =150

No vigésimo dia poupou x meticais , Q= 50

Fazendo uma analise: 150—-100=100-50=50=r =50Aa, =50 trata se de
uma progressdo aritmética de razdo 50 e primeiro termo 50. Neste caso, pretende se saber
qual é o valor que a Maria poupou no vigésimo dia, 0 seja &,, o0 termo de ordem 20 da
sucessao. Vamos determinar o termo geral da PA, assim,

a,=a +(n-1)x50=a, =50+ (n—-1)x50 < a, =50+50n-50 < a, =50n — 5(

< a, =950n; n=20=a,, =50x20 < a,, =1000Mt

A Maria no vigésimo dia poupou 1000Mt.
Consideremos a figura que representa uma funcéo real de variavel real:

Produzindo material didactico



Dada uma funcdo f(x) definida no
dominio Dy, a, L sdo nimeros reais.
Diz — se, L € o limite da funcgdo f(x)
quando x tende para a (a ndo
necessariamente  pertecente  ao
dominio de f(x)) sse:

€ escreve — se

Uma funcdo real de variavel real é
continua num ponto de abcissa
sse,

Se existir a diferenca entre o0s
mmbros dessa igualdade, a funcdo é

&
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Figura: 22.1- grafico de fungdo real de variavel real definido por 2 trogos.
Com base nesta figura acima, o dominio da funcdo é o conjunto de nimeros reais ndo

negativos exceptuando o 1, assim, D = IR \ {l} , pois a fung&o ndo tem sentido em x=1.

. Resposta:

Observando o grafico do nimero 22, pode se concluir que o contradominio da fungéo € um
intervalo de extremos abertos D' f = |-1,2]

. Resposta:

A funcio dada é positiva no intervalo: [0;2[\ {1}

. Resposta:

A equagio da assimptota é dada por: Y =—1

. Resposta:

y . x* +1, quandox >0
Dada a funcéo real de variavel real definida por: f(X) =
—x-1,quandox <0

lim f lim f lim f(x) = i X +1=1 = lim f lim f
= = x—0" i i ‘
xl—rI(]) (X) xl—>0’ (X) xl—>0+ (X) lim-x-1=-1 xl—>0’ (X) * xl—[g]* (X) o
x—0"

ndo existe o limite da fungdo f. Visto que os limites laterais sdo diferentes.

. Resposta:

Uma funcdo real de variavel real diz se continua num ponto de abcissa x=a se e
somente se o valor de limite da funcao f é igual ao valor da funcdo neste ponto, assim
escreve se:

lim f(x) = f (2)

. Resposta:
. . X+3
Vamos determinar o valor do limite: lim ——;
X—3 X
. X+3 3+3 6
im—=="—-==-=2
x-3 X 3 3
. Resposta:
_ .. x*-8
Vamos determinar o valor do limite: lim ;
x>2 X —2

x*-8 2°-8 8—8_[0

= = ~ | este resultado ndo é um numero real, chama se
-2 x—2 2-2 0 o}

indeterminacdo, vamos levantar essa indeterminacao rescrevendo o limite:
3 2 3 2 2
. X°-8 . x"-27 . (X=2)(X"+2x+2 .
lim = lim =I|m( ) ):I|m(x2+2x+4):22+2x2+4=12
X202 X—2  x2 X=2 X2 X-2 X2
O valor do limite dado é igual a 12.
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descontinua no ponto de abcissa a

Calculo diferencial
e Definicdo da derivada de uma
funcéo

Dada uma funcdo F(x) definida no
dominio D¢, sendo a abcissa de um

ponto P, tal que . A derivada

da funcdo F(x) no ponto P é dada
pela expresséo:

A funcéo f(x) chama — se a primeira
derivada.

Regras de derivagdo imediata

Funcéo constante
Funcéo poténcia

Funcéo polinomial
Funcdo composta

Derivada da soma
Funcéo afim
Funcéo produto

Funcéo quociente

Funcéo composta

Derivada da fungdo exponéncial

Funcéo exponéncial de base e

Funcéo exponéncial de base a
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30.

31.

32.

33.

Resposta:

1
Vamos determinar o valor do limite: Iing(1+ sen(2x))x; o limite dado é um limite
X—>

trigonométrico, envolvendo o limite notavel Neperiano, vamos substituir a variavel x
pela respectiva tendéncia, assim:

I|m(1+ sen(2x))x =(1+ sen(2><0)o =(1+0)* =[i*] Este resuitado ndo & um

numero real, chama se indeterminacao, vamos levantar essa indeterminacéao:

1 1
1 5 M 1
|in3(1+sen(2x))x=|in3(1+zx%”(2x)j =Iim(1+2xxmj = lim(L+ 2x)x
X— X—> X

x—0 2X x—0
vamos trocar a variavel X para varia y fazendo :

1 1 1
y:—<:>x=—;sex—>0:>y—>6:>y—>oo neste caso o limite fica:

X y

y y
|im(1+2x1j _ Iim[1+gJ _e?:
X—>0 y Y0 y

Resposta:
Sendo f(X)=X—X*, o calculo da primeira derivada no ponto de abcissa X = 2 segue:

£(2) = lim f(x) f(z) o 0 = lim ¥ X @) oy XX 42

X—2 — X—2 X — X—2 X—2

Resposta:

sendo f(X)=2x®+Xx?+1, o célculo da segunda derivada da funcio f segue:
Vamos comecar por calcular a primeira derivada em IR, assim,

£1(0) = (2x° + X2 +1) > £1(x) = (2 ]+ (P J+1 > () =3x2x% +2x+0 <
& f'(x) =6x" +2x

Uma vez encontrada a primeira derivada, vamos determinar a segunda derivada a partir
da primeira derivada,

fr(x) = (6x2 + 2x)<:> fr'(x) = (6x2)+(2x)”<:> fr(x) =6x2X+1x2 <
< (X)) =12x+2
A segunda derivada da fungéo f ¢ iguala f''(X) =12X+2
Consideremos a figura que representa uma fungo real de varavel real:
Ay
2

1

5
w
~

-1
-2
-3

A

p o

Figura: 33.1- grafico de funcdo real de variavel real definido por 1 trogos.
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Derivada da funcao logaritmica
Funcéo logaritmica de base e

Funcéo logaritmica de base a

Derivada da funcéo trigopnométrica
Funcéo seno

Funcéo co-seno

Seja f uma funcdo continua em

e derivavel em Ja, bl.

e Se para todo
entdo f é estritamente crescente
em
Se

entdo f é
decrescente em

para todo
estritamente

Seja f uma funcéo continua em
e tem um maximo ou um minimo em
c do intervalo entao

ou nao existe.

Um elemento ¢ do dominio de uma
funcéo f é um ponto critico de f se

entao ou nao existe.

E uma soma de mondmios ndo
semelhantes

Um polinémio de uma varidvel tem a
seguinte férmula geral:

G
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34.

35.

Duma forma geral, uma funcéo real de variavel real ndo é derivavel nos pontos de abcissas
onde ha vértices, e nem em pontos onde a funcdo ndo é definida, visto que ndo se pode
tracar recta tangentes nestes pontos, neste caso especifico, a funcdo f, ndo é derivavel no
ponto de abcissa x=0 e ordenada y=0, ou seja no ponto (0;0).

Resposta:

Vamos tracar as rectas tangentes nos pontos (-2;-4) e (2;-4), como mostra a figura 33.1.
Repare que a recta tragada é paralela ao eixo das abcissas e 0 coeficiente angular da recta
tragada é nula, logo a primeira derivada da fungdo tem a primeira derivada nula (-2;-4) e
(2;-4).

Resposta:
A funcdo f tem a primeira derivada negativo intervalo onde ela é monétona decrescente, a
variacdo da funcdo (monotonia) anterior segue:

A funcéo f(x) € monotona decrescente em ]— oo;—Z[U ]0;2[ , neste intervalo a fungdo

admite a primeira derivada negativa (como teste, trace uma recta tangente no qualquer
ponto de abcissa que pertence neste intervalo).

e Somente para Seccdo de Letras

36. Resposta:

Consideremos 0 conjunto definido por compressdo
M = {x:x e uma letra da palavra Matematica}
Definindo por extenséo o conjunto M, tem se: M = {ma tiejicf
37. Resposta ao problema:
nU)=40  n(1) = 22
=n(l)+n(Pnl)=x
& 22+3=X
X =25

Séo 25 pessoas que falam inglés.

38. Resposta:

O grafico de uma funcdo par é simétrico em relagdo ao eixo das ordenadas.

39. Resposta:

Vamos fazer o estudo da variagdo da funcéo f (X) =x%®-3x , em primeiro lugar, vamos
calcular a primeira derivada da funcéo f, assim,

f'(x) = (x3 —3x)<:> f'(x) = (xa)—(Sx)'
f'(x)=3x*-3
£'(x)=0

, Vamos determinar os zeros da funcdo da primeira derivada:
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¥ -3=03k=3cX :g<:>x2 —lox=tlox=tl=x =-lvx, =1

E uma regra que é usada para
determinar o quociente entre o f'(x) + 0 - 0 +

polinébmio de grau n e um binémio f(x) __ 3 ~ 2 _—

linear x - a.
Afungio f(X)=x>—3X émonétona decrescente se X € ]»1,1[

Conjunto é uma colec¢édo de objectos

da mesma especie. 40. Resposta: considere o gréfico da fungéo h(x) :

AY
Reunido de conjuntos
Intersec¢éo de conjuntos h
. . (x)
Diferenca de conjuntos /? «
Complementar de conjuntos 7 3 2710 \1 > 3 /4 »
-1

Dado um ponto P(xo, Yo) € recta r: A funcdo é definida por dois trocos, a expressdo analitica do primeiro trogo

no plano, a . ;
distancia entre o ponto P e a recta r Xe ]»oo,O[ ¢
representada por d(P, r) é dada por: () = x+3 (-2 = lim h(x)-n(2) _im X+3-(-2+3) i X+3—1: lim X+2 _
X—-2 X—(—Z) X—-2 X+2 X2 X 42 X2 X + 2
= lim1=1..(-2)=1

e Somente para a Seccdo de Ciéncias

36. Resposta:
Se o primeiro ponto é origem do S.C.O, entdo tem as seguintes coordenadas: O(0;0) e
outro ponto dado é P(-2;-7). A distancia entre dois pontos no plano é dada pela formula:
Para responder o nUmero 38 é
preciso ter conhecimentos profundo
de nimeros complexos conjugados

d(Py;P) = (x—%,)2 + (Y~ ¥,)? = d(O;P) =/(-2-0) + (- 7-0] &
< d(0;P)=y(-2f +(-7)° < d(0;P) = V4+49 = d(0;P) = V53

Dois nimeros complexos dizem — se eysER Lk
?Tg’sgado: quan;jrtt)e;em ?;r;e?n;?ei Dados os pontos P(0;1);,Q(3;4) A R(2k; k) para que estes trés pontos sejam colineares
d P g devem pertencer a uma mesma recta.

simétricas. O onjugado de ndmero ;
Vamos determinar uma equagao da recta que passa pelos pontosP e Q, y =mx-+Db
complexo z representa — se por A
Exemplo: 4-1 3
P . m=—"=—"om="=1=y-y,=m(X—X,) = y-1=1(x-0)
sdo dois ndmeros A 3-0 3
X

complexos conjugados. Yox+1oX=2KkAy=k=Kk=2k+lesk—2k =1¢>—k =1= k =—1

Para que os trés pontos sejam colineares, o valor de k deve ser igual a —1
As regras de primitivacéo de funcoes ERERIRESINEE
obtém — se através das regras de

2—X . .
derivacdo, assim temos: Dada a funcio f (X) = vamos determinar a sua inversa, portanto, uma funcéo real

de variavel real admite inversa num dado intervalo ou no seu dominio se e somente se ela

o
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for injectiva neste mesmo intervalo ou no seu todo dominio. A funcédo f é homogréafica e em
geral as funcGes homograficas sdo injectivas em todo seu dominio, logo f admite inversa

em IR\ {0} logo,

f(X):ﬂszz_—f(x)<:>x><f(X)=2—f(X)<:>x><f(X)+f(X)=2<:>
X f(x)
= f(X)[X+1]:2<:> f(x):xiJrl:> f_l(x)zxiﬂ

39. Resposta:
Considerando a fungio f (x) = x? cujo D, =[-2;2]= D' f =[0;4]
Consideremos a funcdo y=2f(X), o contradominio dessa funcdo ¢
D', =[2x0;2x4]=[0;8]
Ja o gréfico o grafico de g(x) =2f(x)+3, é obtido a partir do grafico da funcéo
. y =2f(X), onde cada valor da ordenada ser4 adicionada 3 unidades e o contradominio
Integracao por parte
passaser: D' = [0 + 3,8+ 3]

D', =[311]

Para responder o ndmero 40 ¢é
preciso ter conhecimentos profundo RREASAREN N R

de tipos de funcdes modulares O ntimero 3+ +/— 25 , pode ser representado da seguinte maneira:

3+4/-25=3+/-1x25=3+/—1x+/25 =3+ /25 x/-1 =3+5/-1=3+5i

Funcdo modular do tipo

Funcéo modular do tipo
FIM
Funcéo modular do tipo
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