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14/4/2010 — ALGA-1:Exercicios Resolvidos Retas, Planos e Distancias

* Da Lista de exercicios de Algebra 1 — Retas, Planos emist$ (UDESC-CCT-JOINVILLE);
* Do Livro de Geometria Analitica - Alfredo Steinbruch, PaMimterle.

Lista: exercicio 4.

+y+z—2=
Dadaareta:{x y+z-2=0

como intersecao de dois planos, obter a sua aoatrica.
X+3y—z—-2=0 ¢ P cosaD

Solucéo:

Esta ndo é a Unica solucdo, porém é uma das neais.fRara resolver precisamos de conhecimentos
sobre planos e retas.

1 - Aretar é dada na forma de intersecéo, part&sblvemos o sistema para encontrar a equagao
da reta ou o ponto, neste caso faremos para o.ponto

2 — Olhe para as equaces da retar, e veja dizeseos x = 2, as equacoes serdo simplificadas.

| x+y+z—-2=0

"|Ix+3y—z—2=0 — fazendo x2 e somando as equacoes:
2+y+2—-2+2+3y—2—-2=0

y+z+3y—2z=0

4y=0 = y=0

agora substituimos ¥0 na equacao e encontramos z também igual a(zqmando X= 2) :

z=0 = y=2z

Essas coordenadas encontradas sdo um ponto dateese¢ao dos planos, portanto P=(2,0,0).
Agora s0 precisamos encontrar o vetor, ha variagires, uma delas € o produto vetorial dos
vetores normais dos planos dados, e sao facilneectantrados, conhecendo-se a equacéao geral do
plano:

ax+by+cz—ax, —by,—cz =0
. X+y+z—2=0 0s vetores séo‘}(l,l,l) e @(1,3,—1)

entdo para r X+3y—7-2=0

Fazendo o produto vetorig] x v, :

(1><(—1)—3><1,—(1><(—1)—1><1) ,1><3—1><1):(—4,2,2)

j k
é 1 = e este é o vetor simuttaneamente ortogonal aos dois plantssda
-1

[EEEN

portanto € o normal de um outro plano que contém o ponto(Z?0,0)!

Substituindo na equacéao geral do plano:

—4X+2y+22—(—4)2-2(0)-2(0)=0
—4x+2y+22+8=0 (dividimos por2 para simplificar, e encontramos o vetor da réta

—2X+y+z+4=0 = W(—Z,Ll)

Agora substituimos na equacao simétrica da reta:
X=X Y-y, _z2—1z Xx—2_y—-0_z-0 X—2_ _
a b ¢ 21 1 M TpTyE=z
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Lista: exercicio 15
Calcular as equagfes das retgsie contém o ponto A(2,-1,1) e que interceptapta r

X=1+2t
s<y=—1 segundo um angulo de 45°.
z=t

Solucéo:

O exercicio ndo fornece figuras. Desenhado (véiguaa 1) € assim que a rataleve se parecer,
pois forma 45° cors. Nesse caso 0 angulo dado so serve para enconietoradiretor da rets, isso
por que 45° é a metade de 90°. Entdo se encongarmeetor perpendicular&(chamaremos de
t), entdo podemos encontrarporque podemos somar os vetores.

1 r 2

-

— 4
—
+
e

45°

45°

T

Temos a equacao paramétrica da reta s, e pela trdauitificamos o vetor e o ponto, entado:
X=ta+x =1+2t

ssy=tb+y, =—-1 Ent&o o vetor de sﬁZ,O,J)
z=tc+z =t

Agora precisamos de um vetor perpendiculéfao,]), pela condi¢éo de ortogonalidadejs
vetores sao ortogonais quando o produto escalayual a zerg entéo:

51=0 —(2,0,)(xy,2=0

Note que a componente b do veta¥ nula, fazendo o vetdrtambém pertencer ao plano x0z.
Fazendo x =1 temos:

51=0 >(2,0,)(1y2=0=2+0+2=0=2=-2

Entdot (1,0, 2)

Agora somamos os vetores (veja a figurat 2)5= (1,0, — 2) + (2,0,1) = (3,0, — 1)
Que é o vetor diretor da retar.

Pode-se fazer—& gue dara um outro vetor paramas também formando 45° com a ®ta
t-5=(-1,0-3).

Encontramos os vetores e temos o ponto A(2,-Intjpes s6 escrever as equacdes parametricas de r.

X=ta+x =3t+2 X=—t+2
r<y=tb+y, =-1 ou riy=-1
z=tc+z =—-t+1 z=-3t+1
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Lista: exercicio 16.

Obter a equacao do plano que contém arr 5( ty—2z+3=0 e seja paralelo ao eixo das
quac p q % —y+22+5=0 jap

abscissas.

Solucéo:

1 - Para resolver devemos obter o vetor da reid@nto.
2 - Depois devemos obter um vetor perpendiculaiamdas abscissas e ao vetor da reta. Que sera o
vetor do plano, pois cumpre com as restri¢des.

1 — Das equacdes da reta r, resolvemos o sist@hoaamos na forma reduzida e tiramos as
informacgdes necessarias (ou seja escrevemos mduneao de x).

+y—z+3=
. {X y—2z+3=0 (basta somar as duas equagdes)

I x—y+2z+5=0

2X+y—y—z+22+3+5=0
2X+z+8=0 7
=—2x—8 .

. X+y—z+3=0 (multiplicamos por 2 para fazer z desapar}zce
X—y+2z+5=0

2X+2y—22+6+x—-y+22+5=0 D boco ilustrand .
3X+y+ 11:O m eSnOoCOo lustrando 0 enuncia.
y=—3x—-11

Da formula da equacéo reduzida podemos identificaator e o ponto.
vi(1,-3,-2)

P, (O, —11,— 8) (isso quando fazemos:xo)

Agora devemos fazer o produto vetorial do vetagtdirda reta, pelo vetor diretor do eixo das
abscissas, assim encontramos um vetor simultaneamagonal aos vetores dados.

I ~3x0-0x—2,—(1x0—(1x-2)1x0—(1x—-3)
1 -3 -2 =
1 0 0 (0,—2,3) e este é o vetonormal () do plano!

Como ja temos o pontB, (O, —11,— 8), agora € so substituir na equagéo geral do plano.
ax+by+cz—ax,—by,—cz =0

Ox+(—2)y+3z—0x0—(—2)(—1)—(3)x(—8)=0

—2y+3z—-22+24=0

—2y+3z+2=0 (muItipIicamos por-(1) para simpl'rﬁcar)

2y—3z—-2=0

E esta é a equacéo do plano paralelo ao eixoug eantém a reta r!
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Livro: Pg.139, exercicio 35.
Seja o triangulo de vértices A(1,0,-2), B(2,-1e6}(-4,5,2).
Estabelecer as equacdes da reta suporte da mediam@angulo ABC relativa ao lado BC.

Solucéo:

O exercicio ndo fornece figuras, entdo vocé temaglinenhar.
Desenhando o triangulo, a mediana relativa ao i@ a reta MA.

c
M
A B
—24 -4
Para encontrar M, basta fazéft:= B ; c = ( 5 ) :(— 1,2 — 2)

Agora ele pede a reta suporte relativa ao ladoeB@o o vetor tem que sﬁ, e NA0AM .
MA=A-M=(1,0,-2)-(-12,-2)=(2 - 20)

Assim podemos escrever as equacdes paramétricagmuuintramos o vetor diretor da reta e temos
0 ponto A.

MA =(ab,0=(2,-2,0) e A=(x.y, 2)=(10,-2)

X=ta+x =2t+1
y=tb+y =—2t
z=tc+z,=-2
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Livro: Pg.182, exercicio 26.
Determinar a equagédo geral do plano que conténmim goa reta, dados:
A(1,2,1) e aretaintersecéo do plamax —2y+z—3=0 com o plano y0z.

O exercicio nao traz figuras, e € complicado, mastentar explicar!

Do enunciado, concluimos que existe um plano qogooo ponto A e uma reta (figura 1).
Mas essa reta so existe devido a intersecao deldoiss: o plano y0z (figura 2) e o plandfigura
3).

y

A /
r

Agora identificamos a equacao do plano y0z, que®x
Para acharmos a equacéo da reta interse¢ao dos pksta resolvermos o sistema somando as
equacdes dos planos:

{X =0 resolvendo o sistema temos:
X—2y+z—-3=0

—2y+z—-3=0

e a equacao da reta é€:

z=2y+3

Agora da equacao simétrica da reta temos:

X_Xl:y_ylzz_z1 = =
a b C b b

De onde tiramos o vetor e o ponto:
V/(a,b,@ logo T/;(O,LZ) a componenta do vetor € nula quando x =0 .

E para o pontd® (X, .y, ,z,) sabemos que, =3 (pela equacéo simétrica), entdo para encontrar as
outras coordenadas basta substituirmos na equag&obed

z=2y+3
3=2y+3 = y=0
X, =0 pois ndo ha como calcular, entéc( P 0)0,3

Como encontramos um ponto da reta, podemos fazeioo AP e assim encontrar um segundo vetor
pertencente ao plano procurado. Tendo dois vetmesntramos o vetor normal ao plano com o
produto vetorial, com isso podemos escrever a éguag plano.

AP=P-A=(003-(12]=V,(-1,-22

<l
X
o
I
o
H
N
I

ik <1X2_(_2)><2,—(0><2—(—1)><2),OX(—Z)_(_]-)X]-)
6,

-1-2 2 =V, (6,— 2,1) e esse é finalmente o vetor normal do plano!
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Substituindov,, na equagdo do plano junto com o ponto A(1,2,1):
ax+by+cz—ax,— by, —cz =0

6Xx—2y+z—-6x1—-(—2)x2—-1x1=0 simplficando temos:
6Xx—2y+z—-6+4-1=0
6x—2y+z—3=0

E esta € a equacédo do plano que contém o pontorAta imtersecdo dos planos yOz e
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Livro: Pg.184, exercicio 39.
Determinar as equacdes reduzidas, em termos @ergfalr que passa pelo ponto A(2,-1,4) e é
perpendicular ao plann: x —3y+2z—1=0.

Sem figuras! Com isso a interpretacdo geométrica de parecer com isso:

A 1 Uma retar que passa por um ponfa E essa
T reta € ortogonal ao plano, ou seja é paralela ao
Pf-' Ez vetor n (normal) do plano.
; Com isso s6 nos resta achar um ponto P tal que
T ao fazer o vetoﬁ, este seja paralelo ao vetor
normal do plano.

Utilizando a linguagem matematica, 0 que procuraénos

—_—

P(x,y,z) |ﬁ /I 1, entdo pela condicéo de paralelismo de vetorzné =k

Identificando o normal do plano na equac&o d&r{a:— 3,2)
Assim abrimos a equagéao do ponto P:

_PA_A-P_(2-14-(xv2
nR (1,-32

2—x_—1—y_4—z_k
1 -3 2

k

A partir daqui temos duas maneiras para resolvee (B):

2—X_—-1-y_4—z_
(A) 1 -3 2 =k

Agora se multiplicarmos o numerador e o denomingdomenos um, néo alteramos a igualdade e
chegamos a forma simétrica da reta:

X—2 y+1 z-4
-1 3 =2

Logo a equacéo reduzida (escrevendx em funcao de x) é:

_3X 6 _ _—2x_ 4 _
y—_—l—_—l—l——3x+5 e z—_1+_1+4—2x
, —X_—1-y 4-7_ oo
(B) Por outro lado, podemos pegar a iguald =——3 " >3 =k e atribuir um valor
para x. Entéo, fazendo x =1 achamos y e z:
2—-1_—-1-y _ a -
1 - _3 = —3=—-1-y = y=2
Logo,se y=2 temos que:_i;2:4gz = 1=47—z = z=2
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Encontramos o ponto P = (1, 2, 2)! Veja que sanjo@s esses valores na equacéo, encontramos k =
1, e isso verifica o paralelismo entre vetoPés e ii, entdo estamos no caminho certo! Agora
achamos o vetoPA:

PA=A—P= (2, ~ 1,4) - (1,2,2) = (1, ~ 3,2) e esse é o vetor diretor da neta

Temos o ponto A(2,-1,4) eovetor (1,-3,2)mas o exercicio quer a equacao reduzida da reta
em termos de X, entdo da equacéo simétrica enowrdreso (ou seja escrevemos y e z em funcao
de x):

X=X _Y=¥%_2-2 = _bx le+ _CXx ©CX

_—3 (=32 _2 (2)(2
y=—q 73 1t e =3 t4

y=—3x+5 e Z2=2X
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Livro: Pg.201, exercicio 2.
Determinar, no eixo das ordenadas, um ponto edqérdesde A(1,1,4) e B(-6,6,4).

Solucéo:

O exercicio pede um ponto no eixo das ordenadt&n efe queP(0,y,0).
Que seja equidistante, isto é a distancia de R at@gual a distancia de P até B, em matematica:

A distanciad entre dois pontos € dada pelo modulo, isto é:

d_ =|PA|=|A- P|:‘(1,1,A) —(O,y,O)‘ =\/(1—O)2+(1—y)2+(4—0)2

dﬁ:\/(1+1—2y+y2+ 16)

d_.=|PB|=|B— P|:'(— 6.6.4 —(O,y,O)’ =\/(— 6—0)2+(6—y)2+(4—0)2

d_= \/(36+ 36— 12y+y*+ 16)

Como ele disse que € equidistante, isto é a memtdnda, entdo comparamos:

—

PA PB

\/ (18 —2y+ y2) = \/ (88— 12y+ y2) Elevando ao quadrado dos dois lados temos:

18— 2y+y?=88—12y+y? Cancelando ¥
10y=88— 18

y:l—O:7

Portanto y =7 e o ponto é P(0, 7, 0).
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Prova: exercicio 1. (Udesc 2009/2)

. X—5_y+1_ —2z+1 {X:6+3t
Sejam as retasr, : = = er,

3 5 1 y=1-2t.

z=t
Determine, se possivel, as equagdes simétricasalg, r, passando pelo ponto de interse¢ao, e
r,, e sendo paralela a reta definida pelos pontds: B(2) e B(1, 4, 5) .

Solucéo:

X_X1:y_y1
b

z2—2 , .
=—¢ 0ueéaequacéo simétricarde

De acordo com o enunciado, ele quey:

Entdo s6 precisamos achar o vetor (a, b, c) e ogan, y, , z,) de interse¢ao.

Para achar o ponto de interse¢aa der,, passamos tudo para a equacéo reduzida da reta e
igualamosyayezaz.
bx bx, cX  CX;

Equacéo reduzida da rem;?—?+ y, e 223_ -

+
Da retar, primeiro arrumamos a equagao, passando para a fwmeta (multiplicando a dltima
igualdade por-1):

X=5_y+1 z-1
r: =

3 2 -1
.. _2x 13 x 8
R S =—Z 4+, X
Calculando, chegamos §; 33 e z, 33 A
Py |
r, esta na forma paramétricgy y=th +y;.. o F
z=tc+z !
Colocando na forma reduzida temos: B
_—2X 45 X 5
yr2 - 3 e Zrz _§ - r3
Uma possivel ilustracéo
Ilgualando y, ay, ez az_, paraobter o ponto de intersecac do enunciado.
ay X B_mZis o zaz %4825
Yyna ¥, 373773 n8%,-737373

Ambas as equacgdes resultam em x = 7, 0 que prexst&ncia de um ponto de intersecao.
Para encontrar y e z, substituimos (X = 7) nasg@igsa

_— 2 X
y=—5 *5 € z=3- 2
5 1
Calculando chegamos a: y = =

Entdo o ponto de intersecéo & P%?%).

Como ele disse que é paralela a reta definida pelotos A(0, 1, 2) e B(1, 4, 5) .
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Entdo:AB=B—A =(1,3,3)

Logo o vetor (a, b, ¢) para a equacao simétricgpgoeuramos, pela condicédo de paralelismo de
vetores tem de ser:

V(a,b,c) .
7=k . V s My =
s e assim v(a b c) k(AB)

Substituindo temos"-/(a,b,c):k(l,s,s) ou V(a,b,c)z(k,Sk,Sk)

1
. X—7 _ y— 3 Z—§
LOgO a equacao simétrica da rega K = 3K 3K

Ou podemos multiplicar os dois ultimos membrostpEs para melhorar a aparéncia:

X=7_3y—-1 _z-1

o T ok - oK ke R|kz0#1

Pois quando k =0 ha o problema de estar comondi@ador (tornando a divisao inexistente), e
quando k=1 as retas coincidem, entdo para gertmutro nimero real cumprira as exigéncias.
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Prova: exercicio 2. (Udesc 2009/2)
Determine, se possivel, a equacgdo darreqae passa por A(2, -1, 4) , sendo paralela awopl
x—3_y—2 _3z-9

n:2x+y—2z+2=0 e perpendicular a reta 3 T o 2

Solucéo:

Um pouco complicada, mas com uma interpretacao do
enunciado chegamos a um possivel desenho do qeslse 5 T

Colocando a equacao da reta s na forma padréo: ] n A
x—3_y—2_2-3
3 T -2 4~ il

3

s
Logo temos o vetor, <3, -2, %)

E a partir da equagéo do plano obtemos o vetora{ianQZ, 1, - 1).
Olhando a figura e se baseando no enunciado, doradwyue:

- o 4 _

Vv, -vs—(a,b,@ . (3, -2, §> =0

vi-fi=(ab,g-(21,-1)=0

Logo se fizermos produto vetorial v.xn ou ThxV, chegamos a um vetor simultaneamente
ortogonal aos dois vetores, calculando temos:

voxh=(2, 0 7
S _3)31
L. (2 17
nXV5—<—§,—§,—7>

Entdo o vetor da reta r seﬁ’é:(% , %7 , 7) ou Vv, <— 2 1

3 "3 7) pois cumpre com as exigéncias!

E as exigéncias sdo: o vetor da reteem de ser ortogonal ao vetor da reta também ao vetor
normal do plano (pois quando isso ocorre, enta@tovda retar € paralelo ao plano).

Temos o ponto A(2, -1, 4) e os dois vetores, loggwacao simétrica é:

x—2 _ y+1 z-4 x—2 _ y+1 z-4
2 w7 M TETTTmT T
3 3 3 3
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Prova: exercicio 3. (Udesc 2009/2)
Estudar a posicéo relativa das retas r e s. retaantersegdo dos planag :3x —2y—z=1 e

: _ x=y+5
n,:Xx+2y—z=7 e s: .
? {224

Fazendo a intersecédo dos planos (no primeiro exeméssa lista explicamos como se faz),
calculando e tudo mais, chega-se a equacéao redigidda intersecao dos planos:

NI W

_§+
Yy=3
z=2x—-4

Da definicdo da equacao reduzida da reta, obtermetoo e 0 ponto (da reta intersecao dos planos):

a a Yi a a 4
\7(2,1,2) e P(O,g,—4>

E também da reta s:
VS=(1,L0) e PS(O, 5, 4)

O estudo da posicao relativa e feita através ddytoomisto, e da analise dos vetores envolvidos.

Logo os vetores ndo sao paralelos (séo concorjertegproduto misto € diferente de zero, isso
define que as retas sao reversas (ou nao coplanares

PTDS=PS—P=<0,—1—23,8>



