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1. Os dados e a Estatistica

Definiremos de maneira simples e concisa alguns elementos que usaremos no
decorrer do curso.

Dados: é um (ou mais) conjunto de valores, numéricos ou nao.

Estatistica: € um conjunto de técnicas desenvolvidas com a finalidade de auxiliar
a responder, de forma objetiva e segura, as situacbes que envolvem uma grande
guantidade de informacdes. Pode ser usada para analisar situacdes complexas ou nao.
Permite, de forma sistemadtica, organizar, descrever, analisar e interpretar dados
oriundos de estudo ou experimentos realizados em qualquer drea do conhecimento.

Podemos dividir a estatistica em trés partes:

a) Estatistica Descritiva

b) Probabilidade

c) Inferéncia Estatistica.

1.1. A Estatistica na Pratica

Porque a estatistica é importante?

Os métodos estatisticos sdo usados hoje em quase todos os campos de
investigacdo cientifica, ja que eles nos capacitam a responder a um vasto numero de

guestdes, tais como as listadas abaixo:

a) Como os cientistas avaliam a validade de novas teorias?

b) Como os pesquisadores médicos testam a eficiéncia de novas drogas?

¢) Como os demégrafos prevéem o tamanho da populacdo do mundo em
qualquer tempo futuro?

d) Como pode um economista verificar se a mudanca atual no indice de Precos
ao Consumidor é a continuacdo de uma tendéncia secular ou simplesmente
um desvio aleatério?

e) Como é possivel para alguém predizer o resultado de uma eleicdo
entrevistando apenas algumas centenas de eleitores?

f) Como os pesquisadores na educacdo testam a eficiéncia de um novo método

de ensino?



Estes sdo poucos exemplos nos quais a aplicacdo da estatistica é necessaria. Por
isso, a estatistica tornou-se uma ferramenta cotidiana para todos os tipos de
profissionais que entram em contato com dados quantitativos ou tiram conclusdes a
partir destes.

A Estatistica, além de servir como apoio cientifico a quase todas as areas do
conhecimento (Engenharia, Economia, Agronomia, Medicina, Fisica, Ciéncias Humanas
em geral, etc.), proporciona mecanismos para diagnosticar e aperfeicoar a gestdo e
operacado de diversos sistemas complexos, desde os sistemas humanos aos sistemas
fisicos, possibilitando criar modelos que descrevam o comportamento de algumas
varidveis em func¢do de outro conjunto de varidveis. Por exemplo, através de Métodos
de Regressao podemos relacionar ou criar uma relagao entre, a variabilidade de
diversas varidveis estocdasticas como o valor nominal dos imdveis de uma cidade em

funcdo de caracteristicas previamente especificadas desses imoveis.

1.2. Os Dados

1.2.1. Coleta de Dados

Apés a definicdo do problema a ser estudado e o estabelecimento do
planejamento da pesquisa (forma pela qual os dados serdo coletados; cronograma das
atividades, custos envolvidos; exame das informagdes disponiveis; delineamento da
amostra etc.), o passo seguinte é a coleta de dados, que consiste na busca ou
compilagdo dos dados das varidveis, componentes do fenbmeno a ser estudado.

A coleta de dados pode ser direta ou indireta.

Coleta direta: Quando os dados sdo obtidos na fonte origindria. Os valores assim
compilados sdao chamados de dados primarios, como, por exemplo, nascimentos,
casamentos e obitos, todos registrados no Cartério de Registro Civil; opinides obtidas
em pesquisas de opinido publica, ou ainda, quando os dados sdo coletados pelo
préprio pesquisador.

A coleta direta pode ser classificada relativamente ao fator tempo em:

e Continua — Quando feita continuamente, como por exemplo, nascimentos e

6bitos, freqliéncia dos alunos as aulas;



e Periddica — Quando é feita em intervalos constantes de tempo, como os

censos (de 10 em 10 anos);

e Ocasional — Quando é feita sem época preestabelecida.

Coleta indireta: Quando os dados obtidos provém da coleta direta. Os valores
assim compilados sdo denominados de dados secunddrios, como, por exemplo, o
calculo do tempo de vida média, obtido pela pesquisa, nas tabelas demograficas
publicadas pela
Fundacdo Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica — IBGE constitui-se em uma
coleta indireta.

Apresentacao dos Dados

Apods a critica, os dados devem ser apresentados sob forma adequada (tabelas ou
graficos), para o melhor entendimento do fenémeno que esta sendo estudado.

Analise dos Resultados

Realizadas as fases anteriores, faz-se uma analise dos resultados obtidos, através

dos métodos da Estatistica Indutiva ou Inferéncia, e tiram-se as conclusdes e previsoes.

1.2.2. Tipos de Variaveis

Cada uma das caracteristicas observadas ou mensuradas em um fenémeno é
denominada de varidvel. Para o fenbmeno “sexo” sdao dois os resultados possiveis:
sexo masculino e sexo feminino;

Para a variavel “ndmero de filhos” hd um numero de resultados possiveis

expressos através dos numeros naturais: 0, 1, 2, 3, ..., n;

I “

Para a variavel “estatura” temos uma situacdo diferente, pois os resultados
podem tomar um numero infinito de valores numéricos dentro de um determinado

intervalo.
As variaveis podem ser:

Varidveis Quantitativas - Referem-se as quantidades e podem ser medidas em
uma escala numérica. Exemplos: idade das pessoas, preco dos produtos, peso dos

recém nascidos. Elas subdividem-se em dois grupos:



Varidveis Quantitativas Discretas: sdo aquelas que assumem apenas
determinados valores tais como 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 dando saltos de
descontinuidade entre seus valores. Normalmente refere-se a contagens. Por
exemplo: nimero de vendas diarias em uma empresa, nimero de pessoas
por familia, quantidade de doentes por hospital.

Varidveis Quantitativas Continuas: sdo aquelas cujos valores assumem uma
faixa continua e ndo apresentam saltos de descontinuidade. Exemplos dessas
variaveis sdo: Os pesos de pessoas, a renda familiar, o consumo mensal de

energia elétrica, o preco de um produto agricola.

Varidveis Qualitativas - Refere-se a dados ndo numéricos. Exemplos dessas

varidveis sdo: O sexo das pessoas, a cor, o grau de instrucdo. Elas subdividem-se

também em dois grupos:

Variaveis Qualitativas Ordinais: Sdo aquelas que definem um ordenamento
ou uma hierarquia. Exemplos sdo: O grau de instrucdo, a classificacdo de um
estudante no curso de Estatistica, as posicdes das 100 empresas mais
lucrativas, etc.

Varidveis Qualitativas Nominais: Estas por sua vez, ndo definem qualquer
ordenamento ou hierarquia. S3o exemplos destas: A cor, o sexo, o local de

nascimento, etc.

Populagdo: E o conjunto de elementos a serem observados. Exemplo: Todas as

imobilidrias em uma dada cidade; todos os imdveis a venda em certo periodo em

uma dada regido, as empresas de engenharia de Manaus, todas as pecas nao-

conformes em certo periodo na produc¢ao de um produto em uma determinada

industria, etc.

Amostra: E uma pequena parte selecionada de uma populacdo que se pretende

estudar. Fazemos uma amostragem quando:

O numero de elementos da populagao é muito grande;
Quando queremos economizar tempo e dinheiro;

N3o é possivel acessar todos os elementos da populagao.



2. Estatistica Descritiva

E a parte mais conhecida. Quem vé os noticiarios na televisio ou nos jornais,

sabe quado freqliente é o uso de médias, indices e graficos nas noticias.

E a parte da Estatistica que coleta, descreve, organiza e apresenta os dados. E

nesta etapa que sdo tiradas conclusdes.

Exemplos:

a)

b)

O INPC, indice Nacional de Precos ao Consumidor, é um indice de maior
importancia em nossa sociedade. Sua constituicdo envolve a sintetizacdo, em
um Unico numero, dos aumentos dos produtos da cesta bdsica. No fundo é
um sucessivo célculo de médias, da mesma forma o INCC, indice Nacional de
Construgao Civil.

Anudrio Estatistico Brasileiro. O Instituto Brasileiro de Geografia e Estatistica -
IBGE publica a cada ano este anuario apresentando, em vdrias tabelas, os
mais diversos dados sobre o Brasil: Educacdo, transporte, economia, cultura,
etc. Embora simples e faceis de serem entendidas, as tabelas sdao o produto

de um processo extremamente demorado de coleta e apuracgao e dados.

2.1. Métodos Tabulares e Métodos Graficos

As técnicas aqui estudadas permitem detectar e corrigir erros e inconsisténcias

ocorridos durante um processo de coleta de dados, determinar as principais

caracteristicas destes mesmos dados e propiciar familiaridade com eles.

Tabela é um quadro que resume um conjunto de observagdes.

Ela é composta de:

Titulo: Conjunto de informagdes, as mais completas possiveis, respondendo
as perguntas: O que? (referente ao fato), Quando? (correspondente a época),
Onde? (relativo ao lugar);

Corpo: Conjunto de linhas e colunas que contém informagdes sobre a variavel

em estudo;



e Cabecalho: Parte superior da tabela que especifica o contelddo das colunas;

e Rodapé: Reservado para as observagdes pertinentes,

identificacdo da fonte dos dados.

Exemplos:

bem como a

Estimativas para o ano de 2006 de numero de casos novos por cancer, em homens e

mulheres, segundo localizagdo primdria, no Brasil.

Localizagdo Primaria

Neoplasia Maligna

Estimativa dos Casos Novos

Masculino Feminino Total

Mama Feminina - 48.930 48.930
Traquéia, Bronquio e Pulmao 17.850 9.320 27.170
Estdmago 14.970 8.230 23.200
Colo de Utero - 19.260 19.260
Préstata 47.280 47.280
Coélon e Reto 11.390 13.970 25.360
Esofago 7.970 2.610 10.580

Leucemias 5.330 4.220 9.550
Cavidade Oral 10.060 3.410 13.470

Pele Melanoma 2.710 3.050 5.760
Outras Localizacbes 61.530 63.320 124.850
Subtotal 179.090 176.320 355.410
Pele Ndo Melanoma 55.480 61.160 116.640
Todas as Neoplasias 234.570 237.480 472.050

Fonte: Estimativa 2006 — Incidéncia de Cancer no Brasil - INCA

Prevaléncia dos que experimentaram cigarro, pelo menos uma ou duas tragadas,

segundo sexo.

Experimentou Masculino Feminino Total
Cigarro Numero Percentual | Numero | Percentual | NUumero | Percentual
Sim 50 39,37% 153 32,69% 203 34,12%
Ndo 77 60,63% 315 67,31% 392 65.88%

Fonte: Questionario sobre Prevaléncia de Tabagismo e seus Determinantes, em profissionais da area de saude da

cidade de Manaus.



A representacdo grafica dos dados tem por finalidade dar uma idéia, a mais
imediata possivel, dos resultados obtidos, Nos permitindo chegar a conclusGes sobre a
evolucdo do fendbmeno ou sobre como se relacionam os valores da série. Ndo ha
apenas uma maneira de representar graficamente uma série estatistica. A escolha do
grafico mais apropriado ficard a critério do analista.

Contudo, os elementos: Simplicidade, clareza e veracidade devem ser

consideradas quanto a elaboracao de um grafico.

Sintetizando Dados Quantitativos /Qualitativos

Tabelas: O objetivo é apresentar os dados agrupados de forma que seu manuseio,
visualizacao e compreensao sejam simplificados. Esta apresenta¢ao pode ser feita de

forma tabular ou grafica.

As tabelas, dependendo do tipo de dados, podem ser:
a) Simples
b) Dupla entrada
c) Distribuicdo de freqiéncia
Distribuicdo de Freqiiéncias: Um estudo completo das distribuicdes de
fregliéncias é imprescindivel porque este é o tipo de tabela mais importante para a
Estatistica Descritiva. A seguir sdao descritos os procedimentos usuais na construcao
dessas tabelas. Primeiramente vamos ver alguns conceitos fundamentais:
a) Dados brutos: E o conjunto dos dados numéricos obtidos apés a critica dos
valores coletados. Os seguintes valores poderiam ser os dados brutos: 24, 23,
22,28, 35, 21, 23, 33.
b) Rol: E o arranjo dos dados brutos em ordem de freqiiéncia crescente ou
decrescente. Os dados brutos anteriores ficariam assim: 21, 22, 23, 23, 24,
28, 33, 35.
c) Amplitude Total ou "Range" (R). E a diferenca entre o maior e o menor valor
observado. No exemplo, R =35-21=14.
d) Classe: E cada um dos grupos de valores em que se subdivide a amplitude

total do conjunto de valores observados da varidvel.
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e) Limite de Classe: S3o os valores extremos do intervalo de classe.
Exemplo: No intervalo de classe 75|----- 85, o limite inferior (LI) é
representado pelo valor 75, inclusive, e o valor 85 representa o limite
superior (LS), exclusive, do intervalo de classe.

f) Ponto Médio do Intervalo de Classe (x;): E o valor que representa a classe
para o calculo de certas medidas. Na distribuicdo de freqiiéncia com dados
agrupados em intervalos de classe considera-se que os dados distribuem-se

de maneira uniforme no intervalo. Sua formula é bem simples, vejamos:

L5S—LI

Tipos de Freqiiéncias

Freqgiiéncia Simples Absoluta (F;)

E o nimero de vezes que o elemento aparece na amostra, ou o nimero de
elementos pertencentes a uma classe.

Freqiiéncia Absoluta Acumulada (F,.)

E a soma da freqiiéncia absoluta da classe com a freqiiéncia absoluta das classes
anteriores.

Freqiiéncia Simples Relativa (f,.)

A freqliéncia relativa é o valor da freqiiéncia absoluta dividido pelo nimero total

de observagdes: f,. = %

Freqiiéncia Relativa Acumulada (f,.)

A freqliéncia acumulada relativa é o valor da freqiiéncia acumulada dividido pelo
numero total de observagdes: f,., = %

Distribuicdo de Freqiliéncias

Utilizamos esse tipo de distribuicdo quando estamos interessados em agrupar o

conjunto de dados.
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Exemplo: Considere o seguinte conjunto de dados: 21, 21, 21, 22, 22, 23, 23, 24, 25,

25, 25, 25, 26, 26, 26, 28, 30. Construa uma distribuicdo com todas as freqliéncias.

X F; For f- fra
21 3 3 3/17 3/17
22 2 5 2/17 5/17
23 2 7 2/17 7/17
24 1 8 1/17 8/17
25 4 12 4/17 12/17
26 3 15 3/17 15/17
28 1 16 1/17 16/17
30 1 17 1/17 17/17
)y 17 1

Intervalos de Classes

Conjunto de observagdes apresentadas na forma continua, sem superposi¢do de

intervalos, de tal modo que cada valor do conjunto de observacdo possa ser alocado

em um, e apenas um, dos intervalos.

O numero k de intervalos para cada conjunto de observacdes com n valores pode

ser calculado por diversas formas. O método de Sturges é um dos métodos e

estabelece que:

k=1+3,322(log,,7) (formula de Sturges)

Onde:

k = nUmero de classes

n = numero total de observagdes

Ex.: para um conjunto com 50 observacdes obtemos log,, 50 = 1,699;

k=1+3,322x1,699 = 6,6 = 7 intervalos

O tamanho (w) de cada intervalo é obtido pela divisdo do valor da diferenca

. , . R
entre o maior e o menor valor, R, pelo nimero de intervalos k: w = <

12



Exemplo 1

Se utilizar a férmula de Sturges Intervalos de Classe |Freqiiéncia
R=53—19=34en =50 17 |- 23 04
Entdo: 23 |------- 29 14
k=14+3322x1,699 = 7 intervalos 29 |--—----- 35 12
w = 3—: = 5 idades, Entdo o tamanho do intervalo 35 |------ 41 08
€ de 5 idades. 41 |------- 47 04

47 |------- 53 07

53 [------- 59 01

Exemplo 2

ou, se construirmos os intervalos Intervalo de classe |Freqiéncia
empiricamente. 10 |---—---- 20 02

20 |------- 30 20

30 [------- 40 12

40 |------- 50 12

50 |------- 60 04

Graficos

Os graficos sdo representacbes pictéricas dos dados, muito valiosas na
visualizacdo dos resultados. E importante saber representar os dados na forma grafica
corretamente, pois se forem representados de forma errada acarretam ao analista
uma idéia falsa dos dados chegando até mesmo a confundi-lo. Os principais tipos de
graficos usados na representacdo estatistica sdo:

a) Histograma e Poligono de freqliéncia (para dados agrupados em distribuicoes

de freqliéncias)

Histograma

Histograma é uma representacdo grafica de uma tabela de distribuicdo de
fregliéncias. Desenhamos um par de eixos cartesianos e no eixo horizontal (abscissa)

colocamos os valores da varidavel em estudo e no eixo vertical (ordenadas) colocamos
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os valores das freqiiéncias. O histograma tanto pode ser representado para as

freqiéncias absolutas como para as freqiiéncias relativas.

Exemplo: O conjunto abaixo representa as notas do exame final de uma turma:

54 50 15 65 70 42 77 33 55 92
61 50 35 54 75 71 64 10 51 86
70 66 60 60 71 64 63 77 75 70
81 48 34 73 65 62 66 75 60 85
64 57 74 60 63 85 47 67 79 37
66 45 58 67 71 53 23 61 66 88
58 48 73 76 81 83 62 75 69 68
66 71 66 67 50 76 60 45 61 74
Notas Freqiiéncia
0---|10 1
10----] 20 1
20----| 30 1
30----| 40 4
40 ----| 50 9
50 ----| 60 13
60 ----| 70 26
70 ----| 80 17
80 ----| 90 7
Mais 1
Fonte: dados hipotéticos
- _
Notas do Exame Final de uma Turma
30
251
20T
151
10+
5 .
0 =
10 20 30 40 50 60 70 80 90 Mais
N Classes @ Freqgliéncia )

Fonte: dados hipotéticos
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b) Grafico em barras ou colunas (verticais e horizontais);
Esses tipos de graficos tém como finalidade a comparagdo de grandezas e
prestam-se em especial a representacdo de dados relacionados a séries de

tempo, como por exemplo:

Graéfico de barras representando a percentagem de recém nascidos por hospital

200 -

150,

100 ;

]
o

MUmero de recém nascidos

o

Hospital B Hospital G Hospital A

Motivo principal para escolher a UNICAMP

declarado na ocasido do vestibular pelos alunos que
ingressaram nos anos de 1994, 1995, 1996 e 1997 .

melhor curso
conceito dela

gratuita

c. cientifica
rigq. cultural
outro

mais proxima
rmaioria amigos

0 500 1,000 1,500 2000 2500
Frequéncia

Fonte: Comvest, UNICAMP
Nota: Existem 79 casos sem informacgéo, representando 1,1% do total
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c) Grafico em linhas ou lineares;
Sao freqlientemente usados para representar séries de tempo ou quando um
dos fatores seja o tempo, pois uma vez tratando-se de um grande periodo de
tempo a representagdo em colunas acaba sendo invidvel devido a alta
concentracdo de dados. Sua construcdo é de forma muito simples bastando
marcar os pontos correspondentes aos valores observados em cada periodo e

ligd-los por meio de um traco.

Variagao percentual do PIB no Brasil

(4.} =]
1 1

£
1

Variagdo do PIB
N «

—
1

e

o T V T L} L] L} L} L]

o 1991 1992 1993 1994 1995 1996 1997 1998
Fonte: Ficticio
-

Acessos de Telefonia Fixa na Regiéo
Norte do Brasil (1999-2003)

2100

1900 3
1700 /503 1857 1843

1500 / 1465

1300
1100 oTi17
900
700
500

1999 2000 2001 2002 2003

Anos

—&— Milhares de Acesso

o /

Fonte: Dados fornecidos pela Telemar

16



d) Grafico em setores

Construgao de um grafico de setores, dos académicos por area — UFAM 2003.

e
Académicos por Aréa - UFAM 2003
1241
O Humanas
B Agrérias
O Exatas
O Bioldgicas
485 122
= J

Fonte: questiondrio aplicado aos alunos da UFAM, com ingresso no ano de
2003. *134 alunos ndo responderam esta questdo

2.2. Métodos Numéricos

2.2.1. Medidas de Posi¢ao, Locacao ou Tendéncia Central

Mostram o valor representativo em torno do qual os dados tendem a agrupar-se
com maior ou menor freqliéncia. Sdo utilizadas para sintetizar em um Unico nimero o
conjunto de dados observados. Esta sintetizacdo é necessdria, por exemplo, na
construcdo do INPC (Iindice Nacional de Precos ao Consumidor). Embora, em um dado
més, cada artigo registre um aumento especifico, é necessario sintetizar esses

aumentos em um uUnico numero para ser usado nos varios setores da economia.

a) Média Aritmética Simples

Podemos dizer que esta é a mais importante medida de locacdo e que é mais

comumente usada para descrever um conjunto de observacdes. A média aritmética
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simples de um conjunto de n observacdes é o quociente entre a soma dos dados e a

quantidade dessas observacdes. E denotada por X.

Soma dos dados (valores observados)

Média = - —
Numero total de observacées

Em linguagem matematica, a média amostral se expressa de forma seguinte:

X+ X+ tx, Xy x;

TL TL

X =

Exemplo: Calcule a média da variavel X: 3,5, 8, 12, 7, 12, 15, 18, 20, 20.

3+45+8+12+7+12+15+18+20+20 120
10 10

X = =12

Diante da pergunta “Como interpretar a média?”, as respostas mais comuns sao:
“Representa a posicdo da maioria” ou “E o valor que estd no meio da amostra”. Ambas
estdo erradas! Quem representa a posicdo da(s) maioria(s) locais é a moda, e quem
estd no meio do rol é a mediana. A média é outra coisa! O gréfico seguinte nos ajudard

a responder a questao.

A Média é o Ponto de Equilibrie da Distribuiciic de Frequéncias

Fregiiéncias Ahsolutas = Pesos

0% 10% 15% 20% 25% 3I]"/o 35% 40% 50% 60% 0% 80%0

Conhecimento de Informatica

Meédia = 27,2%

b) Média Aritmética Ponderada

Em algumas situacdes os nlimeros que queremos sintetizar tém graus de

importancia diferentes, usa-se entdo a média aritmética ponderada.
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A média aritmética ponderada de um conjunto de n observag¢des é o quociente
da divisao pela soma dos pesos da soma das observagdes multiplicadas por seu
respectivo peso.

Com intervalos de Classe

Neste caso, convencionamos que todos os valores incluidos em um determinado
intervalo de classe coincidem com o seu ponto médio, e determinamos a média

aritmética ponderada, por meio da férmula:

E?zixefrz'

=1 F;

X =

Onde x; é ponto médio da classe.
Exemplo: Consideremos a distribuicdo relativa a 34 familias de 4 filhos, seja X o

numero de filhos do sexo masculino:

N® de F.| xF
meninos
0
1
2 10 20
3 12 36
4 4 16
2=34 2=78

Fonte: dados hipotéticos.

Temos, entao:
=1 F; =78 e Nt F; = 34
Logo:

— 78 —
X=—=229-2X=23
34

isto é: X = 2,3 meninos

Nota: sendo X uma varidvel discreta, como interpretar o resultado obtido, 2 meninos e
3 décimos de menino?

O valor médio 2,3 meninos sugere, neste caso que o maior numero de familias tem 2
meninos e 2 meninas, sendo, porém, a tendéncia geral de uma leve superioridade

numeérica em relacdo ao niumero de meninos.
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Exemplo: Suponha que tenhamos feito uma coleta de dados relativos as estaturas de
40 alunos, que compdem uma amostra dos alunos de um colégio A, resultando a

seguinte tabela de valores.

i | Estaturas(cm) F, x; x,;F;
01 150 |---- 154 04 152 608
02 154 |---- 158 09 156 1404
03 158 |---- 162 11 160 1760
04 162 |---- 166 08 164 1312
05 166 |---- 170 05 168 840
06 170 |---- 174 03 172 516

=40 3 = 6440

Fonte: dados hipotéticos

Temos, neste caso:

T, x,F,=6440 e X7, F, =40

Logo:
— 6440 _
X=——=181—=X=161cm
40
c) Mediana

A mediana de um conjunto de n observacdes é o valor “do meio” do conjunto,
guando os dados estdo ordenados. Se n é impar esse valor é Unico; se n é par, a
mediana é a média aritmética simples dos dois valores centrais.

Exemplo: Determinar a mediana do conjunto X: 2, 20, 12, 23, 20, 8, 12.

Ordenando os termos: 2, 8, 12, 12, 20, 20, 23.

A mediana serd o numero 12, pois ele divide o conjunto em duas partes
iguais. Portanto, Md = 12.
Exemplo: Determinar a mediana da série X: 7, 21, 13, 15, 10, 8, 9, 13.

Ordenando os termos: 7, 8,9, 10, 13, 13, 15, 21.

A mediana sera:

10 +13
Md :T: 11,5
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Com intervalos de Classe

Neste caso, o problema consiste em determinar o ponto do intervalo em que
esta compreendida a mediana.

Para tanto, temos inicialmente que determinar a classe na qual se encontra a
mediana — classe mediana: E o valor que divide as observacdes em duas partes, onde
50% dos dados ficam acima dele e o restante abaixo. Tal classe serd, evidentemente,
aquela corresponde a frequéncia acumulada imediatamente superior a 2™, F./2

Na prdtica seguimos os seguintes passos:

1) Determinamos as freqliéncias acumuladas.

2) Calculamos X, F,/2

3) Marcamos a classe correspondente a freqiiéncia acumulada imediatamente

superior a X", F./2 — classe mediana — e, em seguida, empregamos a
i=1%1i

féormula:
n g
Md=LI+h
ﬁ"d’ﬁ'
Onde:

LI é o limite inferior da classe mediana
fane € afrequéncia acumulada da classe anterior a classe mediana
Faa é afrequiéncia simples da classe mediana

h é a amplitude da classe mediana

Exemplo: Tomemos a distribuicdo relativa a tabela do n? de meninos, completando-a

com a coluna correspondente a freqliéncia acumulada:

N2 de
meninos i Fac
0 2
1 8
2 10 18
3 12 30
4 4 34
s=34

Fonte: dados hipotéticos
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Sendo:
n F/2=34/2=17
A menor freqliéncia acumulada que supera este valor é 18, que corresponde ao valor 2
da variavel, sendo este o valor mediano.
Logo:
Md = 2 meninos
Exemplo: Tomemos a distribuicdo relativa a tabela da estatura dos alunos,

completando-a com a coluna correspondente a freqiiéncia acumulada:

i | Estaturas(cm) F; F,,
1 | 150 |--- 154 4 4
2 | 154 |----158 9 13
3 158 |---- 162 11 24 —» | Classe Mediana
4 | 162|166 8 32
5 166 |---- 170 5 37
6 | 170 |- 174 3 40
2=40

Fonte: dados hipotéticos

Temos:
" F,/2=40/2=20
Como ha 24 valores incluidos nas trés primeiras classes da distribuicdo e como
pretendemos determinar o valor que ocupa o 2092 lugar, a partir do inicio da série,
vemos que este deve estar localizado na terceira classe (i = 3), supondo que as
fregliéncias dessas classes estejam uniformemente distribuidas.
Como ha 11 elementos nessa classe e sendo o intervalo de classe igual a 4,

devemos tomar do limite inferior, a distancia:

20— 13 7
—xd = —x4
11 11
e a mediana sera dada por:
7 128
Md =158+ Exdl =158 —I-F = 158 + 2,54 = 160,54

Logo: Md = 160,5 cm
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d) Moda (Mo)

E o valor de maior freqiiéncia em um conjunto de dados. Ela é denotada por Mo,

Exemplo: Determinar a moda dos conjuntos de dados:

X:2,8,3,5,4,5,3,5,5, 1.

O elemento de maior freqiiéncia é 5. Portanto, Mo = 5. E uma seqiiéncia
unimodal, pois s6 temos uma moda. X: 6, 10, 5, 6, 10, 2.

Este conjunto de dados apresenta o elemento 6 e 10 como elementos de maior
freqgliéncia. Portanto, Mo = 6 e Mo = 10. Por isso é chamada de bimodal.

Quando nao houver elementos que se destaguem pela maior freqiéncia,
dizemos que a série é amodal.

Exemplo: X: 3,3, 3,4, 4, 4.

N3o hd moda, pois os elementos tém a mesma freqiiéncia.

Com intervalos de Classe

A classe que apresenta a maior freqliéncia é denominada classe modal. Pela
definicdo, podemos afirmar que a moda, neste caso, é o valor dominante que esta
compreendido entre os limites da classe modal.

Par determinacdo da moda, Czuber criou a seguinte expressdo denominada

férmula de Czuber e, na qual:

'Dl
Mo=LI+h——
D, +D,

LI é o limite inferior da classe modal

h é a amplitude da classe modal

Di =an _f.:ms

D, = fy, _f:pn-s!:

Onde:

fuo éafreqiiéncia simples da classe modal

fane € afreqiiéncia simples da classe anterior a classe modal

[ pose € a freqliéncia simples da classe posterior a classe modal
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Exemplo: Tomemos a distribuig¢ao relativa a tabela da estatura dos alunos:

i Estaturas (cm) F,

1 150 |---- 154 4

2 | 154|158 9

3 158 |---- 162 11 — | Classe Modal
4 | 162 |- 166

5 | 166 |- 170

6 | 170|174 3

2=40

Fonte: dados hipotéticos

Temos:

A classe modal éi =3

Dy = fuo = fane > D1=11-9=D;=2
Dy = fuo — frox=D2=11-8=D,=3

E como:

Dl
Mo=LI+h——
D,+D,

Temos:

2x4 5]
Mo =158+ x4=158+T=158+E=158+1,6=159,6

2+3
Logo: Mo = 159,6 cm

e) Os Quartis

Denominamos quartis os valores de uma série que a dividem em quatro partes

iguais.

Ha, portanto, trés quartis:

e O primeiro quartil (Q;) que é o valor que esta situado de tal modo na série
que uma quarta parte (25%) dos dados é menor e as trés quartas partes
restantes (75%) maiores do que ele;

e O segundo quartil (Qy) que é, evidentemente, coincidente com a mediana
(Qz2 = Md);

e O terceiro quartil (Qs), que é o valor situado de tal sorte que as trés quartas
partes (75%) dos termos sdo menores e uma quarta parte (25%), maior que

ele.
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Quando os dados sdo agrupados para determinar os quartis, usamos a mesma
técnica do célculo da mediana, bastando substituir, na férmula da mediana,

S F T F,

5 por k———

Sendo k o niumero de ordem do quartil.
Assim, temos:

Q. =LI+h
k f@

Exemplo: Tomemos a distribuicdo relativa a tabela da estatura dos alunos:

i | Estaturas(cm) F; F,.

1 | 150 |---154 4 4
. -

3 | 158 |- 162 11

24
— @
37

5 166 |---- 170 5
6 170 |---- 174 3 40
=40
Fonte: dados hipotéticos
Primeiro quartil Terceiro quartil
Temos: Temos:
Xz Fy 40
E?zlﬁzﬂ:1ﬂ 3=l 37— 3p
4 4 4 4
10— 4 24 _ (30-24) _ 24
Q1=154+4—{ 5 }=154+? Qs =162 +4—7p——=162+ 4
= 154 + 2.66 = 156,66 =162 +3 =165
= 165
Q, = 156,66 s
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f) Os Percentis

Denominamos percentis aos noventa e nove valores que separam uma série em
100 partes iguais.

O cdlculo de um percentil segue a mesma técnica do calculo da mediana, porém,
a formula:

XL F XL F
1 ! serasubstituida por it
100

sendo k o niumero de ordem do percentil.

Assim, para o k-ésimo percentil, temos:

T
nF
k iﬂlﬂi T fant

1

Exemplo: Considerando a distribuicao relativa a tabela da estatura dos alunos, temos

P.=LI+h

para oitavo percentil:

"o F_ . 40
k=8-8x —=8x—=
100 100

Logo:

(32 —0)x4 12,58
=150+

P, =150 + =150+ 3,2 = 153,2

Entdo, P = 153,2cm

Utilizacdao das Medidas de Tendéncia Central

Na maioria das situacGes ndo necessitamos calcular as trés medidas de tendéncia
central, normalmente precisamos de apenas uma das medidas para caracterizar o
centro da série. A medida ideal em cada caso é aquela que melhor representa a
maioria dos dados da série. Quando houver forte concentracdo de dados na area
central da série, devemos optar pela média. Quando houver forte concentragao de
dados no inicio e no final da série, devemos optar pela mediana. A Moda deve ser a

opcao como medida de tendéncia central apenas em séries que apresentam um
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elemento tipico, isto é, um valor cuja freqliéncia é muito superior a freqliiéncia dos

outros elementos da série.

2.2.2. Medidas de Variabilidade ou Dispersao

Raramente uma Unica medida é suficiente para descrever de modo satisfatorio
um conjunto de dados. Tomemos como exemplo o caso da média aritmética, que é
uma medida de locagdo largamente empregada, e consideremos dois conjuntos de
observacgdes:

A:25 28 31 34 37 B: 17 23 30 39 46

Ambos tém a mesma média, 31. No entanto, percebe-se intuitivamente que o
conjunto B acusa dispersao muito maior do que o conjunto A. Torna-se entdo
necessario estabelecer medidas que indiquem o grau de dispersdo, ou variabilidade,
em relagao ao valor central.

As medidas de dispersdao sdo medidas que mostram o grau de concentracdo os
dados em torno da média. As principais medidas de dispersao sdo: variancia, desvio

padrdo e coeficiente de variagao.
a) Variancia

E a soma dos quadrados dos desvios em relacgido a média. Com ela
estabeleceremos uma medida de variabilidade para um conjunto de dados. E denotada
2 0_2 .
por S° no caso amostral ou o no caso populacional.

Para Dados Brutos:

X, (x —x)? 1 [n - (E?:lejz]
s2 = - fo— Wz %ad
n—1 '

n—1 T

Para Dados Agrupados em Intervalos de Classe:

_E:'nzltxi_azﬂ_ 1 . 2 (Z, %, F)*

n—1

Variancia Populacional:

g ?:1(3‘5&_5:]2

ﬂ' =
N
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b) Desvio-padrio
E a raiz quadrada positiva da variancia, representado por S ou DP no caso
amostral ou o no caso da populagdo.
b -~
7 = +/ g, para populaciao.

/52

5= ,para amastra.

Exemplo: Calcule a varidncia e o desvio padrdo da série abaixo, representativa de

uma populagao.

%, F | %FE | m-®° | @-9°F
2 3 6 2,72 8,17
3 5 15 0,42 2,11
4 8 32 0,12 0,98
5 4 20 1,82 7,29
> 20 73 - 18,55

Primeiro, calculamos a média:

— Xi,xF, 73
X=—""1ttlo_— =365

L F 20

Como estamos trabalhando com uma populacgdo a variancia é dada por:

i " _(x.—x)* 18,55
a*=z"1[ i~ %) = =0,9275
N 20

O desvio padrao sera:

o =+/0,9275 = 0,963

c) Coeficiente de Variacdo de Pearson

Por vezes é conveniente exprimir a variabilidade em termos relativos, isto
porque, por exemplo, um desvio padrao de 10 pode ser insignificante se a observacao
tipica é 10.000, mas altamente significativo para uma observacao tipica de 100.

Toma-se entdo uma medida relativa da variabilidade, comparando o desvio

padrdo com a média. Esta medida é o Coeficiente de Variagao.
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Desvio Padrio Amostral 5
cv = — x 1000 = CV = = x 100%
Média Amostral ¥

Ja vimos que o desvio padrdao tem a mesma unidade de medida que os dados, de
modo que o coeficiente de variagao é adimensional.
A grande utilidade do coeficiente de variacdo é permitir a comparacdo da
variabilidade de diferentes conjuntos de dados.
Se: CV<15% = Baixa dispersdao — Homogénea, estdvel, regular.
15% < CV< 30% = Média dispersao.
CV > 30% = Alta dispersdao — Heterogénea.
Exemplo: Dois grupos de 50 alunos de Estatistica foram submetidos a uma

avaliacdo de probabilidade e o resultado foram os seguintes:

Grupo | Média das notas | Desvio-padrao cv
5 2

A 6 2 CV===—-—=0,33
X 6
5 ,

B 6,2 1,5 CV = f = =025

Como podemos observar o grupo B apresentou um nivel de dispersdo menor do
gue o grupo A, para confirmar nossa analise utilizaremos o Coeficiente de Varia¢ao de

Pearson conforme a tabela acima.

Exercicios propostos

1) As notas de 50 alunos em um teste foram:

758966 529068 839477603847 876597588249 657073818577 835663
7982846970636275298874378176746369739187767171.

Calcule as medidas de locacdo a as medidas de dispersao.
2) Uma pesquisa sobre o consumo de gasolina deu os seguintes valores para a
guilometragem percorrida por trés marcas de carro (da mesma classe), em cinco

testes com um tanque de 40 litros:

Carro A 400 397 401 389 403
Carro B 403 401 390 378 395
Carro C 399 389 403 387 401
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3)

4)

5)

Qual a medida mais adequada par comparar o desempenho dos carros?

Em turma de 9 alunos, as notas em matematica e historia foram:

N2 do aluno 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Matematica 6 4 5 7 8 3 5 5 7
Historia 7 8 9 10 6 7 8 9 5

Em qual disciplina os alunos sao mais consistentes?
Em cinco testes, um estudante obteve média 63,2 com desvio padrdao 3,1. Outro
estudante teve média 78,5 com desvio padrdo 5,5. Qual dos dois é mais
consistente?
No exercicio 3, temos as notas de 9 alunos em matematica e histéria. Sabe-se que
os critérios adotados em cada exame ndo sdo comparaveis, por isso decidiu-se usar
o desempenho relativo em cada exame. Essa medida serd obtida do seguinte
modo:
» Para cada exame serdo calculados a média X e o desvio padrdo dp(X);
= A nota X de cada aluno serd padronizada do seguinte modo:
~dp(X)
a) Calcule as notas padronizadas dos alunos em matematica;
b) Com os resultados obtidos em (a), calcule a média Z e o dp(2);
c) Se alguma das notas padronizadas estiver acima de 2dp(Z) ou abaixo de -
2dp(Z), esse aluno deve ser considerado um caso atipico. Existe algum nessa
situacao?

d) O aluno n? 6 saiu-se relativamente melhor em histéria ou matematica?
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3. Analise Combinatodria

O célculo efetivo da probabilidade de um evento depende freqlientemente do uso dos

resultados da analise combinatoria.

3.1. Principio Fundamental da Contagem

Se determinada operagdo pode ser realizada de n; maneiras distintas, e se, para cada
uma dessas maneiras, uma segunda operacdao pode ser realizada de n, maneiras
distintas, entdo as duas operagcdes podem ser realizadas, conjuntamente, de
(n7 x ny) maneiras. Cada um dos modos de realizacdo da primeira pode associar-se a
cada um dos modos de realizacdo da segunda.

Exemplo: Quantos nimeros pares de 3 algarismos podemos formar com os algarismos
1,4,5,8e09, se cada algarismo soé puder figurar uma vez?

Solugdo: Como o numero deve ser par, s6 ha duas escolhas para o algarismo das
unidades: 4 e 8. A cada uma dessas escolhas correspondem quatro escolhas do
algarismo das centenas e trés do algarismo das dezenas. Podemos, entdo, formar 2 x 4
X 3 = 24 niUmeros, que sao:

154 184 194 514 814 914 584 594
854 894 984 148 158 198 418 518
918 458 498 548 598 948 958 954

Neste exemplo estamos aplicando o principio fundamental da contagem estabelecido
acima para uma operagao constante de duas etapas, a uma operagdo com trés etapas.
As etapas sao as escolhas dos algarismos que formarao os nimeros.

Exemplo: Um homem encontra-se na origem de um sistema cartesiano ortogonal de
eixos Ox e Oy. Ele pode dar um passo de cada vez, para norte (N) ou para leste (L).
Quantas trajetorias ele pode percorrer, se der exatamente 4 passos?

Solugdo: Notemos que cada trajetéria consiste em uma quadrupla ordenada

(ay,0,,a5,a,) emquea; € {N, L}, a; € {N, L}, a; € {N, L} e as € {N, L}.
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Por exemplo, (N, L, N, N) corresponde graficamente a:

v

Logo o principio fundamental da contagem, o nimero de trajetérias (quadruplas

ordenadas)é2x2x2x2=16.

3.2. Arranjos e Permutagoes

Dado o conjunto de n objetos, o niumero de disposicdes desses elementos tomados k
de cada vez, constitui o que chamamos arranjos de n elementos k a k (1 < k < n).
Simbolo: A'.

Os arranjos distinguem-se entre si, ndo s pela natureza dos elementos que os
compdoem, mas também pela ordem em que figuram.

Exemplo: Os arranjos das quatro letras g, b, ¢, d tomadas 3 a 3 sdo:

Abc acb bca Bac cab cba
abd adb bda Bcd dab dba
acd adc cad Cda dac bdc
bdd bdc cbd CDB dcb

Pode-se mostrar que o numero de arranjos de n elementos tomados k de cada vez é

k!

A= =

O simbolo n! chamado fatorial de n, é o produto dos n primeiros nimeros inteiros
consecutivos, de 1 até n. Assim, 3! =1x2x3=6;71=1x2x3x4x5x6x7=5040;

etc. Por convencgdo, 0! = 1.
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Al=nVneN
Em particular n!

(n-1)

eaférmula Af =

=nVvneN",

(n—k)

Exemplo: Quantos numeros impares de trés algarismos podemos formar com

évalidaVne N, VkeN comk<n.

algarismos significativos, sem os repetir?
Solugdo: O numero ha de terminar em 1 ou 3 ou 5 ou 7 ou 9. Em quaisquer hipdteses,

restam oito algarismos que podem ser escolhidos 2 a 2 de AB2 maneiras. Podemos

formar:

, 8!
54z = 5x — = 280 nimeros
6!

Note que:
. 8! BxVxexbxdx3xixl
Az =—= = 8x7 = 56
6l Gx5xdx3x2x1

Se os arranjos abrangem a totalidade dos elementos, temos o que se chama
permutacdo de n elementos. Simbolo: P,. Obviamente, P, = n!

P =1

Em particular
=1

eaférmula P, =n! é valida V n e N

Exemplo: Quantos numeros de cinco algarismos podemos formar com os algarismos 2,
3,7,8e9, sem os repetir?

Solugdo: Considerando todas as ordenacdes possiveis daqueles cinco algarismos,

Temos:

S'=1x2x3x4x5=120

33



3.3. Combinagoes

Ha casos em que soO interessam os elementos que compdem o grupamento, ndo
importando a ordem em que ali figuram. Temos entdo o que se chama combinacdes

de n elementos k a k. Simbolo:

‘ n n! *
C, = = vnkeN k<n
k k!(n—k)!

Casos particulares:
12caso: n, k e N e k=n

C"=1 (O Unico subconjunto com 0 elemento € o vazio)
n!
I ——
ni(n—n)
22caso:ne N ek=0

c?=1 (O dnico subconjunto do conjunto vazio € o proprio conjunto)
n!

On_0)
32caso: n=0e k=0

=1

0!
—:1
0! (0 — 0)!

Dados os casos particulares, conclui-se que a formula

k (N n! .
an K zmevalldaVn,keNkSn.

Os grupamentos basicos do exemplo das letras, abc, abd, acd, bcd, sdao precisamente

as combinacles dos quatro elementos a, b, ¢, d tomados 3 a 3. Ali, qualquer
permutacdo que fagcamos com os elementos de determinado agrupamento origina a
mesma combinacdo. Sdo idénticas as combinacGes abc e acbh, bcd e cbd, etc.

Vé-se que, para determinar o niumero de combinac¢des de n elementos k a k, basta

considerar o numero de arranjos desses elementos de cada grupamento:

1 ! 11!

B -k k(n— k)

Cy =
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Exemplo: De um grupo de sete individuos, quantas comissdes de trés elementos
podemos formar?
Solugdo: Evidentemente, sé interessam os individuos em si, e ndo a ordem em que o0s

consideramos. Temos, pois, um problema de combinag¢des de 7 elementos 3 a 3 cujo

numero é:
7 7!
=— =35
3) 3(7-3)

Exemplo: De um grupo de sete individuos, quantas comissdes podemos formar,
compostas de um presidente, um tesoureiro e um secretario?

Solugdo: Aqui ja ndo interessam apenas os individuos em si, mas também os cargos
gue vao ocupar (ou seja, a ordem em que os consideramos). Uma comissdo em que
Jodo é presidente, José é tesoureiro e Alberto secretdrio é diferente da comissao
composta dos mesmos individuos, mas em que José é presidente, Alberto tesoureiro e
Jodo secretdrio. Estamos em face de um problema de arranjos de 7 elementos 3 a 3.

Seu nUmero é:

; 7!
Ad=—"_ =210
To(7-=3)

E o nimero de combina¢des de 7 elementos 3 a 3 do exemplo anterior multiplicado
pelo nimero de permutacdes dos 3 elementos de cada agrupamento:

35x3!= 210

Exemplo: De quantas formas podemos escolher 4 cartas de um baralho de 52 cartas,
sem levar em conta a ordem delas, de modo que em cada escolha haja pelo menos um
rei?

Solugdo: Como ndo levamos em conta a ordem das cartas, cada escolha é uma

combina¢do. O nimero total de combinacgdes é nE O numero de combinagbes em

52 48
gue ndao comparece o rei é 4 Logo a diferenca 4] 14 € o numero de

combinagdes em que comparece ao menos um rei.
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4. Probabilidade

4.1. Experimento Aleatdrio

Em quase tudo, em maior ou menor grau, vislumbramos o acaso. Assim, da afirmacao
“é provavel que meu time ganhe a partida hoje” pode resultar:

a. Que, apesar do favoritismo, ele perca;

b. Que, como pensamos, ele ganhe;

c. Que empate.
Como vimos, o resultado final depende do acaso. Fendbmenos como esse sao
chamados de fendmenos aleatdrios ou experimentos aleatorios.
Experimentos ou fendmenos aleatdrios sdo aqueles que, mesmo repetidos varias vezes

sob condi¢des semelhantes, apresentam resultados imprevisiveis.
4.2. Espaco Amostral

A cada experimento correspondem, em geral, varios resultados possiveis. Assim, ao
lancarmos uma moeda, ha dois resultados possiveis: ocorrer cara ou ocorrer coroa. Ja

ao langarmos um dado ha seis resultados possiveis: 1, 2, 3,4, 5 ou 6.

Ao conjunto desses resultados possiveis damos o nome de espagco amostral ou
conjunto universo, representados por Q.

Os dois experimentos citados anteriormente tém os seguintes espa¢os amostrais:

- langamento de uma moeda: Q = {Cara, Coroa};

- lancamento de um dado: Q={1, 2, 3, 4, 5, 6}.

Do mesmo modo, como em dois langamentos sucessivos de uma moeda podemos
obter cara nos dois langamentos, ou cara no primeiro e coroa no segundo, ou coroa no
primeiro e cara no segundo, ou coroa nos dois langamentos, o espago amostral é:

Q) ={(Cara, Cara), (Cara, Coroa), (Coroa, Cara), (Coroa, Coroa)}.

Cada um dos elementos de €2 que corresponde a um resultado recebe o nome de
ponto amostral. Assim:

{(Cara, Cara)} < Q2 = (Cara, Cara) é um ponto amostral de Q.
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4.3. Eventos

Chamamos de eventos a qualquer subconjunto do espaco amostral QQ de um

experimento aleatdrio.

Operagdes com Eventos

Intersecao

O evento interse¢do de dois eventos A e B equivale a ocorréncia de ambos. Ela contém
todos os pontos do espago amostral comum a A e a B. Denota-se por A N\ B (ou as

vezes, por AB). A intersecdo é ilustrada pela area hachurada do diagrama abaixo.

Exemplo: Seja A o conjunto de alunos de uma instituicdo que freqiientam o curso
secundario, e B o conjunto dos que freqientam um curso facultativo de interpretacao
musical. A intersecdo A N B é o conjunto dos alunos que fazem o curso secundario e

freqlientam o curso facultativo.

Exclusao

Dois eventos A e B dizem-se mutuamente exclusivos ou mutuamente excludentes
guando a ocorréncia de um deles impossibilita a ocorréncia do outro. Os eventos nao
tém nenhum elemento em comum. Exprime-se isto escrevendo A N B = J. O diagrama

a seguir ilustra esta situacao.
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Q
Exemplo: Na jogada de um dado, seja A o evento “aparecer nimero par” e B o evento

“aparecer numero impar”. A e B sdo mutuamente excludentes; A N B = J; nenhum

numero pode ser par e impar ao mesmo tempo.

Unido
O evento unido de A e B equivale a ocorréncia de A, ou de B, ou de ambos. Contém os
elementos do espaco amostral que estdo em pelo menos um dos dois conjuntos.

Denota-se por A U B. A drea hachurada do diagrama ilustra a situacao.

Nota-se que a intersecdo estd associada a conjung¢do e, enquanto que a unido esta
associada a conjuncdo ou.

Exemplo: Se A é o conjunto dos alunos de um estabelecimento que freqientam o
curso de ciéncias contdbeis e B é o conjunto de aluno do mesmo estabelecimento que
fazem administracdo de empresas, entdo A U B é o conjunto dos alunos que fazem
pelo menos um daqueles dois cursos.

Negacdo (Complementar)
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A negacado do evento A, denotada por A é chamada de evento complementar de A. E

ilustrada na parte hachurada.

Exemplo: Se, na jogada de um dado, o evento E; consiste no aparecimento das faces 1,
ou2,0ub5,ou6. Entdo: E; ={1,2,5,6} e E, = {3,4}
Exemplo: Sejam A, B e C eventos arbitrarios. Exprimir, em notacdo de conjuntos, os
eventos: (a) apenas A ocorre, (b) todos os trés ocorrem, (c) ao menos dois ocorrem.
Solugao:
(a) Se s6 A ocorre, entdo B ndo ocorre, C ndo ocorre. O evento é representado por
AN B N C.E ocorréncia simultanea, ou intersecdo, de A, B, C . llustracdo a

seguir.

(b) AMBNC.
(c) ANBNC)U(AN B NC)U(ANBNC)U(ANBNMC). Isto &, ocorrem A,

B, C ,O0UA B C,ou K, B, Cou A, B, C. E uma unido de intersecdes.
Probabilidade

N3o é possivel fazer inferéncias estatisticas sem utilizar alguns resultados da

teoria das probabilidades. Esta teoria, embora intimamente associada a estatistica,
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tem suas caracteristicas préprias. Ela procura quantificar as incertezas existentes em
determinada situagao, ora usando um nimero, ora uma fungdao matematica.

Definimos probabilidade cldssica como:

n? de casos favoraveis
Probabilidade =

n? de resultados possiveis

Suponha o langamento de um dado. Qual a probabilidade da face superior ser 6?
O n? de resultados favoraveis é 1, uma vez que existe somente um 6. O n? total de
resultados possiveis sdo 6 (1, 2, 3, 4, 5, 6). Entdo a probabilidade é 1/6.

Outra definicdo de probabilidade é da freqliéncia relativa de ocorréncia de um
evento em um grande n? de repeticdes. Utilizando o caso do dado, calculamos a
probabilidade de aparecer 6 lancando o dado um grande nimero de vezes e entao
observando a propor¢do de vezes que o niUmero 6 apareceu, esta proporc¢do nos dard
a probabilidade do n? da face superior ser 6.

Obviamente, ninguém calcula probabilidade desta maneira. Todavia existe um
caso conhecido de Kerrick, que foi internado na Dinamarca durante a 22 Guerra, que
realizou varios destes experimentos. Por exemplo, ele langcou uma moeda 10.000
vezes: Inicialmente a freqléncia relativa de caras flutuou muito, mas finalmente
convergiu para valores préximos de 0,5 com um valor de 0,507 no final do
experimento.

A probabilidade freqtientista, dada por Poisson, diz que se N é 0 n.2 de ensaios e

n(E) o n.2 de ocorréncias do evento E, entdo a probabilidade de E, denotada por P(E) é:

niE
P(E) = lim n(E)
n—os ¥
Experimento Tipo EspacSo amostral Varidveis aleatdrias
Lancar uma moeda Numero de caras
trés vezes X={CCC,CCX,CXC,XXC, XXX}
Discreto Numero de langcamentos
até aparecer cara
Escolher
aleatoriamente uma X, = {ABC,ACD,ABE, ...} Numero de alunos de sexo
amostra de  trés| Discreto | X, = {444, AAB, AAC, ...} masculino
alunos da disciplina
de estatistica
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Soma dos valores das faces

Langar dois dados Discreto x ={(1,1),(1,2),.,(6,6)} Diferen¢a entre os valores
das faces

Escolher

aleétorlamente . _ Numero de eleitores quem

eleitores e perguntar| Discreto X ={Lula, FHC,CG,E,H} votar%o no candidato X

em quem irdo votar

para presidente

Escolher . Numero de filhos vivos por
Discreto

aleatoriamente uma
mulher e anotar o

x=1{0,12,..}
X={X;12 < X < 50}

mulher
Idade em que engravidou a

numero de filhos|Continuo primeira vez

vivos

Observar o numero Nimero de casos de

de casos de meningite por més

meningite por més Discreto x={0,12..} NUmero de casos por sexo,
por faixa etaria, ...

Aplicar a escala de|Continuo Valor na escala de atitudes

atitudes frente a

Matematica e X ={X;20 <X < 80}

observar a

pontuagao

Observar a | Continuo Porcentagem de alunos

reprovacao em reprovados por turma

Matematica dos X={X;00 <X < 100%]}

alunos de 52 séries

por turma

Observar o tempo de | Continuo Tempo de vida da lampada

vida (até queimar) de X={x;Xx =0} (em horas)

uma lampada

Observar a|Continuo X={xX0<X< M} Quantidade de chuva

guantidade de chuva
mensal

M suficientemente grande, porém
limitado.

mensal (em mm)

2.1.1. Regras de Probabilidade

Independente do ponto de vista de probabilidade (classico ou freqientista) as

regras para o cdlculo de probabilidade sdo as mesmas. Antes das regras precisamos de

algumas defini¢des. Eventos A;, A, As,... sdo ditos mutuamente exclusivos se, quando

um ocorre os outros ndao ocorrem. Eles sdao ditos exaustivos se exaurem todas as
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possibilidades. No caso do langcamento de um dado, os eventos Aj, A, As,..., Ag de que
o dado mostre 1, 2, 3, 4, 5 e 6 sao mutuamente exclusivos e exaustivos.
Podemos escrever P(A U B) como a probabilidade de que os eventos A ou B ou
ambos ocorram, a isto denominamos unido de eventos, neste caso unido de A e B.
Escrevemos P(A nB) como a probabilidade da ocorréncia conjunta de A e B, e

denominamos de interse¢do dos eventos A e B.

Propriedades da Probabilidade

Sendo A um evento qualquer.
> P(4)=1-P(A)
> 0=P(4)=1
Sendo A e B dois eventos quaisquer, temos:
> P(B)=P(BnA)+P(BnA)
> SeA C B entdo P(4) = P(B)
> P(AUB) =P(A)+ P(B) — P(ANB)

Exemplo: Sejam os eventos

A: O dadomostral,3 ou5

B: O dado mostra 3
Entao

A UB: O dadomostral,3ou5

A N B: O dado mostra 3

A regra de adicdo de probabilidade afirma que

P(AUB)=P(A)+P(E)—P(ANB)

Se A e B sao mutuamente exclusivos ndo podem ocorrer conjuntamente, assim
P(A n B) = 0. Entdo para eventos mutuamente exclusivos

P(AuUB) = P(A)+ P(B)

Se, em adicdo, A e B s3o exaustivos, P(4) + P(B) = 1.

Nés denotamos por A o complementar de A. A representa a n3o ocorréncia de
A. Porque A ocorre ou n3o (isto é, Aocorre), Ae A s3io mutuamente exclusivos e

exaustivos.
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Entdio P(4) + P(B) = ouP(A) =1 —P(4)

Teorema da Probabilidade Total

Inicialmente, consideremos n eventos B;, B,, ..., B,. Diremos que eles formam
uma particao do espago amostral (2, quando:
1) P(B,) =0V k;
2) B,NB; =@ parai# j

3) UxyB, =0

Isto é, os eventos Bi, By, ..., B, sdo dois a dois mutuamente exclusivos e

exaustivos (sua unido é Q).

llustracdo paran=11:

Seja 2 um espago amostral, A um evento qualquer de Q e By, B,, ..., B, uma
particao de Q.

E vélida a seguinte relacio:

A=(BiNA)U(B,NA)U (BsNA)U...U (BaMA).

A figura ilustra o fato paran=>5

Nesse caso:
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A=(BiNA)U(B,NA)U (BsMA)U ... U (Bs M A).
Notemos que (B; N A) U (B, N A) U ... U (B, N A) sdo dois a dois mutuamente
exclusivos, portanto:

P(A) =P(B1A)+P(B, N"A)+...+P(Bn M A).

Exemplo: Na tabela abaixo temos dados referentes a alunos matriculados em quatro
cursos de uma universidade em dado ano.

Tabela: Distribuicdo de alunos segundo sexo e escolha de curso.

Sexo Homens |Mulheres | Total
Curso (H) (F
Matematica Pura (M) 70| 40 110
Matematica Aplicada (A)| | |15 15 | 30
Estatistica (E) 10 20 30
Computacéao (C) 120] 10 30
Total 115 85 200

Vamos indicar por M o evento que ocorre quando, escolhendo-se ao acaso um aluno
do conjunto desses quatro cursos, ele for estudante de Matemadtica Pura. A,E,C,He F
tém significados analogos. Dessa maneira, vemos que P(E) = 30,/200, ao passo que
P(H) = 115/200

Dados os eventos A e H, podemos considerar dois novos eventos:

A U H, chamado a reunido de A e H, quando pelo menos um dos eventos ocorre;

A N H, chamado a intersec¢do de A e H, quando A e H ocorrem simultaneamente.

E facil ver que P(A N H) = 15/200, pois o aluno escolhido tera de estar, ao mesmo
tempo, matriculado no curso de matematica Aplicada e ser homem.

Vemos que P(A4) = 30/200 e P(H) = 115/200; suponha que nosso célculo para
P(A U H) fosse:

P(A U H) =P(A) + P(H)

30 115 _ 145
200 200 200

P(AUH) =

Se assim o fizéssemos, estariamos contando duas vezes os alunos que sdo homens e
estdo matriculados no curso de Matematica Aplicada, como destacado na Tabela.

Portanto a resposta correta é
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P(A U H) = P(A) + P(H) - P(A M H)

30 +115_ 15 130
200 200 200 200

No entanto, considerando-se os eventos A e C, vemos que P(A4) = 30/200,

P(C)=30/200e P(AUC)=60/200=P(A) + P(C). Neste caso, os eventos A e C

P(AUH) =

sdo disjuntos ou mutuamente exclusivos, pois se A ocorre, entdo C ndo ocorre e vice-

Versa.

Exemplo: Uma urna contém 100 bolinhas numeradas, de 1 a 100. Uma bolinha é
1
escolhida e observa-se seu numero. Admitindo probabilidades iguais a ﬁ para todos

os eventos elementares, qual a probabilidade de:
a) Observarmos um multiplo de 6 e de 8 simultaneamente?
b) Observarmos um multiplo de 6 ou de 8?

c) Observarmos um numero nao multiplo de 5?

Solugdo: temos Q2 ={1, 2, 3, ..., 99, 100}
a) Um multiplo de 6 e 8 simultaneamente tera que ser multiplo de 24; portanto, o

evento que nos interessa é: A= {24, 48, 72, 96}.

P[ﬂ]—1+1+1+1—4—1
100 100 100 100 100 25

b) Sejam os eventos:
B: o niumero é multiplo de 6.
C: o numero é multiplo de 8.
O evento que nos interessa é B U C, entdo:
B={6,12, 18, 24, 30, 36, 42, 48, 54, 60, 66, 72, 78, 84, 90, 96 }

— 1 _ #
eP(B) = 100 IS
C={8, 16, 24, 32, 40, 48, 56, 64, 72, 80, 88, 96}

12 _ 3
eP(C) = 100 28

Portanto: P(BU C)= P(B)+P(C)—P(BNC)

Ora, B C nada mais é do que o evento A (do item a).
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1
Logo, P(BMNC)= —.
go, P( ) o

Segue-se entdo que: P(B U C) = i+i-i =£.
25 25 25 25

c) Seja D o evento, o nimero é multiplo de 5.
Temos:

D ={5, 10, 15, 20, 25, 30, 35, 40, 45, 50, 55, 60, 65, 70, 75, 80, 85, 90, 95, 100}

p(D)=£=l.
100 5

O evento que nos interessa é D. Logo,

_ 1 4
P@)=1—P@]=1—E=E

2.1.2. Probabilidade Condicional e Regra Da Multiplicagao

As vezes, nés restringimos nossa obtenc¢do ao subconjunto de todos os eventos
possiveis. Por exemplo, suponha que ao lancarmos um dado, os casos 1, 2 e 3 ndo
sejam levados em consideracdo; considere o evento B o dado mostrar 4, 5 ou 6.
Considere o evento A de que o dado mostre 6. A probabilidade de A é agora 1/3
porque o numero total de resultados é 3 e ndo 6. A probabilidade condicional é
definida como segue: A probabilidade de um evento A dado que outro evento B

ocorreu, é denotada por P(4|B) e é definido por

P(A N B)
P(B)

P(AlB) =
No caso acima, P(ANB) = 1/6, P(B) = 3/6,e entdo P(A|B) = 1/3
Definiremos agora eventos independentes. A e B sdo ditos independentes se, a

probabilidade de ocorréncia de um ndo depende se o outro ocorreu ou n3o.

Entdo se A e B sdo independentes, as probabilidades condicional e nao-
condicional sdo as mesmas, isto é, P(A|B) = P(4) e P(B|4) = P(B). Porque
P(A|B) = P(ANnE)/P(B)e P(A|B) = P(A) temos a regra da multiplicacdo, que diz
que: P(ANB) = P(4)P(B) se A e B sdo independentes.
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Como exemplo, suponha o langamento do dado duas vezes:

A = evento de que o 12 langcamento mostre um 6

B = evento de que 0 22 langamento mostre um 6

Claramente, A e B sdo eventos independentes. Entdo a probabilidade (de

conseguirmos duplo6) é P(ANB) = P(A)P(B) = 1/36
Independéncia de eventos

Dado dois eventos A e B de um espago amostral Q2, diremos que A independe de B se:
P(A | B) =P(A)
Isto é, A independe de B se a ocorréncia de B ndao afeta a probabilidade de A.

Observemos que, se A independe de B (P(A) > 0), entdo B independe de A, pois:
P(AnB) P(A)P(A|B) _P(B)P(A)
P(4) P P4

P(B|4) = = P(B)

Em suma, se A independe de B, entdo B independe de A e, além disso:

P(AnB) = P(4)P(B|4) = P(A)P(B)

Isso sugere a definicdo:

Dois eventos A e B sGio chamados independentes se

P(AnB)=P(A)P(B)

Exemplo: Existem 100 baterias em uma caixa, 60 delas sdo baterias de 12 volts e 40
delas com menos de 12 volts. 20 das baterias de 12 volts tém conexdes duplas; 5 das

baterias com menos de 12 volts tém conexdes duplas.

Baterias na caixa 12 volts [ <12volts| Total
Conectores Duplos 20 5 25
Conectores Simples 40 35 75
TOTAL 60 40 100

v" Qual é a probabilidade que uma bateria selecionada ao acaso da caixa seja de 12
volts? p =60/100=0,6

v" Qual é a probabilidade que uma bateria selecionada de 12 volts também tenha
conector duplo? p=20/60=1/3

v' Qual é a probabilidade que uma bateria selecionada seja de 12 volts e tenha

conector duplo? p=20/100=1/5
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Exemplo: Uma urna | contém 3 bolas vermelhas e 4 brancas, a urna Il tem 6 vermelhas
e 2 brancas. Uma urna é escolhida ao acaso e nela é escolhida uma bola, também ao
acaso.

a) Qual probabilidade de observarmos urna | e bola vermelha?

b) Qual probabilidade de observarmos bola vermelha?

c) Se abola observada foi vermelha, qual probabilidade que tenha vindo da urna I?
Solugao:

Sejam UJ; o evento sair urna |, UU;; o evento sair urna ll e V o evento sair bola vermelha;

Entdo temos:

3

1 3
a) F(U; nv)= F[U;jF(V|U;j BT IR

b) P(V) :P(UIHV]+P(U;;nVJ:%x%‘F%Ig:E

c) Estamos interessados em P(U,|V). Por definicdo

F‘(L‘:r N V]
P(UIV) = ———
Usando os resultados dos itens a e b,
3/14 4
P(U,IV) = =—
(U;1v) 33/56 11

2.1.3. Teorema de Bayes

O Teorema de Bayes é baseado na probabilidade condicional.

P(ANE) _P(AnB)
P(B) P(Bl4) = P(4)

P(AlB) =
Escrevemos a 22 equacdo como P(A nB) = P(B|A)P(A)
Entao,

P(AIB) = —P(B;‘?Bf; ()

é conhecido como Teorema de Bayes.
Seja H; e Hy, duas hipdteses e D os dados observados. Substituindo-se H; por A e
D por B, teremos

P(D|H,)P(H,)

F(Hilﬂ:]: P(D)
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Analogamente substitui-se H, por A e D por B, teremos
P(D|H,)P(H,)

P(Hﬂﬂ) = P(D)

Dai,
P(H,|D) P(D|H,)P(H,)
P(H,|D) ~ P(D|H,)P(H.)

A parte a direita na equac¢do é chamada de “razdo de chances a posteriori”. O
primeiro termo do lado direito é chamado “razdo de verossimilhanca” e o segundo
termo do lado direito chamado “razao de chances a priori”

Faz-se uso destas equagdes nos problemas de escolha entre dois modelos.
Exemplo: Tem-se 2 urnas: a primeira tem 1 bola vermelha e 4 brancas, e a segunda
tem 2 bolas vermelhas e 2 brancas. Uma urna é escolhida ao acaso e uma bola é
retirada. A bola é branca. Qual é a probabilidade de que esta bola tenha vindo da
primeira urna?

Defina:

Hi: A primeira urna foi escolhida

H,: A segunda urna foi escolhida

D: Dado, isto €, a bola é branca.

Temos P(H,)=P(H,)=1/2. Também P(D|H,)=4/5 e P(D|H,)=1/2 .
entdo P(H1|D)=8/5 ou P(H1|D)=8/13 e P(H2|D)=5/l3. A resposta é entdo

P(H,|D)=8/13.

P(DH, JP(H, ) P(DJH: P(H.)
Como P(H,|D)= P(D) - P(D|H, P(H,)+P(D|H, P(H,)
(@/5)v2) Y10 _ 410 8

"N e e BB B 1

Exemplo: Para selecionar seus funcionarios, uma empresa oferece aos candidatos um

curso de treinamento durante uma semana. No final do curso, eles sdo submetidos a

uma prova e 25% sdo classificados como bons (B), 50% como médios (M) e os
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restantes 25% como fracos (F). Para facilitar a sele¢do, a empresa pretende substituir o
treinamento por um teste contendo questdes referentes a conhecimentos gerais e
especificos. Para isso, gostaria de conhecer qual a probabilidade de um individuo
aprovado no teste ser considerado fraco, caso fizesse o curso. Assim, neste ano, antes
do inicio do curso, os candidatos foram submetidos ao teste e receberam o conceito
aprovado (A) ou reprovado (R). No final do curso, obtiveram-se as seguintes
probabilidades condicionais:

P(A|B) =0,80; P(A|M)=0,50; P(A|F)=0,20

Queremos encontrar P(F|A) e, pelo Teorema de Bayes, essa probabilidade é dada
por

P(AIF)P(F)
P(A|B)P(B)+P(A[M)P(M)+P(A[F)P(F)
~ (0,20)(0,25)
~ (0,80)(0,25) +(0,50)(0,50) + (0,20)(0, 25)

P(FIA)=

=0,10

Entdo, apenas 10% dos aprovados é que seriam classificados como fracos
durante o curso. De modo analogo podemos encontrar P(B|A) = 0,40 e P(M|A) = 0,50,
que poderiam fornecer subsidios para ajudar na decisdo de substituir o treinamento

pelo teste.

Exemplo: A urna | contém 3 fichas vermelhas e 2 azuis, e a urna Il contém 2 vermelhas
e 8 azuis. Joga-se uma moeda “honesta”. Se a moeda der cara, extrai-se uma ficha da
urna |; se der coroa, extrai-se uma ficha da urna Il. Uma ficha vermelha é extraida.

Qual a probabilidade de ter saido cara no lancamento?

Solugdo:

Sejam V o evento sair bola vermelha, A o evento sair bola azul, C o evento sair cara e K
o evento sair coroa.

Nas urnas | e Il temos:

I: {3V, 2A} e ll: {2V, 8A}

Queremos: P(C | V)

1 1 3 2
Onde, P(C)= =, P(K)= =,P(V | C)= 2 eP(V | K)= =
nde ()2 ()2 (|)56(|)10

Como:
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P(V)=P(CNV)+P(KNYV)

Temos:

P(V) =P(C) x P(V | C) + P(K) x P(V | K)

13124

P(V) = —X—

2521010

Calculamos agora P(C | V):

P(CIV) =

PCAV) 310 3
P(V) 410 4

Exercicios propostos

1)

3)

4)

5)

6)

Em um grupo de 500 estudantes, 80 estudam Matematica, 150 estudam Estatistica
e 10 estudam Matemadtica e Estatistica. Se o aluno é escolhido ao acaso, qual a
probabilidade de que:

Ele estude Estatistica e Matematica?

Ele estude somente Matematica?

Ele estude somente Estatistica?

Ele ndo estude Matematica e nem Estatistica?

Ele estude Matematica ou Estatistica?

Nove livros sdo colocados ao acaso numa estante. Qual a probabilidade de que 3
livros determinados fiquem juntos?

De um grupo de 10 pessoas, entre elas Regina, cinco sdo escolhidas ao acaso e sem
reposicao. Qual a probabilidade de que Regina compareca entre as cinco?

Um grupo é constituido de 10 pessoas, entre elas Jonas e César. O grupo é disposto
ao acaso em uma fila. Qual a probabilidade de que haja exatamente 4 pessoas
entre Jonas e César?

Um homem encontra-se na origem de um sistema cartesiano ortogonal. Ele sé
pode andar uma unidade de cada vez, para cima ou para a direita. Se ele andar 10
unidades, qual a probabilidade de chegar no ponto P(7, 3)?

De um total de 100 alunos que se destinam aos cursos de Matematica, Fisica e
Quimica sabe-se que:

= 30 destinam-se a Matematica e, destes, 20 sdo do sexo masculino.

= QO total de alunos do sexo masculino é 50, dos quais 10 destinam-se a Quimica.
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= Existem 10 mogas que se destinam ao curso de Quimica.
Nessas condi¢des, sorteando um aluno ao acaso do grupo total e sabendo que é do
sexo feminino, qual a probabilidade de que ele se destine ao curso de Matematica?

7) O més de outubro tem 31 dias. Numa certa localidade, chove 5 dias no més de
outubro. Qual a probabilidade de ndo chover nos dias 12 e 2 de outubro?

8) Em uma universidade, o numero de homens é igual ao de mulheres. 5% dos
homens sdo calouros e 0,25% das mulheres sdo calouros. Uma pessoa é
selecionada ao acaso e verifica-se que é calouro. Qual a probabilidade de que ela
seja mulher?

9) As probabilidades de que duas pessoas A e B resolvam um problema sdo: P(A) =1/3
e P(B) = 3/5. Qual a probabilidade de que:

a) Ambos resolvam o problema?

b) Ao menos um resolva o problema?

c) Nenhum resolva o problema?

d) “A” resolva o problema, mas “B” ndo?
e) “B” resolva o problema, mas “A” ndo?

10) A probabilidade de um homem sobreviver mais 10 anos, a partir de uma certa
data, é 0,4, e de que sua esposa sobreviva mais 10 anos a partir da mesma data é
0,5. Qual a probabilidade de:

a) Ambos sobreviverem mais 10 anos a partir daquela data?

b) Ao menos um deles sobreviver mais 10 anos a partir daquela data?

11) Um prédio de trés andares, com dois apartamentos por andar, tem apenas trés
apartamentos ocupados. Qual a probabilidade de que um dos trés andares tenha
exatamente um apartamento ocupado?

12) Entre 20 universitarios, apenas um cursou o ensino médio em escola publica. 10
universitarios entre os 20 sdo escolhidos ao acaso. Qual a probabilidade do
universitario que cursou o ensino médio em escola publica estar entre os 107?

13)Em uma mesa existem 100 provas, sendo 80 corrigidas. Se 5 provas forem
escolhidas ao acaso, sem reposicdo, qual a probabilidade de 4 terem sido
corrigidas?

14) Um colégio tem 1000 alunos. Destes: 200 estudam Matematica, 180

estudam Fisica, 200 estudam Quimica, 20 estudam Matematica, Fisica e Quimica,
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50 estudam Fisica e Quimica, 70 estudam somente Quimica e 50 estudam
Matematica e Fisica.
Um aluno do colégio é escolhido ao acaso. Qual a probabilidade de:
a) Ele estudar s6 Matematica?
b) Ele estudar soé Fisica?
c) Ele estudar Matematica e Quimica?
15) Cinco algarismos sdo escolhidos ao acaso, com reposic¢do, entre os algarismos 0, 1,
2,3,4,5,6,7,8,9. Qual a probabilidade de os cinco algarismos serem diferentes?
16) Ha 60 candidatos a um emprego. Alguns tém curso superior (S), outros nao; alguns

tém no minimo trés anos de experiéncia (T), outros ndo. A distribuicdo é:

S S Total
T 12 6 18
T 24 18 42
Total 36 24 60

Se a ordem de entrevista é aleatédria, S é o evento o primeiro entrevistado tem
curso superior e T é o evento o primeiro entrevistado tem experiéncia minima de

trés anos, calcule as probabilidades:

(a) P(S); (b) P(T | S); () P(SAT); (d) P(S A T)

17) Sabe-se que um soro da verdade, quando ministrado a um suspeito, é 90% eficaz
guando a pessoa é culpada e 99% eficaz quando é inocente. Em outras palavras,
10% dos culpados sdo julgados inocentes, e 1% dos inocentes é julgado culpado. Se
o suspeito foi retirado de um grupo em que 95% jamais cometeram qualquer

crime, e o soro indica culpado qual a probabilidade de o suspeito ser inocente?

4.4. Distribuicao de Probabilidade

Varidveis Aleatorias e Distribui¢cdes de Probabilidade

A varidvel X é dita variavel aleatdria se para todo n.2 real a existe uma

probabilidade P(X = a) que X assuma os valores menores ou iguais que a, ou seja, é a
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variavel que associa um numero real ao resultado de um experimento aleatério.
Exemplo: Valor de mercado de um lote com area de 250m? em Manaus.

Denotaremos varidveis aleatérias por letras mailsculas X, Y, Z e assim por
diante. Usaremos letras minusculas X, Yy, zZ para denotar valores particulares de uma
varidvel aleatéria. Entdo P(X = x) é a probabilidade de que a varidvel aleatéria X
assuma o valor, x. P(x; <X = x,)é a probabilidade de que a variavel aleatéria X
assuma valores entre x5 € x,, inclusive ambos.

Se a variavel aleatéria X pode assumir somente um particular conjunto de
valores (finito ou infinito enumerdvel), diz-se que é uma variavel aleatdria discreta.

Uma varidvel aleatéria é dita continua se pode assumir qualquer valor em certo
intervalo.

Um exemplo de uma varidvel aleatéria discreta é o numero de consumidores
chegando numa loja durante certo periodo (digamos, a primeira hora comercial). Um
exemplo de varidvel aleatdria continua é a renda das familias brasileiras. Na pratica o
uso de varidveis aleatdrias continuas é mais popular porque a teoria matematica é
mais simples. Por exemplo, quando dizemos que renda é uma varidvel aleatdria
continua (de fato, estritamente falando, ela é discreta) o fazemos porque trata-la desta
forma é uma conveniente aproximacao.

A féormula dando as probabilidades para diferentes valores da variavel aleatdria X
é chamada distribuicao de probabilidade no caso discreto e fungao densidade de

probabilidade (f. d. p.) no caso de varidvel aleatéria continuas, usualmente denotadas

por T(X).

P(x)

Figura: Distribuicdo de probabilidade de uma variavel aleatéria discreta.
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Em geral, para varidveis aleatdrias continuas, a ocorréncia de qualquer valor
exato de X pode ser visto como tendo probabilidade zero. Probabilidades sao

discutidas em termos de intervalos. Estas probabilidades sdao obtidas por integracdao de

f(X) sobre o intervalo desejado. Por exemplo, se queremos P(a = X = b)isto é

dadopor: P(a =X < b) = f:f(xj dx

b f(x)

a b

Figura: Distribuicdo de probabilidade de varidvel aleatdria continua.

A probabilidade de que a v. a. X assuma valores menores ou iguais a C é
freqiientemente escrita comoF(c) = P(X < c). A funcdo F(x)representa, para
diferentes valores de X a probabilidade acumulada e é chamada de fungdo distribuicao
acumulada. Assim,

No caso discreto:

Fle)=P(X< ) =) f(©
r=c
No caso continuo:

PX<c)= Jc fFlx)dx
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F(x) 4

»

Figura: Distribuicdo acumulada de uma varidvel aleatéria.

Esperanca de uma Variavel Aleatoéria

Sejam X e Y varidveis aleatérias. Uma funcdo matemadtica que calcula a média de
X ou de Y chama-se esperanca ou valor esperado de X ou de Y é denotada por E(X)ou
E(Y), e satisfaz as seguintes propriedades:
(1) E(X+Y)=E(X)+E(Y)
(2) E(aX) = aE(X),a e R

Variancia de uma Variavel Aleatoria

Seja X uma variavel aleatdria. Defini-se a variancia de X (denotada porVar(X)),
como: Var(X) = E[X — E(X)]* = E(X?) — [E(X)]?
A variancia satisfaz as seguintes propriedades:
(1) Var(aX) = a*Var(X),a € R
(2) Se X;& X, sdo variadveis aleatdrias independentes entao,

Var(X, +X,) =Var(X,) + Var(X,)
Esperanca e Variancia de uma varidvel aleatodria discreta
Esperanca de X no caso discreto; Seja P(X,) = P(X = x,),onde i =123 .., 1, ...

E(X) =ixip(xij

Variancia de X,
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Var(x) = ) [x,~ E®IP(X) ouVar(x) = E(X?) - [E(X))?

Onde:
E(e) = ) xFP(X)
i=1

Esperanca e Variancia de uma variavel aleatdria continua

Esperanga de X no caso continuo,

E(X)= J:fo[x] dx

Variancia de X,

-

Var(X) = f [x — E(X)]*f(x) dx ouVar(X) = E(X*) — [E(X)]*
Onde: -
E[X:]=J. 22 f(x) dx

4.4.1 Distribui¢6es Discretas de Probabilidade

Algumas varidveis aleatérias adaptam-se muito bem a uma série de problemas

praticos. Um estudo dessas varidveis é de grande importancia para a construcao de

modelos probabilisticos para situacdes reais e a conseqliente estimacdo de seus

parametros. Para algumas destas distribuicdes, existem tabelas que facilitam o cdlculo

das probabilidades em funcdo dos seus parametros. Nesta secdo estudaremos os dois

modelos discretos mais importantes: a distribuicido binomial e a distribuicao de

Poisson.

4.4.1.1 Distribui¢ao Binomial

Uma das mais comuns em estatistica. Deriva de um processo conhecido como

teste de Bernoulli em que cada tentativa tem duas possibilidades excludentes de

ocorréncia chamada de sucesso e falha (ex. moeda).

Um experimento aleatdério é chamado binomial se em n repeticdes:

1) Os ensaios sdo independentes;

2 ) Cada resultado do ensaio pode assumir somente uma de duas possibilidades:

Sucesso ou fracasso;
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3 ) A probabilidade de sucesso em cada ensaio, denotado por p, permanece
constante.

O Processo de Bernoulli:
Definigao:
Uma seqliéncia de testes de Bernoulli forma um Processo de Bernoulli, sob as
seguintes condigdes:
a) Cada tentativa resulta em um de dois resultados mutuamente excludentes.
Um dos resultados possiveis € chamado (arbitrariamente) de sucesso e o

outro de falha;

b) A probabilidade de sucessos, denotada p, permanece constante em todas as
tentativas. A probabilidade da falha, 1 — p, é denotada por g;

c) As tentativas sdo independentes; isto é, o resultado de uma tentativa
particular ndo é afetado pelos resultados das outras tentativas.
Assim, a probabilidade de obtermos exatamente X sucessos em n tentativas é a

distribuicao binomial:

P(X=x)= (:) pg" *,x=0,1,...,n

Com esperanca e variancia dada por:
E(X)=npeVar(X) = npq

Exemplo: De um lote de produtos manufaturados, extraimos 100 itens ao acaso; se
10% dos itens do lote sdo defeituosos, calcule a probabilidade de 12 itens serem
defeituosos.

Solugdo:

X~binomial(100;0,1)

100 .
P(x=12)= ( > )(n,1j1*(n,9333 = 10,0988
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Exemplo: Na linha de produgdo de uma fabrica, em condigbes normais de
funcionamento cada uma das pecas pode ser considerada como produzida
independentemente das demais. Se retirarmos uma amostra de n pecas da linha de
producdo e se chamarmos de p a fracao de pecas defeituosas que sdao produzidas,
entdo X, o nimero de pecas defeituosas na amostra, é uma varidvel aleatéria com
distribuicdo binomial com parametros n e p. Para n =5 e p = 0,1 calculemos as
probabilidades que haja:

a) Uma peca defeituosa:

P(X =1) (i) (0,1)(0,9)*= 0,328
b) Duas pecas defeituosas:

P(X =2) G) (0,1)%(0,9)% = 0,365

c) Pelo menos uma peca defeituosa:

P(X=1)=1—-P(X=0)=1-(0,9)° = 0,4095

Exemplo: Uma moeda é lancada 20 vezes. Qual a probabilidade de sairem 8 caras?
Solugao:

X: Numero de sucessos (caras)

1 1
X=012,..,20p=P(c)= 5 — X ~binomial (EG,E)

=0~ ()& (O -osams

Exemplo: Numa criacdo de coelhos, 40% sdao machos. Qual a probabilidade de que
nascam pelo menos 2 coelhos machos num dia em que nasceram 20 coelhos?

Solugdo:

X: Numero de coelhos machos

X=012..20- P(X) = p = 0,4 = X~binomial(20;0,4)

P(X=2)=1-P(X<2)=1—-{P(X=0)+P(X=1)} =
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=1- {(zﬂn) (0,4)%(0,6)*° + (210) (0,4)(0,6) 1"'} =

=1 —{0,00003 + 0,00049} = 0,99948

Exemplo: Uma urna tem 20 bolas pretas e 30 brancas. Retiram-se 25 bolas com
reposi¢ao. Qual a probabilidade de que:

a) 2sejam pretas?

b) Pelo menos 3 sejam pretas?

Solugao:

X: Numero de bolas pretas - P =20/50=10,4

Logo: X ~binomial(25;0,4)
25 ) )
P(x=2)= ( 5 )(D,4]‘[ﬂ,6j‘5 = 0,00038

P(X=3)=1-P(X<3)=1-{P(X=0)+P(X=1)+ P(Xx =2)}

=1- {(205) (0,4)°(0,6)* + (215) (0,4)*(0,6)* + (225) [0,4]2[13,6]:3} =

=1 —1{0 +0,00005+ 0,00038} = 1 — 0,00043 = 0,99957

Exemplo: A taxa de imunizacdo de uma vacina é 80%. Se um grupo de 20 pessoas foi
vacinado, desejamos saber o comportamento probabilistico do nimero de pessoas
imunizadas desse grupo.

Seja X a variavel de interesse. Para cada pessoa do grupo, a probabilidade de estar
imunizada é 0,8 e admitimos, ainda, independéncia entre os resultados das varias
pessoas vacinadas.

Dessa forma, teremos X~FBEinomial(20;0,8), em que sucesso corresponde a

imunizacdo. Por exemplo, a probabilidade de 15 estarem imunizados é dada por:
20 15 20—15
P(X =15) = (15)0,5 0,22 =0,175

Outras probabilidades podem ser calculadas de modo andlogo.
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4.4.1.2 Distribuicdao de Poisson

Dizemos que a varidvel aleatdria X tem distribuicdo de Poisson com pardmetro &

se:

i

P(X=k)=e" E,pa’r’aﬁ' =0ek=0,12,..

Propriedades:

1) E(X)=Var(X) =260

2) Se X,~Poisson(f;)e X,~Poisson(f,)e sd3o varidveis aleatdrias
independentes, entdo X; + X,~Poisson(f, +6,). Podemos ver a distribuicio de
Poisson como aproximacao da binomial quando n é grande e p é pequeno (evento
raro), ou quando contamos ocorréncias de um certo evento em um intervalo de
tempo: n? de acidentes em frente a entrada da UFAM por semana, n? de ligacdes
recebidas por uma central telefonica das 12:00 as 13:00. Uma regido do espaco (area,
volume): n2 de glébulos vermelhos em uma amostra de sangue, n? de plantas de uma
certa espécie em uma regido, de modo que o numero médio de ocorréncias seja

pequeno (usualmente < 15).

Exemplo: Uma central telefonica recebe em média 300 chamadas por hora e pode
processar no maximo 10 ligacdes por minuto. Utilizando a distribuicdo de Poisson,
estimar a probabilidade de a capacidade da central ser ultrapassada.

Solugdo:

Seja X o n2 de ligagdes por minuto.

f = 300/60 = 5 chamadas por minuto.

—551[!-

P(X > 10) = 1—P[X£1III]=1—( =

) =1-0986= 0,014 =1,4%

Exemplo: Chegam em média, 10 navios-tanque por dia a um movimentado porto, que
tem capacidade para 15 desses navios. Qual a probabilidade de que, em determinado
dia, um ou mais navios-tanque tenham que ficar ao largo, aguardando a vaga?
Solugdo:

Terdo de esperar ao largo os navios-tanque que excederem o maximo de 15:

Seja X 0 n2 de navios-tanque que chegam ao porto por dia.

61



P(X>15)=1-P(X=15)=1-X%,P(X <x)=1-09512 =0,0488

Exercicios propostos

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)
8)

9)

Um estudante tem probabilidade p = 0,8 de acertar cada problema que tenta
resolver. Numa prova de 8 problemas, qual a probabilidade de que ele acerte
exatamente 6.

Um exame consta de 20 questdes tipo certo e errado. Se o aluno “chutar” todas as
respostas, qual a probabilidade de ele acertar exatamente 10 questdes?

Um time de futebol tem probabilidade p = 3/5 de vencer todas as vezes que joga.
Se disputar 5 partidas, qual a probabilidade de que ven¢a ao menos uma?

Um teste tipo certo e errado consta de 6 questdes. Se o aluno “chutar” as
respostas ao acaso, qual a probabilidade de que ele acerte mais do que 2 testes?
Um casal planeja ter 5 filhos. Admitindo que sejam igualmente provaveis os
resultados: filho do sexo masculino e filho do sexo feminino, qual a probabilidade
de o casal ter:

(a) 5 filhos do sexo masculino?

(b) Exatamente 3 filhos do sexo masculino?

(c) No maximo um filho do sexo masculino?

(d) O 5¢ filho do sexo masculino, dado que os outros 4 sdo do sexo feminino?

Uma central telefénica recebe em média 300 chamadas por hora e pode processar
no maximo 10 liga¢bes por minuto. Utilizando a distribuicdo de Poisson, estime a
probabilidade de a capacidade da central ser ultrapassada?

Se X~Binomial(mn,p) prove que E(X) =np e Var(X)=np(1-p).

O numero de acidentes pequenos durante uma partida de futebol é uma v. a. de
Poisson com média & = 4,5, Qual a probabilidade de ocorrerem, no maximo, dois
acidentes durante uma partida?

Em uma excursao ao Pantanal de Mato Grosso, certa ave é avistada em numero
que é uma v. a. de Poisson com média & = 0,8. Determinar a probabilidade de
gue, em uma excursdo: (a) ndo se aviste nenhuma dessas aves; (b) seja avistada

apenas uma; (c) sejam avistada duas; (d) sejam avistadas mais de trés.
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10) O numero de reclamac¢des que uma lavanderia recebe por dia é uma v. a. de
Poisson com média & = 3,5. Qual a probabilidade de a lavanderia receber apenas

uma reclamacdo em determinado dia?

4.4.2 Distribui¢6es Continuas de Probabilidade

De modo geral, podemos dizer que as varidveis aleatodrias cujos valores resultam

de algum processo de mensuragao sao varidveis aleatdrias continuas.

4.4.2.1 Distribuicao Normal

A distribuicdo normal é uma distribuicdo em forma de sino que é usado muito
extensivamente em aplicagGes estatisticas em campos bem variados. Sua densidade de

probabilidade (f.d.p.) é dada por:

1 1 .
flx) = _exp[— s(x—p)|,—o<x <o
oy 2 2g°

Sua média é i e sua variancia é ¢~. Quando X tem uma distribuicdo normal com

AT . n . 2 2
média 1 e variancia 6%, escrevemos, de forma compacta, X ~N(u, o)

I X

Uma importante propriedade da distribuicdo normal é que qualquer funcao

linear de varidvel aleatéria normalmente distribuida é também normalmente
distribuida.

Caracteristicas:
1. Simétrica em relacdo a média

2. A média, moda e mediana sdo iguais
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3. A drea total sob a curva é igual a 1, 50% a esquerda e 50% a direita da média

a)Adreaentre u—1oe u+ 1o é aproximadamente 68%

.68

016 | 10 10 016

I —— N

=1l o pu+lo x
(a)

b) Adreaentre u—20 e u+20 é aproximadamente 95%

c) Adreaentre u—30 e u+ 30 é aproximadamente 99,7%

997
0015 : 3o 30 - 0015
[ s )
pu— 3 I i+ 3o x

(e

A distribuicdo normal é completamente determinada pelos parametros u e o
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Hq Ha M3
S R

U parametro de locagao.

Fy = rrz{ rF3
o parametro de forma.
4.4.2.2 Distribuicao Normal Padrao:
Caracterizada pela média igual a zero e desvio padrao igual a 1.

. . . ~ ’ . -n . ~ I-\.
Se X tem distribuicdo normal com média u e variancia e?, entdo Z =

=T

flz)=——=e Z,-w<z<w®
V2T

(x—gs)

o
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A area entre Zy e Z, é calculada por

4| 1 ﬁ
e ¢ dz
Z'[I 2T

As dareas estao tabeladas: veja a tabela z

':} :":'

Exemplo: Suponha que as notas (em pontos) do exame de selecdo para uma

universidade segue uma distribuicdo normal com média 500 e desvio padrdo 100.

Determine a probabilidade de um estudante ter nota:
a) Acima de 6507
b) Menos do que 250?
c) Entre 325 e 675?
X=n? de pontos (nota) do candidato
1 =500 X~N(500;100°

o=100

66



a) P(X>650)

_ P(X>650) = P (x-soo g 650—500)
100 100

=P(Z>1,5)

=0,5-0,4332

= 0,0668

b) P(X < 250)

_ P(X<250) = P (x-soo s 250—500)
100 100

=P(Z>-2,5)

=0,5-0,4938

= 0,0062

c) P(325<X<675)

= P(325 <X <675)= P (325—500 _ X-500 675—500j

100 100 - 100
=P(-1,75<7<1,75)
=0,4599 + 0,4599
=0,9198
Exemplo: Os depdsitos efetuados no Banco da Ribeira durante o més de janeiro sdo
distribuidos normalmente, com média de $10.000,00 e desvio padrdo de $1.500,00.
Um depdsito é selecionado ao acaso dentre todos os referentes ao més em questao.
Encontre a probabilidade de que o depésito seja:
a)$10.000,00 ou menos;
b)Pelo menos $10.000,00;
c)Um valor entre $12.000,00 e $15.000,00;
d)Maior do que $20.000,00.

Temos que ¢ =10.000 e o=1.500. Seja a v.a. X = deposito.

10.000-10.000
1.500
b)P(X >10.000)=P(Z >0)=0,5
12.000-10.000 15.000-10.000
<Z<
1.500 1.500
=P(4/3<Z<10/3)
=P(1,33<Z <3,33)=0,09133
20.000-10.000
Z >
1.500

a)P(X <10.000) = P[z < ): P(Z <0)=05

¢)P(12.000 < X <15.000) = P(

d)P(X >20.000) = P( }: P(Z >6,67) 0. 67



Exemplo: Seja X~N(100,25). Calcular:
a) P(100<X<106)

b) P(89 <X <107)

c) P(112<X<116)

d) P(X>108)

Solugao:

u=100ec=5-=> 7 - X100

a) P(100<X<106)=P

(100 -100 106-100
5

<7< =P(-22<2<1,4)=

b) P(89<X<107)= P(89-100 Mj

=P(-2,2<Z<0)+P(0<Z2<1,4)=

=0,486097 + 0,419243 = 0,90534

(112-100 llG-lOOj
5

c) P(112<X<116)=P <7< =P(2,4<7<3.2)=

=P(0<72<3,2)-P(0<Z<2,4)=
=0,499313 -0,491803 = 0,007510

108 -100)
> —F¥
5

d) P(X>108) = P(Z_ =P(Z>1,6)=0,5-P(0<2<16)=

=0,5-0,445201 =0,054799

Exemplo: Sendo X ~N(50,16), determinar X, tal que:

a) P(X =x,)=0,05

b) P(X =x_) =099

Solugdo:

p=50,c=4

a) Procurando no corpo da tabela 0,45 (0,5 — 0,05), encontramos: Z,= 1,64

X, —u X, —50

s.como Z, = - 164 ="‘T .. X¢=56,56 .".P(X>56,56) = 0,05

o
b) Procurando no corpo da tabela 0,49 (0,5 —0,01) encontramos: Z,= 2,32

X —50
232="0 = - Xi=59,28 .- P(X < 59,28) = 0,99

<Z< j=P(0SZS1,2)=O,384930
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Exemplo: Uma fabrica de carros sabe que os motores de sua fabricagdao tém duragao
normal com média igual a 150.000 km e desvio-padrao de 5.000 km. Qual a
probabilidade de que um carro, escolhido ao acaso, dos fabricados por essa firma,
tenha um motor que dure:

a) Menos de 170.000 km?

b) Entre 140.000 km e 165.000 km?

c) Se a fébrica substitui o motor que apresenta duracdo inferior a garantia, qual deve
ser esta garantia para que a porcentagem de motores substituidos seja inferior a 0,2%?
Solugao:

X: duragdo do motor em km onde p = 150.000 km, ¢ = 5.000 km

a) P(X <170.000) = P(z _ 170.000-150.000
5000

}=P(ZS4)=O,5+P(OSZS4)=

=0,5+0,499968 = 0,999968

b) P(140.000 < X < 165.000) = P(140'000-150'000 323165'000_150'000j

5000 5000

=P(-2<Z<3)=P(-2<Z<0)+P(0<Z<3)=
=0,477250 + 0,498650 = 0,97590
¢) Procurando no corpo da tabela 0,498 (0,5 — 0,002), encontramos: Z,=-2,87

X, —150.000
5000

A garantia deve ser de 135.650 km.

S—2,32= . Xg=135.650

Exercicios propostos

1) Determinar a média e o desvio padrdo de um exame em que as notas 75 e 88
correspondem aos valores padronizados -0,4 e 1,3 respectivamente.

2) Dadaumav. a. N(18; 2,5), determinar: (a) P(X < 15); (b) k tal que P(X < k) = 0,2578.

3) O total de pontos obtidos no vestibular de uma faculdade é uma v. a. N(550; 110).
Determinar a probabilidade de um estudante obter: (a) mais de 600 pontos; (b)

menos de 350 pontos; (c) entre 300 e 600 pontos.
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4) Os QI de 500 candidatos a certa faculdade tém distribuicdo aproximadamente
N(110; 11). Se a faculdade exige QI minimo de 95 para admissdao, qual a
percentagem provavel de reprovacao.

5) Um teste de aptiddo para exercicio de certa profissao exige uma seqliéncia de
operagdes a serem executadas rapidamente uma apos a outra. Para passar no
teste, o candidato deve completd-lo em 80 minutos no maximo. Admita que o
tempo para completar o teste seja uma v. a. N(90; 20)(minutos). (a) Que
percentagem dos candidatos tem chance de ser aprovado? (b) Os 5% melhores
receberdo um certificado especial. Qual o tempo maximo para fazer jus a tal
certificado?

6) ParaZ=N(0, 1), determinar P(|Z| =2 1).

7) Determinar zg tal que a area entre a média (0) e zo seja 0,40.

8) Para uma v. a. N(2; 3 ), determinar: (a) um valor tal que a probabilidade do
intervalo da média a esse valor seja 0,4115; (b) outro valor tal que a probabilidade
do intervalo x = 3,5 a esse valor seja 0,2307.

9) Se um conjunto de valores tem distribuicdo normal, qual a percentagem dos
valores que distam da média: (a) por mais de 1,30; (b) por menos de 0,5207

10) Em um exame de matemadtica, a nota média foi 70, com desvio padrdo de 4,5.
Todos os alunos que obtiveram nota de 75 a 89 receberam conceito B. Se as notas
tém distribuicdo aproximadamente normal, e se 10 estudantes obtiveram conceito

B, quantos se submeteram ao exame?
Distribuicdes Relacionadas

Em adigdo a distribuicao normal, existem outras distribuicdes de probabilidade
gue serdo usadas freqiientemente. S3o as distribuicGes t, xz e F tabuladas em varios
textos. Estas distribuicbes sdo derivadas da distribuicdo normal e sdo definidas como

descritas abaixo.
4.4.2.3 Distribuicdo
Uma v. a. continua Y, com valores positivos, tem uma distribuicdo qui-quadrado

com n graus de liberdade (denotada por X*() ), se sua densidade for dada por
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1 n ¥

__1 —_—
— =¥ e2y>=0
flom) =1 rm/2)2"2
0, y=<0

E(Y)=nVar(¥)=2n

Se X;,.... X, sdo varidveis independentes normais com médias zero e variancia 1,
isto é, X; independente ~N(0,1),i = 1,..,nentdo Z = T, X2 tem distribuicdo y°
com n graus de liberdade, e escreveremos Z~ y>. A distribuicdo yZ é a distribuic3o da
soma de n varidveis normais independentes padronizadas.

Propriedade: Se Z,~y>eZ,~y> e Z;eZ, independentes, entdo

Zy, +Z, ’“Xﬁ+m
4.4.2.4 Distribuicao t

Se X~N(0,1)e¥~yZ e X e Y sd3o independentes, entdo

7= X

v

\n
tem densidade dada por:

flzm) = % (1+22/n) ™02 o0 <z < oo,

tal v. a. tem distribuicdao t com 1 graus de liberdade.

E(Z) = 0,Var(Z) = %

Escrevemos Z~t,,. A distribuicdo £ é a distribuicdo de uma variavel normal padrao
dividida pela raiz quadrada de uma variavel xz independente dividida pelos graus de
liberdade. A distribuicdo £ é uma distribuicdo simétrica como a normal, porém um
pouco mais achatada e com caudas mais longas que a normal. Quando os graus de

liberdade tendem a infinito, a distribuicdo t aproxima-se da normal.
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4.4.2.5 Distribuigao F

¥y
Z Z ~ . ~ _ 1
Se Yi~)u,eY,~y,, onde ¥, e¥, sdo independentes, entdo W = —11,2., tem

Yng

densidade dada por:

F[[:ni + Ilz],-"'zj n, ny /2 win1—2)/2
F(nio‘fzjr(“z.‘fzj( ) ) (1—'—“1 f}"ﬂzjlzﬂl‘i'ﬂz}fz’w

tal v. a. tem distribuicdo F com graus de liberdade 1, e n,. Escrevemos W~F,, ...

g(winy,ny) = > 0.

Ry

n, 2ni(n, +n, — 2
E(W)=—— Var(W)= 2(ny +1, — 2)
, — 2

2 ny(ny — 2)*(n, — 4)
O 12 indice n, refere-se aos graus de liberdade do numerador e o 29, n,, refere-se

aos graus de liberdade do denominador. A distribuicdao F é, entao, a razao entre duas

varidveis Xz independentes divididas pelos seus respectivos graus de liberdade.

5. Inferéncia Estatistica

Consiste em um conjunto de procedimentos por meio dos quais as informacdes
obtidas com base em dados amostrais sdo utilizadas para o estabelecimento de
conclusdes e a tomada de decisdes sobre a populacdo da qual a amostra foi extraida.

Os problemas basicos da inferéncia estatistica sdo: o chamado teste de hipdtese e

a estimagdo. O problema de estimacdo apresenta-se em todas as situacdes, seja no

72



cotidiano ou em qualquer ciéncia. A estimativa pode ser de uma média de uma medida
de variabilidade ou de uma proporgao.

Distribuicio Amostral = E a distribuicdo que descreve o padrdo de variagdo dos
valores de uma estatistica, para diferentes amostras extraidas da populagcdo de
interesse, é denominada distribuicdo amostral.

Amostra Aleatdéria = As observacdes X;, X,, ..., X, constituem uma amostra
aleatéria de tamanho n da populacdo, se cada observacdo resulta de selecdes
independentes dos elementos da populacdo e se cada X; tem a mesma distribuicdo da
populacdo da qual foi extraida.

A distribuicio da média amostral X, de uma amostra aleatéria de tamanho n
extraida de uma populacdo que tem média u e desvio padrdao o, tem as seguintes
caracteristicas:

Média = E(X )=, = u
Variancia = Var()?): ol =

Desvio Padro = Dp(X )= o, =

Teorema Central do Limite

A distribuicio da média amostral X, de uma amostra aleatéria de tamanho n

extraida de uma populacio NAO NORMAL, com média u e desvio padrdo o, é
APROXIMADAMENTE NORMAL com média u e desvio padrio o/+/n .

Este resultado significa que:

X —u
o/n

Estimacdo = Estudo de métodos para obter medidas representativas da

Z= é aproximadamente N(0, 1).

populacdo calculadas a partir da amostra.

Parametro = E uma medida numérica que descreve alguma caracteristica de

uma populacdo.
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Estatistica = E uma funcdo das observacBes amostrais, que ndo depende de
parametros desconhecidos. Seja (X1, X5, ..., X,) uma amostra aleatoria e (x3, X5, ..., Xp) 0S
valores tomados pela amostra; entdo y = H(x1 , x>, ..., X,) € uma estatistica.

Principais estatisticas:

- Média Amostral

- Propor¢ao Amostral

- Variancia Amostral

Estimador = E a fun¢do da amostra que corresponde a um pardmetro
populacional.

Estimativa = E o valor do estimador, calculado a partir de uma amostra.

Média, moda e mediana sao estimadores do valor central.

Populacgéo: Média=| u

Variancia = | 02

Proporcdo =|

Amostra: Média = X estimador de p
Variancia=| S2 | estimador de 02
Proporcdo=| p |estimadorde

Tipos de Estimagdes de Parametros

i) Estimacdo Pontual

ii) Estimacgao Intervalar

Estimagdo Pontual = E usada quando, a partir da amostra, procura-se obter um
Unico valor de certo parametro populacional, ou seja, obter estimativas a partir dos
valores amostrais.

Estimaticdo Intervalar = E o intervalo definido pela estimativa pontual
mais/menos o erro maximo da estimativa.

Erro Maximo da Estimativa = Representa a diferenga (erro) maxima que serd
permitida entre a estimativa pontual (X ) e o valor verdadeiro do pardmetro que esta

sendo estudado (u).
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Erro =|X - 4|
|

|
I >

| | |
- o Na > o
| =X-2Z,,— X S=X-2,,—
/2 H /2 n

In

Erro Cometido na Estimacdo de u por X, segundo Montgomery, D.C. & Runger,

G.C. (1994).

¥

5.1 Intervalo de Confianga

Dado a limitacdo da estimag¢dao pontual, que reside no desconhecimento da
magnitude do erro que se estd cometendo. Surge a idéia da construcdo de um
intervalo que contenha, com um nivel de confianca conhecido, o valor verdadeiro do

parametro, baseado na distribuicdo amostral do estimador pontual.

Populacéo

amostra

~190, | u+1960,

X, +1,960, \”A
— X

amostra

n :
X, +1960, > I_'_Kz—|
amostra
_n — X !
Xy £1960 95% dos intervalos

Contém p

Intervalo de Confianga para Média (u) Para Varidncia populacional (6?) conhecida

X—za/zinsysXﬂ

lo}
“Un
Podemos afirmar com 100(1 — 2)% de confianca que o intervalo de X +e para

contém a média populacional que estamos procurando estimar.

O grau de confianga mais utilizado é 95% e o valor correspondente Z ,,, é 1,96.
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O intervalo de confianga é definido pelo grau de confianga e pela variabilidade.

Passos para construgdo do intervalo de confianca para Média (1) onde a Variancia

populacional (6?) é conhecida

= Colete uma amostra de tamanho n da populagdo de interesse;
® Calcule o valor de X ;

= Escolha o valor do coeficiente de confianca 1—-«;

= Obter o valor de Z,, da tabela da distribui¢ao normal;

= Calcule os limites do intervalo de confianga.

Exemplo: Para uma amostra de 50 observa¢des de uma populagdo normal com média
desconhecida e desvio padrdo o = 6, seja 20,5 a média amostral X . Construir um
intervalo de 95% de confianga para a média populacional.

Solugao:

X =20,5n=50;0=6

{20,5 ~196-2_: 205+196 i} —[18,84; 22,16]

J50 V50

O resultado obtido [18,84; 22,16] é um intervalo de confianca de 95% de confianca
para a média populacional u, calculado com base na amostra observada.

Ndo se deve escrever P(18,84 < u < 22,16) = 0,95 porque a expressao entre parénteses
ndo contém nenhuma variavel aleatdria, ja que u é valor fixo, e, embora desconhecido,

estd, ou ndo, dentro do intervalo.
Distribuicao Amostral da Estatistica t

Se X3, X5, ..., X, € uma amostra aleatéria de uma populagdo normal com média u
e desvio padrdo o, entdo a distribuicdo de
_X-u
~s/Vn

é denominada distribuicdo t de Student com n—1 graus de liberdade.

t

Intervalo de Confianga para Média (i) para Varidncia populacional (6?) desconhecida
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)?—tn_l;a/zis;zs X +t

S
Jn "z In
= Neste caso precisa-se calcular a estimativa S (desvio padrao amostral) a partir
dos dados;
= O coeficiente t segue a distribuicao "t" de Student, no caso com (n — 1) graus de

liberdade.

Passos para construgdo do intervalo de confianga para Média (1) onde a Variancia

populacional (6?) é desconhecida

= Colete uma amostra de tamanho n < 30 da populagdo de interesse;

® Calcule os valoresde X e S;

= Escolha o valor do coeficiente de confianca 1 -« ;

= Determine os valores de ty;; n — 1 apartir da tabela da distribuicdo t de
Student;

= Calcule os limites do intervalo de confianga.

Exemplo: Uma amostra de tamanho 9, extraida de uma populacdo normal acusa X =
1,0 e S = 0,264. Construir intervalos de 98% e 95% de confianca para média
populacional.

Solugdo:

Paral—a=98% = a =0,02; a/2=0,01 graus de liberdade=9-1 =38.

Intervalo: [)_( * 10018 (S/\/ﬁ) = [1+2,896(0,264/3)] = [0,745; 1,255]

Paral—-a=95% = a =0,05; a/2=0,025 graus de liberdade=9-1=8.

Intervalo: [Y 100258 (S/\/ﬁ) = [1+2,306(0,264/3)] = [0,797; 1,203].

Note que, aumentando o nivel de confianca, o tamanho do intervalo também

aumenta.

Intervalo de Confianga para Média de uma Populagido Nao-Normal - Grandes

Amostras

Enquanto, nos casos anteriores, se conhecia a distribuicdo da estatistica com

base na qual se obteve o intervalo, aqui, ndo se passa o mesmo. Usaremos o Teorema
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Central do Limite para afirmar que, se n é suficientemente grande,

distribuicdao aproximadamente normal N(0O, 1). Portanto,

e W

é um intervalo de confian¢a para média com nivel de aproximado de 100(1 - )%
Os passos para construcdo deste intervalo é analogo ao intervalo para média

populacional com o’ conhecida, com excec¢do do fato do célculo para determinar s,

Exemplo: A resisténcia a tracdo de 20 corpos de prova é (valores ja ordenados):
131132134 135135138138 139 139 140
142 143 144 144 145 146 147 148 149 150
Estabelecer uma estimativa intervalar de 95% para média populacional.
Solugao:
n=20, X=140,95e S=5,73
140,95 +196(5,73/~/20) | = [138,44; 143,46].

Assim um intervalo de confian¢a a 95% para u é dado por (138,44; 143,46)
Tamanho da Amostra para Estimar a Média

A partir da formula do erro maximo de estimacdo, mediante aplicacdo de um
calculo algébrico podemos reformular a férmula isolando a variavel “n”.

Para que seja possivel ter 100(1 — a )% de confianga que o erro de estimagao

‘X —,u‘ é inferior a um valor predeterminado e, o tamanho da amostra necessario é:

Z o)
n:[ al2 ]
e

Etapas para determina¢cao do tamanho da amostra necessaria para estimagao da

média populacional u

= Especificar o coeficiente de confianca 1 — a;

= Obter uma estimativa preliminar do desvio padrao o;
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= Especificar o erro maximo e permitido na estimacao;

= Obter o valor de Z,, da tabela da distribui¢ao normal;

Exemplo: Suponha que desejamos estimar uma média populacional com erro amostral
0,5 e probabilidade de confianca 0,95. Como o (varidncia populacional) n3o é
conhecida, foi retirada uma amostra de 10 observag¢des da populagdo para nos dar
uma idéia sobre valor de oz, obteve-se S® = 16. Determine o tamanho da amostra

necessario para atender estas especificagdes.

2
o _(196)'16

— = 245,86 = n= 246
(0.5)

Estimativa de Proporgoes

Suponha que ha interesse na propor¢cdo de elementos da populagdo que
possuem alguma caracteristica de interesse (p).
Se o tamanho da amostra (n) for suficientemente grande, é possivel fazer

mensuragoes para: Intervalo de Confianga e Teste de Hipodtese.

Erro Maximo da Estimativa para p

p(1-p)

Intervalo de Confianga para p

pP(1-p)

p(1-p)
p—z% TSPSp-'—Z%

n

Etapas para a Construgao de um Intervalo de 100( 1 — a )% de Confianga para p

= Colete uma amostra aleatdria de tamanho n da populacao de interesse;
= Determine o valor de y;
Onde y = n2 de elementos na amostra que possuem a caracteristica de

interesse;

= Calcule p=p=

7

y
n

= Escolha o valor do coeficiente de confianca 1—a;
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= Determine os valores de Z,,, apartir da tabela da distribuigdo normal;

= Calcule os limites do intervalo de confianga.

Exemplo: Entrevistam em uma cidade 1.500 pessoas em idade de trabalho, e constata-
se que 145 estdao desempregadas.
1) Estimar a taxa de desempregado com base nos dados,

2) Estabelecer um intervalo de 95% de confianga para a taxa populacional.

Solugao:
1) p= 145 =0,097 =9,7%
1500

2) a =0,05; a/2 =0,025; Zy 025 = 1,96.

10,097 +1,96,/0,097(1— 0,097)/1500 | = [0,097 + 0,0149] = [0,082; 0,112] = [8,2%;

11,2%).
Assim um intervalo de confianca a 95% para p (taxa populacional) é dado por (0,082;

0,112).
Tamanho da Amostra para Estimar p

Para que seja possivel ter 100(1 — a)% de confianga que o erro de estimagao

|f)— p| é inferior a um valor predeterminado e, o tamanho da amostra necessario é:

2
n= Z05/2 2(21_ p)

Etapas para determina¢ao do tamanho da amostra necessaria para estimag¢dao da

proporgao p

= Especificar o coeficiente de confianca 1 — a;
= Obter uma estimativa preliminar da proporgao p;
= Especificar o erro maximo e permitido na estimacdo;

= Obter o valor de Z,/, da tabela normal
Estimativa preliminar da proporgdo p

= Dados histéricos sobre a populacdo de interesse;
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= Resultados obtidos em estudos similares ao que esta sendo realizado;

= Extragcdo de uma amostra-piloto;

= Utilizar p = 0,5 (atitude conservadora), valor que corresponde a um maximo

para n.

Exemplo: Suponhamos que, em uma amostra de 500 alunos que possuem computador
em casa em uma cidade, haja 340 com Internet. Se quisermos estimar o numero de
alunos que possuem computador com Internet, qual o tamanho da amostra necessario
para que tenhamos 95% de confianca em que erro o de nossa estimativa ndo seja
superior a 0,02 (a) utilizando a informagdo dos 500 alunos (b) sem utilizar esta
informacgao?
Solugao:
(a) Tratemos os 500 alunos como uma amostra preliminar que fornece a estimativa

p = 0,68. Entdo,

2
o (1,96)?(0,68)0,32) 2090

(0,02)*

(b) Como n3o temos uma estimativa par p, substituimos p(1— p) por 1/4. Entdo, de

acordo com a segunda expressao de n acima.

2
n= (19—6)2 =2.401
4(0,02)

O tamanho da amostra é grande, pois o erro maximo admitido é pequeno (0,02).
Distribuicdo Amostral da Estatistica 3

Se X1, X5, ..., X, € uma amostra aleatdria de uma populagcdo normal com média u

e desvio padrdo o, entdo a distribuicao de

—1)S?
pr (n 2)
(o2

segue uma distribui¢do qui-quadrado (x?) com n — 1 graus de liberdade

Intervalo de Confiang¢a para Variancia e o Desvio Padrdao de uma Populagao Normal

Baseados na Distribuicao Qui-Quadrado.
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(n-1)s2 <o < (n-1)s2

Zg/z;n—l le—a/z;n—l

1)

(n-1)s

2
<o
2 2
Aaj2:n-1 Ai-a/2;n1

(n—1)s2
< 777
Etapas para a construgdo de Intervalo de 100( 1 — a )% de Confian¢a para o’ e o —

Populagdao Normal.

= Colete uma amostra de tamanho n da populacdo de interesse;
= Calcule o valor de S?

= Escolha o valor do coeficiente de confianca 1—-«;
= Determine os valores de ;(f_a/z;n_le ;(j/z;n_l apartir da tabela da distribuicao qui-

quadrado;
= Calcule os limites do intervalo de confianca para o2 para o se extrai a raiz

quadrada dos limites de confianca da equacao (1).

Exemplo: Uma amostra de tamanho n = 15 de uma populacio normal tem média X =
26 e desvio padrao S = 3,32. Construa um intervalo de 95% de confianca para o e para
.

Solugdo:

n=15; a/2 =0,025; graus de liberdade=15-1=14; 1-a/2=0,975

(14)11,022) _ ot < (14)11,022)

Intervalo para o”: <o2<
26,1 5,629

}: [5,908; 27,414).

Intervalo para o: [2,431; 5,236].

Exercicios propostos

1) Dado o seguinte conjunto de medidas,
0,0105 0,0193 0,0152 0,0229 0,0244
0,0190 0,0208 0,0279 0,0253 0,0276
Determinar: (a) um intervalo de 99% de confianca para a média populacional; (b)

um intervalo de 95% de confianca para a variancia populacional.
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2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

9)

Admitindo as amostras extraidas de populacbes com variancias conhecidas,
determinar intervalos de confiangca para as médias populacionais nos casos a
seguir:

(@) n=9, X =20, o” = 9 nivel de confianga 95%;

(b) n =25, X =120, ¢ = 400 nivel de confianca 90%;

Supondo desconhecidas as variancias e normais as popula¢des, determinar
intervalos de 95% de confianga para as médias populacionais nos casos a seguir:
(a)n=09,35X =36, 3(X;— X )*=288;

(b) n=9, 5X; =450, 5(X;— X )*=32.

Uma amostra de tamanho n = 25 de uma populagdo normal com variancia
conhecida, determinar: (a) o nivel de confianga 1 —a se n=16, 0 = 8 e a amplitude
do intervalo de confianca é 3,29; (b) o tamanho da amostra se o’ =100 e o
intervalo de 95% de confianca para a média é [17,2; 22,8]

Se uma populagdao normal com desvio padrdao conhecido o = 0,075; qual deve ser
o tamanho da amostra para que a amplitude total do intervalo de 95% de
confianga para a média populacional seja no méximo igual a 0,04?

Em uma amostra aleatdria de 200 eleitores, 114 sdo a favor de determinado
projeto de lei. Determine um intervalo de 96% de confianca para a fracdo da
populacdo do municipio favoravel ao projeto.

Uma amostra de 80 motoristas de determinado estado indica que o automével
roda, em média, 22.000 km por ano, com desvio padrao de 3.800 km. Construa um
intervalo de 98% de confianca para a rodagem anual média dos carros.

Encontre o coeficiente de confianga para p, se n = 100, p= 0,6 e a amplitude do

intervalo deve ser igual a 0,090.

Suponha que X~N(u, %), u e o desconhecidos. Uma amostra de tamanho n =

X —u
s/n

aproximadamente normal, obtenha um intervalo de 95% de confianga para p.

600 forneceu X = 10,3 e S° = 1,96. Supondo que a v. a. Z= seja

10) Um psicélogo deseja fazer um teste em 25 pessoas de um grande grupo. Sabe-se

gue os resultados desse teste tém distribuicdo normal com desvio padrdo o = 16. A

média dos resultados das 25 pessoas submetidas ao teste serd usada como
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estimativa global de toda populagdo, sujeita a condigdo de que o “erro” maximo da
estimativa seja 5. (a) Determinar a probabilidade de a diferenca entre a estimativa
e o verdadeiro valor da média ser no maximo 5. (b) Determinar o tamanho da

amostra necessario para que a probabilidade em questdo seja de 0,98.

5.2 Testes de Hipodteses

Conceitos:

Idéia bdsica: procurar condi¢bes que garantam que os resultados de
experimentos possam ser generalizados além da situacdo experimental

Hipotese estatistica: Consideracdo feita acerca de um pardmetro (ou
caracteristica) na populacao estudada.

O teste de hipdteses consiste na comparacdao de duas hipdteses, chamadas

Hipdétese nula e Hipdtese alternativa.

Hipétese nula (Ho):

e Hipotese sobre a qual o teste é montado.

o Na maior parte dos casos é a hipdtese de que "ndo ha diferenca".

¢ Em geral ndo é a hipdtese que se deseja comprovar.

Hipdtese alternativa (H,):

Conclusoes possiveis de um Teste de hipéteses:

¢ Rejeita a Hipdtese nula (em favor da Hipdtese alternativa considerada).

ou

¢ Nao rejeita a Hipdtese nula (em relacdo a Hipdtese alternativa).

Planejamento amostral:

A comparacdo de duas hipdteses é feita baseada em evidéncias experimentais

(amostras), sujeitas a erros amostrais e/ou erros ndo-amostrais.

Erros amostrais

Erros previstos no planejamento amostral, oriundos de flutuagcdes amostrais -

podem ser controlados e medidos.

Erros nao-amostrais

Quaisquer erros que nao estejam previstos no planejamento amostral - ndo
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podem ser controlados nem medidos.

Erros na conclusdo do teste de hipoteses:

Por causa das flutuacdes amostrais, ao comparar duas hipdteses e tomar uma
decisdao, pode-se tomar a decisao errada.

Dois tipos de erro:

e Erro Tipo I (a): Rejeitar a hipdtese nula quando na realidade ela é verdadeira.

e Erro Tipo Il (B): N3o rejeitar a hipdtese nula quando na realidade ela é falsa.

Como é possivel rejeitar uma hipétese que é verdadeira?

O teste de hipdteses se baseia numa situacdo experimental (amostra), sujeita a
flutuacdes na amostra. Devido a essas flutuacdes, pode-se ter uma amostra que ndo

represente bem a populacdo, levando a uma conclusdo que nao corresponde a

realidade.
Realidade (na populagdo)
H, é verdadeira H, é falsa
. 6
Conclus3o do Teste Aceitar Ho correto Erro Tipo Il
(acdo baseada na
amostra) Rejeitar H « Correto
J 0 Erro Tipo |

Como esses erros sao evitados?

Montando testes que tornem esses erros 0s menores possiveis.

N3o é possivel minimizar ambos os erros ao mesmo tempo.

Os testes de hipdteses sdao montados de forma que, fixado o Erro Tipo | que se

estd disposto a cometer, o Erro Tipo |l seja o menor.
Tipos de testes de hipoteses
1. Para detectar se existe alguma diferenca (ndo importa em que direcao)

Hy: Hi=H, versus Hp: K, zH,

Teste de Hipoteses bicaudal
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alfa=0.05

aceita Hy
rejedta Hy rejeita Hy
2 | ¥ l F] 3

Teste Bicaudal

2. Para detectar se existe alguma diferenca E em que direcao ela esta
Hp: L1>4L2 versus H,: K<k

Teste de Hipdteses monocaudal

alfa= 0.05

aceita Hy
rejeita Ho

-
I ' ¥ t t + t 1 t et
3 4 ] 0 1 2 i

Teste Monocaudal

Passos para a Constru¢ao de um Teste de Hipdteses

Passo 1. Fixe qual a hipdtese Hy a ser testada e qual a hipdtese alternativa Hy;

Passo 2. Use a teoria estatistica e as informacgées disponiveis para decidir qual
estatistica (estimador) serd usada para testar a hipétese Hy. Obter as propriedades
dessa estatistica (distribuicdo, média, desvio padrdo).

Passo 3. Fixe a probabilidade a de cometer o erro tipo | e use este valor para
construir a regido critica (regra de decisdo). Lembre-se esta regido é construida para a

estatistica definida no passo 2, usando os valores do parametro hipotetizado por Hy;
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Passo 4. Use as observacGes da amostra para calcular o valor da estatistica de
teste;
Passo 5. Se o valor da estatistica calculado com os dados da amostra ndo

pertencer a regiao critica, nao rejeite Hyp ; caso contrario, rejeite Ho.
O valorp

Definicdo: é o nome que se da a probabilidade de se observar um resultado tao
ou mais extremo que o da amostra, supondo que a hipdtese nula seja verdadeira:
p=P(Z2z | Ho)
Em outras palavras, p é a probabilidade de, supondo que a hipétese nula seja
verdadeira, observar-se o valor registrado em um experimento por acaso.
Note que o valor p é calculado com base na amostra, enquanto que o é o maior

valor p que leva a rejeicdo da hipdtese nula.
Teste de Hipdotese para Média em Populagdes Normais

Para as Hipoteses (o? é conhecido):

vs (@) Ha:u>uy (1, € um valor especificado)
Ho: 1= tio Svs (b) H, @ < ug
vs (C) Hatu# 1o

X—u

o/\n

Estatistica de Teste: Z =

Regra de Decisdo:

a) Rejeitamos Hpse X > 1, + Z(a)%
n

b) Rejeitamos Hpse X < u, + z(oz)i

Jn

c) Rejeitamos Hypse X < Ho + Z(oz)i ou X > 1, +Z(a)%
n

Jn

Exemplo 1: Considere que desejamos testar as hipdteses abaixo com respeito a uma
média populacional .

Hp: 11=40
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Hap: p1# 40

Supondo que a populagdo seja normalmente distribuida com variancia =9e
que para uma amostra de tamanho 1 = 25 obteve-se uma média igual a 37,5. Realize
um teste, ao nivel de 10% de significancia para essas hipdteses.

X =375 X~N(uoc?/n)

.. — 3

Rejeito H,se X <40-164 — =39,016
) 0 5

ouse X >40+ 1,64i = 40,984

J25

Teste bicaudal;

Decisao: Rejeito Hy

Usando o valor p = 0,00001 rejeitamos Hy;

Conclusdo: Ao nivel de significancia de 0,10 rejeitamos a hipdtese de que a média

L éigual a 40, ou seja, aceitamos a hipdtese alternativa.

Exemplo 2: O vice-presidente de producdo de uma fabrica abriu uma filial em
Pittsburgh, 15 meses atras ele mediu a taxa de producdo nos 3 primeiros meses, e
encontrou uma média mensal de producdo de 2000 unidades com desvio padrdo de 21
unidade.

Ele quer saber se o nivel de producdo em Pittsburgh é diferente de 2000 no
ultimo ano ao nivel de significancia de 0,01.

Hipdteses: Hp: 1= 2000

Ha: p #2000 (teste bilateral)

o = a probabilidade de cometer o erro tipo 1, i.é. a probabilidade de rejeitar a
hipdtese nula quando verdadeira.

Os dados de producdo do ultimo ano foram: 2005, 2212, 2015, 2065, 2013, 2056,
2012, 2104, 2145, 2002, 2105, 2106.

A producdao média dos ultimos 12 meses é 2070, o desvio padrao da producdo é

72

S X —u 20702000
oln 72412

=3.369
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Neste caso rejeita-se hipdtese nula. Usando o valor p = 0,00037 rejeita-se a

hipdétese nula. Assume-se que a alternativa é correta e a produgao nao é 2000.

Exemplo 3: Uma companhia de cigarros anuncia que o indice médio de nicotina dos
cigarros que fabrica apresenta-se abaixo de 23mg por cigarro. Um laboratério realiza 6
anadlises desse indice, obtendo: 27, 24, 21, 25, 26, 22. Sabe-se que o indice de nicotina
se distribui normalmente, com variancia igual a 4,86 mgz. Pode-se aceitar, ao nivel de
10%, a afirmacdo do fabricante?

Solugao:

Passo 1: Hp: u £ 23 versus Hy: u > 23.

Passo 2: X ~ N(£;0,9%).

X.—23

Passo 3: & =010 =1,282 < X =24,15. RC =]24,15;+od

Passo 4: X =24,17.
Passo 5: Como o valor observado pertence a RC, rejeita-se H,, ou seja, ha

evidéncias de que a informagao do fabricante é falsa, ao nivel significancia de 10%.
Teste de Hipdtese para Média em Populagdes Normais

Para as Hipdteses (o? é desconhecido):

vs(a) Hp:u>uy (1, € um valor especificado)
Ho: pi=tio S vs (b) H, @ <

vs (C) H,:p#
X —p

s/\n

Estatistica de Teste: o desconhecido >SS —»T =

Regra de Decisdo:

a) Rejeitamos Hpse X > Mo+t

S
(n-La) ﬁ

b) Rejeitamos Hpse X < 1, —

S
to 1) T

c) Rejeitamos Hypse X < 11, — ou X > g+t

¢ S S
(n—l;a)\/ﬁ (n—l;a)\/ﬁ
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Exemplo: Um fabricante de baterias declarou que a capacidade média de um tipo de
bateria que sua empresa produz é de pelo menos 140 amperes por hora. Um drgao
independente de protecdo ao consumidor deseja testar a credibilidade da declaracao
do fabricante e mede a capacidade de uma amostra aleatdria de 20 baterias, de um

lote produzido recentemente. Os resultados em amperes/hora sdo os seguintes:

137,4 140,0 138,8 139,1 144,4 139,2 141,8 137,3 133,5 138,2
141,1 139,7 136,7 136,3 135,6 138,0 140,9 140,6 136,7 134,1

Hp: 11=140 n=20 a=0,05

Hy: 1< 140 $°=7,0706 S=12,66
- - 2,66

Rejeito H,se X <140-1,729 — =138,97

J20

Decisao: rejeita Hyp
Conclusdo: ha evidéncias que levam a crer que a declaracdo do fabricante esta
superestimada e o 6rgao de protecdo ao consumidor deveria dar inicio a uma agdo

corretiva contra a firma.
Teste de Hipdtese com grandes amostras para uma Proporg¢ao populacional

Para as Hipoteses

vs(a) Hy:p>py (p, € um valor especifica do)
Ho:p=pos vs (b) Hy:p<po
vs (€) Ha:p = po

Senégrande p = Normal( QM]
n
Estatistica de Teste: Z, = _ PP
Po(1-1,)
n

Regra de Decisdo:
a) Rejeitamos Hp se Zp >z
b) Rejeitamos Hp se Zp < -7y

c) Rejeitamos Hy se Zp > 7(4/2) OU Zp < -Z(42)
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Exemplo: Um fabricante garante que 90% dos equipamentos que fornece a uma
fabrica estdo de acordo com as especificagdes exigidas. O exame de uma amostra de
200 pecas desse equipamento revelou 25 defeituosas. Teste a afirmativa do fabricante,

nos niveis de 5% e 1%.

p = proporcdao de equipamentos que estdo de acordo com as especificacdes

exigidas.
25
Ho:p=0,9 p=1-| — |=0,88
0:p p (200)
Ha:p<0,9
a=0,05e o=0,01 po=0,90 n =200

Como a amostra é igual (n = 200), vale a aproximacao normal

0,88-0,9

.= =-0,94
[0,9(1-0,9)
200

Rej. Ho (90% dos equip. de acordo ¢/ especf.) se Zp < -z(y)

Como 0,94 >-1,96 e -0,94 > -2,57

Decisao: Nao rejeitamos Hy

Conclusdo: Aos niveis de significancia de 5% e 1% ndo ha evidéncias de que os

equipamentos estejam fora das especificagdes exigidas.
Teste de Hipdotese para uma variancia populacional (com populagao normal)

Para as Hipoteses

vs (@) Hy:02>02 (o é um valor especificado)
Ho: 0%= 0§ { vs (b) H, :0? <o

vs () H, 02 #0¢

n-1)s?
Estatistica de Teste: y¢ = %

0

Regra de Decisdo:

a) Rejeitamos Hy se )(5 2> ){(zl_a)(n_l)
b) Rejeitamos Hy se ){5 < ){,i(n,l)

. . 2 2 2 2
c) Rejeitamos Hp se x, 2 X(1-w/2)0-1) OU Xo = Xaj2p1)
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Exemplo: Uma industria deseja controlar flutuacdes da espessura dos plasticos, ha
informacgdes que se o verdadeiro desvio padrdo da espessura excede 1,5mm, entdo ha
motivos para preocupac¢do com a qualidade do produto. Foi retirada uma amostra de
10 folhas de plasticos em uma particular producdo, mediram-se as espessuras dessas
folhas onde S$? = 5,155. Os dados d3o suspeitos de que a variabilidade da espessura

excede o nivel estabelecido nessa producgao?

o=1,5mm Hp: 62 =2,25
n=10 Hu: 02 >2,25
o2=2,25mm2 a=0,05

Admitimos que as espessuras das folhas dos plasticos seguem uma distribuicdo
normal.

,  (10-1)5,155

: ~ 20,62
2,25

;((29;0'05) =16,919

Rej. Hp (o desv. Pad. ndo excede 1,5mm )
Decisao: rejeita Hyp
Conclusao: ao nivel de significancia de 5% ha evidéncias que a variabilidade esta

excedendo ao valor especificado.

Resumo para o Teste de Hipoteses

sim -d'm"h"'m  — o)
. normal? - N ‘

o

~ amostra - s
mm - de tamanho - nﬂn r'.
' granda? '
varidncia gy . : —
I sim pnpulaclonnlx ﬂgo ] -
. K conhecida? =
<) Lt (2]

Teorema Central do Limite

Exercicios propostos
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1)

2)

3)

4)

5)

6)

Uma amostra aleatdria de tamanho n = 18 de uma populagdo normal tem média
X = 31,5 e desvio padrdo S = 4,2. No nivel de significincia de 5% esses dados
sugerem que a média populacional seja superior a 30?

Sabe-se, por experiéncia passada, que uma populagao se distribui normalmente,

com variancia igual a 100, e quer-se saber se, através de uma amostra de n = 25,

pode-se admitir que a verdadeira média populacional seja maior que 50. Qual a

regido de rejeicao do teste? Adotar a = 0,05.

Identifique a hipdtese nula e alternativa em cada caso explique os erros tipo | e

tipo Il.

(a) Um agronomo acredita que uma nova variedade de sementes produz plantas
mais resistentes a uma determinada doenca do que a variedade existente. Ele
planeja expor os dois tipos. Os dados coletados serdo usados para verificar a
veracidade de sua conjectura.

(b) A Secretaria de Trabalho de um estado deseja determinar se a taxa de
desempregado no estado varia significativamente da previsdao de 6% feita dois
meses antes.

Uma pesquisa mercadoldgica sobre fidedignidade a um produto foi realizada em
dois anos consecutivos, com duas amostras independentes de 400 donas de casa
em cada uma delas. A preferéncia pela marca em questdo foi 33% e 29%,
respectivamente. Os resultados trazem alguma evidéncia de mudanga de
preferéncia?
O numero médio diario de clientes de um posto de gasolina tem sido 250, com um
desvio padrdo de 80 clientes. Durante uma campanha de 25 dias, em que os
clientes recebiam um brinde, o niumero médio de clientes foi de 280, com um
desvio padrdao de 50. Vocé diria que a campanha modificou a distribuicdo do
numero de clientes do posto? Descreva as suposicoes feitas para a resolucdo do
problema.

Um jornal alega que 25% dos seus leitores pertencem a classe A. Que regra de

decisdo vocé adotaria para testar essa hipdtese, contra a alternativa de que a

percentagem verdadeira ndo é 25% no nivel de 5% de significdncia? Se em uma

amostra de 740 leitores encontramos 156 de classe A, qual a sua decisdo a respeito

da veracidade da alegacdo veiculada pelo jornal?
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5.3 Comparagoes de Parametros: O caso de duas Populagoes

As comparacgdes de dois grupos geralmente podem ser traduzidas, na linguagem
estatistica, em comparagdes de duas médias, duas variancias ou duas proporgdes,

conforme sera apresentado nas préximas se¢des deste capitulo.
Comparacao de duas Médias — Amostras Independentes

Duas amostras coletadas de duas populacdes sdo independentes se a extracdo da

amostra de uma das popula¢des ndo afeta a extracdo da amostra da outra populagdo.
Estrutura dos Dados — Amostras Aleatdrias Independentes

(@) 11, X12, ..., X3, € uma amostra aleatéria de tamanho n; da populagdo 1, cuja
média é representada por W e cuja variancia é representada por 62.

(b) Xa1, X22, ..., X,,, € uma amostra aleatéria de tamanho n, da populacdo 2, cuja
média é representada por W, e cuja variancia é representada por 3.

(c) X11, X12, ..., Xy, S@0 independentes de Xa1, X22, ..., X, . Ou seja, as respostas

obtidas para uma populacdo ndo tém qualquer relacdo com as respostas

coletadas para a outra populagao.
Testes para 11 — 1 — Grandes Amostras

Quando n; >30 e n, > 30, o teste de Hy : 1 = W, é baseado na estatistica de teste:
X, =X,
St S%

n, n,

ZO=

Que tem, aproximadamente, distribuicdo normal padronizada. A regido critica,
para um teste com nivel de significancia a, depende da hipdtese alternativa:

Hipotese Alternativa Regido Critica
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H,
H,
H,

‘M1 >l = Zy>2Z,
:Ml <“2 : ZO <_ZOL

Etapas para Realiza¢do do Teste de Hipdtese

1)
2)
3)
4)
5)
6)

7)

8)

Identifique o parametro de interesse;

Estabeleca a hipdtese nula Hp e a alternativa Hy;

Escolha o nivel de significancia;

Determine a estatistica de teste apropriada;

Determine a regido critica do teste;

Faca os calculos necessarios a partir dos dados amostrais e determine o valor da
estatistica de teste;

Decida se a hipétese nula Hg deve ser ou ndo rejeitada;

Uma abordagem alternativa para tomada da decisdo quanto a rejei¢do, ou nao, de
Ho consiste em utilizar o p-valor da estatistica de teste observada (utilizando
“softwares” conforme capitulo 9 e 10);

Apresente a decisdo no contexto do problema que esta sendo analisado.

Intervalo de Confianga para a Diferencga entre Duas Médias

Um intervalo de 100(1 — a)% de confianga para W; — M, no caso de grandes

amostras, é dado por:

(K, 5, )£ Z 2422
n, n,
E possivel mostrar que, no teste de
Ho : l1= W2
Hi: i # W2
ou, 0 que é equivalente,
Ho:M1—H2=0
Hi i i —p2#0
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a hipotese nula Hp serd rejeitada ao nivel de significancia a se o numero zero nao

pertencer ao intervalo de 100(1 — a)% de confianga para p; — .

Testes para 3 — M, — Pequenas Amostras, Variancias Desconhecidas mas

Supostamente Iguais

Suponha que as populagdes de interesse tenham distribuicbes normais com
médias ;e W, e variancias desconhecidas mas supostas iguais 62 =63 = 2. Quando
sdo extraidas amostras aleatérias independentes n; < 30 e n, < 30 destas populagdes, o

teste de Hy : Y1 = Y, é baseado na estatistica de teste

Y _ Y _ 2 _ 2
t, = X=X, , onde S, :\/(nl DS? +(n, -1S? 1)
1 1 n,+n,-2
S| —+—
n, n,

gue tem distribuicdo t de Student com n; + n, — 2 graus de liberdade. A regido critica,

para um teste com nivel de significancia a, depende da hipdtese alternativa:

Hipdtese Alternativa Regiao Critica

Hyfpy #u, = to > 1o nn,—2 OU to <—lyonsn,—2
H,'u,>p, = to > 1o nan,—2

Hytpy <p, - to <=l nyin,2

Para a realizacdo do teste de hipdtese siga os passos explicados anteriormente.

Intervalo de Confianga para a Diferenca entre Duas Médias — Pequenas Amostras,

Variancias Desconhecidas, mas Suposta Iguais

Um intervalo de 100(1 — a)% de confianga para u; — M, no caso de pequenas

amostras e variancia populacionais desconhecidas mas supostas iguais, é dado por:

(Xl - X2 )i tu/z; n1+n2—ZSc nil + %

Exemplo: Em um ensaio clinico comparou-se dois anorexigenos e as perdas de peso

foram registradas na tabela abaixo:

Paciente Droga 1l |Paciente Droga 2
1 0,9 7 3,8
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2 1,3 8 4,9
3 1,5 9 5,9
4 2,4 10 6,6
5 2,9 11 6,7
6 3,0 12 7.1

13 7,0

Existe diferenca de pesos pela administragdo das drogas?

Solugao:
Hipoteses a serem testadas: Ho : g = Mo vs. Hy @ g # Wy
Consideramos que 6;% e 6,° s3o similares ent3o:

$1=0,784 S,=1,520

5, \/5(0,784§+:(1,520) _ /i185 —1089
+

Estatistica de teste: t, = 2-6 —4 —-6,60

T 0606
1089, 1 +1
6 7

graus de liberdade =6 +7 —2 =11; tg 025,11 = 2,2010

Regido critica: | to | >2,2010. P-valor = P(tg 025,112 | -6,60 | ) =0,0000
O valor calculado de T estd na regido critica de rejeicdo. Portanto, os dados nos dao
evidéncias para rejeicdo de Hg, e concluimos que ha diferenca significativa entre as

médias de pesos dos dois grupos (droga 1 e droga2).
Testes para 1; — W, — Pequenas Amostras Variancias Desconhecidas e Desiguais

Em algumas situacdes, ndo podemos considerar que as variancias desconhecidas
c? e o3 das duas populagbes normais de interesse sejam iguais. Quando sdo
extraidas amostras aleatdrias independentes n; < 30 e n, < 30 destas populagdes, o
teste de Hyp : Wy = U, é baseado na estatistica de teste
X, =X,
St, S

n, N,

ty =

97



gue tem, aproximadamente, distribuicdo t de Student com v graus de liberdade, onde

2
Sz SZ
O1 92
nl n2 e soe ,
V= —2. A regido critica, para um teste com nivel

(Slz/nl)z/(nl +1)+(S§/n2)2/(n2 "‘1)

de significancia a, depende da hipdtese alternativa:

Hipdtese Alternativa Regido Critica

Hytpy # 1, = to >ty OU Tp <l
Hytpy >po = t5 >t

Hl:M1<H2 = t6<_ta;v

Para a realizacdo do teste de hipdtese siga os passos dados anteriormente.

Intervalo de Confian¢a para a Diferenca entre Duas Médias — Pequenas Amostras

Variancias Desconhecidas e Desiguais

Um intervalo de 100(1 — a)% de confianga para u; — M, no caso de pequenas

amostras e variancia populacionais desconhecidas e desiguais, é dado por:

- = Sz S2
(Xl _XZ)it;/Z, v _l+_2
ng, n,

Exemplo: Comparagdao das alturas de criangas de 4 anos de duas populagdes
diferentes:

Populacdo 1 Populagdo 2
Média altura: X 42 45
Variancia: S? 4 25
Amostra: n 10 10

Considerando as variancias amostrais diferentes

Hipdteses a serem testadas: Ho: g = Jo vs. Hy: g # o a=5%
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Calcula-se o valorde t: t;, = ﬂ = —i =-176

[4 25 17
7+7
10 10
Graus de liberdade = 12; tp 025,12 = 2,1788
Regiéo critica: | tB | >2,1788. P-valor = P(tO,OZS; 122 | -1,76 | ) ~0,0519
O valor calculado de T ndo estd na regido critica de rejeicdo. Portanto, os dados nos

dao evidéncias para ndo rejeicdo de Ho, e concluimos que as criangas nao tém altura

média diferente.
Comparagao de duas Médias — Amostras Emparelhadas

As amostras extraidas de duas populagdes sdo emparelhadas quando seus
elementos sdo coletados em pares, de modo que os dois elementos de um mesmo par
sdao muito similares ou homogéneos em relagdo as caracteristicas que possam estar

relacionadas a variavel de interesse no estudo.

Teste t Emparelhado

Suponha que Xi1, X12, ..., Xy, € X1, X22, ..., X, 580 duas amostras aleatorias, s6

gue agora as observacdes estdao emparelhadas, isto é, a amostra é formada pelos
pares
(X11, X21); (X12, X22); +-;( X1n,» X2n, )

onde os pares sdao independentes entre si.

Seja D; as diferencas entre cada par de observacées como

Di = X1i — Xai
passamos a ter a amostra aleatéria
Dy, Dy, ..., Dy

E possivel mostrar que podemos testar hipéteses sobre a diferenca entre as duas

médias populacionais p; e Y, por meio da realizacdo de teste sobre a média da

distribuicdo das diferencas (Up), sendo valida a relacdo
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Mp = M1~ M2
Logo, testar as hipoteses:
Ho: i =W
Hy:pa # W2
é equivalente a testar as hipoteses:
Ho:up=0
Hi:pp#0

O teste de Ho : up = 0 é baseado na estatistica de teste

to , onde

)
S, /n

= S, = \/il (Di —5)2 é o desvio padrdo da amostra das diferencas.
n—1%7

to tem distribuicdo t de Student com n — 1 graus de liberdade. A regido critica,

para um teste com nivel de significancia a, depende da hipdtese alternativa:

Hipdtese Alternativa Regiao Critica

Hytpg #po = to >Top 00 OU g <—Ty000
Hytpy >, = to >ty 0

Hifpy <p, = to <ty na

Para a realizacdo do teste de hipdtese siga os passos dados anteriormente.

Intervalo de Confianga para a Diferenga entre Duas Médias — Amostras

Emparelhadas

Um intervalo de 100(1 — a)% de confianca para Lp, é dado por:

— S
D+ to¢/2; n-1 =

Jn
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Exemplo: Alega-se que certa dieta reduz de 4,0 kg, em média, o peso de uma pessoa
em duas semanas. Sete pessoas submetem-se a dieta. Os pesos respectivos, antes e

depois da dieta, sdo:

Antes 62,0 64,0 61,0 67,0 660 59,5 65,0
Depois 63,0 56,0 57,5 61,8 63,0 54,5 64,0
Diferenca| -1,0 8,0 3,5 5,2 3,0 5,0 1,0

Testar em um nivel de 5% as hipdteses: Hp : ip =4 vs. Hy : pp > 4.

Solugao:

Teste unilateral:

D=353 S, =295

Estatistica de teste:

T 3,53-4,0 _ —-0,47 _ 042
295/7 L1l

graus de liberdade =7 —1 = 6; toos;6 = 1,943

Regido critica: t > 1,943. P-valor = P(tos;6 2 -0,42) = 0,3435.
T calculado estd na regido de ndo rejeicdo. Portanto, os dados nos dado evidéncias para

ndo rejeitarmos Hy. Concluimos que a reducdo média é igual a 4 kg.

A Distribuicao F — Distribuicao Amostral do Quociente de Duas Variancias

Suponha que duas amostras independentes, de tamanho n; e n,, sdo retiradas de
duas populagdes com distribuicdo normal com mesma variancia o Representaremos

as variancias por S? e S3, respectivamente. Nestas condi¢des, o quociente

_St
s

0

tem distribuicdo F com (n;— 1, n, — 1) graus de liberdade.

Como no caso da distribuicdo t, a qualificacdo com (ny — 1, n, — 1) graus de

liberdade é necessaria porque para cada valor diferente dos tamanhos das amostras n,
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e n, (ou, o que equivalente, para cada valor diferente de (n;— 1, n, — 1)) existe uma
distribuicdo F especifica.
A distribuicdo F é continua e assimétrica, com F assumindo apenas valores

maiores ou iguais a zero. Assim como as distribuicdes, normal padronizada e t, a

distribuicdo F também é tabelada.
Testes para Comparagao de duas Varidncias — Populagées Normais

O procedimento estatistico para comparar as variancias de duas populacdes é

baseado no seguinte conjunto de suposigoes:

(@) Xi1, X12, ..., Xy, € Uma amostra aleatdria de uma populagdo normal N(w,, 67)

(b) X21, X22, ..., X5,, € uma amostra aleatdria de uma populagdo normal N(i1,, 63)
(c) As duas amostras sdo independentes.
O teste de Hy : 62 /0% =1 é baseado na estatistica de teste

_St
8

0

que tem distribuicdo F com (n;— 1, n, — 1) graus de liberdade. A regido critica, para um

teste com nivel de significancia a, depende da hipdtese alternativa:

Hipotese Alternativa Regido Critica
- 2 2

H,:cf #03 = Fo > Fo2n-1n,1 OU Fy <Figon 10,1
- 2 2

H,:o0f >03% = Fo>Fonan,a
- 2 2

H,:cf <o3 = Fo <Fig:n1 n,a

102



Intervalo de Confianga para a Razdo das Variancias de duas Populagdes Normais
Um intervalo de 100(1 — a)% de confianga para c? /o3 é dado por:

2 2 2
S_l E < S < S_l F
S% 1-0/2; n1-1, np-1 = G% — S% o/2; ng-1, np-1

Exemplo: Diferenca entre dois hipndticos (horas de sono frente a duas
terapias):

Paciente terapia tradicional Paciente terapia nova
1 8,2 9 8,1
2 9,4 10 8,8
3 8,9 11 8
4 8,5 12 9,5
5 9,8 13 9,5
6 8,9 14 9,6
7 10,4 15 9,5
8 10,7 16 7,8
X 9,35 8,85
S 0,89 0,78
N 8 8

Hipdteses a serem testadas: H, :6? =03 VS H, 167 #063; a=5%

2
Estatistica de teste: F = 0,89 =130
0,782

Graus de liberdade = (8 — 1), (8 —1) = 7 numerador, 7 denominador ; Fgg7s,7,7 = 3,7880
P-valor = P(F0,975; 7,72 1,30) =0,3609.
Os dados nos dado evidéncias para ndo rejeitarmos Hy. Concluimos que as variancias

sdao homogéneas.

Testes para Comparacdao de duas Variancias — Popula¢gées Ndo Necessariamente

Normais — Grandes Amostras

Se n;>40en, > 40, o teste de Hy: 67 =G5 é baseado na estatistica de teste

Z, = S-S, )
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que tem, aproximadamente, distribuigcdo normal padronizada. A regido critica, para um

teste com nivel de significancia a, depende da hipdtese alternativa:

Hipdtese Alternativa Regiao Critica

H,:0? #063 = Zy>Z,, OU Zy<-Z,,
H,:c? >03 = Zy>7Z,

H,:0? <o} = Z,<-Z,

Na equagdo (2) S. é a estimativa combinada do desvio padrdao o, que é

apresentada na equacdo (1).
Testes para Comparacao de duas Proporgées p; e p2 no Caso de Grandes Amostras

Em muitas situagdes pode ser de interesse avaliar a veracidade de alguma
hipdtese sobre as proporc¢des de elementos de duas popula¢des que possuem alguma

caracteristica de interesse (p1 e p2).

Se nip1, N1(1 — p1), N2p;2 € ny(1 — p,) forem maiores ou iguais a 5, o teste de Hy : p1

= p, é baseado na estatistica de teste

Z,
o1 1
n, n,

gue tem, aproximadamente, distribuicdo normal padronizada. A regido critica, para um

teste com nivel de significancia a, depende da hipdtese alternativa:

Hipotese Alternativa Regido Critica

H,:p, #p, = Ly>Zy, OU Ly <=L,
Hyip:>p, = Zy,>2Z,

H,:p. <P, = Z,<-Z,

Intervalo de Confianga para a Diferenca entre duas Proporgdes

Um intervalo de 100(1 — a)% de confianca para p; — p» € dado por:

(P, —P.)*Z /2\/ﬁl(1_ﬁl)+ P(L-Pai)
’ ny Ny
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Exemplo: Em um estudo sobre a incidéncia de abortos naturais entre médicas
anestesistas e de outras especialidades, obtiveram-se os seguintes resultados:
Tabela: Incidéncia de abortos naturais entre médicas anestesistas

e de outras especialidades.

Anestesistas Outras Especialidades | Total
Gestagpes 23 52 75
normais
Abortos naturais 14 6 20
Total 37 58 95

Os estimadores de p; e p,, proporcdes de abortos naturais, sdo dados por:

.14 6
—=2_-0378 p, =— =0103.
Pi=37 P2 =g

Para o desvio padrdo da diferenca, temos:

10 2D oom
37+58 95

p=

A N 1 1
DP(p, — = [(0,211)(0,789)] — +— | = 0,086
(B, —p>) J( )( )(37 58]

A estatistica Z é entdo dada por: Z= w =3198

0,086

Consultando a tabela normal, vemos que a hipétese nula pode ser rejeitada em um

nivel de significancia aproximado a = 0,001.

6. Tabelas de Contingéncia

6.1 Teste Qui-Quadrado

No periodo de 4 semanas iniciando no dia 1° de maio, o Pronto Socorro Médico do
Hospital das Clinicas recebeu 225 pacientes em crise hipertensiva distribuidos segundo

os dias de atendimento conforme a tabela abaixo:
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Dias da semana |Dom | Seg | Ter | Qua | Qui | Sex | Sab
Pac. Atendidos 38 | 25 [ 30| 28 | 33| 31| 40

Pergunta-se:

A distribuicdo de pacientes ao longo da semana é homogénea?

O coeficiente qui-quadrado, XZ, mede a “distancia” entre os valores observados em
uma amostra e os valores hipotéticos esperados (a diferenca é relativa ao valor
esperado).

Em geral, se O;, O,, ..., O, sdo valores observados na amostra, de cada um dos n

atributos, e Ey, E,, ..., E,, sdo os respectivos valores esperados, definimos XZ como

2
Xz — Zn: (OI B Ei )
i=1 Ei
Para grandes amostras, xz aproxima-se da distribuicdo qui-quadrado com (n — 1) graus
de liberdade. Rejeitamos a hipdtese nula para valores elevados de xz.
Voltando ao exemplo, queremos saber se:

Ho: A freqliéncia observada obedece a distribuicdo p; = p; =... = pp;

Hi: Os pacientes compareceram preferencialmente em determinados dias da semana.

. 2
Categorias p; o, e oi-e (0i-€e)/e;

Dom 1/7 38 32,1 5,86 1,067
Seg 1/7 25 32,1 -7,14 1,587
Ter 1/7 30 32,1 -2,14 0,142
Qua 1/7 28 32,1 -4,14 0,534
Qui 1/7 33 32,1 0,86 0,022
Sex 1/7 31 32,1 -1,14 0,041
Sab 1/7 40 32,1 7,86 1,921
Total 1 225 225 0 5,316
Portanto,
x’=5,316

O numero de graus de liberdade é dado por:
gl.=n-1=7-1=6
ou seja, o numero de categorias menos 1.
Da tabela qui-quadrado, para g.l.= 6 e nivel de significancia 5%, temos:
v’ (gl.=6,a=0,05)=12,6
O p-valor é dado por P(x2 >5,316) = 0,6 ou 60%
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Desta forma, ndo podemos rejeitar a hipdtese nula de que a distribuicdo de pacientes

€ homogénea ao longo da semana.

Teste y’ para grandes amostras

Uma importante aplicacdo do teste xz ocorre quando se quer estudar as relagdes entre
duas ou mais variaveis de classificagdo. A representacao das freqliéncias observadas,

nesse caso, pode ser feita por meio de uma tabela de contingéncia.

Hipdteses a serem testadas:

Ho: As varidveis sdo independentes (ndo estdo associadas)
Hi: As varidveis ndo sdo independentes (estdo associadas)
Estatistica de teste:

L. ¢ (0. —E. 2 . . _
Y4 :ZZ( i u) ,onde E; = (soma da linha i)(soma da coluna j)

i1 Ei total de observacoes

ij

O numero de graus de liberdade é dado por:

(L-1)(C-1), onde L é o numero de linhas e C o nimero de colunas da tabela de
contingéncia.

Regra de descisao:

Fixando um nivel « rejeita-se Hg
se Y& > Xa (L-1)(C-1) 7
O p-valor é dado a partir da P(X2 > 2, )

Exemplo: Efeito de uma droga comparada com placebo (tabela de contingéncia 2 x 2).
Uma droga nova foi testada em 56 pacientes, outros 51 receberam placebo. 48 dos

gue receberam a droga melhoraram e 38 dos que receberam placebo melhoraram.

Efeito
Estimulo positivo negativo | Total marginal
Droga 48 8 56
Placebo 38 13 51
Total marginal 86 21 107

Pergunta: A resposta foi contingente ao estimulo?
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Note que esta tabela, tomando-se a percentagem de efeito obtido com droga e
placebo (i.e., as propor¢des tomadas em relagdo aos totais marginais das linhas)

resulta em:

Efeito
Estimulo positivo negativo
Droga 0,875 0,143
Placebo 0,745 0,255

Esta tabela, obtida a partir dos valores observados acima, tomando-se a percentagem

em relagao aos valores esperados:

Efeito
Estimulo positivo negativo| Total marginal
Droga 45,01 10,99 56
Placebo 40,99 10,01 51
Total marginal 86 21 107
resulta em:
Efeito

Estimulo | Positivo negativo
Droga 0,804 0,196

Placebo 0,804 0,196

Ho: Ndo ha diferenca entre os grupos que receberam a droga e placebo em relacdo a
melhora dos pacientes.

Solugdo:

Neste exemplo

86x56 86x51 21x56 21x51

Ell - = 45,01 E21 = = 40,99 E12 = = 10,99 E22 = = 10,01
107 107 107 107
Estimulo positiva negativa| Total marginal
48 8
Droga 56
45,01 10,99
Placebo 38 13 51
40,99 10,01
Total marginal 86 21 107
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Determinam-se as freqiiéncias esperadas, (Ej),

2
Sendo que x2, = ZL:ZC:(O”E_—E”), temos
i=1 j=1 ij

]

2 2 2 2
, (48-4501) +(38—40,99) +(8—10,99) +(13—10,01)

Xea = = 2,123
45,01 40,99 10,99 10,01

Pela tabela de distribuicdo de qui-quadrado, obtemos:
v’ (gl.=1,a=0,05)=3,84
O p-valor é P(y” 2 2,123) = 0,15 ou 15%.
Como o valor obtido é menor que o valor critico ndo podemos rejeitar a hipétese nula
para erro o = 5%. Logo, ndo podemos dizer que os efeitos da droga e do placebo sejam

significativamente diferentes.
Restri¢des ao uso do Teste Qui-quadrado

Ao utilizar-se o teste qui-quadrado supde-se que o tamanho das amostras seja
"grande".

"Em situagdes praticas, o valor de xz calculado é aproximado porque se utiliza
amostras de tamanho finito e o valor da freqliéncia observada pode assumir somente
numeros inteiros. Por exemplo, vocé jamais vai encontrar 2,87 casos de pacientes
doentes."

Portanto é necessario observar as seguintes restricdes:

(1) Regra geral, o teste xz pode ser usado se o nimero de observagdes em cada casela
da tabela for maior ou igual a 5 e a menor freqiéncia esperada for maior ou igual a 5
(Ej=5,0525).

(2) Tabela 2x2 (g.l. = 1): Férmula corrigida de Yates

Neste caso tem-se somente 4 caselas, e alguns autores recomendam que se utilize a
férmula corrigida de Yates, xz, mesmo para os casos em que se tem N grande.

O assunto é controverso, recomendando-se utilizar a férmula corrigida se N <40 ou
uma das caselas tiver Ej; < 5, e optar pela férmula tradicional se N > 40 e nenhuma

casela tiver freqliéncia esperada menor que 5.

L < (o, -E;|-05f

=33

i=l j=1

ij
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(3) Para N pequeno

Preconiza-se a utilizacao do teste exato de Fisher nas seguintes situagdes:

(i) se N< 20, ou

(ii) se 20 < N < 40 e a menor freqliéncia esperada for menor que 5.

(4) Tabelas com mais de 2 colunas ou 2 linhas (g./. > 1):

Nesta situacdo pode-se utilizar o teste xz se o numero de caselas com freqliéncia

esperada inferior a 5 é menor que 20% do total de caselas e nenhuma freqliéncia

esperada é zero.

Por exemplo, imagine que a tabela de contingéncia de pesquisa de pressao arterial em

que a freqliéncia observada no grupo das mulheres tenha sido ligeiramente diferente:

Mulheres Homens

Total marginal

Hipertensos 45 47 92
Normotensos 252 148 400
Hipotensos 3 5 8
Total marginal 300 200 500

Determinando-se as freqliéncias esperadas teremos:

Mulheres Homens

Total marginal

Hipertensos 45 a7 92
55,2 36,8

Normotensos 252 148 400
240 160

Hipotensos 3 5 8
4,8 3,2

Total marginal 300 200 500

Note que a tabela apresenta duas caselas (33,3% das caselas) com freqliéncias

esperadas menores que 5.

Ha alternativas para se contornar a situacao e aplicar o teste xZ:

(a) planejar de antemao a utilizacdo de espagco amostral maior, o que requer

algum conhecimento prévio da populacdo estudada;

(b) combinar duas ou mais categorias para aumentar as freqliéncias esperadas,

devendo observar se as combinac¢Oes ainda permitem testar a hipdtese de

interesse.
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Em nosso exemplo, podemos combinar as categorias de Normotensos e Hipotensos

criando, assim, a categoria combinada de individuos ndao-Hipertensos.

Mulheres Homens| Total marginal
Hipertensos 45 a7 92
N3o-Hipertensos 255 153 408
Total marginal 300 200 500

Podemos testar se hda diferenca de distribuicdo de hipertensos e ndo-hipertensos
entre mulheres e homens:

Ho: Nao hd diferenca entre os grupos de mulheres e homens no que diz respeito a
proporgdo de hipertensos e ndao-hipertensos.

Recalculando as freqiiéncias esperadas:

Mulheres Homens | Total marginal
Hipertensos 45 47 92
55,2 36,8
Nao-Hipertensos 255 153 408
244,8 163,2
Total marginal 300 200 500
pela férmula tradicional, ¥ z_ {Ol O 22— Oz O F N

o s (s M P 5
 (45153-47-255).500

30020092408
=5774
e pela férmula corrigida de Yates, 10
2 (b]l'{?aa_ﬂu't}'n _ENJ N

X =
- Ot O O O 2

(45153 -47-255/-500/2)" 500
B 30020092:408

=5222
Da tabela de qui-quadrado, g=(g.l.=1, 0c=0,05)=3,84 e portanto rejeitamos a

. s 2
hipdtese nula para ambos os valores, y“ e % 2.
Note que o valor obtido com a férmula corrigida de Yates é sempre menor que o valor

da estatistica y*tradicional.

Desta forma, ele tende a rejeitar a hipdtese nula com maior freqiiéncia.
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6.2 Coeficiente de Contingéncia

Medida do grau de relacionamento, associacdo ou dependéncia das classificagbes em

C — ’ Xgal
Xgal +n

Quanto maior o valor de C, maior o grau de associagdo, O maximo valor de C

uma tabela de contingéncia.

dependerd do numero de linhas e colunas da tabela e pode variar de 0O
(independéncia) a 1 (dependéncia total).

Exemplo: A tabela abaixo mostra os resultados de um ensaio com 154 pacientes que
apresentavam dor abdominal. Administrou-se Brometo de Pinavérico (dois
comprimidos/dia), (grupo tratamento). Ao grupo Controle foi administrado um
placebo.

Tabela: Ingestao de brometo de pinavérico e alivio da dor abdominal.

Permanéncia da dor
abdominal
Grupo Sim Nao Total
Tratamento 6 57 63
Controle 30 61 91
Total 36 118 154

Hipoteses a serem testadas:
Ho: pc = pr versus Ha: pc # pr
A hipdtese nula se refere a que os resultados dos grupos T e C sejam iguais. Dessa
forma, do ponto de vista clinico, interessa a rejeicdo de Hg, que indicaria a eficiéncia

terapéutica da droga.

=030 1473, g, X8 4507
154
E21 = M = 21,27 ; E22 = 91X118 = 69,73
154
Permanéncia da dor
abdominal
Grupo Sim Nao Total
Tratamento 14,3 48,27 63
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Controle 21,27 69,73 91

Total 36 118 154

L c (0. —E.V) _ 2 _ 2 ~ ) B ,

xﬁa.=zz( i —Ey) _(6-1473) +(57 48,27) +(30 21,27) +(61 69,73)
=1 j=t Ej 14,73 48,27 21,27 69,73

=11,4290
p—valor = P(y2 >11,4290) < 0,1%

2
oo [@142002 o,
(11,4290)2 +154

A amostra fornece evidéncias para rejeicdao de Hp, ou seja, fica comprovado o efeito

terapéutico do Brometo de Pinavérico no alivio das dores abdominais.

6.3 Risco Relativo

Tabela: Classificacdo Cruzada: Uso de aspirina X infarto do

miocardio
Infarto
Grupo Sim Nao Total
Placebo 189 10845 11034
Aspirina 104 10933 11037

Seja,

M1~ Probabilidade de um individuo do grupo placebo ter infarto;
M,—> Probabilidade de um individuo do grupo aspirina ter infarto.
Estimacgdo pontual de M, e I,

Estimador Pontual

Interesse: comparar e,

11
Risco Relativo: R = —%

2
|_|1=|_|2<3r|1/|-|2=1

Estimador do Risco Relativo

>

é: ,\l :ﬁlzﬁ.ﬁz
11,

O risco relativo para os dados da tabela uso da Aspirina e Infarto no miocardio é
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» 00171

R = -
~0,0094
11, =1,8211,

A probabilidade de infarto estimada para o grupo placebo é, 1,82 vezes a
probabilidade de infarto estimada para o grupo Aspirina.
Estimacgao por Intervalo

Intervalo de Confianga para logR com coeficiente aproximado 1 —a

logR*z,, -1, 110
n].Hl nZHZ

P(I<logR<S)> 1-a
Onde | (inferior) e S (superior); P(I < logR <S) = P(e' <R <¢€’) (e'; e°) é um intervalo de
confianca para R com coeficiente aproximado 1 — a
Oi.c. com 95% de confiancga para logR é
(0,3607; 0,8369)
Oi.c. com 95% de confianga para R é

R->(e%3%%7; e283%%) = (1,4343; 2,3092)

6.4 Teste Exato de Fisher

Exemplo: 2 drogas A e B: testando dois grupos de 10 individuos

A — 30% de melhora, B — 90% de melhora

Droga
A B Total
Resp 3 9 12
Nao resp 7 1 8
Total 10 10 20
Hipotese:
Ho: pa = ps

A probabilidade de obtermos uma dada configuracdo de tabela 2 x 2 no teste de Fisher
é dada por:

(a+b)(c+dy(a+ch(b+dy 128HONO!
N!alblctdl!  2031719M!

= 0,009526

1

onde:
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a B a+b
C D c+d
a+c b+d N

Para estimarmos p temos que encontrar a probabilidade de obtermos um resultado

mais extremo = reduzir de 1 a casela com menos dados:

3 9 2 10
_>
7 1 8 O
I I
. 12!81.01.0! — 0,000357
20121018101

p: + p2 = 0,0099 é a probabilidade de obtermos o valor observado ou o valor mais
extremo por acaso. Monocaudal — p = 0,0099; bicaudal > p = 2 x (0,0099) =

0,0198=> Hy é rejeitada!
7. Bioestatistica ndo paramétrica

7.1 Teste do Sinal

O Teste do Sinal é o mais antigo de todos os testes ndo-paramétricos. Trata-se de um
teste binomial com p = 1/2.

Os dados consistem de n pares de observacbes (X;, Yi), onde X; representa uma
situacdo “pré” e Y; uma situagdo “pds”, ou entdo, (X;, Y;) sdo pareados de acordo com
suas afinidades e os objetivos da pesquisa.

Dentro de cada par (X;, Y;) a comparacao é feita e o par é classificado como “+” (mais)

“u_n

se X;<Y;e como (menos) se X; > Y; ou como “0” (empate) se X; =Y.
Estatistica de teste:
T = é numero total de pares com “+” (sdo desconsiderados os casos de empate, de
modo que: n = numero de pares restantes).
Hipdtese a ser testada:
Ho : P(+) = P(-)
A regido critica, para um teste com nivel de significancia a, depende da hipdtese

alternativa:

Hipotese Alternativa Regido Critica
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H, :P(+) #P(-)

H, :P(+)>P(-)

H, :P(+) <P(-)

=

=

T<touT=n-t

T>n-t
T<t

Os valores de T é um indicativo para a hipdtese alternativa mais provavel. Para n < 20

utiliza-se a tabela do teste do sinal (t é encontrado nesta tabela). Caso contrario n > 20

usar aproximagdo normal, onde

t= % (n +Zy \/ﬁ) caso bilateral; t = % (n +Z, \/ﬁ) caso unilateral.

Exemplo:

Vinte e quatro pacientes foram submetidos a uma dieta para

emagrecimento, obtendo os seguintes resultados:

Paciente  Antes(X;) Depois(Y;)| Paciente Antes(X;) Depois(Y;)
1 83,5 80,0 13 70,4 72,0
2 95,4 95,0 14 75,6 71,8
3 80,0 81,5 15 85,2 80,0
4 90,7 90,0 16 84,0 84,3
5 87,6 83,0 17 96,0 91,4
6 91,3 85,6 18 81,0 76,0
7 103,8 90,4 19 77,3 80,0
8 88,2 86,0 20 108,5 96,0
9 75,4 77,2 21 97,5 95,0
10 86,2 82,5 22 89,0 82,3
11 93,5 90,0 23 98,0 88,0
12 110,0 104,0 24 95,0 92,0
A dieta foi eficiente?
Solugdo:
“+"se Xi<Y; “—"seX;>Y; “0"seXi=Y;
Paciente  Antes(X) Depois(Y) Sinal Paciente  Antes(X) Depois(Y) Sinal
1 83,5 80,0 - 13 70,4 72,0 +
2 95,4 95,0 - 14 75,6 71,8 -
3 80,0 81,5 + 15 85,2 80,0 -
4 90,7 90,0 - 16 84,0 84,3 +
5 87,6 83,0 - 17 96,0 91,4 -
6 91,3 85,6 - 18 81,0 76,0 -
7 103,8 90,4 - 19 77,3 80,0 +
8 88,2 86,0 - 20 108,5 96,0 -
9 75,4 77,2 + 21 97,5 95,0 -
10 86,2 82,5 - 22 89,0 82,3 -
11 93,5 90,0 - 23 98,0 88,0 -
12 110,0 104,0 - 24 95,0 92,0 -
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Hipoteses a serem testadas: Hy: P(+) 2 P(=) vs Hy: P(+) < P(-)
n=24; p =1/2; a = 5%; nimero total de “~” = 19

Estatistica de teste: T = numero total de “+” =5

Como n > 20 usa-se aproximac¢do normal Z, = 1,64 = t :%(24+1,64\/ﬂ):16,01

Regra de decisdo: Rejeita Ho se T < t; Como 5 < 16,01 = Portanto os dados nos dao
evidéncia para rejeicdao de Hp, ou seja, no nivel de significancia de 5% ha diferenca

entre os pesos antes e depois com reduzidos “+”. Logo a dieta é eficiente.
7.2 Teste U de Mann-Whitney < t "ndo-pareado":

Exemplo: Idade de primigestas de duas localidades:

Loc A LocB
16 15
26 25
23 17
19 40
45 22
30 27
23 21
23 20
29 18
24 16
35 14
32 31

Combinam-se todos os dados de ambas as localidades em ordem crescente.

Dado Posto Loc Dado Posto Loc
14 1 B 23 12 A
15 2 B 24 14 A
16 3,5 A 25 15 B
16 3,5 B 26 16 A
17 5 B 27 17 B
18 B 29 18 A
19 7 A 30 19 A
20 8 B 31 20 B
21 9 B 32 21 A
22 10 B 35 22 A
23 12 A 40 23 B
23 12 A 45 24 A
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Hipdteses a serem testadas:
Ho: pa = Ms
Hi: pa # Mg

Estatistica de teste:

U, = NANB+W—RB
Uy =N, N, NaNa+D) o
onde

Na e Ng sdo os tamanhos da amostras A e B

Ra € Rp sdo as somas dos postos de Ae B
Ra=3,5+7+12+12+12+14+16+18+19+21+22+24 = 180,5
Rg = 1+2+3,5+5+6+8+9+10+15+17+20+23 = 119,5

12(12+1)

U, =12x12+ -119,5=102,5

12(12+1)

Ug =12x12+ —-180,5=415

Estatistica U: o menor entre U, e Ug = 41,5

_NaNg _\/NANB(NA+NB+1)

Ho =" v = 12
wy =72 oy =17,32
Uu-o2Zz
asn
17.32

Ho ndo é rejeitada (considerando a = 5% e o teste bicaudal com Z.=1,96).

Mann-Whitney para Pequenas Amostras

A estatistica Z, tem distribuicdo aproximadamente normal apenas quando N4, Ng >
10.Caso isto ndo se verifique o procedimento para o teste U é diferente:
e Tome as somas de postos;

e Consulte a tabela de Mann-Whitney para pequenas amostras:
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e Localize nas colunas desta tabela o valor de a e o tamanho da amostra de
tamanho inferior a 10;

e Localize nas linhas o tamanho da outra amostra;

e Rejeite Hy se os valores das somas de postos estiverem fora do intervalo

fornecido na tabela.

Calculando p a partir da soma de postos

Quando ambas as amostras tém n4, n, > 10 hd uma forma alternativa de calcular o
valor de p:

Escolha uma das duas somas de postos (a escolha é arbitraria);

e (Caso ndo existam empates de postos, calcule:

R, — n.(n, +n, +1)|_1}

onde
R: é a soma de postos
ny,N; corresponde ao tamanho das amostras.

e Caso existam empates de postos, calcule:

R, - n.(n, +n, +1)|_1}

2 | 2
T I

(nan
12

iti(t% -1)

(n,+n,)n, +n, -1)

N

onde
g é o numero de grupos empatados;
t; € nimero de observacdes com o mesmo valor no i-ésimo grupo.
e A hipétese nula:
Ho: M1 = Mo

é rejeitada se:
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e e pédadopor:

T> Zl—a/Z

p=2x[1-O(T)]

onde O(T) é a area sob a curva normal acumulada definida por T (veja a tabela Z).

7.3 Teste de Wilcoxon < t pareado:

Exemplo: Células tumorais, 2 lotes de cada érgdo (% de resposta a um tipo de

tratamento):

Tipo de célula | Amostra A | Amostra B
Pulmao 90 85
Figado 94 90
Laringe 78 80
Intestino 79 70
Cérebro 84 84
Pele 75 65
Linfonodo 74 63
Pancreas 99 89
Ossos 72 73

Calcula-se a diferenca entre cada par de amostras para estabelecer a ordem dos

postos:

YR+ soma associada com postos positivos das #s

ZR- soma associada com postos negativos das #s

Amostra A | Amostra B #S Postos (R)
90 85 5 4
94 90 4 3
78 80 -2 2
79 70 9 5
84 84 0 3
75 65 10 6,5
74 63 11 8
99 89 10 6,5
72 73 -1 1

Ho: p=0

2R+=4+3+5+6,5+8+6,5=33

JR-=2+1=3
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Estatistica V:

O menor entre 2R+ e 2R-

entaoV=3

calacula-se: =M e oy =\/N(N +12)§2N +1)

onde N = n° de pares testados (posto zero ndo é testado!).

" = 88+1) _ g 5 :\/8(8+1)(2.8+1) _714
4 24

V->Z

Z, = V—-uy _ 3-18 _ 210
oy 714

Ho seria rejeitada (considerando a = 5% e o teste bicaudal com z.=1,96)

Nota: A estatistica de teste Z, tem distribuicdo aproximadamente normal apenas
guando hd mais que 15 pares de valores com diferenca ndo nula e a varidvel é
continua (este exemplo tem apenas 8 pares): o procedimento para o teste pode ser

um pouco diferente, veja abaixo.

Wilcoxon para Pequenas Amostras

A estatistica de teste Z, tem distribuicdao aproximamente normal apenas quando ha
mais que 15 pares de valores com diferenga nao nula e a varidvel é continua. Caso isto

ndo se verifique, recomenda-se que a decisdo sobre
Ho:p=0

seja tomada utilizando-se uma tabela para Wilcoxon para pequenas amostras:

Ho é rejeitada se XIR- ou XR+ estd(do) fora do intervalo dado pelos valores criticos

inferior e superior.
7.4 Teste de Kruskal-Wallis

Suponha que temos 3 amostras provenientes de 3 populagdes (desconhecidas).
Queremos testar se as populagdes sdo as mesmas.

Pressuposicoes
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= As observagdes sao todas independentes;
= Dentro de uma dada amostra, todas as observag¢Bes sdao provenientes da
mesma populacao;
» As k populagdes sao aproximadamente da mesma forma e continuas.
Hipoteses a serem testadas:
Ho: as amostras sdao provenientes da mesma populagao;
Hi: pelo menos duas amostras diferem entre si;
Estatistica de teste:
= (Caso ndo existam empates de postos, calcule:
He— 22 S RE an+)
N(N+1) < n,
onde
Ri é a soma de postos na amostra i

n; corresponde ao tamanho da amostra i

N=>"n,

= Caso existam empates de postos, calcule:

12 & R?

e ~3(N+1
H_N(N+1)§‘ n; (N+1)
B g
2T
1_ i=1
N2 —N

onde
g é o numero de grupos empatados;
Ti:t?_tﬁ
ti € niUmero de observacdes com o mesmo valor no i-ésimo grupo.
Rejeitamos Hg ao nivel a de significanciase H>h, onde P(H=>h) = a
Se Hg for verdadeira, e n; for grande (n; 2 6), Vi=1, ..., k; k > 3, entdo H tem

distribuicdo aproximadamente XZ com k —1 graus de liberdade.

Exemplo: Vinte pacientes com mesmo tipo de cancer e no mesmo estagio da doenca

sdo submetidos a 4 tipo de tratamentos. Eles sdo separados aleatoriamente em 4
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grupos de 5, a cada grupo é aplicado um dos tratamentos e a eficiéncia é medida pelo

tempo de sobrevida (em anos).

Tratamento Sobrevida (em anos)
A 14,2 10,6 9,4 5,6 2,4
B 12,8 12,3 6,4 6,1 1,6
C 11,5 10,1 51 5,0 4,8
D 14,9 13,7 8,5 7,7 5,9

Existe diferenca entre os tratamentos?
Solugao:

Hipdteses a serem testadas:

Ho: Ta=Tg=Tc =Tp;

Hi: pelo menos dois tratamentos diferem entre si;

Combinam-se todos os dados dos 4 tratamentos e soma os seus postos:

Tratamento Sobrevida (em anos) Soma dos

Postos

A 14,2 10,6 94 56 24
Posto 19 14 12 6 2 Ra=53

B 12,8 12,3 6,4 6,1 1,6
Posto 17 16 9 8 1 Rg =51

C 11,5 10,1 51 50 48
Posto 15 13 5 4 3 Rc =40

D 14,9 13,7 85 7,7 5,9
Posto 20 18 11 10 7 Rp = 66

Temosk=4en;=n;=n3=nz=75;
Estatistica de teste:

2 2 2 2
P {53 512 40° 66 }_3(20“)
2020+)| 5 5 5 5

H:E[

5 2273,2]-63 = H =195

Como k > 3 entdo usamos a aproximacao pela distribuicdao Qui-quadrado.
Graus de liberdade=4-1=3

P-valor = P( 5> 1,95) = 0,5828
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Os dados evidenciam a ndo rejeicdo de Hy, ou seja, ndo hda diferencas entre os

tratamentos.
Teste Qui-quadrado

No periodo de 4 semanas iniciando no dia 1° de maio, o Pronto Socorro Médico do
Hospital das Clinicas recebeu 225 pacientes em crise hipertensiva distribuidos segundo

os dias de atendimento conforme a tabela abaixo:

Dias da semana |Dom | Seg | Ter | Qua | Qui | Sex | Sab
Pac. Atendidos 38 | 25 {30 | 28 |33 | 31 | 40

Pergunta-se:

A distribuicdo de pacientes ao longo da semana é homogénea?

O coeficiente qui-quadrado, XZ, mede a “distancia” entre os valores observados em
uma amostra e os valores hipotéticos esperados (a diferenca é relativa ao valor
esperado).

Em geral, se 0;, O, ..., O, sdo valores observados na amostra, de cada um dos n

atributos, e Ey, E,, ..., E,, sdo os respectivos valores esperados, definimos xz como

.2 :Zn:(oiEEi)z

i=1 i

Para grandes amostras, XZ aproxima-se da distribuicdo qui-quadrado com (n — 1) graus
de liberdade. Rejeitamos a hipdtese nula para valores elevados de xz.

Voltando ao exemplo, queremos saber se:

Ho: A freqliéncia observada obedece a distribuicdo p; = p> =... = pp;

Hi: Os pacientes compareceram preferencialmente em determinados dias da semana.

. 2
Categorias p; o, e oi-e (0i-e)/e;

Dom 1/7 38 32,1 5,86 1,067
Seg 1/7 25 32,1 -7,14 1,587
Ter 1/7 30 32,1 -2,14 0,142
Qua 1/7 28 32,1 -4,14 0,534
Qui 1/7 33 32,1 0,86 0,022
Sex 1/7 31 32,1 -1,14 0,041
Sab 1/7 40 32,1 7,86 1,921
Total 1 225 225 0 5,316

Portanto,
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v*=5,316
O numero de graus de liberdade é dado por:
gl.=n-1=7-1=6
ou seja, o numero de categorias menos 1.
Da tabela qui-quadrado, para g.l.= 6 e nivel de significancia 5%, temos:
v’ (gl.=6,a=0,05)=12,6
O p-valor é dado por Py 2 5,316) = 0,6 ou 60%
Desta forma, ndo podemos rejeitar a hipdtese nula de que a distribuicdo de pacientes

€ homogénea ao longo da semana.

Teste y’ para grandes amostras

Uma importante aplicacdo do teste xz ocorre quando se quer estudar as relagdes entre
duas ou mais varidveis de classificacdo. A representacdo das freqiiéncias observadas,
nesse caso, pode ser feita por meio de uma tabela de contingéncia.

Hipoteses a serem testadas:

Ho: As varidveis sdo independentes (ndo estdo associadas)

Hi: As varidveis ndo sdo independentes (estdo associadas)

Estatistica de teste:

L & (0y—Eyf soma da linha i)(soma da coluna j
-3y OB e )(soma d& )
i1 E;j total de observagoes

O numero de graus de liberdade é dado por:

(L-1)(C-1), onde L é o numero de linhas e C o nimero de colunas da tabela de
contingéncia.

Regra de descisao:

Fixando um nivel a rejeita-se Hg
se Y& > (L-1)(C-1) 7
O p-valor é dado a partir da P()(2 > 2, )

Exemplo: Efeito de uma droga comparada com placebo (tabela de contingéncia 2 x 2).
Uma droga nova foi testada em 56 pacientes, outros 51 receberam placebo. 48 dos

gue receberam a droga melhoraram e 38 dos que receberam placebo melhoraram.
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Efeito
Estimulo positivo negativo | Total marginal
Droga 48 8 56
Placebo 38 13 51
Total marginal 86 21 107

Pergunta: A resposta foi contingente ao estimulo?
Note que esta tabela, tomando-se a percentagem de efeito obtido com droga e

placebo (i.e., as proporcdes tomadas em relacdo aos totais marginais das linhas)

resulta em:
Efeito
Estimulo positivo negativo
Droga 0,875 0,143
Placebo 0,745 0,255

Esta tabela, obtida a partir dos valores observados acima, tomando-se a percentagem

em relagao aos valores esperados:

Efeito
Estimulo positivo negativo| Total marginal
Droga 45,01 10,99 56
Placebo 40,99 10,01 51
Total marginal 86 21 107
resulta em:
Efeito

Estimulo | positivo negativo
Droga 0,804 0,196

Placebo | 0,804 0,196

Ho: Ndo ha diferenca entre os grupos que receberam a droga e placebo em relagdo a
melhora dos pacientes.

Solugao:

Neste exemplo

L =30 501, =89 4099 £, =20 1099 E, -2l 10m
107 107 107 107
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Estimulo positiva negativa| Total marginal
48 8
Droga 56
45,01 10,99
Placebo 38 13 51
40,99 10,01
Total marginal 86 21 107

Determinam-se as freqliéncias esperadas, (Ej),

L ¢ (0. —-E. 2
Sendo que %2, :Zzu temos
i=1 j=1 Eij
2 2 2 2
2 _ (48-4501) +(38—40,99) +(8—10,99) +(13—10,01) - 2123
45,01 40,99 10,99 10,01

Pela tabela de distribuicdo de qui-quadrado, obtemos:
%’ (g.). =1, a=0,05) = 3,84
O p-valor é P(y” 2 2,123) = 0,15 ou 15%.
Como o valor obtido é menor que o valor critico ndo podemos rejeitar a hipétese nula
para erro a = 5%. Logo, ndo podemos dizer que os efeitos da droga e do placebo sejam

significativamente diferentes.
Restrigoes ao uso do Teste Qui-quadrado

Ao utilizar-se o teste qui-quadrado supde-se que o tamanho das amostras seja
"grande".

"Em situagdes praticas, o valor de xz calculado é aproximado porque se utiliza
amostras de tamanho finito e o valor da freqliéncia observada pode assumir somente
numeros inteiros. Por exemplo, vocé jamais vai encontrar 2,87 casos de pacientes
doentes."

Portanto é necessario observar as seguintes restricdes:

(1) Regra geral, o teste xz pode ser usado se o nUmero de observacdoes em cada casela
da tabela for maior ou igual a 5 e a menor freqiéncia esperada for maior ou igual a 5
(Eij > 5, O]j > 5)

(2) Tabela 2x2 (g.l. = 1): Férmula corrigida de Yates
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Neste caso tem-se somente 4 caselas, e alguns autores recomendam que se utilize a

férmula corrigida de Yates, XZ, mesmo para os casos em que se tem N grande.
O assunto é controverso, recomendando-se utilizar a férmula corrigida se N <40 ou
uma das caselas tiver Ej; < 5, e optar pela férmula tradicional se N > 40 e nenhuma

casela tiver freqiiéncia esperada menor que 5.

Kea = ZL:ZC: lo,- EEJ o]

i=l j=1

ij

(3) Para N pequeno

Preconiza-se a utilizacdo do teste exato de Fisher nas seguintes situacdes:
(i) se N< 20, ou
(ii) se 20 < N < 40 e a menor freqliéncia esperada for menor que 5.

(4) Tabelas com mais de 2 colunas ou 2 linhas (g./. > 1):

Nesta situacdo pode-se utilizar o teste xz se o numero de caselas com freqgliéncia

esperada inferior a 5 é menor que 20% do total de caselas e nenhuma freqliéncia

esperada é zero.

Por exemplo, imagine que a tabela de contingéncia de pesquisa de pressao arterial

em

que a freqliéncia observada no grupo das mulheres tenha sido ligeiramente diferente:

Mulheres Homens | Total marginal
Hipertensos 45 47 92
Normotensos 252 148 400
Hipotensos 3 5 8
Total marginal 300 200 500

Determinando-se as freqliéncias esperadas teremos:

Mulheres Homens |Total marginal
Hipertensos 45 47 92
55,2 36,8
Normotensos 252 148 400
240 160
Hipotensos 3 5 8
4,8 3,2
Total marginal 300 200 500

Note que a tabela apresenta duas caselas (33,3% das caselas) com freqliéncias

esperadas menores que 5.
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Ha alternativas para se contornar a situagdo e aplicar o teste y°:

(a) planejar de antemdo a utilizacdo de espaco amostral maior, o que requer
algum conhecimento prévio da populacdo estudada;

(b) combinar duas ou mais categorias para aumentar as freqiiéncias esperadas,
devendo observar se as combinag¢des ainda permitem testar a hipdtese de
interesse.

Em nosso exemplo, podemos combinar as categorias de Normotensos e Hipotensos

criando, assim, a categoria combinada de individuos ndao-Hipertensos.

Mulheres Homens| Total marginal
Hipertensos 45 a7 92
Nao-Hipertensos 255 153 408
Total marginal 300 200 500

Podemos testar se hd diferenca de distribuicdo de hipertensos e ndo-hipertensos
entre mulheres e homens:

Ho: Nao ha diferenca entre os grupos de mulheres e homens no que diz respeito a
proporgao de hipertensos e ndao-hipertensos.

Recalculando as freqiiéncias esperadas:

Mulheres Homens | Total marginal
Hipertensos 45 a7 92
55,2 36,8
Nao-Hipertensos 255 153 408
244,8 163,2
Total marginal 300 200 500

pela férmula tradicional,
, (040,, —0,0,,)*N _(45-153 —47-255)%500
-~ 0,0,0,0,,  300-200-92-408

= 5,774

e pela férmula corrigida de Yates,

1. 3\2 .
1041055 — 04,051 —5N) -N  (|a45.153 — 47 - 255| — 500/2)% - 500
2 _
0.,0,,0,.0,, B 300-200- 92 - 408

Xie =
=5,22
Da tabela de qui-quadrado, gz(g.l.zl, OL=0,05)=3,84 e portanto rejeitamos a

.y 2
hipétese nula para ambos os valores, y“ e % 2.
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Note que o valor obtido com a férmula corrigida de Yates é sempre menor que o valor
da estatistica y*tradicional.

Desta forma, ele tende a rejeitar a hipdtese nula com maior freqiiéncia.

Teste Exato de Fisher

Exemplo: 2 drogas A e B: testando dois grupos de 10 individuos

A — 30% de melhora, B — 90% de melhora

Droga
A B Total
Resp 3 9 12
N3o resp 7 1 8
Total 10 10 20
Hipdtese:
Ho: pa=ps

A probabilidade de obtermos uma dada configuracdo de tabela 2 x 2 no teste de Fisher

é dada por:
I I
- (a+bl(c+dy(a+ch(b+dy 1281000 0009526
N!alblcld! 2013171911
onde:
a b a+b
c d c+d
a+c b+d N

Para estimarmos p temos que encontrar a probabilidade de obtermos um resultado

mais extremo = reduzir de 1 a casela com menos dados:

3 9 2 10
%
7 1 8 0
I I
D, = 121810101 — 0,000357
20121018101

p: + p2 = 0,0099 é a probabilidade de obtermos o valor observado ou o valor mais

extremo por acaso.
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monocaudal — p = 0,0099
bicaudal - p =2 x (0,0099) = 0,0198

= Hp é rejeitada!

8. Teorema de Bayes em Bioestatistica

Eventos Independentes

Diz-se que dois eventos sdo independentes quando a ocorréncia de um deles nao

influencia a probabilidade do outro ocorrer (ndo confunda com eventos disjuntos).
P(E1e Ez) =P(E1). P(E2)

sendo p a probabilidade, e E; e E; dois eventos independentes, |1&é-se: a probabilidade

de ocorréncia conjunta dos dois eventos é o produto das probabilidades de ocorréncia

individuais.
Eventos Nao Independentes

P(E1 e E;) =P(Ez). P(E1] Ey)

sendo p a probabilidade, e E; e E, dois eventos ndao independentes, |é-se: a
probabilidade de ocorréncia conjunta dos dois eventos é a probabilidade de ocorréncia
de um evento E, multiplicada pela probabilidade do outro evento E; dado que o E,
ocorreu.

Prevaléncia de um evento = Probabilidade de Ocorréncia

Exemplo: Prevaléncia de casos de tuberculose em uma comunidade

4 \. nimero de casos
ot .4 Prev(Th) =
{;’/ n"ﬁ" e ) (Th) total da populagédo
l:,l Pop. total 10
's\ L1 / Prev(Th)=——=0,01=1%
X 1000
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Evidéncia em Medicina = Informagdo para conduta diagndstica, prognostica ou

terapéutica.

Diagndstico = Processo Classificatdrio.

Conjunto de

Doencas > Conjunto de Evidéncias{

d S

Sint omas
Sinais
Exames Auxiliares

o(ds) - (ds) o(d) P(d)P(gd)
s| P(s)
com doencga (d) sem doenca (d)

Teste + (s) B (A+B)
A falsos positivos total de
Positivos

Teste - (5) C b (C+D)
falsos negativos total de
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Negativos

(A+C) (B+D)
total dos total dos
verdadeiramente verdadeiramente nao
doentes doentes

A+B+C+D
total

("Gold standard")

nao doentes

falsos positivas
falsgshegatives §  doentes

Exemplo: Anemia ferropriva

. . sem anemia ferropriva
com anemia ferropriva (d) (a) Total
Ferritina sérica + (s) 731 270 1001
Ferritina sérica - (5) 78 1500 1578
Total 809 1770 2579

. hao anémicos

Ferritina sérica =2 65 = —

anémicos
Ferritina sérica<65 = +

E Ferritina sérica
65 imMaol)

"Cut off" (valor de corte) = 65 mMol

Sensibilidade

Capacidade de identificar os positivos (doentes) entre os verdadeiramente doentes

Sensibilid ade =

= =Pl)

A+

No exemplo da anemia ferropriva:
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Sensibilidade estimada do teste da Ferritina Sérica = % =0,904 ou 90,4%

78 individuos (9,6%) de falsos negativos

Especificidade

Capacidade de identificar os negativos (ndo-doentes) entre os verdadeiramente

negativos

D =
ficidade = —— = P(s|d
especificidade = (5/d)

No exemplo da anemia ferropriva:

Especificidade do teste da Ferritina Sérica = % =0,847 ou 84,7%

270 (15,3%) de falsos positivos

Valor Preditivo Positivo — VPP
Probabilidade de o individuo ser portador da doenca dado que o teste é positivo.

VPP - P( d|s)= (sensibilidade fjo _teste)x(pre_valenCIa da doenca)
(prevaléncia de positivos ao teste)

No exemplo da anemia ferropriva:

0,904x 809

VPP do teste Ferritina Sérica :# =0,732 ou 73,2%

2579
Um individuo desta populagao positiva ao teste da Ferritina Sérica tem 73,2% de
probabilidade de ser portador da anemia ferropriva.

P(sjd)p(d)
Plds)= P(d)P(sld)+ P )P(sfd) Ai\ B

Como calcular a prevaléncia de positivos P(s)

A prevaléncia de positivos é o denominador do VPP.

P(d)P(sld) P(sidP(d)

VPP = (ds)= -

P(s)  P(A)P(d)+Pldplsd)
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Para entender como chegar ao denominador destacado em cinza, abaixo:

_ plsa)p(@) 4
Pldb)- p@)p(sld)+pld)plsld) 4+ B

€ necessdario utilizar os conceitos de interseccdo de conjuntos e de probabilidade
condicional.
Considere que entre os individuos positivos ao teste, ha individuos doentes e nao

doentes:

[s]=[snd]ulsnd|= P(s)=P(s ~d)+P(s ~d)
onde a probabilidade da unido é igual a somas das probabilidades dos eventos
[Smd] e [sma] porgue estes sdo disjuntos.

Usamos probabilidade condicional para escrever:
P(s~d)=P(s[d)P(d)
P(s~d)=Plsldp(d)

o que nos dad o denominador. Note que

P(d) ...prevaléncia da doenga

P(a) ...prevaléncia de sadios (complemento do anterior)

P(s | d) ...sensibilidade

P(§ | a) ...especificidade, entdo:

P(S | a)=1— P(§ | a) é seu complemento.

Similarmente, para VPN

i)~ p(d)
pld)plsid )+ p(d)p(s|d)

o denominador é a prevaléncia de negativos ao teste, e uma demonstracdo

pldf)=

semelhante é possivel.
Valor Preditivo Negativo — VPN

Probabilidade de o individuo ndo ser portador da doenca dado que o teste é negativo.

VPN = P(a‘s): (especificidade d? tgste)x(prevgléncia de ndo doentes)
(prevaléncia de negativos ao teste)
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No exemplo da anemia ferropriva:

1770 x0,547

VPN do teste Ferritina Sérica = % =0,949 ou 94,9%

2579
Um individuo desta populagdo negativo ao teste da Ferritina Sérica tem 94,9% de
probabilidade de ndo ser portador da anemia ferropriva.
(s P(s|d)r(d) D
P d‘s): —— = - =
P(s|d)P(d)+P(s|d)p(d) C+D
(1-P(d)) x especificidade
(1-P(d)) x especificidade + (1—sensibilidade) x P(d)

ou

VPN =

a demonstragdo relacionada a este denominador é similar a feita para o VPP acima.
Razao de Verossimilhanga Positiva

Probabilidade de que dado resultado de teste fosse esperado em um paciente
portador da doenga, comparado com a probabilidade de que o mesmo resultado fosse

esperado em um paciente sem a doenca.

_sensibilidade
1—especificidade

RVP

No exemplo da anemia ferropriva:

0,9

VP = =6,0
1-0,85

Quanto melhor o teste, maior a RVP.

Razao de Verossimilhang¢a Negativa

Probabilidade de que dado resultado de teste fosse esperado em um paciente nao
portador da doenca, comparado com a probabilidade de que o mesmo resultado fosse
esperado em um paciente com a doenca.

1—sensibilidade
especificidade

RVN =

No exemplo da anemia ferropriva:
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RVN = 1-09
0,85

Quanto melhor o teste, menor a RVN.

9. Amostragem

01

E o processo de retirada de informagdes dos "n" elementos amostrais, na qual

deve seguir um método adequado (tipos de amostragem).

Populacdo (N)

Amostragem

Amostra (n)

Plano de Amostragem

19) Definir os Objetivos da Pesquisa

29) Populacdo a ser Amostrada

- Parametros a ser Estimados (Objetivos)

39) Definicdo da Unidade Amostral

- Selecdo dos Elementos que fardo parte da amostra

49) Forma de selecdo dos elementos da populagdo

- Tipo de Amostragem

a)
b)
c)

d)

Estratificada

Aleatdria Simples

Sistematica

por Conglomerados

592) Tamanho da Amostra

Exemplo: Moradores de uma Cidade (populagao alvo)

Objetivo: Tipo de Residéncia

Propria..

Alugada

................... um piso

.................... dois pisos
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Emprestada............... trés ou mais pisos

= Unidade Amostral: Domicilios (residéncias)
= Elementos da Populagao: Familia por domicilio
= Tipo de Amostragem:

aleatdria simples

estratificada

sistemdtica

Amostragem "COM" e "SEM" reposicao

n.n

Seja "N" o nimero de elementos de uma populacdo, e seja "n" o nimero de
elementos de uma amostra, entdo:

Se o processo de retirada dos elementos for COM reposicdo (pop. infinita (f
<5%), onde f é fator de corre¢do), o nUmero de amostras possiveis sera:

n2 de amostras = N"

Se o processo de retirada de elementos for SEM reposicao (pop. finita (f > 5%)
onde f é fator de correcdo), o
numero de amostras possiveis sera:

N!
n2deamostras=C, , =———
" ni(N -n)
Ex.: SupondoN=8en=4
com reposi¢do: no de amostras = N" = 8% = 4096

1 |
sem reposicdo: no de amostras= C | = _ N Cea = ‘4|(88- 4), =7

n(N-n) 0

9.1 Tipos de Amostragem

Amostragem Simples ou Ocasional

E o processo mais elementar e freqiientemente utilizado. Todos os elementos da
populacdo tém igual probabilidade de serem escolhidos. Para uma populacdo finita o

processo deve ser sem reposicao. Todos os elementos da populacdo devem ser
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numerados. Para realizar o sorteio dos elementos da populacdio devemos usar a

Tabela de Numeros Aleatdrios.

Amostragem Sistematica

Trata-se de uma variacdo da Amostragem Aleatéria Ocasional, conveniente
quando a populagdo estd naturalmente ordenada, como fichas em um fichdrio, lista
telefonica, etc.

Exemplo: N =5000,n=50,r=N/n=10(P. A.derazdo5)

Sorteia-se usando a Tabela de Numeros Aleatdrios um numero entre 1 e 10, (x =
3), o numero sorteado refere-se ao 12 elemento da amostra, logo os elementos da
amostra serao:

313 2333 43.....

Para determinar qualquer elemento da amostra podemos usar a férmula do

termo geral de uma P.A.

apn=ai+(n-1).r
Amostragem Estratificada

E um processo de amostragem usado quando nos depararmos com populacdes
heterogéneas, na qual pode-se distinguir subpopulacdes mais ou menos homogéneas,
denominados estratos.

Apds a determinagao dos estratos, seleciona-se uma amostra aleatdria de cada
uma subpopulacdo (estrato).

As diversas subamostras retiradas das subpopulacdes devem ser proporcionais
aos respectivos nimeros de elementos dos estratos, e guardarem a proporcionalidade
em relacdo a variabilidade de cada estrato, obtendo-se uma estratificacao tima.

Tipos de variaveis que podem ser usadas em estratificacdo: idade, classes sociais,

sexo, profissdo, salario, procedéncia, etc.
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Tamanho da Amostra

Os pesquisadores de todo o mundo, na realizacdo de pesquisas cientificas,
qualquer setor da atividade humana, utilizam as técnicas de amostragem no
planejamento de seus trabalhos, ndo sé pela impraticabilidade de poderem observar,
numericamente, em sua totalidade determinada populagdo em estudo, como devido
ao aspecto econdmico dessas investigacdes, conduzida com um menor custo
operacional, dentro de um menor tempo, além de possibilitar maior precisdo nos
respectivos resultados, ao contrario, do que ocorre com os trabalhos realizados pelo
processo censitdario (COCHRAN, 1965; CRUZ, 1978). A técnica da amostragem, a
despeito de sua larga utilizacdo, ainda necessita de alguma didatica mais adequada aos
pesquisadores iniciantes.

Na teoria da amostragem, sao consideradas duas dimensdes:

12) Dimensionamento da Amostra;

22) Composi¢cdo da Amostra.

9.2 Procedimentos para determinar o tamanho da amostra

19) Analisar o questiondrio, ou roteiro da entrevista e escolher uma variavel que
julgue mais importante para o estudo. Se possivel mais do que uma;

29) Verificar o nivel de mensuracdo da varidvel: nominal, ordinal ou intervalar;

39) Considerar o tamanho da populac¢do: infinita ou finita

49) Se a variavel escolhida for:

Intervalar e a populagao considerada infinita, vocé podera determinar o tamanho da

amostra pela formula:

onde:

Z = abscissa da curva normal padrao, fixado um nivel de confianca (1- B
Z=1,65B0(1-B) = 90%
Z=1,960(1-B) = 95%
Z=2,080(1-B)=95.5%
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Z=2,5700(1-B)=99%
Geralmente usa-se Z =2
A 0= desvio padrdo da populacdo, expresso na unidade variavel, onde podera
ser
determinado por:
= [JEspecificagOes Técnicas
= Resgatar o valor de estudos semelhantes
= Fazer conjeturas sobre possiveis valores
d = erro amostral, expresso na unidade da varidvel. O erro amostral é a maxima
diferenca que o investigador admite suportar entre B[1(Je X , isto é: |BOI-X |

<d.

Intervalar e a populagdo considerada finita, vocé podera determinar o tamanho da

amostra pela formula:

Z°c*N
d*(N-1)+2°0?

onde:

Z = abscissa da normal padrao
o ? = variancia populacional

N =tamanho da populagao

d = erro amostral

Nominal ou ordinal, e a populagao considerada infinita, vocé podera determinar o

tamanho da amostra pela formula:

N
o .~
o)

onde:
Z = abscissa da normal padrao

p = estimativa da verdadeira propor¢do de um dos niveis da variavel escolhida.

Por exemplo, se a varidvel escolhida for parte da empresa, p poderd ser a estimativa
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da verdadeira proporgdo de grandes empresas do setor que esta sendo estudado. p
sera expresso em decimais ( p = 30% AL p = 0.30).

G=1-p

d = erro amostral, expresso em decimais. O erro amostral neste caso sera a
maxima diferenca que o investigador admite suportar entre BlJe p, isto é: |ALI-
p | <d, em que [I@]é a verdadeira proporgdo (p é a freqiiéncia relativa do evento a

ser calculado a partir da amostra).

Nominal ou ordinal, e a populagdao considerada finita, vocé podera determinar o

tamanho da amostra pela formula:

onde:

Z = abscissa da normal padrao

N =tamanho da populagao

p = estimativa da proporgdo

G=1-p

d = erro amostral

Estas férmulas sdo basicas para qualquer tipo de composicdo da amostra;
todavia, existem férmulas especificas segundo o critério de composicao da amostra.

Se o investigador escolher mais de uma varidvel, podera acontecer de ter que
aplicar mais de uma férmula, assim devera optar pelo maior valor de "n".

Obs.: Quando ndo tivermos condi¢Ges de prever o possivel valor para p, admita
p = 0.50, pois, dessa forma, vocé tera o maior tamanho da amostra, admitindo-se

constantes os demais elementos.

10. Regressao
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10.1. Correlagao

Coeficiente de Correlagao

O coeficiente de correlacao (r) representa a relacdo entre duas ou mais varidveis.
O valor de r estd sempre entre —1 e +1. Quando r = 0 ndao ha correlagao entre as
varidveis. Temos correlagdo positiva quando r > 0 e correlagéo negativa quando r < 0.
Em geral, um coeficiente maior que 0,3 é suficiente para indicar correlagao.

Medida de Correlacdo de Pearson (r)
DRTORIN
X=Xy (2 y)

Se existe relacdo direta, r é positivo. Se a relagdo é inversa, r é negativo. Existem

varias formulas para calculo do coeficiente de correlacdo. O modo mais simples de
obté-lo é pela raiz quadrada do coeficiente de determinacdo (R?). Costuma-se

classificar o coeficiente, conforme seu valor, como apresentado na tabela a seguir.

Niveis de correlagcao

Valor Correlagéio
R=0 nula

0< |R] <0.30 fraca

0.30< |R| <0.60 média

0.60< |R| <0.90 forte

0.90< |R| <1 fortissima
[R|=1 perfeita

10.2. Analise de Regressao

Regressdao é um modelo estatistico para descrever relacdes entre varidveis. Os
objetivos principais sdo identificar a relacdo e fazer inferéncias sobre os parametros do
modelo. A andlise de regressdo é utilizada principalmente com o objetivo de previsao.

Nosso propdsito na andlise de regressio é o desenvolvimento de um modelo

143



estatistico que possa ser utilizado para prever os valores de uma variavel dependente,

com base nos valores de pelo menos uma varidvel independente.
10.2.1. Regressao Linear Simples

Dado um conjunto de valores observados de X e Y, construir um modelo de
regressao linear de Y sobre X consiste em obter, a partir desses valores, uma reta que
melhor represente a relacdo verdadeira entre essas varidveis. Os parametros do
modelo sdo obtidos apartir de uma amostra utilizando o método dos minimos
guadrados que analisa as n diferencas entre cada valor Y e o valor na reta,
correspondente ao respectivo valor X e apresenta a menor soma de quadrados de tal

diferenca.

A analise de regressao linear significa encontrar a reta que melhor se ajuste aos

dados. O melhor ajuste significa a tentativa de encontrar a reta para qual as diferencas
entre os valores reais (Y;) e os valores previstos da regressao ajustada (\fi) sejam as

menores possiveis.
A reta ajustada é representada por Y = f,+ 3, X, onde:
e 3, é ovalor onde a reta intercepta o eixo Y

e B3, éainclinagao

Yi Tl

v

X X

Distdncias cuja soma dos quadrados deve ser minimizada
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O modelo estatistico:

Y=0,+0,X+¢g,
onde S, e [, sdo os parametros do modelo e & ~iid N (0, 52);

& é o erro aleatério dado pela diferenca entre o valor observado y e o valor
obtido pela reta fS,+f,X (leva em conta a falha do modelo em ajustar
exatamente os dados);

A equagao Y = f,+ f, X +& é denominada modelo de regressdo linear simples.

Usualmente X é denominado varidvel independente, explicativa regressora ou

preditora e Y é denominada varidvel dependente ou varidvel resposta.

Teste de Hipéteses sobre S,

Um caso muito importante das hipdteses é:
Para as hipdteses: Hg: ;=0 versus Ha: B, # 0;
P
A~ 2
\/Z(Yi —Yi) /n—2

t de Student, com n-2 graus de liberdade, sob Ho;

Z(Xi - )_()2 , que tem distribuicdo

Estatistica de Teste: t, =

Para um teste com nivel de significancia a, a regido de rejei¢ao de Hy é da forma:

|to| >1o/2,n-2-

Neste teste, ndo rejeitar Hg é equivalente a concluir que nao existe relagao linear
entre X e Y. Note que este resultado pode implicar que X é pouco importante para
explicar a variacdo em Y e que a relagdo verdadeira entre X e Y n3o é linear. Caso
contrario, se Hy é rejeitada, isto implica que X é importante para explicar a
variabilidade em Y e pode indicar que o modelo linear é adequado ou que, apesar de
haver um efeito linear de X, um modelo melhor podera ser obtido se forem incluidos

termos de ordem mais elevada em X.

Suposigoes Associadas ao Modelo de Regressao Linear Simples:
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1. Os erros tém média zero e a mesma varidncia desconhecida o7
(Homocedasticidade).

2. Os erros sdo nao correlacionados, ou seja, o valor de um erro ndo depende de
qualquer outro erro.

3. A varidvel explicativa X é controlada pelo experimentador e é medida com
erro desprezivel (erro nao significante do ponto de vista pratico), ou seja, ndo
€ uma varidvel aleatéria.

4. Os erros tém distribuicdo normal.

Exemplo: A mensuracdo exata (Y) de uma substancia poluente é realizada por meio de
uma analise quimica muito cara. Um novo método mais barato resulta na medida X,
gue supostamente pode ser usada para prever o valor de Y. Nove amostras foram

obtidas e avaliadas pelos dois métodos, obtendo as medidas abaixo.

X 119 | 155 | 174 | 190 | 196 | 233 | 272 | 253 | 276
Y 112 | 152 | 172 | 183 | 192 | 228 | 263 | 239 | 263

Diagrama de Dispersédo de Xe Y

300

250 A
200 A
> 150 -+
100 A

50 A

0 : : : : :
0 50 100 150 200 250 300
y = 0,9486x + 3,5583 X
R? =0,9963

O modelo ajustado Yy =3,5583+0,9486x

Para testar a hipétese Hq: 4, = 0, usamos o valor p como regra de decisdo.

Coeficientes Erro padrdo  Statt  valor-P

Intersecao 3,5583 4,6989 0,7573 0,4736
Variavel X 0,9486 0,0220 43,1630 0,0000
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Logo, ha evidéncias para rejeitar Hp, ou seja, a média da varidvel Y é influenciada
pela variavel X.
Exemplo: O custo de um lote de uma certa peca depende do numero de pecas
produzidas, ou seja, do tamanho do lote. Em uma amostra de dez lotes, observaram-se

os seguintes resultados:

Tamanho | 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Custo 65 120 210 260 380 450 510 555 615 660

Coeficientes Erro Padrdo  Statt  valor-P
Intersecdo 3,6667 16,5735 0,2212 0,8305
Tamanho 13,7758 0,5342 25,7871 0,0000

0O modelo ajustado:
Yy (custo)= 13,776(tamanho) + 3,6667
Teste de Significancia de 8;

Ha evidéncias para rejeicdo de Ho.. Assim os dados fornecem evidéncias que o

tamanho do lote influéncia em média no custo.
Estimagcdo da média da variavel resposta:

O custo esperado correspondente a um lote de tamanho =12 é estimado por:
Yy (Custo) = 13,776(12) + 3,6667
Yy (Custo) = 168,98

Estimacdo por intervalo:

Seja X e Y duas v. a. quantitativas a esperanca condicional de Y, dado X = x, por

exemplo, é denotado por E (Y | x), € uma funcdo de x, ou seja,

E(Y]x)=ux) = fy+ B X,

N2 2
[z(x)itn_z{QM Re s(1+ (x—2x) ﬂ
‘ n S

X
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onde /i(X) é o estimador para u(x) e QMRes = i(yi -9:) /n —2

i=1

Assim um intervalo de confianga a 95% para £ (12) é dado por (142,95; 195,01)
Previsdo de uma observagao futura da variavel resposta:

Suponha que desejamos prever o custo para o lote de tamanho = 55:
A estimativa do custo médio é:

Yy (custo) = 13,776(55) + 3,6667

Yy (custo) = 731,33

E o intervalo de previsao a 95% é dado por:

C a2
4(X) itnz.a/z{QM Re s[1+E +(XS—2X)}
' n

X
onde x": é um dado valor (nivel) x; de f(X*) é o estimador para u(x ) e QVIRes =

(vi-9F Jn-2

M=

= (693,58; 829,09)
10.2.2. Regressao Linear Multipla

Em geral, a varidvel resposta pode estar relacionada a p varidveis explicativas,
isto é, Y apresenta-se como func¢ado de varias varidveis regressoras. Assim ndo teremos
mais uma regressora, mas um vetor de varidveis regressoras, ou seja, X = (X1, X, ..., Xp).
Da mesma natureza como foi tratado no modelo simples, o processo de estimacdo dos
parametros sera andlogo, porém generalizando de forma matricial. Em suma a
regressao linear simples é um caso particular da regressao linear multipla.

O modelo ajustado é representado por ¥=f,+ [, xi+ B, Xo + ... + ,b’p Xp,» Onde
Bor BBy ﬁp sdo os parametros do modelo.

Na definicdo do nome, o adjetivo linear é usado para indicar que o modelo é

linear nos parametros S,, 5., f3,,..., ,Bp, e ndo porque Y é funcgdo linear dos x’s.

Modelo estatistico:
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Y =Bt Bixat Boxat ot BoxptE,
onde B,, By, B,s - B, Neste modelo estes pardmetros representam a alteracdo
esperada na variavel resposta Y quando a varidvel x; sofre um acréscimo unitario,
enquanto todas as demais varidveis explicativas x; (i) sdo mantidas constantes

denominados assim como coeficientes parciais de regressao e ¢ ~ iid N (O, 0-2);

Teste da Significancia da Regressao

Com objetivo de determinar se existe um relacionamento linear entre a variavel
resposta Y e o conjunto de variaveis regressoras Xi, Xa,...,X, pode ser utilizado o teste

de significancia da regressao:
Para as hipoteses: Ho: = f,=...= =0
Ha: ﬂj # 0 para pelo menos um j;

QM Reg

Estatistica de Teste: Fp=
QM Res

, que tem distribuicdo F, com (p, n-p-1) graus

de liberdade, sob Hy.
Para um teste com nivel de significancia a, a regido de rejei¢ao de Hy é da forma:
Fo>Fq, (p, n-p-1).
A rejeicdo de Hy significa que pelo menos uma das varidveis regressoras X,

X2,...,Xp contribui de modo significativo para o modelo.

Analise de Variancia para a Significancia da Regressao Linear Multipla:

Causa de Graus de Soma de Quadrados

Variagao Liberdade Quadrados Médios Fo
Regressao p SQReg QMReg QMReg / QMRes
Residuo n-p-1 SQRes QMR

Total n-1 sQT

Onde: SQReg = Soma de Quadrados de Regressdao, SQR= Soma de Quadrados de Residuos, SQT= Soma
de Quadrados Total, QMReg= Quadrado Médio de Regressdao, QMRes= Quadrado Médio dos Residuos.

Onde:

n 2 n 2
SQRes=>(y;-¥i) , SQT=i§1(yi—v) , SQReg =SQT -SQRes,

i=1

n 2
QM Reg =SQReg/p. QM Res=3(y, ~9,) /n—p—l
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Exemplo: Uma industria produtora de aluminio esta interessada em conhecer o tipo de

relacionamento existente entre as variaveis razdo Al,03/NaOH (Nesta razdo, o simbolo

Al,0O3 estd representado a massa de 6xido de aluminio proveniente de da bauxita que

entra no processo de producdo, e o simbolo NaOH de refere a massa de hidréxido de

sédio, um dos reagentes do processo, que é empregada na fabricacdo da alumina) (x;),

temperatura de reacgdo (x;) e o teor

de Na,O (y) ocluido na alumina. Com este

objetivo, a equipe da indUstria construiu uma tabela a partir de registros histéricos de

dados existentes. Suspeita-se da existéncia de relacionamento linear entre o teor de

Na,O e as variaveis razdo Al,03/NaOH e temperatura de reagao.

Y X1 X2 y X1 X2
0,43 0,647 77,1 0,39 0,633 76,5
0,39 0,638 78,3 0,41 0,645 78,6
0,44 0,651 76,0 0,43 0,642 74,7
0,42 0,648 77,9 0,40 0,638 75,5
0,43 0,640 74,1 0,39 0,635 78,2
0,42 0,643 74,6 0,40 0,639 75,9
0,41 0,643 76,0 0,40 0,639 76,6
0,46 0,651 73,3 0,42 0,645 78,0
0,42 0,650 78,6 0,44 0,650 77,2
0,40 0,639 78,7 0,40 0,642 78,0
0,39 0,636 77,8 0,43 0,648 76,1
0,41 0,641 75,8 0,42 0,642 74,6
0,43 0,649 77,3 0,39 0,633 77,5

Para a hipotese: Ho: o= f1= > = 0 (as varidveis x; e X, ndo sao significativas para

explicar Y).

Resumos dos resultados:

Causas de variagdo Gl sQ mMQ F F de significag¢do
Regressao 2 0,0081 0,0040 118,3168 0,0000
Residuo 23 0,0008 0,0000
Total 25 0,0088
Coeficientes Erro padrdo Stat t valor-P

Intersegdo -0,9878 0,1543 -6,4024 0,0000

Variavel X 1 2,7904 0,2129 13,1037 0,0000

Varidvel X 2 -0,0051 0,0008 -6,6721 0,0000

Portanto, o modelo de regressdo ajustado foi expresso por:
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y =-0,9878 + 2,7904x%, —0,0051x,

Esta equacdo indica que, em média, para cada aumento de uma unidade na razao
Al,O3/NaOH, com a temperatura mantida constante, o teor de Na,O ocluido na
alumina aumenta de 2,790 %. De modo similar, para cada aumento de 1 °C na
temperatura de reacdo, com a razdo Al,03/NaOH mantida constante, o teor de Na,O
ocluido na alumina sofre uma diminuicao, em média, de 0,0051%.

Como Fp = 118,32 > Fy05(2,23) = 3,42, ha evidencias para rejeigdo de Hy com isso
concluimos que o teor de Na,O ocluido na alumina estd relacionado a razao

Al,03/NaOH e/ou temperatura de reagdo.
10.3. Coeficiente de Determinac3o (R?)

O coeficiente de determinagcdo mede a proporc¢do da variagdo, que é explicada
pela varidvel independente no modelo de regressao.

Quando R =0, a variacdo explicada de Y é zero, ou seja, a reta ajustada é
paralela ao eixo da variavel X. Se R? = 1, a reta ajustada explicard toda a variacdo de Y.
Assim sendo, quanto mais préximo da unidade estiver o valor de R?, melhor serd “a

qualidade” do ajuste e quanto mais préximo de zero pior sera “a qualidade” do ajuste.

Se o poder explicativo for, por exemplo, 98%, isto significa que 98% das variacdes
de Y sdo explicadas por X através da func¢do escolhida para relacionar as duas variaveis

e 2% sdo atribuidas a causas aleatorias.
11. Analise de Sobrevivéncia

Andlise Estatistica de Sobrevivéncia é um método estatistico usado para analisar
dados provenientes de situacGes médicas envolvendo dados censurados. Os mesmos
métodos tém aplicacdes na confiabilidade industrial, ciéncias sociais e negdcios, e
neste caso leva o nome de Teoria da Confiabilidade.

A varidvel aqui sera definida como o tempo de falha e consideram-se os tempos
entre falhas que em sobrevivéncia podem ser morrer, recair, recuperar e etc, e na
confiabilidade pode ser falha de itens eletronicos, um mau funcionamento

especificado de um produto, entre outros.
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11.1 Organizagao da Pesquisa Médica

E comum ouvirmos através dos meios de comunicac3o relatos sobre a satide e os
avanc¢os da medicina, vamos estudar meios para compreensao e avaliagdo critica
desses relatos.

Comegaremos expondo as principais formas basicas de pesquisa utilizadas:
estudos descritivos, estudos caso-controle, estudos tipo coorte e ensaio clinico
aleatorizado.

Estudo Descritivo

Neste estudo o principal objetivo é puramente a descricdo de um fato médico,
onde sua principal caracteristica é a auséncia de um grupo para comparagao.

Estudo Caso-Controle

E uma forma de estudo que visa verificar se os individuos, selecionados porque
tém uma doenga — Os casos — diferem significativamente, em relacdo a exposicao a
um dado fator de risco, de um grupo de individuos comparaveis, mas que nao
possuem a doenca — Os controles.

Estudos Tipo Coorte

Aqui o objetivo é verificar se individuos, selecionados porque foram expostos ao
fator de risco, desenvolvem a doenca em questdo em maior ou menor propor¢ao do
gue um grupo de individuos, compardaveis, mas nao expostos ao fator de risco.

Ensaios Clinicos Aleatorizados

E um experimento médico realizado com o objetivo de verificar, entre dois ou

mais tratamentos, qual produz mais efeito.
11.2 Fungao de Sobrevivéncia

Seja T uma varidvel aleatéria representando o tempo de falha do paciente.
Entdo, a funcdo de sobrevivéncia é a probabilidade de uma observacdo ndo falhar até
um certo tempo t, ou seja, a probabilidade de uma observacdo sobreviver a um tempo
maior ou igual at.

F(t) =P(T = t),parat =0 — Funcio Distribuiciode T

S(t)=1—F(t)=P(T =t),parat= 0 — Funcio de Sobrevivéncia de T
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11.3 Func¢ao de Taxa de Falha ou de Risco

Podemos expessar o intervalo de tempo [t;.t;) em termos da fungdo de
sobrevivéncia como:

S(ty) —5(ty)
De maneira geral definindo o intervalo como [t,t+ At) a taxa de falha fica

definida como sendo:
S(t) — S(t+ Ap)
At-5(t)

h(t) =

11.4 Método Nao-parametrico para Analise de Sobrevivéncia
Estimador Kaplan-Meier

Também chamado de estimador limite-produto foi proposto por Kaplan e Meier
(1958) o qual permite a presenca de informacdes censuradas em que os tempos de
sobrevivéncia sdo ordenados, isto é, t; = t;, = - = t, .

Sua fungdo é estimada como:

k

-1 -6

it <t '

Onde:
d,: Nimeros de falha no tempo t;

n;: Nimeros de observacbes sob risco (ndo falhou e ndo foi censurado)até o tempo

t, (exclusive).

t.;: E o maior tempo de sobrevivéncia menor ou igual a t.

Exemplo: Um estudo clinico foi realizado para investigar o efeito da terapia com
esterdide no tratamento de hepatite viral aguda (gregory et al., 1995). Vinte e nove
pacientes com esta doenca foram aleatorizados para receber um placebo ou o
tratamento com esterdide. Cada paciente foi acompanhado por 16 semanas ou até a
morte (evento de interesse) ou até a perda do acompanhamento. Os tempos de

sobrevivéncia observados, em semanas, para os dois grupos foram (+ incida censura):
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Grupo controle (15 pacientes): +, 2+, 3, 3, 3+, 5+, 16+, 16+, 16+, 16+, 16+, 16+, 16+,

16+.

Grupo Esterdide (14 pacientes): 1,1, 1, 1+, 4+, 5, 7, 8, 10, 10+, 12+, 16+, 16+, 16+.

Kaplan-Meier (Product-limit) analysis (esterdéide)

Note: Censored cases are marked with +Cumulatv Standard

Time di ni Survival Error
1 3 14 0,785714 0,109664
5 1 9 0,698413 0,127581
7 1 8 0,611111 0,138315
8 1 7 0,523810 0,143486
10 1 6 0,436508 0,143696
12. Tabelas
o
. . . ~ O ) Z(l
Tabela da distribuicdo Normal (0, 1),
PO<Z<Z,)=a
Zy 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09
0,0 | 0,00000 | 0,00399 | 0,00798 | 0,01197 | 0,01595 | 0,01994 | 0,02392 | 0,02790 | 0,03188 | 0,03586
0,1 | 0,03983 | 0,04380 | 0,04776 | 0,05172 | 0,05567 | 0,05962 | 0,06356 | 0,06749 | 0,07142 | 0,07535
0,2 | 0,07926 | 0,08317 | 0,08706 | 0,09095 | 0,09483 | 0,09871 | 0,10257 | 0,10642 | 0,11026 | 0,11409
0,3 | 0,11791 | 0,12172 | 0,12552 | 0,12930 | 0,13307 | 0,13683 | 0,14058 | 0,14431 | 0,14803 | 0,15173
0,4 | 0,15542 | 0,15910 | 0,16276 | 0,16640 | 0,17003 | 0,17364 | 0,17724 | 0,18082 | 0,18439 | 0,18793
0,5 | 0,19146 | 0,19497 | 0,19847 | 0,20194 | 0,20540 | 0,20884 | 0,21226 | 0,21566 | 0,21904 | 0,22240
0,6 | 0,22575 | 0,22907 | 0,23237 | 0,23565 | 0,23891 | 0,24215 | 0,24537 | 0,24857 | 0,25175 | 0,25490
0,7 | 0,25804 | 0,26115 | 0,26424 | 0,26730 | 0,27035 | 0,27337 | 0,27637 | 0,27935 | 0,28230 | 0,28524
0,8 | 0,28814 | 0,29103 | 0,29389 | 0,29673 | 0,29955 | 0,30234 | 0,30511 | 0,30785 | 0,31057 | 0,31327
0,9 | 0,31594 | 0,31859 | 0,32121 | 0,32381 | 0,32639 | 0,32894 | 0,33147 | 0,33398 | 0,33646 | 0,33891
1,0 | 0,34134 | 0,34375 | 0,34614 | 0,34849 | 0,35083 | 0,35314 | 0,35543 | 0,35769 | 0,35993 | 0,36214
1,1 | 0,36433 | 0,36650 | 0,36864 | 0,37076 | 0,37286 | 0,37493 | 0,37698 | 0,37900 | 0,38100 | 0,38298
1,2 | 0,38493 | 0,38686 | 0,38877 | 0,39065 | 0,39251 | 0,39435 | 0,39617 | 0,39796 | 0,39973 | 0,40147
1,3 | 0,40320 | 0,40490 | 0,40658 | 0,40824 | 0,40988 | 0,41149 | 0,41308 | 0,41466 | 0,41621 | 0,41774
1,4 | 0,41924 | 0,42073 | 0,42220 | 0,42364 | 0,42507 | 0,42647 | 0,42785 | 0,42922 | 0,43056 | 0,43189
1,5 | 0,43319 | 0,43448 | 0,43574 | 0,43699 | 0,43822 | 0,43943 | 0,44062 | 0,44179 | 0,44295 | 0,44408
1,6 | 0,44520 | 0,44630 | 0,44738 | 0,44845 | 0,44950 | 0,45053 | 0,45154 | 0,45254 | 0,45352 | 0,45449
1,7 | 0,45543 | 0,45637 | 0,45728 | 0,45818 | 0,45907 | 0,45994 | 0,46080 | 0,46164 | 0,46246 | 0,46327
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1,8 | 0,46407 | 0,46485 | 0,46562 | 0,46638 | 0,46712 | 0,46784 | 0,46856 | 0,46926 | 0,46995 | 0,47062
1,9 | 0,47128 | 0,47193 | 0,47257 | 0,47320 | 0,47381 | 0,47441 | 0,47500 | 0,47558 | 0,47615 | 0,47670
2,0 | 0,47725 | 0,47778 | 0,47831 | 0,47882 | 0,47932 | 0,47982 | 0,48030 | 0,48077 | 0,48124 | 0,48169
2,1 | 0,48214 | 0,48257 | 0,48300 | 0,48341 | 0,48382 | 0,48422 | 0,48461 | 0,48500 | 0,48537 | 0,48574
2,2 | 0,48610 | 0,48645 | 0,48679 | 0,48713 | 0,48745 | 0,48778 | 0,48809 | 0,48840 | 0,48870 | 0,48899
2,3 | 0,48928 | 0,48956 | 0,48983 | 0,49010 | 0,49036 | 0,49061 | 0,49086 | 0,49111 | 0,49134 | 0,49158
2,4 | 0,49180 | 0,49202 | 0,49224 | 0,49245 | 0,49266 | 0,49286 | 0,49305 | 0,49324 | 0,49343 | 0,49361
2,5 | 0,49379 | 0,49396 | 0,49413 | 0,49430 | 0,49446 | 0,49461 | 0,49477 | 0,49492 | 0,49506 | 0,49520
2,6 | 0,49534 | 0,49547 | 0,49560 | 0,49573 | 0,49585 | 0,49598 | 0,49609 | 0,49621 | 0,49632 | 0,49643
2,7 | 0,49653 | 0,49664 | 0,49674 | 0,49683 | 0,49693 | 0,49702 | 0,49711 | 0,49720 | 0,49728 | 0,49736
2,8 | 0,49744 | 0,49752 | 0,49760 | 0,49767 | 0,49774 | 0,49781 | 0,49788 | 0,49795 | 0,49801 | 0,49807
2,9 | 0,49813 | 0,49819 | 0,49825 | 0,49831 | 0,49836 | 0,49841 | 0,49846 | 0,49851 | 0,49856 | 0,49861
3,0 | 0,49865 | 0,49869 | 0,49874 | 0,49878 | 0,49882 | 0,49886 | 0,49889 | 0,49893 | 0,49896 | 0,49900
3,1 | 0,49903 | 0,49906 | 0,49910 | 0,49913 | 0,49916 | 0,49918 | 0,49921 | 0,49924 | 0,49926 | 0,49929
3,2 | 0,49931 | 0,49934 | 0,49936 | 0,49938 | 0,49940 | 0,49942 | 0,49944 | 0,49946 | 0,49948 | 0,49950
3,3 | 0,49952 | 0,49953 | 0,49955 | 0,49957 | 0,49958 | 0,49960 | 0,49961 | 0,49962 | 0,49964 | 0,49965
3,4 | 0,49966 | 0,49968 | 0,49969 | 0,49970 | 0,49971 | 0,49972 | 0,49973 | 0,49974 | 0,49975 | 0,49976
3,5 | 0,49977 | 0,49978 | 0,49978 | 0,49979 | 0,49980 | 0,49981 | 0,49981 | 0,49982 | 0,49983 | 0,49983
3,6 | 0,49984 | 0,49985 | 0,49985 | 0,49986 | 0,49986 | 0,49987 | 0,49987 | 0,49988 | 0,49988 | 0,49989
3,7 | 0,49989 | 0,49990 | 0,49990 | 0,49990 | 0,49991 | 0,49991 | 0,49992 | 0,49992 | 0,49992 | 0,49992
3,8 | 0,49993 | 0,49993 | 0,49993 | 0,49994 | 0,49994 | 0,49994 | 0,49994 | 0,49995 | 0,49995 | 0,49995
3,9 | >0,49995 | etc...
z 0,00 0,01 | 0,02 | 0,03 | 0,04 | 0,05 | 0,06 | 0,07 | 0,08 | 0,09
Tabela da distribuicdo t de Student, corpo da tabela da valores t.
tais que P( t > t) = a , para graus de liberdade > 120, usar a
aproximac3o normal. 0
o 0,2 0,15 0,1 0,05 0,025 0,02 0,015 0,01 0,005 o
gl to.s00 to.ss0 to.900 to.950 to.o7s to.080 to.085 to.990 to.995 gl
1 1,3764 | 1,9626 | 3,0777 | 6,3138 | 12,7062 | 15,8945 | 21,2051 | 31,8210 | 63,6559 1
2 1,0607 | 1,3862 | 1,8856 | 2,9200 | 4,3027 4,8487 5,6428 6,9646 9,9250 2
3 0,9785 | 1,2498 | 1,6378 | 2,3534 | 3,1825 3,4819 3,8961 4,5407 5,8409 3
4 0,9410 | 1,1896 | 1,5332 | 2,1319 | 2,7765 2,9985 3,2976 3,7469 4,6041 4
5 0,9195 | 1,1558 | 1,4759 | 2,0151 | 2,5706 2,7565 3,0029 3,3649 4,0321 5
6 0,9057 | 1,1342 | 1,4398 | 1,9432 | 2,4469 2,6122 2,8289 3,1427 3,7074 6
7 0,8960 | 1,1192 | 1,4149 | 1,8946 | 2,3646 2,5168 2,7146 2,9980 3,4995 7
8 0,8889 | 1,1082 | 1,3968 | 1,8596 | 2,3060 2,4490 2,6338 2,8965 3,3554 8
9 0,8834 | 1,0997 | 1,3830 | 1,8331 | 2,2622 2,3984 2,5738 2,8214 3,2498 9
10 | 0,8791 | 1,0931 | 1,3722 | 1,8125 | 2,2281 | 2,3593 | 2,5275 | 2,7638 | 3,1693 | 10
11 0,8755 | 1,0877 | 1,3634 | 1,7959 | 2,2010 2,3281 2,4907 2,7181 3,1058 11
12 0,8726 | 1,0832 | 1,3562 | 1,7823 | 2,1788 2,3027 2,4607 2,6810 3,0545 12
13 0,8702 | 1,0795 | 1,3502 | 1,7709 | 2,1604 2,2816 2,4359 2,6503 3,0123 13
14 0,8681 | 1,0763 | 1,3450 | 1,7613 | 2,1448 2,2638 2,4149 2,6245 2,9769 14
15 0,8662 | 1,0735 | 1,3406 | 1,7531 | 2,1315 2,2485 2,3970 2,6025 2,9467 15
16 0,8647 | 1,0711 | 1,3368 | 1,7459 | 2,1199 2,2354 2,3816 2,5835 2,9208 16
17 0,8633 | 1,0690 | 1,3334 | 1,7396 | 2,1098 2,2238 2,3681 2,5669 2,8982 17
18 0,8621 | 1,0672 | 1,3304 | 1,7341 | 2,1009 2,2137 2,3562 2,5524 2,8784 18
19 0,8610 | 1,0655 | 1,3277 | 1,7291 | 2,0930 2,2047 2,3457 2,5395 2,8609 19
20 0,8600 | 1,0640 | 1,3253 | 1,7247 | 2,0860 2,1967 2,3363 2,5280 2,8453 20
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21 0,8591 | 1,0627 | 1,3232 | 1,7207 | 2,0796 2,1894 2,3278 2,5177 2,8314 21
22 0,8583 | 1,0615 | 1,3212 | 1,7171 | 2,0739 2,1829 2,3202 2,5083 2,8188 22
23 | 0,8575 | 1,0603 | 1,3195 | 1,7139 | 2,0687 | 2,1770 | 2,3132 | 2,4999 | 2,8073 | 23
24 0,8569 | 1,0593 | 1,3178 | 1,7109 | 2,0639 2,1716 2,3069 2,4922 2,7970 24
25 0,8562 | 1,0584 | 1,3164 | 1,7081 | 2,0595 2,1666 2,3011 2,4851 2,7874 25
26 0,8557 | 1,0575 | 1,3150 | 1,7056 | 2,0555 2,1620 2,2958 2,4786 2,7787 26
27 | 0,8551 | 1,0567 | 1,3137 | 1,7033 | 2,0518 | 2,1578 | 2,2909 | 2,4727 | 2,7707 | 27
28 | 0,8547 | 1,0560 | 1,3125 | 1,7011 | 2,0484 | 2,1539 | 2,2864 | 2,4671 | 2,7633 | 28
29 | 0,8542 | 1,0553 | 1,3114 | 1,6991 | 2,0452 | 2,1503 | 2,2822 | 2,4620 | 2,7564 | 29
30 | 0,8538 | 1,0547 | 1,3104 | 1,6973 | 2,0423 | 2,1470 | 2,2783 | 2,4573 | 2,7500 | 30
35 | 0,8520 | 1,0520 | 1,3062 | 1,6896 | 2,0301 | 2,1332 | 2,2622 | 2,4377 | 2,7238 | 35
40 | 0,8507 | 1,0501 | 1,3031 | 1,6839 | 2,0211 | 2,1229 | 2,2503 | 2,4233 | 2,7045 | 40
45 | 0,8497 | 1,0485 | 1,3007 | 1,6794 | 2,0141 | 2,1150 | 2,2411 | 2,4121 | 2,6896 | 45
50 0,8489 | 1,0473 | 1,2987 | 1,6759 | 2,0086 2,1087 2,2338 2,4033 2,6778 50
60 0,8477 | 1,0455 | 1,2958 | 1,6707 | 2,0003 2,0994 2,2229 2,3901 2,6603 60
70 0,8468 | 1,0442 | 1,2938 | 1,6669 | 1,9944 2,0927 2,2152 2,3808 2,6479 70
80 0,8461 | 1,0432 | 1,2922 | 1,6641 | 1,9901 2,0878 2,2095 2,3739 2,6387 80
90 0,8456 | 1,0424 | 1,2910 | 1,6620 | 1,9867 2,0839 2,2050 2,3685 2,6316 90
100 | 0,8452 | 1,0418 | 1,2901 | 1,6602 | 1,9840 2,0809 2,2015 2,3642 2,6259 100
110 | 0,8449 | 1,0413 | 1,2893 | 1,6588 | 1,9818 2,0784 2,1986 2,3607 2,6213 110
120 | 0,8446 | 1,0409 | 1,2887 | 1,6577 | 1,9799 2,0763 2,1962 2,3578 2,6174 120
o0 0,8420 | 1,0370 | 1,2824 | 1,6464 | 1,9623 2,0564 2,1732 2,3301 2,5808 o0
o 0,2 0,15 0,1 0,05 0,025 0,02 0,015 0,01 0,005 o
to.800 to.s50 to.900 to.950 to.o7s to.980 to.08s to.990 to.995
Tabela da distribuicdo Qui-Quadrada, corpo da tabela d4 valores ¢, tais que P(
XZ >t.) = a, para graus de liberdade > 120, usar a aproximagado normal.
0015
0.010 a
0.005
0.000 4 .
0 5 t. 10 15 0 Y2
A 0,995 0,975 0,9 0,5 0,1 0,05 0,025 0,01 0,005 0,001
gl 1 0,0000 0,0010 0,0160 0,4550 2,7060 3,8410 5,0240 6,6350 7,8790 10,8270
2 0,0100 0,0510 0,2110 1,3860 4,6050 5,9910 7,3780 9,2100 10,5970 13,8150
3 0,0720 0,2160 0,5840 2,3660 6,2510 7,8150 9,3480 11,3450 12,8380 16,2660
4 0,2070 0,4840 1,0640 3,3570 7,7790 9,4880 11,1430 13,2770 14,8600 18,4660
5 0,4120 0,8310 1,6100 4,3510 9,2360 11,0700 12,8320 15,0860 16,7500 20,5150
6 0,6760 1,2370 2,2040 5,3480 10,6450 12,5920 14,4490 16,8120 18,5480 22,4570
7 0,9890 1,6900 2,8330 6,3460 12,0170 14,0670 16,0130 18,4750 20,2780 24,3210
8 1,3440 2,1800 3,4900 7,3440 13,3620 15,5070 17,5350 20,0900 21,9550 26,1240
9 1,7350 2,7000 4,1680 8,3430 14,6840 16,9190 19,0230 21,6660 23,5890 27,8770
10 2,1560 3,2470 4,8650 9,3420 15,9870 18,3070 20,4830 23,2090 25,1880 29,5880
11 2,6030 3,8160 5,5780 10,3410 | 17,2750 19,6750 21,9200 24,7250 26,7570 31,2640
12 3,0740 4,4040 6,3040 11,3400 | 18,5490 21,0260 23,3370 26,2170 28,3000 32,9090
13 3,5650 5,0090 7,0410 12,3400 | 19,8120 22,3620 24,7360 27,6880 29,8190 34,5270
14 4,0750 5,6290 7,7900 13,3390 | 21,0640 23,6850 26,1190 29,1410 31,3190 36,1240
15 4,6010 6,2620 8,5470 14,3390 | 22,3070 24,9960 27,4880 30,5780 32,8010 37,6980
16 5,1420 6,9080 9,3120 15,3380 | 23,5420 26,2960 28,8450 32,0000 34,2670 39,2520
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17| 5,6970 7,5640 | 10,0850 | 16,3380 | 24,7690 | 27,5870 | 30,1910 | 33,4090 | 35,7180 40,7910
18| 6,2650 8,2310 | 10,8650 | 17,3380 | 25,9890 | 28,8690 | 31,5260 | 34,8050 | 37,1560 42,3120
19| 6,8440 8,9070 | 11,6510 | 18,3380 | 27,2040 | 30,1440 | 32,8520 | 36,1910 | 38,5820 43,8190
20| 17,4340 9,5910 | 12,4430 | 19,3370 | 28,4120 | 31,4100 | 34,1700 | 37,5660 | 39,9970 45,3140
21| 18,0340 | 10,2830 | 13,2400 | 20,3370 | 29,6150 | 32,6710 | 35,4790 | 38,9320 | 41,4010 46,7960
22| 8,6430 | 10,9820 | 14,0410 | 21,3370 | 30,8130 | 33,9240 | 36,7810 | 40,2890 | 42,7960 48,2680
23| 19,2600 | 11,6890 | 14,8480 | 22,3370 | 32,0070 | 35,1720 | 38,0760 | 41,6380 | 44,1810 49,7280
24| 19,8860 | 12,4010 | 15,6590 | 23,3370 | 33,1960 | 36,4150 | 39,3640 | 42,9800 | 45,5580 51,1790
25| 10,5200 | 13,1200 | 16,4730 | 24,3370 | 34,3820 | 37,6520 | 40,6460 | 44,3140 | 46,9280 52,6190
26| 11,1600 | 13,8440 | 17,2920 | 25,3360 | 35,5630 | 38,8850 | 41,9230 | 45,6420 | 48,2900 54,0510
27| 11,8080 | 14,5730 | 18,1140 | 26,3360 | 36,7410 | 40,1130 | 43,1950 | 46,9630 | 49,6450 55,4750
28| 12,4610 | 15,3080 | 18,9390 | 27,3360 | 37,9160 | 41,3370 | 44,4610 | 48,2780 | 50,9940 56,8920
29| 13,1210 | 16,0470 | 19,7680 | 28,3360 | 39,0870 | 42,5570 | 45,7220 | 49,5880 | 52,3350 58,3010
30| 13,7870 | 16,7910 | 20,5990 | 29,3360 | 40,2560 | 43,7730 | 46,9790 | 50,8920 | 53,6720 59,7020
31| 14,4580 | 17,5390 | 21,4340 | 30,3360 | 41,4220 | 44,9850 | 48,2320 | 52,1910 | 55,0020 61,0980
32| 15,1340 | 18,2910 | 22,2710 | 31,3360 | 42,5850 | 46,1940 | 49,4800 | 53,4860 | 56,3280 62,4870
33| 15,8150 | 19,0470 | 23,1100 | 32,3360 | 43,7450 | 47,4000 | 50,7250 | 54,7750 | 57,6480 63,8690
34| 16,5010 | 19,8060 | 23,9520 | 33,3360 | 44,9030 | 48,6020 | 51,9660 | 56,0610 | 58,9640 65,2470
35| 17,1920 | 20,5690 | 24,7970 | 34,3360 | 46,0590 | 49,8020 | 53,2030 | 57,3420 | 60,2750 66,6190
36| 17,8870 | 21,3360 | 25,6430 | 35,3360 | 47,2120 | 50,9980 | 54,4370 | 58,6190 | 61,5810 67,9850
37| 18,5860 | 22,1060 | 26,4920 | 36,3360 | 48,3630 | 52,1920 | 55,6680 | 59,8930 | 62,8830 69,3480
38| 19,2890 | 22,8780 | 27,3430 | 37,3350 | 49,5130 | 53,3840 | 56,8950 | 61,1620 | 64,1810 70,7040
A 0,995 0,975 0,9 0,5 0,1 0,05 0,025 0,01 0,005 0,001
gl.39| 19,9960 | 23,6540 | 28,1960 | 38,3350 | 50,6600 | 54,5720 | 58,1200 | 62,4280 | 65,4750 72,0550
40| 20,7070 | 24,4330 | 29,0510 | 39,3350 | 51,8050 | 55,7580 | 59,3420 | 63,6910 | 66,7660 73,4030
41| 21,4210 | 25,2150 | 29,9070 | 40,3350 | 52,9490 | 56,9420 | 60,5610 | 64,9500 | 68,0530 74,7440
42| 22,1380 | 25,9990 | 30,7650 | 41,3350 | 54,0900 | 58,1240 | 61,7770 | 66,2060 | 69,3360 76,0840
43| 22,8600 | 26,7850 | 31,6250 | 42,3350 | 55,2300 | 59,3040 | 62,9900 | 67,4590 | 70,6160 77,4180
44| 23,5840 | 27,5750 | 32,4870 | 43,3350 | 56,3690 | 60,4810 | 64,2010 | 68,7100 | 71,8920 78,7490
45| 24,3110 | 28,3660 | 33,3500 | 44,3350 | 57,5050 | 61,6560 | 65,4100 | 69,9570 | 73,1660 80,0780
46| 25,0410 | 29,1600 | 34,2150 | 45,3350 | 58,6410 | 62,8300 | 66,6160 | 71,2010 | 74,4370 81,4000
47| 25,7750 | 29,9560 | 35,0810 | 46,3350 | 59,7740 | 64,0010 | 67,8210 | 72,4430 | 75,7040 82,7200
48| 26,5110 | 30,7540 | 35,9490 | 47,3350 | 60,9070 | 65,1710 | 69,0230 | 73,6830 | 76,9690 84,0370
49| 27,2490 | 31,5550 | 36,8180 | 48,3350 | 62,0380 | 66,3390 | 70,2220 | 74,9190 | 78,2310 85,3500
50| 27,9910 | 32,3570 | 37,6890 | 49,3350 | 63,1670 | 67,5050 | 71,4200 | 76,1540 | 79,4900 86,6600
51| 28,7350 | 33,1620 | 38,5600 | 50,3350 | 64,2950 | 68,6690 | 72,6160 | 77,3860 | 80,7460 87,9670
52| 29,4810 | 33,9680 | 39,4330 | 51,3350 | 65,4220 | 69,8320 | 73,8100 | 78,6160 | 82,0010 89,2720
53| 30,2300 | 34,7760 | 40,3080 | 52,3350 | 66,5480 | 70,9930 | 75,0020 | 79,8430 | 83,2530 90,5730
54| 30,9810 | 35,5860 | 41,1830 | 53,3350 | 67,6730 | 72,1530 | 76,1920 | 81,0690 | 84,5020 91,8710
55| 31,7350 | 36,3980 | 42,0600 | 54,3350 | 68,7960 | 73,3110 | 77,3800 | 82,2920 | 85,7490 93,1670
56| 32,4910 | 37,2120 | 42,9370 | 55,3350 | 69,9190 | 74,4680 | 78,5670 | 83,5140 | 86,9940 94,4620
57| 33,2480 | 38,0270 | 43,8160 | 56,3350 | 71,0400 | 75,6240 | 79,7520 | 84,7330 | 88,2370 95,7500
58 | 34,0080 | 38,8440 | 44,6960 | 57,3350 | 72,1600 | 76,7780 | 80,9360 | 85,9500 | 89,4770 97,0380
59| 34,7700 | 39,6620 | 45,5770 | 58,3350 | 73,2790 | 77,9300 | 82,1170 | 87,1660 | 90,7150 98,3240
60| 35,5340 | 40,4820 | 46,4590 | 59,3350 | 74,3970 | 79,0820 | 83,2980 | 88,3790 | 91,9520 99,6080
61| 36,3000 | 41,3030 | 47,3420 | 60,3350 | 75,5140 | 80,2320 | 84,4760 | 89,5910 | 93,1860 | 100,8870
62| 37,0680 | 42,1260 | 48,2260 | 61,3350 | 76,6300 | 81,3810 | 85,6540 | 90,8020 | 94,4190 | 102,1650
63| 37,8380 | 42,9500 | 49,1110 | 62,3350 | 77,7450 | 82,5290 | 86,8300 | 92,0100 | 95,6490 | 103,4420
64| 38,6100 | 43,7760 | 49,9960 | 63,3350 | 78,8600 | 83,6750 | 88,0040 | 93,2170 | 96,8780 | 104,7170
65| 39,3830 | 44,6030 | 50,8830 | 64,3350 | 79,9730 | 84,8210 | 89,1770 | 94,4220 | 98,1050 | 105,9880
66 | 40,1580 | 45,4310 | 51,7700 | 65,3350 | 81,0850 | 85,9650 | 90,3490 | 95,6260 | 99,3300 | 107,2570
67| 40,9350 | 46,2610 | 52,6590 | 66,3350 | 82,1970 | 87,1080 | 91,5190 | 96,8280 | 100,5540 | 108,5250
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68| 41,7140 | 47,0920 | 53,5480 | 67,3350 | 83,3080 | 88,2500 | 92,6880 | 98,0280 | 101,7760 | 109,7930
69| 42,4930 | 47,9240 | 54,4380 | 68,3340 | 84,4180 | 89,3910 | 93,8560 | 99,2270 | 102,9960 | 111,0550
70| 43,2750 | 48,7580 | 55,3290 | 69,3340 | 85,5270 | 90,5310 | 95,0230 | 100,4250 | 104,2150 | 112,3170
71| 44,0580 | 49,5920 | 56,2210 | 70,3340 | 86,6350 | 91,6700 | 96,1890 | 101,6210 | 105,4320 | 113,5770
72| 44,8430 | 50,4280 | 57,1130 | 71,3340 | 87,7430 | 92,8080 | 97,3530 | 102,8160 | 106,6470 | 114,8340
73| 45,6290 | 51,2650 | 58,0060 | 72,3340 | 88,8500 | 93,9450 | 98,5160 | 104,0100 | 107,8620 | 116,0920
74| 46,4170 | 52,1030 | 58,9000 | 73,3340 | 89,9560 | 95,0810 | 99,6780 | 105,2020 | 109,0740 | 117,3470
75| 47,2060 | 52,9420 | 59,7950 | 74,3340 | 91,0610 | 96,2170 | 100,8390 | 106,3930 | 110,2850 | 118,5990
76 | 47,9960 | 53,7820 | 60,6900 | 75,3340 | 92,1660 | 97,3510 | 101,9990 | 107,5820 | 111,4950 | 119,8500
77| 48,7880 | 54,6230 | 61,5860 | 76,3340 | 93,2700 | 98,4840 | 103,1580 | 108,7710 | 112,7040 | 121,1010
78| 49,5810 | 55,4660 | 62,4830 | 77,3340 | 94,3740 | 99,6170 | 104,3160 | 109,9580 | 113,9110 | 122,3470
79| 50,3760 | 56,3090 | 63,3800 | 78,3340 | 95,4760 | 100,7490 | 105,4730 | 111,1440 | 115,1160 | 123,5950
80| 51,1720 | 57,1530 | 64,2780 | 79,3340 | 96,5780 | 101,8790 | 106,6290 | 112,3290 | 116,3210 | 124,8390
81| 51,9690 | 57,9980 | 65,1760 | 80,3340 | 97,6800 | 103,0100 | 107,7830 | 113,5120 | 117,5240 | 126,0840
82| 52,7670 | 58,8450 | 66,0760 | 81,3340 | 98,7800 | 104,1390 | 108,9370 | 114,6950 | 118,7260 | 127,3240
83| 53,5670 | 59,6920 | 66,9760 | 82,3340 | 99,8800 | 105,2670 | 110,0900 | 115,8760 | 119,9270 | 128,5650
84| 54,3680 | 60,5400 | 67,8760 | 83,3340 | 100,9800 | 106,3950 | 111,2420 | 117,0570 | 121,1260 | 129,8020
85| 55,1700 | 61,3890 | 68,7770 | 84,3340 | 102,0790 | 107,5220 | 112,3930 | 118,2360 | 122,3240 | 131,0430
86| 559730 | 62,2390 | 69,6790 | 85,3340 | 103,1770 | 108,6480 | 113,5440 | 119,4140 | 123,5220 | 132,2760
87| 56,7770 | 63,0890 | 70,5810 | 86,3340 | 104,2750 | 109,7730 | 114,6930 | 120,5910 | 124,7180 | 133,5110
88| 57,5820 | 63,9410 | 71,4840 | 87,3340 | 105,3720 | 110,8980 | 115,8410 | 121,7670 | 125,9120 | 134,7460
A 0,995 0,975 0,9 0,5 0,1 0,05 0,025 0,01 0,005 0,001

gl 89| 58,3890 | 64,7930 | 72,3870 | 88,3340 | 106,4690 | 112,0220 | 116,9890 | 122,9420 | 127,1060 | 135,9770

90 | 59,1960 | 65,6470 | 73,2910 | 89,3340 | 107,5650 | 113,1450 | 118,1360 | 124,1160 | 128,2990 | 137,2080
91| 60,0050 | 66,5010 | 74,1960 | 90,3340 | 108,6610 | 114,2680 | 119,2820 | 125,2890 | 129,4900 | 138,4370
92| 60,8150 | 67,3560 | 75,1000 | 91,3340 | 109,7560 | 115,3900 | 120,4270 | 126,4620 | 130,6810 | 139,6670
93 | 61,6250 | 68,2110 | 76,0060 | 92,3340 | 110,8500 | 116,5110 | 121,5710 | 127,6330 | 131,8710 | 140,8940
94| 62,4370 | 69,0680 | 76,9120 | 93,3340 | 111,9440 | 117,6320 | 122,7150 | 128,8030 | 133,0590 | 142,1180
95| 63,2500 | 69,9250 | 77,8180 | 94,3340 | 113,0380 | 118,7520 | 123,8580 | 129,9730 | 134,2470 | 143,3430
96 | 64,0630 | 70,7830 | 78,7250 | 95,3340 | 114,1310 | 119,8710 | 125,0000 | 131,1410 | 135,4330 | 144,5660
97| 64,8780 | 71,6420 | 79,6330 | 96,3340 | 115,2230 | 120,9900 | 126,1410 | 132,3090 | 136,6190 | 145,7890
98 | 65,6930 | 72,5010 | 80,5410 | 97,3340 | 116,3150 | 122,1080 | 127,2820 | 133,4760 | 137,8030 | 147,0090
99 | 66,5100 | 73,3610 | 81,4490 | 98,3340 | 117,4070 | 123,2250 | 128,4220 | 134,6410 | 138,9870 | 148,2300
100 | 67,3280 | 74,2220 | 82,3580 | 99,3340 | 118,4980 | 124,3420 | 129,5610 | 135,8070 | 140,1700 | 149,4490
101 | 68,1460 | 75,0840 | 83,2670 | 100,3340 | 119,5890 | 125,4580 | 130,7000 | 136,9710 | 141,3510 | 150,6660
102 | 68,9650 | 75,9460 | 84,1770 | 101,3340 | 120,6790 | 126,5740 | 131,8380 | 138,1340 | 142,5320 | 151,8840
103 | 69,7850 | 76,8090 | 85,0870 | 102,3340 | 121,7690 | 127,6890 | 132,9750 | 139,2970 | 143,7120 | 153,1000
104 | 70,6060 | 77,6720 | 85,9980 | 103,3340 | 122,8580 | 128,8040 | 134,1110 | 140,4590 | 144,8910 | 154,3140
105 | 71,4280 | 78,5360 | 86,9090 | 104,3340 | 123,9470 | 129,9180 | 135,2470 | 141,6200 | 146,0690 | 155,5270
106 | 72,2510 | 79,4010 | 87,8210 | 105,3340 | 125,0350 | 131,0310 | 136,3820 | 142,7800 | 147,2470 | 156,7400
107 | 73,0740 | 80,2670 | 88,7330 | 106,3340 | 126,1230 | 132,1440 | 137,5170 | 143,9400 | 148,4240 | 157,9500
108 | 73,8990 | 81,1330 | 89,6450 | 107,3340 | 127,2110 | 133,2570 | 138,6510 | 145,0990 | 149,5990 | 159,1640
109 | 74,7240 | 82,0000 | 90,5580 | 108,3340 | 128,2980 | 134,3690 | 139,7840 | 146,2570 | 150,7740 | 160,3710
110 | 75,5500 | 82,8670 | 91,4710 | 109,3340 | 129,3850 | 135,4800 | 140,9160 | 147,4140 | 151,9480 | 161,5820
111 | 76,3770 | 83,7350 | 92,3850 | 110,3340 | 130,4720 | 136,5910 | 142,0490 | 1485710 | 153,1210 | 162,7870
112 | 77,2040 | 84,6040 | 93,2990 | 111,3340 | 131,5580 | 137,7010 | 143,1800 | 149,7270 | 154,2950 | 163,9950
113 | 78,0330 | 85,4730 | 94,2130 | 112,3340 | 132,6430 | 138,8110 | 144,3110 | 150,8820 | 155,4670 | 165,2020
114 | 78,8620 | 86,3420 | 95,1280 | 113,3340 | 133,7290 | 139,9210 | 145,4410 | 152,0370 | 156,6370 | 166,4060
115 | 79,6910 | 87,2130 | 96,0430 | 114,3340 | 134,8130 | 141,0300 | 146,5710 | 153,1900 | 157,8080 | 167,6090
116 | 80,5220 | 88,0840 | 96,9580 | 115,3340 | 135,8980 | 142,1380 | 147,7000 | 154,3440 | 158,9770 | 168,8130
117 | 81,3530 | 88,9550 | 97,8740 | 116,3340 | 136,9820 | 143,2460 | 148,8290 | 155,4970 | 160,1460 | 170,0140
118 | 82,1850 | 89,8270 | 98,7900 | 117,3340 | 138,0660 | 144,3540 | 149,9570 | 156,6480 | 161,3140 | 171,2160
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119 | 83,0180 90,7000 99,7070 118,3340 | 139,1490 | 145,4610 | 151,0840 | 157,7990 | 162,4810 172,4170

120 | 83,8520 91,5730 100,6240 | 119,3340 | 140,2330 | 146,5670 | 152,2110 | 158,9500 | 163,6480 173,6180
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