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EXERCICES D’APPLICATION DU COURS

D

Espaces vectoriels

EXERCICES D’APPLICATION DU COURS

EXERCICE 1 IO Sous-espaces vectoriels 7 ou pas 7

Les parties suivantes sont-elles des sous-espaces vectoriels de R? ?

D {(z.y) eR? |z <y} @ {(@.y) eR? |z +y=1}
) {(z,y) € R? | 2y = 0} (5) {(z,y) eR? | 2® —y*> =0}
3) {(z,y) eR* |z =y} (6) {(z,y) eR?|2® + 42 =0}

[»_Correction|

[»>_Indication |

EXERCICE 2 BOO Complexifié
Soit E' un R-espace vectoriel. On munit le produit cartésien E x E de I'addition usuelle
(z.y)+ @ y) =(@+2",y+y)

et de la multiplication externe par les complexes définie par
(a+i-b)-(z,y)=(a-z—b-y,a-y+b-x)

Montrer que E x F est alors un C-espace vectoriel.
Celui-ci est appelé complexifié de E. [> Indication |

[» Correction

EXERCICE 3 w00

Soient F' = {(x,y,z) € R3| x—l—y—z:O} et G={(a—b,a+b,a—3b)|abeR}
@ Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels de R3.

@ Déterminer F'N G. Est ce une sous-espace vectoriel de E 7

> Indication | |» Correction|

EXERCICE 4 RO O

Les parties suivantes sont-elles des espaces vectoriels ?
(D) {(un) € RV | (uy) bornée }
@) {(un) € RY | (uy) monotone }
(3) {(un) € RY| (u,) convergente }
(@) {(un) € RV (u,,) arithmétique } {f :R—=R| f est impaire }.
(5) {(un) € RY| (u) périodique } @ {feC'([a;b],R) | f'(a) = f'(b)}
© {(un) €R" 191 €3 s = s e} (12) {F € Cllastl R) | [ £yt =0}

@ {f:R = R| f est monotone }

{f:R—=R| f sannule en 0}
@ {f:R—>R| f annule }

[»>_Indication | [»_Correction|

EXERCICE 5 mP

A quelle condition la réunion de deux sous-espaces vectoriels est-elle est un sous-espace
vectoriel? > Tndication |

[» Correction]

EXERCICE 6 BOO

Comparer en tant qu’ensembles, Vect(A N B) et Vect(A) N Vect(B).
> _Indication |

[»_Correction|

EXERCICE 7 ©O 0

Les familles suivantes de vecteurs de R? sont-elles libres? Si ce n’est pas le cas, former
une relation linéaire liant ces vecteurs :

@ (x1,22) avec 1 = (1,0,1) et x2 = (1,2,2)

@ (21,29, 23) avec x1 = (1,0,0),22 = (1,1,0) et 23 = (1,1,1)

@ (z1,29,23) avec 1 = (1,2,1), 20 = (2,1, 1) et 3 = (1,—1,—2)
@ (x1, 22, 23) avec 1 = (1,—1,1), 22 = (2,—1,3) et 3 = (—1,1,-1).

@ (21,29) avec 21 = (1,2,3) et x5 = (—1,4,6);
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@ (:7}1,1’2,1'3) avec Iy = (1323 71)7 T = (1707 1) et x3 = (0303 1)7

@ (21,29, 23) avec 1 = (1,2, —1), 22 = (1,0,1) et 23 = (—1,2,—3);

> _Indication | [»>_Correction|

EXERCICE 8 RP

Soit E = F(R,R) l'espace vectoriel des fonctions de R dans R. Etudier 'indépendance
linéaire des familles suivantes:

@ (sinz, cos x);
@ (sin 2z, sin x, cos x);

@ (cos 2z, sin? x, cos? x);

@ (z, e, sin(x)).

> Indication | |» Correction]

EXERCICE 9 w00

Soient P, = X2 +1,Py = X2+ X —1et Py = X2+ X.
Montrer que la famille (P;, P2, P3) est une base de Kq[X].

> _Indication |

[»_Correction|

EXERCICES TECHNIQUES

EXERCICE 10 MO0

Soient F' et G des sous-espaces vectoriels de E. Montrer que FNG = F+G < F =G .
> _Indication |

[»_Correction|

EXERCICE 11 mOO

Soient F',G et H des sous-espaces vectoriels d'un K-espace vectoriel E.
Comparer FN(G+ H) et (FNG)+ (FNH) au sens de 'inclusion.

[»>_Indication |

> _Correction|

EXERCICE 12 mPO

Soient F,G et H trois sous-espaces vectoriels d’un K-espace vectoriel E. Montrer que

FCG=F+(GNH)=(F+G)N(F+H)

> _Indication | [»_Correction|

EXERCICE 13 m®O

Soient F' = {f € C}(R,R) | f(0) = f'(0) =0} et G = {z > azx + b| (a,b) € R?}.
Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de C(R,R).
[» Indication |

[» Correction|

EXERCICE 14 mwmQO

Dans l'espace E = C([0; 7], R) on considere les parties
F={feE]| f0)=f(r/2) = f(m)} et G = Vect(sin, cos)

Montrer que F' et G sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de E.
> Indication |

[» _Correction|

EXERCICES "COMME EN COLLE"

EXERCICE 15 BB

Démontrer que les familles suivantes sont libres dans F(R,R) :

@ (=€) cr @ (x = |z—al)eer @ (z = cos(az))a>0 @ (z = (sinz)"),, 5,
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> Indication | |» Correction|

EXERCICE 16 mOO

Soit F'={f e F(R,R) | f(0)+ f(1) = 0}.
Montrer que F' est un sous-espace vectoriel, puis déterminer un supplémentaire de F
dans F(R,R).

> Indication |

> _Correction|

EXERCICE 17 mO0O

Soit (a,b,c) € R3. Les fonctions x + sin(z + a),z + sin(z + b) et z — sin(z + ¢)
sont-elles linéairement indépendantes?
> _Indication |

> _Correction|

EXERCICE 18 HmEO

Soient n € N et A € K,,[X] un polynéme non nul.

Montrer que F' = {P € K,,[X] | A|P} est un sous-espace vectoriel de K,,[X] et en déter-
miner la dimension et un supplémentaire.

> _Indication |

> _Correction|

EXERCICE 19 RO O

Pour k € {0,...,n}, on pose P, = (X + 1)kt — Xk+L
Montrer que la famille (Py,..., P,) est une base de K, [X].

> _Indication |

> _Correction|

EXERCICE 20 ME O

Dans l'espace vectoriel K2, on considére ’ensemble

F= {(x,y,z) EKS:x2—|—y2+222—2xy—2yz+2xz:0}

(@) sik=C?

Est-ce un sous-espace vectoriel ...
(1) siK=R?

[»_Correction|

> _Indication |

EXERCICE 21 mOO

Dans le K-espace vectoriel K,[X] des polynémes de degré au plus n, on considére la

famille
(X —a)* (X —a)’ (X —a)"
5 , 3l e "

F o= (1, (X — a),

Etudier I'indépendance et I’ensemble engendré par la famille F.
> _Indication |

[» Correction|

EXERCICE 22 HMERY”

Montrer que les familles des fonctions 2 — cos(nx) et x — cos™ x pour n parcourant N
engendrent le méme sous-espace vectoriel de F(R,R).
> Indication |

[» Correction|

EXERCICE 23 HEO

Soit E' un espace vectoriel réel de dimension finie. Montrer que deux sous-espaces
vectoriels F' et G de F ont un supplémentaire commun si, et seulement si, ils ont la
méme dimension. > Tndication |

[»>_Correction|

EXERCICE 24 MECO Polynémes de Newton

P, = X(Xfl)...!(X7k+1) .

Pour k£ € N, on pose =

@ Montrer que la famille (P, ),y est une base de R[X].
@ Vérifier que Py(m) est entier pour tout m € Z et tout k € N.

@ Trouver tous les polynémes P prenant des valeurs entieéres sur chaque entier.

[»>_Indication | > _Correction|

EXERCICE 25 mOO

Soit P un polynome a coeflicients réels, de degré n.

Montrer que P et ses n dérivées forment une base de R,, [ X]. [> Indication |

[ Correction

EXERCICE 26 BPI

On appelle trace d’une matrice A € M, (K), la somme des termes de la diagonale
principale, notée TrA = a1 +ass + ...+ apn.

@ Montrer que l'ensemble &€ = {A € M,,(K) | Tr(A4) = 0} est un sous-espace vecto-
riel de M,,(K). En donner une base pour n = 2.

Soit & I'ensemble des matrices de M, (K) & trace nulle et telles que la somme des
éléments de chaque ligne est nulle. Montrer que £ est un sous-espace vectoriel de
M, (K). En donner une base pour n = 3.

> Indication | |» Correction|

EXERCICE 27 OO Espace vectoriel des suites récurrentes
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@ Soit F I’espace vectoriel des suites de nombres réels et £ C E ’ensemble des suites
vérifiant la relation de récurrence

Upt+2 = Unt1 + 2uy, (7’L > 0)
@ Montrer que £ est un sous-espace vectoriel de F.

Montrer que les suites de terme général a,, = (—1)"™ et b, = 2" forment une
famille libre de £.

@ Tenant compte du fait que les suites de £ sont univoquement déterminées si

on connait ug et uy, montrer que (ay) et ( b, ) forment une base de €.

@ Déterminer les suites de & telles que ug =1 et u; = 2.

@ Généralisation. Soit £ ’ensemble des suites de nombres réels vérifiant

Upto = QUpy1 + Pu, (o, €R)

On suppose que « et 8 ne sont pas tous deux nuls.

@ Montrer que £ est un espace vectoriel de dimension 2 sur R.

@ Chercher une suite de £ du type a, = r". Montrer que r doit vérifier une

équation de 2° degré. Lorsque cette équation admet deux racines réelles et
distinctes r1 et ro, en déduire ’expression de u,, en fonction de ug et de u;.

@ Montrer que lorsque 1’équation de 2° degré admet une racine double 7, les
suites a,, = r" et b,, = nr"™ forment une base de £.
@ Montrer que si A\; et A2 sont deux racines complexes conjuguées de I’équation

de 2° degré et A\ = pe'®, alors les suites a, = p"cosnf et b, = p"sinnb
forment une base de €.

@ Application.
de récurrence

@ Un+2 = 5u’n—i—l —6uy,

Déterminer le terme général des suites définies par la relation

@ Un+2 = 4un-i—l —4uy, @ Up+2FUn+1+Up = 0.

[»>_Indication | > _Correction]

EXERCICE 28 MO0 Equations différentielles linéaires A coefficients constants

@ Soit I’équation différentielle
y' +ay +by=0 (F)
ol a,b € R et y = y(x) la fonction inconnue (réelle de variable réelle.)
@ Montrer que les solutions forment un espace vectoriel S sur R.
@ A T'aide du théoréme d’existence et unicité, montrer que dimg S = 2.
@ Soit I’équation 2 + ar + b = 0.

@ Montrer que si elle admet deux racines réelles r1, 72, alors la solution générale

est
y = Ae™" 4+ Be™*

@ Montrer que si I’équation caractéristique admet une racine double r, la solu-

tion générale est
y=(A+ Bx)e'™

@ Montrer que si I’équation caractéristique admet deux racines complexes con-

juguées « + i3, la solution générale est

y = e**(Acosfx + Bsinfz) .

[»>_Indication | [»_Correction|
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( Indications )

EXERCICES D’APPLICATION DU COURS

INDICATION POUR L’EXERCICE 1 Sous-espaces vectoriels 7 ou pas ?

On n’oublie pas de faire parler son intuition avant de se lancer dans la démonstration.

[ A retour a ’EXERCICE 1 j

INDICATION POUR L’EXERCICE 2 Complexifié

Long mais il suffit de vérifier les axiomes de définition d’un espace vectoriel.

[ A retour & 'EXERCICE 2 j

INDICATION POUR L’EXERCICE 3

Voir le dernier exemple du cours (Structures algébriques) pour la méthode.

[ A retour a ’EXERCICE 3 j

INDICATION POUR L’EXERCICE 4

On a pas peur des espaces de suites ou de fonctions. Les méthodes sont les mémes.

[ A retour a 'EXERCICE 4 j

INDICATION POUR L’EXERCICE 5

On se rappelera du résultat sur les groupes.

[ A retour a 'EXERCICE 5 j

INDICATION POUR L’EXERCICE 6

Une seule inclusion est vraie (par définition).

[ A retour a ’EXERCICE 6 j

INDICATION POUR L’EXERCICE 7

Pour trouver la combinaison linéaire, vous pouvez juste résoudre I’équation de liberté.

[ A retour a ’EXERCICE 7 j

INDICATION POUR L’EXERCICE 8

Méme méthode qu’avec des vecteurs de R™. On oublie pas d’évaluer en certains points
pour obtenir des équations.

[ A retour & ’EXERCICE 8 j

INDICATION POUR L’EXERCICE 9

On vérifie la liberté et la génération de la famille.

[ A retour a 'EXERCICE 9 j

EXERCICES TECHNIQUES

INDICATION POUR L'EXERCICE 10

Un implication immédiate, l'autre se prouve par double inclusion.

[ A retour a ’EXERCICE 10 ]

INDICATION POUR L’EXERCICE 11

Pensez & un exemple avec des espaces de dimension 1 (des droites) pour le contre-
exemple.

[ A retour a ’EXERCICE 11 ]
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INDICATION POUR L’EXERCICE 12

Par double inclusion.

( N retour & ’EXERCICE 12 j

INDICATION POUR L'EXERCICE 13

Faire un raisonnement par analyse et synthese pour I'existence de la décomposition.

[ A retour & ’EXERCICE 13 J

INDICATION POUR L'EXERCICE 14

Faire un raisonnement par analyse et syntheése pour I'existence de la décomposition.

[ A retour a ’EXERCICE 14 ]

EXERCICES "COMME EN COLLE"

INDICATION POUR L’EXERCICE 15

Montrer pour aq,...,a, est suffisant, avec n quelconque. Pourquoi ?
Il faut trouver des évaluations qui permettent de rendre, un & un, tous les A; nuls.
Pensez a classer les a; pour vous faciliter la vie.

[ A\ retour & ’EXERCICE 15 J

INDICATION POUR L'EXERCICE 16

Le supplémentaire est de dimension 1.
Faire un raisonnement par analyse et synthése pour ’existence de la décomposition.

[ A retour & ’EXERCICE 16 ]

INDICATION POUR L’EXERCICE 17

Trouver deux fonctions qui engendrent ces trois fonctions et conclure.

[ A retour a ’EXERCICE 17 ]

INDICATION POUR L’EXERCICE 18

Caractérisation d’'une sous-espace vectoriel. Pour la dimension, on peut réécrire la
relation de divisibilité avec sa définition, puis conclure par passage au degré.

[ A retour & 'EXERCICE 18 ]

INDICATION POUR L’EXERCICE 19

[ A retour a 'EXERCICE 19 J

INDICATION POUR L'EXERCICE 20

[ A\ retour & ’EXERCICE 20 ]

INDICATION POUR L'EXERCICE 21

Pour la liberté, il suffit de regarder les degrés.
Cela ne fait pas penser tout de suite a la formule de Taylor 7

[ A retour & ’EXERCICE 21 ]

INDICATION POUR L'EXERCICE 22

Il faut montrer que ’espace engendré par une famille contient tous les éléments de
lautre famille. On utilise les formules de Moivre et Euler, pour cela.

[ A retour & ’EXERCICE 22 ]

INDICATION POUR L'EXERCICE 23

Un sens est presque immédiat. Pour I'autre on peut faire une récurrence décroissante
sur la dimension.

[ A retour & ’EXERCICE 23 ]

INDICATION POUR L’EXERCICE 24 Polynémes de Newton

@ Argument sur les degrés

@ Relation avec les coefficients binomiaux
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@ On peut écrire le polynome recherché dans la nouvelle base juste trouvée.

[ A retour a 'EXERCICE 24 j

INDICATION POUR L’EXERCICE 25

11 suffit de montrer que la famille est libre. Regardez les degrés !

[ A retour a 'EXERCICE 25 J

INDICATION POUR L'EXERCICE 26

11 suffit d’écrire proprement les conditions sur ces matrices et de les décomposer comme
on fait pour trouver une famille génératrice sur des vecteurs de R™.

[ A retour a 'EXERCICE 26 J

INDICATION POUR L’EXERCICE 27 Espace vectoriel des suites récurrentes

[ A retour a 'EXERCICE 27 ]

INDICATION POUR L’EXERCICE 28 KEquations différentielles linéaires a coeffi-
cients constants

( A retour a 'EXERCICE 28 ]
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Correction de I’EXERCICE 1 Sous-espaces vectoriels 7 ou pas ?

@ non : pas stable par multiplication scalaire : (0,1) appartient mais pas —(0, 1)

@ non : pas stable par addition : (1,0) + (0,1)

@ non : ne passe pas par (0,0).
@ non : pas stable par addition : (1,1) 4+ (1,—1)

@ oui, c’est ’espace nul!

[ A retour & 'EXERCICE 1 j

Correction de I’EXERCICE 2 Complexifié

Il est aisé de constater que I'addition sur ¥ x E est commutative, associative, possede
un neutre (0, 0g) et que tout élément est symétrisable dans (E x E, +), le symétrique
de (z,y) étant (—z,—y). Ainsi (E X E,+) est un groupe abélien. Soient \,u € C
et u,v € E x E. On peut écrire A = a + ib,u = o’ + i.b/ avec a,b,a’,b' € R et
u=(x,y),v=(2',y") avec x,y,2’,y' € E. On a

Au+v)=(a+ib) - (x + 2",y + )
= (ax +ax' —by—by ,ay +ay +bx+bx')=X-u+X-v
A+ p)-u=((a+d)+i(b+1))-(z,)
= (arx+adz—by—Vyay+dy+br+bz)=\-u+p-u
A(pu) = (a+ib) (d'x — Vy,ad'y + b'x)
((aa" = b))z — (ab + a'b) y, (aa’ — bb") y + (ab’ + a'b) x)
= (Ap).u

et

[ A retour a 'EXERCICE 2 j

Correction de I’EXERCICE 3

@ F CR36=(0,0,00 € Fcar 0+0—0 = 0 et pour tout \,u € R,%,7 € F, on
peut écrire 4 = (z,y,2) et T= (z',y/,2") avecz+y—2=0et 2’ +9y' — 2’ = 0.
On a alors A + put' = (Az + pa’, \y + py’, Az + pz') avec

Az +pa’) + Ay +py') — Az +p) =Xz +y—2) +p(e +y —2)=0,

donc M\ + uv € F.

De plus, G C R3,6 = (0,0,0) € G car (0,0,0) = (a — b,a + b,a — 3b) pour
a=b=0.

Pour tout A\, € R, 4,7 € G, on peut écrire @ = (a — b,a + b,a — 3b) et ¥ =
() =V,d +V,a —3b) avec a,b,a’, b’ € R.

On a alors M + uv = ... = (a” =b",a” +b",a" —3b") avec a’ = Aa + pa’ et
b’ = Ab+ pb’ donc A + utv € G.

Finalement F' et G sont des sous-espaces vectoriels de R3.

@ = (x,y,2z) € FNG si, et seulement sl existe a,b € R tels que

r =a-—2>b x =a—-b
=a+0b =a+b r=—4
vo- = vo- = y =—2b
z =a—3b z =a—3b . — _6b
r+y—z =0 a+3b =0 o

Ainsi FNG = {(—4b,—2b,—6b) | b € R} = {(2¢,¢,3¢) | c € R}.

[ A retour a ’EXERCICE 3 j

Correction de I’EXERCICE 4
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® o

@ F CRY 0= (0),en € F car Vn € N,0 = n.0+0 Soient A, u € Ret (uy), (v,) € F.
On a
A (un) tu (Un) = (/\un + M'Un)

avec pour tout n € N,
)\un+2+//"vn+2 =A (nun—l-l + un)"i'/fb (nvn-‘rl + Un) =n (Aun—i-l + Mvn-‘rl)_")\un"i'/“jn

donc A (uy,) + g (vs) € F. Ainsi, F est un sous-espace vectoriel de RY.

@ non
® ou
@ non

(11) F ¢ F(la:b.R) et D € F.
Soient A\, € Ret f,g € F. La fonction A\f + ug est de classe C* sur [a;b] et

(Af +pg)(a) = Af'(a) + pg'(b) = Af'(b) + ug'(b) = (A f + ng)'(b)

donc A\f + pug € F.

(12) G € F(ja:b).R) et D € G.
Soient A\, € Ret f,g € G. La fonction \f + ug est continue sur [a;b] et

b

b b
[ Ot +uawa=x [ swaeen [ g =o

donc Af + pug € G.

[ A\ retour a ’EXERCICE 4 j

Correction de I’EXERCICE 5

Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels d’'un K-espace vectoriel E. Si F' C G ou
G C F alors F UG vaut F ou G et est évidemment un sous-espace vectoriel de F.

Inversement, supposons que F'UG soit un sous-espace vectoriel de F et F' ¢ G. 1l existe
x € F tel que ¢ G. Pour tout y € G,z +y € F UG par stabilité du sous-espace

vectoriel FUG. Siz+y € G alors ¢ = (x +y) —y € G ce qui est exclu. Il reste
z4+y€eFetalorsy=(x+y)—xz€F. Ainsi G C F.

( A retour a 'EXERCICE 5 j

Correction de I’EXERCICE 6

AN B C Vect(A) N Vect(B) et Vect(A) N Vect(B) est un sous-espace vectoriel donc

Vect(A N B) C Vect(A) N Vect(B)

L’inclusion réciproque n’est pas vraie. On peut prendre par exemple A = {u} et B =
{2u} avec u # O .

( A retour & 'EXERCICE 6 j

Correction de I’EXERCICE 7

@ Oui. Les deux vecteurs ne sont pas colinéaires.

@ Oui. a1(1,0,0) +a2(1,1,0) +as(1,1,1) = (a1 + az + as,az + as, as). Cette CL est
nulle si et seulement si les 3 sont nuls.

@ Non,
@ Non,

@ Oui. Les deux vecteurs ne sont pas colinéaires.

T3 = T2 — X1.

Ir3 = —T1.

@ Ecrivons au+bv+cw = 0. Si on traduit cette égalité coordonnée par coordonnée,
on obtient le systeéme

a+b=0
2a =0
—a+b+c=0

On en déduit, par la deuxiéme ligne, a = 0, puis b = 0 et ¢ = 0. La famille
(u,v,w) est une famille libre.

@ Ecrivons au + bv + cw = 0. Ceci se traduit en le systéme

a+b—c =0 at+b—c =0
2a+2c =0 <— —2b+4¢ =0Ly—2L1 — Lo
—a+b—3c =0 20 —4¢ =0L3+ Ly — L3
Pour ¢ = 1,b = 2 et a = —1, on obtient une solution non-nulle du systéme.

Autrement dit, —u + 2v +w = 0 et donc la famille (u, v, w) est liée.
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[ A retour a 'EXERCICE 7 j

Correction de ’EXERCICE 8

@ Si on a une relation de liaison de la forme acosx + bsinx = 0, alors on 1’évalue
en z = 0 et on trouve ¢ = 0. Puis en évaluant en x = 7/2, on trouve b = 0. La
famille est libre.

Si on a une relation de liaison de la forme a cos z + bsin x 4 ¢sin(2z) = 0, alors on
Pévalue en 2 = 0 pour trouver a = 0, puis en z = 7/2 pour trouver b = 0. On en
déduit que ¢ = 0. La famille est donc libre. Il faut prendre garde ici a ce que la
formule de trigonométrie

sin(2z) = 2sinx cosx

n’entraine pas que sin(2z) est une combinaison linéaire de sin(z) et cos(z).

@Ona

qui prouve que cos(2r) est une combinaison linéaire de cos?z et de sin?z. La
famille est donc liée.

cos(2x) = cos? x — sin

@ Si on a une relation de liaison du type
ax + be® 4 ¢sin(x) =0
alors on met e* en facteur et on trouve :
axe " + b+ csin(z)e =0

On fait tendre x vers +o0o et le membre de gauche tend vers b qui doit donc étre
nul. On a alors
ax +csinx =0

Si a # 0, le membre de gauche tend vers +o0o quand z tend vers +o00. C’est donc
que a = 0. On en déduit ¢ = 0 et la famille est libre.

[ A retour a ’EXERCICE 8 j

Correction de I’EXERCICE 9

Supposons A1 Py + Ao Py + A3P3 = 0. Par égalité de coefficients de polynémes
A1 —A2=0
A+ A3=0
A+ A+ A3=0

10

Aprés résolution Ay = Ao = A\3 = 0. La famille (P, Ps, P3) est une famille libre formée
de 3 = dim Ky [X] polynomes de K3[X], c’est donc une base de Ky[X].

( A retour a 'EXERCICE 9 ]




MPSI 2 - FABERT

TD : Espaces vectoriels

EXERCICES TECHNIQUES

EXERCICES TECHNIQUES

Correction de ’EXERCICE 10

(<) Immédiat.

Ona FCF+G=FNGCG
et de méme G C F+ G = FNG C F et donc F = G par double inclusion.

(=)

[ A retour a 'EXERCICE 10 )

Correction de ’EXERCICE 11

Soit © € (FNG)+ (FNH), on peut écrire t =u+v avecu € FNGetve FNH.
Comme u,v € Fonax € Fetcommeue Getve Honau+ve G+ H.

On obtient donc (FNG)+ (FNH)C FN(G+ H).

L’égalité n’est pas possible, prendre F, G, H trois droites distinctes d’'un méme plan.

[ A retour & ’EXERCICE 11 )

Correction de I’EXERCICE 12

F+(GNH)CF+Get F+(GNH)CF+ H donc
F+(GNnH)C(F+G)Nn(F+H).

Supposons de plus F C G. Soit £ € (F+G)N(F+ H). OnaZ € F+G =G et
F=tU+vavecde Fette H 1=F—ucGdoncve GNH puisz € F+ (GNH).

[ A retour & ’EXERCICE 12 )

Correction de ’EXERCICE 13

FCCYR,R)et o€ F. Soient \,u € Ret f,g € F,

(Af + 1g)(0) = Af(0) + pg(0) =0

et

(Af +1g)'(0) = Af'(0) + pg'(0) =0
donc A\f +pug € F. G C C*(R,R) et 6 € G( en prenant a = b = 0). Soient A\, u € R et
f,g € G, il existe a,b,c,d € R tels que

Ve eR, f(z) =azx+bet glz) =cr+d

11

et on a alors
(Af +pg)(x) =ex + f

avec

e=Xa+puceRet f=A+pudeR
donc Af + ug € G. Soit h € F N G. 1l existe a,b € R tels que

Ve e R, h(z) =ax+b

car h € G. Or h € F donc h(0) =b=0et h'(0) = a = 0 puis h(x) =01ie. h=0. Ainsi

FNG={0}
Soit h € C}(R,R). Posons a = h/(0) € R,b = h(0),g : z — ax +bet f = h—g.
Clairement g € G et h = f + g. De plus f(0) = h(0) —b=0et f/(0) =h'(0)—a=0

donc f € F. Ainsi
F+G=C'YR,R)

Finalement, F' et G sont supplémentaires dans C*(R,R).

[ A retour a 'EXERCICE 13 )

Correction de I’EXERCICE 14

F' et G sont clairement des sous-espaces vectoriels de E. Soit f € FNG. On peut écrire
f = A sin+pu. cos. De plus f(0) = f(n/2) = f(r) donne: p=A=—-pdout A=p=0
puis f = 0.

Soit f € E. Posons A = zf(”/z)fg(o)ff(ﬂ),u = f(o);f(“),h = Asin+pucos et g = f — h.
Ona f=g+havecge€ Fethecg.

Ainsi F et G sont supplémentaires dans E.

[ A retour a 'EXERCICE 14 )
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Correction de I’EXERCICE 15

EXERCICES "COMME EN COLLE"

@ Soient a1 < ag < --- < ap, ol p est arbitraire. Il suffit de montrer que (e*'?, ...,

est une famille libre. Considérons une relation de liaison A;e®® 4 .- 4 A, e%®.
On factorise par le terme dominant, ¢’est-a-dire e»®. On obtient

er® ()‘p + )\p_le(aﬂ—l_aﬂ)z 4+ 4 /\16(“1_&?)1> = O,Vq; cR

On simplifie par e*»®, qui ne s’annule jamais, et on fait tendre x vers +o0o. Puisque
el@i=a)% tend vers 0 pour j < p, le membre de gauche converge vers Ap qui vaut
donc 0 . On répete le procédé en factorisant ensuite par e®»—1% pour prouver que
Ap—1 = 0, et on obtient successivement que A,, Ap—1, ... et finalement A\, sont nuls
(on peut aussi effectuer une récurrence). La famille est donc effectivement libre.
Avec le méme type de raisonnement (mais c’est plus dur d’ordonner les couples),
on pourra prouver que la famille (a?a(ln x)b)a per ©st libre.

Soient a1 < ag < -+ < ap, ol p est arbitraire. Il suffit de montrer que

(x> |z —ai],....,z— |z — apl)

est une famille libre. Considérons une relation de liaison, c’est-a-dire supposons
que A1 |z —a1|+ -+ Ap |z — ap| = 0 pour tout z € R. Soit k dans {1,...,p} et
réécrivons la relation sous la forme

Ak |z —ag| = fZAj |z — aj| == gr(x)
J#k

Alors, la fonction gy, est dérivable en ay, car chaque fonction x — |z —aj|,j # k
est dérivable en ay (au voisinage de ag, elle est égale & une fonction affine). Il en
est donc de méme de x — A\ |z — ag|. Ceci n’est possible que si Ay, = 0.

On va démontrer par récurrence sur N que toute famille (cos (a1), ..., cos (anx))
avec 0 < a1 < ag < --- < apy est libre. C’est le cas pour N = 1(cos(az) n’est
jamais la fonction nulle). Supposons le résultat vrai au rang N — 1, et prouvons-le
au rang N en écrivant une relation de liaison :

A1 cos(a1x) 4+ -+ - + Ay cos(anz) =0

eapz)

12

On dérive deux fois et on trouve
a3\ cos (ayz) + -+ + ai Ay cos (anx) =0
E h 2 f . 1 on ’ . N 1 d N
n retranchant a?f; tois la premiere équation a la deuxieme, on trouve
2 2 2 2
(af —aXy) A1 cos (ara) + -+ + (a%_; — ak) An—1cos (an—12) =0

Par hypothese de récurrence, on a (a? — a?\,) A; =0 pour tout j =1,...,N —1,
soit finalement \; = 0 puisque a3 # a%. De retour a I'équation initiale, on
retrouve aussi Ay = 0, ce qui prouve bien que la famille est libre.

@ Soit N > 1. 1I suffit de prouver que la famille (z — (sinz)"),.,, .5 est libre.
Considérons des scalaires A1,..., Ay tels que o

Arsing 4+ - + Ay (sinz)¥ =0

sinx

On rappelle que *2% — 1siz — 0, et par conséquent, si k > 2, on a (sin )k /x —0
si & — 0. Reprenons I’équation précédente et divisons par x pour z # 0. On a

. .2 : N
ST SImm- xr S T
A + Ao +-~-+AN¥=0

x

Faisons tendre x vers 0 . Le membre de gauche tend vers A1, celui de droite vers
0 et on obtient donc
A =0

11 suffit ensuite d’itérer le raisonnement en divisant successivement par 22, z3,. ..

ou bien de faire une récurrence en simplifiant par sinz. Une autre méthode,
peut-étre plus simple, consiste a considérer le polynéme

b

P(X)=MX 4+ AyX"

et de remarquer que, pour tout z € R, P(sinz) = 0. Ainsi, P admet une infinite
de racines, et donc P est le polynéme nul.

( A retour a 'EXERCICE 15 )

Correction de I’EXERCICE 16

La fonction nulle est bien dans F'.
Soient A € R, f,g€ F. On a

(Af+9)(0)+(Af+9) (1) = Af(0)+g(0)+Af (1)+g(1) = A(f(0)+/(1))+(g(0)+9(1)) = 0.
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Donc F est un sous-espace vectoriel de RE.
Soit C' I'ensemble des fonctions constantes de R dans R.
Alors

FNnC={feFR,R)| f(0)+ f(1)=0}n{f € F(R,R) | f est constante}
={fe FR,R)| f(0)+ f(1)=0et Vz e R, f(z)=c}
={feFR,R)|2c=0et Vx €R, f(z)=rc}

= {Oge} .
De plus, soit f € RR. Posons g = f — M Alors

00) +9(1) = f(0) - T 4y JOXID
DoncgEFetf=g+M,etE:F@C.

2

[ A\ retour & ’EXERCICE 16 )

Correction de I’EXERCICE 17

Non car ces trois fonctions sont combinaisons linéaires des deux suivantes

T +— sinz et x — cosx .

[ A retour & ’EXERCICE 17 )

Correction de I’EXERCICE 18

F C K,[X],0 € Fcar A| 0. Soient A,y € Ket P,Q € F. A| P et A| Q donc
A | AP + pQ puis AP 4+ u@ € F. Ainsi, F est un sous-espace vectoriel de K,,[X].
Notons p = deg(A). On a

FoK, 1[X] = K,[X]

ce qui détermine un supplémentaire de F' et donne dim FF =n + 1 — p.

[ A retour a 'EXERCICE 18 )

Correction de ’EXERCICE 19

On remarque que deg P, = kdonc Py, € K, [X]. Supposons A\gFPo + -+ A, P, = 0. Si
An # 0 alors deg (AoPo + -+ + ApPn) = n car deg (AoPo+ -+ Ap—1Pr—1) <n—1et
deg A\, P, = n.

13

Ceci est exclu, donc A, = 0. Sachant A\, = 0, le méme raisonnement donne \,,_; = 0
et ainsi de suite

Ao =...=Xg=0

La famille (P, ..., P,) est une famille libre de n + 1 = dim K, [X] éléments de K,,[X],
c’est donc une base de K,,[X].

[ A retour & 'EXERCICE 19 ]

Correction de ’EXERCICE 20

@ Supposons K = R. On écrit
w2 oyt 222 — 20y — 2yz + 222 = (x —y + 2)* + 2%

On a donc, si K =R

(:ry+z)2+220<:>{ x:y+z:0
z=0
r—y=0
<:>{ 5 =0

L’ensemble F est donc I’ensemble des vecteurs (z,x,0), avec € R. Autrement
dit, on a F' = Vect{(1,1,0)}. Il s’agit donc un sous-espace vectoriel de R3.

@ SiK = C, alors on a

rT—y+z=1z
(r—y+2)?2+22=0= ou
T—Y+z=—iz

Ce n’est donc pas un sous-espace vectoriel, car il contient les deux vecteurs (1,4, 1)
et (1, —4, —i) mais pas leur somme (2,0,0).

[ A retour a 'EXERCICE 20 )

Correction de I’EXERCICE 21

La famille (1’ (X _ G,), (X;a)Z, (Xg!a)3 L (X;!a)n

degré. La formule de Taylor appliquée au polynéme P donne

) est libre car elle est échelonnée en

P(x) = 30 P00 (e = 3 pti gy 0"
k=0

—a
k! k!
k=0
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est une famille d’éléments de

Or, la famille (1, (X —a), X508 af (X )”)
K, [X]. La formule précédente montre que tout polynéme de K,,[X] est combinaison
linéaire de cette famille; ainsi cette famille est génératrice de K,,[X]. Comme elle est de
plus libre, c’est une base de cet espace vectoriel. De plus, la famille des coordonnées de

P dans cette base est :
(P(a), P'(a), P"(a),..., P"(a))

( A retour a 'EXERCICE 21 )

Correction de I’EXERCICE 22

Soit n € N. Par linéarisation

n . ejI—Fe*iz n_ 1 - n j(n—2k)x
cos x—<2 ) —anz_o<k>e’

En regroupant entre elles les exponentielles imaginaires d’angles opposés, on découpe la
somme en deux ce qui amene a discuter selon la parité du nombre de termes présents.
Pour tout p € N, on obtient.

- 1 222 1 /2p
cos x:22p7—11; h cos((2p—2k)x)+27p

p
sz: 2p+1
22p k

k=0

2p+1 =

cos > cos((2p — 2k + 1)z).

Ainsi, les fonctions  — cos™  sont combinaisons linéaires des fonctions x + cos(nx)
avec n € N. Inversement, on peut écrire par la formule de Moivre

cos(nz) = Re (") = Re ((cos(z) + sin(z))") = Re <Z (Z) cos"F(x)i* sin® (m))

k=0

Dans la somme, les termes réels sont uniquement obtenus pour les indices k pairs et
donc

[n/2]

cos(nx) = Z

<2n ) (=1)? cos"?(z)sin®(z) avec sin*z = (1 —cos’z)”
p
p=0

En poursuivant le développement, on exprime la fonction x — cos(nz) comme combi-
naison linéaire des fonctions x — cos™ x.
Finalement, les deux familles de fonctions engendrent le méme espace.

14

( A retour a 'EXERCICE 22 )

Correction de ’EXERCICE 23

Si les sous-espaces vectoriels F' et G ont un supplémentaire commun H, alors

[ dimF =dimF —dim H =dimG . ]

Inversement, supposons dim F' = dim G.
Posons n = dim FE et raisonnons par récurrence décroissante sur la dimension commune
p € [0,n] des espaces F et G.
Si p = n, les espaces F et G sont égaux & E et {Og} détermine un supplémentaire
commun.
Supposons la propriété établie au rang p+1 € [[1,n] fixé. Soit F et G deux sous-espaces
vectoriels de dimension p.
Si F = G, n’importe quel supplémentaire de F' convient.
Sinon, F n’est pas inclus dans G ni G dans F. Il existe alors un vecteur z € F NG et
y € GNF. Le vecteur somme a = x + y n’appartient pas a F et la droite D = Vect(a)
est en somme directe avec F' car I'intersection de ces deux espaces est réduite au vecteur
nul. De méme, la droite D est en somme directe avec G. On peut alors introduire les
espaces de dimension p + 1

FF=F®D e G =G&D

Par ’hypothéese de récurrence, ces espaces possédent un supplémentaire commun H' et
lespace H = D @ H' détermine alors un supplémentaire commun a F et G.

( A retour a 'EXERCICE 23 )

Correction de ’EXERCICE 24 Polyndémes de Newton

On reconnait une famille de polyndmes réels de degrés étagés, c’est donc une base
de R[X].

@SoitmeZetkeN.

Cas m > k.
mm—1)...(m—k+1)

Kl N @) <f

Pk(m):OEN

Pk(m) =

Cas: 0<m<k-—1.
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Cas m < 0. On écrit m = —p avec p € N et

Po(m) = m(m — 1)..k.!(m— k+1) _ (_1)kp(p+ 1)..]_d(p+k_ 1)

:(—1)k<p+:_1> €Z.

Dans tous les cas, les valeurs Py (m) sont entiéres.

Soit P un polynoéme solution.
Notons (A, ), ¢y la famille des coordonnées de P dans la base (P,),,cy. Pour n € N
assez grand, on peut écrire

P=XFPo+MPi+---+N,P, . (*)

En évaluant, () en 0 , on obtient A\gPy(0) = P(0) car 0 est racine des polynomes
Py, ..., P,. Sachant Py(0) =1, il vient A9 € Z. En évaluant (%) en 1, on obtient
ensuite Aglo(1) + A1 P1(1) = P(1) et Pon en déduit Ay € Z.

Successivement, on obtient A; € Z pour ¢ allant de 0 & n en évaluant (x) en i et
en exploitant P;(i) =1 et P;(i) = 0 pour tout j > i.

Inversement, il est clair que si toutes les coordonnées d’un polynéme dans la base
(Pn),en sont des nombres entiers, ce polynéme prend des valeurs entieres sur les
nombres entiers comme le font les P,,.

[ A retour a ’EXERCICE 24 )

Correction de ’EXERCICE 25

Ecrire A\gP 4+ M P’ 4+ XoP" + -+ + X\, P(™ = 0. En égalant & 0 les coefficients, il vient
d’abord A\g = 0 car P est le seul polynome de degré n. Ensuite A; = 0 (coefficient de
X"=1). 11 suffit de faire alors une récurrence.

( A retour a 'EXERCICE 25 )

Correction de I’EXERCICE 26

Vérifier la stabilité des lois. Pour n = 2, A € & si et seulement si A = (

0 1
)+ (6

c’est-a-dire si et seulement si

1 0
Aa(o 1

Onadimé=3.
La question @ est redondante.
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( A retour a 'EXERCICE 26 )

Correction de PEXERCICE 27 Espace vectoriel des suites récurrentes

@ Vérifier la stabilité des lois.

@ Ecrire A\(—1)" 4+ p2™ = 0; faire n =0,n = 1.

Pour toute suite (u,) € £, montrer qu'il existe A et p tels que u, = A(—1)" +

u2™ faire n = 0, puis n = 1 et montrer que ’on peut résoudre le systéme en
et .

=41 - B

Soient ag, a1, by, by des réels tels que apb; # a1by. On considére les suites (

an ), (by) de € dont les premiers termes sont respectivement ag, a; et by, by.
Soit (u,) € €. Montrer qu’il existe un et un seul couple A, i de réels tels que

Uo
Ul

En déduire que (a,) et (b,) forment une base de €.

= Aag + pbg
= Aay + ub;

2

En excluant la solution triviale r =0, ona: r* —ar— 3 =0. Siry et ry

sont les deux racines réelles distinctes, a,, = 7" et b, = r§ forment une base
de &£ et pour toute suite de &, il existe A\, u € R, tels que

Up = ATT + pry
En faisant n = 0, puis n = 1, on détermine A et p en fonction de ug et wug.

@ Méme raisonnement.

@ On consideére d’abord l'espace E’ des suites complexes et £ le sous-espace

des suites de E’ vérifiant la relation de récurrence. On obtient deux suites

on = pte™ ah, = pte™ qui forment une base de £'. La partie réelle et
la partie imaginaire de ,, sont
+ 9 —
an = R]pn = %7 by = Tmip,, = %Tn
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Etant combinaisons linéaires de ¢, et 1),,, elles appartiennent & £’ et, puisqu’elles
sont réelles, elles appartiennent a £. Vérifier qu’elles forment un systeme li-
bre.

@ Up, = A2" + p3™.
@ Up = (A4 np)2m.

_ L 27 i 27N
@ Up, = ACOS 0 + psin 5.

[ A retour a 'EXERCICE 27 )

Correction de ’'EXERCICE 28 Equations différentielles linéaires & coefficients

constants

@ Montrer que S est un sous-espace vectoriel de I'espace des applications de R
dans R.

@ Le théoréme d’existence et unicité affirme que Vyg, zg € R il existe une et une

seule solution y = y(x) telle que y(0) = yo et ¥’ (0) = 2z, dite < solution de
conditions initiales> (yo, z0). Soient yo, 20, Vo, wo € R tels que yowy # 2ot
et y1,y2 les solutions de conditions initiales respectivement (yo, 20) , (vo, wp).
Soit y une solution quelconque, de condition initiale (a,8). Montrer qu’il
existe un et un seul couple A, B € R, tel que

Ayo + Bvg = «
Az0+Bw0 = B

En déduire que y; et y2 est une base de S.

@ Vérifier que {€™*, ™"} est une famille libre de solutions.

@ Vérifications analogues.

[ A retour a ’EXERCICE 28 )
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