MPSI 2 - FABERT Techniques de calculs d’intégrales

TECHNIQUES DE CALCULS D’INTEGRALES

1 RECONNAISSANCE D’UNE PRIMITIVE

La premiere méthode (et la plus rapide) est de reconnaitre directement une primitive. Par exemple, calculer les primitives
de

®x|—>(1—cos(3x)) @x'_)lf;i @x'—>3azv1+m2 @:w—)tan(x)
@x»—>sin(:z:)2 @x,_)hﬂ xn—>xe”z xH(Nem 5

- e + 1)
v In(z
@ T % @ x + cos(z) sin?(x) @ e 14-% @ 2 + (cosx)(sinz)

T 2z — 2
@IH1+332 mH:Elnx @xHx2—2m gg»—)e’”(ex—ﬁ—l)

Polynémes en sin et cos

Si on veut intégrer sin™(z) cos™(z).

e Si m ou n est impair, disons n = 2p + 1, on peut retrouver deux primitives directes, par exemple

/ in® () cos® () da — / sin®(2) (1 — sin®()) cos(x)dw = / in® () cos(x) dz — / sin” () cos(x) dz .

1 1
D’otu /sin5(a:) cos®(z) dr = 5 sin®(z) — 3 sin®(z).

e Sinon, en général, on linéarise sin™ et cos™ grace a ’exponentielle complexe. Par exemple,

/COS4 (@) = / (Cosglx) . cos;Qa:) N z) _ sing(;laj) N sini?a:) . ;x

Polynome et exponentielles

Si on cherche & intégrer P(x)e™, on pose une primitive sous la forme Qe”® et on identifie les coefficients dans
Pexpression 7Q + Q' = P
Si on veut intégrer P(x)e™ cos(mz), on passe par ’exponentielle complexe et on fait le méme travail.

Par exemple, essayons d’intégrer /(29: +3)e™dx .

On cherche une primitive sous la forme Q(x)e5®. Posons Q(x) = ax + b. L’identification donne

rQ+ Q' =5(ax +b) +a = (5a)z + (5b+ a) = 2z + 3.

13

25

On obtient { Donca:%. Puis5b—|—%=3d0115b—E tb—%
— 2,
Ainsi @ 75

2
5 et une primitive est /(235 + 3)€5Id1‘ = (5:c + > 5z 4 (o1

Mais parfois ce n’est pas possible...

2 INTEGRATIONS PAR PARTIES

On utilise cette technique quand on veut primitiver un produit de fonction qui a premiére vue est impossible. On I'utilise
souvent quand on est confronter & un produit de la forme "Polyndme x Fonction que l'on sait primitiver". Le théoréme
sur lequel se base la technique est le suivant.
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Théoréme 1 : Formule d’intégration par parties (IPP) h
Soit u et v deuz fonctions de classe C'. Alors,
/ w = Uv — / Uv'
ou U est une primitive de u.
L J

Preuve. Soit U une primitive de U. On a (Uv)' = U'v + Uv' = uwv + Uv’, d’olt en primitivant,

Uv:/uv+/Uv'.

Exemple 1
Calculer /:L‘hl(il?) dx.

Posons u(z) := In(z) et v(z) = x, donc v/(z) = 1 et V(z) = g est I'expression d’une primitive de v. Alors :

x? 21 x2 x2
/xln(m)da::%ln(m)—/%-;dw:%ln(x)—%—ka

Calculer les intégrales ou les primitives

@ /leel’d;z: @ /(lnx)2dm @ /OTr e” sin(z)dx. . / 121;19;
@ /e 22 In zdx @ /sin(lnx) dx. /2 hl(lti;_t)dt @ /j(t e - B
' 1

(a,B,n) € RZ x N

I
2] 1 : I’ = 2"(In x)Pdz,
@ /arctan(x) dx @ / %dm @ / z(arctan z)?dz o p) € N(’)* % N
1 0

3 DECOMPOSITION EN ELEMENTS SIMPLES

L’idée est de décomposer toute fraction rationnelle de la forme

by i + U
Pol
olynbme + ; (x — ay)F * ; (2 + a;z + b;)k

Il y a beaucoup de variables, mais pas de stress. On comprendra mieux dans les exemples
On va suivre plusieurs décompositions, étapes par étapes.

Etape 1 On fait en sorte de sortir le Polynéme. Cette étape est a réaliser tant que le degré du numérateur est
supérieur ou égal au degré du dénominateur. Pour ce faire, on utilise la méthode "du bourrin" en forcant ’apparition
du Polynéme du dénominateur.

Plus tard, on verra la division euclidienne des polynémes, qui revient un peu au méme.

w3 -2r+4 x@@®-1)+xr-22+4 +—:C+4
= =z

@ x2—-1 2 —1 ST 21
-1 P+r-z-1 —x—1
@ 5= =1+
3+ 3+ 3+
2 —z+1 o : ) . A
@ — Pas de polynome a sortir, car degré 2 au numérateur et 3 au dénominateur
a3 — 512 +8x — 4
O 1

— 5 — Pas de polyndme a sortir, car degré 0 au numérateur.
22 (a2 +x+1)
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Etape 2 On factorise le polynéme au dénominateur.

D)2 -1=@-)(z+1).
@x3+w:(;v2+1)w.
@x3—5x2+8x—4=(a¢—2)2(37—1).

@ z2 (;L'2 +x+ 1) — Déja factorisé, car x2 + = + 1 n’admet pas de factorisation sur R.

Etape 3 On fait le gros du travail.
En théorie : 2 cas

A Ak—
Un facteur (z — a)* du dénominateur devient k L+ 2L avec Ar,..., Am €R.
(z— ) (z—a)k? T —a«
Un facteur (as2 + ax + b)k du dénominateur, ol 2 + ax + b est & discriminant négatif, devient
M + Vg Prk—1T + Vg—1 mzr+
- T Tt 5 avec fi,...,Hg, V1.,V ER
(22 + az + b) (22 4+ az + b) z? +ar+b

En pratique : Comment trouver les \;, u;,v; 7

 multiplier par (x — a)¥ puis évaluer en a,

o multiplier par x puis passer a la limite en 400,
Il y a 4 techniques :

e évaluer en un point,

o mettre au méme dénominateur et identifier (en cas d’extréme urgence).

@ —.’L‘+4 o /\1 + /\2
(x—1)(z+1) -1 =x+1

-1+4 3
1 ++1 =3 Super rapide !

Pour trouver \;, On multiplie par x et on fait tendre vers I'infini, donc A\; +Xy = —1, d’ott Ay = —1— % =—
Déja fini !
@ —xr—1 A pr+v

Pour trouver \;, On multiplie par (z — 1) et on évalue en 1, donc \; =

z(x2+1) z  22+1

-1
Pour trouver )\, On multiplie par x et on évalue en 0, donc A = — = —1.

Pour trouver i,  On multiplie par x et on fait tendre vers 'infini, donc A + 4 =0, d’ou u = 1.
uw+v =2

Pour trouver v, On évalue en 1, donc A + 5 =5 = -1, douv=—-1.
2
r*—x+1 A A A
@ _ LI 2, 3
@-2°@-1) @-2° (@-2) (@-1
P 2 , 22 241
Pour trouver \;, On multiplie par (x — 2)? et on évalue en 2, donc A\; = 51 - 3.
.Y , 12-1+1
Pour trouver \3, On multiplie par (x — 1) et on évalue en 1, donc A3 = W =1.
Pour trouver )y, On multiplie par x et on fait tendre vers l'infini, donc Ao + A3 =1, d’out Ay = 0.
1 A A x4+ v
@ NN iy
2?2 (x?+ax+1) 22 x a*+axz+1l
1
Pour trouver \;, On multiplie par 22 et on évalue en 0, donc \; = == 1.
Pour trouver )y, On multiplie par x et on fait tendre vers l'infini, donc Ao + ¢ =0, d’ou Ay = —pu.
1
Pour trouver v, On évalue en -1, donc \y — Ao —p+v = 1= 1, dou v =0.
1
Pour trouver i, On évalue en 1, donc A1 + Ay + g =3 d’ott =1 et donc Ao = —1.
1°—1+1

Pour trouver )3, On multiplie par (z2 4+ x + 1) et on évalue en 1, donc \3 = =1.

(1-2)?

1 =
Pour trouver v, On évalue en -1, donc A\y — Ao — pu+v = 1= 1, douv =0.

Etape 4 On primitive
Nous avons donc les types suivant :

ot
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A A=Az —a)TF sik#£1
) /(ff—a)k_ An(z — @) csik=1

B v —ap/2 .
. / iz + v B 2(1 k) (x —|—ax+b) /(xQ—i-ax—i—b)k ysik#1
(22 + ax + b)" Hln(xQ—l—ax—i—b)—l— v—ap/2 sik=1
2 224+ ar+b ’
—k
2
. / 5 i :/ 21/ =v / w +1 ...intéressant, mais Hors programme.
2 4+axr+0b (x+a/2)"+b—a?/4 b—a?/4

-1

. v _ v _, ka2 )
/(x2+ax+b>’“ /((m+a/2)2+b—a2/4)k / ( b‘“2/4> o
:y\/marctan <W>

b—a?/4

a® — 2044 3/2 5/2 3 5
@/%dm:/m—&— 11—&—%(1 x=ux +2111(:1:—1)—5111(.1:—&—1)4—0,oflCER.

T —1 1 r—1 1 9
(@/T3+ /1—;+mduLfgL—ln(x)—ﬁ—éln(l—ﬁ—lL ) —arctan(z) + C, ou C € R.

2 —z+1 ' 3 1
do = de=-3(x—-2)""+In(z -1 0 R.

@/13 5:1:2—1—81’ T / @27 +(£C—1) T 3z—2)""+In(z—-1)+C,ouC €
@/ dx /—77 7dm:fnflfln(m)+lln(.7:2+m+1)fl/%d.?:

x2 x2+x+1 r 22+x+1 2 2) 22+x+1 7

—1
/ 1 J / 1 p 4/ (2.7:+1)2+1 p 2 (2.7:+1)
avec —— aAr = \r = — T — —= arctan E—
w2 +x+1 J (x+1/2)2+3/4 3 V3 V3 V3

Calculer les primitives des expressions suivantes

1 z arctan(z)
O 55— ® m7 @m
T —2 T
@m ©® s !
1 x2—|—2ax+b’ a,beR

z+1
@x3+x ®x2+x+1
1

z—1 T @
@m2+2x+2 x3+1 (14 22)" nel

4 CHANGEMENTS DE VARIABLE

Théoréme 2 : Changement de variable
Soient ¢ € €1(I,R), f € €(J,C) et a,b € I. On suppose o d valeurs dans J.

€ o(b)
/ )¢ (B)dt = / F(2)de.
a »(a)

Exemple 2

Calculons [ ze®” dx.

Posons u = 2% = du = 2x dx, donc :
2

2 1 oL
/xcm dmzi/e“du:%—ka




MPSI 2 - FABERT Techniques de calculs d’intégrales

Preuve. La fonction f, comme fonction continue, posséde une primitive F de classe €' et comme ¢ est de classe
€1, la fonction (F o) = fop x ¢ est continue. Du coup, d’aprés le théoréme fondamental de I’analyse,

oy _ [0
/f —[Foyll <mﬂw—me»—wu@—/Uf@mL

A ATTENTION  Sur votre brouillon, vous avez le droit de faire vos calculs & deux variables x et ¢, mais au coeur
d’un symbole " [", sur votre copie, je ne veux voir qu’une seule variable, z ou ¢ (ou une autre), mais pas les deux.

Exemple 3

1
Calculons / V1 — 22 dz. On va effectuer le changement de variable 1z = sinf. La fonction § — sin 6 est de classe

¢! sur [—Z, 2] d’image [—1, 1].
On « dérivey % = cosf, donc dz = cos0df. Quand z =1, 0 = 7/2 et quand z = —1, § = —7/2. On a donc

! 5 31 2 sin(26)]*
/ 1/1_1.2(11.:/ 00529d0:/ <+COS(9)>d97T [Sm(a)} _T
. 3 g 2 2 £ | .72

x
2

Calcul de primitive par changement de variables

On peut aussi pratiquer des changements de variable pour calculer des primitives. Pour cela, on pourra utiliser la
notation suivante pour ne pas oublier de remplacer par ¢(z) dans la primitive finale.

- ()
/fw@wm&:/ f(u)du.

Exemple 4

Calculons Par le changement de variable u = v/,

bt /ﬂ 2u du /ﬁ 2 du
- = - = = 2arctan(u) + C = 2arctan(vt) + C

u 4 u? 1+u

ou C € R.

Calculer les intégrales ou les primitives des fonctions suivantes, en s’aidant du changement de variable proposé

4 T
1-vt @ — ————, en posant u = /1 +
dt en posant x = /1, z ’ p u z
@/ NG P Vi+z

sint 1 x
_ T — en posant u = e
@/ 1+C082tdtenposantx—cost, 11 p )
: ———— en posant 2 = Int, (:) ,en posant u =Inx
/ 2t1nt TP 33—|—1:1nx) ’

@ / en posant r = et x> cos(2lnx), en posant u = Inz,

> tu=
@/ t+1dt en posant = v/, @m cos(v/x), en posant u = \/,

ew
@ —,enposantu: e — 1.
@/ v/1 — t2dt en posant ¢t = sin 6, (B+er)Ver —1
-1
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Changement de variable "inversé"

On utilise le théoréme pour écrire l'intégrale de f sur I = ¢([a,b]) dans le cas ol ¢ est une fonction monotone.

o Si ¢ est croissante, alors p(a) < (b) et I est égal & Uintervalle [p(a), p(b)]; lintégrale de f sur I est alors
immédiatement donnée par le théoréme. On peut remarquer aussi que dans ce cas, ¢’ > 0.

o Si ¢ est décroissante, alors p(a) > ¢(b) et I devient [p(b), p(a)]. L’intégrale de f sur I est donc 'opposée de
I'intégrale du membre de gauche du théoreme. Comme ¢’ < 0, changer le signe revient dans ce cas a remplacer
@/ (dans l'intégrale du membre de gauche du théoréme) par sa valeur absolue.

On voit ainsi que dans les deux cas on a

/ J(z)dw = flo) &' ()| dt.
o(la.b]) (]

5 HORS PROGRAMME : REGLES DE BIOCHE

On s’intéresse au cas ol on essaie d’intégrer une fractions rationnelles en sin et cos, que 'on note R(sinz, cos ).

Le changement de variables | w« =tan 3 |nous ramene toujours a une fraction rationnelle.

En effet, si on pose u = tan (%) (soit = 2arctan(u)), on a alors

() 1—u? in(2) 2u tan(z) 2u 2du
Sin = an R — —
cosle 1+ u? * 1+ u? * 1-w2 T 11
Exemple 5
/ cos(z) + 3 / L +3  odt / 412 + 8 di
lx = = —dt
4sin(z) + 3 cos(x) 41?:1&2 +3%;ﬁ 1+ ¢2 (—3t2+8t+3)(1+1¢2)

=1lnft—3/—ilnft+1/3[— 2In(1+¢*) + Sarctant + C .

A ArTENTION  Pour faire ce changement de variable, x doit étre dans l'intervalle | — , 7|

Il y a parfois plus simple. Les régles suivantes ont été formulées par Charles Bioche.
@ Si R(sin x, cos x)dx est invariant par « <> m — x, on fait ¢t = sin(x).
@ Si R(sinx, cos x)dx est invariant par x +» —z, on fait ¢ = cos(x).

@ Si R(sinx, cos x)dx est invariant par z +> 7 + x, on fait ¢t = tan(z).

Exemple 6
/71 d / ! sin(z)d. /71 sin(z)d. /71 (—dt)
x = sin(x)dr = sin(x)dr = —
J sin(z) T eba J sin?(x) J 1—cos?(z) J 1—¢
1/ 1 1 1
— - dt== — 1) = In(jt + 1)) .
5 o1 iy 1dt 5 (In(|t — 1|) — In(|t + 1))
Exemple 7

-7T/4 N 1 17t2 o1 1 2 2
/ sinlw) L / L - / dt + / —dt= -1+ V2 T 2 arctan(v/2/2).
Jo 1+COSQCC xﬁfx'ﬂ/21+t2 \/5/2 \/5/21+t 2 2
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Exemple 8
/ 5+3sin(z) o _ / 5+ 3sin(x) cos(x)dr = /Sin(z) 5+ 3t

24tan(w) + 5cos(z)  aen—z | 24sin(z) + 5 — 5sin?(z) R 24t 4+ 5 — 52

11

= fﬁln(S —sin(z)) + %hl |5sin(z) + 1] + C.
Exemple 9

/4 sin? ! #2 1/ 2(t+1 |
/ sin(w)cos(w) 5 _ / —  dt= [ (— (t+ )—1n(t2+1)+2ln(t+1)” — —In2.

o sin(z)+cos(z)  zomtr Jo (1412)%(t+1) 8 241 0o 8

Exemple 10

/w/4 _sin(z) cos(z)
0

sin(z) + cos(z)




