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EXERCICES TECHNIQUES D’APPLICATION DU COURS

D

Analyse asymptotique

EXERCICES TECHNIQUES D’APPLICATION DU COURS

EXERCICE 1 BP0 Sommes et produits

Donner les développements limités des fonctions suivantes au point donné et & 'ordre
demandé. (On notera l'expression en z & la place de la fonction)

1
@ —e*alordre 3en0
1—=x

@ vV1i—z++1+xalordre4en0

@ sin x cos(2z) & 'ordre 6 en 0
@ cos(z)In(1 + ) a l'ordre 4 en 0
@ (z*+1)v1 -z alordre 3 en 0
(6) (In(1 +2))? a ordre 4 en 0

(7) (1 —cosz) (e* — 1) (z —sinz)

al’ordre 7en 0

[»>_Indication | [»_Correction|

EXERCICE 2 @O0 Compositions

1
———— alordre 3en 0
(x4 1)(x—2)

2
1
@ #—;H’) a lordre 3 en 0

e®(1+ x)Y/3 a lordre 2 en 0

@ (cosh(x) — cos(x))(sinh(z) — sin(x))

a l’ordre 8 en 0

@ (cosh(z) — cos(z))(sinh(z) — sin(z))?

a l’ordre 11 en 0

Donner les développements limités des fonctions suivantes au point donné et a ’ordre
demandé. (On notera l'expression en x a la place de la fonction)

@ In(cos(z)) & 'ordre 4 en 0

@ cos(sin(z)) & 'ordre 4 en 0

@ In (smm) a Pordre 4 en 0

x

@ exp(sinx) a ordre 4 en 0

@ exp(cosx) a l'ordre 4 en 0
@ arctan (%) a Pordre 4 en 0
@ (cos )@ & Pordre 5 en 0
z(coshz)s & Iordre 4 en 0
@ In(2+ 2+ +v1+x) alordre 3 en 0

. 3/x?
(s&r;(:c)) a lordre 3 en 0

[»_Correction|

> _Indication |

EXERCICE 3 BP0 Quotient ? Vraiment 7 Ou compositions ?

Donner les développements limités des fonctions suivantes au point donné et a ’ordre
demandé. (On notera Pexpression en x a la place de la fonction)

@

a l’ordre 4 en 0

1
@ —— a lordre 2n en 0
2 4 22

cos(z)
1 x
———— alordre4 en 0 T
@ 1 —sin(x) atordrefen (1 —20)(1 — 42) a lordre n en 0
1
——— alordre 4 en 0 — i
®1+x+$2a e @mal’ordreBenO

1—cosz
@ tan(z) & 'ordre 5 en 0

sin(x)
inx — ————— a l'ordre 2 en 0
@ sine —1 al'ordre 2 en 0 exp(z) — 1 a tordie 2 en
cosx + 1
In(1 + z) xchzx —shx |
———al —— F al'ord
@ e a l'ordre 3 en 0 @ ha_—q Alor re 3 en 0

[»>_Indication | [»_Correction|

EXERCICE 4 MP” [0 Primitivation

Donner les développements limités des fonctions suivantes au point donné et a l'ordre
demandé. (On notera Pexpression en z & la place de la fonction)

Tsint @ g
@ —— dt al'ordre 5 en 0 / a l'ordre 10 en 0
/0 t @ s V14t

@ arccosz & l'ordre 5 en 0

@ arcsinz a l'ordre 5 en 0

xr
@ / et’dt & Pordre 5 en 0
0

> _Indication |

o® gt
@/1;2 1+ ¢2

en +oo a la précision o(-;)

> _Correction|
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ExErcicE 5 @O0 Et si on ne fait pas en 0 7

Donner les développements limités des fonctions suivantes au point donné et a ’ordre

demandé. (On notera l'expression en z a la place de la fonction)

1
@ — a l'ordre 3 en 2

T
@ In(z) & 'ordre 3 en 2
@ e alordre 3en 1 @

@ In (x+\/1+x2) —Inz a l'ordre 4 en 400
vz +x+1—xalordre 4 en +00

[»>_Indication |

> _Correction]

EXERCICE 6 MO O Avec les suites

@ cos(z) a l'ordre 3en T

@ Va alordre 3 en 2

vr+2
NG

3

a lordre 3 en +o0

Trouver un équivalent simple aux suites (u,),, oy suivantes et donner leur limite.

@ U, = (n+ 3Inn)e (") @ U,
@ In (n2 + 1) @ Unp
Uy = ———F

n+1
@ vn?+n+1
Uy = e
vn2—n+1

(1)
n? —v/n?2 +1
P
Inn — 2n? @
Up
@ 72n371nn+1
n! +e”
@u”:2n+3n Un

o
"Tpn—1 n+1

> _Indication |

[»_Correction|

—VaTi-vao1

=/In(n +1) —In(n)

1
=1-—cos—
n

—o/n—VaFl- Vi1

_In(n+1)—Inn
S VATl va

= "W/n+1-3n

EXERCICE 7 HEB (O Applications aux limites

EXERCICES TECHNIQUES D’APPLICATION DU COURS

Soient a,b € R% . Calculer les limites des expressions suivantes en 0.
z(e®+1)—2(e*—1)
23
In(1+2z)—In(1—x)
arctan(1l + z) — arctan(l — z)

o _ cos(z)

® —
@ e® — cos(z) — x

2tan(z) — sinh(2x)

[u—
=
—~

—_
+
&
|
&,
=
—
&

sinh(tanh(z)) — tanh(sinh(z))

sin(z —sin(z)) sin(tan(z)) — tan(sin(z))

2 (1 — cos(3z)) arctan(x)
@ cos( )—4\/1—332 (1+3x)Y/3 -1 —sin(z) — =
z 1 — cos(x)
@ 21( ) - % sinh(z) — 2sinh(2x) + sinh(3z)
ST In(14+x+222)++1—-22—1-22
@ m sin(tan(z)) — tan(sin(z))

Vi+azd -1

® 060 6066 6 ® Y

sin(3z) + 4sin®(x) — 31n(1 + z) a® — b®
@ (e* — 1) sin(x) x
rarctan(z) — 22 a® b\ *
cos (z2) — 1 < 2 >
@ arctan(z) — sin(z) (1+2)% —e
tan(z) — arcsin(x) - s

> _Indication | [»_Correction|

EXERCICE 8 HEB (O Développements asymptotiques

arcsin(arctan(x)) — arctan(arcsin(z))

Déterminer un développement asymptotique de

@

@ arctan x en 400 a la précision o (%4)

+1 . L
@ 2% 1n (I ) en +oo & la précision o ()
x

@ x cosh(x) — sinh(z)
coshz — 1
en 400 & la précision o (1)

T 0 & la précision o (z)
ot —
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EXERCICES "COMME EN COLLE"

@ ozl en +oo a la précision o (l)
1+ exp(1/z) x
@ x exp 2 en +0oo & la précision o ()
x2—1 z
In(1
@ M en 0 & la précision z5/2
N

2% en 0 & la précision (z1nx)?

> _Indication |

[»_Correction|

EXERCICES "COMME EN COLLE"

EXERCICE 9 MO0

zg—i—l
241"

@ Déterminer un développement limité en 0 a ’ordre 7 de x —

@ En déduire la décomposition en éléments simples dans R(X) la fraction rationnelle
X341
X3 (X2+1)"

[» Indication | [» Correction|

EXERCICE 10 mOO

n
Pourn € N, on pose u,, = E k!'.  Montrer que u, ~ n!. » Indication » Correction

k=0

EXERCICE 11 mOO

» Indication » Correction|

n3 ]
Montre € voisi e de + = 7t 7].
ontrer que, au voisina, oo, U ~ .
que, g y Un , 1 t2 n2

EXERCICE 12 RO O

1
Donner le développement asymptotique, en 400, & la précision 1/n? de u, = —
n

> _Indication | > _Correction|

EXERCICE 13 HEO

n
Développement asymptotique, a la précision 1/n?,de  u, = E sin — . > Indication
n
k=1

» Correction|

EXERCICE 14 HEY
Soient n € N* et I’équation (En) 2" +2—-1=0.

lim =z, =1
n—-+oo

@ Montrer qu'il existe une unique solution positive z,, de (E,) et que
@ On pose y, = 1 — x,,. Montrer que, pour n assez grand,

In Inn
- <Y <2—
n n

2
On peut poser f,(y) =nln(l —y) — In(y).

1 1
@ Montrer que In (y,) ~ —Inn puis que z,, = 1 — an +o (nn) )
n n

> _Indication | [»>_Correction|

EXERCICE 15 HEY

@ Vn € N, justifier que I'équation x + e® = n possede une unique solution z,, € R.
@ Déterminer la limite de (), oy puis un équivalent de ,,.

@ Former un développement asymptotique, & la précision 1/n2, de x,, en +oo.

> _Indication | > _Correction|

EXERCICE 16 HE»”

Pour n > 2, on considére le polynéme P,=X"—-nX+1.
@ Montrer que P, admet exactement une racine réelle entre 0 et 1 , notée x,,.

@ Déterminer la limite de z,, lorsque n — +oo.

@ Donner un équivalent de () puis le deuxiéme terme du développement asymp-
totique x,,.

[»>_Indication | [»_Correction|
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EXERCICES "COMME EN COLLE"

EXERCICE 17 MR Y

Soit f(z) = (cosz)'/* et C; le graphe de f.

@ Montrer l'existence d’une suite (z,)nen vérifiant
@ (Zn)nen est croissante positive.

La tangente a Cy en (z, f (x,)) passe par O.

@ Déterminer un développement asymptotique, & la précision 1/n, de (2, )nen.

> _Indication | [»>_Correction|

EXERCICE 18 MBI Quand l’intervalle bouge

On étudie I’équation tan z = x d’inconnue x réelle.

Soit n € N. Montrer que cette équation posseéde une unique solution z,, dans
lintervalle I, =] — w/2;7/2[+nm.

@ Déterminer un équivalent de la suite (), .y ainsi définie.

@ Reéaliser un développement asymptotique a trois termes de x,,.

> _Indication | > _Correction|

EXERCICE 19 mwmO

Montrer que 'application f : R — R définie par f(x) = ze®” admet une application
réciproque définie sur R et former le DL5(0) de f~1. [> Indication | [» Correction|

EXERCICE 20 m»” O

Soit f la fonction de R dans R définie par f(z) = 2z + sinz.

@ Montrer que f est une bijection de classe ¥°° de R dans R.

@ Calculer un DL & l'ordre 3 en 0 de f~1.

> _Indication | |» Correction|

EXERCICE 21 H @ [ |

999 1
Déterminer le DL en 0 a 'ordre 1000 de  x +— In (Z Z)
k=0

[»>_Indication | > _Correction|

EXERCICE 22 WEO

Soit f:]0,1[ U ]1,+00] — R T’application définie par

2
Tode
f(z) —/z nt
@ Montrer que f est convexe sur |0, 1[ et ]1, +-00[.

@ Montrer que, pour tout > 1 on a

2 2 2
o dt Todt % dt
< — < )
, tint = ). Int — J, tlnt

En déduire que lim f(z) =1n2.
z—1+

De méme, établir lim f(z)=1In2.
r—1—
@ On prolonge f par continuité en 1, en posant f(1) =1n2.

Montrer que f ainsi prolongée est de classe C? sur 0, +o0].
Etablir la convexité de f sur ]0, +ool.

> _Indication | > _Correction|
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EXERCICES TECHNIQUES D’APPLICATION DU COURS

( Indications )

EXERCICES TECHNIQUES D’APPLICATION DU COURS

INDICATION POUR L’EXERCICE 1 Sommes et produits

Certains sont corsés, mais les calculs ne font jamais de mal ! ;)

( A retour & 'EXERCICE 1 j

INDICATION POUR L’EXERCICE 2 Compositions

[ A retour & 'EXERCICE 2 J

INDICATION POUR L’EXERCICE 3 Quotient 7 Vraiment 7 Ou compositions 7 _

On ne divise jamais les DL ! Soit on factorise par 2% quand on peut, sinon, on a 1+ o(x!)
qui apparait au dénominateur et on utilise le DL de (1 + 2)7!.

[ A retour & ’EXERCICE 3 j

INDICATION POUR L’EXERCICE 4 Primitivation

Voir le lemme de primitivation des DL dans le cours.

[ A retour a ’EXERCICE 4 j

INDICATION POUR L’EXERCICE 5 Et si on ne fait pas en 0 ?

On décale la fonction en posant t = x — a. Donc quand  — a, t — 0, et on peut faire
un DL en 0.
On oublie pas de revenir a la variable x en fin de calculs.

[ A retour & ’EXERCICE 5 j

INDICATION POUR L’EXERCICE 6 Avec les suites

Certaines peuvent étre calculées sans DL.

[ A retour a ’EXERCICE 6 j

INDICATION POUR L’EXERCICE 7 Applications aux limites

Ici, on ne vous donne plus 'ordre... Si on ne va pas assez loin dans notre DL, on
recommence !

( A retour & 'EXERCICE 7 j

INDICATION POUR L’EXERCICE 8 Développements asymptotiques

Dans les développements asymptotiques, vous devez sortir le (ou les) terme(s), qui ex-
plose au voisinage demandé. Le reste est un DL classique.

Pensez & poser t = 1/x, si @ — 400, pour ne pas augmenter la gymnastique intel-
lectuelle.

[ A retour & 'EXERCICE 8 j

EXERCICES "COMME EN COLLE"

INDICATION POUR L’EXERCICE 9

Pour la décomposition, ’écrire en toute généralité (avec les constantes), puis justifier
I'identification avec le DL.

[ A retour a ’EXERCICE 9 j

INDICATION POUR L’EXERCICE 10

Diviser la somme par n!, et décomposer la somme pour tout faire tendre vers 0.
Quand la majoration grossiére ne fonctionne pas, on peut sortir un terme supplémen-
taire.

[ A\ retour a ’EXERCICE 10 ]

INDICATION POUR L'EXERCICE 11

On pensera a une formule bien connue de arctan qui permet de passer de n a 1/n.

[ A retour a 'EXERCICE 11 }
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EXERCICES "COMME EN COLLE"

INDICATION POUR L’EXERCICE 12

Sortir les termes "les plus forts"', et majorer grossiérement le reste de la somme.
C’est comme un DL : Si on ne va pas assez loin, on recommence !
)

[ A retour a 'EXERCICE 12 ]

INDICATION POUR L’EXERCICE 13

On peut majorer cette fonction a l'intérieur de la somme a ’aide d’un DL.

( A retour a 'EXERCICE 13 j

INDICATION POUR L'EXERCICE 14

Exercice difficile. On passe toujours tous les termes du développement connu a gauche
pour aller un cran plus loin !

( A retour & ’EXERCICE 14 ]

INDICATION POUR L'EXERCICE 15

Exercice difficile. On passe toujours tous les termes du développement connu a gauche
pour aller un cran plus loin !

( N\ retour & ’EXERCICE 15 ]

INDICATION POUR L'EXERCICE 16

Exercice difficile. On passe toujours tous les termes du développement connu a gauche
pour aller un cran plus loin !

[ A retour & ’EXERCICE 16 ]

INDICATION POUR L’EXERCICE 17

Exercice difficile. On passe toujours tous les termes du développement connu a gauche
pour aller un cran plus loin !

[ A retour & ’EXERCICE 17 j

INDICATION POUR L’EXERCICE 18 Quand l’intervalle bouge

Exercice difficile. On passe toujours tous les termes du développement connu a gauche
pour aller un cran plus loin !

[ A retour & 'EXERCICE 18 ]

INDICATION POUR L’EXERCICE 19

On écrit le DL possible de f~! (n’oubliez pas de supprimer les termes pairs si elle est
impaire), puis on remplace celui de f dans f~1(f(x)) = z, en justifiant que I'on peut
faire ce DL.

( A retour a 'EXERCICE 19 ]

INDICATION POUR L’EXERCICE 20

On écrit le DL possible de f~! (n’oubliez pas de supprimer les termes pairs si elle est
impaire), puis on remplace celui de f dans f~!(f(x)) = x, en justifiant que I'on peut
faire ce DL.

[ A retour & VEXERCICE 20 ]

INDICATION POUR L’EXERCICE 21

on pensera a faire apparaitre e, puis de forcer pour utiliser le DL de In.

[ A retour a 'EXERCICE 21 ]

INDICATION POUR L’EXERCICE 22

On n’oublie pas de montrer que f est dérivable avant de dériver.

[ A retour & 'EXERCICE 22 ]
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EXERCICES TECHNIQUES D’APPLICATION DU COURS

( Corrections )

EXERCICES TECHNIQUES D’APPLICATION DU COURS

Correction de ’EXERCICE 1 Sommes et produits

Les égalités sont données, quand z tend vers 0.

@ — %24-5%—1-0()
@\/erm:Q*%*%Jro(ﬁ)
(3) sin(x) cos(2z) = & — 1822 4 1218° 4 (;6)
(@) (cosz)In(l+2) =2 — L — 2 4o (z*)

(B (1+a*) VI—z=1-% - %+ +0(a?)
(©) (n(1+2))* =% — 2%+ 12" 10 (a*)

@ (1—cosx)(ex—1)(x—sinx):xG(%—&—%—l—o(ac)):f—;—i—%—i—o(aﬂ)

1 X
mz—%+z—%x2+%x3+o($3)

® S = b e+ B+ B 4 o(0?)
e*(1+2)/3 =14 2+ 222 4+ 0(2?)

@ (cosh(x) — cos(z))(sinh(z) — sin(z)) = & + o (2®)
(12) (cosh(x) — cos(z))(sinh(x) — sin(z))> = & + o (')

[ A retour a 'EXERCICE 1 j

Correction de I’EXERCICE 2 Compositions

Les égalités sont données, quand x tend vers 0.

®1ncos 7;7E+0(4)

(@) cossin(z)) =15 + 52 + o ()

B () = = — 5 +o (o)

(4) exp(sin(z)) = 1 +a+ 2 — 2 4 o(z%)

(5) explcos(x)) = e — §a? + £t + o ()

(6) arctan (") = 7 + % — % + o ()

() (cosa)™® =1 -2 4 0 (a5)

vlcoshz)s =z + % + L — £ 4o ()

(9 Mm@+ +vI+z)=n@E)+ &% + & +o(a?)

sin(x) 3/ 1 z? 3
(T) :%_60\/6"'0(5”)

[ A retour & ’EXERCICE 2 j

Correction de PEXERCICE 3 Quotient ? Vraiment ? Ou compositions 7 _____

Les égalités sont données, quand x tend vers 0.

t 1
@/ &dt—om—ﬁx +@x +o0(2°)
©)
®

B 5_ 4 s
@ 1—|—x+x2_1 T+ x T —|—0(m)

_ 4
COS@ =1+ %+ 5 +o(a').

-1 2 , 5z% | 2z* 4
T sin(e) +x+a®+ 2% 4 2 4o (at)

@tanx—x—i— —|—15 +0( )

sinx —1 2
© o= it 5 tol@)

® grm=t-T+5 o+ o)
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EXERCICES TECHNIQUES D’APPLICATION DU COURS

® m=l+6x+28x2+-~+2"(2”+1—1)x"+0(x
ZL'*SiIlSCil 1
1—cosx_§z+%x3+o(x3)
sinx _ 1 1
@ W—l_ix_ﬁx2+o($2)

+ %x?’ + o0 (x3)

@ xchrx —shzx
DT 2,
chz —1 3

[ A retour a 'EXERCICE 3 j

Correction de ’EXERCICE 4 Primitivation

")

Les égalités sont données, quand x tend vers 0.
@ arccos(z) =
3 3 .5 5
T+’ +o(a?)

@ arcsinx = x +
23 5

x
@/ ¢! dt—0+x+§+m+o( %)

e o)

x2
dt 1 1 9 1 10 10
@/x \/1+7t4 z + z? +1033 518~ 5% + o (2")

@ On peut calculer 'intégrale
I = arctan z® — arctan z°

Or pour x > 0,

1 T
arctan x + arctan — = —
T 2

donc

1 T 1 1 1
arctan?—arctanﬁ—ﬁ—&—o 2 NP

( A retour & 'EXERCICE 4 j

Correction de I’EXERCICE 5

z—2
4 + 8

B)er=c+ell@—1)+ 5@ —1)2+% (@ —1)>3

(z—2)2 (3C 2) +o ((m B 2)3)_

-2 2) +(1242) +0(($_2>)

+o((z—1)3).

Deosz=3-F -5 - L F -5 +o(@- 7).
® vE=v2+L@-2) - F@—2+F@ -2 +o(@-2°)

BH 144 g+ et o()

ln(x+\/1—|—a:2)

2x2

—lnm:1n2+ﬁ—ﬁ+o(w—l4)

[ A retour a ’EXERCICE 5 j

Correction de

I’EXERCICE 6 Avec les suites

1

Et si on ne fait pas en 0 ?

Les égalités sont données, quand x tend vers 0.

carln (

= JarTeveTT = Vel

T i

~

Sk

TR = Vito(y/n)

) ~ — pu1sque — =0
n

Cin ol L Ly 1
(10) un = sin (kg ~ ey ~ g car kg =0
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@ Sin%N%—>07éldoncunwln%:—lnn.

@ Uy = 2 8in?

(13) 2y - VT 1- Vi1~
(19)
1)

1 1
2n 2n2 "

1
4n/n

In(n+1)—Inn _ In(14+1/n) ~ 1/n _
Vn+l—y/n \/5(\/1+1/n,1) 1/2n3/2

2
vn

nJrW—{‘/ﬁzelnfﬁtl)—ean or
Qran _ It D) 1+ 1 (m+ DY,
n+1 2\ (n+1) 6\ (n+1)
et
2 3 3
P R N AR W E TN )
N n 2 n 6 n n3
donc
n

[ A\ retour & ’EXERCICE 6 j

1 p—

(6) 1i . ==

N
a—0sin?(z) =

1

g.
1 — cos(z)
im ————=
=0 tan?(x)

_1
=5
lim sin(x — sin(x)) _ 1
=0 /1423 —1 3

lim sin(3z) + 4sin®(z) — 3In(1 +x)
0 (e® — 1) sin(z) B

@ @

3
-

rarctan(z) — 22

i
250 cos (2)—1

_2
-

(Inn)3 arctan(z) — sin(z)

n3

=1

)

250 tan(x) — arcsin(z)
In(1+z)—In(1—2x)

z—0 arctan(1l 4+ x) — arctan(1l — z)

. 2tan(z) — sinh(2x) 4
lim =_——
z—0 (1 — cos(3z)) arctan(z)

=2

27"
(1+3z)'/3 =1 —sin(z) —
1 — cos(x)

o sinh(z) — 2sinh(2x) + sinh(3z)
=0 1In (1 4+ 2+ 222) + /1 — 22 — 1 — a2

lim

z—0

= Foo.

12
13

Correction de ’EXERCICE 7 Applications aux limites

@) tim o) 3
z—0 T 2
T+1)—2(" -1 1
@limx(e+)3(e )_1
z—0 xT 6
@ lim & cosz(x) —z_
z—0 x
@ lim In(1 4+ x); sin(x) _ _1'
z—0 T 2
. cos(z)—v1—2a% 1
@ lim 1 =6
z—0 X 6

o sin(tan(z)) — tan(sin(z))
x—0 sinh(tanh(z)) — tanh(sinh(x))

XCRCRCIONCRCRC

=—1.

lim sin(tan(z)) — tan(sin(z))

=1.
x—0 arcsin(arctan(x)) — arctan(arcsin(z))

On a

a® =eM =14 zln(a) +o(z) et b°

Il en résulte que
a® —b" = (Ina — Inb)z + o(x)
ou encore
a® — b*®
T
La limite recherchée existe et vaut Ina — In b.

=Ina—1Inb+o(1)

EXERCICES TECHNIQUES D’APPLICATION DU COURS

="M =1 4 21n(b) + o(x)
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EXERCICES "COMME EN COLLE"

Ona

a® + b* %_ lln a® + b
2 R 2

Par le méme principe qu’a la question précédente, on obtient

x T 1
a4 ;b =g X (24 z(Ina +Inb) 4+ o(z)) = 1 + zInVab + o(x)

puis

In (az;_br) =In(1+zInVab+o(z)) = zlnVab + o(x)

On obtient finalement

1 x i
ln(a o ):lnx/ab—f—o(l)—)lnx/ab
T 2 =0

Par composition de limites, la limite cherchée existe et vaut v ab.

@ Pour tout x €] — 1, 0[U]0, +00[, on a

(1+x)i—e:exp<ln(l+m))—e

In(1+x)

x

Comme -1 —6 0, on a, au voisinage de 0
r—r

exp <ln(1x+ z) 1) 1~ ln(la:r z) L

Comme In(1 + z) = x—m;—l—o(xQ), on a W—l = —3 +o(x) ~ 5.
transitivité puis produit et quotient d’équivalents, on en déduit que

Par

. (I4a)7—e e
puis ————— ~ ——
x 2

8=

(14 z)3

T
e~ —e2
2

Donc la limite recherchée existe et vaut —%.

( A retour a 'EXERCICE 7 ]

Correction de I’EXERCICE 8 Développements asymptotiques

10

1 1 1 1
-1 7 3 ptto®

@

@ On a, pour tout x > 0,arctanx = 3 — arctan % Cette formule permet ainsi de

ramener 1’étude de arctan x quand x est au voisinage de +oo a celle de arctan%

avec % au voisinage de 0.
Or, arctanu =u-— %u?’ + o0 (u4).

52 tmstolam)

En remplagant, on obtient donc arctanx =

@ x cosh(z) — sinh(x) a1+ o(l)
z+1

coshzx —1
@ 1+ exp(1/z)
2z e
(5) zexp 2_1) 72"

[ A retour & 'EXERCICE 8 j

-4 to(d

I
|
Jk‘,_,
+
Q
—

=
~—

EXERCICES "COMME EN COLLE"

Correction de ’EXERCICE 9

2341
@ Ona 2+ 1 :(1—|—x3) (1—m2+x4—x6—|—0(a:7))

:1—$2+x3+x4—x5—x6+m7+0(x7).

@ D’apres le théoreme de décomposition en éléments simples, il existe a, b, a1, ...

ag €
R, tels que
X341 _aX—|—b_~_8 ag
X8(X2+1) X241 = X*
En multipliant par X2 + 1 et en évaluant en %, on obtient que a = —1 et b = 1.

Ensuite, en multipliant par X, on obtient I'identité entre fonctions

3
w+1 —x+1 4 Z Sk
24+1 =z T e
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On identifie donc pour avoir On a
1< 1 1
X341 -X41 1 1 1 1 1 1 1 un:ﬁzk!:1+ﬁ+n(n_1)+ (n_l +Z
X8(X2+1) X241 X8 X6 X5 x4 X3 X2 X' k=0
Or
0 n—4 k' n74 1 B 1
[ A retour & ’EXERCICE 9 j P 7[ — n(n “Dn—2)(n—3) g0 o) e}
Correction de ’EXERCICE 10 Donc
1 1 1
On & v 5 ”n+2+°(2>
n—2 n 00
un:n!—i—(n—l)!—i—Zk!
k=0 [ A retour a ’EXERCICE 12 ]
O
' (n—1)! 1 0 Correction de ’EXERCICE 13
- = —
nl n Pour z € [0,1],
et 9 + L 3 1
n—2 n—2 n— sint —z+ —x —
0 < Zizo K _ S ’i :Z;<l_>o 6" | = 120
nt k= n k=0 n(n-1) " n On a donc
k1K
done 02 W= o5~ gt M
up =nl+ (n— 1)1+ Kkl =nl+o(n!) ~nl =t
= avec .
IM,,| < 1 kS 1 1
"T120 &2 10 T 1200

[ A retour a 'EXERCICE 10 )

Correction de I’EXERCICE 11

donc M,, = o (1/n3). Or

On peut calculer 'intégrale
_ 3 2
u, = arctann” — arctann

Or pour z > 0,

1
arctan x + arctan — =
T

donc

_ 1 1 _ 1 1
un—arctanﬁ—arctanﬁ—ﬁ—l—o o) ~

[ A retour a 'EXERCICE 11 )

Correction de I’EXERCICE 12

2n2 2n
k=1
et N N
3
F_1 SOk ~ 1
né nb 4n?
k=1 =1

donc

[ A retour a 'EXERCICE 13 ]

Correction de ’EXERCICE 14

11
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@ On introduit ¢, (z) = 2™ + x — 1.¢},(z) = nz" "t +1 > 0, ¢, est continue stricte-
ment croissante et réalise une bijective et de [0; +-o00[ vers [—1; +oo[ d’out 'existence
et I'unicité de x,,. On a ¢, (1) =1 donc =, €]0;1[. Si zp41 < z, alors xZﬁ <l
puis

et —l<al +x, — 1

ce qui est absurde. On en déduit que (z,) est croissante et étant majorée cette
suite converge. Posons ¢ sa limite, £ €]0;1]. Si ¢ < 1 alors ' + z,, — 1 = 0 donne
a la limite £ — 1 = 0 ce qui est absurde. Il reste £ = 1.

@ fn est strictement décroissante sur ]0; 1, fn, (yn) =0,

1 | 21
g () Sl g, (2nn
2n 2

donc a partir d'un certain rang

>~—lnn<0

n In
— <Yy <2—
2n n

In (mn> <Iny, <In <2lnn>
2n n

donne In (y,) ~ —Inn puis nln (1 — y,) = Iny, donne —ny, ~ —Inn puis y, ~

Inn o finalement
Inn (lnn>
Tp=1——+o0—].
n n

n

( A\ retour & EXERCICE 14 ]

Correction de I’EXERCICE 15

@ Soit f : R — R définie par f(x) = x +e*. La fonction f est strictement croissante
comme somme de fonctions strictement croissantes. En calculant les limites, on
remarque que c’est une bijection de R sur R.

@ f(xy)) =n<n+1= f(x,y1) donc x, < x,41 car f~! est croissante. Si (z,,)
est majorée par M alors f(x,) = n < f(M) ce qui est absurde. La suite (
Z, ) étant croissante et non majorée, elle diverge vers +oco. x, = o(e*™) donc
e*n ~n — +oo # 1 puis z,, ~ Inn.

12

@ Posons y, =2, —Inn =o(lnn). On a y, + Inn + ne¥ = n donc

eynzl_yi_lninél

n n

d’ou y, — 0 et
eln = 1+yn+o(yn)

On a alors y, +Inn+n (1 +y, +0(yn)) =n d’olt ny, + o (ny,) = —Inn et

Inn
Yn ~ =
n
Par suite
Inn <lnn>
T, =Inn———+o0| —
n n
On écrit yn:—lnT"—i—zn et
Inn 1 /Inn\? Inn\?2
eV =1-—tz,+=— ) +o|—
n 2 n n
donc ) )
1 1(1 1
L0 Y (Gl
n 2 n n
puis
1 2
L (nn)”
2n?
Finalement
Inn  (Inn)? Inn\>
T, =Inn-— — — o) —
n 2n2 n

A retour a 'EXERCICE 15 )

Correction de I’EXERCICE 16

@ La fonction x +— P, (x) est strictement décroissante sur [0; 1] car
Pl(z)=n(z"""—1)
est strictement négatif sauf pour z = 1. La fonction continue P, réalise donc une

bijection strictement décroissante de [0;1] vers [P, (1); P,(0)] = [2 — n;1]. On en
déduit D'existence et 'unicité de la solution x,, & I’équation P,(x) = 0.
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@ Puisque z,, € [0;1], on a 27! < 27 puis
Poii(zy) =2 —(n+ 1)z, +1 < Py (2,) =0

Ainsi P y1 () < Phy1 (Tpy1) et done x, 41 < @, car la fonction P, 41 est stricte-
ment décroissante. La suite (x,,) est décroissante et minorée, elle converge donc
vers un réel ¢ € [0;1]. Si ¢ > 0 alors

P, (z,) =z —nz,+1— —0c0
ce qui est absurde. On conclut £ = 0.

On a

1
Ty ~ —
n
Ecrivons ensuite
1 e,
T, =—+ — avec e, — 0
no o n
Puisque 2} =nz, —1,0n a
14+¢e,)"
En =T, = u >0
nn

Nous allons montrer
(1+e,)" — 1

n—-+o0o

ce qui permettra de déterminer un équivalent de &, puis de conclure. Puisque
en — 0, pour n assez grand, on a |1 + ¢,| < 2 et alors

(1+e,)" < pid
nr nn

2"\" on
1<(1+e,)" < <1+) :exp(nln(l—l—))
nn nn

2mn 2"
(14 2) 2
nr nn-

En =

On en déduit

Or

—0

13

et par encadrement
(1+en)" =1

On peut conclure &,, ~ n% et finalement

1 1 1

( A retour a 'EXERCICE 16 ]

Correction de ’EXERCICE 17

@ La fonction f est définie et C*° sur D = J, ., Ix avec

I =] - g +2kw;g+2k7r[

Pour z € D, la tangente en (x, f(x)) passe par O si, et seulement si, zf'(x) = f(z).
Apres transformation, ceci équivaut pour z > 0 a I’équation

ztanx + In(cos(z)) + 2 =0

Posons ¢(x) = xtanz + In(cos(zr)) + z. ¢ est définie et de classe C* sur D.
¢ () =z (1+tan’z)+1 > 0sur DNRY. Quand z — (5 + 2k7) ,¢(z) — +oo.
Quand z — (fg + 2k77)+, ¢(x) = —o0. @, réalise donc une bijection de I}, vers

R (pour k € N* ). La suite (z,), cy. avec z,, = (¢11,) " (0) est solution.

@ Evidemment x,, ~ 2nm et donc x, = 2n7 + y,,.

Apres calculs, on obtient

(2nm + yn) (cosyy, +siny,) = — cos (y,) In (cos yy,)

La fonction ¢ — tInt est bornée sur |0; 1 ] car prolongeable par continuité en 0 et
donc

cos Yp, In (cos yy, )

0
2nm + yn,

cos Yn + siny, = oo

Sachant |y,| < 7/2, on en déduit y,, — —7n/4. On conclut

m 1
xn:2n7r—z—|—o -
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[ A retour a 'EXERCICE 17 )

Correction de ’EXERCICE 18 Quand l’intervalle bouge

@ Sur I,,, la fonction f, : x — tanx —x est continue et croit strictement de —oo vers
+o0o. Elle réalise donc une bijection de I,, vers R. L’équation f,(z) = 0 posséde
alors une unique solution dans I,,.

@ Puisque x,, est un élément de I,,, on dispose de I’encadrement
T T
—5+n7r<xn< 5+n7r
On en déduit

@ Posons

Yn = Tp — NT

On a
t v 1= 5551
anvy, = T, avec S ;
Yn n Yn 9°9
et donc
= t —
Yn = arctanz,, 5

On peut ainsi déja écrire le développement asymptotique a deux termes
™
— Z4+o(1
Tn = nmt 5 +o(1)
Déterminons un équivalent de ce o(1) en étudiant

s
— Yp = — —arctanz,

2

Zn =

2
Sachant

1
YV > 0, arctan(z) + arctan <) = g
x

14

on obtient

1 1 1
zp = arctan | — = arctan| ————— ~ —
Ty, ) n—too nt+ 5 +0(l) ) notoo nw

Finalement

[ A retour a 'EXERCICE 18 ]

Correction de I’EXERCICE 19

f est de classe C* sur R et
f(z) = (1+22%) e >0

de plus limy o, f = +o00,lim_,, f = —oco. Donc f réalise une bijection de R vers R et
f71 est de classe C* sur R. En particulier f~! admet une DL5(0), de plus comme f
est impaire, f~! l'est aussi et le DL5(0) de f~* est de la forme

fHz) = ax + ba® + cz® 4+ 0 (2°)

En réalisant un DL5(0) de f~1(f(x)) on obtient

Y f(x) = ax + (a+ b)2® + (;a +3b+ c) z® +o (z%)

Or f~1(f(z)) = z, donc
a=1,b=-1 etc:§
2

[ A retour a 'EXERCICE 19 j

Correction de ’EXERCICE 20

@ La fonction f est de classe €°° et sa dérivée, x — 2-+cos z, est strictement positive.
Par conséquent, f réalise une bijection de R dans f(R) = R (carlim_., f = —00
et limy o f = +00).
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@ D’aprés la premiere question, f~! est de classe € (car la dérivée ne s’annule
pas) donc admet des DL de tout ordre en 0. Comme par ailleurs, f est impaire,
! Pest aussi. Notons f~1(z) = ax + ba® + o (x?’) le DL & Tordre 3 en 0 de f~1.

0

Comme f(x) =3z — %3 + 0 (2%), la relation f~!(f(z)) = x entraine

x3 z3 3
x0:a<3x—6+o(gg3)>+b(3x—6—1—0(;53)) +0(:1:3)
= 3ar + (—% + 27b) 240 (x?’)

En identifiant les parties régulieres, on trouve a = % et b= donc

486 4

lm—i—ix +0( )

f7 @) = 57+ g5

( A retour a 'EXERCICE 20 )

Correction de I’EXERCICE 21

Remarquons que 'argument du logarithme est la partie réguliere du DL a ’ordre 999
en 0 de I’exponentielle. Par conséquent,

999k
In <Z k') =In (e
k=0

21000
z o +o (x1000))

1000
+o (e—mx1000)>

=z+In(l+e™™

1000!

) To001
(1,1000))

1000

=z+1In 1—|—

$1000
=z+1n (1—|— —|—0(a:1000))

1000'
21000

~1000!

+ 0( 1000)

[ A retour & ’EXERCICE 21 )

Correction de I’EXERCICE 22

15

@ Soit G une primitive de la fonction ¢ — 1/1In¢ sur |0, 1] (resp. sur |1,4o00[ ). Pour
tout = €]0,1[ (resp. ]1,+00[ ), on a f(z) = G (#?) — G(z). On en déduit que f

est de classe C* sur |0, 1] (resp. sur |1, +o0o[ ) et
2z 1 z—1
/ = — = — =
) = Inz? Inz Inz
On a alors
F(2) = rlnr—x+1

z(Inx)?
Soit g(x) = xlnx — x + 1 sur RY. g est de classe C* et ¢'(x) = In(z). Puisque
g(1) =0, la fonction g est positive puis f” > 0 sur |0; 1| (resp. |1;4o00[ ).

@ Pour x > 1,

T 1 x?
Vit — < =<
< [ } Int — Int ~— tint
D’ou
2 2 2
o dt wdt g2 dt
< — <
e t-Int— J, Int— J, t-Int
Comme f = In 2, on obtient

rIn2 < f(x) < 2*In2

puis lim, 14 f(z) =In2. Pour z < 1,

1
vt € [2%; 2] 2 <<t
tlnt — Int ~ tint
D’ou
2 2 2
/“ z? dt ./m dt (/I @ dt
— < — <
, t-Int— J. Int ™ J, t-Int
On obtient 22In2 < f(z) < zIn2 puis lim,;— f(z) = In2.

@ f est continue sur ]0, +oo [, de classe C! sur |0, 1] et |1, +o0[ et

h
/ —
f(1+h)_1n(1+h) !

Par le théoréme de prolongement C*, on a f de classe C! et f/(1) = 1. De méme,
en exploitant

(1+h)In(l+h) —h
(1+ h)(In(1 + h))?

on obtient que f est de classe C? et f”(1) = 1/2. Comme f” est positive sur
10, +o0[, on peut conclure que f est convexe sur R*.

h2/2 1

17 o -~ L
Fa+h) = T+ A2 hob 2
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[ A retour a 'EXERCICE 22 )

16



