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Introducéo

Os textos aqui apresentados correspondem a um roteiro de ensino da Mecénica Quantica
em disciplinas introdutdrias de Ciéncias Exatas. Os textos que compdem a proposta,
originalmente implementada durante um periodo total de 24 horas-aula em disciplina de
Fisica Geral, podem, em nosso entender, ser adotados e adaptados a outras situacoes,
inclusive como complemento de cursos mais tradicionais.

Em linhas gerais, a proposta visa tornar "palpaveis" o0s primeiros principios da
Mecénica Quantica - superposicao linear de estados, principio de incerteza (dualidade
onda-particula), caracter probabilistica de resultados de medida - para que ndo se
convertam em simples relagdes matematicas a serem lembradas, com longinqua relacéo
com o mundo fisico, sendo que adquiram para os estudantes uma "realidade™ fisica.
Consideramos que uma forma agil de implementar esta estratégia pode ser, mesmo em
cursos introdutérios, a de salientar as caracteristicas quanticas dos sistemas ao invés de
buscar analogias classicas, como ocorre freqlientemente a ponto de ter-se tornado
tradicional. Para atingir este objetivo, ndo sO os principios fundamentais sao
apresentados como determinantes de uma outra realidade fisica, diferente da classica,
mas sdo também apontadas as consequéncias destes principios sobre a nova realidade,
utilizando-se para isto informag0es sobre algumas das experiéncias com uma ou poucas
particulas, disponiveis hoje em dia, que sdo conceitualmente simples. Como se pode ver
nos textos, a apresentacdo fenomenoldgica relacionada aos principios tem um papel
fundamental na proposta. Além disto, as experiéncias discutidas apontam, muitas vezes,
para desdobramentos tecnolégicos® que podem ser explicados em termos relativamente
simples a partir dos principios fundamentais, dando a Mecénica Quantica um halo de
modernidade muitas vezes ausente nos cursos introdutdrios.

Aprender uma nova forma de perceber os fenémenos fisicos exige um forte
envolvimento por parte dos estudantes. Por isso, na implementacédo original da proposta,
a discussdo dos alunos em pequenos grupos foi um elemento chave. Assim, os textos
foram elaborados de modo a ndo ser lidos em forma passiva, intercalando-se perguntas
que propiciavam completar-se o raciocinio exposto, estimulando a discussdo dos
estudantes entre si e com o professor.

Preferimos deixar os textos na sua forma original®, para estimular o professor a néo
utilizad-los de modo passivo, em que os estudantes recebem respostas e raciocinios
prontos.

Em relacdo aos contetdos dos textos, eles tratam, como ja indicado, basicamente sobre
0 conceito de superposicdo linear de estados, principio de incerteza e carater
probabilistico dos resultados de medida, principios quanticos que projetam uma visao
radicalmente diferente da classica sobre o mundo microscopico. As experiéncias
apresentadas retomam uma e outra vez estes principios, justamente para habituar ao
estudante com as consequéncias de tais principios sobre a realidade fisica.

1 56 para citar um par de exemplos, pense-se na computacao quantica e na teleportacéo.
2 Versdes modificadas dos mesmos foram usadas por nés em posteriores experiéncias de ensino
aprendizagem, mas a esséncia do projeto ndo sofreu alteracéo.



Em relacdo as ferramentas matematicas utilizadas, escolhemos trabalhar com a agil
notacéo de bras e kets de Dirac. Embora ndo usual para os estudantes do grupo em foco,
a notacdo ndo foi um impedimento para a compreensao dos alunos. Ao contrario, uma
vez que foi aceita como uma outra forma de denotar vetores de estado, tornou-se de
grande utilidade na discussao, por ser compacta e rica. Considerando que a proposta
original se destinava a utilizagdo por um periodo de um més apenas, ndo nos
aprofundamos na introducéo de conceitos de espacgos vetoriais, 0 que certamente seria
interessante em cursos de maior duragao.

Ainda em relacdo a descricdo matematica da teoria, dada a pouca familiaridade dos
estudantes com o trato de equac@es diferenciais, apds introduzir o conceito de (equacao
de) autovalores e de discutir a questdo da quantizacdo da energia, resultou interessante e
importante a utilizacdo de recursos computacionais para mostrar como a quantizagao
esta regulada pelas solugdes fisicamente aceitaveis para a funcdo de onda associada aos
diversos sistemas analisados. Em particular tais recursos propiciaram a visualizagao das
solucdes da equacdo de autovalores de energia para potenciais constantes por regides,
mas varidveis de modo descontinuo de uma regido a outra (tunelamento, por exemplo).
Os dois textos sob o titulo de laboratérios computacionais tratam sobre estas questdes.”.
Uma das vantagens do uso deste tipo de recursos é que permite "visualizar" rapidamente
0 modulo das solu¢Bes matematicas, possibilitando assim que a discussdo em aula se
centralize no conteudo fisico das solucgdes, discussdo esta que se enriquece pois 0S
programas permitem variar diferentes parametros®.

Ao final de cada texto consta a bibliografia pertinente, 0 que permite ao professor ou a
estudantes mais interessados ampliar o material que ali se encontra. A bibliografia torna
transparente, também, que o material basico foi bastante utilizado nos textos, nossa
preocupacdo dominante tendo sido a de compacta-lo sem perda de clareza, sempre que
possivel.

® Os softwares utilizados nestes exemplos, desenvolvidos pelo Physics Education Research Group da
Kansas State University, dos EUA, dentro do projeto "Visual Quantum Mechanics" estdo disponiveis na
Internet e podem ser obtidos no site http://www.phys.ksu.edu/perg/vgm . Atualmente existem, no mesmo
site, versdes novas do curso.

* Tais laboratérios facilitaram, em muito, a compreensdo da interpretacdo probabilistica da funcdo de
onda.




Plano da unidade

1 aula: Descricdo da unidade e forma de avaliagdo. Pre-teste.
Computacao quantica.(Para mostrar modernidade e postulados fundamentais)

2 aula: Efeito fotoelétrico. (Demonstracéo e explicacdo da experiéncia)
Experiéncia de Young para objetos quanticos simples. (Dualidade onda
particula, relacéo de De Broglie)

3 aula: Experiéncia de Young. (Continuacdo da aula anterior).
Principio de Incerteza.

4 aula: Experiéncia de Stern-Gerlach. (Sistemas de dois estados, estado de um sistema
quantico, superposicao de estados)
Observaveis. Resultados de medicdes. (Relagdo entre estado de um sistema
quantico e resultado de uma e de varias medidas)

5 aula: Equacéo de Schrodinger. Distribuicdo de probabilidades. (Estado de um sistema
quantico, resultado de medicdes)
Equacao de autovalores.(Determinacéo dos valores possiveis de um dado
observéavel)

6 aula: Autovalores de energia. (Diferenca entre os estados possiveis de energia para a
Mecanica Cléassica e para a Mecanica Quantica)
Poco infinito. (Discretizagdo de energia para estados ligados, superposicao de
estados, Principio de Incerteza)

7" aula: Degrau de potencial. (Solucdes ndo permitidas classicamente)
Tunelamento. (Aplicagdes praticas)

8" aula: Atomo de Hidrogénio. (Niveis de energia do elétron, funcées de onda do 4tomo
de Hidrogénio, localizacéo e estado fundamental do elétron)

9" aula: Impressdes "digitais” dos atomos. (Espectros de emiss&o e saltos quanticos)
Paradoxo do Gato de Schrodinger. (Superposicao de estados e colapso da
funcéo de onda)

10" aula: Medicdes livres de interacdo. (Dualidade onda particula)
Laser (experimental) e atomos confinados.

11" aula: Teleportagdo. (Superposicao de estados e Principio de Incerteza)
Passagem ao mundo cléssico. (Principio de Correspondéncia e Descoeréncia)

12" aula: Entrega dos conceitos. Pés-teste. Avaliagdo do curso.

Laboratdrio de computacdo: Dois trabalhos praticos sobre estados ligados e
tunelamento, fora do horario de aula.




COMPUTACAO QUANTICAS

Os computadores existentes atualmente parecem estar chegando a seus limites
Otimos. De um lado, razdes tecnoldgicas ndo permitem que seus chips sejam
indefinidamente diminuidos de tamanho - por exemplo, ndo tem sentido pretender
fabricar transistores ou fios mais finos que 0s atomos que os constituem - e de outro, por
motivos  praticos, fabricar microchips mais poderosos pode tornar-se
inconvenientemente caro.

Por estas e outras razfes é importante encontrar saidas alternativas. Uma das
cogitadas é a chamada computagdo quéantica, um dos ultimos "booms" nas Ciéncias. O
primeiro trabalho mais completo sobre a possibilidade de usar-se computa¢do quantica
em vez de classica foi publicado por David Deutsch em 1985, mas recém em 1994 o
fisico Peter Shor mostrou que a idéia "poderia funcionar". Apesar de ainda ndo se saber
se um computador quantico poderd vir a ser construido, € importante discutir suas
possibilidades, que estdo atreladas aos principios fundamentais da Mecanica Quantica.

Computacéo classica vs. computacdo quantica

Em geral estamos acostumados a pensar a computacdo em termos de operacoes
matematicas e ndo em termos fisicos. No entanto, efetuar uma operagdo de computagédo
é essencialmente um processo fisico. Pense, por exemplo, como é feita em um
computador uma conta simples como a soma 2 + 5. Os registros 2 e 5 sdo em principio
abstratos e antes de se efetuar qualquer operacdo com eles, devem ser codificados em
um sistema fisico. Isto pode ser feito de muitas maneiras, dependendo do dispositivo de
computacdo: diferencas de potenciais nas portas de um transistor de um microchip de
silicio, contas nas colunas de um abaco, impulsos nervosos nas sinapses de um neurénio
etc. A computacdo em si consiste em um conjunto de instrugdes - o0 algoritmo - que séo
desenvolvidas por meio de um processo fisico. A execucdo do algoritmo leva a um
resultado - que podemos observar, por exemplo, na tela de um computador - que
interpretamos como sendo o ndmero 7. Entdo, ainda que 2 + 5 = 7 possa ser definido de
maneira abstrata, 0 processo pratico que nos leva a concluir que 2 mais 5 é igual a 7, é
fisico.

Todos os tipos de computacdo com 0s quais 0 homem estd acostumado a
trabalhar, desde o dbaco até os supercomputadores, estdo organizados segundo as leis da
fisica classica. No entanto, vivemos em um mundo quantico e objetos quanticos - como
veremos no transcorrer destas aulas - se comportam em muitos aspectos de forma
bastante diferente dos classicos. Por exemplo, um sistema quantico pode existir em uma
combinacdo de multiplos estados fisicos com caracteristicas bem definidas (a0 mesmo
tempo), a chamada superposicdo de estados . Isto poderia permitir um cenario em que
cada estado seguisse um processo de computacdo diferente e que estes confluissem para
produzir o resultado final. Este "paralelismo quantico”, que pode ser alcangado em uma
sO peca do hardware poderia dar aos computadores quanticos, em tese, uma velocidade
muito maior do que as alcancadas pelos computadores de hoje. Problemas como o da

> A verséo aqui incluida destes textos tem sofrido algumas alteracdes decorrentes de sua utilizacdo e
visando sua publicacdo em separado.



fatoracdo de numeros® com dezenas e até centenas de digitos que hoje, nos
supercomputadores mais velozes tardariam milhGes de anos e que estdo sendo,
inclusive, trabalhados de forma cooperativa no mundo poderiam, em principio, ser
resolvidos em periodos da ordem de um ano. Com isto, é claro, em contrapartida, a
seguranca das chaves atuais dos criptosistemas que dependem de nimeros fatorados . . .
iria para o espaco.

A célula da computacao quantica: o QUBIT

Na computacdo classica, o estado de uma unidade de informacdo - o bit - é
especificado por um namero: 1 ou 0. Qualquer simbolo - nimero ou palavra - na
computacao classica é representado por uma cadeia de algarismos 1 e 0. O QUBIT - o
bit quantico - pode ser representado, por exemplo, por um atomo em um de dois de seus
possiveis autoestados de energia. Podemos chamar de 1 ou de 0 a cada um desses
estados. Assim 2 qubits podem estar em 4 estados bem definidos (0,0), (0,1), (1,0) e
(1,1), como quaisquer dois bits cléssicos. Mas, diferentemente dos bits cléssicos, cada
qubit pode existir também em estados que compreendem simultaneamente aquele que
chamamos de 0 e aquele que chamamos de 1. Este € um fendmeno intrinsecamente
quantico denominado superposicdo de estados. Enquanto (classicamente) um bit existe
ou em 1 ou em 0, (quanticamente) um qubit pode existir em 1 e em 0. Isto, quanto aos
estados possiveis do qubit.

Quanto ao resultado de uma determinada operacdo de computacdo quantica, no
entanto, no momento em que procuremos saber qual é este resultado, "obrigaremos™ o
qubit a responder em um estado definido de energia. Conhecer o resultado da
computacdo é fazer uma medicao sobre a unidade de processamento. A probabilidade
de que, feita essa medicdo, o qubit se encontre no estado 1 ou no estado 0, € dada por
um coeficiente numérico. Ou seja, enquanto ndo € feita uma medicdo o qubit podera
estar numa superposicao dos estados 1 e 0, mas ho momento em que se busca saber o
resultado do processo de computagdo, no momento em que se efetua uma medicdo, 0
qubit responde apenas em um daqueles estados. Reside ai o poder da computacdo
quantica: um qubit pode existir em varios estados ao mesmo tempo e informar sobre
todos eles. Com isso é possivel, em principio, realizar-se muitas opera¢des em paralelo,
usando somente uma unidade de processamento.

Além disto, na computacdo classica, o processamento da informacdo é feito
através de portas l6gicas. Uma delas é a porta NAO que nega o estado do sistema, ou
seja, se o0 sistema estava no estado 1 passa ao estado O e se estava no estado O passa ao
estado 1. Na computacdo quéantica, além desta porta podemos ter outras que nao tém
contrapartida classica, como a que permite "transformar” o estado 0 em uma
superposicdao de O e 1.

O estado de um qubit pode ser representado como

|qubit) = Cy|0)+C,|1),

® Céalculo dos fatores primos de um ndmero.



em que |qubit> significa "o estado da unidade de processamento” e Cy e C; sd0 0S

coeficientes que originam as probabilidades (|C0 12e |Cy \2) de, uma vez efetuada
uma medic&o, o qubit estar no estado |0) ou no estado |1). O estado do qubit logo

depois da medigo sera |0) ou 1) e ndo mais C,|0)+C,|1).

A questdo de que antes de efetuar uma medicdo o0 qubit - a unidade de
processamento - possa estar em uma superposicdo de dois estados e que logo depois da
medicdo ele esteja em um sO estado de energia é o que em Mecanica Quantica se
denomina de problema da medida. Por que € um problema? Classicamente ao medir
uma certa propriedade de um sistema, por exemplo o momento linear do sistema, 0
valor obtido é o do estado no qual o sistema se encontrava antes da medicdo. Em
Mecanica Quantica, a frequéncia do resultado da medida de uma propriedade do
sistema esta probabilisticamente relacionada com o estado no qual o sistema se
encontrava antes da medicao.

Vejamos um exemplo para um sistema de dois qubits. Suponhamos que o
sistema esteja no estado |¥) = (1/2)? (|0) +|3)), isto &, se expressarmos |0) e |3) em

codigos binarios, |¥) = (1/2)"* (|0)|0)+ |1J1)). (|0) e |3) sdo denominados de
autoestados do sistema.)

(1/2)¥2 & o valor de cada um dos coeficientes Co e C; que conduzem, ambos, &
probabilidade (1/2) de que o sistema esteja em um de seus dois autoestados.
Suponhamos também que nossa forma de medir seja ouvir os “cliques" de dois

detetores, um detetor superior que clica para o estado |1> e um detetor inferior que clica

para o estado |0> . Para o estado considerado acima, o resultado da medig&o sera, com

igual probabilidade, ouvir dois cliques no detetor superior ou dois cliques no detetor
inferior. N&o ouviremos um clique no detetor de cima e um clique no detetor de baixo
Ou Vice-versa.

Combinando a propriedade da superposicdo de estados com outras, € possivel
demonstrar que um computador quantico poderia resolver o problema da fatoragéo, ou
seja achar os fatores primos de um numero, de forma muito mais rapida do que qualquer
computador classico.

Apesar de todas as suas possibilidades, a realizacdo experimental de um
computador quéntico ainda ndo é factivel. Para executar uma computacdo de fato, é
preciso manter a superposicdo de estados ao longo de todo o processo de céalculo. O
problema é que isto ndo é uma tarefa facil. Por uma propriedade chamada descoeréncia
(propriedade, alids, que impede que possamos observar na escala macroscépica a
superposicdo de estados) a superposicdo dos estados quanticos se desvanece muito
facilmente, porque qualquer interacdo do sistema fisico com o meio, por exemplo, a
colisdo de um &omo com outro atomo, pode levar o sistema a "optar" por um sé dos
estados inicialmente superpostos. Para lograr conseguir a computa¢do quantica 0s
cientistas deverdo lutar contra este fendmeno, entre outros problemas.

Vimos, entdo, que propriedades muito diferentes das cléssicas (absolutamente
novas para nos) acontecem no mundo microscopico descrito pela Mecanica Quantica e



que essas propriedades podem ser tecnologicamente muito importantes (no caso
exemplificado, para melhorar nossos atuais sistemas de processamento). E (til salientar
que ainda que ndo saibamos bem como construir um computador quantico, as idéias da
computagdo quantica mostram que ha uma forte ligacdo entre computacdo e Fisica
Quantica. Isto pode ajudar os cientistas e engenheiros da area a resolver problemas que
encontram quando tentam projetar microchips convencionais com tamanho reduzido,
pois ao adentrar no mundo microscopico se entra no regime da Mecanica Quantica.

Exercicios

1- Escreva em cddigo binario os autoestados |0),1),/2)e|3), relativos a conjuntos de

dois qubits.

2- No exemplo do texto, por que ndo é possivel ouvir um clique no detector de cima e
um clique no detector de baixo, ou vice-versa?

3- Apresente um exemplo, em cddigo binario, de estados de dois qubits em que €é
possivel ouvir um clique no detector de cima e um clique no detector de baixo. Qual

é a probabilidade de o sistema estar no estado |2> , N0 seu exemplo?

4- Mostre que trés qubits podem estar em 8 (2°) estados bem definidos.
Consequentemente n-qubits podem estar em 2" estados, ou seja, n-operacdes
elementares podem gerar 2" situacGes distintas. Qual é a importancia disto para a
fatoracao?

5- Relacione e discuta as propriedades quanticas citadas no texto e em qué sdo
diferentes das que vocé conhece da Fisica Classica.

Bibliografia

Este texto estad baseado nos seguintes artigos, que vocé pode consultar se quiser mais
informacdes sobre a computacdo quantica:

Quantum physics and computers, de Adriano Barenco, Contemporary Physics, 1996,
volume 37, n. 5, pp. 375-389.

Quantum computing with molecules, de Neil Gershenfeld e Isaac Chuang, Scientific
American, June 1998, pp. 50-55.

Quantum computing, de Valerio Scarani, American Journal of Physics, 1998, volume
66, n. 11, pp. 956-960.



EFEITO FOTOELETRICO

Desde 1887 se sabia, gracas as pesquisas de H. Hertz, que a intensidade da
descarga elétrica entre dois eletrodos aumentava quando iluminados por luz ultravioleta.
Este fendmeno foi denominado de efeito fotoelétrico, devido a que os elétrons
responsaveis por essa corrente eram "arrancados” da superficie do metal dos eletrodos
pelo uso de radiacdo luminosa. A emissdo de elétrons depende da intensidade da
radiacio incidente sobre o metal, aumentando quando esta aumenta’.

Em um trabalho publicado em 1905, Albert Einstein prop6s que, em algumas
circunstancias, a luz poderia ser pensada como constituida de "pacotes (quanta) de luz".
Na sua argumentacdo, Einstein deduziu que, para o caso do efeito fotoelétrico, existiria
uma dependéncia entre a emisséo fotoelétrica e a frequéncia da radiacédo incidente: para
cada substancia existiria um umbral para a freqiéncia da radiagdo, de modo que se a
radiacdo incidente possuisse uma freqiiéncia menor que a freqiiéncia limite, ndo seriam
emitidos elétrons, independentemente da intensidade da radiacdo. Assim, a energia
necessaria para arrancar um elétron do material seria absorvida em um Unico processo
de interacdo entre a radiacdo e o elétron, de modo que se a radiagdo incidente ndo
possuisse a energia necessaria, determinada pela sua frequéncia, ndo seria possivel que
o0 elétron escapasse do material. Para isto, a radiagdo eletromagnética ndo poderia ser
considerada como uma onda, sendo que seria entendida se considerada como constituida
de particulas.

Denominando de Ex a energia cinética do elétron arrancado do metal, tem-se Ex
= E - ¢, onde E é a energia absorvida pelo elétron e ¢ a energia minima necessaria para
escapar do material. Considerando a radiacéo incidente como constituida por particulas,
a energia das mesmas pode ser escrita como E = hv, onde v ¢ a freqiiéncia da radiacdo e
h é uma constante universal, a constante de Planck (dimensdo: energia x tempo). Ex=0
corresponde, entdo, a freqiiéncia minima vy que deve ter a "particula” constituinte da
radiacdo (o quantum de luz) para gerar a energia que o elétron deve absorver para
escapar do material, isto é,

hv,—$ =0, ou seja, v, = ¢/h

Se a frequiéncia da radiagéo incidente for menor que v,, ndo havera emissdo de

elétrons. Esta dependéncia com a frequéncia ndo podia ser explicada com as teorias
classicas (disponiveis até entdo). Se os elétrons precisavam de uma determinada energia
para serem arrancados do material e assim originar a corrente esta energia, segundo a
teoria classica, ir-se-ia acumulando até alcancar, pela absor¢do continua de energia, o
valor necessario, de forma que os elétrons poderiam ser arrancados ainda que a
freqiiéncia da radiacdo incidente fosse baixa, desde que a radiagéo fosse intensa.

Alguns anos depois, varios fisicos experimentais tentaram verificar a relagéo
proposta por Einstein e, ao redor de 1916, conclui-se que os resultados experimentais

" Em 1902, o fisico Philipp Lenard provou que a fotocorrente é proporcional & intensidade da luz e
independente de seu comprimento de onda. N&o investigou, no entanto, a relacdo entre a energia cinética
dos elétrons emitidos (Ey) e a freqiiéncia.
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coincidiam com a previsao de Einstein que introduz a hipotese de que a radiacdo €
constituida por fétons®.

Bibliografia
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que tinham realizado a comprovacéo experimental da relacéo, ndo aceitavam a proposta de que a radiacéo
estivesse constituida de particulas.
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EXPERIENCIA PARA OBJETOS QUANTICOS SIMPLES

O efeito fotoelétrico e a superposicdo de estados, que tém reflexos sobre a
computacdo quantica, sdo dois exemplos de como o mundo quantico se comporta de
forma freqientemente "ndo-classica”. No caso do efeito fotoelétrico vimos como a
teoria ondulatoria (classica) da luz, que explica os fenémenos de interferéncia e
difracdo, deve ser substituida por uma teoria que atribua caracteristicas de particula para
a luz.

Discutimos a seguir certos comportamentos das particulas no mundo quantico e
tentamos definir algumas caracteristicas dos "objetos" quanticos (elétrons, fétons,
prétons, nedtrons etc.).

Uma experiéncia com particulas classicas

Imaginemos um dispositivo como o que aparece na Fig. 1, similar ao da
experiéncia de interferéncia de Young da 6tica classica. No presente caso a fonte € uma
metralhadora giratéria - com um angulo de giro grande - que dispara balas indestrutiveis
(que ndo podem se fragmentar) em varios direcBes, sendo a taxa de disparos constante.
A frente da metralhadora encontram-se duas paredes. A primeira tem duas fendas
grandes o suficiente para deixar passar s6 uma bala de cada vez. Frente a segunda
parede ha um detector (por exemplo, uma caixa de areia) que se move para cima e para
baixo, e que permite determinar a probabilidade de que uma bala que passa pelas fendas
possa atingir a segunda parede a uma altura x do centro. Falamos de probabilidade pois
como a metralhadora atira balas ao acaso ndo sabemos de antemé&o para onde elas irdo.
A definicdo de probabilidade que estamos usando € a de razdo entre 0 nimero de balas
que chegam ao detector num determinado periodo de tempo e o numero total de balas
que atingem a segunda parede nesse mesmo periodo. A distribuicdo de balas na direcdo
vertical (eixo x) quando apenas a fenda 1 esté aberta P;(x), é da forma vista no diagrama
b, com maximo no ponto que estd em linha reta com a metralhadora e com o centro da
fenda 1. Obtemos uma curva simétrica a esta, P,(x), se apenas a fenda 2 esta aberta.
Quando as duas fendas estdo abertas a distribuicdo de probabilidades, Pi,, como
esperariamos, tem seu maximo em x = 0 sendo Py, = P; + P,, ou seja, 0 efeito das duas
fendas abertas é a soma dos efeitos correspondentes a cada uma delas aberta. As
hipoteses feitas conduzem ao que segue.

- Nao podemos detectar uma fragéo de bala.
- Cada bala ou passa pela fenda 1 ou passa pela fenda 2.
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Exercicios

1. O que se observa na segunda parede, na experiéncia com particulas classicas, se a
taxa de disparos diminuir?

2. Que propriedades vocé considera mais marcantes em uma particula em Fisica
Classica?

Uma experiéncia com ondas classicas

Utilizemos agora um dispositivo similar ao anterior (Fig. 2), mas cuja fonte € a
fonte pontual de ondas da agua (por exemplo, uma bolinha que sobe e desce sobre uma
superficie da &gua, gerando ondas circulares). A segunda parede é construida de modo a
ndo permitir que as ondas sejam refletidas. Neste caso, o detector mede a "intensidade”
do movimento. Diferentemente do caso anterior, em que as balas chegavam ao detector
uma a uma, agora a intensidade pode ser detectada em valores variaveis, pois a
intensidade de uma onda pode variar continuamente. 1;(x) mede a intensidade das ondas
detectadas quando apenas a fenda 1 estd aberta e 1, (X) mede a intensidade quando
apenas a fenda 2 estd aberta. Lembremos que a Intensidade | de uma onda € igual ao
modulo ao quadrado da sua amplitude 1(x) = | @(X) |2, Portanto se 112(X) é a intensidade
da onda quando as duas fendas estdo abertas simultaneamente

l2(¥) = [ @1(%) + 02(X) |2 = 11(X) + 12(x) + 2 [12(X).12(x)]"? cos®, onde cos é a
diferenca de fase entre as contribui¢cGes das duas frentes de ondas que resultam da
difracdo da frente de onda original nas fendas. Observemos que este € 0 mesmo
resultado obtido para a experiéncia de Young com ondas luminosas. O ultimo termo é o
termo de interferéncia, que faz com que a curva Iy, tenha a forma caracteristica que
aparece na parte c da Fig.2.

Decorrente disto, em geral 132(X) # 11(x) + 12(x), e o valor de 1;, dependera de as
frentes de onda que passam por 1 ou por 2 estarem ou ndo em fase. Se estiverem em
fase, interferirdo construtivamente e se estdo defasadas, interferirdo destrutivamente.
Fechando uma das fendas a intensidade em um ponto x do anteparo pode aumentar ou
diminuir.
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Exercicios

3. O que se observa na segunda parede, na experiéncia com ondas cléssicas, se a
intensidade da fonte luminosa diminuir?
4. Que propriedades vocé considera mais marcantes em uma onda em Fisica Classica?

Uma experiéncia com particulas quanticas

Voltemos a usar o dispositivo da experiéncia de interferéncia, agora com uma
fonte que emite particulas quanticas (por exemplo, um filamento quente que emite
elétrons). O detector pode ser um contador Geiger, que permite amplificar em escala
macroscépica o efeito dos elétrons que chegam até ele®.

A primeira coisa que se observa é que o detector nunca registra "pedacos” de
elétrons mas sempre um ndmero inteiro deles, como na primeira das nossas
experiéncias, a das particulas cléssicas. Se a fonte for suficientemente fraca, pode-se
fazer com que os elétrons cheguem um a um até o detector. Sua chegada acontece ao
acaso e podemos entdo calcular P; e P, tal como aparecem na parte b da Fig. 3. No
entanto, quando se deixam as duas fendas abertas, a distribuicdo de probabilidade P,
depois de um periodo de tempo ndo € igual a soma das distribuicdes de probabilidade
P, + P, como no caso das particulas classicas, sendo que aparece uma figura de
interferéncia como no caso das intensidades da experiéncia com ondas classicas!!! Se
fecharmos qualquer uma das fendas, a distribuicdo de probabilidades pode aumentar ou
diminuir, como no caso das intensidades das ondas classicas.

° Os efeitos que descreveremos aqui ja foram observados com elétrons (1961),
com néutrons (1988) e com atomos (1991).
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Ou seja, os elétrons (e outras particulas elementares, como por exemplo o féton),
chegam ao detector inteiras, como as particulas classicas indestrutiveis, mas a
distribuicdo de probabilidade de chegada deles é similar a distribuicdo de intensidade
das ondas classicas. AS PARTICULAS QUANTICAS, entdo, NAO SAO NEM
PARTICULAS CLASSICAS NEM ONDAS CLASSICAS. No entanto este
comportamento aparentemente estranho pode ser explicado se aceitarmos que, em
vez de seguir as leis da Fisica classica, os objetos quanticos seguem outras leis,
onde se inclui a chamada equacéo de Schrodinger.

As propriedades "ondulatorias” reveladas no experimento de Young, e em
outros, permitem associar a estes objetos quanticos (fétons, elétrons, protons, pions,
etc.) um comprimento de onda que é obtido pela seguinte relacdo A = h/p, onde h é uma
constante denominada constante de Planck e cujo valor é 6,63. 10™* joule.seg, ou
4,14.10™ eV.s (dimensdes de energia x tempo) e p é o momento linear da particula.
Esta relacdo € denominada de De Broglie e vincula propriedades de particulas
(momento) com propriedades ondulatorias (longitude de onda).

Exercicios

5. Compare P1(x) e P»(X) nas trés experiéncias.

6. Procure descrever como acontece a chegada dos elétrons no segundo anteparo quando
as duas fendas estéo abertas.

7. O que se observaria, na segunda experiéncia, se a fonte de ondas fosse uma fonte
luminosa e emitisse um féton por vez?

8. E frequente ler-se que uma caracteristica da Mecénica Quantica é a dualidade onda-
particula. Analise essa questdo a luz do que foi visto nesta aula.

9. Se a Mecénica Quantica descreve toda a mateéria, por que ndo observamos os padrdes
de interferéncia na primeira experiéncia? (Particulas macroscopicas, balas)

15
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ONDE ANDA O ELETRON?

O padréo de interferéncia que se observa no caso da experiéncia de Young com
elétrons ndo € o que "intuitivamente™ esperariamos encontrar. Ao descrever a
experiéncia com particulas classicas, vimos que fazia sentido dizer que as particulas ou
passam pela fenda 1 ou passam pela fenda 2. Mas o0 que acontece se tentamos "ver" por
qual fenda passam os elétrons? Utilizemos novamente o dispositivo da experiéncia de
interferéncia de Young agregando uma fonte luminosa atras da primeira parede e entre
as duas fendas (Fig. 1). Como as cargas elétricas espalham a luz, cada vez que um
elétron passe perto da fonte luminosa, espalhara um pouco de luz na direcdo de nossos
olhos. O espalhamento acontecera mais perto da fenda 1 ou da fenda 2, conforme por
onde passe o elétron, de forma que podemos "ver" por onde passou. Entéo, cada vez que
passe um elétron por uma das fendas acontecera um clardo, seguido de um "clique™ no
detector. Se baixamos, além disto, a intensidade do feixe de elétrons de forma que a
fonte emita s6 um elétron por vez, mantendo a intensidade da luz forte o suficiente para
que sempre ocorram clardes, 0 que se observa é que os clardes sao oriundos ou da fenda
1 ou da fenda 2. Nunca séo observados clares simultaneos das duas fendas. Chamemos
de P; ao nimero de cliques quando o elétron passa pela fenda 1 e P, a0 nimero de
cliques quando o elétron passa pela fenda 2. Como a experiéncia ¢é feita com as duas
fendas abertas simultaneamente, P1, serd a soma de todos os clardes (cliques), tanto os
correspondentes aos elétrons que passam pela fenda 1 quanto os correspondentes aos
elétrons que passam pela fenda 2. Ou seja, P, = P; + P,, sem termo de interferéncia! Ou
seja, quando "vemos" os elétrons, isto €, quando "vemos" por qual fenda os elétrons
passam, a distribuicdo total dos mesmos, P, é diferente de quando "ndo vemos" 0s
elétrons.

Por que o efeito de interferéncia é destruido? Podemos pensar que o efeito de
interferéncia é destruido porque a intensidade da luz da fonte usada é muito forte e
tentar novamente, agora com luz menos intensa. No entanto, lembrando do efeito
fotoelétrico, sabemos que os clarbes de luz ndo serdo mais fracos (todos eles
correspondem a um foton) mas sim que, as vezes, poderemos ouvir um clique no
detector e ndo "ver" nenhum clardo. Teremos assim elétrons "vistos", que passam pela
fenda 1, elétrons "vistos", que passam pela fenda 2 e elétrons "ndo vistos", que nao
sabemos por onde passam. Os resultados'® mostram que para os elétrons "vistos", a
distribuicdo de probabilidade continua a ser dada por P12(Xx) = P1(X) + P»(x), enquanto
para os elétrons "ndo-vistos", a distribuicdo de probabilidades tém também a
contribuicdo do termo de interferéncia.

9 Experimentos equivalentes foram realizados em 1991 para fétons e em 1998 para
elétrons.
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Exercicios

1. Por que, na experiéncia relatada, pode-se ndo ver um claréo e sim ouvir um clique ,
guando diminui a intensidade da luz utilizada?

2. Discuta o que aconteceria se, em vez de diminuir a intensidade da luz, diminuimos a
sua energia (freqiiéncia)?

Em resumo quando em experiéncias como a descrita € possivel afirmar que a
particula quantica passou por um dado local, o padrdo caracteristico de interferéncia é
destruido. Ou ainda: sO se tem o padrdo de interferéncia quando ndo se pode afirmar
por qual das fendas o elétron passou. Seguindo um paralelismo com o caso ondulatorio
classico, diriamos que sO ocorre interferéncia se forem geradas amplitudes (de
probabilidade) com diferenga de fase nas duas fendas.

A probabilidade de um evento é dada pelo mddulo ao quadrado de uma
quantidade que é chamada de amplitude de probabilidade, de forma que se acontecem
varios eventos, a probabilidade total ¢ o modulo ao quadrado da soma das amplitudes
individuais. E por isso que aparece o termo de interferéncia.

Esta questdo é importante também porque se refere a influéncia do processo de
observacdo sobre o resultado observado. Como apontado por Dirac, isto permite
estabelecer uma escala "absoluta” de tamanho: o mundo atdémico e subatémico é
pequeno, no sentido absoluto, porque qualquer medicdo efetuada nessa escala
usard recursos da mesma escala e podera afetar o resultado, de forma que é
preciso sempre indicar como estdo sendo observados os fendmenos. Ou seja, na
escala atbmica e subatébmica existem limitacdes absolutas as possibilidades de medicao.
Lembrando da relacdo de De Broglie podemos também dizer que a medida em que as
acOes tipicas de um sistema ([energia].[tempo]) se tornam muito maiores do que a
constante de Planck, deixa-se de observar estas limitagGes.

Exercicio

3. O que, na sua opinido, causa a mudanca de comportamento dos elétrons no
experimento relatado, de modo a destruir o padrdo de interferéncia quando o elétron é
visto em uma das fendas?
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Principio de Incerteza

No experimento descrito acima, ndo € possivel, simultaneamente, dispor de luz
de forma a saber por qual fenda passou o elétron e ndo perturbar o elétron. Esta
dificuldade € intrinseca a Mecéanica Quantica, e se relaciona com o chamado Principio
de Incerteza, proposto por Heisemberg. Na experiéncia descrita o Principio diria: E
impossivel ao mesmo tempo saber por qual fenda passou o elétron, e ndo destruir o
padrdo de interferéncia..

A forma tradicional do Principio de Incerteza na experiéncia aqui relatada é: Se
se faz uma medicdo sobre um objeto quantico e se pode determinar a componente py de
seu momento com uma incerteza Apx, ndo se pode, a0 mesmo tempo, conhecer a
componente x da posicdo com incerteza Ax menor que h/Apy, sendo h a constante de
Planck. Este Principio é um dos pilares da Mecénica Quantica, que salienta que nédo é
possivel ter-se, como na Mecénica Classica, valores definidos para duas grandezas
conjugadas (como posicdo e momento, tempo e energia) em um estado quantico. Este
fendmeno é independente da precisdo dos sistemas de medigdo. Ou seja, esta é uma
impossibilidade imposta pela propria Natureza. As relagdes de incerteza determinam,
entdo, a ordem de grandeza dos limites a partir dos quais ndo é mais possivel aplicar
varios dos conceitos da Fisica Classica.

Discutiremos a seguir qualitativamente o Principio de Incerteza numa situacao
particular. Suponhamos que se tem uma fonte de elétrons e duas paredes, a primeira
delas com uma fenda (Fig. 2). A fonte esta afastada o suficiente para garantir que os
elétrons cheguem perpendiculares a parede 1, ou seja, tem momento py = p na direcao x
e py = 0. Portanto conhece-se seu momento na direcdo y com precisédo (Apy = 0), mas
ndo se sabe onde os elétrons estdo. Para os elétrons que passarem pela fenda, poderemos
dizer que conhecemos a sua posi¢do, com uma precisdo aproximadamente da ordem do
tamanho da fenda, ou seja y = a. Quando os elétrons passarem pela fenda, contudo,
deixamos de ter certeza quanto ao valor de seu momento na dire¢do y , pois na fenda os
elétrons se "difratam". Por esta raz&o, na parede observa-se, depois de um certo tempo,
um padréo de difracdo produzido pelos elétrons.
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Para ter uma idéia de quanto foi o espalhamento no momento dos elétrons
podemos calcular Apy = po. AB, quando 6 € um angulo pequeno. Da Otica se sabe que a
distancia entre 0 méximo de um padréo de interferéncia e o primeiro minimo é dada por

AB = %, de forma que Apy ~ poA/ a Desta relagdo se obtém que quanto menor for a

abertura da fenda e, portanto, melhor determinada a posi¢cdo do elétron, mais
"desconheceremos™ o seu momento pois Apy cresce. Utilizando a relacdo de De Broglie,
pode-se calcular o valor do comprimento de onda do elétron, A = h/pg , e resulta Ay. Apy
~ h.

Exercicios

4. O clardo da primeira experiéncia relatada define a posicdo do elétron sobre uma das
fendas. O que se pode dizer a respeito do momento linear do elétron neste caso?

5. As limitagcBes impostas pelo Principio de Incerteza poderiam ser superadas se
tivermos dispositivos de medidas mais precisos a nossa disposi¢do?

6. Poderia relacionar a dualidade onda-particula com o Principio de Incerteza?
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EXPERIENCIA DE STERN-GERLACH.

Antes de apresentar a equacdo que descreve o comportamento das particulas no
mundo quantico, vamos introduzir algumas no¢6es que formam parte da linguagem da
Mecéanica Quantica.

Para isso comecaremos descrevendo a experiéncia de Stern-Gerlach, em que
aparece uma propriedade nitidamente quéantica, ou seja, que se manifesta claramente na
escala microscopica: o spin. (Existem alguns fendmenos na escala macroscopica, como
o ferromagnetismo, em que tal grandeza também se revela.)

Na experiéncia de Stern-Gerlach (1922) um feixe de atomos de prata passa
através de um eletroimé@ (um campo magnético nao-uniforme), colidindo a frente com
uma placa coletora, como mostra a Fig. 1. A idéia por trds da experiéncia era
inicialmente a de estudar o comportamento dos &tomos em um campo magnético.

Figura 1

Antes de prosseguir, lembremos que a Fisica Classica nos ensina que uma carga
em movimento se comporta como uma pequena espira de corrente. Portanto tem um

N

momento magnético de dipolo , que é proporcional a seu momento angular.

Considere uma particula (classica) carregada de massa M movendo-se em um anel de
-

raio r (Fig. 2), com velocidade v (frequéncia f = v/2zr). O momento angular da

e e

particula L = rx p = rxv.M . Para uma carga circulante, a magnitude da corrente é
i = qf = qv /22r e a do momento magnético é

u = inr’= q (vi2ar)( mrd)=(1/2)q| vxr | = (1/2)q(L/M). Quando a carga é
negativa, 0 momento magnetico de dipolo e 0 momento angular séo antiparalelos.
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Figura 2

5
Voltando a experiéncia, se 0s atomos de prata possuem um momento magnético u

em uma dada direcdo, a interacdo com um campo magnetlco B (por exemplo na
- -

direcdo z, gera uma energia U = x.B, e produz uma forca F . Essa forca "puxara para

baixo" os atomos com momento magnético apontando para baixo, e "para cima" 0s

atomos com momento magnético apontando para cima. Atomos com momento

magnético na direcdo perpendicular ao campo, ndo sofrem os efeitos dessa forca. Se o

campo € nulo, ou seja quando o eletroima esta desligado, os atomos ndo sofrem a acédo

de forca deste tipo. Como 0s momentos magnéticos das particulas do feixe incidente,
segundo a Mecéanica Classica, podem ter qualquer orientacdo, esperar-se-ia que quando

o eletroima estivesse ligado, aparecessem na placa coletora depdsitos de prata ao longo

de uma faixa vertical continua. Os resultados da experiéncia mostraram que quando o

eletroimd estava desligado, aparecia apenas uma linha na parte central da placa,

enguanto quando o eletroima estava ligado, em vez de tal linha, apareciam duas franjas,
como mostra a Fig. 3. Isto indica:

1- que o momento magnético dos atomos esta "quantizado”, ou seja, em vez de
apresentar valores continuos, como na previsao da Fisica Classica, apresenta valores
discretos;

2- que sO ha dois valores discretos possiveis para a propriedade que esta sendo medida.
Estes fenbmenos ndo podem ser explicados pela Fisica Classica.

— &

Observada Prevista classicamente

Figura 3

Como no caso do atomo de prata, quando ndo excitado, apenas um elétron
contribui para a existéncia do momento magnético do atomo, este momento magnético é
o do elétron. E além disto este elétron tem momento angular orbital nulo. Como o
elétron, ainda assim apresenta momento magnético, este momento se relaciona a um
momento angular de outra natureza que se denomina de intrinseco (spin). Assim como
massa e carga sdo caracteristicas do elétron, spin ou momento angular intrinseco
também o é.
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Spin do elétron.

De fato, ndo s6 o elétron mas as outras particulas elementares passam a ser
caracterizadas por mais esta propriedade, o spin (ainda que para algumas delas o spin
seja igual a zero). Em particular, para o elétron, como o momento magnético na
experiéncia de Stern-Gerlach aponta ou na direcdo do campo magnético ou na direcéo
contréria, conclui-se que o spin do elétron em uma dada dire¢do tem sé duas possiveis
projecdes: "+" e "-". No caso das particulas carregadas, como o elétron, o spin gera
(como se fosse uma carga em rotacdo), um momento (de dipolo) magnético intrinseco,
como um ima microscopico. Por isso a experiéncia de Stern-Gerlach é analisada como
se o feixe de 4tomos que atravessa o campo se dividisse em dois, pois seus momentos
magnéticos estdo associados aos dois Unicos valores possiveis da proje¢do do spin na
direcdo do campo: + e -.

A projecdo do spin do elétron numa dada direcdo apresenta, entdo, dois valores,
"spin para cima" ou "spin para baixo" (#/2 ou —-#/2). A cada um destes valores
chamamos autovalor ou valor proprio da projecdo do spin na direcdo do campo e 0
estado do elétron associado a esse valor (o estado do elétron quando a projecdo do spin
aponta para cima ou para baixo) se chama de autoestado.

Tanto em Fisica Classica como em Fisica Quantica dizemos que se um sistema
se encontra em um estado bem definido se tem a maxima informacdo possivel a seu
respeito. Em geral, o estado de spin do elétron é uma combinacdo linear de seus

autoestados. Assim, |S,)=C_|+)+C_|-), onde |C.|? d4 a probabilidade P de que a

projecdo do spin do elétron na direcdo do campo magnético se encontre no estado "+", e
|c.|?=1-P,a probabilidade de que o sistema se encontre no estado "-". Diferentemente
do caso classico, os valores da projecédo do spin na superposi¢ao nao sdo intermediarios
entre os valores correspondentes ao autoestado + e ao autoestado -. Quando medimos a
projecéo do spin, obtemos SEMPRE ou "+"ou "-"(+7%/2 ou —#/2); nunca obtemos um
valor gque seja uma "média" entre os valores "+" e "-", mas sim (Se a estatistica da
experiéncia for boa) P.n o valor "+" e (1-P)n o valor "-" (sendo n o nimero total de
medidas feitas). Os Unicos valores da medida continuam sendo +%/2 e —#/2. E a
probabilidade de encontrar um desses resultados que assume valores intermediarios
entre0e 1.

Observaveis

Em Fisica, grandezas observaveis sdo aquelas que podem ser medidas,
resultando de cada medida um numero real. Os resultados possiveis das observacdes
sdo os autovalores.

Conhecer o estado de um sistema fisico é determinar o maximo nimero de
grandezas observaveis associadas a ele. Contudo, enquanto na Fisica Classica grandezas
como a energia, a componente do momento angular numa dada direcdo e 0 momento
magnético, por exemplo, assumem valores continuos, na Mecénica Quantica isto ndo
necessariamente ocorre. A energia dos sistemas quanticos pode assumir valores
continuos ou/e discretos e a projecdo do momento angular intrinseco do elétron s6 pode
adotar dois valores.
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Suponhamos que realizamos uma medicdo para determinar o estado de spin dos
elétrons de um feixe. Para isso fazemos incidir o feixe através de um dispositivo de
Stern-Gerlach, com um campo magnético ndo-homogéneo apontando, por exemplo, na
direcdo vertical. O feixe inicial, segundo vimos, é separado em dois: um com uma
proporcao P de elétrons com projecédo de spin "para cima” e 0 outro com uma proporgédo
1-P de elétrons com projecdo de spin "para baixo". Se submetermos, logo depois, cada
um dos feixes resultantes a um segundo dispositivo de Stern-Gerlach, com campo
magnético na mesma diregdo e sentido, os resultados em cada ramo continuardo 0s
mesmos: o feixe original foi “filtrado” na primeira medida e logo apoés esta, os elétrons
de um dos feixes estavam todos no mesmo autoestado. Ou seja, a medicdo de um
observavel leva o sistema a um de seus autoestados (transforma o estado do sistema em
um de seus autoestados). Dizemos que a medi¢do “preparou” o sistema em um estado
determinado. Contudo, se na segunda medicdo 0 campo magnético estiver em uma
direcdo diferente - ou seja, a um angulo qualquer em relacdo ao do primeiro campo-
novamente encontraremos apds a medida alguns elétrons orientados no sentido "+" e 0s
demais no sentido "-" do campo magnético. Ocorreu uma nova "filtragem™ do feixe

(Fig. 4).

. | TVE

» Tvﬁ‘

Figura 4
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Além disto, enquanto em principio em Fisica Classica ndo ha impedimento para
a medicgdo simultanea de dois observaveis, em Mecénica Quéntica existem pares de
observaveis que ndo podem ser determinados simultaneamente.

Quando a ordem em que medimos dois observaveis para um mesmo sistema
muda o resultado final, se diz que os observaveis sdo incompativeis. Dois observaveis
sdo compativeis, i.e., podem ser medidos simultaneamente com precisao para 0 mesmo
sistema, se, ao contrario, a ordem de sua medi¢do ndo modifica o resultado final.

Ao0s observaveis incompativeis se aplica o Principio de Incerteza. Como vimos
na experiéncia de Young para as grandezas posicdo e momento, medir primeiro 0
momento, conduz a um padrao de interferéncia; enquanto medir primeiro a posicao, ndo
conduz a um padrdo de interferéncia.

Exercicios

1.Como vocé “prepara” um feixe de atomos de prata de modo a poder dizer que estao
todos em um mesmo estado de spin? (Digamos, com proje¢éo na direcdo vertical e
sentido “para cima”).

2. Se o estado de spin de um elétron for |S,) = (3)?|+)+(%)?|-), quantos, de um

numero total de 10000 elétrons vocé esperaria encontrar com “spin para baixo” em uma
experiéncia de Stern-Gerlach?

3. Um elétron pode estar em um estado de spin |S,) = (%,)*|+) — (%)) ?

4. Calcule o valor médio do estado de spin do elétron da questdo 2 sabendo que o
autovalor de “spin para cima “é 7 /2 e o autovalor de “spin para baixo” € —# /2. Vocé
obteria este valor em alguma medig¢ao?

5. O que vocé acha que ocorre na experiéncia de Stern-Gerlach se os elétrons sdo
submetidos um a um ao campo magnético? Em particular, o que ocorre se o0 estado de

todos (cada) os elétrons for [S,) = (2)?|+)+ (4)?|-)?

6. O spin do elétron na direcdo z e na direcdo y sao observaveis compativeis ou
incompativeis? Por que?
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EQUACAO DE MOVIMENTO PARA OBJETOS QUANTICOS.
EQUACAO DE SCHRODINGER.

Na experiéncia de Young para elétrons se obtém um "padrdo de interferéncia”
que reproduz o padrdo das ondas classicas. Lembremos que, enquanto no caso classico
0 padréo de interferéncia mede a intensidade da onda que chega ao segundo anteparo
(médulo ao quadrado da amplitude de onda), no caso dos elétrons o padrdo de
interferéncia da a intensidade de contagens, i.e., a distribuicdo de probabilidade de
localizagdo do elétron (modulo ao quadrado da amplitude de probabilidade). Ou seja, no
caso dos elétrons, regides “mais brilhantes” na segunda parede significam regides
atingidas por mais elétrons, regides quase totalmente escuras significam regides em que
praticamente nenhum elétron atinge a segunda parede .

< Menos "brilhante"

< Mais "brilhante"

Fazendo um paralelismo entre as duas experiéncias, como no caso das ondas
classicas a intensidade da onda que chega ao anteparo- que da a figura de interferéncia —
é dada pelo médulo ao quadrado da amplitude da fungdo que descreve seu movimento,
no caso dos elétrons, e dos objetos quanticos em geral, - a intensidade de contagens - é
dada pelo modulo ao quadrado da amplitude de uma certa funcédo de onda. Entéo,

Pl(x) = |(P1(XX2; Pz(x) = |(P2(X]2 €
P12(X) = |(P1(X)+ (Pz(x)|2 # Pl(x)+ Pz(x)

Este paralelismo induz outro, de caracteristicas extremamente importantes em
Mecanica Quantica, qual seja o de construir uma equacdo de movimento para
“particulas quanticas livres” segundo o modelo de uma equacdo de movimento para
“ondas livres”. Esta equacdo substituiria entdo a primeira lei de Newton para os objetos
quanticos.

Considerando a situagdo simples de uma onda plana harménica infinita que se
propaga em uma dada direcdo com uma freqiiéncia o ( >0) e nimero de onda k
(problema unidimensional),

0 (X,t) =A ei (kx—mt)1

verifica-se que ela satisfaz a equacéo

0 2 82 21,2
in L0 _ —h——¢(§'t) ,Se ho = LS
ot 2m oOXx 2m
2
Fazendo 7k =phe iiw =E, resulta E :Zp—.
m
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Esta Gltima relacdo expressa a energia (cinética) de uma particula livre ndo-

N
relativistica de momento p e massa m, da Fisica Classica. Assim se estabelece um elo
entre a equagdo de onda cléssica, a equagdo da particula classica e a equagdo da
particula quantica. Como vemos, esta relacdo supde que existe uma proporcionalidade
entre momento e nimero de onda, bem como entre energia e freqiéncia. Estas
grandezas "convivem" entdo em Mecanica Quantica, 0 que ndo ocorre em Fisica
Classica.

Tendo achado o anadlogo quantico da primeira lei de Newton, perguntariamos
pelo analogo da segunda lei, ou seja, 0 que acontece quando a particula se move sob a

acdo de forcas. Assim como da primeira lei de Newton se sabe que se F=0 entdo

- - -
a =0, mas isto ndo permite concluir que F=ma, também ndo se pode “derivar” a
equacdo de Schrodinger geral a partir da equagéo de “onda livre”. Mas se classicamente
uma particula ndo relativistica sob a agdo de um potencial V() (caso unidimensional)
satisfaz E = p%/2m + V(x), qual seria (por correspondéncia) o analogo quéntico esperado?
Segundo Schrédinger neste caso se deve ter

2
|h a¢(x,t) _ _h_za gp(x,t) +V

ot om oxz | wfxo:

Esta equacdo que ndo é demonstrada mas, sim, postulada, € (um caso particular
de) a equacdo de movimento da Mecéanica Quéantica, como comprovam 0s inUmeros
resultados experimentais descritos com o auxilio da mesma.

Observe-se que a equacdo atende a algumas consideracBes importantes.
Primeiramente é linear, de forma que suas solugdes podem ser superpostas para
(re)produzir os fendmenos de interferéncia. De outro lado, os coeficientes ndo incluem
parametros particulares de uma dada dindmica (por exemplo momento ou energia) pois
a equacdo deve permitir superpor solucBes que tenham distintos valores para esses
parametros (por exemplo, solu¢des com distintos valores de energia para uma mesma
particula). Portanto os parametros se reduzem a constantes, como a constante de Planck,
a massa e a carga da particula. (Como estamos trabalhando com uma teoria ndo-
relativistica, a massa ndo muda com o movimento da particula.)

Podemos, ainda, ver que a equacdo de Schrddinger é uma equacdo na qual
comparece a derivada primeira da funcdo, no tempo. Isto significa que se conhecemos
o(X,t,), i.e., se conhecemos a solucéo da equagdo em um instante t = to, a equagéo

permite determinar ¢(x,t,), i.e., a solu¢do da equagdo em um instante t;, sem qualquer

ambiglidade. Neste contexto podemos dizer que a equacdo de Schrodinger da a
evolugéo temporal dos objetos quanticos de forma completamente causal. (Isto nédo
significa que a funcdo ¢ ndo possa Ser expressa coOmo uma superposicao de estados
relativos a determinados observaveis.)

Observe-se também que mesmo no caso mais simples da equacdo de
Schrodinger para particulas quénticas livres ocorrem solugdes complexas

(o(x, 1) = Ag't)y,

28



Como veremos mais tarde ao estudar as solucbes de problemas particulares,
deve-se assegurar que todos os resultados de medidas de possiveis grandezas
observaveis sejam expressos em termos de numeros reais. O modulo ao quadrado da
funcdo de onda deve conduzir a densidade de probabilidade, como proposto a partir da
experiéncia de Young. Se, por exemplo, a equacdo de onda descreve 0 movimento de
um elétron "confinado" a uma caixa, o elétron certamente se encontra dentro da caixa e
portanto a soma das probabilidades sobre toda a regido deve ser igual a 1. Isto é,

[looxt)'dx =1,
que ¢é conhecida como condi¢ao de normalizacéo da funcdo de onda.

Além disto a forma da funcdo de onda que satisfaz a equacdo de Schrodinger
depende do termo de potencial (aqui usamos somente V(x)), mas em geral exige-se que
o(x,t) seja continua pois a funcdo de probabilidade |o(x,t)|* ndo varia descontinuamente
de ponto a ponto. Existem, entdo, importantes condi¢fes que a fungdo de onda ¢(x,t),
solucgéo da equacéo de Schrédinger, deve cumprir.

Quando a interacdo (o potencial V) depende adicionalmente do spin, a funcdo de
onda também dependera do spin, de tal modo que se pode escrever por exemplo
Y(X, Se, t). Estas solu¢cBes podem em alguns casos ser separaveis, i. e., pode se ter
P (x,S,,t) = o(x,1)[S,).

Equacéo de autovalores da energia

Se na equagdo de Schrddinger o potencial ndo depende do tempo existirdo
solugdes estacionarias do tipo ¢ (x,t) = e™.¢e(X) (separaveis). Para estas solugdes, a
equacdo de Schrodinger conduz a

S

+V(X)¢e (X)),

para a parte espacial ¢g(x) de ¢ (X,t). A equacdo acima é denominada de equacdo de
autovalores para a energia e ndo é (mais) uma equacdo de evolucgédo temporal.

Dadas as condi¢6es de contorno do problema particular a resolver, esta equacao
da os Unicos valores que a energia pode adotar num problema particular.

Exercicios

1. Mostre que Ae'™™Y é uma solucdo da equacdo de Schrodinger dependente do
tempo para a particula quantica livre. Verifique se Ae™ (0 | pgtitton o pgrd (xtal)
também o sdo.

2. Lembrando que e
equacao da questao 1.

3. Qual o valor do médulo ao quadrado de @ (x,t) = Ae ' ®“Y parakx =0, kx=5¢e
kx = 100. Calcule estes valores para os instantes de tempo t; e t, tais que ot; =10 e

£1¢ = cos kx + i sen kx, construa outras possiveis solugdes para a
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oty = 200. [Lembrar que mddulo ao quadrado de um nimero complexo é o produto
deste niimero pelo seu complexo conjugado (a+ib)(a-ib) = a®+b? ]

Trace um gréfico da intensidade de contagens relativo a fungéo da questdo anterior.
Determine |p(x,t)° para uma solucdo da equacdo de Schrodinger dada por

o(x,1) = (%)yzef(m%e“‘”‘ + (%)yz kxe 7% g2t ! para kx = 1 e ot = 10. Interprete 0

resultado.

Verifique se uma solucdo do tipo ¢ (x,t) = e ¢(x) da equacao geral de Schrodinger
dependente do tempo conduz a uma equacao de autovalores.

Que condicdes deve cumprir uma funcdo de onda para ser solucdo da equacdo de
Schrodinger?

Dados os seguintes graficos, da parte espacial ¢(x) da funcdo de onda desenhe
lp(X)]* das possiveis solucdes. Indique: @) no entorno de quais pontos é mais
provavel encontrar a particula em cada caso; b) se é mais provavel encontrar a
particula no entorno do ponto a no grafico 1 do que no entorno do ponto c; c) se é
mais provavel encontrar a particula no entorno do ponto ¢ no grafico 2 do que no
entorno do ponto d.

-iot

Bibliografia
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AUTOVALORES DE ENERGIA - APLICACOES.

Na ultima aula apresentamos a equacdo de autovalores do observavel energia.
Vamos agora resolvé-la para alguns potenciais particulares. A partir dos resultados
obtidos para os autovalores de energia, i.e., do espectro de energia, discutiremos a
questdo da quantizacdo da energia e dos estados quanticos estacionarios. Veremos que o
espectro de energia pode compreender valores isolados (espectro discreto) e/ou faixas
de energias (espectro continuo).

Vimos que a solucdo da equacdo de Schrodinger dependente do tempo para uma

particula livre (problema em uma dimensdo espacial) pode ser dada por
2

0 (%) = A e ©®) sendo A uma constante, ik =p e E = hio = — .

2m

Pode-se mostrar que para um potencial constante em todo espacgo V(X) = Vo<E, a
solucdo é do mesmo tipo, mas neste caso o valor do momento da particula é
p = [2m(E-V)]Y2. O espectro de energia é continuo. Coisas mais interessantes comecam
a acontecer quando a forma do potencial varia.

Antes de descrever os estados de energia dos objetos quanticos elementares em
distintos potenciais, analisaremos brevemente o que ocorre com uma particula classica
sujeita a um dado potencial. Consideremos, por exemplo, o potencial e a orientacdo da
Fig. 1. Sabe-se que as regifes permitidas para a particula, i. e., as regifes onde é
possivel encontrar o objeto, variam com a energia E da particula. Para uma energia
E;>V(x), a particula pode ser encontrada em todo o intervalo: 0 movimento da particula
ndo sofre limitacdo. Para uma energia E;<Vmax, 0 ponto Xo, em que E; = V(Xo), dito
ponto de retorno, limita a regido em que se pode encontrar a particula e portanto em que
se pode dar o movimento: ndo ha limitagdo a esquerda mas a particula ndo pode ser
encontrada a direita do ponto Xo. J& para a energia Es, a particula se encontra
"confinada" a regido entre os pontos x; e X,. Além disto, toda a regido em que E<V(x), €
classicamente proibida. Em Mecanica Quéantica, como veremos, nao teremos todos estes
resultados.

p— E:
/Ez\
—>
Es 4_'
X Xy Xo
Figura 1
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Exercicios

1. Apresentar 2 exemplos de potenciais variaveis como o da Fig. 1 e discutir as
possibilidades de localizagdo de uma particula classica no espaco.

Estudaremos a seguir alguns problemas quanticos simples que constituem
"variagcbes" de um potencial particular, o chamado poco quadrado de potencial
unidimensional. Vide Fig. 2. Este problema pode ser resolvido "formalmente” por
regides, desde que as solucOes nas distintas regides sejam corretamente interligadas.

V(X)

I- Regido de Pogo
I i i I1- Regiédo de Barreira
I11- Regido de Poco

Figura 2

Embora este potencial seja muito simples (e por algum tempo tenha sido
considerado como uma aproximacdo grosseira de potenciais "mais realisticos”, como
potenciais de moléculas, por exemplo), nos anos recentes conseguiu-se submeter objetos
quanticos a potenciais deste tipo, i. e., foi possivel construi-los com muita precisdo. Os
chamados "pogos quéanticos" sdo heteroestruturas, i.e., estruturas obtidas a partir da
juncdo de distintos materiais, geralmente em camadas. Esta juncdo € feita ao nivel
atémico.

Muitas das propriedades especiais destes materiais derivam do confinamento
quantico de elétrons de um material semicondutor** (que funciona como “poco") em
camadas finas (da ordem de 40 atomos de espessura), material este que é colocado no
meio de duas camadas de outros semicondutores, que atuam como "barreiras”.

Estes pocos, além de permitir estudar, observar e controlar muitos efeitos
quanticos que antes "pertenciam"” s6 a teoria, tém propriedades eletrbnicas e Gticas
muito importantes. Por exemplo podem ser utilizados em dispositivos eletrénicos
avancados (como transistores de heterojuncdo bipolar e dispositivos de tunelamento
ressonante), em componentes Oticos (guias de onda e microressonadores) e em
dispositivos e estruturas 6tico-eletrdnicas (como laser de diodo e fotodetectores). Um
aspecto importante dos pogos quanticos é que permitem uma integracdo entre os campos
da eletronica e da Gtica.

1 Tipo de material que por sua estrutura aumenta a condutibilidade com o aumento da temperatura, ao
contrario dos condutores.
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Exercicios

2. Abaixo encontra-se o grafico de um potencial unidimensional V(x) e da autofuncéo
de energia de um elétron sob a agdo des&e potencial.

V(X)

v

-1 0 +1

(As regides Il e 11 tem a mesma largura.)

A

v

2.1 Se o elétron estivesse se movendo classicamente (ou seja, segundo as leis de
Newton) no potencial V(xX) com energia E, quais das afirmacBes seguintes seriam
verdadeiras?

a)A particula se move mais rapidamente na regido Il do que na regido IlI; b) a particula
se move mais rapidamente estivesse na regido Il do que na regido I; c) fotografando a
particula em varios instantes, nunca a encontraremos na regidao 1V; d) fotografando a
particula em varios instantes de tempo, seria mais provavel encontré-la na regido Il; e)
se se tomasse uma fotografia da particula num tempo qualquer, seria mais provavel que
a achassemos na regido 1.

2.2. Se a particula estivesse se movendo segundo a equacao de Schrédinger no potencial
V(x) com energia E, quais das seguintes afirmacdes seriam verdadeiras?

a) Se medirmos a posi¢do da particula num instante qualquer, nunca a encontraremos na
regido V; b) se medirmos a posicdo da particula num instante qualquer, nunca a
achariamos na regido 1V; c) se medirmos a posi¢do da particula num instante qualquer,
seria mais provavel aché-la na regido Il do que na regido Ill; d) se medirmos a posicao
da particula num instante qualquer, seria mais provavel acha-la na regido Ill do que na
regiao 1V.

Bibliografia

""Quantum mechanics' de L. Schiff. Mc-Graw-Hill Book Company, Tokyo, 1970.
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PARTICULA EM UMA CAIXA - POCO INFINITO

Vejamos entdo o comportamento dos objetos quanticos quando sujeitos a
potenciais do tipo poco quadrado. Comecemos pelo caso de uma particula quéantica que
esteja impedida de sair de uma determinada regido, como se estivesse confinada a uma
caixa com paredes de altura infinita. No exemplo, a caixa é unidimensional e de
comprimento L.

Este potencial pode ser descrito como
V(x)=0,para0<x<L
V(X) =0, parax < Qoux 2 L,
i.e., no interior da caixa o potencial é nulo, enquanto fora da caixa € infinito.

V(X)

N YR

Figura 3

Como a particula deve estar dentro da caixa, a probabilidade de ela estar fora
teré que ser nula, e portanto |p(x)|> = O para todo ponto fora da caixa, ou seja ¢(x) = 0
para todo x <0 e para todo x > L. Estas sdo as condi¢des de contorno, impostas a
funcdo de onda calculada no interior da caixa, para que seja solucdo da equacao de
Schrodinger dada. Nao existe uma solucéo para cada regido. Existe uma solugéo global.

Consideremos entdo a equacdo de autovalores e calculemos os valores de

2mE

energia que a particula pode ter. Como V(x) = 0 dentro da caixa, resulta k* = et

409 | ap(x) =0
dx

Duas possiveis solucdes independentes desta equacéo sdo A sen(kx) e
B cos(kx) (ou A'e ™ e B'e ™ por exemplo). Portanto a solucdo geral da
equacdo é a superposicdo das duas
¢ (x) = A sen (kx) + B cos (kx), 1)

com A e B constantes a determinar pelas condi¢des de contorno.
Entdo, parax =0, ¢ (x =0) = A sen (kO) + B cos (k0) =0
Ouseja, 0+ B =0 = B=0.

Com isto a solucdo (1) se torna
¢ (X) = A sen (kx). (2
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Além disto,emx =L, ¢ (x=L) = Asen (kL) =0. (3)

Esta condicéo seré satisfeita se KL = n. n (n = £1,72,+3...) ou seja

kK =2 (4)

Exercicios

3. Verifique se ¢ (x) = A e ™ + B e ™ & solucéo da equagio 1.

4. Por que a relagdo 4, ndo inclui o valorn=0?

Entdo, para cada valor de n h4 uma funcao de onda ¢, (x) dada por

dn (X) = An sen (nmx/L).

De outra parte, como k.2 = 2m E,/ 72, resulta

h2m?
E =n? 5
" (ZmLz} ®)

A solucdo da equacdo de Schrodinger dependente do tempo para um estado com
autovalor de energia E, é, neste caso, da forma

0y (X, 1) = b, (x)e ™" = A sen(m=)e (6)

Estes sdo os autovalores de energia ou seja, as Unicas energias permitidas (que estdo
quadraticamente espacadas) para as particulas quanticas dentro da caixa. Isto significa
qgue o espectro de energia € discreto: a energia esta quantizada, podendo adotar
somente os valores dados pela relacdo (5). O espectro discreto de energias €
caracteristico de particulas que estdo confinadas.

E

Es

E.

Figura 3
Observe a Fig. 3. Note que o primeiro valor de energia permitida (que

corresponde a n = 1) estd acima do fundo do poco. Essa energia minima (a energia do
estado fundamental) € dada pela equacao (5), fazendo n = 1. Assim,
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Exercicios

5. O que vocé pode dizer sobre o estado de energia de uma particula quantica confinada
a uma caixa antes de efetuar uma medicdo? E depois de efetuar uma medigédo?

6. Qual a energia minima dada pela relacdo de incerteza para o estado fundamental de
uma particula confinada a uma caixa? Relacione essa energia com a dada pela relacédo
(5) e interprete esse resultado.

7. Calcule a razéo entre as energias do estado fundamental de uma particula confinada a
uma caixa quando a particula é um elétron (m. =9,1.10'kg) e quando a particula é um
proton (mp:1,67.10‘27kg). Qual das duas energias é maior?

Qual seria a distribuicdo de probabilidades de localizacdo da particula para os
diferentes autoestados de energia? Para isso precisamos calcular

P(x) = o, (x, 1) = |A,| sen? (). (7)

Esta densidade de probabilidade ndo depende do tempo, é uma distribuicéo
estacionaria. Por isso ndo é adequado imaginar o elétron como uma particula oscilando,
para 14 e para cd, entre as paredes da caixa. Uma visdo possivel do elétron é a de
imagina-lo como uma nuvem de carga distribuida com uma densidade de carga
proporcional a e.|p|°. Assim, por exemplo, para o estado fundamental, em que || é da
forma mostrada no gréfico abaixo, a nuvem eletronica tem seu maximo no centro da
caixa e se espalha por toda ela.

|1

0 L X
Figura 4

Exercicios

8. Qual seria 0 comportamento de uma particula classica sujeita a um potencial como o
da caixa da Fig. 3?

9. Calcule o valor da constante A, da solucdo (6) de modo a satisfazer a condicdo de
normalizacdo (norma igual a 1).

10. Encontre os valores de E;, E3 e E4 no caso de uma particula confinada numa caixa,
em funcédo de E; em unidades de E;.

36



11. Faca um esbogo das autofungdes correspondentes aos quatro primeiros autoestados
de energia para o potencial de caixa. Interprete os resultados com a imagem de
distribuicdo de carga. Desenhe aproximadamente a solucéo para n = 20. Compare com a
distribuicdo que esperaria no caso classico.

12. Calcule os autovalores de energia para um poc¢o de potencial infinito como o da
figura abaixo.

V(x)

-a/2 D +a/2 X
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DEGRAU DE POTENCIAL.

Estudamos anteriormente as solucbes da equacdo de autovalores para uma
particula quantica de massa m confinada a uma caixa (problema unidimensional). Este €
o chamado potencial quadrado de poco infinito. Veremos agora outros problemas de
autovalores de energia para potenciais constantes por regifes, mas varidveis de modo
descontinuo de uma regido a outra.

Potencial degrau (barreira de potencial).

V(x)
V(x)=0parax<0 e
V(X) =Voparax>0 Vg

A equagcdo de autovalores é

“P2 009 vo(x) = Eo(x)
2m  dx

Pode-seterE>V, E=Vye E <V,
a) E>Vy

2mE

Define-se ki = e K3

2m(E-V)
As solugdes nas regides I e 11 sdo formalmente:

b, (X) = Ag™ + Be ™,
,(x) = Ce™** + De ™2* . (Lembrar que &' **~“Y corresponde a uma
particula com velocidade — e e " ®*~“Y 3 uma com velocidade « )

Se 0 objeto quantico incide da esquerda para a direita, D = 0 pois ndo ha reflexao
no "infinito". _
(Em linguagem ondulatoria, identificariamos o termo A e'**
o termo B e " ** como o da onda refletida e o termo C ' **

como o0 da onda incidente,
como o da onda transmitida.)

Exigindo continuidade para a funcdo de onda e sua derivada primeira em x = 0 teremos

01 (x=0)=¢2(x=0)e
¢'1 (x=0) =972 (x=0), 1)
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de onde se obtém as relacdes:

A+B=C e
iki (A - B) = ik, C,
de forma que

B — A(kl B k2)
(kl + kZ)
co_2Ak )
(k; +k,)
Os coeficientes de reflexdo (R) e de transmisséo (T) sdo dados por

2

R_ E _ (kl_k2)2
A (kl+k2)2
2
T:l-R:&:ﬁg .
(kl+k2)2 klA

Tem se aqui um efeito tipicamente quéntico: na Mecanica Classica, uma
particula com E > V é "totalmente transmitida" enquanto quanticamente ela tem uma
probabilidade ndo nula de ser "refletida" (ainda que tenha energia suficiente para
ultrapassar o degrau de potencial). Este efeito aparece exemplificado na Fig. 1, em que
um pacote de ondas com energia E encontra um potencial V<E.

Vi
E

A~ A

Figura 1

b)0 < E<V,

As solucgbes para as regides | e Il séo
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o, (X) = A" + Be ™"

d,(X) = Fe ke 1 gel*2* | ou seja na regido | a solucdo é ainda a mesma que no
caso anterior, entanto que na regido Il muda porque ki? < 0 (E<Vq) e portanto k; é
imaginario.

Para que a solucdo ndo seja divergente a grandes distancias, G = 0. (Este
coeficiente se anula somente quando a barreira se estende a infinito como aqui.) Neste
caso,

A (kl B i|k2|) e

(ky +ik,)
2k,

(k, +ilk,|)

2

Entdo R=|E =1 |
A

Como se observa este tipo de solucdo da uma funcdo de onda oscilante fora do
degrau e que decai exponencialmente na regido Il. Apesar de que a onda penetra
ligeiramente na regido classicamente proibida x > 0, ela é completamente refletida.

Barreira finita

Tomemos agora 0 caso em que temos uma barreira de altura e largura finita.
Entéo,

V(x) = 0 parax<0,

V(X) =Vpopara0<x<L, A
V(X) =0parax =L V(X
| 1 11
Vo
d L
a) E<V,

Consideremos uma particula com energia E < V,, incidindo da esquerda.
Classicamente, em colisdo elastica, ter-se-ia reflexdo total. Quanticamente no entanto, a
solucdo da equacdo de autovalores de energia d& uma distribuicdo de probabilidades
COmo a que aparece na Fig. 2. Ou seja, existe uma certa probabilidade de que a
particula seja encontrada a direita da barreira.

40



Quando kL >>1 o coeficiente de transmisséo é regulado por e? com

K= {Zm(v0 —E)
hZ

esta representada a densidade de probabilidade para este caso.

%
} . Neste caso a probabilidade de transmissdo € pequena. Na Fig. 2

& eV
Energia 4.0e0
i

a
particula
-3.0e-9 -L0e-9 LDe-9 3.0e-9

Densidade de probabilidade

\E

&

.................. s -
Onda incidente e refletida Onda transmitida

Figura 2

Ou seja, quanticamente, 0s objetos podem "tunelar” atraves de uma barreira: a
probabilidade de transmisséo é pequena, mas € distinta de zero. (A penetracdo de uma
barreira também se pode observar, por exemplo, quando um raio de luz incide numa
lamina de faces paralelas.)

O tunelamento quantico se manifesta em uma grande variedade de fenémenos,
dos quais o primeiro a ser estudado foi 0 da emissdo de particulas o (nucleos de atomos
de hélio) por nucleos radioativos. Uma particula o. € constituida por dois prétons e dois
néutrons fortemente ligados. Uma particularidade destas particulas é que a meia-vida de
desintegracdo associada as mesmas é muito variavel (de ~107 s até ~10' anos) e se
sabe que esta vinculada a sua energia (quanto menos energética é uma particula, maior é
a sua meia-vida).

Para explicar este fenbmeno, em 1928 o fisico Gamow imaginou que o0s nucleos
radioativos atuassem como um poco quadrado de potencial, como o da Fig. 3, em cujo
interior estivessem as particulas o.. Quando as particulas eram emitidas, eram repelidas
por forcas colombianas (a carga da particula € + 2e e a carga do nucleo, depois da emitir
a particula é +(Z-2)e). Enquanto estivessem dentro do nucleo, no entanto, as particulas
"sofreriam reflexdo" nas paredes do poc¢o. Cada vez que atingissem a parede, haveria
uma pequena probabilidade de que conseguissem “tunelar". Como o tunelamento
depende tanto da espessura da barreira quanto de sua altura relativa, um pequeno
aumento na energia reduziria, ademais, a espessura da barreira (ver Fig. 3) e portanto
aumentaria a probabilidade de a particula o atravessar a barreira de potencial. Por isso,
quanto menor a energia das particulas o, menor a probabilidade de as mesmas sairem do
nacleo e portanto maior a sua meia-vida.
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V(1)
A

Figura 3

Outro exemplo de tunelamento que nos é muito familiar tem relacdo com a
préatica de muitos eletricistas, de reunido de dois fios. A forma habitual em que um
eletricista junta dois fios é enrolando a extremidade de um na extremidade do outro.
Normalmente existe uma camada fina de Oxido de Aluminio entre os dois fios, que é
um isolante efetivo. Esta camada, no entanto, é fina o suficiente para permitir que os
elétrons de um dos fios "tunelem" por essa barreira e efetivamente produzam a
transmissao de corrente.

O tunelamento tem adicionalmente importantes aplicacfes tecnoldgicas, como
no caso do microscopio eletronico de varredura por tunelamento (Fig. 4). Neste
microscopio existe uma distancia muito pequena entre o material a ser observado e uma
ponta delgada que atua como barreira para os elétrons da amostra, tipicamente da ordem
de uns poucos diametros atbmicos. Com uma pequena voltagem se pode conseguir que
os elétrons menos ligados do material - os elétrons de conducéo - "tunelem" pela regido
de vacuo entre a amostra e a ponta. Como a relacédo entre a probabilidade de transmisséo
e a separacdo é exponencial, qualquer protuberancia na amostra que modifica a
distancia de separacdo, provoca uma varia¢do na corrente de tunelamento. As medidas
da "corrente de tunelamento” (que é proporcional a probabilidade de transmisséo)
geram 0 mapa topografico da amostra enquanto a ponta faz a varredura sobre a
superficie do material. Assim € possivel, ainda que nao seja tecnologicamente simples,
medir as caracteristicas da superficie do material com uma resolucdo da ordem de
grandeza do tamanho do atomo.

Figura 4
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Exercicios

1.

o o s

~

“Calcule a razdo entre as energias E; e Eg, entre E;s € Ejs € entre Ezs € Ezs para o
caso do poc¢o de potencial infinito. O que se poderia dizer sobre as razfes entre as
energias dos niveis quando n cresce?

“Indique o que acontece com 0s niveis de energia de um objeto quantico elementar
sujeito a um poco de potencial quadrado finito quando a energia € maior do que a
altura do poco.

Qual a descricao classica de uma particula em um potencial do tipo degrau para E >
Vo, para E =V, e para E < V,?

Explique porque vale a relacdo (1).

Verifique a relagao (2).

O que acontece no caso do potencial degrau se a energia estiver muito proxima do
valor méximo do potencial (E = Vimax)?

Como se pode aumentar o coeficiente de transmissdo em uma barreira de potencial?

Analise o problema de autovalores de uma particula sujeita a uma barreira finita em
altura e largura, quando E > V.

* Estes problemas s&o continuacéo dos problemas correspondentes apresentados para o caso do pogo de
potencial infinito.
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ATOMO DE HIDROGENIO

Nos primordios da Mecanica Quéantica, em um periodo que poderiamos chamar
de "pré-quéntico”, Niels Bohr introduziu um modelo que permitia descrever
quantitativamente o espectro do &tomo de hidrogénio, embora a custa de algumas
imposicdes bastante "estranhas”. Assim, por exemplo, a teoria de Bohr ndo explicava o
porqué e sim postulava que o elétron do atomo s6 podia existir em determinados
estados de energia. Além disso a tentativa de aplicar esse modelo a atomos mais
complicados que o de hidrogénio teve escasso sucesso. Ja a Mecéanica Quantica, obteve
seu primeiro grande sucesso (através do estudo das solugdes estacionérias da equacao de
Schrdédinger com o potencial de Coulomb) ao propiciar a compreensdo e descricdo
bastante detalhada do espectro do atomo de hidrogénio (e dos hidrogendides), bem
como o entendimento das periodicidades da tabela periddica.

Dada a sua importancia descreveremos agora, ainda que ndo muito
detalhadamente, o tratamento quéantico do &tomo de hidrogénio. O 4&tomo de hidrogénio,
0 mais simples de todos, € um sistema ligado, constituido por um proton e um elétron
que interagem como particulas carregadas, de cargas iguais e opostas. Para uma
descricdo completa deste &tomo precisariamos, entdo, considerar os termos de energia
cinética das duas particulas de que estd composto. No entanto como a massa do proton é
muito grande se comparada com a do elétron (=1856), pode-se recorrer a uma
aproximacdo que trata 0 &tomo como constituido por um nuacleo “parado”, o préton, e
uma Unica particula, o elétron, com a massa levemente modificada (massa reduzida do
sistema), sujeito ao potencial decorrente da atracdo electrostatica do proton. O estado do
elétron ligado no atomo, ent&o, seré descrito por uma fungéo de onda, ¥ (T ,t) - sendo T a
distancia do elétron ao préton - e 0 mddulo ao quadrado de W dara a probabilidade de
localizagdo do elétron em um instante de tempo, em uma certa regido do espaco. Para as
solucBes estacionarias, da imposicdo das condi¢Bes de contorno as solugdes formais da
equacdo de autovalores (funcdes de onda) se obtera a quantizacdo da energia do elétron
(do &tomo).

O potencial ao qual esta sujeito o elétron é atrativo, tende a zero quando r cresce
e tende em valor absoluto a infinito quando r tende a zero.

2
e .
V(r) =-k— , sendo e acargado elétrone k =
r

4ne,

E por isso as energias permitidas para o elétron, que estd "confinado" ao
potencial, sdo energias negativas.
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Ainda que este problema seja tridimensional, o potencial sé depende de r e
portanto se tratarmos o problema em coordenadas esféricas a equagdo de Schrodinger
pode ser separada em parte radial e parte angular. Como W(7,t) = y (7). T(t) e
buscando solucdes da forma, em coordenadas esfeéricas,

v (H)=y(06,0)=R().1(6).9 (),

Relagdo entre coordenadas
retangulares e esféricas para um
ponto P.

A equacao de autovalores para v (r, 6, ¢ ) decorrente é

-n*1o(,0¥) K | 1 0 oY 1 oY
S P o | o (senO—— )t o |4V Wy = E¥
2m r° or or 2mr”| sen® 00 00 sen“0 oo v v
Esta equacdo resulta em trés equacOes diferenciais ordinérias relativas a cada
uma das variaveis r,6,¢. A funcdo energia potencial V/(r) so6 ocorre na equacao radial, de
forma que néo afeta a forma das solucdes das equagdes em fe ¢.

Segundo vimos na aula sobre Equacgédo de Schrodinger para que uma fungéo de
onda seja solucdo, com significado fisico, da equacao de Schrodinger, ela deve ser "bem
comportada” (em geral continua e com norma finita). No caso do po¢o quadrado infinito
unidimensional esta exigéncia determina a existéncia de um ndmero quantico n que
caracteriza as unicas solucdes possiveis para esse potencial e os Unicos valores de
energia vinculados a tais solucdes (quantizacdo da energia). No caso do atomo de
hidrogénio, em que o problema € tridimensional, esta exigéncia determina a existéncia
de trés numeros quanticos, cada um deles associado a solugdo de uma das equacOes de
autovalores das variaveis. Estes numeros estdo relacionados e seus valores possiveis
sdo:

n=1,2, 3,....(qualquer nimero inteiro positivo maior que zero);
1=0,1,2,..... n-1(qualquer nimero inteiro positivo desde zero até n-1);
m = -l, -I+1, -1+2,..0,...+I(todos os inteiros desde -1 até +I).

n é chamado de nimero quéntico principal e esta associado a solucdo da parte
radial da equacdo (e, portanto, a probabilidade de encontrar o elétron a uma certa
distancia do nuacleo). | é chamado de namero quéntico orbital e estd associado ao
momento angular orbital do elétron enquanto m é chamado de ndmero quéntico
magnético e esta associado a projecdo do momento angular sobre uma direcdo
escolhida. (Como em geral esta direcdo é a de um campo magnético externo aplicado,
decorre 0 nome namero quantico magnético.)

Niveis de energia do elétron no &omo de hidrogénio

Assim como no caso do pogo quadrado os niveis de energia permitidos para as
particulas nele confinadas estdo caracterizados pelo numero quéantico, também aqui 0s
nameros quanticos caracterizam as energias permitidas para o elétron do atomo de
Hidrogénio. Para este &tomo em particular os niveis de energia s6 dependem de n sendo
dados por

E,=- Eo.iz, comn=1,2,3,..
n
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me*

sendo E, = 2—712:13,6 eV.

Em geral, em &tomos com mais elétrons, os niveis de energia dependem também
do nimero quéntico orbital I. Se 0 atomo estiver sob efeito de um campo magnético, a
energia dependerd, além disto, do nimero quéntico magnético m.

Exercicios

1. O que significa o fato de as energias dos estados possiveis do elétron no atomo de
hidrogénio serem negativas?
2. Vocé diria que podem existir solucBes da equacao de Schrodinger para um elétron no
potencial colombiano de um préton, em que as energias sdo positivas? Explique a sua
resposta. Se a sua resposta for SIM, este sistema é um atomo de hidrogénio?

V() a

v

3. Para n = 3 que energia se obtém para o elétron do 4&tomo de hidrogénio? Neste caso,
quais os valores possiveis de 1? Para cada valor de |, relacionar os possiveis valores de
m. Qual € o numero total de estados possiveis do elétron para n = 3? Quantas funcbes de
onda diferentes apresentardo a energia calculada acima?

Como se pode observar para n = 1 tem-se 0 menor valor da energia possivel para
0 atomo de hidrogénio, correspondente ao que chamamos de estado fundamental do
sistema (4&tomo). Ainda que o elétron do 4&tomo possa estar por alguma razao em uma
superposicdo de estados de energia, (combinacdo de diferentes fungdes de onda
associadas a diferentes n, | e m e portanto a diferentes valores de energia), como sempre
ocorre na Natureza, ele tendera a decair ao estado fundamental, ou seja ao seu estado de
menor energia.

O que obteriamos do Principio de Incerteza nesta situacdo?. A energia total do
elétron compreende uma contribuicdo cinética e uma potencial. O potencial a que esta
submetido o elétron a uma distancia r do préton, é V(r) = -k.e?/ r . Se, em uma imagem
semiclassica, o elétron pelo Principio de Incerteza estivesse confinado a uma esfera de
raio r teria uma energia cinética cujo minimo é dado por

((apf) w2
<Ecinética >: 2m e 2mr2

Ou seja uma estimativa para a energia total seria
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—ke? A?
+ 5
2mr

E(r)=V(r)+E, =

Calculando o minimo desta expressdao em fungdo de r se obtém uma distancia

A 4 n H n hz 4

(do elétron ao préton) “associada" ao estado fundamental. Esse valor, a, = —ke?, é
m

chamado raio de Bohr.

O que o Principio de Incerteza diz é que se o elétron esta confinado a uma regido
muito pequena ao redor do nucleo a incerteza na sua posicao é pequena mas a incerteza
no seu momento sera grande e portanto sua energia, devida a parte cinética, também é
grande. Se queremos que a energia do elétron seja pequena, devemos "dar-lhe bastante
espaco” de modo que a incerteza na sua posi¢do se torne maior. O estado fundamental
resulta entdo de um "compromisso” entre uma contribuicdo cinética e uma contribuicdo
potencial, ndo muito pequenas nem muito grandes, a energia.

Exercicios

4. O elétron de um atomo de Hidrogénio se encontra no estado de menor energia
possivel. O que se pode dizer sobre a posi¢do e 0 momento do elétron?

Funcdes de onda do &tomo de hidrogénio

As funcdes de onda que sdo solucdo da equacdo de Schrodinger para o atomo de
hidrogénio dependerdo dos trés nimeros quanticos n, | e m. Segundo vimos, para cada
valor de n, existem n valores possiveis de | e para cada valor de | existem 2I+1 valores
distintos de m. Como a energia neste caso s6 depende de n, existem em geral muitas
funcBes de onda diferentes que correspondem a mesma energia (ou seja, funcdes com o
mesmo valor de n e com distintos valores de | e de m). Neste caso se diz que as solug¢des
sdo degeneradas em energia. A Fig. 1 mostra o diagrama dos niveis de energia do
elétron no atomo de hidrogénio. Aparecem ali 0s estados com a mesma energia (ou seja,
0 mesmo n) mas diferentes valores de |. Esses estados sdo identificados pelo valor de n
e por uma letra simbdlica: s, p, d, f, g, ... A letra s representa os estados que nédo
possuem dependéncia angular (I =0 e m = 0). H& um s desses estados para cada n.
Para n fixo, quando o momento angular orbital é igual a 1, existem trés possiveis
funcdes (ou uma combinacdo linear delas) que ddo conta da variacdo angular. Estes sdo
0s chamados estados p. Se 0 momento angular orbital é igual a 2 (e n é fixo), existem 5
possiveis funcdes associadas (ou combinacdes delas). Estes sdo os estados d.
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S p D F G Energia, eV

n ¢£=0 1 2 3 4

- e 0,00

N — 0,85

3
— 1,51

2 — 3,40

M
1 — 13,6eV
Figura 1
No estado fundamental, com energia -13,6 eV, temosn=1,1=0em=0. A

1 (1) 1 (1Y
funcdo de onda para este estado € W, ;. o = —[—j e’ o fator —(—j sendo

Jrla, Jr\a,

uma constante determinada pela condicdo de normalizacéo (”I|‘P(F)|2dF =1 ).

Exercicios

5. Como surgem na Mecanica Quantica os distintos niveis de energia permitidos para o
elétron em um &tomo de hidrogénio?

O que se pode dizer sobre a "localizacdo™ do elétron quando esta em seu estado
fundamental? Para conhecer a sua provavel localizacdo devemos calcular a distribuicao
de probabilidade associada. Como o problema é tridimensional, procura-se achar a
probabilidade em um determinado volume. A densidade de probabilidade radial, dada
por \\y |2 vezes o volume da casca esférica que tem raio r e espessura dr é

P(r)dr:|‘P|24nr2. Esta densidade, ilustrada a esquerda na Figura 2, tem simetria

esférica ou seja depende apenas de r com valor maximo em r = a,. No gréfico a direita
na Fig. 2 tem-se P(r) em funcdo do raio. Em contraste com o modelo de Bohr, onde o
elétron do atomo permanece em "uma Orbita definida", de fato quando o elétron do
atomo tem a menor energia possivel podemos encontra-lo a distancias variadas do
nucleo. A distancia mais provavel, no entanto, é ao (0 raio de Bohr) e a probabilidade de
encontrar o elétron a uma distancia muito maior que ap, € muito pequena.
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Figura 2

Na Fig. 3 aparecem as distribui¢fes de probabilidades para outros dois possiveis
estados do elétron. Nestes casos, ndo ha simetria esférica e as funcBes de onda dos
estados séo

r -
Y, = Cm—eAao cos0
0

ro :
Varn = Czna_e e sen e’

0

Distribuicdes de carga semelhantes a estas para os elétrons de valéncia de atomos mais
complicados sdo importantes na quimica das ligacGes moleculares.

2 n=2
=1 =1

m=0 m =

1+
—

Figura 3
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Exercicios

6. Qual, na sua opinido, seria 0 "tamanho™ do atomo de hidrogénio?

7. Pode-se imaginar os orbitais como "trajetorias™ percorridas pelo elétron?

8. Achar os valores de ¥, |'¥|? e a densidade de probabilidade radial em r = ay para o

estado fundamental do 4tomo de hidrogénio. Dar as respostas em funcéo de ao.
9. Para um atomo de hidrogénio no estado fundamental, achar a probabilidade de se

encontrar o elétron no intervalo Ar = 0,02 ap no entorno de r = ag € no entorno de r= 2 a.

Bibliografia

Quantum physics. Berkeley Physics Course, Vol. 4 de E Wichmann, E. Massachusetts:
McGraw-Hill Book Company, 1971.
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"IMPRESSOES DIGITAIS" DOS ATOMOS

Ao estudar o &tomo de hidrogénio vimos que seu elétron pode encontrar-se em
determinados estados de energia, caracterizados pelo numero quéntico n. Em particular,
0 elétron tende a estar no estado de menor energia, o estado fundamental. Para a&tomos
com mais de um elétron os estados de energia permitidos para os elétrons sdo descritos
em grande parte pelo nimero quéantico principal n (relacionado com a dependéncia
radial da solucdo) e pelo numero quantico orbital | (relativo ao momento angular dos
elétrons). Os valores de n e | especificam a configuracéo eletronica .

A medida que se retinem elétrons para constituir atomos mais pesados, 0s
elétrons tendem a ocupar 0s estados de menor energia possivel. Em geral, para um
mesmo |, quanto menores sdo os valores de n mais baixa é a energia. Ha, no entanto, um
principio importante que governa a configuragio eletrénica dos atomos. E o chamado
Principio de Excluséo de Pauli, segundo o qual dois elétrons ndo podem estar no mesmo
estado quantico, ou seja, dois elétrons ndo podem ter exatamente 0 mesmo conjunto de
numeros quanticos. Recorde-se que ocorriam restricbes correspondentes aos nimeros
guanticos n (inteiro maior que zero), ao numero quantico | (valores inteiros desde 0 até
n -1) e ao nimero quéantico m (valores inteiros desde -1 até +1). Como o elétron é uma
particula com spin (momento angular intrinseco) 1/2 podemos acrescentar o numero
quantico ms que s6 pode tomar valores +1/2 e -1/2.

Para formar, entdo, os atomos mais pesados, os elétrons se alocardo nos estados
coerentes com o Principio de Exclusdo de Pauli, que propiciem a energia total mais
baixa.

Quando um atomo esta num estado excitado, i. e., quando um ou Vvarios de seus
elétrons estdo em estados de energia maior do que as que lhes corresponderia se
estivessem no estado fundamental, os elétrons realizam transi¢cdes para os estados de
energias mais baixas e, nestas transi¢cbes, emitem energia. Um atomo pode ser excitado
para um estado de energia mais elevado, por exemplo, bombardeando-se o &tomo com
um feixe de elétrons. De fato, se um atomo, no estado fundamental, colide com um
elétron muito energético, o elétron pode transferir parte de sua energia ao atomo,
fazendo com que este passe a um estado de energia maior. A radiacdo emitida quando
um atomo passa de um estado mais excitado para outro de menor energia gera o
espectro de emisséo.

Como os niveis de energia dos elétrons nos atomos excitados sdo discretos,
somente é emitida radiacdo de determinados comprimentos de onda. Este fato esta
relacionado com um dos aspectos mais intrigantes da Natureza qual seja 0 de que cada
elemento quimico (ndo sé os 4&tomos, mas também as moléculas) tem um espectro 6tico
unico, uma "impressdo digital” propria com a qual é possivel identifica-los. Isto
estudam os quimicos e os fisicos para determinar a estrutura dos diferentes compostos
quimicos e isto também é o que estudam os astrénomos para determinar as composicoes
quimicas de estrelas ou planetas distantes.

Estas "impressdes digitais”, os chamados espectros de energia (vide Fig.1), estdo

entdo relacionadas aos niveis de energia caracteristicos (ou seja, 0s niveis de energia
permitidos pela equacdo de autovalores) para os atomos e moléculas. A frequéncia da
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radiacdo emitida esta relacionada as energias inicial e final dos estados da transicéo, e é
Ei —E;

dada por f = T onde E; é a energia inicial, E; a final e h a constante de

Planck. O comprimento de onda da radiacdo esta relacionado com a freqiiéncia por

A=

Hydpeyen 5 Afrmm
”I? H, Hg He
| |
| |
|

2 L
4361.3A 43905 o Ty

Figura 1. Espectro de H,. (A em Amstrongs)

Exercicios

1. Podem dois elétrons do 4tomo estar no estado fundamental (n =1, 1 =0, m;=0) e ter
em ambos as projecOes do spin "para cima™?

2. Descreva as configuracGes do hélio e do litio no estado fundamental.

3. A qual dos elementos quimicos hélio ou litio, no estado fundamental, serd menos
dispendioso em energia (i. e., a qual dos dois sera mais facil) "arrancar” um elétron?

4. O que ocorre com o elétron de um atomo de hidrogénio que esta inicialmente no
estado fundamental quando interage com outra particula que tem energia suficiente para
ceder 2 eV?

5. Pode um elétron de um dado atomo transitar para um estado deste atomo que ja esteja
completo?

Salto quantico

Um fenbmeno quéntico, vinculado a transicdo entre niveis de energia, que
desaparece quando varios atomos estdo presentes € o chamado salto quantico.
Transcorreram mais de 50 anos desde o desenvolvimento da Mecéanica Quantica antes
que fosse observado experimentalmente. Este mecanismo ja fora proposto por Bohr em
seu modelo de atomo de hidrogénio como mecanismo de transi¢do (instantanea) entre os
estados internos do atomo na absor¢do de um quantum de luz, mas foi contestado por
muitos pesquisadores, inclusive o préprio Schrodinger que ndo acreditava na sua
existéncia, apregoando que nunca se poderia "experimentar” com um s6 atomo ou
elétron para verifica-lo. Estes saltos foram finalmente observados em ions de Ba, Hg,
Mg, Ca e In e ainda em grandes moléculas (1995). O dispositivo, proposto por Dehlmet
(1975), para observa-los e usado por primeira vez por Cook e Kumble (1987), funciona
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como um "amplificador atbmico” de deteccdo de transi¢cbes entre estados muito
estaveis, e é constituido por um ion frio que tem trés niveis de energia. No esquema
proposto, em forma de V (Fig. 2), encontram-se acopladas duas transicdes, uma
permitida (do estado 2 ao 1) e uma proibida ou instavel (de 3 ao 1).

Figura 2

O ion no estado 1 € excitado de modo a que ocorram as duas transicdes (ao
estado 2 e ao estado 3). A idéia é que a transicdo do estado de energia mais baixo ao
estado mais alto (1 a 2) seja a que provoque uma forte emissdo espontanea pois € a
transicdo permitida. Mas algumas vezes a transicdo menos provavel, ou seja, a mais
fraca(l a 3), pode vir a ser excitada, levando o atomo a um estado metaestavel, e
interrompendo a emissdo de frequéncia do outro nivel. Ou seja, se se "ilumina" (se
excita) o &tomo com um laser que sintoniza a transicao 1 a 2, o sistema se mantém entre
esses estados, emitindo um foton cada vez que o ion volta ao estado de menor energia
(1). Assim, a deteccdo de fotons significa que o ion esta transitando entre os estados 1 e
2. Esta emissdo significa que o ion passou do estado 2 ao estado 1. Se agora se aplica
outro laser, que permite a transicdo 1 a 3 (ou seja, que da ao ion a energia necessaria
para que passe ao estado 3), algumas vezes ocorrera tal transi¢do. Estando o atomo no
estado metaestavel 3, a fluorescéncia correspondente a transicdo 1 a 2 deixara de ser
observada, produzindo-se entdo um corte abrupto no fluxo dos fétons emitidos. Se a
transicdo permitida tem uma vida média de 10 segundos e o estado metaestavel, vida
de 1 segundo, o salto produz uma amplificacdo de 10° passando a ser um sinal
"macroscopico”. Esta fluorescéncia recomecara quando o atomo volte a cair ao nivel
fundamental por emissdo espontdnea. Ainda que o0 sistema seja excitado
"continuamente”, ele ndo responde de maneira continua sendo que apresenta a
fluorescéncia da transicdo permitida interrompida de forma aleatéria por longos
periodos de escuriddo. A presenca ou auséncia de luz fluorescente informa sobre o
estado interno da particula atdbmica (Vide Fig. 3). Este tipo de comportamento se perde
guando se tem muitas particulas, pois o0s intervalos escuros decrescem
significativamente em comparacdo aos do atomo isolado, dado que os periodos de
emissdo de varias das particulas se sobrepdem parcialmente sobre os de ndo emissdo
(escuridd@o) as outras. Este tipo de comportamento, o salto quéntico, ndo tem analogo
classico.
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Exercicio

6. Tente explicar porque o comportamento que resulta no salto quantico ndo tem
analogo classico. Exemplifique.

Paradoxo do Gato de Schrodinger

Devido ao seu carater "antiintuitivo”, a Mecanica Quantica gerou, desde suas
origens, polémicas a respeito de sua forma de descrever o mundo. Importantes cientistas
como Einstein e Schrodinger, que contribuiram para o desenvolvimento da Mecénica
Quantica, expressaram suas criticas e dividas na forma de paradoxos, ou seja na forma
de argumentacdes que, aparentemente, geravam a partir dos conceitos aceitos pela
Mecanica Quantica, situacOes absurdas. Responder a estes paradoxos serviu para
melhorar a compreensdo do mundo microscopico descrito pela Mecénica Quéantica. E
importante destacar que originalmente os paradoxos estavam propostos como
"experimentos pensados” pois ndo se dispunha na época da tecnologia necessaria para
poder "enxergar" muitos aspectos do mundo microscépico. Ou seja, ainda que as
consequéncias derivadas da Mecanica Quantica tenham servido de base para o
desenvolvimento de importantes areas cientificas e tecnolégicas, varios de seus préprios
fundamentos nao foram testados diretamente de forma experimental por muitos anos.

Um paradoxo famoso € o chamado paradoxo do Gato de Schrddinger. Neste
paradoxo busca-se salientar como um pressuposto da Mecéanica Quantica, que € a
superposicdo de estados, poderia gerar situacGes absurdas quando levado ao nivel
macroscopico. Sabemos que a equacdo de Schrddinger incorpora todo o conhecimento
possivel acerca do objeto quantico que esta sendo descrito pela equacéo, incluindo, por
exemplo, seus possiveis (auto)estados de energia. Ou seja, a fungdo de onda indica que
0s objetos quanticos podem estar em um estado que é superposicdo de todos (ou de
alguns) possiveis estados de energia (ou momento, ou posicdo ou spin)
simultaneamente. Por exemplo, a funcéo de onda do spin pode ser uma superposicdo de
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projecdes de spin para cima e de projecdes de spin para baixo. No entanto uma
observagdo de uma propriedade fisica "obriga" a funcdo de onda que descreve 0s
objetos quanticos a "colapsar” a um so dos autoestados associados a propriedade fisica,
dando assim o resultado da medicéo.

Se a Mecanica Quantica é mais fundamental que a Mecénica Classica e deve
servir para explicar ndo s6 0s objetos microscopicos mas também os objetos
macroscopicos construidos a partir dos objetos microscépicos, por que nao observamos
a superposicao de estados distintos no nosso cotidiano? Para ressaltar o que significaria
a superposicdo de estados para objetos macroscopicos e o absurdo a que isso, se fosse
verdade, conduziria, o préprio Schrodinger em 1935 formulou o seu hoje famoso
paradoxo nos seguintes termos (veja, por exemplo, Nussenzveig, 1998, p.413):

"Um gato em uma camara de acgo, juntamente com o0 seguinte mecanismo
diabdlico (inacessivel ao gato): dentro de um contador Geiger, hd& uma pequena
quantidade de material radioativo, tdo pequena que no decurso de uma hora talvez um
Unico &tomo se desintegre, mas com igual probabilidade de que isto ndo aconteca. Se
acontecer, o contador, através de um relais, ativa um martelo, que quebra um frasco de
acido prussico. Deixando o sistema isolado durante uma hora, resulta que o gato estara
vivo caso nenhum atomo se desintegre ao longo deste periodo, mas que uma Unica
desintegracdo basta para envenena-lo. A funcdo de onda do sistema todo representa essa
situacdo como uma superposicao de gato vivo e de gato morto em partes iguais".

‘\Pgato> = (%); ( vivo) + | morto))

Ou seja, ndo é que apenas exista uma probabilidade que o gato esteja vivo e uma
probabilidade de que o gato esteja morto, sendo que ambas situacfes (ambos estados)
coexistem. O paradoxo continua dizendo que se abrirmos a camara encontraremos
aleatoriamente um gato vivo ou um gato morto.

Com base nestas contestacbes muitas tém sido as vozes a dizer que a
"superposicdo de estados” é s6 um efeito matematico decorrente do desconhecimento
completo sobre o estado do sistema, 0 que € incorreto.

Certamente um dos aspectos mais fantasticos da questdo da superposicdo de
estados entdo é que na segunda metade desta década, cientistas tém conseguido criar
"Gatos de Schrddinger" em pequena escala. Estes "gatos" sdo elétrons individuais e
atomos que podem se encontrar em dois lugares simultaneamente. Em particular, em
1996, um grupo de cientistas do National Institute of Standards and Technology dos
Estados Unidos criaram um "gato” com um ion de berilio. Primeiro "aprisionaram™ o
ion com campos eletromagnéticos e com ajuda de lasers o "congelaram™ perto do zero
absoluto. A seguir, com feixes de dois lasers com frequéncias levemente distintas
manipularam a projecdo do spin do ion de forma a conseguir que o ion ficasse em uma
superposicao de projecdes de spin para cima e de spin para baixo. Mediante um certo
mecanismo conseguiram mostrar o estado da superposi¢cdo com spin para cima separado
de uma distancia de 80 nandmetros (1 nandmetro = 10 “cm) do estado com spin para
baixo. Para a escala atdmica (com distancias da ordem de 10 cm - raio de Bohr - a 10’
cm), 80 nandmetros € uma distancia grande (como 80 metros frente a um metro).
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Exercicios

7. Como seria a forma aproximada da func¢do de onda dos objetos quanticos que passam
pelas duas fendas na experiéncia de Young?

8. Discuta o paradoxo do Gato. Porque ndo se observam os fendmenos de superposicéo
ao nivel macroscopico?

9. Com relagdo ao Gato de Schrddinger, qual é a probabilidade de encontrar o gato vivo
depois de abrir a caixa ?

10. Um conjunto de sistemas atbmicos, preparados todos do mesmo modo, é submetido
a uma série de medidas de energia, obtendo-se para alguns sistemas E1, para outros E2,
etc. Como se pode interpretar tal resultado? Estamos particularmente interessados em
obter alguma informac&o sobre o estado do sistema antes da medida.

Bibliografia

Curso de Fisica Bésica, Volume 1V, M. Nussenzveig, Editora Edgard Blichter, 1998.
Quantum physics. Berkeley Physics Course, Vol. 4 de E Wichmann, E. Massachusetts:
McGraw-Hill Book Company, 1971.

Illusion or reality: the measurement process in quantum optics de A. Schenzle.
Contemporary Physics, Vol. 37, nro. 4, pp. 303-320. 1996.

56



COMO SABER SOBRE A EXISTENCIA DE UM OBJETO SEM

INTERAGIR COM ELE.
(OU COMO E POSSIVEL, NO MUNDO QUANTICO, VER NA ESCURIDAO.)

Um fabricante conseguiu inventar uma classe de bombas, cheias de um gas
altamente combustivel, que explodem quando sdo atingidas por um unico féton. Dadas
estas caracteristicas, o processo de producdo deve ser realizado na escuriddo. Depois de
construidas as bombas descobriu-se que por algum tipo de problema na fabricacdo
algumas estavam cheias e outras ndo, pois sobrou parte do gas combustivel. Como se
poderia saber quais eram as bombas "boas" (que funcionavam), sem perder toda a
produgéo?

Exercicio
1: Por que o fabricante perderia toda sua produgéo?

O fabricante, desesperado, se encontrou com um amigo, por acaso fisico, que lhe
disse ser possivel salvar parte dessa producdo. (Naturalmente o fabricante, antes de
obter a sua ansiada resposta, teve que assistir a uma aula de Mecanica Quantica.) Vamos
agora discutir qualitativamente o problema e depois fazer algumas contas.

Um dispositivo muito usado em Fisica, o interferdmetro, que aparece na Fig. 1,
permite separar um raio de luz incidente em dois, de modo que na saida do
interferémetro é possivel observar fendmenos de interferéncia. O dispositivo, que consta
de 2 espelhos que refletem completamente a luz que chega até eles e 2 semiespelhos que
transmitem uma parte dos raios que chegam até eles e refletem a outra parte, possui
também dois detetores com alarmes na saida de forma que a "interferéncia construtiva"
¢ detectada por um detector D;, enquanto D, coleta a “interferéncia destrutiva".
Imaginemos que a fonte sé emite um féton por vez e que o interferdmetro € ajustado de
tal modo que so toca o alarme do detector Dy, ou seja, s6 chegam fotons a este detector.

D, Interferéncia

Espelho / destrutiva 0% Q

" O—

Semiespelho )
D, Interferéncia
construtiva
100%
2
1 * Semiespelho Espelho
I B
I
Fonte de
fétons
Figura 1
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Exercicio
2. Por que se obtém padréo de interferéncia para um féton?

O que aconteceria se colocassemos um objeto bloqueando a passagem dos fétons
por uma das diregdes? Os fotons que chegarem ao objeto (Fig. 2) sdo absorvidos,
portanto se pode determinar por qual caminho passou cada foton. Sabemos, pela
experiéncia de Young, que se é possivel determinar o caminho pelo qual passou um
objeto quantico, ndo mais se obtém o padrdo de interferéncia, existindo portanto
probabilidades iguais de que o féton seja detectado em cada um dos dois detetores.

Semiespelho reflete é
50% para D, I

Semiespelho reflete 50% para
D,

Caminho bloqueado, o
féton ndo passa

> 4

1

|

Fonte de
fétons

74

Figura 2

A interferéncia quantica acontece se ndo existe em principio qualquer
forma de determinar por qual dos caminhos alternativos o féton (ou outro objeto
quantico elementar) passou. Se, de alguma forma, podemos conhecer por onde
passou, entdo a interferéncia desaparece.

Vejamos agora como auxiliar o nosso aflito fabricante com tal dispositivo.
Cologuemos a bomba no interferémetro, bloqueando um dos caminhos. Se a bomba é
ruim (ou seja, esta sem gas, Fig. 3), é transparente e os fétons podem atravesséa-la sem
problemas e portanto soard apenas o alarme do detector D;, pois se produzira
interferéncia. Este caso € idéntico ao da Fig. 1.
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Q D, Alarme desativado

(D_’ D, Alarme ativado

|: /' Bomba ruim

Figura 3

Exercicio

3. Qual ¢ a diferenca entre as contribuicdes em D para 0s casos apresentados nas Fig. 2
e 3?

Se a bomba, pelo contrério, é boa, i.e., esta cheia de gas, pode absorver fétons e
se poderia determinar em principio o caminho escolhido pelos fétons. Portanto, ndo
havera padréo de interferéncia, podendo os fétons ser detectados tanto por D, como por
D, aleatoriamente, pois o Ultimo semiespelho pode transmitir ou refletir aleatoriamente
os fotons que chegam até ele, como acontece na Fig. 2.

Exercicio
4. Por que ndo podem soar os alarmes dos dois detetores simultaneamente?

Neste caso, se se escuta 0 alarme de D; (Fig. 4) ndo se pode distinguir do caso
anterior em que a bomba era ruim. Se se escuta o alarme de D, (Fig. 5), se sabe que a
bomba é boa. Se se escuta 0 Bang! saberemos que a bomba era boa....(Fig. 6)

g D, Alarme desativado

% z 0___)-’ D, Alarme ativado

— /

Bomba boa

Figura 4

59



é D, Alarme ativado
/ / 0:) D; Alarme desativado

Bomba boa

Figura 5

(] D, Alarme desativado

// / 0:) D; Alarme desativado

BANGI!!!
I:,I .
1

Ex- Bomba Boa ...

Figura 6

Exercicios

5. Por que se pode saber que a bomba esté cheia de gas ao escutar o alarme de D,?
6. Completar a seguinte planilha:

Estado da
Bomba

Caminho do féton

Padrédo de
interferéncia

Observagéo
experimental

Conclusao

No terceiro caso (Fig. 5), quando se ouve o detector D,, consegue-se uma
informacdo (que a bomba colocada estava cheia de gas) sem interagir com o objeto
(pois, se o foton tivesse interagido com a bomba, esta teria explodido). Ou seja, ainda
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que o féton percorra 0 caminho onde ndo esta a bomba, “tem-se” informacéo sobre o
outro caminho que poderia ter escolhido. Ou seja, esta € uma "medida”, sem o risco da
interacdo com o objeto. Dispositivos utilizando estes fundamentos poderiam, por
exemplo, "fotografar" 4&tomos, sem mudar seu estado. Experiéncias mostrando que isto
pode ser feito na pratica foram desenvolvidas na Universidade de Innsbruck, Austria,
em 1995.

Exercicios
7. Por que esta experiéncia ndo tem contrapartida no mundo cléssico?

8. Determinar a probabilidade de que o alarme do detector D; dispare quando o
recipiente da bomba esté vazio, sabendo que:

‘1> representa o féton no caminho 1,
‘ 2> representa o féton no caminho 2,

que o espelho muda a direcdo do foton (reflexdo) segundo ‘1> —i ‘ 2> e ‘ 2> —i ‘1>
que o semiespelho muda a direcdo do foton (reflexdo e transmissdo) segundo

- ) D +i2)] e [2) > (5)[2)+ )]

9. Determinar a probabilidade de que a bomba esteja cheia de gas, sem interagir com
ela.

Para o caso, entdo, de que se disponha de um dispositivo do tipo proposto aqui,
existe uma probabilidade de 1/4 de poder detectar as bombas boas. Pode-se mostrar que
a probabilidade de "medicdes livres de interacdo™ pode aproximar-se arbitrariamente a 1
se se dispde de um namero grande de dispositivos.

Exercicio

10. Quiais propriedades dos objetos quanticos permitem fazer estas medicGes livres de
interagéo?

Bibliografia
"*Quantum bombing reality”, de S. Adams, Physics Education, 1998.Vol. 33, n® 6, pp.
378-385.

"Interaction-free measurement”, de P. Kwiat, H. Weinfurt, T. Herzog, A. Zeilinger e M.
Kasevich, Physical Review Letters, 1995. Vol. 74, n° 24, pp. 4763-4766.

61



TELEPORTACAO

Nas historias de ficcdo cientifica (por exemplo, em Jornada nas Estrelas), os
personagens muitas vezes se “teletransportam”, desintegrando-se em um lugar,
enguanto uma replica aparece em outro. Pareceria que este sistema consistisse de um
"scanning” do original extraindo toda a informacéo sobre ele, da transmissao mais ou
menos instantanea'® desta informagdo ao receptor e da construgdo de uma réplica do
original, formada por atomos similares em arranjos exatamente iguais aos do original.
Este processo, ainda que similar ao de um fax, trabalha com objetos em trés dimensdes e
cria uma réplica exata do original, ndo s6 um fac-simile aproximado. Além disto o
original €, em geral, destruido. Desta forma a teleportacéo ndo seria um duplicador de
corpos, mas sim um super dispositivo de transporte. Esta tecnologia ainda ndo existe,
mas caberia perguntar se algum dispositivo de transporte deste tipo poderia ser
construido um dia.

Até pouco tempo atrés a "teleportacdo™ ndo era considerada seriamente porque
se pensava que violaria o Principio de Incerteza. No entanto em 1993 um grupo de
fisicos mostrou que a teleportacdo seria possivel, em principio, mas apenas se o original
fosse destruido. Mais do que isso, em 1998, cientistas do Instituto de Tecnologia da
Universidade de Califérnia nos Estados Unidos, da Universidade de Aarhus na
Dinamarca e da Universidade de Gales, no Reino Unido, conseguiram criar uma réplica
perfeita de um raio de luz a uma certa distancia do mesmo.

Exercicio
1. Por que a teleportacdo violaria o Principio de Incerteza?

O impedimento dado pelo Principio de Incerteza é superado mediante a
utilizacdo de outra caracteristica peculiar do mundo quéntico, que é a ndo-localidade.
Segundo esta propriedade sob determinadas circunstancias dois objetos quanticos que
interagiram, continuam "emaranhados” (relacionados) de forma que perturbacbes em
um deles afetam instantaneamente o outro, ainda que os dois objetos estejam muito
distantes.

A teleportacdo quantica € um fendmeno de transmissdo de informacdo, pois
permite transferir o estado de um objeto quantico a outro objeto quantico, desde que nédo
se procure ter informacao sobre tal estado no transcurso da transmissao.

A explicagdo tradicional do processo nos faz imaginar que "Alice" € possuidora
de uma particula (P;) em um estado “P>le que "Bob", muito distante dela, é
pretendente a possuir uma particula neste mesmo estado “P>1 Para tornar isto viavel,

um par de particulas correlacionadas (emaranhadas) (P, e P3), participara da operacéo.

Desejando tornar a operacdo 0 mais simples possivel imaginemos que as
particulas individuais s6 possam existir em dois estados, que batizamos (como 0s

2Em Jornada nas Estrelas os personagens viajam em um "subespago™ que lhes permite
superar a velocidade da luz.
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qubits) de ‘ 0>

esta no estado

l>. Inicialmente Alice possui P; e P, e Bob possui P3, sendo que P

e |
‘P>l(néo necessariamente conhecido) e P, e P estdo "emaranhadas” no
estado ‘\P>23 - (%)%q0>2‘1>3 _‘1>2‘0>3)'

O estado emaranhado escolhido implica que as duas particulas (P, e P3) estdo em
uma superposicao de estados, mas ndo fornece informacgéo acerca do estado de cada
particula individual. Somente indica que as duas estdo em estados opostos (distintos).
Assim, ao efetuar uma medicédo sobre uma delas o estado da outra fica instantaneamente
determinado.

Para realizar a teleportacdo devemos "emaranhar" P; e P, no estado

‘ II1>12 = (%)% q O>1‘1>2 o ‘1>1‘ 0>2 )(projetar o par (P1,P,) neste estado).

Se isto ocorrer, entdo saberemos que P; esta no estado “I’>lpois no estado “P>12,

qualquer que seja o estado da particula Py, a particula P, deve estar no estado oposto.
Mas como P, e P; também estdo em estados opostos, P3 necessariamente estara, ao

final, no estado “P>l

Observe-se que, como para as particulas P, e P, os estados emaranhados
possiveis sdo

\P>| Z‘O>1‘O>2’

), =) (0),[1, +11),]0),)
lII>||| z(%)%q0>1‘1>2 _‘1>1‘0>2) €
\P>|v :‘1>1‘1>2'

ha 25 % de probabilidade de encontra-las no estado desejado (“P>”| em nosso
exemplo), mas sempre que isto ocorrer, teremos "teletransportado™ o estado inicial de P,

a P3 (ao final).

Como experimentalmente ja foram "construidos” estados emaranhados em
distancias da ordem de 10 km, a teleportacdo poderia ocorrer em distancias desta
magnitude.

Foram usados fétons na experiéncia de teleportacdo, com polarizacGes horizontal
e vertical.

Vale a pena salientar que a particula 1 ndo esta mais disponivel no estado ‘ ‘P>1,
quando ocorrer a teleportacdo, pois foi emaranhada com a particula 2, e nao foi
mencionada qualquer tentativa de determinar o estado ‘ ‘I’>1.
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Para pesar dos amantes da ficcdo cientifica, parece dificil que este processo
possa ser usado para transportar estados de objetos macroscépicos (seres humanos, por
exemplo), em um futuro razoavelmente proximo. De fato, para contar uma das
dificuldades associadas pergunta-se qual o tamanho da informagdo necessaria para
"teleportar” um objeto similar a um ser humano. Segundo o American National Institute
of Health seriam necesséarios 10 Gigabytes para uma descri¢cdo do corpo humano em trés
dimensbes com resolucdo de um milimetro. Para uma descricdo com resolucdo de 1
4tomo, seriam precisos 10* bits, informag&o esta que para ser transmitida, ainda com as
melhores fibras dticas, levaria cerca de 100 milhdes de séculos. Empacotando isso em
Cdrom, estes formariam um cubo de 1000 km de lado.

Passagem ao mundo macroscépico

Se a Mecéanica Quantica é mais fundamental que as teorias classicas,
descrevendo o comportamento dos constituintes dos objetos macroscopicos, por que
praticamente ndo observamos seus efeitos no mundo macroscopico? Por que néo
observamos padrdes de interferéncia em uma experiéncia como a de Young quando
utilizamos balas, ou superposicdo de estados "gato vivo - gato morto”, estados
emaranhados, quantizacdo de inimeros observaveis , luz em pacotes, saltos de estados?
Qual ¢é enfim a relagdo entre o0 mundo descrito pela Fisica Quantica e o descrito pela
Fisica Cléassica?

Nos primordios da Mecanica Quantica, Bohr enunciou o chamado Principio de
Correspondéncia, que fazia a "ponte" entre as duas descri¢des. Segundo este principio, a
Fisica Classica devia ser obtida como caso limite da Fisica Quantica. O Principio de
Correspondéncia ademais permite sugerir candidatos a grandezas observaveis, questao
esta muito importante para que se possa saber que propriedades do mundo microscopico
podem ser medidas. Como um objeto macroscopico € um agregado de objetos
microscopicos, é possivel extrapolar ao dominio quantico determinadas propriedades
dos objetos macroscépicos. Isso fizemos, por exemplo, com a energia de um sistema
ligado. Outras dessas grandezas sdo a posi¢cdo, 0 momento linear e 0 momento angular.
Estas propriedades devem recuperar a informacédo classica no limite macroscopico. Ao
longo deste curso, vimos alguns destes casos.

Exercicios

2. Em que situacdo se recupera a descricdo classica para os estados de energia do &tomo
de hidrogénio?

3. Em que situacdo se recupera a descricdo classica para a posicdo de um objeto
quantico confinado a uma caixa unidimensional?

O Principio de Correspondéncia, no entanto, nada diz sobre o que acontece com
0 estado quantico de um sistema em confronto com o conceito classico de estado. Por
exemplo, o Principio de Correspondéncia ndo explica porque se perde a coeréncia entre
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0s estados superpostos do paradoxo do Gato de Schrodinger fazendo com que nédo se
observe esse fendmeno para objetos macroscépicos. Lembremos que o estado do
sistema antes da medicdo é uma superposi¢do coerente de gato vivo e gato morto. Saber
por que isto acontece € importante tanto desde o ponto de vista teérico, como também
do tecnologico. Lembremos que o0 sucesso da computacdo quéntica passa pela
possibilidade de manter informacdo em estados superpostos ao longo de todo o processo
de célculo. O problema é que isto ndo é uma tarefa facil. Por causa da descoeréncia
(propriedade que impede que possamos observar na escala macroscépica a superposi¢do
de estados) a superposicao dos estados quanticos se desvanece muito facilmente.

Recentemente ocorreram avangos importantes na elucidacéo de por qué acontece
a descoeréncia. Quando se descreve um sistema macroscopico, observa-se somente uma
parte muito pequena das varidveis necessérias para descrever o estado quéantico do
sistema, ocorrendo assim perda de informacdo. Em particular, ndo temos informacdo a
respeito de muitas das interacdes do sistema fisico com o meio circundante - por
exemplo, a colisdo de um atomo com outro atomo, que ja constitui uma "medicdo™ que
pode levar o sistema a "optar" por um particular estado.

De fato, o tempo de descoeréncia é inversamente proporcional ao "grau de
macroscopicidade™ do sistema, o que faz com que a descoeréncia ocorra numa escala de
tempo muitas ordens de grandezas menor que a dos tempos usualmente observaveis,
passando assim desapercebida.

Segundo Nussenzveig (1998, p. 414) "A interacdo com o ambiente parece ser
responsavel, ao menos em parte, pelo caracter probabilistico da teoria quantica.....E um
grande mérito - e ndo um defeito - da teoria quantica ter atingido a fronteira onde se
torna aparente o efeito dessa interagdo sobre o mundo fisico".

Exercicio

4. Indique diferencas entre o conceito de estado na Fisica Quéantica e o conceito de
estado na Fisica Cléassica.

Bibliografia

"Teleporting an unknown quantum state via dual classical and Einstein-Podolsky-
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"Curso de Fisica Basica", Volume IV, de M. Nussenzveig, Editora Edgard Blucher,
1998.

"Experimental quantum teleportation™ de D. Bouwmeester, J. Pan, K. Mattle, M. Eibi,
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LABORATORIO COMPUTACIONAL 1

O objetivo deste laboratorio € o de vocé familiarizar-se com as solucdes da
equacdo de autovalores de energia de um elétron “confinado™ a distintos potenciais.
Serdo usados para tanto modelos unidimensionais.

Vimos em aulas anteriores que um objeto quantico confinado a potenciais tipo
caixa (E < V) nédo pode ter uma energia qualquer, sendo que fica restrito a estados com
determinados valores de energia. Esses estados sdo 0s chamados autoestados de energia
e o0s autovalores correspondentes s@o as Unicas energias permitidas para os objetos
quanticos sob a acdo desses potenciais. Isto significa que o espectro de energia é
discreto: a energia estd quantizada, podendo adotar somente os valores mencionados.
O espectro discreto de energias é caracteristico de particulas que estdo confinadas.

Inicie o programa "Bound States" (Estados ligados)(c:..../vgm/vg_bs ). Na
esquerda da tela aparecerd um diagrama de um potencial, que corresponde a um pogo
finito quadrado. Aperte o botdo esquerdo do mouse uma vez, em qualquer lugar dentro
do poco. Este programa resolve a equacdo de Schrddinger para elétrons confinados a
esses tipos de potencial. O gréfico da funcdo de onda do elétron correspondente ao valor
de energia escolhido aparecera no lado direito da tela.

Exercicios

1. Para a energia que vocé escolheu, € a funcdo de onda resultante uma onda
estaciondria? Justifique sua resposta.

2: A funcdo de onda em questdo é aceitavel em termos de uma interpretacdo
probabilistica? Justifique sua resposta.

3: Como deve ser a funcdo de onda que corresponde a um estado fisicamente aceitavel?

Clique novamente dentro do diagrama do potencial, em algum lugar préximo ao
do primeiro valor de energia escolhido. A funcdo de onda resultante estd mais proxima
daquela que vocé considera aceitavel?

Lembre que o mddulo ao quadrado da funcéo de onda representa a densidade de
probabilidade da presenca da particula. Se a funcdo de onda descreve 0 movimento de
um elétron confinado a uma caixa, o elétron deve encontrar-se na caixa e portanto a
soma das probabilidades deve ser igual a 1. Se a funcdo de onda ndo cai a zero a
grandes distancias em ambos extremos do intervalo espacial, a probabilidade (total) de
detectar o elétron no espaco todo pode ir a infinito. Por isso s6 tem sentido as funcgdes
de onda que caem a zero nos dois extremos do intervalo espacial, que determinam entéo
os estados permitidos de energia.
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4: Pode o elétron estar em estados em que a fungéo de onda nédo caia para zero?

Use o programa para experimentar diversas energias até encontrar uma funcéo de onda
para um estado permitido. Para aproximar-se esta funcdo, pode usar as teclas das setas,
para pequenos saltos de energia.

5: Qual o valor aproximado da energia de um estado permitido para um elétron no
diagrama de energia potencial?. Trace um grafico aproximado da funcédo de onda e da
densidade de probabilidade para esse estado.

Tente encontrar outros estados permitidos para esse potencial. Em vez de repetir
todo o processo descrito anteriormente, vocé pode usar o comando Energies/List
Eigenvalues (Energia/Listar Autovalores). O programa calculara as energia dos estados
permitidos.

6: Quais foram os estados permitidos? Trace um gréafico da funcdo de onda e da
densidade de probabilidade para esses estados.

Mude ora a largura, ora a profundidade do potencial. Para isso, abra a janela
Potential, e utilize os comandos Change Depth (mudar a profundidade) e Change Width
(mudar a largura). Ache os correspondentes autovalores de energias para cada caso.
Desenhe a funcdo de onda e a densidade de probabilidade para esses estados.

7: O que significa fisicamente a mudanca de largura ou/e profundidade dos pogos de
potencial?

8: Como se altera 0 nimero de estados permitidos para o elétron com a largura do poco?
Com a profundidade do poco?

9: Como é o espectro de energias para elétrons ndo-confinados aos potenciais
apresentados acima?
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Dissemos que o espectro discreto de energias € caracteristico de objetos
guanticos que estdo confinados. Em um atomo, os elétrons ligados estdo confinados,
portanto s6 podem estar em alguns estados de energia.

10: Que propriedade(s) distingue(m) um atomo de um elemento quimico de um atomo
de outro elemento quimico?

11: Como mudariam os diagramas de energia potencial para os diversos atomos de
acordo com esta propriedade?

12: Diferentes elementos quimicos terdo distintos autovalores de energia? Justifique sua
resposta. Pode utilizar o programa Bound States para isto.

Bibliografia

O programa "Bound States" é um software elaborado pelo Physics Education Research
Group, Kansas State University, dos EUA, no projeto "Visual Quantum Mechanics".
Pode ser obtido na rede no site http://www.phys.ksu.edu/perg/vgm/programs/
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LABORATORIO COMPUTACIONAL 2

O objetivo deste laboratorio € o de vocé familiarizar-se com as solucdes da
equacdo de Schrodinger de objetos quanticos elementares sujeitos a potenciais do tipo
"barreira" e compreender por que um microscopio de varredura por tunelamento pode
medir uma superficie. Novamente usaremos modelos unidimensionais.

Comecaremos estudando o que acontece em um potencial tipo degrau. Abra o
programa Quantum Tunneling. V& ao File/Open no menu principal e abra o arquivo
Step.txt. Na parte superior da tela aparecera o desenho de um potencial tipo degrau. Este
tipo de potencial € muito semelhante ao que sofre um elétron no tubo de um aparelho de
TV quando se aproxima da tela da TV. Na janela a esquerda aparecem os dados
correspondentes ao potencial e a particula, que podem ser mudados com os comandos
Barrier Parameters e Particle Parameters que aparecem na janela inferior.

Clique na tela em Redraw Graphs. Depois de alguns segundos de calculo, o
programa mostrara, na seguinte janela da tela, a funcdo de onda correspondente a um
elétron nesse potencial.

Exercicios

1: Escreva os dados do potencial e da particula. Desenhe a funcdo de onda nas duas
regides. Como se modifica a probabilidade de encontrar o elétron a esquerda em relagcdo
a probabilidade a direita do degrau? (Na segunda janela, clicando em Probability
Density e depois em Redraw Graphs, o programa desenha a densidade de probabilidade
correspondente.)

A distancia na regido do degrau onde ainda h& uma probabilidade significativa
de se achar o elétron é chamada de "comprimento caracteristico".

2: Se a energia total do elétron aumenta, como mudara o comprimento caracteristico na
sua opinido? Por que?.

Teste a sua predicdo, mudando a energia do elétron para 2,5 eV e para 3,5 eV. (Para
variar a energia, utilize o cursor que aparece na escala na janela de Particle Parameters;
depois cliqgue em Redraw Graphs para cada caso).

3: Os resultados coincidiram com sua predicdo? Por que?

4: Se o elétron tem uma energia total maior que a energia potencial do degrau, como
sera sua funcdo de onda? Apresente um grafico da mesma.
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Teste sua predicdo sobre a funcdo de onda, mudando a energia do elétron para
um valor maior que 4 eV. Observe a funcdo de onda resultante. Desenhe a funcdo de
onda que o programa calculou.

5: A funcdo de onda apresentado pelo programa coincide com a sua predi¢cdo? Qual a
raz&o para isto?

6: O que acontece na regidao em que a energia total do elétron é maior que a energia
potencial do degrau? O que acontece na regido em que a energia total do elétron é
menor que a energia potencial do degrau? Relacione suas observacdes com o estudo
feito na aula tedrica.

7: Se o potencial € uma barreira finita, do tipo mostrado na Fig. 1, o que acontecera
com a funcdo de onda de um elétron com energia total menor que a altura da barreira?
Justifique sua resposta.

Vo

v

a

Figura 1

Teste sua predicdo, utilizando o programa. Para isso va ao File/Open e abra o
Barrier.txt. (Os parametros da barreira podem ser modificados na janela inferior no
Barrier Parameters, movendo o cursor verde do Right Level.) Clique em Redraw
Graphs e desenhe o que aparece na tela.

8: A funcéo de onda apresentada pelo programa coincide com sua predi¢do? Qual a
razdo para isto?

9: Se o elétron incide da esquerda, como se altera a probabilidade de achar o elétron no
lado direito da barreira quando se modifica a energia do elétron? Utilize pelo menos trés
valores de energias diferentes. Procure encontrar alguma situacdo em que a
probabilidade de tunelamento seja zero. Escreva os parametros utilizados e os resultados
obtidos em cada simulacéo.

10: Se o elétron incide da esquerda, como muda a probabilidade de achar o elétron no
lado direito da barreira quando se modifica a largura do potencial? Mantenha a energia
do elétron constante e mude a largura da barreira, pelo menos trés vezes. Escreva 0s
parametros utilizados e os resultados obtidos em cada simulacao.
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11: Se o objeto incide da esquerda, como muda a probabilidade de acha-lo no lado
direito da barreira quando muda a massa do objeto? Para responder isto, mude a
particula, no Particle Parameters, para préton e para pion. Escreva os parametros
utilizados e os resultados obtidos em cada simulagéo.

12: A partir dos resultados obtidos nas questdes anteriores, indique de que depende o
comprimento caracteristico de tunelamento.

Com esta atividade, vocé aprendeu que em determinadas condig¢des, para um
objeto quantico que incide da esquerda sobre uma barreira, existe alguma probabilidade
de que o objeto possa ser detectado no lado direito da barreira. Este é o fenémeno de
tunelamento quéantico, assim chamado porque existe uma probabilidade, distinta de
zero, de encontrar 0 objeto tanto na regido da barreira como a sua direita. Isto ndo
significa que fisicamente o objeto quantico "faca" um buraco na barreira, pois esta é
uma barreira de energia. O tunelamento é um efeito puramente quantico e pode ser
explicado resolvendo a equacao de autovalores dos objetos quanticos.

Este é o mecanismo mediante o qual os elétrons da superficie de um material
podem ser transferidos a ponta de prova de um microscopio eletrénico de varredura.

Bibliografia

O programa "Quantum Tunneling" é um software elaborado pelo Physics Education
Research Group, Kansas State University, dos EUA, no projeto "Visual Quantum
Mechanics". Pode ser obtido na rede no site
http://www.phys.ksu.edu/perg/vgm/programs/
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