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Vous avez déja une compréhension intuitive de ce qu’est la limite d’une fonction. Ce
chapitre n’en est pas moins le plus important de votre cours d’analyse. C’est ’'occasion
ou jamais de comprendre les epsilons! Votre travail devrait étre facilité si vous avez
déja assimilé le chapitre sur les suites, mais ce n’est pas indispensable.
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1 Cours

1.1 Vocabulaire

Une fonction f de R dans R est définie par son graphe : c¢’est un sous-ensemble I'
de R x R, tel que pour tout x € R, au plus un réel y vérifie (z,y) € T'. S’il existe,
ce réel y est "image de x et est noté f(x). L’ensemble des x qui ont une image par f
est le domaine de définition de f. Nous le noterons Dy. La notation standard est la
suivante :

f

DfHR
z — f(z)

Si A est un sous-ensemble de Dy, I'image de A, notée f(A), est I'ensemble des images

des éléments de A.
f(A) ={f(z), v A}

Si B est un sous-ensemble de R, 1'image réciproque de B, notée f~!(B), est I'ensemble
des antécédents des éléments de B.

f(B)={z€Dy, f(x) e B}

Attention a la notation f~' : f~1(B) est défini méme si f n’est pas bijective. Par
exemple, si f est Papplication valeur absolue, x — |z|,

f(] -2, 1[) = [072[ et f_l([172]) = [_27 _1] U [172]

Définition 1. Soit f une fonction, de domaine de définition Dy, a valeurs dans R.
On dit que f est :

constante st Vz,y € Dy, f(x) = f(y)

croissante si Vr,y € Dy, (x<y)= (f(z) < f
décroissante si Va,y € Dy, (v <y) = (f(z)=>

()
f())

strictement croissante si Va,y € Dy, (v <y)= (f(z) < f(y))

strictement décroissante si Va,y € Dy, (v <y)= (f(x)> f(y))

monotone si elle est croissante ou décroissante

majorée si f(Dy) est majoré

minorée si f(Dy) est minoré

bornée si f(Dy) est borné

Le plus souvent, ces définitions s’appliqueront a des restrictions de f a un intervalle
I inclus dans Dy.
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Définition 2. Soit f une fonction de R dans R et x € Dy. Soit P une des propriétés
de la définition[]. On dit que f posséde la propriété P
e au voisinage de x s’il existe un intervalle ouvert I contenant x, tel que la restric-
tion de f a I posséde la propriété P.
e au voisinage de +oo s’il existe un réel A tel que la restriction de f a |A,+o0]
posséde la propriété P.
e au voisinage de —oo 8%l existe un réel A tel que la restriction de f a | — 0o, A]
posséde la propriété P.

Par exemple, la fonction valeur absolue = — |z|, est :
e décroissante au voisinage de —oo

e décroissante au voisinage de —1

e croissante au voisinage de 1

e croissante au voisinage de 400

e bornée au voisinage de 0

Les opérations sur les réels s’étendent aux fonctions de maniére naturelle.

e addition :
f+yg
DyNnD, — R

v o ([+9)(x) = [(2) +g(x)

e multiplication :

fyg
D;ND, — R

r — (fg)(z) = f(x)g(x)

e multiplication par un réel :

® COmMpParaison :
f<g < YeeD;ND,, f(z)<g(x)

L’addition a les mémes propriétés que celle des réels : ’ensemble des fonctions de R
dans R muni de l'addition est un groupe commutatif. Muni de l'addition et de la
multiplication par un réel, c’est un espace vectoriel. Cependant, le produit de deux
fonctions peut étre nul sans que les deux fonctions le soient.

1.2 Convergence

Nous commencons par la convergence en un point, vers une limite finie. Afin d’éviter
les cas pathologiques, nous supposerons toujours que les fonctions étudiées sont définies
au voisinage du point considéré (cf. définition [2)).
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Définition 3. Soit a un réel et f une fonction définie au voisinage de a, sauf peut-étre
en a, et a valeurs dans R. Soit | un réel. On dit que f tend vers | quand x tend vers
a, ou que f a pour limite [ en a si

Ve>0,3>0, (0<[z—al<n) = (f(z)-1<e) (1)

On notera :
lim f(x) =1 ou bien f(z)—1.

r—a r—a

Tout intervalle centré en [ contient toutes les valeurs f(x), pour z suffisamment
proche de a. Observez que f peut tres bien ne pas étre définie en a, et admettre quand
méme une limite en a. Voici un premier exemple (figure |1)).

S
R* — R
r — f(x)=zsin(l/z)

Pour tout z € R*, —1 <sin(1/z) < 1. Doncsi |z| < e et x # 0, alors |zsin(1/z)] < ¢

f(x)=x sin(1/x)

030 &
0.24
018 |
012 |
0.06 |

0.00 - \ f/\\ I{\\V
-0.06 |
012 |
-0.18 |
0.24 «

'030 T T T T T T T T T
-0.30 -0.24 -0.18 -0.12 -0.06 0.00 0.06 0.12 0.18 0.24 0.30

FIGURE 1 — Graphe de la fonction = — xsin(1/x).

f(z) tend vers 0 quand z tend vers 0.

La convergence peut se caractériser en termes de suites.

Théoréme 1. Soit a un réel et f une fonction définie au voisinage de a, sauf peut-étre
en a, et a valeurs dans R. Soit | un réel. La fonction [ tend vers |l quand x tend vers
a, si et seulement si, pour toute suite (x,,), d valeurs dans Dy \ {a} et convergeant vers
a, la suite (f(z,)) converge vers [.

Démonstration : Montrons d’abord la condition nécessaire : si f tend vers [ au sens
de la définition [3] alors pour toute suite (x,) convergeant vers a, la suite (f(x,)) tend

vers .
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Soit € > 0, et 1 tel que si 0 < |z —a| < n, alors |f(x) — ] < e. Soit (x,,) une suite
de Dy \ {a} convergeant vers a. Il existe ng tel que pour tout n > ng, 0 < |z, —a| < 7.
Mais 0 < |z, — a| < 7 entraine |f(x,) — | < e, par hypothese. Donc la suite (f(x,))
converge vers [.

Voici maintenant la condition suffisante, dont nous allons démontrer la contraposée :
si f ne tend pas vers [, alors il existe une suite (z,,) convergeant vers a telle que la suite
(f(x,)) ne tend pas vers [. Ecrivons donc que f ne tend pas vers .

3e>0,Vn>0, FxeDy, O<|z—al<n)A(flx)=1]>c¢)
Posons n =1/n :
dJeeDy, (0<|z—al<1/n)A(f(x)=1]>c¢)

Notons x, un des réels dont l'existence est affirmée ci-dessus. La suite (z,) converge
vers a car |z, —a| < 1/n, pourtant la suite (f(z,)) ne tend pas vers [, car | f(x,)—1] > €.
O

Voici deux conséquences faciles de la définition.

Proposition 1. Soit f une fonction de R dans R et a un réel.
1. Si f(x) converge quand x tend vers a, alors la limite est unique.

2. Sia €Dy et si f(x) converge vers | € R quand x tend vers a, alors f est bornée
au voisinage de a.

Démonstration :

1. Supposons que f vérifie la définition [3| pour deux réels [ et [’ distincts. Posons
e =|[l—=1|/3. Alors les intervalles [l —¢,l +¢] et [I' —¢,l' +¢] sont disjoints. Pour
x suffisamment proche de a, le réel f(x) devrait appartenir aux deux intervalles
a la fois : c’est impossible.

2. Fixons € > 0, et n tel que f(z) reste dans l'intervalle |l — e,1 + [ pour tout
0<|z—al <n. Alors :

Veela—na+nNDy, flz)<l+e

et
Vl’e[a—ﬁaa‘i‘?ﬂmpfa f(l‘)}l—é“

Donc f est majorée et minorée au voisinage de a.
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1.3 Opérations sur les limites

La notion de limite se combine avec les opérations sur les fonctions comme on
'attend. Nous énoncerons les résultats dans le théoreme [2] Ils peuvent se déduire des
résultats analogues sur les suites numériques, via le théoreme [1} Nous conseillons au
lecteur de le vérifier, puis de comparer cette approche avec les démonstrations directes
qui suivent. Elles sont basées sur le lemme suivant.

Lemme 1. Soit a un réel. Soient f et g deux fonctions de R dans R, définies au
voisinage de a, sauf peut-étre en a.

1. Si
lim f(z) = lim g(x) =0

T—ra Tr—a

alors

lim(f + g)(x) = 0

r—a

2. Si f est bornée au voisinage de a et

lim g(z) =0,
alors
lim(fg)(z) =0
Démonstration :

1. Fixons € > 0. Soit 7y tel que pour 0 < |x—a| < ny, |f(z)| < /2. De méme, soit 7
tel que pour 0 < |x —a| < 19, |g(x)| < €/2. Alors, pour 0 < |z —a| < min{ny, 9},

€

(f +9)(@)] = [f(x) + g(@)| < [f(@)| +g(@) < 5 + 5 =¢,

8 —_
5=
d’ou le résultat.

2. Soit 1y et M deux réels tels que
Ve ela—m,a+m], |f(z)| <M.

Fixons € > 0. Soit 7 tel que pour 0 < |z — a| < no, |g(z)| < e/M. Alors, pour
0< |33 - CL| < min{n17n2}7

3

(fo)(@)] = [f (@) lg()] < M -7 =

€,

d’ou le résultat.
O

Théoréeme 2. Soit a un réel. Soient f et g deuzr fonctions de R dans R, définies sur
un intervalle ouvert autour de a.
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1. Si
lim f() =1 et limg(a)=1
alors
i (f +g)(w) = 1+
2. 5
lim f() =1 et limg(a)=1
alors

lim(fg)(x) = U

r—ra

Démonstration : Pour nous ramener au lemme [I, observons d’abord que f(z) tend
vers | quand x tend vers a, si et seulement si f(z) — [ tend vers 0.

1. Quand z tend vers a, f(x) tend vers [ et g(x) tend vers I, donc f(z)—1 et g(x)—1
tendent vers 0. Donc

f@) =l4+g(x)=1"=(f+9)(x) - I+

tend vers 0 d’apres le point 1. du lemme [} D’ot le résultat.

2. Nous voulons montrer que f(x)g(z) — I’ tend vers 0. Ecrivons :

f@)g(z) =" = f(x)(g(z) =) + (f(x) = DI

11 suffit de montrer séparément que les deux fonctions f(g—1") et (f —1)I' tendent
vers 0, d’aprés le premier point du lemme [I} Mais chacune de ces deux fonctions
est le produit d’une fonction convergeant vers 0 par une fonction bornée au voi-
sinage de 0 (f est bornée au voisinage de 0 car elle converge). D’ou le résultat,
par le point 2. du lemme

OJ
Si une application est constante, sa limite en tout point est égale a cette constante.

Comme cas particulier du théoréme[2] si f(z) tend vers [ quand = tend vers a, et \ est
un réel quelconque, alors la limite en a de Af(x) est Al

Le résultat attendu sur la composition des limites se vérifie, a un détail pres.

Théoreme 3. Soient a et b deux réels. Soit f et g deux fonctions définies respective-
ment au voisinage de a et au voisinage de b, g étant définie en b. On suppose :

lim flz) =b et limg(y)=g(b).
Alors
lim g o f(x) = g(b) .

Tr—a
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Démonstration : Soit € un réel strictement positif. Il existe n; > 0 tel que

ly —b <m = lg(y) —g(b)] < e

Il existe ny tel que
O0<l|z—a|l<n = |f(x) -0 <m

Donc :
0<l|z—al<n = |g(f(z) —g0)|<e

1.4 Limites unilatérales

Une fonction f peut converger vers une limite finie, comme nous ’avons vu précé-
demment, ou bien 400 ou —oo. De plus les valeurs de la variable, qui approchaient a
des deux cotés dans les définitions précédentes, peuvent ne 'approcher que d’un seul
cOté : ce sont les notions de limite a gauche, et de limite a droite. On peut aussi cher-
cher une limite quand x tend vers 400 et —oo. Au total, ce ne sont pas moins de 15
définitions différentes que nous devons donner. Vous reconnaitrez dans ces définitions
un principe général : f(x) tend vers [ (fini ou infini) quand x tend vers a (fini ou infini),
si pour tout voisinage V; de [, il existe un voisinage V, de a tel que f(V,\{a}) C V. La
définition précise de la notion de voisinage releve de la topologie, et dépasse le cadre de
ce cours. Un voisinage de +00 sera compris comme un intervalle de la forme [A, +o0].
De méme, un voisinage de —oo sera un intervalle de la forme | — 0o, A]. Un « voisinage
a gauche » d’un réel a sera un intervalle du type [a — €, a[, tandis qu'un « voisinage
a droite » sera de la forme Ja,a + €]. Nous donnons les différentes définitions sous
forme de tableaux. Plutot que d’apprendre les 5 tableaux par cceur, il est conseillé d’en
comprendre le principe pour étre capable de retrouver ces définitions en cas de besoin.

Limites bilatérales
Définition
Vedn, O0< |z —a|<n=|f(z) =1 <e

Exemple

limz =0
z—0

Notation

Tim f(z) =1

lim f(z) = 400 |VAdn, 0 <[z —a| <n= f(z) > A l%l/|x|=+oo
lim f(z) = —o0 |[VATn, 0 <[z —a|<n= f(z) <A lirr(1)—1/|x|:—oo
r—a T—r
Limites a gauche
Notation Définition Exemple
lim f(z)=1 Vedn,a—n<z<a=|f(x)—1]<e¢ lirgl z/|z| = -1
T—a— rx—0~

lim f(x) =400 |[VAdn, a—n<er<a= f(z) =2 A liI(I)l —1/z = +00
T—a— rx—0~

lim f(z)=—-oc0 |VAdn, a—n<zr<a= f(z) <A lirgl 1)z = -0
T—a— rx—0~
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Limites a droite

Notation Définition Exemple
lim f(z) =1 Vedn,a<z<a+n=|f(z)—1 <e| lim z/|zx| = +1
z—at xz—0t
1im+f(x):+oo VAdn,a<z<a+n= f(z) > A 11151 1)z = +00
r—a T—
lim f(z) =—00 |VATIn, a<zx<a+n= f(z) <A lim —1/z = —o0
z—at xz—0t

La limite bilatérale des sections précédentes peut se caractériser en termes de limites
a gauche et a droite.

Proposition 2. Soit f une fonction de R dans R et a un réel. La fonction f admet |
pour limite en a, si et seulement st elle admet | pour limite a gauche et a droite en a.

Démonstration : Nous le démontrons pour une limite finie. Ce qui suit est facile a
adapter a une limite infinie. La condition nécessaire est évidente au vu des définitions.
Pour la condition suffisante, supposons

lim f(z)= lim f(z)=

x—a~ z—a™t

Fixons € > 0. Il existe 1y et 19 tels que
a—m<r<a=|f(x)—Il<e et a<zx<at+n=|f(r)-I<e
Prenons 7 = min{ny, .}, alors

O0<fz—al<n=|f(x)-ll<e

Voici maintenant les définitions des limites en +o0o et —o0

Limites en —oo
Notation Définition Exemple
Erjl flz)=1 VedB, s < B=|f(x) -] <¢ gm 1/x=0
EI_H f(z) =400 |VAIB, 2 < B= f(z) > A lim —z = +00
EI_H f(z)=—00 |VAIB, 2 < B= f(z) < A lim z = —oc
Limites en 400
Notation Définition Exemple
a:ggloof( x) = VedB, x > B = |f(x) — |<5 xl_lg’l_lool/ﬂﬁzo
Igrfoof( x) =400 |VA3IB, 2 > B= f(z) > xl_lg{loo.ilf = 400
a:ggloof( x)=—00 |VAIB, x > B= f(z) < A xl_lgloo—m:—oo
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Pour chacune de ces définitions, il existe une caractérisation en termes de suites, ana-
logue au théoréme[I] Par exemple, la limite & gauche de f en a vaut —oo si et seulement
si pour toute suite (x,) convergeant vers a et telle que pour tout n, x,, < a, la suite
(f(x,)) tend vers —oo. Nous laissons au lecteur le soin de démontrer, a titre d’exercice,
chacune de ces caractérisations, sur le modele du théoreme [I}

En ce qui concerne les opérations, le théoreme [2 s’étend aux limites a gauche, a droite,
en —oo et en +00, sans aucune difficulté. Les seuls problemes viennent des limites éven-
tuellement infinies. Dans le cas ot les limites de f et g peuvent étre infinies, différentes
situations peuvent se produire pour la somme et le produit. Nous les résumons dans
les tableaux [I] et [2 Dans ces deux tableaux, lim désigne indifféremment une limite
bilatérale, a gauche, a droite, en —oco ou en +oo (du méme type pour f et g). Les
points d’interrogations sont des formes indéterminées : tous les cas sont possibles. Par
exemple :

o f(z)=1/|x|, g(x) = —=1/|x| : f + g tend vers 0 quand = tend vers 0.

o f(z)=1/|z|, v, =—1/2*: f + g tend vers —oo quand x tend vers 0.

o f(x)=1/|z|, g(x) =sin(1/z) — 1/|z| : f + g n’a pas de limite en 0.

lim f(z)\ limg(z) | ' 400 —o0
[ I+1I" 400 —o0

400 +o00 +oo 7
—00 —00 7 —

TABLE 1 — Limites possibles de f + ¢ en fonction des limites de f et g.

lim f(z) \ limg(z) [I'>0 I'<0 =0 400 —o0
>0 w e 0 +oo —o0
<0 w i 0 —oo +o0
= 0 0 0 ? ?
+00 400 —00 7 400 —00
—00 -0 400 ? —00  +00

TABLE 2 — Limites possibles de fg en fonction des limites de f et g.

Mises a part les formes indéterminées, chacune des cases des tableaux [I] et 2 résume 5
théoremes : un pour chacun des différents types de limites. Il est conseillé au lecteur
de les démontrer, soit directement sur le modele du théoreme [2| soit en utilisant la
caractérisation par les suites évoquée plus haut.

9
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1.5 Convergence des fonctions monotones
Comme pour les suites, « la monotonie entraine ’existence de limites ».

Théoréme 4. Soit |a,b] un intervalle ouvert, et f une fonction croissante sur |a,bl.
Les limites de f a droite en a et a gauche en b existent et :

T f(r) = inf(fJa, b)) ;T f(x) = sup(f(Ja, b))

Démonstration : Supposons d’abord que f est minorée : f(]a, b|) est une partie minorée
de R, elle admet donc une borne inférieure finie, notons-la [. Soit £ un réel positif fixé.
Par définition de la borne inférieure, il existe ¢ €]a, b[ tel que [ < f(c) < 1+ e. Mais
alors, puisque f est croissante,

a<r<c=1< f(z)<l+e

Donc f admet [ pour limite & droite en a. Si f n’est pas minorée, pour tout A, il existe
¢ €a, b], tel que f(c) < A. Puisque f est croissante :

a<zr<c= f(z)< f(c)<A

Donc la limite a droite de f en a est —oo.
Pour la limite a gauche en b, on procéde de maniere analogue, en distinguant le cas
ou f est majorée, du cas ou elle ne I'est pas. 0

L’énoncé du théoreme [ reste vrai si a = —o0, ou b = +00. Evidemment, le méme
résultat vaut pour une fonction décroissante, en inversant le réle de sup et inf. On
retiendra que

toute fonction monotone sur un intervalle admet une limite a gauche
et une limite a droite en tout point de cet intervalle.

La limite a gauche peut trés bien ne pas étre égale a la limite a droite. Par exemple,
la fonction « partie entiere » est croissante sur R, et pour tout n € Z,

lim [z] =n—1 et lim|z]=n
T—=n~ xz—nTt

1.6 Comparaison de fonctions

Dans cette section, a est un réel quelconque, et nous considérons la limite (bilatérale)
d’une fonction f en a, au sens de la définition [3] Toutes les fonctions sont supposées
étre définies au voisinage de a, sauf peut-étre en a.

Tous les résultats de la section valent aussi pour des limites a gauche, a droite, en
—o00 et en +o0o. L’adaptation des démonstrations aux autres types de limite est un
exercice conseillé.

Le résultat de base pour comparer deux limites est le suivant.

10
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FIGURE 2 — Graphe de la fonction partie entiere x — |z].

Théoreme 5. Soient a un réel, f et g deux fonctions définies sur un intervalle ouvert
I contenant a. Si pour tout x € I, f(x) < g(x), alors
lim f(z) < lim g(x) .

T—a Tr—a

Démonstration : Supposons lim f(z) > lim g(z). Alors la limite en a de la fonction f—g
est strictement positive. Notons [ cette limite. Il existe n > 0 tel que 0 < |[x —a| <7
L 3l

entraine f(z) — g(z) € [5, 5], donc f(x) — g(x) > 0, ce qui contredit I'hypothese. [

Le fait de supposer f(x) < g(z) ne renforce pas la conclusion : bien que |z| < 2|z|
pour tout x € R*,
lim |z| = lim 2|z| = 0.
z—0 z—0

Le théoreme [5| ne permet pas de démontrer que I'une des deux fonctions f ou g

converge en a. Pour cela, on utilise souvent le résultat suivant.

Théoréme 6. Soient f et g deuz fonctions telles que g(x) tend vers 0 quand x tend vers
a. S’il existe un intervalle ouvert I contenant a tel que pour tout x € I, |f(x)] < |g(x)],
alors f(x) tend vers 0 en a.

Démonstration : Pour tout € > 0, il existe 1 tel que pour 0 < |z —a| < 7 :

[f(@)| < lg(x)] < e,

d’ou le résultat. O

On en déduit le corollaire suivant.

11
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Corollaire 1. Soient f, g et h trois fonctions telles que quand = tend vers a, f(x)
et h(x) convergent vers la méme limite l. Supposons de plus qu’il existe un intervalle
ouvert I contenant a, tel que pour tout x € I,

alors g(x) converge vers l.

Démonstration : 11 suffit d’appliquer le théoréme [f] aux deux fonctions h — g et h — f.
O

Soit, par exemple

g
R* — R
r +— g(z)=xsin(l/z)
Posons f(x) = —|z|, h(z) = |z|. Les deux fonctions f et h tendent vers 0 en 0, et pour
tout x € R*,

f(@) < g(x) < h(z)
Donc g(z) tend vers 0 quand x tend vers 0, comme f et h (cf. figure [1f).

La comparaison vaut aussi pour les limites infinies.

Théoreme 7. Soient a un réel, f et g deux fonctions définies sur un intervalle ouvert
I contenant a. Supposons que, pour tout x € I, f(x) < g(x).

1.

Si lim f(x) = +o0 alors lim g(x) = 400 .
2.

Si aljll}]{lzg(l’) = —00 alors  lim f(z) = —o0.

Démonstration : Pour tout A, il existe 7 tel que pour 0 < |z —a| <7 :
g(x) = f(z) = A,
donc ¢ tend vers +oo si f tend vers +o00. La démonstration de I'autre affirmation est

analogue. O

Le vocabulaire de la comparaison des fonctions est analogue a celui des suites, avec
la difficulté supplémentaire qu’il faut toujours savoir de quelle limite il s’agit (bilatérale,
a gauche, a droite, en —oo ou en 400). Nous écrivons la définition ci-dessous pour des
limites bilatérales en a, elle s’adapte sans probléme aux 4 autres types de limites.

Définition 4. Soient a un réel, f et g deuz fonctions définies sur un intervalle ouvert
I contenant a.

12
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1. On dit que la fonction f est dominée par la fonction g au voisinage de a si :
IMeR, Veel, |[f(z)<Mg(x).
On écrit f(x) = O(g(x)), qui se lit « f(x) est un grand O de g(x) » (au voisinage
de a).

2. On dit que la fonction f est négligeable devant la fonction g si :
Ve>0,3n, 0<[r—af<n=|f(z)] <elg(z)].
On écrit f(x) = o(g(x)), qui se lit « f(z) est un petit o de g(x) » (au voisinage
de a).

3. On dit que la fonction f est équivalente a la fonction g si :
Ve>0,dn, 0<|z—al<n=|f(z)—g() <elg(z).

On écrit f(x) ~ g(x), qui se lit « f(x) est équivalent a g(x) » (au voisinage de
a).

Tres souvent, on appliquera ces définitions pour une fonction g non nulle au voi-
sinage de a, sauf peut-étre en a; dans ce cas, la comparaison se lit sur le rapport

f(@)/9(x).
Proposition 3. Soient a un réel, f et g deux fonctions définies sur un intervalle ouvert
I contenant a. On suppose que la fonction g ne s’annule pas sur I\ {a}.

1. [ est dominée par g au voisinage de a si et seulement si le quotient f/g est
borné :

IM €R, Vo eI\ {a}, ‘;Eg <M.

2. f est négligeable devant g si et seulement si le quotient f/g tend vers 0 :

Ve >0, dn, 0<]x—a]<n:>‘f(:6) <e
g9(z)

3. f est équivalente a g si et seulement si le quotient f/g tend vers 1 :
Ve >0, dn, O<\x—a\<n:>‘f($)—1’<s.
g(x)

Par exemple, au voisinage de 0 :
Var? + 9z = O(y/x) , Vda? + 9z = o(z'/*) | Vax? + 9z ~ 3z .
Au voisinage de +00 :

Viaa? +9r = O(z) , Va2 +9r = o(2?) , Vda? + 91 ~ 27 .

13
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Insistons sur la nécessité de bien préciser le type de limite que I'on considere. Le plus
souvent, il s’agira de limites en 400 ou de limites a droite en 0. On passe des unes
aux autres en remplagant la variable x par y = 1/x. Pour étudier une limite en a, on
se ramene a une limite en 0 en posant x — a = y. Le changement de variable y = —x
permet de passer des limites a gauche aux limites a droite, des limites en —oo aux
limites en +o0.

Observons que f(z) = o(g(z)) entraine f(z) + g(z) ~ g(x), ce qui est particulie-
rement utile pour les polynomes. Les équivalents sont souvent utilisés pour le calcul
de limites de produits ou de quotients, car si fi(x) ~ gi(z), et fa(x) ~ go(x) alors
fi(z) fa(x) ~ g1(x)ge(z). Par contre il ne faut pas les utiliser pour des sommes. Par
exemple, au voisinage de +oo :

flz) =x+sin(zx) ~z et g(x)=—z+sin(x) ~—x

Pourtant, f(z) + g(x) n’est pas équivalent a 0.

Soit f la fonction définie sur |0, +oo par :
fly = Yot
T) = ——— .
v/ 813 + 12

Commencons par les limites a droite en 0. Le numérateur tend vers 1 en 0. Pour le
dénominateur 82% = o(2?), donc f(x) ~ 27%/3 :

@)

0+ £—2/3

Considérons maintenant les limites en +oo. Puisque z + 1 = o(2?), 2% + x + 1 ~ 2% et
V2?2 + x4+ 1 ~ . Pour le dénominateur, v/8z® + 22 ~ 2z, donc f(z) tend vers 1/2.

Jm f@) =5

Nous admettrons pour l'instant les équivalents suivants au voisinage de 0, qui seront
justifiés plus loin. Vous devez les connaitre par ceeur.

Théoréme 8. Au voisinage de 0, sin(x), e* — 1 et In(1 + x) sont équivalents d x.

i -1 In(1
lim sin(z) — lim & = lim 7n( +2)
z—0 €T z—0 €T z—0 xT

=1

Nous rassemblons dans la section suivante d’autres limites classiques concernant
I’exponentielle et le logarithme, qu’il est également bon de connaitre.

14
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1.7 Limites a connaitre

Les limites étudiées dans cette section permettent de comparer exponentielles, lo-
garithmes et puissances de x. Vous connaissez certainement déja le comportement de
ces fonctions au voisinage de 0 et de +oo.

lim In(z) = lim z= lim e =+o0
r—r+00 r—+00 T—+00

Vous connaissez sans doute aussi le résultat suivant.

Proposition 4. Soit b un réel strictement positif.

lim e =0.
T—+400

Démonstration : Posons f(z) = e . La fonction f est décroissante, donc elle admet
une limite en +o0o. Pour identifier cette limite, il suffit de trouver la limite de la suite
(e7b¥), ol (x,) est une suite particuli¢re tendant vers +oo. Pour tout n € N, posons
xn, = nln(2)/b. Comme In(2) ~ 0.69 et b sont positifs, (z,) tend vers +oo. On a
e P = 27" qui tend vers 0 quand n tend vers l'infini. O

Proposition 5. Soient a et b deux réels strictement positifs.

lim 2% % =0.
T——+00

Démonstration : Posons f(x) = x% . L’étude des variations de la fonction f sur
RT, montre qu’elle est croissante sur [0, a/b], décroissante sur [a/b, +00[. Comme elle
est minorée par 0, elle admet une limite en +00. Comme f(z) > 0 sur |0, +ool, la
limite de f en +o00o est positive ou nulle. Il nous reste a montrer qu’elle est nulle. Pour
cela observons que ce que nous avons dit de f reste vrai si on remplace b par b/2 : la
fonction qui & x associe 2%~ (/2)* admet un maximum en = = 2a/b. On a donc :

f(x) = 1ot — pag—(b/2)z—(b/2)z < (2a/b)ae—ae—(b/2)z

Or e~ /2 tend vers 0 quand x tend vers +oo (proposition . D’ou le résultat. ([l

Ce résultat peut paraitre paradoxal : si a = 100, 2'% croit tres vite (2190 ~ 1030),
et si b= 0.01, e " décroit lentement (e~%92 ~ 0.98). Pourtant, c’est I'exponentielle qui
finit par 'emporter et la limite en 400 est nulle.

On retiendra que :

l’exponentielle [’emporte sur les puissances de x,
les puissances de x [’emportent sur le logarithme.

15
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C’est un moyen mnémotechnique de lever des indéterminations du type 0 x oo dans
les calculs de limite : si 'un des facteurs « 'emporte » sur 'autre, c’est lui qui dicte
la limite. Par exemple, dans la proposition |5} la limite de 2% ™% est la méme que celle
de e7% bien que z* tende vers 4+o00. Nous rassemblons dans la proposition ci-apres
quelques exemples de limites du méme type que celle de la proposition [5} Toutes s’en
déduisent par des changements de variables : c’est un exercice facile que nous vous
conseillons.

Proposition 6. Soient a et b deux réels strictement positifs.

lim 2% % =0 lim 27 %% = +0
Tr— 400 Tr— 400

bx

lim |z|%* =0 lim |z[™% " = +o0
T——00 T——00
: a,. .—b __ . —a b
mggloo(ln(a:)) =0 Igljrnoo(ln(:c)) x’ = +00
lim |In(z)[*2® =0 lim |In(z)| 2" = 40 .
z—07t z—07F

1.8 Continuité en un point

Une fonction f est continue en a quand elle admet f(a) comme limite en a.

Définition 5. Soit a un réel et f une fonction définie au voisinage de a. On dit que f
est :

1. continue en a si

lim f(x) = f(a)

T—a
sott :
Ve>0,3dn>0, |z—al<n = |f(z)— fla)|<c¢e

2. continue a gauche en a si

lim f(z) = f(a)

Tr—a—
501t :
Ve>0,3n>0, 0<a—-z<n = |f(z)— f(a)] <e

3. continue & droite en a si

lim _f(z) = f(a)

T—ra+
soit :
Ve>0,3>0, 0<z—a<n = |f(z) - fla)] <e

Par exemple la fonction partie entiére x +— |z est continue en a si a n’est pas un
entier. Elle est continue a droite (mais pas & gauche) en a si a est entier : voir figure 2]

On déduit du théoreme [1l une caractérisation de la continuité en termes de suites.

16
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Théoreme 9. La fonction f est continue en a, si et seulement si pour toute suite de
réels (x,) telle que Vn, x, € Dy et convergeant vers a, la suite (f(x,)) converge vers

f(a).

Observons que si une fonction est continue en un point, elle est nécessairement
définie en ce point. Nous avons vu qu’une fonction f pouvait admettre une limite en
a, sans étre définie en a. Si c’est le cas, on appelle prolongement par continuité de f
en a, la fonction f, définie sur Dy U {a}, et telle que

Ve €Dy, f(z)=f(x) et f(a)=lim f(z)

T—ra

Par exemple,

f
R* — R
r — f(zx) =azsin(l/z)

Cette fonction peut étre prolongée par continuité en 0 :

f
R — R
r — f(x)=xsin(l/z)six #0
0 — f(0)=0

Des théorémes[2 et 3] on déduit que la somme, le produit, la composée de deux fonctions
continues sont continues.
Théoréme 10. Soient f et g deux fonctions. Soit a un réel.

1. Si f et g sont continues en a, alors f + g et fg sont conlinues en a.

2. Si f est continue en a et g est continue en f(a), alors go f est continue en a.

Ce théoreme permet de démontrer la continuité de toutes les fonctions que vous
aurez a examiner, a condition d’admettre la continuité des « briques de base » que
sont les fonctions usuelles.

Toutes les fonctions usuelles sont continues en tout point ot elles sont définies

Ceci concerne les fonctions puissances, exponentielle, logarithme, sinus, cosinus, mais
exclut bien siir la partie entiere et la partie décimale.

A titre d’exemple, nous allons le démontrer pour la fonction z +— 1 /x.

Proposition 7. La fonction f qui d x associe 1/x est continue en tout point de R*.

Démonstration : Soit a¢ un réel non nul. Soit € > 0. Notons

n = min{ea’®/2,|a|/2}
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Si |x — a| < n, alors |z| > |a|/2. Donc :

1 1|_fp—al_|z—q
r al |a|z] T a?/2
Dong, |z — a| < n entraine |f(z) — f(a)| < e. O

Les fonctions constantes, ainsi que la fonction identité x +— x sont évidemment
continues en tout point de R. Du théoreme (10, on déduit qu’il en est de méme pour
les fonctions polynémes. En utilisant la proposition [7, on obtient que toute fraction
rationnelle (quotient de deux fonctions polyndmes) est continue en tout point ot son
dénominateur ne s’annule pas.

1.9 Continuité sur un intervalle

Définition 6. Soit f une fonction définie sur un intervalle I ouvert non vide de R.
On dit que f est continue sur I si f est continue en tout point de I.

Cette définition comporte une petite ambiguité pour les intervalles qui ne sont pas
ouverts. Nous conviendrons qu’une fonction continue sur [a,b] est continue en tout
point de ]a, b[ et que de plus, elle est continue & droite en a et a gauche en b.

Le résultat important de cette section est le théoréeme des valeurs intermédiaires.

Théoréme 11. Soit [ un intervalle de R et f une fonction continue sur I. Soit
m=inf{ f(z), x€l} e M=sup{f(z),ze€l}
Sim < M, alors, pour tout réel y tel que m <y < M, il existe ¢ € I tel que f(c) =y.

La figure [3| illustre le théoreme des valeurs intermédiaires. Le résultat est tout a
fait intuitif : si une fonction continue prend deux valeurs distinctes sur un intervalle,
elle prend nécessairement toutes les valeurs entre ces deux-la : le graphe d’une fonction
continue n’a pas de saut vertical.

Démonstration : Par définition de la borne inférieure, et de la borne supérieure, il
existe xg, 1 € I tels que

m < f(xo) <y < flo)) <M

Quitte a remplacer f par —f, nous pouvons supposer sans perte de généralité que
xo < x1. Soit A l'ensemble des z € [z, 1] tels que f(z) < y. L'ensemble A est non
vide (il contient xg), et majoré par z;. Donc il admet une borne supérieure finie. Soit
¢ cette borne supérieure.

c=sup{z € [y, 1], f(x) <y}

18
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FIGURE 3 — Théoréme des valeurs intermédiaires.

Nous allons démontrer que f(c) = y, en utilisant la continuité de f. Soit € > 0. Puisque
[ est continue en ¢, il existe n tel que |z — ¢| < n implique |f(z) — f(c)| < e. Or par
définition de la borne supérieure, il existe x € A tel que |x — ¢| < n. Fixons un tel x.
Puisque |f(z) — f(¢)| < € et f(z) < y, alors nécessairement f(c) <y +¢.

Par définition de la borne supérieure, c est le plus petit des majorants de A. Fixons
maintenant x tel que ¢ <z < c+n. Alors x ¢ A, donc f(x) >y, et |f(z) — f(c)] <e.
On en déduit que f(c) >y —e.

Nous avons donc démontré que pour tout € > 0,
y_gg.f(C) <y+€>

ce qui entraine f(c) = y. O

Les deux résultats suivants sont des formulations équivalentes du théoreme des
valeurs intermédiaires.

Corollaire 2.
e Si une fonction continue sur un intervalle prend des valeurs positives et des va-
leurs négatives, alors elle s’annule sur cet intervalle.
e L’image par une application continue d’un intervalle est un intervalle.

Il est naturel de se demander si I'image par une application continue d’un intervalle
est un intervalle du méme type (infini, ouvert. .. ). Le seul résultat général concerne les
intervalles fermés bornés.

Théoréme 12. Soient a < b deux réels et f une fonction continue sur [a,b]. Soit
m—inf{ f(z), v € a,b]} et M=sup{f(z), v € ot}
Alors m et M sont finies et il existe x1,xo € [a,b], tels que f(z1) =m et f(xg) = M :

f(la,b]) = [m, M] .
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Démonstration : elle utilise le théoréeme de Bolzano-Weierstrass, qui affirme que de
toute suite (x,,), a valeurs dans U'intervalle [a, b], on peut extraire une sous-suite conver-
gente. Nous traitons la borne supérieure M, la démonstration est analogue pour m.
Supposons M = +oc0. Pour tout n, il existe x,, € [a, b] tel que f(z,) > n. Donc la suite
(f(zy)) tend vers +o00. De la suite (x,), on peut extraire une sous-suite convergente.
Soit ¢ la limite de cette sous-suite. Par la continuité de f, les images des termes de
la sous-suite convergent vers f(c), ce qui contredit le fait que (f(x,)) tend vers +oo.
Donc M est finie.

Puisque la borne supérieure est finie, pour tout n € N, il existe z,, € [a, b] tel que
1
M--x< f(xn) < M
n

Donc la suite (f(z,)) converge vers M. De la suite (z,), on peut extraire une sous-
suite, convergeant vers ¢ € [a, b]. En utilisant & nouveau la continuité, on en déduit que

f(c) =M. O

En général les bornes m et M sont différentes des valeurs de f en a et b. Le cas des
fonctions monotones est particulier. Vous avez sans doute déja rencontré le résultat qui
suit sous le nom de théoréme de la bijection.

Théoréeme 13. Soit f une fonction continue, strictement monotone sur un intervalle

I.
1. f(I) est un intervalle, dont les bornes sont les limites de f aux bornes de I
2. f est une bijection de I vers f(I)

3. la bijection réciproque f~1 est continue sur f(I) et strictement monotone, de
meéme sens que f.

Démonstration : Quitte a remplacer f par —f, nous pouvons supposer sans perte de
généralité que f est strictement croissante. Ceci entraine que f est injective. Supposons
que I soit 'intervalle ouvert |a, b[, a et b étant éventuellement infinis. La démonstration
s’adapte sans probleme au cas ou l'intervalle est fermé d’un coté ou des deux.

Observons que pour tout xy €]a, b]

lim f(x) < f(x0) < lim f(z)

r—a+

Posons
c= lim f(z) et d= lim f(x)

r—a+ r—b—

Soit y €lc, d[. D’apres le théoréeme des valeurs intermédiaires, il existe = €|a, b[ tel que
f(z) = y. Donc f(Ja,b]) =]c,d[, et comme f est injective, c’est une bijection de ]a, b]
vers |c, d[. Pour tout z1, x5 €]a, b,

r1 < x9 = f(21) < f(22)
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Donc la bijection réciproque f~! est elle-aussi strictement croissante. Il reste a démon-
trer qu’elle est continue. Soit yo €]c,d[ et o = f~ (o). Soit € > 0 tel que

a<Tog—e<xg<Tog+e<b

Posons y; = f(zg—e¢) et yo = f(zo+¢). Alors y1 < yo < yo. Soit n = min{y—y1,y2—y}.
Pour tout y tel que |y —yo| < m,onay <y <y, donc zg—e < f7Hy) <z + e
D’o le résultat. O

Si f est bijective, a tout couple (z, f(x)) du graphe de f, correspond le couple
(f(z),7) du graphe de f~! : les deux graphes se déduisent I'un de l'autre par la trans-

formation (x,y) — (y,z), qui est la symétrie par rapport a la premiére bissectrice
(figure [4)).

=y P

FI1GURE 4 — Graphe d’une bijection monotone et de sa réciproque.
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2

2.1

Entrailnement

Vrai ou faux

Vrai-Faux 1. Soit a un réel et f une application définie sur un intervalle ouvert conte-
nant a sauf peut-étre en a. Parmi les affirmations suivantes lesquelles sont vraies,
lesquelles sont fausses et pourquoi?

1.

X Si f admet une limite finie en a alors f est bornée au voisinage de a.

2. OSi f admet une limite finie en a alors f est monotone au voisinage de a.
3.
4

. OSi f admet une limite a gauche et une limite a droite en a alors f admet une

X Si f admet une limite en a, alors f admet une limite a droite en a.

limite en a.

X f admet [ pour limite a gauche et pour limite a droite en a si et seulement si
f(z) tend vers [ quand z tend vers a.

Vrai-Faux 2. Soit f une fonction définie sur |0, +oo[, a valeurs dans R. Parmi les
affirmations suivantes lesquelles sont vraies, lesquelles sont fausses et pourquoi ?

1.
2.

[JSi f n’est pas bornée, alors f tend vers l'infini quand x tend vers 4oc0.

[0 Si f(x) tend vers +00 quand x tend vers 400, alors f est monotone au voisinage
de +o0.

X Si pour toute suite (x,) convergeant vers +o0o, la suite (f(z,)) converge vers
1, alors f a pour limite 1 en 4o00.

X Si la suite (f(n)) converge vers 0 et la suite (f(n + 1/2)) converge vers 1/2,
alors f(z) n’a pas de limite en +oo.

[1Si f est strictement positive au voisinage de 400, alors la limite de f en 400,
si elle existe, est strictement positive.

Vrai-Faux 3. Soit a un réel et f une application définie sur un intervalle ouvert conte-
nant 0. Parmi les propositions suivantes, lesquelles sont équivalentes a

lim f(z) =0

x—0

lesquelles ne le sont pas et pourquoi?

1.

AR AN ol

OVe>0,dn>0,Ve<ny, |[f(x)<e

X Ve €]0,1], In €]0,1[, 0 < 2| <n = |f(x)| < e
OVe>0,3dIn>0,Vee|-nn, |flr)<e
XVe>0, In>0, Vo e[-n0U0,1], |flz)<e
XVneN*, In>0, Vo e [-n,0U]0,1], |f(z)]<(1/n)
OVneN, 3meN, |z|<(1/m)=|f(x)] < (1/n)
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7.®¥VneN, ImeN, 0<|z|<(1/m)=|f(z)] < (1/n?)

Vrai-Faux 4. Soit f une fonction définie sur R telle que

lim f(x) = f(1) =1

z—0

Vous pouvez en déduire que (vrai ou faux et pourquoi?)
1. X f est bornée au voisinage de 0.
O f est monotone au voisinage de 0.
0] f est minorée par 1 au voisinage de 0.
X f est minorée par 0 au voisinage de 0.
X f est majorée par 2 au voisinage de 0.
[0 la fonction « — f(1/z) est bornée au voisinage de 0.

[0 la fonction 2 — f(In(z)) est bornée au voisinage de 0.

® N o ot W

X la fonction = — In(f(x)) est définie sur un intervalle ouvert contenant 0.

Vrai-Faux 5. Soit f une fonction définie sur R telle que

lim f(z) =1

7—0
Vous pouvez en déduire que (vrai ou faux et pourquoi?)
1. Diig(l)f(l—x)zo
2. X glclg(l)l/f(x) =1
3. &glci_}mll—l/f(l—x)zo

Rl /7 (Va) =1
. O }cgr(l) f(cos(z)) =0

4

5)

6. X lim 1/ f(sin(z)) = 1
7

8

. O ﬂ131{}1(1)]"(6_”") =1
. X lim In(f(e™)) =0

T——+00

Vrai-Faux 6. Toutes les affirmations suivantes concernent des comparaisons de fonc-
tions au voisinage de 0. Parmi elles, lesquelles sont vraies, lesquelles sont fausses, et
pourquoi ?

1. O22% + Vat + 22 = O(2?)
2. X223 + vzt + 22 = O(x)
3. X223 + vVt + 22 = o(y/|z])

23



Maths en Ligne Limites et continuité UJF Grenoble

4.

d.
6.

- 2x3+m 1/\/7
X 203 + \/m = O<1/|x‘)
X In(|z[) = o(1/z])

Vrai-Faux 7. Toutes les affirmations suivantes concernent des comparaisons de fonc-
tions au voisinage de +o0o0. Parmi elles, lesquelles sont vraies, lesquelles sont fausses, et
pourquoi ?

1.

N

O 223 + Vat + 22 = O(2?)

2. X223 + at + 22 = O(a?)
3.
4

O 223 + \/m = o(z?)

X 1/x
2x3+\/m o(1/)

X Y m = O(sin(1/2%))
X In(z) = o(x)
O e? = O(e®)

Vrai-Faux 8. Soit f une application définie sur un intervalle ouvert contenant 0. Toutes
les affirmations suivantes concernent les propriétés de f au voisinage de 0. Parmi elles,
lesquelles sont vraies, lesquelles sont fausses, et pourquoi ?

1.

2
3
4.
)

[0 Si f(z) est équivalent a x, alors f est croissante au voisinage de 0.
. )Si f(x) est équivalent & z, alors f%(z) est équivalent & z?.
. K Si f(x) est un grand O de z, alors f?(z) est un petit o de z.

O Si f(z) est dominé par z, alors f(z) — = est négligeable devant .
. XSi f(x) est équivalent a x, alors f(x) — x est négligeable devant x.

Vrai-Faux 9. Soit f une application continue sur [0, 1]. Parmi les affirmations suivantes,
lesquelles sont vraies, lesquelles sont fausses, et pourquoi?

1.
2.
3.

X f est bornée sur [0, 1].
X f([0,1]) est un intervalle fermé borné.

[ si le produit f(0)f(1) est strictement positif, alors f est de signe constant sur
[0,1].

4. W si le produit f(0)f(1) est strictement négatif, alors f s’annule sur [0, 1].

O si le produit f(0)f(1)f(1/2) est strictement négatif, alors f s’annule en au
moins deux points distincts de [0, 1].

X les produits f(0)f(1/2) et f(1/2)f(1) sont strictement négatifs, alors f s’annule
en au moins deux points distincts de [0, 1].
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7. O pour tout y € f([0, 1]), "équation f(x) =y a au plus une solution dans [0, 1].
Vrai-Faux 10. Parmi les affirmations suivantes, lesquelles sont vraies, lesquelles sont
fausses, et pourquoi ?

1. O I existe une application continue et surjective de R vers R*.

2. X 11 existe une application continue et bijective de R vers | — 1, 1][.

3. X Pour tout ¢ > 0, il existe une application continue et bijective de R vers

| —e,+¢[.

4. O 11 existe une application continue et bijective de [—1, 1] vers R.

5. X 11 existe une application continue et bijective de | — 1, 1] vers R.

6. O 1l existe une application continue et strictement croissante de | — 1, 1] vers
[—1,1].

7. O 11 existe une application continue et strictement croissante de [—1,1[ vers
| —1,1].

8. X 1I existe une application continue et strictement décroissante de [—1,1[ vers
] —1,1].

2.2 Exercices

Exercice 1. Soient f et g deux fonctions définies sur |0, 1], & valeurs dans R. Démontrer
les résultats suivants.

1. La limite a droite de f en 0 est +oo si et seulement si
VneN, ImeN' | 0<z<(l/m) = f(x)=n

2. La limite & droite de f en 0 est 400 si et seulement si, pour toute suite (x,) de
réels strictement positifs, convergeant vers 0, la suite (f(z,)) tend vers +o0.

3. La limite a droite de f en 0 est +oo si et seulement si pour tout a € R,

lim f(z—a)=+o0

z—at

4. La limite a droite de f en 0 est o0 si et seulement si :

lim 1/f(1/x)=0

Tr——+00

5. Si la limite a droite de f et de g en 0 est 400, alors il en est de méme pour f+ g
et fxg.

Exercice 2. Soit f une fonction définie sur R, a valeurs dans R. Soient a et [ deux réels.
Pour chacune des propriétés suivantes, que peut-on dire de f lorsqu’elle est vérifiée ?

1.Ve>0, |z—a|l<1 = |f(z)—1I<¢
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2.9 >0, |r—al<n = [f(z) =1 <
3.Ve>0,3n>0, :c—a\'r]:>]f() | <e
4. ¥Ye>0,3In>0, |r—a|/<n = f(z)-1<

< €
5. >0,Ve>0, |z—al<n = |f(zx)—1]<

Exercice 3. Démontrer que les applications suivantes n’ont pas de limite a droite en 0
(ni finie, ni infinie). On rappelle que si x est une réel, |x| désigne sa partie enticre et
D(z) sa partie décimale.

1. f x> sin(l/z)

2. f rx— D(1/x)

3. f 1z~ tan(1l/x)

4. f 1z In(x)cos(1/x)

5. f txe (=1)1/a
. 1 si z€Q

6. 1 '“””H{o si zeR\Q
_ 1/x sil/zeN

7’f'$'_>{0 sinon

Exercice 4. Démontrer que les fonctions suivantes n’ont pas de limite en +o0o (ni finie,
ni infinie).

1. f 2z sin(z)

2. f 1z~ tan(zx)
3. f 1ax—In(z)cos(z)
4. f o (=1
' 1 si z€Q
o1 'xH{o si z€R\Q
1 sizeN
6'f:$'_>{0 sinon

Exercice 5. Démontrer les résultats suivants.

422 +1 1 o VAaz? + 23

50 2w +3 250 |22 + 22| -
IR I
:v—>0 _\/ﬂ $—>0\3/7 \/7

. Vltr—V1—-z . NVltrz—Y1—az 2
lim =1 ; lim = -
z—0 T T—+00 T 3
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Exercice 6. Démontrer les résultats suivants.

WA+ 1 o Vab 432441 1
lim —— =1 ; lim = -
z—4o00 20 — 3 T—+00 4ot — 3 2
3
lim = +Vr =1 : lim M —
z—>+oo;p—\/§ r——+00 \3/5—\/5

] 621 + 1 ) 62:1: + 1

lim =1 lim
z—too (e 4 1)(e® + 2) z——o0 (e* 4+ 1)(e* + 2)

lim Ve+1—+vVz—-1=0 ; 111%6/1+;c—%—1:0
z—

T—r—+00

—1

I

_1
2

Exercice 7. Démontrer les résultats suivants.

lim 1 — cos?(x) ~1 . lim 1 — cos(x) 1
z—0 2 z—0 r? 2
lim tan(z) ~1 . lim tan(:z:)('lg— cos(x)) 1
=0 g 20 sin®(x) 2

In(1 — 2x) 2 e
im—————==—- ; lim——— = -2
z—=0  sin(3x) 3 @0 cos(z) — 1
lim(1+2z)Y/*=¢ ; lim(1—2?)Y*=1
z—0 z—0
Exercice 8. Déterminer les limites suivantes.
lim 2% V" ;  lim z'ln®(z)eV®
T—+00 T—+00
xIn(x) . 2*(In(z) + cos(z))
im ;
gotoo g2 +1 7wt 22 4 sin(x)
pooer e
x—gpoo ? ’ x—lg‘{loo [E?’ 1Il3 (.l’)
In’(z) In(l
lim 7\2/5 ; lim o () In(In(z))
z—+o00 In (x) x—+00 \/E
In(x) _ . In(In(In(z)))
z—+oo In(In(z)) = 2=+ In(ln(z))
lim 2% ; lim |In(z)"
z—0+ z—0+
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Exercice 9. Démontrer les résultats suivants.

i 1—a? _0 . 1 1—2? 4
xlgl* \/m - ’ ml—>n% 1— \/E B
1— 22 1—a?

li =4 ; 1 =2v?2
LRy, s S L By ey Sy ey A E
. In(2) - B
:161_>n% e 1 3161_%(\/5 —1)In(In(x)) =0
li cos(z) L lim (1 —sin(x))tan(z) =0
im =—- - =

z—=7T/2 20 — T 2 x—7/2
lim sin(x) — cos(x) ~ V3 . lm sin(x) — cos(x) _ 3
z—7 /4 1-— tan(m) z—7/4 T — 7'['/4

Exercice 10. Soit f une fonction définie sur un intervalle contenant 0. Démontrer les
résultats suivants, qui concernent tous des comparaisons au voisinage de 0.

1. Si f(z) = O(z?) alors f = o(x).

Si zf(z) = O(x?) alors f = O(x).
Si f(z) = o(z) alors f(x) = o(y/x).
Si f(x) —x = o(z) alors f(x) ~ x.
Si f(x) ~ x alors f(x) — x = o(x).

6. Si f(z) = O(2?) alors f(z) —x ~ —x.

AN

Exercice 11. Soit f une fonction définie sur un intervalle de la forme [A, 4+o00[. Dé-
montrer les résultats suivants, qui concernent tous des comparaisons au voisinage de
+00.

1. Si f(z) = O(z) alors f(z) = o(z?).
2. Si avf(w) O(x?) alors f = O(x).
3. Si f(z) = o(y/x) alors f(x) = o(x).
4. Si f(x) —x = o(z) alors f(z) ~ .
5. Si f(z) ~ x alors f(x) —x = o(x).
6. Si f(z) =O(y/x) alors f(x) —x ~ —x.
Exercice 12. Justifier les équivalents suivants, au voisinage de 0
x3 — 222 -2 -1 1
R P
2 —x 2 —z x
, +2%sin(1/z) 1
2 _ 3 1 ~ 2 . x ~ —
x° —2z°sin(l/x) ~2° T eos(ln) " @
2 2
e 1N2\/5 ; 1n(1+x)N_

In(1 — x)
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Exercice 13. Justifier les équivalents suivants, au voisinage de 400

3 — 222 3 — 2% —1 1
B e s Sy R
T2 —x T2 —zx T
2
x* + cos(x)
] ~2 ; ——————~u
x + sin(x)
2x —2x —x
et — 2 e — 2e
~e' ; ——~2e "
e —1 e —1

Exercice 14. Pour chacune des fonctions f suivantes, démontrer directement qu’elle
est continue en tout point de son domaine de définition, sans utiliser les théoremes du
cours.

O

1
3. f rx—
1
4. f rx—
r—1

Exercice 15. Si z est un réel, on note |x| sa partie entiere et D(z) = x — |z] sa partie
décimale. Pour chacune des fonctions f suivantes : dire en quels points de R elle est
continue, continue a gauche ou continue a droite, et le démontrer.

1. f :xw— D(z)

2. frx— D1 —x)

3. [ rx— D(1/x)

4. f rxw—z|l/x]

5. f rx— |x] +2D(x)
6. f : xj—l—\/%
7. f iz |x] + D(x)?
8. f : |z] + D(z)
9. f rx— (-D)E(D(x) - 1/2)
10. f x> |cos(1/z)]
R
v
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Exercice 16. Pour chacune des fonctions f suivantes : déterminer son domaine de
définition, représenter son graphe, et montrer qu’elle se prolonge par continuité en une
fonction définie et continue sur R.

1. f :a:»—>(:c2+x)/\/m

f rx— xcos(l/x)

forxe (1/a?)e /e

oo (1/(x? —1))e V@17
f o (2% —4)In(|2? — 4))

AT B

Exercice 17.

1. Soit f une fonction définie sur R, continue en 0, et telle que
VeeR, f(2z)= f(x)
Démontrer par récurrence que
VeeR,VneN, f(x)=f(2 ")

En déduire que f est constante.

2. Soit f une fonction définie sur R™, continue en 1, et telle que
VreR, f(z) = f(x)
Démontrer par récurrence que
VreR, VneN, f(z)= f(z"/*)
En déduire que f est constante.

Exercice 18.
1. Soit f une fonction de R dans R, continue sur R. On définit g par

0 sixzx <0

9@”‘{ﬂ¢a—fe¢a o> 0
Démontrer que g est continue sur R.

2. Soit f une fonction de R dans R, continue en 0. On suppose que :

Ve,ye R, flz+y)=f(z)+ f(y)

Démontrer que f est continue sur R.

3. Soit f une fonction de R dans R, continue en 0. On suppose que :

Ve,ye R, flz+y) = f(x)f(y)

Démontrer que f est continue sur R.
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4. Soit f une fonction de [0, 1] dans R, croissante. On suppose que :

vy € [£(0), f(V], Fz € [0,1],  flz) =y
Démontrer que f est continue sur [0, 1].

Exercice 19. Pour chacune des fonctions f suivantes, définie sur un intervalle I, et a
valeurs dans R : déterminer le sens de variation de f. Déterminer le nombre de solutions
de I'équation f(x) = 0 dans I. Donner un intervalle d’approximation d’amplitude 1072
pour chaque solution.

1. I=R, f :x+—a®+1

2. I=R, f :xr—a°+1

3. I=R, f :x+—a2° -5z +1

4. IT=] =20, f :x+—22vVz +2+1

5 1=]—1,0, f cx+—a2?—2+1/Vo+1
6. 1 =]0,1], f : 2 — x — cos(x)

7. 1=|0,7/2[, f 12— tan(z) —x + 2

8. I =1[0,+oc0, f :x+—2xIn(z) —x+1

Exercice 20. Pour chacune des fonctions f suivantes, définie sur un intervalle I, et a
valeurs dans R : déterminer le sens de variation de f. Déterminer f(I). Démontrer que
f est une bijection de I vers f(I).

1. I =[0,+co[, f : 2+ 2?
2. I=R, f o2

x
3. I =R, f :x+—>
/ T+ ]
2+ 1
4. I =10 2 T ———
ourf2l, o Yo

5. I=100,7/2[, f :x+—tan(z) — x

2.3 QCM

Donnez-vous une heure pour répondre a ce questionnaire. Les 10 questions sont
indépendantes. Pour chaque question 5 affirmations sont proposées, parmi lesquelles 2
sont vraies et 3 sont fausses. Pour chaque question, cochez les 2 affirmations que vous
pensez vraies. Chaque question pour laquelle les 2 affirmations vraies sont cochées
rapporte 2 points.

Question 1. Soit f une fonction définie sur R, a valeurs dans R. La proposition exprime
le fait que la limite de f en 0 est 1.
Al Ve>0,3In>0, 0<lz|<n = |fz)—1|<e.
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Pour toute suite (u,) convergeant vers 0, la suite (f(u,)) converge vers 1.
(ClVe>0,I>0, O<|z—1]<n = |f(zx)|<e.

[D] Si la suite (f(uy)) tend vers 0, alors la suite (u,) tend vers 1.
[BElVe>0,3>0, 0<|z|<n = |f(z)—1]<e?/4.

Question 2. Soit f une fonction définie sur R, & valeurs dans R, On considére unique-

ment des limites quand x tend vers 0.
Si la limite de f est 1 alors la limite de z — z f(x) est 1.

Si la limite de f est 1 alors la limite de x — f(z)/2? est +oc.
Si la limite de f est 400 alors la limite de  — xf(z) est +oo.
@ Si la limite de f est 0 alors la limite de = +— (1 — x) f(x) est 0.
Si la limite de f est —oo alors la limite de  — (1 — x) f(z) est 1.

Question 3. Soit f une fonction définie sur R, a valeurs dans R.
lim f(z) = —c0 <= (VAGR, >0, (O<z<n)

(
xli)rgl_f(x):+oo<:> (VAGR,EIU>O, (0<z<n) (
lim f(z) =0 < (VE>0,3A, (a:}A):>|f(m)|<e>.

T—r+00

D] lim f(z) = +00 < <VA€R,EIB6R, (;ch):f(x)>A).

T—r—00

lim f(r) = —00 = (v5>0,3A, (—5<x<0):>f(x)<A>.

Question 4. La proposition est vraie pour toute fonction f de R dans R, définie et

croissante sur R.
La limite de f a droite de f en 0 existe et est finie.

La limite de f en +o0 est +oo0.

La limite a gauche de f en 0 est inférieure ou égale a sa limite a droite en 0.

@ La limite de f en +o0 est positive ou nulle.

La limite a droite de f en 0 est strictement inférieure a la limite a gauche de f
en 1.

Question 5. Soit f une fonction de R dans R, définie et croissante sur R.
Si pour tout x réel f(z) < z, alors li%1+f(x) <0.
T—

Si pour tout x réel f(x) < z, alors Igriloof(x) = —00.
Si pour tout x réel f(z) < 1, alors Igrfmf(x) < 1.
(D] Si pour tout = réel f(z)

Si pour tout x réel f(x) < 1, alors xEwa(x) < 1.

< 0, alors pour tout réel @ lim f(z) < 0.

T—a+

Question 6. La relation de comparaison proposée est vraie au voisinage de +oc.
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2¢% + V23 In(z) = O(z?).
222 4 V23 In(x) ~ 22.

2,0 g,

Question 7. [
lim 2% V¥/3 = (.
T—+00
3
lim 2 3¢~ V&/3 = .
r—0+

: 3 3\ _
xli}&\/}ln(x ) = —o0.
@ lim =3 n®(z) = 0.

Tr——+00

lim exp(z~"/?)In’(z) = 0.

r—r+00
Question 8. La proposition est vraie pour toute fonction f définie sur R a valeurs dans

R, continue en 0.
Pour toute suite (u,) de réels tendant vers 0, la suite (f(u,)) tend vers f(0).

f est monotone au voisinage de 0.

La limite a droite de f en 0 est nulle.

@ f est bornée au voisinage de 0.

Il existe € > 0 tel que f est continue en tout point de l'intervalle [—¢, +¢].

Question 9. La proposition est vraie pour toute fonction f définie sur R a valeurs dans
R, continue sur R.

AWy eR,3ceR, f(c)=uy.

Si pour tout x dans ]0,1[, f(z) < 0 alors f(1) <0.

deeR, f(c)=sup{f(z), x €]0,1]}.

(D] 1l existe un unique réel ¢ tel que f(c) = inf{f(z), = € [0,1]}.

Si £(0) < £(1), alors Yy € ]£(0), f(1)[, e €]0,1[,  f(c) =v.
Question 10. La proposition est vraie pour toute fonction f définie et continue sur R,
strictement croissante sur [0, 1].

La fonction réciproque f~! est une bijection de [0, 1] vers lui-méme.

La fonction réciproque f~! est strictement croissante.

Le graphe de f~! est le symétrique du graphe de f par rapport a l'axe des .

@ Pour tout z € [0, 1], si f(x) =y alors f(y) = x.

La fonction f est une bijection de [0, 1] vers [f(0), f(1)].

’CHE[*OI HD-6 AV-8 AV-L AV-9 Ad-¢ OV D€ dd-¢ Ad-T : sesuodoy
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2.4 Devoir

Essayez de bien rédiger vos réponses, sans vous reporter ni au cours, ni au corrigé. Si
vous souhaitez vous évaluer, donnez-vous deux heures ; puis comparez vos réponses avec
le corrigé et comptez un point pour chaque question a laquelle vous aurez correctement
répondu.

Questions de cours : Soit f une fonction définie sur R™, & valeurs dans R.

1. Donner une définition pour :

lim f(z) = +o0.

r—0t

2. Démontrer que :

lim — = +o00.

1
z—0t \/5 n
3. Quand dit-on que f(z) ~ y/x au voisinage de 07 ?

4. Démontrer que si f(z) ~ /x au voisinage de 0T, alors :

lim @ = +00.
z—0t X

5. Démontrer que si f(0) = 0 et si f(x) = O(y/r) au voisinage de 07, alors f est
continue a droite en 0.

Exercice 1 :

1. Soit a un réel strictement positif. Montrer que :

lim a'/* =1.
T——+00

2. Montrer que, au voisinage de 400,

In(a)

a/* =1+ +o(1/x) .

3. Soit a et b deux réels strictement positifs. Montrer que :

1/z 1/z\ %
lim (;”) —Vab

T—+400

a2x+b2$ 1/z
lim () |

r—04 2

4. Déterminer :

Exercice 2 : Soit f la fonction de R dans R qui a x associe :
x—1
r+1]

f(z)=<1In
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1. Déterminer le domaine de définition de f, noté Dy Montrer que f est continue
sur Dy.

2. Vérifier que pour tout « € Dy, f(—z) = —f(x), et que pour tout = € Dy \ {0},
f(/z) = f(z).
3. Montrer que :
lim f(z)= lim f(z)=0.

r——+00 T——00

4. Montrer que :

_flx) :
iy T — i o (0) = o) = 1.
5. Montrer que :
xlg{llf(x) =400 et QIULH% f(z) = —00.
6. En admettant que la fonction ¢ — In(t) est strictement croissante, montrer que f
est strictement décroissante sur l'intervalle | — 1, 1], sans calculer sa dérivée. En
déduire que f est strictement croissante sur | — oo, —1[ et sur |1, 4+o00.

7. Donner une représentation du graphe de f, utilisant tous les résultats des ques-
tions précédentes.

8. On note ¢ la restriction de f a l'intervalle |—1, 1[. Montrer que ¢ est une bijection
de ] —1,1] dans R.

9. Démontrer que pour tout a € R*, I’équation f(z) = a a exactement deux solutions
dans R.

10. On considére Papplication ¢! o f, de Dy dans | — 1, 1[. Donner les expressions
de ¢~ o f(x) selon que x appartient ou non a | — 1,1].

11. Montrer que ¢! o f est prolongeable par continuité en —1 et en 1.

2.5 Corrigé du devoir

Questions de cours :

1. Par définition, on dit que 111%1+ f(x) =400 si:
z—
VAeR,In>0, (0<z<n) = (flz)=2A).

1
2. Soit A un réel non nul. Posons n = —. Alors :

A%

I
%
WV
s

0<z<n =

WV

o=
Sl-
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3. On dit que f(z) ~ /x au voisinage de 0% si :

limwzl.

z—0t \/E
4. Si f(x) ~ /z au voisinage de 07, alors :
i@ @) 1

m —= = lim — =400,
x

=0t T x—0T \/E \/_

Car lorsque z tend vers 0 par valeurs positives, f(z)/v/x tend vers 1 et 1/\/z
tend vers +o00.

5. On dit que f(z) = O(y/x) au voisinage de 0%, si le rapport f(z)//x est borné
sur un certain intervalle |0, 7). Or /x tend vers 0 quand z tend vers 0". Donc
le produit de v/z par f(x)/y/x qui est borné, tend vers 0 :

lim f(x)=0=f(0),

r—0t

donc f est continue a droite en 0.

Exercice 1 :
1. Pour a > 0:
a'/* = exp (1 ln(a)) :
x
Or quand z tend vers +o0, 1/x tend vers 0, donc In(a)/z aussi, et exp(In(a)/z)
tend vers 1 car la fonction exponentielle est continue en 0.

2. D’apres le cours, nous savons que :

y_ 1
© —1.

lim
y—0 Yy

Par composition des limites, on en déduit :
eln(a)/:p -1

lm —— =
soroo In(a)/z

Donc : In(a)/
- e —1—ln(a)/:r:(),
& =>+o0 In(a)/x
soit,
eln(a)/:ﬁ — 1= 1n(a)/x = O(l/l‘) s
ou encore,
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3. Utilisons le résultat de la question précédente.

1/x bl/a: 1 In(db

In(vab)
2 2x T

+o(1/x) .

D’apres le cours,
In(1
lim 711( +9)
y—0 Yy

=1.
On en déduit :

1/z 1/z
lim xln (a—{—b) — In(Vab) .

T—-400 2

Comme 'exponentielle est une fonction continue,

lim exp (x In (ME» = exp(In(Vab)) ,

z—+00 2
soit :
r—r-+00

Yz pl/z z
lim (;) _Vab.

4. Quand y tend vers +oo, z = 1/y tend vers 0F. Par composition des limites, on
déduit de la question précédente que :

x €T 1/x
lim (a +b> =Vab.
r—04+ 2

11 suffit d’appliquer le résultat en remplacant a par a? et b par b? pour trouver :

2x 2 1/z
lim <M> =Va2b? =ab.

rz—04+ 2

Exercice 2 :

1. La fonction = +— |z — 1|/|z + 1| est définie pour tout z # —1. Quand elle est
définie, elle prend des valeurs strictement positives, sauf en x = 1. Donc f(x) est
défini pour tout x ¢ {—1,1}.

Dy =R\ {-1,1}.

Les fonctions z — x — 1 et © — = + 1 sont continues. La fonction y — 1/y est
continue en tout point de R*. Le produit de deux fonctions continues est continue,
donc z — (x — 1)/(x + 1) est continue sur R\ {—1}. La fonction y — |y| est
continue sur R, donc z +— |z — 1|/|z + 1| est continue sur R\ {—1}. La fonction
y + In(y) est continue sur R™, donc f est continue en tout point de Dy.
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2. Six € Dy alors —x € Dy et réciproquement.

1 —r—1 1. |Jz+1 1. |Jz—1
f(=e) QD‘—x+1‘ 2 =1l = e e T W
Si x € Dy \ {0}, alors 1/x est défini et appartient a Dy.
1. (jz—=1] 1 |1—z| 1 Jz-—1
/) 2“1/:c+1| e T e e =@

. La fonction f est continue en 0 et f(0) = 0. Donc :
Ji ()= Tim f(5)=0.

Lorsque x tend vers 0, 1/x tend vers —oo, et lorsque z tend vers 07, 1/z tend
vers +00. On en déduit :

lim f(1/x) = xEIEloof(l/x) =0.

T—>+00
D’apres la question précédente, f(1/x) = f(x). Donc :
lim f(z)= lim f(z)=0.

r—r—+00 T——00

. Montrons d’abord que :

tim 70—
z—0
Pour z appartenant a l'intervalle | — 1,1[,
flz) 1 In(l1-=z) In(l+u=)
r 2 T x ‘
Or d’apres le cours,
In(1 In(1 —
limM:1 donc limu:—l.
z—0 €T z—0 x
Donc : .
limM:—(—l—l):—l.
=0 2

Pour les limites en +00 et —o0, on procede comme a la question précédente.

1
lim zf(z) = lim f4/z) = lim @) =-1.
w——00 a0~ X e0- T
De méme : .
lim zf(z) = lim J/z) = lim G =—1.
T—+00 z—0t x z—=0t T
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5. Il suffit de montrer 'une des deux limites, la seconde s’en déduit en utilisant le
fait que f(—xz) = —f(x).
La fonction z — |z — 1|/|x + 1| est continue en 1. Donc :
r—1
r+1

lim
r—1

0.

Par composition des limites,

lim 1 In
x—1 92

r—1 . 1
- =

6. Soient = et y deux réels tels que —1 <z <y < 1. Alors :

l—z>1—y>0 -z 1-y
1/(I+z)>1/(14y)>0 1+ 1+y’

Comme la fonction ¢ +— In(¢) est strictement croissante,

o= (152) > b (152) =1

Supposons maintenant z < y < —1. Alors —1 < 1/y < 1/z < 0. Or f(1/z) =
f(1/y). En appliquant ce qui précede,

f(fx) < f(1)y) = f(x) < f(y).

Supposons enfin 1 < x < y. Alors 0 < 1/y < 1/z < 1. De méme :

f(fz) < f(1)y) = flx) < f(y).

7. Voir figure [5

8. La fonction ¢ est strictement décroissante sur | — 1, 1[, et continue en tout point
de | — 1,1[. De plus :

lim p(z) =400 et lim p(zr)=—o0,
z——1+ z—1—
donc ¢(] — 1,1[) = R. D’apres le théoreme de la bijection, ¢ est une bijection de
] —1,1[ dans R et sa réciproque ¢! est une bijection strictement décroissante et
continue, de R dans | — 1, 1].

9. D’apres le résultat précédent, 1’équation f(z) = a a une solution et une seule
dans | — 1,1[. Le changement de variable x — 1/x montre que la restriction de
[ a]— o0, —1] est une bijection strictement croissante de | — 0o, 0[ dans |0, +o0].
De méme la restriction de f a ]1,4o00] est une bijection strictement croissante de
|1, 4+00] dans | — oo, 0[. Donc :
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1w f(x):(l/Z)In‘(|x—l|/|><+1|)‘

FIGURE 5 — Graphe de la fonction z +— (1/2) In(|z — 1|/|z + 1]).

si a < 0, I’équation a une solution dans |1, +oo[ et une dans | — 1, 1],
si a > 0, "équation a une solution dans | — 0o, —1[ et une dans | — 1, 1].

10. Par définition de la réciproque, si z €] — 1,1[, o' o f(z) = ¢ ' (p(x)) = .

11.

Si x €] — 0o, —1[U]1, +00], alors :

oo f(r) = (f( /) = -

D’apres les expressions obtenues précédemment :

1
lim o lof(x)= lim —=—-1 et lim ¢ 'of(z)= lim z=-1.
z——1" 14 f( ) -1 z——17t 14 f( ) z——1+
Les limites a gauche et a droite sont égales, donc on peut prolonger la fonction
par continuité, en associant la valeur —1 a ’abscisse —1.

De méme :
1
li - = li =1 et i - = lim —=1.
e =ipest o oo/ =g

Les limites a gauche et a droite sont égales, donc on peut prolonger la fonction
par continuité, en associant la valeur 1 a I’abscisse 1.
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3 Compléments

3.1 Cauchy et les limites

Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) est I'un des plus grands mathématiciens de
tous les temps, ne serait-ce que par sa production impressionnante : pas moins de 789
articles, répartis en 27 volumes dans ses ceuvres completes. Par contre, il n’a pas laissé
un souvenir impérissable a ses étudiants. L’un d’eux écrit :

Ses cours étaient tres confus, sautant brusquement d’une idée a une autre,
d’une formule a la suivante, sans aucune tentative pour les connecter. Ses
présentations étaient des nuages obscurs, illuminés de temps a autre par
des éclairs de pur génie.

Royaliste convaincu, catholique dévot et militant, ses fortes opinions et son caractere
difficile lui attirerent de nombreuses inimitiés. Il dut méme s’exiler pour un temps a
Turin, puis a Prague, ou 'ex-roi Charles X lui confia I’éducation scientifique de son
petit fils. Mais la encore, « le prince montrant peu d’intérét pour ses sujets. Cauchy
s’énervait, et se mettrait a crier et a hurler ».

Pourtant les cours polycopiés de Cauchy pour les éléves de I'Ecole Polytechnique
ont marqué leur temps. On y trouvait de nombreuses notions nouvelles sur ’analyse
réelle et complexe, et surtout une exigence de rigueur tres novatrice pour I'époque. Le
texte suivant est extrait du cours d’Analyse algébrique, écrit en 1821. Saurez-vous y
reconnaitre les notions de ce chapitre ?

On dit qu'une quantité variable devient infiniment petite, lorsque sa valeur
numérique décroit indéfiniment, de maniére a converger vers la limite zéro.
Il est bon de remarquer a ce sujet qu’on ne doit pas confondre un décrois-
sement constant avec un décroissement indéfini. La surface d’un polygone
régulier circonscrit a un cercle donné décroit constamment a mesure que le
nombre des cOtés augmente, mais non pas indéfiniment, puisqu’elle a pour
limite la surface du cercle. De méme encore, une variable qui n’admettrait
pour valeurs successives que les différents termes de la suite

2 3 4 5 6

Ia 5) 37 Zu 5)"'7
prolongée a l'infini, décroitrait constamment, mais non pas indéfiniment,
puisque ses valeurs successives convergeraient vers la limite 1. Au contraire,

une variable qui n’aurait pour valeurs successives que les différents termes

de la suite
1 1 1 1 1 1

Zv ga 67 57 §7 ?7"')
prolongée a l'infini, ne décroitrait pas constamment, puisque la différence
entre deux termes consécutifs de cette suite est alternativement positive
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et négative; et, néanmoins, elle décroitrait indéfiniment, puisque sa valeur
finirait par s’abaisser au-dessous de tout nombre donné.

]

Parmi les objets qui se rattachent a la considération des infiniment petits,
on doit placer les notions relatives a la continuité ou a la discontinuité des
fonctions. Examinons d’abord sous ce point de vue les fonctions d’une seule
variable.

Soit f(x) une fonction de la variable x, et supposons que, pour chaque va-
leur de x intermédiaire entre deux limites données, cette fonction admette
constamment une valeur unique et finie. Si, en partant d'une valeur de x
comprise entre ces limites, on attribue a la variable x un accroissement
infiniment petit «, la fonction elle-méme recevra pour accroissement la dif-
férence f(x+a)— f(z), qui dépendra en méme temps de la nouvelle variable
a et de la valeur de z. Cela posé, la fonction f(z) sera, entre les deux li-
mites assignées a la variable x, fonction continue de cette variable, si, pour
chaque valeur de x intermédiaire entre ces limites, la valeur numérique de
la différence f(x 4+ «) — f(x) décroit indéfiniment avec celle de a.

En d’autres termes, la fonction f(z) restera continue par rapport a x entre
les limites données, si, entre ces limites, un accroissement infiniment petit de
la variable produit toujours un accroissement infiniment petit de la fonction
elle-méme.

On dit encore que la fonction f(z) est, dans le voisinage d’une valeur parti-
culiere attribuée a la variable x, fonction continue de cette variable, toutes
les fois qu’elle est continue entre deux limites de x, méme tres rapprochées,
qui renferment la valeur dont il s’agit.

Enfin, lorsqu’une fonction f(x) cesse d’étre continue dans le voisinage d’une
valeur particuliere de la variable x, on dit qu’elle devient alors discontinue
et qu’il y a pour cette valeur particuliere une solution de continuité.

3.2 Continuité uniforme

Le texte de Cauchy définit la continuité d’une fonction sur un intervalle (« entre
deux limites »). Il confond en fait deux notions, qui ne seront distinguées que beaucoup
plus tard, en particulier par Eduard Heine (1821-1881) en 1872. Soit f une fonction,
définie sur un intervalle I. Ecrivons d’abord que f est continue sur I, au sens de la
définition [6l

Veel, Ve>0,dn>0,Vyel, |ly—z|<n =|f(y)— f(x)| <e (2)
Définition 7. On dit que f est uniformément continue sur I si

Ve>0,3dn>0,Veel, Vyel, |ly—z|<n = |fly)—flx)|<e (3)
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Evidemment, implique , mais la réciproque est fausse en général. La différence
entre et est subtile. Dans la valeur de n peut dépendre non seulement de ¢
mais aussi de . Dans , elle ne peut dépendre que de € : pour un € donné, on peut
choisir le méme 7 pour tous les points de I'intervalle.

Examinons la fonction inverse sur I =0, 1] (cf. proposition [7).
f

10,1] — R
r — f(x)=1/x

Soit z un point de |0, 1] et € un réel strictement compris entre 0 et 1. L’image réciproque
par f de l'intervalle [f(x) — ¢, f(x) + €] est 'intervalle :

1 1
fl@)+e flz)—e

S @) —e flz) +e]) =

Cet intervalle contient z, et

Posons

nz:x_f(z)%—g:x_%—i—e:l%—ex

Alors, pour tout y dans lintervalle [z — n,, z + n,], f(y) reste dans l'intervalle [f(x) —
g, f(x)+e¢]. De plus, n, est le plus grand réel possédant cette propriété. Observons que
pour € > 0 fixé, n, tend vers 0 quand x tend vers 0.

Bien stir, pour n’importe quel 1’ < n,, 'implication

ly—zl <’ = |fly) - fl@)[<e

reste vraie. Mais il n’est pas possible de choisir un méme 71’ tel qu’elle reste vraie pour
tous les x de 0,1] : la fonction f n’est pas uniformément continue sur |0, 1].

Examinons maintenant la fonction racine carrée sur le méme intervalle I =]0, 1].

f
10,1] — R
v fl2)=VE

Soit x un point de ]0, 1] et € un réel strictement compris entre 0 et 1. Pour ¢ < f(z),
I'image réciproque par f de 'intervalle [f(x) — ¢, f(z) + €] est I'intervalle :

FUf@) —e f(@) +e)) = [z — 2evT — ),z + (267 + 7))
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Pour € > f(z), c’est I'intervalle
0,(Vz +2)?] = [0,z + (2e/7 + £2)]

L’amplitude de ces intervalles dépend bien de z a priori. Posons n = 2. Nous allons
démontrer que pour tout x,y €]0,1], si |y — x| < n, alors |f(y) — f(x)] < ¢, ce qui
entraine que f est uniformément continue sur /. Supposons d’abord ¢ < f(z). Alors
2e\/T — &2 > &2 = n. Donc lintervalle f~([f(z) — ¢, f(z) + €]) contient I'intervalle
[z —n,z+mn| :siy vérifie |y — x| < n, alors |f(y) — f(x)| < e. Supposons maintenant
€2 f(x). Siy <z alors |y — Vx| < Vo <e Stz <y< a4 alors0<y <

z + (2ey/x +€2), donc |\/y — x| < e.

Le résultat suivant, que 'on appelle traditionnellement théoréme de Heine, a semble-
t-il été démontré pour la premiere fois par Dirichlet en 1862. Comme pour beaucoup
de théoremes importants, son histoire est compliquée, au point qu’il a été proposé de
I’appeler « théoreme de Dirichlet-Heine-Weierstrass-Borel-Schoenflies-Lebesgue », par
ordre d’entrée en scene des mathématiciens qui 'ont raffiné ou généralisé.

Théoreme 14. Toute fonction continue sur un intervalle fermé borné est uniformé-
ment continue.

Donc la fonction x — +/z est uniformément continue sur [0, 1], tout comme la
fonction x — 1/x sur lintervalle [1072, 1].

Démonstration : Soit [a,b] un intervalle fermé borné, et f une fonction continue sur
[a,b]. Soit & un réel strictement positif. D’aprés (2)), pour tout x € [a,b], il existe un
réel strictement positif, que nous noterons 7,, tel que pour tout y € [a, b],

ly—z| <ne. = [f(y) — f(2)] <

DO ™

Pour tout z, considérons l'intervalle ouvert |z — 1,,z + n,[, noté I,. Le point crucial
de la démonstration est qu’il est possible d’extraire de cette famille d’intervalles une
famille finie, qui recouvre l'intervalle [a, b] :

dm eN, Ju1,..., 2 € [a, 0], [a,b] C | L, (4)

i=1

Ceci est un cas particulier d’un résultat de topologie plus général, le lemme de Borel-
Lebesgue. Pour le démontrer, la premiere étape consiste a montrer que pour un certain
entier n, tout intervalle de la forme |y — 1/n,y + 1/n[ est inclus dans I'un des I, au
moins.

dn eN, Vy € [a,b], 3z € [a,b], Jy—1/n,y+1/n[C I, (5)

Ecrivons la négation :

VneN, Jyelab], Voelabl, Jy—1/ny+1/nl¢ L,
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Pour tout n, soit y, 1'un des y dont I'existence est affirmée ci-dessus. Par le théoreme
de Bolzano-Weierstrass, on peut extraire de la suite (y,) une sous-suite (y4x)), qui
converge vers ¢ € [a,b]. En particulier, aucun des intervalles |ygsu) — 1/0(k), ygu) +
1/¢(k)[ n’est inclus dans I., ce qui est impossible si ¢ est la limite de (yg))-

En utilisant (5]), nous allons démontrer par 'absurde. Soit y; un point de [a, b]. 11
existe z1 tel que |y, — 1/n,y; + 1/n[C I,,. Comme [, ne recouvre pas [a, b], il existe
un point y, de [a,b] qui n’appartient pas a I,. Ce point est a distance au moins 1/n
de y;. Il existe un point x5 tel que |y, — 1/n,ys + 1/n[C I,,. La réunion I, U I,, ne
recouvre pas [a,b]. Donc il existe y3 en dehors de cette réunion : y3 est a distance au
moins 1/n de y; et de yo. Par récurrence, on construit ainsi une suite (yx) de points
de [a, b] telle que deux quelconques de ses éléments sont a distance au moins 1/n. En
appliquant une fois de plus le théoréme de Bolzano-Weierstrass, une sous-suite de (yy)
devrait converger, d’ou la contradiction.

Puisque les intervalles ouverts I, ..., I, recouvrent |a,bl, il existe 1 tel que si |[x—y| <
n, alors = et y appartiennent a un méme intervalle /... Si c’est le cas,

[f(@) = fW)I < (@) = fl@)]| + [f (@) = Fy)] <

par définition de 1. O

3.3 Arguments de continuité

Définition 8. Soit A une partie de R. On dit que A est dense dans R si tout réel est
limite d’une suite d’éléments de A.

Une partie dense peut aussi étre vue comme un ensemble de réels tel que tout
intervalle ouvert de R contient au moins un élément de cet ensemble.

Proposition 8. Une partie A est dense dans R si et seulement si, pour tous réels a,b
tels que a < b, AN]a, b 0.

La démonstration est facile et laissée au lecteur.

Le théoreme suivant semble trop simple pour étre utile, et pourtant. ..

Théoréme 15. Soit A une partie dense de R. Si deux fonctions continues sont égales
sur A alors elles sont égales partout.

<vaeA, f(a):g(a)) — (V:EER, f(a:):g(x))

Démonstration : Soit x un réel et (a,) une suite d’éléments de A, convergeant vers x.
Comme f et g sont continues, les suites (f(a,)) et (g(a,)) convergent respectivement
vers f(x) et g(x). Mais comme les deux suites sont égales, leurs limites sont égales. [J
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Appliquer le théoreme se dit « utiliser un argument de continuité ». Le plus
souvent, la partie dense est 1’ensemble des rationnels Q. On peut aussi rencontrer
I'ensemble des nombres décimaux (multiples entiers d'une puissance négative de 10),
et 'ensemble des nombres dyadiques (multiples entiers d’une puissance négative de 2).

Les quatre exemples de la proposition [9 proviennent du cours d’Analyse de Cauchy,
chapitre V, paragraphe 1 : « Recherche d’une fonction continue formée de telle maniere
que deux semblables fonctions de quantités variables, étant ajoutées ou multipliées
entre elles, donnent pour somme ou pour produit une fonction semblable de la somme
ou du produit de ces variables » (comment ¢a pas tres clair 7 Un peu de respect pour
Cauchy tout de méme!)

Proposition 9.

1. Soit f une fonction continue sur R, telle que

Ve,y e R, flz+y)=f(z)+ f(y)

Alors, en notant a = f(1),
VeeR, f(z)=ax
2. Soit f une fonction continue sur R, telle que
Ve,yeR,  flz+y)=f(2)f(y)
Alors, en notant a = f(1), a >0 et
VeeR, f(z)=a"
3. Soit f une fonction continue sur R, telle que
Ve,y e R, flay) = f(z) + f(y)
Il existe a € R™ tel que f(a) =1 et :
Ve e R™ | f(z) =1In(z)/In(a)
4. Soit f une fonction continue sur R, telle que

Vo,y e R™,  f(xy) = f(x)f(y)

Alors, soit f est constamment nulle, soit f(1) > 0, et en notant a = In(f(1)) :

Ve e RY™,  f(z) =2°
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Démonstration : Nous détaillons la démonstration du premier point. Celle des autres
points se fait sur le méme modele et sera laissée au lecteur.

Supposons que f vérifie

Vr,ye R, flz+y)=f(z)+ f(y)

Soit & un réel quelconque. Commengons par montrer, par récurrence sur n, que pour
tout n € N,
f(nz) =nf(z)

La propriété est vraie pour n = 1. Supposons qu’elle soit vraie pour n. Alors :

f((n+Dx) = flnz + ) = f(ne) + f(z) = nf(x) + f(z) = (n+1)f ()

La propriété est vraie pour n + 1. Elle est donc vraie pour tout n € N.
Soient p et ¢ sont deux entiers. Appliquée a x = 1/q, la propriété ci-dessus donne

f(p/q) =pf(1/q), et aussi f(1) = qf(1/q). Donc
fw/a) = f(1)(p/a)

En posant a = f(1), la fonction f coincide avec x +— ax sur tous les rationnels positifs.
La relation f(x +0) = f(x) + f(0) montre que f(0) = 0. En écrivant f(0) = f(z) +
f(=z), on obtient que f(—z) = —f(x). La fonction f coincide donc avec z — az sur
tous les rationnels, donc sur tous les réels, par un argument de continuité. O

3.4 Discontinuités des fonctions monotones

Le théoréeme |4 montre que si une fonction est monotone (croissante ou décroissante)
sur un intervalle, elle admet une limite a gauche et une limite a droite en tout point.
Soit. f une fonction croissante sur I'intervalle I. Pour tout a € I, on a :

lim f(z) < f(a) < lim_f(x)

T—a~ z—at
La fonction f est continue en a si et seulement si les trois valeurs coincident. Une
fonction croissante peut tres bien ne pas étre continue partout. Par exemple, la fonction
partie entiere est croissante, et discontinue en tout point entier (figure . Cependant,
I’ensemble des points de discontinuité est au plus dénombrable.

Théoreme 16. Si une fonction est monotone sur un intervalle, I’ensemble des points
ou elle n’est pas continue est fini ou dénombrable.

Démonstration : Quitte a remplacer f par —f, nous pouvons supposer que f est
croissante. Soient a et b deux réels tels que a < b. Supposons que f ne soit continue ni
en a, ni en b. Alors :

lim f(z) < lim f(z) < lim f(z) < lim f(x)

T—a~ z—at T—b— z—bt
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Les intervalles ouverts

lim f(x), lim f(x) [ et } lim f(z), lim f(z)
T—a~ z—at T—a~ z—at

sont disjoints et non vides. Chacun d’eux contient au moins un rationnel. On peut donc

construire une application injective, associant a tout point de discontinuité de f, un

rationnel. Comme ’ensemble des rationnels est dénombrable, le résultat s’ensuit. [

3.5 Pourquoi définir la continuité ?

Les notions de limites, de continuité, de droite réelle méme, n’ont eu de définition
rigoureuse que longtemps apres avoir été introduites et appliquées. Dans la deuxieme
moitié du X1x¢ siecle, les mathématiciens ont commencé a refuser de se satisfaire de
ce qui, jusqu’alors, apparaissait comme des évidences de nature géométrique. Voici ce
qu’en dit Julius Dedekind (1831-1877) dans la préface de son ouvrage « Continuité et
nombres rationnels » en 1872.

Les considérations qui font I'objet de ce court essai datent de I'automne
1858. Je me trouvai alors, en tant que professeur a 1’Ecole Polytechnique
Fédérale de Zurich, obligé pour la premiere fois d’exposer les éléments du
calcul différentiel et je ressentis a cette occasion, plus vivement encore
qu’auparavant, combien 'arithmétique manque d'un fondement véritable-
ment scientifique. A propos du concept d’une grandeur variable qui tend
vers une limite fixe, et notamment pour prouver le théoreme que toute
grandeur qui croit constamment, mais non au-dela de toute limite, doit
nécessairement tendre vers une valeur limite, je cherchai refuge dans les
évidences géométriques. Maintenant encore, admettre ainsi l'intuition géo-
métrique dans le premier enseignement du calcul différentiel me semble, du
point de vue didactique, extraordinairement utile, indispensable méme, si
I’on ne veut pas perdre trop de temps. Mais, personne ne le niera, cette fa-
¢on d’introduire au calcul différentiel, ne peut aucunement prétendre avoir
un caractere scientifique. Mon sentiment d’insatisfaction était alors si puis-
sant que je pris la ferme décision de réfléchir jusqu’a ce que j’aie trouvé un
fondement purement arithmétique et parfaitement rigoureux des principes
de I'analyse infinitésimale.
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