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1. Introduccidon

El presente trabajo contiene parte del material contemplado en el Temario de Alge—
bra Superior IT (MAT 14301) que se imparte en el Instituto Tecnol6gico Auténomo
de México (ITAM). Incluye el capitulo titulado Anélisis Combinatorio y cuyos puntos
son: Principios Bésicos de Conteo (Suma y Producto), Permutaciones y Combina-
ciones, Ordenaciones con Repeticién, Ordenaciones sin Repeticion y Permutaciones,
Arreglos Circulares, Combinaciones, Férmula de Pascal, Teorema del Binomio, El
Numero de Subconjuntos de un Conjunto, Arreglos con Clases de Objetos Indistin-
guibles (llamados aqui Permutaciones con Repeticién) y Principio de las Casillas o del
Palomar.

Del capitulo titulado Técnicas Avanzadas de Conteo, solamente hemos incluido
lo correspondiente al Principio de Inclusion y Exclusién, Aplicaciones y Desordenes.
Los puntos correspondientes a las Series de Potencias, las Funciones Generadoras y
sus Aplicaciones a Problemas de Conteo, Funciones Generadoras Exponenciales y sus
Aplicaciones, Relaciones de Recurrencia Lineales Homogéneas y no Homogéneas de
Orden Uno y Dos y Solucién de Relaciones de Recurrencia Via Funciones Generadoras
(Opcional), no se incluyen en el presente trabajo. Pueden ser consultados en libros
que aparecen en las Referencias, como [3], [4], [5] v [8], los cuales han sido las fuentes
principales para el desarrollo de los temas que aqui aparecen.

En la Introduccién escrita en [8], se comenta que “el interés de la Combinatoria ha
aumentado considerablemente. En gran parte esto se debe al desarrollo de la Ciencia
de la Computacién, en la cual juega un rol central el concepto de algoritmo. Para
estimar la eficiencia de un algoritmo, es necesario contar el nimero de veces que se
ejecutara cada paso del mismo, y esto es un tipico problema combinatorio.” También



se comenta que la Combinatoria tiene aplicaciones en las ciencias fisicas, en la Teoria
de Grupos, la Teoria de Probabilidades, la Teoria de Ntumeros y la Teoria de Grafos,
entre muchas otras ramas de las Matematicas.

Hemos intentado escribir el presente trabajo lo mas autocontenido posible. Sin
embargo, para entender la soluciéon de varios de los ejemplos que hemos escogido,
son importantes las ideas de la Teorfa de Conjuntos, de la Divisibilidad y/o de la
Congruencia Numérica. Por otro lado, varias demostraciones que damos se realizan por
induccion matematica, o bien por reduccién al absurdo. Todos estos temas y métodos

de demostracion, suelen considerarse en el curso de Algebra Superior I impartido en
el ITAM.

2. Preliminares

En la presente seccién comentamos conceptos y terminologia que se utilizan a lo
largo de todo el trabajo, sobre la Teoria de Conjuntos, en particular, en lo referente a
las relaciones y funciones, los conjuntos finitos y la cardinalidad de un conjunto.

2.1. Conjuntos

Supongamos que A y B son conjuntos. Decimos que A es subconjunto de B, cosa
que denotamos con el simbolo A C B, si cada elemento de A se encuentra en B.
Decimos que A es un subconjunto propio de B, lo cual denotamos con el simbolo
A C B,si A C By siexiste un elemento de B que no esta en A. Los conjuntos A y
B son iguales siy sélosi A C By B C A. En caso contrario, decimos que A y B son
diferentes o distintos. El simbolo x € A significa que = es un elemento del conjunto
A, mientras que = ¢ A, indica que x no es un elemento de A.

Si Ay B son dos conjuntos, entonces AN B representa la interseccion de Ay B, el
cual es el conjunto de los elementos que estan tanto en A como en B. El simbolo AUB
es la union de Ay B, y se define como el conjunto de los elementos que estan en A o
en B. El simbolo A — B es la diferencia de A en B, y se define como el conjunto de
los elementos de A que no estan en B. Notemos que A — By B — A son, en general,
conjuntos distintos.

Un conjunto especial es el conjunto vacio, el cual se denota como (). Dicho con-
junto es un subconjunto de cualquier conjunto. Incluso es el tinico conjunto con esta
propiedad. Utilizando el conjunto vacio, decimos que dos conjuntos A y B son ajenos
si AN B = (. En general, si Ay, Ay, ..., A, son conjuntos, decimos que son ajenos dos
a dos si para cada 7,7 € {1,2,...,n} con i # j, sucede que A; N A; = 0.

Si A = {A;:i € I} es una familia de conjuntos, su unién se representa como
U,er Ai v su interseccion como [);.; A;. Decimos que los elementos de A son ajenos
dos a dos si para cada i,j € I con i # j, sucede que A; N A; = 0.



2.2. Relaciones

Una relacion de un conjunto A en un conjunto B, es un subconjunto del producto
cartesiano

Ax B={(a,b):ac Aybe B}.

El simbolo (a,b) es la pareja ordenada cuyo primer elemento a se encuentra en el
conjunto A, y su segundo elemento b esta en el conjunto B. Mas que la definicién
formal de (a,b), la propiedad importante que debemos retener es que si (ai,b;) y
(ag,by) son dos parejas ordenadas, entonces

(a1,b1) = (ag,by) siysélosi a; =asy by = bs.

Asi pues, si R es una relaciéon de A en B, entonces R C A x B. Si (a,b) € R,
decimos que a esta relacionado con b bajo R. En lugar de la letra R, es muy comun
utilizar el simbolo ~ para referirse a una relacién de A en B. También, en lugar de
decir que (a,b) € R, solemos indicar que a ~ b y decir que a estd relacionado con
b (informalmente, si a ~ le llamamos “onda”, el simbolo a ~ b significa que a estd
en onda con b). El simbolo a ~ b significa que @ no esta relacionado con b. Cuando
A = B, a las relaciones de A en B les llamamos simplemente relaciones en A.

Supongamos que ~ es una relacion en A. De acuerdo a las propiedades que pue-
den cumplir los elementos de A que estén relacionados bajo ~, las relaciones reciben
nombres especiales, como los que se indican en la siguiente definicion.

Definicién 2.1. Sea ~ una relacion en un conjunto A. Decimos que ~ es

1) reflexiva si para cada a € A, se cumple que a ~ q;

2) antireflexiva si para ninguna a € A se cumple que a ~ a;

3) simétrica si para cada a,b € A, del hecho de que a ~ b se sigue que b ~ q;

4) antisimétrica si para cada a,b € A, del hecho de que a ~ by b ~ a se sigue

que a = b;

5) transitiva si para cada a,b,c € A, del hecho de que a ~ by b ~ ¢ se sigue que
a ~ ¢

6) una relacién de equivalencia en A, si ~ es reflexiva, simétrica y transitiva;
7) un orden parcial en A, si ~ es antireflexiva y transitiva.

8) un orden total en A, si ~ es un orden parcial en A tal que, para cada a,b € A,
una y solo una de las siguientes tres afirmaciones es cierta

La igualdad es una relaciéon de equivalencia y, por esta razon, las relaciones de
equivalencia suelen denotarse con simbolos como = o . Se dice, incluso, que las
relaciones de equivalencia emulan la igualdad, en el sentido de que dos elementos que
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estan relacionados bajo una relacién de equivalencia, aunque formalmente puedan ser
objetos distintos, se consideran iguales a los ojos de la relacién de equivalencia. La
desigualdad < entre ntimeros reales es una relacién de orden y, por esta razon, las
relaciones de orden suelen denotarse con simbolos como < o <. Se dice incluso que
las relaciones de orden parcial emulan la desigualdad, en el sentido de que si dos
elementos a y b estan relacionados bajo un orden parcial <, de modo que a < b,
aunque formalmente a y b no sean ntimeros reales, se considera que a es menor que b
a los ojos de <.

Como la presente seccién solamente es una introduccion a los conceptos que se uti-
lizardn en secciones posteriores, no nos vamos a detener a dar ejemplos y propiedades
mas alla de las que se usaran. El lector interesado en estos dos temas, puede consultar
la Seccion 5.1 del libro [5], o bien las Secciones 1.4, 1.6 y 1.7 de [6].

Si ~ es una relaciéon de equivalencia en un conjunto A, entonces cada a € A
determina el conjunto

lal~ ={b€ A: a= b},

que se llama la clase de equivalencia de a bajo ~. En [6, Teorema 1.6.7] se prueba
que, para cada a,b € A las afirmaciones a = b, [a]lx = [b]~ ¥y [a]~ N [b]~ # 0 son
equivalentes. Son justo los elementos de [a]~ los que se consideran iguales que a, a los
ojos de la relacion de equivalencia ~.

Si < es una relacién de orden parcial en un conjunto A y a,b € A son tales que
a < b entonces, como ya comentamos, se dice que a es menor que b con respecto a <.
A la pareja (A, <) se le llama un conjunto parcialmente ordenado y, cuando < es un
orden total en A, decimos que la pareja (A, <) es un conjunto totalmente ordenado.
Cuando (A, <) es un conjunto parcialmente odenado, la relacién < induce una relacién
=< en donde, para a,b € A, decimos que

a=0b siysélosi a—<bobiena=Hb.

En tal caso, < es una relacion reflexiva, antisimétrica y transitiva. Si @ =< b, decimos
que a es menor o igual a b.

2.3. Funciones

Una relaciéon de un conjunto A en un conjunto B es una funcion de A en B, si
cada elemento de A se relaciona con solamente un elemento de B. Si f es una funcion
de A en B, solemos escribir f: A — By, si el elemento a de A esta relacionado con
el elemento b de B, escribimos f(a) =b. A f(a) se le suele llamar el valor de f en a,
aunque también es comun llamarlo la imagen de a bajo la funcién f. Decimos que

1) fesuna funcion inyectiva si para cada a,b € A con a # bsucede que f(a) # f(b).
Esto es equivalente a decir que si a,b € A son tales que f(a) = f(b), entonces
a=b.

2) f es una funcion suprayectiva si para cada elemento b € B, existe a € A tal que

f(a) =0.



3) f es una funcion biyectiva si f es inyectiva y suprayectiva.

Si f: A — B es una funcion, decimos que A es el dominio de f, y que B el contra-
dominio o codominio de f. Si g: C — D es otra funcién, entonces f = g si y sélo si
A=C,B=Dy f(x) = g(z), para cada x. En otras palabras, para que dos funciones
sean iguales, debemos verificar que tienen el mismo dominio, el mismo contradominio
y los mismos valores.

A partir de este momento, la letra N representa el conjunto de los niimeros natura-
les. Pensamos que N = {1,2/3,...} por lo que 0 ¢ N. Los simbolos Z y R representan
los conjuntos de los niimeros enteros y de los nimeros reales, respectivamente. Para
cada n € N, denotamos por I,, al conjunto de los nimeros naturales entre 1 y n, es
decir,

I, ={1,2,...,n}. (1)
Por ejemplo I; = {1} e I = {1,2}. Notemos que si n,m € N, entonces I, C I, si
y s6lo si n < m. Ademas si n,m € N entonces I,, C I,, o bien I, C I,. A lo largo
de todo el trabajo aparecera el simbolo I,, en lugar del conjunto {1,2,...,n}, como
parte de una demostracién o en afirmaciones del tipo “para cada i € I,,”. Para mas
informacién en el tema de las funciones, el lector puede consultar el Capitulo 5 de [5],
asi como las Secciones 1.4 y 1.5 de [6].

2.4. El Orden de Lista

Si A es un conjunto, entonces una sucesion en A es una funcién de N en A. Una
sucesion finita en A es una funcion s: I,,, — A, para alguna m € N. En dicho caso, para
cada i € I, es comun denotar el valor s(i) por s; y la sucesién s como (s1, S2, .. ., Sm).
Al ser s una funcién, elementos distintos del dominio de s pueden tener los mismos
valores. Entonces, para cada 4,j € I, con ¢ # j, puede suceder que s; = s; o bien
que s; # s;. Independientemente de si s; y s; son iguales o distintos, en la sucesién
(s1,S2,...,5m) colocamos a s; en la posicién ¢ y a s; en la posicion j. Podemos pensar
entonces que (1, Sg, . . ., Spy) €s una lista de m elementos de A, en donde dos de dichos
elementos pueden ser iguales.

Supongamos ahora que A = {ay,as,...,a,} es un conjunto con n elementos. En-
tonces en A podemos definir un orden total < en el que, informalmente hablando, la
manera de escribir los elementos de A determina su orden. Formalmente, dados dos
elementos a;,a; € A diremos que

a; <a; siysélosi i<j.

Entonces para ninguna ¢ € I, es cierto que a; < a;. Ademas si a; < a; y a; < ay,
resulta que a; < ay. Esto muestra que < es un orden parcial en A. También, para cada
a;,a; € A, una y sélo una de las siguientes tres afirmaciones es cierta:

a; '<Clj, a; = ay, Q; < a;.

Luego, < es un orden total en A. Vamos a decir que < es el orden de lista de A. Una lis-
ta ordenada de m elementos de A, donde m < n, es una sucesién finita (s, S2, ..., Sm)
de elementos de A con el orden de lista.



2.5. Inducciéon Matematica

A lo largo del curso utilizaremos el Principio de Induccién Matematica, asi como
el Principio del Buen Orden. Este ultimo dice lo que sigue.

Proposicion 2.2. Si A es un subconjunto no vacio de N, entonces existe a € A tal
que a < b, para cada b € A.

Al elemento a que se garantiza en la proposicion anterior, se le llama el primer
elemento de A. Supongamos ahora que P(x) es un proposicién y que, para cada
n € N, cuando cambiamos x por n, podemos determinar el valor de verdad de P(n)
(verdadero o falso, segiin corresponda). El Principio de Induccién Matemética dice
que P(n) es verdadera para cada n € N si hacemos ver que se cumplen las siguientes
dos propiedades:

1) P(1) es verdadera;

2) si P(k) es verdadera para alguna k € N, entonces P(k + 1) es cierta.

Demostrar, por induccién, que una afirmaciéon P(n) es cierta para cada nimero
natural n, significa verificar que las afirmaciones 1) y 2) anteriores son ciertas. Una
forma equivalente del Principio de Induccion Matematica es el siguiente: supongamos
que A C N satisface las siguientes propiedades:

1) 1€ A;
2) para n € N, del hecho de que n € A se cumple que n+ 1 € A.

Entonces A = N. En [6, Teorema 2.2.1] se prueba que el Principio del Buen Orden
es equivalente al Principio de Induccién Matematica. Por tanto, suponiendo cierto
alguno de éstos dos principios, resulta que el otro es cierto. Es por esta razon que
en [6], al Principio del Buen Orden se le llama Axioma del Buen Orden, es decir, se
considera que lo enunciado en la Proposicion 2.2, es una afirmaciéon que no requiere
demostracion.

Para un estudio de la Induccién Matemaética, con ejemplos de pruebas por induc-
cién, el lector puede consultar la Seccién 4.1 de [5], o bien la Seccién 2.2 de [6]. Para
un estudio més profundo, recomendamos [1] y [10]. A lo largo del presente trabajo
daremos varias demostraciones por induccién, e incluso veremos que algunos resulta-
dos se pueden probar por inducciéon y también con métodos combinatorios. La idea
de presentar ambas demostraciones es para que el lector compare dichas pruebas y
vea que, en la mayoria de las ocasiones, una prueba combinatoria es mas sencilla que
una prueba que utilice otro tipo de ideas, como métodos algebraicos o el principio de
induccion, por ejemplo.

2.6. Cardinalidad

Ahora vamos a comentar sobre la cardinalidad de conjuntos. Primero, decimos
que un conjunto A es equipotente a un conjunto B, si existe una funcién biyectiva



f: A— B. El simbolo A ~ B significa que A es equipotente con B. Como la funcién
identidad de A en A es biyectiva, la inversa de una funcion biyectiva es biyectiva
y la composicion de funciones biyectivas es biyectiva, tenemos que si A, B y C' son
conjuntos, entonces A ~ A, si A ~ B entonces B ~ Ay, si A~ By B ~ C,
entonces A ~ (. Por tanto la relacién de equipotencia ~ es de equivalencia. Esto
tiene una serie de consecuencias pues, para empezar, ya no es necesario decir que un
conjunto A es equipotente con un conjunto B (en ese orden), sino simplemente que
Ay B son equipotentes. Ademas, cualquier coleccién dada de conjuntos, se puede
dividir en clases de equivalencia de modo que dos conjuntos estdn en la misma clase
de equivalencia si y sélo si son equipotentes.

Recordemos que para cada natural n, I,, = {1,2,...,n}. En [6, Proposicién 3.1.5]
se prueba, por induccion, el siguiente resultado.

Proposicién 2.3. Para cada n,m € N los conjuntos I, e I,, son equipotentes si y
solo st n = m.

Decimos que un conjunto A es finito si A es el conjunto vacio o bien si existe n € N
tal que I,, y A son equipotentes. Si A es no vacio y finito entonces, utilizando el hecho
de que la relacion de equipotencia es de equivalencia asi como la Proposicion 2.3,
resulta que existe un tunico n € N tal que [, y A son equipotentes. En tal situacién, si
f: I, — A es una funcién biyectiva y, para cada i € I,, definimos a; = f(i), entonces
podemos denotar al conjunto A como {ay,as,...,a,}. En ocasiones se define que un
conjunto A es finito si no existe un subconjunto propio B de A tal que B y A son
equipotentes (ver, por ejemplo, [6, Definicién 3.1.6]). No esta dentro de los propésitos
del presente trabajo, probar que ambas formas de considerar la nocién de conjunto
finito son equivalentes. Ahora bien, se dice que un conjunto A es infinito si no es finito.
Esto significa, que existe un subconjunto propio de A que es equipotente a A.

Cuando dos conjuntos son equipotentes, es comin decir que tienen la misma cardi-
nalidad. Denotamos por |A| la cardinalidad de un conjunto A. Tenemos que para cada
conjunto A, |A| > 0. Si A = (), decimos que |A] = 0 y que A tiene cero elementos.
Si A # 0 y es finito, consideramos el tinico nimero natural n tal que I, y A son
equipotentes. Decimos que |A| = n y que A tiene n elementos. Si A y B son conjuntos
finitos y A =~ B, entonces A y B tienen el mismo niimero de elementos.

Una prueba de la siguiente proposicién aparece en [6, Teorema 3.1.9]. Mas adelante
probaremos su parte 1) utilizando argumentos combinatorios (ver Teorema 5.5).

Proposicién 2.4. Sean A y B dos conjuntos finitos tales que |A| = m y |B| =n, y
f: A — B una funcion. Entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:

1) si f es inyectiva, entonces m < n;
2) si f es suprayectiva, entonces n < m.

Con las hipétesis de la Proposicion 2.4, si f: A — B es biyectiva, entonces m = n
por lo que A y B tienen la misma cardinalidad. Una prueba del siguiente resultado
aparece en [6, Teorema 3.1.10].



Proposicién 2.5. Sean A y B dos conjuntos finitos tales que |A| = |B| y f: A — B
una funcion. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1) f es inyectiva,
2) f es suprayectiva.

De acuerdo al resultado anterior, cuando dos conjuntos finitos A y B tienen la
misma cardinalidad, para demostrar que una funcién f: A — B es biyectiva, basta
con verificar que f es inyectiva o bien suprayectiva.

3. Regla de la Suma y del Producto

Dado un conjunto finito A, en ocasiones deseamos determinar de manera precisa
el nimero de elementos de A que satisfacen ciertas condiciones. Aunque algunas veces
este conteo puede realizarse enumerando explicitamente cada uno de los elementos,
ésta forma de proceder resulta poco practica en problemas complejos, por lo que
es importante tener métodos de conteo que sean aplicables a una gran variedad de
situaciones. En la presente seccién atenderemos dos de los principios mas basicos de
conteo: la Regla de la Suma y la Regla del Producto.

En el tema de la historia de la Combinatoria, en [8, p. 2] se comenta que en
el siglo XII, el matematico hindi Bhaskara conocia la formula para calcular C7", el
numero de combinaciones de n en m, la cual veremos en la Seccién 6. A principios
del siglo XIII, Levi Ben Gerson realizé un estudio detallado de las permutaciones,
las ordenaciones y las combinaciones. Sin embargo, sus escritos aparentemente no
alcanzaron mucha difusion, y varios de sus resultados fueron redescubiertos varias veces
por los matematicos de los siglos siguientes. Como se menciona en [3, p. 215], puede
considerarse que la Combinatoria, como disciplina cientifica, tiene su inicio con los
trabajos de G. W. Leibnitz y J. Bernoulli. El primero de ellos realizé en 1666 la primera
construccion sistematica de esta parte de las matematicas en el libro [7]. Luego, en
1700, G. W. Leibnitz perfeccioné el simbolismo combinatorio. Fue J. Bernoulli quien en
1713 en su libro Ars Conjectandi (Arte de las Conjeturas), el primero de importancia
dedicado al calculo de probabilidades, construyé la Combinatoria como el principal
aparato de aquella época para resolver problemas teérico-probabilistas. Sin embargo, la
resolucion de muchos problemas concretos de la Combinatoria, no estuvo acompanada
hasta finales de los anos 70 del siglo XVIII, del perfeccionamiento de la teoria general.
En esa época se formaba en Alemania una numerosa escuela matematica cuyo fundador
y director fue K. F. Hinderburg.

Los métodos combinatorios quedaron como medio de resolucién de problemas en
diferentes ramas de la Matematica. El Analisis Combinatorio comenzé un nuevo desa-
rrollo a mediados del siglo XX, debido al gran niimero de aplicaciones que se fueron
encontrando. Para consultar mas informacién acerca de la historia de la enumeracion,
pueden verse el articulo [2] asi como la Seccién 1.2 de [8].



3.1. Regla de la Suma

El primer principio del conteo se utiliza para calcular el nimero de formas en que
puede suceder una situacion u otra, pero no ambas y se expresa como sigue:

1) Regla de la Suma. Supongamos que un evento puede realizarse de m formas y
que un segundo evento puede realizarse de n maneras. Consideremos que no es
posible realizar ambos eventos simultaneamente. Entonces el niimero de maneras
de realizar ambos eventos es m + n.

Cuando en el enunciado anterior decimos que un evento puede realizarse de m
formas, entendemos que dichas m formas son distintas. La Regla de la Suma puede
extenderse a una cantidad finita de eventos, siempre que ninguna pareja de dichos
eventos se puede realizar simultaneamente.

Ejemplo 3.1. Supongamos que la biblioteca del ITAM tiene 40 libros de Sociologia y
50 de Antropologia. Entonces, por la Regla de la Suma, un lector de dicha biblioteca
puede elegir entre 40 + 50 = 90 libros de texto para aprender acerca de alguno de
estos dos temas. ]

Consideremos que un evento F; puede realizarse de m formas y que un segundo
evento s puede realizarse de n maneras. Denotemos por A al conjunto de resultados
que se pueden dar del evento E; y, por B, al conjunto de resultados que se pueden dar
del evento F;. Entonces A tiene m elementos y B tiene n elementos. Si los eventos
E, y E5 no se pueden realizar simultdneamente, entonces AN B = () y, por la Regla
de la Suma, el nimero de maneras en que se puede dar el evento F; o el evento E; es
m + n.

En términos de conjuntos, la Regla de la Suma lo que dice es que si Ay B son dos
conjuntos finitos y ajenos, entonces

AU B| = |A| + |B|.

Generalizando la regla, también dice que si n > 2 y Ay, As,..., A, son conjuntos
finitos y ajenos dos a dos, entonces

[ALU Az U U Ay| = |Ar] 4 |Asg| 4 -+ + [An]. (2)

La Regla de la Suma no es un axioma sino una afirmaciéon que debemos demostrar.
Una forma de verificar la regla es mostrando, por ejemplo por induccién matematica
sobre n, que la igualdad (2) es cierta. Para n = 2 tenemos dos conjuntos finitos y
ajenos Ay y As. Supongamos que A; = {ay,as,...,an} y B = {by,by,...,b,} tienen
m y n elementos, respectivamente. Como A; N Ay = (), sucede que

Al UA2 = {al,ag,...,am7b1,b2,...7bn}.
Luego |A;UAs| = m+n = |A1|+|Az|. Ahora supongamos que la igualdad (2) es cierta

paran = k (con k > 2) y veamos que permanece cierta para n = k+ 1. Consideremos,
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por tanto k£ + 1 conjuntos finitos Ay, As, ..., Apr1 v ajenos dos a dos. Como la unién
de conjuntos es asociativa,

kt1 k
U A = (U Ai) U Apa-

i=1 i=1

Ahora bien, el hecho de que los conjuntos Ay, As, ..., Ary1 sean ajenos dos a dos,
implica que los conjuntos Ule A; y Api1 son ajenos. Por tanto, utilizando que ya
sabemos que la igualdad (2) se vale para n = 2, asi como la hipédtesis de induccién
sobre los conjuntos finitos y ajenos dos a dos Ay, As, ..., Ay, tenemos que

k+1

Ja
i=1

Esto prueba que la igualdad (2) es cierta para cada numero natural n > 2. Natural-
mente dicha igualdad también es cierta para n = 1, pero esto no es un asunto que le
importe a la Regla de la Suma.

k

U

=1

+ | Aps| = |AL| + |Ag| + - + [Ak] + | Agra]-

En la Seccién 10 hablaremos del Principio de Inclusién y Exclusién. Dicho principio
generaliza la igualdad (2).

Ejemplo 3.2. Vamos a demostrar que si A y B son conjuntos finitos tales que A C B,
entonces |A| < |BJ. En efecto, como A C B, tenemos que B = AU(B— A). En vista de
que AN(B—A) =0, por la Regla de la Suma, |B| = |A|+|B — A|. Como |B—A| > 0,
resulta que |B| = |A| + |B — A| > |A]. O

Ejemplo 3.3. Vamos a determinar el nimero de formas en que, al lanzar dos dados
dy y ds, obtenemos un siete o un ocho. Consideremos el par ordenado (a,b) donde a
representa el resultado obtenido al lanzar el dado dy, y b el obtenido al lanzar el dado
dy. Entonces a,b € {1,2,3,4,5,6}. Buscamos, de entre dichas parejas (a,b), las que
satisfacen que a + b es siete u ocho. Las que dan siete forman el conjunto

A={(1,6),(2,5),(3,4),(4,3),(5,2),(6,1)}
mientras que las que nos dan ocho determinan el conjunto
B ={(2.6),(3,5), (4,4), (5,3), (6,2)}.
Como AN B =, por la Regla de la Suma, el niimero que buscamos es
|JAUB| =|A|+|B|=6+5=11.
O

Cuando en la Regla de la Suma, en términos de los conjuntos finitos A y B, la
interseccién A N B es no vacia, el siguiente resultado indica la cardinalidad de AU B.

Proposicion 3.4. Si A y B son dos conjuntos finitos, entonces

|AUB| = |A| + |B| — |AN B|. (3)
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Demostracién. Como A = (A — B)U (AN B) y los conjutos A — By AN B son
ajenos, por la Regla de la Suma,

|A| =|A— B|+ |ANB|. (4)

De manera similar, como B = (B — A) N (AN B) y los conjuntos B— Ay AN B son
ajenos, por la Regla de la Suma,

|B|=|B —A|+|ANB|. (5)

Por otra parte, AUB = (A—B)U(ANB)U (B —A) y los conjuntos A— B,ANBy
B — A son ajenos dos a dos. Luego, por la Regla de la Suma,

|JAUB|=|A—B|+|ANB|+|B—A|. (6)
De (4), (5) y (6) tenemos que

|A|+|B| = (|JA—B|+|ANB|)+(|B—A|+|ANB|) = (|A—B|+|ANB|+|B—Al|)+|ANB| =
=|AUB|+|ANB.

Es decir, |A| + |B| = |[AU B| + |A N B|. De aqui se sigue la igualdad (3). O

En la Seccién 10, de nueva cuenta gracias al Principio de Inclusion y Exclusion,
vamos a generalizar la igualdad (3), al calcular la cardinalidad de la unién de un
numero finito de conjuntos Aj, As, ..., A, que no necesariamente son ajenos dos a
dos. Ahora bien, en términos de eventos, la Proposicion 3.4 toma la siguiente forma.

Proposicién 3.5. Supongamos que un evento E; se puede realizar de m maneras y
un evento Ey se puede dar de n maneras. Supongamos también que k es el numero de
resultados del evento E; que coinciden con algun resultado del evento Es. Entonces el
numero de maneras en que se puede dar el evento Ey o el evento Ey es m +n — k.

Demostracion. Denotemos por A al conjunto de resultados que se pueden dar del
evento F y, por B, al conjunto de resultados que se pueden dar del evento E5. Entonces
A tiene m elementos, B tiene n elementos y AN B tiene k elementos. El nimero de
maneras en que se puede dar el evento E; o el evento Fs es igual a la cardinalidad de
AU B la cual, por la Proposicién 3.4, es justo |A|+ |B| — |[ANB|=m+n—Fk O

3.2. Regla del Producto

El segundo principio de conteo, también llamado Principio Fundamental de Conteo,
se expresa como sigue:

2) Regla del Producto. Si un procedimiento se puede descomponer en dos etapas
y existen m maneras de realizar la primera etapa y, por cada uno de estos
resultados, hay n maneras de realizar la segunda etapa, entonces el procedimiento
se puede realizar, en el orden dado, de mn formas.

12



Si un conjunto A tiene m elementos y un conjunto B tiene n elementos, entonces el
nimero de maneras de escoger un elemento de A y un elemento de B es, por la Regla
del Producto, mn, teniendo en cuenta que la eleccion del elemento de B no depende
del elemento de A seleccionado.

La Regla del Producto se puede extender a un procedimiento que se puede des-
componer en k etapas 1, s, ..., E}, suponiendo que la etapa E4 se puede realizar de
my maneras de modo que, por cada una de ellas, la etapa F5 se realiza de my maneras
y que, por cada una de estas mo maneras, la etapa Fs3 se realiza de ms manera y asi
sucesivamente, es decir, para cada ¢ € [;_1, la etapa FE; se realiza de m; maneras y, por
cada una de ellas, la etapa E;; se realiza de m;,; maneras. Entonces el procedimiento
se puede realizar, en el orden dado, de myms - - - m; maneras.

Ejemplo 3.6. En el ITAM se tienen 6 estudiantes hombres y 8 mujeres y se quiere
escoger a un hombre y a una mujer. Por la Regla del Producto, hay 6-8 = 48 maneras
de realizar dicha eleccién. Si se quieren construir placas que consten de dos letras
seguidas de cuatro digitos, tomando en cuenta que hay 26 letras y 10 digitos entonces,
por la Regla del Producto, hay 26-25-10-9-8-7 = 3, 266, 000 placas posibles diferentes,
si ninguna letra o digito se puede repetir, y se usan solamente letras mayusculas. Si se
permite repetir la letras y los digitos, entonces hay 26 -26-10-10-10-10 = 6, 760, 000
placas posibles diferentes. Si la primera letra de la placa ha de ser una vocal, la segunda
una consonante y los digitos han de ser pares, entonces hay 5-21-5-5-5-5 = 84,375
placas posibles diferentes. O

En términos de conjuntos, la Regla del Producto dice que si A y B son dos conjuntos

finitos y no vacios, entonces
|Ax Bl = [A]-]B],

donde
Ax B={(a,b):ac Aybe B}

es el producto cartesiano de los conjuntos A y B. Para una cantidad finita de conjuntos,
Ay, As, ... Ay, su producto cartesiano es el conjunto

Ay X Ag X -+ x Ay = {(ar,a9,...,a,): a1 € Ay a9 € Ag, ... a, € Ay}

Ahora entendemos que si (ay, as, ..., ay,), (b1, b2, ..., b,) € A; X Ay X -+ X A,, entonces
(a1,a9,...,a,) = (by,bg,...,b,) siysblosi a3 =by,a3 =0by,...,a, =0,
Sin > 2y Ay, Ay, ..., A, son conjuntos finitos y no vacios, entonces la Regla del

Producto dice que

| Ay X Ay X - X Ay = |Aq| - |As] -+ |An]- (7)

Como en el caso de la Regla de la Suma, la Regla del Producto no es un axioma
sino una afirmacién que debemos demostrar. Para esto, podemos proceder por induc-
ci6én sobre n. Para n = 2 supongamos que A; = {ay, as,...,a,} vy Ag = {b1,bs,...,b,}
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tienen m y n elementos, respectivamente. Para cada i € I,,,, tenemos n parejas orde-
nadas distintas (a;, b1), (a;,ba), ..., (a;, b,) en A} X Ay. Como esto se puede hacer con
cada uno de los m elementos de Ay, por la Regla de la Suma, tenemos en total

m+m-+---+m=mn
A\ -~ >
n veces

parejas ordenadas distintas en A; x Ay. Luego |A; X As| = mn = |A;]| X |As]. Esto
prueba que la igualdad (7) es cierta para n = 2. Ahora supongamos que dicha igualdad
es cierta paran = k (con k > 2) y verifiquemos que permanece vélida para n = k+ 1.
Utilizando que el producto cartesiano es asociativo, asi como la hipdtesis de induccion
sobre los k conjuntos finitos Aq, As, ..., Ag, tenemos que

|A1XA2X"'XAkXAk+1|:|(A1XAQX"'XAk)XAk+1|:
= |A1 x Ay x - X A [Apqa| = [Aa] - [Ag| -+ - [Ap] - [Apia].

Esto prueba que la igualdad (7) es cierta para cada ndmero natural n > 2. Dicha
igualdad también es cierta para n = 1, pero eso no es competencia de la Regla del
Producto.

Ejemplo 3.7. Vamos a calcular la cantidad de niimeros naturales distintos que son
mayores que 5,000, menores que 10,000 y cuyas cifras son distintas dos a dos. Un
numero con dichas caracteristicas ha de tener cuatro cifras abed, en donde a # b,
aF#c,a®d b#c,b#dy c#d. Como 5,000 < abed la cifra a debe ser un nimero
en el conjunto {5,6,7,8,9}. Por tanto hay 5 maneras de escoger la cifra a. Una vez
elegida dicha cifra, para la cifra b tenemos 9 posibilidades (los diez digitos del 0 al 9
menos la cifra que ya elegimos para a). Escogidos a y b, nos quedan 8 posibilidades
para la cifra ¢ y 7 para la cifra d. Por la Regla del Producto, hay 5-9-8 -7 = 2,520
nimeros que satisfacen las condiciones indicadas.

Es posible que para resolver un procedimiento debamos usar tanto la Regla de la
Suma como la Regla del Producto.

Ejemplo 3.8. Vamos a calcular el niimero de maneras de colocar, en un tablero vacio
de ajedrez, una torre blanca y una torre negra de modo que se ataquen. Recordemos
que el tablero de ajedrez tiene 8 x 8 = 64 casillas y, como esta vacio, 64 es el niimero de
maneras en que se puede ubicar la torre blanca. Una vez ubicada dicha torre blanca,
la torre negra debe colocarse en una casilla de la misma columna o de la misma fila
ocupada por la torre blanca. Como la torre blanca ya ocupa una posicién, nos quedan
7 casillas disponibles para colocar la torre negra en la misma fila que la torre blanca,
asi como 7 casillas disponibles para colocar la torre negra en la misma columna que
la torre blanca. Por la Regla de la Suma, hay 7 4+ 7 = 14 casillas disponibles para
colocar la torre negra. Asi pues, cada una de las 64 elecciones para colocar la torre
blanca, producen 14 elecciones para colocar la torre negra. Por la Regla del Producto,
la respuesta a nuestro problema es 64 - 14 = 896. Si en lugar de una torre blanca y
una torre negra (que podemos distinguir), deseamos colocar dos torres blancas (que
no podemos distinguir) que se defiendan mutuamente, entonces el niimero de maneras
de colocarlas en el tablero de ajedrez es % = 448. [
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Ejemplo 3.9. Supongamos que el nombre de una variable consta de una letra o bien
de una letra seguida de un digito. Consideremos que no se distingue entre mayusculas
y minusculas, por lo que las variables a y A son la misma, y también son iguales
las variables A3 y a3. Entonces hay 26 variables que constan de una sola letra vy,
por la Regla del Producto, hay 26 - 10 = 260 variables que constan de una letra
seguida de un digito. Luego, por la Regla de la Suma, hay 26 + 260 = 286 variables en
total. Si las maytsculas y las minuisculas producen variables distintas, entonces hay
52 + 52 - 10 = 572 variables en total. ]

Terminamos la seccién con el siguiente ejemplo el cual indica que, en ocasiones,
para calcular el nimero de maneras en que se puede realizar un evento Ei, hay que
encontrar un evento Ey de modo que el nimero de maneras en que se puede realizar
el evento FEs, coincide con el nimero de maneras en que se puede realizar el evento
E,. La idea para proceder de esta manera, es que el calculo del niimero de maneras
en que se puede realizar el evento Ejs, sea sencillo.

Ejemplo 3.10. Supongamos que X es un conjunto con n elementos. Queremos de-
terminar el nimero de parejas ordenadas (A, B) tales que A C B C X. Sea (A, B)
una de estas parejas ordenadas. Como A C B C X, cada elemento de X estd en uno y
solo uno de los conjuntos A, B— Ay X — B. A la inversa, si A y B son subconjuntos
de X tales que cada elemento de X estd en uno y sélo uno de los conjuntos A, B — A
y X — B, entonces A C B. En efecto, si x € A, como x se encuentra en uno y solo
uno de los conjuntos A, B— Ay X — B y estamos suponiendo que x € A, sucede que
r ¢ X — B. Luego © € By, de esta manera, A C B. Esto muestra que el nimero
de parejas (A, B) tales que A C B C X, es igual al niimero de maneras en que un
elemento de X vive en alguno de los conjuntos ajenos dos a dos A,B— Ay X — B.
El primer elemento de X, llamémosle x, vive en alguno de esos tres conjuntos, asi que
hay tres maneras de asignarle a  uno de los conjuntos A, B — Ay X — B. Lo mismo
pasa con el resto de los n elementos de X. Luego, por la Regla del Producto, hay 3"
maneras en que un elemento de X vive en alguno de los tres conjuntos A, B — Ay
X — B.

4. FEl Principio de las Casillas o del Palomar

En la presente seccién estudiamos el siguiente resultado, llamado El Principio
de las Casillas o del Palomar. El enunciado, aunque intuitivamente obvio, es muy
util. Supongamos que un cartero debe depositar m cartas en n casilleros (llamados
“pigeonholes”, en inglés) y que m > n. Entonces hay mas cartas que casilleros. Aunque
no podemos deducir nada sobre la distribucion exacta de las cartas, lo que si podemos
concluir es que por lo menos un casillero tendra al menos dos cartas.

4.1. Forma Usual del Principio

Comenzamos con el siguiente resultado, que es la forma usual del Principio de las
Casillas.
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Teorema 4.1. Si m palomas ocupan n nidos y m > n, entonces al menos un nido
tiene dos o mas palomas descansando en él.

Demostracion. Si en cada nido descansa a lo mas una paloma, entonces en los
n nidos descansan a lo méas n palomas. Como n < m, no hemos contado a todas las
m palomas. Por tanto, en un nido deben descansar al menos dos palomas. Vamos
a dar ahora una prueba alternativa, en términos de la siguiente afirmacion, que es
equivalente a lo enunciado en el teorema:

(%) sim objetos se introducen en n cajas, donde m > n entonces alguna de las cajas
tiene al menos dos objetos.

Hagamos la prueba de (%) por induccién sobre n. Si n = 1 entonces tenemos m
objetos introducidos en una sola caja y, como m > 1, dicha caja tiene por lo menos dos
objetos. Esto significa que el resultado es valido para n = 1. Supongamos ahora que es
valido para n = r € N y mostremos que sigue siendo valido para n = r + 1. Tenemos
entonces m objetos introducidos en r + 1 cajas Cy,Cs, ..., C,, C,yq1, donde m > r + 1.
Luego m > 2. Sea k el niimero de objetos en la caja C,.,1. Si k > 2, la prueba termina.
Si k <1, entonces k = 0 o bien k£ = 1. Luego, en las cajas C7, (s, ..., C, hay m o bien
m — 1 objetos (dependiendo de si kK = 0 o bien k = 1). Notemos que m >m — 1 > r,
por lo que el nimero de objetos que no estan en la caja C,.,1 es mayor que r. Esto
implica, por hipétesis de induccion, que una de las cajas C,Cs, ..., C, contiene al
menos dos objetos. O

El primero en formular el Principio de las Casillas fue el matematico aleman P.
G. Lejeune Dirichlet, en 1834. Incluso en aleman al principio en cuestion se le conoce
como el “schubfachprinzip” de Dirichlet (el principio de los cajones de Dirichlet).
En [3, Teorema 3-1.8, p. 222] el Principio de las Casillas se denomina Principio de
Distribucién.

En el siguiente ejemplo, que aparece en [10, p. 13-14], vamos a utilizar el Principio

de las Casillas.

Ejemplo 4.2. Un n X n cuadrado magico se puede pensar como una matriz de n X n
cuyas entradas son niimeros enteros tales que la suma de los niimeros en los renglones,
en las columnas y en las dos diagonales es siempre la misma. Por ejemplo

16 3 2 13
816 5 10 11 18
3 5 7 y
19 92 9 6 7 12
4 15 14 1

son 3 X 3y 4 x 4 cuadrados magicos, respectivamente. Vamos a decir que un n x n
cuadrado antimdgico es una matriz de n X n cuyas entradas son nimeros enteros tales
que las correspondientes sumas de los niimeros en los renglones, en las columnas y en
las dos diagonales son todos distintos. Por ejemplo

9 4 5 7 369
4 -9 5 3

10 3 -2 y

6 9 7 8 1 37
3 9 05
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son 3 x 3y 4 x 4 cuadrados antimégicos, respectivamente. Vamos a probar ahora que

e para cada n € N, no existe un n x n cuadrado antimégico tal que sus entradas
son numeros enteros en el conjunto {—1,0, 1}.

Para probar esto, supongamos que A = (a;;) es un n X n cuadrado antimagico
tal que cada a;; es un elemento del conjunto {—1,0,1}. La suma mds grande que se
puede obtener, con un renglén, una columna o una diagonal es n (justo cuando todas
las entradas correspondientes valen 1). La suma mdas pequena que se puede obtener
es —n (cuando todas las entradas correspondientes valen -1). Entonces cada suma a
considerar, ya sea una suma de los elementos de una renglén, de una columna o de una
diagonal, es un nimero entero entre —n y n. Hay por tanto 2n + 1 enteros disponibles
para dicha suma. Por otro lado, tenemos n renglones, n columnas y 2 diagonales. Asi
que hay 2n + 2 sumas a considerar (esto es tanto como decir que tenemos 2n + 2
palomas) y, a cada una de estas sumas, le hemos de asignar un entero entre 2n + 1
disponibles (esto es tanto como decir que tenemos 2n + 1 nidos). Por el Teorema 4.1,
esto implica que dos de dichas sumas han de tener asignado el mismo valor. Luego A
no es un n x n cuadrado antimagico. [

4.2. Formas Fuertes del Principio

En el siguiente resultado, que aparece en [10, Teorema 1.4.3], vemos una forma
mas fuerte del Principio de las Casillas.

Teorema 4.3. Las siguientes afirmaciones son ciertas:

1) si un ndmero infinito de objetos se introducen en un nimero finito de cajas,
entonces alguna de dichas cajas contiene un niumero infinito de objetos;

2) si m objetos se introducen en n cajas y m < n, entonces al menos una caja no
posee objetos;

3) sim objetos se introducen en m cajas, entonces las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

3.1) cada caja contiene exactamente un objeto;
3.2) cada caja contiene al menos un objeto;

3.3) cada caja contiene a lo mds un objeto.

Demostracién. Para probar 1), supongamos que un ntimero infinito de objetos
se introducen en n cajas. Si cada caja contiene un numero finito de objetos, al su-
mar todos éstos objetos, y tomando en cuenta que hay un nimero finito de cajas,
obtendremos que solamente hemos introducido un nimero finto de objetos y no una
cantidad infinita, como originalmente supusimos. Luego, al menos un caja contiene
un numero infinito de objetos. Hagamos ahora la prueba por induccién sobre n. Si
n = 1, entonces todos los objetos se introducen en una sola caja, por lo que dicha
caja tiene un numero infinito de objetos. Esto muestra que el resultado es valido para
n = 1. Supongamos que el resultado es valido para n = r y probemos que sigue siendo
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valido para n = r + 1. Consideremos que los objetos se introducen en r + 1 cajas
C,Cs,...,C. Cryq. Si C,yq tiene un niimero infinito de objetos, la prueba termina.
Supongamos, por tanto, que C,.,; contiene una cantidad finita de objetos. El resto de
los objetos, el cual es un numero infinito, se introducen en las cajas Cy,Cy, ..., C,.
Por hipétesis de induccion alguna de dichas r cajas contiene una infinidad de objetos.
Esto termina la prueba de 1).

La afirmacién 2) parece muy clara pues, si introducimos al menos un objeto en cada
caja, entonces en m de las n cajas disponibles hemos introducido todos los objetos.
Como m < n, nos quedan aun n — m cajas y, en ellas, no hay objetos introducidos.
Como n—m > 1, al menos una caja no posee objetos. Si queremos dar una prueba de
2) por induccién, hemos de utilizar el llamado Principio de Induccién Completa sobre
m. Recordemos que dicho principio tiene la siguiente forma:

e supongamos que mg es un numero entero fijo y que P(m) es una proposicién
correspondiente a un numero entero m > mgy. Si P(mg) es verdadera y si del
hecho de que P(k) es verdadera para todos los valores de k con mo < k < m, se
sigue que P(m + 1) es verdadera, entonces se concluye que P(m) es verdadera
para cada entero m > my.

En nuestro caso mg = 1 y P(m) es la proposicién “si m objetos se introducen en n
cajas y m < n, entonces al menos una caja no posee objetos”. Si m = 1 entonces, como
1 = m < n, tenemos que un objeto se introduce en por lo menos dos cajas. Por tanto,
una de dichas cajas no posee objetos. Esto muestra que el resultado es valido para
m = 1. Supongamos que el resultado es valido para cada niimero natural s con 1 < s <
r < n. Vamos a mostrar que permanece cierto para r + 1. Consideremos entonces que
r+1 objetos se introducen en n cajas C,Cy, ..., C,_1,C,, donde r+1 < n. Sien la caja
C,, no hay objetos, la prueba termina. Supongamos, por tanto, que en C, hay k > 1
objetos. El resto de los r + 1 — k objetos, se introducen en las cajas Cy,Cy, ..., C,_1.
Como k > 1, tenemos que r +k >r+1,dedonde r +1 — k <r. También r+1 < n
y —k < —1,asi que r +1 — k <n — 1. Luego, por la hipdtesis de induccién completa
aplicada al nimero s = r+1—k, alguna de las cajas C1, (s, . .., C},_1 no tiene objetos.
Esto termina la prueba de 2).

Ahora probamos 3). Supongamos, por tanto, que m objetos se introducen en m
cajas. Es claro que 3.1) implica 3.2). Ahora supongamos 3.2). Si 3.3) es falso, entonces
una caja contiene k objetos, con £ > 1. Las m — 1 cajas restantes, contienen m — k
objetos. Como m—k < m—1, por 2), alguna de dichas m—1 cajas no tiene objetos. Esto
contradice 3.2) y, por consiguiente, 3.3) es verdadero. Esto prueba que 3.2) implica
3.3). Ahora supongamos que 3.3) es cierto. Si 3.1) es falso, entonces al menos una de
las cajas no tiene objetos. Por tanto los m objetos se acomodan en m — 1 cajas. Luego,
por el Teorema 4.1, alguna de estas m — 1 cajas tiene por lo menos dos objetos. Por
tanto, 3.3) es falso. Como esto es una contradiccién, hemos probado que 3.3) implica
3.1). Luego, las afirmaciones 3.1), 3.2) y 3.3) son equivalentes. O

Vamos a ver una forma alternativas mas de enunciar el Principio de las Casillas.
Para esto, consideremos primero un conjunto A. Una particion de A es una familia
{A;: i € I} de subconjuntos no vacios de A, ajenos dos a dos y cuya unién es A. Si,
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por ejemplo A = {1,2,3,4,5}, entonces la familia {{1,2}, {3}, {4,5}} es una particién
de A pues, los conjuntos {1,2},{3} y {4,5} son ajenos dos a dos y su unién es A. En
este caso, A tiene cinco elementos y hemos dado una particion de A que tiene tres
elementos (los conjuntos {1,2},{3} y {4,5}).

El siguiente resultado aparece en [3, Teorema 3-1.8, p. 222|, generaliza [1, Ejem-
plo 7.1, p. 118] y es otra forma mads fuerte del Principio de las Casillas.

Teorema 4.4. Sean n,k,m € N. Si un conjunto con nk + m elementos distintos,
posee una particion con n elementos, entonces un miembro de dicha particion tiene al
menos k + 1 elementos.

Demostracion. En términos de palomas y nidos, el enunciado del teorema equi-
vale a decir que

(%) sink+m palomas ocupan n nidos, entonces algin nido tiene k+1 o méas palomas
descansando en él.

Esta afirmaciéon es més general que la enunciada en el Teorema 4.1 y, de hecho, la
implica pues si p palomas ocupan n nidos y p > n, tomando £k =1y m € N de modo
que p = n +m = nk + m, tenemos que nk + m palomas ocupan n nidos. Entonces,
por (%), un nido tiene k + 1 = 2 o mas palomas descansando en éL.

En términos de objetos en cajas, el enunciado del teorema equivale a probar que

(x%) si nk+m objetos se introducen en n cajas, entonces alguna de dichas cajas tiene
al menos k + 1 objetos.

Podemos probar (xx) por reduccién al absurdo. En efecto, si cada caja tiene a lo
mas k objetos entonces, como tenemos en total n cajas, hemos introducido a lo mas
nk objetos en dichas cajas. Como m es un nimero natural, la cantidad minima de
objetos que tenemos es nk+ 1. Entonces no hemos introducido todos los objetos en las
cajas dadas. De esta contradiccion concluimos que alguna de las cajas tiene al menos
k + 1 objetos.

Supongamos que A es un conjunto con nk+m elementos y que A = {A;, Ay, ..., A, }
es una particion de A con justo n elementos. Lo que estamos afirmando en el teorema,
es que existe ¢ € I, tal que A; tiene al menos k + 1 elementos. Vamos a dar ahora
una prueba por induccién sobre n. Supongamos primero que n = 1. Debemos probar
entonces que si A tiene k+m elementos y si A = {A;} es una particién de A, entonces
A; (el tnico miembro de la particién) tiene al menos k + 1 elementos. Esto es cierto
pues, al ser A una particiéon de A con un sélo elemento, necesariamente A; = A. Por
tanto, el resultado es cierto para n = 1.

Supongamos que el resultado el cierto para n = r y verifiquemos que sigue siendo
cierto para n = r + 1. Sean A un conjunto con (r + 1)k + m elementos y

A= {A17A2> B 7AT‘7AT‘+1}

una particion de A con r + 1 elementos. Si A, tiene al menos k£ + 1 elementos, la
prueba termina (pues lo que hemos de probar es que algin miembro de A tiene por lo
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menos k + 1 elementos y, en este caso, quien cumple con esto es A,,1). Supongamos
ahora que A,,; tiene a lo mas k elementos. Sean

B:A1UA2UUAT y B:{Al,AQ,...,AT}.

Es claro que B es una particién de B con justo r elementos. Ahora bien, como A tiene
(r + 1)k +m elementos y los miembros de A son ajenos dos a dos, B tiene al menos

(r+Dk4+m—k=rk+m

elementos. Si B tiene justo rk + m elementos entonces, por hipétesis de induccion,
algin miembro de B, que también es un miembro de A, tiene por lo menos k + 1
elementos y la prueba termina.

Supongamos que B tiene mas de rk + m elementos. Como
rk+m=r+[r(k—1)+m],

existe C' C B tal que C tiene justo rk + m elementos y C' N A; # () para cada i € I,.
El conjunto C se obtiene eligiendo, para cada i € I, un miembro a; de A; y luego
escogiendo los 7(k— 1) +m elementos restantes de forma arbitraria, en el complemento
B —{ay,as,...,a.}. Entonces

C={CNA,CNA,....CNA}

es una particién de C' con justo r elementos. Por hipétesis de induccion, existe j € I,
tal que C'N A; tiene al menos k + 1 elementos. Como C' N A; C Aj, el miembro A; de
A tiene al menos k + 1 elementos. Esto termina la demostracién. U

Corolario 4.5. Sean k,n, € N y my,mso,...,m, € N tales que

ml—l—mg—l—“-—l—mn
n

> k.

Entonces existe i € I,, tal que m; > k.

Demostracion. Lo que estamos afirmando es que si el promedio de n ntmeros
naturales es por lo menos k + 1, entonces alguno de los naturales es por lo menos
k+1.Sin =1, lo que estamos afirmando es que si ' > k, entonces m; > k. Dicha
afirmacién es cierta. Supongamos que n > 2 y que

my +mg 4+ my,
n

> k.

Entonces m;+mso+- - -+m, > nk, por lo que existe m € N tal que m;+ms+---+m,, =
nk-+m. Supongamos ahora que nk-+m objetos se introducen en n cajas Cy,Cs, ..., C,
de modo que, para cada i € I,, en la caja C; hay m; objetos. Por el Teorema 4.4,
existe ¢ € I, tal que C; tiene al menos k41 objetos. Como C; tiene m; objetos, resulta
entonces que m; > k + 1. O
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Sean n,m € N tales que m > n. Consideremos que m objetos se introducen en n
cajas C1,Cs, ..., C, de modo que, para cada i € I, la caja C; posee m; objetos. Si
cada m; es menor que 7, entonces

m . m m m

non n n
Como esto es una contradiccién, alguna m, es mayor o igual a ”*. De manera similar,
si cada m; es mayor que 7, entonces

m m m m
m=m1+m2+---+mn>—+—+---+—:n<—>:m.
n n n n

De nueva cuenta tenemos una contradiccion, por lo que alguna m, es menor o igual

ue 2. Esto prueba que si m objetos se introducen en n cajas, entonces alguna caja
n )

contiene al menos ™ elementos y alguna otra caja (posiblemente la misma que la
anterior) contiene a lo mas ™ elementos. En términos de particiones, tenemos que si
un conjunto finito con m elementos, posee una particion con n miembros, entonces
un miembro de dicha particién tiene al menos ™ elementos, y otro miembro de la
particion, posiblemente el mismo que el anterior, tiene a lo mas * elementos.

Como los elementos en una caja han de ser niimeros enteros mayores o iguales
a cero y el cociente ™ puede no ser un entero, vamos a formalizar el resultado del
parrafo anterior, utilizando los llamados techo y piso de un ntimero real. Si r € R, es
decir si r es un nimero real, entonces el suelo de r se denota por |[r] y se define como

el entero mas grande que es menor o igual a r. Es decir
7] =max{k € Z: k <r}.

El techo de r se denota por [r] y se define como el entero més pequeno que es mayor
o igual a r. Luego

[r] =min{k € Z: k > r}.

A |r] también se la llama la parte entera de r. Notemos que si r € Z, entonces
[r] = |r] = r. A modo de ejemplo, [2.3] =3, [-2.3] = -2, [2.3]| =2y |-2.3] = —3.

Teorema 4.6. Si m,n,p € N, entonces los siguientes resultados son ciertos.

1) si m objetos se introducen en n cajas y m > np, entonces alguna caja tiene mds
de p objetos;

2) si m objetos se introducen en n cajas, entonces alguna caja tiene al menos [™]
m

objetos y alguna caja tiene a lo mds |™] objetos.

Demostracién. Para probar 1) supongamos que m objetos se introducen en n
cajas y que m > np. Tomemos ¢ € N tal que m = np + ¢. Entonces np + ¢ objetos
se introducen en n cajas y, por el Teorema 4.4, alguna de dichas cajas tiene al menos
p + 1 objetos. Esto prueba 1).

Para probar 2), supongamos que m objetos se introducen en n cajas Cy, Cy, ..., C,.
Como ya mostramos, alguna caja C; contiene al menos * elementos y alguna caja C}
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tiene a lo mds ™ elementos. Si ™ € N, entonces ™ =[] = |™]. Si ™ ¢ N, entonces
existe p € N tal quep—1<2 < p. Luego [7] = p y [%] =p— 1. En cualquier caso
deducimos que la caja C; tiene al menos [™] objetos y la caja Cj tiene a lo més | ™|
objetos. Esto prueba 2). O

Dejamos como ejercicio al lector probar que si m objetos se introducen en n cajas
C1,Cs, ..., C, y my,ma,...,m, > 0 son enteros tales que

m=>my+mg+---+my, —n+1,

entonces, para alguna i € I, la caja C; contiene al menos m; objetos.

4.3. Ejemplos

Vamos a dar ahora una serie de ejemplos en el que utilizamos el Principio de las
Casillas para resolverlos.

Ejemplo 4.7. Probemos que cualquier subconjunto de Iy = {1,2,...,40}, con 21
elementos, posee dos miembros tales que uno de ellos divide al otro. Para resolver este
problema, utilizamos el hecho de que cada ntiimero natural n se puede escribir en la
forma n = 2™¢, donde m > 0 y ¢ es impar. Sea B un subconjunto de I tal que
|B| = 21. Como en el conjunto I hay 20 ntimeros impares, por el Principio de las
Casillas, existen a,b € B tales que a = 2™c y b = 2"c¢ para algunos m,n > 0 y un
impar c. Si m < n, entonces a divide a b, mientras que si n < m, sucede que b divide
a a. O]

Ejemplo 4.8. Vamos a probar que para cada a,b,c € N al menos un elemento del
conjunto
A=A{a,b,c,a+bb+c,a+b+c}

es multiplo de tres. Una forma de resolver esto es utilizando congruencias numéricas
modulo 3. Cada ntimero entero k es congruente, modulo 3, con uno y sélo un entero
f(k) € {0,1,2}. A partir de aqui, una forma de resolver el problema es considerando
todos los casos posibles, atendiendo los residuos que dejan a,b y ¢ al dividirse entre
tres. Los casos a considerar son: los tres ntimeros dados dejan el mismo residuo, los
tres nimeros dejan diferente residuo y dos de los tres nimeros dejan el mismo residuo.
Cada caso se divide en subcasos y, si procedemos con cuidado, podemos resolver el
problema atendiendo cada uno de dichos subcasos.

Utilizando el Principio de las Casillas, el problema anterior tiene una solucién mas
inmediata. Como el conjunto B = {0,a,a + b,a + b + ¢} tiene cuatro elementos y
{0,1,2} tiene tres elementos, por el Principio de las Casillas, existen m,n € B tales
quen <my f(m) = f(n), es decir de modo que m y n dejan el mismo residuo cuando
se dividen entre tres. Luego m y n son congruentes médulo 3 o, equivalentemente, m—n
es multiplo de tres. Ahora bien, las posibilidades para la diferencia m — n, tomando
en cuenta que m,n € B y n < m, son las siguientes: a,a+b,a+b+c¢,b,b+ ¢, ¢, justo
los elementos de A. Tenemos entonces que uno de los elementos de A es la diferencia
m — n, es decir, es multiplo de 3. O]
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Ejemplo 4.9. En una circunferencia consideremos diez puntos pi, ps, ..., p1o y a cada
uno de dichos puntos le asignamos un nimero del uno al diez. Vamos a demostrar
que al menos una de las sumas de los nimeros asignados a tres puntos consecutivos
es mayor que 16. Para cada i € I, sea a; el nimero asignado al punto p;. Entonces
cada a; es un nimero ente 1y 10y, si p; y p; son distintos puntos de la circunferencia,
entonces los nimeros asignados a; y a; son distintos. Hagamos

Sg = ag + ajp +ai, S1p = a0+ a1+ as

y, para toda ¢ € Ig, sea s; = a; + a;11 + a;12. Como cada a; aparece en tres sumas,
tenemos que

31+32+“'+810:3(&1+a2+"‘+&10):3(1+2+"‘+10):3'55:165-

Luego

S1+ S22+ -+ S10 165
= — = 16. 16.
0 0 6.5 > 16

Por el Corolario 4.5, que es una consecuencia de la forma fuerte del Principio de las
Casillas dada en el Teorema 4.4, la desigualdad anterior implica que existe ¢ € I tal
que s; > 16. O]

En el siguiente ejemplo, utilizamos la Regla de la Suma, la Regla del Producto y
el Principio de las Casillas.

Ejemplo 4.10. Consideremos, con las 26 letras minusculas del alfabeto, 500,000 pa-
labras de a lo més cuatro letras (bastan tomar, en realidad, 475,255 palabras, pero
el problema luce mas interesante diciendo que tomamos 500,000 palabras). Algunas
de dichas palabras pueden tener sentido en espanol o en algin otro idioma, como
por ejemplo full, rio, tu, casa, el, tea, mientras que otras palabras pueden no tener
sentido, como abef, yurs, rrft, wxt, etc. Vamos a probar que dos de esas 500,000 pa-
labras son la misma. Notemos que hay 26 palabras de una sola letra. Ademas, por
la Regla del Producto, hay 26 - 26 palabras de dos letras, 26 - 26 - 26 palabras de
tres letras y 26 - 26 - 26 - 26 palabras de cuatro letras. Entonces, por la Regla de la
Suma, hay 26* + 263 + 262 + 26 = 475,254 palabras de a lo més cuatro letras. Co-
mo 500,000 > 475,254, por el Principio de las Casillas, al menos dos de las 500,000
palabras consideras son la misma. O

5. Ordenaciones y Permutaciones

Dado un conjunto finito y no vacio, existen diversas formas de agrupar, distribuir,
seleccionar o escoger sus elementos. En esta seccion, consideramos las ordenaciones con
repeticion, las ordenaciones, las permutaciones y las permutaciones con repeticion. En
las demas secciones veremos otras nociones. Como mostraremos, la siguiente notacion
es util al trabajar con problemas de conteo.

Definicién 5.1. Dada n € NU{0} el factorial de n, denotado por n! se define como
lsin=0ycomol-2-3---nsinelN.
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Por tanto, 0! =1y n! =1-2-3---n. Por ejemplo, 5! =1-2-3-4-5 = 120. En [8, p.
10] al producto
nn—1)n-2)---(n—m+1)

de m factores decrecientes, le llaman el factorial inferior de n de orden m. Cuando
n = m dicho factorial inferior coincide con n! Veremos que el factorial inferior es una
forma de conteo.

Contaremos ahora, y a menos que digamos explicitamente lo contrario, disposi-
ciones lineales de objetos, utilizando las ordenaciones y las permutaciones. Dichas
nociones son importantes para contar y, formalmente, son funciones entre conjuntos
finitos.

5.1. Ordenaciones con Repeticién

Comenzamos con la siguiente definicion.

Definicién 5.2. Sean m,n € N. Una ordenacion con repeticién de n elementos,
tomados de m en m, es una funcién de I,, en un conjunto con n elementos. Al nimero
total de dichas funciones lo denotamos como OR;".

Para simplificar la escritura, a las ordenaciones con repeticion de n elementos
tomados de m en m, las llamaremos simplemente ordenaciones con repeticion de n
en m. En [8, p. 15| a una ordenacién con repeticiéon de n en m se le llama un arreglo
de n elementos tomados de m en m, mientras que en [3, Definicién 3-2.19, p. 241]
se le llama una variacién con repeticiéon de orden m, tomada de un conjunto con n
elementos. Ademds al nimero total de ellas lo denotan con el simbolo V R(n,m). Si
A ={ay,ay,...,a,}, también dicen que una variacién con repeticién de orden m de A,
es una lista ordenada (aq,as,...,a,) de elementos de A (en donde, como indicamos
en la Subseccién 2.4, dos de elementos de dicha lista pueden ser iguales, es decir, se
pueden repetir). Dos de dichas variaciones son diferentes si algin elemento de una de
las dos listas no se encuentra en la otra lista, o bien si las dos listas contienen los
mismos elementos pero en distinto orden (es decir, su orden de lista es distinto).

Todo lo anterior es compatible con lo enunciado en la Definicién 5.2. En efecto, si
A es un conjunto con n elementos y f: I,, — A es una ordenacion con repeticién de
n en m, entonces los elementos de A, f(1), f(2),..., f(m), los podemos pensar como
la sucesién finita (f(1), f(2),..., f(m)). En dicha sucesién finita, dos elementos de A
pueden ser iguales. Si g: I,,, — A es una ordenacién con repeticion denenmy f # g
entonces, como f y g son funciones diferentes y tienen el mismo dominio, sucede que
f(In) # g(I,) o bien f(I,,) = g(I,) y en algin elemento de I, los valores de f y g
son distintos. En el primer caso, cuando los conjuntos

fm) ={f(), f(2),.... f(m)} v g(Lm) ={9(1),9(2),...,9(m)}

son diferentes, algin elemento en uno de f(I,,) o g(I,,) no esté en el otro conjunto.
En el segundo caso, cuando f(I,,) = g(I,,) y existe i € I,, tal que los valores f(i)
y g(i) son distintos, deducimos que los elementos de A seleccionados, son los mismos
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pero aparecen en distinto orden de lista, es decir, fueron puestos en una disposicion
distinta.

Si A ={a,b,c}, prescindiendo de los paréntesis que denotan a una sucesién finita,
las ordenaciones con repeticion de 3 en 2 de A, son

aa, ab, ac, ba, bb, be, ca, cb, cc.

Notemos que OR} denota el niimero de funciones que tienen por dominio al conjunto
I, = {1} y, por contradominio, a un conjunto A = {ay,as} con dos elementos. Si
f:I; — A es una de dichas funciones, entonces el valor f(1) puede ser a; o bien as.
Por tanto, tenemos dos maneras de elegir f(1). Esto implica que OR} = 2. Por otro
lado, OR? es el nimero de funciones que tienen por dominio al conjunto I, = {1,2}
y, por contradominio, un conjunto B = {a;} con un sélo elemento. Si f: I — B es
un de estas funciones, entonces f(1) = f(2) = ay, y sélo haya una forma de construir
tal funcién f. Luego OR? = 1. Por tanto OR} # OR}. En general OR™ y OR?, son
distintos.

Supongamos que A = {aj,as,...,a,} es un conjunto con n elementos y que
f: 1, — A es una ordenacién con repeticion de n en m. Como lo hemos pensado,
para cada i € I, f(i) significa seleccionar uno de los n elementos ay, as,...,a, de

A. Al ser f una funcién, si i,j € I, son distintos las selecciones f(i) y f(j) pueden
ser iguales, es decir, f(i) = f(j) es posible. Por tanto, f(i) se puede seleccionar de n
maneras lo mismo que f(j). Por tanto, hay n maneras para elegir f(1) y, una vez ele-
gido, seguimos teniendo n maneras para elegir f(2), lo mismo que f(3), f(4),... f(m).
Luego, por la Regla del Producto, el nimero de formas en que podemos seleccionar
los valores de f, para asi construir a f, es n™. Una prueba alternativa de este hecho, y
que utiliza la igualdad (7), aparece en [8, Proposicién 1.3.12, p. 9]. Tenemos entonces
el siguiente resultado.

Proposicién 5.3. Para cada m,n € N tenemos que OR]' = n'".

Demostracion. Supongamos que A es un conjunto con n elementos. Aunque ya
mostramos en el parrafo anterior que OR]' = n™, usando la Regla del Producto,
vamos ahora a dar una prueba por induccién sobre m. Si m = 1, entonces OR! es
el numero de funciones de I; a A. Si f: I; — A, hay n maneras de escoger a f(1).
Luego OR! = n = n' y el resultado se cumple para m = 1. Supongamos ahora que la
formula es cierta para m y mostremos que sigue siendo cierta para m + 1. Tenemos
ast que OR™ = n™ y debemos probar que OR™ =™+ Si f: I,,.; — A, entonces
la restriccién de f a I,,, es una funcién de I,,, en A. Por tanto, f se puede pensar como
una extension de una funcién de I, en A. Por hipétesis de induccién, hay OR = n™
funciones de I,,, en A. Dada una de ellas, digamos g: I, — A, hay n maneras de elegir
el elemento g(m + 1), para asi extender g a una funcién de 7,41 en A. Luego, por la
Regla del Producto, hay n™ - n = n™*! maneras de extender una funcién de I, en A,
a una funcion de I,,,1 en A. Esto termina la demostracion. O

De la Proposicién 5.3 se sigue que OR" = n™ y OR}}, = m™. Como los nimeros
n™ y m™ son en general diferentes, sucede que OR]"' v OR}, son, también en general
distintos. Notemos que OR* = 1™ = 1, para todo m € N.
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Retomemos el problema de m objetos distintos que se introducen en n cajas dis-
tintas C1, Cy, ..., C,, que comentamos en la Seccién 4. Sean A = {C},Cy,...,Cy} y
f: I, = A una ordenacién con repeticion de n en m. Podemos pensar que, para cada
i € I, el valor f(i) significa que el objeto i se introduce en la caja f(i). Como f es
una funcién, todos los m objetos pueden ser introducidos en la misma caja, por lo que
pueden quedar cajas vacias. Notemos que f representa una sola manera de introducir
m objetos distintos en n cajas. Entonces, por la Proposicién 5.3,

a) ORI = n™ cuenta el niimero de maneras en que m objetos distintos se introdu-
cen en n cajas distintas.

5.2. Ordenaciones

Supongamos, de nuevo, que A = {ay,as,...,a,} es un conjunto con n elementos
y que f: I,, — A es una ordenacién con repeticién de n en m. Si ahora pensamos
que para cada i, j € I, distintos, las selecciones f(i) y f(j) son diferentes, entonces la
funcion f es inyectiva 'y f(I,,) = {f(1), f(2),..., f(m)} es un subconjunto de A con m
elementos (distintos). Més atun, como f(I,,) C A, tenemos que m = |f(I,)| < |A| = n,
es decir, m < n. Es comun decir, en este caso, que f(I,,) es un arreglo ordenado de
m elementos de A. A las ordenaciones con repeticién que son inyectivas, se les da el
nombre que indicamos a continuacion.

Definicién 5.4. Sean m,n € N. Una ordenacién de n elementos, tomados de m en
m, es una funcién inyectiva de I,,, en un conjunto con n elementos. Al nimero total
de dichas funciones lo denotamos como O;".

Para simplificar la escritura, a las ordenaciones de n elementos tomados de m en
m, les llamaremos ordenaciones de n en m. Supongamos que A es un conjunto con n
elementos. En [4, p. 306], a una ordenacién de n en m se le llama una m-permutacién
de A, mientras que en [8, p. 13] se les llama arreglo de n objetos tomados de m en
m. En [3, Definicién 3-2.12, p. 237] se le llama variacién de orden m, tomada de un
conjunto con n elementos. Ademads al nimero total de ellas lo denotan con el simbolo
V(n,m). Si A = {ay,as,...,a,}, también dicen que una variacién de orden m de
A, es una lista ordenada (aq,as,...,a,) de elementos distintos de A. Dos de dichas
ordenaciones son diferentes si algin elemento de una de las dos listas no se encuentra
en la otra, o bien si las dos listas contienen los mismos elementos pero en distinto
orden (es decir, su orden lista es distinto). Todo esto es compatible con lo enunciado
en la Definicién 5.4, dada en términos de funciones inyectivas.

Consideremos ahora el siguiente resultado, en cuya prueba utilizamos el Principio
de las Casillas.

Teorema 5.5. Si A y B son conjuntos finitos con |A| > |B|, entonces no existe una
funcion inyectiva de A en B.

Demostracién. Si B = (), entonces |B| =0y A # (), pues |A| > |B|. Por tanto,
no existe ni siquiera una funcién de A en B (recordemos que la funcién vacia es
la funcién que tiene como dominio al conjunto vacio). En particular, no existe una
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funcién inyectiva de A en B. Supongamos ahora que B # (). Sean |A| =m y |B| =n
y f una funcién de A en B. Podemos pensar que tenemos m palomas que descansan
en n nidos y que, para cada i € A, el valor f(i) significa que la paloma i descansa en
el nido f(i). Como m > n, por el Teorema 4.1, al menos dos palomas descansan en el
mismo nido. Esto significa que existen i,j € A con i # j tales que f(i) = f(j). Por
tanto, f no es una funcién inyectiva. O

Sean m,n € N. Si m > n entonces, por la Proposicién 5.5, O = 0, es decir
hay cero funciones inyectivas de [,,, en un conjunto con n elementos. Por tanto, para
calcular O], vamos a suponer que m < n y proceder como sigue: supongamos que A
es un conjunto con n elementos. Queremos saber el nimero de funciones inyectivas
f: I, = A. Tenemos n maneras de seleccionar a f(1) y, como f ha de ser inyectiva,
hay n — 1 maneras de seleccionar a f(2), n — 2 maneras de seleccionar a f(3) y, asi
sucesivamente, tenemos n —m+ 1 maneras de seleccionar a f(m). Luego, por la Regla
del Producto, existen

nn—1)(n—-2)---(n—m+1) =

:n(n—l)(n—Q)...(n_m+1>(1-2-(n—m)) n!

1-2-(n—m)

maneras de elegir a f. Luego O = (nf—:n), Recordemos que al producto

nn—1)(n-2)---(n—m+1),
que hemos visto que coincide con O], lo llamamos el factorial inferior de n de orden

m. En el siguiente resultado presentamos una prueba, por induccion, del calculo de
or.

Proposicién 5.6. Para cada m,n € N con m < n, tenemos que

om — n!
" (n—m)!

Demostracién. Supongamos que A es un conjunto con n elementos. De nueva
cuenta, hagamos la prueba por induccién sobre m. Para m = 1, O} es el nimero de
funciones inyectivas de I; en A. Como toda funcién de I; en A es inyectiva, tenemos

que
n!

(n—1)V

asi que el resultado se vale para m = 1. Ahora supongamos que el resultado es

cierto para m, y mostremos que es verdadero para m + 1, donde m + 1 < n. Esto

es, supongamos que O] = (nf—:n), y, utilizando dicha igualdad, debemos probar que

O! =OR. =n'=n=

omtl = W'H))' Como en el caso de la prueba de la Proposicién 5.3, cada funcién
inyectiva de I,,,1 en A, se puede pensar como la extension a I,,,; de una funcién
inyectiva de I, en A. Por tanto, dada una funcién inyectiva en I, en A, debemos
contar de cuantas maneras la podemos extender a una funcién inyectiva de I,,, 11 en A.

Sea pues ¢g: I,, — A una funcién inyectiva. El valor de g en m+1 se debe encontrar en
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el conjunto A — {g(1),9(2),...,g(m)}, pues queremos que la extensién sea inyectiva.
Como A tiene n elementos y, al ser g inyectiva el conjunto {g(1), g(2),...,g(m)} tiene
m elementos, la diferencia A — {g(1), g(2),...,g(m)} tiene n —m elementos (recorde-
mos que m < n, por lo que n —m > 0). Entonces hay n — m maneras de extender g
a una funcién inyectiva de I,,, 11 en A.

Como existen O = (n%n), funciones inyectivas de I, en A y, para cada una de
ellas, hay n — m maneras de extenderla a una funcién inyectiva de I,,,1 en A, por la
Regla del Producto,

n! n! n!

Ot = O m) = e T S T T s e D

Esto termina la demostracion. O

Retomemos el problema de m objetos distintos que se introducen en n cajas distin-
tas C1,Cs, ..., C,. Supongamos que m < n. Sean A ={C,,Cs,...,Cp,}y f: I, = A
una ordenacién de n en m. Podemos pensar que, para cada i € I,,, el valor f(i)
significa que el objeto 7 se introduce en la caja f(i). Como f es una funcién inyecti-
va, objetos distintos se introducen en cajas distintas. Con todo, pueden quedar cajas
vacias, ya que el nimero de cajas es mayor o igual al nimero de objetos. Ademas,
como f es inyectiva, cada caja posee a lo mas un objeto. Entonces f representa una
sola manera de introducir m objetos distintos en n cajas distintas, en el que m < n
y con la condicion de que objetos distintos se introducen en cajas distintas. Entonces,
por la Proposicion 5.6,

. | , .
b) si m < n, entonces O] = ﬁ cuenta el nimero de maneras en que m objetos
distintos se introducen en n cajas distintas, de modo que objetos distintos se
introducen en cajas distintas.

Por el Teorema 5.5, si m > n, entonces hay cero maneras en que m objetos distintos
se introducen en n cajas distintas, si queremos que objetos distintos se introduzcan
en cajas distintas.

5.3. Permutaciones

Supongamos que A es un conjunto con n elementos. A los arreglos ordenados de
todos los elementos de A se les da el nombre que aparece a continuacion.

Definicién 5.7. Sea n € N. Una permutacién de n elementos es una funcion in-
yectiva de [, en un conjunto con n elementos. Al nimero total de ellas lo denotamos
como P,.

Dada n € N como el conjunto I, es finito, por la Proposicion 2.5, las funciones
inyectivas de I,, en un conjunto con n elementos, son justo las funciones biyectivas entre
dichos conjuntos. Luego, una permutacién de n elementos es una funcion biyectiva de
I, en un conjunto con n elementos. Por la Proposicién 5.6,

n! n!

" (n—=n)l 0! "

Escribimos esto en el siguiente resultado.
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Proposicion 5.8. Para cada n € N, tenemos que P, = n!

Dada una coleccién de n objetos distintos, cualquier disposiciéon o arreglo lineal
de dichos objetos es una permutacién de tal coleccion. Por ejemplo, si la coleccion
es {a, b, c}, entonces abe, acb, bac, bea, cab y cba son todas las permutaciones de dicha
coleccién. Partiendo con la coleccion {a, b, ¢}, si en lugar de colocar tres letras a la vez
(de tres en tres, como se suele decir), estamos interesados en colocar dos letras a la
vez (tomar las letras a,b y ¢ de dos en dos), entonces tenemos

3!
2_—:
03_(3—2)!

maneras de realizar esto, a saber, ab, ba, ac, ca,bc y cb.

6

En ocasiones a las ordenaciones de n en m se les llama las permutaciones de n
elementos de tamano m. En la literatura, algunos autores denotan por OR}, y por
O] lo que hemos aqui denotado por OR]" y O], respectivamente. También el simbolo
P(n,m) suele utilizarse para referirse a lo que hemos denotado por O}. Con esta
notacién, P, = P(n,n).

A lo largo de la presente seccién vamos a dar una serie de ejemplos en los que, para
su solucién, requerimos de la nociéon de ordenacién con repeticién, de la de ordenacion
o de la de permutacién. Conviene comentar que en el calculo de OR]" v O;", el orden
es importante.

Ejemplo 5.9. Supongamos que se quiere confeccionar una bandera de tres franjas y
que cada franja puede ser de color rojo, verde, amarillo o blanco, sin importar que
haya mas de una franja del mismo color. Entonces el orden es importante pues no
es lo mismo una bandera cuyos colores en orden son rojo, rojo y amarillo, que una
que tenga esos mismos colores, pero en otro orden, como rojo, amarillo, rojo. Como
podemos repetir cualesquiera de los cuatro colores que tenemos disponibles, si n = 4
representa el nimero de colores con que contamos y m = 3 es el nimero de franjas de
la bandera que queremos confeccionar, entonces OR™ = OR3 = 43 = 64 es el nimero
de maneras de confeccionar dicha bandera. Si ahora se nos dice que no podemos repetir
color, entonces hay O™ = O3 = 2 ; = 4-3-2 =24 maneras de confeccionar dicha

(4-3)
bandera. O]

Si A ={aj,as,...,a,} esun conjunto con n elementosy f: I,, — A es una funcién,
entonces f es una ordenacion con repeticion de n en m. Dado ¢ € I,,, importa el valor
asignado f(i). Para ver esto, consideremos que m = 2 y que tanto f: Iy — A como
g: I, — A son funciones tales que

fD)=ai, [f(2)=as, g(1)=a y ¢2)=ua.

Entonces f(Iy) = g(I2), es decir tanto f como g seleccionan los mismos elementos de
A, a saber ay y as, pero lo hacen en un orden distinto, pues f selecciona primero a;
y luego ao, mientras que g selecciona primero as y luego a;. En términos de objetos
distintos que se introducen en cajas distintas, dadas dos formas de realizar esto, aunque
los objetos terminen en las mismas cajas, no es lo mismo decir que el objeto 1 esta en
la caja C} y el objeto 2 en la caja Cy (lo que hace la funcién f), a que el objeto 1 esta
en la caja Cy y el objeto 2 en la caja Cy (lo que hace la funcién g).
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5.4. Permutaciones con Repeticiéon

En los siguientes dos ejemplos, nos enfrentamos con el problema de calcular or-
denaciones de objetos en los que algunos de sus elementos no se distinguen. Dichos
ejemplos siguen el siguiente esquema.

Definicién 5.10. Supongamos que tenemos k objetos distintos ai,as,...,ar v k
nimeros naturales nq,ns,...,n; tales que

ny+ng 4 g = n.

A las disposiciones lineales de los k£ objetos que se pueden formar de modo que, para
cada i € Iy, a; aparece n; veces, se les llama permutaciones con repeticién de k
objetos con multiplicidades nq,no, ..., ns.

Ejemplo 5.11. El nimero de permutaciones en la palabra COM PUTER es 8! pues
cada una de las ocho letras que forman la palabra COMPUTER es distinta. Sin
embargo, el numero de permutaciones en la palabra BALL no es 4!, pues dos de las
cuatro letras que forman la palabra BALL son iguales. Si dos letras L se distinguen
por L1 y Lo, entonces tenemos 4! = 24 permutaciones de las letras B, A, L1 y Lo, dos
de ellas son por ejemplo L1 LsABy LoL1AB que corresponden a la misma disposicion
LLAB, cuando las letras L no se distinguen. Entonces a cada disposicion en que las
letras L son indistinguibles, le corresponde una pareja de permutaciones con letras L
distinguidas como L; y Ls. Luego el doble del nimero de las permutaciones de las
letras B, A, L, L es igual al nimero de permutaciones de los simbolos B, A, L, L. El
nimero de permutaciones en la palabra BALL es, por tanto, % = 12. Hemos contado
las permutaciones con repeticiéon de 3 objetos (las letras B, A, L) con multiplicidades
1,1,2 (pues hay una letra B, una letra A y dos letras L). ]

Ejemplo 5.12. Analicemos ahora las disposiciones o permutaciones de las seis letras
en la palabra PEPPFER, es decir, el nimero de permutaciones con repeticion en
dicha palabra. Existen 3! = 6 disposiciones con las letras P distinguidas, para cada
disposicion en las que las letras P no se distinguen. Por ejemplo,

P,ER,P,ER, P,EP,P,ER, P,EP,P;ER, P,EP;P,ER, P;EP,P,ER

y P3EP, Py ER corresponden, todas ellas, a PEPPFER cuando eliminamos los subindi-
ces de las letras P. La manera de convencerse de esto, es que para que una disposicién
con las letras P distinguidas, corresponda a una en donde no se distingue dicha letra,
dos letras P distinguidas aparecen una después de la otra y, la tercera, se puede colo-
car en donde se desee. Teniendo 3 letras P, por la Regla del Producto, hay 3-2-1 =16
maneras de colocar las letras P distinguidas.

Ademas, a la disposiciéon PEP, PsER le corresponde la pareja de permutaciones
P E\P,PsFEyRy P EsPoPsEy R cuando se distinguen las letras . En otras palabras,
cada disposicion en que las letras P distinguidas corresponde a una en donde no se
distingue dicha letra, produce 2! = 2 disposiciones en donde las letras E distinguidas
corresponden a la misma disposicién en donde no se distingue dicha letra (dado que
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contamos con dos letras F en la palabra dada). Por tanto

(21)(3!) (permutaciones de las letras de PEPPER) =

= (ndmero de disposiciones de los simbolos Py, Ey, Py, P3, E5, R) = 6!

Luego, el niimero de permutaciones de las seis letras en la palabra PEPPER es

% = 60. Hemos contado, asi, las permutaciones con repeticién de 3 objetos (las
letras P, E, R) con multiplicidades 3,2,1 (pues hay tres letras P, dos letras E y una
letra R). O

Notemos que O)" cuenta disposiciones lineales en las que los m objetos no pueden
repetirse. Para disposiciones con simbolos repetidos o permutaciones con repeticion,
como en las palabras BALL o PEPPFER realizamos lo que enunciamos en el siguiente
resultado.

Teorema 5.13. El numero de permutaciones con repeticion de k objetos con multi-

plicidades ny,ng, ..., Ny €S
n!

(8)

lnol - v |’
ning ng:

donde ny +ng + -+ + ng = n.

Una forma alternativa de considerar el problema de las permutaciones con repeti-
cion es la siguiente: supongamos que tenemos n objetos, con ny de un primer tipo, ns
de un segundo tipo y, asi, ny de un k-ésimo tipo, de modo que

ny+ng+---+n=n.

Supongamos que los objetos del mismo tipo son indistinguibles (podemos tener, por
ejemplo n = 10 canicas de las cuales n; = 4 son azules, ny = 3 son rojas y n3 = 3 son
blancas. Las canicas de cada tipo, color en este caso, son indistinguibles). Entonces

existen
n!

nilng! - - -ny!

disposiciones lineales de los n objetos dados (para nuestro ejemplo con canicas, existen

, . .. .
_4'13%' = 4,200 disposiciones lineales).

La demostracion del Teorema 5.13 sigue las mismas ideas indicadas en los Ejem-
plos 5.11 y 5.12. Con respecto a la forma alternativa, en la palabra BALL, n = 4
(las cuatro letras B, A, L, L), ny = 1 (una letra B), ny = 1 (una letra A) y ng = 2
(las dos letras L) y hay %:2, = 12 permutaciones con las letras de dicha palabra. Con
PEPPER tenemos que n = 6 (las letras disponibles), ny = 1 (una letra R), ny = 3
(tres letras P), ng = 2 (dos letras E) y hay 5= = 60 permutaciones con las letras de
dicha palabra.

Ejemplo 5.14. Consideremos de nuevo las letras de la palabra PEPPFER. Ahora

deseamos el nimero de disposiciones lineales en las que aparecen juntas las tres letras

P. Esto se consigue pensando que solo tenemos una letra P y, por tanto, hay cuatro
41

letras: una P, dos letras F'y una letra R. Entonces hay {5 = 12 disposiciones.
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Ejemplo 5.15. Consideremos, en el plano cartesiano, los puntos a = (2,1) y b = (7,4).
Pensemos que una trayectoria de a a b esta formada por escalones individuales que,
partiendo de @, van una unidad hacia la derecha (D) o una unidad hacia arriba (A),
hasta terminar en b. Por ejemplo la trayectoria DADDADDA es la que se mueve como
sigue: empieza en el punto a, una unidad a la derecha al punto (3, 1), una unidad arriba
al punto (3,2), una unidad a la derecha al punto (4, 2), otra unidad a la derecha para
llegar al punto (5,2), una unidad arriba para obtener el punto (5, 3), una unidad a la
derecha al punto (6, 3), luego otra a la derecha para llegar al punto (7, 3) y, finalmente,
una unidad arriba para llegar a b. Otra trayectoria es, por ejemplo, ADDDAADD.
Notemos que cada trayectoria de a a b necesita de 7 — 2 = 5 movimientos horizontales
a la derecha (es decir, de cinco letras D) y 4 — 1 = 3 movimientos verticales hacia
arriba (es decir, de cuatro letras A). El nimero de trayectorias, segin el Teorema 5.13,

es o = 56. O

Ejemplo 5.16. Consideremos que k € N. Por el Teorema 5.13, el nimero de maneras
en que podemos ordenar los 2k simbolos x1, x1, T2, X3, ..., Tk, T) €s un entero igual a

k) (2k)!
212!0... 2! 2k -

Esto muestra, de manera combinatoria, que para cualquier nimero natural k, el co-

i 2%)! . - L
ciente (2—,3 es un numero natural, afirmacion que podemos también demostrar por

induccion matematica. En efecto, para k = 1, tenemos que

(2k)!  (2)! 2
= ——_ - 1
2k 21 2
es un entero, por lo que el resultado es vélido para k = 1. Supongamos que también
es valido para k. Entonces m = (22]?! es un entero. Luego
2k+1)  (2k+2)!  (2k+2)(2k + 1)(2k)! (2k)!
ST =S = 5 o = (k+1)(2k+1) T (k+1)(2k+1)m

es un entero y, asi, el resultado es valido para k + 1. Hemos probado por induccién lo
que en un principio mostramos de forma combinatoria. [

5.5. Permutaciones Circulares

En la presente subseccién vamos a considerar un tipo diferente de permutacién.
Veamos primero el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5.17. Estamos ahora interesados en acomodar a seis personas en sillas nu-
meradas del 1 al 6. En el asiento 1 se puede sentar cualquiera de las seis personas, en
el asiento 2 cualquiera de las cinco restantes. Asi, por la Regla del Producto, en las
primeras dos sillas el niimero de elecciones es 6 -5 = 30. Continuando de esta manera,
el nimero de elecciones es 6! =6-5-4-3-2-1 = 720. El mismo problema, con cinco
personas, da como respuesta 5! = 120.
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Ejemplo 5.18. Ahora supongamos que deseamos acomodar a seis personas A, B,
C, D, F'y F en una mesa redonda. Convenimos que las disposiciones se consideran
iguales cuando una puede obtenerse de otra mediante una rotaciéon. Por ejemplo, si
nos movemos en el sentido de las manecillas del reloj, los seis arreglos lineales distintos

ABEFCD, CDABEF, BEFCDA, DABEFC, EFCDABy FCDABE

son iguales como arreglos circulares. Cada arreglo circular corresponde a seis arreglos
lineales, por lo que

6 - (nimero de arreglos circulares de A, B,C, D, E, F) =
= (numero de arreglos lineales de A, B,C, D, E, F) = 6!

Luego, hay %’ = 5! = 120 arreglos circulares con las letras A, B,C, D, E y F, es decir,
120 maneras de acomodar en una mesa redonda a las seis personas.

Una manera alternativa de resolver el problema anterior es el siguiente: coloquemos
a la persona A en la mesa. Debemos ahora llenar cinco lugares, digamos que en el
sentido de las manecillas del reloj a partir de A. Notemos que colocar en forma circular
a las personas B, C, D, E' y F es lo mismo que permutar en forma lineal las letras B,
C, D, Ey F,lo cual se puede lograr de 5! maneras distintas. Por tanto, al colocar a la
primera persona, el resto de los elementos quedan, en cierta forma, acomodados. [

Una permutacion circular de n elementos, es un caso particular de una permuta-
cién. Se usa cuando los n elementos se han de ordenar en circulo de modo que el primer
elemento que se sitie, determina el principio y el final de la muestra. Como indicamos
en el Ejemplo 5.18, dos permutaciones circulares se consideran iguales cuando una
puede obtenerse de otra mediante una rotaciéon. Dada n € N, denotamos por PC), el
numero de permutaciones circulares de un conjunto con n elementos. Razonando como
en el caso de acomodar a seis personas en una mesa redonda, si deseamos acomodar
a n personas en una mesa redonda resulta que PC,, = (n — 1)! Escribimos esto en el
siguiente resultado

Proposicion 5.19. Para cada n € N, el numero de permutaciones circulares de n
elementos es PC,, = (n — 1)!

Ejemplo 5.20. Ahora supongamos que tenemos seis personas A, B, C, D, E'y F de
modo que A, By C son mujeres y D, E'y F son hombres. Ahora deseamos acomodar
a las seis personas por parejas hombre-mujer, es decir, de modo que los sexos se
alternen. Como la disposicién es circular, dos disposiciones se consideran idénticas si
una se puede obtener de la otra mediante rotacién. Por tanto, es indistinto la mujer
o el hombre que elijamos al principio, es decir, el que sentemos primero en la mesa.
Coloquemos a la mujer A. A su lado, en el sentido de las manecillas del reloj, hemos
de colocar a un hombre H; y tenemos tres formas de hacer esto. Luego, a su lado,
hemos de colocar a una mujer M, y tenemos dos formas de hacer esto, pues hay tres
mujeres y la mujer A ya estd sentada en la mesa circular. Al lado de M, hemos de
colocar a un hombre Hy y hay dos formas de hacer esto, pues hay tres hombres y el
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hombre H; ya esta sentado en la mesa. Al lado de de Hy hay que colocar a una mujer
Ms y s6lo nos queda una manera de hacer esto, pues las mujeres A y M, ya estan
sentadas en la mesa. Finalmente, al lado de M3 hay que colocar a un hombre Hj y
solo nos queda una forma de hacer esto, pues los hombres H; y Hs ya estan colocados
en la mesa. Asi, hay 3(2)(2)(1)(1) = 12 maneras de acomodar a las seis personas como
se ha indicado. O

5.6. El Conjunto Potencia

Si A es un conjunto, entonces definimos
P(A)={B: B C A}.

A P(A) se le suele llamar el conjunto potencia de A. Notemos que en dicho conjunto
se encuentran todos los subconjuntos de A, incluyendo al conjunto vacio. Utilizando
la cantidad de elementos de ORY, podemos determinar el nimero de elementos de
P(A), suponiendo que A tiene n elementos.

Proposicién 5.21. Si A es un conjunto con n elementos, entonces P(A) tiene 2"
elementos.

Demostracién. Sea O la familia de las funciones de 7, en {0, 1}. Como el conjunto
{0,1} tiene dos elementos, podemos pensar que una ordenacion con repeticién de 2
en n, es una funcién de I,, en {0,1}. Puesto que [,, y A tienen el mismo niimero de
elementos, existe una funcién biyectiva h: A — I,,. Por la Proposiciéon 5.3, O tiene
ORY = 2" elementos. Ahora vamos a definir una funcién biyectiva ¢: P(A) — O.
Si B € P(A), entonces B C A por lo que h(B) C I,. Definimos ¢(B) = fg, donde
fe: I, — {0,1} se define, para = € I,,, como sigue:

)1 siz e h(B);
Jlw) = {o si v ¢ h(B).

Para mostrar que ¢ es inyectiva, tomemos B,C € P(A) de modo que ¢(B) = ¢(C).
Entonces fp = fo, por lo que fp(x) = fo(x) para toda = € I,,. Luego

WB)={z el fsa) =1} = {z € I,: fo(zx) =1} = A(C).

Puesto que h es inyectiva y h(B) = h(C), tenemos que B = C. Esto prueba que ¢ es
inyectiva. Para ver que también es suprayectiva, sea g € O. Entonces g es una funcion
de I,, en {0,1}. Consideremos el conjunto

B={aec A: g(h(a)) =1}.

Notemos que B C A, por lo que B € P(A). Ademas ¢(B) = fsy fs: I, — {0,1}.
Vamos a probar que fp = ¢ por lo que tomemos un elemento « € I,,. Si x € h(B),
entonces existe a € B tal que x = h(a). Luego fg(z) = 1y g(x) = g(h(a)) =1
por lo que fg(z) = g(x). Ahora supongamos que = ¢ h(B). Entonces fg(x) = 0.
Supongamos que g(z) = 1. Como z € I, y h es suprayectiva, existe b € A tal que
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h(b) = x. Luego 1 = g(x) = g(h(b)), por lo que b € B y entonces = = h(b) € h(B), lo
cual es un absurdo. Esto prueba que g(z) = 0 = fg(z). Con esto tenemos que fp =g
y, por consiguiente, ¢ es suprayectiva. Tenemos, asi, que ¢ es biyectiva. Luego F y
P(A) tienen la misma cardinalidad. Por tanto, P(A) tiene 2" elementos. O

En la siguiente seccién calcularemos la cardinalidad de P(A), utilizando argumen-
tos combinatorios. Terminamos la secciéon recordando que O] cuenta disposiciones
lineales en las que los objetos no pueden repetirse. Si se permiten las repeticiones, en

lugar de O] utilizamos OR]' = n™.

6. Combinaciones

Ahora veremos otro tipo de problemas de conteo que se resuelven con la nocién
que indicamos a continuacion.

Definicién 6.1. Sean m € NU {0} y n € N. Una combinacién de n elementos
tomados de m en m, es un subconjunto con m elementos, obtenido de un conjunto
con n elementos. Al numero total de ellas lo denotamos por C}".

Para simplificar la escritura, a las combinaciones de n elementos tomados de m
en m, les llamaremos combinaciones de n en m. Sea A un conjunto con n elementos.
En [4, p. 308] a una combinacién de n en m se le llama una m-combinacién de A y,
en [3, Definicién 3-2.26, p. 244], se le llama una combinacién de orden m, tomada de
un conjunto con n elementos. Si A = {ay,as,...,a,}, también se dice en [3] que una
combinacién de orden m, de A, es una lista {ay,as, ..., a,} de m elementos distintos
de A. Dos de dichas combinaciones se consideran diferentes, si algiin elemento de una
lista no se encuentra en la otra. Si, por ejemplo, n = 3 y A = {ay, as,asz}, entonces
{a1, a2} es una combinacién de 3 en 2. Como conjuntos, {ai,as} = {as,a;}, asi que
{ag, a1} representa la misma combinacién que {a;,as}. Una combinacién distinta de
3 en 2 es, por ejemplo, {ay,as}.

En la literatura, los simbolos C” | C'(n,m) o bien (,}) se usan para designar lo que
hemos denotado por C". En [8, p. 17] se dice que la notacién () fue introducida
por Andreas von Ettingshausen en su obra Die Combinatorische Analysi, publicada
en 1826.

Notemos que si m > n, entonces C]" = 0 pues un conjunto con n elementos tiene
cero subconjuntos con m elementos, dado que m es mayor que n. Por otra parte, C°
indica el nimero de subconjuntos con cero elementos que tiene un conjunto dado de
n elementos. Luego C° = 1, pues el vacio es el tinico subconjunto con dichas carac-
teristicas. Notemos que C]' = 1 pues un conjunto con n elementos posee solamente un
subconjunto con n elementos. A partir de este momento, cuando consideremos a C)",
pensaremos que 0 < m < n, salvo que explicitamente digamos lo contrario.

En la seccién anterior comentamos que, en el calculo de OR;' y de O}, el orden
importa. Ahora, para calcular C}", el orden no importa pues sélo deseamos saber la
cantidad de subconjuntos con m elementos que tiene un subconjunto con n elementos,
y no el orden en que los m elementos se acomodan o se escogen.
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Proposicién 6.2. Para cada m € NU{0} yn € N con 0 < m < n, tenemos que

n!
= ———.
" ml(n—m)!

(9)

Demostracién. Sea A un conjunto con n elementos. Ya comentamos que C? = 1.
Ademas, cuando m = 0, tenemos que

| |
n. n.
1.

ml(n —m)! ~ ol

Por tanto la igualdad (9) se cumple cuando m = 0. Supongamos ahora que m € N.
Denotemos por O a la ordenaciones de los elementos de A, tomadas de m en m, y
por C a las combinaciones de los miembros de A, tomados de m en m. Notemos que
la cardinalidad de O es O] y la cardinalidad de C es C)"'. Definimos una funcién
h: O — C como sigue: consideremos f € O. Entonces f: I, — A es una funcién
inyectiva, por lo que f(I,,) = {f(1), f(2),..., f(m)} es un subconjunto de A con m
elementos, luego f(1,,) € C. Hacemos entonces h(f) = f(I).

Sean f,g € O tales que h(f) = h(g). Entonces f y g son funciones inyectivas de
I, en A tales que f(I,,) = g(I,,). Si fijamos f asi como los miembros del conjunto
{f(1), f(2),..., f(m)}, entonces g lo que hace es permutar dichos miembros, pues

{F(1), f(2),.... f(m)} = {9(1),9(2),..., g(m)}.

A la inversa, si fijamos los elementos del conjunto {f(1), f(2),..., f(m)}, entonces
cada permutacion de dichos elementos determina una funcién inyectiva g: I,,, — A tal

que g(Im) = {f(1), f(2),.... f(m)}.

Consideremos ahora un elemento B € C. Entonces B es un subconjunto de A con
m elementos. Ademas hay P,, = m! permutaciones de los elementos de B. Cada una de
estas permutaciones es un elemento de O, es decir una funcién inyectiva g: I,,, — A,
tal que ¢([,,) = B. En otras palabras, cada elemento de C produce m! elementos
de O. Luego, por la Regla del Producto, la cardinalidad de O es el producto de la
cardinalidad de C por m! Asi m!C]* = O;". Como m! # 0, por la Proposicién 5.6,

1 1 n! n!

m __ m __ —
O = O = -

La prueba dada en el teorema anterior la podemos ejemplificar como sigue.

Ejemplo 6.3. La baraja normal consta de 52 cartas con cuatro palos: tréboles (T
o &), diamantes (D o ¢), corazones (C o Q)) y espadas (E o #). Cada palo tiene
13 cartas: as (A), 2,3,...,9,10, sota (J), reina (Q) y rey (R). Con estas letras y
digitos podemos representar cada miembro de la baraja. Por ejemplo, 2C es el dos de
corazones mientras que JD es la sota de diamantes y AE es el as de espadas. Si nos
piden sacar tres cartas de una bajara normal, una tras otra y sin sustituirlas entonces,
por la Regla del Producto, existen
52!

J— e . .
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posibilidades. Supongamos que ahora nos piden sacar tres cartas a la vez, de modo que
el orden de seleccién de las cartas no sea importante. Entonces al sacar, por ejemplo
AC, 9T y RD (el as de corazones, el 9 de tréboles y el rey de diamantes), las seis
permutaciones de dichas cartas

AC-9T-RD, AC-RD-9T, 9T-AC-RD, 9T-RD-AC, RD-AC-9T y RD-9T-AC

corresponden a una sola forma no ordenada de sacar éstas tres cartas. En otras pa-
labras, cada seleccién de tres cartas, sin tener en cuenta el orden, corresponde a 3!
permutaciones de dichas cartas, en donde tomamos en cuenta el orden. Luego

(3!) - (nimero de selecciones de tamano tres de una baraja de 52 cartas) =
= numero de permutaciones de tamano 3 de una baraja de 52 cartas =
, 52
2491
Luego, el nimero de selecciones de tamano tres de una baraja de 52 cartas, es decir,
C3,, es justo

03, 52
—= = —— = 22,100.
3! 3!49! ’
]
Retomemos el problema de m objetos que se introducen en n cajas Cy,Cs, ..., C,.
Sea A = {C},Cs,...,C,}. Como ya indicamos en la afirmacién b) de la Subseccién 5.2,

si m < ny los m objetos son distintos entonces

n!

o' = ————
" (n—m)!

cuenta el nimero de maneras en que m objetos distintos se introducen en n cajas

distintas, de modo que objetos distintos se introducen en cajas distintas (y, por ende,

en cada caja hay a lo mds un objeto).

Ahora deseamos determinar el nimero k de formas en que m objetos idénticos se
introducen en n cajas distintas, de modo que en cada caja hay a lo méas un objeto.
Supongamos que m < n. Entonces una eleccién de los m objetos idénticos en las n cajas
C1,Cs, ..., C,, produce un subconjunto de A = {C1,Cy,...,C,} con m elementos. A
la inversa, cada subconjunto de A con m elementos, se puede pensar como una forma
en que m objetos idénticos se introducen en n cajas distintas. Esto significa que £
es justo el numero de subconjuntos con m elementos que tiene el conjunto A. Por la
Proposicion 6.2, k = C]". Tenemos, por tanto, que

c) si m < n, entonces CI" = #lm), cuenta el nimero de maneras en que m

objetos idénticos se introducen en n cajas distintas, de modo que en cada caja
hay a lo mas un objeto.

Sim > n, entonces hay cero maneras en que m objetos idénticos se introducen en
n cajas distintas, de modo que en cada caja hay a lo mas un objeto. Mas adelante, en
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la Seccién 8, veremos céomo calcular el nimero de formas en que m objetos idénticos
se pueden introducir en n cajas distintas si no hay mas restricciones, es decir, si
pueden quedar cajas sin objetos y también una caja puede tener méas de un objeto.
Calcularemos también el nimero de formas en que m objetos idénticos se pueden
introducir en n cajas distintas de modo que no queden cajas vacias, es decir, con la
condicién de que cada caja posee al menos un objeto.

6.1. Funciones Estrictamente Crecientes

Supongamos que A es un conjunto con n elementos y que m € N. Hemos visto que
una ordenacion con repeticién de n en m, es una funciéon f: I,, — A, mientras que
una ordenacion de n en m es una funcién inyectiva f: I, — A, y una permutacion
de n elementos es una funcion biyectiva f: I, — A. En esta subseccién, veremos
que las combinaciones de n en m, pueden ser pensadas como funciones especiales de
I, en A. Para esto la nocién que conjunto totalmente ordenado, presentada en la
Subseccion 2.2, jugard un papel importante.

Recordemos que si (B, <g) es un conjunto totalmente ordenado y b, ¢ € B son tales
que b <p ¢, entonces decimos que b es menor que ¢ con respecto al orden total <g. En
la siguiente definicién consideramos funciones, definidas entre conjuntos totalmente
ordenados, que preservan o bien que invierten el orden total de dichos conjuntos.

Definicién 6.4. Sean (B, <pg) y (C, <¢) dos conjuntos totalmente ordenados. Deci-
mos que una funcion f: B — C es

1) estrictamente creciente si para cada b,c € B del hecho de que b <p ¢ se
infiere que f(b) <¢ f(c);

2) estrictamente decreciente si para cada b,c € B del hecho de que b <p ¢ se
infiere que f(c) <¢ f(b).

Como es de esperarse, tanto las funciones estrictamente crecientes como las estric-
tamente decrecientes, son inyectivas, cosa que probamos en el siguiente resultado.

Proposicién 6.5. Sean (B,<p) y (C,<¢) dos conjuntos totalmente ordenados. Si
f: B — C es una funcion estrictamente creciente o bien estrictamente decreciente,
entonces f es inyectiva. En particular, si B y C' son finitos, tenemos que |B| < |C/.

Demostracion. Supongamos que f es estrictamente creciente. Si f no es inyectiva,
entonces existen b, ¢ € B tales que b # ¢y f(b) = f(c). Como <p es un orden total
en B, tenemos que b <pg ¢ o bien ¢ < b. En el primer caso, al ser f estrictamente
creciente, tenemos que f(b) <¢ f(c). En el segundo caso, usando de nuevo que f es
estrictamente creciente, deducimos que f(c) <¢ f(b). Como f(b) = f(c), en cualquier
caso se sigue que f(b) <¢ f(b), lo cual contradice el hecho de que la relacién <o
es antireflexiva. Esto prueba que f es inyectiva. La prueba para el caso en que f es
estrictamente decreciente es similar. Si B y C' son finitos, el resto de la prueba se sigue
del Teorema 5.5. U

En el siguiente resultado, mostrarmos que una combinacién de n en m se puede
considerar como una funcién estrictamente creciente de un conjunto con m elementos
a un conjunto con n elementos.
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Teorema 6.6. Supongamos que (B, <pg) y (C,<¢) son dos conjuntos totalmente or-
denados tales que |B| = m, |C| = n y m < n. Entonces el nimero de funciones
estrictamente crecientes de B en C' es igual al nimero de combinaciones de n en m,
es decir, igual a C)".

Demostracion. Sean £ el conjunto de las funciones estrictamente crecientes de
B en C; y C el conjunto de las combinaciones de n en m que tiene el conjunto C.
Los elementos de C son subconjuntos de C' con m elementos. Vamos a probar que los
conjuntos £ y C son equipotentes. Para esto, vamos a construir una funcién biyectiva
p: & — C como sigue: si f: B — C es una funcién estrictamente creciente, definimos

p(f) = f(B), donde f(B) ={f(b): b€ B}

es la imagen directa de B bajo f. Es claro que f(B) C C. Por la Proposicién 6.5, f
es inyectiva y, como B tiene m elementos, sucede que f(B) tiene m elementos. Luego
o(f) = f(B) € C. Con esto se muestra que la funcién ¢ estd bien definida.

Vamos a probar que ¢ es suprayectiva. Sea D € C. Entonces D es un subconjunto
de C con m elementos. Como (C, <) esté totalmente ordenado, podemos pensar que

los elementos de D son di,ds,...,d, v que, ademas,

dy <c dy <c d3 <¢ -+ <c d. (10)
También podemos pensar que los elementos de B son by, bs, ..., b, y que, ademas

by <p by <p b3 <p -+ =B by (11)

Sea f: B — C' la funcién definida, para cada i € I,,, como f(b;) = d;. Es claro que f
es una funcion estrictamente creciente tal que

p(f) = f(B) ={f(b1), f(b2), ., f(bm)} = {dr,da, ..., dm} = D.

Por tanto f € £y ¢(f) = D. Esto prueba que ¢ es suprayectiva.

Para ver que ¢ también es inyectiva, sean f: B — C'y g: B — C' dos funciones
estrictamente crecientes tales que f # g. Pensemos que los elementos que B son
b1, b, ..., by v que, ademéds se cumple (11). Como f # g podemos considerar el menor
nimero natural j € I, tal que f(b;) # g(b;). Puesto que (C,<¢) estd totalmente
ordenado, f(b;) <c g(b;) o bien g(b;) <¢ f(b;). Supongamos, sin perder generalidad,
que g(b;) < f(b;). Para cada i € I, — {j}, tenemos dos casos: 1 < i < j o bien
Jj <1 < m. Consideremos primero que 1 < i < j. Como g es estrictamente creciente,
tenemos que

bi<pb; vy [f(b)=g(b) <c g(b)).

Por tanto f(b;) <¢ g(bj) para todo 1 <14 < j. Esto implica, por ser < una relacién
antireflexiva, que g(b;) no coincide con los elementos f(b1), f(b2), ..., f(bj—1) que se
encuentran en f(B). Tampoco g(b;) coincide con el elemento f(b;) de f(B). Ahora
bien, si j < ¢ < m usando que f es estrictamente creciente, tenemos que

bi <pbi vy g(bj) <c f(bj) <c f(bi).
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Por tanto g(b;) <¢ f(b;) para todo j < i < m. Esto implica, por ser <¢ una relacién
antireflexiva, que ¢(b;) no coincide con los elementos f(b;+1), f(bj42), ..., f(bn) de
f(B). En consecuencia, g(b;) ¢ f(B). Por tanto,

o(f) = f(B) # g(B) = ¢(9),

probando asi que ¢ es inyectiva.

Hemos demostrado que la funcién ¢: £ — C es biyectiva. Como consecuencia de
esto, los conjuntos £ y C son equipotentes. Luego

€l =l =

Maés atn, cada funcion estrictamente creciente de B en C| tiene asociado bajo ¢ un
subconjunto de C' con m elementos, es decir, una combinaciéon de n en m. Por otro
lado, cada combinacién de n en m, que se puede pensar como un subconjunto de C'

con m elementos, tiene asociado bajo ¢~! una funcién estrictamente creciente de B
en C. 0

Si consideramos ahora que £ es el conjunto de las funciones estrictamente decre-
cientes de B en C' entonces, utilizando una demostracién similar a la que hemos dado,
la misma funcién ¢: & — C es biyectiva (la prueba de la suprayectividad de ¢ sigue
las mismas ideas, ordenando a B y D como en (11) y (10), y definiendo f: B — C
para cada i € I, como f(b;) = dp,—(i—1), para que resulte estrictamente decreciente).
Con esto tenemos también el siguiente resultado.

Teorema 6.7. Supongamos que (B, <pg) y (C,<¢) son dos conjuntos totalmente or-
denados tales que |B| = m y |C| = n. Entonces el nimero de funciones estrictamente
decrecientes de B en C' es igual al nimero de combinaciones de n en m, es decir, igual

aC).

Los Teoremas 6.6 y 6.7 también funcionan cuando m = 0 pues, en dicho caso, el
tnico elemento del conjunto & (ya sea el de las funciones estrictamente crecientes o

bien el de las estrictamente decrecientes de B en (') es la funcién vacia y, ademas,
co—1.

Supongamos que A = {ay,as,...,a,} es un conjunto con n elementos. Definiendo
en A el orden de lista < que describimos en la Subseccién 2.4, tenemos que (A, <) es
un conjunto totalmente ordenado. Para cada m € N con m < n, el conjunto 1, =
{1,2,...,m} posee su orden natural, el cual es un orden total. Tiene sentido, entonces,
considerar funciones estrictamente crecientes o bien estrictamente decrecientes de [,
en A. Ademas, por los Teoremas 6.6 y 6.7, el nimero de funciones estrictamente
crecientes de I,,, en A es igual al nimero de funciones estrictamente decrecientes de
I, en A, y también igual a C)".

Concluimos, por lo comentado en el parrafo anterior que, de haberlo deseado asi,
pudimos haber dicho que dados m € NU{0} y n € N con 0 < m < n, una combinacién
de n elementos tomados de m en m, es una funcién estrictamente creciente de I,,, en
un conjunto A con n elementos, en donde en I, consideramos el orden usual y en A
el orden de lista. También pudimos haber dicho que una combinacién de n elementos
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tomados de m en m, es una funcion estrictamente decreciente de [,,, en un conjunto
A con n elementos, en donde en [,,, consideramos el orden usual y en A el orden de
lista. Ahora bien, cuando interpretamos una combinacién de n en m en términos de
funciones estrictamente crecientes o bien estrictamente decrecientes, jen qué sentido
el orden no importa? Dejamos al lector pensar en esta pregunta.

6.2. Ejemplos

Vamos a dar ahora una serie de ejemplos en el que, para su solucién, la nocién de
combinacion es importante.

Ejemplo 6.8. Si un examen tiene 10 preguntas y hemos de contestar 7 de ellas,
sin importar el orden, entonces hay C7, = 71,—%', = 120 maneras de contestar dichas
preguntas. Si hemos de responder tres preguntas de las primeras cinco y cuatro de las
tiltimas cinco, entonces las primeras tres preguntas se pueden elegir de C2 = 3‘?—;, =10
formas, las otras cuatro preguntas se pueden elegir de Cg = 4‘?—1, = 5 formas. Como
por cada manera de elegir las primeras tres preguntas, hay 5 formas de elegir las
otras cuatro, por la Regla del Producto, hay 10 -5 = 50 formas de elegir las siete
preguntas con las condiciones indicadas. Ahora supongamos que debemos responder 7
de las 10 preguntas de modo que al menos tres deberan ser de las primeras cinco. Para
determinar el nimero de formas en que se puede realizar esto, hay que considerar tres

Casos:

1) Supongamos primero que respondemos justo tres de las primeras cinco preguntas
y cuatro de las tltimas cinco. Dicho caso lo acabamos de resolver y nos dan 50
formas.

2) Supongamos ahora que respondemos justo cuatro de las primero cinco preguntas
y tres de las ultimas cinco. Entonces, como hicimos con el caso anterior, hay
C3 - C3 =50 formas de realizar esto.

3) Supongamos, por tltimo, que respondemos las cinco primeras preguntas y dos de
las tltimas cinco. Entonces, por la Regla del Producto, hay C2-C2 =1-10 = 10
formas de realizar esto.

Como las formas obtenidas en las partes 1), 2) y 3) no se pueden realizar de manera
simultdnea, por la Regla de la Suma, tenemos 50 + 50 4+ 10 = 110 maneras de elegir
las siete preguntas de modo que al menos tres son de las primeras cinco. O

Ejemplo 6.9. Supongamos que una maestra del ITAM debe formar cuatro equipos
A, B, C'y D de nueve mujeres cada uno. Hay disponibles 36 mujeres. Para formar el
equipo A, hay C3s formas. Una vez seleccionado dicho equipo, nos quedan 27 mujeres
para formar el equipo B. Por tanto, hay C3, maneras de formar dicho equipo. Nos
quedan 18 mujeres para formar al equipo C, asi que hay Cf; maneras para esto. Luego
nos quedan 9 mujeres y éstas han de formar al equipo D. Por la Regla del Producto,
la solucion a nuestro problema es

36!27!18! 36!

= = ~_ =92.145 x 10",
0127191819191 — 9191910 510

9 9 9
C36 ’ C27 ’ 018
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Considerando que las 36 mujeres estan alineadas, el problema se puede pensar como
una permutacién con repeticiéon de 4 objetos (los cuatro equipos a formar), con mul-
tiplicidades 9,9,9,9. Hay, por tanto, ﬁ%ﬂgl maneras de formar los cuatro equipos. [
Ejemplo 6.10. Consideremos las once letras de la palabra TALLAHASSFEE. Por el
Teorema 5.13, hay
11!

31212121111!
permutaciones con repeticion. Nos preguntamos ahora por el nimeros de dichas per-
mutaciones en las que no aparecen dos letras A consecutivas. Podemos resolver esto
como sigue: no tomemos en cuenta de momento a las tres letras A. Entonces nos que-
dan ocho letras en donde, en donde hay letras repetidas las cuales, por el Teorema 5.13,
se pueden arreglar de

= 831,600

8!
2121211111
maneras. Para cada una de dichas 5,040 formas, por ejemplo para la palabra

= 5,040

EESTLLSH,

debemos insertar las tres letras A de modo que no haya dos consecutivas. Si distin-
guimos las letras de dicha palabra, obtenemos E; F5S,T L, LS, H. Notemos que hay 9
posiciones para seleccionar las tres letras A: a la izquierda de Fy, entre E; y Es, entre
Es y Sy, entre S; y T, entre T' 'y Ly, entre Ly y Lo, entre Ly v Sy, entre Sy y H y ala
derecha de H. Entonces hay
9!
3 = -
’ 36!
formas de seleccionar las tres letras A. Luego, por la Regla del Producto, hay

84

9,040 x 84 = 423, 360

disposiciones de las letras de la palabra TALLAHASSFEFE en las que no aparecen dos
letras A consecutivas. ]

Hay que tener cuidado, en un problema de conteo, con lo que se llama “recuento
excesivo” o, en otras palabras, con el contar de méas. El siguiente ejemplo indica como
podemos caer en esta situacion.

Ejemplo 6.11. Retomemos el Ejemplo 6.3. Deseamos sacar cinco cartas de manera
que no hayan tréboles. Como la baraja tiene 52 cartas y hay 13 tréboles, debemos
elegir cinco cartas de entre 39 disponibles (las que no tienen trébol). Entonces hay C%5,
maneras de hacer esto. Ahora pensemos que deseamos que en nuestras cinco cartas
elegidas, haya por lo menos un trébol. Para resolver esto, consideremos primero que
en las cinco cartas no hay un trébol. Esto lo acabamos de resolver, y la respuesta es
C%y. Como C%, es el niimero de maneras en que podemos sacar cinco cartas, la resta

C2, — Cay = 2,598,960 — 575, 757 = 2,023, 203

es la solucién del problema. Pensemos ahora el problema de otra manera: para sacar
un trébol de trece disponibles, hay C}; maneras. Nos quedan ahora 51 cartas para
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sacar cuatro de ellas, por lo que hay Cg, maneras de hacer esto. Luego, por la Regla
del Producto, hay
Cly - C8, =13 x 249,900 = 3,248,700

maneras de hacer esto. Nuestro argumento parece razonable y, sin embargo, el resulta-
do obtenido no coincide con el primero. Hay un error de mas de un millén. La razon es
que estamos contando de més. Si, por ejemplo, nuestra primera carta es 3T, entonces
las disposiciones

3T-5T-RT-7C-JE vy 5T-3T-RT-7C-JE

son la misma y, sin embargo, en el segundo argumento dado, las estamos contando
como selecciones distintas, pues solamente nos preocupamos de que la primera carta
elegida fuese un trébol. Esto nos debe de convencer de que hemos contado de mas.

La primera respuesta, aunque correcta, la obtuvimos de un modo indirecto: conta-
mos el nimero de formas en que no se puede realizar lo que queremos y luego restamos.
Este método hay que tomarlo en cuenta, pues en otros problemas puede ser que ten-
gamos que utilizarlo. Una forma alternativa de resolver el problema es el siguiente:
necesitamos ver por lo menos un trébol en nuestras cinco cartas. Consideremos enton-
ces cinco casos, dependiendo de la cantidad de tréboles que veamos. Si deseamos ver
solamente un trébol, entonces las otras cuatro cartas no son tréboles. En este caso,
hay C}, - C4y maneras de hacer esto (de entre trece tréboles hay que escoger solamente
uno, y de nuestras 39 cartas restantes que no tienen tréboles, hay que escoger cuatro).
Si deseamos ver solamente dos tréboles, entonces hay C3; - C3y maneras de realizar
esto (de entre trece tréboles hay que escoger dos, y de nuestras 39 cartas restantes hay
que escoger tres). Si deseamos ver solamente tres tréboles, la respuesta es C5y - C%y, si
deseamos ver solamente cuatro tréboles, entonces hay Cf, - Cy resultados. Si nuestras
cinco cartas han de ser tréboles, entonces hay C}; - C5 resultados. Como los resultados
obtenidos en cada caso son exclusivos, por la Regla de la Suma, el niimero buscado es

5
Cis - Cio+ Cly - Cio + Cly - Oy + Oy - Cgg + Oy - Ty = ) Cly - O35 =
i=1
= (13x82,251)+ (78 x9,139) 4 (286 x 741) 4 (715 x 39) + (1,287 x 1) = 2,023, 203,
justo el que obtuvimos al principio. Si en lugar de cinco cartas, deseamos sacar diez y

queremos que al menos unas de ellas sea un trébol, entonces imitando el procedimiento
que acabamos de mostrar, la respuesta sera

10
2: i 10—i

Cls-Csg
i=1

nimero que ha de coincidir con C1 — C1) (al nimero de maneras de sacar 10 de las
52 cartas, le quitamos el nimero de maneras de no sacar un trébol en nuestras 10
cartas). O

Ejemplo 6.12. Supongamos que una caja contiene 7 bolas: 3 rojas, 2 azules y 2 blan-
cas. Seleccionemos de forma aleatoria tres bolas de dicha caja. Buscamos el niimero
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de formas de obtener al menos dos bolas rojas. Para resolver el problema, vamos a
determinar primero el nimero de formas en que 2 de las tres bolas seleccionadas son
rojas. Como contamos con 3 bolas rojas y hemos de escoger 2 de ellas, el nimero de
formas de realizar esto es C%. La bola restante no ha de ser roja y es cualquiera de las
4 bolas que no son rojas (las 2 azules y las 2 blancas). Por la Regla del Producto, hay
C2 -4 = 12 formas de obtener justo 2 bolas rojas. Ahora bien, el nimero de formas
de obtener las tres bolas rojas, es C3 = 1 asf que, por la Regla de la Suma, el nimero
que buscamos es 12 4+ 1 = 13. O

Decimos que un numero combinatorio es un nimero de la forma C)", donde n € N,
m € NU{0} y m < n. Terminamos la seccién con el siguiente resultado teérico, que
indica un forma especial de multiplicacién de dos niimeros combinatorios.

Proposicién 6.13. Para cada k,m,r € NU{0} de modo que m+k < r, tenemos que

Ch Ok = Ok (12)
Demostracién.
metk E(m+k)—k! (m+E)r—m+k)])  ml k(@ —m—k)
_ 7! (r —m)! _omooh

ml(r —m)! kl(r —m— k)|

U

7. El Teorema del Binomio

Supongamos que el conjunto A tiene n elementos. Notemos que al considerar un
subconjunto B de A con m elementos, entonces consciente o incoscientemente también
estamos considerando un subconjunto de A con n —m elementos, precisamente A — B,
el complemento de los elementos de B. Por hay tantos subconjuntos de A con m
elementos, como subconjuntos de A con n — m elementos o, en simbolos,

cr=crm. (13)
Podemos comprobar algebraicamente la igualdad (13) como sigue:

L n! B n!  m
Ot = (n—m)!(n—(n—-m)) (n—m)m! G

En el siguiente ejemplo vemos una aplicacién de la férmula (13).

Ejemplo 7.1. Retomemos el Ejemplo 5.15, en el que contamos el niimero de trayec-
torias en el plano cartesiano, del punto a = (2,1) al punto b = (7,4). Por trayectoria
de a a b entendemos una sucesion de escalones individuales que, partiendo de a, van
una unidad hacia la derecha (D) o una unidad hacia arriba (A), hasta terminar en
b. Como ya indicamos, cada trayectoria de a a b necesita 5 movimientos horizontales
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a la derecha y 3 movimientos verticales hacia arriba. Por (13), encontrar un subcon-
junto de Ig con 5 elementos, es lo mismo que encontrar un subconjunto de Ig con 3
elementos. Un subconjunto de Ig con 5 elementos, puede verse como la cantidad de
movimientos hacia la derecha que debemos considerar en la trayectoria de a a b. Por
tanto, el nimero de trayectorias de a a b es

8:ﬁ:567

como vimos en el Ejemplo 5.15, en donde razonamos el problema como una permu-
tacion con repeticion de dos objetos con multiplicidades 5,3, para aplicar luego el
Teorema 5.13. W

En el siguiente ejemplo, usamos trayectorias que van del origen a un punto de R2,
para asi dar una interpretacion geométrica de las combinaciones de n en m.

Ejemplo 7.2. Consideremos en el plano cartesiano R?, las poligonales PyP; --- P,
con las siguientes propiedades:

1) para cada i € I,,, U{0}, P; es un punto de R?;

2) paratodai € {0,1,...,m—1}, P,Piy; es el segmento de recta de P; a P;,1; més
aun, si las coordenadas de P; son (x,y), entonces las coordenadas de P,y son
(x+1,y) o bien (x,y + 1).

De acuerdo con 2), para cada i € {0,1,...,m — 1}, el segmento P,P;;; es de
longitud uno y paralelo a uno de los ejes coordenados. La poligonal Py P, - - - P, resulta
ser una trayectoria del punto P, al punto F,,, con las condiciones que indicamos en los
Ejemplos 5.15 y 7.1. Diremos que la trayectoria Py P, - - - P,,, de Py a P, es de longitud
m. Vamos a demostrar que:

() El nimero de trayectorias de longitud m, que parten del origen, es 2™. Més ain,
para cada n,k € N, el nimero de trayectorias que parten del origen y terminan
en el punto (n,k) es CJ .

Sea PyP; - - P,, una trayectoria de longitud m tal que Py = (0,1). Tenemos dos
maneras de elegir el punto P;, a saber P, = (1,0) o bien P, = (0,1). Una vez elegido
Py, volvemos a tener dos maneras para elegir a P y asi sucesivamente. Entonces, por
la Regla del Producto, tenemos 2™ maneras de construir la trayectoria PyP; - - - Py,.
Esto prueba la primera parte de (e).

Para probar la segunda parte, sean n,k € Ny PP, --- P, una trayectoria tal
que By = (0,0) y P, = (n,k). Como vimos en los Ejemplos 5.15 y 7.1, cuando
considerabamos trayectorias del punto (2,1) al punto (7,4), una trayectoria de Py a
P,, necesita de n movimientos horizontales a la derecha y k& movimientos verticales
hacia arriba, pues dado el punto F;, resulta que la abscisa o bien la ordenada de P,
es una unidad mayor a la correspondiente de P;. Esto significa que m = n + k. Por
(13), encontrar un subconjunto de I, con n elementos, es lo mismo que encontrar un
subconjunto de I, con k elementos. Un subconjunto de I,,,; con n elementos, puede
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verse como la cantidad de movimientos hacia la derecha que debemos considerar en
la trayectoria de Py a Pp,. Por tanto, el niimero de trayectorias de Py a P, es C,.

Supongamos ahora que n € Ny m € NU{0} son tales que 0 < m < n. Sea
k € NU {0} tal que n = m + k. Entonces C' = C]',, vy, por (e), el nimero C}"
corresponde a la cantidad de trayectorias del punto (0,0) al punto (m, k). Como k =
n — m, tenemos la siguiente interpretacion geométrica de las combinaciones n en m:

(o) Sean n € Ny m € NU {0} tales que 0 < m < n. Geométricamente, una
combinacién de n en m es una trayectoria en R* de (0,0) a (m,n —m).

O
El siguiente resultado se conoce como el Teorema de Pascal.
Teorema 7.3. (Teorema de Pascal). Sim,n € N ym <n — 1, entonces

oty o, =op (14)

Demostracion. Como n —m > 1, tenemos que
_ _ —1)! (n—1)!
Cm 1 Cm — Cm Cm 1 — (n —

nt T O = G e = T T T i Dl — 1= (m —1))!

B (n—1)! n (n—1)! B (n—1)!(n —m) N (n—1)m
Cmlln—m—1)! (m—D!n-m) mln—m)n—-—m-—1D! m(m—1)(n—m)
(n—1l(n—m) N (n—m  (n-1n-—m)+n—1)!m
ml(n —m)! ml(n —m)! m!(n —m)! B

(n—D(n—m+m) (n—1)(n) n! -
=C)".
ml(n —m)! ml(n —m)!  ml(in—m)!
0
Del Teorema de Pascal se sigue que
crt 4 Cr=Cr, para cada m,n € N con m < n. (15)

Una prueba combinatoria de (15) puede realizarse como sigue: sea
A=A{x,a1,aq,...,a,}

un conjunto con n + 1 elementos. Tomemos m € N con m < n. Entonces C}; es el
nimero de subconjunto de A con m elementos. Si B es uno de tales subconjuntos,
entonces © € B o bien x ¢ B. Por tanto, por la Regla de la Suma, la cantidad de
subconjuntos de A con m elementos, es igual al niimero de subconjuntos de A con
m elementos que tienen a x, mas el nimero de subconjuntos de A con m elementos
y que no tienen a z. Sea C' un subconjunto de A con m elementos y tal que x € C.
Como C' ha de tener m elementos y uno de ellos es x, hay C'™~! maneras de escoger al
resto de los elementos de C. Entonces hay C™~! subconjuntos de A con m elementos
y que tienen a x. Ahora bien, si x ¢ C, entonces C' C {ay,as,...,a,} y, como C ha
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de tener m elementos, hay C]" maneras de elegir a los elementos de C. Por tanto hay
C™ subconjuntos de A con m elementos y que no tienen a z. Esto prueba (15).

Tomemos ahora m € NU{0} y n € N de modo que m < n. Sabemos que CJ* es un
nimero natural pues es justo el nimero de subconjuntos con m elementos que tiene
un conjunto con n elementos. Ahora bien, si sélo pensamos que C)" es la fraccién

n!
m!(n —m)l’

podemos usar el Teorema de Pascal para probar, por induccién sobre n que C]" es
un numero natural. Si n = 1 entonces m = 0 o bien m = 1. En el primer caso
CcY = 0}—1, = 1 es un ntimero natural y, en el segundo caso, C} = 1}—('], = 1 también es
un numero natural. Supongamos que para n — 1 > 0 tenemos que C]" ; es un nimero
natural para toda m € NU {0} con m < n — 1. Mostremos que C!" es un nimero
natural para toda m € NU {0} con m < n. Sea pues m € NU {0} tal que m < n. Si

m = 0, entonces

n! n!

Cm = CO = — = — = 1
n T T O — o)

es un numero natural. Si m = n, entonces
" " n! n!

nl(n —n)!  nl0! a

es un numero natural. Supongamos ahora que 1 < m < n — 1. Entonces 0 <m —1 <
n — 1y, por hipétesis de inducciéon, C™ ; y C'™7' son niimeros naturales. Luego, por
el Teorema de Pascal, C™ = C™ 7' + C™ | es la suma de dos nimeros naturales y, por
tanto, un nimero natural.

A los coeficientes del desarrollo de (a + b)", con a y b ntimeros reales, se les llama
coeficientes binomiales debido al siguiente resultado, conocido como el Teorema del
Binomio

Teorema 7.4. (Teorema del Binomio). Sean a,b € R y n € NU{0}. Entonces

n

(a+b)" =Y Cra"'V'.

=0

Demostracion. Notemos que la suma de los exponentes n—1i e i en cada expresion
a™'b" es n. Ademas, desarrollando la sumatoria, tenemos que

Z C«;Lan—zbz _ CganbO + Crllan—lbl + Csan—ZbZ 4t Cg—labn—l + Cg(lobn. (16)
i=0

Vamos a dar la prueba por induccién sobre n. Para n = 0 tenemos que (a + b)? = 1,
mientras que

n 0
> Cla" T =) Cha"Th = Cla® %" =1,
=0 i=0
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por lo que el resultado se cumple para n = 0. Ahora supongamos que el resultado se
cumple para n = k. Luego

(a+b)* Zc,ga’f .

Para mostrar que el resultado se cumple para n = k41, vamos a admitir que C}; 1=o.
Recordemos que C,’j“ = 0 (un conjunto con k elementos posee cero subconjuntos con
k + 1 elementos). Entonces

(a4 b = (a+b)(a+b)k = (a+b) (Zcz k— 'Lbz> .

k
<Z Chat~ ’bl> +b (Z Cha*~ 1bl> = Z Cra*™ = +> " Cra .

=0 =0
Como C,’j“ = 0, tenemos que

k+1

k
2 Cllcak+1_lbl — E :C,ank—i_l_lbz
=0 i=0

y, como estamos admitiendo que C} =0,

k+1 k+1
Z Cz k—ipitl Z Cllc Lo fetl—ipi — Z Cliflak+1fibi.
i=0
Ademas, por (15), Ci + C;y ' = Cji., para cada i,n € N con i < n. Por otro lado,
R+Cl=140=1=C; v CGM+C=0+1=1=C].
Luego,

k+1 k+1

CL—|—b k41 _ ZCZ k+1— zbz+ZCz k— zb1+1 Zcz k+1— zbz_i_ZCliflakJrlfibi _
=0

k+1 k
D (CLA+Cha T = (O + O + (Z(O,i + C,i_l)ak+1_ibi> +
=0 =1

k
+ (C’,’jﬂ + C’,f)aobk“ _ O]S+1ak+1b0 + (Z O]i+1ak+1—ibi> Ck+1 obk+1 _
i=1

k+1

_ i k+l—ipi
= E Chrqr0 b

1=0

En otras palabras,
k41

CL+ b k+1 ch+1 k+1— zbz

Esto muestra que el resultado se cumple para n = k + 1, y la demostracién termina.
O
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Corolario 7.5. Para cada n € N tenemos que
Oy ClypCOr=2" gy CO-CLHC2-CP4 .-+ (—-1)"C"=0.

Demostracion. Si a = b = 1 entonces, por el Teorema del Binomio,

=0 i=0

Supongamos ahora que a = 1 y b = —1. Entonces, por el Teorema del Binomio,
0=(1-1)"=) Cia"b'=> (~1)'Ch =Ch—Ch+C2—Ci+---+(=1)"Cyl = 0.
i=0 i=0

U

Consideremos ahora, en el desarrollo de (a + )", el sumando C’a"*b". Como ya
indicamos, la suma de los exponentes de a y b es n. Ademas podemos pensar que
a™ b’ es una palabra que tiene 7 letras b y n — i letras a. Vamos a calcular el nimero
de formas en que podemos elegir n letras entre a y b, de las cuales i de ellas deben ser
b (esto obliga que las n —i restantes han de ser letras a). Como el orden para elegir las
i letras b no importa, la respuesta es C, justo el coeficiente de C*a™ 'b'. Asi pues, si
con las letras a y b hemos de formar palabras de n letras, la férmula (16) puede leerse
como sigue: el niimero de palabras que tienen 0 letras b por la expresién a™b°, més el
nimero de palabras que tienen 1 letra b por la expresiéon @™ 'b', més el nimero de
palabras que tienen 2 letras b por la expresiéon a" 2b? y, asi sucesivamente, hasta el
ntimero de palabras que tienen n letras b por la expresién a’b”.

Ejemplo 7.6. Del Teorema del Binomio se sigue que el coeficiente de 2°y? en el
desarrollo de (z +y)7 es C2 = ;o = 21. Consideremos ahora (2a — 3b)". Queremos
saber el coeficiente de a®h?. Hagamos z = 2a y y = —3b. Entonces

Por tanto z°y* = 2°(—3)2a°b*. Por el Teorema del Binomio, el coeficiente de x%y? en
el desarrollo de (x + y)° es C2 = 21. Luego, el coeficiente de a®b* en el desarrollo de
(2a — 3b)" es 21(2)°(—3)2. O

Supongamos que A es un conjunto con n elementos. En la Proposicion 5.21, proba-
mos que el conjunto potencia de A, P(A), tiene 2" elementos. Dada i € {0,1,...,n},
A posee C! subconjuntos con ¢ elementos. Luego, por la Regla de la Suma y el Coro-
lario 7.5, P(A) tiene

Co+Chd--+Cp=2"

elementos. Una forma alternativa de obtener esto es la siguiente: sea C' un subconjunto
de A. Para cada x € A hay dos opciones con respecto a C, a saber: x € C o bien
x ¢ C. Como tenemos n elementos en A y cada uno de ellos produce dos opciones con
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respecto a C, por la Regla del Producto, hay 2-2---2 = 2" opciones para elegir a C'
Entonces P(A) tiene 2" elementos.

El siguiente resultado generaliza el Teorema del Binomio y se conoce como el
Teorema Multinomial.

Teorema 7.7. (Teorema Multinomial). Si n,k € N, entonces en el desarrollo de

(x1+ 22+ + )",

. ni_.no _ns ng
el coeficiente de x7'wy’xs® - - x,." es
n!
Inol... 1’
ning Nng:
donde, para cada i € {1,2,... k}, tenemos que n; es un entero tal que 0 < n; <ny
ny+ng+---+ng=n.
Demostracién. El coeficiente de 27" z52x5® - - - 7% es igual al nimero de maneras
en que podemos formar, con las letras 1, o, ..., 2z, una palabra de n letras de las

cuales n; han de ser letras x1, no han de ser letras o, y asi sucesivamente, n; han de
ser letras . Para elegir a z; tenemos C'* formas. Una vez que escogimos las n, letras
1, nos quedan n —n; lugares para escoger ns letras x,. Esto se puede lograr de C}2,,,
maneras. Ya que escogimos las ny letras x; y las ny letras xo, nos quedan n — n; — no
lugares para escoger ns letras 3. Esto se puede lograr de C)?

% i —n, Maneras, y asi
sucesivamente. Por tanto, el coeficiente buscado es

O:Lll Cginl Czinl—ng e Cgﬁnl—nz—...—nk,l =
nl(n—n)l(n—ny —na)l(n—ny —ng—ng)!---(n—ny —ng — ... —ng_q)! B
Sl —n)!(n—ny —ng)l(n—n1 —ng —ng)! - (n—ny —ng — ... —my_y)!

n!
O
La expresién
n!
nylng! - my!’

que corresponde al nimero de permutaciones con repeticién de k£ objetos con multipli-
cidades ny,ng, ..., n; (donde la suma de dichas multiplicidades es n), suele denotarse
como CPm2-" y se llama el coeficiente multinomial, por aparecer como coeficiente
en el desarrollo de (z1 + x5 + -+ 4+ %)™, Asi pues

|
Cmneg,ne n
n

Como indicamos en la prueba del Teorema 7.7, C'"2" es el nimero de formas de
itroducir n objetos distintos en k cajas distintas, de manera que en cada una de esas
cajas hay n; objetos.
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Vamos a escribir, para n,m € NU {0} con m < n, () en lugar de C". Estos

nuameros se pueden acomodar en lo que se conoce como el triangulo de Pascal:

0 G
H 6 6

G G @
o O 6 6 6O 6 6

Cada renglén tiene los coeficientes en el desarrollo del binomio (a+b)". Calculando
los valores de (), el tridngulo de Pascal toma la siguiente forma.

El triangulo de Pascal tiene muchas propiedades interesantes, y muchas de ellas apa-
recen en el libro [9]. Por ejemplo, en dicho tridngulo, cualquier diagonal que empiece
en un extremo del tridngulo, y de la longitud que sea, cumple la siguiente propiedad:
la suma de todos los nimeros que la integran se encuentran justo debajo del tltimo
de ellos, en la diagonal contraria. Por ejemplo

(8)+(9)+(3)=(3)

mientras que

En general
(6)+ ("7 + ("52) -+ (1) = (") (17)



() + () + () -+ () = (1) (18)
Dejamos al lector la prueba de (17) y (18), utilizando la igualdad (15). Por el
Corolario 7.5 y la igualdad (13), tenemos que

0=C)—CL+C2—Cit -+ (=1)"Cp=> (-1)'Cl=> (-1)'C;. (19)

1=0 i=0

Terminamos la seccion con el siguiente resultado, que dejamos como ejercicio al
lector.

Teorema 7.8. St m,n € N ym < n, entonces

Y (=1iCr (n—im=0. (20)

=0

8. Combinaciones con Repeticién

Cuando se permiten repeticiones, hemos visto que para n objetos distintos, una
disposiciéon de tamano m de éstos objetos puede obtenerse de n™ formas, segin la
Proposicién 5.3. El concepto andlogo, en el caso de las combinaciones, es el que se da
a continuacion.

Definicién 8.1. Sean m,n € N. Una combinacién con repeticiéon de n elementos
tomados de m en m, es una lista de m elementos que pueden formarse con los n dados,
sin tomar en cuenta el orden y de manera que dos elementos de dicha lista se pueden
repetir. Al nimero total de ellas lo denotamos por C'R".

Para simplificar la escritura, a las combinaciones con repeticién de n elementos
tomados de m en m, les llamaremos combinaciones con repeticion de n en m. En la
Subseccion 2.4 dimos el concepto de sucesion finita, asi como la manera de denotarla.
En dichos términos, si A es un conjunto con n elementos, entonces una combinacion
de n en m es una sucesion finita (sq, S, ..., Sy) de elementos de A, inmune al orden.
Esto significa que dos sucesiones finitas (s, S2,...,8m) ¥ (t1,t2,...,ty) se consideran
iguales si cada elemento de la primera lista aparece en la segunda, y cada elemento
de la segunda lista aparece en la primera (en simbolos si para cada i € [,,, existe
j € I,, de modo que s; = t; y, para cada i € I, existe j € I, tal que t; = s;).
En otras palabras, las sucesiones finitas (s1, s, ..., Sm) ¥y (t1,t2,. .., t;) son diferentes
si algin elemento de una de las dos no se encuentra en la otra. Ahora bien, al ser
(81,82, ..., 8m) una sucesién finita, sus elementos se pueden repetir.

Si A = {a,b,c}y, prescindiendo de los paréntesis que denotan a una sucesion finita,
ya comentamos que las ordenaciones con repeticién de 3 en 2 de A, son

aa, ab, ac, ba, bb, bc, ca, cb, cc.
Las combinaciones con repeticion de 3 en 2 de A son

aa, ab, ac, bb, bec, cc.
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Ahora ab y ba se consideran iguales, pues en las combinaciones con repeticién no
importa el orden. Sin =4y A = {ay, as,a3,a4} entonces, retomando los paréntesis,
(a1, a1, a9,as,a3) es una combinacién con repeticién de 4 en 5, mientras que

(a17a27a3)7 (alaa/an’Q) y (a17a17a3)
son combinaciones con repeticion de 4 en 3.

En [3, p. 250] al nimero de combinaciones con repeticién de n en m lo denotan
con el simbolo C'R(n, m). Vamos a utilizar el mismo simbolo en el presente trabajo.

Hemos introducido tres conceptos combinatorios con el apellido “repeticién”: las
permutaciones con repeticion, las ordenaciones con repeticion y las combinaciones
con repeticiéon. Conviene compararlos y, para esto, utilizaremos las letras k,m y n,
asf como un conjunto A = {aj,as,...,a;} con k elementos. Si tenemos k nimeros
naturales nq,ns,...,n; de modo que

n1+n2+---+nk:n,

entonces un permutacién con repeticion de A, con multiplicidades ny, ns, ..., ng, es
una disposicién lineal de los elementos de A en donde, para cada i € I}, el elemento
a; de A aparece n; veces. Tal disposicién lineal se puede pensar como una sucesion
finita (s1,S2,...,5,) de elementos de A en donde, para cada i € Iy, n; términos de
dicha sucesién finita son iguales. El apellido “repeticién” que aparece en la nocién de
permutacién con repeticién, se aplica a la cantidad de veces (o multiplicidad) en que
se repite cada elemento de A.

Una ordenacion con repeticién de k& en m, la podemos pensar como una funcién
f: 1, — A, donde |A| = k. Como ya comentamos esto es lo mismo que considerar
una sucesion finita (s, sg,...,s,) de elementos de A, en donde dos de ellos pueden
ser iguales y el orden importa. El apellido “repeticién” que aparece en la nocién
de ordenacion con repeticién, se aplica al hecho de que los elementos de A pueden
repetirse.

Una combinacién con repeticion de k en m es una sucesion finita s: I,,, — A, donde
|A| = k. Ya indicamos que la sucesién finita la podemos escribir como (s1, S, . . ., Sm)-
La diferencia ahora estd en que la sucesion finita (s1, sa, ..., S;,) €s inmune al orden,
cosa que no sucede con las ordenaciones con repeticién de k en m. El apellido “repe-
ticién” que aparece en la nocién de combinacién con repeticién, también se aplica al
hecho de que los elementos de A pueden repetirse.

Retomemos las letras n y m que aparecen en la nociéon de combinacion con re-
peticion de n en m. Antes de dar una férmula para C'R]', vamos a ver dos formas
alternativas de considerar a las combinaciones con repeticion de n en m. Para explicar
la primera forma, sea A = {aq, as, ..., a,} un conjunto con n elementos. Consideremos

todos los monomios de la forma
al'ay’---a¥, donde y; > 0 para cada i € I,. (21)

Para toda ¢ € I,, podemos pensar que el elemento a; de A aparece y; veces, para
construir el monomio (21). El siguiente resultado es facil de probar.
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Proposicion 8.2. El problema de encontrar el nimero de combinaciones con repeti-
cion de n en m, es equivalente al de encontrar el nimero de monomios de la forma
(21).

En [8, p. 19] se calcula el nimero de monomio de la forma (21). Pudimos haber
dicho, si asi nos convenia, que una combinacién con repeticién de n en m es un mono-
mio de la forma (21). En el siguiente resultado vemos la segunda forma de considerar
las combinaciones con repeticién de n en m.

Proposicion 8.3. El problema de encontrar el nimero de combinaciones con repe-
ticion de n en m, es equivalente al de encontrar el niumero de soluciones enteras no
negativas de la ecuacion

r1+To+ -+, =m, donde x; > 0 para cada 1 <1 < n. (22)
Demostracién. Sean A = {ay,as,...,a,} un conjunto con n elementos y
(817 D R Sm)

una sucesiéon finita en A. Para cada i € I, sea y; el numero de veces que aparece el
elemento a; de A en (s1, S9, ..., Sy). Entonces 0 < y; < m, para toda i € I,,. Ademads

Y1ty t -ty =m

pues, contando repeticiones, s(I,,) tiene m elementos. Notemos que yi, 9o, ..., Y, €S
una solucion entera no negativa de la ecuacion xy +xo+- - -+, = m. Con esto hemos
demostrado que cada combinacién con repeticion de n en m produce una solucién
entera no negativa de la ecuacion zy + x9 + - -+ + x, = m.

Consideremos ahora una solucién entera no negativa yi, s, ..., y, de la ecuacion
1+ 29+ +x, =m. Sea s: I,, = A la sucesién finita cuyos primeros y; términos
son aqp, sus siguientes y, términos son as y asi sucesivamente, sus tltimos 1, términos
son a,. Esquematicamente, s es la sucesion finita

(glaa'lw"7a1792aaf2a'"7a27"'aa'naa'na"‘7an)-

J

-~ -~ -~

Y1 Y2 Yn

Como y; + y2 + ... + Ym, sucede que s es una combinaciéon con repeticion de n en
m. Hemos probado, con esto, que cada solucién entera no negativa de la ecuacion
x1+ x93+ - - - + x, = m produce una combinacién con repeticion de n en m. Luego, el
nimero de combinaciones con repeticion de n en m, es igual al nimero de soluciones
enteras no negativas de la ecuacién x1 + 9 + - - - + x,, = m. OJ

La correspondencia que hemos establecido en la prueba de la Proposicién 8.3 hace
ver que, de convenir, podemos decir que una combinacién con repeticion de n en m
es una solucién entera no negativa de la ecuacién que aparece en (22).

Vamos ahora a calcular el nimero de soluciones enteras no negativas de una ecua-
cién como la que aparece en (22).
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Ejemplo 8.4. Determinemos el niimero de soluciones enteras de la ecuacion
T1+To+a3+24=7, donde z; > 0 para cada 1 < i < 4.

Con respecto a la Proposicién 8.3, n =4 y m = 7. Una solucion de la ecuacion lineal
dada es x1 = 3, 19 = 3, v3 = 0 y x4 = 1, la cual se considera diferente a la solucion
r1 =1, 19 =0, z3 = 3y x4 = 3, aunque se utilicen los mismos cuatro digitos 0,1,3,3
en otro orden. El problema lo podemos pensar como si quisiéramos repartir 7 monedas
entre cuatro personas y la solucién xy = 3,29 = 3,23 = 0 y x4 = 1 significa que a la
primera persona le hemos dado tres monedas, a la segunda otras tres monedas, nada
a la tercer persona y una moneda a la cuarta persona. De esta manera, cada solucion
entera y no negativa de la ecuacién

$1+$2+$3+I4:7,

corresponde a una seleccién con repeticiéon de 10 simbolos, 7 del tipo x y 3 del tipo |.
Por ejemplo,
X X X| X X x|[x

es una de tales representaciones, la cual corresponde a la solucién x1 = 3, 19 = 3, 3 =

0 y z4 = 1. El problema entonces se reduce a determinar el nimero de disposiciones

lineales de 10 simbolos en donde 7, el niimero de monedas, son del tipo X y 3 =4—1,

el nimero de personas menos uno, son del tipo |. Por el Teorema 5.13, la respuesta es
10! . 10(9)(8)(7)

1= Ch= "1y =)® =120

Consideremos ahora el siguiente ejemplo.

Ejemplo 8.5. Supongamos que m estudiantes del [ITAM han de elegir entre n objetos.
Por ejemplo siete estudiantes han de elegir entre comer una hamburguesa (h), un taco
(t), un sandwich (s) o un hot dog (d). Queremos determinar el nimero de articulos
que se consumieron y no el orden en que se adquirieron. Una posibilidad es que los
siete estudiantes eligieron una hamburguesa. Separemos los articulos h, t, s y d con el
simbolo | y las personas con el simbolo x. Entonces

X X | x x| x x|x

significa que las primeras dos personas eligieron una hamburguesa, las otras dos un
taco, las otras dos un sandwich y la ultima persona un hot dog. Como tenemos cuatro
articulos (a saber h, t, s y d), hay que usar tres simbolos | y también hay que usar
siete simbolos X pues hay siete personas. Partiendo de la seleccidén x x | x x| x x|x,
moviendo los simbolos | podemos obtener otra seleccién como

[| X X X X x| x X,

la cual significa que no se eligieron hamburguesas ni tacos, que cinco personas eligieron
un sandwich y dos un hot dog. El problema entonces se reduce a determinar el niimero
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de disposiciones lineales de 10 simbolos, en donde 7 son del tipo X y 3 = 4 - 1 del tipo
|. Por el Teorema 5.13, la respuesta es
10! - 10(9)(8)(7)

1= Ch= "y =R)® =120

Luego, CR] = C],,_, = C], = 120, como en el ejemplo anterior. H

En general, cuando queremos elegir, con repeticion, m de n objetos distintos (por
ejemplo, que las siete personas elijan entre los cuatro objetos distintos h, t, s y d),
estamos considerando todas las disposiciones lineales de n+m — 1 simbolos, en donde
m son del tipo x y n — 1 son del tipo |. Por el Teorema 5.13, el cual cuenta las
permutaciones con repeticion de dos objetos con multiplicidades m y n — 1, el niimero
de combinaciones con repetriciéon de n en m es

" _ (n+m-—1)!
mmel T ol (n - 1)

(23)

Escribamos esto como una proposicion.

Proposicion 8.6. Si m,n € N, entonces

(n+m—1)!
CR=C" =
" nm=l ml(n —1)!
Notemos que
(n+m—1)!
CR,, =C} =
" mn—l nl(m —1)!

Luego CR;' v CR} son, en general, nimeros distintos. Es por tanto importante, en
un problema de combinaciones con repeticiéon, tener claro quién es n y quién m. Puede
suceder que m sea menor o igual a n o bien que m sea mayor que n. Sin € Ny m = 0,
tenemos que C, , = CY_; = 1. Por otra parte, el nimero de soluciones enteras
no negativas de la ecuacion x; + xs + ... + z, = m = 0 es uno, justo aquella en la
que 1 = o = -+ = x, = 0. Podemos admitir, por la Proposicion 8.3, que la nocién
de combinacién con repeticion de n en m, también vale cuando m = 0, en cuyo caso
definimos

CRY =1.

En tal situacion, el cdculo de C'RY también lo podemos efectuar con la férmula C7, .
cambiando m por 0.

Proposicion 8.7. Dados dos niumeros naturales n y m, los siguientes problemas son
equivalentes:

1) El ndmero de soluciones enteras no negativas de la ecuacion
r1+To+ -+, =m, donde x; > 0 para cada 1 <1 < n.

2) El nimero de combinaciones con repeticion den enm, es decir, CR) = C)". .
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3) El numero de selecciones con repeticion, de tamano m de una coleccion de ta-
mano n.

4) El nimero de formas en que m objetos idénticos se pueden introducir en n cajas
distintas.

Demostracién. La equivalencia entre las afirmaciones 1) y 2) es la Proposicién 8.3.
La afirmacion 3) es una reformulacién de la 2). Si m objetos idénticos se introducen en
n cajas distintas C1, Cs, ..., C, entonces, para cada i € I,, sea x; el nimero de objetos
que se introdujeron en la caja C;. Luego 0 < z; < my

1+ Lo+ +x, =m.

Por tanto, una introduccién de m objetos idénticos en n cajas distintas produce una
solucién entera no negativa de la ecuacion x; + xo + --- + x, = m. A la inversa, si
Y1,Y2, - - -, Yn €S una solucion entera no negativa de la ecuacion r1 +z9+--- 4+, =m
entonces, para cada i € I,,, pensemos que la caja C; posee y; objetos. Se ha producido
entonces una forma de introducir m objetos idénticos en n cajas distintas. Esto prueba
que las afirmaciones 4) y 1) son equivalentes. Con todo, tenemos que las afirmaciones
1), 2), 3) y 4) son equivalentes. O

Como las afirmaciones 2) y 4) son vélidas

. m __ vm _ (n+m-1)! p
d) sin,m € N, entonces CR) =C", | = iy cuenta el nimero de maneras

en que m objetos idénticos se introducen en n cajas distintas.

En el proceso descrito en d), bien pueden quedar cajas vacias y una caja no vacia
puede tener méas de un objeto. Como ya indicamos, el problema indicado en d), equivale
a la afirmacién 1) en donde las incégnitas xi, s, ..., x, toman valores mayores o
iguales que cero. Cuando una de dichas incégnitas toma el valor 0, entendemos que
una de las n cajas qued6 vacia. Si el nimero de maneras de introducir m objetos
idénticos en n cajas distintas, es el mismo que el nimero de soluciones enteras no
negativas de la ecuacién x; + x5 + - - - + x,, = m, entonces el nimero de maneras de
introducir m objetos idénticos en n cajas distintas, de modo que no queden vacias, es
el mismo que el niimero de soluciones enteras positivas de la ecuacion

T1+x04+ - +x,=m, donde z; > 1 para cada 1 < i < n.

El hecho de que cada incognita tome valores mayores o iguales que 1, indica que cada
una de las caja tiene por lo menos un elemento. En el siguiente ejemplo, resolvemos
el problema anterior en términos de la ecuacion lineal indicada.

Ejemplo 8.8. Paran,m € N con n < m, vamos a determinar el niimero de soluciones
enteras positivas de la ecuacién

T+ T+ -+, =m, donde x; > 1 para cada 1 <i < n.

Hagamos y; = x; — 1 para cada i € {1,2,...,n}. Entonces nuestro problema equivale
a determinar el nimero de soluciones enteras no negativas de la ecuacion

Y1 +y+- Yy, =m-—n, donde y; > 0 para cada 1 <17 < n.
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Dicho ntimero es, como ya sabemos,

_ N _ (m—1)!
n nt(m—n)-1 L (m—n)!fm — 1 — (m —n)]!
_ (m —1)! _ (m —1)! _ ot
(m—n)!l(n—1!"  (n—1!(m—n)! mel
Asi pues, O™~} = C™~" es el niimero de soluciones enteras positivas de la ecuacién
1+ Lo+ +x, =m.
O

De esta manera,

e) sin,m € Nyn <m, entonces C"~}, = C" I = % cuenta el nimero de

maneras en que m objetos idénticos se introducen en n cajas distintas, de modo
que no queden cajas vacias.

A modo de resumen, si m objetos se introducen en n cajas, entonces

1) cuando los m objetos son idénticos y las n cajas son distintas, tenemos lo si-
guientes casos:

1.1) por la afirmacién c) de la Seccién 6, si m < n, entonces

n!

On' = m!(n —m)!

cuenta el nimero de maneras en que m objetos idénticos se introducen en
n cajas distintas, de modo que en cada caja hay a lo més un objeto;
1.2) por la afirmacién d),

m o m ~(n4+m-—1)!
OB = Cnm = Sl =D

cuenta el nimero de maneras en que m objetos idénticos se introducen en
n cajas distintas (pueden quedar cajas vacias y una caja no vacia puede
tener mas de un objeto);

1.3) por la afirmacién e), si n < m, entonces

B (m—1)!
(n—1D!Y(m—n)!

cuenta el nimero de maneras en que m objetos idénticos se introducen en
n cajas distintas, de modo que no queden cajas vacias.

2) cuando los m objetos son distintos y las n cajas son distintas, tenemos los si-
guientes casos:
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2.1) por la afirmacién a) de la Subseccién 5.1,
OR =n"

cuenta el nimero de maneras en que m objetos distintos se introducen en
n cajas distintas (pueden quedar cajas vacias y una caja no vacia puede
tener mas de un objeto);

2.2) si m < n, por la afirmacién b) de la Subseccién 5.2,

n!
o= ——
" (n—m)!
cuenta el nimero de maneras en que m objetos distintos se introducen en
las n cajas distintas, de modo que objetos distintos se introducen en cajas
distintas (en cada caja hay a lo més un objeto);

2.3) en la afirmacién f) de la Seccién 10, contaremos el nimero de maneras en
que m objetos distintos se introducen en n cajas distintas, de modo que no
queden cajas vacias (Teorema 10.4).

En (25) daremos una férmula para calcular el nimero de maneras en que m objetos
distintos se introducen en n cajas idénticas. Cuando los m objetos y las n cajas son
idénticos, no presentaremos una férmula que calcule el niimero de formas en que los m
objetos se introducen en n cajas. Para esto hay que hablar de las reglas de recurrencia,
tema que aparece en el Capitulo 10 de [5].

En el siguiente ejemplo resolvemos el problema de introducir m objetos idénticos
en n cajas distintas, de modo que cada caja tenga mas de a; objetos.

Ejemplo 8.9. Para n,m € Ny ay,as,...,a, € NU{0} con a; +as + -+ + a, < m,
vamos a determinar el ntimero de soluciones enteras positivas de la ecuacién

r1+To+ -+, =M, donde x; > a; para cada 1 <i < n.

Hagamos y; = z; — a; para cada i € {1,2,...,n}. Entonces nuestro problema equivale
a determinar el niimero de soluciones enteras no negativas de la ecuacion

m+y+--+y,=m-—a,—as—---—a,, dondey;>1paracadal <i<n.

Dicho ntmero es, por el Ejemplo 8.8, C™~1 1 O

m—ai—az—--—an
Por la igualdad (13) de la Seccién 7, tenemos que
C;Lner—l = 077114:71171‘

Terminamos la secciéon con los siguientes ejemplos, en donde las combinaciones con
repeticion juegan un papel importante.
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Ejemplo 8.10. Se quieren repartir $1,000 ddlares entre cuatro personas A, B, C'y
D. La reparticién ha de darse en cheques que sean multiplos de $100 délares, y se
admite que una persona no reciba cheque alguno. Por tanto los $1,000 ddlares los
puede recibir la persona A. Como 1,000 tiene 10 multiplos de 100, podemos pensar
que tenemos 10 cheques, cada uno emitido por $100 délares, aunque al final emitamos
los cheques por las cantidades adecuadas. Entonces tenemos 13 simbolos, 10 del tipo
X y tres del tipo |. Una disposicién como

X| X X X X| X | X X X %

significa que la persona A recibe un cheque de $100 ddlares, la persona B un cheque
de $400 ddlares, la persona C' un cheque de $100 ddlares y la persona D un cheque de
$400 ddlares. Buscamos, por tanto, las combinaciones con repeticién de 4 objetos (las
cuatro personas) tomados de 10 en 10 (los 10 cheques). La respuesta es

CRY = C10,, , = Cl9 = 256,

Supongamos que cada una de las cuatro personas recibe al menos un cheque de $100
délares. Una vez repartidos cuatro cheques de $100, nos quedan seis cheques para
repartir entre cuatro personas. Tenemos ahora 9 simbolos, 6 del tipo X y tres del tipo
|. Una disposicién como

|| x x| x x x x

significa que las personas A y B recibieron justo $100 délares cada una (nada adicio-
nal), que la persona C recibié $300 ddlares ($200 adicionales) y la persona D recibid
$500 ddlares ($400 adicionales). El nimero de formas de realizar la reparticién, son
las combinaciones con repeticién de 4 objetos tomados de 6 en 6. La respuesta es

C'46+6—1 = 096 = 84.

Supongamos que la persona A recibe al menos un cheque de $500 délares y que las
personas B, C y D reciben al menos $100 ddlares. El niimero de formas de repartir el
dinero, depende de lo que recibe la persona A. Si recibe exactamente $500, entonces
ya hay repartidos $800 ddlares (los 500 de la persona A y los 300 divididos entre las
personas B, C'y D). Entonces hay que repartir $200 ddlares entre tres personas. El
nimero de maneras de realizar esto es CR3 = C3,,_;. De manera similar, si la persona
A recibe $600 ddlares, entonces hay CR} = C§,,_; maneras de repartir el resto. Si A
recibe $700, entonces hay CRY = C9,,_, maneras de repartir el resto. Por la Regla de
la Suma, la respuesta al problema planteado es
5!

Ciran1 + G301 + 05 =C{+C3 +Cy =C5 = SR 10.

O

Ejemplo 8.11. Si queremos introducir 10 canicas blancas idénticas en 6 cajas dife-
rentes entonces, por 1.2), el ntimero de maneras de realizar esto es CR’ = Cg%,(_, =
3,003. O
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Ejemplo 8.12. Ahora queremos calcular el niimero de términos en el desarrollo de
(w+x+y+2)"Y Por el Teorema 7.7, cada término de dicho desarrollo tiene la forma

ni,n2,n3,nN4, ni N2, N3 N4
Co wha"y"

donde n; > 0 para cada i € {1,2,3,4} y ny + ny + ns + ny = 10. Por tanto, el nimero
de términos en el desarrollo de (w + x + y + 2)'°, coincide con el nimero de soluciones
enteras de la ecuacion ny + ny + n3 +ny = 10. Por la la Proposicion 8.3, dicho ntimero
es CR}® = C1Y o, = 286. Razonando de manera similar, el ntimero de términos en el
desarrollo de (a +b)" es CRy =C%,,_ =Cr  =n+1. O

n

Ejemplo 8.13. Como ya hemos visto, el nimero de soluciones enteras no negativas
de la ecuacion
Ty + To+ a3+ 24+ 25+ 26 = 10

es CRY® = C{%,_; = 3,003. Vamos ahora a determinar el niimero de soluciones no
negativas de la desigualdad

T1+ To+ a3+ 24 + 5 + 26 < 10.

Una manera de resolver esto es calcular, para cada k € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, el
numero de soluciones no negativas de la ecuacion

1+ Ty + T3+ Ty + T+ Tg =k
y sumar los diez niimeros obtenidos. Para cada k, la respuesta es
k k k
CRg = Cgy1 = Oy

Por tanto, asignandole a k los valores entre cero y nueve y utilizando la igualdad (17),
el nimero buscado es:

CO4+Ci+C2+C+Cyg +Cy + 0O + O, + C% 4+ C2, = Cs = 5,005.

Veamos una forma alternativa de resolver el problema. Para esto, recordemos que si
a y b son ntimeros reales, entonces a < b si y so6lo si existe un ntmero real ¢ < 0 tal
que a+c=1b. Si a < b, entonces el nimero real ¢ tal que a + ¢ = b es mayor que cero.
Utilizando esto, la desigualdad

T1+ To+ a3+ 24+ 25+ 26 < 10
equivale a decir que existe x7 > 0 tal que
L1+ ZTo+ T3+ 24+ X5+ X6+ 27 = 10.

Haciendo y; = z; para cada i € {1,2,3,4,5,6} y y; = 7 — 1 este problema, a su vez,
es equivalente a encontrar el nimero de soluciones enteras no negativas de la ecuaciéon

ity tyst+yatys+ystyr=9
el cual es CR) = C2,4_, = C}; = 5,005. O
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Ejemplo 8.14. Vamos a determinar el nimero de elementos del conjunto I; go0 que
tienen las propiedad de que la suma de sus digitos es 5. El nimero 1,000 no satisface
dicha propiedad, pues la suma de sus digitos es 1. Consideramos entonces los niimeros
del 0 a 999. Pensaremos cada nimero de dicha lista, como un nimero de tres digitos:
1 es 001, 2 es 002, 10 es 010, y asi sucesivamente. Si las cifras de un nimero son
r1x9x3, entonces buscamos todos los nimeros xizox3 tales que x1 + x9 + 23 =5y
21, x9, r3 > 0. El nimero que buscamos es

CR; =C3,5_, =C2 =21

9. Funciones Suprayectivas (Hacia la Férmula)

Sea A un conjunto con n elementos. Recordemos que una ordenacion con repeticion
de n en m, es una funcién de I,,, = {1,2,...,m} en A. El nimero de funciones que hay
de I, en A es OR" = n™. Por otro lado, una ordenacién de n en m, es una funcién
inyectiva de I,,. El numero de funciones inyectivas que hay de I,,, en A es

n!

m

O’ = (n—m)!

Ahora estamos interesados en conocer el nimero de funciones suprayectivas que hay
de I,, en A. En general, deseamos conocer el numero de funciones suprayectivas que
hay de un conjunto con m elementos (el dominio de las funcién) a un conjunto con n
elementos (la imagen de la funcién). Notemos que si m < n entonces, por la parte 2)
de la Proposicién 2.4, no existen funciones suprayectivas de I,,, en A. Si m = n, por la
Proposicién 2.5, el nimero de funciones suprayectivas de I, en A es igual al nimero
de funciones inyectivas de I,,, en A, el cual ya lo determinamos (es O}). Si n = 1,
entonces toda funciéon de I, en A es suprayectiva y, de hecho, hay sélo OR* = 1" =1
funcion suprayectiva de I, en A. Supondremos, por tanto que 1 < n < m.

En lo siguientes dos ejemplos, vamos a calcular el niimero de funciones suprayec-
tivas de I,,, en A, primero cuando |[A| =2 y luego cuando |A| = 3.

Ejemplo 9.1. Supongamos que A = {ay,as}. Notemos que las unicas funciones de I3
en A que no son suprayectivas son las funciones constantes, y hay dos de ellas: mandar
todos los elementos de I3 a a; y mandar todos los elementos de I3 a as. Entonces, el
numero de funciones suprayectivas de I3 en A es igual al nimero de funciones de I3 en
A (que es OR3 = 2%) menos el niimero de funciones de I3 en A que no son suprayectivas
y, en este caso, dicho niimero coincide con el nimero de funciones constantes de I3 en
A, que es dos. Por tanto, hay 2° — 2 = 8 — 2 = 6 funciones suprayectivas de I3 en A.
En general, siguiendo el mismo razonamiento, el nimero de funciones suprayectivas
de I, en A es 2™ — 2 (pensando que m > 2). O

Ejemplo 9.2. Ahora supongamos que A = {ay, as, az}. Buscamos el nimero de fun-
ciones suprayectivas de I; en A. Sabemos que hay ORj = 3* funciones de I, en A. Una
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funcién de I, en A que no sea suprayectiva, es una funciéon de I, en B, donde B es
un subconjunto propio de A. Si k es el nimero de funciones de I; en un subconjunto
propio de A, entonces el niimero de funciones suprayectivas de I, en B es 3* — k.

Vamos a resolver el problema de dos maneras. Consideremos primero el niimero de
funciones suprayectivas de I, en un subconjunto de A con un sélo elemento. Notemos
que A posee C3 = 3 subconjuntos con justo un elemento, a saber, {a1},{as2} vy {as}.
Cada funcion de 14 en uno de estos tres conjuntos es una funcién constante y, por tanto,
suprayectiva. Tenemos entonces tres funciones suprayectivas de I, en un subconjunto
de A con exactamente un elemento. Ahora vamos a contar el nimero de funciones
suprayectivas de 4 en un subconjunto de A con exactamente dos elementos. Notemos
que A posee C? = 3 subconjuntos con justo dos elementos, a saber {ay, as}, {a1,a3} y
{az, as}. Si B es un subconjunto de A con dos elementos entonces, por el Ejemplo 9.1,
el nimero de funciones suprayectivas de I, en B es 2* — 2. Luego, por la Regla del
Producto, hay 3(2* — 2) = 3(14) funciones suprayectivas de I; en un subconjunto
de A con exactamente dos elementos. Aplicando ahora la Regla de la Suma, hay
k=3+3(2"—2) =3+ 3(14) = 3(15) = 45 funciones de I, en un subconjunto propio
de A. Por tanto, hay

3'—k=3'"-45=81—-45=136

funciones suprayectivas de I, en A. Siguiendo las mismas ideas, si m > 3, el nimero
de funciones suprayectivas de I, en A es

3M—-3-32"-2)=3"-3(2"-241)=3"-32"—-1)=3"-3-2"+3.
La férmula anterior funciona incluso cuando m = 3, pues
3% —3(2° - 1) =27-3(7) = 6.

Ademas el nimero de funciones suprayectivas de I3 en A es igual al niimero de fun-

ciones inyectivas de I3 en A4, el cual es O = -2~ = 6. Cuando m = 2, la férmula

(3-3)!
da
32-3.22+3=9-12+3=0
y cero es justo el niimero de funciones suprayectivas de I, en A. Si m = 1, la formula

anterior da
31 —-3.2'4+3=3-6+3=0

y cero es justo el nimero de funciones suprayectivas de I; en A. Por tanto, la formula
3" —3-2"43

es el nimero de funciones suprayectivas de I,,, en A, para cualquier m € N.

Una manera alternativa de llegar al nimero calculado antes es la siguiente: el
nimero de funciones de Iy en un subconjunto de A con justo dos elementos es OR; =
21, Como hay C? = 3 subconjuntos de A con dos elementos, estamos tentados a decir
que por la Regla del Producto, hay C2-ORj = 3-2* funciones de A en un subconjunto
de A con justo dos elementos. Sin embargo, en dicho célculo, estamos contando de mas.
Para ver esto, consideremos dos subconjuntos B y C de A con justo dos elementos.
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Entonces BN (' tiene justo un elemento, digamos z. La funcién que cada elemento de
I, lo manda a x la estamos contando dos veces, uno en el calculo de las funciones de
I, en B y otra en el calculo de las funciones de I, en C. Como hay tres subconjuntos
B, C'y D de A con dos elementos, hay tres intersecciones a considerar: BNC, BND y
C'N D. Cada una de dichas intersecciones tiene un sélo elemento y hay tres funciones
constantes que estamos contando dos veces. Por tanto, el nimero de funciones de I
en un subconjunto de A con dos elementos es 3 -2* — 3. Luego, el niimero de funciones
suprayectivas de I, en A es

3320 -3 =C2-3" - 2.2+ C) 11 = 36.

Siguiendo las mismas ideas, cuando m > 3, el nimero de funciones suprayectivas de
I, en A es
Cy- 3" —C3-2"+C5 - 1™ =3"—3.2™+3. (24)

La formula anterior es la que calculamos antes y que funciona incluso cuando m €
{1,2,3}. [
De (24) surge la siguiente conjetura. En la Seccién 10 probaremos que es cierta.

Conjetura 9.3. Sean A y B dos conjuntos finitos con m y n elementos, respectiva-
mente. El numero de funciones suprayectivas de A en B es

Cron™ = Cr (= 1) O (= 2)" = (<1)" 222 4 O 1 =

n n

_ X (_1)1602—16 (n—k)™ = i(—l)k(}’g_k “(n—Fk)™.

=0 k=0

o

El célculo de las funciones suprayectivas de un conjunto A con m elementos a
un conjunto B con n elementos, coincide con el nimero de formas en que m objetos
distintos se pueden introducir en n cajas distintas, de modo que no queden cajas
vacias. Si las cajas son idénticas, entonces una distribucion de estas n cajas idénticas
(en donde no quedan cajas vacias), corresponde a n! de estas distribuciones en los
que las cajas son diferentes. Asi, el nimero de formas en que podemos introducir m
objetos distintos en n cajas idénticas, sin que queden cajas vacias, es

S(m,n) = % SO (1R (n— B (25)
" k=0

A S(m,n) se le llama el nimero de Stirling del sequndo tipo. Si A y B son conjuntos
con m y n elementos, respectivamente, y m > n, entonces existen n!S(m,n) funciones
suprayectivas de A en B.

10. El Principio de Inclusiéon y Exclusion

En la presente seccién vemos el principio de inclusion y exclusién. Motivamos dicho
principio con un ejemplo. Es importante considerar, dados un conjunto finito A y una
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condicion ¢, tanto al subconjunto A; de A de aquellos elementos que satisfacen la
condicién ¢, como al subconjunto A; de A de los que no satisfacen la condicién c. Es
claro que

| Ao| = |A] — |A4. (26)

La férmula (26), primero incluye el nimero de elementos de A y luego ezcluye el
nimero de elementos de A;. En otras palabras, primero incluimos |A| y luego excluimos

| Ay .

10.1. Un Ejemplo

Comenzamos con el siguiente ejemplo.

Ejemplo 10.1. Supongamos que S representa un conjunto de 100 estudiantes del
ITAM. Hagamos N = 100. Entonces |S| = N = 100. Supongamos que ¢; y ¢z son
condiciones o propiedades que satisfacen los elementos de S, donde un elemento de S
satisface c¢; si estudia Actuaria, mientras que un elemento de S satisface ¢, si estudia
Ingenierfa. Denotamos por N(c;) (respectivamente, por N(cy)) al nimero de elementos
de S que satisfacen la condicién ¢; (respectivamente, ¢;). Supongamos que 35 de los
100 elementos de S estudian Actuaria y que 30 estudian Ingenieria. Entonces

N(c1) =35 y N(ce) = 30.

Vamos a denotar por N(cjcg) al nimero de elementos de S que satisfacen las con-
diciones c¢; y co. Supongamos que 9 elementos de S estudian tanto Actuaria como

Ingenieria. Entonces
N(Clcz) =0.

Vamos a denotar por N(¢7) (respectivamente, por N(¢3)) al nimero de elementos de S
que no satisfacen la condicién ¢; (respectivamente, ¢;). Entonces N (¢7) es el nimero
de los 100 estudiantes que no estudian Actuaria y N(¢z) es el nimero de los 100
estudiantes que no estudian Ingenieria. Luego, usando la férmula (26),

N(@)=N—-N(c)=100-35=65 y N(&) =N — N(cz) =100— 30 = 70.

Como hemos visto, la notacién con barra significa no satisfacer la condicién que estéd
debajo de la barra. Por tanto, N (c1¢3) es el niimero de elementos de S que satisfacen ¢,
pero no ¢ (es decir, que estudian Actuarfa pero no Ingenierfa), mientras que N (¢ics)
es el numero de elementos de S que satisfacen ¢y pero no ¢; (es decir, que estudian
Ingenierfa pero no Actuaria). Aplicando de nuevo la férmula (26), tenemos que

N(c1G3) = N(c1)—N(cie2) =35—9=26 y N(cce) = N(co)—N(c1e2) = 30—9 = 21.

Podemos también considerar N(¢j ¢3) y N(¢1¢3). El primero significa el nimero de los
100 estudiantes que no satisfacen ni la condicién ¢; ni la condicién ¢, (es decir, que no
estudian ni Actuaria ni Ingenierfa), mientras que el segundo significa el nimero de los
100 estudiantes que no estudian tanto Actuaria como Ingenieria. Entonces, por (26),
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Como N(¢) = N(éiee) + N(¢1 ¢3), tenemos que
N(ci &) = N(e1) — N(cicp) = 65 — 21 = 44.
Notemos también que

N(er ¢z) = N(er) — N(cies) = [N = N(er)] = [N(cz) = N(aiea)] =
=N — N(c1) — N(c2) + N(cicg) = N — [N(c1) + N(e2)] + N(eieo) =
— 100 — [35 + 30] + 9 = 44.
En el diagrama de Venn de abajo, el circulo de la izquierda representa N(cq), el
circulo de la derecha es N(cg), la regién sombreada izquierda es N(ci1¢z) y la regién

sombreada derecha es N (¢cq). La interseccién de los circulos es N(cjcz), mientras que
el complemento de la unién de los circulos es N(¢; ¢z).

N

N{(c2)

N(c1) N(Gé)

El complemento de la interseccién de los circulos es N(éjcz). Como hemos visto,
N(cic3) y N(¢1 @) no tienen por que ser iguales. El diagrama ilustra el hecho de
que

N(c1 &) =N —[N(c1) + N(ca)] + N(cica) (27)

pues si a N le quitamos los elementos de la unién de los circulos, es decir si quitamos
N(c1) + N(cz), entonces estamos quitando dos veces los elementos de la interseccién
de dichos circulos. Luego debemos de anadirlo. Asi como (26), la férmula (27) es de
inclusién y exclusién, pues primero incluimos N, luego excluimos N(c;) + N(e2) v
después incluimos N (cycz).

Ahora supongamos que un elemento de S satisface la condicién c3 si estudia Ma-
tematicas. Consideremos que

N(c3) =30, N(ciez) =11, N(caes) =10 vy N(cicac3) = 5.

En otras palabras, de los 100 estudiantes que estamos considerando, 30 estudian Ma-
tematicas, 11 Actuaria y Matematicas, 10 Ingenieria y Matematicas y 5 las tres ca-
rreras: Actuarfa, Ingenieria y Matematicas. En la figura de abajo hemos agradado un
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circulo a la figura de arriba. El circulo agregado representa N(c3).

N{(es)

Ahora queremos calcular N(¢7 ¢ ¢3), es decir el nimero de los 10 estudiantes que no
estudian ni Actuaria, ni Ingenieria ni Matematicas. Debemos calcular, por tanto, el
nimero de elementos que estan en el complemento de la unién de los tres circulos.
Apoyéandonos en la figura, tenemos que

N6 c3) = N—[N(Cl)+N(C2)+N(C3)]+[N(Clcg>+N(01C3)+N(0203)]—N(010263(>2.8)

En efecto, cuando a N le quitamos N(c1)+ N(c2)+ N(c3), estamos contando dos veces
las intersecciones de los tres circulos, tomados dos a dos, es decir, estamos quitando dos
veces a N(cicz), N(cie3) y N(cacz). Al sumar dichas cantidades ajustamos pero ahora,
al examinar N (cjeacs), lo quitamos tres veces al considerar —[N(¢;) + N(c2) + N(e3)],
y luego los agregamos tres veces en la suma N (cyca)+ N(cic3)+ N(eacs). Debemos, por
tanto, quitarlo para asi quedarnos con los elementos de N que estan en el complemento
de la unién de los tres circulos.

La férmula (28) es de inclusién y exclusion: primero incluimos N, luego excluimos
N(c1) + N(cg) + N(es), después incluimos N(ciea) + N(cie3) + N(cocs), v finalmente
excluimos N (c¢jcacy). Con la informacién que tenemos resulta, aplicando (28), que

N (¢ & ¢3) = 100 — [35 + 30 4 30] + [9 + 11 + 10] — 5 = 30.

También tenemos que
N(e3) = N — N(e3) =100 — 30
y, procediendo como en la situacién que nos llevé a la férmula (27), resulta que
N(ci c3) = N — [N(c1) + N(e3)] + N(eypes) = 100 — [35 + 30] + 11 = 46.
y
N(cz e3) = N — [N(cg) + N(es)] + N(eacs) = 100 — [30 + 30] + 10 = 50.
Si agregamos una cuarta condicion ¢4, por ejemplo estudiar Finanzas, por el razona-
miento que nos llevé a las férmulas (27) y (28), intuimos que
N(er ez e ea) = N —[N(cr) + N(cz) + N(cs) + N(ca)+
+ [N(cic2) + N(cies) + N(cica) + N(cacs) + N(cacs) + N(cseq)|—
— [N(c1cac3) + N(cicacy) + N(creses) + N(cacses)] + N(cicacses).  (29)
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En otras palabras, incluimos N, luego excluimos la suma
N(ey) + N(ez) + N(es) + N(cy) (30)

correspondiente a sumar las “N’s” de los elementos del conjunto {¢y, ¢a, ¢3, ¢4}, toma-
dos de uno en uno, después incluimos la suma

N(cico) + N(cres) + N(cieq) + N(caes) + N(cacy) + Ncsey) (31)

7

correspondiente a sumar las “N’s” de los elementos del conjunto {¢y, ¢a, ¢3, ¢4}, toma-
dos de dos en dos. Posteriormente excluimos la suma

N(cieaes) + N(creacy) + N(ereseq) + N(cacsey) (32)

b

correspondiente a sumar las “N’s” de los elementos del conjunto {¢y, ¢a, ¢3, ¢4}, toma-
dos de tres en tres y, finalmente incluimos a N (cicacscy), correspondiente a sumar las
“N’s” de los elementos del conjunto {ci, ¢a, c3, ¢4}, tomados de cuatro en cuatro.

Podemos verificar la féormula (29) como sigue: tomemos un elemento = de S. Vamos
a mostrar que x se cuenta el mismo niimero de veces tanto del lado izquierdo de (29)
como de su lado derecho. Recordemos que N(¢7 ¢ €3 ¢;) es el nimero de elementos
de S que no satisfacen ni la condicién ¢y, ni la ¢y, ni la ¢3 y ni la ¢4. Por tanto, si el
elemento = que hemos considerado no satisface ninguna de las condiciones ¢y, o, c3 ¥y
¢4 entonces x se cuenta una vez en el lado izquierdo de (29). Por otro lado, = no se
cuenta en las sumas (30), (31), (32) ni en N(cicac3cy) pues, en todas ellas, se tiene que
satisfacer alguna de las cuatro condiciones ¢y, ¢o, c3 v ¢4. Luego, en el lado derecho de
(29) z se considera una sola vez, a saber en N.

Ahora supongamos que x solamente satisface la condiciéon c¢;. Entonces z no se
toma en cuenta en el lado izquierdo de (29) y, con respecto a su lado derecho, se
cuenta una vez en N, y de nuevo se cuenta en el sumando N(c;) de (30). Como x no
satisface las condiciones ¢z, ¢3 y ¢4, n0 se toma en cuenta en las sumas (31), (32) ni en
N(epcacseq). Considerando los signos que aparecen en el lado derecho de (29), resulta
que z se cuenta 1 — 1 = 0 veces. Viendo el segundo rengléon del tridngulo de Pascal,
tenemos que 1 — 1 = CY — C{. Ahora bien, si suponemos que z solamente satisface
una de las cuatro condiciones dadas, razonando como hemos hecho, vemos que z se
cuenta el mismo nimero de veces en el lado izquierdo de (29) que en su lado derecho.

Consideremos ahora el caso en que = satisface solamente las condiciones ¢; y ¢s.
Como no satisface las cuatro condiciones, x no se toma en cuenta en el lado izquierdo
de (29) y, con respecto a su lado derecho, se cuenta una vez en N, y de nuevo se cuenta
en los sumandos N(c1) y N(cg) de (30). También se toma en cuenta en el sumando
N(cie2) de (31) y, como x no satisface las condiciones ¢3 y ¢4, no se toma en cuenta
en la suma (32) ni en N(cjcacscy). Considerando los signos que aparecen en el lado
derecho de (29), resulta que x se toma en cuenta 1 — [1 + 1] + 1 = 0 veces. Viendo el
tercer renglon del tridngulo de Pascal, tenemos que

1-2+1=09—C; +C2.

Ahora bien, si suponemos que z solamente satisface dos de las cuatro condiciones
dadas, razonando como hemos hecho, vemos que x se cuenta el mismo numero de
veces en el lado izquierdo de (29) que en su lado derecho.
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Ahora supongamos que x satisface las condiciones ¢y, ¢y y ¢3 pero no ¢s. Entonces
x 1o se toma en cuenta en el lado izquierdo de (29) y, con respecto a su lado derecho,
se cuenta una vez en N, y de nuevo se cuenta en los sumandos N(c;), N(¢ca) vy N(c3)
de (30). También se cuenta en los sumandos N(cicq), N(cie3) v N(cocs) de (31), y en
el sumando N(cicac3) de (32) pero no en N(cjcacsey). Considerando los signos que
aparecen en el lado derecho de (29), resulta que x se cuenta

1-1+1+1]+14+1+1-1=0
veces. Viendo el cuarto renglon del triangulo de Pascal, tenemos que
1-3+3-1=CY—C; +C3 —C3.

Ahora bien, si suponemos que x solamente satisface tres de las cuatro condiciones
dadas, razonando como hemos hecho, vemos que x se cuenta el mismo numero de
veces en el lado izquierdo de (29) que en su lado derecho.

Supongamos, por ultimo, que x satisface las condiciones ¢y, co, c3 v ¢4. Entonces x
no se cuenta en el lado izquierdo de (29) y, con respecto a su lado derecho, se cuenta
en todos su términos. Considerando los signos que aparecen en el lado derecho de (29),
resulta que x se cuenta

I—1+14+1+1]4+1+14+1+14+14+1]-[14+1+14+1]+1=1-446—-4+1=0
veces. Viendo el quinto renglén del tridangulo de Pascal, tenemos que
1—44+6+4—-1=0C)—-C; +C;—C3+Cy.

Esto termina la demostracién y confirma que (29) es la féormula que se tiene para
calcular N(¢1 ¢ ¢3 ¢3).

Si suponemos que
N(cy) =41, N(cies) =13, N(cacs) =14, N(czeq) =10, N(cicoeq) =6,
N(ciezeq) =6, N(cacsey) =6y N(cieacsey) =4

entonces, por la férmula (29), tenemos que

N(@ &z c3¢) =100 —[354+30+30+41] +[9+ 11+ 13+ 10+ 14 + 10]—
—[b+64+6+6]+4=100—136+67—23+4=12.

Notemos que los elementos de S que satisfacen ¢; pero no las otras tres condiciones,
se puede calcular como sigue:

N(c3 ¢35 ¢5) = N(c1e2 &3 &) + N(e1 ¢ ¢3 ¢4).

Admitamos ahora que, aplicando un razonamiento similar al que nos llevé a la féormula
(28), tenemos que

N(cz 3 ¢1) = N—[N(co)+N(c3)+N(cy)]+ [N(cacs)+ N(cacy)+ N(czeq)] — N(eaesey)
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Por tanto, combinando la igualdad anterior con la féormula (29), sucede que

N(ci Gy ez es) = N(Gy ez es) — N(G1 G &3 1) = {N — [N(c2) + N(e3) + N(ca) ]+
[N(cacs) + N(cacq) + N(czeq)] — N(cacses)} — {N — [N(c1) + N(ca) + N(c3) + N(cq)]+
+ [N(c1e2) + N(cies) + N(cicq) + N(cacs) + N(coeq) + N(cses)|—

— [N(cycac3) + N(cieacs) + N(creses) + N(cacseq)] + N(cpeacses)} =
N(er)—[N(ere2)+N(cres)+N(creq)]+[N(ereaes)+N(creacs)+N(creseq)|—N(ercacsey).

En otras palabras

N(c1 @3 ¢3¢) = N(ey) — [N(eycg) + N(cies) + N(ejey)]+
+ [N(c1cac3) + N(creacy) + N(cieseq)] — N(cepeacsey). (33)

Sustituyendo los valores, tenemos que
N(eieze3eg) =35—[9+114+13]+[5+6+4+6] —4=35—-33+17—4 = 15.

La férmula (33) sigue el mismo patrén que las férmulas (27), (28) y (29), sélo que
cambiando N por N(c;) como la primera inclusién, y luego excluimos la suma de las
“N’s” de los elementos del conjunto {cy, ¢z, ¢3, ¢4} tomados de dos en dos pero conside-
rando a ¢y, luego incluimos dichas sumas tomados de tres en tres considerando a c; vy,
finalmente, excluimos la que se obtiene tomandolos de cuatro en cuatro. Procediendo
de manera similar se tienen las siguientes igualdades:

N(¢1 ¢y @3 €1) = N(c2) — [N(cica) + N(cacs) + N(cacy)]+
+ [N(c1c2¢3) + N(crcacy) + N(cacsey)] — N(creacsey), (34)

N(c1 ¢z ¢3 &) = N(cz) — [N(cres) + N(caes) + N(cseq)]+
+ [N(c1eac3) + N(creseq) + N(caeseq)] — N(creacses)  (35)

N(¢1 @3 @3 ¢s) = N(cq) — [N(crcq) + N(cacq) + Neseq)]+
+ [N(c1cacq) + N(creseq) + N(cacseq)] — N(cepcacsey). (36)

]

10.2. El Principio

Vamos ahora a presentar el Principio de Inclusiéon y Exclusién. Consideramos un
conjunto finito S asi como N = |S|. Supongamos que t € N y que ¢, ¢a,...,¢ son
condiciones o propiedades que aplicamos sobre los elementos de S. Para cada i €
{1,2,...,t} suponemos que N(¢;) es el nimero de elementos de S que satisfacen la
condicién ¢; (es decir, que por lo menos satisfacen dicha condicién), mientras que N (&)
es el nimero de elementos de S que no satisfacen la condicién ¢;. Notemos que

N(@) =N = N(c).
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Consideramos que N(c¢;) puede ser igual a cero. Incluso bien puede pasar que para
i,j € {1,2,...,t} coni # jlainterseccién N(c;)NN(c;) es no vacia. En otras palabras,
un elemento de S puede satisfacer mas de una de las condiciones ¢y, ¢, . . ., ¢, incluso
puede no satisfacer ninguna de dichas condiciones o satisfacer algunas de ellas y no
satisfacer otras. Por tanto, para i,j € {1,2,...,t} con i < j, suponemos que N(c¢;c;)
es el nimero de elementos de S que satisfacen por lo menos las condiciones ¢; y ¢;j,
mientras que N (Gc;) es el nimero de elementos de S que satisfacen la condicién ¢;
pero no la ¢;, N(c;¢;) es el nimero de elementos de S que satisfacen la condicién ¢;
pero no la ¢j, y N(¢; ¢;) es el nimero de elementos de S que no satisfacen ni condicién
¢; ni la condicién ¢;. Podemos considerar incluso a N(¢;¢;). Como hemos visto en el
Ejemplo 10.1, N(¢;¢;) y N(¢ ¢;) no necesariamente son iguales.

Tenemos asi que cuando escribimos una barrita encima de una condicion, significa
que no deseamos que se satisfaga dicha condicién. Si i, j, k € {1,2,...,t} son tales que
i < j <k, como en el caso de dos condiciones, podemos ahora considerar N (c;c;cy)
(los que satisfacen al menos las condiciones ¢;,¢; y ¢x), N(Gcjc) (los que satisfacen
¢; ¥ ¢ pero no ¢;), N(ccje,) (los que satisfacen ¢; y ¢, pero no ¢;), N(c;c;cg) (los
que satisfacen ¢; y ¢; pero no ¢), N(¢ Geg) (los que satisfacen ¢, pero no ¢; ni ¢;),
N(Cicjcg) (los que satisfacen ¢; pero no ¢; ni ¢), N(¢;¢; ¢) (los que satisfacen ¢; pero
no ¢; ni ¢;) y N(¢ ¢ ¢) (los que no satisfacen las condiciones ¢;, ¢; y ¢x). Con cuatro
condiciones podemos hacer combinaciones similares y asi sucesivamente.

Estamos ahora en condiciones de probar el siguiente resultado.

Teorema 10.2. (El Principio de Inclusién y Exclusién). Consideremos un con-
gunto S, con N = |S|, asi como condiciones ci,ca,c3,. .., ¢, cada una de las cuales
puede ser satisfecha o no por los elementos de S. El nimero de elementos de S que
no satisfacen ninguna de las condiciones dadas, lo denotamos por

N=N@E e ).
Entonces

N =N —[N(c1) + N(ez2) + N(cz) + -+ N(c) |+
+ [N(cica) + N(cies) + - - - N(crer) + N(cacs) + -+ - + N(caer) + - - - + N(ci—1c)]—
—[N(e1caes)+N(crcacy)+- -+ N(cicacy)+N(creses)+- -+ N(cregey)+ -+ N(eyeo1c)]+
+ oo+ (=1)'N(cicaez - c). (37)

Demostracién. La férmula (37) es de inclusién y exclusién pues incluimos Sy = N,
luego excluimos la suma

Sl:N(Cl)—l—N(Cg)—I—N(Cg)—l—"'—FN(Ct)

de las “N’s de los elementos del conjunto C' = {c1, 9, ¢3,. .., ¢}, tomados de uno en
uno. Posteriormente incluimos la suma

Sy = N(ci1¢3) + N(cic3) + -+ -+ N(cier) + N(eaeg) + -+ -+ N(caey) + -+ + N(co1¢)
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de las “N’s de los elementos del conjunto C', tomados de dos en dos, para luego excluir
la suma

S5 = N(cicac3) + N(cicacy) + -+ -+ N(creoer) + N(creseq) + -+ + N(cieser) + -+
+ N(ci—2ci-1¢4)

de las “N’s de los elementos del conjunto C, tomados de tres en tres y, asi sucesiva-
mente hasta incluir o excluir a N(cjeacs - -« ¢;) (lo incluimos si ¢ es par y lo excluimos
si t es impar). Vamos a demostrar la igualdad (37) de manera similar a como hicimos
con (29). Tomemos un elemento x € S. Mostraremos que x se cuenta 0 veces o bien 1
vez en el lado izquierdo de (37) y que, si se cuenta 0 veces del lazo izquierdo, también
se cuenta 0 veces del lado derecho. Similarmente, si se cuenta 1 vez del lado izquierdo,
también se cuenta 1 vez del lado derecho. Supongamos primero que x no satisface
ninguna de las condiciones ¢y, ¢y, c3, ..., ¢;. Entonces x se cuenta una sola vez en el
calculo de N. Con respecto al lado derecho de (37), x se cuenta una sola vez en N y
no se cuenta en el resto de los términos que aparecen en el lado derecho pues, en todos
ellos, se cuenta cuando x satisface alguna de las condiciones ¢y, ¢, c3, .. ., ¢, ¥ éste no
es el caso. Entonces en el lado izquierdo de (37) y en su lado derecho, z se cuenta una
sola vez.

Ahora supongamos que x satisface al menos una de las condiciones ¢y, ¢a, c3, . . ., ¢4.
Como hay un numero finito de condiciones, podemos considerar r € {1,2,...,t} de
modo que x satisface exactamente r de las t condiciones ¢y, co,¢3,...,¢. Sir = t,

entonces x satisface todas las t condiciones dadas, pero si r < t, entonces x satisface r
de dichas condiciones pero no r + 1. Entonces « no cuenta en el lado izquierdo de (37)
y, con respecto a su lado derecho, x se cuenta una vez en N. Notemos que 1 = CV.
Ademas se cuenta r veces en la suma

S1=N(c1) + N(ea) + N(cs)+ -+ N(cp),

justo una vez por cada una de las  condiciones que satisface z. Notemos que r = C!!.
Con respecto a la suma

Sy = N(c1¢3) + N(cie3) + -+ N(cie) + N(eaeg) + -+ -+ N(cae) + -+ + N(co1¢y)

el nimero de veces en que la cuenta da un uno, corresponde al niimero de maneras en
que las r condiciones que satisface x, se pueden tomar de dos en dos, lo cual es C?.
De manera similar, en la suma

S3 = N(cicac3) + N(cieacy) + -+ -+ N(creey) + N(ciezeq) + -+ + N(ejesey) + -+ -+
-+ N(Ct,Qthlct)

el nimero de veces en que la cuenta da un uno, corresponde al nimero de maneras en
que las r condiciones que satisface x, se pueden tomar de tres en tres, lo cual es C? y
asi sucesivamente hasta llegar al momento en que consideramos la suma de las “/N’s”
de los elementos del conjunto C' = {¢y, 2, ¢3, ..., ¢} tomados de r en 7, en donde z se
contara una sola vez, justo en la “N” de las r condiciones que satisface. Notemos que
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1 = C7. Por tanto, y de acuerdo con el Corolario 7.5, en el lado derecho de (37), x se
cuenta

CO—Cl4+C2—C2+ -+ (=1)"CL =0

veces. Esto prueba la igualdad (37). O
Corolario 10.3. Consideremos un conjunto S, con N = |S|, asi como condiciones
C1,Co,C3,...,C, cada una de las cuales puede ser satisfecha o mo por los elementos de

S. El nimero de elementos de S que satisfacen alguna de las condiciones dadas, lo
denotamos por
N(cyVeaVez Ve Vay).

Entonces o
N(eyVeaVegVe--Vuy)=N—N.

Demostracién. N es el ntimero de elementos de S que no satisfacen ninguna
de las t condiciones dadas. Por tanto, N — N es el ntimero de elementos de S que
satisfacen por lo menos una de dichas t condiciones, lo cual hemos definido como
N(e1VeaVeg V- Vo). O

En notacién de sumatoria, la férmula (37) se escribe como sigue:

N:N—ZN(ci)+ Z N(cie;)— Z N(cicicg)++ -+ (=1)'N(cicacs -+ - ).

1<i<t 1<i<j<t 1<i<j<k<t

Definiendo Sy = N y, para cada k € {1,2,...,t},

Sk: Z N(CilCiQ"'Cik),

1<i1 << <1 <t
tenemos que

t
N=25)—81+8 =83+ +(=1)'S =Y (~1)'S:.

1=0

Notemos que Sy tiene C? sumando, S; tiene C}! sumandos y, en general, S, tiene CF
sumandos.

Podemos utilizar la igualdad (37) para probar la férmula (33) que mencionamos
en el Ejemplo 10.1. Haciendo R igual al conjunto de los elementos de S que satisfacen
la condicién ¢;, tenemos que |R| = N(c;). Aplicando ahora (37) al conjunto R con las
condiciones ¢y, co, €3 v ¢4, tenemos que siempre se ha de cumplir la condicién ¢;. Por
tanto, lo que es una suma de “N’s” de los elementos del conjunto C' = {¢;, ¢a, 3, ¢4},
tomados de uno en uno, se convierte en una suma de “N’s” de los elementos de C'
tomados de dos en dos pero incluyendo a ¢;. Similarmente una suma de “N’s” de los
elementos de C' = {¢, ¢9, ¢3, ¢4 }, tomados de dos en dos, se convierte en una suma de
“N’s” de los elementos de C' tomados de tres en tres pero incluyendo a ¢;. Asi tenemos
que
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N(c1 e3¢5 ¢) = N(c1) — [N(e1e2) + N(eres) + N(creq)]+
+ [N(c1cac3) + N(creacq) + N(cieges)] — N(crceacsey).

De manera similar se prueban las férmulas (34), (35) y (36). Incluso férmulas para
N(cic9C3) y N(cicac3 ¢4) se pueden obtener de manera similar.

10.3. Funciones Suprayectivas (La Férmula)

Vamos a utilizar ahora el Principio de Inclusién y Exclusién para probar la Conje-
tura 9.3. Notemos que en el Ejemplo 10.1 las condiciones ¢y, ¢, c3 y ¢4 se dieron siempre
en positivo (estudiar Actuaria, Ingenieria, Matematicas y Finanzas, respectivamente).
Lo que nos ensena la prueba que daremos a continuacion, es que las condiciones no
siempre tienen que darse en positivo.

Teorema 10.4. Sean A y B dos conjuntos finitos con m y n elementos, respectiva-
mente. El niumero de funciones suprayectivas de A en B es

O™ — O™ (= 1) £ O (= 2)™ — e (=1)"2CR . 2 4 O 1T =

= Z(—1)Z’C;§*i (n—i)™

Demostracién. Hagamos A = {ay,a9,...,a,} v B = {b1,bs,...,b,}. Vamos a
suponer primero que m > n. Sea

S={f:A— B: f es una funcién}.
Por la Propisicion 5.3,

N=S=|S|=0R=n"=C]-n™.

n

Para cada i € {1,2,...,n} diremos que un elemento f: A — B de S satisface la
condicion ¢; si b; ¢ f(A), es decir, si b; no estd en la imagen de A bajo f. Por tanto
N(¢;) es el nimero de funciones que tienen a b; en su imagen. Luego N(¢1 &3 ¢3+ -+ ¢p,)
es el nimero de funciones que tienen en su imagen a by, by, b3, ..., b,, los elementos de
B. En otras palabras, el nimero de funciones suprayectivas de A en B es

N=N(@ e 6.
De acuerdo con el Principio de Inclusiéon y Exclusion,

N =N —[N(c1) + N(ea) + N(cz) + -+ + N(cn)]+
+ [N(c1c2) + N(cies) + -+ - N(eren) + N(cacs) + -+ - + N(cacn) + -+ + N(cp—16n)]—

—[N(ercaes)+N(creacy)+- -+ N(eicacy)+N(eieseq)+ -+ N(cresen)++ -+ N(CpyCno1cn)]+

4 (—1)tN(ClcQC3 s Cn)- (38)
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Vamos a calcular ahora cada una de las “N’s” indicadas en (38). Tomemos un
elemento i € {1,2,...,n} asi como un miembro f: A — B de S. Entonces f satisface
¢; sty sélosib; ¢ f(A). Por tanto, en la imagen de A podemos seleccionar cualesquiera
de los n — 1 elementos del conjunto B — {b;}. Como A tiene m elementos, el nimero
de manera de producir una funcién con dicha propiedad es OR" ; = (n — 1)™. Luego

N(¢;)=(n—-1)".
De manera similar se tiene que
N(cr) = N(ez) = N(es) = -+ = N(cn) = (n =)™
y entonces
Sy = N(c;)+ N(c2) + N(ez) +++-+ N(c,) =n(n—-1)"=Cp - (n—1)™.

Ahora tomemos i, j € {1,2,...,n} de modo que ¢ < j. Un elemento f: A — B de S
satisface las condiciones ¢; y ¢; si y solo si los elementos b; y b; de B no estan en la
imagen de f. Luego, para definir a f podemos asignarle a los elementos de A cualquier
miembro del conjunto B — {b;,b;}, el cual tiene n — 2 elementos. Tenemos entonces
OR}" , = (n — 2)™ maneras de producir un elemento de f con dichas caracteristicas.

De esta manera
N(cicj) =(n—-2)"

y entonces

Sy = N(cica) + N(cies)+- -+ N(cren) +N(cges) +- - -+ N(cacn) +- -+ N(cp16n) =
=C2 (n—2)"
En general, para cada k € {1,2,...,n},si 1 <iy <iy < --- < i < n, entonces

N(ciyciy - ci) = (n— k)™

Sk = Z N(ci iy ci)) =Cp - (n—k)™.

1<dy <ig << <n

Por tanto, aplicando (38) y la igualdad (13), tenemos que

N=Sy—S +Sy—S3+ -+ (=1)"S, =
=n"—Cl-(n—1)"+C> n—-2)"-C>- n—=3)"+---+ (=1D)"C" - (n—n)" =

=SNG ) = S (i
i=0 i=0
Asi pues, cuando m > n hay Y ,(—1)'C~" - (n — i)™ funciones suprayectivas de A
en B. Supongamos ahora que m < n. Entonces hay cero funciones suprayectivas de A
en B. Ademas, por el Teorema 7.8,



De esta manera, hay > . (—1)"C"~*- (n—i)™ funciones suprayectivas de Aen B. [

Vamos a denotar por T'(m,n) al numero de funciones suprayectivas de un conjunto
con m elementos en un conjunto con n elementos. Por el teorema anterior,

T(m,n)=> (=1)'Cy~" - (n— i)™ (39)

1=0

Con respecto al problema de introducir m objetos en n cajas, tenemos que:

f) T'(m,n) cuenta el nimero de maneras en que m objetos distintos se introducen
en n cajas distintas, de modo que no queden cajas vacias.

En efecto, como ya hemos indicado, una forma de introducir m objetos distintos en
n cajas distintas, es una funcién f: I, — A, donde |A| = n. Si no han de quedar cajas
vacias, entonces f es una funcién suprayectiva. A la inversa, una funcién suprayectiva
de I,, en A se puede pensar como una forma de introducir m objetos distintos en n
cajas distintas. Como la funcién es suprayectiva, no quedan cajas vacias. Por tanto, el
nimero de formas de introducir m objetos distintos en n cajas distintas, coincide con el
numero de funciones suprayectivas de I,,, en A. Dicho niimero es, por el Teorema 10.4,
T(m,n).

10.4. Mas Ejemplos

Ahora daremos una serie de ejemplos en donde utilizamos el Principio de Inclusion
y Exclusiéon. Para el siguiente recordemos que si r € R, entonces el suelo de r se denota
por |7] y se define como el entero mas grande que es menor o igual a r. Es decir

7] =max{k € Z: k <r}.

Ejemplo 10.5. Vamos a determinar el nimero de enteros n entre 1 y 100 que no se
pueden dividir por 2, 3 y 5. Hagamos S = {1,2,3,...,100}. Entonces N = |S| = 100.
Diremos que un elemento de S satisface la condicion ¢; si se puede dividir entre 2.
Satisface la condicién ¢, si se puede dividir entre 3 y, por tltimo, satisface la condicion
c3 si se puede dividir entre 5. En dichos términos y con la notacién del Principio de
Inclusién y Exclusién, buscamos el niimero N = N (1 & ¢3), el cual es

N =N —[N(c1) + N(ca) + N(c3)] + [N(cic2) + N(cies) + N(caes)] — N(eieacs).

Notemos que N(c;) es el nimero de elementos de 1 a 100 que se pueden dividir entre
2, es decir, que son pares. Dicho nimero es |100/2] = |50] = 50. Asi N(¢;) = 50. De

manera similar,
N(ey) = [100/3] =33 y N(esz) = [100/5] = [20] = 20.

Como el minimo comuin miltiplo de 2 y 3 es 6, los elementos de S que se pueden
dividir entre 6, son justo los que se pueden dividir entre 2 y entre 3, es decir los que
satisfacen ¢1 y ¢o. Luego N(cic2) = [100/6] = 16. De manera similar

N(cies) = [100/10] = |[10] =10, N(cpes) = |100/15] = 6
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y N(cicoe3) = [100/30] = 3. Por tanto,

N =100 — [50 + 33 + 20] 4 [16 + 10 + 6] — 3 = 26.

O

Ejemplo 10.6. Ya hemos dicho que el nimero de soluciones enteras no negativas de
la ecuacién

r1+xo+---+x, =m, dondez; >0 paracadal <i<n,

es CR = ()", ;. En particular el nimero de soluciones enteras no negativas de la
ecuacion
Ty + X2+ 23 + 234 = 18

es
18 _ 18 _ 118
CR4 - C’4—1-18—1 - C’21 :

De entre dichas soluciones, buscamos ahora las que satisfacen que 0 < z; < 7 para
cada i € {1,2,3,4}. En otras palabras, cada incégnita debe tomar un valor entre cero
y siete. Para resolver dicho problema, sea S es conjunto de las soluciones de la ecuacién

1+ 2o+ a3+ x4 =18, donde x; > 0 para cada 1 <1 < 4.

Como ya indicamos, N = |S| = C3%. Dada i € {1,2,3,4} vamos a decir que una
solucion x1, x9, x3, 4 satisface la condicién ¢; si x; > 8. Buscamos entonces el valor
del niimero N = N (¢ ¢ ¢3 ¢;). Por simetria tenemos que

N(Cl> = N(CQ) = N(Cg) = N(C4).
Para calcular N(c;), consideremos que
T+ To+ T3+ 2Ty = 18

y que 1 > 8y o, 23,24 > 0. Hagamos y; = x1 — 8, Yo = T9, Y3 = 3 Y Yy = X4.
Entonces
8=u1+zo+x3+x4=(y1 +8) + Y2+ yz + ya

de donde
y1+y2 +ys+ys =18 =8 =10.

Esto implica que el ntimero de soluciones de la ecuacion
r1+ 2o +x3+ 14 =18, conxy > 8y x9, 73,14 > 0,
es el mismo que el niimero de soluciones de la ecuacién

Y1 +y2 +ys+ys =10, con yi,y2, 3,41 > 0,

el cual es
10 _ 10 _ 10
CRy = Ciir0-1 = O3
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Luego, N(c;) = C}Y. Hecho el andlisis que nos llevé a calcular N(cp), debe quedar
claro que un andlisis similar se puede utilizar para calcular N(cy), N(c3) v N(cy) y
que, incluso, obtendremos el mismo resultado, es decir, que

N(c1) = N(ez) = N(c3) = N(cy) = Cl.
También por simetria tenemos que
N(cica) = N(cyes3) = N(cieq) = N(cacs) = N(cacq) = N(csey).
Para calcular N(cjcy) consideremos que
1+ x9+ 23+ 24 =18, donde x1,29 > 8y w3, 24 > 0.
Hagamos y1 = 21 — 8, yo = x5 — 8, Y3 = T3 y ys = 4. Entonces
I8=w1+xo+x3+24 = (Y1 +8) + (Y2 +8) +ys + s

de donde
Y1+ Yo +ys+ys =18 —8 -8 =2.

Esto implica que el nimero de soluciones de la ecuacion
T+ we+ a3+ x4 =18, con xy,x9 > 8y x3,24 2> 0,
es el mismo que el nimero de soluciones de la ecuacién

Y1+t y2+ys+ys =2, conyi,Y2,y3,Ys = 0,

el cual es
CRZ = O§+2—1 = 052-

Luego, N(c1cy) = C2. Hecho el anélisis que nos 1llevé a calcular N(cjcz), debe quedar
claro que un andlisis similar se puede utilizar para calcular N(c;c3), N(cieq), N(cacs),
N(ca,cq) y N(cseq) y que, incluso, obtendremos el mismo resultado, es decir, que

N(cicz) = N(cies) = N(ciey) = N(caes) = N(cacs) = N(csey) = C2.
Para calcular N(cjcacs) consideremos que
1+ T+ 23+ 24 =18, donde xq, 29,23 > 8 v 24 > 0.
Hagamos y1 = 21 — 8, yo = x5 — 8, y3 = 3 — 8 y y4 = 4. Entonces
B8=xi+zot+as+za=(y1 +8) + (y2+8)+ (y3+8) + ws

de donde
1+y+ys+ys=18—8 -8 -8 = —6.

Como y1, Y2, Y3, ys > 0, es imposible que y; +y2+y3+ys = —6. Por tanto N(cycac3) = 0.
De manera similar tenemos que

N(610304) = N(CQCgC4) = N(C1CQCgC4) =0.
Luego, por el Principio de Inclusion y Exclusién,

N =0, —4CH +6C2 — 0+ 0 = 246.
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Ejemplo 10.7. Vamos a determinar el nimero de permutaciones de las 26 letras
del alfabeto, de manera que ninguno de los patrones sea “cat”, “dog”, “pun” o “le”.
Por tanto, palabras prohibidas son: cateto, categoria, dogma, punzada, cable, etc.
Para resolver el problema, utilizando el Principio de Inclusién y Exclusién, sea S el
conjunto de las permutaciones de las 26 letras del alfabeto. S es un conjunto finito
y N = |S| = 26! Consideremos A; = cat, Ay = dog, A3 = pun y Ay = le. Dada
i € {1,2,3,4} diremos que un elemento de S satisface la condicién ¢; si contiene la
palabra A;. Debemos calcular

N=N(aea)
Notemos que N(c;) se calcula determinando las permutaciones de las 24 palabras
cat,b,d,e, f,....r,s,u,...,x,y, 2.
Luego N(cp) = 24! De manera similar,
N(cg) = N(cz) =241 y N(cq) = 25!
El nimero N(cic2) se calcula contando las permutaciones de las 22 palabras
cat,dog,b,e, f,h,....,m,n,p,q,7,8,u,...,T,Y, 2.
Por tanto, N(cjcy) = 22! De manera similar,
N(cie3) = N(cges) =221 'y N(cieq) = N(cacq) = N(cgeq) = 23!
Procediendo de esta manera, tenemos que
N(cieaes3) =200y N(cieacq) = N(creseq) = N(caezey) = 21!

También, por argumentos parecidos, N(cjcocscs) = 19! Luego, por el Principio de
Inclusién y Exclusion tenemos que

N = 26! — [3- 241 + 25!] + [3- 22! + 3 - 231] — [20! + 3 - 211] + 19!

O

Ejemplo 10.8. Supongamos que queremos acomodar en una mesa circular a seis
parejas (hombre-mujer) de modo que ninguna esposa se siente al lado de su esposo.
Supongamos que Hy, Hy, H3, Hy, Hs y Hg son los seis hombres y My, My, Mz, My,
Ms y Mg las seis mujeres. Consideremos que para cada i € {1,2,3,4,5,6} el hombre
H; esta casado con la mujer M;. Sea S el conjunto de las permutaciones circulares de
las 12 personas. Entonces

N =S| = 11! = 39,916, 800.

Para cada i € {1,2,3,4,5,6} diremos que un elemento de S satisface la condicién ¢;
si la pareja (H;, M;) esta sentada uno al lado del otro. Debemos calcular

N: N(Cl Cy C3 C4 Chy CG)-
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Para determinar N(c;), consideramos primero las permutaciones circulares de 11 ob-
jetos: los hombres y las mujeres Ho, Hs, Hy, Hs, Hg, My, M3, My, M5, Mg v la pareja
(Hy, M) (considerada como un sélo objeto). Hay (11 — 1)! = 10! permutaciones cir-
culares de dichos objetos. Para cada una de dichas permutaciones, hay que considerar
dos permutaciones mas, dependiendo de si en el sentido de las manecillas del reloj, la
esposa aparece antes o después de su esposo. Por tanto,

N(cp) =2-10!
De manera similar,
N(cg) = N(c3) = N(cq) = N(c5) = N(cg) =2 - 10!
por lo que
S; = N(c1)+ N(ca) + N(ez) +-+-+ N(cg) =6-2-10! = Cf - 2 - 10! = 43, 545, 600.

Dados 1 <i < j <6, calculamos N(c;c;) considerando primero el nimeros de permu-
taciones circulares de 10 objetos, en donde las parejas (H;, M;) y (H;, M;) se consideran
como un sélo objeto. Hay (10 — 1)! = 9! permutaciones circulares de dichos objetos
y, por cada una de ellas, hay que considerar cuatro permutaciones: dos por que, en el
sentido de las manecillas del reloj, la esposa M; puede aparecer antes o después de su
esposo H; y dos més para el caso en que, en el sentido de las manecillas del reloj, la
esposa M; aparezca antes o después de su esposo H;. Por tanto,

N(cicj) =4-9!=22.9!

Luego

So = N(c1¢3) + N(eyeg) + -+ 4+ N(eyeg) + N(caez) + -+ -+ N(cacg) + -+ + N(csc6) =
— (2229 = 21,772, 800.

Razonando de manera similar, tenemos que
N(ci cipciy) =2 - 8! para 1 < iy < iy < iz <6,
por lo que

Sz = N(cicac3) + N(crcacq) + -+ - + N(cieseg) + N(caeseq) + -+ + N(cacscs) + -+ -+
+ N(cyescg) = Ca - 2% - 81 = 6,451, 200.

Para 1 <11 <19 <13 <1y <6,
4
N(Ci10i20i3ci4) =2 7'

de donde

Si = N(cicaczeq)+N(creacses)+- - -+ N(crcacses)+N(caczeqcs)+- - -+ N(cacqcsce)++ -+
+ N(ezeaescg) = Cg - 21 - 71 = 1,209, 600.
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Para 1 <) <19 <3 <14 <i5 <6,
5
N(ciy CiyCisCiyCis) = 2° - 6!
Luego

S5 = N(01626304C5> + N(010203C4C(3> + -+ N(C20364C5C6) = Cg . 25 6! = 138, 240.
Por ltimo,
N(01€26304C506) = 26 -5l = Og : 26 -5l = 7, 680.

Aplicando el Principio de Inclusién y Exclusion, tenemos por tanto que

N=N-8+8,—83+8;,— S5+ Ss =11 —C5 -2-10' + CF - 2% - 91—
—C3. 2881+ C5- 2471 —(Cg-2°-6!+Cs6-2°-5! = 39,916, 88—43, 545, 600421, 772, 800—
— 6,451,200 + 1,209, 600 — 138,240 + 7,680 = 12, 771, 840.

]

10.5. El Principio Generalizado

Consideremos un conjunto S, con N = |S|, asi como condiciones ¢y, cs, . .., ¢, cada
una de las cuales puede ser satisfecha o no por los elementos de S. Si 0 < m < t,
estamos ahora interesados en determinar el niimero de elementos de S que satisfacen
exactamente m de las t condiciones dadas. Vamos a denotar dicho ntimero por E,,.
Entonces

Ey=N@ e o)

y, por el Teorema 10.2, sabemos cémo calcular dicho nimero. Por la Regla de la Suma
tenemos, por ejemplo, que

Ey=N(ciccz--G)+ NGz G)+- -+ N G- Gicr),
Ey=N(cica G- G)+ N ey G) +- -+ N(E G- Gaci16r).
y By = E(cice - - - ¢¢). Recordemos que Sy = N y que, para cada k € {1,2,...,t},

Sk: Z N(Ci10i2"'cik)7

1<t < << <t

Ademss en Sy, hay C* sumandos. En el siguiente resultado mostramos la férmula para
calcular E,,.

Teorema 10.9. Consideremos un conjunto S, con N = |S|, asi como condiciones
C1,Co, ..., ¢, cada una de las cuales puede ser satisfecha o no por los elementos de S.
Para cada 0 < m < t, sea E,, el nimero de elementos de S que satisfacen exactamente
m de las t condiciones dadas. Entonces

B = Sm—Crp1 St +Chig - Smypz = Cp g+ Smgs -+ 4+ (=1)7"C™ - Sy (40)

m
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Demostracién. Notemos primero que cuando m = 0, la igualdad (40) da

=S) =51+ S-S+ -+ (-1)!S,=NE e ).

En otras palabras, cuando m = 0, (40) coincide con la igualdad (37) del Teorema 10.2.
Vamos a dar una demostracion similar a la del Teorema 10.2. Tomemos un elemento
x € S. Mostraremos que = se cuenta el mismo nimero de veces en el lazo izquierdo
de (40) que en su lado derecho (ademds veremos que dicha cuenta es cero o uno).
Supongamos que z satisface r de las ¢ condiciones. Si » < m, entonces = se cuenta
cero veces del lado izquierdo y, con respecto a su lado derecho, el hecho de que r
sea menor que m implica que x no se cuenta en los términos S,,, Spmi1, Sma2, - -, S
Tenemos entonces que la igualdad (40) se cumple en este caso.

Supongamos ahora que r = m, es decir, que x satisface exactamente m de las ¢
condiciones dadas. Entonces z se cuenta una sola vez del lado izquierdo de (40) y, con
respecto a su lado derecho, se cuenta una vez en 5, y cero veces en cada una de las
sumas Sp,11, Sma2, - - -, 9¢. Por tanto, x también se cuenta una vez en el lado derecho
de (40). Supongamos, por ultimo, que m < r < t. Entonces x se cuenta ceros veces
del lado izquierdo de (40) y, con respecto a su lado derecho, = se cuenta una vez en
cada uno de los sumando de S,, en donde las r condiciones que satisface x se ven
involucradas. Recordemos que .S, tiene Cj" sumandos. De entre ellos C]" son los que
involucran a las r condiciones que satisface x. Por tanto, en .S,,, x se cuenta C" veces.
De manera similar, se infiere que en S, ;1 el punto z se cuenta C™"! veces, en S,,.9
x se cuenta C™*2 veces y asi sucesivamente, en S, x se cuenta C" veces. Finalmente
x se cuenta cero veces en las sumas S,.1,S.49,...,5;. Considerando los coeficientes
que aparecen en el lado derecho de (40), concluimos que x se cuenta

C:n — CTanrl . C:n‘i‘l + 072n+2 . C:’H‘Q _ 013L+3 . C:’H_S T (_1>r—m017:—m . C:

veces. Utilizando la férmula (12) que aparece en la Proposicién 6.13, asi como el
Corolario 7.5, tenemos que

O = Ol O C2 - OIF2 = O3,y O e (1) O O =

= O Y, OO O C2 £ O G ()OO =
= OO0, — Ol + C2 L = O 4 (1) O] =

=C"-0=0.
Esto muestra que = se cuenta cero veces en el lado derecho de (40). Esto prueba la
igualdad (40). O
Consideremos un conjunto S, con N = |S|, asi como condiciones ¢y, o, ..., ¢,

cada una de las cuales puede ser satisfecha o no por los elementos de S. Para cada
0 <m <t sea L,, el nimero de elementos de S que satisfacen al menos m de las t
condiciones dadas. Notemos que F; = L; = S5;. Se puede demostrar que

Ly =8m—Cl St + Ot - Sia — Oy s -+ (1) C - Sy (41)
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Recordemos que Sy = n y que
N=2Sy—81+8y— S5+ -+ (=1)'S,.
Cuando m = 1, utilizando la igualad anterior, la férmula (41) se convierte en

Li=8—CY S+ CY-S3—C5-Sy+-+ (=1)7CP, - S =
:Sl_SZ—i_Sd_SLL_‘_+(_1)t_18t:N_N

El siguiente resultado aparece en [1, Ejemplo 7.2, p. 118] con el nombre de Principio
de Inclusion y Exclusion. Recordemos que la cardinalidad de un conjunto A se denota
por |Al.

Teorema 10.10. Si Ay, As, ..., A, son conjuntos finitos, entonces

Ay UA U= UA = D (A= > [AnAl+-+
1<i<n 1<i<j<n
DR ST AN A NN A+ (CDP A N A N0 AL
1<i1 <t << <n

(42)

Demostracion. El resultado es cierto para n = 1 y, por la Proposicién 3.4,
también para n = 2. Vamos a utilizar ahora el Principio de Induccion Completa.
Supongamos, por tanto, que el resultado es véalido para cada nimero natural s con
1 < s <r < n, y mostremos que permanece valido para r+1. Consideremos, por tanto,
r 4+ 1 conjuntos Ay, A, ..., A, A,11. Definimos, para cada 1 <i <r, B; = A;NA41.
Notemos que, para cada 1 < 14,5 < r tenemos que

Ademas
BNB;NB,=ANANA,NA,+1 paratodol <i,j k<.

En general
B’il ﬂBmmmsz :Ai1 ﬁAZQHﬂAlkﬂATH
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Como la igualdad (42) es cierta para s = 2 y para s = r, tenemos que

(AU AU UA)UA | =|AAUAU---UA|+|A|—
—[(AAUAU---UA)NA 4| =4 UA U~ UA |+ |A]—

1<i<r 1<i<j<r

(1)1 Z \AilmAl-Qm---mAZ-J+---+(—1)T—1\A1mA2m---mAr\) +

1<t << <1 <1

+|Ar+1|_ <Z |Bi|_ Z |BimBj|+"'+

1<i<r 1<i<j<r
+(=1)kt > |BZ-1mBizm---mBZ-k|+---+(—1)T—1|BmBm---mBr|).
1<t <io < <ip <1
(43)
Ahora bien,
Z |Bi| = Z |Ai 0 Arya],
1<i<r 1<i<r
por lo que
SoANAI+ Y Bl= Y AinA4l
1<i<j<r 1<i<r 1<i<j<r+1
De manera similar
> |A;, N A, NN Ay | + > |B;, "B, N---NB;,_,| =
1<y <ip < <ip <r 1<y <ip < <ig_1 <r
1<i1 << <ip <r+1
Entonces la igualdad (43) equivale a decir que
Ay UA U UA UA = > A= Y [AnA|+-+
1<i<r+1 1<i<j<r+1
+(—1)k! > |Ai, NALN- - -NA |4+ (=)D A NAN- - -NA, L.
1<t <o < <ip <r+1
Esto muestra que la igualdad (42) es cierta para r + 1 y la prueba termina. O

En realidad el resultado anterior es el Principio de Inclusion y Exclusién pero dado
en términos de conjuntos y no de condiciones, como originalmente lo planteamos.
Dejamos al lector deducir la la igualdad (42), si aplicamos el Principio de Inclusién y

Exclusiéon en términos de condiciones.
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10.6. Desordenes

Para n € N, hemos definido I, = {1,2,...,n}. Recordemos que una permutacién
de n elementos es una funcién biyectiva de I,, en un conjunto con n elementos. Podemos
pensar que una permutacion del conjunto I,, es una funciéon biyectiva f: I, — I,,.

Definicién 10.11. Dada n € N, un desorden de [,, es una permutacion f de I, tal
que f(i) # i, para cada i € I,.

En [8, p. 42] a un desorden de I, se le llama un desarreglo del 1 al n. Dada n € N
denotemos por d,, al nimero de desérdenes de n elementos. Es decir, d,, es el nimero
de desordenes de [,,. Para calcular d,, sea el S el conjunto de las permutaciones de I,,.
Entonces

N =|S|=n!

Para cada 1 <7 < n diremos que un elemento de S satisface la condicién ¢; si el entero
1 esta en el lugar i-ésimo. Recordemos que un elemento de S es una funcién biyectiva
f: 1, — I,. Entonces f satisface ¢; si y sélo si f(i) = i. En éstos términos,

d,=N(@E e G)

asi que, por el Principio de Inclusién y Exclusién el calculo de d,, queda como se indica
en el siguiente resultado.

Teorema 10.12. El numero de desordenes de n elementos es

g e
s s T TR
1 1 1 1 "L (—1)!
”(1 TR TR TR Dm) "(;;z'>

1 1 1 11
— 3! _ o ) = - =21 —
@_3(1 TR 3!)_3(2! 3!>_3 1=2,

1 1 1 1
— 4 _ - = ) — 4.2 _ _
@_4(1 1!+2!3!+4!>_43 441=09,

ds =51 L L ! L ! =60—204+5—-1=44
e R TR R TR TR A

1 1 1 1 1 1
6l (12— = 4 — )= _ _ —
dg = 6! (1 T +2! 3l +4! 5l +6!> =360 — 120 + 30 — 6 + 1 = 265.
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En los cursos de Calculo se dice que la férmula de la funcién e* esta dada por

2 3 )
T _ TN
e =1ta+ o+ 5+ _ZZ,!.
Cuando x = —1 tenemos por tanto que

=, (—1)" 1 1 1
) Y NP I S

1!
=0

Hasta cinco cifras decimales, e~ = 0.36788. Por otra parte

7 .
—1)i 111 1
Z( 1) — 1ty gt (<) 036786,

. , —1)? .
Por tanto, para cualquier nimero natural n > 7, la suma >, ( i!) es muy parecida

a e~ !. Entonces, para n > 7

d, = n! (Z (_'1) ) ~nle L.
7!

=0

Comentario Final: El presente trabajo fue escrito durante la estancia sabatica
del autor en el Instituto Tecnolgico Auténomo de México (ITAM), en el semestre
Primavera 2019, e impartido al Grupo 005 en el curso de Algebra Superior II. Agra-
dezco el interés de los estudiantes por la lectura de versiones previas de dicho trabajo,
asi por los comentarios realizados.
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