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PREFACIO

No ambito da prevengao e mitigagao do impacto da COVID-19, particularmente no
processo de ensino-aprendizagem, o Ministério da Educacdo e Desenvolvimento
Humano concebeu um conjunto de medidas que incluem o ajuste do plano de estudos,
os programas de ensino, bem como a elaboragdo de orientagbes pedagogicas a serem

seguidas para a melhoria da qualidade de ensino e aprendizagem.

Neste contexto, foi elaborado o presente Caderno de Actividades, tendo em
consideragdo os diferentes contelidos programaticos nas diferentes disciplinas
leccionadas no Ensino Secundario. Nele é proposto um conjunto alargado de actividades
variadas, destinadas a complementar as acgdes desenvolvidas na aula e também
disponibilizar materiais opcionais ao desenvolvimento de competéncias pré-definidas

nos programas.

A concepgéo deste Caderno de Actividades obedeceu a sequéncia e objectivos dos
programas de ensino que privilegiam o lado pratico com vista a resolugéo dos problemas
do dia-a-dia e estéd estruturado em trés (3) partes, a saber: I. Sintese dos contetudos
teméaticos de cada unidade didactica; Il. Exercicios; Ill. Topicos de correccéo/resolugao

dos exercicios propostos.

Acreditamos que o presente Caderno de Actividades constitui um instrumento util para o
auto-estudo e aprimoramento dos conteddos da disciplina ao longo do ano lectivo. O
mesmo iré permitir desenvolver a formagéo cultural, o espirito critico, a criatividade, a

analise e sintese e, sobretudo, o desenvolvimento de habilidades para a vida.

As actividades propostas no Caderno so6 serdo significativas se o caro estudante resolvé-

las adequadamente, com a mediagéo imprescindivel do professor.
“Por uma Educacao Inclusiva, Patriética e de Qualidade!”

(s

MINISTRA DA EDUCACAC E
DESENVOLVIMENTO HUMANO
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UNIDADE TEMATICA | MODULOS

=5
4
. RESUMO

1.1. Definicdo do modulo de um namero real

Sabemos que todo o nimero real tem um simétrico. Por exemplo:
e Osimétricode -3¢ 3;
e O simétrico de 0 é 0;
e O simétrico de +95 e — 95
O modulo ou o valor absoluto de um numero real x é definido como o valor numérico desse

ndmero, sem ter em conta o seu sinal.

Exemplos:
o |-4|=4e|+4|=4
e |0]=0

O médulo de um ndmero real € sempre ndo-negativo.

1.1.1. Propriedades do médulo
Os modulos de dois nimeros reais x e y satisfazem as segujntes condic¢oes:
e |x+y|<|x| + |yl sub-aditividade
e |x-y|2|x| - |yl sub-aditividade
e |x-y|=1x| - |y|] multiplicagdo
x|

X
e |=[==,comy=#0
|y| ¥l Y

e Se |x|?> = a? entdo |x| = Vx2
e Sea>0,entdo|x|<ae —a<x<a

e Sea>0,entdo|x|=Zaex<-aV x=a

1.1.2. Interpretacdo geométrica do modulo
O médulo de um numero real x representa, num eixo real, a distancia entre o ponto x e a origem
do sistema coordenado.

Vamos representar a distancia por x. Assim: [x| = (0; x).
Exemplos:

Exemplo 1: Escrever simbolicamente: Distancia entre os pontos da recta numérica cujas abcissas

saox e 2.

Resolucéo:



A distancia entre x e 2 é dada por |x — 2| ou |2 — x|

Exemplo 2: Calcula os seguintes médulos:
a) |[-21]=21
b) I(-2)—-(=-3)I=[-2+3]=[1]=1

1 1 1
C) |-1-=3|2—|—(—4)|z2=|—-4| 2-|4|2=4%*- 42=16-/4=16-2=14

Exemplo 3: Usando a definicdo de médulo a que é igual:
a) |3x—6|sex=>2

Resolucéo

3 —6, 3 _620 - ) 2
{ x se 3x _){3x 6,sex =2 sol.3x —6sex =2

—(Bx—6),se3x—6 <0 —3x+6,sex <2
b) |7x+8|sex<—£

Resolucéo
7
|7x + 8] se x < ~3

7x+8se7x+8=0 —>7x+856x2—§ — —(7x+8)se7x+8<0 —>—7x—8sex<—§

8
Sol.—7x —8se x < —5

1.1.3. Funcéo modular

Chama-se fun¢do modular a fungéo f(x) = |x|, definida por:

foo) = Ixl = {

Observando a fungdo modular, podemos constatar que ela é definida pelas condi¢cbes:

xsex=0

Para todo o niimero real.
—xsex <0

1. f(x)=xsex>0
2. f(x)=xsex=0
3. f(x)=—xsex<0

1.1.3.1. Gréficos de funcdes modulares
Exemplo: Dada a fungdo f(x) = |x|, vamos representar o
seu grafico:
Observando o grafico ao lado, podemos concluir que:
e Dominio da fungdo: Df = x € IR;
e Contradominio da fungdo: D'f =y € IR{;

e Zeros da fungéo: x = 0;

e Variacdo do sinal da funcéo: A funcéo e positiva H

para todo o dominio IR; H
e Monotonia:

i) Decrescente: x € ]—oo; 0[;



ii) Crescente: |0; +oo[;
e Extremos relativos: A funcdo tem um minimo no ponto de abcissa 0.

e Injectividade: A funcdo nao € injectiva.

1.1.4. Equacgdes e inequacdes modulares

1.1.4.1. Equacgbes modulares

Chama-se equacédo modular toda a equacgéo que a incognita aparece dentro do médulo.

Exemplos:
e |x+2/=3 e [2x—-5|=7
e Bx+2]=x+1 e [B3x+1|=|x—-3]

o |x|°+ |x]|-6=0

Resolucdo de equacdes modulares

Para resolver uma equacao modular, € necessario analisar cada uma das possibilidades segundo
a definicdo do moddulo. Além de saber a definicho de médulo, para resolver equacbes
modulares, € importante ter dominio da resolucdo das equacdes polinomiais (lineares,

quadrdticas, etc.).

Exemplos:

1. Resolva analiticamente as seguintes equagfes modulares:
a) [x+2/=3

Pela definicdo do médulo: |a| = { asea=0 teremos:

—asea <0
x+2=3V —(x+2) = 3. Resolvendo cada equacéo, teremos:
x=1Vv—-x—-2 =3
x=1V —x=3+2
x=1V —x=5
x=1vx= -5

Logo a solucéo é: S = {-5; 1}
b) |x—3|=-7. Neste caso, a solu¢do sera impossivel, visto que o0 médulo de um namero real
€ sempre positivo. Asolugdoé: S={ } ou S=0
c) I|x—7|= |3x+ 2|
o X-7=3x+2V -(x-7)=3x+2
X=3X=2+7 V-X+7=3x+2
-2x=9 V -x-3x=2-7

X=- V 4x=-5

N | ©



\ x:% S:{'E
d) |3x + 2| = 4-8x
Condicéo: 4-8x =0 <—>—8x2—4<—>x§%
3Xx+2=4-8x V—-(3x+2)=4-8x
3X+8x=4-2V -3x—2=4-8x

11x =2 V -3x+8x=4+2
x= = V 5x=6
11
_6 2
A X = T S= { 1 }
1.1.4.2. Inequacdes modulares

Inequacdo modular € toda a inequagéao cuja incognita aparece em maodulo.

Exemplos:

e |x|>5 o x| <3 o |x+2/>4

Resolucdo de inequacdes modulares

Para resolver uma inequag¢do modular, para além dos conhecimentos sobre definicdo do mdédulo

de um ndmero, é importante conhecer as propriedades dos médulos.
% Tipo: x| <aex<a Ax>-—a
Exemplos: Resolva as seguintes inequactes modulares:

a) |x|<3 ex<3Ax>-3 Sol:xeR:]-3;3]
b) |x] <3

x<3Ax=2-3 & —3<x<3
S={xeR: —3<x<3}

C) [x—3|<5ex—-3<5Ax—-3=>2-56x<8Ax=>-2
Sol:x e R: [—2; 8]
d) |x—2|<2x+5 Condicdo: 2x+520 »x>—>

Ox—2<2x+5Ax—2>—-2x+5)e —x<7Ax—2>-2x—5
eox>-7Ax>-1
Sol: |—1; +oo[
s NTipo:|x|>aex>aVx<—a
Exemplos: Resolva as seguintes inequagdes modulares:

a) |x+2]>4
- x+2<—-4vx+2 >4



x+2<—4
ox<—-4-2
ox<—6

x+2 >4
—ox>4-2
S={xeRix<—-6Vx>2}
—ox>2

b) 3+x|=22e3+x>22V3+x<-2ox>-1Vx<-5
Sol: ]—o0; =5] U [—1; oo

) |2x+7|>§<—>2x+7>§v2x+7<—§ <—>2x>§—7v2x<—§—7

11 17
x> —TVX < —T
17 11
Sot: [-eoi =S| v |- o]

-
—v
—X

I EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Dadas as funcdes abaixo, representa-as graficamente e faz o estudo completo:
a) f(x)= Ix+2]
c) h(x)= |x|*>—3lx|

b) gC) = Ix*—1]
d) h(x) = |lx|* = 3|

Resolucéao

a) f()=Ix+2]

Dominio da fungdo: Df = x € IR;
Contradominio da fungédo: D'f = y € IR{;
Zeros da funcéo: x = —2;
Variacao do sinal da funcédo: A funcao é
positiva para todo o dominio IR\{-2};
Monotonia:

i) Decrescente: x € |—o0; —2[;

iy Crescente: |—2; +ool;
Extremos relativos: A fungdo tem um minimo
no ponto de abcissa -2.

Injectividade: A funcéo nédo € injectiva.

b) g(x) = |x* —1]

Dominio da fungdo: Dg = x € IR;
Contradominio da fungdo: D'g = y € IR{;
Zeros da funcdo: x; = -1 A x, = 1;
Variacao do sinal da funcédo: A funcao é
positiva para todo o dominio IR\{—1; 1};

Monotonia:

x | ]=oo;=1[ | 1-1;0[ | 10;1[ | ]1;+oo[




O] N LT I

o ) . ~ Ve .
e Extremos relativos: A funcdo tem minimos

nos pontos de abcissas -1 e 1.

e Injectividade: A fungdo néo é injectiva.

c) h(x) = |x|* = 3|x|

Dominio da funcdo: Dh = x € IR;
Contradominio da fungéo: D'h =y € [—%; +oo[;
Zeros da funcdo: x; = —3; x, =0; x3 =3

Variag¢éo do sinal da funcéo:

x | ]-0;=3[[-3 | ]-3;0[ |0 10;3[ |3 ] 13;+oo[
h(x) + 0 - 0 - 0 +
e Monotonia:
aREs RREEREELE
4 4 41 4

h(x) \ / \ /7

Extremos relativos: A fung&o tem minimos nos pontos de
abcissas -1 e 1.

Injectividade: A funcéo ndo é injectiva.

d) h(x) = [|x|* = 3|

Dominio da fungdo: Dh = x € IR;
Contradominio da fungdo: D'h =y € IR{;
Zeros da fungdo: x; = —3; x, =0; x3 = 3;
Variacdo do sinal da funcéo: A fungéo é positiva para todo o
dominio IR\{-3; 0; 3};
Monotonia:
Decrescente nos intervalos: x € ]—oo; =3[; x € ]—3; 0[ e
3
FE]
. 3 3
Crescente nos intervalos: ]—3; ——[; ]0; —[ e:]3; +oo
2 2
Extremos relativos: A fungdo tem minimos nos pontos de

abcissas -3; 0 e 3.

Injectividade: A funcéo ndo é injectiva.




2. Resolva as seguintes equacdes modulares:

a) |2x—-5|=7 b) I3x+2|=x+1
¢) I3x+1] =|x—3| d) |x]2+ |x|—6=0
Resolucdo:

a) |2x —5| = 7. Procedendo da mesma forma do exemplo anterior, teremos:

2x —5=7 v2x—-5= —7. Resolvendo cada equacéo, teremos:

2x=7+5Vv2x= —-7+45
12 -2

x=7=6Vx =5 = —1S= {-1,;6}

b) |3x + 2| = x + 1. Pela definicdo do mddulo, teremos:

_ 3x+2=x+1 2x = —1
|3x+2|_x+1<:>{3x+2:_(x+1)<:>{3x+2:_x_1
1 1
_ X=-3 3 1
4x= —-1-2 x——E 4 2
4
c) |3x+1|=|x—3]
Pela definicdo do médulo, teremos:
3x+1|=|x—3]| =3x+1=x—-30u3x+1=—-(x—-3
3x+1=x-3 3x+1=—-(x-3)
3x—x= -3-1 3x+1= —x+3 sz{_z;l}
2
_ A, 2 1
e =172

d) |x|?+ |x]|-6=0
Para resolver este tipo de equacdes, devemos fazer o uso de uma variavel auxiliar, isto é:
y = |x|, Voltando a substituir na equagéo dada, teremos:

y24+y—6=0.A= b?—4ac= 1> - 4.1.(-6) = 25

—-1-5 -6
_ —b#VA -14V25 |1 =5 = 5= 73
N2 T T T 21 _C145_ 4
2= T3 T 27
Como |x| = y, substituido o y pelas solu¢des encontradas, teremos:
x| =2 =2 x=-2Vvx=2
Como o0 modulo de um numero é sempre um valor ndo negativo, |x| = —3, ndo tem solugéo, logo -

3 ndo satisfaz a equacao dada. Assim, a solucédo é: S = {—2; 2}



—X
il. EXERCICIOS PROPOSTOS
1. Calcula:
1
a) |-1-2] 2+ [=(=3)|3+|-1]z+|-(-1)|!
b) |[-8—(-5)|?
c) |-1]z+|-(—d)|?
2. Resolva usando a definicdo de modulo.
a) |x+5|sex>-5
b) |x—5|sex<5
c) |4x+1|se=-1

3. Resolva as seguintes equag¢des modulares:

a) |x|=0 b) |x+8|=-10 ) |X+§|=|2X_%|

d |[x+3]=3x-9 e) |x—3|= 4x

4. Qual é a distancia entre os pontos das abcissas?

a) —8e5
b) 4e9
c) —V/50e+/32

5. Resolva as seguintes inequacoes:
a) |x|] <10 b) |x—4| <2 c) Bx—4|<2x+1

d) |-x+3l=1 e) |1-3x|>-8 o |-2x+i|=s



UNIDADE TEMATICA II CALCULO COMBINATORIO E PROBABILIDADES

Nl

I RESUMO

1.1. Céalculo combinatorio

1.1.1. Factorial e cdlculo com factorial

Dado um numero natural n chama-se factorial de n ao produto dos n factores, desde n até 1, com
n € Nen > 1.n!l|é-se «n factorial» ou «factorial de n».

Alguns casos especiais: 1! = 1; 0! = 1.

Emgerabnl=n-n-1)-n—-2)..3-2-1

Observacdes:
e nl=n-n-1)--mn-2)!
e n+2)!=m+ 2)(n+ Dn!
e mM—2)!=m-2)(n - 3)!
Exemplo:
Exemplo 1: Vamos calcular os seguintes factoriais:
6!=6-5-4-3-2-1=720
51+ 41 =120+ 24 = 144

51441  5.41+44! _ 4l(5+1) _ 6 _ 3
51-41  5.4l1-4]  41(5-1) 4 2

11

Exemplo 2: Vamaos simplificar as seguintes fraccdes:

n+1)! _ (m+)n! _ (n+)n! n+1
nl+(n+1)! nl+@m+Dn!l nl(l+n+l)  n+2

29 n-D!-(n-2)! _ (n-1)(n-2)!'-(n-2)! _ (n-2)!(n-1-1) _ n-2 _ n-2

n! n(n-1)(n-2)! T am-1)(n-2) nam-1) n2-n

1.1.2. Permutacdes

Chama-se permutacao de n elementos de um conjunto finito A a qualquer arranjo que tenha todos

0s elementos de A.

1.1.2.1. Formula de Permutactes
P, =n!
Exemplo: Vamos calcular a permutacao de P,
P,=4'=4.3.2.1=24

1.1.3. Arranjos sem repeticdo



Dados n elementos quaisquer, chama-se arranjos sem repeti¢cdo dos n elementos n a n a todas as
sequéncias que sdo possiveis obter com n elementos escolhidos arbitrariamente entre os n
escolhidos.

Os arranjos séo agrupamentos que diferem entre si ao mudar a ordem de seus elementos.

1.1.3.1. Formula de arranjos sem repeticdo

n_ nl
Ap = (n-p)!

em que p < n quando p = n temos: A7 = n!

Exemplo:

. 5 _ 5 _ 5! 543
Exemplo 1: A3 = (s-2)! 3! 3 20

Exemplo 2: Vamos determinar n, sabendo que A% = 156

n! nl nn—1)(n-2)!
= o P T o

on=-12vn=13

Al = =156 onn—1)=15en?—n—-156=0

n = —12 ndo serve porque nao é um numero natural ; logo a solugéo é n = 13

Exemplo 3: Quantos numeros de trés digitos distintos escolhidos entre 1, 2, 3,4,5,6 e 7,
podemos formar?

7 70 70 7.6.5.4!

3T ey w . a 210

1.1.4. Combinacfes

Chama-se combinagGes de n elementos agrupados p a p, e representa-se por C; ao nimero de
grupos que se podem formar com p dos n elementos, diferindo uns dos outros pela natureza dos
seus elementos.

Combinacgdes sdo agrupamentos que nao diferem entre si ao mudar a ordem de seus elementos.

1.1.4.1. Formula de combinactes

n!
n

) =———
P pl(n—p)

Exemplo:

Exemplo 1: Vamos calcular as seguintes combinagdes:

15! 15! 15.14.13.12! 15.14.13

Cis = = = =
127 921(15 = 12)! ~ 12!3! 12!.3! 3.2.1

= 5.7.13 = 455

Exemplo 2: Vamos determinar n, sabendo que C}' = 231

10



(P=231e— =231 =231enmh-1)=462n>—n—-462=0n

21 (n—2)!
=-21vn=22

n! nn—1)
2

A solucdo é apenas. n = 22, pois —21 n&o € um numero natural.

Exemplo 3: Uma escola tem 6 professores de Matematica, trés deles deverdo representar a

escola em um congresso. Quantos grupos de trés sdo possiveis formar?

6 — 6! _ 6! 6543 20
27 31(6-3)! 3!3! 3.213!

1.1.4.2.  Propriedades da funcdo Cj; de ne p

A férmula €y = € uma funcédo de n e p que goza das seguintes propriedades:

n!
p!(n—p)!

Propriedade 1

Quaisquer que sejam os inteiros n e p tais que n > p > 0, tem-se:

Cp = Cip
Exemplos:
05— 5 5! 5! 20_20 oo
= Lol = S — = — o =
2T 5= 5=2)I(5-54+2) 2 2
cs 6 _ _ 6 _ 6 _ 6543 .,

2 7 31(6-3)! ~ 31(6—-3)! 3.3l  3.2.1.3!

Propriedade 2
Quaisquer que sejam os inteiros n e p tais que n > p > 0, tem-se:
Cr=Ccp 4+t
Exemplo:

6/ 51 5
221 w2 312

Co=C{r+ciloci=C+C o o 15=15

1.1.4.3. Triangulo de Pascal

O triangulo de Pascal € utilizado na resolugéo de problemas de combinacéo.

O triangulo de Pascal é uma ferramenta utilizada para encontrar o valor de combinacdes

estudadas na analise combinatéria. Ao longo da historia, ele ja recebeu outros nomes, como

triangulo de Tartaglia e triangulo aritmético. Actualmente o nome mais comum dado a ele é

triangulo de Pascal, em homenagem ao matematico Pascal que fez varias contribuicdes durante o

estudo desse triangulo, descobrindo as suas principais propriedades e aplicacdes.

A construcdo do triangulo de Pascal é realizada seguindo uma ld6gica herdada das suas

propriedades, possuindo aplicacdes para encontrar as combinacfes da analise combinatoria. Ele



é utilizado também para encontrar os coeficientes binomiais, ou seja, auxilia no calculo de um

bindmio de Newton.

Resumo sobre tridangulo de Pascal |
I 1
o E formado pelas combinacdes, e dividido por linhas e 12 1
colunas. | 3 3 |
, I 4 6 4 |
o E utilizado para resolver problemas de combinacéo. ] 5 10 10 5 ]

L6 I 20 5 6 1
L7 & 24 7 1

e Uma das suas aplicacBes € na resolucao de bindbmios de
Newton.

1.1.4.4. Bindmio de Newton

Definimos como bindmio de Newton a poténcia de um polinémio que possui dois termos. O calculo
de um binémio esta relacionado com o triangulo de Pascal, que se torna um mecanismo para
calcular o que chamamos de coeficientes binomiais. Para calcular um binémio, usamos a seguinte

formula:

(a+b)" = ( g)a”+( ?)aﬂ_1b+( g)a”_2b2+...+( nf‘l )ab”_1+( 2 ) b"

Note que o valor do expoente de a vai diminuindo até que no udltimo termo ele seja igual
a a®. Sabemos que todo o nimero elevado a 0 é igual a 1, por isso 0 termo a ndo aparece no
altimo termo. Perceba também que o expoente de b comeca com b°, logo b ndo aparece no

primeiro termo e vai aumentando até chegar a b™, no ultimo termo.

Além disso, o nimero que acompanha cada um dos termos € o que chamamos de coeficiente —

neste caso, conhecido como coeficiente binomial.

% Coeficiente binomial

O coeficiente binomial nada mais é do que a combinacao, que pode ser calculada pela féormula:
(n) n!
p/  pln—p)

Porém, para facilitar o célculo do binébmio de Newton, é essencial o uso do triangulo de Pascal, ja

gue ele nos da o resultado da combinacéo de forma mais rapida.

Tk+1 = (;:) a"_k.bk
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1.2. Introducé&o as probabilidades

1.2.1. Conceitos basicos

Fendmenos aleatérios ou acontecimentos — Sao aqueles cujos resultados ndo podem ser
previstos com certeza, isto €, sdo acontecimentos cujo aparecimento depende inteiramente do

acaso.
Exemplo:

O aparecimento da face “cara” ou “coroa” no langamento de uma moeda ao ar; a cura de uma
doencga; o aparecimento de “3” no langamento de um dado; condi¢cbes climaticas do proximo

sabado; tempo de duracédo de uma lampada, etc.
NB: Estes fendmenos sédo o objecto de estudo do calculo das probabilidades.

Universo dos resultados ou Espaco amostral — E o conjunto de todos os resultados possiveis

relativos a uma prova.
Exemplo:

Se o0 acontecimento € lancar uma moeda e verificar a face voltada para cima, o espago amostral é
0 conjunto {cara,coroa}; Para o lancamento de um dado de seis faces, o espaco amostral
€ {1;2;3;4;5; 6}, etc.

Acontecimento unido - Acontecimento unidao dos acontecimentos A e B consiste em se realizar

pelo menos um dos acontecimentos A ou B.
Exemplo:

No langcamento de um dado “sair pontos menores que trés” é o acontecimento uniao de “sair ponto

1%, “sair ponto 2”. Simbolicamente, escreve - se {1;2} = {1} U {2}.

Acontecimento interseccao — Acontecimento intersec¢ao dos acontecimentos A e B consiste em

gue A e B se realizem mutuamente.
Exemplo:
No lancamento de um dado. M = {sair nimero par},

N = {sair nimero dobro de 3}, 0 acontecimento K=M N N = {6}.
Acontecimento certo — E aquele que se verifica sempre que se realiza a prova (corresponde ao

conjunto universo).
Exemplos:

1. No langamento de uma moeda ao ar” sair cara ou coroa”;

Il. No lancamento de um dado numerado de 1 a 6, “sair um ndamero inferiora 7”.
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Acontecimento impossivel — E aquele que nunca ocorre quando se realiza uma prova

(corresponde ao conjunto vazio).
Exemplo:

1. No lancamento de um dado, sair o nimero 9.
2. Nascer uma crianca com 20 Kg.
Acontecimento contrario — Acontecimento contrario de um acontecimento A é aquele que

consiste em nao se realizar A.
Exemplo:

No lancamento de um dado. A = {sair nimero par}, 0 acontecimento contrario a A é o

acontecimento A = {sair namero impar}.

Acontecimentos disjuntos ou incompativeis — Dois acontecimentos relativos a uma dada prova

séo disjuntos quando a sua intersec¢do € um acontecimento impossivel.
Exemplo:

No langamento de um dado, “sair o n® 4” e “sair n° impar” sdo acontecimentos disjuntos,

pois a intersecgdo € um acontecimento impossivel.

{4}n{1;3;5} =0

1.2.2. Probabilidades - definicdes

1.2.2.1. Frequéncia absoluta e frequéncia relativa de um acontecimento

Chama-se frequéncia absoluta de um acontecimento, e representa-se por f, a0 nimero de vezes

gue um valor é observado.

Chama-se frequéncia relativa de um acontecimento, e representa-se por f,, ao quociente entre a

frequéncia absoluta e o numero total de observagdes (fr = ﬁ)

NB:0<f, <1

Exemplos:

1) Realizemos uma experiéncia que consiste em lancar 20 vezes uma moeda ao ar e
suponhamos que os resultados obtidos sdo os seguintes:
5 vezes “saiu cara” e “15 vezes saiu coroa”.

~ . . P » oz ~ . . , 5 1
A frequéncia absoluta do acontecimento “sair cara” é 5 e a frequéncia relativa é o= 7 A

15_3

frequéncia absoluta do acontecimento “sair caroa” é 15 e a frequéncia relativa é o1

2) Em um teste de Mateméatica dado a uma turma de 20 alunos, 70% tiveram notas positivas,

25% tiveram notas mediocres e 5% notas negativas.
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a) Quais sdo as respectivas frequéncias absolutas para as notas positivas, mediocres e
negativas?
b) Quais sédo as respectivas frequéncias relativas?
Resolucdo:
a) foosiiva= 14; fmediocre = 5; fregativa= 1

b) fr (positiva) = 0-7; fr (mediocre) = 025’ fr (negativa) =0.05

1.2.2.2. Definicdo axiomética de probabilidades (Definicdo de Bernoulli)

Axiomal:0< p(4A) <1

Axioma 2: p(AUB) = p(A) + p(B),se AN B = @, em que A e B sdo dois acontecimentos disjuntos
Propriedade 1: p(A) + p(A) =1 = p(A) = 1 - p(A)

Propriedade 2: p(AUB) =p(A) +p(B) —p(AnB),seAnNB+® em que A e B sao dois

acontecimentos quaisquer.

1.2.2.3. Definicado classica de probabilidade (Lei de Laplace)

numero de casos favoraveis ao acontecimento A

p(A) =

numero de casos possiveis

-
—v
—X

Il. EXERCICIOS RESOLVIDOS

1. Desenvolve o binémio (x — 3)°

Dados:a=x,b=-3,n=6

Resolucdo:
(x—3)°¢ = (g) x6.(=3)° + (i) x5 (=3)' + (2) x*. (=3)% + (g) x3.(=3)% + (Z) x2.(=3)*

6 6
+ (S)xl. (—°+ (6) x9.(=3)°
=x® — 18x°% + 135x% — 540x3 + 1215x2 — 1458x + 729

2. Determina o quarto termo do desenvolvimento de (2 — x)*
Dados:a=2;b=x;n=4 0<k <4

Resolucdo:

n) ak pk

Ters = DA,

k+1=4 > k=3

15



4
T3+1 = (_1)3. (3> . 24_3.x3

T, = (4)23
4 = 3 X

T, = —4.2x3 Finalmente; T, = —8x3

3. Lanca-se um dado equilibrado de faces numeradas de 1 a 6. Calcula a probabilidade de se

verificar um dos seguintes acontecimentos:

a) “Sair numero impar”. b) “Sair multiplo de 3”

¢) “Sair niumero maior que 5”

Resolucéo:
a) A = {Sair numero impar} = {1; 3; 5}. Namero de casos favoraveis (CF) = 3 e 0s casos
possiveis (CP) séo 6.
i 3_1
Assim, P (A) ==
b) B ={Sair miiltiplo de 3} = {3; 6. CF=2e CP =6, Assim P (B) == = .
c) C ={Sair nimero maior que 5} ={6}. CF=1e CP =6, Assim P (B) = %.

4. Uma urna contém 5 bolas brancas e 15 bolas verdes. Extrai-se uma bola ao acaso. Qual é a

probabilidade de que saia:

a) Uma bola branca P (B)? b) Uma bola verde P (V)?
¢) Uma bola branca ou verde? d) Uma bola branca e verde?
Resolucdo:

a) N°deCP=5+15=20en°deCF=5

_5_1
PE) =2
b) N°de CP=5+15=20en°de CF =15

15_ 3
P(V)zﬁzz

c) P(BuV)=PB)+PWV)= i+ %z 1, pois os acontecimentos B e V sao disjuntos.
d) P(BnV) =@, pois nenhuma bola tem duas cores.

5. Uma urna contém 7 bolas pretas e 6 bolas brancas, retirando, ao acaso e simultaneamente, 8

bolas, qual é a probabilidade de se obter 4 e s6 4 bolas pretas?

Resolucéo:
N° de CP = C&=1287; n°de CF = € X C¢ = 525
4 4
P(L) = C7C’;CB =0.4
13
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6. Sd&o lancadas ao ar, simultaneamente, quatro moedas, qual é a probabilidade de se obterem

3 e s6 3 caras?

Resolucdo:
cC CK KC KK onde
CcC CCCC | CCCK | CCKC | CCKK C —cara
CK | CKCC | CKCK | CKKC | CKKK K — coroa
KC | KCCC | KCCK | KCKC | KCKK CP=16
KK KKCC | KKCK | KKKC | KKKK CF=4
P(F) = 41
16 4

—-x
ll.
3.1.

10.

11.
12.

13.

EXERCICIOS PROPOSTOS
Exercicios propostos 1

De quantas maneiras diferentes 3 amigos podem se posicionar numa fila para tirar uma
fotografia.

Quantos anagramas podem ser escritos a partir da palavra calcanhar?

Forme todos arranjos possiveis das letras a, b, c, tomadas duas a duas.

De quantas maneiras diferentes se podem sentar 3 raparigas e 4 rapazes, num banco de 7
lugares sabendo que em cada um dos extremos fica uma rapariga?

Quantos numeros de 3 algarismos diferentes podem ser escritos com os algarismos
1,3,7,8,9?

Existem 7 cadeiras diferentes e pretende-se escolher 4. De quantas formas isso pode
acontecer?

Em um pelotdo hd 18 policias, 11 homens e 7 mulheres. De quantas formas pode-se
seleccionar 6 desses policia para compor uma equipa se apenas dois deles devem ser do
sexo feminino.

Um examinando precisa de responder a 8 das 10 questdes do exame de matematica para
poder transitar de classe. De quantas maneiras diferentes o examinando pode fazer a sua
escolha?

Sendo C} = 45, n > 2, qual e o valor de n?

Simplifica:

a) 8!7—!6! ) n!;(il:;)!

. . 1)!
Qual é o valor de n na equagéao otD! _ 687
n!

Quantos numeros de 3 algarismos diferentes se podem escrever com os algarismos
5,6,7,8 e 9.
Quantos numeros podem ser escritos com os algarismos 1, 2, 3, 4 e 5, de modo que, em

cada numero, figurem aqueles algarismos sem repeti¢ao.
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14. Em uma turma h& 12 rapazes e 7 raparigas. De quantos modos diferentes se pode
organizar uma comissao formada por 3 rapazes e 3 raparigas dessa turma?

15. Quantos numeros de 4 algarismos diferentes podem ser escritos com o0s algarismos do
conjunto M= {1;3;7;8;9}?

16. Resolve as equacdes:

2
a 42 =20 b. C2=45.

17. Utilizando o desenvolvimento do binémio de Newton, determina: (2x + 1) *
18. Calcula o termo médio do desenvolvimento de (3x — 5)° .

19. Aplicando o bindémio de Newton determina:

a) 992 b) 213 c) 463

3.2. Exercicios propostos 2

1. Sabendo que a probabilidade de um acontecimento A, relativo a prova P é 0,16 e que a
probabilidade do acontecimento B, relativo a mesma prova, é igual a 0,24, determina a
probabilidade:

a) Do acontecimento unido dos acontecimentos A e B.
b) Do acontecimento contrario ao acontecimento A.

2. Qual é a probabilidade de aparecer 3 ou 6 no langamento de um dado?

3. Lancam-se dois dados equilibrados simultaneamente, qual é a probabilidade de se obter
uma soma de pontos igual a 9?

4. No langamento de duas moedas ao ar, calcula a probabilidade de:

a) Obter s6 uma cara.
b) Obter pelo menos uma cara.
c) Obter exactamente duas caras.

5. Num langcamento de um dado perfeito, ocorre o acontecimento A “Sair um ponto impar” e o
acontecimento B “Sair um ponto inferior a 3”. Calcula a probabilidade dos acontecimentos:

a) A b) B c) AnB d) AuB e) AnB

6. Um saco contém 12 bolas, sendo 3 brancas, 5 azuis e 4 pretas. Retirando uma bola ao
acaso, diga qual é a probabilidade de sair:

a) Bola branca; b) Bola preta; c) Bola branca ou azul.

7. Numa caixa hd 5 laranjas e 4 macas. Tiram-se simultaneamente 2 frutas ao acaso. Qual é a
probabilidade de que ambas sejam macas.

8. Numa escola ha 1000 alunos. Desses, alguns usam 6culos e outros ainda ndo. Abriu-se a

porta e saiu um aluno. Indica a probabilidade desse aluno:

a) Ser uma rapariga. Rapazes Raparigas
b) Ser um rapaz. Usam 6culos 282 120
c) Usar dculos. N&o usam 6culos 318 280

d) Usar 6culos e ser uma rapariga.
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9. Num lote de 100 pegas, das quais 20 séo defeituosas e 80 sao perfeitas, escolhe-se uma
amostra de 10 pecas. Qual é a probabilidade de achar 3 pecas defeituosas e 7 perfeitas?

10. O Antdnio abre aleatoriamente uma revista com 49 paginas numeradas de 1 a 40. Qual é a
probabilidade de abrir uma pégina cujo nimero é multiplo de 6.

11. Numa festa ha cinco tipos de doces e trés de salgados. Se cada pessoa receber apenas
trés tipos de doces e dois de salgados, de quantas maneiras diferentes poder-se-a, fazer
esta distribuicao?

12. Uma caixa contém 10 camisas, das quais 4 sdo de mangas compridas. Extrai-se 2 ao
acaso. Qual é a probabilidade de que nenhuma das camisas extraidas seja de mangas
cumpridas.

13. Num café estdo 20 pessoas das quais 8 sao mulheres. Qual é a probabilidade de ao

escolher uma das pessoas, ao acaso, seja homem?
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UNIDADE TEMATICA Il FUNGOES REAIS DE VARIAVEIS REAIS

=l
b

I. RESUMO
1.1. Definicao:

Dados dois conjuntos A e B, nao vazios, diz-se que a relacdo f de A em B é funcéo se, e somente
se, para qualquer x pertencente ao conjunto A, existe, em correspondéncia, um Uunico y

pertencente a B, tal que o par ordenado (x,y) pertenca a f.

f é funcdo de A em B—(Vx € 4,3y € B|(x,y) € f)

Exemplo:

Dados os conjuntos A4 ={-1,0,1,23}eB =1{0,1,2,3,4}, vamos analisar algumas relacbes

estabelecidas a partir de A x B e determina quais sé@o fun¢fes e quais ndo sao:
R, ={(x,y) EAxB:x +y =1},R, = {(x,y) € AxB:x = y*}e R; = {(x,y) € AxB:y — 1 = x}
Primeiro vamos calcular o produto cartesiano:
(=1,0); (=1,1); (=1,2); (—=1,3); (—1,4); (0,0); (0,1); (0,2); (0,3); (0,4); (1,0); (1,1); (1,2);

AXB = (1,3); (1,4)(2,0); (2,1); (2,2); (2,3)(2,4); (3,0); (3,1); (3,2); (3,3); (3,4)

De seguida vamos apresentar as relagdes por extensdo: R; ={(—1,2);(0,1)(1,0)}, R, =
{(O'O)' (Ll): } € R3 = {(_1;0), (0'1)' (1:2): (2'3): (3:4‘)}

E facil perceber que R; e R, néo sdo funcgdes, pois nem todos os elementos de A tém imagem em

B mas R; é fungdo porque cada elemento de A tem uma e somente uma imagem em B.
1.2. Dominio e Imagem de Funcdao
1.2.1. Dominio

Dominio de uma funcdo f (Df) é o conjunto formado pelos primeiros elementos dos pares

ordenados (x,y) pertencentes a f.
Exemplo:

Dados os conjuntos A = {—2,—1,0,1,2} e B = {0,1,2,3,4,5} e afuncdo f: A - B, definida por

f(x) = x + 2, nomeando seus elementos e representando-os em diagramas, temos:

D(f) = {-2,—-1,0,1,2} ou D(f) = A
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Obs: Pela definicdo, todos os elementos de A tem um Unico correspondente em B; logo o Dominio

de f sempre é o conjunto A.
1.2.2. Contradominio ou Imagem

Imagem de uma funcdo f (Im (f)) é o conjunto formado pelos segundos elementos dos pares

ordenados (X,y) pertencentes a f.
1.3. Monotonia de uma funcéao

1.3.1. Funcéo Crescente

Diz-se que uma funcédo y = f(x) , de A em B é crescente em um intervalo[a, b] C A se, e somente

se, para quaisquer x, e x, pertencentes ao intervalo [a, b], temos:

X, >% = F(x,)> f(x)

Exemplo:

A funcdo f(x) = x? é crescente em IRTComo f(x;) = (x;)? e f(x;) = (x,)?, para Vx;ex, €

IR* temos: x; > x1 = (x3)% > (x41)?

Em x; > x1 - f(x2) > f(x1)

1.3.2 Funcéo Decrescente

Diz-se que uma funcdo y = f(x), de A em B, é decrescente em um intervalo [a,b]CA se, e

somente se, para quaisquer x; e x, pertencentes a um intervalo [a, b], temos:

X, >X% = f(x,)< f(x)

Exemplo:

A funcdo f(x) = x2 é decrescente em IR~. Como f(x;) = (x1)? e f(x;) = (x,)?, para Vx; e x; €

IR~ temos: X1 < Xo — (xl)z > (xZ)Z

EmIR™,x; > x1 = f(x2) < f(x1)
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Nota:

Uma funcao diz-se crescente se for crescente em todo o seu dominio.

Uma funcao diz-se decrescente se for decrescente em todo o seu dominio.

Uma funcdo é mondtona em um intervalo se for crescente ou decrescente nesse intervalo.
Uma funcao constante é crescente e decrescente em qualquer intervalo do seu Dominio.

Uma funcao f é estritamente crescente em um intervalo [a, b] C Df, se a < b entio f(a) f(b).
Uma funcdo f ¢é estritamente decrescente em um intervalo [a,b]CDf, se
a < b entao f(a) f(b).

1.4. Tipos de Funcdes

1.4.1 Funcéo Injectiva

Uma fungéo real de variavel real f:A — B diz-se injectiva se, e somente se, dois elementos

distintos quaisquer do Dominio de f possui imagens distintas em B.

Sendo x; € Ae x, € A, temos: X, % X =f(x1) # f(x2)

1.4.2. Funcao Sobrejectiva

Uma funcéo f: A = B é sobrejectiva se, e somente se, Im(f)=B, em que B & CD(f):

f:A = BéSobrejectiva < Im(f) =B

Exemplos:

1. Afuncdo f:IR — IR, definida por f(x) = 3x — 1 € Sobrejectiva, pois Im(f) = IR e CD(f) =
IR; logo, Im(f) = CD(f).

2. Afungdo f:IR$ — IR{,definida por f(x) = 2x? é Sobrejectiva, pois Im(f) = IRd e CD(f) =
IRE; logo, Im(f) = CD(f).

3. Afuncdo f:IR - IR, definida por f(x) = x? ndo é Sobrejectiva, pois Im(f) = IRfe CD(f) =

IR; logo, Im(f) # CD(f).

1.4.3. Funcéo Bijectiva

Uma fungao f:A—B é bijectiva se, e somente se, € injectiva e sobrejectiva.

Exemplo:

Dada a fungao fiIR—IR, definida por f(x) = 3x + 2, temos:

(1) Sendo x; =2 e x, = —1 (x; # x,), temos:
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f(x)=3x+2
fx))=f2)= 32+2=8
fx)=f(-1)=3.(-1)+2=-1

Assim:

Vx;ex; EIR > xy #x; 3%, #3x, 2 3x; +2#3x,+2 - f(x1) # f(x;) logo, a fungdo é
injectiva

(2) Como Im(f) =1IR e CD(f) = IR,entéo:
Im(f) = CD(f) logo a funcéo é sobrejectiva.

(3) Se f(x) = 3x + 2 é injectiva e sobrejectiva,entdo é bijectiva.

1.5. Funcdes Pares, impares e Fungdes que ndo sdo Pares e nem Impares
1.5.1. Funcéao Par

Uma funcdo f: A — B é par se, para qualquer x € A, temos f(x) = f(—x).
Exemplos:

A funcéo f(x) = x* — 2x? é par:
f(x) = x* — 2x2;
f(=x) = (=0)* = 2(=x)* = x* = 2x?, logo f (x) = f(~x)

Graficamente: |
Analisando o gréafico, podemos concluir que ele € simétrico “ :

em relacdo ao eixo das ordenadas. Sendo assim, todo o

grafico da funcdo par & simétrico em relacdo ao eixo das S ——
ordenadas. Para toda a funcdo par, verifica-se que para

objectos simétricos tém a mesma imagem.

Exemplo:

1. Considere a fungdo f(x) = x2 — 1. Determina f(—2) e f(2).
f(=2)= (-2)2-1=4-1=3
f(2)=22-1=4-1=3

Neste caso, podemos notar que dois objectos simétricos tém mesma imagem, sendo assim a

funcéo f(x) = x2 — 1 é par.

1.5.2. Funcé&o Impar

Uma funcéo f: A - B é impar se, para qualquer x € 4, temos f(—x) = —f(x).
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Exemplos:

1. Afuncdo f: IR - IR, definida por f(x) = x3, é

uma funcéo impar

fG) =%
f=2) = (—x)* = =23
—f(x) = —x* )

logo, f(—x) = —f(x). Graficamente:

2. Afuncao f: IR — IR, definida por f(x) = x, é
uma fungéo impar .

f(=x) =—x

—f(x) =—x

logo, f(—x) = —f(x). Graficamente:

Nota: Analisando o grafico de uma funcdo impar, verificamos que, para numeros simétricos do

Dominio, obtemos imagens opostas, isto &, o gréfico é simétrico em relagéo a origem (0,0) .

1.5.3. Fungé&o que nao é par e nem é impar

Uma funcdof:A - Bndo é par e nem impar se, para qualquerx € A, nem f(x) = f(—x),

nem f(—x) = —f(x).

Exemplos:

A funcéo f(x) = x — 1 ndo é par e nem é impar pois:
f(=x)=—x—-1

—f(x) = —=x+1 logo n&o é par nem impar.

1.6. Func¢&o homaografa
Funcao homaografa é toda a funcao real de variavel real cuja expressao analitica é da forma:

ax+b
cx +d

f&x) =

emquecx+d+0,ab,c€IR

O dominio é constituido por todos os numeros reais que ndo anulam o denominador.
d
or=im (-
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k
x+m ’

flx) = iz:s pode ser transformada na forma,f(x) = B +

As assimptotas verticais (AV) séo os zeros do denominador:
AV:cx+d=O<—>x=—%oux=—m

Desde que o grau do numerador seja menor ou igual ao grau do denominador, a fungéo tera

assimptota horizontal (AH). Nestas condi¢gBes, a assimptota horizontal € dada por:
a
AH:y = p ouy=2_B

Se o grau do numerador é menor que o grau do denominador, a assimptota horizontal é:
AH:y =0

~ k . . , e
Se B=m = 0entao f(x) = ~ € tera como assimptotas 0s eixos coordenados e o gréafico encontra-

se:

No 1° e 3° quadrante quando k > 0. A funcéo é decrescente.
No 2° e 4° quadrante quando k < 0. A funcédo é crescente, com k = b — %

O gréfico de fungdo homografa € uma hipérbole.

Exemplo:

Dada a fungéo f(x) = %, constroéi o grafico e faz o respectivo estudo.

10

Esta fungéo, f(x) = %feita a transformagéo, teremos: f(x) = 2 + —

Entao:
1. Df={x€IR:x—3 = 0};Df =IR\{3} 9. Gréfico:

2. Zeros da funcéo: 2;TJ’:=0<—>2x+4=0<—>x=

Ny
-2 o

3. Ordenada na origem:f(0) = 20%% _ —g

0-3

4. Variacdo do sinal:
f(x) > 0sex €]—ow;—2] U [3; 400
f(x) <0sex€]-2;3[

5. Paridade: f ndo é par nem impar ‘ . i ; ! t

6. f é injectiva; fndo é sobrejectiva; f ndo é
bijectiva. _
7.k = 10> 0 — A funcéo é decrescente. \

8. Assimptotas: AV:x =3;AH:y = 2 \
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1.7. Funcéo Inversa
Através de varios exemplos, iremos recordar o que foi dado nos anos anteriores.

Seja f uma funcao injectiva sobre o seu Dominio Df. Entdo, existe uma funcéo f~1, inversa de f,

tambem injectiva sobre o seu Dominio Df~1, com as propriedades seguintes:

a) O Dominio da fungéo inversa é o Contradominio da funcao:

Df'=D'f
b) O Contradominio da funcéo inversa € o Dominio da func¢ao:
D'f~'=Df

Exemplos:

1. Determina a funcéo inversa das seguintes funcoes:

A fx)=x+loy=x+lox=y—loy=x—1loflx)=x-1
b)f(x) =2"+20y=2"-20y+2=2x->y=100,(y+2) o f1(x)=1log,(y +2)

_ -2
c)f(x)=Zlogz(x—3)+2<—>y—2=210g2(x—3)<—>y72=logz(x—3)<—>2y7=x—3<—>

y—=2 x=2
2

y—2 x-2
x=2 2 +3(—)y:2 2

+3oftx)=272 +3
d)f(x)=§—J_ri<—>y(x—1)=x+2<—>yx—y=x+2<—>yx—x=y+2<—>x(y—1)=y+2

+ 2 x+2 x+2
ox=r"loy=""lo )=

x—1

x—1

Resumo sobre funcéo inversa
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A funcédo inversa g de uma funcéo real de variavel real f obtém-se de f por uma simetria em
relacdo arectay = «x.

Em matematica, a funcdo inversa de uma funcao f X — Yé, guando existe, a funcéo
f_l 1Y — Xial que fo f_l =idy e f_l of = idx(idzfungéo identidade). Ou seja, 0
gue era dominio na funcao original (o conjunto X neste caso, ilustrado na figura abaixo) vira

imagem na funcdo inversa, e o que era imagem na funcgéo original (Y, neste caso - ilustrado na

figura abaixo) vira dominio.

X Y
1- ‘D
2- »B
3- e
4 A

Uma fung@o que tenha inversa diz-se invertivel. Se uma fungéo for invertivel, entdo tem uma
Unica inversa. Uma condigdo necessaria e suficiente para que uma fungéo seja invertivel € que

seja bijectiva.

Se f for uma funcdao injectiva e sobrejectiva de x em y ao mesmo tempo, entdo f € também
uma funcéo bijectiva de x em f(x). Consequentemente, tem uma inversa de f(x) em x. Por abuso
de linguagem, também se designa esta funcao por inversa de f, embora o seu dominio nao seja,

em geral, 0 conjunto y.

Somente as funcdes bijectoras apresentam inversa, pois qualquer nimero do dominio tem um
Unico correspondente no contradominio (injectiva) e este tem todos os seus valores relacionados
uma Unica vez (sobrejectiva). Assim, podemos estabelecer uma relacdo inversa, transformando o
contradominio em dominio, e o dominio em contradominio de uma funcdo. A expressdo que

representa essa troca é chamada de funcéo inversa, e é representada por =1 (x).
Exemplo:

1. Dada a funcdo: f(x) = x + 1, determina a sua inversa.

°y=x+1.
2° x =y + 1. Trocar a variavel x por y e y por x.
3°y = x — 1. Resolver a equagédo em ordem a y.

4° f~1(x) = x — 1. E afuncgéo inversa de f(x) = x + 1.
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1.8. Composicéo de funcgdes

Dadas duas func¢des reais de variavel real f e g, de Dominio Df e Dg, respectivamente, chama-se

funcdo composta de g com f e representa-se por gof a funcao assim definida.
Gof:Dgof — IR x = f(x) > glf (0] x = glf(x)]
Onde:-Dg,f ={x €IR:x e Df Af(x) € Dg}

- Afuncgéo g,f |1é-se “ g apés f” ou “f seguido de g”.

- A funcdo composta gof faz corresponder a um objecto x uma imagem f(x) como objecto para a
funcdo g.

- A composicdo de fungBes ndo € comutativa mas é associativa.
Exemplos:

1. Sejam as fungdes f(x) = 2x e g(x) = x + 1. Determina:
a) (fog)R =flgB®=fB+1)=f(4)=24=8
b) (gofIB) =yglfB)l=9gE@)=6+1=7
c) (fof)(=4) =fIf(-D] =f(-8) =2.(-8) = -16
d) (gog)(4) = glg®H]=g() =6
e) (fog)(x) =flg(®)]=flx+1) =2(x+1)=2x+2
f) (gof)(x) = glf(x)] =g(2x) =2x+1
2. Sabendo que g(x) = 8xe g[f(x)] = 16x + 32, determina f(x).

16x + 32

glf ()] = 8f(x) = 16x +32 & f(x) =—

of(x)=2x+4

—X
Il. EXERCICIOS RESOLVIDOS
1. Dado o conjunto A = {—2,—1,0,1,2} e a fungéo f: A — B, definida por f(x) = x + 1, nomeando

seus elementos e representando-os em diagrama, teremos:

f =1{(-2,-1);(-1,0); (0,1); (1,2); (2,3)}
Im(f) = {~1,0,1,2,3}

2. Determina o Dominios das seguintes funcées:

a) f(x)=2x*+3x b) g(x)=xzj
) h(x)= V2x—4 d W= =
Resolucéo:
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a) f(x)=2x?+ 3x. O dominio de existéncia de uma funcdo polinomial é todo o conjunto

dos numeros reais (conjunto IR), logo a fungéo f(x) tem dominio IR.
b) gx) = xz: Dominio de existéncia: x ER A x+1#0 & x = -1
Logo: O Dominio de existéncia da funcéo g(x) é: x € R\{—1}
c) h(x) = V2x —4 Dominio de existéncia: 2x —4 >0 & x > 2;X € [2; +oo[
Logo: O Dominio de existéncia da fungéo h(x) é: x € [2; +oo[

d )= \/%Dominio de existéncia:x+1> 0 x> —1;Xx € |—1;+400[

Logo: O Dominio de existéncia da fungéo I(x) é: x € |—1;4+oo[

3. Afuncdo f: IR - IR, definida por f(x) = x3, é injectiva.
Sempre que escolhermos dois valores distintos do Dominio para esta fungdo as imagens serao
sempre diferentes:
Sendo x; = -2 e x, = 3,temos:
{(—2)3 =-8
33=27
Logo: —2 # 3 > —8 # 27 para Vx; EIReVx, €EIR —» x; # x, = (x1)3 # (x)3.

4. Afuncdo f:IRT = IR*, definida por f(x) = x?2, é injectiva.
Sempre que escolhermos dois valores distintos do Dominio para esta fungdo as imagens serao
sempre diferentes:

22 =4
32=9

Logo: 2 #3 >4 #9para Vx;ex; €EIR - x; # x5 — (x1)% # (x3)?.

Sendo x; = 2 e x, = 3, temos: {

5. Afuncio f:IR — IR, Definida por f(x) = x2, ndo & injectiva, pois:
—2#42= (-2)*= (+2)? =4=4
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Il. EXERCICIOS PROPOSTOS

1. Dos gréficos que se seguem, indica 0os que séo de fun¢des e 0s que ndo sdo, justificando:

|

A\

71X

I J K L

2. Determina o conjunto imagem da funcdo f:A4 — B,definida por f(x) = 3x?> —5, sendo
A={-12,v2,V5}

3. Quais dos pares (0,—4);(1,6);(1,-3);(1,-4);(—1,—-6) e (—1,—-3) pertencem a funcao
definida por f(x) = (x + 2)(x — 2)?

4. Determina o Dominios das seguintes funcdes reais:

x _ Vi—x

a) f(x)=;j+\/% b) f() =7
Vx-2
C) 2 + - d) xX—2

5. Identifica em que intervalos reais as fungdes séo crescentes ou decrescentes:
aA)f(x)=x+2 b) h(x) = x? 0)g(x) =2-3x
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6.

Determina em que intervalos a fungéo seguinte é decrescente:

P

Classifica as fun¢des em injectvas, sobrejectivas ou bijectivas:
b) f: IR — IR, definida por f(x) = —x + 1

a) f:IR — IR, definida por f(x) = 3x
c) f:IR - IR*:y = 2x? d) f:IR > IR*:y = |x — 1]
e)fiIR->IR:f(x) =x—3 f)f:IR > IR:y =3

8. Verifica se as funcdes reais representadas nos gréaficos séo bijectivas:

ax+b,

9. Seja f(x) = oy
(1;-2) e (0; —g) e tem como assimptota vertical x = 2.

determina os valores de a,b e ¢, sabendo que o grafico passa por

10. Seja f(x) = %; determinaaec,se AV:x = —2 e AH:y = 4.
11. Considere as funcdes: f(x) =§ eg(x) = Zxx+_z1

a) Construa os gréficos.
b) Faz o estudo complete.

12. Determina f~1(x) se:
b) f(x)=ax+b,a#0 c) f(x)zx_;_z

a) fx)=2x—-4
e) f(x) =2 f) f(x) — loggz_(_l)

d fx)=2*-2

9) f(x) =2lgx
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13. Dadas as funcdes: f = {(0,4)(1,0)(2,1)(3,2)} e g = {(0,2)(1,3)(2,0)(3,4)}, determina:

a. (fog)(0) = b. (fof)(2) = c. (goHB) = d. (gog)(1) =
14. Sejam f(x) =vx e g(x) = x?, determina:

a) (fof)(5) b) (gof)(5) c) (fog)(-3)

d) (gof)3) e) (fof)(x)

15. Calcula (g, f)(—2)e (f,9)(3) para cada um dos pares das func¢des definidas por:

1

x—1

a) fx)=xeglx)=x-1 b) f(x) =

e glx)=x+2

c) f() =x*-1le gx) =3x+2 d fx) =Vx;9(x) =2x
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UNIDADE TEMATICA IV FUNGCOES REAIS DE VARIAVEL NATURAL

Nl

I RESUMO

1.1. Nogéo de sucesséao

Uma sucessdo de numeros reais (a,,) € uma fungcdo f em que o dominio € o conjunto dos

nameros naturais e as imagens sdo numeros reais. f:IN - IR, n - a,
Os valores da funcéo a4, a,, as, ..., a,, .., S&0 designados termos da sucessao.
Assim, numa sucessao:

n —ordem do termo

f(n) = a, é o termo geral da sucessao

(f (n)) ou (a,) —»Representa a sucessao

1.1.1. Termo Geral da Sucessao
O conceito de nimero estéa ligado a objectos cuja quantidade é por ele representada. E uma ideia
abstracta que associa a cada objecto uma unidade. A sucessao dos nimeros naturais 1, 2, 3, 4, 5,

... envolve outros conceitos além do conceito de nimero:

e Os numeros estao dispostos por certa ordem;

e Conhecido um elemento da sucessdo conhece-se 0 seguinte;

e N&o ha um ultimo elemento, mas ha um primeiro elemento.
Esta sucessdo é a mais simples de todas e a partir dela surgem todas as outras.
Chama-se sucessao de nameros reais ou sequéncia a uma funcéo que a cada numero natural

faz corresponder um nimero real.

Termo geral de uma sucessao € a lei ou relagao definida para a obtencéo de cada termo da
sucessdao. O termo geral de uma sucesséao define a lei de formacédo da sucesséo pela qual se
pode obter todos os seus termos a partir do termo geral podemos obter 0s seguintes termos, elas

podem ser finitas ou infinitas.

1.2. Monotonia de uma sucessao
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Uma sucessao (u,,) diz-se monotona quando ela for crescente ou decrescente.
Exemplos:

a) u, =(24,6810,12,...)
b) b)b, =(11,9,753,....)

1.3. Sucessao estritamente crescente

Uma sucessao (u,) € crescente se cada termo seguinte &€ maior que o termo anterior, ou seja,

Se:
Upsq > Uy, VN€EIN © uyq— u, >0,YnelN

Exemplos: u, = (1,2,3,4,5, ....); b, = (1,4,9,16,25, ...)

1.4. Sucessao crescente em sentido lato

Uma sucessao (u,) € crescente em sentido lato se cada termo é maior ou igual ao termo anterior,

ou seja, se:

Ups1 = Uy, VN EIN & Uy — Uy, =0,VnelN
Exemplos: u, = (1,2,2,3,44....); b, =(3,7,9,9,15,18, ....)
1.5. Sucesséo estritamente decrescente

Uma sucessao (u,) é decrescente se cada termo seguinte € menor que termo anterior, ou seja,

se:

Ups1 <Up,VNeIN © Uy, — u, <0,VnelN

1 1
Exemplos: u, = (4'1'2’1_6’5’ wey) 3 bp=1(11,,9,7,5,.....)

1.6. Sucessao decrescente em sentido lato

Uma sucessao (u,) é decrescente em sentido lato se cada termo seguinte é menor ou igual ao
termo anterior, ou seja, se: U, < Uy, VREIN & Upq — U, <0,YVnelN.
Exemplos:

u, = (41,522,221 .Y  b,=(1199775,....)

4’4’16’ 16’ 64" "
Exemplos: Estude a monotonia das sucessoes e definidas por:

a) u, = b) an = (%)

n+1

Resolucéao algébrica
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n+1 n _ n’+2n+1-n?-2n _ 1
a) Upyp — Uy = 1z o DD - G.iD Comon+2>0en+1>

0,vnelN, entao; Vn € IN,u,.1 —u, > 0.

Pode se concluir que a sucessdo dada € estritamente crescente, ou seja, que e mondétona

crescente em sentido estrito.

O
0

2 2 ~ £
b) Gpi1—an <0 ©ap<a,oPHlo = Como: <1, asucessdo é

monoétona decrescente em sentido estrito.

1.7. Sucessao Constante
a,-a,,=0,vneN

Exemplo: u, = (2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,...)
1.8. Sucesséo alternada/oscilante

Uma sucessdao diz-se alternada quando é periddica.
Exemplos:

a) -1,1-11-1,-1,.
b) 23,4,5,2,34,52,34,5,..

1.9. Sucesséo Limitada
Uma sucessao (a,) € limitada se existem dois nUmeros reais m e M tais que:

m < a, <M,VneIN em que m € minorante do conjunto e M é majorante.
Exemplos:

1. A sucessdo a, =2n+1 e minorante (M=3) mas ndo e majorante pois 0S seus termos

tendem para o mais infinito.

~ 2 . P ~ Z
2. A sucesséo b, = —, 0s seus termos tendem a zero isto é, estdo entre 2 e 0, logo € uma

sucessao limitada, pois m (minorante) =0 e M (Majorante)=2.

1.10. Limites de Sucessodes

1.10.1. Vizinhanca de um numero real
| | |
. ’ . . . I I I
Dizemos que x é valor aproximado de a com erro inferior § ﬂ—;\b\ f//vﬂﬂ?
se: |x—a]<s, sendo |x-a| 0 erro de x em relagéo a a.
X

Repare-se que:
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= X—a<o A
< X <O + a

X —a=>—38 <

X =>—3 + a <
— a—S =X=a-+

N\

Definicéo:

Ao intervalo Ju-s.a+ 8] chama-se vizinhancga de centro a e raio s e representa-se por Va‘( ) ,
isto €,

Vs(a)= ]u_(s‘, a+ 5] . (portanto, vizinhanga de a de raio s € o conjunto de todos os valores
aproximados de a com erro inferior a 5.)

Exemplo: Vy;(3)=]3-01;3+0,1[=1]2.9;31]

OBS: Qualquer intervalo de niumeros reais aberto pode ser escrito sob a forma de vizinhanca do
seguinte modo:

Exemplo: 10,6 ; 1114[:V11,4flo,s(11’4+1o'6

. f] =Vo4(11)

1.10.2. Limite de uma sucessao

Definicdo:

Uma sucess&o (#, ),,E,N tem por limite, tende para a ou converge para a, a</r Se para todo o

JeIR* existe uma ordem a partir da qual todos os termos da sucesséo séo valores aproximados

de a a menos de &, ou seja, todos os termos da sucesséo pertencem ao intervalo Ja- 5, a+4] .

Simbolicamente, tem-se:

limu,=a < V&>0 3peIN VnelN, n>p=|u,-a/<s OU

limu,=a < V6>0 IpelN YnelN, n>p=u,cVs(a)
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n-1
Consideremos a sucessao (Un )neIN de termo geral Uy =

Calculamos os seus primeiros termos e esbocemos o seu grafico.

\
Un
A o o M Al P R
T et 0% o7
:::|_:’_?f’ ‘ !
21717 L |
3 Al 'l || { l
L [ | | | l
- j-T HERE | |
|| II Ly | l
Q “l ‘l i} 1 l + *i 1 -
1234567 0 ...100 "
w=tlt_g. -2t 1., 31 2. 413 ., 514 Uy, =001 _ 99
o 272 27 % 3 3"t 4 47 5 5 7100 100

Verifica-se que os termos da sucessao se vao aproximando de 1.
Analise-se o erro de cada termo em relacéo a 1.

e =0 - |0-1=1
° U, =

1
2

° u3:§ - 7—1:3:0,(3)

° u4:§ N §—1:1:0,25
4 4

S

c o ® LB oy
100 100 100

Observa-se que os erros se estdo a aproximar-se de zero, logo os termos da sucessao se
aproximam d.
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1. Portanto, fixando um erro qualquer s, podemos sempre determinar uma ordem a partir da qual

todos os termos da sucessao sdo valores aproximados de 1, com erro inferior a s, isto €,

V6>0 3pelIN VnelN, n>p=u,-1<S ou vs>0 FpelIN vnelN, n>p=u,eVy(l).

Neste caso, dizemos que 1€ o limite da sucessao e representa-se por:

limu,=1 ou u,—1 (lé-seu, tende para 10u u,converge para 1).
Exemplo: Mostra que a sucessao de termo geral a, =2—n3 tende para 2.
n+

Resolucdo:

lima,=2 < Vv5>0 3peIN VnelN, n>p=la, -2 <5

Ora, \an—2\<§<:>ﬂ—2<5©© 2n—2n—6\<§© _6‘<5<:> 6 <6<:>6<n5+35<:>n6+3§>6<:>n>6_35.
n+3 n+3 \ n+3\ n+3
Portanto, podemos escrever n>6735:> 22”372 <& e, consequentemente, tomando p um ndmero
n+
natural maior ou igual a %, temos que é verdadeira a proposicao

V6>0 3JpeIN VnelN, n>p=la,-2/<5.
Entéo, lima,=2 ou a, tende para 2.
1.10.3. Sucessdes convergentes

Definicéo:

Uma sucesséo(«,) _,, € convergente se tem por limite um nimero real a. Dizemos que a sucessdo tende

eIN

para a, converge para a ou que o seu limite € a.

Simbolicamente, escreve-se: limu, =a OU u, —>a.

Se uma sucessao ndo é convergente, diz-se que é divergente.

2n+1

Exemplo: Mostra, a partir da definicdo, que a sucessao de termo geral w, = nao converge

para 1.
Resolucéo:

Suponhamos que w, »1. Entdo, v6>0 3peIN vnelIN, n>p=|w,-1<s.

n+1

n+1 <feo—<don+l<nsens>linens-n>lan(5-1)>1
n

2n+1-n

<o

Ora, |w,-1<d< 2nn+l_l‘ <5
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Se 5§-1>0=5>1 vem n>§i

Se 5-1<0<=65<1 vem n<§i

Apesar de todos os termos a partir da ordem

1

de s, tal s6 acontece se s5>1 € hao para

qualquer s>0, como exige a defini¢éo.

?serem valores aproximados de 1 a menos

Neste caso, 0s Unicos termos que sao

valores aproximados de 1 a menos de ssao

1 e ndo
S

apenas os de ordem inferior a

todos a partir de uma certa ordem como

exige a definicao.

Portanto, é falso que w, »1, ou seja, w, ndo converge para 1.

1.10.4. Teoremas sobre sucessdes convergentes

Teorema:

Toda a sucessdo constante é convergente e converge para essa constante.

Exemplo:

Considere-se a sucesséo (Vn)ne”\, de termo geral v,=5 vnelIN. Ora, limyv,=lim5=50u ainda

v, =>5.

Teorema da Unicidade do Limite:

O limite de uma sucessdo, quando existe, é Unico.

Exemplo: Mostra que a sucessao de termo geral u, =(-1)"° xg é divergente.

Resolucao: Calculamos os primeiro quatro termos de (uj).

2 5 _ 22 5 0 5 5
u = (-1 x2=(-1) 1><7:—1><§:—§ U, =(-1° %2 =(-1) xg=lxo=2
3-2 5 5 2 5 2 5 5
uz =(-1) ><7=(—1)1><7=—1><§=—§ u4=(—1)4 x==(-1) ><7=1><§=5
5 .
. 5 —5 se nimpar ) .
Verificamos que u, =(—1)“‘2x = , OU seja, a sub-sucesséo dos termos de ordem par

3 > se npar
3

5

converge para 3 e a dos termos de ordem impar converge para —g; pelo que a sucessao (u,)néo
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pode ter como limite g e —g (Teorema da Unicidade do Limite). Logo, (u,) ndo tem limite e por

isso € uma sucessdao divergente oscilante.

Teorema:

Toda a sub-sucessao de uma sucessao convergente converge para o mesmo limite.

Exemplo:

Considerando a sucesséao de termo geral u, =1, temos que v, =2i € uma sub-sucesséo de (u,) e
n n

u, —»0. Logo, v, —0.

Teorema (Critério de Convergéncia):

Toda a sucessdo mondtona e limitada é convergente.

Exemplo: Prova que a sucessao de termo geral a, = 2n +31
n+

€ convergente.

Resolucéo:
¢ Monotonia

_2(n+1)+1 2n+1 2n+2+1 2n+1_ 2n+3 2n+1_ 2n°+6n+3n+9-2n°-—n-8n-4

1T =TT 3 n+3 n+4 n+3 n+4 n+3 (n+3)(n+4)
5
=—— >0, V IN
(n+3)(n+4)> ne

Como a,,;-a,>0 VvnelN, entdo (a,) € mondtona crescente.

e Limitada

Pretende-se mostrar que 3LeIR":|a)|<L, VnelN.

2n+1

+3

2n+1

Ora, |a)|<L< Sle—s L<2n+1<nL+3L<2n-nL<3L-1&n(2-L)<3L-1
n+

Tomando L=2, tem-se n(2-2)<3x2-1<0n<5, 0 que € uma condicdo universal em IN.
Logo, (a,) € limitada.

Portanto, como (a,) € monétona e limitada, entdo € convergente.
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1.11. Infinitésimos

Definicdo:

Uma sucessdo («,) € um infinitésimo se o seu limite € zero.

(#,) infinitésimo < lim u,, =0
<u, >0
STl IS, BRI &V8>0 3pelN VnelN, n>p=u,cV;(0)
&Ve>0 dpelN VnelN, n>p= ‘u”| <d
€ um infinitésimo.

Exemplo: Prova que a sucessao de termo geral a, =%
n+

Resolucéo:

Quer-se mostrar que Yo >0 Elp € IN vne IN, n> p = |an| < 5

5 5<2N5 155 < —2n5 <55 -5 26> 56 45 n> 220

5
a <o |—|<o
Ora, 2| ‘2n+5‘ 2n+5

5-50
Assim, tomando p um ndmero natural maior ou igual a o5 temos que é verdadeira a

proposicao vs>0 JpeIN VnelN, n>p=|a)|<s.
Entdo, lima,=00u a, tende para 0. Portanto, a, € um infinitésimo.

1.11.1. Infinitésimos de referéncia

Consideram-se infinitésimos de referéncia as seguintes sucessfes de termo geral:

a, =— b, == Cy=—f d,=—

n n Jn
1.11.2. Infinitamente grandes

Considere-se a sucessdo dos numeros pares: u,=2n € escreva-se 0s Seus seis primeiros termos:

Existira um nimero par maior do que todos os outros? Ndo. Por maior que seja o niUmero par que
se imagine, existe sempre um maior do que ele e todos 0s nimeros pares seguintes sao também

maiores do que o nimero imaginado.

Diz-se que a sucessao dos nimeros pares € um infinitamente grande positivo ou que tende para

mais infinito. Simbolicamente escreve-se: lim(2n) =+ OU 2n—+x.
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Definicao:
Uma sucesséo (un)ne,;\, € um infinitamente grande positivo se, qualquer que seja o
numero real positivo L, existe uma ordem a partir da qual todos os termos de (u,) S0 maiores

do que L, isto €,
(#,)€ um infinitamente grande positivo < v.>0 pelIN YnelN, n>p=u,>L

Simbolicamente, escreve-se: u, —+wx OU lim u,=+%.

1.11.3. Infinitamente grande positivo
Exemplo: Mostra que a sucessédo de termo geral b, =2n+1 € um infinitamente grande positivo.
Resolucéo:

Pretende-se provar que vL>0 3JpelIN VnelN, n>p=b,>L.Seja L>0 qualquer.

Ora, u, >L<:>2n+1>L<:>2n>L—1c>n>%. Assim, tomando p um nimero natural maior ou igual a

%, temos que todos os termos da sucessdo de ordem superior a p sdo maiores do que L, ou

seja, € verdadeira a proposigdo vs>0 JpelN vnelN, n>p=h,>L.
Entdo, limb, =+00U b, —»+wo. Portanto, b, € um infinitamente grande positivo.

1.11.4. Infinitamente grandes positivos de referéncia

Consideram-se infinitamente grandes positivos de referéncia as seguintes sucessdes de termo

geral:

a,=n b, =n? c,

él

d,=2"
1.11.5. Infinitamente grande negativo
Definicéo:

Uma sucesséo (“n)nem é um infinitamente grande negativo se a sucessdo (—un)ﬁem cujos

termos sdo simétricos dos da sucessao (u,), € um infinitamente grande positivo, isto é,

(u,)€ um infinitamente grande negativo < (-#4,) & um infinitamente grande positivo, ou seja,

U, —» —0 < —U, —>+0 ,
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Exemplo:
Mostra que a sucessao de termo geral ¢, = 1 — 5n € um infinitamente grande positivo.
Resolucéo:

Para mostrar que limu, =—o temos de mostrar que lim(-u,)=+x, OU S€ja,
VL>0 3FpeIN VnelN, n>p=-u,>L.Seja L>0 qualquer.
L+1

Ora, -u,>L<-1+5n>L<5n> L+1c>n>T. Assim, tomando p um ndmero natural maior ou igual a

%, temos que todos os termos da sucessao (-u,)de ordem superior a p sdo maiores do que L,

ou seja, é verdadeira a proposicdo Vo >0 dpeIN VnelN, n>p=-u,>L.
Ent&o, lim(-u,)=+w € assim ou limu, =—o. Portanto, u, € um infinitamente grande negativo.

1.11.6. Infinitamente grandes negativos de referéncia

Consideram-se infinitamente grandes negativos de referéncia as seguintes sucessfes de termo

geral:
a,=-n b, =-n? ¢y =—/n d,=-2"
1.11.7. Infinitamente grande em maédulo

Definicdo:

Uma sucessdo (#,),_,, € um infinitamente grande em médulo se a sucessio (fu,[) . cujos

eIN

termos sédo o modulo dos da sucesséo (, ), € um infinitamente grande positivo, isto é,

(u,)é um infinitamente grande em médulo < u, »«<< (|«,|)é um infinitamente grande positivo, ou

seja, |u,| —>+o.

Exemplo:

Mostra que a sucesséo de termo geral d, =(-1)"-(1-3n) € um infinitamente grande em madulo.
Resolucéo:

Para mostrar que dp é um infinitamente grande em modulo temos de mostrar que Iim(|dn|)=+oo , ou

seja, VL>0 3JpelIN VnelIN, n> p3|dn|>L, Seja L>0 qualquer.
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Ora, [dy|>Le|(-2)"-(1-3n)|> L e |(-1)"

-‘(1—3n)‘>L<:>—1+3n>L<:>3n>L+1©n>%. Assim, tomando p

um namero natural maior ou igual a % temos que todos os termos da sucesséao |d,|de ordem

superior a p sdo maiores do que L, ou seja, € verdadeira a proposicado
V6>0 3JpelIN VnelN, n>p=ld|>L.

Entdo, lim(|d,[)=+= € portanto, d, € um infinitamente grande em maddulo.

1.11.8. Infinitamente grandes em mdédulo de referéncia

Consideram-se infinitamente grandes em maodulo de referéncia as seguintes sucessdes de termo

geral:
a,=(-1)"-n b, =(-1)"-n? ¢, =(-1)"-Jn d,=(-1)"-2"
1.12. Teorema sobre infinitamente grandes e infinitésimos

Teorema:

O inverso de um infinitamente grande é um infinitésimo e vice-versa, isto é, se

u”ﬁm:LaO,Com u,#0, VYnelN € 1r,,%0<:>i—>m , Com u, #0, VnelN .

Uu.. (4

Exemplo:

Prova que lim 1
5+3n

Resolucéo:

Para provar que |imﬁ=0, basta provar que lim(5+3n)=+x, OU  Seja,
+an

VL>0 FpelN VnelN, n>p=5+3n>L.

Seja L>0 qualquer.

L-5

"_5. Assim, tomando p um numero natural maior ou igual a 5

Ora, 5+3n>L<3>L-5<n>

temos que todos os termos da sucessao (5+3n)de ordem superior a p sé&o maiores do que L, ou

seja, é verdadeira a proposicdo v6>0 3JpelIN vnelN, n>p=5+3n>L.

Entdo, Iim(5+3n):+oo e portanto, Iimizo.
5+3n
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1.13. Classificacéo de sucessdes

Quanto a existéncia e natureza do limite, as sucessodes classificam-se em:

CONVERGENTES

(o limite € vim nuunero real)
e ——

~ PROPRIAMENTE
SUCESSOES DIVERGENTES
DIVERGENTES
OSCILANTES
(nfo tém limite ono
limite € o)
Nao tem limite a sucessao:
2 senpar Tem limite « a sucessao:
u n = 1 .

— S€ »n 1mpar
n P w. =(=1V".n

1.14. Calculo do Limite de Sucessodes

1.14.1. OperacBes com sucessdes convergentes

Sejam (a,), _, € (by),., duas sucessdes convergentes em que: lima,=a € limh,=b, cOmabeIR.

Ent&o, verificam-se as seguintes propriedades:

lim(an +bn) =lima, +limb, =a+b
lim(a, —b,)=lima, —limb, =a—b

lim (a, xb,)=lima, xlimb, =axbh

1im{;’”J—hm“"—Z (b, #0.¥neIN e b=0)

n

Nota: Se a#0 e b=0, lim%=ioo(%=ioo, a=0)

n

lim (a, ) = (1im a, )" = a" (a & b ndo podem ser simultaneamente nulos)

lim §/a, =4/lim a, =%a (se k é par, entdo a,>0, VneIlN A a=0)
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Exemplo: Considera as sucessdes de termo geral u, -1-te v, = 32” . Calcula:
n n
2u, — &, ?
a) limu, b) limy, C) lim [””j
un
Resolucéo:

a) limuy, =lim [1—3j:|im1—|im 11 0-1
n n

3

b) limv, =lim
) n 2n  2n

=Iim—+|im—=Iim7+f-limf_—+£x0=§+0=
2n 2n 2n 2 2 n 2 2 2

o (22 |- 252 (2 o2 | -

3n+1 .(3n 1) 3n 1 3.1 1 3
=lim| —+ =

c)

1.14.2. Operagbes com sucessOes divergentes

Considere-se duas sucessoes (a,),_, € (b, due tém por limite +x, Ou seja, lima,=+o €

limb, =+o0.
Ent&o, lim(a, +b,)=lima, +limb, =+ .
Simbolicamente, escreve-se: (+w)+(+o)=+o.

Tomando ae IR\{0}, outros resultados podem simbolicamente ser assim escritos:

° (—oo)+(—oo)=—oo
® (+o0)-(+0) =+ () (=) =—» (=) (—)=+»
+0 se a>0 - se a>0
o ax(+0)= ax(~)=
-0 se a<0 +oo se a<(
® a+(+m)=+x a+(-x)=-w a—(+0)=—o a—(-x)=+w
. +0 |40 se a>0 -0 |—0 se a>0
a |- se a<0 a |+ se a<0
° i:{) E:oo
+oo 0]
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Exemplo: Considera as sucessdes de termo geral u, —2+2 e v, =—2n. Calcula:
n

a) limu, b) limv, C) lim (u,-v,) d) lim(3v,) e) Iim(—%vn)
Resolucdo:
. . 3 . .3 1
a) I|mun:I|m(2+—j:I|m2+I|m—:2+3llm—:2+3x0:2
n n n

b) limv, =lim (-2n)=lim(-2)xlim n=-2x (+ox0) = -
C) lim (u, -v,)=limu, -limv, = 2x(-0) =

d) lim(3v,)=1im3-lim v, =3x(—0) =-w

e) lim (—%vn] =lim (—3 limv, = —%x(—oo) = +00

1.14.3. Indeterminacgdes
Do célculo de limites com sucessfes convergentes podem resultar situacdes do tipo % ou 0° e
guando os célculos envolvem operagcdes com sucessdes divergentes podem acontecer casos de

[e0]
w—o0; —; Oxoo; oo e 17.
[e0]

Nestes casos nao é possivel indicar, de uma forma directa, o limite. Por vezes esse limite nem

existe. S&o situa¢cdes chamadas de indeterminacao.

Quando, efectuando alguns célculos, se consegue Determinar o limite, diz-se que se levantou a

indeterminacdao.

As indeterminacdes a estudar séo do tipo Z; %; Oxo0 € -,
o0

1.14.3.1. Indeterminagdes do tipo —

3n2+2n+1

Exemplo: Calcula o seguinte limite: lim PRI
—4n‘ +

Resolucéo:
Temos que:

lim (3% + 2+ 1) = lim 3x lim(n? ] + lim 2x lim 1+ 1im 1= 3x (+00) + 2 (+00) + 1= (430) + (450) + 1= (400) + 1 = 420

e lim (<40 +2) = lim (~4) < lim(n® ) + im 2 = ~4x (+30) + 2= (—0) + 2 = —0
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2
Logo, lim 3n+722n+1 _%.
—4n“ +2 o0

Para levantar indeterminac@es deste tipo existem dois processos diferentes:

1° Processo: Dividir o numerador e o denominador pela maior poténcia de n.

£+@+i 3+g+i Iim3+|img+limi
3?4204+l . n2 2 n? . n . n2 n 2 3+0+0 3
lim 5 =lim =lim = = =_=
—4n?+2 -4n? 2 442 “m(_4)+"m£ 440 4
7t n2 n2
n n

2° Processo: P6r em evidéncia no numerador e no denominador o termo em n de maior grau.

2 1 2 1 . 2 1
3n2(1+—+—) 1+ —+—— liml+lim—+lim—
2 2 2 2 2
lim 3n +22n+1:|. 3n 23n _lim 3n2><|im 3n 23n :Iim(—ﬁjx 3n 5 n :_§X1+O+O:_§
—4n®+2 —4n2(1——J —4n 1--° 4 lim 1— lim = 4 1-0 4
4n? 4n 4n

a ap_ a
aonp[1+ 14 4Pt pj

p p-1 p—1 P
lim P(n) i 2T rant 4 rapanta, L agh aph agh
Q(n bon? +bn9 1+ ... +a, ;n+a by b
(n) 0 by a-1 q bon® 142,y -l 4+ 3
bon bon bon
a ag,_ a
. (1+ Lo+ pp171+ pp]
. n . apn agh agh . n . agn
_Ilm‘zoqxllm % g :IImZOqX1:“mb0q
on by g1 q on o
1+b—+...+ﬁ+ g
On bon bon

Ou seja, este tipo de indeterminacdo levanta-se, normalmente, através do célculo do limite do

guociente entre os termos de mais alta poténcia do humerador e do denominador.

1.14.3.2. Indeterminacdes do tipo 0 X o

Este tipo de indeterminagées reduz-se a indeterminagdes do tipo = , efectuando célculos.
o0

2

) . . (1 n%+5
Exemplo: Calcula o seguinte limite: lim - .
n
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Resolucéo:

w

© n 5 lim1+li 5
(1 a5 mdi5e. @3 3 PIMIE 140
lim| =- = lim =lim = . =——=1
n n? nd nd lim1l 1
3

1.14.3.3. Indeterminacdes do tipo g

Este tipo de indeterminacées também se reduz a indeterminacées do tipo 2, efectuando célculos.
o0

2
Exemplo: Calcula o seguinte limite: [im -30.+1

\/n+1 '

n2

Resolucéo:

1° Processo:

2
IimMZQ
n»oo\/n+1 0
2
n
2 2n’ lim 2
2 Y
lim 3041 _ i 2" i 1 = lim — 12 -t
e N+l o (3n+1)Yn+1 Mw(2+2j n+1 “*‘”(+2J\/m (Iim+|im 2) lim n+ lim1
n2 n n n n n>oN n-oon n—w n—m
(0++0+)\/+oo+1 0xo0
2° Processo:
2 9 2 z 2 2 2
0 o
lim 3042 O jipy 2" “lim 2n —lim 2n —lim 2n
N+l @n+DVn+1 fan 1 (n+1) \/(9n2+6n+1)(n+1) J9n® +9n% +6n% +6n+n+1
n
» 2n?
2 - 7
_lim 2n Zlim n _ lim 2
Jond+15n2 +7n+1  NOn®+15n%+7n+1 93 1502 7n 1
2 Tttt g
n n n n n
. 2 lim2 2 2
T T .15 7 T Joioaig.g o
J+ St Jlim+lim2+lim3+lim4 V0" +0° 40740
n n n n n n n n
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3° Processo:

2 0 © 2 2
fim 30+ Oy 20° b2t et 4n’*
n+l  (3n+1)Vn+l (3n+1)Vn+1 (3n+1)Vn+1 (9n2+6n+1)(n+1)
2
n

. an* . 4n* ) 4n*
=lim 3 5 5 =./lim 3 5 5 =,/lim 3 5
9N +9n“ +6n“+6Nn+n+1 In" +9n“ +6n“+6n+n+1 9n® +15n“ +7n+1
o 4n’
Z Jiim n’ = fiim 4 _ | lim4 —J 2
B on® 15n° 7n 1 9,1 7.1 \l 9 0" +0"+0" +0"

I I 15 I 7 I 1
= |mﬁ+ Im—+Im—+lim—

+—+—F
4+4+4 2 8 pt n n n

n* n n* n n n" n° n
2
= |£ =40 =+
0+

1.14.3.4. Indeterminacdes do tipo oo — o

Este tipo de indeterminacdes levanta-se por dois processos diferentes:

1° Processo: Por em evidéncia o termo em n de maior grau (no caso dos polinémios).

Exemplo: Calcula o seguinte limite: |im(2n3—n).

Resolucéo:

lim (2n° =n) "= "lim {2n3 (1— 2:3 H —lim {2n3 [1—2:]2ﬂ = lim(2n°)x Iim[l— ;2): (+0)x (1-0) = 0

2° Processo: Multiplicar e dividir pelo conjugado (no caso dos radicais).

Exemplo: Calcula o seguinte limite: lim (v -n+1).

Resolucéo:
“m(ﬁ_m)w_w"m(ﬁ—M)(Jmm)_I_m(JE)Z_(M)Z_“m nen1 L
a Jn+vn+1 Jn+dn+l dn+dn+l Jn+dn+l
lim (1) -1 -1 1

B Jlimn+Jlimn+lim1 N (+00) + (+o0+1) N (+00) + (+0) oo
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1.14.4. Sucesséo do tipoa™®a € IR,n € IN

Seja (uy), , Uma sucessao de termo geral u,=a" (a<IR, nelN).

Entdo, quanto & monotonia e a convergéncia, tem-se:

aclrR Monotonia Convergéncia
as1 Monétona crescente Propriamente divergente
u, —>+0
a=1 Constante Convergente
u, »>1
0O<a<l1 Monétona decrescente Convergente (infinitésimo)
a=0 Constante
-1<a<0 Uy =0
Nao monoétona , :
a=-1 Divergente oscilante
a<-1

Exemplo:

1. Classifica cada uma das seguintes sucessdes quanto a monotonia e a convergéncia:

3

() (3

Resolucéo:

a) Como g>

b) Como —1<—§<0, entdo (v,) € ndo mondétona e é um infinitésimo (v, — 0)

1.14.4.1. Limites de sucessfes do tipo a™ a € IR,n € IN
Exemplo:

1. Determina cada um dos seguintes limites:

n+l n
a) Iim227:3 b) lim(5""-6")

Resolucéo:
w 2n+l 3n

n n
2 = 1+3.,12 14[3) 2
My oned T ol on
a) lim o =lim = lim—

2n+l

1, entédo (u,) € monotona crescente e propriamente divergente (u, — +o).
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ou

2n 2 n m 2 n O+ 0+
« &

n
n+l . An— +— [EJ x2+1
27 4+3 im 3" 3" im3“ I 3 _0x2+1 1
n

Nota:

Para levantar a indeterminagao devemos dividir ambos os termos da fracgéo pelo termo de maior

base ou maior expoente.

“m(SMl _Gn)“’_mlim%”*l[l— 5?11 H B |im(5n X5) : |im[1_ 5§21]
= lim(5" x5)- |im[1—‘55:x;J = lim(5" x5)- |im{1-(2jﬂ Xé} :m{l_(me oo () =0

b)

ou

|im(5n+1 —6”)w;wlim{6”[5;:1 —1ﬂ _ Iim(6”).lim[z—:x5—lJ
Y = |im(6n). Iim{(gjn x5—1} = +oo><(0><5—1) = +oo><(—1) =—w

1.15. Progresséao Aritmética (PA)

Uma sucesséo de nameros reais é chamada progresséao aritmética (PA) quando cada um de seus
termos, a partir do segundo, € igual a soma do anterior com uma constante r chamada razéo da
PA. Se a sucessdo a;,a,,d,,3,,.. € PA entdo a,—-a =a,—a,=a,—a;=...=I sendo assim
teremos:

al

a,=a +r
a;=a, +2r

a,=a, +(n-1)r

1.15.1. Termo Geral de uma PA

O termo geral de uma PA é representado pela expressao abaixo:
a,=a+(-1r

Exemplos:

1. Considera a sucessao: 0,2,4,6,8,...an.

a) Verifica se a sucessao é uma PA.
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b) Se for uma PA, determina o termo geral

Resolucéo

ar=2-0=4-2=6-4=8-6=2 é umaPA.

b)Dados: a =0,r=2;res. a, =3, +(n-)r<a, =0+(n-1).2<a,=2n-2

Propriedade: De um modo geral, sendo n e m as ordens dos termos de uma PA, para n>m, é

vélida a seguinte relacao:
a,=a,+(n-m)r
Exemplo: Em uma PA sabe-se que o terceiro termo € 7 e a razdo é 3. Determina o quinto termo.
Dados: n=5m=3 a,=7,a,="?
Resolucéo:
a,=a,+(n-mr-a,=a,+(5-3)3=a=7+23<=4a,=13

1.15.2. Classificacédo de uma PA
Uma PA, dependendo da razéo r, pode ser:

1) Crescente, quando r >0
Exemplo: Dada a PA (4,7,10,13,...), temos:
r = 7-4=10-7=13-10=3, como r>0, a PA é crescente.

2) Decrescente, quando r <0
Exemplo: Dada a PA (15,10,5,0, ...), temos:

r =10—-15=5-10=0-5= -5, como r <0, a PA é decrescente

3) Constante, quando r=0
Exemplo: dada a PA (4,4,4,4, ...), temos:

r=4—4=4—-4=4—-4=0,como r=0, a PA é constante

1.15.3. Representacdo de uma PA
Para representarmos uma PA de razdo r e termos desconhecidos, podemos proceder de varias

maneiras. Vamos utilizar duas delas:

1) Considerando a, =Y

y+ry+2r..)

2) Considerando a, =y—r:

y—-rry+r..)
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Propriedade: Em uma PA, considerando trés termos consecutivos, o termo do meio € a média

aritmética entre os outros dois.

Assim, sendo a;,a, e a; termos de uma PA, temos:

Exemplos:

1. Determina x na PA (xg—EJ
2 3

. +
Resolugéo: a, =——& —=——> S X=—

2. Determina a de modo que (3a,6a + 3,15a + 21) seja uma PA.

Resolucéo:

@ =2 o6a+3= """ o120+ 6=18a+21 ©a= -

N | v

3. Numa PA, o produto de seus trés primeiros termos € igual ao quadrado da soma desses
termos, e a soma dos dois primeiros é igual ao terceiro. Escrever a PA.

Resolucéo:

Por tratar-se de termos desconhecidos representaremos da seguinte maneira: (X, X + 1, X + 2r)

X(X+T)(X+2r) = (X+X+r+x+2r)?  [-———- x2x.3x=(6x)> [6x°-36x*=0 [x=0vx=6
=N =N =N
X+X+r=X+2r X=r |-—————= |====== r=0vr=6

temos duas possibilidades de escrever a PA:
1. x=0er=20(0,0,0)

2. x=6er=6(61218)

1.15.4. Soma de n primeiros termos de uma PA (Sn)

A soma de n termos de P.A. é dado pela formula:

Ou

Sabendo que: &, =&, +(n—-1r substituindo na férmula da soma (1) teremos:

. n[2a, +(n-1)r]
2
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Exemplos: Determinar a soma dos primeiros trinta termos da PA (—4,—-2,0,2,4,6, ...)

Resolucéo

Dados:
a =—4
n=30
r=-2-(-4)=0-(-2)=2-0=4-2=6-4=2
Sy =7

s - n[2a, + 2(n—1)r] s, - 30[2.(—4);(30—1).2] _ 750

1.16. Progressao Geomeétrica (PG)

Uma sucessdo de nimeros reais é chamada de progresséo geométrica (PG) quando cada um dos

seus termos, a partir do segundo, é igual ao produto do anterior por uma constante q chamada

razao da PG.
< , L 8 8 4, - .
Se a sucesséo a,,a,,3,,4,,.. e PGentdo —==—=—"=..=( sendo assim, teremos:
a a, g
Q,
a, =a,.q
2
1 & = &ad

la, =a,.9""

1.16.1. Termo Geral de uma PG

O termo geral de uma PG é representado pela expressao abaixo:

a,=a.q""

Exemplos: Determina o termo geral da sucesséo (2,4,8,...)
a) Verifica se a sucesséo é uma PG.
b) Se for uma PG, Determina o termo geral

Resolucéo

a)g=—=—=2 éuma PG

N
»| oo

b) Dados:
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a,=a.0" <a =22"<a, =2"

-~

1.16.2. Classificacdo de uma PG
Uma PG, dependendo da razéo g, pode ser:

g > 0 e seustermos sao positivos

1. Crescente, quando ]
0 < g <1e seustermos sao negativos

Exemplos: a)(1, 3,9, 27, ...) b) (-81,-27,-9,-3)

g > 0 e seustermos sao negativos

2. Decrescente, quando ..
0 <g<1leseustermossao positivos

22 2
Exemplos: a) (-1,-3,-9,-27,... b)|2,—,—,—,..
p ) ( ) )( 3'9'27 j

3. Alternante quando q<0

Exemplo: (5,-50,500,-5000, ...)

4. Constante, quandoq =1.

Exemplo: (9,9,9,9,...)

5. Estacionaria ou singular, quando q=0

Exemplo: (4,0,0,0,...)

1.16.3. Representacdo de uma PG
Para representarmos uma PG de raz&o g e termos desconhecidos, podemos proceder de varias

maneiras. Vamos utilizar duas delas:

1. Considerando a, =y

(v, va, yo?,...

2. Considerando a, _y
q

s

Nota: Em uma PG, considerando trés termos consecutivos, o termo do meio € a média

geomeétrica entre os outros dois.
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Assim, sendo a;,a, e a;termos de uma PG, temos:

a, =a,2,
Exemplos:
1. Calcular o valor de x na PG (8,-6,X).
Resolugdo: a2 =a,.a, = (-6) =8x < x = ? = %

2. Sabendo que x,x+9 e x+45 estdo em PG, determinar o valor de x.

Resolucdo:

(X +9) =X(x+45) < X* +18x+81= X’ + 45X <> 45x —18x =81 <> 27x =81 x =3

1.16.4. Soma de n primeiros termos de uma PG (S;)
Dada a PG (al,az,ag,...) de razdo q#0e q#1, e a soma S, de seus n primeiros termos pode

Ser expressa por:

n

1-9
1-q

Exemplos: Calcula a soma dos dez primeiros termos da PG (-3, 6,-12,24,...)

Si=a

Resolucéo:
Dados
a,=-3
n=10 1-(-2)°
6 12 24 S0="35 ) 710
q - —— — —2
-3 6 =12
S, =7

1.16.5. Soma de termos de uma PG infinita
Dada a PG infinita (ai,az,as,...) de razdo g, chamado de S a soma dos seus infinitos termos,

temos trés casos a analisar:

1) Se 3y=0=S=0

E facil perceber que, neste caso, a PG ¢ (0,0,0,0,...).
2) Se q<-1vq>1,isto ¢, se |q>1e a #0, Stende a —oov +o0..

Neste caso, é impossivel determinar a soma dos termos da PG.
3) Se —-1<q«<1,istoé, se |q| <le a, #0, S converge para um valor finito. Assim, a partir da
1-q"
1-q

formula da soma dos n primeiros termos de uma PG: S, =a,
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Temos que, quando n tende a +00,q" tende a zero. Logo:
1—
1-q 1-q
Assim, numa PG infinita com |q| <le a #0, a soma dos seus infinitos temos é :
__ &
1-q
Nota: Diz-se que S é o limite da soma dos termos da PG quando n tende para o infinito. Essa

situacao é representada da seguinte maneira:

S=lim§

nN—o0

Exemplos:

1. Calcula a soma dos infinitos termos da PG:

1 1 1
1+—+=—+—
3 9
Dados
111
_3_9_27_1
q 1—1—1—3,q<1
a=1 3 9
Resolucéo
Sn:i:Sn:L:]_E:E
1-q 1_} 2 2
3

2. Calcula a geratriz da dizima periddica: 0,333333333...

0,333333... = 0,3+0,03+0,003+0,0003+....

Dados:
3
=03=—
% 10
3 .3 3 3 1
q

~100°10 1000 100 10

Resolucéo:
3
s= % g-10 _1
1-q 1 3
10

A fraccédo geratriz da dizima periodica é — .
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1.16.6. O numero de Neper
n
Considere-se a sucessao (u,) _, de termo geral un=[1+1j . Determina-se alguns dos
n

termos e veja-se 0 que acontece quando n— +w.

1Y 1) 1)°
ul:[1+1j =2; u2:[1+5j = 2,25; u3:[l+§] =2,(370); ...;

1)° 1 )° 1
u5=(1+§j ; 2,48832;...;u10:(1+ﬁj ; 2,59374;...;u100=[1

100
+ —J ;o 2,70481;
100

1000 10.000
...; U1ooo = [1+—] ;o 2,71692;...; Ujggoo = [1+ j ; 2,71815;...

1000 10.000

seus

Verifica-se que a sucessao se aproxima cada vez mais de um nimero. A esse nimero irracional

da-se o nome de numero de Neper e representa-se por e. A sua descoberta atribui-se a um lorde

escocés chamado John Napier, que em 1614 publicou um livro que |lhe levou mais de 20 anos a

escrever e que revolucionou a Matematica da época.

Neper ndo se apercebeu da importancia deste numero. S6 um século depois, com o

desenvolvimento do célculo infinitesimal, se veio a reconhecer o papel de relevo de tal numero.

7

Hoje este numero é importante em quase todas as &reas do conhecimento: economia,

engenharia, biologia, sociologia, etc.
Assim, escreve-se:
1 n 1 h
lim [HfJ =e¢ 0OU (H—} —e
n—>+0 " n
Uma aproximagdo do nimero e com dez casas decimais € a seguinte: e(] 2,718 281828 4.

1.16.6.1. Aplicacdo do numero de Neper ao célculo de limites

Sejam (u,) _,, uma sucessdo de numeros reais, a,kelR € k=0.

nelN

u, k iy
iml1+ 2| —e e lim[1+22| =¢t
u, u,

Exemplos:

2n (o2,
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n+a n a
{141 :ﬁn{w (1+} }
n 14} 14}

n n

ou 1 s 1 a . P
lim 1+—j x lim 1+—J —exl=¢ hm(uZ

Exemplos:

3+n 3 n
a) Iim(1+1) =Iim(l+lj -Iim(1+1j =lxe=e
n n n

n-5 n -5
b) Iim(l+1j :Iim(1+1j -Iim(1+1) =exl=e
n n n

3.
1 lias?m?i rH —
HH(HLJ :“"{HLJ =|l\v{(l+LJ X(HLJ ]
n+a n+a n+a n+a
1 Uzzl 1 —
=hrr(1+—) xﬁu{l+—] =exl=¢
n+a n+a
Exemplos:
n n+3-3 n+3 -3
a) Iim(l+ij :Iim(1+LJ :Iim(1+ij ~Iim(1+ij =exl=e
n+3 n+3 n+3 n+3
n T n—4 4
b) Iim(l+—) :Ilm(1+—J :Ilm(l+—j I|m(1+—j =exl=e
- n-4 n- n-
4.

i in i " k i n lim &
lim[1+—J — lim (1+—} - 1im(1+—J s
n n n

Exemplos:

o sl el o] e
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b) lim(l—%jen _ |im(1—33n]3nx2 _ Iim{(l—%)gnr {lim(l_sinfn}“mz _ (e—5)2 10 e%

5.
1 l li l
1Y 1Y% 1) [k LY e
lim|1+—| =lm||1+— =lim||1+— =|lim| 1+— = ek
kn kn kn kn
Exemplos:
1 1 10n><% 1 ion % 1 ion "m% 1
a) Iim[1+—j =lim (1+—j :Iim{(1+—j } :{Iim(ﬂ—) } =el0
10n 10n 10n 10n
b)
n 2 375 5 3n% 5 \3n "m% 12 1
Ilm[l——j =lim (l——j =I|m{(1——) } ={Iim(1__j } —(6’2)3:e 3~ =
3n 2 3fe2
e3

s
—v
—X

Il. EXERCICIOS RESOLVIDOS

2.1. Exercicios resolvidos 1

1. Determina o préximo numero da sequéncia: 19, 22, 25, 28, ...

Resolucdo:

Observa que cada nimero corresponde ao seu antecessor mais 3:

19,22,25,28; 7
\VAVAVAVY,

+3 3 +3 3
Portanto, o préximo namero da sequéncia é 31, ja que 28 + 3 = 31.

2. Determina o 5° numero da sequéncia: 42, 38, 34, 30, ...

Resolucéo:

Observa que cada nimero corresponde ao seu antecessor menos 4:
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42,38, 34,30, ?
\VAVAVAWVY/

-4 -4 -4 -4
Portanto, o préximo namero € 26, ja que 30 — 4 = 26.

3. Qual o numero que continua a sequéncia? 12, 24, 48, 96, ...

Resolucéo:

Observa que cada ndmero corresponde ao seu antecessor multiplicado por 2.

12, 24, 48, 96, ?
\VAVAVUAWY

X2 X2 X2 X2

Portanto, o proximo namero é 192, ja que 96 x 2 =192,

4. Qual o proximo numero? 240, 120, 60, 30, ...

Resolucéo:

Observa que cada numero corresponde ao seu antecessor dividido por 2:

240, 120, 60, 30, ?
\VAVAVAWY
2 2 2 w2
Portanto, o proximo namero é 15, ja que 30: 2 = 15.

5. Determina o termo geral da sequéncia: 4, 9, 16, 25, 36, ...

Resolucdo:

Queremos identificar o termo geral da sequéncia: 4, 9, 16, 25, 36, ...

Observa que os termos sao quadrados perfeitos. Entdo, podemos escrevé-los da seguinte forma:
22,32 42 52 62, ...

Agora, considerando apenas a base de cada poténcia, veja que cada uma delas corresponde a

posicdo que ocupa ha sequéncia somado ao ndamero 1.
Podemos reescrevé-la como: (1+ 1), (2+1)% (3+ 1), (4 +1)% (5+ 1) ...
Portanto, o termo geral é: a,, = (n + 1)?

Onde: a,, é 0 enésimo termo; n € o0 numero de termos ou ordem.
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6. Calcula o termo de ordem 10 na sucesséo de termo geral a,, = 2n—6

Resolucdo:
n = 10 portanto,a;p =2xX10—-6 — a;y = 20— 6 - a,, = 14 . O termo de ordem 10 é 14.

7. Determina a ordem do termo 19, na sucessao do termo geral u,, =2n—1

Resolucdo:

Neste caso pretende-se a ordem, isto é, 0 n.

19=2n—-1-194+1=2n - 20 =2n — n = 10.A ordem do termo 19 & 102 ordem.
8. Determina o termo geral da sucesséo: -4, 9, -16, 25, -36, ...

Resolucéo:

A diferenga entre a sucesséo abaixo e a sucessao do exercicio 5, é que nessa 0s termos de
posicao impar possuem sinal negativo. -4, 9, -16, 25, -36, ...

Podemos reescrevé-los como:
{—1}1.223 (—1}2.323 (—1}3.423 {—1}-1.52_. (—1}362
Portanto, o termo geral da sucesséo é: a, = (—1)".(n + 1)?

9. Determina o termo geral da sucessao? 5, 10, 17, 26, 37, ...

Resolucéo:

Queremos encontrar o termo geral da sucessao: 5, 10, 17, 26, 37, ...

Observa que cada termos dessa sucessao corresponde a um quadrado perfeito somado 1, isto é,
5=4+1,10=9+1,17=16 + 1, e assim por diante.

Entdo, podemos reescrevé-lacomo: 4+ 1, 9+1, 16+1, 25+1, 36+1, ...

Considerando o termo geral da sucesséo (4, 9, 16, 25, 36, ...), é dado por: a,, = (n + 1)?,

adicionando 1 termos o termo geral da sucess&o desejada, isto é: a, = (n+1)% + 1.
2.2. Exercicios resolvidos 2

1. Determina a soma de todos os termos de uma progressao geometrica (u,) _,, €mque v =1 ¢€

1
r==.
2

n-2
2. Determina a soma de todos os termos da progressdo geométrica de termo geral v, =3T

Resolucdo:
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Como -1<r<1, entdo s:li. Logo, s= 1:%:2. Portanto, a soma de todos os termos de
-r
1-= =
2 2
(un)nelN ez
3n+1—2 312 . 1
A - P
ro— 8 5% g2 _grin2_3 oynen e y-o -3 -3-1 |ogo,
3[1*2 5.3[1*2 5 5 5 15
5

S:IimSn:Iim[llsxll__g::]:Iim(l:gznjzlim[—;J im(1- ):—%x[l—(ﬂo)]:—?%x(—oo):ﬂo

Portanto, a soma de todos os termos de (v,)

s
-V
—X

3.1. Exercicios propostos 01

nelN

EXERCICIOS PROPOSTOS

1. Determina o termo geral das seguintes sucessdoes:

a) 1,3,5,7,9,..... b) 2,6,10,14,...... ) -2,5,-8,11,-14,.......

2. Calcula os 5 primeiros termos da sucesséo de termo geral b, = (n+ 1) x (=1)"

3. Encontra o 130 termo da sucessao c¢,, = %

4. Determina a ordem do termo 1—? na sucessao b,, = Z—:

5. Estuda a monotonia das sucessoes definidas por:

a. a, = % b. a, =(25811%,....) c. b, =(17,14,11,11,8,5,5,
d ¢, = Z—ﬁ e. d,=2+%

3.2. Exercicios Propostos 02

1. Verifica se cada uma das seguintes sucessdes é PA e, em caso afirmativo, determina a

razao:
a) (5,5,5,...) b) (x,2x,3x,4x, ...)
c) (6,2,—2,—6,—10) d  (-1,0,1,245)
e) (1,0,7;04;0,1) 15913
K (E’E’E’?)
9 (22234, h VL V2 V3 VE

2. Calcula o valor de x em cada PA:
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b)

g ol

© ©® N o g &

10.

11.

12.

13.

Em uma PA de dezassete termos, sabe-se que a, =11 e a; = 23. Determina 14° termo
dessa PA.
Calcula a razéo de uma PA, em quea, =4 e a,,=67.

Acha o 60° numero natural impar.

Qual é o primeiro termo da PA de raz&o 3 cujo 7° termo é 21.

Em um PA de razao cinco, o primeiro termo é 6. Que lugar ocupa o termo cujo valor é 56?
Quantos multiplos de 11 existem entre 100 e 10007

Determina a razdo de uma PA com dez termos, sabendo que a soma dos dois primeiros é

5 e a soma dos dois ultimos é 53.

N ., n 5
Em uma PA, a soma do primeiro termo com o terceiro € 16 e a razao é igual aos § do

primeiro termo. Determina a, e r.

O quinto e o nono termo de uma PA sdo, respectivamente, as raizes da equacao
2 ..

X*—8x—20=0. Calcula o menor termo positivo dessa PA.

Calcula n, sabendo que o primeiro termo é dois, a razéo é trés meios e a, = 20.

As medidas dos lados de um tridngulo s3o expressas por X+1,2X,X* —5 e estdo em PA,

nessa ordem. Determina o perimetro desse triangulo.

3.3. Exercicios Propostos 03

1.

Calcula a soma dos dez primeiros termos de uma PA de raz&o oito, em que 0 primeiro
termo é cinco.

Calcula a soma dos cem primeiros numeros impares.

Calcula a soma dos vinte e dois termos de uma PA em que o0 primeiro € sete e 0 vigésimo
segundo é setenta.

Calcula a soma dos dez primeiros termos de uma PA de dez termos, em que o primeiro é
dois e a razao sete.

Determina o numero de termos de uma PA, sabendo que a soma de seus termos € cento e

vinte e seis, que o primeiro termo é trés e que a raz&o é cinco.

. 1
Calcula a soma dos cem primeiros termos da PA (1,—5 j

Calcula a soma dos mdltiplos de trés compreendidos entre quatro e noventa e oito.

Determina o valor de a na soma; a + 2a + 3a + -+ 39a + 40a = 4100.
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9. Numa colecta feita entre alunos de uma escola, foram arrecadados 16500,00mt. O primeiro

aluno doou 350,00mt. Cada um dos seguintes deu 50,00mt a mais que o anterior. Quantos

alunos fizeram a doag&o?

10. Calcula a soma dos n primeiros nimeros impares.

11. Ao efectuar a soma de cinquenta parcelas da PA (202,206,210, ...), por distracgdo néo foi

somada a trigésima quinta parcela. Qual foi a soma encontrada?

12.

Em um PA de doze termos, a soma do primeiro termo com o ultimo é dez. Calcula a soma

dessa PA.

13. A soma dos dez termos consecutivos de uma PA é 200. Sendo o primeiro termo dois,

Calcula cada um dos termos dessa PA.

14. Em Janeiro depositei 100,00mt no banco, em Fevereiro 200,00mt; em Margo 300,00mt e

assim sucessivamente, aumentando 100,00mt a cada més nos depdésitos, sem falhar em

nenhum deles. Quanto terei depositado apdés quatro anos se mantiver esse mesmo

procedimento?

3.4. Exercicios propostos 04

1.

10.
11.

12.

Verifica se cada uma das sucessoes é uma PG, determinando, em caso afirmativo, a razao

(3.9 54 (32 4
4" 22 5'5 15

Determina o valor de x em cada PG:

a) (x,6,9) b) G,x,Gj

Sabendo que x-1,x+5 e 11x—1 formam, nessa ordem, uma PG, Determina-a, sendo

seus termos numeros inteiros.

Qual é o numero que se deve somar a 1,3 e 4 para que se tenha, nessa ordem, uma PG?
A sucesséo (x+2,x-2,3x-6,...) € uma PG. Calcula seu quarto termo.

Em uma PG de doze termos, o primeiro € igual a cinco e a razédo a dois. Determina seu

Gltimo termo.
Calcula o primeiro termo de uma PG sabendo 8, =1280e q=2.

Em uma PG de sete termos, a razéo € 2 e o primeiro termo é 5. Determina o Ultimo termo.
Em uma PG de cinco termos cujo primeiro é quatro e o ultimo é 324. Determina a razéo
dessa PG.

Quantos termos tem uma PG, se o primeiro termo é 3, araz&o € 2 e o ultimo é 48?

Em uma PG, o quinto termo € igual a 243. Calcula o seu primeiro termo, sabendo que ele é
igual a razéo.

Determina a PG de seis termos cuja soma dos termos de ordem impar é 182 e cuja soma

dos termos de ordem par é 546.
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13. Determina a PG em que s&o validas as relagées a, +a, =160e a, +a, =1280.

N 1 ., 4
14. Calcula a razdo de uma PG na qual o primeiro termo é —e 4°¢é —

27

3.5. Exercicios propostos 05

1.

Calcula a soma dos doze primeiros termos da PG (1,3,...).
1 . o
Sabendo que numa PG a, :2—0 e gue a razao é 2, calcula a soma dos oito primeiros

termos.

Considera uma PG em que o terceiro termo é 40 e 0 6° é -320. Sabendo que a razéo é
negativa, determina a soma dos 8 primeiros termos.

O sétimo termo de uma PG € 8 e arazédo € -2. Determina a soma dos trés primeiros termos

dessa progressao.

Qual é o nimero de termos da PG em quea, =3,q=2 e S, =3817?

11
Se a sucess&o [2512j representa uma PG, quantos de seus termos devem ser

somados para que o resultado seja ?

Um furo em um tanque de gasolina provocou a perda de 2 litros no primeiro dia. Como o
orificio responséavel pelas perdas foi aumentando, no dia seguinte a perda foi o dobro do
dia anterior. Se essa perda for dobrando a cada dia, quantos litros de gasolina seréo

desperdicados no total até ao 10° dia?
Se S, =21 e S, =45 sao, respectivamente, as somas dos trés e quatro primeiros termos

de uma PG cujo primeiro termo é 3, qual é a soma dos cinco primeiros termos dessa

Progressao?

3.6. Exercicios propostos 06

1.

Calcula a soma dos termos de cada progressao geométrica:

a) (12,-6,3,...)
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2. E dado um quadrado de 4 m de lado. Internamente, unindo-se os pontos médios dos seus
lados, constréi-se um segundo quadrado e, assim, sucessivamente. Incluindo o quadrado
de 4 m de lado, Calcula a soma das areas de todos os quadrados.

3. Em um tridngulo equilatero de lado 8 cm constréi-se outro triangulo equilatero nos pontos
médios dos seus lados. Esse processo € feito indefinidamente gerando infinitos outros
tridngulos equilateros. Determina o limite da soma dos perimetros desses triangulos.

4. Determina a geratriz de cada dizima periédica:

a) 0,31313... b) 9,444.. C) 0,12444...

5. Determina o valor de x em cada equacéo:

a) x+1+X—+1+X—+1+...:6
2 4

XXX
b) u+u+u+...:3
4 8 16
- Xx+1 x+1 x: .
6. Mostra que a identidade X+1+ v + v +...:X 1 é verdadeira para todo Xx>1.

7. Determina a solugéo de cada uma das equagtes em IR:

2 2

X X X X
a) X+—+=+—+...=40 b)X* + =+~ +...=60
2 4 8 2 4
X X X
C) X+—+—+—+—+..=15
3 9 27 81
8. Qual é o valor de x na equacéo:
9 31 27
X=+=—4+=-+..|=—
5 5 5 4
3.7. Exercicios propostos 07
1. Calcula os seguintes limites:
2\" . 2n+8
im (2 l
5 () ) () B
2
d)  lim 28 §  lim 3T N
5n-2
. nZ-an ) _2n?41
g) lingf h) lim 4an+5 I) lim nZ+1
. i (2n—1)3.(4n+3)2 k) llm(vn + 1 + \/ﬁ) I) llm(\/z_ -V 2n + 3’
j) lim ————
(n+5)%.(n-7)
. \" . 2\ 31
m)  lim(n —vnZ —3n+5) n) lim (1 +;) 0) lim (1 + Z)
) m\ 4" . 2
P lm(1+2) Q) tm(1+7) N lim@=eyr
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UNIDADE TEMATICA V LIMITES E CONTINUIDADE DE FUNCOES

=
4
l. RESUMO

1.1.Limites de Funcdes

Dizemos que o limite de uma funcdo f(x) quando x tende a a é igual ao numero real L se, e
somente se, 0s numeros reais f(x), para os infinitos valores de x, permanecem proximos de L,

sempre que x estiver muito préximo de a. Simbolicamente escrevemos por:

lim f(x) =L

x—a

b e

1 o a 5% »

Quando x tendea a f(x) tendea L

Exemplo:

2— . .
A 17. Vamos estudar o limite de f(x) quando x

Consideremos a funcao definida por: f(x) = ——

tende para 2.

4x2 -7 4.22—7_1_ 44-7 _ . 16-7 9 _
TN a1 AT 5 %5

li = lim ———
A ox+ 1 x5 2241

1.1.1. Limite de uma funcéo Constante

O limite de uma constante é a propria constante.
lim k =k

XX
Exemplos:
lim7 =7

xX—>2
1

li _ 1
xLIIl3§ N §

lim—-6= —6

x—3
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1.1.2. Limite de uma soma ou diferenca

O limite da soma ou da diferenca de duas funcdes é igual a soma dos limites dessas funcdes, isto

é: limx—>xo [f(x) £ g()] = limx—>xo fx) =+ limx—>x0 g(x)

Exemplos:

a) lim(x+5) = limx+1lim3=2+4+3=5
x—2 x—2 x—2

b) lim(x —9) = limx—-1lim9=2-9=-7
x—2 x—2

x—2
1.1.3. Limite de um produto

O limite do produto de duas funcdes é igual ao produto dos limites dessas funcgdes, isto é:
lim [f(x).g(x)] = lim f(x). lim g(x)
X=X X—Xg X—Xg

Exemplos:

a) lim5x = lim5.limx = 5.3 =15
x—3 x—3

x—3

b) lim (a.b.c) = lima.lim b . lim c =a.b.c
X—Xg X—Xg X—Xg X—Xg

1.1.4. Limite de um quociente

O limite do quociente de duas funcdes é o quociente dos limites dessas fungdes excepto quando
o limite do divisor for igual a zero.

F(x) lim f(x)

X—Xg

lim = =
x=%o Lg(X) xlg)rgog(x)

Exemplos:
x—-3 4 lim 4 lim 4 4 4

x—3 x-3

(x +3) }cirr%(x+ 3) }cirr;x+}cirr%3 2+3 5§

b l — - — - - — —

)xI—IB (x+4) lirr%(x+4) lirr%x+ lirr%4 2+4 6
X X X

1.1.5. Limite de uma poténcia

O limite de uma poténcia n-ésima de uma funcdo € igual a poténcia n-ésima do limite dessa

funcéo, isto é:
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lim [FO1" = [tim )|

x—X0

Exemplos:

a) limx* = (lim x)4 =2*=16

x—2 xX—2

2
. 2 — . . — —
b) }Cl_r)ri(Zx )= }Cl_r)riz.(}cl_rgx) =21=2

1.1.6. Limite de uma raiz

O limite da raiz n-ésima de uma funcéo € igual a raiz n-ésima do limite dessa funcao, isto é:

Jim VG = lim £()

Exemplos:

1.1.7. Limite do logaritmo

O limite do logaritmo de uma funcao ¢é igual ao logaritmo do limite dessa funcéo, isto é:

lim [logf(x)] = log [ lim )

Exemplos:

a) }Cl_)rré log, x = log, ()lci_tgx) = log,8=73

b) xllglo lg10x = lg xlg?o 10x = lg100 = 2

1.2. Limites Notaveis

1.2.1. Limites trigonométricos

. senx tgx
lim =1 limi =1
x-0 X x>0 X

1.2.2. Limite exponencial
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. 1\* . , . . ,
lim,_, o (1 + ;) = e, em que e € um numero irracional, chamado numero de Euler.

lim a* =0 lim a* = +oo et
xX—>—00 x—+00 lim — = 4
x—+00 XP
xP 1 1
lim—=0 lim— = o lim—=0
x>0 qX x-0 xP x—00 xXP
~Inx oePr—1 In(x+ 1)
lim—=0 lim =1 lim——==1
xo00 X x>0  PpXx x—0 x
ef—-1
lim =1
x—0 X

1.3.Indeterminacdes

Ao calcular o limite de uma fungdo f(x) quando x tende ao valor a, pode ocorrer de f(a)

0 co

assumir os valores como: 5 m s . Neste caso, diz-se que ocorreu

indeterminacodes.

Considera-se pela definicdo que:

o (40) + (+) = 4+ . %:o
o () + (—©) = —o e 22 »
0
o (400) : (+0) = (=) + (=) = +oo; o - 4o
e (=) - (+0) = (+) + (—0) = —oo; . §=o

e a+ (+o) = (+o) + a = +o,Va €R,;

e a+ (—w) = (—») + a = —xo,Va € R;

e a-(+m) = (+») - a = +oo,Va € R,

e a-(—) = (=) -a = —oo,Va € RT;

e a(+w) = (+») -a = —o,Va € R~;

e a-(—) = (—w)a = +w,Va € R~;

1.3.1. Indeterminacéo do tipo: %

Para levantar este tipo de indeterminacao, simplifica-se a fraccdo multiplicando o
numerador e denominador pelo conjugado ou pondo em evidéncia a menor poténcia da

variavel.

Exemplos: Calcula:
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- 2
a)llm24 Vx -1 X"+ 2x

x—2 X—2 b)}cl_l’)l’} x—1 Cx)_)ll_l’zl‘l x+ 2
Resolucéo:
| x>—4 0
a)xl—rgx—z 0
x%2—4 x—2).(x+2
lim = lim( ). )= lim(x +2) =4
x-2 x—2 x—2 x—2 x—2
Vx—1 0
b) 1 = —
)xl—rf} x—1 0
i Vx—1 lim (Vx—1).Wx+1) x—1 _ 1 1
im

AT G DGR D G- DGR D) IR D 2

i x>+2x 0
Olm—">"=%
x?% + 2x o ox(x+2) _
im——= lim ———== lim x= —2
x->-2 x+ 2 x->—2 x+ 2 x——2

1.3.2. Indeterminagéo do tipo: =

Esta indeterminagdo levanta-se dividindo o numerador e o denominador pela maior
poténcia de x e depois faz-se a subistituicdo.

Exemplos:
I x3 4+ 2x by i 3x2 —x+1
a) x—%Too x2 +x ) x—l>r-|poox4 —5x+2
Resolucéo:
x3+2x o
a) lim ———= —
x—+0 x2 4+ x o
x3  2x 2
x5+ 2x 3t a o 1+=z
lim ——= lim =——=—= Ilim = —= o0
x—+00 x2 4+ x X—>+°°i2 x x—>+001 i
X3 X3 x 7 X2
b 1 3x2—x+1 o
)x—1>r-ipoox4—5x+2 [e'e)
1 1
3x2—x+1 i 3x* (1_3x2+3x) . 3(1_3_+3x2)
ll+ x*—5x+2 x =;1m 5 2N
X—>4+0o _— —)OO _ — 00 2 _ 2 ~“
(1 ) x (1 x3+x4
1 1
3(1— + > 3
lim ( 3.0 3c0 ) =0
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1.3.3. Indeterminagé&o do tipo: co — oo

Exemplos:
a) lim 2x2—x+3 b) lim(\/x+ —\/E)
X—>+00 X—+00
Resolucao:
a) lim 2x% —x +3 = [o0 — ]
X—+00

x 3
lim 2x2—x+3 = lim 2x2(1——2+ﬁ>=2(+oo)2(1—0+0)= +00

x—+00 x—+00 2x
b) lim (Vx+2 —+vx )= [0 — o]
X—+00

(\/x+2 —\/f).(\/x+2+\/§)

lim (\/x+2 —\/E) = lim
x—+00 X—+00

VXt2+x
i x+2—x ) 2 . 2
= lim ——= lim ——= lim —/———
xoto[x +2+4x  xoteyx +24+x xotoyJoo + 2+ /oo
2
= lim —=0
x—+00 400
1.4. Continuidade de Func¢des
1.4.1. Continuidade de uma func&o num ponto
A
vV 2
Definicdo: Seja f uma funcgéo real de variavel real e a um [
ponto de acumulag&o do seu dominio. l
Diz-se que f é continua no ponto a do seu dominio se, e () g
s6 se, as trés condicdes seguintes se verificarem: T :
e Existe f(a); I
e Existe lim,_, f(x); TP X
o limyq f(x) = f(a)

Se uma funcdo nao é continua num ponto x = a do seu dominio, diz-se que a funcéo é
descontinua nesse ponto, a descontinuidade pode acontecer ou porque a funcdo apresenta

um "furo”, ou da "salto" nesse ponto.
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Nao existe lim f(x); O I‘im' fix) = fla);
X—= d —
Ya f(x) )4‘ M)
| I fla)e —
' {
bl _ o > -
' |
a - ——— A " 3
Descontinuidade ndo evitavel. Descontinuidade evitavel.

Se lim f(x) = fla) diz-se que fé continua a direita do ponto a;

b Sl M
A
lim flx) = fla)

,’(“) X=* "

-0
|
P

Y

fix)

se lim f(x) = fla) diz-se que '€ continua a esquerda do ponto a.
-4 /

A : '.
| &'
A _ "liqn(} f(x) = fla)

|
1
a

- S
f(x)

Podem ocorrer as seguintes situagoes:

Exemplos:

x-3)x-1) &

1. Verificar se a fungéo f(x) = —

descontinuaem x = 1.

Resolucao: A funcdo f(x) é descontinua em x = 1. Pois ela ndo é definida nesse ponto.
2_
2. Dada afuncéo f(x) = ’;—_24 , Verificar-se:

a) E continua no ponto x = 3;
b) E continua no ponto x = 2.

Resolucao:

a) Calculo de f(3):
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32—-4 9-4

f@=5—F=—7"=5
Calculo de lim,_,5 f(x):
2—4 —2)(x +2
limx = limwz lim(x+2)=5
x-3 x — 2 xX—00 x—2 x-3

Como lim,_3 f(x) = f(3), entdo f(x) & continuaem x = 3

b) N&o existe f(2) porque teriamos uma divisdo por zero, logo a funcao f(x) é descontinua
x = 2.

x> —5x+6, sex 4

, Seja continua
3m,sex =4 J

3. Determinar o valor de m € R para que a fungdo f(x) = {

no ponto x = 4.
Resolucéo:
Calculo de lim,._,4 f(x):
)lci_rg(xz—Sx+6) =42 -54+4+6=2

Para que a funcio seja continua em x = 4 devemos ter: lirri f(x) = f(4).
X—

2=3m ©om=-—
m m3

1.4.2. Limites Laterais

Se x se aproxima de a através de valores maiores que a ou pela sua direita, escrevemos:

lim,_,,+ f(x) = b. Esse limite € chamado de limite |lateral a direita de a.

Se x se aproxima de a através de valores menores que a ou pela sua esquerda,

escrevemos: lim,._,,- f(x) = c. Esse limite € chamado de limite lateral a esquerda de a.

O limite de f(x) parax — a existe se, e somente se, 0s limites laterais a direita e & esquerda

sdo iguais, ou seja: lim,_,,+ f(x) = lim,_,- f(x) = bentao 3 lim,_,, f(x) = b.

1.4.3. Propriedades das fun¢des continuas

e Toda a fungao constante f(x) = ¢ € continua no dominio IR.
e A funcdo identidade f(x) = x é continua paratodo o dominio IR.
e Se f e g sao duas fun¢des continuas em x = a entdo:
i) f+g écontinuaemx =a;
ii) f.g écontinuaemx =aq;
iii) gé continua em x = a;
e Se f é continua em x = a, entéo:

i. f" (n€IN) écontinuaem a;
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-
—v
—X

%/f é continuaem an € IN e f(a) = 0n é par;
Se f é continua em x = a e g é continua em f(a), entdo a fungédo gof é continua em
a.
A funcéo polinomial é continua;
A funcéo exponencial é continua;
A funcao logaritmica é continua;

A funcdo Trigonométrica é continua.

EXERCICIOS RESOLVIDOS

2.1. Exercicios resolvidos 1

1. Calcula os seguintes limites:

~ senbx ~ sen5x
y sen3x b) lim c) lim
a) 1rrz] x>0 3x x-0 Sendx
X—
1 —cosx
d) lim——— . 2%+ x ld — g
50  x2 e) lim 3 ) lim
x-+o0o X x—0 2x
Resolucéo:
. sen3x
a) lim —=1
) x=0 5,
sen5x 1 senb5x 1 5
b) lim, o 5 = lim, (5 200 .5) = 2 1.5 = 3
) limy 3x x20\3 " 5y 3 3
5 sensx 51 5
. senosx . T e .
o limy ,o—— =lim,, —<25=—= =
) X=0 ganax x—0 4_.sen4x 21 2
4x
D) 1 1 — cosx
im
x—0 x2
2
x X
1 — cosx Zsenzi 2.sen27 2 [ sen 2 1
lim 5 = lim >— = lim 5 - X =-.12=-= =
x-0 X x-0 X x—0 X x-0 | 4 i 4 2
. Yix _ .. 2% . x 2% 1
e) xl_l)er el llmx_,+oo;+ llmx_,_H,O; = =5+ 5= +0+0=+o
3x
. —e3* _
) lim,_,, =
) _eX(e2%_1 . 2X_q
lim,_,q (2x ) _ lim,_ o —e*.lim,_, = —11= -1
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2.2. Exercicios resolvidos 2

—2x+1sex>0

1. Estuda a continuidade da seguinte fungéo: f(x) = { 24 2sex<0"

Resolucéao:
xll)rggr fx) = xll)r(r)1+ —2x+1=1
lim f(x) = lim x2+2=2
x—-07 x—0~

Como o limite lateral a esquerda é diferente do limite lateral a direita no ponto x = 0, entdo

lim,_,, f(x) ndo existe neste ponto, logo a fungéo f(x) € descontinua no ponto x = 0.

msex =-—3

2. Determina m de modo que a funcéo f(x) = {xz—‘) sex % —3 seja continua em IR.
x+3

Resolucéo:
Para que a funcdo seja continua em um ponto é necessario que: lim,._,, f(x) = f(a).

O ponto de descontinuidade é x = —3.

Jim £(x) = f(=3)

_ <x2 — 9)
lim =m
x->-3\ x4+ 3

- (x—=3).(x+3)
lim =m
x—-3 x+3

= m= —6.

Se m = —6, afuncéo f(x) é continua em —3.

a+bx;sex > 2
3. Dada a fungéo: f(x) = { 3; se x=2 . Determina os valores de a e b de modo que ao
b—ax?:sex<?2

lim,_,, f(x) exista e que seja igual a f(2).

Resolucéo:

lim f(x) = xligl_b—axz =b—a2?2=—4a+b

xX—2"

lim f(x) = lima+bx=a+b.2=a+2b
x—-2% x—-2%

f2)=3
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Condicao: Para existéncia do lim,._,, f(x), € necessario que: lim,_,,- f(x) = lim,_,+ f(x) = f(2).

1
lim,_,- f(x) = f(2 — = a= —z
Entéo - {_xzf() f()(:){ 4a+b=3 _ 3
limy o+ f(x) = f(2) a+2b=3 b=:
e
-
I1l. EXERCICIOS PROPOSTOS
3.1. Exercicios de Propostos 01
1. Calcula os seguintes limites:
im(+/ . 1\*
a) lim,_, x3 + 5x2 — 1 b) xll,%( X +3+Vx) c) limy,e (%)
_ 5—Vx . 4\X
d)  limg, 2 €  lim ) lime, (1+2)
2 X
2 . x“=9 - 1 e
Q) lim,, 250 R D limeor e
2 xX_
) lim 2x245x+1 k) ll_l;I(;l x4:x |) 1imx—>0 266_2
J X% 5x343x—4 *
2 1
. 263 +5x+1 n lim 223710 0 lim,_o(1 + x)x
M) lim,, 2t ) m— ) xoo(1+%)7
. \x+1-3 . sin(5x)
. x2-3x Q) 11_1;181? r }Cl_l’)% Tox
DN *
) ) li x%-7x+10 u) li sin?x
S) lim (ix;;) x1—>nz1 x2-4 xl_r>% 1-cosx
X—00 X
. \3x-2-2 . sin2x—sinx
V) limGx+3-y0) W) e ) lim =
. 2 x+3 aa) llm 1—-cosx
y) lim (x —vVx%2 =5) z)  limye (1 + ;) x>0 X2
X—00

x?, se x < -3
2x + 15, sex > —3
—5x, se x> -1

3—x2 sex<-1

2. Calcula lim,_ 3+ f(x), se f(x) = {

3. Calculalim,_,_4- f(x), se f(x) = {

4. Verifica se as funcdes abaixo sdo continuas ou descontinuas nos pontos indicados.

_(x*—1, se x<2
3) f(x)—{ 7—2x, sex =2

2

1-x
b) f(x)z{ﬁ, se x¢—1
6,sex =-—1

3.2. Exercicios Propostos 02
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Estuda a continuidade das seguintes funcdes e classifica o tipo de descontinuidade.

2x — 2, sex =2 —x%+1, sex<1
a)f(x)={ x2 se x <2 b)f(x):{Zx—Z x>1
x+1 sex<0 _(2x—4, sex>3
c) f(x)—{x_3+3xz+1’x>0 ) @ ={% 11 re3

2x+1, sex =>4

kx — 3 x <4 PAAQuUe ela seja continua em

Determina o valor de k, na fungéo f(x) = {

x =4.

—x%2+4+1, sex <

1 . .
ara que ela seja continua em
2x—m, x>1 P 9 J

Determina o valor de m, na fungéo f(x) = {

x=1

x—2, sex < —

3 . ~ .
Q@ x>_3 determina o valor de a de modo que as fungbes sejam

Na funcéo f(x) = {

continuas em IR.

Determina a de modo que as fun¢des sejam continuas em IR sendo:

2

a) f(x) = {%, sex #3

ase x=1

—3a+x, sex R
6 _
—,Se XER
x+2

b) f(x)={
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UNIDADE TEMATICA VI CALCULO DIFERENCIAL

=
4
l. RESUMO

1.1. Conceito de derivada

Consideremos qualquer curva f(x) uma secante e uma tangente sobre o mesmo sistema

cartesiana ortogonal. Faremos um acréscimo infinitesimal a variavel x e esperamos o

comportamento da fungéo y.

AY =Y, =Yy & Y1 = Yo +AY
AX =X — X, < X =X, + AX

A recta secante faz com o eixo OX um angulo alfa (@) e a recta tangente um angulo beta( ).

]

f(x) = f ()

JIC) R L —

X0 X X

N\

1.2. Determinac&o da derivada num ponto conhecido A(xy; yo)

A partir do raciocinio anterior, consideremos a seguinte explicacao:

Se aproximarmos a recta secante com o ponto fixo de A(Xo; yo) até encontrar a tangente. O que

se espera da funcéo (curvas)?

Ora, a distancia AXxtende a zero. E porque a tendéncia analisa-se em limites de funcdes,

associaremos ao limite quando X, — X, da raz&o incremental de y.

Em conformidade com os dados patentes, escolhe-se a razdo tangente para analisar o
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comportamento da func¢éo referido acima.

AY _Yi—Yo

= a, — declive da recta tan gente
AX X — x0

tga =
Sera a derivada da fungdo f (XO), isto &, no ponto (X,;Y,) a formula:

(%)= Iim%: fim Y Yo _ jim + (X)= T (%)
X=X AX  X2X X_XO X—>Xg X_XO

Esta formula determina a derivada de uma fungéo num ponto X, conhecido.

Exemplo:

1. Determina a derivada das fun¢fes abaixo nos pontos indicados:
a)f(x)=x*em x=2
b) f(x)=x"+lemx=-1

c) f(x)=senx em x =7

d) f (x)=3x*-3x em x=-2
e) f(x)= JXx+1 em x=4
Resolucéo:
X —f(2 2 _
f’(2)= Iirg# = IirT21 X 24 {8} —Vveja que esta derivada te leva a uma indeterminacéo
X—>. X_ X—>. X

ja por ti familiarizada. Ela elimina-se pela factorizacdo do numerador e do denominador e
posteriormente a lei de cancelamento. A partir desta formula é possivel notar que a derivada é
limite. E como o conceito de limite jaA € sobejamente conhecido, ha que usar todos os

conhecimentos para que o conceito que depende de limites ndo pareca dificil.

Ora vejamos:

2
f'(2)=lim —4 (x= 2)(XJFZ)—Ilm(XJFZ) 2+2=4
x—>2 X—2 x—2 X—2
3,1 f(_ 3,1 3
£r(c1) = tim X TEY iy X410 X +1:{9}
x—>-1 X+1 x->-1  x+1 x>-1x+1 |0
3 X+1)(x* —x+1
£(=1) = lim X 1 O ) )z|im(x2—x+1)=(—1)2—1+1=1
x>-1 XxX4+1 x--1 X+1 x—>-1

Veja que a indeterminacdo € similar a anterior, ela elimina-se pela factorizacdo dos polinémios
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envolvidos e posteriormente aplica-se a lei de cancelamento.

Observacéao: Faga o mesmo com as restantes alineas.

1.3. Derivada de fun¢fes elementares num ponto genérico dado

Pela férmula anterior, basta considerar o ponto x,=x a férmula anterior

f’(xo)leiryow passaaser f'(x)=lim f(X+A§_ (%)

Exemplos:
1. Determina a derivada das seguintes fungdes elementares:
a. f(x)= x? b. f(x)= x>+3x+2 c. f(x)= x3

d f(x)=+x e. f(x)=senx

« _— ] , _f(x+Ax)—f(x)
Resolucdo: Como se pode ver na definicdo pela formula f (x) = AIlm0 A
X—>! X

f(x+Ax)- f(x) (x+AX)" +3(x+AX)+2(x" +3x+2)

_ 2 . ' I I H
a) f(x)=x"+3x+2; f (x)_AIlTO o _AI>I<TO o
2 2 R N 2 2.X+AX+3
(x)= lim X+ 2XAX+AC + BX+3AX+ 2= X* = Bx -7 _ fim 2XAXHAC+3AX AX( )
AX—0 AX Ax—0 AX AXx—0 AX

f'(x)=2X+Ax+3=2x+0+3=2x+3  Afinal :f’(x)=(x2+3x+2)' = 2X+3

b)

Ax—0 AX 6 Ax—0 AX Ax—0 AX

f (x)=lim 2x+ Ax = 2x+0 = 2x; f'(x):(xz)' =2X

Ax—0

£ (x)= lim M:[O} im (X+AX—=X)—(X+AX+X) im AX(2x+ AX)

v e (x+ax) =X o], X+ 3AXXE 4+ 3AXE X+ AX® - X
f (X)—AHTO Ax 1o A (X)A'lTo AX

, AX(3X® +3AX.X + AX? :
f (x)=lim X( r e ): Iim3x2+3Ax.x+Ax2:3x2;fl(x):(x3) =3x°

Ax—0 AX Ax—0

d)
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RPN Jxrax—x [0 O (\/X+AX—\/;)(\/X+AX—\/;)_
(X)_A!Lno AX _{6} (X)Alino Ax.(\/x+Ax—\/§) -
f'(X)ZIim( x+Ax—\/§) _(&) = lim X+ AX—X = lim =

(%)=

o0 Ax.(m_&) 5020 Ax(m Jx) s Ax(m Vx)

=lim

1
AX—’O\/X+AX+\/_ \/;-I-'\/;_

X+ AX—X X+ AX+ X
2.5en .COS
sen(x+Ax)—senx [0]. . ) 2 2
=135 ;f () lim

+2x* =5x*

f (X) = AI>I<TO AX Ax—0 AX B
AX 2X+ AX AX 2X+ AX
2.sen—.cos 2.5en—.cos
: : 2 , 2 . c0s(2x+AXx)
f (x)=Ilim = lim = = lim = =\=2 "7
Ax—0 AX AXx—0 2 & Ax—0
2
. 2x+0 2X
f (x) =cos(—j = C0S — = COS X
2 2
1.4. Regras de derivacao
Regra Exemplos
1. k=0 ; em que k é uma constante 5=0
2. kx=k; 7x =7
3. (x” ) =nx"* (x5 )l =5t =5x"
4. (utv) =u'+Vv', emqueVveu (x2 +8x)1 =(x2)1+(8x)l =2X+8
séo funcgbes de x
5. (uv) =nv"y! [(2x-5)'] =3.(2x-5)"" (2x-5) =6(2x-5)
6. (u.v)lzul.v+u.vl (x3.x2)l=(x ) X2 4+X ( ) =3 X2 +x3.2x =3x*
(le VAU — VUt 2x+1 _ Rx+1).(x—-3)— 2x+1).(x—3)
7. | = | =—5— x—3 (x — 3)2
u u
2.(x—3)—(2x+ 1.1
B (x —3)2

_ 2x—6—2x-1 -7
(x-3)2 (x-3)2
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m\! m 1R 1
8. (”v”‘)lz[v”} LYY (\3/x2 +1)l :[(x2 +1)3} :l.(x2 +1)7 .
m 3
2
SEVSN P
3 2 2
33 (x +1)
o. (a') =a".Iny! (10*“5*)1 =10""*In10.(x* ~5x) =10""*.In10.(2x~5)
1
10. (') =e".Inev';|Nota:Ilna=1log?|; W) w1
( ) 9. (e )_e .(\/;)_e o
w1 1 3
1. (logy) = —. [log, (3¢+7)] Fannz &) “GEaTing
1 1 i 1 1 2X
12 (InV) :V_lne V1 Ex |:In(X2+2):| :m(xz+2) :X2_|_2
13. (senv)l =cosv.v! (sen2x)l =CO0S 2x.(2x)l = 2.C0S 2X
1 1
X X X
coS—— | =—sen——.| —
( x+l) X+1 (x+l)
— sen X .xl.(x+1)—x(x+1)l
1 X+1 (X+l)2
14. (cosv) =-senv.v' Y xilox
= —sen——. .
x+1 (x+1)
1 X
=— ~.sen
(x+1) x+1
1 1 1 1 1
. t ' = . ! t 3— =V 3— =
13- (tgv) cos’ v [g( X)] cosz(3—x)( X) cos’(3-x)
1
tgv) =——*
. (cotgv) oty
(arcsenv)' = LY
17. 1-v?
(arccosv)lz ! \a
18. 1-v?
1
tgv) = v
. (arctgv) Tove v
1
tgv) =-— e
. (arccotgv) T v
21.
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1.5. Esboco de fungdes pela derivada

1.5.1. Relacdo entre a derivada e a funco inicial
A derivada ajuda o estudo de funcdes.

Todas as funcBes do grau superior faciimente podem ser esbocadas a partir da derivada. A
derivada ajuda fundamentalmente na determinacéo de extremos (maximos e minimos), a variacao

da funcéo (monotonia) e pontos de inflex&o.

« Se f(x)>0= f(x) é crescente;
o Se f'(x)<0= f(x) & decrescente;
o Se f (x)=0= f(x) tem um extremo (maximo ou minimo).

Agora vamos observar os procedimentos principais para o estudo completo de funcdes.

Procedimento:

10 - Achar a derivada: f (x)
2° - Achar os zeros da derivada: f'(x) =0

3° - Substituir zeros da f (x) em f(x)

4° - Tabela de variag@o e extremos:

x — Colocam-se zeros da f (X) ou assimptotas verticais

f'(x) — Estuda-se o sinal da derivada

f(x) | — Estuda-se a variacdo da fungéo f(x) inicial

Exemplos:

1. Dadas funcdes reais de variavel real a baixo, determina os intervalos de monotonia, o esbog¢o

de cada grafico e o respectivo estudo completo.
a) f(x)=x°-6x
Determinagao dos pontos de interseccdo da fungéo com os eixos das coordenadas:
e NOX:y=0=x"-6x’=0=x*(x-6)=0=%x*=0vXx—6=0=X%,=0AX, =6
e NOy.:x=0=y=1(0)=0°-6.0°=0

Veja que, para esbocar qualquer funcdo, é necessario determinar alguns pontos principais, as
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interseccbes com o eixo dos xx (zeros da funcdo) ou o eixo dos yy (ordenada na origem) e

posteriormente assimptotas e coordenadas de vértices (extremos).

Determinagao dos extremos:

e £(x)=(x*—6x) =3x* —12x

o F(X)=0=3x*-12x=0—25x*-4x=0=>X(x-4)=0= x=0vXx-4=0=>Xx=0AX, =4

e Parax =0; f(0)=0°-6.0=0; Parax = 4; (4)=4°-6.4> =46-96=-32

X 0 4
sinal f (x) + 0 - 0 ¥
Monotonia de
0 -32
e / \ /
Max. Min.
e Tabela de variacdo de extremos
Esboco do Grafico Estudo Completo
a) Df:x €IR;
d b) D'f:y€IR
c) Bijectividade:
i) N&o é injectiva porque tem coordenadas
| de vértice.
| ii) E sobrejectiva porque o contradominio

coincide com o conjunto de chegada
d) Paridade:

{f(x):x3—6x2 :{---—

f(—x)=—x* —6x? f(—x)=—(x> +6x?)

[ Hp——

N&o é igual a funcao inicial logo ndo é par nem
impar
e) Extremos: M (0;0); m (4;-32)

2. f(x)=2x3+3x>—-12x+7
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X =1

MNOx:y=0=2x>+3x*-12x+7=0{ X, :—%

NO0y.:x=0=y=f(0)=7

Extremos

£7(x)=(2x® +3x* —12x+ 7} =6x2 +6x—12

f(x)=0= 6x* +6x-12=0¢2>X’ +x—2=0< *

Xz =1

X, =-2
X, =1

Para x=-2= f(-2)=2(-2)° +3(-2)" —12(~2)+ 7 =-16+12+24+7 =27

Para x=1= f(1)=0

Tabela de variagdo de extremos

X 2 1
Sinal f (x) + - +
27 0
Monotonia de f(x)
Max. Min

Esboco do Gréfico

Estudo Completo

a) Df .:xeR;D'f.:yeR

’ b) Bijectividade:
nao é injectiva

A2 é sobrejectiva

: c) Paridade: ndo é par nem impar

|

7

| d) Zeros (mOx):xl=—§/\x2=x3=1

| 7

|

| e) Ordenada na origem: y=7

I

[ \ f) Extremos: Max (-2;27) e min (1;0)

32 2 1 b4
+2
3. fx) = %
X+2
e NOX:y=0=—-=0=>x=-2
0+2

o MOy.:x=0=y="f(0)=—>=-2




AV .:Denominador=0;x-1=0=x=1

o0

2
e Assimptotas: X+ 2 {oo]“ X(1+xj_1

AH.: lim——= m— 27—
X—>o0 1
X
e Extremos

. fl(x):(XJrzj _ (x+2) (x=1)—(x+2)(x-1) _x-1-x-2 -3

(x-1y (x-1°  (x-1)°
o fi(x)=0=>- 3 ~=0=[-3=0] — Impossivel.

(x-1)

o Atencdo: A impossibilidade estd na determinacdo de zeros da derivada, logo a funcdo nao
tem extremos e vai-se directamente a tabela levando a AV.
Nota: Quando a derivada ndo tem zeros o sinal da derivada depende inteiramente do sinal que precede

a expressao ou ainda depende do sinal do x de maior expoente no numerador.

Extremos

X 1

sinal f(x) - A -

Monotonia de f(x) A

Esboco do Gréfico Estudo Completo

Dominio: x € IR\{AV}ou seja x € IR\{1}
Contradominio: y € IR\{AH}ou sejay € IR\{1}

¥ le | Bijectividade: E injectiva porque objectos
| ‘\ diferentes correspondem a imagens também
I . diferentes; ndo ¢é sobrejectiva porque o
: ~ contradominio exclui valor da assimptota
x1 horizontal.

Paridade: N&o é par nem impar porque a funcéo

acima nao é simétrica em relacao ao eixo dos yy
nem é simétrica em relacao a origem do sistema

cartesiano ortogonal.

Zeros. x = =2

Ordenada na origem: y = —2.
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1.6. Problemas de optimizacao

A aplicacdo da derivada é ampliada aos problemas de optimizacdo, isto é, problemas que

abordam os conectores maximos ou minimos (extremos).

No nosso quotidiano € usual ouvir-se dizer que se pretende determinar maximos ou minimos de

variagdes funcionais (aplicagoes).
O empregue da palavra maxima ou minima ilustra directamente a aplicagédo da derivada.

Como foi abordado anteriormente, a determinagdo de maximos ou minimos (extremos = pontos
criticos) é feita pela substituicdo dos zeros da derivada na funcao primitiva. Este estudo é feito na

tabela de variacdo e extremos.
Exemplo:

Um agricultor na provincia de Gaza produz milho usando fertilizantes (adubos). A relacdo da
guantidade de milho em toneladas por hectare e o adubo aplicado em quilogramas por hectare é

dada pela expressao y:1000+20X—%x2.Determina a quantidade de adubo para que a

producdo seja maxima.

Resolucéo:

1° Passo: Determinar a derivada:

, 1) 1
y'=]1000+20x——x* | =20—=X
10 5

2° Passo: Determinar zeros da derivada:

20—%X:0<:>—%X=—20:>X=100

3° Passo: Substituir zero da derivada na fungao primitiva:

f (100) =1000+20.100 - %1002 =1000+2000-1000 = 2000
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4° Passo: Tabela de variacdo e extremos:

X 100

2000

f(x)
/ méx. \

R: O agricultor em destaque para produzir um méximo de 2000 toneladas por hectare aplicou 100

quilogramas por hectar de fertilizantes.

A
—v
—X

il EXERCICIOS PROPOSTOS

1. Determina as variagdes AX e Ay nas fungées indicadas abaixo e nas abcissas dadas:

a) X, =1e x =3; f(x)=x*-3x
b) X,=0,3 e x,=0,6; f(x)=log,(x)

_ x-3
2x+1

¢) % =03 e x=0,6; f(x)

2. Calcula a derivada das seguintes funcoes:

a) f(x) =12 b) £(x) =>x 0) f(x) = —=x% +2x2 +3

e)f(x) =2 -3x).x> f)fx)= = 9) Fx) = x%+3

2x+1 T—or
i) f(x) =e?3 i) fx) = 3x°2x k) f(x) = In(x* - 3)
m)f(x) = log,(2x —3) n) f(x) =sen(3x) 0) f(x) = sen?(5x — 1)

3. Considera a seguinte funcdo f (X)=x>+x’:

a) Determina os zeros da funcgéo.
b) Faz o estudo da variagdo e extremos da fungao.
c) Estuda a paridade.

d) Estuda a bijectividade.

d)f() ==

h) f£(x) = (2x2 + 1)z
) f(x) = Vx.Inx

p)f (x) = cos(x? — 3x)
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4. Considera a seguinte fungdo f (x)=x*-5x*+4

a) Determina os zeros da funcgéo.

a) Faz o estudo da variacao e extremos da funcgéao.
b) Estuda a paridade.
¢) Estuda a bijectividade.

d) Escreve a equacdo da recta tangente a curva no ponto de abcissa x=2.
5. Dafungéo f(x)= ZX—__: determina:

a) O dominio e o contradominio da funcao.

b) As equacbes das assimptotas caso existam.

c) Determina os intervalos de variagdo e extremos.

4x
X -4

a) O dominio e o contradominio da fung&o.

6. Considera a fungéo f(x)=

b) As equacfes das assimptotas caso existam.
c) Determina os intervalos de variagao e extremos.

d) Determina a equacao da recta a curva no ponto x=-2.

7. Dafungdo f(x)= 10x

> , determina;
X +1

a) O dominio e o contradominio da func&o.
b) As equacfes das assimptotas caso existam.
c) Determina os intervalos de variagao e extremos.

8. O Sr. Fernando deseja ter um jardim de forma rectangular no seu quintal. Ele tem 500 metros
do material para cercar o seu jardim. Encontra as dimensdes do maior jardim que o Sr.
Fernando pode ter se usar todo o material.

9. Cortando quadradinhos idénticos de cada canto de um pedaco rectangular de papeldo e
dobrando as abas resultantes, o papeldo pode ser transformado numa caixa aberta. Se o
papelédo tem 16 metros de comprimento e 10 de largura, encontra as dimensdes da caixa com
0 maximo volume.

10. Uma companhia exige que os recipientes tenham uma capacidade de 50m® e tenha uma

forma cilindrica e cobertos de estanho. Determina o raio e a altura do recipiente que requer
menor quantidade de metal.

11. Uma caixa sem tampa, de base quadrada, deve ser construida de forma que o seu volume
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seja 25000m®. O material da base vai custar 1200,00MT por m® e o material dos lados

980,00MT por m?. Encontra as dimensées da caixa de modo que o custo do material seja

minimo.
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UNIDADE TEMATICA VII NUMEROS COMPLEXOS

Nl I

l. RESUMO

1.1. Conjunto dos niumeros complexos
Os numeros complexos sdo nameros compostos por uma parte real e uma imaginaria.
Eles representam o conjunto de todos os pares ordenados (X, y), cujos elementos pertencem ao
conjunto dos numeros reais (R).
O conjunto dos numeros complexos é indicado por C e definido pelas operagdes:
e Igualdade: (a,b) = (¢c,d) & a = ceb = d;
e Adicao: (a,b) + (c,d) = (a + b + ¢ + d);
e Multiplicacéo: (a,b).(c,d) = (ac- bd,ad + bc).

1.2. Unidade Imaginaria (i)
Indicado pela letra i, a unidade imaginaria é o par ordenado (0, 1). Logo:
i.i=-1ei?=-1

Assim, i é a raiz quadrada de - 1.

1.3. Forma Algébrica de Z
A forma algébrica de Z é utilizada para representar um nimero complexo através da formula:
Z =x+yi
Em que:
e x € um numero real indicado por x = Re (Z), sendo chamado de parte real de Z.

e y é um numero real indicado por y = Im (Z), sendo chamado de parte imaginéaria de Z.

1.4. Conjugado de um Numero Complexo

O conjugado de um numero complexo €é indicado por z, definido por z = a - bi. Assim, troca-se 0
sinal de sua parte imaginaria.

Entdo,sez = a + bi,logoz = a- bi

Quando multiplicamos um nimero complexo por seu conjugado, o resultado sera um numero real.

1.5. Igualdade entre NUmeros Complexos

Sendo dois numeros complexos Z; = (a,b) e Z, = (c,d), eles sé@o iguais quando a = ¢ e
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b = d.Isso porque eles possuem partes reais e imaginarias idénticas. Assim:

a+ bi =c+diquandoa = ceb =d

1.6. Operacdes com Numeros Complexos
Com os numeros complexos €é possivel realizar as operagdes de adi¢cdo, subtrac¢do, multiplicagcao

e divisdo. Confere abaixo as definicdes e exemplos:

1.6.1. Adicéo
Z1+Z,=(a+ c,b+ d)
Na forma algébrica, temos:
(a+ b))+ (c+di)y=(@a+c)+i(b+d)

Exemplo:

(2 +3i) + (-4 + 50)

2-4)+i(3+5)

-2 + 8i

1.6.2. Subtraccéo
Zi-Z,=(a-c,b-4d)
Na forma algébrica, temos:
(a+ bi)-(c+di) =(a-c)+i(b-4ad)

Exemplo:

4-5)-@2 +0)

(4-2) +i(-5-1)

2- 60

1.6.3. Multiplicacéao
(a,b).(c,d) = (ac- bd,ad + bc)
Na forma algébrica, usamos a propriedade distributiva:
(a + bi).(c + di) = ac + adi + bci + bdi? (i? =-1)
(a + bi).(c + di) = ac + adi + bci- bd
(a + bi).(c + di) = (ac- bd) + i(ad + bc)
Exemplo:
(4 + 3i).(2- 50)
8- 20i + 6i- 15i”
8- 14i + 15
23 - 14i

1.7. Plano Complexo

Quando apresentamos o plano cartesiano vimos que o mesmo pode ser utilizado na localizagcédo
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gréfica de pontos em um determinado plano.
Ao estudarmos as funcdes utilizamos o plano cartesiano na representagéo gréafica da sua curva.
Neste tépico veremos uma outra aplicacdo do plano cartesiano que € denominada Plano
Complexo.

No Plano Complexo ou Plano de Argand-Gauss o eixo das abcissas € chamado eixo real e 0
eixo das ordenadas chamamos de eixo imaginario.

Veja a figura ao lado. 4

_ ) Y1 z=a+bi
Nela o ponto P representa graficamente o numero

complexo z = a + bi. p(a' b)
Observa que o valor a da abcissa representa a sua parte real e B e '?
. . o 1
o valor b da ordenada representa a sua parte imaginaria. !
]
Denominamos o ponto P de afixo ouimagem do numero E
1

complexo. i X,

‘ + + + + + + + ‘ 4 + 1+ +

0 a

1.8. Exemplos de Afixos
1.8.1. Afixos Reais

Se um afixo pertence ao eixo das abcissas temos a representacdo de um numero real, pois a

sua parte imaginaria é nula.

Na figura ao lado temos os seguintes afixos: o
e (-6,0) = -6 +0i= —6
e (0,0)=0+0i=0

=]

N O WO e

e (8,0)=8+0i =8

Veja que todos os trés afixos pertencem ao eixo das abcissas, por

> L o

isto a ordenada € zero, o que indica que a parte imaginaria do

o

namero complexo é nula, ou seja, temos a representacdo de trés

nimeros reais. (-6,0) (0,0)* (8,0)
LR T e R e P TR T ST ] 1"
Os numero reais ndo precisam de um plano para serem -7-€-5-4-2-2-1 | 123456783910

representados graficamente. Eles podem ser representados em

uma recta real.

1.8.2. Afixos Imaginérios Puros

Nesta outra figura temos afixos pertencentes ao eixo das v+

Q

ordenadas.

Nela temos os afixos de dois nUmeros imaginarios puros:

FPNWMAOONDWDM

e (0,7)=0+7i=7i
Por pertencerem ao eixo das ordenadas, a parte real dos

ndameros complexos representados por estes afixos é nula, por —=

(O, -11)¢ 11
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isto temos um numero imaginario puro.
Nota que o afixo (0, 0) embora tenha abcissa nula é real, pois a sua ordenada também é nula.

Este afixo foi visto acima, ja que se trata de um afixo real.

1.8.3. Afixos Imaginérios

Na figura ao lado, temos cinco afixos representando os V“;a
seguintes nimeros complexos: e
72 ] A R S
© B3 =3+a R R TR T R
e (6,3) =6+ 3i 2
2 2 i
e (=7,2) = -7+ 2i g - ®.-5)
e (-10, —9) = —10 — 9i (6.9 T 2

e (9, —5) =9 — 5i

Todos estes cinco afixos representam numeros imaginarios quem contém uma parte real e uma

parte imaginaria.

—X
II. EXERCICIOS PROPOSTOS
1. Determina a soma de:

a) z,-(3—2i) e z,_(5 — 610) b) z-(3+i)e z,-(1+ 2i)

2. Determina a diferenca de:
a) z;-(4—-3i)e z,(7 + 2i0) b) z_B+ie z,_(1+20)

3. Determina o produto de:
a)  z_.(8+2)e z,_(7+10) b) z.B+i)e z,(5—30)

4. Calcula o conjugadode: Z = (3 +1i) — (2 + 5i)
5. Determina a expressao equivalente a:

a) i'® Resi b) i® Resi
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Topicos de correccao/Resolucao dos exercicios propostos

Unidade Tematica 1: Modulos

1. a)65 b)9 c)65
2. a) xt5 b)5-xc) 3

3. a){0} D{} {5 gtdi6} e}

12

4. a) 13b) 5¢)V2

5. @) x€R:]-10;10[ b) 12;6[ ) |2;5[ d) 1-o0;2] U [4;+00[ €)xeR ) |-o0; = 2| U [T +oo|

Unidade Tematica 2: CALCULO COMBINATORIO E PROBABILIDADES

Solugdes dos Exercicios Propostos 01

1.S0.6 2. Sol. 30240 3. Sol. 3 4. Sol. 720 5. Sol. 60 6. Sol. 35
7.5016930 8. Sol. 45 9. Sol. 10 10.Sol. @)= b)n®+2n 11. Sol. 67
12.S0l.30  13. Sol. 120 14. Sol. 4620  15. Sol. 120 16.Sol. a)5 b) 10

17. Sol. 16x* + 32x3 + 24x2 + 8x + 1 18. Sol. -67500x3 19. Sol. a) 9801  b) 9261
c) 9733

Solucgdes dos Exercicios Propostos 02

a) 0,40 b) 0,84
0, 33...

1

9
a)0,5 b)0,75 c) 0,25

2)0,5b)0333.. )z d):

a M W noE

D
~
|

1

6. a); b)0,333...c)2

7. 1
6

8. a)04 b)0,6 ¢)0,402 d)0,12
9. 0,21
10.0,15
11. 30
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12.0,333...
13.0,6

Unidade Tematica 3: FuncOes Reais de Variaveis Reais

SolucgBes dos exercicios propostos 01

1. A néo é funcdo; B ndo e funcéo C e funcdo D e funcdo E ndo e fungcdo Fefuncdo Ge

fungdo Hefuncdo Inédoefuncdo Jndo efuncdo Kefuncdo L e funcéo

2. B={-2,7,1,10}
3. (0,-4);(1,-3) e(-1,-3)
4. a)D=]-1; 4oo[\{1} b)D=]-1;1] c)D=xeR\{-1,0,1} d) D=]2; +o0 [
5. a) écrescenteemR b)]-o;0[édecrescente;]0;+ o[ écrescente; c)é decrescente
emR
6. Parax€]— oo; —1[U]0;1[é decrescente
7. a) Bijectiva  b) Bijectiva c) Bijectiva d) ndo e injectiva e) Bijectiva f) ndo injectiva
8. A néo bijectiva B néo bijectiva C é bijectiva
9. a=-3 b=-5 c=-4
10. a=12 c=3
11.
Grafico Estudo completo
2. f={x€IR:x# 0};Df = IR\{0};
||‘ : Zeros: A fungdo n&o tem zeros;
H 4. Ordenada na origem: A fungdo ndo intersecta o eixo
’ I"a,l dos yy;
\ 5. Variacdo do sinal:
s S f(x) <0sex €]—;0[
-\\\ f(x) > 0sex €]0; +oo[

Paridade: f é impar;

Injectividade: f € injectiva,;

Monotonia: Decrescente para todo dominio IR;
Assimptotas: AV:x = 0;AH:y =0

© © N o
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f={xeirxs}inf = IR\{3}
Zeros da funcéo: x = —2;

Ordenada na origem: y = —2

P wd F

Variacdo do sinal:

\\____ f(x)<0sexE€ ]—2;1[

2

1 z 4 8 [] T 1
\| f(x)>OsexE]—00;—2[U]§; +00[
Paridade: f n&o é impar;

Injectividade: f é injectiva;
Monotonia: Decrescente para todo dominio IR;
1

Assimptotas: AV:x = % ;AH:y = >

12.

13.

14.

15.

.a) ap= (2n-1)

. @) Monétona decrescente

4

a) [ =5 b) [0 =2

log,x +4f) f71(x) =2¥t1 +2 @) fl(x) = 10z

Of ) =——4 d)f i) =log(x+2) €) fT1(x) =

a) 1 b) 0 c) 0 d) 4
a)¥Y5 b)5 ¢)3 d)3 e)ix
a) gof)(—2)=-3¢e (fo9)(3) =2 b) g,f)(—2)= 2 e (fog)(3) = i C) gof)(=2)=11e (f,0)(3) =

120d) g,/ (-2)=— V4 e (£,9)(3) = V6
Unidade tematica 4: Funcdes Reais de Variavel Natural

Solucgdes dos exercicios propostos 01
b) a,= (4n-2) c) a,= (3n-1)x(-1)"

. by, =(=2,3,—4,5,-6,...)
. C13= 5/3

.n=14

b) monotona crescente  ¢) decrescente em sentido lato

d) Monotona crescente e) monGtona crescente
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Solugdes dos exercicios propostos 02
a)NdoéP.Ab)EP.Ader= —4c)EP.Ader= —03d)EP.Ader=x e) EP.Ade
r=1 f)EP.Ader= 2 g)Ndo éP.A. h)yNdoéP.A

a)x=2 b)x=—7
a4 =41

r=17

x = 119

a, =3

n =11

Existem 81 multiplos
a1 = 3
a, = 3er =5

O menor numero positivo da P.A e 1.

. n =13

O Perimetro é 24
Solucdes dos exercicios propostos 03

Si0 = 410
S100 = 10000
Sy= 847
S10=335
n=7

Si100 = - 7325
1581

. A soma é de 14662

. Asoma é de 60

(2, 6, 10, 14, 18, 22, 26, 30, 34,38)

. ApGs quatro anos terd 31200,00mt

Solucdes dos exercicios propostos 04

a) E PG de raz&o - 6 b) E PG de razéo-%
a)x =4b)x =3
AP.G: (2 832...)

x = =5
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11.
12.
13.

14.

© N o g &

a)S=8b)S=14c)S =:d)S =

a, = 10240
a1 = 5
a, = 320
q=3
n=>5
al == 3
AP.Gé(2,6,1854,162¢ 486)
AP.Gé (4,8,16,....
2
qa =3
Solucdes dos exercicios propostos 05
S1, = 265720
15
Sg = —
— 2550
S = —
3
Sy ==
n=7
n = 1024
SlO == 2046
Ss =93

Solucdes dos exercicios propostos 06

1
1-2x

.32 m?

. 48

31,85, 28
.aQ)x =2b)x = -6ex =6
. E verdadeiro

ca)x = 20b)x =30 c¢)x = 10

SolucgBes dos exercicios propostos 07
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d) 2/5

g) 1/6
h) %

) 128

UNIDADE TEMATICA 5: LIMITES E CONTINUIDADE DE FUNCOES

Solucdes dos exercicios propostos 01

1. a)27 b)-1 ¢52 d0 eow H1 g9 h0o N0 o K10 N9

m6 Mm% 07 p) i/ o -34 198 s)er tlle? ues v)+
oo w)1/3 X)e y)5/2 z)2 aa)l

2. 9

3. 2

4. a)Continua b) Descontinua

Solucdes dos exercicios propostos 02
1. a) Descontinua, descontinuidade nao eliminavel.
b) Continua
¢) Continua

d) Continua

104



5,a)a=6 b)a=-1
Unidade tematica 6: Calculo Diferencial

Solucgdes dos exercicios propostos

1. aQ)Ax=2 Ay =2 b)Ax=0,3 Ay =1 c)Ax=0,3 Ay [10.6
2 —2x? __2 2 _9x3 1 —2x°+2x+6

2.a) 0 b) " C) —2x°+4x d) =T e) x° —2x f) a1 0) 202

2 . _ . _ 2 1+Inyx

) e i) 2e2%3 i) (2x —2)3**~2% |n3 K == ) ﬁ
2 _ _ 2
m) rsa)inz n) 3cos(3x) 0) 5sen(10x — 2) p)(—2x + 3)sen(x* + 3x)
3.8 x =—-1,x=0x3=1
b)
x 2 0
3
f'(x) + — +
() 2 4 N 0 2
27
O ponto minimo e 0
O ponto maximo e 24—7
c) f(-x)= (—x)3 +(—x)2 =x}+x2= —(X3 - X2) —>nao é par nem impar.
d) A funcéo néo injectiva mas € sobrejectiva entédo ela ndo bijectiva.
4. a) X, =tInX, =12
b)
X 5 0 5
2 2
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f'(x) + 0 0

£(x) \ 11 7 4 \ 11
16 16

.. ~ 11
Os pontos minimos sao 1

O ponto maximo e 4

a) Estudo de paridade: f(-x)= (—x)4 —5(—x)2 +4=x"-5x*+4=f(x) entdo a funcéo é par.

b) A funcdo n&o é injectiva nem sobrejectiva logo néo € bijectiva.
f ’(2) =4.2°-10.2=32-20=12
c) P(20)
Y—Yo=2a.(X—%) e y-0=12(x-2)= y=12x—-24 < 12X+ y+24=0

y=12x — 24
5.
()_2x—2
fe = x—3

a)Dfix e R\{3} D'f:ye€ R\{2}

b) Avix =3;Ah:y =2

2x—3)' _ (2x=3)(x=3)-(2x-3)(x-3)" _ 2(x-3)—(2x-2) _ 2x—6-2x+2 _ 4

(x-3)2 x-3?2  (x-32  (x-3)?

o) f'(x) = (

x—-3

4

Ry =0 - Naotemraizes.

A derivada ndo tem zeros

X 3
f(x) + A +
f(x) 7 A %

A fung@o ndo tem extremos ou melhor ndo tem méaximo nem minimo.

4x
x2—4

6. f(x) =
a)Dfix e R\{-22} D'fiyeRr

b) Av:ix ={-2,2};Ah:y =0
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, 4.(x%-4)—4x(2x) —-4x% ' -4x%-16
c) f'(x)= (x2-4)2 = a2 fl)=0;=f"(x)= (x2-4)2
—4x% —16 = 0 — A derivada nao tem zero
x -2 2
f) _ A _ A _
fx) v A N A v
A funcdo em estudo ndo tem extremos
10
7 () = o=
a)DfixeR D'f:yeR
b) Avix =2;Ah:y =0
rrN_10(x24+1)-10x.(2x) _ —-10x%+10 -,  \_ -1ox*+10 _ 2 _
c) f'(x)= iD? = iz f'(x)=0 © i 0; —10x-+10=0
x1=—1lex, =1
d)
x -1 1
f) _ 0 0 _
+
f(x) \ -5 7 5 N

A fungéo tem valor minimo no ponto x = -5 e tem valor maximo no ponto x =5
8. X =Y =125

9. x=2; 1=12; c=6.

10.r =89 eh = 2.

11. x = 15.983mey = 9,785m.

Unidade temética 7: Numeros Complexos

Solugdes dos exercicios propostos

1.a)8+4i b) 4+3i
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2a)—-3-5i b); 2+i
3.a) 54+ 22i b)18 —4i
4. 1+4i

5.a) i'®> Resi b) Resi
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