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APRESENTAGCAO

Este livro originou-se da disciplina Matematica Basica, ministrada pelo autor no
curso de Matematica da Universidade Federal do Espirito Santo (Ufes), a partir de
1994. Ele contém uma fundamentagdo geométrica informal dos principais conceitos
da matematica basica: nimeros e fungoes.

Nao € intencao apresentar a axiomatizagao dos nimeros, muito menos abstragdes
do conceito de fun¢do, mas, sim, expor um modo didatico de ver a matematica com
um rigor maior que o da forma como ela é apresentada nos textos do ensino médio.

Acredito que, com essa fundamentacdo, podemos fazer uma ponte entre a
matematica do ensino médio e a do superior, tornando mais suave o impacto que os
estudantes sentem ao iniciarem a graduagao.

Portanto, estas notas tém como um dos objetivos fazer o elo entre o ensino médio
e o ensino superior, por meio da fundamentagao dos conceitos e propriedades basicas
dos numeros e das principais fungdes elementares, necessarios para a compreensao
do calculo. Além disso, a matematica basica estudada através da conceituacgao sera
util também em toda atividade intelectual que tem a matematica como modelo.

Em resumo, este livro apresenta o essencial de matematica para uma boa

compreensao do calculo diferencial e integral de fun¢des de uma variavel.






AO ESTUDANTE

O conteudo de Matemadtica bdsica foi escrito para um curso de noventa horas-
-aula, sendo distribuidas trinta horas para cada volume. Para a compreensao dos
assuntos abordados, ndo ¢ necessario que o estudante tenha conhecimento da
matematica do ensino médio, pois esta obra ¢ autossuficiente. No entanto, pela
quantidade de temas abordados, ¢ um curso mais rapido do que normalmente ¢é
feito na educacgdo basica.

Os temas aqui expostos sdo apenas as partes da matematica do ensino médio
extremamente necessarias para uma boa compreensdo do célculo diferencial e
integral de fungdes de uma variavel real. Porém este livro ndo é uma simples revisao
rapida de assuntos do ensino médio, mas, sim, uma exposi¢do mais criteriosa
dos temas tratados, acrescentada das justificativas necessarias para a verdadeira
compreensdo da matematica.

O volume 1 trata dos conjuntos numéricos, com o objetivo de apresentar o
conjunto dos numeros reais de um ponto de vista geométrico. Na sequéncia, temos
o estudo das fungdes reais, suas propriedades, graficos e suas inversas.

O volume 2 tem como objeto as fungdes trigonométricas. Iniciamos com
a trigonometria no tridngulo e na circunferéncia. Apresentamos as equagdes

trigonométricas principais e, finalmente, as fungdes trigonométricas e suas inversas.



O volume 3 apresenta os niimeros complexos, operacdes e propriedades, sempre
com foco nas suas representagcdes geométricas. Continua com uma introdugdo ao
estudo dos polindmios definidos no conjunto dos nimeros complexos e encerra
com as equagdes algébricas.

Os exercicios propostos ao fim das se¢des sdo suficientes para a fixagdo do
contetido. Para manter o texto enxuto, ndo ha muitos exercicios de repeti¢do de
técnicas de resolugdo. O estudante que necessitar de mais exercicios repetitivos
deve consultar as Referéncias no final de cada volume.

Ainda para aumentar o elenco de exercicios e problemas de dificuldade mediana,
foram acrescentadas, no final de cada volume, as questdes das provas da disciplina
Matematica Basica I, ministrada pelo autor no curso de Matematica da Universidade
Federal do Espirito Santo, em anos anteriores. Também estdo, ao fim, as respostas e
sugestoes dos exercicios propostos.

Recomendamos ao estudante que se esforce ao maximo para resolver as questoes
escolhidas antes de consultar a resposta/sugestao, porque um exercicio ou problema
resolvido por conta propria tem um valor extraordinario para o desenvolvimento do
raciocinio individual. Vale mais resolver sozinho um tnico exercicio/problema que

olhar centenas deles prontos.
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HISTORICO

Os numeros naturais surgiram basicamente da necessidade de contagem, mas tornaram-se
insuficientes para executar operaces elementares como a subtracdo. Foi preciso entdo ampliar o
conjunto dos nimeros naturais de modo a ser possivel calcular as diferencas entre quaisquer dois
nUmeros naturais.

Assim foram constituidos os nimeros inteiros. Da mesma forma, nem sempre € possivel realizar
a divisdo de dois nimeros inteiros e obter ainda um ndmero inteiro. Entdo também o conjunto dos
numeros inteiros foi ampliado, estendendo-se com todas as possiveis razGes (divisdes) de inteiros e
formando o conjunto dos ndmeros racionais.

Historicamente sabemos que as fragdes surgiram muito antes de se pensar em numero negativo.
As fracbes provavelmente sdo conhecidas pela humanidade desde o inicio da evolucdo da
contagem, das medigdes, partilhas de bens, etc.

Vimos também que, para medir segmentos de reta (lados, diagonais, arestas de figuras
geométricas), 0s nimeros racionais nao foram suficientes. A incomensurabilidade de segmentos de
reta, ja conhecida pelos gregos aproximadamente quinhentos anos antes de Cristo, prenunciava a
necessidade de ampliacdo do conceito de nimeros para além daqueles expressos por razdes de
inteiros. Assim surgiam as medidas de certos segmentos que hoje chamamos de numeros
irracionais e que junto com as fracdes formam o conjunto dos niimeros reais. E bem verdade que a
formalizacdo dos nimeros reais com suas propriedades foi feita por matematicos do século XIX e a
nomenclatura "conjunto™ para expressar esses numeros é coisa do século XX.

Problemas que envolvem a necessidade de encontrar um ndmero que multiplicado por ele
mesmo dé como resultado um outro numero pré-fixado sdo muito antigos. Os babil6nios

(1700 a.C.) ja possuiam técnicas para resolver problemas matematicos para os gquais hoje em dia
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usamos a equagdo do 2° grau. As técnicas aplicadas eram do tipo "completagdo do quadrado” e
eram usadas na forma de receitas. Para cada problema, criava-se uma receita particular de solugao.
Nao ha registro de que tenham dado qualquer justificativa l6gica do raciocinio empregado para que
ele pudesse ser generalizado (constru¢ao de uma formula geral).

Portanto, extragdo de raizes devia ser algo corriqueiro para os sabios "matematicos" daquela época.
No entanto, raiz quadrada de nimeros negativos era algo que para eles ndo existia. Os problemas
concretos em cujas tentativas de solucdo apareciam '"raizes quadradas de numeros negativos" eram
interpretados como indicativo de problema insoltivel, problema malformulado ou problema com
enunciado de realidades ndo existentes.

Alias, durante milénios estas justificativas de insolubilidade dos problemas permaneceram ativas
quando no calculo de solucdes aparecia subtragdo de um valor maior de um menor e sua raiz quadrada.

No século XII, o matematico Bhaskara (1114-1185) escreveu "ndo ha raiz quadrada de um
nimero negativo, pois ele ndo ¢ um quadrado".

A necessidade de se estabelecer sentido numa possivel raiz quadrada de negativo apareceu no
século XVI em problemas cujas solu¢des envolviam equagdes de 3° grau. Raphael Bombelli (1526-
1572), depois de conhecer a formula de resolu¢do de uma equagdo do 3° grau (formula de Cardano-
-Tartaglia), escreveu em seu livro L algebra a equacgdo x> = 15x + 4. As solugdes dessa equacio

pela formula citada acima conduzem a uma raiz quadrada de nimero negativo, a saber x =

V2 + V=121 + V2 - v—121. Bombelli, mesmo admitindo como seus antecessores que essa
expressdo era um "sofisma", percebeu que x = 4 era uma solugdo da equagdo. Logo o problema
ndo podia ser considerado insoluvel.

A partir de entdo Bombelli comegou a estudar formas de operar com expressdes nas quais

apareciam raiz quadrada de ntimeros negativos e estabeleceu operagdes com expressoes da forma

a++V—b, sendo a e b numeros reais, das quais deduziu que V2 + V=121=2++-1 ¢
V2 — V=121 = 2 — V=1. Portanto x = 2 + V=1 + 2 — V=1 = 4. Assim Bombelli deu inicio a

um novo conceito que extrapolava o que se entendia por numero até entdo. Estava nascendo a
formatag¢do dos niimeros chamados hoje de numeros complexos. No entanto, durante mais de dois
séculos depois, muitos mateméticos ndo admitiam que as expressdes a +v—b pudessem ser
consideradas nimeros, mesmo porque nao se conhecia um lugar geométrico para a interpretagao

dessas expressdes. Mesmo assim, muitos calculos e operagdes com essas expressoes foram
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desenvolvidos e utilizados por matematicos famosos, como Albert Girard, René Descartes, Jean
D’Alembert e Leonhard Euler, na resolucéo de diversos problemas.

Os mateméticos Wessel (1745-1818) e Argand (1768-1822) contribuiram com alguma interpretacéo
geomeétrica dessas expressdes, mas coube a Carl Friedrich Gauss (1777-1855) sua representacdo
geometrica e a formalizacdo final das suas operacOes e propriedades. Com isso, tais expressdes
passaram de fato a constituir um conjunto numérico denominado por Gauss de nimeros complexos.

Esses numeros, que inicialmente apareceram como solucBes de equagOes algébricas, sempre
podiam ser expressos na forma a + bvV—1, com a, b € R. Em 1831, Gauss propds que a cada
nimero da forma a + bv—1, com a, b € R, fosse associado o par ordenado de ndmeros reais

(a, b), e vice-versa. Assim, cada numero complexo poderia ser representado como um ponto do
plano cartesiano.

Uma formalizacdo completa dos nimeros complexos como pares ordenados de nimeros reais foi
desenvolvida por William R. Hamilton (1805-1865) e apresentada a Academia Irlandesa em 1833.
Pelos proximos dez anos, Hamilton tentou generalizar essa formaliza¢do para n-uplas de nimeros
reais e, em 1843, ele anunciou sua nova descoberta algébrica com quadruplas de ndmeros reais e
denominou-a de quaternions. Assim nascia um novo sistema de numeros, hoje chamados de

quatérnios, como uma extensédo do sistema de nimeros complexos.
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O CONJUNTO DOS NUMEROS
COMPLEXO0S

2.1 A unidade imaginaria

A equagdo x2 4+ 1 = 0 ndo possui solugdo no conjunto dos ndmeros reais, pois ndo existe um
namero real que elevado ao quadrado dé —1. No entanto, admitindo que essa equagao possui uma
solugcdo em algum conjunto, seja i essa solugdo. A solucdo i é chamada de unidade imaginaria.
Portanto, i? +1 =0, ou seja, i? =—1. Logo i € R. Observe que —i também é solugdo da
equagdo, pois (—i)? = i? = —1. Assim dizemos que i é "raiz quadrada” de —1, e —i também é
"raiz quadrada" de —1, mas essa "raiz quadrada” tem algumas diferencas daquela definida no

conjunto dos numeros reais.

2.2 Poténcias de i
Desse modo, definimos i® = 1; il = i; i? = —1. As outras poténcias, i, n € N, n > 3, serdo
obtidas da definicdo acima, desde que consideremos para i as propriedades operatorias validas no
conjunto dos ndmeros reais.
Entéo,
=it =-—i
t=i2-i?2=(-1)-(-1)=1
5 .4 1

Im=1"""1" =1

21



e assim sucessivamente.

Observe que, como resultado das poténcias i, n € N, somente se pode obter 1, i, —1 e —i,
pois, na divisdo de n por 4, temos n = 4q + r, em que g é o quociente e r € o resto da divisdo,

logo 0 < r < 4. Assim,

— l-4q+r — j4q . L-r — (i4)q . l-r — 1q . l-r — l-r’

sendor =0,1,2 ou 3.

Conclusdo: i™ = i", em que r é o resto da divisdo de n por 4.

Exemplos:
1)i®?=i*=-1
2) i2007 — i3 = —
L 1 1
3)l 38=i3_8=i_2=_1

4) {85 = (j8)n. 5 = 5 =

5) Resolver a equagdo t2 — 4t + 5 = 0 usando a definicdo da unidade imaginaria i.

Resolugdo: como t2 — 4t +5=0ot>2—4t+4+1=0 (t —2)?+ 1 =0, estamos diante
daequacdo x? + 1 = 0,emque x = t — 2. As solugdes dessa equacdo sdo x = i ou x = —i, que resulta

emt—2=iout—2=—i,istoé,t =2+iout =2 —i. Oconjuntosolucdoé{2 —i, 2 + i}.

2.2.1 Exercicios

1) Quais os possiveis valores para a soma i +i~", ¥vn € N?

2) Calcule:
a) (1+10)?
b) (1 — i)?
c)(1-nh
d) (14 )2

e) (1-)*?
22



3) Resolva a equagdo z? — z + 1 = 0, usando a defini¢do de unidade imaginéria.
4) Encontre n € N, tal que (1 + i)™+ (1 — i)™ = 1673,

5) Admitindo a notagdo vV—1 = i, mostre que (2 +v—1)3 = 2 + 11v/—1 e conclua entdo que
V2 + V=121 +V2 - V=121 =4

2.3 Forma algébrica de um numero complexo

Definimos o conjunto C dos ntimeros complexos como sendo o conjunto de todas as expressoes
da forma a + bi coma, b € Rei? = —1

Notagdo: C = {a + bi; a, b € R, i*? = —1}

Diz-se que um niimero complexo z expresso por z=a + bi com a, b € R e i’ = —1 esta
escrito na sua forma algébrica.

O numero real a denomina-se parte real de z, € o nimero real b denomina-se parte imaginaria de z.

Notagdo: Re(z) =aeclm(z) =b

Exemplos:

1)z=2-5i=>Re(z) =2elIm(z) = -5
2)z=3=>Re(z)=3elm(z) =0
3)z=+2i=>Re(z) =0elIm(z) =2
YYz=i=>Re(z)=0elm(z) =1

Dessa forma, todo niimero real ¢ um nimero complexo com parte imaginaria nula. Assim um
numero complexo z tal que Im(z) = 0 ¢ um numero real. Um niimero complexo z, tal que
Im(z) # 0 é chamado de miimero imagindrio. Sdo nimeros imaginarios: 1 —3i ;i ;3 i; 2 + 3i.
Um ntimero complexo z ¢ chamado imagindrio puro se Re(z) = 0 e Im(z) # 0. Sdo numeros

. ., . 1. 3=, .
1maginarios puros: 2i ; —ZL; —/5i ; mi.
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2.4 Igualdade, adi¢ao e multiplicagao de nimeros complexos

Da maneira como foi definido o conjunto € dos ndmeros complexos, temos que todo nimero real é um
numero complexo, ou seja, R < €. Assim sendo, para definir operagdes em C, desejamos que elas sejam uma
extensdo das operacOes conhecidas em R. Extensao no sentido de que a definicdo de uma nova operacdo em C,
quando restrita aos numeros reais, coincida com uma operagio ja conhecida em R. E também de suma
importancia que essas operacdes mantenham as propriedades associativas, comutativas, distributiva da

multiplicacdo em relagdo a adicao, existéncia de elementos neutros, simétrico e inverso multiplicativo.

2.4.1Igualdade

Dizemos que dois numeros complexos z; e z, sd0 iguais se eles tém a mesma parte real e a
mesma parte imaginaria: se z; = a; + byi e z, = a, + b,i, com a4, a,, by, b, € R, entdo

71 =275 © ay =ay e b; =b,.

Notacdo: z; =z, © a; =a, e b; = b,

Observe que um numero complexo z = a + bi é nulo quandoa = b = 0.

2.4.2 Adigao

Sejam dois numeros complexos z; = a; + byi e z, = a, + byi.

Definimos a soma z; + z, = [Re(z1) + Re(z,)] + [Im(zy) + Im(z,)]i

Notagdo: z; + z, = (ay + ay) + (by + by)i

Decorre da definicdo acima que, se z;, z € C, entdo z; + z, € C, ou seja, o conjunto C é

fechado em relagdo a adicéo.

2.4.3 O simétrico (ou oposto)

O simétrico (ou oposto) de um nimero complexo z € o numero complexo w, tal que z + w = 0.
Assim,se z = a + bi,coma, b € R,entdow = x + yi,comx,y € R, tal que (a + bi) + (x + yi) =
= 0+ 0i. Logo, (a+x) + (b + y)i = 0+ 0i. Portanto, a + x = 0 e b + y = 0 de que se conclui
quex = —aey=—b.

Conclusdo: o simétrico (ou oposto) de z = a + bi é —z = (—a) + (—b)i, também denotado

—z=—a—bi
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2.4.4 Subtragao

A subtracdo de dois nimeros complexos z; e z, é a adicdo de z; com 0 oposto de z,. Essa
definicdo é andloga a subtracdo de nimeros reais.

Sez; =aq +bjiez, =a,+ by,

temos que z; —z, =2z +(—2z) = ay + bii + (—ay) + (—by)i = (a; — ay) + (by — by)i.
Portanto z; — z, = [Re(z;) — Re(z,)] + [Im(zy) — Im(z,)]i

Exemplo:
Sez; =2-3iez,=1+2i,temosz; —z, = (2—-1)+(-3+2)i=1-5i

2.4.5 Multiplicagao

Dados dois nimeros complexos z; = a; + byi e z, = a, + b,i, definimos a multiplicacdo de

Z1 €2y POr z1 - z5 = (aya, — biby) + (a1by + aybq)i

Observe que a multiplicacdo acima definida nada mais é do que a aplicacdo da propriedade
distributiva da multiplicacdo com relagdo a adi¢o de nimeros reais com a condicéo de que i2 = —1.
Portanto, essa multiplicacdo também pode ser obtida como produto de binbmios de nimeros reais

desde que seja obedecida a condigéo i? = —1.

Exemplos:
1)Sendoz; =2+ 3iez, =5—2i,temos z; -z, = (2 + 3i)(5 — 2i) = 16 + 11i

2)Sezy =iezy,=1—i,temosz, -z, =i(1—-i)=1+1i
3) Determinar os possiveis valores reais de a para que (a + i)? seja um nimero real.
Resolugdo: seja z = (a +i)? = (a+i)(a + i) = (a® — 1) + 2ai. Para que z seja um ndmero

real, devemos ter Im(z) = 0. Como Im(z) = 2a,temos 2a =0 & a = 0.

Portanto, (a + i) € R & a = 0.
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4) Determinar o conjunto dos niimeros complexos w, tais que w? = i.
Resolucéo:

Sejaw € C. Logo,w = x + yi comx,y € R.
wi=ieox+ty)=ie x?—y>)+2xyi=0+1i

Usando a definicdo de igualdade de nimeros complexos, temos que x? — y2 = 0 e 2xy = 1.

Portanto, para encontrar 0S nUmeros reais x e y, basta resolvermos o sistema de equagGes em R.
2 2 _ —
= x| =
{x y =0 { x| = |y|

2xy =1 2xy =1
Assim,
x=v2/2ey=+2/20ux=—2/2ey=—2/2
Portanto,
W=E+£i ou W=—£—£i
2 2 2 2

5) Resolver aequagcdoem C: z2 —2z+1—i =0
Resolucéo:

z2-2z4+1—-i=0(z—-1)?%=i

Chamemosw = z— 1. Assim, (z—1)?2 =i o w? =i
Fazendo w = x + yi, temos

X2 —y2 =0 VZ V2 VZ VZ.
= W=—+7l ou

2_.
W_l@{ 2xy =1 2

Portanto, sendo z = 1 + w, temos o0 conjunto solucdo da equacédo dada:

G [24V2 V2 2-V2 VT
"{ 2 T2 _7‘}
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Proposic¢ao

Sejam z;, z, € C. Entdo temos z; -z, =0 z; =0o0uz, =0.

Demonstracdo:

Sez;=00uz, =0,temosquez; -z, =0-z, =00Uz "2, =2,-0=0.

Reciprocamente, sendo z;-z, =0, suponhamos que z; #0 e vamos provar que
obrigatoriamente z, = 0.

Sejam z; = a; + byi e z, = a, + b,i, com ay, a,, by, b, € R. Como z; # 0, temos que

a, € by ndo sdo simultaneamente nulos.
Zl . ZZ == O (= (a1 + bli)(az + bzl) - O (=4 (alaz - ble) + (a1b2 + azbl)i - 0
Pela igualdade dos nimeros complexos temos

{alaz - b1b2 = 0
a1b2 + azbl = 0

Multiplicando a primeira equacéo por b, e a segunda por (—a, ), temos o sistema equivalente

a,a;b; — (b1)2b2 =0
—(a1)?b; — ajazh; = 0

Somando membro a membro, temos —(b;)?b, — (a;)?b, = 0. Logo, —b,(a? + b?) =0
(produto de nimeros reais). Como a; e b; ndo sdo simultaneamente nulos, a? + b? # 0 e,
portanto, b, = 0.

Voltando a primeira equacdo com b, = 0, temos a,b; = 0. H& entdo duas possibilidades:
a, = 0ou b, = 0. Se a, = 0, a demonstragdo encerra-se, pois z, = 0 + 0i = 0. Se b; = 0, temos
a; # 0 e, voltando a primeira equacdo, temos a;a, = 0, 0 que implica a, =0 e encerra a
demonstragao, pois obtemos z, = 0 + 0i = 0.

Observacao:

Nem todo produto definido em qualquer conjunto possui a propriedade enunciada na proposi¢do acima. Por

exemplo, o produto definido no conjunto das matrizes quadradas 2x2 n&o possui a propriedade acima.
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Sejam A=[g ;] e B=[(5) g]

A e B ndo sao matrizes nulas, no entanto A+ B = 0,
0 11 (5 81_10 ©
[0 3] [0 0] - [0 0

2.4.6 Exercicios

1) Seja z € C. Definimos o inverso multiplicativo de z como sendo o numero w € C, tal que

b

, . T . . a .
z-w = 1. Se w é o inverso multiplicativo de z = a + bi, prove que w = prar i ey

Observacdo: Denotamos o inverso multiplicativo de z por z1.
2) Determine todos os niimeros reais a tais que (a + i) seja um nimero real.

3) Resolva as equacdes:

a)z?=1i
b) z2 = —1
C) z? = zi

d)z2—-2iz—(1+i)=0
e)z2—3z+3+i=0

2.4.7 Divisao

Sejam z;, z, € Ccom z, # 0. Dividir z; por z, é encontrar z; € C, tal que z; = z, * z3
Notacdo: z,/z, = 73 © 7, = 7, * 73

Exemplo:

Dividirz; =24+ 3iporz, =1+

Procura-se z; = x + yi € C, tal que z; = z, - z3, ou seja, 2 + 3i = (1 + i) (x + yi).

243i=(x—-y)+x+y)i o {x—yiz e x=E, y=l
x+y=3 2 2
Portanto, zz = 5/2 + (1/2)i e temos
2+3i=5+1i
1+i 2 2
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2.4.8 Existéncia do inverso multiplicativo

Para qualquer z = a + bi € C, z # 0 existe w € C, chamado de inverso multiplicativo de z, tal
quez.w =1

Notacdo: w = z71

De fato,se z = a + bi e w = x + yi, temos que:

_ . N . ax—by =1
zw=1 (a+bi))(x+yi)=1¢ (ax by)+(ay+bx)l—1(:>{ay+bx=0<:>
a —-b
®x=a2+b2 ¢ VT iy pe
Portanto,
a b
w=z"1

T@2+b2 aZ+b2

Observe que, sendo z # 0, temos a? + b2 # 0

Portanto, podemos dizer que dividir um nimero complexo z por um nimero complexo w é
multiplicar z pelo inverso multiplicativo de w. Isto é, z/w = z - w1

Conclusdo: Em C basta que tenhamos definido a igualdade e as operacdes de adicdo e
multiplicacdo que as propriedades associativa, comutativa, distributiva e a existéncia dos elementos
neutro, simétrico e inverso sdo verificadas. Consequentemente serdo validas a subtracdo e a
diviséo.

O conjunto C dos numeros complexos com as operacdes adicdo e multiplicacdo acima definidas

recebe a denominacdo de corpo. Esta denominagéo serd estudada nas disciplinas de &lgebra.

Usando as propriedades da multiplicagdo de numeros complexos, vamos fazer outra
demonstracgao da proposicéo da se¢édo 2.4.5.

"Sejam z;, z, € C.Entdo z;. z, = 0 seesomentese z; =0 ou z, =0."

Demonstracdo

Sez;=00u 2z, =0 temosz;. z,=0.z,=0 ou z. z, =2,.0=0

Reciprocamente, sendo z;. z, = 0, suponhamos que z; # 0 e vamos mostrar que
obrigatoriamente z, = 0.

Sendo z; # 0, ele possui inverso multiplicativo z;~* talque z;.z,"1 =1

ASSIm Zz =Zz.1= ZZ'(Zl' Zl_l)= (Zz Zl)Zl_l = (Zl' Zz) Zl_l =0 Zl_l=0.
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2.5 Conjugado de um numero complexo

O conjugado do nimero complexo z = a + bi,coma, b € R, é 0o nimero complexo z = a — bi
Exemplos:

1) z=2+3i,temosz =2 — 3i

2) z=1—-i,temosz=1+1i

3) z=7,temosz =7

4) z=1i,temosz = —i

Propriedades do conjugado:
Sejam z,w € C.

19 z+Z€eR

2 z.Z€ER,

P z=zoz

€
4 z+w=z+w
5) zZw=2zw

69 z"=(Z)", n€N

Justificativas das propriedades:

Sejaz=a+ bi,coma, b € R.Logoz = a — bi

19) z+zZ=a+bi+a—bi=2a€R

2 z-Z=(a+bi)(a—bi) =a*+b?€ER,

¥ z=zoa+bi=a—-bieob=-beb=0.Logoz=a€R

As justificativas da 42 e da 52 propriedade ficam como exercicios.

69 z"=z-z-2....2.L000, 2" =Z"2...2=2'2"2..2...2=...=Z" Z...Z2 = (Z)"
SR L S
nvezes n-—1vezes

~ ~ . - R _ 1
Observacdo: Se w # 0 entdo o seu inverso multiplicativo w™! == Portanto podemos

escrever w1 =

2l
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A divisao usando o conjugado

O conjugado pode ser empregado no calculo da divisdo de dois nimeros complexos. Sejam

-1

dados z, w € C com w # 0. Sabemos que w - w € R. Logo,%zz w =2z,

él | a
S |~
sl_| g

z T ~ - H
Portanto, para encontrar — basta efetuar multiplicacdes de nimeros complexos conhecidos, a
w

saber z, w e w.

Exemplos:

1) Sejamz =2+ 3iew =1+1i. Logo,

z 2430 (2+3D(1—-1) @+3DA—-i) 5+i
w  1+i Q+0)1-09) 12412 2

5.1,
2 2!

2) Calculemos o valor de 1/i.

Assim temos i1 = —i.

3) Efetuando a diviséo (1 +i)/(1 — i):

1+i (A+dA+) 20
1-i -0+ 12+12 °

4) Para que valores de n € N aigualdade (1 + i)™ = (1 — i)™ se verifica?

N N
Como(l—i)¢O,temos(1+i)”=(1—i)"<:>%= @(E) =lei"=1

Assim, a igualdade dada equivale a i™ = 1 e, portanto, n deve ser mdltiplo de 4.
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REPRESENTACAO GEOMETRICA
DOS NUMEROS COMPLEXOS

Para representar o conjunto dos nimeros complexos, utilizamos o plano cartesiano. Para cada
nimero complexo z = a + bi, sendo a, b € IR, associamos 0 ponto P do plano com abscissa a €
ordenada b. Reciprocamente, a cada ponto P (a, b) do plano associamos o numero complexo
z=a+ bi.

Assim temos uma correspondéncia biunivoca entre o conjunto € dos nimeros complexos e 0
plano cartesiano, agora também denominado de plano complexo, plano de Gauss ou plano de
Argand-Gauss. Portanto, cada nimero complexo z € C pode ser representado no plano complexo
pelo ponto P (Re(z), Im(z)).

Observagdo: o ponto P (Re(z), Im(z)) do plano complexo é chamado afixo do nimero

complexo z.

Exemplos:

a) O afixo do nimero complexo z = 3 + 2i é 0 ponto P; (3,2).
b) O afixo do nimero complexo z = 2 é o ponto P, (2,0).

c) O afixo do nimero complexo z = —3i é 0 ponto P; (0, —3).

d) O afixo do nimero complexo nulo z = 0 é a origem O (0, 0).
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O

l.)_q | JE—

el

Observemos que:

1) Os numeros complexos z = a, a € R, tém como afixos os pontos (a, 0), que estdo
situados sobre o eixo Ox. Dessa forma vemos que o conjunto R dos ndmeros reais é
representado no plano complexo por uma reta chamada reta real ou eixo real.

2) Os numeros complexos z = bi tém como afixos o0s pontos (0, b) que estdo situados sobre
0 eixo 0y. Este eixo é chamado de eixo imaginario.

3) O numero complexo z = a+ bi e seu conjugado z = a — bi tém afixos P (a, b) e

P (a, —b), simétricos em relaco ao eixo real.

FiroReal

4) O afixo do complexo z = a + bi e do Seu oposto —z = —a — bi S0 Simétricos em

relacdo a origem do plano cartesiano.
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Atencdo: para simplificar a linguagem, muitas vezes denotaremos o afixo de z pela propria letra

z, no plano complexo.

3.1 Médulo de um niumero complexo

Dado um nimero complexo z = a + bi, com a, b € R, definimos 0 modulo de z como sendo

Notagdo: |z| = Va? + b? ou p = Va? + b?

Geometricamente temos que 0 mddulo de z ¢ a distancia do seu afixo P até a origem O, isto &,

|z| =VaZ +b%Z=0P=d(0,P)
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Observamos ainda que:

1) p = |z| = Va? + b2 é sempre um namero real ndo negativo.

2) Se z € R, 0 modulo de z coincide com o valor absoluto real, ou seja, se z = a € R, temos
que |z| = VaZ + 02 = Va? = |a| (valor absoluto de a).

)|z =|z|, VzeC

4) O modulo da diferenca entre dois nimeros complexos é igual & distancia entre seus afixos.

De fato: se z = x; + y1i e w = x, + y,i, entdo

|z —w| = [0t = x2) + (1 = ¥2)il = /(1 —x2)2 + (71 — ¥2)2 = d (P, Q),
emque P (x4, y,) éoafixode z, e Q (x,, y,) €0 afixo de w.

5) A desigualdade |z| > |w| significa que o afixo de z est4 mais distante da origem O do que 0

afixo de w.

Propriedades:

19 |z|?=2z-Z

29 |z| = |Re(2)| = Re(2)
33 |z| = |Im(2)| = Im(2)
4) |z-w| =z |wl|

=2 =0

(wi

6% |z+w| < |z| + |w|

V4

5)

w

Justificativas: sejaz = a + bi,coma, b € R. Logo z = a — bi
1%) Sendo z = a + bi, temos z-Z = (a + bi) - (a — bi) = a? + b? = |z|?
2% |z| = Va? + b? > Va? = |a| = a. Como a = Re(z), temos |z| = |Re(z)| = Re(z)

8) |z-w|? = (zw) - @w) = (zw) - @ W) = zZww = |z[*|w|? = (Iz] - [w])*.

Como |z-w| = 0e (|z| - [w]) = 0, temos \/|zw|2 = \/(|z||w])2 & |z-w| = |z| - |w|
6) |z+wlP=0CZ+wW)(Zz+w)=EZ+W)(Z+W)=2Z+WW+2zW+2zZw =
= 2Z+wW + zw + zw = |z|? + |w|? + 2Re(zw) <
< |z|? + |w|? + 2|zw| = |z|? + |w|? + 2|z||W]| =
= |z|? + 2|z||w| + |w|* = (|2 + [w])?

Assim temos |z + w|? < (|z| + |w]|)? e, usando a raiz quadrada real de niimeros reais positivos,

obtemos \/|z + w|2 < \/(|z] + W% = |z + w| < |z| + |w]
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3.2 Forma trigonomeétrica de um niumero complexo

Um namero complexo z = a + bi, em que a, b € R, € representado no plano cartesiano pelo
ponto P de coordenadas (a, b). Se z # 0, 0 ponto P é distinto da origem O. Nesse caso, chamamos
de 6 a medida do angulo formado pelo semieixo positivo Ox e pela semirreta OP, com origem em O.
Assim temos a = OP cos@ e b = OP sen 6.

Como OP = |z| = p = Va2 + b2, podemos escrever z = p cos6 + psen@ i e, de modo usual,
z =p(cosf +isenb)

O nUmero 6 denomina-se argumento do numero complexo z.

Notacdo: 8 = arg(z2).

Observe que, se substituimos 6 por 6 + 2km, k € Z, na expressdo z = p(cos6 + isen8),
0 nimero complexo z ndo se altera devido a periodicidade das fungdes seno e cosseno.

Para representar qualquer z € C (z # 0) na forma acima, basta tomar 0 < 6 < 2.

Quando arg(z) = 0 € [0,2m), dizemos que 6 é o argumento principal de z.

Portanto a expressdo z = p(cosf +isenf) em que p =|z| e 8 =arg(z) é chamada
forma trigonométrica ou forma polar do niamero complexo z.

Observacao: O numero complexo nulo ndo é representado na forma trigonométrica por possuir

argumento indeterminado.
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Exemplos:

1) Seja z = a + bi um nimero complexo ndo nulo, sua representacéo no plano complexo é:

P (a, b) é o afixo de z.
OP = |Z|=p=\/m

6 é o argumento principal de z, logo 6 é determinado por cos@ = a/p e senf = b/p.

a) Se z=—l+£i,temos P —l,ﬁ que € o afixo de z.
2 2 2 2
A
P V3
K2
| "w{
Loy
2

= () (2] -

O argumento de z é dado por cosez—% e sen 0:73. Portanto o argumento principal é

sz?ﬁrad ou 120°. Assim, a forma trigonométrica de z ¢é z=1.(cosz?ﬂ+i sen%} ou

Z =c0s120°+i sen 120°.
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. ~ - o . 3 . 3
b) Se z = —3i, entdo sua forma trigonométrica é z = 3 (cos?” +isen 7”)

[\

3m/2 1.

1 (0,-3)

c) Dado z =3 (cos75°—isen75°), vamos escrever z na forma trigonométrica com
0<arg(z) <2m.

A forma trigonométrica serd z = p(cosf +isenf) com p>0 e 0<6<2m ou
0 <6 <360°.

z =3 (cos75° — isen75°) = 3[cos(—75°) + i sen(—75°)] = 3[cos(285°) + i sen(285°)]

Portanto, z = 3[cos(285°) + i sen(285°)].

I
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s e . o . 1 1
2) Escrever na forma algébrica e na forma trigonometrica o nimero complexo z = P

1 1 —-1+42i (-1+42)(1-i) 1+3i 1 3
7 = _ = = = =

- — — 42
1—i @i 1+i 1+ )1 -0 2 272"

Ly . 1 3.
Forma algébrica: z = STt

Representando z geometricamente, temos:

(U8 ]
N

o/

0

iz = (A 4 (3) =Y _ Y2 _ 1 _3/2 _ 3
p=lzl = (E) +(E) _Tecosg_\/ﬁ/z_ﬁ'seng_mﬂ—ﬁ

Como 0 <6 <m/2,temostgd = 3, logo 6 = arg(z) = arctg3

Forma trigonométrica: z = ? [cos(arctg3) + isen(arctg3)]

3) A representacdo geométrica dos numeros complexos z, tais que |z| =7
(r um numero real positivo fixo), € uma circunferéncia de centro na origem e raio r.

De fato: Seja z =x+yi com x,y € R. O ponto P (x, y) € seu afixo no plano
complexo.

A condigdo |z| = r é equivalentea \/x2 +yZ =7

Assim, P (x, y) cumpre a condicdo x2 + y2 = r2, o que significa que P esta sobre a

circunferéncia de centro na origem e raio r.
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Também se pode representar geometricamente 0 mddulo de z como sendo a distancia do afixo

P até a origem O.

Portanto, o conjunto C = {z € C; |z| = r} representado no plano sdo o0s pontos P que distam da

origem a medida r. Assim, C é a circunferéncia de centro na origem e raio r.

4) Determinemos o lugar geométrico dos afixos dos nUmeros complexos z, tais que

lz—1—-i|=|z4+ 1+

Solugdo geométrica:

lz—1—i|l=|z—Q4+)|=d (P, 4A),emqueP =(x, y)eAd(1, 1)
lz+1+i|l=|z—(-1—-0)|=d(P, B),emque P =(x, y)eB (-1, — 1)

O conjunto dos pontos P (x, y), taisqued (P, A) = d (P, B), é areta mediatriz do segmento AB.

P(z,y)
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Solucdo algébrica:

Sejaz =x+yi,comx,y € R.
lz—1—i|=|z+1+i=|x—-D+@-1Di=|x+1)+@+Di =
SVE-D?+ -1 =@+ D+ O+ D)2 - D+ -1 =
=(x+1)2+@y+1)’=>y=—x

Portanto o lugar geométrico procurado é o conjunto de pontos (x, y) do plano

cartesiano, tais que y = —x.

5) Determine o lugar geométrico dos pontos P que sdo afixos dos numeros
complexos z, tais que —% <Im(z) < % elz|=1
Sez=x+4yi,comx, y € R, temos —1/2 < Im(z) < 1/2 e |z| = 1 se e somente se

—1/2<y<1/2ex*+y*=1

Geometricamente temos:

r
D)
_/
[
TN
—

|
B | = =
|
=
=]
L |

3.2.1 Exercicios

1) Mostre que |z —w| = |z| — |w], Vz,w € C

2) Use as propriedades de médulo para dar outra prova das proposigoes:

a)sejamz, we C,entdozw =0 z=00uw =0

a b

_ . 5 -1_-_< __Z
b)ysez€C z#0ez=a+bientdoz" = ——; ———1i
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3) Determine os valores de a € R tais que Re (g) <0

4) Determine z, w € Ctaisque |z| = |lw|=1ez+w =1
5) Represente no plano complexo os afixos dos nimeros complexos z taisque |z —i| < 1

6) Represente no plano complexo o conjunto:
A A={z€C (z—D(z—-i) =1}

b) B={z€C; |z—-1|=|z—-i|}

¢) C ={z€C; Im(z?) > 0}

d) D={z€C; Re(1/2) > 1/2}

7) Determine 0 médulo e o argumento do nimero complexo z = —2(cos 50° — i sen 50°)

8) Resolva em C as equacdes:
a)z>=2z

b) z3 = 2z
9) Mostre que [(a —z)(a —Z)]" € R, paratodon e N,a e Rez € C

10) Determine o lugar geométrico no plano dos afixos dos nidmeros complexos z, tais

que 1< |z—(1+0)|<V2

11) Determine o lugar geométrico no plano dos afixos dos nimeros z € C, tais que:
a)lz—1=|z+1|
b) |z+ 1] = 3|z — 1]

12) Determine os complexos z de médulo maximo que satisfazem a condicao:
a)lz+2-2il=1
b)|lz—1-3i|=1
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13) Determine 0 nimero complexo z de menor argumento e 0 de maior argumento principal tais

que |z —/5i| < 1
14) Qual € o lugar geométrico dos afixos dos nimeros complexos z, tais que |z + 1| = |z| ?
15)Sez € Ce A = |i +z|? + |i — z|?, mostre que 2 = 2(1 + |z|?)
16) Determine o lugar geométrico dos afixos de z tais que Im(z2?) = 2

17) Mostre que o lugar geométrico dos afixos de z tais que z2 + (Z )? = 2 é a hipérbole de equacéo

x? —y? =1.

3.3 Multiplicagao e divisao na forma trigonométrica
A forma trigonométrica é extremamente Util para efetuar operagdes com nimeros complexos.

3.3.1 Multiplicagao
Sejam z, e z, dois nimeros complexos dados na forma trigonométrica
7z, = p1(cosB; +isenfB;) ez, = p,(cosbB, +isenb,),

emque py = |z1], p; = |2;], 64, = arg(z,) € 6, = arg(z,) ,
10go z;. 2z, = p1p,[cos B, cos B, — sen b, sin 6, + i(sen B, cos B, + senH, cos ;)]
Usando as formulas do seno e cosseno da soma de arcos, obtemos

7y " 7y = pypzlcos(6y + ;) + i sen(0; + 6,)]

Portanto, na multiplicacdo de dois numeros complexos, seus mddulos sdo multiplicados e seus

argumentos somados. Assim |z,z;| = |z1||z2| = p1p2 €arg(z1z,) = arg(z,) + arg(z;) = 6, + 0,
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Exemplo:
7z, = 2(cos 30° + isen 30°) e z, = 3(cos 60° + isen 60°)
Z1.25 = 2.3[cos (30° + 60°) + isen(30° + 60°)] = 6[cos 90° + isen 90°] = 6i

3.3.2 Divisao

Sejam z; = p;(cos 61 + i sen 8,) e z, = p,(cos 0, + isenB,), com z, # 0.

zy _ pilcos 0; +isenB;] p; (cos 6, +isenB)(cos O, —isen6y)

Z, pylcos @, +isen@,] p, (cos O, + isen 6,)(cos 0, — isen 0,)

_ p1(cos 0y cos O, + sen 6, sen ;) + i(sen 0, cos 6, — senb; cos 6;)

P2 sen?6, + cos?6,

Logo,

Z
a_h [cos(6; — 0,) + isen(6; — 6;)]

Z> D2

Portanto, na divisdo de dois numeros complexos, seus médulos sdo divididos e seus argumentos

subtraidos.

Exemplo:
7z, = 6(cos 35° + isen 35°) e z, = 2(cos 20° + isen 20°)
Z1

6
=5 [cos(35° — 20°) + isen(35° — 20°)] = 3(cos 15° + isen 15°)
2

O inverso do nimero complexo ndo nulo z = p(cos @ + i sen ) é

1 1 _1(cosO+isenO)_1[ (0 0) + isen(0 — )
’ _Z_p[cost9+isen9]_p(cosa+isen9)_pCOS isen

z71 = % = 1 [cos(—8) + isen(—0)],

=

45



Observe que, se 8 é o argumento principal de z, entdo o argumento principal de z~1 é

(=6 + 2m)

Exemplo:
Sendo z = 2 (cosg + isen%), determine o mddulo e o argumento principal de z~*

7t = (cos (<) # sen (=) =5 (cos (-F + 2m) #ssen (- T+ 2m) ) -
3o G 5en ()

Assim, |z71| = 1/2, e o argumento principal de z~! é & = 5m/3.

Geometricamente,
p2
")
/3
ON /: —7/3
.

Exercicio:
Marque na figura abaixo o afixo do nimero complexo 1/w.
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3.4 Potenciacgao e radiciagao na forma trigonométrica

3.4.1 A potenciagao (formula de Moivre)
Sejaz = p(cos @ + isen 6) um numero complexo na forma trigonométricae n € N.
Usando a propriedade associativa da multiplicacdo e a férmula da multiplicacdo de dois

nimeros complexos, temos que:

n _—_ — — — —
zZh=zz...2=(2.2)(z...2) = (z.2).2.(z...2) =...= (2.2...2).Z
n fatores n fatores

Assim, z" = (z-z...z) = (p...p)[cos(0 + O+...+0) + isen(6 + 6+...+0)]

Portanto, [z" = p™[cos(n6) + isen(n6)]]

A igualdade acima é conhecida como férmula de Moivre, em homenagem ao matematico
Abraham de Moivre (1667-1754).

Sem € Z_,temos que m = —ncomn € Z, (= N). Logo,

1 1 1[cos 0 + isen 0]
=Z = — = = =

z"  p"[cos(nf) + isen(nB)]  p™[cos(nh) + isen(nd)]

_ 1 cos(0 —nB) + isen(0 — nb)] = p~"[cos(—nBb) + isen(—nh)] =

I

= p™[cos(mB) + isen(m@)]

Portanto, z™ = p™[cos (mB) + isen(mB)],Vm € Z_

Conclusao:

z" = p™[cos(nf) + isen(nh)], Vn € 7

Observe que quando |z| = 1 temos z = cos © + i sen 6 e portanto

(cos®+isenB)" =cosnb+isennb.
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Exemplos:

A 8
1) Calculemos a poténcia (V3 + i)
Na forma algébrica deveriamos multiplicar v3 + i por ele mesmo oito vezes ou usariamos o
desenvolvimento do binémio de Newton pelo qual obteriamos nove parcelas a serem somadas.

No entanto, utilizando a forma trigonométrica, reduziremos muito os nossos célculos.

Chame z = v/3 + i. Logo,

3
(0059=\/7_ T
i . 1 = 8=grad
send = 5
A
1 ——————————— :.."
B=2,7%
_-\6 |
>
0 V3

Portanto, z = 2 (cos% + isen %) e usando a formula de Moivre, temos
8 8 T T 8 T T
z°=p (c058€+lsen8€)=2 (cos ?+lsen ?)=

1 3
_ 8 <_E_ 71-) — _128—128V31i

Temos entdo que (V3 + ) = —128 — 1283 i
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. Al . , .-
2) Determine o menor valor de n € N para que (\/§ + z) seja um numero real positivo.
Chamando z = V3 + i, vamos escrevé-lo na forma trigonométrica:

p=lz|=2e 6= %rad.Logo,z=2(c0s%+isen%)

Usando a férmula de Moivre,

(\/§ + i)n =z"=p"(cosn @ +isenn ) = 2"™(cos n% + isen n%)

7 7 " = 7 . n 7
Mas z"™ é um nGmero real positivo se Re(z™) >0 e Im(z™) =0, isto é, (V3 +i) €é um
niimero real positivo se senn= = 0ecosnz>0.

Determinemos os valores de n tais que
s

- =0
senn6
Zso
cosn6
T T
senng=0:>ng=krr,kEZ=>n=6k,kEZ

Sendon € N, temos n = 6, 12, 18, ..., mas ainda temos a condicdo cos n% >0.

Como cos 6% =-1<0ecos 12% =1>0,entdo n = 12 é o menor valor natural para que
(V3 + i)n seja um namero real positivo.

Assim (V3 +1) =212 €R;

3) Para todo a € R, a expressdo cos a + isen a representa um numero complexo z.
Calculemos o quadrado de z de duas maneiras:
a) Aplicando a propriedade distributiva:
z? = (cos a + isen @)? = (cos a + isen a)(cos a + isen a)

= (cos?a — sen’a) + i(2sena. cosa)
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b) Usando a formula de Moivre:
z? = (cos a + isen a)? = cos 2a + isen 2a
Portanto,
(cos?a — sen?a) + i(2.sen a.cos a) = cos 2a + isen 2a

e, pela definicdo de igualdade de nimeros complexos, temos

cos2a =cos’a —sen‘a | e |sen2a =2sen « . cosa

As duas igualdades acima obtidas sdo conhecidas como formulas do seno e do cosseno do arco duplo.

Exercicio:

Com um procedimento andlogo ao do exemplo 3, mostre que

1) cos3a =4cos3a— 3 cosa e sen3a=3sena—4senda, VaeR
2) cos4a = 8cos*a— 8 cos?a+1, VaeR e

senda
sen o

=8cos’a—4cosa para azkr, keZ

3.4.2 A radiciagao

Sejam z € C e n € N. Chamamos de raiz enésima de z a qualquer w € C, tal que w™ = z.

Na forma trigonométrica, z = p(cos 8 + isen 9).

Queremos determinar w = r(cos ¢ + isen ¢), tal que [r(cos ¢ + isen ¢]™ = p(cos 6 + isen 6)
Usando a formula de Moivre, temos [r(cos ¢ + isen ¢p]"™ = r™(cos n¢ + isen ne).

Pela igualdade de nimeros complexos, obtém-se simultaneamente

r=p r= '{/E (raiz enésima real)
cosnp=cos8 = {cosng=cosb
senng = sen 6 senng =sen 6

Resolvendo o sistema;

cosng —cos 6 =0 —2sen (n¢2+9) sen (n¢2_9) =
{sen ng—senf=0 _ ) 5. (2£9) s (222)
2
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x -0
Como 0 seno e 0 cosseno nunca sao nulos para um mesmo arco, temos que sen (%) =0 e,

042k
= knm, k € Z, 0 que resulta em ¢ = 28

M keZ
2 )

portanto,

L e 6+2k
Observe que r = ’i/ﬁ ¢ Unico, mas temos uma infinidade de argumentos ¢, = 2 kez,

)
n

para as raizes w. No entanto, para argumentos principais teremos apenas n deles, a saber

bo, b1, -rr Pp—1. Os demais ¢, sdo cONGruos a estes argumentos principais.
6+2nm A 6 6 2 A 6 2
Por exemplo, ¢, = == é0cONgruo a o =~ dnyq =~ +—+ 2w € coNgruo a ¢y =~ + =,

e assim por diante.
Concluséo:

Cada z € C, z = p(cos 6 + isen ) possui n raizes enésimas w = /p(cos ¢y, + isen ¢y),

em que ¢, = 9+121k" comk=0,1,2, .., n—1.

Todas as raizes w possuem o mesmo moédulo, e, portanto, os seus afixos estdo sobre uma
circunferéncia de centro na origem e raio r = '{/E uniformemente espacados sobre ela. Isto é,
esses afixos sdo vértices de um poligono regular de n lados inscrito nessa circunferéncia. O motivo

dessa regularidade do poligono € que os argumentos ¢, k =0, 1, ..., n — 1, formam uma P.A.

(Progressao Aritmética) de razdo 2m/n.
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Exercicio:

6+2k
2T ke 7.

Sejam z = p(cos 6 + isen 0) e wy, = '{/E(cos ¢ + isen ), em que ¢, =

Verifique que w4y = W,, VYme Z.

Exemplos:
1) Vamos determinar as raizes cubicas de z = 1.
z=1=1(cos 0+ isen0). Assim, p=1e 8 =0. Logo, r =31 =1 e ¢, =g+k2?”, com

k =0,1,2. Os argumentos ¢ (k # 0, 1, 2) sdo congruos a estes trés ¢, = 0, p; = 2?" e, = 4?",

e, portanto, as raizes wy, (k # 0, 1, 2) repetirdo wy, w; € w,.

As raizes cubicas de 1 sao:

120° wy=1

v

w,

wo = V1(cos 0 + isen0) = 1

21 21 1 3
wy = i/T(cos ?+isen ?> = —§+—i
4t 4t 1 3
W, = %(COS ?+l’S€Tl ?) = _5_71.
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2) Agora, determinemos geometricamente as raizes oitavas de z = 1.

Como p = |z| =1 e @ = 0 radianos, temos que |wy|=r=Y1=1¢e ¢, = k%. Portanto, as

oito raizes w de z estdo sobre a circunferéncia de centro na origem e raio 1, dividindo-a em oito

partes iguais.

we =1+ 01

o

wg=0—114

Observacdes:
1) Se z = 1, as raizes n-ésimas de z sdo chamadas raizes n-ésimas da unidade.

2) As raizes n-ésimas da unidade s&o:
2 (k=0,1,2,...,n—1).

n

2km .
W = COS— + i sen
Usando a formula de Moivre, vemos que as n raizes n-ésimas da unidade podem ser escritas

- _ 2 . 2
assim 1,w, w2, w3, ..., w" lemquew = cos;”+ i sen;".
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3.5 Representac¢ao vetorial de um numero complexo

Um ntmero complexo z = a + bi é representado no plano pelo ponto P de coordenadas (a, b).
Portanto, ele pode ser considerado um vetor OP de origem O do sistema cartesiano e extremidade

P (a, b).

3.5.1 Interpretagao para a soma
Sejam z; = a; + byi e z, = a, + b,i ndmeros complexos representados no plano pelos vetores
OP; e OP, , respectivamente. O numero complexo z = (a; + a,) + (b; + b,)i é representado pelo

vetor OP, que chamamos de vetor soma dos vetores OP; e OP;.

b1 + b P
by

by

| T Qg

O vetor OP ¢ a diagonal do paralelogramo OP; PP, da figura. Portanto o vetor opP pode ser

obtido geometricamente pela regra do paralelogramo.
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3.5.2 Interpretagao para o oposto
Se z = a + bi, 0 seu oposto é —z = —a — bi. Logo, temos o vetor oP’ oposto a OP, em que

P (a, b) e P' (—a, — b) sdo os afixos de z e —z, respectivamente.

3.5.3 Interpretagao para a diferenga
Sendo z; = a4 + byi € z, = a, + b,i representados no plano pelos vetores 5?{ e OP, , entdo
z2=12—2, =2, + (—2,) = (a; — ay) + (b, — b,)i é representado pelo vetor OP que ¢ o vetor

soma de OP, com o oposto de OP, . Dizemos entio que OP ¢ o vetor diferenca de OP; e OP, .

B
L
0| / ¥ -

OP’, é 0 oposto de OP,. O vetor OP foi obtido somando-se OP; ao oposto de OP,. Observe que

d (Py, P;) = |21 — 73| = |z|.
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A partir da interpretacdo da soma e da diferenca dada acima, vé-se a validade da desigualdade
triangular: ||z1] — |z2]| £ |21 + 22| < |z1] + | 23]

De fato: se os vetores que representam z; e z, ndo tém a mesma dire¢do, para soma-los,
formamos um tridngulo de lados medindo |z], |z;| € |z, + z2]|, e, como em qualquer tridngulo, a
medida de cada lado é menor que a soma e maior que a diferenca da medida dos outros dois lados,

temos entdo a desigualdade ||z, | — |z2|| < |71 + z3| < |z1| + | 23|
Se 0s vetores que representam z; e z, tém a mesma direcdo e 0 mesmo sentido, temos

|2y + 73| = |z1| + |z2] €, se eles tém mesma direg&o e sentidos opostos, temos |z, + z3| = ||z1] — |22]|

Como exercicio, faca as figuras representando os casos estudados na justificativa acima.

3.5.4 Interpretagao para o conjugado

Sejaz = a + bi. Logoz = a — bi.

FizoReal

OP é simétrico a OP em relagao ao eixo real.
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3.5.5 Interpretacgao para o produto

Sejam z; = p;(cos 6; +isen6;) e z, = p,(cos 6, + isen 0,) representados pelos vetores
OP, e OP, respectivamente. Seja z = z,z, = p1p;[cos(6; + 6,) + isen(6; + 6,)]. Portanto o
vetor OP que representa 0 nimero complexo z € obtido por rotagdo no sentido anti-horario, de um

dos vetores pelo angulo do outro vetor, mas com mddulo p = p;p,.

P

Observacdo: rotacdo de um vetor.

Sejam z = p(cos 8 + isen 8) um numero complexo qualquer representado pelo vetor OP e

w = (cos ¢ + isen ¢) um numero complexo de modulo unitério.
O produto zw = p[cos(0 + ¢) + isen(0 + ¢)] é representado no plano pelo vetor 56 obtido

pela rotacdo de um angulo ¢ do vetor OP.
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Exemplos:

1) Se ¢ = grad, temos w = cos% + iseng = i. Seja z # 0 um nlmero complexo representado

pelo vetor OP. O vetor 0Q que representa o numero complexo zi é obtido pela rotagdo de 90° no

sentido anti-horario do vetor OP.

2) Quatro nimeros complexos tém seus afixos em quatro pontos que dividem em partes iguais

uma circunferéncia de centro na origem. Se um dos nimeros é z; = 2 — 3i, determine 0s outros.

Resolucéo: sabendo que OP,, OP; e OP, séo obtidos de 0—P£ por rotagdes, respectivamente, de

21 3T .
-, — e —, temos: Zy =211
4 4 4
Z3=Z1'i'i
Z4=Zl'i'i'i
Portantoz; =2—3i, z, =3+ 2i, z3=—-2+3i € z, =—-3—2i
Exercicio:

Os afixos de doze nimeros complexos dividem em partes iguais a circunferéncia unitaria (centro

na origem e raio 1). Determine esses nimeros sabendo que um dos afixos tem coordenadas (1, 0).
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3.6 Numeros complexos e a fun¢ao de Euler

O lugar geométrico dos afixos P dos nimeros complexos z, tais que |z| = 1, é a circunferéncia
de raio 1 com centro na origem do plano cartesiano. Denotamos essa circunferéncia por
S1={z€eC |z| =1}

A funcéo de Euler, definida na terceira parte do volume 2 (FungBes trigonométricas - Capitulo 16),
pode ser expressa como E: R — S  C dada por E(x) = cos x + i sen x. Assim, essa funcio é vista
como uma fungdo complexa de variavel real que possui a seguinte propriedade:

E(x+y)=Ex)-E(y), Vx,y €ER.

De fato:

E(x+y)

cos(x+y)+i sen(x+y)

(cosx.cosy —senx-seny) +i(cosx-seny+cosy-senx)
= (cosx+isenx)(cosy+iseny)

= E(x)-E®y)

Sendo esta uma das propriedades caracterizadoras e propriedade fundamental das funcdes

exponenciais, Euler concluiu e escreveu: E(x) = cos x + isenx = e™*

Generalizando a ideia para variavel complexa, escreve-se
e? = et = e¥e = e¥(cos y + isen y),

definindo assim a fungéo exponencial complexa f: C — C por f(z) = e*.

Exemplos:
Usando a formula de Euler e™* = cos x + isen x, vemos que:

Ne*™ =1 e e™=-1

2)e?km =1 e ez =i
eix+e—ix eix_e—ix

e senx = -
2 20

Bez =il (Y

3)cosx =

(%) Valor principal de i’ .
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FUNCAO COMPLEXA DE UMA
VARIAVEL COMPLEXA

Seja D um subconjunto de C . Uma funcéo complexa f :D — C definidaem D é uma

correspondéncia que associa a cada nimero complexo z € D a um Unico nimero complexo we C.

O complexo w é chamado de valor de f em z e denotado por w= f(z).

4.1 Exemplos de fun¢oes complexas

1) Seja D=C-{0}=C* e f :C*— C definido por f(z)=% .

1 . : . 1
Logo W= f(z)==. Se z=Xx+Yyi e w=u+Vi com Z=#0, entdo podemos escrever wW=—,
z z

. X .
Assim U+Vl= - l.
X2 + yZ X2 + y2

X ~ ~ = -7 - -
Portanto U=——— e V=——— sdo funcgdes reais de duas variaveis reais x e y (observe que
X +y

sendo z#0 temos x* +y*>#0).
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2
2) A fungio complexa g:C — C definida por g(z) :‘ z ‘ ¢ também chamada de funcgéo real

de variavel complexa, pois g(z)e R, VzeC. Note que g(x+yi)=x"+y’ R, . Assim vemos

que o conjunto das imagens de f'estd contido em R,

3)Seja f:C — C definida por f(z)=2z".

Se z=x+yi ,entdo w= f(z)=(x+yi) = (x* - y*) +2xyi .

Nesse caso Re(W)=u=x" -y e Im(w)=v=2xy.

Para todo we C*  existem z,, z, e C tais que f(z,)= f(z,) =w.Os complexos z, ¢ z, sdo

as raizes quadradas complexas de w. Como a raiz quadrada complexa do zero € ele proprio,

concluimos que f € sobrejetora, mas nao € injetora.

4) Motivados pela defini¢do da Fung¢do de Euler (se¢do 3.6), E:R — C dada por
E(y)=cosy+iseny escrita na forma exponencial E(y)=cosy+iseny=e", definimos a fungio
exponencial complexa Exp :C — C por Exp(z)=¢".

X+ yi

Se z=x+yi,logo Exp(x+yi)=e"" =e*. ¢" =¢*. E(y) em que E ¢ a Fungdo de Euler.
Portanto Exp (x+ yi)=e"(cosy+iseny) =e cosy+i e seny=u+iv=w.

Assim, sendo z € C temos Exp(z)=weC.

Observacoes acerca da exponencial complexa

a) |Exp(z)| =

b) Exp(z)#0 ,V z €C,poisse z=x+yi ,entdo Exp(z)= Exp(x+ yi)=e"(cosy+i sen y)
Como e¢"#0, VxeR  temos Exp(z)=0<cosy+i sen y=0, mas sen y e COSY nunca se

anulam simultaneamente para um mesmo valor y € R . Portanto Exp(z)#0, V z €C.
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c) Exp(z+w)=Exp(z) . Exp(w)

De fato: Sejam z=x+yi e w=u+vi

Exp(z+w)=Exp[(x+u)+(y+v)i]=e"™. E(y+v)=e". &". E(y). E(v)=

=e"E(y). e"E(v)=¢e"(cosy+i sen y). €“(cosv+i sen v) = Exp(z) . Exp(w)

d) V n eN, [Exp(2)]" = Exp(nz) , pois usando a formula de Moivre temos
[Exp(2)]" =[e"(cosy+i sen y)]|" =e™.(cosy+i sen y)" =e" (cosny +i sen ny)= Exp(nz)

e) A exponencial complexa ndo ¢ injetora.

Por exemplo Exp(0) = Exp(0+0i) = e’(cos0+i sen0)=1 e
Exp(27i) = Exp(0+27i) = e’ (cos 2 +i sen2r)=1.

Logo Exp(z+2mi) = Exp(z).Exp(2xi) = Exp(z).1= Exp(z)

Portanto Exp(z+ 27i) = Exp(z), V z € C . Isto mostra que a fun¢do exponencial complexa é
periodica.

f) Exp(z) =m ,pois sendo z=x+ yi temos Z=x—yi ¢

Exp(z) = Exp(x— yi) = Exp[x + (-y)i]=¢"[cos(=y) +i sen (—y)]|=e"[cos y—i sen y]=

=e"(cosy+i sen y)= Exp(z)

4.2 Fung¢ao complexa vista como transformacaode Cem C

Seja f:C — C uma fungdo complexa. O seu grafico Gr(f)={(z, f(z))/zeC} éum
subconjunto do produto cartesiano C x C=C".

Sendo C identificado geometricamente como R*, entdo C* ¢ identificado com R*x R* =R*,
que é um espaco quadridimensional. Portanto ndo conseguimos mais esbogar e visualizar
geometricamente o Gr(f) por ser uma figura num contexto de dimensdo 4. No entanto, uma
maneira de visualizar algumas interpretacdes geométricas para uma funcdo complexa de variavel
complexa ¢ olha-la como uma transformagdo de C em C e esbocar geometricamente/

graficamente os conjuntos imagens f(Q) de subconjuntos Q < C.

63



sdo funcdes reais de duas variaveis reais.

v

fie)

v

i

Se z=x+yi,entdo w= f(z)=u+iv. Assim u=u(x,y)=Re (f(z)) e v=v(x,y)=Im(f(2))

Exemplos

1) Seja f :C— C definida por f(z)=z°

Seja Q, ocirculo S*={zeC / ‘ z ‘=1}={ZG(C /z=(cos@+isen )/ 0<O<2r},

entdo temos f(Q )={weC/w=f(z)=(cos@+i sen 0)? com 0<0 < 27}=

={w=cos26+i sen 26 com 0<6<2z}. Assim vemos que f(Q ,) é o circulo com centro na

origem e raio 1, mas agora percorrido duas vezes, isto €, f (€ ,) € o circulo com duas voltas.

Seja Q ,uma reta perpendicular de equacéo x =a (a & uma constante real), entdo

Q,={a+yi/yeR eaeuma constante real}.

f(Q,)={w=(a+yi)*/yeR}={w=(a*-y’)+2ayi/ yeR}=

={(uv)eR?*/u=a’-y? e v=2ay, VyeR}={(u,v)eR*/u=2a’ —izvz} é uma parébola.
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Seja Q) , areta horizontal y =b (b constante real), entdo Q , ={z=x+bi/x€R e b constante real }

f(Q)={weC/w=(x+bi)’,VxeR}={w=(x"—b")+2bxi/ xR} =

1
={(u,v)/u=x>-b"e v=2bx}={(u,v)/u= sz —b*} & a parabola esbogada a seguir

b Q, / 1y

"\

Y

2) Seja f:C— C dadapor f(z)=(1+i)z
Seja o semiplano complexo Q={ze€C / Im(z)>0}.

A fungéo f transformaQ em f(Q)={weC / w=(1+i)z com zeQ}.
Como 1+i= \/E(cos%ﬂ' sen %) , entdo w= \E(cos% +1i sen %)z ¢ uma rotagdo de 45° no

sentido anti-horario dos vetores z € (), com modulo multiplicado por V2.

Geometricamente, f(Q2) é uma rota¢do de 45° no sentido anti-horario de Q.

-
S

0
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Considerando as interpretagdes geométricas do produto e da soma de numeros complexos,

estudadas na segdo 3.5, vemos que a transformacdo dada pela fungdo complexa da forma
w=f(z)=az+ f ,com a e [ constantes complexas, pode ser obtida geometricamente por uma

rotacdo do angulo arg(a)e uma expansdo ou contracdo do fator |a

, seguida de uma translagdo
dada pelo vetor S em cada ponto P, afixo do niimero complexo ze€C. Assim essa fungdo

transforma uma regido Q do plano xy numa regido f(€2) do plano uv, semelhante a ela.
3)Seja f:C—>C dadapor w=f(z)=(1+i)z+2+1i.
. T
a=1+l:arg(a)=z e |a|=\/§.

Seja o quadrado Q={zeC / 0<Re(z)<1 e 0<Im(z)<1}.

]
2

il '

f) 1 0 1 2 3 u

v

=

(g ]
(o%]

4) Seja f:C— C dadapor f(z)=e, entdo
a) Asretas x =a (a const. real) verticais ao eixo real do plano complexo sdo transformadas em
circulos com centro na origem € raio r =e“.

b) As retas y =b (b constante real) verticais ao eixo imaginario do plano complexo séo

transformadas em semirretas do plano complexo.

De fato:
a) Q={zeC/z=a+yi,Vy e R} éuma reta vertical ao eixo real.

Se zeQ ,entdo f(z)=e" =e". " =e“(cosy +i sen y) , VyeR.
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Logo, fazendo variar y em R, temos que f(2) ¢ um circulo com centro na origem e raio

r=e¢" com infinitas voltas, pois f ¢é periddica e portanto f(z+2kzi)= f(z),VzeC e keZ.

f=Exp

=V
v

f) a

Observe que, se z=a+ yi percorre a reta {2 no sentido positivo (y >0), entdo f(z) percorre
o circulo no sentido positivo (anti-horario). E, se z percorre a reta no sentido negativo (y <0) ,

entdo f(z) percorre o circulo no sentido negativo (horario).

b) ={zeC/z=x+bi,VxeR} éuma reta vertical ao eixo imaginario.
Se zel' ,entdo f(z)=e" =e"(cosb+i sen b).Logo w= f(z) tem modulo » =e" varidvel e

argumento fixo constante ¢ =5 . Assim, variando x em R, f(z) constitui uma semirreta.

b f=Exp

b

ER 4
=V

(a semirreta ndo contém a origem O)
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Observagdo: Como vimos, no item a) do exemplo 4, a fungdo exponencial complexa Exp(z)= e’

transforma o eixo y (reta vertical x = 0), que é uma copia da reta real, no circulo S' de raio 1 e centro

na origem. Isto ¢, a Exp(z), quando restrita a reta real, coincide com a Funcdo de Euler, que

intuitivamente enrola a reta real no circulo S'.

+

*+ — \
L”
0 . 0 J \=Exp(0)
Y- I/

Exp(iy)=E(y), VyeR

v

4.3 Exercicios complementares

1) Existem nimeros complexos z, w tais que |z| = |w| = |z + w| = 1?
2) Determine os niimeros complexos que estdo sobre a reta y = 2x + 1, com modulo igual a V2
3) Prove que |z + w|? + |z — w|? = 2(|z|? + |w|?) . Interprete geometricamente o resultado.

4) Sejam z, w € C. Use a forma trigonométrica para dar uma outra demonstracéo de que

|z +w| < |z| + |w]
5) Calcule o valor de i + i% + +++ + i3°

, . 1
6) Represente no plano complexo o afixo de um numero complexo z e o afixo do seu inverso -

7) Resolva a equagdo (1 + z)5 = (1 - Z)5
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8) Sendo O, P, Q afixos dos numeros complexos zg =0+ 0i, zy =2+ 3i e z, =—-5—1,

respectivamente, determine o angulo POQ

9) Sejam B, e P, respectivamente os afixos de z, e z,. Se |z +z,|=|z —z,|, entdo mostre

que o Angulo POP, é reto.
10) Se w é uma raiz enésima da unidade, calcule o valorde 1 + 2w + 3w?+... +nw™ !

11) Os pontos A e B sobre a circunferéncia unitaria da figura abaixo sdo os afixos dos nimeros

. L. , \2z11
complexos z e w respectivamente. Escreva na forma algébrica o nimero complexo ~—

46° AN\

12) Sendo x € Ren € N, mostre que, se z = [(1 + cos 2x) + isen 2x]|", entdo

Re(z) = 2™cos™x - cos nx

13) Sejam z, w € C tais que z = 1 +/3i e zw = 1. Calcule arg(zw) no intervalo [0, 2]

14) Mostre que o produto e o quociente de duas raizes n-ésimas da unidade s@o

também raizes n-ésimas da unidade.

15) Esboce a imagem da regido Q2={zeC/Re(z)>0 e 0<Im(z)<1} pela transformagio

w=f(z)=iz+1.
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16) Sejam Q={zeC/1<Re(2)<2 e 1<Im(2)<2} ¢ f(z)=—iz+1+2i. Esboce o lugar

geométrico dos afixos de f(€2).

17) Seja a funcio complexa w= f(z)=z".

a) Se Q ¢étodo o 1° quadrante do plano xy , entdo mostre que f(€2) ¢ todo o semiplano superior de uv.

b) Se Q ¢ o setor circular {z€C/z= p(cosf+isinf) com p<le 0<H< z} , determine o
4

lugar geométrico de f(QQ).
¢) Se Q ¢ o eixo real, esboce no plano complexo os afixos de f(Q).
d) Seja a diagonal A={zeC/Re(z)=Im(z)}, esboce A ¢ f(A).
¢) Seja a hipérbole equilatera Q ={z € C/Re(z).Im(z) =1} . Esboce em planos complexos

separados o conjunto Q e o conjunto f ().

x 1
18) Seja a transformagdo f:C — C dada por f(z)=—. Mostre que:
z

.. ® , .
a) f transforma retas verticais (x =a € R') em circulos com centros no eixo real que passam
pela origem.
. . * , . . e, .
b) f transforma retas horizontais (y =b € R ) em circulos com centros no eixo imaginario que

passam pela origem.

i

19)Se z=2 e*, calcule ‘ e”

20) Resolva em C as equagdes:

a) Exp(4z+1)=1 b) Exp(z)=-1 c) Exp(z)=-2
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Polinomios

Os polindmios constituem uma das partes mais antigas da algebra com grande diversidade de
aplicacdes. No entanto seus estudos e analises guardam até hoje "enigmas e mistérios". Tanto é fato
gue o matematico Ivan Shestakov, da Universidade de Sdo Paulo (USP), ao lado de Ualbai
Umirbaev, ganhou em fevereiro de 2007 um importantissimo prémio da American Mathematical
Society (AMS) por seus artigos publicados sobre a conjectura de Nagata, que tratam de
automorfismos domésticos e automorfismos selvagens de anéis de polindbmios em trés variaveis.

Esse prémio, chamado E. H. Moore Research Article Prize, é concedido pela AMS a cada trés
anos a um artigo de pesquisa que tenha feito grandes contribuicfes cientificas para a matemética no

periodo dos Gltimos seis anos anteriores a sua concessao.

Definicdo: Uma funcdo P:C— C é chamada funcéo polinomial ou polindmio se existem

nimeros complexos a,,a,,....a, , tal que P(z)=a,z" +a,,z"" +..+az+a, VzeC
Os numeros complexos a,,a,,...,a, sd0 denominados coeficientes do polindmio P(Z). Os
mondmios a,z", a,,2"",...,a,Z e a, sio os termos do polindmio.

Observe na  definicho acima  que neZz,, logo  fungbes do  tipo

f(z)=2"+z+2" +1, g(z)=% e h(2)=22"~/2° +2+7, ndo so polindmios.

Exemplos de polinémios:
a) B(2)=22°-iz*+7z+2+i
b) P(z)=2°+2*+1

¢) P(z)=+2
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Zero ou raiz de um polinomio

Um ndmero complexo o € um zero ou raiz do polinmio P se e somente se P(«)=0

Definigéo: Uma fungéo polinomial ou polindmio P ¢ identicamente nulo se P(«)=0 para
todo a € C
Notag&o: P(z)=0

A fungdo polinomial ou polindmio identicamente nulo sera simplificadamente chamado
polinémio nulo.

Proposigao
Um polindmio P(z)=a,z"+a,,z"" +..+az+3a, é nulo (identicamente nulo) se e somente se
a=a,,=.=9=38,=0
Demonstragdo: Se a, =a, , =...=a =a, =0, entdo
Pla)=a,a"+a,a"" +..+aa+a,=0 VaeC,
portanto P € identicamente nulo, isto é, P(z)=0. Reciprocamente, se P(z)=0, temos que

P(a)=0, VaeC

Tomemos Nn+1 ndmeros complexos distintos «,,«,,,,... € «,. Portanto temos o sistema

linear
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= P(ao)z aa) +a o) .. aa, +a,
0=P(ay)=a,0] +a, 00 +..+aa +a,
P

(a,)=a,2; +a, 05" +...+ ., + 3

0=P(a,)=a,ay +a, 0, " +..+aa, +3,

Equivalentemente temos o sistema linear homogéneo (n+1)x(n+1) cujas incognitas séo

ay, &, &,y A,

[ N a, | [0 ]
1 o .. o'q | |a

1 «a o, e =
................................ 1

1 aq oty | & | [0 ]

Como o determinante da matriz (n+1)x(n-+1)acima ¢ diferente de zero (justificar), conclui-se

que o sistema é possivel e determinado, admitindo apenas a solucéo trivial:

p=a=..=a,,=a,=0
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Igualdade de polinomios

Dois polindmios P e Q séo denominados iguais ou idénticos se P(«)=Q(«) VaeC.

Notacdo: P(z)=Q(z)< P(a)=Q(a), VaeC

Proposigao

Os polindmios P(z)=a,z"+a,,z2" ' +..+az+a, e Q(z)=b,z"+b,_z" " +..+bz+b, s&o
iguais ou idénticos se e somente se a, =b,, a, =b,.., a,,=b,, e a, =b,

Demonstracéo:

Se a,=b,, a=b,.., a,,=b,, e a=b, entio para cada aecC temos
aa"+a ot +.+aa+a,=ba"+b " +. . +ba+h,, isto é P(a)=Q(a) para cada
a €C. Portanto P(z)=Q(z)

Reciprocamente, se P(2)=Q(z), entdo P(a)=Q(a) VaeC, logo
a,a"+a, 0" +. . taa+a=ba"+b " +..+ba+b, 0 que implica que
(a,—b,)a"+(a,,—b,, )"  +..+(a,—b)a+(a,—h,)=0

Assim o polinémio C(z)=(a,-b,)z"+(a,,—b,,)z" +..+(a,—b)z+(a,—b,) é tal que
C(a)=0, YaeC. Portanto o polinémio C € identicamente nulo, isto € C(z)=0, e, pela

proposicdo  anterior, temos que seus coeficientes tém que ser nulos. Logo
a,—b,=a,,-b, ,=..=a —-b =a,-b, =0, de que se conclui que a,=hb,, a =b,..., a,,=b,,
ea,=b

n n
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Exemplos:

1) Determine a,b e c para que o polindmio P(z)=(a-1)z*+bz+c seja igual (idéntico) ao
polindmio Q(z)=2az’ +2bz—c

P(z)=Q(z)<a-1=2a, b=2b e c=-c,logotemos c=0, b=0¢e a=-1

2) Para que o polindmio A(z)=(a-1)z*+2°+(b+2)z* —cz+d seja igual ou idéntico ao
polindmio B(z)=2z°+(a+c)z* +(d —2)z+c—-1, devemos ter:

a-1=0, b+2=a+c,d-2=-c e d=c-1,
de que se conclui que a=1 b—l c=— ed==
q q ’ 2' 2 2

6.1 Exercicios

1) Seja p:R—>R dada por p(x)=ax’+bx+c (a=0) uma funcdo quadrdtica. Seja

p(x)=a(x—a)(x— ) a forma fatorada da funcdo p (ver secdo 7.4 do volume 1). Use a

. s b c
igualdade de polindmios para mostrar que o+ f=— ¢ aff =—.
a a

2) Determine os valores de a e b de modo que os polindmios P(z)=az’+bz-1 e

Q(z)=1z*+az+b satisfagam a condigdo P(z+1)=Q(z-1) .

_p g
722 -3z+42 z7-1 z-2

3) Determine p e q tais que
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Grau de um polinomio

Se P(z) néo é identicamente nulo, entdo o grau de P(z) é o maior expoente de z entre 0s

termos com coeficiente diferente de zero.

Né&o definimos grau para o polinémio identicamente nulo.

Se P(z)=a,2"+8a,,2" ' +..+az+a, com a =0, entdo o grau de P(z) én.
Notagéo: o(P)=n.

Observe que o polindbmio constante P(z)=a, possui grau zero.

Exercicio:

Existem polinbmios P de grau 3 tais que P(z)=P(-z), VzeC?
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8

Operacoes com polinomios

8.1 Adicao

Sejam P e Q dois polindmios,

P(z)=a,2"+a,,2"" +..+82+3, € Q(z)=b,z" +b, ;2" +...+ bz +b,

Pode ocorrer que n>m ou m>n ou m=n.
Digamos que n>m, entdo escrevemos b; =0 para m< j<n

Assim Q(z)=0z"+0z""+...+b,z" +b, ,z"" +...+ bz +b, e definimos o polinbmio soma

(P+Q) por:
(P+Q)(2)=P(2)+Q(z)=(a,+0)z" +(a,, +0) 2"  +...+(a, +b, ) 2" +(ay, + b, ) 2" +..

+(a,+b)z+(a, +by)

Analogamente temos a subtracdo e o polindmio diferenca,
(P-Q)(2)=P(2)-Q(z)=(a,-0)z"+(a,, —0)z" " +..+(a, =b, ) 2" +(a,, b, ) 2" " +..

+(a,—b)z+(a, —by)
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Exemplo:
Sejam P(z)=5z"+3z°-1z°-2z+1 e Q(z)=2"-3z+7

Reescrevemos

Q(z)=0z"+0z° +2* -3z +7:

(P+Q)(z)=P(z)+Q(z)=(5+0)z" +(3+0)z® +(-1+1)Z° +(—2+(—3))z+(1+7):

=57*+372°-52+8

A diferenga
P(2)-Q(z)=(5-0)z* +(3-0)2° +(-1-1)2° +(-2-(-3))z+(1-7)=52* +32° - 22" +2 -6

Denotamos o polindmio soma e o polindmio diferenca por (P+Q)(z)=P(z)+Q(z) e

(P-Q)(z)=P(2)-Q(2)

8.2 Multiplicacao

Seja ¢c€C um namero complexo e P(z)=a,z"+a,,z"" +..+az+a, um polindmio.
Definimos o produto (cP)(z)=cP(z)=ca,z" +ca, ;2" +..+caz +ca,

Seja o polindmio Q(z)=b,z" +b, 2" +...+bz+b,

Definimos o produto (P-Q)(z) como sendo o polindmio obtido pela aplicacéo da propriedade

distributiva da multiplicagdo em relagdo a adicdo de nimeros complexos.

Assim(P-Q)(z)=P(z)-Q(z)=a,b,z"™ +(a,b, + 2,40, ) 2" +..+ (ab, + a,h, ) 2+ ayh,
Observemos que o grau de P +Q é menor do que ou igual ao maior grau entre os grausde P ede Q.

No caso do produtode P e Q (P#0 e Q#0),temos que o grau é asomados grausde P ede Q.
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Notaces:
o(P+Q)< max {8(P), 8(Q)}

d(P.Q)=9(P)+0(Q), se P e Q sdo néo nulos.

8.3 Divisao

Definicdo: Sejam dois polindmios A(z) e B(z) com B(z)#0. Dividir A(z) por B(z)
equivale a encontrar dois polinbmios Q(z) e R(z), tais que A(z)=B(z)-Q(z)+R(z) com

2(R)<2(B) ou R(2)=0

Observacdes:

a) Os polindmios Q(z) e R(z) sdo chamados respectivamente quociente e resto.

b) Quando R(z)=0, dizemos que a divisdo é exata e que, portanto, A(z) é divisivel por B(z)
ou que B(z) divide A(z)

c) Na divisso de A(z) por B(z) quando O0A<0B, por definicio temos
A(z)=B(z)-Q(z)+R(z) com dR<dB ou R=0.Como 9(B-Q)=0B+2aQ, concluimos que
Q(z)=0 e, portanto, R(z)=A(z)

d) Na definigdo de divisdo dada acima, € Unico o par de polindmios quociente Q(z) e resto

R(z) obtidos.

De fato:

Suponha que existam dois polinémios quociente Q,(z) e Q,(z) e dois polinémios resto R, (z)

e R,(z) nadivisdo de A(z) por B(z).
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Assim

A(z)=B(2)-Q(z)+R(z) com 8(R)<d(B) e A(z)=B(z)-Q,(z)+R,(z) com

o(R,)<d(B).
Logo B(z)-Q,(z)+R,(z)=B(z)-Q,(z)+R,(z) equivalea
B(2)-[Q(2)-Q(2)]=R.(2)-Ri(2) (*)

Se R(z)=R,(z), temos que B(z)-[Q(z)-Q,(z)]=0 e como B(z)#0, temos
Q,(2)=Q, (2). Damesma forma, se Q,(z) =Q, (2), temos R,(2)=R, (2)

Se R(2)#R.(2) & Q.(2)£Q,(2) em (*), temos que
0(B(2)-[Q(2)-Q(2)])=2(R.(2)-R.(2))

Sabemos que 8(B-[Q, - Q,])=8(B)+8(Q -Q,) e 8(R,~R,)<
max {0(R,); (R,)j<o(B). Portanto obtemos &(B)+d(Q,-Q,)<d(B). O que é uma

contradicdo. Logo ndo podemos ter Q,(z)#Q,(z) ou R (z)#R,(z)

8.3.1 Divisao pelo método de Descartes

Este método também e conhecido como método dos coeficientes a determinar.

Na divisso do polindmio  A(z) pelo polindmio  B(z), (B(z)#0), temos
A(z)=B(z)-Q(z)+R(z) com 6(R)<d(B) ou R(z)=0, logo (Q)=0(A)-3(B).

Assim conhecendo as possibilidades para os graus de Q(z) e R(z), constroem-se esses

polindmios deixando como incognitas seus coeficientes e resolve-se a equagdo

A(z)=B(2).Q(z)+R(z) tendo como incdgnitas os coeficientes de Q(z) e R(z).
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Exemplos:

1) Vamos dividir o polindmio A(z)=2z°+2z*-5z—-1 por B(z)=2"-2

o(A)=3e 9(B)=2,logo 6(Q)=0(A)-0(B)=1 e o0(R)<2 ou R(z)=0

Portanto Q(z)=az+b e R(z)=cz+d. Pela definicdo de divisdo, devemos ter
A(z)=B(2)-Q(2)+R(2)

Logo, 223+22—52—1=(22—2)(az+b)+cz+d

Assim, 2z°+7°-5z-1=az’+bz’ +(c—2a)z-2b+d, e, pela definicdo de igualdade de

polindmios, temos

a=2 a=2

b=1 = b=1 Portanto Q(z)=2z+1 e R(z)=-z+1
c-2a=-5 c=-1

-2b+d=-1 d=1

2) Dividiremos o polinémio A(z)=2z° + z* —z+1 pelo polindmio B(z)=2°-z*+3z+2

Devemos encontrar polindmios Q(z) e R(z) tais que A(z)=B(z)-Q(z)+R(z) com
o(R)<o(B).

Assim temos 0(Q)=0(A)-9(B)=3-3=0 e 9(R)<3 ou R(z)=0

Portanto o quociente Q € da forma Q(z)=q (constante) e o resto R da forma
R(z)=az’+bz+c

223+22—z+1=(z3—22+3z+2)-q+azz+bz+c

228+ —z+1=q +(a—-qQ)z* +(3q+b)z+2q+c

Usando a igualdade de polinémios, temos

q=2 q=2
a-gq=1 a=3
=
3g+b=-1 b=-7
20+c=1 c=-3

Assim Q(z)=2 e R(z)=3z*-72-3
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3) Dividir o polindmio  A4(z)=2z+1 por B(z)=4z'-3z"+1. Para que
A(z)zB(z)-Q(z)+R(z) com OR<3 ou R(Z)EO, devemos ter Q(Z)EO e R(Z)EA(Z),

caso contrario, teriamos 9(B-Q)=0B+0Q =3+ 00 > 04 (contradigdo).

Exercicio:

Determine o quociente e o resto da divisdo de A(Z) por B (Z) , usando o método de Descartes.
a) A(z)=3z"-22+7z+2 e B(z)=3z'-22"+4z-1

b) A(Z)=Z3—ZZ—Z+1 e B(z)=Z+1

Outro método para dividir dois polindmios ¢ o chamado método da chave, conhecido desde o
ensino fundamental, que consiste em uma imitagdo do método de divisdo de Euclides para nimeros

inteiros positivos.

Exemplo:

Sejam A(z):Zz3 +z2°-5z-1¢ B(Z)IZZ—Z

26512521 |22-2
255 14z 27+1
-z
—/+2
|

Logo Q(z)=22+1 e R(Z):—Z+l
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8.3.2 Divisdo por B(z)=7-«

O caso particular de divisdo por B (Z) =Z—a , além de sua importancia teorica, € muito Util na

resolucdo de equacdes algébricas, que serdo estudadas na terceira parte deste livro.

Usando o meétodo de Descartes, que consiste em aplicar a definicdo de divisdo e usar a

igualdade de polindmios, temos que: dividir o polinbmio A(z) =az"+a, 2" +..+az+4a,
por B(z)=2z—« é obter o quociente Q(z) de grau n—1 e o resto R(z) com R <B =1 ou
R(Z) =0.

Assim R(z)=r (nimero complexo constante) e

Q(z)=0,,2"" +0, 2" +..+ 0,2+

A(z)= (qHz”’l +0Q,,2" .+ G+ qo)(z —a)+T e, efetuando a multiplicagéo, temos:

2

n n-1 2 n-1 n—
A(2)=0,,2"+0,,2" +..+QZ° +QZ—aq, ;2" — a0, ,2" " —...—agz—ag, +T

A(z)=0,,2" +(0, , — a0, ) 2" +(0, 3 —ad, ,) 2" 2 +..+ (0 —ad,) 2* + (0, — ) 2+

+ ( r—aq, )
Usando a proposicgao do Capitulo 6, que trata da igualdade entre dois polinbmios, temos
an = qn—l O = Q,
a.,=0,,—aq,, O, =QC;+8,,
&, , =03 —aq,, que equivale a Qs =0, + 8,
. . (* *)
a,=0,—aq, G =aq,+a,
=aQ, +
a:L — qo _ aql (:0 ql+ aa1
=
8, =r—-aq, %+ 8

Dessa forma obtemos todos os coeficientes de Q(z) e oresto r =R(z).

Uma maneira pratica e rapida para se obterem os coeficientes de Q(z) descritos em (* *)é

colocé-los na disposi¢do abaixo, que constitui 0 método chamado dispositivo pratico de Briot-Ruffini.
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+
I 1

an a‘n—1 an—2 a2 ai aO | a
an—l qn—z qn—S ql q0 r |

X

qn—l = a‘n
qn—2 = qn—l a+ an—l'

e assim por diante.

Exemplo:

1) Dividir A(z)=2z°"-2*-32°+22"-5z+1 por B(z)=2-2

Logo o polinémio quociente é Q(z)=2z" +3z°+3z* +8z+11 e R(z)=23.

2) Dividir, usando o dispositivo de Briot-Ruffini, o polindmio A(z)=2z"-3iz*~z—i por
B(z)=z-i

1 -3 -1 i ‘ i

1 -2 1 0 ‘

Portanto Q(z)=2"—-2iz+1 e R(z)=0. Assim z° —3iz° —z—i=(z-i)(z* -2iz+1).

3) Dividir A(z)=12"-1por B(z)=z-1.
10 0 0 0 -1 ‘ 1
1 1 1 1 1 0 ‘

Portanto z° —1:(2—1)-(24 +723+7? +z+1)
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Teorema de D'Alembert

O resto da divisgo de um polinémio A(z) por B(z)=z-a ¢ A(a).
Demonstracao:

Por definicdo, temos A(z)=B(z)-Q(z)+R(z) com &R<1 ou R(z)=0. Logo

A(z)=(z—-a)-Q(z)+r, em que r é um nimero complexo constante que pode ser nulo,
evidentemente.
Portanto A(a)=(a—a)-Q(a)+r, de que se conclui que A(a)=r . Este teorema também

¢ as vezes chamado de teorema do resto.

Jean le Rond d’Alembert (1717-1783) recém-nascido foi abandonado nos degraus da igreja de
Saint Jean Baptiste le Rond — antigo batistério de Notre Dame — em Paris, na noite de 16 de
novembro de 1717. Encontrado na madrugada por um comissario de policia, foi batizado com o
nome de Jean Baptiste le Rond por causa do lugar onde foi achado. Foi entregue aos cuidados da
humilde familia de um vidraceiro, por quem foi criado. Seu pai legitimo, antes de sua morte em
1726, deixou-lhe uma quantia suficiente para sua educagdo. Apds estudar direito, medicina e
ciéncias na Universidade de Paris, com o sobrenome Daremberg, mudou seu nome para 0
definitivo Jean le Rond d'Alembert e decidiu dedicar sua vida a matematica. Mais importante que
seus titulos académicos foram seus trabalhos matematicos, os quais comecou a fazer e enviar a
Academia de Ciéncias de Paris. Num desses artigos transformou as bases sobre as quais se
assentava o recém-criado calculo e, com a ideia de limite, interpretou as "fluxdes" de Newton e
passou a calcular a derivada de uma forma mais préxima a que ela é conhecida hoje nos livros de

Calculo. Em 1739 entregou a Memoria sobre o calculo integral, que resultou no seu ingresso como
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membro da Academia, em 1741, com apenas 24 anos. Em 1754 passou a presidi-la e foi nessa
qualidade talvez o cientista mais influente da Franca.

Devido a sua ampla formagdo, d'Alembert escreveu a maioria dos artigos cientificos e
matematicos da célebre Encyclopédie, além do admirdvel Discours préliminaire.

Talvez por sua influéncia cientifica, por seu relacionamento com os filésofos e cientistas e pela
grande amizade com Voltaire, foi d'Alembert um dos que abriram o caminho a Revolugéo
Francesa.

D'Alembert foi contemporaneo de Euler e de Lagrange, com 0s quais trocou vasta correspondéncia
cientifica. Enquanto Euler se ocupava da pesquisa matematica em Berlim, d'’Alembert estava na pesquisa em
Paris. Publicou trabalhos em algebra, célculo e aplicactes, equacdes diferenciais ordinarias e parciais,
funcdes de varidveis complexas, mecanica e dindmica. Ele também é muito conhecido pelo que se chama
hoje "principio de d'Alembert”, publicado em seu Traité de dynamique em 1743 e ainda lembrado por uma
equacao diferencial que também leva seu nome.

D'Alembert e Euler morreram no mesmo ano, 1783.

"A algebra é generosa: frequentemente ela da mais do que se Ihe pediu."”
Jean le Rond d'Alembert
(RPM, 1982, 2015)

9.1 Consequéncia do teorema de D'Alembert

Um polindmio A(z) é divisivel por B(z)=2z—a see somente se A(a)=0.

Neste caso & € raiz do polindmio A(z).

Exemplos:

1) Determine o resto da divisdo de A(z)=2z"—2"+z+i por B(z)=z+i

O resto é um polinémio constante R(z)= A(—i) = 2(—i)4 —(—i)2 —i+i=3
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2) Mostre que A(z)=2z"-1 édivisivel por B(z)=z-1.

Sendo A(L)=(1)"—1=0, logo o resto da divisdo de A(z) por B(z) ¢ zero.

Portanto A(z)=z"-1 é divisivel por B(z)=z-1.

Podemos escrever 2" —1=(z—1)-Q(z) em que Q(z) é um polinémio de grau n—1.

Efetuando a divisdo, encontraremos o quociente Q ( Z) .

Usando o dispositivo de Briot-Ruffini, temos:
1 0 0 .. 0 1 ‘ 1
1 1 1 .. 1 O ‘

Assim Q(z)=z""+2"?+..+z+1.

Portanto 2" —1=(z —1)-(2”‘l +2" % +2 +1)

9.11 Exercicios

1) Mostre que o polindmio A(z)=z"—a" é divisivel por B(z)=2z—a e determine o quociente

dessa divisdo.

2) Determine o resto da divisdo de A(z)=z"+a" por B(z)=z+a.

3) Mostre gue, se a soma dos coeficientes de um polinémio A(Z) é nula, entdo o =1 é uma raiz

de A(z).

4) Verifique que A(z)=5z"-62"7+1 (neN) édivisivel por B(z)=2z-1.
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5 Se m,neN com n>m sendo n par e m impar, entdo mostre que o polindmio

A(z)=2"+2a"7"" +a" édivisivel por B(z)=z+a.

6) Calcule a soma dos coeficientes do polinomio P(z)=[3z°-z° -2z —1]20

9.2 Divisao por B(z) = az + B

O resto da divisdo de um polinémio A(z) por B(z)=az+f (a#0) éigual a A(—ﬁj .

a
Com  efeit:  Dividindo  A(z) por  B(z)=az+B (a#0)  obtemos
A(z)=B(z)-Q(z)+R(z) e, como 6R < 0B =1, temos R(z)=r (complexo constante).

A(z)=(az+p)-Q(z)+r
A(z):a(z+§j-Q(z)+r e A(_%):r

Consequéncia: A(Z)=a(2+£j-Q(z)+r:[z+£j.a.Q(z)+r

a
Assim vemos que o quociente Q(z) da divisdo de A(z) por ez+ A € igual ao quociente

s (2)=912)

q(z) dadivisdo de A(z) por z+*, dividido pelo nimero complexo « . Isto é, Q(z) =
a a

Exemplo:

Obtenha o quociente e o resto da divisdo de A(z) =2z +4z” +8z+16 por B(z)=2z+1
Como B(z)=2(z+%),temos A(z):2(z+%)-Q(z)+r
Assim A(—%):r = 2(—%)3+4-(—%)2+8~(—%)+16=r = r=%
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B

Usando Briot-Ruffini na divisdo de A(z) por z -, temos:
a
2 4 8 16 -1
2
51 13 51
2 3 13/ = 2)=222+37+— e r="=
% 4 9(2) 2 4
z
Logo Q(z) :#: 243,18
Exercicios:

Calcule o quociente e o resto da divisio de A(z) por B(z)
a) A(z)=z'+1 e B(z)=2z-4

b) A(z)=62°-2"-132°-2z+1 e B(z)=2z+3

9.3 Divisdo por B(z) = (z — a)(z — B)

Proposic¢ao
Seja A(z) um polinémioe a, S e C com a # f3.

A(z) édivisivel por B(z)=(z—a)(z—- ) seesomente se A(ax)=0e A(S)=0.

Demonstracdo: Se A(z) é divisivel por B(Z), temos que o resto da divisdo é nulo, logo
A(z)=(z-a)(z-5)-Q(2)
Portanto A(ar)=(a—a)(a-p)-Q(a)=0e A(B)=(B-a)(f-B)-Q(B)=0
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Reciprocamente, se A(a)=0 e A(f)=0 com « = f, temos na divisio de A(z) por
B(z) que A(z)=B(z)-Q(z)+R(z) com 6R<B =2 ou R(z)=0.
Logo A(z)=(z-a)-(z-p)-Q(z)+az+b com a,beC

Como por hipétese A(cr)=0 e A(S)=0, temos o sistema:

ac+b=0

0=A(a)=aa+b
af+b=0"

, de que se obtém {
0= A(ﬂ) =apf+b

e, subtraindo, temos a(a—,H):O e, sendo « # S por hipétese, temos a=0 e b=0.

Portanto R(z) =0, de que se conclui que A(z) é divisivel por B(z)=(z—-a)-(z-f)

Esta proposi¢do pode ser enunciada assim: uma condicdo necesséria e suficiente para que um
polinémio A(z) seja divisivel por B(z)=(z—a)-(z—/) com a = € que A seja divisivel
por Z—« e por z— /3 separadamente.

Observagéo: A condicdo « # £ € de fato necessaria para a reciproca da proposi¢do. Por
exemplo, considere o polinmio  A(z)=z’+z°-z-1. Seja a=p=1, logo
A(a)=A(f)=A(1)=0, no  entanto A(z) ndio &  divisivel  por

B(z)=(z-1)-(z—1)=2z" -2z +1. Basta ver que o resto n&o é nulo.

9.3.1 Exercicios
1) Mostrar que A(z) é divisivel por B(z), sendo:
a) A(z)=22°+11z"+172+6 e B(z)=2"+52+6

b) A(z)=z'+7-72"+2-2 e B(2)=2"+z-2



2) Um polindmio A(Z), dividido por z—1, apresenta resto 3; dividido por z—3 apresenta

resto 1. Determine o resto da divisdo de A(z) por B(z)=12*-4z+3

3) Um polinémio A(z), dividido por z—2i, da resto 4i; dividido por Z+i da resto i.

Determine o resto da divisdo de A(z) por B(z)=2*-iz+2

4)  Dividindo um polindmio A(z) por (z —1)2, obtém-se um resto que, dividido por -1, d&

resto 1. Calcule A(1).

5) Um polindmio P(z)=2’+az’ +bz +c satisfaz as condices:

P(1)=5 e P(-z)+P(z)=0.Calcule P(-1) e P(2).

6) (ITA - 99) Encontre um polinbmio P(x) de grau 3 que possua —2 como raiz e tal que

P(x)=P(x+2)-x*—-2 paratodo XeR.

7) (ITA - 98) Considere um polindmio P(x) com coeficientes reais e grau 4. O polindmio
P(x), quando dividido por x—2, nos da quociente Q(x) e resto igual a 26. Quando dividido por
x* +x—1 dé& quociente C(x) e resto 8x—5. Sabendo que Q(0)=13 e Q(1)=26, determine o

polindmio C(x).

8) Seja P(x) um polinémio com coeficientes reais. Se P(x)+xP(1-x)=x*+2x+4 VxeR,

entdo encontre o polinémio P .
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Historico

Os povos da Babilonia (2000 a. C.) ja resolviam problemas com incognitas. Nos dias atuais,
para resolver esses problemas, nos usamos como modelo matematico as equagdes do 1° e do 2° grau.
No entanto a linguagem matematica daquela época ndo utilizava letras para representar nimeros,
como ¢ usual no nosso cotidiano.

A palavra dlgebra originou-se do arabe al-jabr, palavra esta usada no titulo do livro Hisab al-
jabr w’al-mugabalah, escrito no ano 825 pelo matematico arabe al-Khowarizmi. Uma traducdo
dada por John K. Baumgart em Historia da dlgebra para o titulo do livro de al-Khowarizmi ¢
"Ciéncia da restauracdo e redug¢do" ou matematicamente "Ciéncia da transposi¢ao ¢ cancelamento".
O livro praticava a ideia de transposi¢do de termos para o outro membro de uma equagio (al-jabr)
e cancelamento de termos iguais em membros opostos de uma equagao (al-mugabalah). Nas obras
de al-Khowarizmi, as equagdes do 1° grau e do 2° grau foram amplamente estudadas inclusive com
métodos de resolucdo. Esses métodos constituiam-se de operagdes com seus coeficientes. A
formula de Bhaskara (1114-1185) ¢ um exemplo de método que utiliza operagdes com os
coeficientes para dar as solugdes de uma equacgdo do 2° grau (ver se¢ao 7.3 do Volume 1).

Para as equagdes de grau 3, 4 e superiores ndo se conheciam formulas, ndo por desinteresse, mas
sim por nao lograrem sucesso nos esforcos até o século XV, quando os algebristas italianos
Scipione del Ferro e Tartaglia descobriram e Cardano divulgou a famosa férmula de resolucdo da
equacdo do 3° grau. Hoje essa formula ¢ conhecida como "férmula de Cardano" ou "férmula de
Cardano-Tartaglia" ou ainda "férmula de Cardano-Tartaglia-Del Ferro".

A férmula de resolucdo da equacdo do 3° grau apareceu na obra Ars Magna, de Girolamo

Cardano, publicada em 1545, cuja autoria era creditada a Tartaglia (Nicol6 Fontana, 1499-1557),
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de quem Cardano a obteve, sob juramento de manter segredo de seu contetido. Segredo este
quebrado por Cardano com a publicacdo da obra. Também em Ars Magna havia um profundo
estudo culminando numa férmula de resolu¢do de equacdes do 4° grau, desenvolvido por seu
discipulo Ludovico Ferrari (1522-1565), que se baseou na formula de resolucdo das cubicas de
Tartaglia.

Muito se tentou, a partir dai, obter formulas que fornecessem as solu¢des das equagdes de graus
maiores do que 4.

Em 1798, em sua tese de doutoramento, o alemao Carl Friedrich Gauss demonstrou que "toda
equagdo algébrica de grau n,(n 2 1) admite pelo menos uma raiz complexa". A prova desse

teorema estimulou mais ainda os matematicos a procura por formulas de resolugdes de equacdes de
grau superior, com operagdes sobre seus coeficientes. Em 1824 o noruegué€s Niels Abel, com
apenas 19 anos, apresentou uma demonstracdo da impossibilidade de resolver equagdes gerais de
grau 5 com formulas obtidas de operagdes algébricas — adigdo, subtragdo, multiplicagdo, divisdo e
radiciagdo — com seus coeficientes, também chamadas de formulas por radicais, mas coube ao
francés Evariste Galois (1811-1832)% em 1832, a prova definitiva de que ndo ¢é possivel obter
formulas por radicais para a solugdo de equagdes gerais de grau maior do que 4.

A inexisténcia de formulas algébricas de resolugdo para equagdes de grau superior a 4 nao
significa que tais equagdes ndo tém raizes, tampouco que ndo possamos encontra-las. A seguir
estudaremos teoremas que garantem a existéncia de raizes e situagdes particulares em que as raizes

podem ser facilmente encontradas.

Chama-se equagdo algébrica ou equagdo polinomial a toda equagdo que pode ser expressa na

-1 ~ ’
z" +..+az+a,=0, em que aq,,aq,..,a, ,a, sio nimeros complexos

>%n—=1°"n

n
forma a,z" +a,_
constantes chamados de coeficientes e n € N. Se a, # 0, dizemos que n ¢ o grau da equagao.

Notagdo: uma equagao algébrica ou polinomial pode ser expressa na forma de polindmio e sera

denotada por P (Z) =0,emque P (Z) ¢ uma fungio polindmio.

2 Galois nasceu em 1811 e morreu num duelo em 1832.
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O teorema fundamental da
algebra
Toda equacéo algébrica de grau n >1 possui pelo menos uma raiz complexa.

Esse teorema foi demonstrado em 1798 pelo grandioso matematico alemao Carl Friedrich Gauss
(1777-1855), em sua tese de doutoramento.

Embora existam varias demonstracdes diferentes desse teorema, ndo traremos nenhuma delas
aqui, pois elas ndo podem ser completamente compreendidas apenas com argumentos constantes
destas notas. O préprio Gauss fez quatro demonstracdes distintas desse teorema. Normalmente,
para os estudantes, a primeira demonstracao plausivel — cujo resultado aparece como corolario de
outro teorema — esta nos textos da disciplina Fungdes de Variaveis Complexas, que €é estudada por

volta do quinto periodo do curso de Matematica.
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Teorema da decomposicao

Todo polindbmio P(Z)z az"+a 2" +..+az+a, degrau n>1, pode ser decomposto
n

em n fatores do 1° grau. Isto é: P(z)=a,(z-a)(z-a,)..(z—-a,), emque &, @,, ..., &

s&o as raizes complexas de P(z).

Demonstracdo: sendo P(z):O uma equacdo algébrica de grau n>1, pelo teorema
fundamental da algebra (T. F. A) concluimos que ela possui uma raiz complexa, que denominamos

o, . Sendo ¢, uma raiz desse polindmio, temos P(a1)=0 e, pelo teorema de D'Alembert,
concluimos que P(z) é divisivel por z—a,. Logo P(z)=(z-a;)-Q,(z), sendo Q (z) um
polindmio de grau nN—1 com coeficiente dominante a,. Se n=1, temos N—1=0, logo Ql(z) é
constante e a, =a,. Assim P(z)=a,(z—q,) e o teorema fica demonstrado.

Se n>2, entdo N—1>1, e, aplicando o T.F.A a equacdo Ql(z)=0, obtemos uma raiz
complexa o, de Q,(z). Isto é: Q,(a,)=0. Aplicando o teorema de D'Alembert, vemos que
Q,(z) é divisivel por z—a,, e, portanto, Q,(z)=(z—-a,)-Q,(z), sendo Q,(z) polinémio de

grau N—2. Assim P(z)=(z-a,)-Q,(2)=(2-a)(z-,)-Q,(2).
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Se n=2, temos Q,(z) de grau zero, logo Q,(z)=a,=a, assim
P(z)=a,(z—-a,)-(z—a,) e o teorema fica demonstrado.

Se n>3, entdo N—2>1, ¢ pelo T.F.A, Q,(z)=0 admite uma raiz o, e Q,(a;)=0.
Novamente usando teorema de D'Alembert, Q,(z)=(z—ea;,)-Q;(z) com grau de Q,(z) igual a
n-3.Assim P(z)=(z-a,)-(2—-a,)-(2—a;)-Q;(z) com 8Q, =n-3.

Prosseguindo assim, depois de n aplicagdes do T. F. A e do teorema de D'Alembert, obtém-se
P(z)=(z2-a)(z-a,)(2-ay)..(2-2,)-Q,(2) com 6Q,=n-n=0. Logo Q,(z) ¢
uma constante e, efetuando o produto e igualando ao polindmio original, vemos que Q, (z) =a,,

concluindo entdo que P(z)=a,(z-)-(2-a,) (- a;)..(2—-a,)

Observagoes:

1) Asraizes oy, a,, as,...,a, podem ser repetidas.

2) Pode-se provar que a decomposicdo do teorema acima € Unica, a menos da ordem dos fatores.

3) Com a existéncia de uma decomposi¢do em n fatores e a unicidade dessa decomposicao,
conclui-se que todo polindbmio de grau N>1 possui N raizes, mas ndo necessariamente distintas.

Se umaraiz « se repete em exatamente Kk fatores, dizemos que « é raiz de multiplicidade k

Exemplos:

1) O polinémio P(z)=-2z* -4z +6 possui as raizes o, =1 e @, = -3, logo
P(z)=-2(z-1)(z+3)

2) O polinémio P(z)=2z"+(2-i)z—2i possui as raizes o, =i e a, =—2, logo pode ser
escrito na forma P(z)=(z—-i)(z+2)

3) Dado o polindmio P (Z) =7°-7°+17-1, vamos decompd-lo em fatores do 1° grau.
Observando que P(l) =1-1+1-1=0 (soma dos coeficientes igual a zero), temos que P(z)

é divisivel por z—1, logo
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e, portanto, P(Z)Z(Z—l)(22+1). O polindmio B(Z):zz+1 possui as raizes =1 e

f=—1i,assim B(Z) :(z—i)(z+i) , €, portanto, P(z)z(z—l)(z—i)(z+i) esta decomposto

em fatores do 1° grau.

12.1 Exercicios

1) Decomponha em fatores do 1° grau o polindmio P(z)

4

a) P(Z) = 7(22 —3)
b) P(Z)z—z3 +62°-11z+6

¢) P(z)=2"-z"-132° +132° +362-36

2) Mostre que as fungdes f° (x) =senx € g(x) =C0S X nao sao fungdes polinomiais de grau

n finito.
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Multiplicidade de uma raiz

Decompondo o polinémio P(z)=2°—(2+i)z* +(1+2i) 2’ -iz*
P(z)=1(z-a)(z-a,)(2-a;)(z2-a,)(z—;) emque o, a,, a3, @, € o sdoas
raizes. P(z):22[23—(2+i)22+(1+2i)z—i]

Q(z)=2"—(2+i)z* +(1+2i)z—i tem a soma dos coeficientes igual a zero, logo Q(1)=0, e,

portanto, Q(z) & divisivel por z-1.

1 —(2+i) 1+2i i ‘ 1

1 —1—i i 0 ‘

Q(z):(z—l)[zz—(1+i)z+i]
B(z)=2z"—(1+i)z+i tem a soma dos coeficientes igual a zero, logo B(1)=0 e B(z)

também ¢é divisivel por z-1.
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Portanto B(z)=(z-1)(z-i)

Conclusdo: P(z)=2"-(z-1)(z-1)(z-i)=2° -(z—l)z(z—i)

Assim dizemos que:
e 0 é raiz de multiplicidade 2 (raiz dupla);
e 1 éraiz de multiplicidade 2 (raiz dupla);

e | éraiz de multiplicidade 1 (raiz simples).

Definigcdo: o € uma raiz de multiplicidade m (meN)de uma equacdo algébrica
P(z)=0se P(z)=(z-a)"-Q(z) com Q(a)=0.

Observe que, se o ¢€ raiz de multiplicidade m, entdo a equacéo tem exatamente m raizes
iguaisa o .

13.1 Exercicios

1) Encontre as raizes da equagdo z°—7z*+19z%-25z°+16z-4=0 e indique as suas
multiplicidades.

2) Dé as equac0es algébricas do 5° grau que admitem 5 como raiz dupla e o zero como raiz tripla.

3) Construir uma equacao algébrica que possua 1 como raiz simples e i e —I como raizes duplas.
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14

Relacoes entre coeficientes e
raizes (relacoes de Girard)

Equacao do 1° grau

Seja a,z+a,=0 (a1 ;tO) a equacdo algébrica do 1° grau. Sua Unica raiz € dada por

—a
a=—2

Equacao do 2° grau

Seja a,2° +a,z+a, =0 (a2 # 0) a equacéo algébrica do 2° grau.

Se o e «a, sdo suas raizes, pelo teorema da decomposicdo temos
a2’ +az7+3,=8,(1-a)(2-a,)

Desenvolvendo, chega-se a 8,2° +&,2 +a, =8,2° -8, (o, + @, ) 2+ 3,a,c1,

Pela proposicdo da igualdade de dois polinbmios, obtemos as seguintes relacBGes entre 0s

coeficientes a,, a,, a, easraizes o, e a,:

aiz_az(a1+a2) € a0=a2(0510(2)
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—a

2

a t+a, =

De que se conclui que

_ &
aa, =—

2

Equacao do 3° grau

Considere a equago algébrica do 3° grau a,2° +a,2° +8,2+a,=0 (a,#0).Se &, a, e
o, sd0 as suas raizes, entdo, pelo teorema da decomposicdo, obtemos
3 2 —
a2’ +a,2" +az+a,=3,(z-,)(2-a,)(z2-a;) e, desenvolvendo os produtos, temos

a2’ +a,2’ +az+ay=a,2" —a; (o +a, + ) 27+, (ot + 0 + 2,0 ) 7 - 50,0
Usando da caracterizagdo da igualdade de polindmios obtemos as relagoes:

oo, oy =—=2

a,
a,=—a; (o +a,+ay)
a, = a, (a4, + 00, + 0,0, = o, + 0,0 + a0, = a4
ay = —a,04a,0,

%

a0, =

Equacao de grau n

Generalizando, para a equacdo algébrica de grau n (n 2 1)

a,2"+a, 2" +..+az2+3,=0 (a,#0) com raizes e, a,,.., @,, obtemos as seguintes

relacBes entre os coeficientes e as raizes da equacao:
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a+a,+a,+..+a, =—%

_ “n=2
o, +a o, +..o, o, =
an
ao,o,+a.a.a, +...+o._a a—_a”‘3
123 1“2~ 4 n-2“%n-1"%n — a

Observacdo 1: as relacdes entre coeficientes e raizes acima obtidas sdo conhecidas como
relagbes de Girard, em homenagem ao matematico Albert Girard, que as anunciou com clareza
em 1629.

Observacdo 2: utilizando apenas as relacfes de Girard numa equacdo algébrica, ndo é possivel
encontrar suas raizes. Ao resolver o sistema de equacgdes dado pelas relacbes de Girard, recai-se
numa equacdo algébrica equivalente a equacdo dada inicialmente. No entanto as relagbes entre

coeficientes e raizes acrescidas de outras informacdes poderdo sim explicitar as raizes da equagao.

Exemplos:
1) Dada a equacéo do 2° grau 6x% —5x+1= 0, as relagdes de Girard sdo
o t+a, = E
1
o, =— x p
6 emque ¢, o, Sdo as raizes procuradas.

. 5 - ,
Resolvendo o sistema, temos o =——a, e, substituindo, obtém-se
6

5 1
——Qy |0y =— &
6 2)2 ¢

inicialmente, ou mais precisamente, equivalente a ela.

= 6a§ —5a, +1=0, que é a mesma equacédo dada

2 1
Oy — 0y =—
2 "27¢

o | o
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2) Resolver a equagéo 23 412 — 47— 4i = 0 sabendo que duas de suas raizes sdo opostas.

Suponha que «, &, & o, sdo as raizes com o, = —a, . Pelas relagdes de Girard temos:

=i
051+052+043=T

-4

alaz + 0!10(3 + 0!20!3 =
4

A% =

Sabendo que ¢, = —a, , temos 0 sistema acima reduzido a

—a§=—4 = a§=4 ,portanto a, =2 OU ay, =-2=a; =-2 ou o =2
_0[20{3 4 4o, = 4i
2

Concluindo que as raizes sdo 2,-2 e —i.Logo S = {2, 2,-i}

14.1 Exercicios

3

1) Resolva a equacdo z° - 722 +162-12 = 0 sabendo que ela possui uma raiz de multiplicidade 2.

2)Se a,,a, & «a, sdo as raizes da equagdo J22% ~iz? +32-2=0, calcule o valor de
1 1 1
—
“ % 9

3) Encontre a relagdo entre m e n para que duas raizes da equacdo z®+mz+n=0 sejam

inversas.
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Teorema das raizes complexas

Se a=a+bhi (b;tO) é raiz de uma equacgdo algébrica com coeficientes reais, entdo o

conjugado « =a—hi também é raiz dessa equacao.

Demonstrag&o: Considere a equago algébrica a,z" +a,_,z"" +...+az+a,=0 coma, #0 e
85,8,,8,,.,8, 4, &, € R. Assim, se P(z)=a,z"+a,,z"" +..+a2+3a,, entdo, sendo « raiz
da equacdo, temos que P(a)=0.

G

Vamos provar que P(Z) também sera nulo. Como ay,a,,a,,...,a,,, a, sdo reais, logo

a_k:ak, k=0,12,...,n, e, usando as propriedades do conjugado de um nimero complexo,

—_ —\Nn —\n-1 —_ J— —_ —
temos: P(a) =a, (a) +an71(a) +otaa+a, =a.a"+a "+ raa+a, =

=a,a, +a,,0" +.+aa+a =a,0"+a,_ o +..+aa+3,=P(a)=0=0

Corolario

Se ¢ =a+Dhi (b # 0) é raiz de multiplicidade m de uma equacéo algébrica com coeficientes

reais, ent&o o conjugado « =a—bi também é raiz de multiplicidade m.

Demonstragdo: Seja P (Z) =0 a equacéo algébrica com coeficientes reais.
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Se a=a+bi ¢ a=a-bi sio raizes, entdo P(z) ¢ divisivel por [z—(a+bi)] e por
[z—(a—bi)], logo é divisivel pelo produto deles. Assim
P(z)=[z—(a+bi)|[z-(a=bi)]-Q(z).logo P(z)=|z"~2az+a’+b"|-O(z). Veja que
z’—2az+a’ +b’ e P(z) tém coeficientes reais. Portanto Q(z) também tera coeficientes reais.
Entdo, se o =a+bi éraizde Q(z), logo o =a—bi também ¢ raiz. Se & ndo é raiz de O(z),

entdo o ndo podera ser, de que se conclui que o niimero de vezes que @ Ocorrerd como raiz é o

mesmo nimero de vezes em que ¢ OCOITEra como raiz.

Consequéncias:

1. Numa equagdo algébrica com coeficientes reais, o niimero de raizes imagindrias é sempre par.

2. Uma equacdo algébrica com coeficientes reais e grau impar possui pelo menos uma raiz real.

Observacao 1: O teorema nao ¢ valido se algum coeficiente da equacdo algébrica ndo for real.

Como exemplo, veja que: a equagdo do 1° grau z+i =0 possui uma tnica solugdo, a saber,
: ~ 2 . . ’ .
o =-1;aequagdo z~ —iz =0 possui raizes ¢y = 0 e ay = i.

Observe que os conjugados das raizes imaginarias, ndo sao raizes.

Observacdo 2: Vale uma forma reciproca do teorema: Se toda raiz a da equagdo algébrica
-1 r . - I r . ~ ~
z"+a, z" +..+az+a,=0 ¢ tal que o conjugado @ também ¢ raiz dessa equagdo, entdo os
coeficientes da equagao sdo reais.

Para se obter uma prova dessa reciproca, basta decompor o polindmio P(Z) e observar que as

expressoes (z - a) (z - 5:) possuem coeficientes reais.
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15.1 Exercicios

1) Qual o menor grau possivel de uma equacao algébrica com coeficientes reais que admite as

raizes i, 1+i e 3—-i?

2) Qual o menor grau possivel de uma equacdo algebrica com coeficientes complexos que

admite as raizes 1, i, 1+i e 2-3i?

3) Determine o menor grau de uma equacao algébrica com coeficientes reais que admite 5 como

raiz simples, 2+i como raiz triplae 1-i como raiz simples.

4) Resolver a equagéo 2% ~47% + 72 +162-20 = 0 sabendo gue uma de suas raizes é 2 +i

3 522 4az4b=0 possuaaraiz 1+i

5) Determine os niimeros reais a e b de modo que a equagéo z

6) Resolver a equacéo 4432420

7) Seja Z"+an_1z”‘1+...+a12+a0:0 uma equacdo algébrica. Se para toda raiz o o

conjugado a também é raiz dessa equacéo, entdo mostre que a,,a,,...,a, ; € R
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16

Teorema das raizes racionais

. -1 ~ , . . . .
Seja a,z"+a, 2" +..+az+a,=0 uma equacdo algébrica com coeficientes inteiros e

p . . ~ L. . . ~
a, #0. Se a == éuma raiz racional dessa equacdo, com P e { inteiros primos entre si, entdo
q

p édivisorde a, e q édivisorde a, .

. ~ n n—1
Demonstrac¢do: Se o = L ¢ raiz da equacdo, logo a, (ﬁ) +a, (ﬁ) +.otaL+a,=0 e,
q q n q q

multiplicando a igualdade por ¢”, temos: |a, p" +a, ,p"'q+..+a,p-q"" +a,q" =0| (*)

Colocando p em evidéncia na equagdo (*), temos:
p(anp”’l +a, p"q+..+aq"" ) =—-a,q"
e,como p, q, a, €7 (] = 0,1,...,n), vé-se que (anp"*1 +a, p"q +...+a1q"71) €eZ,logo
P éumdivisor de a,q" com p e ¢ primos entre si. Portanto p ndo pode ser divisor de ¢", de

que se conclui que p € um divisor de q, .

Voltando a equacdo (*) e com raciocinio analogo, temos
q(an_lp”_1 +..+apq" T+ aoq”_l) =—a,p" e, sendo (an_lp"_1 +..+apq T+ aoq”_l) el,
vemos que ¢ ¢ um divisor de @, p" com p e ¢ primos entre si, logo ¢ ndo ¢ divisor de p”, o
que garante que ¢ ¢ divisor de a,, .
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Corolario
Se pelZ é raiz da equacdo algébrica a,z" +an_lzn_1 +..+az+a,=0 com coeficientes
inteiros e a, # 0, entdo p éum divisor de a.

Observagdo 1: Para valer o teorema, ¢ preciso que todos os coeficientes sejam niimeros inteiros.

10 1 . . .
Por exemplo, na equacao 2o i=0 , asraizes sdo 3 e —, mas 3 ndo ¢ divisor do coeficiente 1.
3 3

Observagio 2: O teorema nio garante a existéncia de raizes racionais. A equacio z° +z+1=0

ndo possui sequer raiz real.

Observacdo 3: O teorema das raizes racionais € util para indicar as possiveis raizes racionais, se

houver.

Exemplos:

1) Determinando as raizes racionais da equagdo 5:3_3:245--3-0. Como todos os

coeficientes da equagdo sdo numeros inteiros, usando o teorema das raizes racionais, temos que as

Lo p . S p L g . e -
possiveis raizes racionais sdo da forma —, em que p ¢é divisor de -3 e ¢ ¢ divisor de 5. Os
q

divisores de -3 sdo 1,-1, 3,-3, e os divisores de 5 sdo 1,-1, 5,-5. Assim as possiveis raizes

. P 11 -1 _ % —%
racionais sdo 1, —1, g 5> 3, -3, s> s

Verifiquemos quais desses numeros de fato sdo raizes.
3.2 _

Sendo P(z) =5z" -3z +5z-3, temos:

P(1)=4=0,logo 1 ndo é raiz da equagio;

P( 1) =-16 =0, logo —1 ndo ¢ raiz da equacao;
P(/) =— :t 0, logo 1 nao ¢ raiz;
5 5

%) ;t 0, logo - ndo ¢ raiz;
5 5
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P(3) =120+ 0, logo 3 ndo é raiz;

P(-3)=-180#0, logo -3 néo é raiz;

P(%) =0, logo 2 é raiz da equacéo;
p(—%) = _224 =0, logo _53 ndo é raiz.

i . . x. 23
Portanto a unica raiz racional da equagéo é —.
5

2) A equacgio z* —2z° +3z% — 2z + 2 =0 n#o possui raizes racionais. O que garante a afirmagao
acima é o teorema das raizes racionais, pois, como todos os coeficientes da equagao sdo inteiros e o

coeficiente dominante € 1, as possiveis raizes racionais séo: 1,-1, 2 e -2. No entanto, sendo
P(z)=2"-22°+32°-2z+2, temos P(1)#0, P(-1)#0, P(2)#0 e P(-2)=0, de que se
conclui que nenhuma dessas possibilidades ocorre. Portanto a equagéo P(z) =0 n&o possui raiz

racional.

3) Determinando as raizes da equacdo z®+z°—4z+6=0. Como todos os coeficientes da

equacdo sdo numeros inteiros, examinemos as possiveis raizes racionais « = B, sendo P divisor

de 6 e ( divisor de 1. Logo, se houver raiz racional, ela sera um nimero inteiro divisor de 6. Os

divisores de 6 sdo 1,1, 2,-2, 3,-3, 6 e —6. Sendo P(z)=2°+2"-4z+6, temos que:
P(1)#0, P(-1) =0, P(2)#0, P(-2) =0, P(3)#0, P(-3)=0, P(6) =0 e P(-6) =0,

logo o, =—3 € a Unica raiz racional da equagéo. Portanto as outras duas raizes serdo ambas
irracionais ou ambas imaginarias conjugadas. Sendo P(—3) =0, vemos que P(Z) é divisivel por

Z+3 e, usando o método de Briot Ruffini, temos:
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Assim P(z) = (z + 3) '(zz -2z+ 2) . Encontraremos os zeros do trindmio z> —2z+ 2.

C2+44-8 2444 <1+i

2 2 1-i

z

P(Z) :(Z+3)|:Z—(1+l'):||:2—(1—i)}

As solugdes da equagdo P(Z)=0 sdo o, =-3; a,=1+i e a,=1-i

S={-3 1-i; 1+i}.

16.1 Exercicios

1) Resolva as equagdes.

a) z2—10z>+11z+70=0

b) 22 =2z"—z+2=0

¢) 32" =522 -7z +3z+2=0

2) Prove que a equacdo 22—z 42=0 possui pelo menos uma raiz irracional.

3) Resolva a equagdo z° +z* =5z’ =5z +4z+4=0

4) Prove que sen 10° é um numero irracional.
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17

Teorema das raizes reais

(teorema de Bolzano)

Seja P(Z) =0 uma equacéo algébrica com coeficientes reais e sejam a, be R, sendo a<b.

Se P(a)-P(b) <0, entio aequagdio P(z)=0 tem pelo menos uma raiz real no intervalo (&, b).

Uma forma mais geral desse teorema para uma fungdo real continua é assunto estudado no

calculo diferencial, sendo, portanto, as fun¢bes polindmios reais um caso particular.

Faremos aqui uma prova exclusiva para polinémios com coeficientes reais.

Observagdo: Se xeR, zeC e ne N, entdo [(x— z)(x—f)]n >0

Nas condigBes acima, se z é nio real, entdo [(x— z)(x —7)]” >0

De fato: Sendo X € R e z=a+Dbi, temos:
(x=2)(x=7)=(x—(a+bi))(x—(a=bi))=x*-2ax+a’ +b* =(x—a)" +b?,

que é positivo ou nulo VX, a, be R, e sera estritamente positivo se b0, ou seja, se zndo

for real. Portanto [(x— z)(x—f)]n mantém o mesmo sinal de (X —z)(x—7).
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Provando o teorema de Bolzano

Suponha que P(Z) =0 ndo possua raizes reais, mas, como o T.F.A. garante a existéncia de

raizes complexas, temos que todas as raizes sdo imaginarias e, sendo reais os coeficientes da

equacdo, implica que essas raizes aparecem aos pares de numeros imaginarios conjugados

Ay, ) Qyy Oy, Oy, O

Assim  P(z)=a,(z-a)(z-a).. (2-&,)(2-@,). Como a beR, temos, pela
observagdo anterior, que l=(a—a1)<a—zl)...(a—ak)(a—a_k)>O e
5=(b—al)(b—zl)...(b—ak)(b—a_k)>O.Assim P(a)-P(b)=a;.A.5 >0, o que contraria a

hip6tese do teorema, de que se conclui que a equagdo admite raiz real.

Sejam r, r,,...r, asraizesreaise a,, «, ..., ¢, O, asraizesimaginarias.

Assim P(z)=a,(z-1)(z-1,).. (z—rs)(z—al)(z—Z)...(z—at)(z—a). Chamamos

w(z-1) e H(z):(z—al)(z—;l)...(z—at)(z—;t), logo

Pela observagdo, temos H(a)>0 e H(b)>0. Assim

(a-r)(b-r)-(a-r,)(b-r,)..(a-r)(b-r)<0 = A-4,--4 <0,

entdo pelo menos um 4, <0, assim 4, = (a— I, )(b— r, ) <0

Por outro lado, sendo a, b e r,eR com a<b, temos as possibilidades:

1) ry<a<b = a-r>0 e b-r,>0 = 4,>0
2) a<r;<b = a-r;<0 e b-r,>0 = 4,<0
3) a<b<r, = a-r<0 e b-r,<0 = 4,>0
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Portanto a Ginica possibilidade satisfeitaé a <r; <b.

De que se conclui gue existe pelo menos uma raiz real no intervalo (a, b).
Consequéncia: Com as hipdteses do teorema de Bolzano, conclui-se também que o nimero
de raizes no intervalo (a,b) é impar.

Justificativa: Basta olhar na demonstracdo que A4, -A4,--- A, <0 implica que um nimero impar

de lj sd0 negativos e, como para cada /Ij <0 temos r; € (a,b), encontramos um numero impar

de r, e(a,b).

Exemplo 1:

Mostre que a equagdo x®+ x+1=0 possui uma raiz irracional no intervalo (—1, 0) .

Solugdo: como os coeficientes da equacdo sdo numeros inteiros, o teorema das raizes racionais

diz que as possibilidades para essas raizes sdo 0 1 e o0 —1, mas, como se observa, nenhum deles é

raiz. Portanto a equagdo ndo admite raiz racional.

Seja P(x)=x>+x+1. Como P(-1)-P(0)=-1<0, o teorema de Bolzano garante que a
equagio P(x)=0 possui uma raiz real X, €(~1, 0) e, como nio ha raizes racionais, entdo x, é

uma raiz irracional no intervalo (—1, 0) .

Exemplo 2:
A equagdo x> —7x?+3 =0 possui raiz real positiva.

De fato: Seja P(X)=x"-7x*+3. Como P(0)=3 e P(1)=-3, logo P(0). P(1)<0 e o

Teorema de Bolzano garante que a equagao possui uma raiz real x, com 0 < X, <1.

Exemplo 3:
Como aplicacdo do Teorema de Bolzano e do Teorema das Raizes Racionais, podemos concluir

que a equacio z*® —3z +1=0 possui trés raizes irracionais.
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De fato: Fazendo P(z)=2°-3z+1=0, vemos que P(-2)<0; P(0)>0; P(1)<0 e
P(2) =3>0, assim pelo Teorema de Bolzano o polindmio P(z) possui 0s zeros reais I, I, €

r, respectivamente nos intervalos (~2,0), (0, 1) e (1, 2). Como P(z) é de grau 3, estes so os

Unicos zeros. Aplicando o teorema das raizes racionais, vemos que a equagdo ndao possui raizes

racionais. Assim concluimos que a equagdo dada possui exatamente trés raizes irracionais.

Observacéo:

Se a equacdo algébrica P(X) =0 tem todos os coeficientes reais, entdo podemos considerar o

polindmio P(X) como funcéo real P:IR — R definida em todo o conjunto dos nimeros reais.

Assim é possivel visualizar geometricamente o seu gréfico no plano cartesiano.

Nesse caso, se X, & uma raiz real de multiplicidade par e x, raiz real de multiplicidade impar,
entdo P (X) ndo muda de sinal para valores de x numa vizinhanga de X,, mas muda de sinal para
valores de x numa vizinhanca de X, .

Chamamos vizinhanga de uma raiz real « , e denotamos por V (a) a um peqgueno intervalo

aberto que contém ¢« e ndo contém outra raiz distinta de « .

Exemplo

P(x)=a (x—x1)~(x—x2)2.
Paratodo X eV (X, ), temos (X=X, )’ >0

Logo, P(x) ndo muda de sinal na V (Xz) .

»  Mas para XEV(Xl), P(x) muda de sinal

pois  se X<X =>X-X<0 e se

X>X =>X=X%>0.
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Exemplo 4:

p(x)=x"—x*-2x>+2x* +x-1

Pelo teorema das raizes racionais aplicado na equacdo algébrica p(X) =0, vemosque 1 e -1
sdo raizes e, fazendo a divisio por q(x)=(x-1)(x+1), vemos que as raizes sio de
multiplicidades. Isto é, 1 é raiz tripla e —1 é raiz dupla. Assim p(x)= (X—l)3 (X+1)2.

Portanto p(X) muda de sinal na vizinhanga V (1) e ndo muda em V (-1), pois p(l,l) >0 e

p(0,9)<0, mas p(-11)<0 e p(-0,9)<0.

Gr(p)
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18

Resolucao algébrica

de algumas equacgoes

18.1 Equagoes na forma fatorada

Uma equaco algébrica na forma fatorada (z—a,)-(z—¢,)-...-(z—a,)=0 tem solugéo

imediata, pois, no conjunto dos nimeros complexos C, um produto é nulo se e somente se um dos

fatores se anula (veja a proposicao da se¢do 2.4.5).

Neste caso as raizes séo «;, ,,...,

n

Exemplos:

1) A equagio 3(x—1)2 (x—2)3(x—\/§) =0 possui 1 como raiz dupla, 2 como raiz tripla e
J2 como raiz simples.

2) A equacao 2*+22°+1=0 pode ser facilmente fatorada assim
' +27° +1=2"+ 2"+ 7 +1=17° (22 +1)+(z2 +1) = (22 +1).(z2 +1)

Logo z*+ 272 +1=0<:>(z2 +1).(z2 +1)=0<:>(z+i)2.(z—i)2 =0

Portanto | e —i sdo raizes duplas da equacéo dada.
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18.2 Equagoes na formaaz" +b =0

az"+b=0 (a,beC, neN e a=0)

az"+b=0 < z"=-— e, portanto, as n solugdes sdo as N raizes enésimas
a

. b
complexas do nimero complexo ——.
a

Exemplo:
1) Resolvendo a equagdo z° —1=0

72°~1=0< 7’ =1, logo as solugdes so as raizes clbicas complexas de 1, a saber:

LB L3, S={ 1+§i; _l_ﬁ}

=1 =—=+— 1 ——
ATh BETHT S GTTLTT 2
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2) Resolver a equagio 2z* —1++/3i =0.
« L . ~ 2 1 V3. X
Observe que a equagdo dada é equivalente a equagédo z* = 2 —7| , cujas solucdes sdo todas as

3

] . 1 .
raizes quartas complexas do nimero §—7|

3) Resolver a equago z* —(1+i)z° +i=0.

Chame z°=vy, logo y*—(1+i)y+i=0 nos d4 como solugdes y, =1 e y, =i Assim
z2=1ou z° =i.

2° =1 possui raizes o, =1 € a, =—1.

P 2 2. V2 2.
Z° =1 possul raizes /31:7+7| e /5'2:_7_7.

Portanto  as  raizes da  equacdo  algébrica  z'—(1+i)z*+i=0  sdo

18.3 Equacgoes transformadas

Transformar uma equacgo algébrica P(z)=0 é obter outra equagéo algébrica Q(w)=0 tal
que as raizes da equagdo primitiva P(z)=0 e as raizes da equacéo transformada Q(w)=0

estejam relacionadas por uma lei w= f (Z) , chamada lei de transformacao.

Exemplo 1:

Para obter a transformada da equacio 4z° —28z +45 =0 pela lei de transformacéo w = 22 4_1 ,

2z-1 4w +1 . .
fazemos w = 4 & 2= > e a equacéo transformada é
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2
4(4\/\/;1) - 28(4\/\/;1) +45=0, a qual resultaem w* —3w+2 =0. As raizes da equagio

transformada sdo w, =1 e w, = 2. Logo as raizes da primitiva sédo

4w, +1 5 4w, +1 9
AT, Ty P RTT T

Exemplo 2:

Dada a equacio 8z° +12z° —18z — 27 =0, vamos obter sua transformada pela lei w= z +§.

1 1 - .
Sendo w=z+—, temos z = W—E e, substituindo na equacéo primitiva, temos a transformada

3 2
8(w—%) +12(W—%) —18(w—%j—27:0 < W -24w-16=0=w -3w-2=0.

Assim, a transformada de 8z° +12z° —-182-27=0 é W’ —3w—-2=0.
Observe que a equacdo transformada, embora tenha ainda grau 3, ndo possui o termo do

2° grau.

18.4 Equacoes do 3° grau (férmula de Cardano)

Dada a equacdo algébrica do 3° grau completa az’ +bz*+cz+d =0 (a;tO), podemos

transformé-la numa equacdo do 3° grau que ndo possui o0 termo do 2° grau, mediante a lei de
transformacdo W=z +k , em que k é uma constante.

De fato, substituindo z=w—K na equacdo primitiva, temos:
a(w—k)’+b(w—k) +c(w-k)+d =0 < aw’+(b—3ak)w’ +(c+3ak® — 20k w+

+d —ck +bk®>—ak®*=0
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Para que essa equacio transformada ndo possua o termo do 2° grau, basta que b—3ak =0. Isto

é, |k = E . Portanto chegamos em:
3a
. [3ac—b? 2b* +9abc . [3ac—b? 2b* +27a%d —9abc
aw’ + W+ > +d=0= W+ —— |W+ 3 =0
3a 27a 3a 27a

Assim a equagio reduzida da primitiva az® +bz® +cz+d =0 temaforma w* + pw+q=0

Logo as trés raizes « da equacdo primitiva serdo obtidas das trés raizes £ da equacéo reduzida

(transformada) mediante a lei w =z +3£, 0 que significa |a = g —Sb
a a

Para resolver a equacdo W°+ pw+g=0, escrevemos W=U+V e entdo temos

(u +v)3 +p(u+v)+q=0, que equivale a:

U +Ve+3ulv+3uvi + p(u+v)+q=0 < U +v +3uv(u+v)+p(u+v)+q=0 <

U +v°+q+(3uv+p)(u+v)=0

Se encontrarmos U e v, tais que u®+v®+q=0 e 3uv+p=0, entdo B =u+V sera raiz da

equagdo W’ + pw+q=0.

_ wW+vi+q=0
Determinemos U e v tal que
3uv+p=0
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Resolvendo o sistema acima:

uw+p=0 < v:—£
3u
Substituindo, temos

3
u’ +(_—pj
3u 27u
3

u®+qu’- 3+u—|o—:0
@ e () w-g

p

=

Assim temos uma equagio do 2° grau na variavel u®. Usando a formula de Bhaskara, vemos que

e T

Voltando na equacio u® +v*® +q =0, temos:

_ 2
a) se T q— p_ entio s D A N
2 4 7 4 27
— 2 3 . 2 3
b) se T q—+p—,entz?10 w9, 9, P
2 4 27 2 4 27

4 27 4

2 3
Portanto f=U+V =3 —q+ q—+p— +3 i q p_ é conhecida como formula de
2 2 4 27
Cardano ou formula de Cardano-Tartaglia-Del Ferro®,

Observe que cada raiz cubica na férmula fornece trés valores, mas, analogamente como no

célculo da equacdo do 2° grau na reducdo acima, elas se repetem duas a duas. Finalmente a formula
de Cardano fornece trés raizes.

% Recomendamos a leitura do artigo "A equacéo do terceiro grau”, do professor Elon Lages Lima (1987).
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18.4.1 Alguns exemplos classicos

1) Seja a equagdo z° +3z—4 =0. Pela formula de Cardano-Tartaglia-Del Ferro, temos:

zi/—(;j+ %+§—;+#—(74j—,/(7 - \/2+\/§+\/2

Considerando as raizes cubicas reais, temos que \/2+\/_+\/2 5 ¢ uma raiz real da

equacdo z°+3z—4=0. Por outro lado, observamos que 1 é também raiz da equaco e, portanto,

decompondo o polinémio P(z)=z’+3z-4, temos:

P(z):z3+3z—4:(z—1)(zz+z+4)

°+32-4=0 < (z-1)(*+2+4)=0 < z=1ou 2 +2+4=0,

logo z, =1, z, :_—1+£ e 7, :_—1—£| sdo todas as raizes da equagdo. De que se
2 2 2

conclui que 3/2+\/§+3/2—\/§ =1
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Outro modo de ver que %/2+\/§ +%/2—x/§ é raiz da equagio x° +3x—4=0 sem usar a

formula de Cardano-Tartaglia-Del Ferro é assim:

Chame x = %/2 + \/g + %/2 — \/g (ntimero real).

Como a fungdo cubica real é bijetora, temos

x’ =(i/2+\/§+i/2—\/§)3 = =2+;ﬁ+2—)ﬁ+3(i/2+ﬁ)2. 3/2—\/§+
+3-i/2+J§.(%/2—J§)2@x3=4+3-%/2+J§-i/z—\/§~(i/z+\/§+i/2—\/§J@

o X =4+32452-V5 xox’ =443 (-)x © ¥ +3x-4=0

Portanto x = %/2 + \/g + 3/2 - \/g ¢ uma solugio real da equagio x° +3x—4=0

2) A equacao historica 2> =15z +4 foi escrita por Raphael Bombelli no livro L’ Algebra de 1572.

Facilmente se vé que 4 ¢ uma raiz da equagdo 22 =152-4=0, e, dividindo o polinéomio por
z—4 , escrevemos z° —15z—4=(z—4)(z’ +4z+1). Resolvendo a equagdo quadratica
z+4z+1=0, obtemos as raizes —2+ \/g e —2— \/§ . Portanto as trés raizes da equagdo
z* =15z +4 sio todas ntiimeros reais, a saber @, =4, a, =2+ NER o, =-2- NCY

Agora usando a Formula de Cardano - Tartaglia - Del' Ferro na equacao 22 =15z-4=0,

obtemos as solu¢des & = %/ 2++/-121 + %/ 2—+/—121. Logo, temos que a soma das raizes cubicas

complexas da formula fornece, nesse caso, as trés solugdes «,, &, e ;. Portanto concluimos que

%/2+\/—121 +%/2—\/—121 ¢ sempre um numero real.
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3) Resolvendo a equagdo algébrica 272" +54z> =182 —136=0. Como a equacdo ¢ do 3° grau
com coeficientes reais, o teorema das raizes complexas garante que pelo menos uma das raizes €
real. Sendo os coeficientes nimeros inteiros, poderiamos usar o teorema das raizes racionais para
ver se a raiz € um numero racional.

No entanto precisariamos testar na equacdo as possiveis raizes racionais que seriam formadas
pelas razdes entre os divisores de 136 pelos divisores de 27. Isto nos exigiria bastantes calculos,
porque o numero de possibilidades de raizes a serem testadas ¢ expressivo.

Optemos entdo por fazer uma transformagdo na equagdo dada para eliminar o termo do 2° grau,
obtendo assim uma outra equagdo mais simplificada, possibilitando também o uso da formula

conhecida.
: . , . 2 o
A Lei de Transformacao, nesse caso, ¢ w=z + g ,0queequivalea z=w _E e, substituindo

na equagao primitiva temos

2y 2\ 2 X
27 W_E +54 w—g -18 W_E -136=0=w -2w—-4=0.

Agora na equagdo W —2w—4=0 podemos usar a formula de Cardano - Tartaglia - Del' Ferro

ou usar o teorema das raizes racionais e com uma rapida inspecdo verificamos que 2 ¢ uma raiz.

Assim W —2w—4 = (w=2)(W* +2w+2) =0 possui as raizes 2, —1+i e —1—1.

. 2 4 -5 -5 i
Voltando a Lei de Transformacdo z = W—E , temos S = g, —+1, ?—l 0 conjunto

3

solugdo da equacdo 27z° +54z° —182-136=0.

. , ~ 3 :
Se aplicarmos a formula na equagio W —2w—4=0, obtemos como raiz,

1043

10
w=i/2+ ;/— \/Z—T. As trés raizes do conjunto solugdo sdo obtidas de

:i/2+10;/_\/ 1043 2

2—— —E considerando no calculo as raizes cubicas complexas indicadas

acima.
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~ 3
4) Resolver a equagdo w” —3w—1=0
Neste caso a equagdo ndo tem raiz racional, logo sua raiz real ¢ irracional.

Usando a Formula de Cardano-Tartaglia- Del' Ferro, temos w=u+v com

2 3
u—i/_?q+ (%j +(§j e VZ% (*Y) emque p=-3eqg=-1.

1 3
__l__
2" 2

R
31+£i
N2 2
1

. v . /2 T
Na forma trigonométrica —+——1 =C0S—+1 sen—.
2 2 3 3

Logo W=7}

, L 1 . T, V4 .
Logo as raizes cubicas de 5+71 sdo u =3 COS§+I sen; , Ou seja:

2 kn 2 2kn
u, =COST+iSin3T; k=0,1,2.

T, T 1 T . V4 T . Vs
u, :COS§+Z S€7’l§:>\/'0 =—=2CO0S —3 +1 sen —3 :COSE—Z Seng
U,

Tr . T 1 T . T Tr . T
U, =Ccos—+i sen— => v, =—=C0S| ——— |+1i sen| ——— |=coSs——1i sen—
9 9 9 9 9 9

137 . 137 1 ( 137[} . ( 137r] 137 . 137
u,=cos——+i sen— =>v, =—=c0s| ——— |+i sen| ——— |=cos —1i sen
9 9 u, 9 9 9 9
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] T 7
Portanto temos as raizes W, =U, +V, = 2COS§ , W, =U +V, = ZCOS? e

137z
W, =U, +V, = ZcosT.

S= {2 c0s20°,2c0s140°,2cos 260°}

Concluimos assim que €0Ss20°, c0s140° e cos260° sdo nimeros reais irracionais.

A raiz W, =2c0s20° é a solugdo do classico problema: "Encontrar o valor da aresta a do cubo,
cujo volume v excede de 1 unidade o volume v' de um paralelepipedo de altura a e area da base
igual a 3."

Modelando o problema temos: V=v'+l<a’=3a+1<a*-3a-1=0. De acordo com a
resolucdo da equacdo, apresentada no exemplo 4, temos que a solucéo positiva a =2c0520° é o

valor da aresta procurada.

137






Exercicios complementares

1) Represente no plano complexo cada um dos seguintes conjuntos:
a) {ZGC; —n<argz<m e |z|>2}

b) {z eC; Im(zz)> 0}

c) {z eC; Re(lj < l}
z) 2

d) {zeC: |24 > [ }
sz}

.m . . . . z
2) Seja —e@Q (com m e n primos entre si). Encontre uma formula para (cosE) +isen®)n
n

z—1

{z¢
e) {ZE(C 1<

3) Use a formula de Moivre para mostrar que
a) cos50=16cos’ 0—20cos’ 0+ 5cosO e sen50=16sen’0—20sen’d + 5send

b) Use o item a) para concluir que sen 6° e cos12° sdo numeros irracionais.

4) Se w ¢ uma raiz n-ésima imaginaria qualquer da unidade, entdo mostre que

l+w+w +... +w" =0
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2 2
5) (RPM, n. 67) Seja a raiz quinta da unidade w= cos?nJr isen?n. Mostre que, para todo n

5, sen é multiplo de 5

inteiro, 1 +w" +w™ +w”" +w"" = o
0, caso contrario

6) Encontre a area do poligono regular cujos vértices sao os afixos dos niimeros complexos z, tais que
2% =1.

7) Mostre que 72° é o menor angulo positivo que satisfaz o sistema

{1+c05x+cost+c053x+cos4x=O
senx +sen2x+sen3x+sendx =0

8) Calcule a area do poligono convexo cujos vértices sdo os afixos das raizes imaginarias da

equacio algébrica z” +z”2 +z" +..+ 22 +z+1=0

9) Seja o semicirculo S} ={zeC/|z|=1 e Im(z)>0}. Mostre que a fungdo complexa

f:C—>C dada por f(z)=Zz transforma S! no semicirculo inferior Siz{we@/|w|=1 e

[m(w)SO}.
10) Seja f(z)=Exp(z) e Qz{ze(C/OSRe(z)Sl e 0<Im(z)<m}.Esboce Qe f(Q).

11) Resolva as equagdes e inequagdes em C .

~—

a) Exp (i E):Exp (iz
b) Exp (42) =i

c) |Exp (~z )|< 1

12) Ache as raizes da equagdo z*+4=0 e fatore P(z)=z"'+4 em fatores quadraticos com

coeficientes reais.
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13) (LIMA, 1996) Determine um polinémio P(z) do 3° grau para o qual

P(z+1)—P(z)=2z, V ze C. Use-0 para obter uma expressdo para a soma 1* +2° + ...+ n’

14) Determine um polindmio P de grau minimo, com coeficientes reais, tal que
a) P(1+i)=0 e P(2)=1

b) P(1+2i)=0 e P(i)=1

15) Seja P(z) um polindmio com coeficientes reais. Se 2i ¢ um zero de P(z) e P(1)=5,

entdo encontre o resto da divisdo de P(z) por B(z)=z'—z" +4z—4.

16) Resolva em C aequacgdo z* —z> +1=0.
17) Se 1 é raiz dupla da equagdo x*—2x’+ 2x* + mx + n comm, n € R, entdo encontre m e n.

18) Se m e mn sdo duas raizes inteiras positivas distintas da equagdo algébrica

z'+az’ +bz* +¢cz+2=0 com a, b, ceZ, e i ¢ outra raiz dessa equacio, entdo encontre 0s

valoresde a, b € c.

19) Construa um polinémio P(x) com coeficientes inteiros, tal que x, = J2 ++/3 seja uma raiz

da equagdo algébrica P(x)=0.

20) (ITA) Seja P(x) um  polindmio de grau 5, tal que

P(1)=P(2)=P(3)=P(4)=P(5)=1 e P(6)=0, calcule P(0).

21) (UNICAMP)

a) Qual o valor de A na equacdo z’ —5z° +8z—A=0 de modo que & =3 seja uma raiz dessa
equacao.

b) Para esse valor de A, ache as trés raizes o,,o, e a, dessa equagdo.
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¢) Ache o volume do sélido obtido quando a regido triangular cujos vértices sdo os afixos de

a,,0, € o, giraem torno da reta de equagdo x =1

22) (IEZZI, 1977) Mostre que toda equagio algébrica do tipo x" +a’x+b=0 com » impar e

a,b e R" admite uma raiz real de sinal contrario ao de b.

23) Mostre que a equagdo x° +x+1=0 ndo tem raiz racional e possui uma unica raiz real.

24) Prove que, se n é par, entdo a equagdo z" +z"" +...+z+1=0 ndo possui raiz real.

25) (LIMA, 1996) Resolva as equagdes:
a) (z + 1)" =z"

b) (z+l)n +(z—1)” =0

26) (LIMA, 1996) Mostre que a equagdo x’ —3x+1=0 possui trés raizes reais. Verifique,
porém, que o calculo dessas raizes utilizando a formula de resolugdo para a equagdo do 3° grau

necessariamente envolve numeros complexos.

27) (RPM, n. 23) Seja P(x) =x’ +ax’ + bx + ¢ um polindmio com coeficientes inteiros. Se a
equagdo P(x)=0 tem trés raizes inteiras distintas, entdo mostre que a equagdo P(x)—1=0 ndo

admite raiz inteira.

10

10
28) Mostre que 32+—— + 3}2———==2.
\/ 33 J 33
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RESPOSTAS DOS E)ERCTCIOS b) reta diagonal 1° e 3° quadrantes

¢) 1°e 3° quadrantes

PROPOSTOS d) disco aberto de centro C (0, 1) e raio 1
7. p=2-e¢ 0=130°
Partel- 8. a)S={O, IR CH —l—ﬁz}
Numeros complexos 2 2 2
b) $={0,v2, -V2, ¥2i, —V2i}
Capitulo 2 10. coroa circular com centro C(1,1)
Segdo 2.2.1 - Exercicios 11. ) cixoy
1. {-2,0,2} 5 3
i . =0 i0 —.
2.2) 2 b) ~2i ¢) —32(1+i) d) —64 b) Cincunf. com centro C (4, ) e raio 2
¢) —64 4+f 4+f
3. Sugestdo: completar quadrado 12. a) 5
1 V3.1 3.
S=—+—i, ———i |
2 22 2 b) [ ]+3 I+— Jl
4. n=4 10
2 4
_ ——=+—=1i
Secao 2.4.6 - Exercicios \/_ \/_ 35 5
N |
2. §= {_T 5 14. {(x,y)/xZ—E}
B 2 > 2 16. hipérbole equilatera
3.a) S=———i, —+—
2 2 2 2
b) S={i, —i} Capitulo 4
¢) §={0, i} Sec¢ao 4.3 - Exercicios complementares
d) completar o quadrado e usar o item a) 1. Vz, weC com |z| = |w| =le
V2 24420 N2 (2-42). o 4n
S={7+ PR e arg(z)—arg(w) =5 ou B}
e S={1+i,2-if ) {erl.’ —1—1}
55
Capitulo 3 5. —1+i
Secao 3.2.1 - Exercicios ‘
1. § tao: 7 z—w _1'w—cosz—”+isen2—”e
. Sugestdo: escreva z =w+(z—w) . a1 5
3. -l<axl L
=0,1,2,3¢4
4 z—l-i-ﬁi e W—l—ﬁi °
. ) ) 8. 135

5. disco de centro C (0, 1) e raio |
6. a)circunferéncia de centro C (0, 1) e raio 1
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n(n+1) b) f(Q)={weC/w=r (cosp+isinp) com
se w=
10.
r<le0<o<Xy
- se w=l1 2
1-w
10 14 c) f(Q)={weC/Im(w)=0 e Re(w) =0}
(semi eixo real positivo)
13 2%
T3 d) f(A)={w/Re(w)=0 eIm=>0}
15. f(Q)={weC/0<Re(w)<1 elIm(w)>0}. e) f(Q)={weC/Im(w)=2}
R I Q)
] ///
0 -';
T 19. 67\/5
| —
% 20. a) S:{—%Jrk%i/keZ}
% b) §={Qk+V)zi/k Z}
|
—p ) §={n2+Q2k+\)zilkeZ}
0 1 u
ParteII -
16. ..
Polinomios
v A
1 . @Dh GDh Capitulo 6
/
Secdo 6.1 - Exercicios
l > 2.a=1le b=-3
0 2,00 3,00 u
3.p=—-leg=1
17. a)
Capitulo 9
//// /// = /{/ /// /// Sec¢do 9.1.1 - Exercicios
//// LO(z)=z""+oz" 2 +a’2"  +. . +a" *z+a""

/// M

| 2. Dica: considere n par e n impar.

6.1
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Se¢do 9.3.1 - Exercicios
2. R(z) =4—-z

3. R(z):z+2i
4.1
5.-5¢l6

Parte III -

Equagoes algébricas

Capitulo 12
Secao 12.1

1.a) P(Z)=7<Z+\/§)4(Z—\/§)4
b) P(z)z—(z—l)(z—Z)(z—?a)
c) P(z)=(z—l)(z—Z)(z+2)(z—3)(z+3)

2.  Dica: n° de zeros da fun¢ao.

Capitulo 13

Secao 13.1 - Exercicios
1. S={1, 2}

2. a(z*-10z*+252)=0

3. a(z5 —Z4+2Z3—222+Z—1)=0

Capitulo 14
Secao 14.1 - Exercicios

1. §={2,2,3}

Capitulo 15

Secao 15.1 - Exercicios

S={-2,2,2+i, 2-i}
5, a=8¢ b=-6
6. S:{i, —i, V2, —ﬁi}

Capitulo 16
Secao 16.1 - Exercicios
l.a) S§={-2,5 7}

b) S={-11 2}

) S={—1, % 1-+/2, 1+\/5}

3. §5={-=2,-1,1,2}

4. Dica: use o exercicio proposto no final da
Sec¢ao 3.4.1

Capitulo 19 - Exercicios complementares
1. a) exterior do disco centro 0 e raio 2, exceto
semieixo

b) 1° e 3° quadrantes, exceto 0s eixos

¢) exterior do disco de centro C (1,0) e raio 1

d) semiplano {(x,y)/x <2}

e) Coroa circular com centro C (0, 1), 1, =1

e rn=2



m
n =

2. (cos 0+ isen@)
- cos[ﬂ(é’ + 2k7r)} +isen [ﬁ(a + 2/m)};
n n

k=0,1,2,3,..,n—1
4. Dica: z" —1= (z—l)(1+z+z2 +...+z”’1)
6.3
7. Dica: o sistema € equivalente a equagao
A2+ 4z+1=0
1+5(x/€—\/§)

2

8

10.

0 1

1.a) S={z=kr; keZ|
T km).
b) SZ{ZGC/Z:(§+7)1; keZ}

¢) S={zeC/z=x+yi com x>0}

12. P(z) = (z2 +22+2)(z2 —22+2)

13. P(2) = §z3 —%zz +%z

P(2)—P(1) =12
P(3)—P(2) =22
P(n+1) — P(n) = n?
some membro a membro

2

14. a) P(z):%—z+1

b) P(z):lz—0+i+l
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15. R(z)=27*+4
16.

Sz{ﬁ LB

—i, -

2 22
17. m=-2en=1

_+_ , ————

i
2 2 2 2

3 1 B ll}

1.
—i,
2

18. a=c=-3 ¢ b=3
19. P(x)=x"-10x*+1 ¢ uma possivel resposta

20. 2

21.a) 1=6, b) S={3, 1+, 1-i} ¢) 87”

25.a) z, = em que w, sao raizes

Wi

n-ésima da unidade, diferentes de 1

+1
b) zk=zk
-

em que ¢, sdo as raizes

n-ésimas de -1.
27. Dica: faga por contradigdo. Escreva
P(x)=(x—r)(x—n)(x—r) emque 1,7, € 1
sdo raizes inteiras distintas. Suponha que » € uma
raiz inteira de P(x) =1 e veja ai uma contradicdo.

28. Dica: use formula de Cardano-Tartaglia-

-Del'Ferro.



COLEGAO DAS TERCEIRAS E QUARTAS PROVAS DO
PROCESSO SELETIVO ESTENDIDO PARA O
CURSO DE MATEMATICA DA UFES DE 1998 A 2012

1. Terceiras provas de Matematica Basica I

1998

1) Se z =ﬂ determine 7.
1

2) Resolva a equacdo iz+2Z7+1-i=0 emque z=x+YyieC
3) Calcule o valor de i+i® +i® +i* +..+i"*

4) Represente no plano complexo o conjunto A= {z eCl/(z —i)(ﬁ) = 4}

5) Determine 0 menor nimero natural n=0 tal que (\/E—i\/i)n seja um namero real negativo.

6) Determine m e n tais que o polindbmio P(z)=z’+mz’+nz-2 seja divisivel por

B(z)=(z+1)(z-3)
7) Resolva a equacéo algébrica z° -2z -3z+6=0
8) Decomponha em fatores do 1° grau o polindmio P(z)=z*+2z°-z*+z-2

9) Os polindbmios P(z)=pz*+qz-4 € Q(z)=1z*+ pz+q sdo tais que P(z+1)=Q(2z) VzeC.
Determine p e q.
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1999

a+i

1) Determine aeR para que ~ seja real.
1+ai

2) Um polindmio P(z) quando dividido por B(z)=(z-1)(z+2) daresto 2z-1. Determine o resto

da divisdo de P(z) por z+2.

3) Quatro numeros complexos tém seus afixos em quatro pontos que dividem em partes iguais uma

circunferéncia de centro na origem. Sabendo que um dos nimeros é 1+ 3i, determine 0s outros.
4) Represente no plano de Gauss o conjunto Az{z eCll<|z| <2e g < arg(z) < n}

5) Resolva a equagdo z* -4z° +6z° ~4z+5=0

6) A equacdo z®-5z°+8z+a=0 (aeR) possui a.=1+i como raiz. Determine as outras raizes da

equacao.

7) Resolva a equagéo z> =2+z

8) Seja w1 uma raiz da equagdo z°-1=0. Calcule o valor de (1-w+w’)(1+w—w’)

1 3.
9)Se z =§+§I ,calcule o valorde 1+z+2z% +...+ z¥

10) P(z) € um polindmio de coeficientes reais e P(i)=2+3i. Determine P(-i)

148



2000

1) Determine os valores reais de a para 0s quais (a+i)4 € um namero real.

2) Resolva as equacdes:
a) 2°-62z"+13z-10=0

b) 22 -64z° =0

3) Represente no plano complexo os conjuntos:

. 3n
a) AZ{ZEC; |z+3-3i| <1 e " < arg(z) < n}
b) B={ZE(C; 23=8i}

)

4) Para quais valores do nimero natural n, é um namero real?

5) Determine os valores de m e n, tais que o polindmio 2z° +4z° + mz+n seja divisivel por

22+72-2

6) Sabendo-se que i é uma raiz dupla da equagdo z° +3z* +2z° +62* +z+3=0, encontre todas as

outras raizes.

7) Um polinémio P(z) quando dividido por z?+1 deixa resto 3z+5. Determine o resto da divis&o

de P(z) por z—i

. - . 1 . ,
8) Determine o lugar geométrico dos pontos z do plano complexo tais que z+= seja um numero real.
z
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1+iY .
—j é real?

1) Para que valores de n, ne N, o nimero complexo (1
=1

2) Dado o polindmio P(z)=z?+(1+i), escreva na forma algébrica:

ol

b) os zeros do polindmio P(z)

3) Represente no plano complexo os afixos dos nimeros complexos z tais que -1 < Re(z) <1e

-1 < Im(z) <1.
4) Se zeCcom |z |=1, entdo mostre que z”+in=2cosne vne Nem que 6=argumento de z
zZ

5) Determine um polindmio P de grau minimo, com coeficientes reais, tal que P(1-i)=0 e

P(2)=6

6) Resolva a equagdo z*-5z°+7z*-52+6=0

7) Responda verdadeiro (V) ou falso (F), justificando.

a) Paratodo ze C, temos Im(z) < |z |

b) Se o,p ey sdo as raizes da equacdo algébrica z* +3z*> —z+1=0, entdo o +p?+y* =11.
¢) Se um polindmio P(z) € divisivel por B(z)=z-a, entdo ele tem que ser divisivel por
C(z):(z—oc)2

d) O lugar geométrico dos afixos dos z e C tais que zZ =k emque k e R, é uma parabola.
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1) Sendo ae R, determine

1-ai
+ ai

2) Determine o lugar geométrico dos afixos dos nimeros complexos z, taisque zz+z+7 =0, e

represente geometricamente no plano de Gauss.
1

3)Se z+==1, calcule | z |
z

4) Se o é uma raiz da equagdo a,z" +a,z" " +..+a, ,z+a, =0 emque a,,a,,..,.a, € R, entdo prove

que o conjugado a também é raiz dessa equagé&o.

5) Um polinémio P(z) dividido por A(z)=z+1 daresto -1, por B(z)=z-1 daresto 1 e por

C(z)=1z+2 daresto 1. Qual o resto da divisdo de P(z) por D(z)=(z-1)(z+1)(z+2)?

6) Resolver a equacdo 2z* +3z°+3z-2=0

7) Responda verdadeiro (V) ou falso (F), justificando a resposta.

a) A soma dos coeficientes do polindmio P(z)=(z-1)'(z-2)’(z+4)" é zero.

b) Se ao=1+i e p=5-i séo zeros do polindbmio complexo P(z), entdo o grau de P(z) € maior ou
igual a 4.

¢) Toda equagéo algébrica de grau n(n>1) possui pelo menos uma raiz imaginaria.

d) Se zeC,entéo Im(z) < |z]|
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1) A equagéo algebrica z*>—az+(1—i)=0 admite 1+i como raiz. Determine a e a outra raiz da

equacéo.

2) Qual € o lugar geométrico dos afixos dos nimeros complexos z tais que |1-z |=|3+2z|?

3) Na figura, z e we C. Mostre que w = z? 1

4) Determine o resto da diviséo do polindmio A(z)=z'* por B(z)=2z°-z

5) Calcule a area do triangulo cujos vértices sdo os afixos das raizes da equacdo algébrica

22+2%242=0

6) Dado o polindmio P(z)=z" +z*+..+z°+z+1, calcule o valor numérico do polindmio para

1 3.
+

17272
7) Tome uma folha quadrada de cartolina com 18 cm de lado. Recorte quadradinhos de lado 4 cm
nos cantos da folha, conforme figura. Em seguida, dobre os lados para cima para formar uma caixa
sem tampa, com volume igual a 400 cm®. Existe algum outro valor para o lado do quadradinho, a
ser recortado em cada canto, de modo que o volume da caixa resultante também seja 400 cm®?

152



18

—

8) Responda verdadeiro (V) ou falso (F), justificando.

a) Se P(z) € um polindmio de grau 2 cujos zeros séo 1 e 2, entdo o polindmio A(z):[P(z)]2
admite quatro raizes distintas.

b) Se os nimeros 1 e 1+i sdo raizes de um polinbmio P(z) de coeficientes reais cujo termo
independente € nulo, entdo o grau de P(z) € no minimo 4.

c) A equacdo x°>—3x*—2x*+4x—2=0 nao possui raizes reais negativas.

d) Seja P(z) um polindmio com coeficientes irracionaise o C. Se P(a)=0,entdo P(a)=0.
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1) Um polindmio P(z) é divisivel por z-1 e, quando dividido por B(z)=z’-2, fornece

quociente Q(z)=1z?+1 e resto R(z). Sabendo que R(-1)=3, determine o polinébmio P(z).

, . R . 7 .
2) Calcule a soma de todos os numeros complexos z=x+yi que tém modulo % e afixos

satisfazendo a equacdo x* +4y’ =4

3) O afixo do nimero complexo z=+3+i & vértice de um tridngulo equilatero inscrito numa
circunferéncia com centro na origem do plano cartesiano. Determine 0s outros vértices e o

perimetro desse triangulo.
4) Resolva as equagdes em C
a) 1*+7=z

b) z*-27°+27°-27+1=0

5) Responda verdadeiro (V) ou falso (F), justificando.

)

b) A soma de todas as raizes da equacéo algébrica z'* -1=0 é zero.

a)

=1, VneN

3 1., . ~ s
c) a =%+E| é uma raiz da equacéo algébrica 1+z+2z*+2° +..+2* =0

d) Se o polindmio P(z)=z* -kz* +kz -1 é divisivel por B(z)=(z-1)’, entdo k=1.
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1)
a) Determine, no plano complexo, os afixos dos numeros z, taisque zZ+z+7 =0.
. 1
b) Determine o valor de a.e C tal que | o |=|1-o |=| =
a

2)
a) Resolva a equacdo (z- 2)3 =4-7

b) D& uma equaco algébrica com coeficientes reais em que a =1++/2 e p=1-2i sejam raizes.

3) Sendo f(x) um polindmio real com grafico representado na figura abaixo e g(x)=x*-3x+2,

determine o resto da diviséo de f (x) por g(x)

1 Gr (f)

v

v
=

4) Seja aeC, a =0, tal que a+L 1. Determine o valor de a7+i7
(04 o
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5) Responda verdadeiro (V) ou falso (F), justificando.

a) Sendo xeR, zeC e neN, entdo [(x-z)(x-2)] eR,

b) Se =2 é raiz dupla e B é raiz simples da equacdo z°+az’ +bz+c=0, entdo podemos dizer
que p=—(a+b+c)

¢) Toda equacdo algébrica com coeficientes inteiros possui pelo menos uma raiz racional.

d) Se a=a+bi com abeR e b0 é uma raiz da equagdo z"-1=0, entdo o menor valor

possivel paran é 3.
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1) Resolva as equacBes em C.
a) 2 +1=0

b) 7=17°

2)Se a=1+i e p=1-i, mostre que o B =P
3) Sendo « :cosg+iseng, calcule 1+a+0’ +a’ +a* +a’

4) Os afixos dos niimeros complexos z, tais que z7=9 e (z)*=2z?, sdo os vértices de um

quadrilatero. Determine o perimetro deste quadrilatero.
5) Se a equagdo z° +kz® +3z+1=0 possui raiz de multiplicidade 3, mostre que k =3
6) Mostre que a equacdo algébrica 1+z+ 2% +z° +z* + 2> =0 possui uma Unica raiz real.

7) Determine b e ¢ de modo que o polindmio P(x)=x"+x*+bx+c seja divisivel por x-2 e,

quando dividido por x+2, deixe resto 4.
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1) Sendo o nimero 2 raiz dupla da equacdo az®+bz+1=0, determine a e b.
2) Para que valores de neN tem-se (1+i)" =(1-i)"

3) Resolver as equacdes algébricas:
a) z°-32°+62° -3z -32+2=0

b) 2z* -5z2° +4z* -52+2=0

4) Descreva algebricamente e represente no plano os afixos dos numeros complexos z, tais que

|z-2i] > |z].

5) O polinémio P(z) é divisivel por z+2 e, quando dividido por z*+4, d& resto r(z)=z+1.

Determine o resto da diviséo do polindmio P(z) por B(z)=(z+2)(2* +4)

6) Responda verdadeiro (V) ou falso (F) e justifique.

a) A equacdo z =7 possui apenas a solucdo nula.

b) A equacdo algébrica, na variavel z, (z—a)(z-a)=0, possui coeficientes reais para todo a e C.
¢) Uma equacdo algébrica com coeficientes inteiros possui pelo menos uma raiz racional.

d) Toda equacdo algébrica com coeficientes reais e grau par possui pelo menos duas raizes

imaginarias conjugadas.
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1) Calcule o,pe Ctaisque a+Pi=i ¢ B+ai=—1+2i.

. fo . 1
2) Determine o lugar geométrico dos afixos dos z e C tais que (z +—j eR
zZ

3) Resolva as equacgdes:
a)z=2

b) 27 -2z°+2° —z* +22° -2 =0
4) Determine a area do tridngulo cujos vértices sdo os afixos das raizes da equacdo z° +z> +z=0.

5) O polindmio A(z)=z'+z*+z+1 dividido por B(z) tem quociente Q(z)=z+1 e resto

R(z)=z+1. Obtenha o polindmio B(z).
6) Mostre que A(z)=(z"-1)(z"" ~1) ¢ divisivel por B(z)=z"-1

7) Seja P o afixo de zeC. Qual a varia¢do do arg(z) quando P percorre a circunferéncia dada

por (x—4)2 +y* =4 no sentido anti-horario?

8) Responda verdadeiro (V) ou falso (F), justificando.
a) {15+/31 i

=2.

b) Se P(z) é um polindmio com 0P 21, entdo existe um polindmio Q(z) tal que P(z).Q(z)=1.
c¢) Para que a equagdo algébrica z’—(A+4)z>+(4L+4)z—4A=0 tenha x=2 como raiz dupla,
devemos ter A #2.

d) Seja P(z)=a,z"+a, 2" +..+az+a, polindmio com coeficientes reais. Entdo existem n
niimeros reais a,,a,,..o, tal que P(z)=a,(z-a,)(z-a,)..(z-a,)
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1) Prove que:

_I+7

a) Re(z)= > e Im(z):z_

Z, VzeC

b) zt=2, vVzeC
2|
2)
a) Determine as raizes cubicas de i
. 1-xiY (1+i 1-iY
b) Sendo xe R, resolvaaequacdo 4-| —— | =| —-"—
1+ Xi 1-1 1+i

3)
a) Um polindmio P(z) é divisivel por A(z) = z+ 1, e quando dividido por B(z) = z% + 1 da
quociente Q(z) = z? — 4 e resto R(z). Se R(2) = 9, escreva 0 polindmio P(z).

b) Se o resto da divisdo de um polindmio P(z) por B(z)=1z°-3z+2 € R(z)=z+1, entdo calcule 0

resto da divisdo de P(z)por z-2

4) Resolva as equagdes algébricasem C:
a) 2z*-3z°-77°-82+6=0
b) (z+1)" =2*

5) Responda verdadeiro (V) ou falso (F), justificando.
a) Toda equacdo algébrica de grau impar com coeficientes inteiros possui pelo menos uma raiz
racional.

b) Se o polindmio A(z) é divisivel pelo polindbmio B(z), entdo A(z) também é divisivel pelo
produto P(z)=[B(z)]’
c) Sejam o e p duas raizes da equagdo z®+z*+z+1=0, entdo % é também raiz dessa equacéo.

-\-1
d) Se a:[?j ,entdo a =i
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1) Determine z < C tal que iz+3z +(z+2)° =i

2) Se a.=1+i,calcule o valor de 1+a+a’ +..+a’

3) Determine o lugar geométrico dos afixos dos nimeros complexos z tais que |z+i|=[1-2]

4) Entre os nimeros complexos z, tais que |z+1-i|= 2, determine o que tem 0 maior médulo.

5) Seja o polindmio real p(x)=x(x-2)(x* -1). Esboce o gréfico da fungdo f (x)=p(x-2)

6) Se 0 nimero complexo i é uma raiz da equagdo algébrica z° —az® +az*-1=0, com aeR, entdo

encontre as demais raizes dessa equacao.

7) Resolva as equagdes algébricasem C:
a) z*+10z*+9=0

b) 2° =z

c) z°-5z* +10z® -10z2 +4z =0

d) -2 +2*-7"+2-1=0
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1) Resolva as equacgdes em C:
a) z° +|Z|2 +iz—-1=0

b) 2z* -3z’ -3z +62z-2=0

2) Se a.=1¢ uma raiz dupla da equagdo z* -2z +2z* + mz+n =0, determine:
a) os valores de m ¢ de n;

b) as outras raizes da equacao.

3)

a) Determine o lugar geométrico dos afixos dos niimeros complexos z, tais que |z+1|=|z-1|

b) Representante no plano complexo os afixos dos nimeros complexos z , tais que |z—i| > |z -1

4)

a) Mostre que o polindmio P(z)=7z*-8z" +1 ¢ divisivel por B(z)= (z-1Y’

b) Decomponha o polindmio A(z)=z*+2z*+1 em fatores do 1° grau.
5)Seja P(z)=z"+z""+..+z+1, em que n é um niimero natural par.

a) Calcule P(1) e P(-1).

b) Prove que a equagao algébrica P(z)=0 ndo possui raiz real.
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- 7 - n - 7
1) Determine 0 menor nimero natural n para que (—J§+ |) seja um ndmero real.

. , . 1.1
2) Represente no plano complexo os afixos dos nimeros complexos z tais que Re(;}zi e

0<arg(z)<

NI

3) Seja o polindbmio P(z)=z°-5az +b
a) Determine a e b paraque P(z) seja divisivel por B(z):(z—l)2

b) Determine o quociente dessa divisao.

4) Resolva as equacdes em C:
a) °+2'+2°+2%+2+1=0

b) 2°+72°-8=0

5  Se f:C>C ¢ uma funcdo complexa dada por f(z)=z+2 e
A={zeC; 0<Re(z)<1 e 0<Im(z)<1}, entdo represente no plano complexo:
a) 0 conjunto A;

b) o conjunto f (A) formado pelas imagens f(z) emque ze A.

6) Responda verdadeiro (V) ou falso (F), justificando.

a)Se zeC  entdo 1z

z 2z,
2z |z] |z

b) Se n é um ndmero natural par, entdo i+i*+..+i" =0

¢) Toda equagcéo algébrica de grau ne N(n>1) possui pelo menos uma raiz imaginaria.

d) o =1003é uma raiz da equacéo algébrica z* -1002z* —1001z —2006 = 0
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2. Quartas provas de Matematica Basica I

1998

1) Determine xeR tal que 1. “100
X

2) Esboce o grafico da fungdo f (x) ~—1 1 e determine os pontos de intersecdo do grafico com

X+4

0s eixos coordenados.
3) Resolva a equagdo trigonométrica sen xcos® x —sen®xcos x = 0
4) Dé a imagem, o periodo e eshoce o grafico da fungéo f (x)=1-|sen2x |

5) Um hexégono regular, inscrito numa circunferéncia de centro na origem, tem como um de seus

vértices o afixo de z =2i. Quais numeros complexos tém afixos nos outros vértices do hexagono?

6) Dado o polindmio P(z)=z®+2z%+az+b, determinar a e bde modo que M (z)=P(z)+1 seja

divisivel por z+1 e N(z)=P(z)-1 sejadivisivel por z-1

7) Resolver a equagéo (x - 2)3 =4-X

Observacéo: Todo argumento usado na solugdo de uma questdo deve ser escrito como parte

integrante da solucéo.
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— 1

( )2 e dé as intersec¢des com os eixos coordenados.
x+1

1) Esboce o grafico de y =

2) Resolver as equagdes e inequagdes abaixo:

2
x +x+1
a) ——— 20
) 4-x°

b) sen’x—cos’ x=cosx em R

¢) 4cos” x <3 no intervalo [ 0,27 ]

3) Esboce o grifico da fungdo y =+/1-sen’x + cosx no intervalo [ 0,27 |

4)

a) Determine os numeros complexos z com | z | =2 que satisfazem a igualdade
|Z—i|: V2 |i—1|

b) Interprete geometricamente o item (a).

5) Dividindo um polinémio P(z) por (z—l)3 , obtém-se um resto que, dividido por z -1, da resto 5.

Determine o resto da divisdo de P(z) por z—1

6) Resolver a equago 2z* —9z° +16z° —14z+4=0

7) Prove que o perimetro de um poligono regular de n lados, inscrito em um circulo unitario,

¢ dado por 2n sen (Ej

n
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1) Dada a fungéo y = 2sen(nx), determine:

a) o periodo e os zeros desta funcéo;

b) um esboco do seu gréfico.

2) Resolva, em R, a equagdo e as inequagdes abaixo:
a) tg x = sen 2x
b) cos2x < 1+senx

C) x*+4|x| <5

3) Eshoce o gréfico da fungdo y=| x| + |x—2| emque x € Re indique o conjunto imagem.

4) Deseja-se construir uma pista de atletismo com 400 metros de comprimento acoplando-se duas
semicircunferéncias a um retdngulo que devera ser um campo de futebol. Quais as dimensdes do

retangulo de maior &rea que assim poderé ser construido?

5) Responda justificando.

a) O valor de m paraque afungdo f (x)=x*—2x+2m tenhacomo imagem o conjunto R, € m=1?

b) Quais nimeros naturais n anulam a soma i+i®+...+i"?
c) Existe alguma equacéo algébrica do 3° grau com coeficientes em C que ndo possua raiz real?

d) Esté correta a solugdo do exercicio descrita abaixo?
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Exercicio:

Na figura temos uma circunferéncia de centro O e raio OA com

A
OA=0B=2 e AB=3. Calcule sen a.
Solucéo:
B Aplicando o teorema dos senos no triangulo AOB,
temos —~2_ _ 2r,
sen o
logo =2x2= =4 :>4sena=3:>sena:§
sen a sen a 4

6) Dado o polinémio complexo P(z)=z2+(1+i)*, determine os zeros de P(z) e escreva-os na

forma a-+bi, com a e b reais.
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1) Dada a fungéo f(x) :‘ ﬁ—l ‘ determine:

a) dominio, imagem e zeros da funcao;

b) um esboco do gréfico.

2) Dada a fungéo g(x)=1-| cos2x |, determine

a) zeros da funcéo;

b) esboco do gréfico.

3) Resolverem R:

2 1
a +——=-1
) x> -1 x+1

X2 +x+1
by ——— >0
) 4-x°

1
< Sen Xcosx < 3

O
N
NG

d) cos2x+cosx+1=0

4) Determine o valor de k para que sen 6 e cos6, (6 <R) sejam as raizes da equacéo algebrica
2x2 —kx-1=0
Z+iZ

1+i

& um ndmero real.

5) Se z e C, mostre que
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6) Resolver a equagdoem C: 2x" +x"+x-1=0

7) Um grupo de estudantes pretendia fretar um Onibus para participar de um congresso em Brasilia.
Inicialmente ndo havia nimero exato de estudantes que participariam da excursdo, entdo se combinou
com uma empresa de onibus a seguinte regra de pregos: "Para um 6nibus de 40 lugares a empresa
cobraria de cada passageiro R$ 50,00 mais R$ 5,00 por cada lugar vazio". Qual niimero de

passageiros daria rentabilidade maxima para a empresa de 6nibus? Qual ¢ essa rentabilidade?
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2002

1) Dadas as fungdes f(x)= e g(x)=| x+1]

1+—1
x—1

a) encontre os zeros da fungdo f (x)
b) esboce o grafico de f(x) e de g(x) num mesmo sistema cartesiano

C) encontre os pontos de intersec¢do dos graficos das duas funcdes.

2) Resolva a inequagdo em R.

X(x+2)
x> -1

>0

3) Esboce o grafico da fungdo f (x)=sen(nx).cos(nx)

4) Resolver a equagdo em R sen®x+sen’x+sen’x =3

5) Determine a e b para que o polindbmio P(z)=2z’+az’+bz-2 seja divisivel por

B(z)=(z+1)(z-3)

6) Esboce o lugar geométrico dos afixos dos nimeros complexos z tal que |m(z2) =1

7) Para que valores de n, inteiro positivo, (1+i)" € um namero real?
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2003

1) Dada a funcéo f(x):l—ﬁ, determine o dominio, a imagem, os zeros e faca um esboco do
X

grafico de f
2) Eshoce o grafico da fungdo real g(x)=2sen(nx)

3) Resolva as equacdes e inequagfes em R

b) 4cos’x < 3 nointervalo [ 0,2x |
c) ||x]-1] <1

d) 2|x| +1=|x]|
4) Determine os zeros do polinomio complexo P(z)=z?+(1+ i)2 e escreva-os na forma algébrica.

5) Encontre o valor do nimero real a para que%—ai30 seja um numero real.

+al
6) Sejam zeC com |z |=1, arg(z)=0 e neN. Mostre que z"+in=2cos(ne)
z

7) Resolva a equacéo algébrica em C

7' —273+322-22+2=0
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2004

1) Dada a fungdo f(x)=|x|x|+1| , determine:

a) o dominio, a imagem e os zeros da fungao f

b) um esbogo do grafico de f

2) Seja f:R — C uma fungio definida por f(¢)=cost+i sent.

Prove que f(x)f(y)=/(x+y). Vx,yeR

3) Resolva a equagéo 1 + 2sen x + 4sen’x + 8sen’x = 0 em R.

4) Represente geometricamente no plano complexo os conjuntos 4,8 ¢ AN B, sendo

A:{ze(C/zE:4} e Bz{ze(C/(E)Z:zz}

5) Responda verdadeiro (V) ou falso (F), justificando sua resposta.
a) A equagdo algébrica z* —5z—6 =0 possui quatro raizes reais.

X +x+l

b) O intervalo [-1, 1] ¢ o conjunto solugdo da inequagio T >0
- X

¢) Existe polinomio do 3° grau definido no conjunto dos nimeros complexos que nao possui zero real.

d) O valor de sen[arccos %} é g

172



2005

1) Sejaafuncdo real f:R —R dadapor f(x)=x|x|-x-2
a) eshoce o gréafico de f
b) estabeleca um dominio no qual f possua inversa e dé uma expressdo para a inversa de f restrita

a esse dominio.

2) Dada g(x)=|tg(nx) |-1, determine:
a) dominio, imagem e zeros de g

b) um esboco do grafico g

3) Resolva as equacdes e inequagfes em R

) L .2
x-1 X—2

b) 2sen’x+7sen x+3<0
C) sen’x—sen’x+sen x—1=0

d) cos2x+2sen’x+2=0

4)
. ~ , . AN - ays
a) Quais sdo os nimeros naturais n que tornam (\/E—\/E |) um nGmero real positivo?

b) Determine o lugar geométrico dos afixos dos complexos z tais que z* é imaginario puro.

5)
a) Prove que o polindmio P(z)=nz"*—(n+1)z" +1 € divisivel por B(z)=(z-1)’

b) Mostre que a equacdo algébrica z*® -3z +1=0 possui trés raizes irracionais e distintas.

173



2006

1) Dada a fungdo f (x)=| 2sen(4x) |1, determine:
a) dominio, imagem e zeros de f

b) um esboco do gréfico de f , por etapas.

2) Resolva em R as equacdes:

a) (1+x)(1-|x|) =0
b) sen®x+cos*x=1

1 1
C) X +S+x+==4
X X

X+y=

3) Resolva o sistema , para x e y no intervalo (0, 2r)

N|&4>|:1

sen X =

4) Seja P(x)=x°-1 um polindbmio real. Esboce o grafico da funcdo f:R — R definida por
f(x)=P(x-2)

5) Dado : — 27! ‘encontre todos os valores reais de a para que se tenha Re(z) < 0.
a-+l

6) Responda verdadeiro (V) ou falso (F), justificando sua resposta.

a) Existe um ntmero racional o tal que o € irracional.

b) Se a,beR e a<b, entdo a* <b?

c) Toda equacdo algébrica com coeficientes inteiros possui pelo menos uma raiz racional.

d) Sejam z e w dois numeros complexos ndo nulos, cujos afixos estdo sobre a reta de equagdo

y =kx (k constante ndo nula). Entdo podemos dizer que ZeR
w
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2007

1) Resolva as equac@es e inequacdes em R

a) 1 2
X—2 x—1

b) sen®x+sen*x+sen’x =3

2) Seja f :R— R dadapor f(x)=x*. Determine
a) uma expressao, os zeros e o grafico de g(x)=1-f (x—1)

b) prove que g é decrescente e dé a lei da inversa g

3) Dada f (x)=1+sen(nx), determine:
a) dominio, imagem, zeros e periodo de f

b) o grafico de f
4) Represente no plano complexo os afixos dos numeros complexos z tais que Im(zz): 2

5) Obtenha o quociente e o resto da divisdo de A(z)=z"-o" por B(z)=z-a (a numero

complexo constante).

6) Um tridngulo equildtero, inscrito numa circunferéncia de centro na origem, tem como um de

seus vértices o afixo do nimero complexo /3 +i . Determine:
a) 0s numeros complexos cujos afixos sdo 0s outros dois vértices do triangulo;

b) a area do tridngulo.
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2008

1) Resolva a equagao ¢ a inequagao:

X x+2

b) 2cos’ x—cos® x—8cosx+4=0
2) Dada g(x)=1-2sen 2x, esboce o grafico de g apresentando as etapas do desenvolvimento.

3) Dada a fungdo f(x)=arctg(x—1), determine:

a) dominio, zeros e conjunto imagem;

b) um esbogo do grafico.

4) Represente no plano complexo os afixos dos niumeros complexos z tais que Im [(z —1)2] =2

5) Seja P(z)=a,z" +a, 2" +..+az+a, (a,=0)um polindmio com coeficientes inteiros. Se q,¢é

impar, entdo mostre que nenhum ntimero inteiro par pode ser raiz desse polindmio.

6) Mostre que a equagdo algébrica x* + x—3 =0 possui pelo menos duas raizes reais.
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2009

1) Dada a funcao real f(x):‘(x—Z)s +4 , determine:
a) dominio, zeros e imagem;

b) um esboco do gréfico.

2) Resolva as equacdes.
a) |x-14-1-1=0emR

b) cotgx-sen2x=0 em R
C) arcsenyXx +arccos x=g em R

d x*-x*+2x*-2=0em C

3) Seja P(x)=(ax’~2bx+c+1) um polindmio. Se O e -1 sio raizes de P(x) e a soma dos

coeficientes do polindmio P(x)é 32, calcule os valores de a, b e c.

4) Represente no plano complexo o lugar geométrico dos afixos dos nimeros complexos z, tais

que |z—i|>|z-1].

p , 1
5) Calcule o médulo do nimero complexo W:ﬁ , para x ¢%+ kn, keZ
+itgx
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2010

, determine:

1) Se f(x)z”x2 —1|—1

a) dominio, imagem e zeros de f

b) um esbogo do grafico de 1

2) Se g(x)=|secx|-1, determine:
a) dominio, imagem e zeros de g

b) um esboco do grafico de g

3) Resolvaem R
a) 2cos2x—cosx=3

b) (x-1)(8x-9-2x*)<0

4) Resolvaem C
a) ()6—2)3 =4-x

b) x*-2x+3x* -2x+2=0

5) Responda verdadeiro (V) ou falso (F), justificando

a) Se a e b sdo numeros irracionais, entdo a+b ¢ irracional.

b) Seja D:{ngkn;keZ}.Se abgD e a<b,entdo tga<igh

¢) Seja P(z)=a,z"+a, z"" +..+az+a, um polindmio com coeficientes reais. Sejam a.eCea 0
seu conjugado. Se P(a)=p, entdo P(a)=p.

d) Seb#0, entdo a equagdo algébrica x’ +ax+hb =0 nio possui raiz de multiplicidade 3.
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2011

1) Resolva.

2
X" +2X
a) — . <0 D) cos2x+cosx+1=0
X —

2) Se f(x)= ‘\/5 sen(nx)‘—l, determine os zeros e um esboco do gréfico de f

3) Seja f(x)=+/x.Se g(x)=1+f(x-2), determine:
a) aexpressdo, o dominio e o grafico de g

b) aexpressdo, o dominio e o grafico da inversa g

|z]=2

4) Dado o sistema de equacdes {| -1
z—-i|=

a) determine as solugOes complexas do sistema;

b) dé uma interpretacdo geométrica desse sistema no plano complexo.

5) Responda verdadeiro (V) ou falso (F), justificando a resposta.
a) Se p é um ndmero inteiro impar, entdo p® é impar.

b) Se reQ,entdo (r+1)’eQ

¢) O maior valor que a fungdo f (x)=senx+cosx pode assumir € 2.

d) Toda equacgdo algébrica com coeficientes reais e grau n par possui pelo menos duas raizes reais.
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2012

1) Resolva as equacdes.

3) 1 1

<_
2x-1 x-1

b) sen®x+cos* x :%

2) Seja f :R—R dada por f(x):‘(x—lf—l‘. Determine:

a) z(f);intersecdo do Gr(f) com os eixos coordenadase Im(f)

b) ograficode f

3) Se g(x)=|2senx+1], determine:

a) z(g) e Im(g)

b) o gréficode g

4)

a) Represente no plano cartesiano o conjunto A= {(x,y) e RxR / x* =1}

b) Represente no plano complexo os afixos dos nimeros z e C tais que Im(zz) >0

5) Responda verdadeiro (V) ou falso (F), justificando.

a) Se f(x)=sen|x|, entdo o conjunto Im(f)=[0]]
b) Se (1+tgzx)cosx:2, entdo cost:—%

c) Sejam o, €C.Se o € umndmero imaginarioe a+Be R, entdo B € um ndmero imaginario.

d) Seja P(z)=1+z+z°+..+2z", neN.Se P(i)=0, entdo P(-i)=0
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3. Respostas das questoes das terceiras provas

1998
1) Z=-1+2i
2) z=-1-i
3) -1
4) circunferéncia com centro C(0,1)e raio 2
5) n=4
6) m= 4 en= B
3 3
8) P(z)=(z-1)(z+2)(z+i)(z-i)
9) p=4eq=0
1999
1) lou-1
2) -5
3) Z,=—3+i, z,=-1-3i e z, =3—i
4)
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5)
6)
7)
8)
9)
10)

1)
2)

b) S:{o, 2, —+ 2 -
2

3)

4)
5)
6)
7)
8)

S={i, —i, 2+i, 2—i}

S={3, 1+i, 1-i}

=12}

S

4
Zero

2-3i

2000

0,-lel

a) §={2, 2+i, 2-i}

INE) ﬁlﬁ.lﬁ.}

1 .
—t i, ————i, ———i, —2
2 2 2 2 2 2 2

a) b)

n=3+6k com keN

m=-2 e n=—4

S=lig =i -3
5+3i

A:{(x,y)eRz/x2+y2=1 ouy=0ce xeR*}
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2001

1) n nimero natural par
2) a) 4 b) S={1-i, —1+i}

3) N

Bl ol
A
A
A
A

DA
N

R 1
R
St
St
T

RS NV

RS NV

RN NV

RN NV

PP AT i A
v

5) P(z)=3z"-6z+6
6) S={2, 3, i,~i}

7) a) V. b))V oF d&F (ustificar)

2002

1

2) circunferéncia com centro C(-1,0) e raio 1
3) |z| =1
5) R(z)=z"+z-1

6) S ={—2, v, i,—i}

7Y  aV bF oF dV
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2003

1) @=1,raizes 1+i e —i
2) reta de equacdo x =-1
4) R(z)=1z

5 W
4
6) zero

7) x=7-2/6
8) ayF bV ¢V dV (ustificar)

2004

2) zero

3) 2, =~3+i, 2, =—/3+i,2,=-2i e p=63

4.a) S={0, 1+i, 1-i}

b) s={1 i,-i}

5) aV b)Vv ¢V d)F (justificar)

2005

1) a) circunferéncia de raio 1 e centro C(-1,0)

YT LT CF
2 2 2 2
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2

2) a) 32{3, 3,37, E—ﬁi}
2 2 2

b) 23—(3+«/§)22 +(7+2«/§)z—5(1+\/§) =0
3) R(x)=x-1

4) 1
5) aV bV c¢F dV (ustificar)

1)

b) S={O, g L8 i—ﬁi}
2 2" 2 2

3) zero

4) 1242

7) b=-1 c¢=-18
2007

1 -3
1 a) a=—, b=—
) ) 16 4

2) n=4k com keN
3) a) S={-1 1,2}

b) 5={%, 2,1, —i}

4) S={(xy)/y<1

5) R(z):%22+z+%

6) ayF b)Vv c¢F d)F (justificar)
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2008

1) a) a=1+i e p=i
2) circunferéncia unitaria reunida com o eixo real excluida a origem
3) a) S={0,1, -1, i, —i}
by s=lo 1 L8 1 V3,
2 2 2 2

y O

4
5) B(z)=72°
7) Arg(z)e[o, %:|U|:%,2ﬂ'j

8) aV bF ¢V dF (ustificar)

2009

2) a) Sz{ﬁ-l-li, _—\/§+£i, —i}
2 2

2 2
b) S={-11
3) a) P(z)=2"-32"+1z+3

b) 3
4 a) {% 3, —1+i, —1—i}

0 (=)o =Yoot = Yo Hi)

5) a) F b)F c¢)Vv d)V (justificar)
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1)

2)
3)

4)

5)

2010

=171 o~ Mgl

A reta de equagdo y = —x

2=(-1-v2)+(1++2)i

6) S:{l, e PRI —1_£i}
2 ' 2 2
a) s={i, —i, 3i, -3i}
b) S={0,1 -1 i, —i £+£i, ﬁ_ﬁ -2
2 2 2 2 2
c) 32{0,1 2, 1+i, 1_|}
@ s-fi L33 1B 1 V5 LG,
12722 2 2 2 2 2

2011
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3) a) eixo imaginario
b) semiplano {(x,y) e R* /'y < x}
4) b) A(z)=(z-i)(z—-i)(z+i)(z+1)

5) a) P(1)=n+le P(-1)=1

2012
1) n==6
2) AY
L
0'\ 1 :"2 > X

_______

3) a) a=1 b=4 b) Q(z)=2°+2z*+3z+4

4) a) S:{—l, l+£i, _—1+£i _1—£, 1 3}
2 2 2 2 2 2 2

2

b) S:{l, _p, L3 _—1—£| 1++/3i, 1 —I}

v

2 2 2
5)
4 4
1 (1,1) 1
0 1 - 0

6) a) F b)F ¢ F d)V (justificar)
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4. Respostas das questoes das quartas provas

1998

1) S:{xeR/x<_—1 ou x>0}
100

2)
LY
i
il
H
.‘\I\
\
\
3) S:{xeR/x:—,er}
4)
1
o0 = 5 i @
4 2 4

5) {21', —Bai, =B—i, —2i, B—i, \/§+i}
6) a=0¢bh=-2

7y =l 3,347,347,
2 2 2 2
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1999
1)

2) a)s=]-272

b) SZ{XER/X:(ZK-F].)%; keZ}

C) S={XER/£<X<5—” ou 7—7T<x<&}
6 6 6

3)
4y
2 \'"" /
| ( » X
E b It 2
2 2
4) a) 21:E+li e 22=—£+£i

2 2 2

b) afixo de z e de z,s80 as interse¢Oes de duas circunferéncias
5) resto r=5.

6) S :{2, 50 1+, 1—i}
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2000

=2 b
1) a) P ) Ay

2) a) S={xe]R/x=kﬂ' ou x=%+k%; keZ}
T 117z
b) S={xeR/2k7r<x<(2k+1)7z’ ou ?+2kﬂ<x<T+2k7r; keZ}

) S=]-1]

3)
Fy .1,‘

4) 100mx @m
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5) a) ndo (justificar)
b) maltiplos de 4
c) existe; 2°-i=0
d) ndo (justificar)

6) z,=1-ie z,=—1+i

2001

1)

2)
o x o om o
4 2 4
3) a) S={0)
b) s=]22

c) S= XER/l+k7Z'SX<5—”+k7Z' ex¢£+k7r; keZ
12 12 4

d) S={X€R/X=%+k7z’ ou x=2?”+2k7r ou x=4?”+2k7r; keZ}

4 k=0
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6) S:{y, 1B 13,

2 2 2 2

7) 25 e R$3.125,00

2002
b 1+/5 3445 1-5 3-45
JL}" P] 2 ) 2 3P3 2 N 2

VG (—1+\/§ 1+«/§] [—1—J§ 1—\/§j
})2 [ P4 - 5 | A

2 2 2 2

2
o P,
-1 0 | >

2) §=(-0,-2]U(-10]U(1,+)

3)
Ay

N —
l (=
(3]

4) S:{xeR/x:§+k7r; keZ}

5) a:__4 e b:_—13
3
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6)

. }_}
\ Hipérbole
: — X
0
7) multiplos de 4.
2003
1)
4 '1’
|1
§ 0
',1 \ 1 1 « X
2)
A };
» X
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3) @) S=(—0,0)u[2,+x)

o {5 S5 2)

c) S=[-22]

d s=go
4) S:{l—i, —1+i}
5) a=4
7y Ss={i, —i, 1+, 1-i}

)
Il

2004
1)

3) SZ{XGR/X=%+2|UZ ou X:%ﬁ-Zkﬂ'; XEZ}

4) A: circunferéncia de centro C(0,0)e raio r=2
B: eixos coordenadas
AnB={(2,0), (-2,0), (0,2), (0,-2)}

5) aaF b)F c¢)V d)V (justificar)
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2005

D . D= [ y,+oo) ¢ um possivel dominio e
. 1+44y+9
1=

’ /
.’f
A | e /
T f—
; /
/
T
\2\2 -/
S S
Vi
1 1 k
2) a) Dom(g)= xeR/x¢E+k;keZ e z(g)= Z+E;k€Z
b)
.
1 T—
| | l
| ] |
|I I| | [|
VL
\ ,l'l Il',l ,IIII . X
T OI'J ||I 1 |l|
\'\ I-".l “'\\ /
/A RV
3) a) §=(0,1)u(2,+)
b) SZ{XGR/%-FZ’WTSXSHTE-FZ/WT; keZ}
T
c) S={xeR/x=E+2k7z; keZ}
d s=0
4. a) multiplos de 8. b) retas de equacdo y =x e y =—x, exceto a origem 0O(0,0)
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2006

1) a) Dom(f)=R b)
Im(f)=[-11] Y

T T St T

T

S

2) a) §=(-o0,1]
b) S={xeR/x=k7roux=%+2k7z; keZ}

0 S:{l 3445 —3—\/5}

2 2

3) S=0

4)

0 1\3_/;3

1

5) S:{aeR/—l<a<1}
6) aaF DbF o¢oF dV (ustiicar)
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1) a)s :(1,2)u[3,+oo)
b) SZ{%-ﬁ-kﬂ'; keZ}

2) a) g(x)=2-3x+3x"-x°

X; ¥y

b) g’l(y):1+31—y

3) a) Dom(f)=R

z(f):{%+(2k+1); keZ}

p=2

b)

of 172132 2

i
\/__,

2007
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4)

5) Q(z)=z""+az"*+a’ " +..+a"z+a"!

R(Z)EO
6) a) V3+i, —/3+i, 2i
b) 33

2008

1) a) S=(-»,0)u(12)

b) sz{Lzm, ST okl keZ}

3 3

2)

3

2

i

Fat .
QN 2
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3) b

4y
&
2
=X
—'—'_—'d_ﬂ_ﬂ’/i
i
2
4)
. y
\
0 S
— T X
\\‘—.j
™

2009

1) a) z(f)={1}
Im(f)=[0,+x)
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2) a) S={-1,1,3}
b) § {£+kﬂ, £+k£;kez}
2 4 2
[

) s=[0,1]

d) s {—1, 1, -32, ?Nﬁ.gn ?—%.gz}

3) a=1 b=-tcc=-1
2

4) a) Semiplano {(x,y)/y <x}

b) | w|=| cosx]|
2010
1) b)
\ / 1 I,-"IfI
7% s
.\.."\ I f. k N S // \ // f
~2-1 0 1 2

2) a) DOm(g)={x¢%+k7r; keZ}

z(g)={kn; keZ}
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3)

4)

5)

1))

2)

b)

3 :

a) S={(2k+1)7z; keZ}

b) S=[l,+oo)

) 52{3, 3.9, z_ﬁl}
2 272 2

b) S={i, =i, 1+i, 1-i}

a)F DbF ¢V dV (ustificar)

a) §=[-2,-1)u[0,1)

T 4

b) S={£+kﬂ', 2—+2k7r, —
2 3 3

()= +hike)

2011
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3) a) g(x)=1+Vx-2

Ay
Y
1
0 1 2 » X
b) g (x)=2+(x-1)
Ay
2
1
0 1 » X
4) a) §={2i}
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b)
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DY
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‘.\ Djz h

5 aaV bV oF dF (ustificar)

2012

1) a) S=(0,y)u(1,+oo)

\S)

b) S={£+k£;kez}
42
2)
Jl}’
2\
1
p» X
0 1 2
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3)

raj#
a3
b2

o

4) a) duas retas verticais.

4V

b) 1°e 3° quadrantes, incluidos os eixos coordenadas
5 aF bV ¢V dV (ustificar)
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	FUNÇÃO COMPLEXA DE UMA VARIÁVEL COMPLEXA
	Seja  D um subconjunto de  . Uma função complexa   definida em  D é uma correspondência que associa a cada número complexo   a um único número complexo  . O complexo w é chamado de valor de f em z e denotado por  .
	4.1 Exemplos de funções complexas
	1) Seja   e   definido por   .
	Logo  .   Se   e   com  , então podemos escrever  . Assim   .
	Portanto    e   são funções reais de duas variáveis reais x e y (observe que sendo   temos  ).
	2) A função complexa   definida por   é também chamada de função real de variável complexa, pois  ,  .  Note que   .  Assim vemos que o conjunto das imagens de f está contido em
	3) Seja   definida por  .
	Se   , então  .
	Nesse caso Re  e  .
	Para todo  , existem  ,   tais que  . Os complexos   e    são as raízes quadradas complexas de w.  Como a raiz quadrada complexa do zero é ele próprio, concluímos que f  é sobrejetora, mas não é injetora.
	4) Motivados pela definição da Função de Euler (seção 3.6),   dada por  sen y  escrita na forma exponencial  sen y , definimos a função exponencial complexa  Exp   por  Exp .
	Se  , logo Exp  em que E é a Função de Euler. Portanto  Exp sen y)  sen y .
	Assim, sendo   temos  Exp .
	Observações acerca da exponencial complexa
	a)   Re(z)
	b)    ,   z  , pois se   , então  . Como  ,  , temos  , mas   e   nunca se anulam simultaneamente  para um mesmo valor  . Portanto
	c)
	De fato: Sejam    e
	d)    n  ,   , pois usando a fórmula de Moivre temos
	e) A exponencial complexa não é injetora.
	Por exemplo   e  .
	Logo
	Portanto    z  . Isto mostra que a função exponencial complexa é periódica.
	f)   , pois sendo   temos   e
	4.2 Função Complexa vista como transformação de  em
	Seja   uma função complexa. O seu gráfico   é um subconjunto do produto cartesiano   x  .
	Sendo   identificado geometricamente como  , então   é identificado com  x  , que é um espaço quadridimensional. Portanto não conseguimos mais esboçar e visualizar geometricamente o   por ser uma figura num contexto de dimensão 4. No entanto, uma mane...
	/
	Se  , então  . Assim  Re   e   são funções reais de duas variáveis reais.
	Exemplos
	1) Seja   definida por
	Seja   o círculo   ,
	então temos   com    com  . Assim vemos que   é o círculo com centro na origem e raio 1, mas agora percorrido duas vezes, isto é,  é o círculo com duas voltas.
	Seja  uma reta  perpendicular de equação   (a é uma constante real), então   e a é uma constante real}.
	e  ,   é uma parábola.
	/
	Seja   a reta horizontal   (b constante real), então   e b constante real}
	e    é a parábola esboçada a seguir
	/
	2) Seja   dada por
	Seja o semiplano complexo  .
	A função f  transforma  em   com  .
	Como  ,  então   é uma rotação de 45º no sentido anti-horário dos vetores  , com módulo multiplicado por  .
	Geometricamente,   é uma rotação de 45º no sentido anti-horário de  .
	/
	Considerando as interpretações geométricas do produto e da soma de números complexos, estudadas na seção 3.5, vemos que a transformação dada pela função complexa da forma   , com   e  constantes complexas, pode ser obtida geometricamente por uma rotaç...
	3) Seja   dada por  .
	e  .
	Seja o quadrado   e  .
	/
	4) Seja   dada por  , então
	a) As retas   (a const. real) verticais ao eixo real do plano complexo são transformadas em círculos com centro na origem e raio  .
	b) As retas   (b constante real) verticais ao eixo imaginário do plano complexo são transformadas em semirretas do plano complexo.
	De fato:
	a)   é uma reta vertical ao eixo real.
	Se   , então  .
	Logo, fazendo variar  y  em  , temos que   é um círculo com centro na origem e raio   com infinitas voltas, pois  f  é periódica e portanto   e  .
	/
	Observe que, se   percorre a reta   no sentido positivo  , então   percorre o círculo no sentido positivo (anti-horário). E, se z percorre a reta no sentido negativo   , então   percorre o círculo no sentido negativo (horário).
	b)   é uma reta vertical ao eixo imaginário.
	Se   , então  . Logo   tem módulo   variável e argumento fixo constante  . Assim, variando x em  ,  constitui uma semirreta.
	/
	(a semirreta não contém a origem O)
	Observação: Como vimos, no item a) do exemplo 4, a função exponencial complexa   transforma o eixo y (reta vertical  x = 0), que é uma cópia da reta real, no círculo   de raio 1 e centro na origem. Isto é, a  , quando restrita à reta real, coincide co...
	/
	4.3 Exercícios complementares

	Polinômios
	Zero ou raiz de um polinômio

	Proposição
	Um polinômio   é nulo (identicamente nulo) se e somente se
	Demonstração: Se  , então
	,
	portanto   é identicamente nulo, isto é,   Reciprocamente, se  , temos que
	Igualdade de polinômios

	Proposição
	Os polinômios   e   são iguais ou idênticos se e somente se   e
	Demonstração:
	Se   e  , então para cada   temos  , isto é,   para cada  . Portanto
	Exemplos:
	1) Determine   e c para que o polinômio   seja igual (idêntico) ao polinômio
	6.1  Exercícios
	1) Seja   dada por   uma função quadrática. Seja   a forma fatorada da função   (ver seção 7.4 do volume 1 ). Use a igualdade de polinômios para mostrar que   e  .
	2) Determine os valores de   e   de modo que os polinômios   e   satisfaçam a condição   .
	3)  Determine   e   tais que
	Grau de um polinômio

	Exercício:
	Operações com polinômios
	8.1 Adição


	Exemplo:
	A diferença
	Denotamos o polinômio soma e o polinômio diferença por   e
	8.2  Multiplicação
	8.3  Divisão

	Sabemos que   e
	máx  . Portanto obtemos  . O que é uma contradição. Logo não podemos ter   ou
	8.3.1 Divisão pelo método de Descartes
	Exemplos:
	Assim
	Exercício:
	Logo
	8.3.2 Divisão por
	Usando a proposição do Capítulo 6, que trata da igualdade entre dois polinômios, temos
	e assim por diante.
	Exemplo:
	Logo o polinômio quociente é  .
	Portanto  .  Assim  .
	Portanto
	Teorema de D'Alembert

	Jean le Rond d'Alembert
	(RPM, 1982, 2015)
	9.1  Consequência do teorema de D'Alembert

	Exemplos:
	Efetuando a divisão, encontraremos o quociente  .
	Usando o dispositivo de Briot-Ruffini, temos:
	9.1.1  Exercícios
	9.2  Divisão por 𝑩,𝒛.=𝒂𝒛+𝜷
	O  resto da divisão de um polinômio   por   é igual a  .

	Exemplo:
	Exercícios:
	9.3  Divisão por 𝑩,𝒛.=(𝒛−𝜶)(𝒛−𝜷)

	Demonstração: Se   é divisível por  , temos que o resto da divisão é nulo, logo
	9.3.1  Exercícios
	Histórico
	O teorema fundamental da álgebra

	Toda equação algébrica de grau   possui pelo menos uma raiz complexa.
	Teorema da decomposição
	Demonstração: sendo   uma equação algébrica de grau  , pelo teorema fundamental da álgebra (T. F. A) concluímos que ela possui uma raiz complexa, que denominamos  . Sendo   uma raiz desse polinômio, temos   e, pelo teorema de D'Alembert, concluímos qu...


	Exemplos:
	1.2.1  Exercícios
	Multiplicidade de uma raiz
	Decompondo o polinômio    em que   e   são as raízes.
	tem a soma dos coeficientes igual a zero, logo  , e, portanto,   é divisível por  .

	Portanto
	13.1  Exercícios
	Relações entre coeficientes e
	raízes (relações de Girard)
	Equação do 1  grau
	Equação do 2  grau
	Equação do 3  grau
	Equação de grau n


	14.1  Exercícios
	Teorema das raízes complexas

	Demonstração: Considere a equação algébrica   com   e  . Assim, se  , então, sendo   raiz da equação, temos que  .
	Corolário
	Se   é raiz de multiplicidade m de uma equação algébrica com coeficientes reais, então o conjugado   também é raiz de multiplicidade m.
	Demonstração: Seja   a equação algébrica com coeficientes reais.
	Consequências:
	15.1  Exercícios
	Teorema das raízes racionais

	Demonstração: Se   é raiz da equação, logo   e, multiplicando a igualdade por  , temos:   (*)
	Corolário
	Se   é raiz da equação algébrica   com coeficientes inteiros e  , então   é um divisor de  .
	Exemplos:
	16.1  Exercícios
	Teorema das raízes reais
	(teorema de Bolzano)
	Provando o teorema de Bolzano


	Exemplo 1:
	Exemplo 2:
	A equação   possui raiz real positiva.
	Exemplo 3:
	Resolução algébrica
	de algumas equações
	18.1  Equações na forma fatorada
	18.2  Equações na forma ,𝒂𝒛-𝒏.+𝒃=𝟎
	18.3  Equações transformadas


	Exemplo 1:
	Exemplo 2:
	18.4   Equações do 3  grau (fórmula de Cardano)

	De fato, substituindo   na equação primitiva, temos:
	18.4.1 Alguns exemplos clássicos
	Portanto   é uma solução real da equação
	2) A equação histórica   foi escrita por Raphael Bombelli no livro L´Álgebra de 1572.
	Facilmente se vê que 4 é uma raiz da equação  , e, dividindo o polinômio por   , escrevemos  . Resolvendo a equação quadrática  , obtemos as raízes   e  . Portanto as três raízes da equação   são todas números reais, a saber  ,   e  .
	Agora usando a Fórmula de Cardano - Tartaglia - Del' Ferro na equação  , obtemos as soluções  . Logo, temos que a soma das raízes cúbicas complexas da fórmula fornece, nesse caso, as três soluções  ,  e  . Portanto concluímos que   é sempre um número ...
	3) Resolvendo a equação algébrica  . Como a equação é do 3º grau com coeficientes reais, o teorema das raízes complexas garante que pelo menos uma das raízes é real. Sendo os coeficientes números inteiros, poderíamos usar o teorema das raízes racionai...
	No entanto precisaríamos testar na equação as possíveis raízes racionais que seriam formadas pelas razões entre os divisores de 136 pelos divisores de 27. Isto nos exigiria bastantes cálculos, porque o número de possibilidades de raízes a serem testad...
	Optemos então por fazer uma transformação na equação dada para eliminar o termo do 2º grau, obtendo assim uma outra equação mais simplificada, possibilitando também o uso da fórmula conhecida.
	A Lei da Transformação, nesse caso, é  , o que equivale a   e, substituindo na equação primitiva temos  .
	Agora na equação   podemos usar a fórmula de Cardano - Tartaglia - Del' Ferro ou usar o teorema das raízes racionais e com uma rápida inspeção verificamos que 2 é uma raiz. Assim   possui as raízes 2,   e  .
	Voltando à Lei de Transformação   , temos   o conjunto solução da equação  .
	Se aplicarmos a fórmula na equação  , obtemos como raíz,  . As três raízes do conjunto solução são obtidas de  , considerando no cálculo as raízes cúbicas complexas indicadas acima.
	4) Resolver a equação
	Neste caso a equação não tem raiz racional, logo sua raiz real é irracional.
	Usando a Fórmula de Cardano - Tartaglia - Del' Ferro, temos   com    e      (*3F )    em que    e  .
	Logo   .
	Na forma trigonométrica  .
	Logo as raízes cúbicas de   são   , ou seja:
	.
	Portanto temos as raízes    ,      e  .
	Exercícios complementares
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