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1 Introducao

No curso de vibragdes aprendemos a encontrar os modos de vibracgdo e frequéncias naturais
de um sistema cujas propriedades sdo conhecidas (analise modal). A anélise modal é
importante para estudar os efeitos de um carregamento ciclico em uma estrutura conhecida.
Ap6s a construgdo da estrutura ou do componente mecénico ele pode ser testado por uma
anélise modal comum ou operacional. Na andlise modal comum o carregamento exercido no
sistema é controlado enquanto na anélise modal operacional o carregamento é aleatério.
Nessa apostila primeiramente iremos revisar o procedimento de andlise modal para sistemas
com um grau de liberdade (SDoF) e com miltiplos graus de liberdade (MDoF)
ndo-amortecidos e amortecidos. Relembraremos os conceitos de frequéncia natural, modos de
vibragao e fator de amortecimento. Finalmente veremos como podemos construir a fungao
resposta em frequéncia de um sistema a partir das frequéncias, dos modos e fatores de

amortecimento.

2 Formulacao Lagrangiana

A mecanica Lagrangiana, do matematico italiano Joseph Louis Lagrange, é uma formulagao
da mecanica cldssica que leva em conta a conservagao de quantidade de momento e energia.
Ela pode ser utilizada ndo s6 em sistemas mecanicos mas também em sistemas elétricos e
eletromecanicos desde que a abordagem seja adaptada.

A beleza do método Lagrangiano € a sua aplicagdo facil em sistemas com muitos graus de
liberdade, vérios tipos de coordenadas e restri¢des. As equagdes de Lagrange sdo vélidas em
qualquer sistema de coordenadas (Inercial ou nado-inercial).

Outra vantagem é que, diferentemente do formalismo de Newton, a mecénica de Lagrange
trabalha com escalares (energias, trabalho virtual e poténcias) ao invés de vetores o que facilita

os céalculos.



2.1 Sistemas mecanicos

2.1.1 Revisao das Leis da mecanica classica

As trés leis de Newton junto com o conceito de trabalho virtual sdo a fundagdo das quatro

principais maneiras de formular um problema de dindmica que sdo as equag¢des de Lagrange

e de Hamilton e os principios de Alembert e de Hamilton. As leis da dindmica foram

deduzidas a partir da experimentagdo e portanto ndo podem ser encontradas através do

raciocinio 16gico ou de manipula¢des matematicas.

As trés leis de Newton

ou, se a massa for constante, F=m.a

Lei Enunciado Condigdes Equacdo
Inérci A tendencia de um corpo é Forga resultante nula e
nércia -
permanecer em velocidade constante referencial inercial
A forca é igual a derivada
_ da quantidade de movimento Referencial inercial e F=m.a
Forca e aceleracao dg
de um corpo massa constante =7

Acdo e reacdo

Para toda agdo, surge uma reagao
de mesma intensidade

, mesma direcdo e

sentidos opostos

Referencial inercial

Fa/p = —Fpya

Elementos de um sistema mecanico e suas equacdes

Elemento Simbolo Constante Equagio associada
Massa |:| O m (kg) no caso de transla(iﬁo T = mv?/2
I (Kg.m?)no caso de rotagdo T = Iw?
Mola J\/\/\“ @ k (N/m translagdo ou N rotacao) g z igij;
Amortecedor —:I— ¢ (N.s/m) % =cx

@)

2.1.2 Sistemas ndo conservativos

Na vida real praticamente ndo existem sistemas mecénicos que operam sem qualquer tipo de

perda. Essas perdas geralmente estdo associadas com atritos que podem ser entre sélidos ou

entre solidos e fluidos. Podemos distinguir dois modelos o atrito viscoso e o seco (ou de

Coulomb). O atrito viscoso é o modelo que empregamos em amortecedores cldssicos e nele a

forca no amortecedor é proporcional a velocidade relativa entre o pistdo e o cilindro do

mesmo. No caso do atrito seco, a forca de atrito ndo depende da velocidade e sim da forca

normal entre as superficies em atrito.




Atrito viscoso

O atrito viscoso é caracterizado por sua constante ¢ que associa a velocidade relativa a uma
forca. Essa constante depende de vérios fatores como o fluido no amortecedor e as dimensoes
do mesmo. O atrito em um amortecedor ideal é do tipo viscoso, ou seja, a forga no
amortecedor é proporcional a velocidade relativa das hastes do mesmo. Amortecedores reais
no entanto podem ter comportamentos diferentes em compressdo e extensao e constantes que
mudam a com a velocidade como mostrado na figura a seguir.

150 Curva do Amortecedor
50
Z
c 0 r T T T T 1 <
2 = Compressao
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Extensao

-200

-250
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Para nds o amortecedor sempre terd a mesma constante de amortecimento, tanto na
compressdao quanto na expansao.
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Figura 1: Amortecedor em corte (8)

Em sistemas com um grau de liberdade podemos escrever o trabalho das forgas viscosas da
seguinte forma:

5inscous = cxdx



No exemplo 3 da se¢do de aplicagdo vamos aplicar esses conceitos.

Atrito seco O atrito seco ou atrito de Coulomb é o modelo mais utilizado em sistemas onde a
atrito em duas superficies sem lubrificagdo. Nesse modelo a forga de atrito sé6 depende da
forca normal entre as superficies e ndo depende da area de contato e velocidade relativa das

superficies.
X
5WS€CU — _mgyéxm
WSCCO = —m i
dx sH | x|
2.1.3 Aplicacao
Exemplo 1
m —>X(t)

Figura 2: Exemplo 1: Sistema Massa-Mola de um grau de liberdade

Equacionamento por Lagrangiano:

Energia cinética

kx?
V=—
2
mx?  kx?
L=T-v="Y_ 1
2 2

4 (dLy _dL _
dt \ dx dx

d, B
E(mx) +kx=0

mi—+kx=0

Agora que encontramos a equacdo que rege a dindmica do sistema podemos resolver
numericamente ou analiticamente o problema.

Neste caso como o sistema é muito simples sabemos que a solugdo é facilmente encontrada
analiticamente.



Solugéo:
x(t) = cos(wt)

—mw?*cos(wt) + kcos(wt) = 0

k = mw?

Exemplo 2

Figura 3: Exemplo 2: Pendulo Simples

Vamos proceder da mesma maneira que na ultimo exemplo. Utilizaremos como referencia

para energia potencial gravitacional a rétula do pendulo.

Energia cinética

m(L6)?
2

T =
Energia potencial gravitacional

V = —mLgcos(0)

)2
L= m(é@) + mLgcos(6)
d (dL\ dL . B
5 ((19) = mL“6 + mLgsen(0) = 0
Simplificando

0+ %sen(@) =0



Esse é um caso néo linear, podemos fazer a suposi¢do que sin(6) ~ 6. Essa aproximagéao é boa
quando os angulos sdo pequenos. Caso essa aproximagdo ndo seja possivel o problema terd de
ser resolvido numericamente. O problema resolvido numericamente no Matlab estd no

apéndice dessa apostila.

50 T T T T T T T T T

20

-10

-20

Angulo do pendulo em graus
o

Tempo (s)
Figura 4: Movimento do pendulo encontrado numericamente

Exemplo 3

Figura 5: Exemplo 3: Pendulo Simples com atrito viscoso

A parte do Lagrangiano conservativa é a mesma do exemplo anterior.

Trabalho das forgas nao conservativas:



5inscoso = _C(Lé) (L(SG)

5inscoso

ZlTuiscoso 129
50 cL0

Lagrangiano:
i di . di _ (Swviscoso
dt\dp) do 6
mL*0 + mLgsen(9) = —cL*@
. g C .
0+ <sen(0) + —60 =0
+ Lsen( )+ o

Como no caso anterior temos uma equacao nao-linear que podemos resolver numericamente.
Utilizando uma variac¢do do c6digo Matlab utilizado no dltimo exemplo chegamos ao
seguinte grafico.

50 T T T T T T T T T

Angulo do pendulo em graus

Tempo (s)

Figura 6: Movimento do pendulo com atrito viscoso encontrado numericamente

Podemos observar que como previsto o pendulo tende a estabilizar.
Exemplo 4



W m —>X(t)
k

I

Figura 7: Exemplo 4: Sistema massa-mola com atrito seco

Como no exemplo anterior a parte conservativa do Lagrangiano ndo muda.

Trabalho das forcas ndo-conservativas:

X
OWseco = —mg]/l(Sxf.
||
Weco — —m i
ox SH]

Reescrevendo o Lagrangiano do Exemplo 1:

i di B di _ OWseco
dt \ dx dx  Ox

mx + kx = —mg]/tm
¥=—-——x— X

Foi escrito um cédigo no Matlab para comparar nesse exemplo 3 situagdes: Uma onde nao ha
atrito a outra onde h4 atrito seco e a terceira onde hd atrito viscoso. A figura a seguir mostra

os resultados da simulagdo.

10
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Figura 8: Exemplo 4: Sistema massa-mola

Vemos que no caso do atrito seco a massa se estabiliza de forma abrupta e com a mola

ligeiramente comprimida porque a for¢a do atrito ndo diminui com a velocidade da massa.

3 Sistemas nao-amortecidos de um grau de liberdade

m %x(t)

m¥+kx =0

k
wo = %

11



..__g
0= L9

(OBS: A aproximagdo sen(0) = 6 foi utilizada)

— /8
Wy = L

3.1 Solucdo para vibracao livre

Nesse caso ja sabemos a equacdo da dindmica do problema e inclusive ja sabemos encontrar a
solucdo dessa equagdo. Vamos relembrar essa solugdo e os parametros que a definem.
Solugao geral:

x(t) = Acos(wot) + Bsen(wot) = Xcos(wot — ¢)

x(t)=Acos(wot) + Bsen(wot) = Xcos(wot — ¢)
Onde wy é a frequéncia natural do sistema, X a amplitude e ¢ a fase. As duas dltimas
dependem das condigdes iniciais de posigdo (xg) e velocidade (vy).

Podemos escrever a solugdo em fung¢do dos parametros do problema.

x(t) = xpcos(wot) + %sen(wot)
0

ou
x(t) = Xcos(wot — ¢)
onde
2
m wWo
Y0
t8(¢) = o

12



3.2 Forcamentos

Forcamentos podem ser classificados em duas categorias: Os deterministicos e os aleatdrios.
Deterministicos:

¢ FEixo desbalanceado

I

2

Fdesbalunceamento =w mrsen(c‘Jt)

¢ Tropa marchando em uma ponte

\

Aleatérios

e Turbuléncia
e Terremotos

¢ Ondas

As excitagdes acima podem ter efeitos ndo-desejaveis nos sistemas como:

* Fadiga: Apesar das tensdes induzidas por vibra¢des em um sistema saudavel sere
elasticas elas podem iniciar trincas na estrutura. Ex. Trincas em tubulagdes onde ha

vibragdo induzida pelo fluido.
* Ruido: Ex. Brake Squeal (Chiado nos freios).

* Desempenho: Ex. Vibragdo em maquinas ferramenta que podem reduzir a precisdo do

corte.

¢ Conforto: Ex. Transmissdo de imperfei¢des da estrada para a cabine de um veiculo.

13



3.3 Solucdo para vibracao com forcamento harménico

Em casos onde a massa estd submetida a um forcamento harmonico a equagao dos sistema

pode ser escrita da seguinte forma:
mx + kx = F(t)

com F(t) = Fysen(wg).
Nesse tipo de problema a solugdo serd composta pela solugdo da equagdo homogénea
associada (vibragdo livre) e pela solugdo particular (resposta ao forcamento). No caso do

forcamento harmonico com condigdes iniciais nulas a solugéo sera:
x = FyHsen(wrt + ¢)
onde H é a resposta em frequencia.

X0 1
H = —== —
Fo  1— ()2

Vemos que para wr = wy temos um problema. Quando a frequéncia do forcamento é igual a
frequéncia natural do sistema temos ressonancia. Quando ha ressonancia o sistema é instavel
porque a cada ciclo ele acumula energia. O grafico abaixo mostra o valor de H em funcao da

0 WE
razao W

14



Modulo

4 Sistemas amortecidos de um grau de liberdade (SDOF)

‘T m - —>x

—IE

Introduzimos dissipagdo no sistema na forma de um amortecedor, incluimos um termo de

dissipacdo na equagdo do exemplo anterior.
mi+cx+kx =0

Agora, além da frequéncia natural do sistema conservativo associado, temos uma frequéncia

associada ao sistema dissipativo e um fator de amortecimento.

c
= 1— 2 =
wg = woy/1—=¢ g Smicon

Podemos distinguir trés casos onde hé dissipacao:

- Caso sub-critico onde < 1
- Caso criticoonde { =1
- Caso super-critico onde > 1

Somente no caso sub-critico temos oscilagao.

15



Nesse caso podemos escrever a solucao:

Wsen(a}dt})

x(t) = e~twot (xocos(wdt) +
wq

ou

x(t) = Xefg“’ﬂtcos(wdt —¢)

Onde

) = vo + (woXxo

2
X:\/x5+ <vo+€woxo> tg(¢ o,

Wy

Em um sistema com dissipa¢do também teremos ressonancia, a diferenca é que a resposta ao

forcamento ndo cresce mais indefinidamente .

10 .

— (=01
Nao amortecido

Modulo

1 1.5 2 2.5 3
wF/wO

4.1 Solucao para vibra¢ao com forcamento harménico

‘e m - —>x)
;I el ——=F(1)

16



Em casos onde a massa estd submetida a um forcamento harmonico a equagao dos sistema

pode ser escrita da seguinte forma:
mi 4 cx + kx = F(t)

com F(t) = Fosen(wr). Podemos reescrever o forcamento em notagdo exponencial.
m¥ + cx + kx = Fpe'!

Dessa forma podemos propor uma solugdo particular do tipo:

x(t) = Celwrt
Com
F 1
C= ?O w? 4%
1-— w—g + 21§w—5

E interessante repararmos que para wr = 0 C é igual a deformacéo estatica causada pelo
forcamento. O termo entre colchetes é o fator de amplificacdo dinamica. Quando ha
forcamento a solucdo pode ser escrita como a soma da solugdo com o sistema livre (resposta
transitéria) com a solugédo particular para aquele forcamento (resposta permanente).

A resposta transitéria, como o nome sugere, desaparece ap6s um certo tempo (é dissipada)

deixando somente a resposta ao forgamento.

4.2 Forcamento nao-harmonico

Quando o sistema é submetido a um forcamento ndo-harmonico é mais dificil encontrarmos a
solucdo. A ideia quando temos esse tipo de forcamento é dividir a fun¢do F(t) em impulsos
com intervalos de tempo infinitesimais. A resposta do sistema em um instante t serd a soma

das respostas a cada impulso que veio antes daquele instante.

4.21 Resposta a um impulso

Antes de abordarmos o conceito de integral de convolugao precisamos estudar a resposta de

um sistema a um impulso unitério.
At
A(mv) = fdt
0

m¥ = f —cx —kx x(0) =0x(0) =0
0

At At
mx(At) = [ fdt +W: 1
0

17



As forcas da mola e no amortecedor ndo sdo impulsivas portanto a integral da direita é nula.

€(an) =

Vemos que o impulso resulta em uma velocidade inicial x(At) = 1. Como At é muito

1

pequeno podemos dizer que ¥(0) = ..

0
x(t) = et (ACoswyt + Bsencwgyt)

p— L
mwgy
t) =h(t) =B=—— t
x(t) = h(t) wdsenwd
4.2.2 Integral de convolugio
f(t)
T :
- E
t
>
- T(s)

dt

Considerando um sistema linear com resposta ao impulso h(t) submetido ao forcamento f(t)
com condigdes iniciais nulas. A integral de convolugdo avalia a resposta no instante t ao
impulso dado pelo forgamento em um instante 7. Somando a contribui¢do de cada impulso de

0 a t temos a posigdo x(t).

x(t) = /O " HOh(t - T)dr

5 A funcdo resposta em frequéncia em sistemas SDoF (4)

A funcéo resposta em frequéncia (FRF) de um sistema é a razdo entre a amplitude do

deslocamento de um sistema e a amplitude do forcamento para cada frequéncia.

18



Relembrando a dindmica de um sistema massa-mola-amortecedor temos:
mx(t) +cx +kx = f(t) (1)

Podemos escrever f(t) = F(w)e' "), onde F(w) é um ntimero real que representa a amplitude
do forgamento para em cada frequéncia, e x(t) = X(w)e™* onde X(w) é um nimero
complexo que representa a amplitude e fase do deslocamento do sistema. Substituindo x(t) e

f(t) na equagdo 1 temos:

(—mw? + cwi + k) X(w)e'“! = F(w)e™! ()

Kain

Onde o termo Ky;,, pode ser interpretado como uma rigidez dindmica do sistema

~ X(w) 1 1
H(w) = F(w) Kgpn k—mw? +icw(3)

A FRF permite avaliar a resposta do sistema a um forgamento harmonico. Dela podemos

extrair a magnitude e fase da resposta da seguinte forma:

k

IH(w)l = (k — mw?)? + c2w?

-1 —Cw

5.1 Representacoes graficas da FRF

Vamos mostrar a seguir as diferentes formas de representacdo de fungdes resposta em

frequéncia que evidenciam propriedades diferentes das mesmas.

Gréfico Bode

Chamamos de grafico Bode o conjunto de dois graficos da magnitude e da fase em funcao da
frequéncia. Essa representacdo é muito usada pois nela podemos identificar claramente as
frequéncias naturais e as amplitudes de associadas a cada uma delas. O pico mostrado no
lado esquerdo da figura a seguir e o ponto de inflexdo nas curvas do grafico da direita
correspondem a essa frequéncia natural. Esses pontos sdo mais faceis de enxergar quando o

sistema tem amortecimento baixo.
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Velocidade angular w Velocidade angular w

Gréfico Real X Imaginario

Nesse grafico vemos que a parte real da resposta em frequéncia é positiva para w < w; e

muda de sinal quando em w = wy,.
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Grafico Nyquist

No gréfico de Nyquist temos a parte imagindria da resposta no eixo das ordenadas e a parte

real no eixo das abcissas. Percebe-se que os gréaficos tem um formato elipsoidal. Para a

1

resposta da velocidade o grafico é um circulo centrado em (5-,0) e de raio o-.

21



Parte imaginaria
>
T

-10

_12 | | | | |

Parte Real

6 Sintese Modal em Sistemas nao-amortecidos de multiplos graus
de liberdade (MDOF)

o
m x3(t)

[/ 77777777777 7T [ ——
C k

x2(t)
[/ /777777777 [T e

x1(t)
[ /77 7777777 [T —»

(a) Modelo 1/8 de carro (SDOF) (b) Modelo de um prédio (MDOF)

Problemas reais geralmente ndo podem ser aproximados por um modelo de um grau de
liberdade. Por isso é importante sabermos trabalhar com sistemas com multiplos graus de
liberdade.
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—>x1(t) ——>x2(t)

m1 /\/\/\/» m2

k2 k1 k2

O ntimero graus de liberdade em um sistema MDOF dita o tamanho das matrizes e vetores.
Um sistema com dois graus de liberdade, como o mostrado acima, terd duas frequéncias
naturais e dois modos de vibragdo. Quando temos multiplos graus de liberdade precisamos
equacionar o sistema usando matrizes. Essas matrizes podem ser obtidas através do

Lagrangiano ou dos somatérios de forcas nas massas.

Langrangiano:
Energia cinética
mx'lz mx'22 mi .o my ., o
T=—+t75 =3 +t3"

Energia Potencial

B klx% kzx% k2(X2 — x1)2

V_z 2 2
()

Encontrando a dindmica do sistema

k 2 k 2 k _ 2
L=T—V =mx2+myx? — 1;1— szz— Z(xzz 2

Primeiro parametro

J dL JoL .
31w~ ax = B Hhen ks —kixe =0

Segundo parametro

d0,0L oL
3t ow) ~ g, = 2 Hlax ke — ki =0

Obtidas essas duas equagdes podemos reescrever o problema na forma matricial

M— [ﬂh 0 ki1 + ko —kq

—kq ki + ko

K =
0 noy

As matrizes M,C K sdo positivas definidas (1) e simétricas(2).

(1) uTKu >0
(2) K=KT

23



Normalmente nesse ponto substituimos os valores de massa e rigidez nas matrizes para obter
as frequéncias e modos. Dessa vez, de posse dos modos e frequéncias, iremos encontrar esses

valores de massa e rigidez.

1 1 (1 1 w? 0 2 0
O RN A I A
YIS RE  LS (R R
Onde v; e v, sdo 0s autovetores e A a matriz cujos elementos da diagonal sdo as frequéncias
naturais ao quadrado (autovalores).

Vamos supor que as massas do sistemas sdo todas unitarias, podemos entdo escrever a matriz

de flexibilidade (inversa de matriz de rigidez K).

(4)
Esses autovalores e autovetores resolvem a seguinte equagéo:
(K — w?M)v; =0 )
Para encontrar os valores de massa e rigidez:
K =M 12KM /% = PAPT
K = MY2pApPT p1/2 ©6)

Dessa forma escrevemos a matriz de rigidez em fun¢do das massas.

K=

371’11 —/ MMy
—\/mimy 3my

Sabendo que m; =my =1
3 -1
-1 3

6.1 Funcdo resposta em frequéncia de sistemas conservativos

K =

Com os valores de frequéncia natural e os modos podemos escrever a fungao resposta em
frequéncia de um sistema de forma muito simples. Primeiramente precisamos calcular a

matriz de modos normalizada pela massa.
P’ = P(PTMP)~1/2

Onde P é a matriz de modos normalizados.
No nosso caso como as massas sao iguais a 1 a matriz de massas € igual a matriz identidade e

portanto P’ = P. Em seguida podemos escrever a fungdo resposta em frequéncia de cada

24



modo.
/ / / / P/ /
15k 25k2 int kn

2 _ 2 _ 2 T 2 _ 2
wi—w wj—w w; —w

"‘jk(w) =

)

O indice na matriz de « representa a resposta da massa de numero j a um forgamento aplicado
na massa de namero k.

Para o nosso sistema temos:

a1 (w) = 5702

(W) = 50 ~ a2

Colocando essas fun¢des no Matlab e plotando em dB obtivemos o seguinte grafico:

40 Resposta em frequéncia do dois modos

all
a1

Resposta em frequencia (dB)

-80 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7

Frequencia (rad/s)

Observamos que em uma das curvas apresenta uma anti-ressondncia entre as duas
frequéncias do sistema. Vale notar que geralmente quando temos um sinal positivo nas
constantes modais entre duas ressonancias ocorrerd uma anti-ressonancia.

Para ilustrar a validade desse modelo simulamos o comportamento desse sistema submetido
a um deslocamento inicial. Em seguida calculamos numericamente a resposta em frequéncia
do deslocamento da massa 1.

O gréfico a seguir compara essa resposta com ;.
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40 Comparacao entre o resultado numerico e analitico
T T T T T T T T T

Resposta em frequéncia da massa 1
a1
20 7

20 F

Resposta em frequencia (dB)

_80 Il Il Il Il Il Il Il Il Il
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Frequencia (rad/s)

6.2 Casos particulares
6.2.1 Frequéncias coincidentes

A matriz K pode ter autovalores com multiplicidade maior que 1, ou seja, teremos dois modos
(autovetores) associados a uma mesma frequéncia natural. Nesse caso podemos demonstrar
que qualquer vetor que pode ser escrito como combinagao linear dos autovetores sera ele
mesmo um autovetor.

AX; = MiX;
AX; = AjX;
A=A =A
Y = aX; + BX;
AY = A(aX; + BX;)
= AaX; + ABX;
= AMaX; + BX;)
=AY

Podemos encontrar entdo um conjunto de vetores que satisfagam a condicdo de

ortogonalidade desde que os autovetores sejam LI.
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6.2.2 Modos rigidos

Quando a energia de deformacdo em sistema é nula temos:

1
EviT Kv; =0
Isso implica que
KUZ' =0
Modos rigidos estdo associados a frequéncias nulas, a energia de deformagao do sistema é

nula e portanto o o sistema se comporta como um corpo rigido. Exemplo

—>x1(t) —=>x2(t)
m1 /\/\/\/» m2
k1

Na figura acima temos duas massas ligadas por uma mola. As matrizes sdo:
k —k
Mo ™ 0|k 1
0 moy —k1 k]

k —k 1
o 1] =0
—k1 ki | |1
1 . - I
O vetor u = 1 esta associado a uma frequéncia nula. Na prética esse autovetor reflete um

modo de transla¢do pura onde as massas andam juntas e a mola fica relaxada.

7 Sistemas amortecidos de multiplos graus de liberdade

x1(t) —>x2(t)
k2 ,\/S/\/_ k2
/\/\/\/— mA m2 /\/\/\’_
— F
| Il I

Quando incluimos atrito viscoso no nosso sistema devemos acrescentar uma matriz de
dissipacdo ao sistema. No nosso exemplo mantivemos a configuragdo de massas e molas do
exemplo anterior para facilitar .
Langrangiano:
Energia cinética
mx'12 mx’22 my

_ _m o M2 .
T = > + 5 —2x1+2x2

2
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Energia Potencial

B klx% kzx% k2(X2 — x1)2

V_z 2 2
()

Trabalho das forcas ndo conservativas:

AW = cx1dxq + cxadxs

Encontrando a dindmica do sistema

klx% _ kzX% _ k2(x2 — X1)2

L=T-V=mx? 2 —
miX1° + moXy 5 5 5

Primeiro parametro

d ,dL oL .. .
E(ﬁ) Ty 4 + kox1 + kix1 — kixa = —cxy

Segundo parametro
7(7 — — =X+ koxo + kixo — kixy = —cxp

ot BJCQ 8x2

Obtidas essas duas equagdes podemos reescrever o problema na forma matricial

M:mloK: C:C 0
0 mp 0 c

Além de modos e frequéncias, os sistemas amortecidos possuem fatores de amortecimentos

ki + ko —kq
—kq ki + ko

(um por grau de liberdade). Esses fatores podem ser obtidos experimentalmente.

No nosso exemplo os fatores de amortecimento sdo respectivamente 0.707 e 0.5 .

De posse desses valores podemos encontrar a matriz de amortecimento utilizando um modelo
de amortecimento proporcional onde a mesma pode ser escrita como combinagéo linear das
matrizes M e K. (3)

C=aM+ BK (8)
x| Pwi
g_m+2

Resolvendo esse sistema para os dois modos chegamosaa =2e 8 = 0.
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7.1 Espaco-estado

Quando néo é possivel simplificar o sistema dessa forma devemos colocar o sistema em

varidveis de estado. Introduzimos um novo vetor de trabalho

{wz{z}

Dessa forma podemos escrever o sistema da seguinte forma

K 0 b
0 _M] 2nx2n {y} B [O] '

Ay + By = m F

C
M

M .
0] {v}+
2nx2n

Ou

Podemos isolar y:

Quando temos um sistema amortecido escrito em varidveis de estado é mais simples calcular
as FRF. No Matlab devemos podemos escrever as matrizes e criar um sistema de
estado-espaco de onde é possivel extrair fungdes de transferéncia, modos, frequéncias e
fatores de amortecimento com rotinas pré-programadas. No Matlab devemos escrever os

sistemas espago-estado de forma um pouco diferente

y= Ay + Bu
S=Cx+Du

matriz de estado ou do sistema

matriz de entrada

matriz de saida

Onde: matriz de "feedthrough"

vetor de estado (posigdo e velocidade)

derivada no tempo do vetor de estado (velocidade e aceleracdo)

vetor de entradas (Forcamento no nosso caso)

el |<w|d O0|w| >

vetor de saidas

Muitas vezes o vetor de saidas € igual ao vetor de estado o que implica na matriz C ser igual a
identidade e D nula.

O nosso sistema escrito em espago-estado fica:
: 02x2 Lxo 0211
)= [—MlB —M1C] tyh+ [Mlb] !
2nx2n
{S} = La{y} + Ograus

Escrevemos um cédigo Matlab que simula o comportamento do sistema amortecido onde

aplicamos na massa 2 um forcamento harmoénico de amplitude 1N e frequéncia varidvel. Para
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cada frequéncia do forcamento e pegamos o maior valor da resposta do sistema de cada
massa. Em seguida definimos o sistema estado-espaco no Matlab com o comando ss e
definimos as fung¢des de transferéncia para o deslocamento de cada massa com o comando tf.
O comando tf retorna os coeficientes dos polindmios do numerador e denominador da fungéo
de transferéncia de cada elemento do vetor de estado.

As figuras a seguir mostram as fung¢des resposta em frequéncia para o sistema amortecido que

estamos

na massa 2
T

Numérico
Analitico

Resposta em frequencia (dB)

Resposta em frequencia (dB)

2FORF da massa 1 a um forcamento harmoénico aplicado na massa 2
T T T T T T T . T

Numérico
Analitico |

-50 - .y
-60 . - . - . - . - . -60 . - . - . - . - .
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 45 5 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4 45 5
Frequencia (rad/s) Frequencia (rad/s)
(c) refl (d) ref2
Figura 9: c=0.1 N.s/m

FRF da massa 1 a um for har o na massa 2 FORF da massa 2 a um forcamento harmoénico aplicado na massa 2
Numérico Numérico
Analitico " Analitico
5t /VH‘\ \ HU \m Mo 4
. - “'W\“\Hml}* MTH! “UIM‘\'\ m
g z AT
= = W I,
o - @ -10F Ml ]
2 2 1‘““‘“\(‘
El 3 L
g g it
e E.s \ ‘WM 1
g uE> ‘ ‘“‘%’mm
s - \ W‘M
g - 2 20t . J
g 8 T
3 3 Wﬂul”‘\”‘”
o o ‘W% I
251 Il mem
mw Il
il
60 . . . . . . . . . 30 . . . . . . . . .
0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5 0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5
Frequencia (rad/s) Frequencia (rad/s)
(a) refl (b) ref2

Figura 10: c=1 N.s/m

Os autovalores da matriz de estado (polos) nos ajudam a classificar o comportamento de um

sistema. Esses autovalores existem em pares complexos conjugados do tipo A; = a % bi.
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Estavel Instavel

Oscilatério puro
(ndo-amortecido)

@
Criticamente
Amortecido Subamortecido
‘//
L O >
uperamortecido O
Oscilatério puro
(ndo-amortecido)
c=0.1 c=1
Autovalores A = —0.054+1.999i /A, = —05+1413i | Ay = —05£1.32i/Ar, = —0.5+1.94i
Frequéncias w1 = 1.413rad/s/wy = 1.999rad /s w1 = 1.32rad/s/wy = 1.94rad /s
Fatores de amortecimento {1 =0.0354 e ¢, = 0.025 {1 =0354el, =0.25
o °r
O ¢=01
O c=1
6.5 —
(@]
L
05—
| | | | | | | |
-0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0.2 0.4 0.6 0.8
-05
-
(@]
(o]
1.5+
o o L
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