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APRESENTACAO

Uma boa formagao em Fisica Basica, nos cursos de Ciéncias Exatas, ¢ determinante para um
bem sucedido transcurso da vida académica do estudante. E uma boa formagao em Fisica, em
nivel universitario, requer o uso da linguagem matematica, desde os conceitos mais
elementares de algebra linear e vetorial, de trigonometria, até nogdes basicas de Calculo
Diferencial e Integral. Se os estudantes que ingressam na Universidade tém deficiéncias em
Matematica, € hora de vencé-las. Muitas destas deficiéncias sdo decorrentes de um ensino
compartimentado, no nivel médio, com os tdpicos sendo ensinados de modo desconexo, em
que os conhecimentos prévios dos estudantes ndao sdo levados em consideragdo, além da
sempre constatada falta de motivagdo para o estudo. Dentro do préprio meio universitario, as
disciplinas de Célculo e Fisica costumam ser introduzidas em paralelo, sem a necessaria
integracao entre elas. Se, de fato, sdo estes os maiores problemas enfrentados pelos estudantes
ao cursarem as disciplinas introdutérias de Fisica em um curso universitario de Ciéncias
Exatas, cremos que esta obra podera ter um papel significativo no processo de ensino-
aprendizagem de Fisica em nivel introdutdrio. Por qué? Essencialmente, porque trés foram
as nossas constantes preocupacoes.

1) Procuramos apresentar os topicos indispensaveis de Matematica gradativamente, na
medida em que s3o requeridos para o desenvolvimento do contetdo de Fisica, e
partindo de nogdes bem elementares. Por exemplo, inexiste uma Unidade dedicada
exclusivamente ao estudo de vetores. Nogoes elementares de grandezas vetoriais sao
introduzidas na Primeira Unidade, algumas operagdes com vetores sdo trabalhadas na
Segunda Unidade, o produto escalar ¢ definido na Terceira Unidade e, somente na
Sétima Unidade, ¢ introduzido o produto vetorial. Em relacdo as nocdes basicas de
Calculo Diferencial e Integral, optamos por introduzir, de modo intuitivo, as nogoes de
limite, derivada e integral, ja na Primeira Unidade, de forma a permitir sua utilizagdo, em
concomitincia com o aprendizado que o estudante estd tendo, de maneira formal, em
disciplina especifica para tal. Sistematicamente voltamos a estas nogdes, de modo a dar
oportunidade ao estudante de aprender um pouco mais de Fisica, através do Calculo, e
um pouco mais de Calculo, através da Fisica. Por isso, nem sempre seguimos a
seqiiéncia usual dos livros-texto. O movimento circular e sua dinamica, por exemplo,
constituiram o caminho natural que adotamos para a introdugdo das oscilagdes
harmonicas.

i1) Levamos em conta as dificuldades usuais dos ingressantes na Universidade, baseados em
nossa experiéncia de mais de vinte anos de docéncia, e nas pesquisas em ensino que apontam
a importancia das concepgdes espontaneas no aprendizado da Fisica. Procuramos iniciar todos
os topicos de modo que mesmo o estudante que jamais tenha estudado Fisica tenha condi¢des
de, com interesse e dedicagdo, acompanhar o raciocinio. Praticamente todos os conceitos
apresentados sdo ilustrados com animag¢des computacionais, a maior parte delas interativas,
estimulando o estudante a se tornar ativo no processo de aprendizagem.

ii1) Buscamos motivar o estudante de varias formas. Por um lado, o uso do computador, por si
sO, ja serd motivacdo para muitos estudantes. Também, mesclamos uma apresentacdo com
elementos historicos com topicos mais reais e atuais do que os tradicionalmente tratados em
um curso introdutorio de Fisica. Como ainda ndo deve ser exigido dos estudantes o dominio
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de técnicas de solugdo de equagdes diferenciais, deixamos esta tarefa para o computador,
enquanto ao estudante cabe explorar modelos e construi-los. Exploramos, nas listas de
exercicios, com discussdes algo detalhadas, topicos que acreditamos motivantes como, por
exemplo, regimes cadticos.

Dividimos o conteudo em oito Unidades, cobrindo os topicos usualmente tratados em um
curso introdutério de Mecanica. Uma lista de exercicios acompanha cada Unidade — na
Primeira Unidade, acrescentamos uma relagdo dedicada exclusivamente a pratica do Calculo.
As listas ndo podem ser consideradas suficientes, pelo professor, que deve acrescer a elas
problemas usuais, encontrados em muitos manuais tradicionais. Sabemos que, nessa fase, o
estudante deve ser instado a exercitar-se o maximo possivel na solugdo de problemas.

O sucesso no uso deste material, como de qualquer material didatico, depende fortemente de
sua boa aplicacdo. Temos, a nos ajudar nesse sentido, o aplicativo (software) adotado,
Modellus. Concebido pelo Professor Vitor Duarte Teodoro, da Universidade Nova de Lisboa,
e desenvolvido por Jodo Paulo Duque Vieira e Filipe Costa Clérigo, desde o langamento de
sua primeira versdo, em 1996, o Modellus ja recebeu importantes prémios internacionais. Seu
uso ¢ livre, para propdsitos educacionais, e o endereco de sua pagina é
http://phoenix.sce.fct.unl.pt/modellus/.

Em 1997, iniciamos uma experiéncia com o uso do Modellus no ensino de Fisica Geral para
estudantes de Engenharia, na Universidade Federal do Rio Grande do Sul (UFRGS). Nosso
entusiasmo ao sermos apresentados ao Modellus somou-se a oportunidade que tivemos para a
montagem de um laboratério informatizado de ensino, com recursos do Ministério da
Educagao, através da Fundacdo CAPES. Foi, entdo, criado o CREF — Centro de Referéncia
para o Ensino de Fisica — , no Instituto de Fisica da UFRGS, cujas primeiras atividades
incluiam a aplicagdo de nosso projeto. Este livro ¢ resultado dessa experiéncia. Optamos pelo
aplicativo Modellus porque, entre outros atributos, permite que se construa um modelo em
que as equacgdes sdo escritas do mesmo modo que o professor costuma escrever na lousa ou
como sao apresentadas nos livros. Assim, ou o estudante, por entender o que o professor
escreve, sera capaz de utilizar o aplicativo com facilidade, ou o aplicativo podera lhe ser util
no processo de compreensdo da linguagem matematica com a qual o professor procura se
comunicar.

Nossos principais colaboradores foram os estudantes. A eles agradecemos toda a disposicao e
paciéncia que tiveram conosco, cobaias voluntarias admiraveis que foram.

Além dos estudantes, queremos manifestar nosso reconhecimento particular aos Professores
Darcy Dillenburg e Silvio Luiz Souza Cunha que, no meio académico-administrativo, nos
subsidiaram ao longo do desenvolvimento do Projeto. Merecem registro especial o Professor
Vitor Duarte Teodoro, da Universidade Nova de Lisboa, Portugal, incentivador primeiro e
constante do Projeto, o Professor Ernesto Martin-Rodriguez, da Universidade de Murcia,
Espanha, pela cuidadosa leitura, e nosso colega ¢ grande amigo Professor Victor Hugo
Guimaraes, que leu e releu criteriosamente o texto, conferiu cada exercicio, cada animagao,
tantas vezes quantas foram as modificacdes que fizemos durante o desenvolvimento do



Fisica Geral Universitaria: Mecanica Veit E. A. & Mors. P. M.

Projeto. Sem o interesse continuo que demonstraram e sem suas construtivas criticas, o que
estamos oferecendo ao estudante ndo teria o mesmo valor.

Esperamos estar contribuindo para uma maior motivagcdo do estudante de Ciéncias Exatas, e
agradecemos qualquer comentdrio, critica, contribuicao que nos for encaminhada.

Porto Alegre, marco de 2004.

Eliane Angela Veit
(eav(@if.ufrgs.br)

Paulo Machado Mors
(mors@if.ufrgs.br)







NOTA AO ESTUDANTE
Basta um computador: vocé ndo precisa saber computagio!

O software Modellus permite que vocé construa modelos, em qualquer assunto: Matematica, Fisica,
Quimica, Biologia, Economia, Artes e outros. Trata-se de uma ferramenta riquissima, no entanto de
uso extremamente simples. Ndo se preocupe em aprender a utiliza-lo, pois isto ocorrera naturalmente.
Este € um exemplo de aprendizado que se da com o uso, com a pratica. Vocé pode utiliza-lo, também,
para explorar modelos ja criados. Isto ocorrera enquanto vocé estuda este livro. Ha mais de trezentos
modelos, que acompanham o livro, criados por nds. Cabera a vocé explora-los para facilitar a
aprendizagem de Fisica (e um pouco de Calculo Diferencial e Integral). Instale o software na maquina,
e va utilizando-o, a medida que progride no estudo do livro.

O computador ndo substitui o livro. O computador é algo novo (ja nem tanto...) que veio agregar-se ao
conjunto de recursos pedagdgicos a que estamos acostumados. Entdo, além do livro, do laboratorio, do
caderno, do lapis, vocé tem agora o computador. Nosso texto foi escrito para ser lido no livro. Se
quiséssemos que vocé lesse o texto na tela, vocé estaria adquirindo apenas um CD. O texto impresso,
as animacdes, criadas com o Modellus para serem trabalhadas no computador, e a velha e companheira
dupla papel-e-lapis, fazem parte do conjunto de meios materiais que deverdo facilitar a sua
aprendizagem. Os recursos humanos incluem seu professor, seus colegas ¢ nds, autores do livro. (Por
que ndo? Escreva-nos se quiser fazer algum comentario.) Se vocé tiver a oportunidade de trabalhar em
dupla com algum colega, isto podera ser ainda mais proveitoso. O didlogo ¢ a troca de idéias com os
seus colegas podera auxiliar, em muito, sua aprendizagem (e a deles).

O CD que acompanha o livro contém o programa instalador do Modellus. Além disso, oito pastas, com
os titulos Tutorl, Tutor2, ..., Tutor8, contém todas as animacdes referidas no texto do livro. Assim, ao
chegar a uma expressdo do tipo “... abra o arquivo abcd.mdl...”, vocé deve abrir, no Modellus, o
arquivo abcd.mdl constante da pasta TutorN, se vocé esta estudando a Unidade N, e a animagdo que
criamos para ilustrar determinado tdpico se apresentara na tela.

O PC funcionara muito melhor se vocé transferir todo o contetido do CD para o disco rigido. As
animagdes foram elaboradas na configuracdo de tela de 1024 x 768 pixels.

Se, ao longo do seu curso introdutorio de Mecanica, vocé sentir satisfagdo em estudar e aprender,
esperamos ter contribuido para isso. Se, ao término de seu curso, vocé continuar brincando com o
Modellus, inclusive construindo modelos, inventando, utilizando o software para os mais diversos
propositos, entdo faga-nos saber disso, para que exultemos de satisfagéo.

Tenha sempre em mente que ndo é na primeira leitura que se aprende.

Seja bem-vindo!

Porto Alegre, margo de 2004.

Os Autores
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PRIMEIRA UNIDADE: MOVIMENTO UNIDIMENSIONAL

Disparada na vertical, a pedra subiu acima da arvore, ponto
negro que se reduzia contra o fundo azul do céu, quase na
fronteira branca de uma pequena nuvem redonda, e,
chegando ao alto, parou por um instante, como quem
aproveita para ver a paisagem. Depois, em jeito de
desmaio, deixou-se cair, j4 decidido o ponto em que outra
vez se acomodaria na terra. (José Saramago, Manual de

pintura e caligrafia, Companhia das Letras, 1992, p.130.)

INICIANDO

Vocé esta iniciando seu curso superior de Fisica e portanto, com certeza, ja tem alguma nocao
sobre os temas tratados por esta ciéncia. O que vocé ja aprendeu até agora podera ajuda-lo em
seu estudo atual mas, na verdade, o que vocé ja estudou exatamente ndo ¢ assim tdo
importante. Importa, sim, que vocé ja tenha adquirido uma atitude positiva com relagdo ao

estudo.

Este texto o levard a desenvolver conceitos fisicos e matematicos simultaneamente, sempre
utilizando seu computador como ferramenta. Trabalharemos no ambiente do programa
Modellus, no que chamaremos de cenarios, onde realizaremos a simulagdo de eventos fisicos
e a experimentacdo de conceitos ¢ de modelos. Se vocé ainda ndo estd muito seguro no
proprio manuseio do programa Modellus, isto vird rapidamente ao longo de seu estudo. A
cada cenario corresponde um arquivo com terminagdo .mdl, nas pastas Tutorl, Tutor2, etc.,

correspondentes, respectivamente, a Primeira Unidade, a Segunda Unidade, etc.

Nossa porta de entrada no mundo da Fisica serd a Mecanica Newtoniana. Vocé terd a
oportunidade de apreciar a beleza de uma estrutura tdo elegantemente elaborada a ponto de

ser apresentada, muitas vezes, como prototipo de teoria cientifica. A base de nosso estudo ¢ a
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grande obra de Sir Isaac Newton, editada em 1686, os famosos Principia, forma abreviada

com que nos referimos aos Philosophig Naturalis Principia Mathematica.

Newton teve Galileu como precursor. Foi Galileu quem derrubou dois milénios de
prevaléncia das idéias aristotélicas, e ¢ hoje considerado como o iniciador daquilo que

conhecemos e aceitamos como Ciéncia.

O CALCULO NO ESTUDO DO MOVIMENTO

Comegaremos com a descrigio matematica do movimento. E o que chamamos de Cinematica.
A Cinematica ndo se preocupa com as causas dos movimentos. Serd aqui que teremos a
oportunidade de explorar conceitos matematicos importantissimos, como os do Calculo
Diferencial e Integral. Podemos dizer que, estudando a Cinematica, estaremos atuando num

excelente laboratorio para o inicio do aprendizado da Matematica Superior.

Se, portanto, nosso objetivo primeiro ¢ o estudo do movimento, talvez seja muito correto
colocarmos a questdo: o que ¢ o movimento? Mas isso nos remete a uma questdo mais

fundamental, o conceito de referencial. Vamos, entdo, aborda-lo.

A NECESSIDADE DA ESCOLHA DE UM REFERENCIAL

Intuitivamente, vocé sempre lidou com mudangas de referencial. Quando vocé viaja em um
automovel que se desloca a 80 km/h, e outro automovel o ultrapassa a 100 km/h, esses valores
estdo sendo considerados em relagdo a um referencial fixo em relagdo a estrada. O automével
que o ultrapassa se move a 20 km/h, em relagdo ao seu automdvel, ou seja, aquele automovel
viaja, no referencial fixo ao seu automovel, a 20 km/h. E vocé, em relagdo ao seu proprio
automoével, quantos quilometros se move por hora? E claro que a resposta é: nenhum; ou,
mais cientificamente falando, sua velocidade sera nula, no referencial fixo ao seu préprio
automovel. Ou, ainda, vocé estara em repouso, no referencial do seu automovel. Vocé vé,
portanto, que o movimento ¢ algo de constatacdo explicitamente dependente de referencial.

Trabalhemos mais sistematicamente esses conceitos.

Comecemos pelo movimento unidimensional. Sao trés as dimensdes espaciais, mas muitos

movimentos ocorrem ao longo unicamente de uma direcdo. E o caso, por exemplo, do
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automovel que se move em uma estrada reta. Neste caso, adotamos como referencial o eixo
cartesiano que tem a direcdo de interesse, com o sentido escolhido arbitrariamente da forma
que nos for mais confortdvel. Chamemos este eixo de eixo dos xx, € passemos ao computador.
Vamos inaugurar aquilo que serd nossa rotina ao longo deste texto, trazendo para a tela o
cenario do arquivo ref posl.mdl. Aqui, nosso objeto de estudo ¢ um personagem que nos
acompanhard ao longo de toda nossa aventura de descoberta da Fisica: um simpatico Papai
Noel. Na linguagem da Fisica, ele ¢ o nosso movel. Em muitos problemas, o mével ¢ um
objeto cuja estrutura ndo nos interessard. Neste texto, enquanto ndo chegarmos a Sexta
Unidade, onde definiremos o centro de massa de um sistema, nossos moveis serdo todos de
estrutura desimportante. Na verdade, eles serdo tratados como pontos materiais, ou particulas
materiais. Isto significa que vamos olha-los como tendo localizagdo pontual no espago, onde

estard concentrada toda a massa do objeto.

Na animagdo deste cenario, vocé coloca o Papai Noel em uma posicdo qualquer, e vé as
indicacdes dessa posi¢do em quatro referenciais diferentes. Os referenciais xa, Xg € Xc t€ém o
centimetro (cm) como unidade de distancia. A unidade de distancia adotada no referencial xp
¢ a polegada (1 in = 2,54 cm). Os referenciais X, Xc € Xp apontam para a direita, o que
significa que, neles, os valores da varidvel posi¢do crescem da esquerda para a direita. No
referencial xp, dd-se o contrario. A origem (zero) do referencial x¢ ndo coincide com a dos
demais. Colocando o Papai Noel em uma posi¢do qualquer, vocé tem esta mesma posi¢ao
espacial localizada por quatro referenciais diferentes, e fica facil relacionar a medida de um
referencial com a de qualquer outro. Por exemplo, a posi¢cdo x4 = 3 cm equivale a posi¢do X¢
= 8 cm. A regra de transformagdo entre esses dois referenciais €: xc = x5 + L, onde L =5 cm.

Identifique as regras de transformagao entre X € Xg € entre X € Xp.
Nota: Neste texto, separamos a parte inteira da parte decimal de um niimero por uma virgula,
como ¢ o correto em portugués. No entanto, o programa foi construido com recursos que

adotam a forma inglesa de separagdo, através de um ponto. Temos certeza de que esta

discrepancia ndo o incomodara.

UNIDADES
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Neste primeiro cendrio, utilizamos o centimetro e a polegada como unidades de comprimento.
O centimetro pertence ao sistema de unidades denominado CGS. Este ¢ o sistema em que as
unidades de comprimento, de massa e de tempo sdo, respectivamente, o centimetro (cm), o
grama (g) e o segundo (s). Mais comum, em um curso de Fisica Geral como o nosso, ¢ o
sistema MKS, que adota como unidades basicas o metro (1 m = 100 cm), o quilograma (1 kg
= 1000 g) e o segundo. O MKS serviu de base para o atual Sistema Internacional de Unidades
— SI — que ¢ o sistema a que daremos preferéncia neste texto. Eventualmente, um exemplo
podera ser tratado sem que se escolha um determinado sistema; nesse caso, faremos referéncia

ao fato de estarmos adotando um sistema arbitrario de unidades.

MOVIMENTO EM LINHA RETA

No cenario do arquivo pos_dist.mdl vocé pode, deslocando a particula ao longo do eixo
referencial, ver a constru¢do do grafico posicao versus tempo, a posicao inicial sendo x; = 10
m. Faga com que a particula se desloque de muitas maneiras diferentes, ¢ convenca-se de que
o grafico x versus t representa a posicdo do Papai Noel em cada instante de tempo, € ndo a
trajetdria percorrida por ele. Caso queira rever a animagao, mova o cursor na janela Controle.
Na mesma animacao, constroi-se o grafico distancia percorrida (s) versus tempo (t), onde a
distancia percorrida ¢ o comprimento da trajetoria (retilinea, neste exemplo) percorrida pelo
Papai Noel e que, portanto, nunca pode diminuir & medida que o tempo passa. Consultando a
janela Modelo vocé vé que, realmente, para cada acréscimo Ax a varidvel posicdo, acrescenta-
se o valor absoluto de Ax a variavel distancia percorrida. Vocé podera estranhar o fato de ver
escrita, na janela Modelo, a expressdo s = s + abs(deltax), que ¢, a rigor, algebricamente
incorreta. Este ¢ um tipo de expressdo muito comum em programacdo de simulacdes
numéricas. O que ela significa € que, a cada valor anterior da variavel s, devemos adicionar o
valor absoluto da varidvel deltax, para obter o novo valor da varidvel s, depois de transcorrido
um intervalo de tempo escolhido arbitrariamente, o passo do programa. Isto fica evidente
consultando-se a Tabela 1, onde sdo listadas as variaveis relevantes do exemplo. Ai, vocé€ vé
que a animagdo estd sendo realizada adotando-se um passo de 0,1 s para o tempo. Também,
fica evidente que, deslocando-se o modvel para a esquerda, Ax passa a assumir valores
negativos. De maneira geral, a variavel Ax ¢ o chamado deslocamento do mével em um

intervalo de tempo considerado. Assim, a cada intervalo de tempo At (instante final menos

instante inicial) estd associado um deslocamento Ax (posi¢do final menos posicao inicial).
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Nota: Ao trazer um cendrio para a tela, algumas janelas estardo abertas, outras ndo. Para abrir
janelas originalmente fechadas e alterar configuracdes e parametros, vocé precisa fornecer a
senha. Adotamos a mesma senha em todos os arquivos. Trata-se, simplesmente, da letra “m”.
Os cendrios foram elaborados para que surja na tela apenas aquilo que € relevante, em cada
caso. No entanto, vocé pode desativar a senha, quando tiver interesse em “brincar” um pouco
mais em um cenario. Mas, aten¢do ao fazé-lo: ha o perigo de se perder informagdo. Uma
maneira de se garantir contra eventuais acidentes ¢ renomear o arquivo em questdo, e
trabalhar no novo arquivo, preservando o original. Ao fechar o arquivo original, ¢

conveniente fazé-lo sem salvar as alteragdes ocorridas enquanto ele estava aberto.

O CONCEITO DE DESLOCAMENTO

Abra, agora, o arquivo pos_desl.mdl. Aqui, vocé desloca o movel a partir da posi¢do inicial x;
= 4 m. Nesta animagdo, determinamos o deslocamento Ax com relacdo a esta posicao inicial,
ocupada pelo movel no instante inicial ti = 0. Assim se, em um certo instante, a posi¢ao
ocupada pelo movel for x = 9 m, entdo o deslocamento correspondente serd Ax =x - x; = 5 m.
Se, em outro instante qualquer (ndo importa se anterior ou posterior), o mdvel estiver
ocupando a posi¢cdo x = 1 m, o deslocamento correspondente sera Ax = - 3 m. Veja, portanto,
que o deslocamento pode ser positivo, negativo, ou nulo. Isto, independente do intervalo de
tempo transcorrido. Dai, vocé ja pode perceber que o conceito de deslocamento pode nao
trazer muita informag¢do sobre o movimento: quem sai de casa as 8 h, passa o dia na
Universidade, e retorna para casa as 20 h, terd sofrido um deslocamento nulo, neste intervalo
de tempo de doze horas.

Note também, na animacdo, que duas setas sdo tragadas, acompanhando o Papai Noel, uma
amarela e outra verde. A seta amarela tem sua origem na origem do referencial (ponto x = 0) e
sua extremidade na posi¢cdo ocupada pelo Papai Noel. Enquanto estamos lidando com
movimento unidimensional, para informar a posi¢do de um moével, em um dado instante,
basta-nos fornecer sua coordenada x naquele instante. No entanto, quando o movimento nao ¢
retilineo, sdo necessarias pelo menos duas coordenadas para localizar o mével. A maneira que
utilizaremos para localizar um movel serd através do chamado vetor posi¢do, um vetor com
sua origem na origem do referencial e sua extremidade na posicdo ocupada pelo moével.
Antecipando isto, o vetor posi¢do do Papai Noel, na presente animagdo, foi desenhado, em

amarelo. Ja a seta verde tem sua origem na posi¢ao inicial, e sua extremidade na posi¢ao final
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do mével. E o chamado vetor deslocamento do mével, no intervalo de tempo considerado.
Também o vetor deslocamento, em uma dimensao, ¢ desnecessario: basta nos referirmos ao
deslocamento Ax. Aqui, o vetor deslocamento tem modulo (magnitude, intensidade) igual ao
valor absoluto de Ax. O mddulo de um vetor ¢ uma quantidade essencialmente positiva. Nesta
animag¢do unidimensional, um deslocamento positivo significa um vetor deslocamento que
aponta no sentido do crescimento dos valores de x (para a direita, no desenho), um
deslocamento negativo significa que o vetor deslocamento estd apontando no sentido oposto

(para a esquerda).

Nota: em Matemadtica, a expressao essencialmente positivo significa maior ou igual a zero.

O CONCEITO DE VELOCIDADE

O movel tendo se deslocado de Ax em um intervalo de tempo At, definimos a velocidade
média do movel, neste intervalo de tempo, como sendo a razdo Ax/At. A notagdo usual para
valor médio de uma grandeza ¢ colocar o simbolo que denota a grandeza entre colchetes, ou
sob uma barra horizontal. Também, podemos simplesmente chamar a velocidade média de

Vxm. Assim, temos a defini¢ao:

v, = 2% (L1)

onde vyn = v, = <v,>, e o simbolo = denota uma igualdade por definic3o.

No cenario do arquivo vel medl.mdl, vocé encontra a elaboracio de uma tabela de
velocidades médias. Trata-se do movimento regido pela equacio x = t*. Isto significa que,
para qualquer instante t, vocé pode determinar a posi¢cdo x do objeto, ja que conhece a
equacdo que relaciona estas duas variaveis. E o que chamamos de equagdo de movimento.
Neste caso, temos uma equagdo de movimento muito simples: ¢ uma equacdo quadratica,
onde o tempo aparece elevado ao quadrado. Note que, na janela Modelo, a tltima linha ¢ um
comentario, onde estd informado que o sistema de unidades utilizado ¢ o SI. Isto ¢
importantissimo, pois um movimento que ¢ regido pela equagdo x = t°, no SL ndo
necessariamente o sera pela mesma equacao, em outro sistema de unidades. Realmente, nossa

equacdo de movimento poderia ser escrita, mais explicitamente, na forma x (m) = 1 (m/s?) . t*
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(s?) : arazdo entre x e t* ¢ 1 m/s%, no SI. Em uma linguagem mais rigorosa: é importante notar
que x e t relacionam-se através de uma constante dimensional. Encontre a equagdo que rege

este mesmo movimento, no sistema CGS.

Voltando ao cenario. A tabela lista valores de velocidade média para intervalos de tempo
iguais a um passo que, inicialmente, ¢ feito igual a 0,20 s. Este passo ¢ um parametro que
pode ser alterado acionando-se a tecla Opgdes da janela Controle (note que, neste cenario, nao
apropriamos a senha, de modo a permitir a alteracdo desse parametro). Assim, para cada
intervalo de tempo At igual ao passo, intervalo este iniciando em t; e terminando em t, estd
associado um Ax (deltax, na tabela) facilmente determinado através da equagdo de
movimento. Logo, para cada intervalo de tempo At, é possivel determinar-se a velocidade
média vyn. Acione a animacgado, ¢ confira alguns dos resultados listados. Os limites minimo e
maximo da animacdo sdo os instantes tmin = 1,00 s € tmax= 5,00 s, respectivamente. Em
particular, fixe-se em um intervalo de tempo determinado, por exemplo aquele que inicia em
t; = 2,00 s. Voce vera que, para este intervalo, o valor da velocidade média ¢ vy, = 3,80 m/s.
Reduza, agora, na janela Controle, o passo do programa, para 0,10 s. Repita o processo, com
um passo de 0,05 s. Novamente, com 0,02 s. Outra vez, com 0,01 s. Vocé verd que a

velocidade média passara a ser, sucessivamente, 3,90, 3,95, 3,98, 3,99 m/s.

Vocé pode se sentir tentado a continuar reduzindo o passo, talvez para 0,005 s, ou quem sabe
0,001 s, ou mesmo 0,0000001 s, ja que esta vendo uma tendéncia na velocidade média: parece
que seu valor estd convergindo para 4 m/s. Mas, cuidado! A configuragdo do programa
(Janela Controle, tecla Opgdes) prevé que todos os nimeros serdo apresentados com duas
casas decimais, ou seja, o nimero de algarismos significativos, ao se fornecer um valor de
velocidade média, estd limitado. Experimente, mantendo as duas casas decimais, acionar a
animag¢do com um passo de 0,001 s, e procure interpretar o que ¢ listado. Claro, vocé podera
aumentar a precisao dos seus calculos, alterando o niimero de casas decimais utilizado. Altere

para trés o numero de casas decimais, ¢ observe os resultados.

Acione a animacgdo, agora, estabelecendo os limites tyin = -5,00 s € tma= -1,00 s,

respectivamente. Veja que as velocidades médias passam a ser negativas, contrariamente ao
. . ~ 2 s

que ocorria anteriormente. Isto se deve ao fato de que a fungdo f(t) = t° ¢ decrescente para

tempos negativos e crescente para tempos positivos, conforme mostra a figura 1. A figura
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apresenta uma simetria evidente: encontre evidéncias desta simetria, nos resultados da

animacao.

-B.00 -4.00 -2.00 200 4.00 E.00

Figura 1 — Posicao x versus tempo t: sistema SI.

Nao estranhe o fato de estarmos lidando com tempos negativos. A escolha do zero de um
referencial ¢ arbitrdria. O instante zero pode ser imaginado como o instante em que foi
acionado um crondmetro, mas nada impede que o fendmeno tratado ja estivesse ocorrendo
antes deste instante. Se a equacdo de movimento tivesse sido escrita como x = (t-1), entdo o
moével estaria ocupando a posicdo x = 0 no instante t = T, ou seja, a curva acima estaria

deslocada de 1, para a direita. (Certifique-se disto!)

Nota: Muitas vezes vocé encontrara, nas animagdes, variaveis indexadas (Vym, ti, €tc.) com os
indices grafados na mesma altura que os demais caracteres (vxm, tl, etc.). Isto, por questoes
de ordem prética. Vocé mesmo, elaborando suas proprias animagdes, se sentird inclinado a
adotar esta grafia mais comoda. No entanto, ao longo deste texto, os indices aparecerdo todos
subscritos.

A determinacgdo de uma razao do tipo Ax/At, para valores cada vez menores do denominador,

¢ uma operagao muito freqiiente; trata-se do calculo de um limite:
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Ax . x(t,) = x(t,)
im — =lim —
At—0 At t, >t t,—t,

(1.2)

Vocé pode dizer, entdo, sobre a situacdo em discussdo, com base nos célculos acima, que o

limite da velocidade média, quando t; tende a t; = 2,00 s, € de 4,00 m/s.

Como a velocidade média, em um intervalo de tempo, pode nio trazer muita informagao
sobre o movimento, se este intervalo ndo for pequeno, torna-se natural introduzir uma nova

grandeza, a velocidade instantinea (vy) em um certo instante de tempo, que definimos como

AX

v. =1i

. im m V- 1.3)
At—>0 At At—0

Logo, estamos discutindo um exemplo onde a velocidade instantanea, no instante t; = 2,00 s,

¢ 4,00 m/s.

Assim como as posi¢cdes nos diferentes instantes de um dado intervalo de tempo, as
velocidades instantdneas nesses instantes fornecem uma visdo do movimento que o

deslocamento e a velocidade média no intervalo ndo nos podem dar.

Passemos, agora, ao cendrio do arquivo vel med2.mdl. Acionando-se a animacdo, ¢
construida uma curva que representa uma funcdo qualquer x versus t. Nao importa a
expressdo analitica da fung@o; nosso interesse, no momento, ¢ o seu perfil. O caso 1 (tecla
preta) mostra o calculo da velocidade média para um determinado intervalo de tempo, que
comeca em t; O intervalo de tempo considerado, assim como o deslocamento correspondente,
sdo indicados na figura. No caso 2 (tecla verde), ¢ tomado um intervalo de tempo menor.
Casos 3 (tecla rosa) e 4 (tecla azul) tomam intervalos de tempo ainda menores. Assim, o
acionar sucessivo das teclas preta — verde — rosa — azul, mostra como evolui a inclinagao
da reta desenhada em vermelho. Deve ficar claro que o valor da velocidade média, cujo
calculo também ¢é indicado, representa a inclinagio da reta vermelha. E nitido que esta tende a
ser tangente a curva, no instante t;. Isto nos leva, naturalmente, a uma interpretagdo

geométrica para o conceito de velocidade instantanea.

DERIVADA: MEDIDA DE VARIACAO
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Para tanto, comentemos primeiro o conceito de derivada de uma func¢do de uma variavel,
trazendo para a tela o cendrio do arquivo incl der.mdl. Acionando-se a animagao, ¢ tragada a
curva que representa uma funcdo y = y(x), juntamente com a reta tangente a esta curva para
cada valor de x. Ao final, fica registrada na tela a curva, com suas tangentes em trés pontos
diferentes. Em cada um desses pontos, a derivada de y em rela¢do a x, que denotamos por
dy/dx, ¢ dada pela inclinagao (ou declividade, ou coeficiente angular) da reta tangente a curva
no ponto. Assim, onde a fun¢do ¢ tal que os valores de y estdo aumentando, com o aumento
dos valores de x, a derivada € positiva, pois a tangente a curva tem inclinagdo positiva.
Quando a tangente ¢ horizontal, tendo inclinagdo nula, a derivada ¢ nula. Onde os valores de y
estdo diminuindo (com os valores de x crescendo), a derivada ¢ negativa. Estas trés situacdes

estdo esquematizadas na anima¢do. Em notacdo matematica:

Y im 4y (1.4)
dx Ax—>0 Ax

A derivada da fungdo y em relagdo a x, em um ponto qualquer x;, ¢ definida como sendo o
limite, quando o intervalo Ax = x¢ - X; tende a zero, da razdo Ay/Ax, onde o numerador ¢ a
varia¢do da fungdo, no intervalo: Ay = y(Xy) - y(x;). As varidveis independente e dependente, x
e y respectivamente, podem representar quaisquer grandezas. Utilizamos, por exemplo, na
analise de um movimento unidimensional, o tempo (t) como varidvel independente e a

posicdo (x) como variavel dependente.

Assim, a definicdo de velocidade instantdnea de um moével, em um ponto qualquer de sua
trajetdria (ou em um instante qualquer de sua viagem), pode ser expressa como a derivada em

relacdo ao tempo de sua posi¢do, naquele ponto:

dx . AX

. lim im V-
dt At—0 At At—0

(L5)

Passemos ao cenario do arquivo vel inst.mdl. Aqui, temos a equacdo de movimento x(t) = 10
t — 2 t* (SI), que possui um termo linear e outro quadratico (novamente, uma equagio de
movimento quadritica no tempo: o maior expoente de t ¢ 2). A janela Modelo indica a

equagado, além da expressao vy = dx/dt. Assim, acionando-se a animacao, sdo desenhados,
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simultaneamente, os graficos da posi¢ao e sua velocidade (derivada), com relagcdo ao tempo.
Veja que os valores de x aumentam a partir da origem (regido em que a curva ¢ ascendente)
até um valor maximo; a partir dai os valores decrescem, o mével retornando a origem no
instante t = 5 s. Enquanto os valores de x crescem (movel viajando no sentido do eixo
referencial), a derivada da curva € positiva, pois estamos em uma regido em que a tangente a
curva, em qualquer ponto, ¢ uma reta de inclinacdo positiva: diz-se, entdo, que em cada um
desses pontos, a propria fun¢do x versus t tem inclinagao positiva (derivada = inclinacao). O
oposto ocorre quando a curva ¢ descendente: a inclinagdo da curva é negativa na regido em
que o movel estad retornando a origem. No ponto de maximo da curva, entre as duas regioes, a
tangente ¢ uma reta horizontal, ou seja, a derivada (inclina¢do) da curva ¢ nula naquele ponto.
Trata-se de um ponto de velocidade nula: ¢ onde o movel para, instantaneamente, para
reverter seu movimento. O grafico da velocidade mostra que esta tem o valor inicial 10 m/s,
vai decrescendo, atinge o zero no instante t = 2,5 s (instante em que a particula reverte o
sentido do movimento), continua decrescendo e atinge, em t =5 s, o valor -10 m/s (velocidade

negativa: movimento no sentido oposto ao do referencial).

Repare que a derivada dx/dt = vy tem uma variagdo linear, o que significa que seu grafico ¢
uma linha reta: seu valor varia uniformemente ao longo do tempo. Dito de outra maneira, o
valor da derivada da velocidade em relagdo ao tempo € sempre o mesmo (constante), no
intervalo de tempo entre t = 0 e t = 5 s j& que, em qualquer ponto deste intervalo, a tangente
ao grafico vy versus t € o proprio grafico, que ¢ uma reta. Logo, a inclinacdo desta fungdo ¢

uma constante, igual a inclinacdo da reta que constitui o seu perfil.

O CONCEITO DE ACELERACAO

Assim como a velocidade ¢ a medida da taxa de variagdo da posi¢do no tempo (outra maneira
que temos para nos referirmos a derivada), dizemos que a taxa de variagao da velocidade no
tempo ¢ a aceleracdo. De maneira exatamente analoga ao que fizemos com a variacdo da
posi¢do, podemos fazer as definicdes seguintes, com relacdo a variacdo da velocidade.

Inicialmente,

Av
= 1.6
axm At ( )
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onde ay, = a, = <ay >, indica que a aceleracdo média em um intervalo de tempo At ¢ a razao

X

entre a variacdo da velocidade instantinea neste intervalo e o préprio intervalo. Além disso,

dv _ Av
a, = = lim im a,,
dt At—0 At At—0

: (L.7)

indicando que a aceleracdo instantdnea ¢ a derivada em relacdo ao tempo da velocidade

instantanea, ou seja, o limite, quando At tende a zero, da aceleragao média.

Assim como a velocidade instantanea ¢ a derivada temporal da posicdo, a aceleracao
instantanea ¢ a derivada segunda da posicdo em relagdo ao tempo: representa a derivada da

derivada da posi¢do, podendo ser escrita como

dv, d’x
a, = F = dt2 . (18)

No cenario anterior, obtivemos uma funcao velocidade muito simples. (Sempre que nos
referimos a uma velocidade, ou a uma aceleragdo, sem outra especificagdo, estamos nos
referindo a uma velocidade instantdnea, ou a uma aceleragcdo instantanea). Determine, nesse
caso, a aceleracdo do movimento, e faga um desenho, em seu caderno, do grafico que a

representa contra o tempo. A unidade da aceleragdo, no SI, é o m/s’.
No cenario do arquivo x v_a.mdl, procure extrair o maximo de informacdes sobre o

movimento. Aqui, trata-se de um caso de equagdo de movimento ctbica, como vocé pode

verificar na janela Modelo.

ALGUNS EXEMPLOS
Trabalhe os exemplos dos arquivos ex 1 0l.mdl, ex 1 02.mdl e ex 1 03.mdl. Neste ultimo,

sdo comparados os movimentos de dois moveis, um regido por uma equacdo de movimento

linear no tempo, o outro regido por uma equagao quadratica. Resolva analiticamente, em seu
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caderno, a questdo colocada. O que significa a resposta negativa, para o tempo de encontro

dos dois moveis?

OBSERVACAO IMPORTANTE

Cabe, aqui, um comentario importante. O conceito de velocidade média, em si, ndo traz
informag¢des mais detalhadas sobre o movimento. Da maneira como a introduzimos, a
velocidade média serviu de passo intermedidrio para se chegar a um conceito bastante
relevante, o de velocidade instantidnea. Ressaltaremos, mais adiante, a natureza vetorial de
grandezas cinemadticas como o deslocamento, a velocidade média, a velocidade instantinea.
Em movimentos ndo retilineos, isto se torna fundamental. Existe, também, um outro conceito
— escalar — muito utilizado no dia-a-dia. Trata-se do comprimento da trajetoria descrita em
um intervalo de tempo, dividido pelo intervalo de tempo, ou seja, a distancia total percorrida
por intervalo de tempo. Note a profunda diferenga entre os dois conceitos: a velocidade média
¢ uma grandeza vetorial; a distancia percorrida por intervalo de tempo ¢ um escalar positivo.
E esta grandeza escalar que vocé considera, ao avaliar o desempenho de um piloto de
Formula 1. Nos textos de Fisica redigidos em inglés, a distancia percorrida dividida pelo
intervalo de tempo ¢ referida como “average speed”, que normalmente ¢ traduzido para o
portugués como rapidez média (expressdo que adotaremos neste texto) ou velocidade escalar
média (que ndo necessariamente coincide com o moédulo da velocidade média!). Abra o
arquivo vel med3.mdl e veja, nos trés casos da animagdo, como variam os valores dessas
duas grandezas. O calculo, neste exemplo, ¢ realizado considerando-se o intervalo de tempo
que tem como instante inicial o instante do acionamento da animacdo e sdo tragados,
simultaneamente, para melhor clareza, os graficos posi¢cdo versus tempo e velocidade

instantanea versus tempo. Voltaremos a este assunto na proxima Unidade.

DERIVANDO POLINOMIOS

Tratemos, agora, da derivagdo analitica de algumas fung¢des simples. Em Calculo, as fungdes
mais faceis de serem derivadas sdo as fungdes polinomiais. Seja a fungdo y = x ". Vocé vera,
em seu curso de Calculo, que a derivada desta fun¢io em relagdo a x ¢ dy/dx =n x "' Assim,

por exemplo, a derivada de x * em relagio a x ¢ igual a 3 x 2. De maneira geral, a derivada em
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1

relacdo a x do polindmioy=A x"+Bx ™+ ..serady/dx=Anx"" +Bmx ™ + ... Nio

necessariamente os expoentes precisam ser inteiros, para valer esta regra. A derivada em

r

~ , . o 1 1
relacio a x de x*°, por exemplo, ¢ 2,5 x'°. A derivada em relacio a x de ——=x 24

N

1

-0,5 xf% =— )
243

O efeito da derivagdo em relagdo a x de um polindmio em x ¢ o de

reduzir em uma unidade a ordem do polindmio: a derivada de um polindmio ctbico ¢ um
polindmio quadratico, a derivada de um polindmio quadratico ¢ um polindmio linear, a
derivada de um polindmio linear (representado graficamente por uma reta) ¢ uma constante
(reta horizontal). A derivada de uma constante ¢ zero (claro, a derivada indica como varia a
funcdo, e fungdo constante ndo varia...). Traga para a tela o cenario do arquivo ex 1 04.mdl.
Neste cenario, vocé trabalha com uma fung¢do y = y(x) cubica, com quatro conjuntos
diferentes de coeficientes — os quatro casos da animac¢do. Acionando a animagdo, voc€ vé
serem construidas, em cada caso, as curvas que representam a fungdo, sua derivada primeira
em relagdo a x (denotada por u;), a derivada segunda (u,), a terceira (u3) e a quarta (us). Essas

derivadas s3o calculadas pelo programa. Quando, na janela Modelo vocé escreve a expressao

d R . . ~ .
u, :ﬁ , voce esta dando ao programa o comando para derivar a fun¢do y = y(x) informada

em uma linha anterior, e chamar esta nova fun¢do de u;, que é tracada na janela Grafico
sempre que, 14, vocé a selecionar. Calcule, analiticamente, em seu caderno, as quatro
derivadas da funcdo apresentada, e trace-as, para os quatro conjuntos de coeficientes.

Compare seus resultados com os da animacao.
QUANDO A ACELERACAO E CONSTANTE

Voltemos ao estudo do movimento em uma dimensdo. Considere a seguinte equacdo de

movimento:
1 2
X=XO+Vx0t+Eaxt (1.9)

Os coeficientes Xy, Vxo € ax (constantes) receberam estas denominagdes por razdes que logo se
tornardo Obvias. Esta ¢ uma funcdo quadritica da posicdo com relacdo ao tempo.
Conhecendo-a, tem-se a posi¢ao x do mével em qualquer instante de tempo t. Em particular,

no instante ty = 0, a posi¢do do modvel € x = X, (notacdo justificada...). Dizemos que a posi¢ao
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inicial do mével € x¢, onde por inicio do movimento queremos dizer o instante em que o

cronOmetro € acionado.

Tendo a equagdo de movimento, ¢ facil determinar a expressdo da velocidade do movel,
especialmente em se tratando de derivar um polindmio. Derivando a equagao (1.9) em relagdo

ao tempo:

V,=V,ta t (I1.10)

Neste movimento, entdo, a velocidade varia linearmente com o tempo: seu grafico ¢ uma reta,
de coeficiente linear vy € coeficiente angular ay. O coeficiente linear da reta ¢ o ponto em que
ela corta o eixo das ordenadas (eixo das velocidades, neste caso), o que ocorre quando o valor
da abscissa (tempo, neste caso) ¢ zero. Trata-se aqui, portanto, da velocidade no instante zero,
ou seja, da velocidade inicial (notacdo justificada para vyo...). O coeficiente angular da reta ¢
sua inclinagdo (derivada). Na maior parte das vezes, estas grandezas tém dimensdes. Aqui,
por exemplo, o coeficiente linear tem dimensdo de comprimento sobre tempo (¢ medido em
m/s, no SI), e o coeficiente angular tem dimensdo de comprimento sobre o quadrado do tempo

(¢ medido em m/s?, no SI).

Derivando a equagao (I.10) em relagao ao tempo, temos a aceleracao do movimento. Mas esta
derivada ¢ simplesmente a constante a,: estamos, entdo, frente a um movimento

unidimensional com aceleragdo constante (notacgao justificada...).

O movimento retilineo com aceleracao constante, também referido como movimento retilineo
uniformemente acelerado, portanto, ¢ aquele em que a equacdo de movimento ¢ uma fungdo
quadratica do tempo, ja que a derivada segunda dessa funcao ¢ uma constante. Um simples
exercicio algébrico (fica a seu cargo realizé-lo) desparametriza o tempo das duas equagdes
(1.9) e (1.10), levando a seguinte equagdo, também muito Util na resolugdo de problemas:

vi=vi,+2a (x-X,), (1.11)

onde x - X¢ = Ax ¢ o0 deslocamento do mével no intervalo de tempo At =t -ty =t.
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Resumindo. Um movimento retilineo com aceleragdo constante ay, em que Xp € Vyxo S0,
respectivamente, a posi¢do e a velocidade do movel no instante inicial ty = 0, ¢ regido pelas
equagdes seguintes, onde X e vy sdo, respectivamente, a posi¢cdo e a velocidade do movel no

instante genérico t.

1o
X=X, TV t+5 a t

VvV, =V, ta,t

2 _ 2
Vx _VXO +2ax (X-XO)

Um caso particular deste ¢ aquele em que a aceleracdo constante ¢ nula. Temos, entdo, uma
situacdo de velocidade constante, ¢ a equagdo de movimento serd simplesmente x = xo + vy t,

com vy = constante.
QUEDA LIVRE

Um exemplo classico de movimento em uma dimensdo, com aceleracdo constante, ¢ o
movimento de queda livre no campo gravitacional terrestre. Queda livre significa queda sem
nenhuma outra interferéncia que ndo a atracdo da Terra, onde abstraimos efeitos da atmosfera,
e outros, sobre o objeto que cai. Um objeto que cai terd seu movimento acelerado para o
centro da Terra com uma aceleracdo que, no nivel do mar, tem um moddulo médio de 9,81
m/s’. Costuma-se denotar este valor por g. Normalmente, quando a altura da queda é pequena,
a aceleragdo ¢ considerada constante. Em problemas de queda livre, entdo, supomos uma
acelera¢do constante, para baixo, de modulo 9,81 m/s? (os valores com dois algarismos
significativos 9,8 m/s* e 10 m/s* também sdo muito utilizados, quando ndo se requer muita

precisao).

Assim, no estudo do movimento de queda livre, se escolhemos um eixo referencial apontando
para cima, a aceleragdo do movel serd constante igual a - g. Se o referencial aponta para
baixo, a aceleragdo constante vale + g. Veja, portanto, como o sinal da grandeza ¢ algo
puramente matematico, dependente de uma escolha arbitraria (o sentido do referencial), ndo

trazendo nenhuma informagao fisica.
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Tratando-se de um movimento unidimensional com acelera¢do constante, ja conhecemos as
equagdes que o regem — equagoes (1.9), (1.10) e (I.11). Normalmente, porém, o eixo vertical
¢ denotado por eixo dos yy. Se o eixo dos yy ¢ um eixo que aponta para cima, a equacao de

movimento da particula em queda livre ¢ escrita, entdo, como

1
y=y0+vy0t-§gt2, (1.12)

onde yo € vy sdo, respectivamente, a posi¢do ¢ a velocidade do mével no instante inicial ty =
0. Repare que a aceleracao da particula ¢ igual, com esta escolha de referencial, a -g, tanto na
subida da particula quanto na descida, bem como no instante em que ela atinge o ponto mais
alto da trajetdria: a aceleragcdo sendo constante, ndo pode certamente depender da velocidade.

As equagdes (1.10) e (I.11) também podem ser reescritas, com ay = -g.

No cenario do arquivo bola_yl.mdl, ¢ mostrada a queda livre de uma bola que ¢ largada de
uma certa altura. Dizer que a bola ¢ largada de um ponto significa dizer que sua velocidade,
nesse ponto, ¢ nula. Assim, este caso refere-se a situagdo vyo = 0. O eixo escolhido aponta
para cima, e o ponto de largada ¢ yo = 20 m. Acionando a animagdo, vé-se que aumenta
nitidamente a distancia entre duas posi¢des separadas por intervalos de tempo iguais (0,5 s).
Na verdade, esta distdncia aumenta quadraticamente com o tempo. Determine, em seu
caderno, as fungdes y = y(t) e vy = vy(t), e trace seus graficos. Compare com os graficos
tragados na animacao. Refaca os célculos, agora, adotando um eixo apontando para baixo, e
compare seus resultados com os anteriores, identificando as diferencas e certificando-se de

que, fisicamente, a situagdo ¢ exatamente a mesma.

O programa, para realizar a animagdo, nao determina as func¢des cinematicas como foi
sugerido que vocé o fizesse. Na janela Modelo se vé que, apds ser informada a aceleragao,
com a indicagdo a, = -g (o valor de g ¢ dado como parametro, na janela Condicoes Iniciais),
sdo escritas as relagdes dy/dt = vy e dv,/dt = a,. Isto constitui um sistema de equacdes
diferenciais, que ¢ resolvido numericamente pelo programa. Assim, os graficos tragados sao
uma solu¢do numérica, e ndo analitica. Calcular numericamente significa langar mao de
recursos computacionais, que ndo tém a precisdo de um calculo analitico. E assunto da
disciplina Célculo Numérico estudar técnicas que resolvam problemas numericamente, no
menor tempo possivel, com precisdo aceitavel. Aqui, voc€ ndo precisa se preocupar com

detalhes da técnica numérica utilizada.
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A IDEIA DE INTEGRAL

Note que, na janela Modelo, estd escrito dy/dt = vy, e ndo vy, = dy/dt. Esta Gltima expressao
indica que a fun¢do vy deve ser calculada derivando-se a fun¢do y em relagdo ao tempo. Ja a
expressdao dy/dt = vy, no Modellus (e isto € caracteristica do Modellus), significa que o
programa deve determinar (numericamente) a fungdo y que, quando derivada em relagao ao
tempo, fornece a fungdo v,. (Na animacdo em questdo a propria funcdo vy, por sua vez, é
determinada a partir do comando dv,/dt = a,.) O lado direito da expressdo € o ponto de partida
para o célculo da fun¢do escrita no lado esquerdo. A tarefa que o programa executa, neste
caso, € a de integrar a fungdo vy, obtendo a fungdo y. Se vy € a derivada em relagdo ao tempo
de y, entdo a funcdo y € obtida integrando-se vy em relagdo ao tempo: a operacdo integragao €

inversa da operagdo derivagdo. A notagdo adotada ¢ a seguinte.
y=[v, dt. (1.13)

Esta expressdo indica que a fungdo y = y(t) ¢ a integral, em relacdo ao tempo, da funcdo vy =
vy(t). Ora, mas vocé sabe que a derivada de uma constante ¢ zero. Assim, a equagao (I.13) tem
infinitas solug¢des pois, uma vez encontrada uma solucdo, somando-se a ela uma constante
qualquer — a chamada constante de integracio — tem-se outra solucdo igualmente valida.
Diz-se que a equagdo (I.13) expressa uma integral indefinida. A determinacdo univoca da
solugdo do problema depende das condigdes de contorno. Na animagdo da bola caindo, as
condicdes de contorno sdo a posic¢do e a velocidade da bola no instante to= 0: yo = 20 m, vyo =
0. (As vezes denotamos um instante inicial por to, as vezes por t;, mas isto ¢ irrelevante.)
Aqui, as condi¢des de contorno sendo valores no instante inicial, também sdo chamadas de
condigdes iniciais. A expressdo dy/dt = vy na janela Modelo, portanto, equivale a equagio
(I.13) que, com os dois valores iniciais informados na janela Condi¢des Iniciais (onde

também consta o valor de g), leva a resolugdo do problema.

O cenario do arquivo der int.mdl mostra o célculo da derivada de uma fungdo, além do
calculo da integral da expressdo analitica da derivada da fun¢do. Compare as curvas obtidas, e
note a importancia da condi¢do inicial que, nesta animacdo, ¢ a propria constante de

integracao.
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VETORES E ESCALARES

Traga para a tela o cenario do arquivo bola y2.mdl. Neste exemplo, uma bola ¢ langada
verticalmente, para cima, de um ponto que, no referencial adotado, corresponde a yp = 0. A
velocidade inicial ¢ de 20 m/s. Com a animagdo, acompanha-se os vetores velocidade e
aceleracdo da bola, durante todo o seu trajeto. A aceleragdo ¢ um vetor constante, apontando
para baixo. A velocidade tem o sentido do movimento, com seu moédulo diminuindo
(linearmente com o tempo) na subida, anulando-se no ponto mais alto da trajetdria (bola
instantaneamente em repouso), e aumentando na descida. E importante notar que a velocidade
tem seu sentido revertido, entre subida e descida, ja que é um vetor que sempre aponta no

sentido do movimento.

Como ja foi dito, muitas das grandezas vetoriais podem, em problemas unidimensionais, ser
tratadas como escalares. Deslocamento, velocidade (média e instantinea) e aceleracdo (média
e instantanea) sdo grandezas vetoriais € como tal serdo tratadas nas proximas Unidades. Nesta
Unidade, dispensamos o tratamento vetorial dessas grandezas, sem perder nenhuma
informacao relevante. Suas defini¢des sdo tais que, quando o corpo se move no sentido do
eixo dos xx, AX e vy sdo positivos; quando o corpo se move no sentido contrario ao do eixo
dos xx, Ax e vy sdo negativos. Como a aceleragdo ¢ a taxa de variacdo da velocidade no
tempo, quando vy aumenta, ay € positivo; se vy diminui, ay ¢ negativo. Assim, o valor absoluto
da velocidade aumenta, quando vy e ax tém o mesmo sinal, e diminui quando vy e a, tém sinais
contrarios. No cendrio do arquivo v_a_vet.mdl, vocé visualiza a representagdo vetorial dessas
grandezas, em uma situacdo unidimensional. Depois de investigar os trés casos apresentados,
nos quais a aceleragdo ¢ constante, voc¢ podera criar movimentos com aceleracdo variavel,

movendo verticalmente o cursor que aparece no canto inferior direito da janela.

Os arquivos ex 1 05.mdl e ex 1 06.mdl mostram, ambos, os mesmos quatro casos de
movimento retilineo uniforme (com aceleragdo nula) a diferenca sendo que, no primeiro
destes arquivos, o grafico posicdo versus tempo € tracado a partir de sua expressdo analitica,
enquanto que no segundo € feita a solu¢do numérica da equagdo diferencial dx/dt = vy.
Compare os dois cenarios e determine, para cada grafico (reta), o coeficiente linear e o

coeficiente angular.

INTEGRAL DEFINIDA
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Voltemos ao Célculo. Vimos que a integral indefinida relaciona duas funcdes, e apresenta
uma ambigliidade que so6 ¢ resolvida com o conhecimento das chamadas condigdes de
contorno (que, quando se referem ao instante inicial em um problema, sdo chamadas de
condigdes iniciais). A equagdo (I.13) relaciona uma funcao temporal (a fungdo posicao y) com
outra fung¢do temporal (a fungdo velocidade vy). Tratemos, genericamente, da fungdo y = y(x),
onde nao ¢ agora relevante o que, fisicamente, representam as grandezas x e y. Se integramos
esta fungdo, com relagdo a X, em um certo intervalo de valores de x, estamos frente ao
conceito de integral definida, que relaciona uma quantidade (o valor da integral) com a

fungdo. Assim,

1= [ydx (L14)

X

indica que o nimero I é o resultado da integral definida de y como funcdo de x, entre os
valores X = X; € X = X;. Uma integral definida ¢ um valor que resulta da integracdo de uma
funcdo em um certo intervalo da variavel independente (o chamado intervalo de integragao).

Por exemplo, o resultado da integral definida

2
A= Ixz dx
1
¢ o valor da fungdo x’/3 calculada no ponto x, = 2 menos o valor da fun¢do calculada no

ponto x; = 1, ja que i(x%j =x%. A notagdo usual ¢ a seguinte:
dx

W

A-X] 22
3 3

13
3

w | oo
|
W | —

1

Note que, no calculo acima, a fungdo x°/3 poderia ser adicionada qualquer constante, mas esta
seria cancelada na subtragio que leva ao valor da integral definida. A fungdo x*/3 é a chamada

o ey ~ 2
primitiva da fung¢do x”.

Nao se trata aqui, evidentemente, de apresentar o Calculo com todo o seu rigor. Isto ¢

estudado em disciplina especifica. Mas ainda podemos fazer um comentario pertinente.

32



Fisica Geral Universitaria: Mecanica Veit E. A. & Mors. P. M.

Abra o arquivo vm_area.mdl. Este cendrio traga o grafico velocidade versus tempo tipico de
um movimento unidimensional com aceleracdo constante, entre os instantes to = 0 e t;, com
velocidade inicial e aceleracdo positivas. Trata-se, portanto, de uma reta crescente
(coeficiente angular positivo) que corta o eixo vertical acima da origem (coeficiente linear
positivo). Ao final, ¢ indicado o valor viy,. A figura a direita mostra como ¢ determinado este
valor: trata-se da altura do retdngulo cuja base ¢ o intervalo de tempo em questdo, e que deve
ter a mesma area que o trapézio desenhado sob o grafico, no mesmo intervalo de tempo.
Assim, o retangulo de base t; - ty e altura vy, (hachurado em verde) tem a mesma area que o
trapézio de lados verticais vy € Vxo + ax t;, com a mesma base t; - t; (hachurado em amarelo),
Vyxo € ax sendo, respectivamente, a velocidade inicial e a aceleragdo. Isto, no Célculo, ¢ o que
define o valor médio de uma fung¢do: vy, € o valor médio da fungdo velocidade. A figura

mostra que vy, esta exatamente a meio caminho entre vyo € Vyo + ax t;. Assim, temos:

&b (L15)

Comparando as equacdes (1.9) e (I.15), concluimos que AX = X - Xo = Vxm At, onde At =t; - ty
(aqui, tp = 0). Mas esta ¢ exatamente a expressdo que define a velocidade média em um
movimento unidimensional — equacao (I.1). Assim, nossa definicdo de velocidade média
coincide com o conceito de valor médio da funcdo velocidade. Também, ¢ facil verificar que
este valor AX = vyy At representa a area do retangulo hachurado em verde ou,
equivalentemente, a area do trapézio hachurado em amarelo. Vemos, entdo, que a area sob a
curva velocidade versus tempo, em um certo intervalo de tempo, tem o mesmo valor
numérico que o deslocamento sofrido pelo mével naquele intervalo de tempo.

De maneira geral, a integral definida da equagdo (I.14) ¢, numericamente, igual a area sob a
curva y versus X, entre os pontos X = X; € X = X,. Esta € a interpretagdo geométrica da integral
definida. Se a funcdo ¢ linear, o calculo da area se torna muito facil, pois recai no calculo da

area de uma figura geométrica simples.

Atengdo deve ser dada ao fato de estarmos, aqui, comentando uma interpretacdo grafica de
uma operacao do Calculo. Note que escrevemos que a integral definida ¢ numericamente dada
pela area sob a curva. O valor calculado nao €, necessariamente, uma area, medido, por

2 . . . . r /4
exemplo, em m”. No exemplo do movimento unidimensional, o calculo da area sob a curva
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velocidade versus tempo ¢ realizado multiplicando-se um intervalo de tempo por uma
velocidade, o que leva a uma grandeza com dimensdo de deslocamento. Além disso, areas de
figuras geométricas abaixo do eixo horizontal sdo consideradas negativas, ja que se
encontram em uma regido de valores negativos de ordenada. Programas de computador que
avaliam integrais definidas nada mais fazem do que somar areas, ¢ a maneira otimizada e

mais precisa de fazé-lo ¢ assunto da disciplina Calculo Numérico.

Note, também, que no caso especifico do movimento unidimensional com aceleragdo
constante, a velocidade média em um intervalo de tempo coincide com a média aritmética das
velocidade extremas, mas isto s6 porque, neste caso, a velocidade ¢ uma fun¢do linear do

tempo. De maneira geral, vale a equacao (I.1), mas ndo a equagao (I.15).

TRABALHAMOS COM MODELOS

Um bom exemplo de movimento unidimensional com aceleragdo nao constante ¢ o da queda
vertical de um objeto, levando-se em consideragdo a resisténcia do meio — queda nao livre.
Se vocé larga, de uma mesma altura, uma bola de ténis e uma bola de papel amassado, vera
que aquela sera a primeira a chegar ao solo. Se isto acontece, ¢ porque a aceleracdao das duas
bolas ndo ¢ a mesma. Verifica-se que varios fatores determinam a aceleragdo: a forma do
objeto, sua velocidade, a densidade do meio (ar, dgua, etc.), e outros. Voltaremos a este
assunto quando estivermos tratando da Dinamica. Mas vocé ja deve ter percebido que so
podemos tratar matematicamente um problema de Fisica se construimos um modelo. Modelo
¢ uma colecdo de premissas, que se supde serem razoaveis € que levem em consideragdo
todos os pardmetros relevantes ao problema. Assim, comparando a queda de uma bola de
ténis com a de uma bola de papel amassado, vocé percebe que o modelo de queda livre ¢
incompleto, insuficiente para dar conta do que ¢ observado. Um modelo melhorado, mais
sofisticado, ¢ o da queda com uma aceleracdo cujo modulo varia proporcionalmente ao
modulo da velocidade. Um fisico ndo tem a pretensdo de revelar a Natureza. A tarefa do fisico
¢ descrever a Natureza, da melhor maneira possivel, utilizando para isso as ferramentas que

tem a seu dispor, a Matematica sendo a mais poderosa. Um modelo ¢ sempre limitado, e ai

daquele que confunde o modelo com a realidade...

A RELATIVIDADE GALILEANA
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Reportemo-nos ao inicio deste texto. La, em nosso primeiro cenario, comparamos referenciais
unidimensionais diferentes. Voltemos a fazer isto, agora com nosso interesse voltado para a
grandeza velocidade. Sejam dois referenciais na mesma direcdo, que chamaremos de
referencial S (eixo dos xx) e referencial S’ (eixo dos x’x’). Chamemos de O a origem do
referencial S, e de O’ a origem do referencial S’. Suponhamos que, em ty = 0, os dois
referenciais coincidam. Suponhamos, também, que o referencial S’ tenha, com relagdo ao
referencial S, uma velocidade constante igual a u. Assim, u ¢ a velocidade de O’ com relagao
a O. Entdo, em um instante de tempo t qualquer, o referencial S’ estd, com relagdo ao

referencial S, localizado na posi¢do ut, ou seja, a origem O’ esta localizada no ponto x, = ut.

Considere um moével M localizado, neste mesmo instante t, conforme visto de S, na posi¢do

Xy » €, conforme visto de S’, na posi¢do x,, . Entdo, vale a relagido

X\ =Xy +Xg I.16 a
M M 0

que informa que a posi¢do do movel conforme visto do referencial S, em um dado instante t, &
igual a posicao do movel, naquele instante, conforme visto do referencial S’, mais a posi¢ao

do referencial S’ com relagdo ao referencial S, no mesmo instante. Como x, = ut, entdo,

equivalentemente,

Xy =Xy Fut, (I.16 b)

Derivando esta relagdo em relagdo ao tempo, temos:

Vy=Vy TUu, (1.17)

onde v, e vy sdo, respectivamente, a velocidade do movel M com relagdo aos referenciais S

e S’, e onde foi usado o fato de que a derivada em relagdo ao tempo da fungdo ut ¢ igual a u,

ja que u € uma constante.

A equagdo (I.17) ¢ a versao unidimensional da chamada relatividade galileana, e relaciona as
velocidades de um mesmo objeto, medidas em dois referenciais diferentes, onde um
referencial desloca-se, em relagdo ao outro, com velocidade constante. Abra o cenario do

arquivo vel rell.mdl, e aplique a equacgdo (I.17) aos trés casos tratados na animagao.
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Nosso proximo passo ¢ a extensdo do estudo do movimento para situacdes bidimensionais e,

para que isto seja bem feito, hd que tratarmos com cuidado o tema vetores.
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EXERCICIOS DA PRIMEIRA UNIDADE

I - PRATIQUE UM POUCO DE CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL UTILIZANDO
O MODELLUS

1) A equacao de movimento de um movel € x(t) =61t -2 t', onde sio adotadas unidades do SI.

a) Determine, analiticamente, os valores do tempo para os quais a derivada de primeira ordem

de x(t) é nula.

b) Use o Modellus para fazer os graficos x versus t e dx/dt versus t no intervalo -2 s <t <2 s.

Qual ¢ o significado fisico de dx/dt ?
¢) Compare os resultados obtidos nos itens a) e b).

d) Nos graficos do item b) vocé pode observar que quando x(t) atinge um valor maximo, dx/dt
¢ nulo. Também, quando x(t) atinge um valor minimo, dx/dt ¢ nulo. (O mesmo ocorreria se
x(t) fosse constante.) Portanto, o fato de a derivada de uma fungao ser nula em um ponto nao
¢ suficiente para garantir que este ponto seja um maximo da funcdo. Mas, se este ponto for
um maximo da func¢do, naturalmente sua derivada tera que ser nula. (Ou, como se diz em
linguagem matematica, a derivada de uma fung¢do ser nula em um ponto ¢ uma condi¢do

necessaria, mas ndo suficiente, para que este ponto seja de maximo.)

e) Use o Modellus para fazer o grafico da derivada segunda, em relagdo ao tempo, da fungao
x(t), no intervalo -2 s <t < 2 s. Que grandeza fisica representa esta derivada? Observando
simultaneamente os graficos x versus t e d*x/dt” versus t, vocé pode observar que quando x(t)
apresenta um maximo, sua derivada segunda ¢ negativa; quando x(t) apresenta um minimo,

sua derivada segunda € positiva. (Caso x(t) fosse constante, sua derivada segunda seria nula.)

f) Convenca-se de que as conclusdoes do item e) sdo validas para qualquer funcdo. Deste
modo, sempre que vocé precisar determinar os pontos de maximo ou minimo de uma funcao,

bastara procurar os zeros da primeira derivada. Caso queira somente os maximos, a derivada
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segunda devera ser negativa; caso queira os minimos, a derivada segunda devera ser positiva.

E se a derivada segunda for nula ?

2) a) Faca, no seu caderno, os graficos de posicdo e aceleragdo versus tempo, para os moveis
que apresentam suas velocidades variando no tempo conforme as figuras abaixo (unidades do

ST). Em ambos os casos, o mével parte de x¢=0.

VX
4.00 | 4.00
2.00 2.00
1 N IFETHINETEI PR TN FETEE FETEL PN PR TR P TN PR r 1 EETE FEETEETENI R THL F N TN IR T TS T R AN N T | I
4.00 .00 1210 16.00 4.00 a.00 12.00 16.00 20.00
-2.00 F -2.00
-4.00 F -4.00

@ D

b) No cenario do arquivo desc_der.mdl vocé tem a possibilidade de conferir seus resultados.
Observe que, no caso (I), o valor da aceleracdo varia abruptamente em torno de t; =8 s. O que
dizer sobre a derivada de vi(t) neste instante? Diz-se que neste ponto a derivada apresenta
uma descontinuidade. A derivada de vi(t) no ponto t = t; nada mais é que o limite, quando t
tende ao instante t;, da razdo [v(t)-vx(t))])/[t-t;]. No caso (I), este limite vale 0,5 m/s’, se o
tempo t ¢ menor que t;, e vale - 1 m/sz, se t ¢ maior que t;. Em outras palavras, o limite da
funcdo vy(t), em t; = 8 s, tomado pela esquerda, vale 0,5 m/sz, e tomado pela direita vale - 1
m/s%. Como estes valores ndo coincidem, na verdade a funcdo ndo possui derivada em t;: ha,
neste ponto, uma descontinuidade.

3) No texto foi visto que a derivada, em relagdo a x, de uma fungéo do tipo y = x", &é nx™".
No cenario do arquivo der pot.mdl, vocé pode verificar que isto é verdade, comparando a
grandeza z, que ¢ a derivada obtida com o Modellus, com a grandeza z;, que ¢ a derivada

analitica de x". Vocé pode, também, comparar estes resultados com z, = Ay/Ax.
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.~ . . . A
Lembrando que a defini¢dao de derivada é: gy = lim = , convenga-se de que 7z
dx Ax >0 Ax

deve fornecer o valor da derivada de y em relagdo a x, no limite em que Ax vai a zero. De

fato, diminuindo gradativamente o valor de Ax (o passo da animag¢ao) vocé podera observar,

na tabela, que os valores de z, vao se aproximando dos valores de z e z;.

4) No arquivo calc_der.mdl, vocé tem a oportunidade de comparar trés resultados para a
derivada da fungdo y(x) = 3 x + x° no intervalo 0 < x < 10. (Observe que na janela Controle a
variavel independente foi tomada como x.) O resultado chamado de exato provém da forma
analitica da derivada da fun¢do. O resultado obtido a partir do comando dy/dx do Modellus ¢
chamado de numérico. O resultado obtido da razdo Ay/Ax , onde Ay ¢ a variagdo de y no

intervalo Ax igual ao passo (definido na janela Controle), ¢ chamado de aproximado.

a) Consulte a Tabela para comparar estes trés resultados. Observe como o resultado numérico

e o0 exato coincidem, neste caso. Esta atribuido ao passo o valor inicial 2.

b) Diminuindo gradativamente o passo, verifique que lim Ay _ ﬂ Para que valor
Ax—>0 Ax dx

do passo vocé chega a esta igualdade?
c¢) Trabalhe com outras fungdes e repita os itens a) e b).

5) No arquivo calc_int.mdl, vocé tem a oportunidade de comparar trés resultados para a
integral definida da fun¢do y(x) = 20 + 2 x , com limite inferior x; = 0 e limite superior no
intervalo 0 < x¢ < 10. O resultado chamado de exato provém da forma analitica da integral da
fung@o. O resultado obtido a partir do comando du/dx do Modellus é chamado de numérico
(no Modellus ndo se utiliza o simbolo de integral). O resultado chamado de aproximado ¢é a
soma das areas de todos os retdngulos de base Ax e altura igual ao primeiro valor de y

associado ao intervalo Ax.

a) Consulte a Tabela para comparar estes trés resultados. Observe como o resultado numérico

e o exato coincidem, neste caso. Esta atribuido ao passo o valor inicial 2.
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b) Diminuindo gradativamente o passo, verifique que diminui a diferenga entre o resultado

aproximado e o exato. Para que valor do passo vocé chega a uma igualdade?

c¢) Trabalhe com outras fungdes e repita os itens a) e b).

I1 - CINEMATICA EM UMA DIMENSAO

1) Rode a animagao noel atl.mdl e procure entender qualitativamente a varia¢do da posigao,
da velocidade instantanea ¢ da aceleragdo instantanea. Para cada um dos trés casos, considere
os valores fornecidos na janela Condigdes Iniciais para determinar os valores das seguintes
quantidades: a velocidade méxima alcangada durante a corrida, a aceleracdo durante a

arrancada inicial, a acelera¢do apos passar a linha de chegada.

2) Investigue o cenario corrida.mdl.

3) Explore os dois casos apresentados no modelo inclina.mdl, movendo os cursores. Entdo,

posicione-os de modo a produzir um grafico:

a) posicao versus tempo, representando um movel que parte da posicdo x,=-10 m com

velocidade constante de 2 m/s, no caso da tecla preta;

b) velocidade versus tempo, representando um movel com velocidade inicial de 10 m/s e

aceleragio de -0,5 m/s%, no caso da tecla verde.

4) Faga no seu caderno um grafico da velocidade em fun¢ao do tempo, para o mével cujo
grafico (parabdlico) posi¢do versus tempo estd mostrado no arquivo xversust.mdl. Confira seu

resultado utilizando os recursos do Modellus.

5) Considere um corpo que ¢ langado verticalmente para cima. Para levar em conta a
influéncia do ar sobre este corpo, vamos admitir que no movimento de subida o modulo de
sua aceleracdo seja de 12m/s® e que na descida seja de 8m/s®. Convenga-se de que esta

suposi¢do (modulo da aceleragdo na subida maior que o da descida) ¢ razoavel. Isto ¢ um
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modelo muito simples, mas que funciona bem para uma analise semi-quantitativa em caso de

deslocamentos verticais pequenos.

a) Desenhe graficos qualitativos da aceleragdo e da velocidade em funcdo do tempo ao longo

de todo o movimento, comparando com o caso em que se despreza a resisténcia do ar.

b) No arquivo res_ar.mdl sdo mostrados os graficos y versus t, vy versus t e a, versus t
correspondentes a este movimento, quando se leva em conta a resisténcia do ar (caso preto) e
desprezando-a (caso verde). Compare com seus desenhos. O que pode ser dito sobre as

velocidades inicial e final nos dois casos ?

6) Sabendo que a taxa de varia¢do da velocidade com o tempo para um corpo em queda livre,
préoximo da superficie da Terra, ¢ de 9,8 m/s”, determine sua velocidade e posi¢do como
fun¢do do tempo, se o corpo for largado da altura de 375 m. (Em caso de dificuldade consulte

a Atividade: Velocidade e Aceleragdo, na “Ajuda” do Modellus.)

7) Use (1°) fungdes e (2°) equagdes diferencias, no Modellus, que permitam obter as

seguintes trajetorias retilineas. (Sistema Internacional de unidades.)

t=20.00

P Fi*i*i*i*i*l*i*ifi})
gt R,

x=-30.00

b)
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vx=10.00

9)
wx=20.00
d)
x=125.00
A\ Ty Ty
7 LT — C@:ﬂﬁ.uu t=5.00
e)
— A\ t=5.00
CEmo—9D
x=-125.00
f)
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'C:l t=10.00

yy=-50.00
=-50.00

8) Uma bola se move segundo a seguinte equagao de movimento:
X=V0t+Ct3/3,

onde x ¢ posi¢do et € o tempo e as unidades utilizadas sdo as do Sistema Internacional.

a) Qual ¢ a dimensao da constante ¢ ?

Determine o(s) instante(s) em que a posic¢ao ¢ igual a 10 m, nos dois casos abaixo:
b)vo=1ec=3(SD;

c)vop=3ec=-3(SI).

Confira os resultados encontrados em b) e ¢), usando o Modellus.

9) No cenario elevador.mdl uma bola ¢ jogada para cima com velocidade inicial de modulo
vo, em relagdo a um elevador aberto. Na animag¢do da esquerda, o elevador estd parado. Na
animac¢ao do centro, ele esta descendo com velocidade uniforme de modulo V. Na animagao
da direita, ele estad subindo com velocidade uniforme de modulo V. Rode a animacgao ¢
compare as trés situacdes. Compare em especial os tempos de voo da bola (até voltar ao chao

do elevador). Compare também as alturas méximas alcancadas pela bola em relagdo ao

prédio.
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SEGUNDA UNIDADE: MOVIMENTO BIDIMENSIONAL

VETORES

A Cinematica em uma dimensao, tratada na Unidade anterior, mostrou-se um bom laboratorio
para a familiarizacdo com conceitos basicos do Calculo Diferencial e Integral de uma
variavel. As grandezas fisicas introduzidas, mesmo aquelas de natureza vetorial, foram entdo
tratadas escalarmente. Chegou o momento de estender aquelas nogdes para situagdes mais
realisticas. Nosso Universo ndo ¢ unidimensional. Dizer que se viajou quatrocentos
quilometros, a partir de um certo ponto, pode ser uma afirmagdo vaga. Vocé pode dizer que
partiu do Rio de Janeiro e viajou quatrocentos quilometros, e ndo se podera concluir se vocé
chegou em Sao Paulo ou em Belo Horizonte, por exemplo. A direcao da viagem, portanto, ¢
informagdo relevante. Também, sdo dois os sentidos possiveis sobre uma mesma direcao,
como ja foi visto. Um fisico ndo pode, portanto, prescindir da nogdo de vetor: muitas

grandezas fisicas se revelardo de natureza vetorial.

Frente a relevancia do tema, vamos detalhd-lo um pouco. O melhor exemplo de grandeza
vetorial, ¢ que pode servir como protdtipo, ¢ o deslocamento. Se alguém viaja do Rio de
Janeiro para Sao Paulo, o deslocamento associado ¢ o vetor que tem sua origem no ponto
inicial da viagem, no Rio de Janeiro, e sua extremidade no ponto final, em Sdo Paulo. Na
figura 2, se o ponto de partida ¢é representado por A, e B representa o ponto de chegada, entdo
d ¢ o deslocamento associado ao percurso. A maneira pela qual o percurso foi realizado, o

tempo de viagem, a trajetdria, nao importam: apenas os dois pontos extremos € que

determinam o deslocamento.

g

Figura 2 — Vetor deslocamento.
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Desenhe, em seu caderno, o mapa de um pais ficticio, destacando trés cidades — Alegre,

Feliz e Contente — representadas por trés pontos ndo alinhados, e considere as situagdes

abaixo.

a) Policarpo parte de Alegre as 8 h e chega em Contente as 16 h. Desenhe o vetor que
representa o deslocamento correspondente a esta viagem.

b) Asdrubal parte de Alegre as 9 h e chega em Contente as 15 h. Desenhe o deslocamento
correspondente a esta viagem e compare-o com o do item anterior.

c) Epaminondas parte de Alegre, passa por Feliz, onde almoga, e prossegue viagem até
Contente. Desenhe o deslocamento correspondente ao percurso de Epaminondas, ente

Alegre ¢ Contente, ¢ chame-o de d. Desenhe o deslocamento associado 4 viagem de

Epaminondas, entre Alegre e Feliz, e chame-o de d,. Desenhe o deslocamento associado a

viagem de Epaminondas, entre Feliz ¢ Contente, e chame-o de d, .

SOMANDO VETORES

Percebe-se que o deslocamento associado a viagem realizada por Epaminondas entre Alegre e
Contente (d) tem sua origem coincidindo com a origem do deslocamento associado a viagem

realizada entre Alegre e Feliz (4 ), ¢ a extremidade coincidindo com a extremidade do

deslocamento associado a viagem realizada entre Feliz ¢ Contente (4, ). Isto nos ensina a

somar vetores. Como o deslocamento total de Epaminondas ¢ a soma do deslocamento que

ele realizou antes do almogo com o deslocamento que ele realizou depois do almogo, entao

d=d, +d, significa que o vetor d pode ser desenhado com a origem coincidindo com a

origem de d eca extremidade coincidindo com a extremidade de d,»se d, e sdo desenhados

o primeiro com a extremidade na origem do segundo. Veja o exemplo do arquivo

ex 2 0l.mdL

E corriqueiro afirmar-se simplesmente que vetores sio grandezas que requerem, para sua
perfeita caracterizagdo, as trés nog¢des de modulo (magnitude), diregdo e sentido. Realmente,
assim ¢, mas hd mais um aspecto importante a ressaltar. Grandezas vetoriais, além de
requererem estas trés nogdes, devem apresentar comportamento tipico, frente a operagdes. Por

exemplo, seria perfeitamente possivel imaginar-se uma grandeza caracterizada por modulo,
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direcdo e sentido, mas cuja soma fosse uma operagao definida de forma diferente da operagao
soma para deslocamentos; neste caso, ndo se teria uma grandeza vetorial.

O médulo de um vetor corresponde a sua intensidade. E um valor essencialmente positivo. As
viagens de Policarpo e Asdrubal, por exemplo, correspondem a um deslocamento de modulo
igual a menor distdncia entre Alegre ¢ Contente. A linha de tragado do vetor define sua
direcdo. Assim, vetores paralelos sdo vetores de mesma direcao. O sentido do vetor ¢ um dos
dois possiveis sentidos sobre sua direcdo. A palavra orientacdo engloba os dois conceitos, de
dire¢do e sentido. Entdo, um vetor requer as no¢des de modulo e orientacdo, para ser bem

caracterizado, sem ambigiiidade.

Nota: Em inglés, a palavra direction significa orientagdo, ¢ ndo direcao.

Dois vetores sdo iguais quando sdo iguais suas trés caracteristicas, isto ¢, quando tém o
mesmo moddulo, a mesma direcdo e o mesmo sentido, independente de onde cada vetor esta
localizado. Se dois vetores sdo iguais, também ¢ correto dizer que eles sdo 0 mesmo vetor.
Assim, a soma de dois vetores pode ser representada graficamente das duas maneiras
apresentadas no cenario do arquivo vet som.mdl. Convenga-se disto, € explore bem este

cenario. Ao resultado da soma de vetores da-se o nome de resultante.

Uma regra importante, valida para a soma de vetores, ¢ a comutatividade, segundo a qual a
ordem da soma ndo altera seu resultado: se 3 ¢ p sdo dois vetores, entdo vale a relagcdo
a+b=b+a. A soma de vetores ¢ comutativa, ¢ vocé pode visualizar graficamente esta
propriedade no cenario do arquivo vet com.mdl. Talvez vocé€ nunca tenha sido apresentado a

uma operacao ndo comutativa; isto devera ocorrer brevemente.

No cendrio do arquivo vet ass.mdl vocé visualiza outra propriedade importante da adi¢do de
vetores. Trata-se da associatividade. A soma dos vetores 3z, € ¢ € o resultado da soma da
resultante de dois destes vetores com o terceiro. A soma ¢ uma operagdo associativa, no
sentido de que ndo importa quais os dois vetores tomados inicialmente. Podemos escrever,
por exemplo, que (7 + )+ ¢ =3 + (b + ¢). As propriedades comutativa e associativa, em
conjunto, nos permitem escrever, de maneira geral, a soma (resultante 7 ) de um certo nimero

de vetores, T=a+b+¢+¢€+ ..., sem preocupacdo com a ordem dos fatores e prescindindo-se

do uso dos paréntesis.
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A subtragdo de dois vetores ¢ compreendida de imediato, se escrevemos 3 - p = 3 + (-b),
estabelecendo-se que o vetor - nada mais € do que o vetor de mesmo modulo e orientagdo

oposta a do vetor p, ou seja, - € 0 vetor contrario ao vetor p.
MULTIPLICANDO POR ESCALAR

Na verdade, o pardgrafo anterior menciona uma operacao de multiplicagdo de vetor por
escalar. De forma geral, multiplicar-se um vetor ¢ pelo escalar k consiste em se determinar o
vetor cuja orientagcdo ¢ a mesma do vetor g, caso k seja positivo, ou a orientagdo contraria,

caso k seja negativo. Seu modulo ¢ igual a |k| c, onde |k| ¢ o valor absoluto do escalar k e ¢ ¢

o modulo do vetor ¢. Outras duas operagdes de multiplicacdo, envolvendo vetores, serdo

abordadas oportunamente.
DECOMPOSICAO DE VETORES

Felizmente, para se trabalhar com grandezas vetoriais, ndo ¢ necessario o uso de material de
desenho, papel quadriculado, etc. Existe uma maneira simples e precisa para se operar com
vetores. Trata-se do método de decomposicao segundo as dire¢des coordenadas. Considere a
figura 3. L4, esta tragado um vetor a que chamamos de 7, com sua origem coincidindo com a
origem do sistema de coordenadas cartesiano x-y. (Vocé ja devia estar estranhando ainda ndo
ter surgido um referencial, nesta Unidade. Agora, o uso do referencial torna-se obrigatorio.)
Estamos nos limitando, por enquanto, ao referencial bidimensional. O vetor esta desenhado de
forma que seu comprimento guarda uma certa relagdo com seu modulo (denotado por r), e sua
orientacdo ¢ a da seta que o representa. A maneira convencional de se quantificar esta
orientacdo ¢ a de se determinar o angulo 6 que o vetor forma com o eixo dos xx. A convengao
usual ¢ a de que o angulo que indica a orientagdo do vetor ¢ aquele que o vetor forma com o
eixo dos xx, medido no sentido anti-horario. Assim, por exemplo, um vetor que tem a
orientacao do eixo forma com este um angulo nulo, um vetor oposto ao eixo forma com este o
angulo m, um vetor que aponta para o terceiro quadrante forma com o eixo horizontal um
angulo compreendido entre m e 37/2. Em uma situagdo bidimensional, bastam dois valores
para bem caracterizar o vetor, sem ambigiiidade, ¢ estes podem ser seu modulo e o angulo

medido da maneira descrita acima.
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Y
i
:
y r
&
a r, ¥

Figura 3 — Vetor posicao.

Projetemos ortogonalmente, agora, o vetor ¥ segundo as dire¢des coordenadas. Denotemos
por 1y sua projecdo horizontal e ry sua projecdo vertical. E muito fécil ver, na figura, que estas

projecdes valem:

ry=rcos 0, (IL.1 a)
ry=rsen0. (IL.1 b)

Estas sdao as componentes do vetor segundo as direcdes coordenadas que, no caso
bidimensional, se constituem em um par de valores. Observe que vetor orientado para o
primeiro quadrante tem as duas componentes positivas, vetor orientado para o segundo

quadrante tem componente X negativa ¢ componente y positiva, etc.

Assim, valores necessarios para bem caracterizar o vetor, sem ambigiiidade, podem ser suas
componentes segundo as duas diregdes coordenadas. Tanto faz informar o vetor através do
par de valores (r,0), quanto através do par de valores (rx,1y). As equagdes (II.1 a) e (II.1 b) sdo
a maneira de se passar da parametrizagdo (r,0) para a parametrizagdo (ry,ry). Vejamos, agora,

o caminho inverso, isto €, como passar da parametrizagao (ry,ry) para a parametrizacao (,0).

DE COORDENADAS RETANGULARES (ry,ry) PARA POLARES (1,0)
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Na figura 3 fica facil identificar um triangulo retangulo, de hipotenusa r (modulo do vetor 1)

e catetos 1y e 1y. (De maneira geral, o correto € dizer que os catetos valem |rx | e ‘r ,jaquerge
y

r, podem assumir valores negativos.) Logo, vale a classica relagdo (e, aqui, ndo importa mais

o sinal das componentes rx € 1y)
=1+ ry2 )
Entdo, dadas as componentes 1y € 1y do vetor, seu modulo vale

r=+,t +1° (I1.2 a)

onde enfatizamos a escolha da raiz positiva, pois estamos calculando uma grandeza

essencialmente positiva.

Quanto ao angulo 0, sua tangente ¢ dada pela razao entre o cateto oposto e o cateto adjacente,

isto €,
T
tgf=_2,
rX
o que significa que podemos escrever:

0 = arc tg Lo (I1.2 b)

T

X

A funcdo arc tg, também denotada por tg”, é a fungdo inversa da fungdo tangente (tg), e a
equacdo (II.2 b) nos diz que o angulo 6, formado pelo vetor ¥ com o eixo dos xx, ¢ um

angulo cuja tangente vale ry / ry.

Assim, as equagdes (II.2 a) e (I1.2 b) sdo a expressdo da passagem da parametrizagdo (ry,ry)

para a parametrizagao (r,0).
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Em resumo, um vetor no plano requer a informagdo de dois valores para sua perfeita
caracterizagdo (determinagdo de modulo, direcdo e sentido). Uma parametriza¢dao usual € a
que adota esses valores como sendo r e 0, respectivamente o modulo do vetor e o dngulo que
ele forma com o eixo dos xx, adotando-se a convenc¢do de que este angulo ¢ medido a partir
do eixo dos xx, no sentido anti-horario (sentido trigonométrico). Outra parametrizagao usual €
a que adota o par de componentes do vetor segundo as duas diregdes coordenadas, 1y € 1y. As
equagdes (II.1 ab) e (II.2 ab) permitem que se passe facilmente de uma destas

parametrizacdes para a outra. Analise com cuidado o cenario do arquivo vet comp.mdl.

Consideremos um exemplo simples. Desenhe em seu caderno os vetores 3, de componentes
ax =-1 eay=+1, e p, de componentes by = +1 e by = -1(unidades arbitrarias). Verifique que
estes vetores possuem o modulo igual a /2 . Quais os angulos que 3 e p formam com o eixo
dos xx? Se seu desenho estd razoavelmente bem feito, fica evidente que o angulo formado por
i, 0, vale 3m/4, e que o angulo formado por p, 0y, vale 7n/4. No entanto, a,/ax = by/by = -1, e
arc tg (-1) = -n/4, em qualquer tabela (ou calculadora). Esta ¢ uma ambigiiidade para a qual
vocé deve estar sempre atento, e preparado para resolver. Ao se realizar a divisdo das duas
componentes de um vetor, perde-se a informagao sobre qual o sinal de cada uma delas. Além
disso, as tabelas (e calculadoras) adotam o dominio [-7/2;+n/2] para a funcdo tangente, e aqui
se pretende medir angulos no intervalo [0;27]. H4, portanto, que se ter o cuidado de resolver a
equacdo (II.2 b) tendo em mente os sinais das componentes do vetor, o que da a indicagdo

sobre o quadrante para o qual este aponta. Verifique que vale a relacdo seguinte,

e=ec+l(1-ij,
2 T

X

onde O¢ ¢ o resultado fornecido pela calculadora.

VETOR POSICAO

A notacdo 7, utilizada acima para designar um vetor genérico, ¢ na verdade muito mais
utilizada para designar o chamado vetor posicdo de uma particula. O vetor posi¢ao de uma
particula é aquele que tem sua origem na origem do referencial e sua extremidade no ponto

em que esta localizada a particula. Assim, um moével tem um vetor posi¢do variavel com o
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tempo. (Outra denominagdo para vetor posi¢ao € raio vetor.) Se um objeto ¢ localizado pelo
vetor posi¢do 7, as componentes 1y € 1y deste vetor sdo, usualmente, denotadas simplesmente
por X ey, respectivamente, o par (X,y) localizando perfeitamente o objeto. Abra o arquivo
ref pos2.mdl. O cendrio deste arquivo mostra o mével (Papai Noel) em uma certa posicao
inicial. Acionando a animagao, vocé pode mudar o Papai Noel de posi¢ao, acompanhando a

evolucdo de seu vetor posicdo e de suas componentes X € y.

DESLOCAMENTO

O arquivo vet desl.mdl traz um cendrio com trés animagdes correspondentes a trés tipos
diferentes de movimento. Nas trés animagdes, ¢ mostrado o vetor posi¢do inicial do movel, 7,
e 0 vetor posi¢do F em um instante posterior qualquer, cuja evolucao ¢ vista apos o
acionamento da janela Controle. Outro vetor cuja evolu¢dao ¢ mostrada ¢ aquele que tem sua
origem na extremidade de 7 e sua extremidade na extremidade de T e que, portanto, se trata

do vetor T -7 . Esta diferenca ¢ designada por A7 . Veja que este vetor nada mais ¢ do que o

deslocamento associado ao percurso considerado, ja que tem sua origem na posi¢ao inicial e
sua extremidade na posicao final do mdvel. Entdo, o deslocamento do mével, desde a posi¢ao

inicial, é:

d=AT=F-% - (I1.3)

=
I
=]

A forma A 7 ¢ muito utilizada para designar deslocamento.

De maneira geral, Aj=f,-f ¢ 0 deslocamento entre 7 e 7 .

No cenario do arquivo des dist.mdl vocé tem oportunidade de visualizar a diferenga entre
deslocamento e distancia percorrida. E importante reafirmar que a distancia percorrida em um
certo intervalo de tempo (um valor escalar) usualmente ndo coincide com o modulo do

deslocamento associado ao mesmo intervalo de tempo.

VETORES UNITARIOS
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Em trés dimensdes, um vetor requer a informagdo de trés valores para sua perfeita
caracterizagdo (determinacdo de modulo, diregdo ¢ sentido). Adotando-se um referencial
cartesiano, estes trés valores podem ser as componentes ry, Iy € 1, , segundo as direcdes
coordenadas. Isto ¢ visto no cendrio do arquivo vet tril.mdl, em trés casos diferentes (para
um vetor genérico 7). Note que as projecoes do vetor coincidem com os lados de um
paralelepipedo ao longo de cuja diagonal esta desenhado o vetor. O sinal da componente de
um vetor € positivo ou negativo, conforme a proje¢ao se da na regiao de valores positivos ou
negativos do eixo, quando o vetor ¢ colocado com sua origem coincidente com a origem do

referencial. Observe, também, os trés vetores 7, j € k , desenhados a partir da origem. Estes

sdo os chamados vetores unitarios (ou versores) das direcdes coordenadas. Sdo vetores
definidos como tendo modulo unitirio, ¢ com as orientagdes respectivas dos trés eixos.
Assim, por exemplo, o unitario da direcdo X, ; , ¢ um vetor de médulo igual a uma unidade,
na dire¢do do eixo dos xx, e o sentido apontando no sentido do crescimento dos valores de x.

Com isto, pode-se escrever:

F=Ii tryjtrk. (I1.4)

Os vetores 1y 5 , ry] e 1,k sdo chamados de componentes vetoriais do vetor  segundo as trés

dire¢des coordenadas. O cendrio do arquivo vet tri2.mdl apresenta um vetor como a soma de
suas componentes vetoriais. Vocé pode acrescentar casos a este modelo, se quiser visualizar
vetores que tenham outras orientacdes. Qual a expressdo do modulo de ¢ em fungdo de suas

componentes?

SOMANDO COMPONENTES

Considere dois vetores, 3 €, dados por suas componentes:

a=a i tayjta k,

b=bxi tbyjtb, k.

Entdo sua resultante, o vetor ¢ = § + p, sera o vetor

ol

=C i feyjtek,
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onde

Cx = ay *+ by,
cy=ay+by,
c,=a,+b,.

Isto ¢ facilmente generalizado para a soma de um numero qualquer de vetores: as
componentes de um vetor soma de varios vetores sdo as somas das respectivas componentes
dos vetores que se estd somando. Este ¢ o método analitico de se somar vetores, em

contrapartida ao método grafico, tratado inicialmente.
VELOCIDADE

Voltemos ao deslocamento. Abra o arquivo dr.mdl. Acionando-se a animacao, um objeto
descreve uma trajetoria no plano x-y, ¢ ¢ tragado o deslocamento A7 associado a um certo
intervalo de tempo do percurso. Diminuindo este intervalo de tempo (passando do caso preto
para os casos verde, rosa e azul), vocé verifica que o deslocamento tende a uma direcao
tangente a trajetoria do movel. No limite em que o intervalo de tempo tende a zero (At— 0), o
deslocamento tende ao chamado deslocamento infinitesimal 47 (AT — df), um vetor de
orientagdo tangente a trajetoria, apontando no sentido do movimento. Enquanto o
deslocamento finito ¢ associado a um intervalo de tempo finito, associa-se um deslocamento

infinitesimal a cada instante de tempo, ou seja, a cada ponto da trajetoria.
Passemos, agora, a definigdes cuja analogia com defini¢des feitas na Primeira Unidade vocé

podera facilmente perceber. Se um moével sofre o deslocamento AT no intervalo de tempo At,

sua velocidade média, neste intervalo de tempo, € o vetor

AT (IL5)

<l
Il
|

A velocidade instantdnea do movel, em um ponto qualquer de sua trajetdria (em um instante

qualquer de sua viagem), € o vetor

56



Fisica Geral Universitaria: Mecanica Veit E. A. & Mors. P. M.

v= 9 im AT fim V. (IL.6)
dt At—>0 At At—>0

um vetor tangente a trajetdria no ponto considerado, apontando no sentido do movimento. Os

cenarios dos arquivos vet _vell.mdl e vet vel2.mdl mostram bem este importante aspecto.

A equagdo (I1.6) informa que a velocidade instantanea de um moével é um vetor dado pela
derivada (vetorial) do vetor posicao em relagdo ao tempo, ou seja, € o vetor que mede a taxa
de variagdo do vetor posicdo do movel ao longo do tempo. Aspectos matematicos mais

rigorosos sao tratados em seu curso de Calculo.

Escrevendo a velocidade instantanea em termos de suas componentes, temos a expressao

V=V tvyjtvak,
onde vy ¢ a velocidade instantanea da projecdo do movel sobre o eixo dos xx, e analogamente

para vy e v

dx dy dz
V, =—> V., =—> \%
oodt G codt

ACELERACAO

No que diz respeito a aceleragdo, definimos o vetor

i =4Y, (I1.7)
At

indicando que a aceleragao média em um intervalo de tempo At ¢ a razao entre a variagdo da

velocidade instantanea neste intervalo e o proprio intervalo. Além disso,

i= Y jim A lim a_, (IL.8)
dt At—>0 At At—>0
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o que indica que a aceleragdao instantanea ¢ a derivada vetorial em relagdo ao tempo da

velocidade instantanea, ou seja, o limite, quando At tende a zero, da aceleragdo média.

Podemos, entdo, escrever:

— 2
;. v _ dr (1L9)
dt dt?

Escrevendo a aceleragdo em termos de suas componentes,
a~axi tayjtak,

explicitam-se as aceleracdes instantaneas das projecdes do moével segundo as diregdes

coordenadas:

dv dv, dv
a, > a a, =
dt Yoo dt dt

UM EXERCICIO SIMPLES

Segue, agora, um exercicio de Célculo. Trata-se da determinagdo formal da velocidade média,
calculando-se o valor médio da fungdo velocidade instantinea. Se um movel descreve um
certo percurso em um intervalo de tempo At = t; - t;, sua velocidade média, neste intervalo de

tempo, ¢ dada pela integral

vo= L [vat
At Y
Como y = dr , podemos escrever y dt = dr dt = dr - A regra do Célculo que nos permite
dt dt

manipular os diferenciais desta maneira ¢ a chamada Regra da Cadeia, e ressalta a riqueza da
notagdo utilizada, devida a Leibniz. Ao operarmos assim, estamos realizando uma mudanga

de variavel de integragdo, da variavel tempo para a variavel posi¢do. Entao, fica:

vV, = dr -

1
" At

[V S— ]
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Mas a integral do elemento dr, entre as posigdes inicial e final §, nada mais ¢ que a
diferenca 7.-f, ou seja, o deslocamento Af. Assim, a expressdo da velocidade média,

calculada como o valor médio da velocidade instantanea, ao longo do percurso, recai na
equagao (II.5). Se vocé nao tem tanta familiaridade com o Calculo Diferencial e Integral, isto
ndo deve preocupé-lo. Apenas, fica registrado que a expressao apresentada inicialmente como
defini¢ao de velocidade média ¢ aquela a que chegamos se, formalmente, calculamos o valor
médio da funcdo velocidade instantanea, esta tendo sido definida como a derivada temporal

do vetor posigao.

Resultado bem diverso é obtido se, ao invés de determinarmos o valor médio da velocidade
instantanea, determinamos o valor médio do médulo da velocidade instantanea, v, por muitos
autores chamado de rapidez. Agora, integramos uma funcao escalar. Chamemos esta integral

de V. Entéo,
1
V= — IV dt s
Aty

e aqui, também, podemos realizar a mudanca de variavel de integracdo, fazendo

vdt = E dt = dr - Logo,
dt

O elemento dr ¢ o modulo do elemento de deslocamento (7. Este ¢ um exemplo de integral
de linha: a integracdo ¢ realizada ao longo da trajetoria do movel. Seu valor, sendo a soma dos
(infinitos) comprimentos infinitesimais que constituem toda a trajetoria, nada mais é que o

comprimento desta trajetoria. Chamando de s este comprimento, fica:
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Esta ¢ uma grandeza que tem a dimensao de velocidade, e mede a distancia total percorrida
pelo movel dividida pelo intervalo de tempo transcorrido no percurso. E uma quantidade
escalar positiva, ja referida na Primeira Unidade, que chamamos de rapidez média. E muito

importante notar que esta grandeza nao ¢ equivalente ao modulo da velocidade média.

Nota: Nos textos em inglés, a palavra velocity designa a velocidade instantanea, speed
designa a rapidez, average velocity designa a velocidade média, e average speed designa a

rapidez média.

MOVIMENTO DE PROJETEIS

Tratemos, agora, de um exemplo classico de movimento bidimensional: o0 movimento de um
projétil. Por isto, entende-se 0 movimento de um objeto lancado no campo gravitacional, com
uma velocidade inicial dotada de componente horizontal ndo nula, o que implica em uma
trajetdria ndo restrita a direcdo vertical, como no caso do movimento estudado na Unidade
anterior. Desconsideramos, aqui, a resisténcia do ar: o projétil lancado no campo

gravitacional tem a aceleragdo g, e portanto a situagdo fisica ¢ a mesma do caso de queda

livre. A diferenca estd nas trajetorias, vertical na queda livre, curva plana no caso do projétil

livre.

A figura 4 mostra a velocidade inicial, y , de um projeétil langado de um ponto escolhido, por

conveniéncia, como a origem do referencial, assim como as componentes da velocidade
inicial e a trajetoria descrita pelo projétil. Note que, ndo havendo nenhuma outra interagdo
que ndo a gravitacional, 0 movimento estd todo ele contido em um plano vertical, ¢ um

referencial bidimensional € o que basta para descrevé-lo.
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Y
W
y 0
oy
Y
By
0 Yo X

Figura 4 — Lang¢amento de um projétil.

A velocidade inicial, entdo, tem as componentes

Vox = Vo COS 9()

Voy =Vosen 0y ,

onde 0 ¢ o angulo que ela forma com o eixo horizontal.

Se 3 ¢ a aceleragdo do projétil enquanto ele estd no ar, suas componentes neste referencial

sao

ax=0 (I.10 a)

ay=-g , (I1.10 b)

j& que, como vimos, a aceleragdo ¢ vertical apontando para baixo, e o referencial escolhido

tem o eixo dos yy apontando para cima.

Fica facil fazer, agora, a decomposi¢do do movimento segundo as direcdes coordenadas.

Segundo a dire¢do x 0 movimento € sem aceleragdo e, portanto, de velocidade constante:
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Vx = Vox = Vo cos Oy = constante, (IL.11 a)

X=Xotvgt , (IL.11 b)

indicando que temos, ao longo do eixo dos xx, um movimento retilineo uniforme. A equagao
de movimento, entdo, mostra um crescimento linear com o tempo para o deslocamento x - X,.

(No caso da figura 4, foi feito xo=0.)

Na dire¢@o y, o movimento se projeta como um movimento de aceleracdo constante, o que €
exatamente o mesmo movimento de queda livre estudado na Unidade anterior. As equagdes

que regem este movimento sdo, portanto, escritas da seguinte forma.

y=yo+voyt—%gt2 , (I.12 a)
Vy=Voy-gt , (IL12 b)
V=i -2g(y-yo) (IL12¢)

As equagoes (I1.12 a,b,c) referem-se a projecao vertical do movimento do projétil. (No caso

da figura 4, foi tomado yo=0.)

O movimento de um projétil livre, portanto, ¢ facilmente tratado quando nos damos conta de
que podemos decompoé-lo segundo duas dire¢des ortogonais convenientemente escolhidas.
Imagine o projétil projetando sua sombra tanto sobre o eixo horizontal (o pavimento) quanto
sobre o eixo vertical (a parede). A sombra projetada sobre o pavimento descreve um
movimento uniforme, ¢ a sombra projetada sobre a parede descreve um movimento de queda

livre vertical. Veja o cenario do arquivo ex 2 02.mdl.

O cenario do arquivo proj pos.mdl mostra um projétil sendo langado por um canhdo. A
fungdo do canhdo é a de imprimir ao projétil uma velocidade inicial. A medida que o projétil
se desloca ¢ mostrada a evolugdo de seu vetor posi¢cdo, enquanto sdo tragados os graficos x
versus t e y versus t, ou seja, os graficos das projecdes do vetor posi¢cdo segundo as direcdes

coordenadas como funcdo do tempo. Veja que estes graficos ja lhe sdo bastante familiares.

No cenario do arquivo proj_ac.mdl vocé pode acompanhar, simultanecamente, o langamento
de um projétil, com a mesma velocidade inicial, em trés ambientes gravitacionais diferentes

(caracterizados por aceleracdes da gravidade diferentes): a Terra, Marte ¢ a Lua. Na
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horizontal, a velocidade constante ¢ a mesma, nos trés casos. O caso de aceleracao da
gravidade menos intensa ¢ o de maior tempo de voo, implicando em um maior alcance

horizontal.

O arquivo proj tqd.mdl mostra um cenario onde se simula o lancamento de uma bola, que
rola para fora de uma mesa, a0 mesmo tempo em que outra bola ¢ largada do repouso, da
mesma altura. Como a bola que rola da mesa tem uma velocidade inicial horizontal e,
portanto, ndo tem componente vertical de velocidade inicial (assim como aquela que ¢
largada), ambas chegardo ao solo simultaneamente. Observe que, ao longo da queda, em cada
instante as duas bolas encontram-se @ mesma altura. O que diferencia os dois movimentos ¢

sua projecao horizontal.

Observe, agora, o cenario do arquivo ex 2 03.mdl, e interprete com cuidado a animagao.
Veja que, aqui, o que diferencia os dois movimentos ¢ sua projecao vertical.

Voltando ao tiro de canhdo. O cenario do arquivo proj vel.mdl mostra duas animagoes.
Enquanto uma apresenta a velocidade do projétil ao longo do movimento, na outra sio vistas
suas componentes evoluindo no tempo. Estes, também, sdo graficos com os quais vocé ja esta

familiarizado.

Considere um langamento a partir da origem (xo = yo = 0), como no caso da figura 4. Usando
as equagdes (II.11 a,b) e (I.12 a), vocé chega a equacdo que relaciona as componentes X € y

do vetor posigdo:

2

y=(ge)x-1 8%
’ : v, cos’ O,

que ¢ a equagdo da trajetoria do projétil. Esta ¢ a equagdo de uma parabola, indicando que a

trajetoria de um projétil livre € parabolica.

Nota: A equagdo de movimento ¢ =7 (t), em um movimento bidimensional, decompde-se, no
referencial x-y, nas equagdes x = x(t) e y = y(t), como € o caso das equacdes (I.11 b) e (II.12
a). Ja a relacdo entre as duas coordenadas espaciais, y = y(x), ¢ a equagdo da trajetoria do
moével no plano x-y. Nesta, perde-se informagdo sobre como a trajetdria € percorrida, no

tempo.
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O cenario do arquivo ex 2 04.mdl mostra um jogador langando uma bola, cuja trajetoria ¢é
tragada. A janelas Condigdes Iniciais e Tabela indicam valores medidos no SI, e o angulo de
lancamento ¢ dado em graus. A velocidade da bola, no ponto mais alto de sua trajetéria, €
horizontal e tem, portanto, a componente na dire¢do y igual a zero. Use esta condi¢cdo para,
com o auxilio da equagdo (II.12 b), determinar o tempo de subida da bola. Em seguida,
determine a altura maxima atingida. Usando a equagdao (II.12 a), determine o tempo
necessario para a bola descrever o resto do percurso, até atingir o solo. Finalmente, vocé esta
em condi¢des de determinar o alcance horizontal da bola, que ¢ a deslocamento horizontal
entre o ponto de lancamento e o ponto em que a bola chega ao solo. Seus resultados podem

ser conferidos com o que ¢ listado na Tabela.

Verifique que o tempo de voo da bola, seu alcance horizontal, e a altura maxima que ela
atinge, sdo consistentes com as condic¢des iniciais do langamento. Qual a velocidade da bola

(modulo e orientagdo), quando ela se encontra no ponto mais alto, € quando atinge o solo?

Abra o arquivo ex 2 05.mdl, cujo cendrio mostra a determinacao da posicao e da velocidade
de um projétil, em funcdo do tempo, através da solugdo das equagdes diferenciais associadas
ao movimento: duas equagdes para as componentes da velocidade (v e vy), duas para as
componentes do vetor posicdo (x e y). Veja que a janela Condigdes Iniciais indica a posi¢ao
inicial do projétil (a origem, neste exemplo), as componentes horizontal e vertical de sua
velocidade inicial, e 0 mddulo da aceleracao da gravidade (g). O sistema de unidades adotado
¢ o SI. Na janela Modelo estdo relacionadas as equagdes diferenciais a serem resolvidas pelo
programa, além da expressdo que permite calcular o modulo da velocidade do projétil em
qualquer instante. Observe todas as curvas que a janela Grafico pode lhe apresentar, tanto em

fun¢do de x, quanto em fungdo de t.

MOVIMENTO CIRCULAR UNIFORME

Outro estudo classico de movimento bidimensional ¢ o chamado movimento circular
uniforme. Como a expressao indica, trata-se de um movimento em que a trajetoria do mével €
circular. No entanto, a expressdo pode ser enganosa por conter a palavra “uniforme”, o que
pode sugerir um movimento com velocidade constante, o que nao € o caso. Sabemos que

velocidade (vetor) constante significa movimento retilineo, j& que esta ¢ sempre tangente a
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trajetoria. Logo, s6 uma trajetéria linear admite a situagdo de velocidade constante. No
movimento circular uniforme, a uniformidade refere-se ao modulo da velocidade. Trata-se,
portanto, de um movimento em que o movel gira em torno de um ponto central, a uma
velocidade de magnitude constante, o que o faz perfazer o mesmo numero de voltas em
tempos iguais. E um movimento ciclico, periddico. Estamos sendo apresentados ao primeiro
movimento periddico de nosso curso. Um movimento periddico & repetitivo, e tem a
caracteriza-lo, entre outras, a grandeza periodo (normalmente denotada por T), que € o tempo
que o movel leva para completar um ciclo. Assim, por exemplo, podemos olhar, com boa
aproximacao, a Lua como descrevendo um movimento circular em torno da Terra, com um
periodo de 27,3 dias (o tempo transcorrido entre duas Luas Cheias). O movimento circular,
com sua periodicidade, ¢ assunto de tal importancia que para ele reservamos a Unidade

seguinte.

A RELATIVIDADE GALILEANA

Voltemos, agora, ao que foi tratado no final da Unidade anterior, quando abordamos a
relatividade galileana em uma dimensao. Vocé tem, no cendrio do arquivo vel rel2.mdl, a
oportunidade de relembrar o tema. Repetindo o mesmo raciocinio, agora com o formalismo
vetorial, chega-se a relatividade galileana em sua expressdo mais geral. Vejamos, entdo:
sejam dois referenciais distintos, S e S°, com origens respectivas O e O’. Suponhamos que,
em ty = 0, as duas origens coincidam. Suponhamos, também, que o referencial S’ tenha, com
relacdo ao referencial S, uma velocidade constante igual a . Assim, § € a velocidade de O’
com relagdo a O. Entdo, em um instante de tempo t qualquer, a origem do referencial S’ ¢

localizada, com relagdo ao referencial S, pelo vetor posi¢do ¢, = g t. Considere um mével M
localizado, neste mesmo instante t, conforme visto de S, pelo vetor posi¢ao i, © conforme

visto de S’, pelo vetor posi¢do 1, . Entdo, vale a relagdo

i T (I.13 a)

v

que informa que o vetor posicao do moével no referencial S, em um dado instante t, ¢ igual ao
vetor posi¢do do modvel, naquele instante, no referencial S°, mais o vetor posi¢do da origem

do referencial S’ com relacdo ao referencial S, no mesmo instante. Como L, =it entao,

equivalentemente,
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i, =% Tt (II.13 b)

Derivando esta relagdo em relagdo ao tempo, temos:

V=V, tis (IL.14)

onde y, e v, sdo as velocidades do movel M com relagdo aos referenciais S e S,

respectivamente.

A equagao (I1.14) traduz a relatividade galileana, relacionando as velocidades de um mesmo
objeto, medidas em dois referenciais diferentes, onde um referencial desloca-se, em relagao

ao outro, com velocidade constante.

Derivando-se, por sua vez, a equagao (I1.14) em relagdao ao tempo, como §j € um vetor

constante, resulta que

i, = a, - (IL.15)

indicando que a aceleracdo de um modvel ¢ a mesma, independente do referencial de onde ele
¢ observado, desde que a velocidade de um referencial com relagdo a outro seja constante.

Abra o cendrio do arquivo vel rel3.mdl, e veja os dois casos desta animagao.
Note que, aqui, ndo nos preocupamos em distinguir os tempos, conforme observamos o

movimento de S ou de S’: para nos, t = t’. Esta ¢ uma caracteristica importante da relatividade

galileana, que ndo persiste no formalismo da relatividade einsteineana.
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EXERCICIOS DA SEGUNDA UNIDADE

1) Dados os vetores V,, V, ¢ V, abaixo, determine as componentes, o modulo ¢ o angulo

formado com o eixo dos xx, de cada um dos vetores:

)V, TV, bV,-V: 0OV +V,+V,-

Utilize o cendrio do arquivo soma_vet.mdl para conferir suas respostas.

¥ ¥
Y 100
an
e W,
k7 ""'fz 3
0 3n W G.0 W

2) Crie modelos e utilize a janela Animag¢do do Modellus, para representar os vetores abaixo.

a) Um vetor com componente x igual a 2 unidades e componente y igual a 5 unidades.

Calcule o seu modulo e o angulo que forma com o eixo dos xx.

b) Refaga o item a) admitindo que os valores das componentes x e y podem ser quaisquer,
sendo especificados na janela Condic¢des Iniciais. Tome especial cuidado com os casos em
que o angulo se localiza no segundo ou terceiro quadrantes.

¢) Um vetor de modulo e orientagdo a serem especificados na janela Condigdes Iniciais.

d) O produto do vetor do item a) por um escalar k, a ser especificado na janela Condigdes

Iniciais. Atribua a k diferentes valores (inclusive negativos).

e) Um vetor de componentes vy =3 t e vy = 5 t, onde t ¢ a varidvel independente da janela

Controle. Calcule seu modulo e orientagao.
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3) O cenario do arquivo rad grau.mdl lhe permite relembrar a defini¢do de radiano e sua
relacdo com o grau. Construa um modelo em que vocé entra com o angulo em graus e calcula

seu valor em radianos e vice-versa.

4) Os cenarios dos arquivos fc trigl.mdl e fc trig2.mdl tratam das fungdes trigonométricas
seno, co-seno e tangente, bem como de suas relagdes com os lados de um tridngulo retdngulo.

Explore suas animacdes.

5) Use (1°) funcdes e (2°) equagdes diferenciais, no Modellus, que permitam obter as

seguintes trajetorias retilineas. (Sistema Internacional de unidades.)

a)
x=130.00 e
s Iy oy
[ %=130.00 t=3.00
=1 TIII.IIIIIII ;
s ey
I %=170.00 t=12.00
b)
y=135.00 =135.00
(_) t=9.00
([ wiy=-30.00 \
)
\-Q=5EI.EIIZI =3 00
c)
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d)

2

x=-50.00 wx=3.00

1
=_10.00 t=0.00

t=0.00

wy=-10.00

vx=2IZI.EIEI|

y=50.00
w=2IZI.EIEI|

x=50.00

x=50.00 w=000

t=0.00

y=-50.00
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t=5.00

t=5.00

'-fx=2E|.DE||

wy=0.00
=0 00 .
wy=-20.00/

t=5.00

t=5.00
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wx=50.00

y=0.00
0.00
=0.0
t=10.00

wx=-50.00

wy=50.00

=0.0

: t=10000
|

|

|

wy=-50.00

6) Use equagdes diferenciais, no Modellus, que permitam obter as seguintes trajetorias
parabdlicas. (Sistema Internacional de unidades.)

a)

w=125.00 w=125.00 =Lk
[——"
t=

sy=0.00

t=5.00

Ty

- x=50.00

b)
%=40.00

t=4.00

t=4.00

y=20.00 y=20.00
i wy=-40.00'

w=40.00
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x=100.00

]

t=5.00

t=5.00

w=23.00 y=235.00

L

Y II'\ wy=-d0 00
5= 00,00 t=5.00

7) Crie um modelo, no Modellus, que lhe permita comparar as trajetorias parabdlicas de

projéteis na Terra, na Lua e em Vénus.

8) No cenario do arquivo projetil.mdl vocé vé que, para um dado moddulo da velocidade
inicial, hd dois valores de seu angulo com a horizontal (angulo de tiro) que resultam no
mesmo alcance. A soma destes angulos ¢ 90 graus. A bola azul corresponde ao menor angulo
¢ a vermelha ao maior angulo. O alcance maximo é obtido para um angulo de 45° (neste caso,
os dois angulo colapsam em um tnico). Compare os tempos de voo das duas bolas e as alturas

maximas que elas atingem, para os 4 casos apresentados.

Deduza uma expressao para o tempo de voo, para a altura maxima e para o alcance horizontal,

em func¢do do angulo de tiro e do modulo da velocidade inicial, e determine:

a) o angulo de tiro para o qual o alcance horizontal ¢ igual a 75 % de seu valor maximo;

b) o angulo de tiro para o qual a altura maxima ¢ igual ao alcance horizontal.

Verifique que seus resultados estdo corretos, utilizando a animagao.

9) No cenario do arquivo alvo.mdl vocé vé a tentativa de um Papai Noel Azul alvejar um
Papai Noel Vermelho em uma arvore.

a) Procure entender por que o Papai Noel Azul ndo tem sucesso nas tentativas apresentadas

nos casos acionados pelos botdes preto e azul.
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b) Mostre que, se a velocidade inicial do projétil ¢ suficiente para fazé-lo atingir a arvore, o

sucesso nos casos acionados pelos botdes verde e rosa independe da sua velocidade inicial.

10) No arquivo verifica.mdl, vocé encontra um cenario que lhe permite conferir célculos
realizados para a resolugdo de problemas de lancamento de projéteis (unidades SI). Como
voce pode ver na janela Modelo, foi adotado um referencial cartesiano x-y com o eixo dos yy
apontado para cima. As condi¢des iniciais do langamento podem ser alteradas na janela
Condicdes Iniciais. A janela Tabela lista, para cada instante de tempo t, os valores das
componentes x ¢ y do vetor posicdo do projétil e da velocidade do projétil, assim como o
angulo que o vetor velocidade forma com o eixo dos xx, e o seu modulo. Qualquer texto de
Fisica Basica traz uma lista de problemas sobre movimento de projéteis. Este arquivo podera

lhe ser util quando trabalhar esses problemas.

11) O cenario do arquivo mov_rell.mdl mostra a trajetéria de um projétil, no caso uma bola,
conforme visto de dois referenciais diferentes, um deles fixo ao solo e o outro movendo-se em
relacdo ao solo (um carro). O carro dispde de um dispositivo que langa a bola na direcao
vertical. Vocé pode modificar os perfis da trajetoria, alterando pardmetros na janela
Condigdes Iniciais (unidades SI). Varie, primeiro, apenas as velocidades iniciais do carro em
relacdo ao solo e da bola em relagdo ao carro. Posteriormente, varie a aceleracao do carro,

dando-lhe valores no intervalo - 2 m/s> < axcarro<2 m/s’.

12) No cenario do arquivo mov_rel2.mdl, uma bola ¢ lancada na direcdo vertical. A trajetoria
desta bola ¢ vista por diferentes observadores situados em carros que se movem com
velocidades constantes. O carro azul se move com a mesma velocidade do carro branco, do

qual a bola ¢ langada.

a) Explique por que a trajetoria parabolica vista por um observador no carro violeta apresenta
abertura menor do que a vista por um observador no carro amarelo e abertura maior do que a
vista por um observador no carro verde.

b) No caso apresentado neste modelo, todos os observadores véem a bola se movendo para a
frente. Em que condigdes um observador veria a bola se movendo para tras? Verifique se sua

resposta esta correta, alterando as velocidades na janela Condigdes Iniciais.
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c¢) Determine a velocidade que o carro violeta deve ter para que um seu passageiro observe a
bola se movendo para trds em uma trajetoria parabdlica de mesma abertura que a trajetoria
observada por um observador no carro verde. Verifique sua resposta, alterando valores na

janela Condig¢des Iniciais.

Sistema de unidades: SI.

13) Observe, no cendrio do arquivo navios.mdl, os movimentos de dois navios em relacdo ao

mar e o movimento de um deles (navio azul) em relagdo ao outro (navio amarelo).

a) Estime, visualmente, o instante em que a distancia entre os dois navios ¢ minima (vocé

pode conferir seus resultados na Tabela).

b) Determine o moédulo e a orientagdo (especificada por um angulo que vocé deve

caracterizar) da velocidade do navio azul em relagdo ao navio amarelo.

Sistema de unidades: SI.

14) Nos trés casos do cenario do arquivo gota.mdl sdo informadas, na janela Condi¢des
Iniciais, as velocidades de um carro e da chuva, em relagdo ao solo. Considere o eixo dos xx
apontando para a direita e o eixo dos yy apontando para cima. Determine a velocidade

(modulo e angulo com a vertical) da chuva com relacdo ao carro.

15) No cenario do arquivo barqueiro.mdl, um barco (seta vermelha) atravessa o rio.
Determine, com os recursos disponiveis na animacdo: a velocidade do rio em relagdo a
margem, a velocidade do barco em relacdo ao rio e a velocidade do barco em relagdao a

margem. O sistema de unidades da animagao ¢ o SI.
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TERCEIRA UNIDADE: MOVIMENTOS PERIODICOS

MOVIMENTO CIRCULAR

Dedicamos esta Unidade ao movimento circular. Pode parecer um exagero dedicar todo uma
Unidade a assunto tdo particular, mas logo ficard claro ao leitor que muita conclusio
importante serd tirada deste estudo. Os antigos gregos consideravam o movimento circular o
movimento perfeito: afinal, haveria outra forma de encarar o movimento dos astros em torno
do centro do Universo (a Terra)? Hoje, ndo classificamos a trajetoria circular como
privilegiada, mas ¢ certo que o estudo do movimento circular ¢ um caminho natural para se

iniciar a abordagem de um tema importantissimo em Fisica: o0 movimento periodico.

Inicialmente, tratemos de uma relagdo muito simples e importante. Seja s o comprimento do

arco de uma circunferéncia de raio R subtendido pelo angulo 6, como na figura 5. Entao,

s=0R (IIL.1)

é a expressdo que relaciona estas grandezas, desde que 0 seja medido em radianos. E muito
importante atentar para o fato de esta relagdo ser valida apenas para angulos medidos em
radianos. A equagdo (III.1) contém, mesmo, a definicdo do radiano: um radiano ¢ o angulo
que subtende um arco de comprimento igual ao raio da circunferéncia. O radiano ¢ unidade do
Sistema Internacional. Da equacao (III.1) vé-se, também, que o comprimento da

circunferéncia vale 2nR, a medida de uma volta sendo de 27 radianos.

Fica evidente, da equagao (III.1), que angulo ¢ grandeza adimensional. Como tanto s quanto
R sdo medidas de comprimento, 6 ndo tem dimensdo. A unidade radiano (rad) so ¢ referida
para se fazer a distingdo com outras unidades, como o grau, por exemplo, que ¢ definido de
maneira tal que uma volta compreende um angulo de 360 graus (360°). Todas as relagdes
deduzidas a partir da equacao (III.1) s6 valem com angulos expressos em radianos. Os
cenarios dos arquivos ex 3 0l.mdl e ex 3 02.mdl sdo exemplos de aplicagdo direta desta

relacao.
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Figura 5 — O arco de comprimento s subtendido pelo angulo 6 .

Seja uma particula descrevendo um movimento circular. Isto significa que sua trajetoria
consiste de uma circunferéncia, centrada em um ponto que podemos considerar como a
origem de nosso referencial, como mostra a figura 6. Se R ¢ o raio da trajetoria, a particula
estd sempre a uma distancia R da origem. Logo, R ¢ o modulo de seu vetor posi¢dao, em
qualquer ponto do percurso. O angulo que o vetor posi¢do da particula forma com o eixo dos
xx ¢ a chamada posi¢do angular da particula. Assim, se a particula gira no sentido anti-
horario, a medida de sua posi¢cdo angular aumenta; se o0 movimento ¢ no sentido horério, a

medida da posi¢do angular diminui — veja o cendrio do arquivo pos_ang.mdl.

=

Figura 6 — Trajetoria circular com seu centro coincidindo com a origem do referencial.

GRANDEZAS CINEMATICAS

Se At ¢ o intervalo de tempo no qual uma particula sofre o deslocamento angular A, entdo a

velocidade angular média da particula, neste intervalo de tempo, ¢ dada por
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o = A9 (I11.2)

uma unidade usual de medida sendo o s, ou rad/s. Aqui, uma outra medida de angulo pode
ser utilizada; o grau, por exemplo. Quando a unidade de medida do deslocamento angular nao
¢ explicitamente mencionada, isto significa que estd sendo adotado o radiano. Por convengao,
deslocamento angular positivo significa rotagdo no sentido anti-horario; deslocamento
angular negativo significa rotacdo horaria. Um deslocamento angular maior que 27 significa
que o moével revisita sua trajetoria; uma particula que se desloca de 3w, por exemplo, descreve

uma volta e meia. Abra o arquivo w_med.mdl e analise seus trés casos.

A velocidade angular instantanea ¢ definida como a taxa de variagdo (derivada) temporal da

posicdo angular:

w39 (I11.3)

A acelera¢do angular média, correspondente a um intervalo de tempo At, ¢ a variacdo da

velocidade angular (instantanea) dividida pelo intervalo de tempo:

a0 = B2 (I1L.4)

. . 2 2
uma unidade usual de medida sendo o s, ou rad/s".

A aceleracdo angular instantanea ¢ definida como a taxa de variagdo, no tempo, da velocidade

angular:

g o o _ &0 (IIL5)

O cenario do arquivo ex 3 03.mdl é um exemplo em que a dependéncia da posi¢ao angular

com o tempo € cubica.

QUANDO A ACELERACAO ANGULAR E CONSTANTE
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Os trés casos do arquivo ex 3 04.mdl sdo exemplos de solugdo numérica das equagdes
diferenciais que levam a determinagdo da velocidade angular e da posi¢ao angular, no caso de
aceleragdo angular constante. De forma geral, se o € constante e o mdvel parte da posi¢ao

angular 6y com velocidade angular wo, tem-se, para um instante genérico t:

o =0 +at, (111.6)
0= 6 + o+ S ar (I1L.7)

onde to = 0 é o instante inicial do percurso. A partir destas duas equagdes chega-se a

expressao abaixo, que relaciona grandezas angulares sem a dependéncia explicita do tempo:
o =, +2a((0-6,) - (IIL.8)

Um objeto em movimento circular com uma velocidade angular positiva e uma aceleragdo
angular negativa, por exemplo, gira no sentido anti-horario, com a velocidade angular
diminuindo. O cenario do arquivo w_alfamdl permite a visualizagdo de trechos de
movimento circular contemplando as quatro combinagdes possiveis de sinais para ® e o.

Obviamente, uma aceleragao angular nula significa uma velocidade angular constante.
EXPRESSANDO-SE NA FORMA VETORIAL

Aqui, estamos tratando as grandezas angulares ® e o como escalares, como no caso da
velocidade e da aceleragdo no estudo da cinematica unidimensional. Serd que, também para
velocidade angular e aceleracdo angular, cabe o tratamento vetorial? Comecemos por analisar
o caso do deslocamento angular. O cenario do arquivo rotl.mdl mostra que a soma de dois
deslocamentos angulares, ou seja, dois deslocamentos angulares realizados em seqiiéncia, ndo
¢ necessariamente comutativa. Uma sucessdao de dois deslocamentos angulares de um objeto
pode resultar em uma configuragcdo final que depende da ordem em que os deslocamentos
foram realizados. Assim, contrariamente ao caso do deslocamento translacional,
deslocamento angular ndo pode ser visto como vetor, j4 que ndo respeita uma das

propriedades da soma de vetores. Abra o arquivo rot2.mdl, em cujo cendrio vocé visualiza a
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mesma experiéncia sendo realizada mas, agora, com deslocamentos angulares menores. O
arquivo rot3.mdl apresenta um cenario em que, novamente, se repete a mesma experiéncia,
com deslocamentos angulares ainda menores. Comparando os resultados das trés
experiéncias, fica evidente que, quanto menor a amplitude dos deslocamentos, mais as duas
configuragdes finais se parecem. Podemos prosseguir diminuindo a amplitude, e chegamos a
conclusdo de que, para deslocamentos infinitesimais, a configuragdo final serd a mesma (os
livros estando igualmente posicionados), ndo importando a ordem das operacdes. Assim,
pode-se concluir que, apesar de deslocamentos angulares finitos ndo comutarem,
deslocamentos angulares infinitesimais apresentam esta propriedade. Entdo, podemos tratar
deslocamentos angulares infinitesimais como grandezas vetoriais. Passamos a definir o vetor

deslocamento angular infinitesimal.

Seja uma particula que sofre um deslocamento angular infinitesimal 3g. Entdo, 4g € o vetor
de médulo 3o que tem a diregdo perpendicular ao plano da rotagdo, e o sentido dado pela
chamada regra da mao direita. A visualiza¢ao desta regra é apresentada no cenario do arquivo
rot_inf.mdl: observe o polegar da mado direita enquanto os outros quatro dedos sdo levados a
efetuar uma rotagdo no sentido da rotacdo em questdo (horaria ou anti-horaria) — o polegar
apontara no sentido do vetor g . Assim, se sua mesa de trabalho (na horizontal) ¢ o plano de
rotacdo e a rotagdo ¢ anti-hordria, 3¢ ¢ um vetor vertical apontando para cima; se a rotacao ¢
horaria, Jg aponta para baixo. Esta regra, também conhecida como regra do parafuso, ¢ a
mesma utilizada para se convencionar como desenhamos os eixos Ox, Oy e Oz, do referencial
cartesiano tridimensional. Este € tal que, se com a mao direita simulamos a rotagao de n/2 que
levaria o eixo dos xx a encontrar o eixo dos yy, entdo o polegar indica o sentido do eixo dos
zz. Logo, se x-y ¢ o plano em que ocorre o deslocamento angular infinitesimal, o vetor que
representa este deslocamento tem a dire¢do do eixo dos zz, com o sentido do eixo se a rotagao

¢ anti-hordria, e o sentido oposto ao do eixo se a rotag¢do ¢ horaria.

Se deslocamentos angulares infinitesimais podem ser definidos como vetores, entdo podemos

definir grandezas cinematicas angulares vetoriais, como segue.

A velocidade angular instantanea ¢ a medida da taxa com que se altera a posi¢ao angular:

5= 39 (11.9)
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A aceleragdo angular instantanea ¢ a medida da taxa de variagdo da velocidade angular

instantanea:

R

_ do (111.10)
dt

Q

Também podemos definir a aceleracdo angular média, no intervalo de tempo At, como sendo

G = Ao (IL.11)

-

onde A5 € avariagdo de velocidade angular instantanea ocorrida em At.

Abra o cenario do arquivo cir_angl.mdl. Nele, vocé encontra quatro casos (condigdes iniciais
diferentes) do chamado movimento circular uniforme, que ¢ aquele de aceleragdo angular
nula. No cenario do arquivo cir_ang2.mdl sdo mostrados dois casos de movimento circular
com acelerag¢do angular constante. Nos dois cendrios, vocé visualiza o mével descrevendo sua
trajetoria, desenhada no plano x-y, tendo a origem como centro de rotagdo. O eixo dos zz, nos
casos apresentados, ¢ o chamado eixo de rotacdo. As grandezas cinematicas angulares variam
conforme apresentado nos graficos, adotando-se a convengao de que valores positivos para
velocidade angular e aceleragdo angular correspondem a vetores que tém o sentido do eixo
dos zz; valores negativos correspondem a vetores apontando no sentido oposto ao do eixo dos
zz. Estes vetores também sdo representados. Note que, no caso simples de rotagdo em torno
de eixo fixo, a direcdo de 5 e 5 ndo varia, ndo havendo, portanto, necessidade de se
explicitar sua natureza vetorial. Compare os graficos com aqueles tipicos de movimento de

translagdo em uma dimensao, com aceleragdo constante.

MOVIMENTO CIRCULAR UNIFORME
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Enfoquemos, mais detidamente, o caso particular do movimento circular uniforme. A
acelerag¢do angular sendo nula, ® = constante. Chamemos de ¢ a posi¢do angular inicial 0.
Entdo, em um instante genérico t, a posi¢do angular do movel ¢ dada por

0=ot+d, (1I1.12)

onde o angulo 0 ¢ conhecido como fase, ¢ o termo independente do tempo, ¢, € a constante de

fase.

O vetor posi¢ao da particula, no instante t, pode entdo ser escrito, em termos dos vetores

unitdrios i € j, como
f(t) = Reos(wt + ¢)1 + Rsen(@t + ¢)j . (I11.13)
Esta é a equagdo de movimento da particula, que permite determinar sua posi¢ao em qualquer
instante do movimento. Chamando simplesmente de x e y, respectivamente, as componentes
do vetor posi¢do segundo os eixos dos xx e dos yy, tem-se:
x =R cos (ot + ¢) (II1.14 a)
y=Rsen(ot+¢). (II1.14 b)

: 2, 212 . ~ : A .
Certifique-se de que, realmente, x"+y"=R", que ¢ a equacdo de uma circunferéncia de raio R.

Podemos encontrar a velocidade da particula, no instante genérico t, derivando a expressao

(ITI.13) em relagdo ao tempo. Como R e ® sdo constantes, fica:

v(t) = % =-wRsen(wt+g@)i+oRcos(wt+g)j - (I11.15)

As componentes da velocidade valem, portanto,

81



Fisica Geral Universitaria: Mecanica Veit E. A. & Mors. P. M.

vx=-® R sen (o t+ ¢) (ITI.16
a)
e

vy= o R cos (ot + ¢). (ITI.16
b)
ACELERACAO CENTRIPETA

A aceleragdo, entdo, ¢ dada pela expressao

a) = iii_\t, =- 'R cos(w t+ ¢) i - w’R sen(w t+ ¢) j = - & (1) » (II1.17)

ou seja, ¢ o vetor de componentes
aXZ—szcos(c)tJr(b) (ITI.18 a)

ay = - o’ R sen (ot + ¢) . (IT1.18
b)

A aceleragdo da equacao (II1.17), sendo oposta ao vetor posi¢cdo (veja a figura 6), ¢ radial e

aponta para o centro da trajetdria. E por este motivo que a aceleracdo do movimento circular

uniforme ¢ chamada de acelera¢do centripeta, que passamos a denotar por 3. Seu modulo,

determinado a partir das equagoes (II1.18 a,b), ¢ igual a:

ac=w’R. (I1.19)
DERIVADAS DAS FUNCOES SENO E CO-SENO
As equagdes (I11.15) e (II1.17) foram obtidas a partir do resultado da derivacao das fungdes

trigonométricas seno e co-seno. Se C; e C, sdo constantes e z ¢ a varidvel independente, tais

que C,z e C, sdo medidas angulares, entdo vale o resultado
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di sen (C,z+C,)=C, cos (C,z+C,)
z

di cos (C,z+C,)=-C, sen(C,z+C,) -
Z

RELACOES ENTRE GRANDEZAS ROTACIONAIS E TRANSLACIONAIS

Como a velocidade ¢ um vetor tangente a trajetéria, conclui-se que no movimento circular
uniforme velocidade e aceleracdo sdo perpendiculares, j& que a aceleragdo ¢ radial. Mais

adiante, isto sera confirmado através de algebra vetorial.

O cenario do arquivo cir_vel.mdl mostra o vetor posi¢cdo e a velocidade, em um movimento
circular uniforme. Note que a expressdo movimento circular uniforme refere-se a
uniformidade do modulo da velocidade, j4& que o vetor que a representa ndo ¢, de forma
alguma, uniforme. Velocidade uniforme (constante), como sabemos, s6 ocorre em movimento
retilineo. A projecao, segundo as direcdes coordenadas, da velocidade — equagdes (I11.16
a,b) —, ¢ mostrada no cendrio do arquivo cir vxvy.mdl, para os casos de dois valores
diferentes da constante de fase ¢. Analogamente, para a aceleragdo centripeta, veja o cenario
do arquivo cir_axay.mdl.

Para relacionar os médulos da velocidade e da aceleragdo centripeta, derivemos em relagao ao

tempo a equagdo (III.1). Como R, o raio da trajetdria, € uma constante, fica:

ds _ d0 |

dt dt

Ora, d6/dt ¢ a medida da velocidade angular, ®, enquanto que ds/dt ¢ a medida da rapidez
com que a particula se desloca ao longo de sua trajetdria, ou seja, ¢ o modulo da velocidade
de translagdo, v. (As vezes, pode ser conveniente referir-se a v como sendo a velocidade

linear, ou de translagdo, para diferencia-la da velocidade angular.) Entao,
v=oR (I11.20)

expressa a relacdo entre o mddulo da velocidade de translacdo e o mddulo da velocidade

angular, o que também pode ser obtido diretamente das equacdes (II1.16 a,b). Veja que, aqui,
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o raio R € uma grandeza com a dimensdo de comprimento, dando consisténcia dimensional a
equacdo. E importante lembrar que, sempre que se utilizar a equagdo (II1.20), ® deve ser
expresso em radianos por unidade de tempo, ja que a equacao (II1.1) s6 é valida para angulos

expressos em radianos.

As equagoes (I11.19) e (II1.20), combinadas, levam a expressao

: (IIL.21)

dc = ?
que fornece o valor do moédulo da aceleracdo centripeta como funcdo do modulo da

velocidade e do raio da trajetoria.
Como o médulo v da velocidade ¢ constante, o médulo da aceleracdo centripeta também o é.

A orientagdo da aceleracdo centripeta pode ser confirmada lembrando que a aceleragdo ¢ o
limite da aceleracao média em um intervalo de tempo que tende a zero. O cenario do arquivo
cir_ acm.mdl mostra a determinacdo da aceleragdo média para trés casos, correspondentes a
trés intervalos de tempo centrados no instante em que o movel se localiza em determinado
ponto de sua trajetoria, tornando clara a orientacdo radial da aceleragdo, apontando para o

centro.

Abra o arquivo cir _vet.mdl, em cujo cendrio trés particulas descrevem, simultaneamente,
movimentos circulares uniformes. Apds transcorrida a animagao, utilizando a tecla da janela
Controle que permite levar a imagem para qualquer instante do intervalo de tempo
considerado, determine os periodos e as velocidades angulares das particulas. O raio da
trajetdria mais externa ¢ o dobro do raio das outras duas. Relacione quantitativamente as
grandezas v (mo6dulo da velocidade linear) e ac (modulo da aceleragdo centripeta) associadas

aos trés movimentos.
MOVIMENTO CIRCULAR NAO UNIFORME

Em um movimento circular ndo uniforme a velocidade angular varia. Veja os dois casos do

cendrio do arquivo cir_dist.mdl.

84



Fisica Geral Universitaria: Mecanica Veit E. A. & Mors. P. M.

Aceleragdo centripeta e velocidade sdo vetores perpendiculares. A aceleracdo centripeta,
portanto, ¢ responsavel unicamente pela variacdo da orientacdo da velocidade. Quando esta
também varia em modulo — movimento circular qualquer —, deve existir uma componente
da aceleracdo na direcio da velocidade, ou seja, na direcio tangencial. E a denominada

aceleragdo tangencial, 3, cujo modulo 5 ¢ determinado derivando-se em relagéo ao tempo

a equagao (111.20):

a, = W _dop_or, (I11.22)
dt dt

onde a deve ser expresso em radianos por unidade de tempo ao quadrado. Observe que a
equacdo (III.1) — e, conseqlientemente, a equag¢do (II[.20) — se aplicam também a
movimentos circulares ndo uniformes.

De maneira geral, portanto, em um movimento circular a acelerag@o ¢ o vetor

(I11.23)

o)
I
B
+

)

a soma de uma componente radial (centripeta) com uma componente tangencial. Veja o

cendrio do arquivo cir_at.mdl.
MOVIMENTOS REPETITIVOS

Um movimento circular uniforme ¢ um movimento repetitivo, ou peridodico. Movimentos
periddicos tém a caracteriza-los o periodo, grandeza que mede o tempo transcorrido ao se
fechar um ciclo, ou uma volta. Assim, o periodo do movimento do ponteiro de minutos de um
reloégio analdgico ¢ de uma hora. O inverso do periodo ¢ chamado de freqiiéncia do
movimento periddico: mede quantas voltas sdo realizadas na unidade de tempo. Qual a
freqiiéncia, no SI, do movimento do ponteiro de minutos de um reldgio analogico? Chamando

de T o periodo e de f a freqiiéncia, vale entdo a relagao

e L (IT1.24)
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A unidade SI de freqiiéncia, o s™', recebe o nome de hertz (Hz).

No movimento circular uniforme, ® sendo a medida do deslocamento angular por unidade de

tempo, pode-se escrever que

=27 f- (I11.25)

j& que 27 radianos ¢ a medida do deslocamento angular correspondente a uma volta completa.

Analise detidamente todos os casos apresentados no cendrio do arquivo ex 3 05.mdl.

No cenario do arquivo ex 3 06.mdl um objeto descreve um movimento circular uniforme. A
janela Condigdes Iniciais fornece, para os dois casos apresentados, a freqiiéncia, a amplitude
(R) e a constante de fase do movimento. Enquanto este se desenvolve, ¢é tragada a curva que
representa o deslocamento angular versus o tempo. Selecione, em cada caso, dois instantes
quaisquer do movimento, e calcule, para esses instantes, as componentes x ¢ y do mével, além
de sua posi¢ao angular, conferindo com os valores da tela. Altere, agora, na janela Condicdes
Iniciais, o valor da constante de fase do primeiro caso (tecla preta), de zero para 6,28. O que

muda no movimento?

EXEMPLO: VINCULO ENTRE POLIAS

O cenario do arquivo polial mdl mostra um problema tipico de aplicagdo da equacao (I11.20),
que relaciona uma grandeza cinematica linear com uma grandeza cinematica angular. Trata-se
de duas polias que giram sem deslizamento. Assim, enquanto uma gira no sentido horério, a
outra gira no sentido anti-horario (desenhe em perspectiva, no seu caderno, as duas polias,
com os vetores que representam suas respectivas velocidades angulares). Procure resolver o
que € proposto nos trés casos apresentados lembrando que, ndo havendo deslizamento, os
pontos periféricos das polias que estdo, instantaneamente, em contato, ttm a mesma
velocidade linear. O cenario do arquivo polia2 _mdl é uma extensao do mesmo problema, para
um sistema de trés polias. No arquivo polia3_mdl, as duas polias ndo se tocam, mas sdo
ligadas por uma correia que ndo desliza, o que faz com que tenham o mesmo sentido de

rotagdo. Em todos esses casos, 0 mddulo da velocidade linear de um ponto da periferia de
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uma polia ¢ o mesmo para um ponto da periferia de outra polia (e, também, de um ponto

qualquer da correia).

MOVIMENTO HARMONICO SIMPLES

Um movimento unidimensional regido por lei do tipo das equagdes (II1.14 a) ou (II1.14 b) ¢
dito um movimento harmonico simples. Os quatro casos do cenario do arquivo harm_phi.mdl
correspondem a movimentos harmonicos simples de mesmo periodo (e, portanto, mesma
freqiiéncia), mas constantes de fase diferentes. Além disso, cada caso apresenta uma
amplitude diferente, onde por amplitude entende-se o valor maximo atingido pela fun¢do, ao
longo de um periodo. As funcdes deste cendrio sdo expressas por x = A cos (ot + ¢),
representando movimentos com amplitude igual a A. Os quatro casos do cenario do arquivo
harm_T.mdl sdo exemplos de movimentos harmonicos simples de constantes de fase nula,

com diferentes amplitudes e periodos (e, portanto, diferentes freqiiéncias).

Solugdes harmonicas recebem esta denominacao numa referéncia as fungdes seno € co-seno,
que possuem o mesmo perfil: seus graficos sdo curvas idénticas, a Unica diferenga residindo

no fato de cortarem o eixo vertical em pontos diferentes.

EXEMPLO: SISTEMA MASSA-MOLA

Um exemplo classico de movimento harmoénico simples ¢ o do sistema massa-mola. Trata-se
de uma mola com uma de suas extremidades fixa, e a outra presa ao moével cujo movimento €
objeto de estudo. O cenario do arquivo harm_xva.mdl mostra este sistema, colocado a oscilar
ao longo da direcdo do eixo dos xx. Sao apresentados os graficos de posi¢do, velocidade e
aceleracdo do moével, os dois casos referindo-se a constantes de fase diferentes. Alterando

valores na janela Condigdes Iniciais, vocé pode criar situagdes diferentes.

MOVIMENTO HARMONICO: PROJECAO DE MOVIMENTO CIRCULAR

O movimento circular uniforme ¢ uma superposi¢ao de dois movimentos harmonicos simples,
como se pode ver nos quatro casos apresentados no cenario do arquivo cir_harm.mdl (cada
caso corresponde a um dado par de valores para a velocidade angular ® e a constante de fase

¢.) A projecdo do movimento de uma particula em movimento circular uniforme sobre

87



Fisica Geral Universitaria: Mecanica Veit E. A. & Mors. P. M.

qualquer diametro de sua trajetéoria ¢ um movimento harmoénico simples. E possivel a
superposi¢cdo de dois movimentos harmodnicos simples resultar em um movimento nao
circular? Veja os casos do cenario do arquivo harmonic.mdl, onde vocé também podera criar

novas situacoes.
PRODUTO ESCALAR DE DOIS VETORES

Facamos, agora, uma pequena digressao, ampliando nossa algebra vetorial com a defini¢do de
mais uma operagao com vetores. J4 foi definido, na Segunda Unidade, o produto de um
escalar por um vetor, o que resulta em outro vetor. H4 duas outras operacdes produto
envolvendo vetores, e uma delas ¢ apresentada agora. Sejam dois vetores quaisquer, 3 € p .
Define-se o produto escalar destes dois vetores como sendo o escalar obtido da multiplicagao
do produto dos médulos dos dois vetores pelo co-seno do menor angulo por eles formado —
veja a figura 7

. A notagdo utilizada para indicar o produto escalar é 3. p (leia-se “a escalar b”’), de forma

que

a-b=abcosg > (I11.26)

onde, aqui, ¢ € o menor angulo formado pelas diregdes dos dois vetores (0<g<z). O

produto escalar ¢ uma operagdo entre vetores que resulta em um escalar (independe do

referencial escolhido), que pode ser positivo ou negativo (1> cosg>—1)-

—=

b

Ko

Figura 7 — Desenhar dois vetores a partir de uma origem comum ¢ a melhor maneira de se

=
d

determinar o menor angulo por eles formado

Fica, entdo, claro que dois vetores ndo nulos podem ter um produto escalar nulo: basta que
sejam ortogonais (perpendiculares), quando o angulo entre eles é n/2, cujo co-seno vale zero.
E o caso do produto escalar dos vetores unitarios das dire¢cdes coordenadas Ox, Oy e Oz,

tomados dois a dois:
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i-j=ik=j-k=0-" (I11.27)
O produto escalar de um vetor por ele proprio reduz-se ao quadrado de seu modulo, pois um

vetor forma, com ele mesmo, o angulo zero, cujo co-seno vale 1. Assim, dado um vetor 3,

tem-se que 3.3 = a2, 0 chamado quadrado do vetor 3. Em especial,

(111.28)

—-l
—-l
Il
—.l
.l
Il
~1
e
Il
—_

j& que o mddulo destes vetores ¢ igual a unidade.

Sejam 3 e p dois vetores dados por suas componentes segundo as dire¢des coordenadas:

Com o auxilio das equagdes (I11.27) e (I11.28) chega-se a seguinte expressao:

a-b=ab +ab, +ab,, (I11.29)
que nos permite calcular o produto escalar dos dois vetores a partir de suas componentes.

O cenario da arquivo vet esc.mdl pode ajuda-lo a se familiarizar com a idéia do produto

escalar.

Comparando as equagoes (I11.26) e (I11.29), chega-se a seguinte relagcdo para o angulo entre

dois vetores, determinado a partir de seus mddulos e de suas componentes:

a,b. +ab, +ab,
ab

(111.30)

cos ¢ =

VOLTANDO AO MOVIMENTO CIRCULAR
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Voltemos a particula em movimento circular uniforme. O produto escalar da velocidade com

a aceleragdo centripeta ¢ nulo:

{;‘ac =0,

resultado a que se chega a partir dos valores de suas componentes, equagdes (III.16 a,b) e
(III.18 a,b). Ora, como de maneira geral nem a velocidade, nem a aceleracdo centripeta sdao
nulas, concluimos que estes dois vetores sdo ortogonais. A esta conclusdo ja tinhamos
chegado, comparando a dire¢do da velocidade, tangencial a trajetoria, com a dire¢do radial da

aceleragdo centripeta.
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EXERCICIOS DA TERCEIRA UNIDADE

1) Uma particula oscila no movimento harménico simples regido pela relagao

x(t) =(3,0) cos (2t + 1/3),

onde se utiliza o Sistema Internacional de unidades.

a) Qual ¢ a posigao inicial (em ty = 0) da particula?

b) Prove que os instantes em que a particula ocupa a posi¢ao x = 0 sao dados pela expressao

_ 6n+1
! 12

T o,

onde n ¢ um niimero natural (n =0, 1, 2, ...). Deduza expressdes analogas para os instantes em

que a particula ocupa as posicoes x=+3 mex=-3 m.

¢) Use o Modellus para construir um modelo que lhe permita conferir suas respostas nas

janelas Tabela e/ou Gréfico.

2) No cenario do arquivo oscil v.mdl um sistema massa-mola oscila na dire¢ao vertical.

a) Identifique, para cada um dos dois casos apresentados, a amplitude e o periodo do

movimento.

b) Identifique, para cada um dos casos, as posigdes em que a velocidade se anula, além

daquelas em que atinge seus valores maximo e minimo.

c) Faca, em seu caderno, graficos qualitativos da posicdo e da velocidade em fun¢do do

tempo.
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d) A partir do grafico da velocidade versus tempo, trace qualitativamente o grafico da

aceleracdo versus tempo.

e) Note que, em cada caso, os graficos da posicao, da velocidade e da aceleragdo tém perfil
semelhante, diferindo pelas amplitudes e pelas constantes de fase. A velocidade esta defasada
de m/2 da posigdo, enquanto que a aceleragdo estd defasada de n/2 da velocidade e de & da
posicdo. Fisicamente, isto esta relacionado com o fato de o sistema massa-mola atingir suas
velocidades extremas quando a posi¢do € zero, e encontrar-se instantaneamente em repouso

quando a posicao ¢ extrema. O que dizer quanto a aceleragdo?

f) Na janela Modelo, vocé pode observar que a posi¢do da massa é especificada pela equagao

de movimento x(t) = A cos (wt + ¢). Identifique o valor da constante de fase ¢ em cada caso.

g) Caso o modelo tivesse sido escrito usando a equagao x(t) = A sen (wt + ¢), quanto valeria a

constante de fase para descrever os dois casos apresentados?

3) Trés particulas oscilam harmonicamente em movimentos descritos pelas relagdes:

1) x1(t) = (3,0) cos 2m t + ©/3),
ii) xot) = (4,0) cos (2 m t - /3),
ii1) x3(t) = (3,0) sen (3 m t + 1/3),

onde se utiliza o Sistema Internacional de unidades.

a) Trace graficos qualitativos para a posi¢do, a velocidade e a aceleracdo de cada uma das

particulas em fun¢ao do tempo;

b) A partir do instante ty = 0, qual das particulas atingird primeiro a posi¢ao xo = 0? E a

posicao x; = 1 m?

¢) Qual € o periodo de cada um dos movimentos?

d) Use o Modellus para construir modelo(s) que lhe permita(m) conferir suas respostas.
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4) Use fungdes, no Modellus, que permitam obter as seguintes trajetorias circulares. (Sistema

Internacional de unidades, exceto para o angulo, medido em graus.)

a)

b)

t=12.00 angulo=360.00
0.0o
=50.00 t=12.00
t=15.00
angulo=270.00
=0.00 =0¢00
I t=15.00
)
angulo=-150.00
y=-50.00
t=12 .00 angulo=360.00
=000
L t=12.00
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d)
t=12.00
angulo=900.00
=0.00
*=-50°A0
t=12.00
e)
t=6.00
angulo=150.00 we=R0.00
t=6.00 t=F 00
t=10.00
w=0.00 angulo=0.00 t=10.00
w=50.00 t=10.00
=_50.00
g)
t=10.00
we=100.00
angulo=0.00
¥=0.00 t=10.00
=50.00
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h)

)

D

t=15.00
w=50.00
x=0.00
=0.00
t=15.00
=0.00 t=15.00
=-30.00 y=-50.00
t=18.00

=000

I=10.00 angulo=360.00
*=50.00

y=0.00

=a0.00 t=10.00 t=10.00
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m)
@if =0.00 %=00.00
=-50.00
n)
y=0.00 y=0.00

x=50.00

5) Use fun¢des, no Modellus, que permitam obter os seguintes osciladores (Sistema

Internacional de unidades).

a)

t=20.00

y=-50. y=-50.00
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b)
9 \AW
I AVAVack
-

c)

=

At ":":'._ y=0.00

s

6) Resolva a questdo proposta no cenario do arquivo polia4.mdl.

7) A distancia s percorrida por um movel ¢ igual ao comprimento do caminho por ele

descrito.

a) Suponha que um movel descreva as trajetdrias apresentadas na figura abaixo, completando

uma volta, e calcule as distancias percorridas.

wim) yim) ¥im)

/ -
\a

'5;3\/50 x(m) -50 fﬂ (m) -5 ju ()
-A0 I
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b) Utilize o cenario do arquivo comp_cir.mdl para conferir seus resultados. Neste modelo o

calculo ¢ efetuado somando-se o comprimento de cada lado do poligono, dado por
+(Ax)* + (Ay)’ , onde Ax e Ay sdo suas respectivas projegdes sobre os eixos coordenados.

(O circulo foi aproximado por um poligono de 360 lados.)
8) A fungdo co-seno pode ser expandida na seguinte série infinita de poténcias:

9 2n
2n!

coso=1-2- L0 %y (ITL.31)
. . n=0

onde o angulo € ¢ medido em radianos.

Em Calculo Numérico, a determinagdo do co-seno de um angulo ¢ feita somando-se os
primeiros N termos desta série, onde N ¢ um niimero a ser determinado em fung¢ao da precisao
que se deseja. Este procedimento, conhecido como truncamento da série, € o realizado por sua
calculadora, ou qualquer computador, sendo que, se o angulo ¢ fornecido em graus, por
exemplo, a maquina inicialmente o converte para radianos. O cendrio do arquivo ser_cos.mdl
mostra diversas aproximacdes para a fungdo co-seno: na aproximagao de ordem zero apenas o
primeiro termo da série (termo em n=0) ¢ considerado; na aproximag¢ao de primeira ordem, a

série € somada até o termo de ordem n=1; e assim sucessivamente.
a) Observe na animagao que, @ medida que se considera um nimero maior de termos na soma,
ou seja, a medida em que a ordem da aproximacao aumenta, aumenta o intervalo de 6 no

qual a aproximacao pode ser considerada boa.

b) Use a tabela para determinar o intervalo de & no qual cada ordem de aproximacgao

apresentada ¢ satisfatoria, até duas casas decimais.
¢) Em particular, verifique que, para 6 <<1 (8 emrad!), cos 8 = 1.

d) Crie um cenario, no Modellus, que lhe permita verificar a série de poténcias para a fungao

S€no:
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com @ em radianos.

e) Em particular, verifique que, para 6 <<1 (0 emrad), sen 6 = 6.

0 2n+1
(2n +1)!

5

(111.32)

d . , .
f) Lembrando que " (ax") = nax"™ , onde a ¢ uma constante, mostre, derivando as
X

equacdes (II1.31) e (II1.32) em relagdo a @, que
a4 sen € = cos ¢
dée

e que

— cos @ =-send .

g) Verifique, por observagao das séries (I11.31) e (II1.32), que cos(-6) = cos(8) e sen(-6 ) = -

sen( @), para qualquer 6. Diz-se, por isto, que a fungdo co-seno ¢ par, enquanto que a fungdo

seno € impar.

9) O arquivo pseudo.mdl mostra exemplos de dois vetores que se comportam diferentemente,

frente a reflexdo especular. Na verdade, a classe de grandezas que se comporta como a

velocidade angular ¢ chamada de pseudovetores. Identifique, entre os vetores até agora

tratados por vocé, quais os que sao, na realidade, pseudovetores.

10) Determine, utilizando o conceito de produto escalar de dois vetores, o menor angulo

formado pelos vetores a=15i+10] e b=-10i+15]. Sua resposta pode ser conferida no

arquivo a_b.mdl.

11) Construa um modelo que simule o0 movimento do ponteiro de segundos de um reldgio.
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QUARTA UNIDADE: AS LEIS DE NEWTON PARA O MOVIMENTO

DINAMICA

Iniciamos, aqui, o estudo da Dinadmica. Até agora, nossa preocupagdo tem sido tdo-somente a
de descrever o movimento. O estudo de suas causas € o objeto da Dindmica, cuja formulagao

estd nas origens da Ciéncia moderna.

Foi Galileu quem mostrou que um objeto pode estar em movimento, sem necessidade de agdo
externa sobre ele, derrubando dois mil anos de dominio das idéias aristotélicas. Galileu
mostrou que um objeto isolado mantém um movimento com velocidade constante, ou seja,

um movimento retilineo uniforme.

PRIMEIRA LEI

Foi nesta idéia que Newton se apoiou, ao iniciar a formulagdo da Mecanica. Sua Primeira Lei
do movimento, ou Lei da Inércia, estabelece que um objeto livre de acdo externa apresenta
movimento retilineo uniforme, desde que visto de um referencial inercial. Aqui, chamamos a

atencdo para um tipo especial de referencial, que merece ser visto com cuidado.

Abra o arquivo inerc_1.mdl. Em seu cendrio sdo mostrados dois referenciais. O referencial
preso a tela do computador é um referencial inercial, isto é, ndo acelerado. O outro referencial
gira, em relacdo a tela do computador, com uma velocidade angular constante e €, portanto,
acelerado, ou seja, ndo inercial (tudo que gira é acelerado). Vé-se que um objeto cujo
movimento, em relagdo ao referencial inercial, ¢ retilineo uniforme, ndo tem este tipo de

movimento no referencial ndo inercial.

A lei da inércia ¢ aplicavel a referenciais inerciais, ou ndo acelerados. Como ela ¢ a base da
Mecanica newtoniana, esta ¢ uma teoria formulada para ser trabalhada em referenciais

inerciais.

Se um referencial ndo acelerado — inercial — ¢ conhecido, qualquer outro referencial que

tenha, com relagdo a ele, uma velocidade constante, também é um referencial nao acelerado e,
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portanto, inercial. Existem, pois, infinitos referenciais inerciais. No cendrio do arquivo

inerc_2.mdl vocé visualiza a lei da inércia, de varios referenciais inerciais diferentes.

Analise a animacao do arquivo inercia.mdl.

SEGUNDA LEI

Seja um corpo em movimento retilineo uniforme, em um referencial inercial. Alterar este
estado de movimento significa alterar sua velocidade. E isto significa acelera-lo, ja que a
aceleracdo ¢ uma medida da variagdo da velocidade. Um movel estd acelerado, portanto,
quando existe uma agao externa efetiva sobre ele. A expressao matematica desta relacao ¢ a
Segunda Lei de Newton, que adotou o termo forga para caracterizar agdo externa sobre um
corpo. Como aceleragdo ¢ grandeza vetorial, forca também deve sé-lo. Abra o arquivo
f amdl, em cujo cendrio vocé poderd controlar a Unica for¢a aplicada sobre um movel,
verificando que a aceleragdo provocada ¢ diretamente proporcional a ela. Trabalhe, também,

os cenarios dos arquivos f a v.mdle f a v _bi.mdl.
Como mais de um agente externo podem estar atuando, simultaneamente, sobre o corpo, o

efeito da acao externa ¢ a soma vetorial de todas as forcas que atuam sobre ele. A segunda lei

de Newton se escreve na forma

(IV.1)

]
Il
B
[~

€S

onde E_¢ a forca resultante sobre o corpo, ou seja, a soma (vetorial) de todas as forcas

exercidas sobre ele, 3¢ sua aceleracdo e ¢ sua massa. A massa de um corpo aparece como
fator de proporcionalidade na relag@o entre forca resultante e aceleragdo, pois verifica-se que,
para se produzir a mesma aceleracdo, a forga resultante aplicada deve ser tanto mais intensa

quanto maior for a massa, em proporcao direta. Isto € visto no cenario do arquivo f m_a.mdl.

O conceito de massa tem uma complexidade especial. Newton definiu massa como sendo a
quantidade de matéria contida no corpo. Por enquanto, podemos nos contentar com esta nogao
intuitiva. Futuramente, o estudante terd a oportunidade de aprofundar o tema.

TERCEIRA LEI
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Para que sobre um corpo seja exercida uma forga ¢ necessario que este corpo esteja
interagindo com outro, ou seja, ¢ necessario que esteja acontecendo uma interagdao. Nao existe
outra maneira de um sistema dar-se a conhecer a outro, que ndo seja interagindo com ele,
exercendo sobre ele uma forga. A Terceira Lei de Newton afirma que, dados dois corpos que
interagem, a interagdo ¢ caracterizada por um par de forgas, cada uma exercida por um corpo
sobre o outro, as duas for¢as sendo opostas e de modulos iguais. A figura 8 mostra dois
corpos — 1 e 2 — interagindo entre si, em um caso de interagdo atrativa (como ¢, por
exemplo, a atragdo gravitacional). O corpo 1 atrai o corpo 2 exercendo sobre ele a for¢a F_, e
o corpo 2 atrai o corpo 1 exercendo sobre ele a forga E . Estas duas forgas sdo de mesmo
modulo e orientagdes opostas: F, = - E, , € constituem o que normalmente ¢ chamado de um
par agdo-reagdo. E muito importante observar que, em um par a¢io-rea¢io, nio importa qual
das duas for¢as chamamos de acdo, a outra passando a ser a reacdao: ndo existe, na terceira lei
de Newton, uma relacdo de causa e efeito, ou seja, a terceira lei ndo envolve relagdo de

causalidade. As duas for¢as de um par agdo-reagdo sdo exercidas sobre corpos diferentes, ja

que s3o0 a manifestagdo de uma interagao entre eles.

1@— —©>

F21 1::12

Figura 8 — Um par ac¢do-reagdo associado a interacdo entre dois corpos.

PESO

A interacdo gravitacional ¢ a mais familiar ao Homem. Ela esteve sempre presente, de forma
muito evidente, em seu dia-a-dia. E a interacdo atrativa responsavel, por exemplo, pela

aceleracdo gde um projétil livre em seu movimento parabolico. A esta aceleragdo

gassociamos o0 peso do objeto, multiplicando-a por sua massa:

P=ms- (IV.2)

((el}
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O peso de um corpo de massa m, € a forga vertical, apontada para baixo (para o centro da

Terra), que tem por modulo mg, onde g¢ 0 modulo da aceleragéo da gravidade.

UNIDADES

A unidade SI de forca ¢ o newton (N):

IN = lkgx1m/s® -

Uma outra unidade de forca bastante usada ¢ o dina (dyn), do sistema CGS:

ldyn = 1 gx1cm/s® -

E facil verificar a relacdo entre estas duas unidades:

IN=10° dyn -

Se sua massa ¢ de 60 kg, entdo seu peso ¢ uma forca exercida sobre seu corpo, verticalmente

para baixo, de modulo igual a 600 N, adotando-se o valor aproximado g = 10 m/s’.

UM EXEMPLO TRIVIAL

Figura 9 — Caixa sobre mesa.

Considere uma caixa, de massa ;, em repouso sobre a superficie horizontal de uma mesa,
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como esquematizado na figura 9. Sua aceleragdo ¢ nula. O importante, aqui, ndo ¢ o fato de a
caixa ter velocidade nula, mas sim o fato desta velocidade ser constante, o que indica que o
sistema nao esta acelerado. Se a caixa tivesse qualquer outra velocidade, constante, a analise
dinamica que fazemos seria exatamente a mesma. Como a aceleragdo ¢ nula, a segunda lei de
Newton (equagdo (IV.1)) garante que a forga resultante também ¢ nula. Isto quer dizer que a
soma (vetorial) das forcas exercidas sobre a caixa ¢ igual a zero. Como sobre ela ¢ exercida a
forga peso, que aponta para baixo, deve haver outra forga, apontando para cima, de mesmo
moédulo que o peso: N = P = mg. Esta ¢ a forga normal a superficie de contato, que a mesa
exerce sobre a caixa. Sempre que existe contato entre dois corpos, cada um deles exerce sobre

o outro uma for¢a, normal (perpendicular) a superficie de contato.

A figura 9 mostra um diagrama de forgas, indicando todas as forcas exercidas sobre o sistema
objeto de estudo — a caixa, no caso. O peso € uma forca de natureza gravitacional, presente
devido a interacdo gravitacional entre caixa e Terra. Sua companheira na constituicdo de um
par agdo-reacdo € a forca que a caixa exerce sobre a Terra, em seu centro, uma forca vertical
apontando para cima, de modulo igual ao médulo do peso, mg. Esta forca ndo aparece no
diagrama de forgas, j& que nao estd aplicada sobre a caixa. A for¢ga normal tem, como
companheira na forma¢ao de um par agcdo-reacdo, a for¢a de contato que a caixa exerce sobre
a mesa, de cima para baixo, € com o mesmo modulo da normal, mg. Também esta for¢a ndo ¢

desenhada no diagrama de forgas, por ndo estar aplicada sobre o sistema de interesse, a caixa.

Forcas de contato sdo de natureza eletromagnética, pois t€m sua origem nas interagdes
moleculares, no nivel microscopico das superficies em contato. A forca normal da figura 9,
N, ¢ de natureza eletromagnética, 0 mesmo valendo para a for¢a de contato da caixa sobre a

mesa: um par acao-reagao ¢ constituido de forcas de mesma natureza.

OS TIPOS DE INTERACAO

As interagdes gravitacional e eletromagnética sdo os dois tipos de interagdo conhecidos pelo
Homem até o século passado. Ambas sao de longo alcance: suas forgas se fazem sentir
mesmo quando os objetos que interagem estdo muito afastados entre si. Interagdes de curto
alcance foram detectadas no século 20. Pela atual classificagdo, sdo de dois tipos: interagdao
forte e interacdo fraca, ambas de alcance restrito as distdncias caracteristicas do nucleo

atomico. Apesar do nome, a interacao fraca ¢ mais intensa que a eletromagnética. Por ordem
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de intensidade, da mais intensa para a menos intensa, as quatro interagdes conhecidas sao:
forte, fraca, eletromagnética e gravitacional. O estudo das interagdes da Natureza ¢ tema
fascinante que ocupa uma grande parte dos fisicos. Uma possivel teoria de unificagao das

interagdes € aspiragdo por enquanto nao realizada.

UM EXEMPLO MUITO SIMPLES

Considere o caso simples da figura 10: um bloco, de massa p,, escorrega por um plano
inclinado de um angulo &, sem atrito. Qual sua aceleragao? De imediato, devemos tornar
claro qual nosso objeto de estudo, o sistema. Aqui, vamos tratar do sistema bloco de massa m.
Podemos imaginar o Universo como constituido de duas partes: nosso sistema, e o “resto do
Universo”. Para desenhar o diagrama de forcas aplicadas sobre o sistema, devemos considerar
todas as forgas que o “resto do Universo” exerce sobre ele. Aqui, sdo duas essas forgas: o
peso do bloco, devido a interagdo gravitacional com a Terra, e a forca normal de interagdo
com o plano inclinado. Feito o diagrama, passamos a escolha de um referencial inercial
conveniente. O referencial cartesiano cujo eixo dos xx aponta no sentido do deslocamento do
moével € uma boa escolha ja que, nele, a aceleracdo tem a direcdo do eixo dos xx. Resta,
finalmente, utilizar a segunda lei de Newton para equacionar o problema. A segunda lei,
equacdo (IV.1), pode ser escrita, para um problema bidimensional, como duas equagdes

escalares, segundo as direcdes coordenadas:

F.. =ma_, (IV.3 a)

Tes X X

(IV.3 b)

|
=)
o

resy y

Estas sdo as equagdes que descrevem o movimento do bloco. As forgas peso, de moédulo P =

mg, e normal, de mdédulo N, tém as seguintes componentes:

P =Psend = mgsené, P, =-Pcosd =-mgcos @, N, =0, N. = N.

X y

Note que o menor angulo que o peso forma com o eixo dos yy € o mesmo angulo de
inclinacdo do plano, pois estes dois angulos sdo formados por direcdes mutuamente

perpendiculares.
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Figura 10 — Bloco em plano inclinado.
A aceleracao do bloco tem a orientacao do eixo dos xx. Chamando o seu modulo de 5, suas

componentes sdo, portanto:

P, + N, =ma = -mgcosd + N =20 = N =mgcos 6.
E a equagdo (IV.3 a) fornece a aceleracao do bloco:
P + N, =ma = mgsen d = ma = a=gsend.

Veja que a aceleragdo independe da massa do bloco.

No cenério do arquivo ex 4 01.mdl s3o apresentados trés casos de bloco descendo plano
inclinado sem atrito. A comparacdo desses trés casos torna claro o fato de a aceleragdo, ao
longo do plano, depender unicamente do angulo de inclinagdo, apesar de as forcas aplicadas
ao bloco dependerem explicitamente de sua massa. (O deslizamento do bloco ndo parece

perfeitamente suave, mas isto ¢ um efeito visual da simulagao.)

Trabalhe o exemplo do cenario do arquivo ex_4 02.mdl.
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UM EXEMPLO SIMPLES

Um problema cléssico ¢ apresentado no cendrio do arquivo atwood.mdl, onde duas massas,
m; e my, sdo ligadas por um fio que passa por uma roldana. Na figura 11, vocé vé
esquematizadas as forgas exercidas sobre as duas massas. Consideremos o fio inextensivel e
sem massa, € a roldana sem massa e sem atrito. Neste caso, as tensdes que o fio exerce sobre

os dois objetos sdo iguais: T=T,=T-

A A
Tl T2
m; m;
- v
Pl
P2 v

Figura 11 — Diagrama de for¢as na maquina de Atwood.

Assim, a segunda lei de Newton, escrita para cada uma das massas, leva as expressoes

P,-T=m,g-T=m,a,

T-P=T-m g=m, a >

ja& que, o fio sendo inextensivel, o movimento das duas massas ¢ solidario, ou seja, em
qualquer instante suas velocidades e aceleracdes t€ém mesmos modulos. As equacdes estdo
escritas na suposi¢ao de que a aceleragdo do bloco de massa m; aponta para cima, enquanto
que a do bloco de massa m, aponta para baixo. Caso ocorra o contrario, as equacdes
continuam validas, porém com um valor negativo para a. Entdo, resolvendo-se este sistema de
duas equagdes, chega-se aos seguintes valores para as intensidades da aceleracdo e da tensdo:

m, -m,

m, +m,
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2m m,
T=——t2g¢
m, +m

1 2
Acionando a animagdo, vocé ¢ capaz de medir a aceleragao dos objetos. Se lhe ¢ informado

que a massa m; vale 1 kg, qual o valor da massa m,?

INCLUINDO O ATRITO

O estudo do atrito ¢ feito fenomenologicamente, isto ¢, de forma empirica, quando nos
restringimos a uma abordagem macroscopica. Vejamos, agora, o tratamento mais simples que
ha para esta questdo. Vamos supor que as superficies em contato sdo rigidas, indeformaveis.
Duas sao as possibilidades: ou as superficies em contato estdo em repouso entre si, ou nao.
No primeiro caso, estamos tratando do chamado atrito estatico; caso contrario, trata-se do
atrito cinético, ou dinamico. Uma forca de atrito ¢ uma for¢a de contato, assim como a forga

normal.

COEFICIENTES DE ATRITO

Verifica-se que, ao se tentar deslocar um objeto que se encontra em contato com outro objeto,
havendo repouso relativo entre os dois, surge uma forca de atrito oposta ao sentido do
movimento que se deseja provocar. Trata-se da for¢a de atrito estitico, oposta a forga
aplicada, e de mesmo moddulo, de forma a se ter uma forca resultante nula. Mas existe um
limite para isto. Aumentando-se a for¢a aplicada, usualmente acaba-se conseguindo provocar
o movimento relativo entre as superficies em contato: existe um limite, a partir do qual o
atrito estatico ndo mais consegue manter o repouso relativo. A forga de atrito estatico, entdo, ¢

uma forca cujo médulo tem um limite superior. E constatagio experimental que tal limite é

proporcional ao modulo da forga normal de contato entre as superficies. Assim, escreve-se:

= H, N » (IV4)

€

onde ™ ¢ o modulo maximo da forca de atrito estatico, N € o modulo da forca normal de
€
contato entre as superficies ¢ a constante que relaciona estes dois modulos, 4 , ¢ o chamado

coeficiente de atrito estatico. Esta ¢ uma grandeza que depende dos materiais de que sdo

feitos os objetos em contato, de seu polimento, mas ndo depende nem das massas, nem da
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area de contato. O coeficiente de atrito estidtico ¢ um numero puro, pois relaciona duas
grandezas de mesma dimensdo. Uma vez estabelecido o movimento entre as duas superficies,
a for¢a de atrito estatico ¢ substituida pela for¢a de atrito cinético, uma for¢ca oposta ao
movimento. Verifica-se que o mddulo da forga de atrito cinético € proporcional ao mddulo da

for¢a normal:

f=u N - (IV.5)

Na equagdo (IV.5), f designa o modulo da forga de atrito cinético e ,, ¢ o coeficiente de

atrito cinético, grandeza adimensional que s6 depende dos materiais de que sdo feitos os
objetos em contato e de seu polimento, sendo independente das massas e da area de contato.
Limitamo-nos, aqui, a trabalhar na faixa de baixas velocidades em que o coeficiente de atrito

cinético também independe da velocidade relativa entre as superficies.

O arquivo atritol.mdl mostra, em seu cenario, algumas situagdes envolvendo um bloco em
contato com uma superficie plana horizontal. Neste cendrio, o primeiro caso mostra a forga
aplicada aumentando de intensidade, até atingir um modulo igual ao da forca de atrito estatico
maxima, quando entdo o bloco sai do repouso e adquire um movimento acelerado. Para fazer
com que o movimento subseqiiente seja uniforme (aceleragdao nula), deve-se diminuir a
intensidade da forga aplicada, uma vez produzido o movimento relativo, como mostrado no
segundo caso. O terceiro caso mostra a situacdo em que, apos obtido o movimento, a forca
aplicada ¢ retirada, o que faz com que o movel seja acelerado no sentido oposto ao do

movimento, isto €, passa a ser freado, até parar.

O coeficiente de atrito estatico entre duas superficies ¢ sempre maior ou igual ao coeficiente
de atrito cinético. Isto reflete o fato de ser mais facil manter um corpo escorregando a uma
velocidade constante, sobre uma superficie, do que tira-lo do repouso em relagao a superficie.
O arquivo prdx.mdl mostra, em seu cendrio, uma situacdo em que o valor do coeficiente de
atrito cinético ¢ maior do que o valor do coeficiente de atrito estatico, para uma caixa em
contato com uma superficie plana horizontal. Submetida a uma forga orientada para a direita,
no momento em que sai do repouso a caixa adquire um movimento para a esquerda, situagao

paradoxal que evidencia o absurdo dos valores atribuidos aos coeficientes.

CORPO SOBRE PLANO INCLINADO, COM ATRITO
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Abra o arquivo pl_atr.mdl. Seu cenario mostra uma caixa de massa m = 1 kg, inicialmente em
repouso sobre uma superficie plana inclinada. S3o mostradas as forgas aplicadas sobre a
caixa: a forca peso, de médulo P = mg, a for¢ca normal, de médulo N, e a forca de atrito, de
modulo F,. A forga de atrito, orientada de baixo para cima do plano inclinado, ¢ uma forga de
atrito estatico ou cinético, conforme a caixa mantém o repouso relativo, ou escorrega sobre o
plano, respectivamente. Da mesma forma que no caso da figura 10, a forca normal tem

modulo

N=mgcos @ >

onde 6 ¢ o angulo de inclinacao do plano. A forga resultante sobre a caixa aponta ao longo do

plano inclinado, e seu médulo vale

F,=mgsend-F -
Se a componente do peso na dire¢do do plano (m g sené) ¢ maior que o modulo da forga de
atrito estatico maxima, entao o atrito estatico ndo € capaz de manter a caixa em repouso, € a
caixa escorrega ao longo do plano inclinado. O atrito presente, entdo, ¢ o atrito cinético: F, =
f., € a aceleragdo da caixa ao longo do plano tem modulo igual a F..¢/m. Se a componente do
peso na direcdo do plano ¢ menor que o médulo da forca de atrito estidtico maxima, entdo a
caixa ndo se move em relacdo ao plano, e a forca de atrito exercida sobre ela ¢ uma forca de
atrito estatico de modulo igual a componente do peso na dire¢do do plano: F,=f.=m g sen@,
de forma a se ter uma forca resultante nula. Estas possibilidades sdo contempladas nos dois
casos da animacgao onde se tem, respectivamente, & = 15°, u. = 0,2, u. =0,1; ¢ 8 =20°, p. =

0,4, u. = 0,2. Confira, nos dois casos, que a animagao esta correta.

Uma maneira de se determinar o coeficiente de atrito estatico entre dois materiais ¢ realizar
uma experiéncia em que um corpo feito de um dos materiais ¢ colocado sobre uma superficie
plana de outro corpo, feito do outro material, que possa ser facilmente inclinada. Vai-se
inclinando a superficie plana, até se encontrar o angulo de inclinagdo a partir do qual o
movimento relativo passa a existir (um corpo comega a escorregar sobre o outro). Este ¢ o
angulo associado a forca de atrito estdtico maxima, caso em que a segunda lei de Newton

passa a ser escrita como:
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F,=mgsen@-f™ =mgsen & -y, N=mgsend-u mgcos & =0.

res

Desta relagdo, tem-se que u. =tg 6: o coeficiente de atrito estatico ¢ igual a tangente do

maior angulo de inclinagdo que admite o repouso relativo. Calcule o coeficiente de atrito

estatico do caso apresentado no cenario do arquivo cf atr e.mdl.

PESO APARENTE

Um problema interessante ¢ o do peso aparente de um corpo. Todos conhecemos a sensacao
experimentada em um elevador acelerado, quando nos sentimos mais leves ou mais pesados
do que realmente somos. Consideremos esta situacdo, que ¢ mostrada no cendrio do arquivo
peso_ap.mdl, supondo que o passageiro, dentro do elevador, estd sobre uma “balanca de
mola”, do tipo conhecido como “balanca de banheiro”. Um instrumento desses, na verdade,
ndo ¢ uma balanga. Balanca mede massa. O passageiro do elevador estd em cima de um
dinamdémetro, um instrumento que mede forca. O que a “balanca de banheiro” mede ¢ a forga
normal de contato entre sua superficie superior € o objeto que estd sobre ela. Como,
normalmente, ela ¢ utilizada em situagdo de equilibrio, o peso e a normal sobre a pessoa em
cima da balanca serdo de modulos iguais e, portanto, indiretamente, o peso esta sendo
medido. Quando o elevador ¢ acelerado, deixa de haver equilibrio, e a normal passa a ter um
modulo diferente do peso, refletindo a sensagdo que sentimos. Escolhamos como referencial
inercial o eixo dos yy, vertical apontando para cima, preso ao prédio. As forcas exercidas
sobre o passageiro sao seu peso, vertical para baixo, de modulo mg, e a normal, vertical para
cima, de modulo N. A aceleragdo do sistema tem a componente a,, segundo o eixo
coordenado. O valor de a, ¢ positivo se a aceleragdo ¢ para cima, € negativo quando a

aceleracdo ¢ para baixo. Da segunda lei de Newton, entdo, temos:

N-mg = ma = PP=N=m((g+a,) >

onde chamamos de P’ o peso aparente do passageiro. Assim, se o elevador esta acelerado para
cima (ay > 0), o passageiro tem um peso aparente maior que o peso real; se o elevador esta
acelerado para baixo (ay < 0), o peso aparente do passageiro ¢ menor que seu peso real. E

importante notar que esta conclusao independe do sentido do movimento do elevador, ou seja,
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do sentido de sua velocidade. Um elevador acelerado para cima pode estar viajando para
cima, situacdo em que sua velocidade estd aumentando de intensidade (exemplo: a arrancada
do andar térreo), ou viajando para baixo, situacdo em que sua velocidade diminui de
intensidade (exemplo: a chegada ao andar térreo). Analogamente, para a situagdo em que o
elevador esta acelerado para baixo — imagine os dois casos, para esta situacao. Em particular,
em um elevador em queda livre (ay = -g) o passageiro tem um peso aparente igual a zero —

situagdo chamada de imponderabilidade (vivida pelos astronautas).

Utilizamos, acima, o termo equilibrio. Equilibrio, em Mecanica, significa aceleragdo nula,
quando ndo existe nenhum efeito de interferéncia externa sobre o sistema, ou seja, a forca
resultante sobre ele ¢ igual a zero. Temos utilizado, também, o termo sistema. Um sistema ¢
nosso objeto de estudo: um Papai Noel dentro de um elevador, uma caixa escorregando por
um plano inclinado, etc. O sistema pode interagir com tudo o mais que existe, ou seja, com 0
resto do Universo. Sao as forcas sobre o sistema que desenhamos em um diagrama de forgas.

Elas representam as interagdes do sistema com o resto do Universo.

A SEGUNDA LEI COMO UMA EQUACAO DE MOVIMENTO

A segunda lei de Newton, aplicada a um movel, fornece sua equacao de movimento. Abra o
arquivo ex 4 03.mdl. Seu cendrio mostra um exemplo de uma particula em movimento
unidimensional. A massa da particula ¢ m = 1 kg, e sobre ela ¢ exercida uma for¢a constante,
no sentido do eixo referencial, de modulo F = 1 N. Se esta ¢ a unica forga sobre a particula
(sendo, portanto, a forga resultante sobre ela), entdo o movimento ¢ de aceleracdo constante.
As condi¢des iniciais sdo X9 = 0 (posicdo inicial) e vyx9 = 0 (velocidade inicial). Com a
cinematica da Primeira Unidade fica facil descrever o movimento da particula: sua equagdo
de movimento, com os dados acima, é escrita como x = Y% a, t*, com a; = 1 m/s’. E este o
movimento que vocé visualiza, na animacdao. No entanto, a janela Modelo mostra que a
solucdo do movimento ¢ obtida resolvendo-se numericamente o sistema constituido pelas
equagdes diferenciais dvy/dt = Fy/m e dx/dt = vx. Mesmo que ja nao tivéssemos tratado da
cinemadtica, poderiamnos agora desenvolvé-la completamente a partir da segunda lei de
Newton. O arquivo ex 4 04.mdl mostra um exemplo bidimensional, onde o movimento
(parabdlico) de um projétil livre no campo gravitacional terrestre ¢ descrito resolvendo-se as
equagdes diferenciais correspondentes a segunda lei de Newton segundo as direcdes

coordenadas.
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CAINDO EM MEIO VISCOSO

A resisténcia que a atmosfera oferece ao movimento ¢ uma forma de atrito diferente da que ja
tratamos, ¢ que também merece atencao. Trata-se, de maneira geral, do estudo do movimento
em meio viscoso. A forma analitica da forga resistiva oposta ao movimento do corpo ¢
expressdo do modelo adotado. Newton, nos Principia, considerou a forg¢a resistiva como
sendo proporcional a velocidade, ou ao quadrado da velocidade. Mais tarde, Bernoulli
estendeu o tratamento para qualquer poténcia da velocidade. Verifica-se que a validade do
modelo adotado ¢ dependente da faixa de velocidades em que se desloca o moével. Para
pequenas velocidades, uma forca resistiva proporcional a velocidade ¢, normalmente, uma
boa aproximagdo. Consideremos este caso, aplicado a situagdo de um objeto, de massa m, em
queda vertical. Adotando-se como referencial o eixo dos yy, vertical para cima, a forca

resultante sobre o corpo € escrita, entdo, na forma

Fresy =-rng-bvy >
onde b ¢ uma constante positiva de dimensdo massa sobre tempo (confira isto), dependente
da forma do objeto e da constitui¢do do meio viscoso. Se o corpo desce, vy < 0, e 0 termo
resistivo € positivo, 0 que representa uma resisténcia contraria a0 movimento. Se 0 corpo
sobe, vy > 0, e o termo resistivo € negativo, igualmente oposto ao movimento. Utilizando a

segunda lei de Newton, temos a aceleragao do movel:

Esta equagdo nos permite determinar a velocidade terminal do moével, que ¢ a velocidade que
ele atinge quando sua aceleragdo se torna nula, passando portanto a ter velocidade constante

durante o restante da queda. Fazendo a, = 0, temos a expressdo da velocidade terminal:

VTy =

me
b

No cenario do arquivo prj_resl.mdl, Papai Noel ¢ um corpo de prova em uma experiéncia de

queda em meio resistivo.
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O arquivo prj_res2.mdl mostra, em seu cenario, um caso de movimento bidimensional, no
campo gravitacional — movimento de projétil — sem e com resisténcia do ar. Veja como o

modelo trata o problema, resolvendo numericamente a equagao diferencial de movimento.

DINAMICA DO MOVIMENTO CIRCULAR

A Terceira Unidade tratou da cinematica do movimento circular. Foi visto que, no movimento
circular, a aceleracdo pode ser escrita como a soma de duas componentes: a aceleragdo
tangencial e a aceleracdo centripeta, ou radial, que aponta para o centro da trajetdria. O
cenario do arquivo pendulo.mdl mostra um péndulo simples oscilando (fio sem massa com
uma particula material em sua extremidade), com a indicagdo das duas forcas aplicadas (peso
e tensdo do fio), da soma destas duas forcas (a forca resultante), da aceleracdo e suas
componentes tangencial e radial, e da velocidade. O cenario do arquivo mc_ver.mdl apresenta
0 mesmo sistema, agora em um movimento vertical circular completo: uma pedra amarrada a

um barbante, posta a girar em um plano vertical por um menino, por exemplo.

Em um movimento circular, chamamos de for¢a centripeta a componente da forga resultante

que aponta para o centro da trajetoria, ja que € ela a responsavel pela componente centripeta

da acelerag@o. Denotando a forga centripeta por E_:

F. = ma_.,

onde 7_ ¢ a aceleragio centripeta do movel de massa .

No movimento circular uniforme a aceleracdo tangencial ¢ nula, isto €, a aceleracdo s6 tem
componente centripeta e, portanto, a forca resultante ¢ a propria forga centripeta. Veja, no
cenario do arquivo mcu.mdl, quatro casos de movimento circular uniforme. A janela
Condigdes Iniciais indica os valores da intensidade da velocidade, do raio da trajetoria e da
massa da particula, no SI. Fazendo deslizar o botao da janela Controle, vocé verifica que o

caso verde tem um periodo diferente dos demais — por qué?

No movimento da Lua em torno da Terra, que pode ser visto em boa aproximagdo como um

movimento circular uniforme, a forga resultante sobre a Lua ¢ seu peso, a for¢a gravitacional

115



Fisica Geral Universitaria: Mecanica Veit E. A. & Mors. P. M.

com que a Terra a atrai. E o peso da Lua, portanto, que faz o papel de forca centripeta, em sua

“queda” ao redor da Terra.
SISTEMA MASSA-MOLA

Foi visto, também na Terceira Unidade, o exemplo do movimento unidimensional de um
sistema massa-mola, como caso tipico de movimento harmonico simples. Quando a oscilagao
¢ sobre uma superficie plana horizontal, a for¢a resultante sobre a massa ¢ a for¢a exercida
pela mola, ja que peso e normal se compensam. O cendrio do arquivo osc_harm.mdl apresenta

dois casos de sistema massa-mola, que passamos a tratar com algum detalhe.

Primeiro Caso (botdo preto). Uma mola horizontal esta fixa a parede em sua extremidade
esquerda, enquanto que sua extremidade livre, a da direita, estd fixa a uma particula de massa
m- O eixo dos xx ¢ desenhado de maneira a que sua origem coincida com a posi¢dao da
particula quando a mola esta frouxa, isto €, nem comprimida, nem distendida. Verifica-se
experimentalmente que, se a mola ¢ distendida de um comprimento ¢, entdo a for¢a que ela
exerce sobre a particula aponta para a esquerda, e tem mddulo proporcional a ¢; se a mola ¢
comprimida de um comprimento ¢, entdo a forca que ela exerce sobre a particula tem o
mesmo moddulo, mas aponta para a direita. Logo, podemos escrever que a for¢a da mola sobre

a particula tem a forma analitica

Fx) = -kx, (IV.6)

onde K ¢ uma constante positiva caracteristica da mola, chamada de constante elastica. Esta

relagdo mostra que, sex >(, entdo F(x)<(0 (forca apontando para a esquerda), e se x <0,

4

entdo F(x)> 0 (for¢a apontando para a direita). Este tipo de forca ¢ chamado de forca
restauradora, pois tende a restaurar o sistema a sua configuracdo anterior. A forga
restauradora tem uma dependéncia linear com a posi¢do. O movimento que esta forca provoca

¢ regido pela equacao obtida a partir da segunda lei de Newton:

2
ma, —-kx = SX.K,_o. (IV.7)
dt m

Esta ¢ uma equacio diferencial que descreve um movimento harménico simples. E imediato
verificar que a expressao dada pela equacao (III.14 a) satisfaz esta equagdo de movimento,

com o valor de 4 dado por:
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o = X (IV.8)
m

Como a freqiiéncia angular se relaciona com o periodo do movimento na forma (ver

equagdes (I11.24) e (I11.25))

o periodo T da oscilagdo do sistema massa-mola ¢ dado por

T zzﬁﬁ. (IV.9)
k

A animagdo deste caso traga as curvas posicdo versus tempo e velocidade versus tempo,
tipicas de movimento harménico simples. Também ¢ tracado o diagrama de fase do
movimento, que vem a ser o lugar geométrico dos pontos associados a0 movimento, em um
grafico velocidade versus posi¢ao. No caso tratado, o diagrama de fase ¢ uma circunferéncia,

cujo tracado ¢ feito em movimento circular uniforme.

Em um sistema massa-mola ideal, a mola ¢ desprovida de massa, e caracterizada unicamente

pela sua constante eléstica; toda a massa do sistema esta concentrada no objeto preso a mola.

Segundo Caso (botdo verde). Este é o caso de um oscilador harménico amortecido. A forca

sobre a particula ¢ escrita como

Fx) = -kx-bv(x),
onde o termo resistivo ¢ do mesmo tipo do modelo acima apresentado para a resisténcia da

atmosfera a0 movimento: p¢€ uma constante positiva € y(x) € a velocidade da particula. Veja,

na animacao, a solu¢do numérica do movimento, e note a forma espiralada do diagrama de

fase.

PENDULO SIMPLES COM PEQUENAS AMPLITUDES
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Voltemos ao péndulo simples, considerando agora a situagdo de pequenas amplitudes, isto &,
um péndulo simples cujo afastamento maximo da vertical ¢ um angulo pequeno. Por angulo
pequeno entenda-se um angulo cujo seno vale, aproximadamente, o seu proprio valor, em
radianos.(veja o exercicio 8 da Terceira Unidade). As duas forcas exercidas sobre a massa sao
seu peso e a tensdo do fio, mostradas na figura 12. Como a tensdo ¢ radial, s6 o peso tem
componente tangencial a trajetéria da particula, e esta componente ¢ de intensidade
F;| = mgsend, onde g ¢ o angulo que o péndulo forma com a vertical. Esta ¢ a forga
restauradora que a particula sofre ao longo de sua trajetoria. Na aproximacdo de angulos

pequenos, FT| =~ mg @ - Como o angulo ¢ se relaciona com o comprimento s do arco da

forma g = 9 R, onde R € o raio do arco (veja a equagdo (IIL.1)), entdo a forga restauradora
sobre o péndulo tem a intensidade |FT| ~mg S, onde o raio da trajetéria é R = L, O
L

comprimento do fio. Esta ¢ uma forga proporcional ao deslocamento g, com a constante de

proporcionalidade igual a mg/ . Portanto, a segunda lei de Newton se escreve como a

equagao diferencial

2
ds g._,. (IV.10)
dt* L

O movimento do péndulo simples de pequenas amplitudes, entdo, ¢ andlogo ao de um sistema

massa-mola — ver equacao (IV.8) -, onde devemos identificar:

(IV.11)

= |oa
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Figura 12 — O péndulo simples.

Logo, o periodo para o péndulo simples na aproximacao de pequenas amplitudes vale:
=27 5, L. (IV.12)

Escrevendo a forga tangencial como F,=-mgsen onde o sinal negativo indica a natureza
de forca restauradora, temos que a aceleragdo tangencial vale a,=-gsen @ €, portanto, a

expressao para a aceleracao angular é
— % seno,
ou, na aproximacao de pequenos angulos:
a=-%29.
L

O cenario do arquivo pend_apr.mdl resolve as equagodes diferenciais do movimento pendular,
partindo das duas formas da aceleragdo angular: com e sem aproximacao linear, para um

péndulo partindo de g=¢p com uma dada velocidade angular inicial. A janela Grafico mostra a
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curva g versus tempo para os dois casos, de onde se pode facilmente tirar os valores da
amplitude e do periodo de cada movimento. Veja que os resultados para o deslocamento
angular se sobrepdem, no caso de amplitudes pequenas. Verifique, alterando valores (da
velocidade angular inicial, por exemplo) na janela Condigdes Iniciais, a partir de quais
valores para a amplitude os periodos entre os casos aproximado e ndo aproximado comegam a

apresentar diferengas importantes.

O PRINCIPIO DA EQUIVALENCIA

Podemos, aqui, mencionar a possibilidade de se considerar dois tipos de massa, a massa
gravitacional e a massa inercial. Massa gravitacional ¢ a propriedade de um corpo associada a
forca de atragdo gravitacional exercida sobre ele por outro corpo — ¢ a massa que aparece na
expressdo do peso. Massa inercial ¢ a propriedade de um corpo associada a resisténcia que ele
pode oferecer a aceleragdo — ¢ a massa que aparece na segunda lei de Newton.
Experimentalmente, ndo ha diferenca quantitativa entre as duas grandezas, de modo que as
consideramos iguais, utilizando o mesmo simbolo, m, para caracteriza-las. Esta igualdade
implica em todos os corpos cairem com a mesma aceleracao, na auséncia da resisténcia do ar.
Conhecida como principio da equivaléncia, ela é base para a teoria da relatividade geral, de
Einstein. A expressao que deduzimos para o periodo do péndulo simples de pequenas
oscilagdes, por exemplo, s6 ¢ valida porque assumimos, a priori, a validade do principio da

equivaléncia.
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EXERCICIOS DA QUARTA UNIDADE

1) No cenario do arquivo cf atr c.mdl, um bloco desliza ao longo de um plano inclinado.
Utilize os dados fornecidos na animacao para determinar o coeficiente de atrito cinético entre

o bloco e o plano.

2) No arquivo atrito2.mdl ¢ mostrada uma animac¢do em que um bloco de massa m = 10 kg
esta sobre uma placa de massa M = 20 kg que, por sua vez, pode deslizar sem atrito sobre

uma superficie plana horizontal. O coeficiente de atrito estatico entre o bloco e a placa ¢ x, =
0,6, enquanto que o coeficiente de atrito cinético vale g, = 0,4. Descreva, quantitativamente,

o movimento de bloco e placa, nos dois casos apresentados, e compare seus resultados com os
da animag¢ao. No primeiro caso, a for¢a horizontal aplicada sobre o bloco ¢ de mddulo F = 50

N e, no segundo caso, de médulo F =70 N.

3) Veja as animagdes dos trés casos apresentados no cenario do arquivo prj_incl.mdl e resolva

a questao 14 proposta. Sua solucao deve ser analitica.

4) No cenario do arquivo roda gig.mdl, Papai Noel estd em um parque de diversdes. A
animag¢ao o mostra na roda-gigante, a janela Condig¢des Iniciais indicando, no SI, a massa do
Papai Noel (incluido o saco de presentes), a intensidade de sua velocidade linear (constante)
no movimento circular (uniforme), o raio da roda-gigante, e a intensidade da aceleragdo da
gravidade — no caso preto, o parque de diversdes esta localizado no planeta Terra; no caso
verde, na Lua. Enquanto a roda gira, sdo as seguintes as forcas exercidas sobre o Papai Noel:
0 peso, para baixo; a normal, para cima; e uma forca de atrito, horizontal apontando para
dentro da roda, que o mantém fixo ao brinquedo. Quando nas posi¢des extremas a direita e a
esquerda, esta ultima ¢ a Unica for¢a radial, sendo, portanto, a propria forga centripeta, e peso
e normal se equilibram, de forma que nestas posi¢des o peso aparente do Papai Noel coincide
com seu peso real. Quando nas posicoes extremas acima e abaixo, a forca de atrito ¢ nula, e
peso e normal sdo radiais, de forma que ¢ a resultante destas duas que faz o papel de forca
centripeta. Dai, o peso aparente ser menor que o peso real, bem 14 em cima, e maior, bem la
em baixo. Equacione estas situagdes, e verifique que sdo corretos os valores indicados na

animacao, para o peso aparente do Papai Noel, nessas duas posi¢des. Desafio: equacione,



Fisica Geral Universitaria: Mecanica Veit E. A. & Mors. P. M.

resolva, e confira, para uma situacao genérica em que o Papai Noel estd em uma posi¢do em
que a dire¢do radial forma um angulo 6 com a horizontal. Pegue seu caderno e escreva, em

no maximo quinze linhas, sobre os conceitos de massa, peso real e peso aparente.

5) Resolva o proposto no cenario do arquivo f mola.mdl.

6) O cenario do arquivo p_conic.mdl mostra um péndulo conico, um péndulo cuja massa ¢
posta a girar, em movimento circular uniforme, em um plano horizontal, enquanto o fio forma
um angulo constante com a vertical. Se L ¢ o comprimento do fio e & o angulo que este
forma com a vertical, entdo o raio da trajetéria circular da massa ¢ R=Lsen §. A forca
resultante sobre a massa ¢ a componente horizontal da tensdo, T sen 8, e faz o papel de forca

centripeta. A componente vertical da tensdo equilibra o peso. Mostre que vale a expressao

RN
Lcos @’

onde w¢ a velocidade angular da massa. Acione a animacao e, para os dois casos, medindo o
periodo, determine @, conferindo a expressdo acima. (L e #sdo fornecidos na janela

Condigdes Iniciais, onde o angulo estd em graus e as demais grandezas, no SIL.).

7) Considere o sistema unidimensional sujeito a forga

F(y) = -mg-ky-bv(y) + fcos (@, 1),

onde o referencial adotado ¢ o eixo dos yy. Esta ¢ a forca resultante sobre uma massa m presa
a extremidade de uma mola de constante eléstica k, pendurada na vertical, em um meio que
oferece resisténcia ao movimento de uma forma linearmente dependente da velocidade. Além
disso, existe a aplica¢do de outra forca externa, de amplitude f, que tem um moédulo que varia
periodicamente com o co-seno de o, t, onde té o tempo e w,, € uma freqiiéncia angular
forgada sobre o sistema. A for¢a externa periodica ¢ aplicada na extremidade superior da
mola. Este ¢ um oscilador harménico amortecido e forcado. Abra o arquivo osc_for.mdl. Seu
cenario mostra este sistema, com trés casos de animag¢do: s6 com amortecimento (f=0); sO

com forca externa peridodica (b=0); e com amortecimento e forca externa periodica,
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simultaneamente. Veja como o modelo resolve a equacdo de movimento para o sistema, €

aprecie especialmente os diagramas de fase construidos.

8) No cenario do arquivo rsnc.mdl ¢ construido o grafico posicdo versus tempo para um

oscilador unidimensional, amortecido e forcado, sujeito a forca
Fx) = -kx-bv(x) + fcos(aw,, 1),

onde w,, ¢ a freqiiéncia angular forcada sobre o sistema. Além desta, existe a freqiiéncia

angular natural do sistema, w, relacionada com a constante eldstica e a massa através da

equacao (IV.8):

Quando a freqiiéncia angular forcada coincide com a freqiiéncia angular natural do sistema,
ocorre o fendmeno conhecido como ressonadncia: a amplitude do sistema passa a atingir os
mais altos valores. Acionando-se a animagao, pode-se visualizar a amplitude do movimento,

que ¢ o pico mais alto da curva construida. Alterando o valor de @

ext

na janela Condigdes
Iniciais, vocé pode ver que € para «,, =@ que a amplitude ¢ a maior possivel. Um tenor que

quebra uma taca de cristal, com seu agudo, estd emitindo uma freqiiéncia forgcada igual a
freqliéncia normal de vibracdo do cristal. Um batalhdo, ao atravessar uma ponte, recebe
ordem para sustar a marcha cadenciada, e fazer a travessia “a maneira civil”, para que nao
haja o perigo de a freqiiéncia da marcha coincidir com a freqiiéncia natural da estrutura da

ponte, levando-a a oscilar perigosamente.

9) Consideremos uma situacdo em que o sistema objeto de estudo apresenta regime cadtico.
Este ¢ um tema bastante atual, ao qual um numero cada vez maior de investigadores se
dedica. Sistemas que podem apresentar regime cadtico sdo sempre sistemas ndo lineares. O

péndulo simples, na aproximacdo de angulos pequenos, por exemplo, ¢ um sistema linear, ¢

ndo apresenta caos: a equacdo diferencial o = d’ A‘f =- (% ) 6 ,que resolve o movimento,

¢ linear em & — veja a equagdo (IV.10). Um péndulo mais complexo, ndo linear, e que exibe

caos em sua solug¢do, ¢ o regido pela equagdo
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do_ 1 w-sen @ +pcos g,
dt q
com
déo
— =
dt
e
d¢
— =
a "

Estas equacdes estdo escritas em um sistema de unidades muito particular, onde o tempo ¢
tratado como adimensional. Este tipo de arbitrariedade ndo ¢ incomum, entre os fisicos, e
quando cometida serve para simplificar os célculos que levem as conclusdes que interessam.
Detalhes podem ser vistos na referéncia (*). A grandeza @ ¢ a freqiiéncia angular do péndulo,
6 ¢ o angulo que ele forma com a vertical, q é o parAmetro de amortecimento (também
chamado de parametro de qualidade), e por ultimo ha o termo for¢ado, com amplitude p e
fase ¢, w, sendo a freqliéncia angular forcada, imposta por algum agente externo no ponto
de suspensdo. Uma caracteristica notavel de sistemas ndo lineares ¢ a forte dependéncia das
condicoes iniciais. Se, em um sistema linear, alteramos muito levemente as condi¢des iniciais,
estamos também alterando muito levemente o0 movimento subseqiiente ou, em outras palavras,
estamos alterando muito levemente o diagrama de fase. Isto ndo necessariamente ocorre em

sistemas ndo lineares.

Abra o arquivo caos.mdl. Seu cenario resolve o sistema descrito acima, para os parametros

=2 e w,= % . Cada péndulo ¢ uma haste rigida, leve, com uma massa presa a extremidade

oposta aquela onde um agente externo impde a freqiiéncia for¢cada.. A janela Condicdes
Iniciais apresenta o parametro p e os valores iniciais de @, 6 e ¢. Veja que a Unica
diferenca entre os dois casos apresentados esta no valor inicial de 8, que no caso verde ¢
apenas 0,5% maior que no caso preto. As duas janelas de animagdo mostram,
simultaneamente, os dois péndulos oscilando. A janela Grafico mostra os dois diagramas de
fase sendo construidos, enquanto ocorre o movimento. O valor indicado de p ¢ igual a
unidade. Acione a animacdo e observe os movimentos. Comece a aumentar o valor de p, de
0,5 em 0,5 (mas mantendo-o sempre igual, para os dois casos), € veja como logo os casos
preto e verde tomam rotas bem distintas no espaco de fase (o plano onde sdo tracados os
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diagramas de fase).

(*) G. L. Baker e J. P. Gollub, Chaotic dynamics: an introduction, Cambridge University
Press, 1990.
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QUINTA UNIDADE: A ENERGIA E SUA CONSERVACAO

TRABALHO

Esta Unidade introduz um dos conceitos mais importantes em Fisica, o de energia.
Comecemos com a no¢ao de trabalho, ja que ¢ trabalhando que se fornece energia a um

sistema.

Considere uma particula que sofre um deslocamento § enquanto uma forga constante F esta
sendo exercida sobre ela. Define-se o trabalho w que a forca E realiza, durante o

deslocamento §, como sendo dado pelo produto escalar destes dois vetores:

W=F- d-. (V.1)

Trabalho, portanto, ¢ grandeza escalar. Veja, no cenario do arquivo wl.mdl, as condigdes para
que o trabalho realizado por uma for¢a de dada intensidade, ao longo de um dado

deslocamento, seja positivo, negativo, maximo, minimo ou nulo.

Um menino que puxa um carrinho por um corddo esta realizando trabalho sobre o carrinho,
através do corddo: a forga de tensdo do corddo trabalha sobre o brinquedo. Se a intensidade da
tensdo provocada pelo menino sobre o corddo ¢ sempre a mesma, entdo o trabalho realizado
sobre o brinquedo ¢ maximo no caso de o corddo ser puxado na horizontal. O peso e a forca
normal do chdo sobre o carrinho ndo trabalham, por serem perpendiculares ao deslocamento.

A forga de atrito cinético, exercida pelo chio sobre o carrinho, trabalha negativamente.
A unidade SI de trabalho ¢ o joule (J):

1J=INx1m-

No CGS, a unidade de trabalho ¢ o erg:

lerg = 1dynx1lcm -
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Vale, entdo, a relagao

1J=1Nx1m=10" dynx 10> cm= 10" erg -

Abra o arquivo w_pesol.mdl, cujo cenario apresenta o célculo do trabalho realizado pelo peso
de um objeto, ao longo de um deslocamento vertical. No primeiro caso, o objeto ¢ largado de
uma altura p,; no segundo caso, ele ¢ langcado para cima, alcancando a altura 1, . Nos dois
casos, o deslocamento ¢ um vetor de médulo igual a 1,. Se 3 ¢ a massa do objeto, entdo o

trabalho que o peso realiza na subida vale -mgh (peso e deslocamento com sentidos opostos),
enquanto que na descida o trabalho realizado pelo peso vale 1mgh (peso € deslocamento com

mesmo sentido). Esses resultados dependem da escolha do referencial?

No cenario do arquivo w_peso2.mdl acompanha-se uma bola de futebol, de massa 1, apos

ser chutada. Entre os pontos A e B existe uma diferenca de altura p, . O trabalho realizado

pelo peso P, no percurso A —» B, também vale .mgh , € isto pode ser visto decompondo-se o
deslocamento { nas componentes vetoriais horizontal { , que ndo contribui por ser

perpendicular ao peso, e vertical {_, de modulo igual a 1, . Responda as questdes propostas no

cenario do arquivo ex 5 0l.mdl.

Um exemplo de for¢a constante por partes ¢ apresentado no cendrio do arquivo ex 5 02.mdl.
Rode a animagao e responda as questdes 14 colocadas. O trabalho total realizado pela forga, ao
longo de todo o percurso, ¢ dado pela soma dos valores do trabalho realizado pela forca em
cada um dos trechos em que ela se mantém constante. Nos dois primeiros trechos, a
contribuicdo equivale a areas (positivas) de dois retdngulos; no terceiro, a contribui¢do € nula;

e, no quarto trecho, € o valor da area (negativa) de um retangulo.

TRABALHO DE FORCA VARIAVEL

No cenario do arquivo w2.mdl, uma for¢a varia continuamente com a posi¢do. Vocé pode
fazer uma estimativa do trabalho que a forca realiza, em dado percurso, substituindo a curva
forca versus posi¢cdo por uma fungdo constante por partes, e determinando a area total sob a
curva, no percurso. Os casos verde e rosa sdo aproximagdes mais refinadas. O valor exato do

trabalho ¢ dado, entdo, pela expressao
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N
W= lim ) E, Ax > (V.2)
i=1

Ax—0

onde N ¢ o numero de partes da funcdo e fF. ¢ seu valor (constante) na i-ésima parte,
X1

correspondente a altura de um retdngulo de base Ax. Esta equacdo nada mais ¢ que a

expressdo que define a integral de F _, em relag@o a x, no percurso considerado.

Considere uma particula que se desloca no sentido do eixo dos xx, sujeita a uma forca

exercida na dire¢@o do deslocamento. O trabalho realizado pela forga, entre as posigdes x. €

x,» ¢ dado pela integral

W = TF(X) dx > (V.3)

onde a notagdo F(x) explicita a dependéncia da forga com a posigao.

Um exemplo unidimensional cldssico de for¢a dependente de posi¢do ¢ o da forga

restauradora de mola, j& visto na Quarta Unidade:
F(x)=-kx »

onde k ¢ a constante eldstica de uma mola que, quando nem comprimida nem distendida, tem
sua extremidade moével posicionada na origem do eixo dos xx. Se um objeto ¢ preso a esta
extremidade, que for¢a deve ser aplicada sobre ele, para desloca-lo com velocidade
constante? Deslocar o objeto com velocidade constante significa desloca-lo sem aceleragao,
ou seja, a forca resultante sobre o objeto deve ser nula. Logo, deve-se aplicar a ele uma forga

oposta a for¢a restauradora da mola:

O trabalho realizado por esta for¢a, em um deslocamento de x = 0 até¢ x = L (distensao), vale:
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L
W:jkxdxzk - KIZ . (V.4)
0

Como este resultado depende apenas do quadrado de L, ele também ¢ valido para um
deslocamento de x = 0 até x = -L (compressdo). Assim, o trabalho minimo (correspondente a
situagdo de velocidade constante) necessario para se distender ou se comprimir de um
comprimento L uma mola de constante eldstica k ¢ dado pelo resultado da equacao (V.4).
Veja o cendrio do arquivo w_molal.mdl, e verifique a equivaléncia numérica entre o valor do
trabalho realizado pela forga aplicada e a area sob a curva que representa a forga aplicada em
fun¢@o da posigdo. O trabalho realizado pela mola, neste exemplo, é igual a menos o trabalho
realizado pela forga aplicada: por qué? O cenario do arquivo w_int.mdl compara o resultado
(V.4) com o célculo aproximado realizado computando-se a equagdo (V.2) com um intervalo
Ax relativamente pequeno. Altere o valor de Ax (alterando o valor do passo, através da tecla

Opcoes da janela Controle), para ver como a precisao do calculo ¢ alterada.

De maneira geral o trabalho que a forga realiza, ao longo de um percurso qualquer, ¢
calculado como a soma de elementos (infinitesimais) de trabalho. O trabalho realizado pela

forga ao longo do deslocamento infinitesimal ds ¢ dado por

dW=F.ds - (V.5)

Para uma trajetéria qualquer (ndo necessariamente retilinea), a integral do elemento de

trabalho dW fornece o trabalho realizado pela forga ao longo do percurso:
f f _
W= [dw = [F-ds , (V.6)

onde a integracdo ¢ realizada, ao longo do caminho, entre o ponto inicial (i) e o ponto final

(f). Compare as equacdes (V.3) e (V.6).

O menino brinca, agora, com uma pedra amarrada em uma das extremidades do cordao. Ele a
gira no ar, segurando o corddo pela outra extremidade (sem saber que estd redescobrindo uma
das mais antigas armas de guerra). Aqui, a tensdo da corda ndo trabalha, qualquer que seja o

percurso considerado: como, a cada intervalo infinitesimal de tempo {t, o correspondente
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deslocamento §s (tangente a trajetoria) € perpendicular a tensao da corda (radial), o produto
escalar da equacdo (V.5) resulta em zero. O integrando gw sendo sempre nulo, a integral da
equacdo (V.6) ¢ nula, para qualquer trecho do percurso da pedra. Isto ¢ visualizado no cenario

do arquivo w_t.mdl.

A equacdo (V.6) expressa o calculo do trabalho através de uma integral de linha: a forga ¢
integrada ao longo do caminho (trajetoria). Um exemplo simples ¢ o célculo do trabalho

realizado por uma forga constante:

f f
W=IF.d§=F-jd§=F-Af=F-a, V.7)

onde E pode sair de sob o sinal de integracao, por ser constante. A operagdo, entdo, se resume

ao calculo do produto escalar de E pelo vetor resultante da integracdo do elemento de

deslocamento {s, ao longo do percurso. Esta integral (de linha) nada mais ¢ do que o

deslocamento ao longo do percurso considerado, A7, que também estamos denotando por 4.

Abra o arquivo int_ds.mdl, cujo cenario apresenta uma visualizagao desta integral.
TRABALHO REALIZADO PELO ATRITO

Outro exemplo de aplicagdo da equacdo (V.6) € o calculo do trabalho realizado pela forga de
atrito cinético, ao longo de um percurso. O integrando, neste caso, ¢ o elemento infinitesimal

de trabalho
f .ds=-f ds »

j& que a forga de atrito cinético, fc , €, em cada instante, oposta ao elemento de deslocamento

ds . Como f ¢ constante, o calculo se reduz a

W =-f jds- (V.8)

Note que, aqui, o integrando (elemento {s) € um escalar, diferentemente do que se vé na
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equacgao (V.7) (integrando (5 ). Veja, na janela Modelo do arquivo w_atrl.mdl, como ¢ feito

o calculo numérico da integral de linha que fornece o trabalho da forga de atrito. O valor de

f . . ;. . ,
I ds se reduz ao comprimento da trajetoria descrita pelo mével.
i

FORCAS CONSERVATIVAS

Voltemos ao calculo do trabalho realizado pelo peso de um corpo. Imagine o corpo sendo
atirado verticalmente, para cima, chegando a atingir a altura maxima h. Na subida, o trabalho

realizado pelo peso vale - mgh, enquanto que na descida o peso trabalha + mgh . Assim, o

trabalho realizado pelo peso ao longo de toda a viagem vale zero, ja que os valores de subida
e descida se compensam. O trabalho realizado pelo peso ao longo de um percurso fechado,
portanto, ¢ nulo. Mesmo quando o percurso fechado ¢ uma trajetoria curva, esta afirmativa
continua sendo correta, j& que deslocamentos horizontais ndo contribuem. Abra o arquivo

w_peso3.mdl, rode a animagao e responda as questdes propostas.

Outro exemplo de for¢a que realiza trabalho nulo ao longo de um percurso fechado ¢ o da
forca restauradora de mola. Veja, no cenario do arquivo w_mola2.mdl,que, para um circuito
fechado, forca e elemento de deslocamento t€ém o mesmo sentido durante metade do percurso,

e o sentido oposto na outra metade: o trabalho total associado a todo o ciclo € nulo.

Chamamos de forcas conservativas as forgas que, ao longo de qualquer ciclo fechado,
realizam um trabalho nulo. Assim, peso € for¢a conservativa, forca restauradora de mola ¢
forca conservativa. A razdo de ser desta denominagdo ficard clara até o final da Unidade.
Abra o arquivo w_cons.mdl. Rodando a animacao, vocé vé uma particula viajar de um ponto
A para um ponto B, e regressar ao ponto A, descrevendo, portanto, um circuito fechado. Sao
vistas duas possibilidades de viagem: ida e volta pelos caminhos identificados por 1 e 2,
respectivamente, ou ida e volta pelo mesmo caminho 2. Suponha que apenas uma forga,
conservativa, ¢ exercida sobre a particula. Entdo, o trabalho realizado pela forga, ao longo do

circuito fechado, vale zero nos dois casos. Em um dos casos, isto pode ser escrito na forma

wW=w", + W

A—>B B—>A

:09

indicando que o trabalho ao longo do ciclo fechado pode ser escrito como a soma do trabalho
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que a forca realiza ao longo do caminho 1, na ida, com o trabalho realizado ao longo do

caminho 2, na volta. No outro caso, vale a expressao

wW=Ww2, + W

A—>B B—>A = 0 ’
onde agora o caminho de ida € o caminho 2. Comparando-se estas duas expressdes, conclui-se

que

Wile = Wils
ou seja, o trabalho que a for¢a conservativa realiza entre os pontos A ¢ B € o mesmo, ao longo
do caminho 1 e ao longo do caminho 2. Como estes caminhos sdo arbitrarios, o trabalho
realizado pela forca conservativa, entre A ¢ B, ¢ o mesmo ao longo de qualquer caminho
escolhido. Logo, este trabalho ndo depende do caminho, dependendo somente dos pontos
inicial e final do percurso considerado. Vé-se, entdo, que uma forga conservativa apresenta
esta caracteristica importante: o trabalho por ela realizado sobre um corpo que se desloca
entre dois pontos depende unicamente das localizagcdes dos pontos, ndo dependendo da

trajetoria tomada.
UMA FORCA NAO CONSERVATIVA

Um exemplo de forga ndo conservativa ¢ o da forga de atrito cinético. No cenario do arquivo
w_atr2.mdl sao mostrados dois casos de movimento plano horizontal, com trajetdria circular.
Para um percurso circular fechado, a integral de 45 ao longo da circunferéncia de raio R
nada mais ¢ que seu comprimento, 2R, de modo que a equacdo (V.8) fornece, para o

circuito fechado:
W, =-f (27R) -

Realmente, neste caso o integrando pode ser escrito como ds=R d@, de forma que a integral
de linha no circuito vale J..de:R I.fdngxzﬁ, com os pontos inicial (i) e final (f) da
trajetoria coincidindo, a integral da varidvel angular em uma volta completa igualando 2 .

Entdo, o trabalho realizado pela forca de atrito cinético ¢ diferente de zero (negativo) ao longo
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do circuito fechado, e tem seu valor dependente da trajetoria.

ENERGIA CINETICA

Uma grandeza de mesma natureza que o trabalho ¢ a energia cinética, definida como segue.

Um objeto de massa p,, que em um certo instante possui uma velocidade de modulo v, tem,

nesse instante, uma energia cinética dada por

mv’ - (V.9)

~
I
N | —

A energia cinética de um corpo ¢, portanto, uma grandeza essencialmente positiva.

Para entendermos o porqué desta defini¢do, consideremos o calculo do trabalho realizado pela
forga resultante F_ sobre uma particula de massa m, ao longo de um percurso qualquer. O

trabalho realizado pela resultante, no percurso, vale

¢ . tdv 1 td 1 td
W =(F_-ds=m|d -ds=m|— vdt=—m|—@F -v)dt== m|—(?) dt »
j j {dt vdi=- !dt(v V) di= {dtm

onde utilizamos a identidade ds=vydt (o vetor ds € o vetor (7, tangente a trajetoria), € o fato

de que

d . . dv _ . dv__dv _
—(V V)=tV —=2—"V .
dt dt dt  dt

Logo, o trabalho realizado pela for¢a resultante sobre a particula vale:
_ l 2 2
Wres _Em(vf _Vi ) :

TEOREMA DO TRABALHO-ENERGIA CINETICA

Assim, com a definicdo da equacdo (V.9), podemos escrever que o trabalho realizado pela
forca resultante sobre uma particula, em um percurso qualquer, equivale a variagdo da energia
cinética da particula, no percurso considerado:
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Wm:%mV?-%mvf=Kf—Ki =AK - (V.10)

Arelagdo w_=AK reflete o fato de o trabalho realizado sobre uma particula ser transformado

em energia cinética. A dimensdo e as unidades de energia cinética sdo, portanto, as mesmas
que as de trabalho. Nao importa a natureza das forgas presentes (conservativas ou nao,
constantes no tempo ou ndo): a variagdo da energia cinética da particula ¢ igual ao trabalho
realizado pela forca resultante, ou seja, o trabalho total realizado sobre a particula. Este ¢ o

chamado Teorema do Trabalho-Energia Cinética.

TEOREMA DO TRABALHO-ENERGIA CINETICA PARA UM SISTEMA DE
PARTICULAS

Quando o sistema tratado ¢ constituido por mais de uma particula, a variagdo da energia
cinética, em um percurso, também ¢ medida pelo trabalho total realizado sobre o sistema o
que, agora, ndo necessariamente equivale ao trabalho realizado pela forga resultante. A
variacdo da energia cinética total de um sistema ¢ a soma (algébrica trabalho ¢ grandeza
escalar) dos trabalhos realizados pelas resultantes sobre cada uma das particulas do sistema.
Note que a forca resultante sobre um sistema pode ser nula, ¢ um trabalho total ndo nulo ser
realizado sobre ele. No caso de uma granada explodindo, por exemplo, as for¢as internas se
anulam, o mesmo ndo ocorrendo com os trabalhos que elas realizam. De maneira geral,

portanto:

W =AK - (V.11)
Abra o arquivo w_ecl.mdl, em cujo cenario um carrinho ¢ puxado sobre uma superficie
horizontal. Como peso e normal ndo trabalham ao longo do movimento, o trabalho total
realizado sobre o carrinho, em um intervalo de tempo qualquer, equivale ao realizado pela
forca que o puxa, . Esta forca sendo constante, e formando um angulo g com a horizontal,
tem-se que F dcosd =AK, onde AR ¢ a variacdo de energia cinética correspondente ao

deslocamento de médulo §. Rode a animacao e responda as questdes 14 propostas.

ENERGIA POTENCIAL
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A expressdo wW__=AK vale para qualquer sistema. Considere, agora, um sistema sujeito a

uma unica forga, conservativa. Entdo, o trabalho que esta forca realiza (trabalho total), em um
percurso fechado, ¢ nulo; logo, AK=0 ao se fechar um ciclo. Na maioria dos casos, no
entanto, estaremos lidando com trechos de trajetorias ndo fechadas. Torna-se util, entdo,
definir uma outra quantidade, a energia de configuracdo, ou energia potencial, da seguinte

forma.

A energia de configuracdo, [y, associada a uma forca conservativa, ¢ tal que sua variagdo AU

satisfaz a relagao

AK+AU=0 » (V.12 a)

qualquer que seja o percurso considerado.

ENERGIA MECANICA E SUA CONSERVACAO

Estamos definindo uma quantidade cuja variagdo compensa a variagdo da energia cinética, em
qualquer percurso descrito por um moével sujeito a uma forga conservativa. A relagdo (V.12 a)

¢ equivalente a igualdade A(K+U)=0, que expressa o fato de a variagdo da quantidade K+U

ser nula, ao longo de qualquer percurso descrito pelo sistema. A esta quantidade da-se o nome

de energia mecanica do sistema, E_:
m

E =K+U - (V.13)

m

Logo, uma expressdo equivalente a (V.12 a) é a que estabelece a constancia da energia

mecanica de um sistema submetido a uma forca conservativa:

E, = K + U = constante (V.12 b)

Equivalentemente, se os indices 1 e 2 referem-se a duas configuragdes quaisquer, entdo

podemos escrever que

136



Fisica Geral Universitaria: Mecanica Veit E. A. & Mors. P. M.

K, +U, =K, +U, - (V.12 ¢)
Diz-se que um sistema conservativo ¢ aquele que conserva sua energia mecanica.

Se F ¢ a forga conservativa exercida sobre um sistema, a combinacao das equacdes (V.11) e

(V.12 a) nos permite escrever:
AU=-W, » (V.14)

expressdo que relaciona a variagdo de energia de configuracdo sofrida pelo sistema com o

trabalho realizado sobre ele pela forca conservativa, em um percurso qualquer.

E importante ressaltar que, na verdade, a energia de configuracdo nao foi definida em termos
absolutos, mas sim através de sua variacdo. Assim, existe sempre uma arbitrariedade em sua
determinagdo. Isto ¢ facil de ver, através de um célculo simples, para uma particula em queda

livre.
ENERGIA POTENCIAL GRAVITACIONAL

Seja uma particula de massa 1, . Qual sua energia de configuragdo, quando a uma altura , do
solo? A forga resultante sobre a particula é seu proprio peso. Adotemos como referencial o
eixo dos yy apontando para cima, com a origem no solo. Utilizando a equagao (V.14), tem-se

que

h

h
AU=-W,, =—I (-mg)dFmgf dy=mgh >
0 0

onde estamos comparando duas configuragdes possiveis: uma com a particula no solo, outra
com a particula a altura p, . Aqui, U significa a energia de configuracdo do sistema associada

a forca conservativa peso da particula. Entao,

AU =U(h)-U0)=mgh = Uh)=U(0)+mgh -
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A energia de configuragdo — ou potencial — da particula a uma altura  do solo ¢ sua

energia de configuragdo quando no solo, acrescida do fator mgh . Podemos arbitrar o valor
U(0) =0, caso em que ficamos com U(h)=mgh. Como os célculos se baseiam na equagdo

(V.12 a), que envolve variagdes, ndo importa qual o nivel zero que tenha sido escolhido.
Procura-se fazer a escolha a mais conveniente possivel. No caso da energia potencial
gravitacional, a escolha feita acima ¢ muitas vezes a mais simples. Mas ha situagdes em que
ela ndo convém: em problemas de mecanica celeste, por exemplo, colocar o nivel zero da

energia potencial no infinito ¢ normalmente o mais indicado.

Um objeto de massa 1, , a uma altura 1, do solo, estd em uma dada configuragdo. Se o objeto
esta em equilibrio ou nao, subindo ou descendo, descrevendo uma trajetoria reta ou curva, nao
importa. E como olhar uma fotografia: ela ndo lhe diz nada sobre o imediatamente antes nem
sobre o imediatamente depois daquele instante. Para esta determinada configuracdo ha uma

determinada energia de configuragdo [, associada a for¢a conservativa peso do objeto.

O termo energia potencial ¢ muito mais utilizado que energia de configuragdo e, portanto,

passamos a adota-lo exclusivamente, daqui para frente.

Vale lembrar que a energia potencial, sendo uma quantidade energética, tem a mesma

dimensdo e as mesmas unidades que as da energia cinética e do trabalho.

Abra o arquivo peso_en.mdl. O cendrio mostra uma bola sendo lancada verticalmente, para
cima, em uma situacdo onde se despreza a resisténcia do ar. A Unica forca exercida sobre a
bola, apés o langamento, ¢ a for¢a de atragdo da Terra (peso). O sistema, portanto, ¢
conservativo. Logo, a energia mecanica ¢ uma constante de movimento — reta horizontal
verde, na animagdo. Escolhendo o nivel zero de energia potencial gravitacional coincidindo
com a origem do eixo vertical, tem-se que a energia mecanica, no momento do langcamento,
coincide com a energia cinética. A medida que a bola sobe, sua energia cinética vai sendo
transformada em energia potencial, até o ponto de altura maxima, onde a energia cinética ¢
nula e a energia mecanica coincide com a energia potencial. Determine, em termos dos dados
da janela Condigdes Iniciais (sistema SI), a energia mecanica total do sistema. Utilize a
equacdo (V12.c) para: (a) determinar a altura méxima atingida pela bola; (b) determinar sua
velocidade, quando a uma altura de 3 m. Encontre a expressdo para a energia cinética, em

funcdo do tempo, verificando que ela é uma equag¢do quadratica — curva vermelha, na
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animacao. Esta curva, somada a curva azul (energia potencial), resulta na reta verde.
ENERGIA POTENCIAL ELASTICA

Outro exemplo classico de calculo de energia potencial ¢ o do sistema massa-mola ideal. A
forca restauradora da mola sendo conservativa, a ela associamos uma energia potencial,
chamada de energia potencial elastica. Imagine um sistema massa-mola oscilando
horizontalmente, sobre um piso sem atrito. A forca restauradora ¢ a for¢a resultante ja que,
neste caso, o peso do objeto preso a ponta da mola e a normal do piso sobre ele se anulam.
Escolhendo o referencial usual para este sistema — eixo dos xx com a origem coincidindo
com a extremidade livre da mola frouxa — podemos escrever, analogamente ao que fizemos

no caso gravitacional:

AU=-W

mola

L L 1
=[ (kx) de=k [ xdx=—k D,
0 0 2

onde a for¢a restauradora tem a forma F(x) = -kx, ¢ x = 0 e x = L sdo as posi¢coes

correspondentes as configuracdes que estamos comparando. Assim,
AU=U(L)-U(O):% kI = U(L)=U(0)+% kL -

E usual escolher-se o nivel U(0)=0, de modo a se ter y(L)=4kL?: a energia potencial elastica
do sistema massa-mola, quando esta esta distendida de um comprimento L, tem o valor 1/ k2,

se adotamos a configuragdo de mola frouxa como associada ao zero da energia potencial.
Como este comprimento contribui quadraticamente, o valor calculado ¢ o mesmo para o caso
de uma compressdao de L. Note que este resultado coincide com o trabalho necessario para
distender ou comprimir, de um comprimento L, a mola de constante elastica igual a k —
equagao (V.4): a quantidade de energia correspondente ao trabalho realizado ¢ armazenada
pelo sistema em forma de energia potencial. No cenario do arquivo ex 5 03.mdl, toda a
energia potencial armazenada no sistema massa-mola ¢ transformada em energia cinética do
carrinho, que parte do repouso. Verifique, por consideracdes de energia, que a compressao

maxima da mola ¢ igual a 0,5 m.
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O arquivo mola_en.mdl mostra o tragado das curvas energia cinética e energia potencial,
versus tempo, para um sistema massa-mola ideal. Passemos a determinacdo analitica das
fungdes tragadas na animacgao. Para um instante de tempo genérico ¢, posicao e velocidade da

massa , podem ser escritos na forma das equacgdes (I11.14.a) e (I11.16.a):
x=A cos(ott+g) > (V.15)
v = o A sen(ot+g) » (V.16)

onde 4 € uma constante de fase (igual a zero, neste exemplo) e a freqii€ncia angular 4 se

relaciona com a massa e a constante elastica através da equagao (IV.7):
o= X (V.17)
m

Entdo, a energia cinética no instante ¢ vale:

2
myv,_ =

K= % 2 % m o> A’ sen’ (wt+¢p) = % k A’ sen’ (wt+¢) » (V.18)

onde a ultima igualdade resulta do uso da equagao (V.17).

A energia potencial, em ¢, vale:

U= —kx’ == kA’ cos’(wt+¢) - (V.19)

1 1
2 2

A energia mecanica do sistema, em qualquer instante de tempo, ¢ dada pela soma das

equacdes (V.18) e (V.19), o que resulta em

kA2, (V.20)

j& que a soma dos quadrados do seno e do co-seno de um angulo ¢ igual a unidade. Este é o

valor da energia mecanica do sistema massa-mola, facil de verificar se observamos que ele
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coincide com o valor da energia potencial, em um ponto onde a energia cinética ¢ nula.

RELACAO ENTRE FORCA CONSERVATIVA E SUA CORRESPONDENTE ENERGIA
POTENCIAL

Vimos que o trabalho realizado por uma for¢ca conservativa, ao longo de um percurso

qualquer, ndo depende da trajetéria, mas unicamente das posigdes inicial e final do percurso.
Assim, podemos escrever que a forga depende explicitamente apenas da posi¢do: F=F(T).

Uma dependéncia explicita da velocidade, por exemplo, significaria uma dependéncia da
trajetoria, ja que ¢ a velocidade que “traga” a trajetoria. Considere, agora, uma particula
deslocando-se em uma dimensdo, sujeita a uma forca resultante conservativa. Podemos

escrever F_ =F_(x),S€ X ¢ a variavel posi¢do. Da equagdo (V.14), vem:
res res

AU=- j F_(x)dx > (V.21)

res

uma integracdo definida entre o inicio e o final do percurso. Podemos escrever, entdo, a

seguinte relag@o entre a forca resultante e a energia potencial:
F_ (x)=- dUR) (V.22)
‘ dx

Realmente, substituindo-se a relagao (V.22) na (V.21):

dU(x)

AU=- j (- ) dx j dUx)=U(x,) - U(x,) -

O cendrio do arquivo fc_potl.mdl mostra um exemplo de energia potencial com dependéncia
quadratica da posicdo, dependéncia esta comum em muitos problemas importantes.
Simultaneamente ao tragado da curva energia potencial versus posi¢do, também ¢ tragcada a

curva forga resultante versus posicdo — equagao (V.22).
PONTOS DE EQUILIBRIO

Considere uma particula descrevendo um movimento unidimensional, sujeita a uma forga
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conservativa, tendo por energia potencial aquela cuja dependéncia com a posicao ¢€

apresentada no grafico da figura 13.

Seja g_ sua energia mecénica (indicada no grafico). Considere o ponto x_ . Neste ponto,
dU/dx=0 ¢, portanto, F_ =0, 0 que significa equilibrio. Se, a partir de x_, deslocamos a
particula um pouco para a direita (valores de x maiores que x_ ), passamos para um trecho da
curva em que JU/dx>0 (inclina¢do positiva) e, portanto, F_ <0, 0u seja, forca resultante
apontando para a esquerda, tendendo a trazer a particula de volta a X, - Se, a partir de X, o

deslocamos a particula um pouco para a esquerda, passamos para um trecho da curva em que

dU/dx<0 e, portanto, com F_ > (, for¢a resultante que aponta para a direita, tendendo a trazer
a particula de volta a x . Dai, o ponto x_ ser um ponto de equilibrio estavel. O mesmo se
aplica ao ponto x ,. O ponto x_, por argumentos analogos, ¢ um ponto de equilibrio instavel,

enquanto que o ponto x ¢ um ponto de equilibrio indiferente.

0 1 €l "2 7§ T3'e24

Figura 13 — Uma curva energia potencial versus posi¢ao.

REGIOES PROIBIDAS

Considere, agora, que a energia mecanica do sistema seja g _, (também indicada no grafico da

figura 13). Entdo, usando a equagdo (V.12 b) e o fato de a energia cinética ser sempre maior

ou igual a zero, temos que
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K(x)=E,,-Ux)=0 = E_,2U(x) -

Logo, a energia potencial da particula nunca ¢ maior que sua energia mecanica. Dai,

concluimos que a particula s6 pode estar localizada nas posi¢des
X € [x3x,] ou  xe€ [x;3:%,]

ja que, fora destas regides, U(x)>E _,- As regides em que a particula pode estar sdo as

chamadas regides permitidas, enquanto as demais sdo as regides proibidas. Os pontos de

fronteira ( X,» X,, X; € X4) sdao os chamados pontos de retorno — pontos em que E,=U®) ¢

portanto, a particula tem velocidade nula.

A regido da curva entre os pontos x_ € x. ¢ atribuido o nome barreira de potencial, que, para
2 3
uma particula com energia mecénica igual a g __, ¢ intransponivel. Isto, do ponto de vista da

Fisica Classica, aqui estudada. No mundo subatomico, as regras sao ditadas pela Mecanica
Quantica, teoria segundo a qual pode haver uma probabilidade de transposicdo de uma
barreira classicamente intransponivel. E o caso do decaimento radioativo em que uma
particula alfa, ao ser emitida por um ntcleo atomico, sofre um processo de transposi¢dao de

barreira. Mas, voltemos a Fisica Classica.

Se U(x) € potencial gravitacional, seu grafico como fungdo de x reflete o “perfil da
montanha” e ¢ interessante analisar o caso de uma bolinha, dotada de certa energia mecanica,
percorrendo a regido, a titulo de ilustracdo. No entanto, o que foi dito é geral, para qualquer

sistema conservativo unidimensional.

O PENDULO SIMPLES E SUA ENERGIA POTENCIAL

Abra o arquivo pot_grav.mdl. Seu cenario mostra um péndulo simples, de massa m =1 kg e
comprimento L = 1 m, largado do repouso do ponto em que forma um angulo de 1,4 radianos
com a vertical. E adotado como nivel zero da energia potencial gravitacional a altura mais

baixa da trajetdria da massa (y = -L). O perfil da energia potencial gravitacional (U) ¢ tracado
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na janela Grafico, em fungdo da componente x da posicao. Vimos, na Quarta Unidade, que o
movimento do péndulo simples de pequenas amplitudes ¢ andlogo ao de um sistema massa-

mola (movimento harménico simples) caracterizado pela constante eldstica dada por k=mg/L -
Sua energia potencial, U, =, kx?, tambem ¢ tracada na animag@o. Veja que as duas curvas

coincidem, quando o péndulo forma pequenos angulos com a vertical, confirmando que o
péndulo simples de pequenas amplitudes ¢ caracterizado por uma energia potencial que
depende quadraticamente da posicdo horizontal (pardbola). Muitos sistemas fisicos se
comportam desta maneira, podendo ser tratados, em uma primeira aproxima¢do, como um
oscilador harmonico simples. A Fisica Molecular ¢ uma area onde esta abordagem ¢ muito

freqiiente.
MALIS DE UM TIPO DE POTENCIAL

A cada forca conservativa exercida sobre um sistema, podemos associar uma energia
potencial, de forma que, para um sistema conservativo, a expressao da conservacao da energia

mecanica ¢ feita através da generaliza¢ao da equagdo (V.12 a):

AK+Z AU=0 » (V.23)

onde sdo somadas as variagdes de todas as formas de energia potencial — tantas quantas sao
as forgas conservativas presentes. Assim, por exemplo, em uma situagao envolvendo tanto
varia¢do de energia potencial gravitacional (associada ao peso de um objeto), quanto variacao
de energia potencial elédstica (associada a uma forca restauradora), devemos levar em
consideracdo, em cada instante, a existéncia destas duas formas de energia potencial. No
cenario do arquivo pot g k.mdl, um bloco de massa m = 25 kg ¢ largado de uma altura h; =
30 m, atinge a mola que tem sua extremidade livre 20 m acima da origem do referencial
escolhido, comprime a mola até a altura h, = 13,39 m, e ¢ langado para cima, voltando a
posicdo de onde ¢ largado. A compressao maxima sofrida pela mola, entdo, vale L = 6,61 m.
Determinemos a constante eldstica da mola, k, a partir da conservagdo da energia mecanica,
igualando seu valor em dois pontos notaveis: o ponto de onde o bloco ¢ largado, y = h;, e o

ponto onde o bloco comprime a mola ao maximo, y = h;:

K(h,) + > U(h)) =K(h,) + > Uh,) -
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Adotemos a origem como nivel zero da energia potencial gravitacional, e a posi¢do da
extremidade livre da mola, quando frouxa (y = 20m), como nivel zero da energia potencial
elastica. Como o bloco encontra-se instantaneamente em repouso, tanto quando em h; como

quando em hy, K(h,)=K(h,)=0- A energia potencial no ponto mais alto ¢ uma energia
potencial puramente gravitacional: ZU(hl):mghl' A energia potencial no ponto de

compressdo maxima da mola ¢ a soma de um termo gravitacional com um termo elastico:

> U(h,)=mgh, + 4 kL* Assim:

2

mgh, =mgh, + }, kI’ = k= T

mg(hl 'hz) '

Determine este valor. Calcule, agora, o modulo da velocidade do bloco, quando em pontos
localizados nas alturas de 25m, 20m e 15m, e compare seus resultados com o que indica o

velocimetro da animagao (utilize g=10m/ s%).
QUANDO O SISTEMA E NAO CONSERVATIVO

Havendo forgas nao conservativas, a elas ndo podemos associar nenhuma energia potencial, e
a energia mecanica nao se conserva. Neste caso, K+ZU ndo se mantém constante,
aumentando ou diminuindo de valor, conforme as for¢as ndo conservativas trabalhem positiva
ou negativamente sobre o sistema. Assim, em um sistema ndo conservativo a variagao

AK+Z AU serd positiva ou negativa, e podemos escrever:

AK+Y AU=W,, (V.24)

onde w expressa o trabalho total ndo conservativo realizado sobre o sistema, no percurso

considerado.

O cenario do arquivo diss_arl.mdl mostra uma bola sendo lancada verticalmente, para cima,
em presenca de atmosfera. Neste caso, o lado direito da equagdo (V.24) ¢ o trabalho realizado
pela resisténcia do ar em um dado percurso, um resultado de valor negativo, j& que a
resisténcia do ar ¢ exercida sempre em oposi¢do ao deslocamento, resultando em uma

diminui¢do da energia mecanica. Calculemos esta quantidade, associada ao percurso de

145



Fisica Geral Universitaria: Mecanica Veit E. A. & Mors. P. M.

subida da bola. Neste caso, a variagdo da energia cinética vale -/ my?, ja que a energia
cinética no ponto mais alto ¢ nula. A variagio da energia potencial gravitacional vale mgh,
onde p ¢ a altura maxima atingida. Assim, o trabalho realizado pela atmosfera sobre a bola,
em sua subida, ¢ dado pela expressao W_ =mgh- /, mv? . Determine este valor, no caso da
animacao. O trabalho realizado pela bola contra a resisténcia do ar ¢ de mesma intensidade
que o realizado pela atmosfera, mas positivo, por ser realizado por uma for¢ca oposta a da
resisténcia do ar, com o sentido do deslocamento — a forca de resisténcia do ar sobre a bola e

a forca exercida pela bola contra a resisténcia do ar constituem um par agdo-reagao.
POTENCIA

Abra o arquivo w_tempo.mdl. Em seu cenario, dois blocos iguais, de massa m, Sao
levantados de uma mesma altura p,, por duas empilhadeiras. Uma delas desempenha a tarefa
mais rapidamente que a outra. Ambas realizam o mesmo trabalho: mgh . No entanto, vocé
pode dizer que uma das empilhadeiras ¢ mais “eficiente” que a outra. Uma grandeza
importante ¢ aquela que mede a rapidez com que o trabalho ¢ realizado sobre um sistema. A
essa grandeza, damos o nome de poténcia. Define-se a poténcia instantanea desenvolvida por

uma for¢a F como sendo medida por

p- WV, (V.25)

a taxa (temporal) com que a forca realiza trabalho. Levando em conta a equacdo (V.5),

podemos escrever que

g ds
dt

Reconhecendo em §g/dt a expressdo da velocidade, 3, fica:

P=Fv. (V.26)

Portanto, a poténcia instantanea desenvolvida por uma forca exercida sobre um sistema, em
um dado instante, ¢ dada pelo produto escalar da forga pela velocidade do sistema, no instante

considerado. Abra o arquivo potencia.mdl, em cujo cenério vocé pode alterar a dire¢do que
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uma for¢a forma com o deslocamento do movel, e ver como isso se reflete na determinagao da

poténcia instantanea.

No Sistema Internacional, a unidade de poténcia é o watt (W):

IW = l%s

Em Engenharia Mecéanica, ¢ muito utilizada a unidade cavalo-vapor (cv):
lev = 7355 W -
POTENCIA MEDIA

Podemos, também, trabalhar com a poténcia média, definida como sendo a quantidade de

trabalho realizado, por intervalo de tempo:

P = trabalho realizado pela forga

intervalo de tempo

Em particular, a forga resultante sobre uma particula desenvolve, em um intervalo de tempo

At, uma poténcia média

ja que o trabalho que ela realiza ¢ a varia¢dao da energia cinética da particula, no intervalo de

tempo (equacgdo (V.10)).

Abra o arquivo ex 5 04.mdl, cujo cendrio mostra trés situagdes distintas, em que uma caixa ¢
puxada a partir do repouso, por uma forca horizontal. Além da forca aplicada pelo
laboratorista, sdo indicados o peso, a forca normal e as forcas de atrito (estatico e cinético).
Veja, em cada caso, os graficos da poténcia instantanea desenvolvida pela forca aplicada e
pelo atrito, ao longo do tempo. Inicialmente, enquanto nao se produz deslocamento, nenhuma

forga trabalha - poténcia nula. Nos trés casos apresentados, apds o inicio do movimento
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(substituicdo da forca de atrito estatico pela de atrito cinético), a forga aplicada ainda continua
aumentando de intensidade, at¢ o momento em que: no primeiro caso (tecla preta), passa a ter
um modulo constante; no segundo caso (tecla verde), sofre uma redugdo em moddulo,
passando a ter a mesma intensidade da for¢a de atrito cinético; no terceiro caso (tecla rosa),
deixa de existir (rompimento do fio). Assim, no primeiro caso, a caixa em movimento esta
sempre acelerada para a direita; no segundo caso, ela atinge equilibrio (velocidade constante);
no terceiro caso, ela ¢ levada ao repouso, quando acelerada para a esquerda pela forca de
atrito cinético. A for¢a de atrito cinético, sendo oposta ao deslocamento, trabalha

negativamente nos trés casos.

148



EXERCICIOS DA QUINTA UNIDADE

1) Responda as questdes propostas nos dois casos do cenario do arquivo w_ec2.mdl.

2) Resolva a questdo proposta no cenario do arquivo cons_enl.mdl.

3) Resolva a questdo proposta no cenario do arquivo cons_en2.mdl.

4) Resolva a questdo proposta no cenario do arquivo cons_en3.mdl.

5) Resolva a questdo proposta no cenario do arquivo cons_en4.mdl.

6) Responda as questdes propostas no cenario do arquivo cons_enS5.mdl.

7) Responda as questdes propostas no cenario do arquivo fc_pot2.mdl.

8) Resolva a questdo proposta no cendrio do arquivo diss_ar2.mdl.

9) Responda as questdes propostas no cenario do arquivo diss_atr.mdl.

10) Abra o arquivo en _mec.mdl, em cujo cendrio uma bola, de massa 1 kg, ¢ largada em
queda vertical, em dois casos distintos. O eixo dos yy aponta para cima, ¢ o nivel zero de
energia potencial gravitacional ¢ escolhido no ponto yo = 0. As janelas Modelo e Condigdes
Iniciais estdo abertas.

a) No caso preto, ndo existe resisténcia do ar. Calcule a energia potencial, a energia cinética, e
a energia mecanica da bola, no ponto de onde ela ¢ largada (y; = 70 m) e no ponto y, =25 m,
e confira com os dados na tela.

b) No caso verde, a bola ¢ largada em um meio resistivo. Obtenha a energia potencial, a

energia cinética, € a energia mecanica da bola, no ponto de onde ela ¢ largada (y; = 70 m) e,

com os dados da tela, no ponto y; = 35 m. Calcule, para a queda de y; até y3, a quantidade de
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energia dissipada, o trabalho realizado pela atmosfera sobre a bola, e o trabalho realizado pela

bola para vencer a resisténcia do ar.
11) O cenério do arquivo pot harm.mdl mostra um sistema massa-mola, onde a extremidade

livre da mola, quando frouxa, coincide com a posicdo xo = 0. Responda as questdes

formuladas.
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SEXTA UNIDADE: O MOMENTUM LINEAR E SUA
CONSERVACAO

COLISOES

O centroavante chuta a bola que estd sobre a marca do pénalti. A bola adquire uma
velocidade, para a frente. O que aconteceu, neste curto espaco de tempo? O chute sobre a bola
¢ um exemplo de colisdo, um dos objetos de estudo mais comuns na Fisica. Pode-se dizer que
muito do que se faz em Fisica ¢ estudar colisdes. Uma experiéncia de espalhamento entre
particulas elementares ¢ um estudo de colisdo. Uma pedra que cai, sob a agdo da atragdo
gravitacional terrestre, ¢ um exemplo de colisdo (pedra-Terra). Se ndo existisse o
espalhamento (colisdo) de particulas com algum instrumento de medida — por exemplo,
fotons espalhados na retina do observador — nao se poderia retirar dados de uma experiéncia

no laboratorio. Esta Unidade é dedicada essencialmente ao tratamento classico das colisdes.
MOMENTUM LINEAR
Comecemos por introduzir um novo conceito: o0 de momentum linear. Seja uma particula de

massa m dotada, em um certo instante, da velocidade v. Diz-se, entdo, que neste instante de

tempo a particula possui 0 momentum linear dado pela expressdo:

(VL1)

=T
i
2
<!

O momentum linear de uma particula, portanto, ¢ um vetor com a mesma orientacdo da
velocidade da particula, e com modulo igual ao produto da massa pelo mddulo da velocidade.
No Sistema Internacional de unidades, a unidade do momentum linear ¢ o kg.m/s, sem nome
especial a caracterizd-la. O momentum linear (plural: momenta lineares) também ¢&
denominado quantidade de movimento linear. Com esta defini¢do, a segunda lei de Newton

para uma particula pode ser escrita na forma

P =3P (V1.2)
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Realmente, a equacao (VI.2) se reduz a equacao (IV.1), se a massa da particula ¢ uma

constante:

F_ 4 (m?/)=mg=mﬁ .
dt dt

Quando o movel tem massa varidvel vale a equacao (VI1.2), por ser mais geral.
IMPULSO

O chute do centroavante, entdo, imprimiu um momentum linear a bola, em um curto intervalo
de tempo. A variacdo de momentum linear sofrida por um mével ¢ chamada de impulso. Se a
bola estava inicialmente em repouso, o impulso que ela sofreu, por conseqiiéncia do chute,
coincide com o momentum linear adquirido. Chamando o impulso de T, a equacdo (VI.2) nos

permite concluir que

res

I= Aﬁ=jdf>=j13 dt > (VL3)

onde a integragdo ¢ realizada entre o inicio (i) e o final (f) da colisdo: o impulso sofrido pela
particula em uma colisdo ¢ o resultado da integral da forga resultante exercida sobre ela, ao

longo do intervalo de tempo que dura a colisao.

O cenario do arquivo impulso.mdl mostra o grafico da forca resultante sobre uma particula
inicialmente em repouso, como fun¢do do tempo (unidades SI). Ao mesmo tempo em que este
grafico ¢ tragado, também vai sendo tracado o grafico do impulso sofrido pela particula,
desde o instante inicial. A animagdo apresenta dois casos. No primeiro caso (tecla preta), a
forca resultante estd presente durante um intervalo de tempo maior do que no segundo caso
(tecla verde), mas os dois casos sdo tais que a integral no tempo da forca resultante ¢ a
mesma, implicando no mesmo impulso final. No caso verde, a curva representando a forga
apresenta um pico muito mais alto e estreito do que no caso preto, ja que a area sob a curva
(integral) ¢ a mesma. O impulso sofrido pela particula equivale, numericamente, a area sob a
curva for¢a resultante versus tempo. Quando uma for¢a ¢ exercida durante um intervalo de

J4

tempo muito pequeno, em comparacdo com os tempos caracteristicos do sistema, ela ¢é
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chamada de for¢a impulsiva. Com seu chute, o centroavante exerce uma for¢ca impulsiva
sobre a bola, durante um intervalo de tempo muito pequeno, em comparagao com o tempo que

a bola levara para descrever sua trajetoria no ar, por exemplo.

FORCAS IMPULSIVAS

Normalmente, uma for¢a impulsiva assume intensidades tdo maiores que as demais forcas
exercidas sobre o mével, que ela pode ser tratada, enquanto presente, como Unica, ou seja,
como a forca resultante, cuja integral temporal fornece o impulso. O peso da bola chutada
pelo centroavante, por exemplo, ndo ¢ relevante no calculo do momentum linear que ela

adquire imediatamente apos chutada.

Muitas vezes, fica dificil a determinagdo do perfil de uma forca impulsiva, em fungdo do
tempo, caso em que se trabalha com uma constante, o valor médio da for¢a. A integral da
forga média deve coincidir com a integral da propria forg¢a, ao longo do mesmo intervalo de
tempo. Tratamento semelhante, para a velocidade média, foi feito na Primeira Unidade. Como
a integral temporal da forca ¢ o impulso, entdo ¢ usual substituir-se uma forga impulsiva pelo

valor médio

g oA (V1.4)

onde At € o intervalo de tempo de aplicacao da forga.

O cendrio do arquivo muro.mdl mostra uma bola de ping-pong sendo langada,
horizontalmente, sobre o muro em que ¢ rebatida, retornando na mesma dire¢ao. Qual a forga
impulsiva média exercida sobre a bola, em sua interagdo com o muro? Estamos, aqui,
desprezando a acdo da gravidade sobre a bola, nos instantes imediatamente antes e
imediatamente apds a colisdo; dai, tragarmos sua trajetoria como horizontal. O momentum

linear inicial da bola, p,» € mostrado na animag¢do. Também, sdo mostrados seu momentum
linear final, p, » © a variagdo do momentum linear (impulso), Ap = p.-p.- E razoavel supor que

as velocidades imediatamente antes e imediatamente depois do choque sdo de mesma

intensidade, v . Neste caso, os momenta incidente e emergente t€ém o mesmo médulo, p=my ,

onde 1, ¢ a massa da bola. Escolhendo o eixo dos xx apontando para a esquerda, na

153



Fisica Geral Universitaria: Mecanica Veit E. A. & Mors. P. M.

animagdo, o impulso ¢ um vetor apontando no sentido do referencial, de moédulo Ap =2my -

Assim, a forca média impulsiva da parede sobre a bola de ping-pong aponta para a esquerda, e

¢ de modulo

Se a bola de ping-pong tem a massa m=10g, € colide com o muro a uma velocidade

v=5 m/s » permanecendo em contato com este durante o intervalo de tempo At =107 s, entdo a

for¢a média tem médulo F =100 N. Compare este valor com o moédulo do proprio peso da

bola, p=mg=10" N, € fica claro por que podemos desprezar o peso, durante o choque.

CENTRO DE MASSA

Temos confundido, até agora, nossos sistemas com pontos materiais, particulas. No entanto,
muitas vezes somos levados a lidar com sistemas constituidos de muitas particulas, ou de um
continuo de matéria com um certo volume, ndo restrito a um Unico ponto. Uma caixa
contendo um dado gas, por exemplo, é um sistema de muitas particulas (da ordem de 10%),
cada uma com seu proprio movimento; o globo terrestre, no que diz respeito a sua interacao
gravitacional com a Lua, pode ser visto como um ponto localizado em seu centro, tendo como
massa a massa da Terra, mas em outras circunstancias deve ser visto de forma mais realistica,
com a massa distribuida esfericamente. Torna-se 1til, portanto, um conceito que passamos a

apresentar, o de centro de massa de um sistema.

Comecemos pelo caso mais simples, o de um sistema binario, constituido de duas particulas

localizadas sobre o eixo dos xx. Chamemos de x a posi¢do da particula de massa m,, ¢ de
x, @ posi¢do da particula de massa m,. Define-se o centro de massa deste sistema como

sendo o ponto localizado na posi¢ao dada pela relagdo

X ml X1 + m2 X2 (VI.S a)
cM ’
m, + m,

o que significa que o centro de massa esta localizado entre as duas particulas, na reta que as

liga, em uma posi¢do mais proxima da particula mais massiva. Se as duas particulas tém a
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mesma massa, o centro de massa do sistema binario esta exatamente a meio caminho entre as
duas particulas. Se, de forma mais geral, estivermos trabalhando no referencial cartesiano x-y-

z, entao valem expressdes analogas para as diregdes y € z:

+
Yoy = oy *M Y, (VL5 b)
m, + m,
+
p ot Mz (VLS 0)
m, + m,

As trés relacdes acima expressam as projecoes nas diregdes coordenadas da expressao vetorial

f, o= B YW b (VL5)

defini¢do do vetor posicdo do centro de massa de um sistema bindrio constituido pelas

particulas de massas m, € m,, localizadas respectivamente nas posi¢oes § ¢ .

Derivando-se em relagdo ao tempo a expressao (VI.5), obtém-se a velocidade do centro de

massa do sistema binario:

_ m, {.71 + m, {}2 (VI6)

— 2

m, + m,

Vem

onde y, e v, sdo as velocidades respectivas das particulas de massas m, € m, -

Analogamente, para a aceleragao:

N m a + m,a
Aoy = ! 22, (VL.7)
m, + m,

Abra o arquivo cml.mdl, em cujo cenario duas particulas, de massas conhecidas, se deslocam
no plano, as componentes x € y dos vetores posicdo sendo informadas a medida que o
movimento ocorre. Assim, ¢ possivel, com o uso da equagdo (VL5) (neste caso, mais

propriamente as equacdes (VI.5 a,b)), determinar a posi¢ao do centro de massa do sistema em
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qualquer instante de tempo. Os dados na tela permitem, também, determinar a velocidade de
cada particula, e verificar que elas sdo constantes ao longo do movimento. Entdo, com a
equagao (VI.6) pode-se determinar a velocidade do centro de massa em qualquer momento,
que serd uma constante de movimento. Realmente, pela equagdo (VI.7), a aceleragdo do

centro de massa ¢ nula, ja que sdo nulas as aceleracdes das duas particulas.

Generalizando, para um sistema de N particulas de massas ms MMy s posicao,

velocidade e aceleragcdo do centro de massa, em um instante qualquer, sdo respectivamente

dados por
N
Mt,, = Zml [ (VIL.8)
i=1
N
MVqy = >om ¥, 5 (VL9)
i=1
N
Mi., = Zmi a. s (VIL.10)
i=1
N
onde M = m, +m, +- - - + my = Zmi ¢ a massa total do sistema.

i=l1
FORCAS INTERNAS NAO PERTURBAM O CENTRO DE MASSA

Na equag@o (VI.10), o i-ésimo termo da direita, m 3 , representa a forca resultante sobre a i-

¢sima particula. Logo, o lado direito da equagdo equivale a soma das forgas resultantes sobre
todas as particulas que formam o sistema. Abra o arquivo cm_fresl.mdl, em cujo cenario
vocé pode visualizar o fato de que esta soma se reduz a resultante unicamente das forcas
externas exercidas sobre o sistema, pois as for¢as internas (forcas de interacao entre particulas
do sistema) se anulam duas a duas, devido a terceira lei de Newton. A equacdo (VI.10),

portanto, pode ser reescrita na forma

(VL11)
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evidenciando que a forga externa resultante sobre um sistema ¢ igual a massa total do sistema
multiplicada pela aceleragdo de seu centro de massa. Isto significa que o centro de massa ¢ o
ponto notavel que se comporta como se toda a massa do sistema estivesse nele concentrada, e

como se todas as forcas externas aplicadas sobre o sistema nele fossem exercidas.

O cenario do arquivo cm_coll.mdl mostra duas particulas colidindo. Veja que o centro de
massa deste sistema binario tem um movimento que nao ¢ alterado pela colisdo: o0 movimento
do centro de massa do sistema ndo ¢ afetado pela interagdo entre as particulas que o

constituem. Rode a animagdao do arquivo cm col2.mdl e responda a questdo formulada.

Observe aqui, também, o movimento inalterado do centro de massa.

No cendrio do arquivo cm2.mdl ¢ mostrado um sistema binario com centro de massa
acelerado. Neste caso, o que vocé pode afirmar sobre a for¢ca externa resultante sobre o

sistema?

DO DISCRETO PARA O CONTINUO

Se o sistema ¢ uma distribui¢do continua de massa (e ndo discreta, como considerado até
agora), o tratamento ¢ o mesmo, devendo-se apenas, na definicdo do centro de massa, fazer a
substitui¢do do somatorio (sobre todas as particulas) por uma integral (sobre todo o volume

do sistema). Assim, a equagao (VI.8) passa a ser escrita como:

M1, (VI.12)

1
<—
=l
o
=

onde M = _[dm ¢ a massa total do sistema. Na integral (tridimensional), 4y, € o elemento

A%

infinitesimal de massa localizado na posi¢cdo 7. A equacao (VI.11) continua valendo, isto ¢, o
centro de massa tem a caracteristica de ser o ponto que se desloca segundo uma lei de
movimento do tipo segunda lei de Newton, onde a massa ¢ a massa total do sistema, ¢ a forga

resultante ¢ a soma das forgas externas exercidas sobre o sistema.

A determinacdo do centro de massa de uma distribuicdo continua de massa, envolvendo
calculo integral em trés dimensdes, nao € tema sobre o qual nos deteremos. Na disciplina de

Célculo, isto ¢ geralmente tema de exemplos e exercicios. Basta que mencionemos a utilidade
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de aproveitarmos as simetrias do sistema. Uma esfera homogénea, por exemplo, tem o centro
de massa localizado em seu centro geométrico: a cada particula da esfera corresponde outra
particula com a qual forma um sistema bindrio que tem como centro de massa o centro da
esfera. Um pneu homogéneo também tem o centro de massa localizado em seu centro; neste

caso, o centro de massa estd localizado em um ponto onde ndo existe nenhuma massa.

Abra o arquivo ex 6 0l.mdl. O cenario deste arquivo mostra um haltere, objeto com uma
simetria que permite determinar claramente a localizagdo do centro de massa: em seu centro
geométrico. Inicialmente em repouso sobre uma superficie plana horizontal sem atrito, o
haltere recebe a aplicacdo de uma for¢a impulsiva, em uma de suas extremidades, e seu centro
de massa adquire uma velocidade que se mantém constante ja que, apds o inicio do

movimento, ¢ nula a for¢a externa resultante (ver equacao (VI.11)).

No cenario do arquivo ex 6 02.mdl, o haltere ¢ lancado da origem do referencial x-y, sujeito
a atragdo gravitacional na direcdo y. Neste caso, na equacgdo (VI.11) M representa a massa do

haltere e E_ representa seu peso, de forma que o centro de massa descreve a trajetoria

res

parabdlica que o sistema descreveria, se fosse uma particula com a mesma massa do haltere,

lancada com a mesma velocidade inicial.

CONSERVACAO DO MOMENTUM LINEAR

Voltemos a equagdo (VL.9), que relaciona a velocidade do centro de massa de um sistema de
N particulas com suas N velocidades individuais. Esta equagdo pode ser escrita, também, na

forma

N
MV, = P, (VL13)

i=1

onde p ¢ o momentum linear da i-¢sima particula. Entdo, o lado direito da equagdo (VI.13)
equivale a soma dos N momenta lineares das particulas, ou seja, a0 momentum linear total do

sistema, que passamos a denotar por p (temos certeza que vocé ndo ird confundir esta

notagdo com a forga peso):
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M., =P - (VL14)

Esta equagdo relaciona o0 momentum linear total do sistema com a velocidade de seu centro de
massa. Ela ¢ valida também para uma distribui¢do continua de matéria, caso em que o0s

somatodrios sobre as distribui¢des discretas devem ser substituidos por integrais de volume.

Podemos escrever a forca resultante sobre o sistema como a soma das forgas resultantes sobre
todas as particulas que o constituem e, usando a equacao (VI.2), tem-se:

N dB.

=1

_—_ N _ _ . d & o
Frcs - : : Frqs - : / - dt z / pi '
=1 i=1

I 1

-

Lembrando que a forca resultante sobre o sistema se reduz a soma das forgas externas sobre
ele aplicadas, e como o somatorio da direita expressa 0 momentum linear total, concluimos

que

P-4 (VL15)

equacao (também valida para uma distribui¢do continua de matéria) que expressa a
generalizacdo, para um sistema qualquer, da equagdo (VI1.2), escrita para uma particula. Esta ¢
a segunda lei de Newton em sua forma mais geral: a for¢a externa resultante sobre um sistema

¢ a medida da variagdo temporal de seu momentum linear total.

No caso de um sistema de massa total constante, derivando-se a equacdo (VI.14) em relagdo

ao tempo, tem-se:

dVCM _ @
dt dt
ou seja:
dp
Md,, = — > (VL.16)
CM dt
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que, combinada com a equagao (VI.15), nos remete a equagao (VI.11):

Decorre, da equagdo (VI.15), que quando a forca externa resultante sobre um sistema ¢ nula,
seu momentum linear total deve permanecer constante. Esta ¢ a expressdo da conservagdo do
momentum linear. Na Quinta Unidade, trabalhamos a conserva¢ao da energia mecanica;
agora, introduzimos uma nova lei de conservacao, segundo a qual o momentum linear total de
um sistema isolado (ou seja, um sistema sobre o qual ndo ha acdo externa efetiva) ¢ uma
constante de movimento. Para um sistema de massa total constante, se a forca externa
resultante ¢ nula, a conservacdo do momentum linear total implica na constancia da
velocidade do centro de massa (aceleragdo do centro de massa nula), como em alguns

exemplos ja tratados.

ALGUNS EXEMPLOS

Veja o cenario do arquivo mola _cm1.mdl onde dois blocos, ligados por uma mola, deslocam-
se sobre uma superficie horizontal. Observe o movimento do centro de massa nos dois casos
apresentados, para concluir que, no primeiro deles (tecla preta), ndo existe forga externa
resultante sobre o sistema, enquanto que no segundo (tecla verde), obviamente existe uma

resultante ndo nula.

No cendrio do arquivo ex 6 03.mdl, um soldado estd sobre uma plataforma que pode deslizar
sem atrito, sobre o solo. O soldado d& um tiro para a direita, e o conjunto soldado+plataforma
recua para a esquerda. A massa do projétil € 20 g, enquanto que soldado e plataforma tém
uma massa total de 100 kg. O projétil ¢ disparado com uma velocidade de 100 m/s, em
relagdo ao rifle. Qual a velocidade de recuo? Nao havendo atrito entre plataforma e solo, a
forca externa resultante sobre o sistema, durante o tiro, ¢ nula. Depois, o peso do projétil ndo
mais poderd interferir sobre o recuo do soldado. Como o momentum linear total do sistema,

inicialmente, ¢ nulo, ele deverd permanecer nulo, para se manter constante. Logo,

P=MV+m({V+7)=0,

onde M ¢ a massa do sistema soldado+plataforma, v ¢ sua velocidade de recuo, ;y ¢ a
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massa do projétil e y ¢ a velocidade deste em relagdo a arma. A velocidade do projétil em

relagdo ao solo, resultante de uma transformagao galileana, ¢ + . O momentum linear que o
projétil adquire para a direita deve ter o mesmo méddulo do momentum linear que o sistema
soldado+plataforma adquire para a esquerda, para que a soma dos dois momenta seja zero.

Reescrevendo:

M+m)V =-m¥7 -
Em termos de modulos, fica:
M+m)V =mv -
A velocidade de recuo, portanto, tem médulo v = mv/(M + m) - Determine este valor.

Abra o arquivo noel cml.mdl. O cenario mostra Papai Noel correndo a uma velocidade
constante para a direita, e saltando em dado momento para cima de uma plataforma que rola

sem atrito sobre o chdo. Sdo conhecidas as massas do Papai Noel (m,, ) ¢ da plataforma (mp ),

as velocidades iniciais do Papai Noel e da plataforma, além da velocidade final do Papai Noel

em relacdo a plataforma. Pede-se a velocidade final da plataforma. Escolhamos como
referencial o eixo dos xx apontando para a direita. Chamemos de § e [ as velocidades

iniciais do Papai Noel e da plataforma, respectivamente, e de y e V suas respectivas
velocidades finais, em relagdo ao solo. Se ¢ a velocidade final do Papai Noel em relagao a
plataforma, entdo vale (relatividade galileana unidimensional):

v, =w,+V_ .

Nao havendo forca resultante sobre o sistema Papai Noel + plataforma, seu momentum linear

total deve se manter constante, o que € expresso da forma:
m,y u, +my U, =m,, v, +m, Vv, -
Combinag¢ao dessas duas relagdes fornece o resultado:
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rnPN (ux -Wx) + mp Ux

Vv, =

mg, + m,

Na animagdo, o velocimetro mostra o médulo da velocidades da plataforma. Resolva os trés
casos, ¢ confira seus resultados com a indicacdo do velocimetro. Determine, também, a
velocidade final do Papai Noel em relagao ao solo e as velocidades inicial e final do centro de
massa do sistema, nos trés casos. Altere dados na janela Condig¢des Iniciais (unidades SI),

criando outras situagoes.

Este exemplo pode ser visto como uma colisdo entre Papai Noel e plataforma. Em uma
colisdo, existe conservacdo do momentum linear total do sistema constituido por todos os
participantes do processo, pois as for¢as de interacdo entre eles — forcas internas — nado

contribuem para alterar a velocidade do centro de massa.

CHOQUES ELASTICOS

Quando, em uma colisdo, a energia cinética total do sistema (soma das energias cinéticas dos
constituintes do sistema) se mantém constante, o choque ¢ dito eléstico. (Os termos colisdo e
choque sdao igualmente utilizados.) Muitas colisdes podem ser consideradas elasticas. Uma

bola de ping-pong que rebate em uma parede ¢ um exemplo.

O cenério do arquivo col el 1.mdl ilustra uma colisdo eldstica unidimensional entre duas
particulas de mesma massa (). Uma delas (particula 1), passamos a chamar de projétil; a
outra (particula 2), de alvo. Nos trés casos apresentados, o projétil incide da esquerda para a
direita. Escolhemos, entdo, este sentido para o eixo referencial. No que segue, as letras y ¢ v
denotam velocidades antes e depois do choque, respectivamente. Conhecidas as velocidades

iniciais, quais sdo as velocidades finais?

A forga externa resultante sobre o sistema de duas particulas ¢ nula, de forma que o

momentum linear total se conserva:

mu, tmu, =mv, tmv, = U, -V, =V, -Uy (VL17)

O choque sendo elastico, vale:
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2 l 2 2 2 2 2

1
+5mu2xz x-VIX:VZX -u2x’

expressao que pode ser escrita como
(u, *v,) (U, v, )=V, tu, ) (v, -u, ) - (VL.18)
Dividindo a equacao (VI.18) pela equagdo (VI.17), fica:
u, tv, =u, +tv, - (VL.19)

No caso particular em que y, =y, € v, =u, , a divisdo efetuada para se chegar a equagdo
X X X X

(VI.19) ndo seria permitida, pois seria uma divisdo por zero. Mas este caso ndo nos interessa,

ja que representa a solugdo trivial (que corresponde a situacao antes da colisdo).

As equagdes (VI.17) e (VL19) formam um sistema de duas equagdes lineares de duas
incognitas, com solugao:
v

:u2

X

V2x = ulx

Assim, com a colisdo, a particula-projétil emerge com a velocidade inicial da particula-alvo,
enquanto esta passa a ter a velocidade inicial do projétil. Como as massas das particulas sao

iguais, elas também trocam de momentum linear.
Em situagdo um pouco mais geral, quando as particulas t€ém massas diferentes, conservagao
da energia cinética total e do momentum linear total do sistema, em passos andlogos aos que

levam da equagao (VI.17) a equacao (VI.19), permitem chegar as seguintes expressdes para

as velocidades finais das particulas:
o= Mmoo, 2M (VI.20 a)
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_ m o, mpym (VL.20 b)

V2x - 1x x

m, + m, m l+m2
onde e sdo as massas do projétil e do alvo, respectivamente.
ml m2

REFERENCIAL DO CENTRO DE MASSA

Muitas vezes, € interessante observar uma colisdo do ponto de vista de um referencial muito
especial: o referencial do centro de massa do sistema. Este ¢ o referencial onde o centro de
massa permanece em repouso, durante todo o processo. Assim, denotando por g € ' as
respectivas velocidades inicial e final de uma particula, conforme vistas do referencial do

centro de massa, podemos realizar a transformagao galileana
U =1U-Vg, (VI.21 a)
(VI.21 b)

onde § e y sdo as respectivas velocidades inicial e final no referencial do laboratdrio em que

a colisdo ocorreu e Veu indica a velocidade do centro de massa neste mesmo referencial.

Um exemplo de mudanca de referencial no estudo de uma colisdo elastica unidimensional ¢ o

do cenario do arquivo cm_lab_l.mdl. A particula de massa m =3 kg incide sobre a de massa
m, =1kg, com a velocidade u, =20 m/s- O alvo, inicialmente, tem a velocidade
u, =-10 m/s (movimento da direita para a esquerda). Com o uso da equagdo (VL.6), vocé
pode chegar a velocidade do centro de massa do par de particulas:

Il’llulx + m2u2x

Voyyk = —————— = 12,5m/s »
m, +m,

valor que se mantém constante durante a colisdo. Assim, no referencial do centro de massa,

pela equacao (VI.21 a):
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!

U, =u, -Vo, = 7,5m/s

X X

u, =1u, -Vo, = -22,5m/s -

X

As velocidades apos o choque sdo determinadas a partir das equagdes (V1.20 a,b):

\f

. = 5ms, v, =35m/s -

E, realizando a transformacao galileana (VI.21 b):

] _ ' —
vV, = -7,5m/s, v, =225m/s -
Veja, na animagao, os momenta lineares durante a colisdo. Na janela Condic¢des Iniciais, vocé

pode criar situagdes diferentes.

COLISOES PERFEITAMENTE INELASTICAS

Abra o arquivo col in 1.mdl. O cenario mostra um exemplo de colisdo perfeitamente
inelastica. Entende-se por isto uma colisdo onde as particulas se unem de modo a ter-se um
unico movel, apoés o choque. Nesta animagdo, a colisdo ¢ unidimensional. Em colisdes
inelasticas, ndo ha conservacao da energia cinética. A analise do problema, portanto, deve ser
feita unicamente a partir da conservagao do momentum linear total do sistema que, neste caso

unidimensional, se escreve como:

mou, +m,u, =(m+m)vV, -

onde y ¢ a velocidade do sistema, apds a colisdo. Determine, nos trés casos da animacgao, a
X

velocidade final do sistema. Os dados da janela Condigdes Iniciais estdo no SI.

O EXEMPLO CLASSICO DA EXPLOSAO

Abra o arquivo explosao.mdl, em cujo cenario ¢ mostrada a explosdo de um objeto que se
parte em trés fragmentos, que passam a se deslocar em um mesmo plano, sem atrito. Como,

inicialmente, o objeto estava em repouso, seu centro de massa permanecera em repouso

durante o processo de fragmentagdo. Logo, p = também apds a explosdo, o que, em termos
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das velocidades v,» v, € v,, COM que emergem 0s fragmentos de massas m,> m, © m,, S€

exXpressa na forma

m v, +mv, +mv, =0,

m v, +m, Vv, + myv, =0 .

Utilize estas relacdes para determinar, nos dois casos, a velocidade (modulo e angulo que

forma com o eixo dos xx) do fragmento que, na animag¢do, emerge para baixo.

JOGO DE BILHAR

O cendrio do arquivo col el 3.mdl mostra uma colisdo elastica bidimensional entre duas
bolas iguais (como em um jogo de bilhar, por exemplo). O equacionamento do problema,
portanto, lanca mao da conservacdo do momentum linear total e da conservagdao da energia
cinética total. A bola incidente ndo atinge o alvo frontalmente. A colisdo seria frontal se a
direcdao de incidéncia coincidisse com a dire¢do da linha que une os centros das duas bolas,
caso em que se teria um problema unidimensional. Uma expressdo Util, que nos serd aqui
conveniente, ¢ a que relaciona a energia cinética de uma particula de massa , com o modulo

de seu momentum linear, p:

K=2F*_, (V1.22)

facil de provar lembrando que p=my, onde y € o modulo de sua velocidade. Sejam B, ©
momentum linear inicial do projétil, p o seu momentum linear emergente, ¢ 5, 0 momentum

linear emergente do alvo. A conservacdao do momentum linear total do sistema se expressa

COmo:

Po =P +D, - (V1.23)
A conservacao da energia cinética total pode ser escrita, com o auxilio da equacdo (VI.22), na

forma:
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Py =P; + D5 > (VI.24)
onde foi usado o fato de serem iguais as massas das duas bolas.

Elevando ao quadrado a equagdo (VI1.23), — lembre-se de que elevar um vetor ao quadrado

equivale a multiplica-lo escalarmente por si mesmo — temos:

Py Py = (P, +P,)- (B, +P,) = Pe =p, +p5 + 2P, D, - (VL.25)

Comparando as equagdes (VI.24) e (VI.25), vemos que ambas sé podem ser validas
simultancamente se o terceiro termo da ultima equagdo for nulo. Logo,
B, -P,=p, P, cos ¢=0, onde 4 ¢ o menor angulo definido pelos momenta lineares
emergentes. Isto significa que g=/2 , ou seja, as duas bolas seguem, apos o choque, em

dire¢des perpendiculares. Portanto, em um choque eléstico bidimensional entre particulas de

mesma massa, o alvo estando inicialmente em repouso, a emergéncia se da a noventa graus.

Este ¢ um exemplo de um problema com quatro incognitas: as duas componentes de cada um
dos momenta lineares emergentes, por exemplo (ou os modulos dos momenta emergentes e os
angulos que eles formam com uma dada direcdao). Logo, s6 existe solucdo tnica se dispomos
de quatro equagdes. A conservacdo do momentum linear (equacdo (VI.23)), sendo uma
igualdade vetorial no plano, representa duas equagdes — suas projecoes nas diregcdes x e y. A
conservacao de energia (equacdo (VI.24)) ¢ mais uma equagdo. Logo, sdo trés as equagdes,
numero insuficiente para que se chegue a uma solucdo unica. A quarta informagao, necessaria
para se determinar uma solu¢do Unica, pode ser obtida de uma quantidade geométrica, o
chamado parametro de impacto. Veja, na animagao, que alterando o angulo de emergéncia da
bola-alvo, vocé altera a configuragdo do problema, mantendo perpendiculares as diregdes
finais. Esta alteracdo equivale a aproximar, ou afastar, a direcdo de incidéncia do centro do
alvo. A figura 14 mostra, esquematicamente, o parametro de impacto — , — da colisdo
bidimensional entre bolas de mesmo diametro. O valor de p ¢ a distancia do centro da bola-
alvo (bola 2) a dire¢do de incidéncia da bola-projétil (bola 1). Se R ¢ o raio de cada bola,

entdo so ocorrera colisdo se )<p<2 R

(0 it
\_/ x

v
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Figura 14 — Parametro de impacto: b.

Abra o arquivo col el 4.mdl. Neste cenario, visualiza-se a colisdo eldstica bidimensional de
duas bolas de mesmo tamanho, mas de massas nao necessariamente iguais, com o alvo
inicialmente em repouso. A cada vez que se roda a animagdo, um novo parametro de impacto
b € escolhido pelo programa e seu valor, em unidades de R (raio de cada bola), ¢ indicado na
tela. Qual o angulo de emergéncia da bola-alvo, em relagdo a dire¢do de incidéncia (eixo dos

xx)? A determinagdo deste angulo (g,) ¢ muito simples, se observarmos a figura 15, que
mostra as posi¢des dos centros do projétil (¢,) e do alvo (¢, ), no instante em que ambos se

tocam.

0,

Figura 15 — Angulo de emergéncia do alvo: 6, .

Neste instante, a distancia entre os centros € igual a 2R , de forma que vale:

2

2Rsen 6, = b = 0, = arc sen % . (V1.26)

Veja que este ¢ um resultado puramente geométrico, ndo dependendo nem da velocidade de

incidéncia do projétil, nem das massas das duas bolas.

O cendrio do arquivo cm_lab 3.mdl mostra uma colisdo eldstica bidimensional entre duas
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bolas de mesma massa, vista de dois referenciais notaveis: o referencial do laboratorio e o
referencial do centro de massa do sistema. A animag¢do mostra as relacdes entre as
velocidades das bolas, depois do choque, nos dois referenciais, respeitando a equacao (VI.21

b). E ilustrada, também, a conservagao do momentum linear total, nos dois referenciais.

Se, em um problema de colisdo entre duas particulas, nenhuma delas se encontra inicialmente
em repouso, uma transformacao de coordenadas (galileana) pode transportar o problema para
o referencial onde o alvo estd em repouso. Uma vez encontrada a solucdo (velocidades finais,
por exemplo), esta pode sofrer a transformacgdo inversa que leva de volta ao referencial
original. Assim, ndo existe nenhuma perda de generalidade em se apresentar a solugdo deste

tipo de problema supondo o alvo inicialmente em repouso.
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EXERCICIOS DA SEXTA UNIDADE

1) Resolva a questdo proposta no cenario do arquivo cm3.mdl.

2) Responda as questdes propostas no cenario do arquivo cm_fres2.mdl, para os dois casos

apresentados.

3) Responda as questdes propostas no cenario do arquivo mola_cm2.mdl, para os dois casos

apresentados.

4) No cenario do arquivo noel cm2.mdl, Papai Noel e plataforma estdo inicialmente em
repouso. Considere auséncia de atrito entre a plataforma e o solo, de modo a valer a
conservagao do momentum linear total do sistema. Assim, o centro de massa do sistema
deverd se manter em repouso. Igualando as expressoes da posi¢do do centro de massa do
sistema antes e apos a caminhada do Papai Noel, vocé serd capaz de resolver as questdes

formuladas.

Dica: supondo-se homogénea a plataforma, seu centro de massa estara localizado em seu
centro geométrico. Chame de D a diferenca entre as posi¢des iniciais do Papai Noel e do

centro da plataforma. Vocé verificara que a solugao independe de D.

5) Conclua, com base na equacao (VI.19), que, em uma colisdo unidimensional elastica de
particulas de mesma massa, a velocidade de aproximacdo do alvo, em relagdo ao projétil, é

igual a velocidade com que o projétil se afasta, em relacao ao alvo.

6) Deduza as equagdes (VI.20 a,b), que expressam as velocidades finais de duas particulas
que sofrem uma colis@o unidimensional elastica, como fun¢do de suas massas e velocidades

iniciais.

a) Mostre que, se a massa do alvo ¢ muito maior que a massa do projétil (m, >>m, ), entdo as

particulas emergem com as velocidades
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O alvo, neste caso, praticamente mantém sua velocidade, ndo sendo afetado pela colis@o. Se o
alvo esté inicialmente em repouso, entdo ele permanece em repouso, € o projétil € rebatido no
sentido oposto ao de incidéncia, mantendo o modulo da velocidade (exemplo: bola de ping-

pong contra parede).

b) Mostre que, se a massa do alvo € muito menor que a massa do projétil (m, <<m, ), entdo as

particulas emergem com as velocidades

¢

Vix = Uy

X

v, =2u

X 1x

_u2

x °

Neste caso, ¢ o projétil que mantém sua velocidade.

¢) O cenario do arquivo col el 2.mdl mostra a colisdo unidimensional elastica entre duas
particulas de massas diferentes. Calcule, para cada caso, as velocidades finais € os momenta
lineares finais das particulas. Altere os dados da janela Condig¢des Iniciais (unidades SI), para

criar situagdes que confirmem as conclusdes dos itens a) e b) acima.

7) O arquivo cm lab 2.mdl mostra, em seu cenario, uma colisdo unidimensional
perfeitamente ineldstica, vista tanto do referencial do laboratério quanto do referencial do
centro de massa. Na janela Condi¢des Iniciais sdo apresentadas as massas e as velocidades
iniciais no referencial do laboratorio (eixo apontando para a direita), em unidades SI.

Determine:

a) a velocidade do centro de massa do sistema, no referencial do laboratério;

b) as velocidades das duas particulas, depois do choque, no referencial do laboratério;

c) as velocidades das duas particulas, antes e depois do choque, no referencial do centro de

massa;
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d) os momenta lineares das duas particulas, antes e depois do choque, no referencial do

laboratoério;

e) os momenta lineares das duas particulas, antes e depois do choque, no referencial do centro

de massa.

8) Os trés casos do cenario do arquivo col in 2.mdl referem-se a colisdes unidimensionais
inelasticas entre dois blocos. A janela Condicdes Iniciais fornece, no SI, as massas dos blocos
e as componentes, na dire¢do x, de suas velocidades iniciais e da velocidade final do bloco

que incide da esquerda. Determine, para cada caso:
a) a velocidade final do outro bloco;
b) o percentual de energia cinética perdida na colisdo.

9) No cenario do arquivo vel bala.mdl, dd-se um tiro sobre um bloco preso a uma mola, que
por sua vez esta fixa a parede. Nao existe atrito entre o bloco e o chdo. Sao dados, na janela
Condigdes Iniciais (unidades SI), as massas do bloco (my) e da bala (m,), ¢ a constante
elastica da mola (k). A bala penetra no bloco, fixando-se a ele. Assim, a colisdo bala-bloco ¢

perfeitamente inelastica.

a) Prove, utilizando conservagdao de momentum linear, que o modulo da velocidade do

sistema bloco-bala, imediatamente ap0s a colisdo, vale:

my,
V=—-">—1u,
mg tm,

onde u ¢ o médulo da velocidade inicial da bala.
b) Com o resultado do item a), mostre que a energia cinética do sistema, imediatamente apos

o choque, vale:

2
b 2

1 m
- ————u
2 my +m,

K=

173



Fisica Geral Universitaria: Mecanica Veit E. A. & Mors. P. M.

¢) A compressao maxima da mola ocorre quando toda a energia cinética ¢ transformada em

energia potencial elastica. Prove, entdo, que a compressdo maxima ¢ dada pela expressao:

m, u

Jk(m, +m,)

A=

d) Use o resultado do item c) para determinar, no caso da animacao, o mddulo da velocidade

da bala antes do choque.

10) Resolva o problema proposto no arquivo col mola.mdl. Além da conservacdo do
momentum linear total do sistema dois blocos + mola, vocé devera utilizar conservagao de

energia mecanica (energias cinéticas dos dois blocos mais energia potencial eldstica da mola).

11) O cenério do arquivo col in 3.mdl mostra uma colisdo bidimensional perfeitamente
inelastica. A bola 1 viaja, inicialmente, no sentido do eixo dos xx, enquanto a bola 2 viaja no
sentido do eixo dos yy. As componentes de suas velocidades iniciais, assim como suas

massas, sao dadas na janela Condicdes Iniciais, em unidades do SI.

a) Determine as componentes x e y da velocidade com que emerge o bindrio formado na

colisdo, o modulo desta velocidade, e o dngulo que ela forma com o eixo dos xx.

b) Qual o percentual de energia cinética perdida no encontro?

12) O cenario do arquivo col in 4.mdl mostra uma colisdo bidimensional ineldstica. Uma
bola (1) incide, no sentido do eixo dos xx, sobre outra bola (2) inicialmente em repouso. A
janela Condig¢des Iniciais informa, no SI, as duas massas € o0 modulo da velocidade com que
emerge a bola 1, além dos dois angulos de emergéncia, em graus. Estes angulos sdo medidos
a partir do eixo dos xx, no sentido horario para a bola 1, no sentido trigonométrico para a bola
2.

a) Determine o mddulo e as componentes x e y da velocidade final da bola 2.

b) Determine a velocidade de incidéncia da bola 1.
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¢) Qual o percentual de energia cinética perdida no choque?

13) Em uma colisdo unidimensional de duas particulas, define-se o coeficiente de restituigao,
&, como a razdo entre a rapidez de afastamento das particulas (imediatamente ap6s o choque)

e a rapidez de aproximagdo (exatamente antes do choque):

_|V1_V2|

3

|u, —u,

onde estamos adotando a notacdo do texto (equagdes (VI.20 a,b), por exemplo). Como deve

valer u, >u,, para que ocorra a colisdo, e v, <V, , pois no movimento de uma dimensdo uma

particula ndo pode passar por cima da outra, podemos rescrever:

Vo, -V,
u —u,

E =

Uma bola que cai ao chdo colide com algo de massa muito maior (a Terra). Neste caso, a
rapidez relativa de aproximacdo coincide com a rapidez com que a bola atinge o solo, ¢ a

rapidez relativa de afastamento € a rapidez com que a bola ¢ novamente lancada para cima.

Abra o arquivo restituicao.mdl, onde este exemplo ¢ mostrado em dois casos. Um cursor
permite vocé alterar o valor de &, enquanto a bolinha estd quicando. Qual deve ser o
coeficiente de restitui¢do para que a bolinha, ao recomecar uma subida, alcance uma altura

igual a metade da altura de queda imediatamente anterior?

14) No cenario do arquivo superbola.mdl, estd reproduzida a experiéncia descrita na
referéncia (*). Utilize os recursos da animag¢do para determinar os coeficientes de restituicao
na colisdo da bola maior com o solo, e na intera¢ao entre as duas bolas. Considere elasticas
todas as colisdes. Observe que adotamos uma aproximag¢do, ao permitir que a bola maior

retorne a sua altura inicial, o que, a rigor, a conservagao da energia mecanica nao permite.

(*) G. Stroink, Superball Problem, The Physics Teacher, volume 21, outubro de 1983, p.466.
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15) No cenario do arquivo recuo.mdl, um soldado esta sobre uma plataforma que pode
deslizar sem atrito, sobre o solo. Ele atira para a direita, com o fuzil de repeti¢do, e recua para
a esquerda. N projéteis iguais, de massa m cada um, sdo disparados sucessivamente, com a
velocidade v em relagdo a arma. Soldado armado e plataforma tém a massa total M. Mostre

que, imediatamente apds a emissdo do n-ésimo projétil, a velocidade de recuo vale

V, =V, -— %
M+ (N-n+1)m

onde V,, ¢é a velocidade de recuo imediatamente antes da emissdo do n-ésimo projétil.
Note que V, =0 eque 1<n<N.

16) No cenario do arquivo foguete.mdl, o foguete se desloca livre de atracao gravitacional,
ndo estando sujeito a nenhuma forca externa. A propulsdo se dé pela queima de combustivel:
o momentum linear carregado pelo gas expelido € oposto ao momenum linear adquirido pelo
foguete. Fisicamente, ndo existe diferenca entre este fenomeno e o do recuo de uma
metralhadora. No caso da metralhadora, ocorre a emissdo discreta de projéteis de uma
determinada massa. No caso do foguete, a emissdo de massa ¢ continua. Na animagdo, o

foguete se desloca ao longo da horizontal. Seja v, sua velocidade em um certo instante. Seu

momentum linear, entdo, vale

(V1.27)

onde m refere-se a massa do foguete mais o combustivel nele contido, quantidade que
diminui & medida que o combustivel vai sendo queimado. Neste instante, uma quantidade

infinitesimal de massa ¢ expelida a uma velocidade constante u, em relacdo ao foguete, o que
provoca um acréscimo dv, na velocidade do foguete, que passa a viajar com a velocidade
v, +dv_, agora com a massa m+dm . (O acréscimo de massa do foguete ¢ negativo: dm<0.)

O momentum linear total do sistema, entdo, pode ser escrito como

P, = (m+dm)(v, +dv,) — dm (v  +dv, +u ), (VIL.28)
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onde v_+dv,_+u_ € a velocidade do gas expelido, em relagdo ao referencial fixo a tela,

obtida através de uma transformacao galileana.

Como o momentum linear total do sistema deve se conservar, igualando (VI.27) a (VI1.28),

tem-se:

mdv, = u,_dm, (VIL.29)
expressao que relaciona, em um instante qualquer, o acréscimo infinitesimal de velocidade do
foguete com o acréscimo infinitesimal de sua massa. Este ultimo, negativo, tem o sinal

compensado pelo fato de a velocidade do gés expelido, em relagdo ao foguete, ser negativa

(u, <0: emissdo para a esquerda, na tela).

Integrando a equagao (VI.29):
2
V, -V, = Idv =u I— , (VL.30)
1

j4 que u_ ¢ constante. A velocidade v, ¢ uma velocidade posterior a velocidade v, .

Levando em consideracao que Idm/m =Ilnm (ver qualquer tabela de integrais), fica:

u I (VL31)

m,

V2x = le

onde utilizamos a propriedade dos logaritmos segundo a qual Ina-Inb=Ina/b=-Inb/a.

Na animacao, o foguete parte do repouso e tem sua velocidade aumentando de acordo com a
equacdo (VI.31). Os valores da janela Condig¢des Iniciais estdo no SI: m;, ¢ a massa inicial do
foguete, com todo seu carregamento de combustivel, € m; ¢ sua massa final, ap6s todo o
combustivel ter sido queimado. Veja que ¢ relativamente pequena a massa do foguete
propriamente dito. Também ¢ informada a taxa com que o combustivel ¢ queimado. Este
parametro, taxa gases, equivale ao negativo da taxa com que a massa do foguete varia no

tempo:

177



Fisica Geral Universitaria: Mecanica Veit E. A. & Mors. P. M.

dm
taxa gases = - —.
dt

A partir da equagdo (VI.29), podemos escrever a equacao diferencial

dv, _ u, dm
dt m dt ’
ou seja:
u
a, = - — taxa gases , (VL.32)
m

expressao que fornece a aceleracio do foguete, no instante em que sua massa vale m .

178



SETIMA UNIDADE: ROTACOES

TRANSLACAO E ROTACAO DE CORPO RIGIDO

Quando um movel ndo é uma simples particula, em muitos casos a combina¢do dos
movimentos de translagdo e de rotacdo deve ser considerada. O cendrio do arquivo
ex_7 0l1.mdl mostra um objeto (haltere) lancado de forma a ndo sofrer rotacdo: a forga
impulsiva que o langa ¢ aplicada em seu centro de massa. O arquivo rot trns.mdl ilustra, nos
trés casos, as nogdes de translacdo pura, rotagdo pura, e combinagdo dos dois tipos de

movimento.

Um conceito importante, nesta unidade, ¢ o de corpo rigido. Quando, para quaisquer dois
pontos de um objeto, a distancia entre eles se mantém constante, entdo pode-se dizer que o
objeto ¢ um corpo rigido. Se, escolhido um par de eixos x’-y’ desenhado sobre o corpo rigido,
estes eixos mantiverem, ao longo do movimento, suas dire¢des em relagdo a um referencial
externo x-y, entdo o corpo estd sofrendo uma translacdo pura, no referencial x-y. Caso
contrario, existe rotacdo. Veja, no cendrio do arquivo ex 7 02.mdl, aspectos importantes a

distinguir a rotag¢do da translacdo de um corpo rigido.
PRODUTO VETORIAL DE DOIS VETORES

Chegou o momento de ampliarmos nossa algebra vetorial com a defini¢do de mais uma

operagdo: o produto vetorial. Sejam dois vetores quaisquer, 3 € p. Define-se o produto

vetorial destes dois vetores como sendo um terceiro vetor, ¢, cujo moédulo é o escalar obtido
pela multiplicacdo do produto dos modulos dos dois vetores 3 € p pelo seno do menor

angulo por eles formado. A notagdo utilizada para indicar o produto vetorial ¢ 3 xp (leia-se

“a vetorial b”) de forma que, se

(|>|1
[
X
(ot}
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c=absen ¢> (VIL1)

onde ¢ € o menor angulo formado pelas dire¢des dos dois vetores: g<g< . O seno de um
angulo neste intervalo ¢ um valor essencialmente positivo, coerente com o fato de que a
expressao (VIL.1) fornece o0 modulo de um vetor. O cenario do arquivo pr vetl.mdl mostra

que o médulo de ¢ equivale a 4rea da figura plana formada por 3 € p.

Dois vetores ndo nulos podem ter um produto vetorial nulo: basta que sejam paralelos (ou
antiparalelos), quando o angulo entre eles ¢ 0 (ou m), cujo seno vale zero. Para angulos
diferentes desses valores, os dois vetores definem um plano, e o produto vetorial dos dois
vetores € perpendicular a esse plano, conforme caracterizado nos quatro casos do cenario do
arquivo pr_vet2.mdl. O sentido de g ¢ dado pela chamada regra da mdo direita: imaginando-
se arrastar 3 até seu alinhamento com p, utilizando-se para isto os dedos da mao direita, o

polegar apontara no sentido de ¢.
E importante notar que o produto vetorial é uma operagio ndo comutativa. Mais

especificamente, a operagdo ¢ anticomutativa, pois a inversdao da ordem com que se opera

implica em uma mudanga de sinal:

(VIL2)

o)
X
(ont}

Il

1
=nt}
X
o)

conforme mostrado nos quatro casos do cenario do arquivo anti_com.mdl.

Calculando o produto vetorial dos vetores unitarios das direcdes coordenadas Ox, Oy e Oz,

tomados dois a dois, tem-se:

Txf=jxj=llez=0, (VIL3)

ixj=k, kxi=j, jxk=1 - (VIL4)

Nas trés igualdades da equacdo (VII.4), os vetores unitdrios aparecem sempre na mesma

seqiiéncia ciclica: | — j — k . Devido a propriedade expressa na equagéo (VII.2):
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Kxj=-1, jxi=-k, ixk=1j > (VIL5)

os unitarios aparecendo agora em ordem inversa.

Uma animacgao interativa, mostrando o produto vetorial de dois vetores, ¢ vista no cenario do

arquivo pr_vet3.mdl.

Sejam 3 e p dois vetores dados por suas componentes segundo as dire¢des coordenadas:

o
I
oo
-
+
o
—
+
oo

=

Com o auxilio das equagdes (VIL.3) - (VILS) chega-se as seguintes expressoes para as

componentes do produto vetorial g=3x b :

c, =ab, —ab >

¢, =a,b, —ab, »

c,=ab —ab -
Podemos escrever, entdo, que
i j k
c=la, a, a,> (VIL6)
b, b, b,

um determinante facil de memorizar.

TORQUE PRODUZIDO POR UMA FORCA
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E através de um produto vetorial que definimos o que, na rotagdo, desempenha um papel

analogo ao da forga, na translagdo. Trata-se do conceito de torque. Considere uma forca F

aplicada em um ponto localizado, em relacdo a uma origem (¢, pelo vetor posi¢cdo 7. Diz-se,

entdo, que o torque da for¢a F em relagdo ao ponto ¢ ¢ o vetor 7 que resulta do produto

vetorial de ¢ por F:

7 = TxFE - (VIL7)

A figura 16 mostra uma for¢a E, aplicada no ponto p, localizado pelo vetor posi¢do 7 em
relagdo a origem (. Pela regra da mao direita, o torque da forca em relagdo a origem € um
vetor que sai perpendicularmente da pagina e, pela equacao (VIIL.1), o médulo deste vetor &

dado por

7, =rFsen g > (VIL)

onde ¢ é o menor angulo definido pelos dois vetores.

Esta expressao pode ser escrita como

(-ﬁ
Il

, = r(Fseng) >
ou

F (rsen ¢) -

D
Il

Chamando de F a proje¢do Fgen ¢ da forga na direg¢do perpendicular a dire¢do do vetor
posicdo de p, e de r @ projecdo rsen ¢ deste vetor posicdo na diregdo perpendicular a

dire¢do de aplicagdo da forca, temos que:

(VIL9)

A componente r do vetor posi¢do do ponto de aplicagdo, na diregdo perpendicular a linha de

aplicacdo da forca, nada mais ¢ do que a distancia entre esta linha de aplicacdo e o ponto

escolhido como origem, e ¢ chamada braco de alavanca. Veja o cenario do arquivo
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r_perp.mdl.

Figura 16 - A distancia ¢ o brago de alavanca.

Alterando-se o ponto de aplicagdo da forca, altera-se o torque que ela produz com relagdo a
um dado ponto (origem). Também, uma mesma forga, aplicada sobre um mesmo ponto,
apresentara torques diferentes, calculados com relacdo a pontos (origens) diferentes. Vé-se,
assim, que o torque de uma for¢a ¢ uma grandeza explicitamente dependente da geometria.
Deve-se, sempre, referir ao ponto em relacdo ao qual se calcula o torque. No cendrio do
arquivo tq_r.mdl, onde € mostrado como o torque varia com a mudanga do ponto de aplicagdo
da forga, esta € sempre perpendicular ao vetor posi¢ao do ponto de aplicagdo, situagdo em que
se produz um torque de moédulo maximo, para uma forca de dada intensidade em um dado
ponto de aplicagdo (brago de alavanca maximo: geng=1). O mesmo vale para a situagdo
apresentada no cendrio do arquivo tq_f.mdl, onde o que vocé pode variar ¢ o modulo da forga

aplicada sobre o corpo rigido.

UMA PERGUNTA

Responda, agora: por que a maganeta nao costuma ser colocada no meio da porta?

No cenario do arquivo tq phi.mdl vocé visualiza o efeito, sobre o torque, da variacdo do

angulo entre forca aplicada e vetor posi¢ao do ponto de aplicagio — variacdo do braco de

alavanca. Isso também sugere a maneira mais facil de abrir uma porta...
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MESMA DIMENSAO, NATUREZAS DIFERENTES

Torque tem dimensdo de for¢a multiplicada por comprimento. Sua unidade, no Sistema
Internacional, ¢ o0 N.m, sem nome especial. Apesar da dimensdo do torque ser igual a do
trabalho (energia), as unidades de trabalho (joule, etc.) ndo sao utilizadas para medir o torque,

por se tratarem de grandezas fisicas bem diversas.

MOMENTUM ANGULAR DE UMA PARTICULA

Também utilizamos um produto vetorial para definir o que, na rotagdo, desempenha um papel
analogo ao do momentum linear, na transla¢do. Trata-se do momentum angular, definido
como segue. Considere uma particula, de massa p, , dotada de uma velocidade 3, no instante
em que ¢ localizada, em relagdo a uma origem (), pelo vetor posicao 7. Diz-se, entdo, que o

momentum angular 7 da particula, em relagéo ao ponto ¢, ¢ o vetor que resulta do produto

vetorial de ¢ pelo seu momentum linear 5 (p=mv ):

M1l
=l
ol

7, = ixp - (VIL10)

Entao,

Ly =1, p=1, mV, (VIL11)

onde r ¢ a proje¢do do vetor posi¢do da particula na diregdo perpendicular a dire¢do de seu

momentum linear (ou de sua velocidade).

Momentum angular tem a dimensdao de comprimento vezes massa vezes velocidade. Sua

unidade, no Sistema Internacional, € 0 kg.m?/s , Sem nome especial.

No cenario do arquivo m_a I.mdl, o momentum angular de uma particula com velocidade

constante ¢ calculado em dois casos onde r ndo varia durante 0 movimento, o que implica

em momentum angular constante.

Também no cenario do arquivo ex_7_03.mdl, r ndo se altera durante o movimento da
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particula. Determine, nos dois casos exemplificados, o (vetor) momentum angular da

particula.

QUANDO A PARTICULA DESCREVE UM MOVIMENTO CIRCULAR UNIFORME

No cenario do arquivo m_a 2.mdl sdo mostrados dois casos de particula em movimento

circular uniforme, com momentum angular, em relagdo ao centro da trajetéria, de modulo

(,=mvr=m(ewrr=mr o > (VIL12)

onde @ ¢ o moédulo da velocidade angular da particula. Os momenta angulares dos dois casos
sdo de sentidos opostos. Note que, em cada caso, os vetores momentum angular e velocidade

angular tém a mesma orientacao.

MOMENTO DE INERCIA DE UMA PARTICULA

A quantidade mr?, que aparece apds a ultima igualdade da equagdo (VIIL.12), é o chamado
momento de inércia da particula em relacdo ao eixo de rotacdo (o eixo dos zz, na animagao).

Denotando por 1, este valor (o indice ( refere-se ao ponto do plano de rotagdo por onde

passa o eixo de rotagdo):

0, =1, > (VIL13)
com
IO :mr2 . (VIII4)
Podemos, entdo, escrever:
0y =1, @- (VIL15)

Como [, ¢ uma constante, derivando esta equagéo em relagéo ao tempo temos:

d’, _y do

FTRRT I
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& sendo a aceleracao angular da particula.

Mas, com a definigao (VII.10):

d¢ d _ .. df .. _ dp. . =
— Y ——(txP)=(—xP) + (tx—)=rxF
" dt( p) (dt p) + ( dt)

b0 res ?

ja que d% ¢ a forca resultante sobre a particula, e o primeiro termo da soma ¢ nulo, por

representar o produto vetorial da velocidade da particula pelo seu momentum linear, que sao
vetores paralelos. Comparando estas duas ultimas relagdes temos, entdo, que o torque
resultante sobre a particula, calculado em relagdio a um ponto qualquer, ¢ a medida da
variagdo do momentum angular da particula em relacdo ao mesmo ponto, ¢ igual ao seu
momento de inércia em relagdo ao eixo perpendicular ao plano de rotacdo, passando pelo
ponto considerado — chamado de eixo de rotagdo —, multiplicado pela aceleragao angular da

particula:
= 4o (VIL16)

Esta ¢ uma versdo rotacional da segunda lei de Newton.
OS EXEMPLOS SEGUINTES SAO MUITO IMPORTANTES!

Veja, no cendrio do arquivo tq al w.mdl, a variacdo dos vetores velocidade e aceleracao
angulares, enquanto vocé€ varia o torque resultante sobre uma particula que mantém constante
a distancia ao centro de rotacdo. Em particular, encontre uma situagdo de torque constante que

permita a visualizagdo da reversao do vetor velocidade angular.

No cenario do arquivo tq alph.mdl vocé altera o torque resultante variando a for¢ca que o

provoca, tanto em modulo quanto em orientagao.

Depois de rodar os cendrios dos arquivos tq m_al.mdl e tq r al.mdl, responda as perguntas

que surgem nas janelas Animagao.
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O cenario do arquivo ex 7 04.mdl apresenta o exemplo de uma particula que, em movimento
circular, ¢ freada pela forca de atrito cinético. Procure responder as questdes propostas antes

de abrir a janela com a solugao.

Também a forga de atrito cinético ¢ a responsavel pelo freamento da particula que se move
em linha reta, no cenario do arquivo ex 7 05.mdl. O torque produzido ¢ constante, o que faz
com que o momentum angular tenha sua intensidade decrescendo de maneira constante, ou

seja, linearmente com o tempo, como mostra o grafico.

O exemplo do cendrio do arquivo ex 7 06.mdl é o de uma particula sujeita a um torque
resultante constante. Variando a posi¢do da particula, vocé altera o seu momento de inércia.
Sao construidos dois graficos do modulo da aceleragdo angular, um em funcdo da distancia da
particula ao centro de rotagdo, o outro em fun¢do do inverso do quadrado dessa distancia.
Explique as duas curvas. Fica evidente que o momento de inércia da particula ¢ a resisténcia
que ela oferece a ser acelerada angularmente, da mesma forma que a massa inercial ¢ a

resisténcia oferecida pela particula a tentativa de se acelera-la translacionalmente.

Abra o arquivo torq pen.mdl. Seu cenario mostra o torque produzido pelo peso de um
péndulo simples, calculado em relacdo ao ponto de suspensdo. Quando a massa se encontra a
esquerda da linha vertical que passa pelo ponto de suspensdo, esse torque aponta para fora da
tela; com a massa a direita, o torque aponta para dentro da tela. Trata-se do torque restaurador
responsavel pela oscilagdo; no caso de pequenas amplitudes, pelo movimento harmonico
simples descrito pelo sistema. Vé-se, claramente, como a variagdo da intensidade do torque
acompanha a variacdo do brago de alavanca: no ponto mais baixo da trajetdria, o braco de
alavanca ¢ nulo; no ponto mais alto, ¢ maximo. A tensdo da corda ndo produz torque em
relacdo ao ponto de suspensao (por qué?) — logo, o torque do peso € o torque resultante sobre
a massa. Sua variagdo, portanto, ¢ proporcional a aceleragdo angular da massa, ou seja, a
variagdo da velocidade angular, j4 que o sistema tem momento de inércia constante, em

relagdo ao eixo de rotacao (distancia constante entre o eixo e a particula).

SISTEMA DE PARTICULAS

Para melhor compreensao do conceito de momento de inércia, calculemos a energia cinética

de um sistema constituido por N particulas de massas m_ (i=1,.,N), todas elas sofrendo
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rotacdo em torno de determinado eixo fixo, com a mesma velocidade angular de modulo .

Somando-se os valores da energia cinética de cada particula, temos:

~
I

N | =
3
=,

Podemos escrever a rapidez da i-¢sima particula como vy =, onde ; ¢ sua distancia ao

eixo de rotacdo — equacao (I11.20). Como @ tem o mesmo valor, para todas as particulas,

fica:

Definindo a quantidade entre parénteses como o momento de inércia do sistema em relagdo ao

eixo de rotagdo que passa pelo ponto 0, | :

I, = im. ko (VIL.17)
a energia cinética ¢ escrita como
I, o - (VIL.18)

CONTINUO DE MATERIA

No caso de um corpo rigido, que ¢ uma distribui¢do continua de massa, 0 momento de inércia

¢ o resultado de uma integracdo em volume, ao invés da soma discreta da equacao (VIIL.17):

I, = jr2 dm > (VIL19)

com o elemento infinitesimal de massa gm distando r do eixo de rotagao.

A analogia entre momento de inércia (rotagdo) e massa inercial (translagdo) ¢ muito clara, na
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equagao (VIIL.18).

ROTACAO DE CORPO RiIGIDO EM TORNO DE EIXO FIXO

No caso da rotacdo de corpo rigido em torno de eixo fixo, valem expressdes andlogas as

equagdes (VIL.15) e (VIL.16):

L,=1, - (VIL.20)

7o =1, a- (VIL.21)

Aqui, [, ¢ o momento de inércia do sélido em relagdo ao eixo de rotagdo que contém o ponto

com respeito ao qual sdo calculados seu momentum angular, [ , ¢ o torque resultante sobre

ele, z

PENDULO FISICO

O arquivo pen_fisl.mdl mostra, em seu cenario, exemplos do que chamamos de péndulo
fisico: um objeto oscilando livremente em torno de um eixo horizontal. Quando o péndulo, de
massa M, esta deslocado da vertical de um angulo g, o torque restaurador que o seu peso

exerce, em relacdo ao ponto de suspensdo, vale

7, =-hMgsenf -

onde h ¢ a distancia entre o ponto de suspensao e o centro de massa. O sinal negativo indica a
natureza restauradora do torque, atuando sempre no sentido de reduzir o valor do angulo com

a vertical. Da equagao (VIL.21), portanto:

2 2
-hMgseanIoﬂ = M-F hMe

send =0 »
dt’ dt’ I,

onde |, ¢ o momento de inércia do péndulo em relagéo ao eixo de rotagéo.

Na aproximagdo de pequenos angulos (seng~¢), € utilizando a equagdo (III.1) que, aqui, ¢
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escrita como g=g h :

2
ds_ hMg . (VIL22)

w- PMg (VIL.23)

como fica claro lembrando as equagdes (IV.10) e (IV.11). Assim, o periodo do péndulo fisico

de pequenas amplitudes ¢ dado por

1227 _oq |- Lo, (VIL.24)

a ser comparado com a expressdo 2 /y, periodo do péndulo simples de pequenas
g

amplitudes, cujo comprimento [, deve ser substituido, no caso do péndulo fisico, pela razao
I% M Realmente, o péndulo simples ¢ um péndulo fisico trivial, com =1, e I,=ML?,

IO
=L.
hM

caso em que

O comprimento de um péndulo simples que tenha o mesmo periodo de um dado péndulo
fisico (na aproximacao de pequenas amplitudes) localiza, a partir do ponto de suspensao
deste, o chamado centro de oscilagdo. Assim, o centro de oscilacdo de um péndulo fisico em

equilibrio, para um dado centro de suspensado, ¢ um ponto localizado verticalmente, a partir do

ponto de suspensdo, a uma distancia igual a I% M

CALCULO DO MOMENTO DE INERCIA DE CORPOS RiGIDOS

A avaliagdo da expressdo (VII.19), para diferentes corpos rigidos, ¢ um problema cléassico da
disciplina Calculo Integral. Quando o objeto apresenta alguma simetria, este fato ¢
aproveitado para simplificar o calculo. Tabelas com valores de momento de inércia de alguns
solidos, com relacdo a eixos notdveis, sdo apresentadas em manuais de Fisica, Matematica e

Engenharia. Como exemplo, calculemos o0 momento de inércia de uma haste fina, homogénea,
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de comprimento L, em relacdo a um eixo que passa, perpendicularmente, por uma de suas

extremidades — ver figura 17.

eixo de

dm,dr —

Figura 17 — Célculo de momento de inércia de uma haste.

O elemento de massa dm, de comprimento dr, dista r do eixo de rotacdo. Se a haste ¢

homogénea, entdo a densidade linear de massa, 1, é constante:

/I:—:
dr

9

dm M
L

onde M ¢ sua massa. Logo,

dm=Adr = M dr -
L

Assim, o célculo da integral fica, simplesmente:

I, = [r* dm = ML?, (VIL25)

v

L
MIrzdr = 1
L 3 3

onde a integral de volume se reduziu a uma integral simples, por estarmos considerando a

haste de espessura desprezivel, frente a seu comprimento.
TEOREMA DE STEINER
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A figura 18 representa, esquematicamente, um corpo rigido cujo centro de massa (CM)
coincide com a origem de um referencial convenientemente escolhido.

A

\ % / P(xp,yp,zp)
CIV1= \/f!

dm(x,y,z)

o R 4

Figura 18 — Esquema para compreensao do Teorema de Steiner.

Consideremos dois eixos de rotacdo possiveis, perpendiculares a pagina e paralelos entre si.
Um deles, passando pelo centro de massa (eixo CM); o outro, passando pelo ponto P (eixo P),

localizado por t,. Calculemos o momento de inércia do corpo em relagdo ao eixo P:

I, =jr'2 dm »

v

onde ;' € a distancia do elemento de massa dm ao eixo P, isto €, o modulo do vetor 7'.

E facil de ver, na figura, que

onde 7 € o vetor posicao do elemento de massa. Logo, fica:

I, = Ir2 dm + 17 Idm—ZfP-Ifdm-
v

v \%

Como I dm =M, massa do objeto, e Ifdm:M Ty, (equacdo (VI.12)), e aqui, com a escolha
v \%

de referencial que fizemos, T, =0

I, = jrz dm + Mr, -

v
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Mas a integral J' r*dm nada mais € do que o momento de inércia do sélido em relagdo ao eixo

\Y%

CM. Chamando, entdo, de d a distancia rp entre o eixo P e o eixo CM, temos que
=1, +Md, (VIL.26)

relacdo conhecida como Teorema de Steiner, ou Teorema dos Eixos Paralelos, que garante
que o momento de inércia de um solido em relacdo a um eixo qualquer € igual ao momento de
inércia com relagcdo a um eixo paralelo ao primeiro, passando pelo centro de massa, mais a
massa do so6lido multiplicada pelo quadrado da distancia entre os dois eixos. Com base nesta
conclusdo podemos dizer que, dada uma direcdo qualquer no espago, o eixo nessa direcdo em
relacdo ao qual o solido tem o menor momento de inércia ¢ aquele que passa pelo seu centro

de massa.
CONSERVACAO DO MOMENTUM ANGULAR

Decorre, da equacao (VII.16), que quando ¢ nulo o torque resultante sobre uma particula, em
relacdo a um dado ponto, seu momentum angular em relacio ao mesmo ponto permanece

constante:

dz,

2-0 res dt : 2-0 res

=0= 20 = constante -

O cenario do arquivo cons m_a.mdl mostra uma particula em movimento circular, em um
plano horizontal, presa a extremidade de um fio. O raio da trajetdria pode ser modificado
alterando-se o comprimento do fio, que passa por um tubo vertical. O momentum angular da
particula, em relacdo ao centro da trajetéria, se conserva (por qué?). Assim, alteracdo do
momento de inércia em relagdo ao eixo de rotagdo (alteragdo do comprimento do fio) implica
na necessdaria alteracdo da velocidade angular para que o produto dessas duas quantidades se

mantenha o mesmo — ver equagdo (VIL.15).

No caso de um corpo rigido que gira em torno de um eixo fixo, as equagdes (VIL.20) e

(VIL.21) nos levam a concluir que, ndo havendo torque resultante sobre o corpo, em relagdo a
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um ponto do eixo, entdo a rotacdo se dara com velocidade angular constante e, portanto, seu

momentum angular em relagdo ao mesmo ponto também sera constante.

Passemos a formulagdo mais geral da conservacdo do momentum angular. J& trabalhamos os
principios de conservacao da energia mecanica (Quinta Unidade) ¢ do momentum linear
(Sexta Unidade). De acordo com este ultimo, o momentum linear total de um sistema isolado
— ou seja, um sistema sobre o qual nao existe for¢a externa resultante — € uma constante de
movimento. Lembrando a analogia que existe entre forca e torque, momentum linear e
momentum angular, podemos sugerir o seguinte enunciado: se for nulo o torque externo
resultante sobre um sistema, calculado em relagdo a um dado ponto do espaco, entdo o
momentum angular total do sistema, calculado em relagcio ao mesmo ponto, sera uma
constante de movimento. Note a necessidade, aqui, de se mencionar o ponto comum em

relagdo ao qual as grandezas rotacionais sao calculadas.

I;

Figura 19 — Um par agdo-reacao entre duas particulas.

Consideremos um sistema constituido por N particulas. O torque resultante sobre este
sistema, calculado em relagdo a um ponto 0, pode ser escrito como a soma dos torques interno

€ externo, resultantes sobre o sistema:

TO res TO int + TO ext
res res

O primeiro fator desta soma reduz-se a zero, ja que se trata da soma dos torques produzidos
por todos os pares acao-reagao de forcas de interagao entre as particulas do sistema, tomadas
duas a duas. Isto pode ser visto na figura 19, onde é esquematizado o par de forcas de

interacdo entre as particulas 1 e j. Como estas forcas, opostas e de mesma intensidade, sdo
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exercidas ao longo da mesma linha de agdo, o braco de alavanca, I € 0 mesmo para as duas

e, portanto, os torques que elas provocam em relagdo ao ponto 0 sdo vetores de mesma
intensidade e orientacdes opostas, um deles saindo da pagina, o outro entrando. Assim, ¢ nula

a contribui¢do de cada par de particulas para o fator 7, 0 que torna nulo o proprio fator.

res

Também,

_ N ~ N d?] d N

i i=1

indicando que o torque resultante sobre o sistema € igual a soma dos torques resultantes sobre
todas as particulas do sistema, calculados em relagdio ao mesmo ponto. Isto equivale, de
acordo com a equagdo (VIL.16), a soma das derivadas temporais dos momenta angulares
individuais, ou seja, a derivada temporal do momentum angular total do sistema em relagao

ao ponto considerado.

Assim,

;9o (VIL.27)
s dt

expressdo que indica que o torque externo resultante sobre o sistema ¢ a medida da variagdo
temporal de seu momentum angular total, quando calculados em relagdo a0 mesmo ponto.
Esta equacdo também vale para uma distribuicdo continua de matéria correspondendo, no
caso de corpo rigido girando em torno de eixo fixo, as equagdes (VIL.20) e (VIL.21).

Se 7, =0, entdo [ ¢ uma constante de movimento, confirmando o enunciado feito acima,
24

que merece ser repetido: se for nulo o torque externo resultante sobre um sistema, calculado
em relacdo a um dado ponto do espaco, entdo o momentum angular total do sistema,

calculado em relagdo ao mesmo ponto, sera uma constante de movimento.
PENDULO DE TORCAO

Voltemos a tratar de péndulos. Agora, para introduzir o chamado péndulo de torcao,
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apresentado no cenario do arquivo pen_ tor.mdl. Um disco homogéneo oscila no plano
horizontal, em torno de seu eixo de simetria (momento de inércia em torno do eixo:
Io,=(1/2)MR?, M e R sendo a massa ¢ o raio do disco, respectivamente). A oscilagdo ocorre

devido a tor¢do do fio que sustenta o disco, refletida na equagao

r =k 0 (VIL.28)

onde 7, ¢ a intensidade do torque restaurador sobre o disco, com respeito a seu centro, g € o

deslocamento angular e 4 a constante eldstica, caracteristica do fio. Como este torque ¢ uma

medida da aceleragdo angular do disco — ver a equacao (VII.21) — podemos escrever:

+£9=03
I0

equacao diferencial linear de segunda ordem de tipo ja tratado anteriormente: equagdo (IV.7).

L4, a forga restauradora exercida sobre a particula de massa m ¢ responsavel pelo movimento
harmonico de freqliéncia angular = lly ; aqui, o torque restaurador exercido sobre o disco
m

de momento de inércia I € responsavel pelo movimento harmdnico de freqiiéncia angular

o= |, (VIL29)
IO

e, portanto, periodo

=27 _ z;z\/E : (VIL30)
w K

com Iy referindo-se ao eixo de rotagdo. Na animagdo, os valores numéricos estdo no SI —
constante elastica em N.m/rad. Utilize medidas de tempo, através da janela Controle, para
verificar que o periodo do péndulo tem o valor apropriado. Veja, no grafico deslocamento

angular versus tempo, o perfil tipico de um movimento harmoénico simples.

Abra o arquivo steiner.mdl. Seu cendrio apresenta um péndulo de tor¢ao que oscila em um
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plano horizontal, em torno de um eixo cuja posicao ¢ alterada, de caso para caso. No primeiro
caso (tecla preta), o eixo passa pelo centro de massa do disco; nos segundo, terceiro e quarto
casos (teclas verde, rosa e azul, respectivamente), o eixo passa cada vez mais proximo da

borda do disco. No primeiro caso, o momento de inércia do péndulo, em relagdo ao eixo de

rotagdo, vale I, =1 :1 M R?. Com os dados da tela, o periodo dado pela equacao

(VIL.30) vale T = 6,95 s, o que coincide com o valor que vocé pode medir no registro de
tempo da janela Controle. Determine, através do teorema de Steiner, o valor de I, momento
de inércia do disco em relagdo ao eixo de rotacdo, para cada um dos demais casos. Obtenha,
com a equacdo (VIL.30), os respectivos periodos de oscilacdo, e confira os valores

encontrados com os medidos no registro de tempo da janela Controle.
IMPULSO ANGULAR

Continuemos com as analogias. Definimos, na Sexta Unidade, o vetor impulso, variacdo do
momentum linear em um intervalo de tempo. Da mesma maneira, definimos aqui o vetor
impulso angular, como sendo a variagdo de momentum angular sofrida por um sistema em um

dado intervalo de tempo:
~ f _ f
AL, = [dL, = |7, dt » (VIL31)

onde a integracao ¢ realizada entre o inicio (i) e o final (f) do intervalo de tempo e a notagado ¢

a da equacdo (VIL.27).

No caso de rotacdo de corpo rigido em torno de eixo fixo, as equagdes (VIL.21) e (VIL.31)

permitem escrever, escalarmente:

f

AL, = [7y, dt = B RAt =1, (0 - @) - (VIL32)

res

i ext ext

Esta expressdo mostra como a forca resultante externa, cujo braco de alavanca ¢ R, e cuja

intensidade média vale g , provoca o impulso angular responsavel pela variagdo de
res

ext

velocidade angular indicada.
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No cendrio do arquivo mom_in_1.mdl, for¢as impulsivas iguais atingem, em intervalos de
tempo iguais, as extremidades de dois halteres de mesma massa, que se encontram
inicialmente em repouso. O momento de inércia do haltere da direita, em relagdo ao eixo de
rotacdo, ¢ menor que o da esquerda (por qué?). Logo, de acordo com a equagdo (VIL.32), a

intensidade da velocidade angular adquirida serd maior para o haltere da direita.
JOGANDO TENIS

Voltemos a lidar com o péndulo fisico. Definimos, anteriormente, o centro de oscilagdo, um
ponto do péndulo fisico que dista § = I% M do ponto de suspensdo. Este ¢ o comprimento

de um péndulo simples que, na aproximacao de pequenas amplitudes, tem o mesmo periodo
do péndulo fisico. Uma propriedade importante do centro de oscilagdo é que, aplicando-se
sobre ele, perpendicularmente ao péndulo, uma for¢a impulsiva, ndo se produzird reagdo no
ponto de suspensdo, ao longo da dire¢do de aplicagdo da forca. Para compreensdo deste fato,
abra o arquivo percusl.mdl, em cujo cenério ¢ mostrada uma haste que pode girar liviemente
em um plano horizontal, em torno de um eixo vertical que passa por uma de suas
extremidades. Neste caso, Iy = 1/3 M L? e h=L/2. A animacdo mostra a forca de reacio que o
eixo exerce sobre a haste, enquanto uma for¢a impulsiva é aplicada. Depois de rodar a
animacdo, retroceda até o instante t = 0,4 s e percorra os quatro casos apresentados,
visualizando a sensivel dependéncia da forca de reacdo com a distancia d entre o ponto de
aplicacdo da forga impulsiva e o eixo de rotacao. No terceiro caso (tecla cor de rosa), em que
a for¢a impulsiva ¢ aplicada em um ponto situado a uma distancia d = 2/3 L = 0,66667 m do
eixo, a for¢a de reagcdo ¢ nula. Este ponto ¢ o chamado centro de percussdo. Caso a haste

estivesse suspensa por sua extremidade, este ponto coincidiria com o centro de oscilagdo, que
dista g = I% M=2/3L do ponto de suspensdo. Este ¢ o motivo pelo qual o tenista procura

atingir a bola com um ponto da raquete que diste da empunhadura a mesma distdncia que
separa os pontos de suspensdo e de oscilacdo: a empunhadura faz o papel de ponto de
suspensdo, o ponto de impacto da bola serda o centro de oscilagdo/percussao. Em um caso
idealizado, em que bolinha e empunhadura fossem ambos pontuais, se a bolinha atingisse a
raquete exatamente no centro de percussao desta, a for¢a de reagdo na empunhadura seria

exatamente nula.
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ROLAMENTO

Uma situagdo muito comum ¢ a de um objeto rolando, sem deslizar, sobre uma superficie; por
exemplo, uma bola que rola no chdo de uma quadra de esportes. Se podemos olhar esse objeto
como um corpo rigido, o problema torna-se de tratamento muito facil. Considere o corpo
rigido de perfil circular (esfera, cilindro, anel, ...) esquematizado na figura 20, rolando sem
deslizar sobre a superficie plana e horizontal. Chamamos de P o ponto do objeto em contato
com o solo. Q ¢ o ponto diametralmente oposto a P. Se o objeto ¢ homogéneo, seu centro
coincide com o centro de massa (CM). Seja vem a rapidez do centro de massa. Como ndo ha
deslizamento, o ponto P ndo estd escorregando, nem para a frente, nem para tras;
instantaneamente, ele estd em repouso. Um instante imediatamente apos, este ponto perde o
contato com o solo, e outro ponto vird posicionar-se em contato com o solo, mantendo-se
instantaneamente em repouso. O ponto do espago que coincide com o ponto P, no instante em
que este toca o solo, ¢ o chamado centro instantdneo de rotagéo, ponto em torno do qual,
naquele instante, o objeto estd girando. O eixo perpendicular a pagina, que passa pelo centro
instantaneo de rotacdo, ¢ o eixo instantaneo de rotacdo. Note que o centro instantaneo de
rotacdo (e, solidario a ele, o eixo instantaneo de rotacdo) viaja para a frente com a velocidade
do centro de massa do objeto. Os cendrios das animagdes rolandol.mdl e rolando2.mdl

focalizam a trajetéria de um ponto periférico de uma roda.

vVem
CM >

Figura 20 — Corpo rigido rolando sem deslizar.
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Se R ¢ o raio do objeto que rola, e ¢ ¢ a rapidez angular com que se da o rolamento em torno

do eixo instantaneo de rotacdo, a equacao (I11.20) nos permite escrever:

~oR , (VIL33)

com ¢ medido em radianos por unidade de tempo.

Passemos, agora, a consideracdes energéticas. A energia cinética do corpo vale
I &, (VIL.34)

com [ simbolizando seu momento de inércia em relagdo ao eixo instantaneo de rotagao.

Pelo teorema de Steiner:

I,=I,+ M R*, (VIL35)

eir

onde [, € o momento de inércia em relagdo ao eixo que passa pelo centro de massa e ¢

paralelo ao eixo instantaneo de rotagdo, ¢ M ¢ a massa do corpo rigido.

Substituindo a equagdo (VII.35) na (VIL.34):

K:% Iy + %MRZ o (VIL.36)

Substituindo a equacao (VII.33) no segundo termo do lado direito da equacao (VII.36):

CM

K:%I @+ %MVgM : (VIL37)

relacdo que pode ser lida como: a energia cinética do corpo rigido que rola, sem deslizar, ¢ a

soma da energia cinética de translagdo que o corpo teria caso se deslocasse, sem girar, com a

rapidez do centro de massa (% MvZ, ), mais a energia cin€tica que teria caso girasse

unicamente, em torno do centro de massa, com uma rapidez angular igual a de sua rotagdo em
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torno do eixo instantdneo de rotagdo (% I, @) Esta decomposi¢do pode ser visualizada

afirmando-se que a figura 20 representa a “soma’ das figuras 21 e 22.

Q \ eV
>
\eVi
CM >
V¢
>
P

Figura 21 — Translagdo simples.

A velocidade do ponto Q, na figura 20, ¢ o vetor soma de dois vetores iguais — mesmo
moédulo e mesma orientagdo — que representam a velocidade de Q nas figuras 21 e 22.
Assim, na figura 20,

Vo =2Vey =20R = @ (2R) , (VIL.33)

Q
indicando que a rapidez do ponto Q ¢ igual ao produto da rapidez angular de sua rotacdo em
torno do eixo instantdneo de rotagdo () vezes sua distincia a esse eixo (2R). Da mesma
forma, vé-se que a velocidade do ponto P, na figura 20, ¢ a soma dos dois vetores opostos
esquematizados nas figuras 21 e 22, ou seja, ¢ nula; realmente, como vimos, este ponto esta

instantaneamente em repouso. Assim, para qualquer ponto do objeto, ¢ possivel fazer-se essa

decomposi¢do de velocidades, como ilustra o cenario do arquivo rol tr.mdl.

AoV
>

CMt+
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Figura 22 — Rotagdo simples em torno do centro de massa.

No caso mais simples em que vcy € uma constante, o corpo rola uniformemente, com ¢
também mantido constante — ver a equagdo (VIIL.33). Calculados em relagdo ao centro de
massa, seu momentum angular também se mantém constante, € o torque resultante é nulo —
ver equagdes (VII.20) e (VIL.21). Realmente, as Unicas for¢as exercidas sobre o corpo sdo seu
peso e a normal, ambas passando pelo centro de massa. Este ¢ um caso de combinagdo de

inércia translacional com inércia rotacional.

ROLANDO NO PLANO INCLINADO

O cendrio do arquivo ex 7 07.mdl mostra um objeto redondo, de raio R e massa M, que rola
sem deslizar ao longo de uma superficie plana inclinada de um angulo ¢, a partir do repouso.
Aqui, o objeto esta acelerado, tanto em seu movimento de translagdo, quanto no de rotacdo.
Contamos com a contribuicdo de mais uma forga, provocando torque em relacao ao centro de

massa: a forca de atrito estatico, f. Ela ¢ necessdria para que ndo ocorra deslizamento.

Escrevendo a segunda lei de Newton, para a translagao:

Mgsend -f = Ma,,, » (VIL.39)

onde a_, ¢ 0 mobdulo da aceleragio do centro de massa.

Analogamente, para a rotacao (equacgao (VIL.21)):

fR =1, @ » (VIL40)

onde fR ¢ o moddulo do torque da forca de atrito em relacdo ao centro de massa. As

intensidades da aceleragdo angular () e da aceleracdo do centro de massa se relacionam

através da expressao

- aR, (VIL41)
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derivada temporal da equacao (VII.33).

Combinando as equagdes (VII.39) a (VIL.41):

. - Mgsend (VIL42)
CcM ICM
g M

Se o objeto se reduz a um ponto, seu momento de inércia € nulo, e a aceleragao tem por

modulo g send , conforme foi visto na Quarta Unidade.

A equagao (VII.42) explicita a dependéncia do resultado com a forma do objeto. Fazendo

I =P MR?, onde @ ¢ um fator adimensional, fun¢do da forma geométrica do objeto que

rola, fica: a,, =& send (14 @)’ independente da massa e do raio. Assim, a acelerag@o ao longo

do plano inclinado (e, portanto, o tempo de descida) ¢ um valor dependente da inclinagdo e da

geometria do objeto.

Combinando as equagdes (VIL.40) a (VIL.42), podemos escrever o mddulo da forca de atrito

estatico como:

M gsend

f
MR?

1+
CM

Sabemos que existe um limite superior para este valor:

f<u Mgcosf ,

onde 4 representa o coeficiente de atrito estatico entre o plano e o objeto que rola, e
utilizamos o fato de que o modulo da forga normal vale N =M gcosg. Combinando estas

duas expressoes, verificamos que existe um limite superior para o angulo de inclinagdo do
plano, a partir do qual passara a ocorrer deslizamento. Para que haja rolamento puro, portanto,

o angulo de inclinacao ¢ limitado pela relagao
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2
tg & < p, (1+MR

) -

CM

Por consideragdes energéticas podemos abordar este mesmo problema, do objeto redondo

rolando ao longo do plano inclinado, da maneira que segue.

Se ndo ha deslizamento, a energia mecanica total do sistema se conserva:

2 (VIL43)

expressando a transformacdo de energia potencial gravitacional em energia cinética na base

do plano.

Substituindo-se O . pelo valor obtido com o uso da equacao (VIIL.33), @y = Ve /R

base

Mgh
Vv, =2 gh (VIL44)

base CM
+ M

Se o objeto se reduz a um ponto, seu momento de inércia € nulo, e sua velocidade na base tem

por modulo simplesmente /2oh .

Abra o arquivo rolando3.mdl. Neste cenario, um objeto redondo rola, inicialmente, plano
inclinado abaixo; em seguida, por uma superficie horizontal e, finalmente, plano inclinado
acima. O rolamento se da sem deslizamento. Ap6és a queda o movimento é uniforme,
enquanto horizontal, passando a ocorrer o freamento na subida. A janela Animacdo 1 mostra,

ao longo de todo o percurso, grandezas fisicas relevantes ao exemplo.

Este ¢ um exemplo de sistema conservativo. A energia cinética aumenta enquanto, na descida,
o peso trabalha sobre o corpo. Em um intervalo de tempo infinitesimal dt, o trabalho realizado

pelo peso € igual a

dW =P send ds , (VIL45)
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produto da componente da for¢a na direcdo do movimento (P sengd) pelo elemento de

deslocamento (ds).

Lembrando que para um arco de comprimento s, subentendido pelo angulo 4, em uma

circunferéncia de raio R, vale s=¢ R , temos:

ds=R dg » (VIL46)

com dg¢ representando o elemento infinitesimal de deslocamento angular.

Assim, o elemento infinitesimal de trabalho pode ser escrito como

dW =P send R dg - (VILA47)

Reconhecendo o produto Pseng - R como o modulo do torque produzido pelo peso,

calculado em relagéo ao centro instantaneo de rotagdo 7, este trabalho elementar também

pode ser escrito como

dW = 7, dg - (VIL48)

As equagdes (VIL45) e (VIL48) expressam o mesmo elemento dW, uma em termos de

variaveis translacionais, a outra em termos de variaveis rotacionais.

No caso apresentado no cenario do arquivo w rot.mdl, uma unica forga ¢ aplicada,
tangencialmente, sobre uma roda que gira em torno de um eixo fixo. O torque exercido pela
forga em relagdo ao centro da roda, portanto, ¢ responsavel por sua aceleragao angular, e o

trabalho que o torque (ou a forga) realiza equivale ao acréscimo na energia cinética da roda.

POTENCIA

Também podemos expressar a poténcia instantanea em termos de varidveis rotacionais. No

caso desta animacao, usando a defini¢dao da equacao (V.25):
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dw =FR%=FR0)9

P=—
dt dt

o representando a rapidez angular no instante considerado.

O produto FR sendo o modulo do torque resultante em relag@o ao centro de massa, 7, fica:

res

Pory o (VIL49)

res

o analogo, no movimento rotacional de corpo rigido, do caso unidimensional da expressao

(V.26).

Voltando ao rolamento sem deslizamento, uma expressao como a equagao (VIL.49) pode ser

escrita com respeito ao centro instantdneo de rotacao:

P=17r, o, (VIL.50)

res

com o mesmo valor de ¢, ja que a velocidade angular em torno do centro de massa e do
centro instantaneo de rotacao ¢ a mesma — ver equacao (VIL.38).

Dai, podemos escrever que

Foi a2

2
o = i[leh @ j , (VIL51)

traduzindo o fato de que a taxa com que trabalho ¢ realizado sobre o corpo rigido (poténcia)
iguala a taxa de variacdo de sua energia cinética. O lado direito da equagdo (VIL.51) ¢ valido

por ser uma rotacao pura a rotagdo em torno do eixo instantaneo.

Efetuando a derivagdo em relagdo ao tempo:

o 10 (VIL52)
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Sabendo que 4 ¢ ¢, 0 modulo da aceleragdo angular, dividindo toda a expressdo por ), €
lembrando que, por estarmos tratando de corpo rigido e homogéneo, 0 momento de inércia em

relacdo ao eixo de rotacdo ¢ uma constante de movimento (=), fica:

-1 a, (VIL53)

cir eir
res

0 que mostra que também podemos aplicar a equagdo (VII.21) com relagdo ao eixo
instantaneo de rotacdo, além do eixo de rotacdo que passa pelo centro de massa do corpo que
rola. Isto se torna util, na solugdo de muitos problemas. Um belo texto sobre o tema ¢ o de M.

S. Tiersten, em American Journal of Physics, volume 59, agosto de 1991, paginas 733 a 738.

O cenario do arquivo potl.mdl mostra uma particula que gira em uma superficie horizontal,
com atrito, em torno de um eixo coincidente com o eixo dos zz do referencial adotado. A
forca de atrito cinético (de modulo f) sendo constante, e tangente a trajetoria circular descrita

pela particula, provoca um torque constante em relagéo a origem, de modulo 7 = fR , onde

R ¢ o comprimento do fio que liga a particula ao centro de rotacdo (origem). Este € o torque
resultante em relag@o a origem, ja que a outra forca sobre a particula, a tensdo do fio, tem sua
linha de aplicagdo passando pela origem. O momento de inércia em relagdo ao eixo de rotagao

também € uma constante: [, =m R*, onde m ¢ a massa da particula. Para este caso, portanto,

a equagdo (VIL.50) se escreve

P=fRow,

onde ¢ a rapidez angular em cada instante, que decresce a taxa constante o obtida, por

exemplo, da equagdo (VIL.16):

fR = mR? - « = a4 = — .

Temos aqui, portanto, um movimento circular uniformemente acelerado.

EXEMPLO DE VINCULO ENTRE GRANDEZAS DE TRANSLACAO E DE ROTACAO
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No cenério do arquivo ex 7 08.mdl, um bloco de massa m = 1 kg ¢ largado de uma altura h =
1 m, preso a um fio inextensivel e sem massa, que esta enrolado em torno da roldana de raio
R = 0,1 m, cujo momento de inércia em relagdo ao eixo de rotacao vale I = 0,01 kg.mz. Com
que aceleragdo cai o objeto, € quanto tempo leva para atingir a origem do referencial? Aqui, o
fato de se levar em conta 0 momento de inércia da roldana (ou seja, sua massa e seu tamanho)
implica em que estamos considerando a relacdo entre sua rotacao e a translagao do bloco. O

vinculo entre estes dois movimentos estd expresso por uma relacao igual a equacao (VIL41):

a=aR, (VIL.54)

onde a ¢ o0 modulo da aceleragdao do bloco € o, 0 modulo da aceleragdo angular da roldana.
De fato, se o fio ¢ inextensivel, a também dever representar o modulo da aceleragdo de um

ponto periférico da roldana de raio R.

A segunda lei de Newton, escrita para o bloco, tem a forma:

mg-T =ma , (VIL5S)

onde T ¢ a intensidade da tensdo no fio.
Mas ¢ a tensdao no fio que provoca o torque sobre a roldana que, calculado em relagao ao seu
centro, tem TR por intensidade. Este ¢ o torque responsavel pela aceleragdo angular da

roldana:

TR=1Ia - (VIL56)

Combinando as equagdes (VIIL.54) a (VIL.56):

que, com os dados fornecidos, tem o valor a = 4,9 m/s”>. Conseqiientemente, o tempo de queda

sera
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2h

o que pode ser conferido na animagdo. Se desprezamos massa e tamanho da roldana, supondo

[=0, recaimos no caso limite em que T=0 e a=g.

0 10-10

Um 16-16 € o protagonista do cenario do arquivo io io.mdl. A animac¢do mostra o brinquedo
subindo verticalmente até o ponto de reversdo do sentido do movimento, seguindo-se a
descida. Duas sdo as forgas exercidas sobre o 16-10: seu peso ¢ a tensdo do fio. O problema
pode ser visto como o de um corpo rigido que rola, sem deslizar. O centro instantaneo de
rotacdo, neste caso, ¢ o ponto em que o fio perde contato com a periferia do disco que serve
de eixo para o 16-10, de raio r. Se M ¢ a massa do brinquedo, seu momento de inércia em
relacdo ao eixo instantdneo de rotagdo e o0 momento de inércia em relacao ao centro de massa

relacionam-se, de acordo com o teorema de Steiner, como [ =I,, + M  r’. A animagdo

mostra os vetores torque, aceleragdo angular e velocidade angular. Adotando-se como sentido
positivo o sentido que aponta para dentro da tela, podemos tratar o torque como negativo, em
um equacionamento escalar do problema. Verifique, como exercicio, que a aceleracdo linear

do 16-10 vale

Se, ao invés do que ¢ apresentado na animagdo, o problema ¢ equacionado calculando-se o
torque resultante em relagdo ao centro de massa do 16-10 (torque da tensdo), a mesma solucao

sera obtida.

UMA COLISAO INELASTICA

Abra o arquivo colisaoi.mdl, cujo cenario apresenta uma experiéncia em que dois discos,

partilhando o mesmo eixo de rotagdo, estdo inicialmente afastados pelo experimentador. O
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disco de baixo gira a uma certa velocidade angular constante (de modulo ¢, ), enquanto que o

disco de cima esta em repouso. Uma vez que este ¢ largado sobre o outro, ambos passam a

girar solidariamente, com outra velocidade angular (constante, de médulo ¢,). Como
determina-la? Sejam [ e 1, os momentos de inércia dos discos inferior e superior,

respectivamente, em relagdo ao eixo de rotagdo. O conjunto dos dois discos tem, portanto, em

relacdo ao mesmo eixo, 0 momento de inércia I=1 +1,- Nao existe, aqui, nenhum torque

resultante em relacao a qualquer ponto do eixo. Logo, conserva-se o momentum angular total
do sistema, em relagdo a um ponto do eixo de rotacdo, o que, utilizando a equacao (VIIL.20), ¢

EXpPresso como:

Lo =0+1) o -

0 que permite a determinacdo de (,, a partir dos dados iniciais. Verifique que a energia

cinética do sistema diminui, neste experimento, e explique o fato. Os dados na janela

Condigdes Iniciais estao no SI.

MAIS UM EXEMPLO DE CONSERVACAO DE MOMENTUM ANGULAR

Outro exemplo de conservacao de momentum angular € o apresentado no cenario do arquivo
1 cons 1.mdl. Papai Noel comega a caminhar, no carrossel. Inicialmente, estavam ambos em
repouso. Nao havendo torque externo resultante sobre o sistema carrossel mais Papai Noel,
em relagdo a um ponto qualquer do eixo de rotagdo, o momentum angular total deve
permanecer constante, em relacdo a esse ponto. O momentum angular total inicial ¢ nulo;
logo, o0 momentum angular que o Papai Noel passa a possuir, com sua caminhada, deve
forgosamente ser oposto ao adquirido pelo carrossel, para que a soma dos dois, que € o

momentum angular final, também seja nula.
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EXERCICIOS DA SETIMA UNIDADE

1) Para cada um dos casos apresentados no cenario do arquivo torque.mdl, calcule o torque da

forca em relacdo a origem do referencial.

2) Resolva a questdo proposta nos trés casos do cenario do arquivo m_a_3.mdl.

3) Resolva a questdo proposta no cenario do arquivo mom_in_2.mdlL

4) Uma barra de massa M, que pode girar livremente em torno de um eixo que passa por sua
extremidade esquerda, mantém-se em equilibrio na posi¢do horizontal. Repentinamente,
retira-se 0 apoio da extremidade direita. Mostre que o modulo da forca que o eixo exerce
sobre a extremidade esquerda reduz-se, instantaneamente, a Mg/4. Abra o cenario do arquivo

barra.mdl, para ver a forga que o eixo exerce sobre a barra durante o0 movimento.

5) No cenério do arquivo en cin.mdl trés particulas giram, com uma velocidade angular
constante, em torno de um eixo perpendicular a tela, que passa pelo ponto O, presas por
barras de massa desprezivel. Os dados da janela Condig¢des Iniciais — massas e distancias ao
centro de rotagdo — estdo em unidades do SI.

a) Calcule a energia cinética de translacdo de cada uma das particulas.

b) Calcule o momento de inércia do sistema em relagdo ao ponto O.

¢) Determine a energia cinética de rotagdo do sistema e compare-a com a soma dos valores

obtidos no item a).

6) Abra o arquivo pen_fis2.mdl, em cujo cenério voc€ pode alterar o ponto de suspensdo de

uma haste fina que faz o papel de um péndulo fisico.

a) Mostre que, quando a haste estd suspensa por uma de suas extremidades, o periodo deste

péndulo, para pequenas amplitudes, vale
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Calcule este valor, para L=1 m.

b) Faga, na animacao, o ponto de suspensao coincidir com uma das extremidades da haste, e

utilize o registro de tempo da janela Controle para medir o periodo do péndulo.

c¢) Compare os valores obtidos nos itens a) e b). A que vocé atribui a diferenca entre os dois?

d) Com a animag¢ao em andamento, faga com que o ponto de suspensao coincida com o centro

de massa da haste. Descreva e explique o que ocorre, neste caso.

7) Calcule, integrando, o momento de inércia de uma haste (barra) fina e homogénea, de
massa M e comprimento L, em relagdo a um eixo que passa, perpendicularmente, pelo centro
de massa. Compare seu resultado com o obtido na equacao (VIIL.25), verificando que o

Teorema de Steiner ¢ satisfeito.

8) Utilize o Teorema de Steiner para mostrar que o ponto de suspensdo e o centro de oscilacao

de um péndulo fisico podem ser intercambiados, sem que se altere o periodo.

9) Resolva a questao proposta no cenario do arquivo imp m_a.mdl.

10) A barra fina e homogénea do cendrio do arquivo bar livr.mdl pode se deslocar
livremente, sem atrito, sobre a superficie plana horizontal. Inicialmente em repouso, ela
recebe o impacto de uma forga horizontal de intensidade F = 10 N, durante um intervalo de
tempo At = 0,05 s. A barra tem comprimento ¢ massa L = 1 m e M = 0,25 kg,
respectivamente. Na tela é informada, para os quatro casos, no SI, a distancia h do ponto de
aplicagcdo da for¢a ao centro da barra. Determine, em cada caso, a velocidade do centro de

massa da barra e sua velocidade angular (vetor), ap6s o impacto.

11) Resolva a questao proposta no cendrio do arquivo mom_in_3.mdl.

12) No cendrio do arquivo percus2.mdl vé-se uma haste que pode girar livremente no plano

horizontal, em torno de um eixo vertical localizado a distancia  do centro de massa. Uma

213



Fisica Geral Universitaria: Mecanica Veit E. A. & Mors. P. M.

forga impulsiva ¢ aplicada num ponto que dista |h'| do centro de massa, onde 1’ ¢ positivo se

este ponto esta abaixo (na tela) do centro de massa; negativo, caso contrario.

a) Mostre que a forca de reagcdo no eixo ¢ nula quando M hh' = I.,» €Om h'>(. Neste caso,

a forca impulsiva estd sendo aplicada no centro de percussao.

b) Dados L = 1,0 m e h = 0,4 m, determine o valor de h" para o qual a condigdo do item a) é

satisfeita. Veja, na animagdo, que para este valor de 1’ ndo hé forga de reagdo no eixo.

¢) Mostre que a condi¢do do item a) pode ser escrita na forma § = I% M onded=h+h’e

Iy ¢ o momento de inércia da haste em relag¢do ao eixo de rotacao.
13) Resolva as questdes propostas no cendrio do arquivo w_w.mdl.

14) Um menino puxa horizontalmente um rolo de papel de raio R, desenrolando-o, sem

deslizar, sobre uma superficie plana. Enquanto o rolo descreve uma volta completa:

a) Qual o comprimento de papel desenrolado?

b) Que distancia percorre o centro de massa do rolo?

¢) Que distancia percorre a mao do menino?

Confira suas respostas no cenario do arquivo rolo.mdl.

15) Um carretel, de massa M e raio externo R, rola sem deslizar sobre um piso horizontal,

puxado pelo fio por uma forga paralela ao piso, de modulo F, exercida acima de seu centro de

massa. Esta forca ndo supera, em intensidade, a forca de atrito estdtico maxima entre o

carretel e o piso. Considere como boa aproximagdo o momento de inércia do carretel, em
~ . 2 . . . .

relacdo a seu eixo, valendo 2 MR.". Determine o sentido da for¢a de atrito quando o raio

interno, R;, ¢ tal que:

a) Rj=0,8 Rg;
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b) R; =0,25 R..

Determine para que valor da razdo Ri/R. a for¢a de atrito sera nula.

Confira suas respostas no cenario do arquivo fa_carre.mdl.

16) Considere uma esfera e um cilindro, macicos, homogéneos, € de mesmos raio R e massa
M. Ambos sdo postos a descer planos inclinados iguais, rolando sem deslizar, apds largados
no mesmo instante ¢ de uma mesma altura. Qual dos dois objetos chegara primeiro a base? Os
momentos de inércia, em relagdo aos seus eixos, valem 2/5 M R? (esfera) e 1/2 M R?
(cilindro).

Confira sua resposta no cenario do arquivo cil_esf.mdl.

17) No cenario do arquivo roldana.mdl, I representa 0 momento de inércia da roldana em
relacdo a seu eixo de rotacdo. Determine a aceleracdo linear dos blocos, a aceleracdo angular
da roldana, as tensdes no fio (inextensivel e sem massa) e o tempo que o bloco mais pesado
leva para atingir a origem do referencial. Nota: como estamos levando em conta 0 momento
de inércia da roldana (ou seja, sua massa e seu tamanho) o fio sofre tensdes diferentes, a

direita e a esquerda.

18) Responda as perguntas formuladas na tela, apds transcorrida a animacao do cendrio do

arquivo pot2.mdl.

19) Resolva o problema proposto no cenario do arquivo freio.mdl.

20) No cenario do arquivo 1_cons 2.mdl Papai Noel, de 80 kg de massa, corre em linha reta a
2 m/s, em uma dire¢do que tangencia o carrossel, inicialmente em repouso. O carrossel, de 3
m de raio, tem um momento de inércia em relagdo ao eixo de rotacao de 2000 kg m”. Uma vez
alcangado pelo Papai Noel, o carrossel passa a girar. Com que velocidade angular ocorre esta

rotacdo?

21) Abra o arquivo i_barra.mdl. O cenario mostra um eixo vertical (em branco), ao longo do

eixo dos yy. No primeiro caso (tecla preta) o sistema considerado ¢ um binario de duas
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particulas iguais. Determine o momento de inércia desse sistema, em relagdo ao eixo
indicado. No segundo caso (tecla verde), sdo quatro as particulas que constituem o sistema.
Qual o momento de inércia do novo sistema, em relagdao ao eixo? No caso da tecla rosa, sdao
oito as particulas. Determine, aqui também, o momento de inércia. O ltimo caso (tecla azul)
mostra um conjunto de N particulas, com N muito grande. Generalize seu resultado para N,

tome o limite para N—> 00, e verifique que o resultado coincide com a equacdo (VIL.25).

NP
p+1

N
Nota: Zn P = +0(p), onde O(p) significa soma de termos de ordem até p.
n=1
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OITAVA UNIDADE: GRAVITACAO

NEWTON E A GRAVITACAO

Isaac Newton, com suas trés leis do Movimento, mais a lei da Gravitacdo Universal,
publicadas nos Principia, realizou o feito de unificar o que, até a sua época, eram fendmenos
dissociados: a Fisica da Terra e a Fisica dos Céus. A visdo aristotélica separava o estudo do
movimento em nosso mundo “impuro”, abaixo da esfera da Lua, da observagdo do
movimento na regido além da Lua, onde imperava a “perfei¢do”, os objetos movendo-se

mergulhados na quinta-esséncia. Segundo a lei da Gravitagéo, duas particulas de massas m e
m, atraem-se mutuamente através de forcas de intensidade proporcional ao inverso do

quadrado da distancia que as separa. Este par acdo-reagdo pode ser escrito, entdo, como:

=G g (VIIL1 a)

o]

B —_F (VIIL1 b)

21 Tt 2

onde E, e F, sdo as forgas exercidas sobre a particula 1 (de massa m ) pela particula 2 (de
massa m,) ¢ sobre a particula 2 pela particula 1, respectivamente, e ¢ representa o vetor

unitario apontando da particula 1 para a particula 2. A constante G, chamada de constante de
3
gravitagdo universal, vale 667x10" zm_ Este valor tdo pequeno torna para nos
s” -kg
imperceptivel a interacdo gravitacional entre objetos de nosso quotidiano (atracdo entre uma
bola ¢ uma mesa, por exemplo). Dai, a dificuldade em sua determinagdo. A primeira
experiéncia precisa para a medida do valor de G foi a realizada por Henry Cavendish, em

1798.

Abra o arquivo f grav.mdl, em cujo cendrio sdo mostradas, através de trés casos, as forcas de
atragdo gravitacional entre duas particulas. No primeiro caso (botdo preto) as particulas tém a
mesma massa m ¢ estdo afastadas de uma certa distancia 4. O segundo caso (botdao verde)

mostra as mesmas duas particulas, afastadas de 24. Como a intensidade da forga de atracao
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sobre cada particula ¢ proporcional ao inverso do quadrado da distancia que as separa, dobrar
esta distancia implica em dividir as forcas por 4. Volte ao primeiro caso, as particulas de

massa m afastadas de 4. Acionando o terceiro caso (botdo rosa), vocé vé a conseqiiéncia de

se reduzir a metade a massa de uma das particulas: a particula verde tem, agora, a massa r% .

Como a forga gravitacional ¢ diretamente proporcional a cada uma das massas que interagem,

as forcas de atracdo estdo, agora, reduzidas a metade.
A ATRACAO GRAVITACIONAL E CENTRAL E ISOTROPICA

Note, também, que a linha de a¢do da forga exercida pela particula amarela sobre a particula
verde passa pela particula amarela, e vice-versa. Isto é caracteristica das forcas centrais. Se
houvesse outras particulas na regido, as forgas com que elas seriam atraidas pela particula

verde teriam suas linhas de agdo todas passando pela particula verde.

A interagdo gravitacional, além de central, também ¢ isotropica. Isto significa que a
intensidade com que as particulas verde e amarela se atraem depende apenas da distincia
entre ambas ndo importando, por exemplo, se a particula verde estd situada, na tela, acima da

particula amarela, ou a sua direita.

O cendrio do arquivo cent iso.mdl ilustra o carater central da interagdo gravitacional, bem
como sua natureza isotropica. Estdo desenhadas as forcas de atragdo gravitacional que uma
particula p exerce, em dado instante, sobre outras quatro: as particulas 1, 2, 3 e 4, de
massas iguais. Nao estdo indicadas as forcas de interagdo mutua entre estas quatro particulas,
nem as forcas com que elas atraem p. Como a interagdo ¢ central, todas as forgas indicadas
tém linha de acdo passando por p. Além disso, a isotropia da interagdo garante que as forcas
exercidas por p sobre | e 2 sdo de mesmo moddulo, j4 que ambas as particulas estdo

igualmente afastadas de p. O mesmo vale para as particulas 3 ¢ 4.

A forca de atracdo gravitacional do Sol sobre qualquer um de seus planetas, por exemplo, tem

linha de agdo passando pelo centro do Sol, que ¢ o chamado centro de forga do sistema.
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POR QUE UMA LEI EM 1/1* ?

Por que o fator 1/, na expressdo da intensidade da forca gravitacional entre duas particulas
separadas pela distancia r? Muito provavelmente, foi a terceira lei de Kepler que induziu
Newton a esta formulacdo. As trés leis de Kepler, estabelecidas empiricamente pouco tempo
antes do trabalho de Newton, sd3o o produto da observacdo do movimento dos planetas em

torno do Sol. Vejamos inicialmente, pela ordem, o que estabelecem essas leis.

AS LEIS DE KEPLER

A primeira Lei de Kepler estabelece que um planeta descreve orbita eliptica em torno do Sol,
com um dos focos da elipse localizado no Sol. Esta também ¢ conhecida como a lei das
elipses. O termo orbita ¢ muito utilizado, para designar a trajetoria de um objeto atraido

gravitacionalmente por outro.

No cenério do arquivo ex 8 0l.mdl sdo mostrados quatro casos de 6rbita fechada. A maior
distancia do centro da elipse a um de seus pontos ¢ o chamado semi-eixo maior da elipse; a
menor distdncia ¢ o semi-eixo menor. A excentricidade de uma elipse ¢ tal que o produto de
seu valor pelo valor do semi-eixo maior fornece a distancia de cada um dos focos da elipse ao
seu centro. A circunferéncia ¢ uma elipse de excentricidade igual a zero, isto €, uma elipse em
que os focos coincidem (no centro). A orbita da Terra em torno do Sol e a da Lua em torno da

Terra sdo praticamente circulares.

O cenério do arquivo keplerl.mdl ilustra a primeira lei de Kepler. Repare como o planeta
viaja muito mais rapidamente, quando mais proximo do Sol. Isto reflete o estabelecido na
segunda lei de Kepler, segundo a qual o vetor posi¢do que localiza o planeta em relagdo ao
Sol varre areas iguais em tempos iguais. A segunda lei, conhecida como lei das areas, esta
ilustrada no cenario do arquivo kepler2.mdl, onde no primeiro caso (botdo preto) a oOrbita ¢é

circular.

A orbita eliptica sendo fechada, o movimento do planeta em torno do Sol ¢ um movimento
periodico. A cada periodo transcorrido, o planeta retorna a mesma posi¢do, reiniciando o
tragado da mesma elipse. A terceira lei de Kepler, também conhecida como lei dos periodos,

ou lei harmdnica, estabelece que o semi-eixo maior da elipse, elevado ao cubo, ¢ proporcional
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ao periodo do movimento, elevado ao quadrado. Chamando de 3 o semi-eixo maior da elipse

e de T o periodo do planeta, esta lei expressa que

2

T? ¢ a° = — =constante - (VIIL2)
a

No caso de oOrbita circular, isto é facilmente verificavel. Chamemos de M, € m as massas

respectivas do Sol e do planeta, e de R a distancia entre os dois. A forga gravitacional com
que o Sol atrai o planeta faz o papel da forca centripeta do movimento circular uniforme

descrito pelo planeta em torno do Sol:

gMsm _ v (VIIL3)

Mas a rapidez do planeta equivale ao comprimento da trajetoria (circunferéncia) dividido pelo

tempo transcorrido em traga-la (periodo):

V= (VIIL4)
T
Combinando as equagdes (VIIL.3) e (VIIL.4):
2
=47 g, (VIILS5)
GM,

mostrando que a relagdo entre T> e R* s6 depende da massa do Sol, sendo constante para
todos seus planetas. Um artigo que apresenta, de forma clara e simples, uma demonstragdo
geral da terceira lei de Kepler, foi publicado em The Physics Teacher, volume 34, de janeiro
de 1996, paginas 42 e 43: Kepler’s Third Law for Elliptical Orbits, por Ellis D. Noll.

No cenario do arquivo kepler3.mdl é apresentado um grafico T versus a para os nove
planetas de nosso sistema solar, em que a ¢ o raio médio da orbita de cada planeta. Os pontos

verdes representam valores observados, enquanto que a curva tragada corresponde a equagado

T2 :(4;;2 /GMs) a’. Também, a janela Grafico mostra T2 versus g, cuja linearidade
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confirma a terceira lei de Kepler. O raio médio da dérbita de um planeta coincide com o semi-
eixo maior da trajetéria, pois ¢ definido como sendo a média aritmética dos valores da
distancia mais proxima ao Sol (periélio) e da distancia mais distante do Sol (afélio), valores

estes que, somados, igualam o eixo maior da trajetoria, ou seja, 2a .

Alguns dados de nosso sistema solar, com uma visdo da 6rbita mais excéntrica — a de Plutdo

— sdo o cenario do arquivo st_solar.mdl.
POR QUE UMA LEI EM 1/1* ?

Kepler enunciou suas trés leis a partir de dados observados, por ele e por seu mestre e
precursor, Tycho Brahe. Newton se valeu desse trabalho para estabelecer sua lei de forga com

A . 2 . , . .
a dependéncia 1/r°. Imagine a Lua em oOrbita circular em torno da Terra, e chame de T, € R,>

respectivamente, o periodo e o raio deste movimento. Se pudéssemos duplicar o raio da

trajetoria da Lua, fazendo-a descrever o circulo de raio R , =2 R,, entdo, como a terceira lei

de Kepler estabelece que T o« R¥?, 0 novo periodo passaria a ser T, =2°""T, =8 T = 22 T,-
A forga de atragdo da Terra sobre a Lua, no caso da trajetoria circular de raio R, ¢ de

intensidade F =M, v/ /R, onde M, ¢ amassa da Lua e v, =27 R,/ T,- No caso da trajetéria

de raio Rz, a forca de atracdo gravitacional tem a intensidade F,=M,v:/R,, com
v, =22R, /T, =272(2R,) (2V2)T, = (\2/2)22R /T, = (N2/12)v, - Logo,
F, =M, (1/2)v{ /2R, = % F, . Entdo, dobrar o raio da trajetoria implica em dividir por quatro a
forca de atragdo. Portanto, a forca de atracdo deve diminuir com o aumento da distdncia na
proporgdo do inverso do quadrado da distancia. E por este motivo que a interagio é conhecida

como uma interacdo em 1/r>. Uma outra interacdo em 1/r2, bem conhecida, é a

eletromagnética.
O PROBLEMA DE DOIS CORPOS

Abra o arquivo 2corposl.mdl, cujo cendrio apresenta a solugdo da equacdo de movimento do
“planeta” de massa m atraido gravitacionalmente pelo centro de for¢a de massa M =10’ m.
Como o centro atrator tem massa muito maior, podemos ignorar seu deslocamento,

colocando-o em repouso na origem do referencial inercial. A equacdo de movimento ¢ a
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segunda lei de Newton, onde a forga resultante € a forca de atracao gravitacional. O problema
¢ decomposto segundo as duas diregdes coordenadas (eixos dos xx € dos yy). Em cada
dire¢do, ¢ realizada a dupla integragdo numérica no tempo: a integracdo da aceleragdo
levando a velocidade e, em seguida, a integracao da velocidade dando a posi¢do. Fixando-se
as condigbes iniciais, posi¢do ¢ velocidade em ¢t =0, a trajetéria do planeta fica
completamente determinada. Com os valores constantes na janela Valores Iniciais, a Orbita
(grafico x versus y ) € circular, e percorrida de maneira uniforme. Altere a velocidade inicial,
introduzindo o valor 0,13 m/s para sua componente horizontal, e vocé vera, agora, uma Orbita

eliptica, tragcada de maneira ndo uniforme.

POR QUE UMA LEI EM 1/1* ?

Uma idéia de como os corpos gravitariam sob leis diferentes ¢ dada no cenario do arquivo
r*n.mdl, onde os quatro casos apresentados contemplam leis de atragdo em /r" , com os
expoentes n=2, n=1, n=1,8 € n=22. Vocé pode modificar a velocidade inicial do

“planeta”, em cada caso, na janela Condigdes Iniciais, alterando o perfil das trajetorias. Os

trés ultimos casos lhe parecem ser de movimentos periddicos?

AS CONICAS

Abra o arquivo excentr.mdl, em cujo cendrio sdo tracadas possiveis trajetorias de uma
particula atraida por um centro de forca de massa muito maior (situado na origem do
referencial da janela Grafico). Sdo quatro os casos apresentados. Em dois deles (botdes preto
e verde) a trajetoria ¢ fechada, ciclica, e o movimento ¢ periddico. Nos outros dois (botdes
rosa e azul) a trajetoria ¢ aberta. Mas as quatro trajetdrias pertencem a mesma classe de
curvas, as conicas. As duas trajetdrias fechadas sao a circunferéncia e a elipse, as duas abertas
sdo a parabola e a hipérbole. Se ¢ ¢ o valor da excentricidade da conica, tem-se que, para
estas quatro curvas, £=0, O<s<1, =1 € &>1, respectivamente. E importante notar que

sdo as condig¢des iniciais que determinam a excentricidade e, portanto, a forma da trajetoria.

AINDA O PROBLEMA DE DOIS CORPOS

223



Fisica Geral Universitaria: Mecanica Veit E. A. & Mors. P. M.

O cendrio do arquivo 2corpos2.mdl mostra o movimento de atragdo entre duas particulas de
massas iguais. O centro de massa do sistema binario estd representado por um ponto
vermelho. As trajetorias elipticas tém um dos focos coincidindo com o centro de massa. A
janela Condicdes Iniciais esta aberta, e vocé pode alterar os dados para ver que movimentos
resultam. Uma analise da atracdo gravitacional entre particulas de massas comparaveis pode
ser vista na se¢do 7.3 de Analytical Mechanics, sixth edition, de G. R. Fowles ¢ G. L.

Cassiday, editado por Saunders College, 1999.

O PROBLEMA DE TRES CORPOS

Quando sdo trés corpos que interagem simultaneamente, ndo existe solu¢do analitica para o
problema. O equacionamento ¢ simples, pois basta escrever a segunda lei de Newton aplicada
a cada um dos corpos, mas os recursos matematicos disponiveis ndo permitem solucdo
analitica. Uma solu¢do numérica ¢ apresentada no cendrio do arquivo 3corpos.mdl, para trés
casos distintos. No primeiro caso (botdo preto) as massas das particulas respeitam a propor¢ao
20/5/1. Nos outros casos (botdes verde e rosa) a proporcao vale 3/5/2, a diferenca residindo

nas posicdes e velocidades iniciais das particulas.

O VALOR DE g NA SUPERFICIE DA TERRA

Nas unidades anteriores tratamos apenas de problemas de atracdo gravitacional junto a
superficie da Terra, onde ¢ uma boa aproximagao considerar constante a distdncia entre o
centro da Terra e o objeto cujo movimento estudamos. Esta distdncia constante ¢ tomada igual
ao raio da Terra e, por estar sujeito a uma for¢a de atracdo constante, o objeto também tem
uma aceleracdo constante. Realmente, neste caso podemos igualar a intensidade da forca de

interacao das equacodes (VIII.1 a,b) com o modulo do peso do movel:

GMM_ e o g-gMr, (VIIL6)
RT RT

onde m ¢ a massa do movel, M, € R, sd0 a massa ¢ o raio da Terra, respectivamente, € g €
o modulo da aceleragdo da gravidade na superficie da Terra. A substituicdo dos valores

G=6,67x10"" m’ /(s> -kg), M; =5,98x10™ kg e R, =6,38x10° m levaa g=9.8 m/s’.
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MASSA INERCIAL, MASSA GRAVITACIONAL

Cabe, aqui, lembrar o comentario que fizemos no ultimo paragrafo da Quarta Unidade, onde
mencionamos o principio da equivaléncia, segundo o qual massa gravitacional e massa
inercial sdo idénticas. Suponhamos, por um momento, que isto ndo se verifique, e

consideremos uma particula de massa inercial m, e massa gravitacional m,, em uma regiao

proxima a superficie da Terra. Agora, a equacao (VIIL.6) deve ser substituida por

Mng:m.g = g:GMT mg R
R} ‘ RI m,

ja& que a massa inercial ¢ o fator de proporcionalidade na segunda lei de Newton, enquanto
que a massa gravitacional ¢ a presente na lei da Gravitacdo. Desta forma, a aceleracdo de
queda livre seria diferente, para corpos diferentes, dependendo da razdo my/m; de cada um, o

que nao se observa.

A ACELERACAO DA GRAVIDADE A UMA ALTITUDE QUALQUER

Quando a distancia do objeto ao centro da Terra € significativamente variavel, sua aceleracao
deixa de ser uma constante, € o problema cresce em complexidade. Seja uma particula de

massa m, atraida pela Terra. Escolhamos o eixo dos yy orientado do centro da Terra para a

particula, conforme indicado na figura 23.

Rr

Terra m y

Figura 23 — Referencial para o estudo da varia¢do da acelera¢do da gravidade.

A segunda lei de Newton, agora, se escreve como
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onde o sinal negativo indica o sentido da forca de atracdo. Uma relagdo muito util, na solugao

de equagdes diferenciais unidimensionais de movimento, ¢ obtida fazendo-se a substituicdao

dv = dvdy , € reconhecendo que dy =v:
dt  dy dt dt
dv_ & (VIIL?)
dt dy
Com isto:
v dv_ -GM,; 12
dy y
Logo:
vy Rr+h d
[vav=-GMm, | =, (VIILS)
v Ry Y

onde vy, e v, sdo os modulos das velocidades da particula na superficie da Terra (quando

y= RT) ¢ auma altura h (quando y = R, +h ), respectivamente.
Realizando as integracoes:

l 2 2 1 1 2 2
(Vv ) =CGM (—— — = v’=v’_-2GM _h . VIIL.9
2( : 1) T(RT+h RT) : ! TRT(RT—i-h) ( )

Note que, se estamos proximos a superficie da Terra, com h<<R,, podemos fazer a

aproximacao V=V — 2G_ =v’ —2gh, onde foi utilizada a equagao (VIIIL.6). Este ¢

M, h
2 h
RI 1+ AT

um resultado familiar, em problemas de queda livre.
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A equagdo (VIIL.9) permite, por exemplo, que se determine a altura méxima atingida por um

objeto langado verticalmente para cima, da superficie da Terra, com dada rapidez v, .

Chamando de H esta altura, e lembrando que ela ¢ atingida quando v ,=0, obtém-se

2.2
Riv,

T 2GM, —-R,v>

Vocé pode confirmar esta expressdo abrindo o arquivo alt max.mdl, em cujo cenario o
lancamento vertical ¢ resolvido através da integracdo numérica da equagdo de movimento.
Veja como varia a aceleragdo, que diminui de médulo com o aumento da altitude. Este pode
ser o exemplo de um foguete que, uma vez lancado, desloca-se sem propulsdo propria. Seu

ponto de langamento, na superficie da Terra, € localizado por y =R, . Os dados numéricos

sdo informados no SI.

Outros fatores responsaveis pela variagcdo da aceleragdo da gravidade, aqui ndo tratados, sdo o
devido a nao uniformidade da Terra (densidade de massa ndo constante) e o devido a sua

rotagdo.
A LUA CAINDO NA TERRA

Se o langamento ¢ inclinado, sabemos que o projétil descreve uma trajetéria plana curva que,
no caso de aceleragdo constante, tem um perfil parabdlico. Abra o arquivo newton.mdl, cujo
cendrio mostra um projétil lancado, horizontalmente, do cume de uma elevagdo. Com o
aumento da velocidade de langamento, o ponto em que o solo ¢ atingido torna-se mais
distante. Isto pode ser visto acionando-se, sucessivamente, os botdes preto, verde e rosa. No
caso do botdo rosa, a trajetéria acompanha a curvatura da Terra: neste caso, ao invés de
atingir o solo, o projétil permanecerd em Orbita em torno da Terra. Este foi o argumento
utilizado por Newton para mostrar que o movimento da Lua ao redor da Terra ¢ de mesma
natureza que o de queda livre de uma pedra. A Lua estd em permanente queda livre. A
aceleragdo centripeta de seu movimento circular ¢ a propria aceleracdo da gravidade em um

ponto cuja distancia ao centro da Terra ¢ igual ao raio da trajetéria lunar.

IMPONDERABILIDADE
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Um astronauta, viajando em uma capsula espacial em orbita em torno da Terra, experimenta a
sensacdo de imponderabilidade (auséncia de peso) por possuir a mesma velocidade e a mesma
aceleracdo centripeta da capsula, que lhe serve de referencial. Nas filmagens de Apollo 13, o
diretor Ron Howard utilizou o avido KC-135 da NASA, para simular este efeito — veja o

cenario do arquivo k¢ 135.mdl.

DEMONSTRANDO A SEGUNDA LEI DE KEPLER

Voltemos a um planeta orbitando em torno do Sol, com este situado na origem de um
referencial inercial. Como o Sol ¢ muito mais massivo do que o planeta, podemos considera-
lo em repouso. O Sol, na origem, ¢ o centro atrator do planeta, um centro de forca em torno
do qual o planeta se desloca. Se 7 ¢ o vetor posicdo do planeta, em um instante de tempo
qualquer ¢, entdo neste mesmo instante a forga gravitacional que atrai o planeta para o Sol,
F, sera oposta a 7. Logo, a for¢a de atragdo tem sua linha de a¢do passando sempre pela
origem. Em relagdo a origem, portanto, a for¢a ndo produz torque, ja que o braco de alavanca
¢ nulo. Se esta ¢ a Unica forga exercida sobre o planeta, o torque externo sobre ele ¢ nulo e, de
acordo com o principio de conservagdo do momentum angular, o momentum angular do
planeta em relacdo a origem, [, serd uma constante de movimento. Temos, ai, uma
importante conclusdo: ¢ constante 0 momentum angular de um planeta em sua trajetoria em
torno do Sol, como conseqiiéncia do fato de ser central a forca de interagdo gravitacional.

Lembremos que

L=rxmv ,

onde m e v s3o a massa do planeta e sua velocidade, respectivamente. Sendo o produto
vetorial do vetor posi¢do do planeta pelo seu momentum linear (p=mv), 0 momentum
angular [ ¢ dirigido perpendicularmente ao plano definido por ¢ . Como [ € um vetor
constante, entdo este plano também se mantém constante, isto €, o vetor p esta sempre no

mesmo plano (o que também vale, naturalmente, para a velocidade v ). Logo, o movimento
planetério ¢ plano. Isto ¢ conseqiiéncia da conservagao do momentum angular, em relacao ao
centro de forca, valendo para qualquer forca central, ndo apenas para a atragdo gravitacional.

Estamos exemplificando com um sistema planeta-Sol por motivos histdricos, pois ai esta a
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origem das leis de Kepler. Veja o cenario do arquivo r v_1.mdl, onde o plano da orbita do

planeta € o plano x-y.

Podemos escrever a conservacdo de momentum angular de um planeta, em sua trajetdria em

torno do Sol, lancando mao da equagao (VII.20):

Iw = constante (VIIL.10)

onde | e  denotam, respectivamente, o momento de inércia do planeta em relagdo a um
eixo perpendicular ao plano da trajetoria, que passa pelo Sol, € o médulo de sua velocidade
angular. Quanto mais afastado o planeta estiver do Sol, maior serd o momento de inércia e
menor sera a velocidade angular. Isto estd ilustrado no cendrio do arquivo cons l.mdl, para
dois casos de planeta orbitando em torno do Sol, o primeiro deles apresentando uma trajetoria
circular. O Sol, muito mais massivo que o planeta, estd colocado, em repouso, na origem do

referencial.

A conservagdo do momentum angular nos leva facilmente a demonstragdo da segunda lei de
Kepler. Lembremos, primeiro, que ao definirmos o produto vetorial de dois vetores, no inicio
da Sétima Unidade, foi visto que o produto vetorial tem por mddulo o valor da éarea do
paralelogramo definido pelos dois vetores. A figura 24 mostra o vetor posi¢do ¢ o elemento

de deslocamento infinitesimal de um planeta, em

Figura 24 — Esquema para demonstragao da lei das areas.
um instante qualquer. Em um intervalo de tempo dt, o vetor posi¢ao 1 varre o tridngulo
formado por 7, df, € a linha tracejada que une a origem (o foco da elipse, origem do vetor
posicdo) a extremidade de dr. Mas este tridngulo tem, por area, a metade da area do

quadrilatero definido por 1 e dr. A area do tridngulo, portanto, vale a metade do modulo do
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produto vetorial desses dois vetores. Seja JA a notagdo para esta area elementar. Podemos,

entdo, escrever:
|
dA =—|F xdT] -
2
Logo:

2

rxv

b

I .
79l

dA_l‘q dr

—  =—|r X —
dt 2 dt

=L i xmi|=——|T
2m 2m

onde [, ¢ o momentum angular do planeta, em relacdo ao centro de forca. Como esta ¢ uma

quantidade constante, d%t ¢ uma constante de movimento, € o vetor posi¢do do planeta

varre areas iguais em tempos iguais. Veja o exemplo do planeta que percorre a orbita do

cendrio do arquivo ex 8 02.mdl.
CAMPO GRAVITACIONAL

Temos tratado as interacdes através das forcas a elas associadas, a luz das segunda e terceira
leis de Newton. Um outro conceito, muitas vezes util na abordagem de problemas, ¢ o de
campo. Aqui, interessa-nos o campo gravitacional. Para introduzi-lo, precisamos primeiro
definir o que € um corpo de prova. Considere uma particula de massa m, situada em uma
regido onde se encontra outra particula, de massa M, de modo que ocorre interacao
gravitacional entre ambas. A particula de massa m serd um corpo de prova se sua massa for
tdo pequena a ponto de ndo alterar significativamente o efeito da atragdo que M possa vir a
exercer sobre uma eventual terceira particula colocada na regido. Uma maneira de indicar isto
¢ escrevendo: m << M . (No eletromagnetismo também, de maneira analoga, se define a carga
de prova, como sendo uma particula de carga muito menor que a de outra com a qual interage,
de modo a ndo interferir perceptivelmente na interagdo eletromagnética desta outra com uma
eventual terceira carga que venha a ser colocada na regido.) Consideremos um sistema de
coordenadas com a origem coincidindo com a posi¢do da particula de massa M. Seja ¥ o
vetor posi¢ao do corpo de prova, neste referencial. Entdo, a atragdo gravitacional exercida por

M sobre m se da através da forca
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- (VIIL11)

onde denotamos por i o vetor unitario 7/r (veja a equagdo (VIIL.1 a)). Definimos o campo

gravitacional g como sendo a grandeza vetorial

G-t __ 2, (VIIL12)
m

uma grandeza independente da massa do corpo de prova. Este € um campo vetorial. Vocé
ainda terd a oportunidade de ser apresentado, na Fisica, a outras formas de campos vetoriais e
escalares. O campo gravitacional ¢ um campo vetorial, central e isotropico, explicitamente
dependente de posi¢do, e tem a mesma dimensdo da aceleragdo. Abra o arquivo campol.mdl,
em cujo cendrio vocé pode alterar a localizagdo do corpo de prova, vendo como varia com a
posicdo o campo gravitacional criado, em uma regido do espago, por uma determinada massa.
No cenario do arquivo campo2.mdl as responsaveis pelo campo gravitacional, em
determinada regido do espago, sdo duas particulas de mesma massa, em um dos casos, e de
massas diferentes, no outro caso. Mudando a posi¢cdo do corpo de prova, vocé vé como
variaria o campo gravitacional devido a cada uma dessas massas, se a outra ndo existisse e,
em uma composi¢ao vetorial, o campo gravitacional efetivo (seta amarela), soma vetorial dos

dois campos individuais.

O arquivo g varia.mdl permite visualizar, em seu cenario, a variagdo do modulo do campo
gravitacional criado por um objeto com massa igual a da Terra. Na janela Animagdo 1 o
objeto ¢ a propria Terra, na janela Animagdo 2 o objeto ¢ uma particula pontual. Enquanto a
distancia entre o corpo responsavel pelo campo e o corpo de prova € igual ou maior que o raio
da Terra, o campo ¢ o mesmo nas duas animacdes. A diferenga estd nas distancias menores
que o raio da Terra. No caso de um atrator pontual, o comportamento ¢ o dado pela equagdo
(VIIL.12) mas, quando o atrator ¢ a Terra, vé-se que a variagdo do campo ¢ linear, em seu
interior, a partir de zero no centro da Terra (a Terra, aqui, é perfeitamente esférica e
homogénea). Em qualquer ponto exterior a Terra, o campo coincide com a aceleracdo da

gravidade no ponto.

CAMPO GRAVITACIONAL NO EXTERIOR DE UMA ESFERA HOMOGENEA
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Procuremos, portanto, entender a variagdo do campo gravitacional criado pela Terra.
Inicialmente, consideremos uma casca esférica de raio R € massa M. Seja r a distancia, ao
centro da casca, de uma particula de massa m , € consideremos, para comecar, r>R , isto ¢, a

particula localizada externamente a casca — veja a figura 25.

Figura 25 — Particula atraida gravitacionalmente por uma casca esférica.

O ponto Q pertence a casca. A linha radial que liga este ponto ao centro da casca forma o

angulo ¢ com a linha que une o centro a particula localizada em p. O segmento de

comprimento s liga os pontos P € Q. O 4ngulo entre os segmentos de comprimentos r € s €

o~

¢ - A forca com que a particula € atraida pela casca, F, tem a orienta¢do indicada, devido

simetria do problema. O vetor € o unitario na direcdo da forca. A figura mostra um anel

clementar, de massa dM e raio igual a Rsend, que contém o ponto Q. Como este anel tem
uma espessura infinitesimal, esta espessura vale 0 mesmo que o arco elementar em Q: Rd6 .
Seja p a densidade superficial de massa da casca, ou seja, a razdo da massa da casca por sua

superficie:

M
47R?

p (VIIL13)

A massa do anel elementar ¢ o produto da densidade por sua superficie elementar. Como esta

superficie ¢ igual ao produto da espessura elementar do anel por sua circunferéncia, fica:
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dM = p-27Rsend-RdO=27R*psend db -

Cada ponto do anel dista s da particula. Por simetria, as componentes perpendiculares ao
segmento de comprimento rdas forcas com que cada um desses pontos atrai a particula se
anulam, somando-se apenas as horizontais, que na figura apontam para a esquerda. E por este
motivo que o elemento de forca com que a particula ¢ atraida aponta para a esquerda, e tem o

modulo

m dM

S2

dF=G

cos¢ -

Esta ¢ a forca de atracdo devida ao anel. A forga exercida pela casca esférica ¢ obtida
integrando-se o elemento de for¢ca ao longo de todos os anéis que constituem a casca,

variando-se o angulo ¢ de zero até 1 :

cos¢ send
2

F=J.dF=Gmj.d—lz/lcos¢=Grn27rR2 Yol I de . (VIIL.14)
S

0 s

Uma expressdo para send d@ pode ser obtida da relagdo abaixo, para o tridngulo OQP :
r’ +R*> —2rR cosf =s" .

Como r € R sao constantes:

s ds

2rR senf df=2sds = send df =R (VIIL.15)
Para o mesmo tridngulo, também vale a relagdo
r’ +s°—2rscosgp=R?,
que nos permite chegar a uma expressao conveniente para cos ¢ :
cos g= TS TR (VIIL16)

2rs
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Com a substituicao das equacdes (VIIIL.15) e (VIIL.16) na equacao (VIII.14):

S

r+R 2 _ 2
poOMmorh TR (VIIL17)
4r°'R 7

onde foi feita a substituicdo da densidade superficial de massa pelo seu valor — equagdo
(VIIL.13). Com esta mudanca da varidvel de integracdo (de @ para s), os limites de
integracdo passam a ser o valor de s quando ¢ € igual a zero ,r-R , € o valor de s quando ¢ ¢

igual a 7, r+ R . Calculando a integral, e escrevendo em notagdo vetorial:

;, (VIIL18)

0 que coincide com a forga que a particula, localizada em p, sofreria se fosse atraida
gravitacionalmente por uma particula de massa M localizada em O — veja a equagdo
(VIIL.11). Assim, provamos que a massa da casca esférica atua gravitacionalmente, sobre uma
particula externa, como se estivesse concentrada em seu centro geométrico. Se isto vale para a
casca, vale também para uma esfera maciga, que pode ser vista como uma sucessao infinita de
cascas, uma encaixada sobre a outra, com raios variando de zero até o proprio raio da esfera.
A Terra, entdo, atrai um corpo como se ela fosse uma particula com a sua massa, localizada
em seu centro. Claro, continuamos vendo a Terra, simplificadamente, como possuindo

simetria esférica.

CAMPO GRAVITACIONAL NO INTERIOR DE UMA ESFERA HOMOGENEA

O mesmo calculo pode ser repetido, considerando a particula localizada no interior da casca

esférica, e portanto com r <R . Neste caso, os limites de integracdo na equacdo (VIIL.17)
passam a ser Rr € R +r, 0 que anula a integral. Entdo, uma particula no interior da casca

esférica ndo ¢ atraida gravitacionalmente por ela, existindo uma compensagao perfeita das
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atragdes por cada ponto da casca. Logo, fazendo a extensao para uma esfera maciga, podemos
concluir que uma particula no interior de uma esfera s6 ¢ atraida gravitacionalmente pela
porcao da esfera contida em uma regido de raio menor que a distancia da particula ao centro

da esfera.

No cenario do arquivo simetria.mdl uma particula ¢ atraida gravitacionalmente por outras
oito, dispostas simetricamente em um plano. Acionando a animagdo, vocé tem uma idéia de
como ocorrem as compensagdes que anulam a forca resultante sobre a particula, dentro da

casca.

Coloquemos a particula dentro da Terra, distante r de seu centro. Se p. ¢ a densidade

volumétrica de massa da Terra, entdo

A particula esta sendo atraida pela esfera de raio r, e portanto de volume v = 4 7. A massa
3

desta esfera vale

Logo, a forca de atragdo sobre a particula tem modulo

: R; R;

3
F:GmM:GEZ(r—jMT:GmMT . (VIIL19)
T T

A equacdo (VIII.19) nos diz que, a medida que vamos penetrando no interior da Terra,
diminuindo a distancia radial r que nos separa de seu centro, a forca de atragdo gravitacional

(e, conseqlientemente, também o campo) vai diminuindo linearmente com r.

ENERGIA POTENCIAL GRAVITACIONAL
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Passemos, agora, a consideragdes energéticas. Como a forga gravitacional ¢ conservativa,
podemos associar a ela uma energia potencial. Uma particula de massa M atrai outra, de

massa m , através da forga expressa na equagao (VIIIL.11), que pode ser escrita como
F = —F(r) f' )

onde
1
F(r)=GMm —
T

¢ uma fung¢do da posi¢do radial r.

Fazendo uso da equagdo (V.22), a energia potencial U(r) varia radialmente de acordo com a

expressao

dU(r) m i
dr r’

Logo,
-1
U(r) = GMm (—j + constante -
r

E usual fazer-se nula esta constante, em problemas gravitacionais em que ocorrem grandes

variagOes da distincia entre os objetos que se atraem. Assim:
U =-SMm (VIIL20)
T

Esta escolha significa que se adotou o valor zero da energia potencial no infinito:
U(r > o) > 0. Logo, a energia potencial ¢ negativa, qualquer que seja a distdncia r finita.
Esta ¢ uma escolha conveniente, e o fato de se trabalhar com uma energia potencial sempre

negativa ¢ simples conseqiiéncia da escolha arbitraria de uma constante de integracdo, ndo
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possuindo nenhum significado fisico. Se alteramos as posi¢des das particulas de forma a que a

distancia entre elas passe de r, para r,, entdo teremos realizado um trabalho

W=U(r2)—U(r1)=—GMm[l—lj -

L5

Se r, >1, entdo o trabalho realizado € positivo: temos que trabalhar sobre o sistema, para

afastar as duas particulas que se atraem. Isto, sim, tem significado fisico.

Papai Noel passeia, no cendrio do arquivo ex 8 03.mdl, atraido pelo centro de for¢a de massa
M muito maior que sua propria massa. Enquanto a distancia entre o centro de forca e Papai
Noel ¢ constante, a energia potencial do sistema, U, ndo varia. Mas, nos intervalos de tempo
entre 1,00 € 1,02 segundos, entre 2,00 € 2,02 segundos, € entre 3 00 € 3,02 segundos, existe
varia¢do de U, por ter ocorrido variagdo na distancia radial. Quando Papai Noel se aproxima
do centro de forca, U diminui (torna-se mais negativo); quando Papai Noel se afasta, U
aumenta. Assim, nos percursos em que se aproxima do centro de forga, trabalho ¢ realizado
sobre o Papai Noel, em quantidade igual a diminui¢do da energia potencial; nos percursos em

que se afasta, Papai Noel deve trabalhar, em quantidade igual ao aumento de U .

Como no interior de uma casca esférica a forca gravitacional exercida sobre uma particula ¢
nula, entdo a energia potencial do sistema ¢ constante. O valor dessa constante deve coincidir
com o valor da energia potencial quando a particula encontra-se em um ponto qualquer da

superficie da casca esférica.

CAMPO GRAVITACIONAL ESCALAR

Podemos, também, definir um campo escalar, muitas vezes chamado de potencial

gravitacional, como sendo a energia potencial por unidade de massa:

GM
r

$()=-
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Formalmente, escreve-se
$0) =lim,_, 29, (VIIL21)
m

evidenciando o fato de que se toma um corpo de prova de massa muito pequena, de modo a
ndo alterar o campo que se quer medir. Um objeto massivo, portanto, cria ao seu redor um
campo vetorial e um campo escalar, fungdes de posicdo dependentes da massa que os cria,

existentes mesmo quando nao haja nenhuma outra particula sendo atraida.

Se no interior de uma casca esférica a energia potencial do sistema casca-corpo de prova ¢

constante, e igual ao valor que tem quando o corpo de prova se encontra na superficie da

casca, entdo o potencial gravitacional criado pela casca esférica vale 4= _G% , para pontos

do espago com r<R, onde R € M sdo os valores respectivos do raio e da massa da casca

esferica. Externamente a casca, ¢(r) = 'GW . Isto pode ser visualizado no cenario do arquivo
r

ph_casca.mdl.

A conservagdo de energia mecanica para uma particula de massa m que € atraida por outra,

de massa M, € escrita como:

E=K()+ U =3 v -2 —constante (VIIL22)
T

onde v ¢ a rapidez do “planeta” e estamos considerando M >>m, de modo a podermos
imaginar o centro de forca imodvel, no referencial inercial adotado. Abra o arquivo
orbitas.mdl, em cujo cenario a particula atraida (um cometa atraido pelo Sol, por exemplo) vai
tracando sua trajetoria (Orbita) na tela. Sdo apresentados os quatro casos correspondentes aos
valores de excentricidade ¢=0, 0<g<1, =1 € &>1, respectivamente: trajetorias circular
(botdo preto), eliptica (botdo verde), parabdlica (botdo rosa) e hiperbolica (botdo azul). Sobre
um mesmo par de eixos sdo indicadas a fun¢do energia potencial, U(r), € a energia mecanica
E (constante: linha reta horizontal). Uma barra vertical indica o valor que a energia cinética

K(r) deve ter, para que seja respeitada a conservagio de energia. Também, € indicada no eixo

horizontal (varidvel de posicao r) a distancia do cometa ao Sol, em cada instante, chamada de
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R . As escalas para medida de distancias, no grafico e na representacao das trajetorias, nao
sdo iguais, para tornar mais confortdvel a visualizacdo do conjunto. Note que as orbitas
fechadas correspondem a energia total negativa, pois neste caso existe sempre uma regiao

proibida, para valores de r acima de um certo valor, e a trajetoria deve se restringir a regido

permitida — veja o comentario que se segue a figura 13.
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EXERCICIOS DA OITAVA UNIDADE

1) Resolva o proposto no cendrio do arquivo int_grav.mdl.

2) Um objeto celeste muito estudado ¢ a estrela dupla, que consiste em duas massas orbitando
em torno de seu centro de massa. A relacdo entre as massas de uma estrela dupla ¢ facilmente
deduzida, utilizando-se a conservacdo do momentum linear. Responda as questdes propostas

no arquivo 2corpos3.mdl, em cujo cenario duas particulas interagem gravitacionalmente.

3) Com base na segunda lei de Kepler, faca a estimativa solicitada no cenario do arquivo

cometa.mdl.

4) Resolva as questdes propostas no cenario do arquivo sat v_a.mdl.

5) Suponha que um tinel seja perfurado na Terra, de polo a pdlo. Largando-se uma bola nesse
poco sem fundo, ela terd o movimento mostrado no cenario do arquivo tunel.mdl. Com a

origem colocada no centro da Terra, a forca de atragdo sobre a bola pode ser escrita como

F(r)=-kr ,

com

K = GmM,
=
T
onde m ¢ a massa da bola. Verifique que isto ¢ verdade, lembrando a equacao (VIII.19).
Entdo, a bola ¢ submetida a uma for¢a restauradora do tipo forga elastica de mola, e descreve
um movimento harmonico simples. Determine o periodo deste movimento, e confira o valor

encontrado no grafico da animacao (unidades SI).
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6) Abra o arquivo mov_sat.mdl. Na Animacdo 2 pode-se ver dois satélites que orbitam em
torno da Terra, com periodos iguais. Na Animacdo 1, suas Orbitas podem ser comparadas.

Justifique por que o periodo dos satélites € o mesmo.

7) Resolva o proposto no cenario do arquivo iw_const.mdl.

8) Define-se velocidade de escape como sendo a velocidade minima com que um projétil deve
ser lancado da superficie da Terra para escapar de seu campo gravitacional, isto ¢, nem
retornando a superficie, nem entrando em O6rbita em torno da Terra. A rigor, o projétil so
escapa do campo gravitacional terrestre quando r — o0, j& que a interagdo gravitacional ¢ de
longo alcance. A velocidade de escape, entdo, ¢ aquela suficiente para que o projétil atinja,
em repouso, um ponto infinitamente distante da Terra. Logo, ela corresponde a situacdo de

energia mecanica igual a zero, se adotamos a referéncia U(r — «0)=0.

a) Determine a expressdo para a velocidade de escape, v_, em nosso planeta, ¢ calcule seu

valor.

b) Calcule o mddulo da velocidade de um satélite rasante, isto €, um satélite que orbita em

torno da Terra em uma trajetoria circular de raio igual ao raio da Terra.

¢) Mostre que o valor calculado no item a) € o dobro daquele calculado no item b).

d) Qual a trajetoria descrita por um projétil lancado da superficie da Terra com uma

velocidade de modulo igual a v_?

e) Qual a trajetéria descrita por um projétil lancado da superficie da Terra com uma

velocidade de modulo maior quey_ ?

Confira suas respostas no cenario do arquivo escape.mdl, onde os dados numéricos estdo no

SI.

9) Ao contornar um objeto celeste de grande massa, uma espagonave pode sofrer um ganho

em sua energia cinética. Este ¢ o chamado efeito catapulta, ou efeito estilingue, que ocorreu

241



Fisica Geral Universitaria: Mecanica Veit E. A. & Mors. P. M.

com a Pioneer, em sua viagem em torno de Jupiter, quando foi projetada para fora do Sistema
Solar: veja em The Physics Teacher, volume 11, de maio de 1973, as paginas 299 ¢ 300, o
artigo Pioneer Jupiter whiplash, de Lewis Epstein. O cenario do arquivo catap.mdl mostra o
fendmeno, tanto do ponto de vista de um referencial inercial externo aos dois objetos
(referencial S), quanto visto de um referencial fixo ao objeto mais massivo, que viaja a uma
velocidade constante em relacdo a S (referencial S’). Em S’ a nave tem, assintoticamente, a
mesma rapidez de aproximagdo e de afastamento, uma caracteristica das colisoes elasticas.
(Assintoticamente, aqui, significa uma visdo a uma distancia muito grande.) Em S, a rapidez
de afastamento da nave ¢ maior que a de aproximagao. Isto viola a conservagao de energia?

Explique.

10) Resolva a questdo proposta no cenario do arquivo campo3.mdl.

11) Resolva a questdo proposta no cendrio do arquivo w_grav.mdl.

12) Aqui nos despedimos. Papai Noel embarca em um baldo, rumo a seu lar (P6lo Norte?), no

cenario do arquivo tchau.mdl. Acionando a animagao, vocé€ o vera partir.

242



