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Proélogo

As ideias bésicas contidas nos cursos de Célculo, tais como Derivada
e Integral, tém suas géneses em conceitos e problemas geométricos que a
Matemaética Grega colocava entre as suas principais preocupagoes. Dentre
esses destacam-se o tragado de retas tangentes e a quadratura de figuras.
Muito embora essas construcoes geométricas estejam relacionadas com
ideias aparentemente simples, o seu entendimento perfeito somente se
tornou possivel com o advento do Calculo Diferencial e Integral cuja
criacao remonta ao século XVII associada as pessoas de Fermat, Newton,
Leibniz, entre outros, que comecaram a associar tais nogoes geométricas
as de derivada e integral que, por sua vez, estao associadas ao conceito
de limite. A auséncia desse ultimo foi exatamente o que impediu que os
matematicos gregos se antecipassem aos do séculos XVII e subsequentes na
criagao do Célculo. A Quadratura da Parabola, efetuada por Arquimedes,
¢ um exemplo tipico de quanto os matematicos da Grécia Antiga se
aproximaram da criagao do Célculo. Muito embora os criadores do
Calculo tenham preenchido certas lacunas deixadas pelos gregos, havia
ainda muitas deficiéncias no que se refere ao formalismo e o rigor. Os
conceitos estavam repletos de motivagoes geométricas e fisicas, o que
nao é uma coisa ruim, mas o rigor que se impunha na Matematica,
principalmente a partir do século XVIII, exigia que os conceitos do
Calculo, baseados em interpretacoes geométricas, fossem devidamente
aritmetizados. Isso foi feito por varios matemaéticos entre os quais se
destacam Cauchy, Riemann, Bolzano, Weierstrass, entre outros, que
colocaram em bases firmes e rigorosas os conceitos de limite, continuidade
etc. Até mesmo o corpo dos ntmeros reais teve que ser construido de
maneira formal para justificar passagens cruciais de certas demonstragoes
que, no Célculo, eram consideradas intuitivamente 6bvias. Na verdade,
mantidas as devidas proporc¢oes, o inicio do Calculo, com suas motivagoes
e interpretacoes geométricas, assemelhava-se aquilo que desenvolvemos no
Célculo Diferencial e Integral, ao passo que a Analise Matematica, que ora
iniciamos, esta proxima daquilo que os matematicos dos séculos XVIII e
XIX fizeram com o Célculo (veja Avilal).

LGeraldo Avila, O Ensino do Célculo e da Analise, Matematica Universitaria, N.
33, Dezembro (2002), 83-95.



2 Analise - prélogo UFPA

Deve-se ressaltar que a divisao Célculo / Analise se impoe por questoes
histéricas como também por motivagoes pedagogicas e psicologicas. Faz-
se necessario considerar o amadurecimento progressivo do(a) estudante
que apreende os conceitos do Calculo de maneira intuitiva para, em um
estagio posterior, retornar aos mesmos conceitos, dessa vez vestidos a rigor.
Seré esse o objetivo desse curso. Comegaremos introduzindo o Corpo dos
Reais, via Postulado de Dedekind, para, a seguir, elaborar formalmente
os conceitos de limite, continuidade, diferenciabilidade e integracao. Dito
isso, comecemos a apreciar o Calculo Diferencial e Integral em traje de
gala.
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Capitulo 1

Corpos Ordenados e o Postulado
de Dedekind

Neste capitulo, introduziremos de maneira formal, mas evitando certos
detalhes técnicos, o corpo dos nimeros reais. Vocé ja trabalhou, desde o
ensino fundamental, com vérios tipos de nimeros tais como os naturais,
inteiros, racionais e reais. Entretanto, muitas das propriedades desses
numeros foram omitidas, ou usadas sem justificativas rigorosas, o que
é perfeitamente natural em estagios iniciais e até mesmo em cursos de
Calculo. Aqui, introduziremos formalmente o conjunto dos ntimeros reais,
sempre comparando-os com o dos racionais, ressaltando suas semelhancas
e suas diferencas fundamentais.

1 Corpos Ordenados

Comecaremos com algumas consideragoes sobre certas propriedades
que os conjuntos dos racionais e dos reais tém em comum.

Definicao 1. Um corpo é um conjunto nao-vazio F no qual se acham
definidas duas operagoes

f FxF—SF
que a cada (x,y) € F X F associa um elemento v +vy € F' e
FxF—F

que a cada (x,y) € F X F associa um elemento x -y € F chamadas,
respectivamente, adi¢cao e multiplicacio que satisfazem as sequintes
propriedades:

(A1) A adigao é comutativa, x +y =y + x, para quaisquer x,y € F.

7
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(As) A adigio € associativa, x + (y + 2) = (v +y) + 2, para quaisquer
x? y7 z E F'

(A3) Existe um unico elemento 0 € F' (chamado zero ou elemento neutro
da adigao) tal que x + 0 = x, qualquer que seja x € F.

(A4) A cada x € F corresponde um tnico —x € F (chamado inverso
aditivo do nimero x), tal que x + (—z) = 0.

(My) A multiplicagao é comutativa, x -y =y - x, para quaisquer x,y € F.

(M) A multiplicagao é associativa, z - (y - z) = (x - y) - 2, para quaisquer
x,y,z € F.

(M3) Existe um unico elemento 1 € F' (chamado “um” ou elemento neutro
da multiplica¢ao), tal que x -1 = x, para todo x € F.

(M3) A cada x € F, z # 0, corresponde um tnico elemento v~! € F,
também designado por %, tal que x -zt = 1.

(MD) A multiplicagao € distributiva com relagao & adigao, x - (y + z) =
Ty +x- 2, para quaisquer x,y,z € F.

Doravante, quando tivermos um corpo (F, +, -) a multiplicagao de dois
elementos x,y € F' sera designada simplesmente por xy.

Exemplo 1. O exemplo tipico de corpo é o conjunto dos numeros
racLONaLs

Q—{s;p,qEZ,q#O}

munido com as operacoes usuais de adi¢cao e multiplicacao de fragoes.
O(A) leitor(a) pode verificar isso facilmente como exercicio.

O conjunto dos nimeros reais, com suas conhecidas operagoes usuais,
€ também um corpo, porém isso € mais delicado de ser estabelecido e o
faremos mais adiante.

Quando vocé efetua as divisoes expressas em uma fragao, uma outra
forma de representar os ntimeros racionais, chamada representacao decimal
de numeros racionais, é obtida. Dessa maneira, o sistema de representagao
decimal posicional nos permite expressar os nimeros naturais usando
somente dez inteiros

0,1,2,3,4,5,6,7,8 ¢ 9

os quais sao chamados digitos. Relembremos alguns fatos basicos sobre a
representacao decimal de ntimeros racionais.

Definicao 2. Uma decimal é uma expressao da forma
:l:ao, aiasas . . .,

onde ag um numero inteiro nao-negativo e ay,as,as, ... sao digitos
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As expressoes 3,272727...,9,144444 ... 5,768500000... sao exem-
plos de decimais. No dltimo caso, a expressao é representada apenas
por 5,7685 e chama-se representacao decimal finita. Em geral, se apenas
um numero finito de digitos aq,as,as,... é nao nulo, entao a decimal
é chamada finita e escrevemos ag, aijasas . ..a,000... simplesmente como
ag, 410203 . . . Qy,.

O ntmero 3,272727... é uma dizima periodica simples, representada
por 3,27, cujo periodo é 27. No caso do ntimero 9, 144444 . . ., ele ¢ uma
dizima periddica composta representada por 9,14, cujo periodo é 4.

E importante observar que toda fracdo, ou seja, todo niimero racional,
possui uma representagao decimal que € finita ou é uma dizima periddica.
A reciproca desse fato também é valida: toda representacao decimal
finita ou toda dizima periodica pode ser representada por uma fracao
e, portanto, ¢ um namero racional. Essa observagao é bem simples de ser
verificada para ntmeros cujas representacoes decimais sejam finitas. Por
exemplo,

7 6 8 5
5,7685 =5+ 75+ 153 T 18 T g1

é um numero racional por ser soma de fragoes.

Em geral, decimais finitas podem ser usadas para representar nimeros
racionais, da seguinte maneira:

a1 a2 as Ay,
iao,a1a2a3...an:i<a0+ﬁ+1—02—|—1—03+--.+m>,

Consequentemente, decimais finitas definem ntimeros racionais. Caso
a decimal nao seja finita nao podemos executar o procedimento acima. No
capitulo 4 voltaremos a esse topico, haja vista que ele nos levara a estudar
as chamadas Séries Infinitas.

Outro fato que deve ser enfatizado é que a cada ntamero racional }50
corresponde um tnico ponto sobre a reta numérica. No entanto, sua
reciproca nao é verdadeira, ou seja, nao é verdade que a cada ponto da
reta esteja associado um numero real. Isso ja era conhecido na Grécia
Antiga e, segundo se comenta, a descoberta desse fenomeno teria causado
grande impacto nas estruturas da Matemética Pitagérica. Mostremos que
existem niimeros nao-racionais correspondentes a pontos da reta, isto é,
numeros que nao podem ser representados por uma fracao de ntmeros
inteiros com denominador nao-nulo. Faremos isso no préoximo exemplo.

Exemplo 2. Consideremos a figura sequinte na qual temos um tridngulo
retdngulo isdsceles cujos catetos medem 1. Usando esse tridngulo e um
compasso, € facil marcar na reta numérica um segmento cujo comprimento
¢ representado por wm nimero nao-racional que é o conhecido /2.
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v

Suponhamos, por contradicao, que o comprimento da hipotenusa desse
A . . . p p .
tridngulo seja wm numero racional = com p e ¢ # 0 nimeros primos entre

si, isto €, eles nao possuem fatores comuns. Suponhamos p e q positivos.
Usando o teorema de Pitagoras, obtém-se

2
Py —1241220
q

e dat
p2 — 2q2

Isso nos diz que o nimero p* € par e assim (verifique como exercicio) p
€ par, ou seja, p = 2k, para algum inteiro positivo k. Donde 4k* = 2¢>.
Logo ¢* = 2k? e entdao ¢* € par, e dai q € par. Portanto, p e q sdo pares.
Sendo p e q supostos primos entre si eles nao podem ser simultaneamente
pares e isso € uma contradi¢dao. Assim,

O niumero que mede a hipotenusa do tridngulo representado na
figura anterior, associado ao ponto P da reta, nao € racional.

Esse nimero € a raiz quadrada de 2, sendo indicada por /2.

Isso mostra que existem outros nimeros além dos racionais. Eles sao os
chamados niumeros irracionais. Existem outros niimeros irracionais como,
por exemplo, v/2. Esse é o nimero positivo x tal que z° = 2. Na verdade,
pode-se provar que se m e n forem ntmeros naturais e " = n nao possuir
solugoes inteiras, entdo ¥/n é irracional. Provavelmente, 7 seja o niimero
irracional mais famoso. Ele representa a area de um circulo unitario ou a

Johann Heinrich Lambert- metade do comprimento de uma circunferéncia de raio 1.

(1728-1777) matematico fran-

cés, provou, em 1770, que 7 é Voltando a representacao decimal de ntimeros, deve-se observar que
irracional.

0s numeros irracionais possuem representacoes decimais que nao sao
finitas nem dizimas periddicas. Por exemplo, ntmeros tais como

0,1213141516. .., 2,112123123412345 ... sao representacoes decimais de
nimeros nao-racionais.

Em vista do fato de que nem todo ponto da reta representa um
nimero racional, torna-se necessario construir um conjunto, na verdade
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um corpo, que esteja em correspondéncia biunivoca com a reta. Em
virtude dos objetivos deste curso nao faremos a sua construgao, optando
por apresenta-lo via um postulado. Pessoas interessadas nessa construcao
deverao consultar, por exemplo, Dedekind! ou Rudin?.

Definicao 3. Diz-se que um corpo F é ordenado se existe um conjunto
nao-vazio K C F que goze das sequintes propriedades:

(i) sex,y € K, entiox+y € K exy € K;

(i1) dado qualquer © € F, apenas uma das alternativas abaizo €
satisfeita:
rekK, —xeK, x=0.

O conjunto K € chamado conjunto dos elementos positivos de F.

O conjunto —K = {—x;x € K} é chamado conjunto dos elementos ne-
gativos de de F' e K\U{0} € chamado conjunto dos elementos nao-negativos
de F'.

~

Exemplo 3. O exemplo tipico de corpo ordenado € o dos racionais QQ
com as operagoes de adicao e multiplicagcao referidas anteriormente no
exemplo 1. Para ordenarmos Q basta considerarmos K como sendo o
conjunto dos racionais positivos. Deve-se observar que um racional da
forma §,p,q € Z\ {0}, € positivo se p.q > 0. Vé-se facilmente que esse
conjunto satisfaz as propriedades (i) e (ii) na defini¢ao de corpo ordenado.

O termo corpo ordenado é motivado pelo seguinte fato. Se F' for
um corpo ordenado por um subconjunto K e se x e y forem elementos
quaisquer em F' dizemos que

x >y se, e somente se, v —y € K.

Temos que > ¢ uma relacao de ordem total pois, dados z,y € K,
apenas uma das alternativas abaixo ocorre:

r—yeK, —(z—y)=y—zxeK, v—y=0.

No primeiro caso, terifamos x > y, no segundo y > x e no terceiro r =y,
ou seja, dois elementos quaisquer de um corpo ordenado F' sao sempre
comparaveis. No caso x > y diz-se que x € maior do que y. Usa-se a
notagao x > y para indicar que x pode ser maior ou pode ser igual a y e
lé-se x mator do que ou igual a y.

I Richard Dedekind, Essays on the Theory of Numbers, Dover Publications, 1963.
2Walter Rudin, Principios de Analise Matematica, Livro Técnico e Ed. Universidade
de Brasilia, 1976.
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Supremo e Infimo

Veremos, a seguir, algumas defini¢oes que nos levarao aos importantes
conceitos de supremo e infimo de subconjuntos de corpos ordenados.

Definicao 4. Sejam F um corpo ordenado e A C F. Diz-se que B € F €
uma cota superior do conjunto A se a < 3, para todo a € A.

Consideremos o subconjunto A = {0,—-1,—2,-3,...} do corpo
ordenado Q. E claro que 0, 2 e 17 sdo cotas superiores de A. Na verdade,
qualquer nimero nao-negativo é uma cota superior de A. Observemos
que 0 é a menor das cotas superiores de A. O subconjunto B =
{1,2,3,...} C Q ndo possui cota superior. Qualquer nimero maior do
que ou igual a 1 é cota superior de C' = {x € Q;0 < z < 1}. Por outro
lado, D = {z € Q;z > 0} nao possui cota superior.

Definicao 5. Diz-se que um subconjunto A de um corpo ordenado F €
limitado superiormente se ele possuir uma cota superior.

O subconjunto A = {0, —1,—2, -3, ...} de Q é limitado superiormente,
enquanto que os subconjuntos B = {1,2,3,...} e D = {x € Q;z > 0} de
Q nao sao limitados superiormente.

Definicao 6. Sejam F' um corpo ordenado e A C F. Diz-se que o € F' €
uma cota inferior do conjunto A se a < a, para todo a € A.

O ntmero 1 e qualquer ntimero nao-positivo sao cotas inferiores do
subconjunto B = {1,2,3,...} de Q. O 1 é a maior das cotas inferiores de
B. O subconjunto A = {0,—1,—2,—3,...} nado possui cotas inferiores.

Definicao 7. Diz-se que um subconjunto A de um corpo ordenado F €
limitado inferiormente se ele possuir uma cota inferior.

O subconjunto B = {1,2,3,...} de Q é limitado inferiormente,
enquanto o subconjunto A = {0,—1,—-2,-3,...} de Q nao é limitado
inferiormente.

Definicao 8. Um subconjunto A de um corpo ordenado F € limitado se
ele for limitado superiormente e inferiormente.

Por exemplo, o subconjunto {2,4,6,8,10} de Q é limitado, mas os
subconjuntos {0, —1,—2,-3,...} e {1,2,3,...} de Q néo sao limitados.

Definigao 9. Seja A um subconjunto de um corpo ordenado F. Diz-se
que x € F € o supremo (quando existir) do conjunto A se ele for a menor
de suas cotas superiores. Nesse caso, usa-se a nota¢ao

x = sup A.
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Por conseguinte, a fim de que x € F' seja o supremo do conjunto A as
seguintes condi¢oes devem ser satisfeitas:

(sup;) « deve ser cota superior do conjunto A.
(supy) Se y for cota superior de A entao z < y.

Definigao 10. Seja A um subconjunto de um corpo ordenado F'. Diz-se
que x € F € o infimo (quando existir) do conjunto A se ele for a maior
de suas cotas inferiores. Usa-se a nota¢ao

x = inf A.

Portanto, a fim de que = € F seja o infimo do conjunto A as seguintes
condicoes devem ser satisfeitas:

(inf1) = deve ser cota inferior do conjunto A.

(infy) Se y for cota inferior de A entdao = > y.

Para que os conceitos de supremo e infimo fiquem mais claros,
analisemos o exemplo a seguir.

Exemplo 4. Consideremos o corpo ordenado Q e seja A C Q dado por
A={yeQ;a<y<b}

em que a e b sao numeros racionais tais que a < b. Obviamente, a é uma
cota inferior de A, assim como qualquer nimero racional menor do que
a. Analogamente, b é cota superior de A assim como qualquer nimero
racional maior do que b. Mostremos que

a=1inf A e b=sup A.

Para mostrar que a = inf A, suponhamos que y € Q seja uma cota inferior
de A. Nao podemos ter y > a pois, se assim fosse, o niumero racional %y
pertenceria a A e seria menor do que y, de modo que y nao poderia ser cota
inferior de A. Portanto, y < a e desse modo a = inf A. Analogamente,
mostra-se que b = sup A.

Conseguintemente, infere-se que o supremo ou infimo, quando
existirem, podem ou nao pertencer ao conjunto. O(A) leitor(a) esta
convidado(a) a determinar, quando existirem, o infimo e o supremo dos
conjuntos descritos a seguir:

(a) Ay = {1,2,3,....n}
(b) AZZ{ 5_35_25_150717'“ an}
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(c) Ag={reQ;-1<r<1}
(d) Ay =Z em que Z representa o conjunto dos inteiros.

() As = N em que N representa o conjunto dos naturais, isto |,
N={1,2,3,...}.

(f) Ag={r€Q;0 <z <2}
(g) Ay ={r € Q;z > 2}.
(h) A ={z € Q;x < 2}.

2 Postulado de Dedekind

O exemplo 2 nos mostra, de maneira elementar, que o conjunto dos
racionais possui uma deficiéncia muito grave:- ele nao consegue preencher
a reta, pois, V2 corresponde a um ponto da reta numeérica, mas V2 ¢ Q.
Esse fato, de natureza bastante geométrica, traduz-se de forma aritmética
por meio do seguinte exemplo.

Exemplo 5. O conjunto
A:{xe(@; x2<2,x>0}

nao possui supremo em Q. Inicialmente, observemos que nao existe,
conforme exemplo 2, um nimero racional x tal que 2> = 2. Seque-se
que se x > 0 for um nimero racional deve-se ter x* < 2 ou 2% > 2. Su-
ponhamos que x € Q seja positivo e x° < 2. Afirmamos que existe um

numero natural n tal que
1\?2
(az + —> < 2.
n

2
Observemos que (37 + %) < 2 se, e somente se, x> + 27“ + # < 2 e essa
desigualdade € equivalente a n?x* + 2xn + 1 < 2n? que, por sua vez, €
verdadeira se, e somente se,

(> = 2)n* +22n+1 <0

sendo que na ultima expressao temos o polindomio do seqgundo grau em n,
(22 —2)n? + 2zn + 1, cujo coeficiente do termo de sequndo grau, x> —2, é
negativo e dai, existe n suficientemente grande, de modo que tal polinémaio
se torne negativo. Basta tomar n maior do que a sua maior raiz. Para

esses valores de n tem-se
1\ 2
(x + —) <2
n
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e como x e % sao racionais positivos sua soma também € um racional po-
sitivo e, em virtude dessa ultima desigualdade, x+% pertence ao conjunto
A. Entao, nenhum elemento de A pode ser cota superior de A. Seja x € Q
tal que x > 0 e ? > 2. Assim, x € cota superior de A. Mostremos que
podemos encontrar n € N tal que

1\ 2
(x——) > 2.
n

Observemos que (m — %)2 > 2 se, e somente se,
(> =2)n* +22n+1>0

donde seque-se, em virtude de x> —2 > 0, que eziste n € N para o qual
a desigualdade prévia é satisfeita. Conclui-se, entao, que qualquer x € Q
tal que x* > 2 nao pode ser supremo do conjunto A.

Conclusao: o conjunto A nao possui supremo em Q.

Corpos ordenados F' que, como o corpo QQ, padecem dessa deficiéncia,
isto é, subconjuntos limitados superiormente de F' podem nao ter supremo
em F' ou subconjuntos limitados inferiormente podem nao ter infimo em
F, sao ditos nao-completos.

Em virtude da nao-completeza do conjunto Q, faz-se necessario cons-
truir um novo conjunto que preencha aquilo que esta faltando em Q e
seus elementos estejam em correspondéncia biunivoca com a reta. Essa
construcgao foi efetuada de maneira rigorosa, pela primeira vez, por Richard
Dedekind, matematico alemao, usando os chamados Cortes de Dedekind.
Essa construcao é bastante técnica e sua exposicao completa tornaria este
capitulo muito extenso e fugiria dos reais objetivos de um primeiro curso
de Analise Real. Em vista disso, optamos por introduzir o corpo dos reais
por meio de um postulado, o que nos pouparéa tempo, remetendo o leitor
para as referéncias citadas nas notas de rodapé da pagina 11.

Postulado de Dedekind. Existe um corpo ordenado R,
chamado corpo dos nimeros reais, com Q C R, tal que todo
subconjunto nao-vazio de R, limitado superiormente, possui
supremo em R.

Esse postulado garante a completeza do corpo dos reais, em um sentido
que sera esclarecido oportunamente. Além disso, R é determinado de
maneira Tnica, a menos de isomorfismos de corpos. Tornemos clara a
ultima afirmacao.

Sejam (Fy,+,-) e (Fy,+,-) corpos para os quais estamos designando
pelos mesmos simbolos + e - as operacoes de adicao e multiplicagao em
ambos os corpos. Diz-se que (Fi,+, ) e (Fy, +,-) s@o isomorfos se existir
uma fungao bijetiva ¢ : I} — F3 tal que
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(i) d(z+y) = o(x) + o(y),
(ii) o(z-y) = o(x) - d(y),

para todos x,y € Fi. A fungdo ¢ é chamada isomorfismo entre corpos.

A unicidade, a menos de isomorfismos de corpos, significa que se
(K, +,-) for outro corpo ordenado completo, entdo (R,+,:) e (K, +,-)
serao isomorfos.

Facamos algumas aplicagoes do postulado de Dedekind.

Proposigao 1. A equagio x* = 2 possui uma tnica solugdo positiva em
R.

Demonstragao. Consideremos o conjunto A = {z € R; 22 < 2,z > 0},
introduzido no exemplo 5. A é limitado superiormente. Basta observar
que o numero real 2 é cota superior de A. Portanto, pelo Postulado de
Dedekind, A possui supremo em R. Designemo-lo por b. Afirmamos que
o namero b ¢ solucao da equacao % = 2, ou seja, b*> = 2. Como R é um
corpo ordenado, o niimero b? — 2 deve satisfazer uma, e somente uma, das
relagoes abaixo:

¥—2>0, ¥*—2<0, b*—2=0.

Mostremos que as duas primeiras alternativas nao podem ocorrer.
Comecemos supondo que b?> > 2 e observemos que

1\?2 2 1
<b——) :b2——b+—>2

n

se, e somente se,
(b —2)n* — 2bn + 1 > 0.
Como b* —2 > 0 a desigualdade acima ¢é satisfeita se n for suficientemente
grande. Para esses valores de n, tem-se (b — %)2 > 2 e assim b — % seria
uma cota superior do conjunto A menor que o seu supremo b o que é
impossivel. Lembremos que o supremo de um conjunto é a menor de
suas cotas superiores. Desse modo, a desigualdade v> — 2 > 0 nao pode
ocorrer. De modo anéalogo, pode-se mostrar a impossibilidade de termos
b?> — 2 < 0. Resta a alternativa b?> = 2, ou seja, b é solucao da equacao
em estudo. Isso mostra a existéncia de solucao. A unicidade é provada da
seguinte maneira: sejam b; e by solucoes positivas da equacao z? = 2, isto
¢,
b =2 e b3 =2,

Logo, b? = b2 e de b — b3 = 0 segue-se que (b; — by) (b1 + by) = 0. Como
b1+ by > 0, teremos by — by = 0 e entao b; = by. Isso mostra que a solugao
obtida é tnica. O
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Proposicao 2. Se um subconjunto de R for limitado inferiormente entao
ele possui infimo.

Demonstra¢ao. Sejam A C R um conjunto limitado inferiormente e x
uma cota inferior de A. Assim, xz < a, para todo a € A, e dai —z > —a,
para todo a € A. Designando por —A o conjunto

—A={—-a; ac A}

observa-se, em virtude de —x > —a, que —A é limitado superiormente.
Pelo Postulado de Dedekind, —A possui supremo. Mostremos que

sup(—A) = —inf A.

De fato, chamando o = sup(—A), teremos a > —a, para todo a € A e
dai —a < a, para todo a € A, o que implica que —« é cota inferior do
conjunto A. Deve-se mostrar que ela é a maior de suas cotas inferiores.
Seja  uma cota inferior de A, isto é, § < a, para todo a € A. Logo,
—0B > —a e assim —[( é cota superior do conjunto —A e pela defini¢ao
de supremo —f3 > « e entao 8 < —a, isto é, —a é a maior das cotas
inferiores de A. Portanto, todo conjunto limitado inferiormente, diferente
do conjunto vazio, possui infimo. O

Proposicao 3. O conjunto dos numeros naturais nao € limitado
supertormente.

Demonstra¢ao. Suponhamos, por contradi¢ao, que o conjunto N
dos nimeros naturais seja limitado superiormente. Pelo Postulado de
Dedekind N possui supremo, digamos «, e assim, n < «, para todo n € N.
O conjunto dos naturais possui a propriedade de que se n € N entao
n+1 € N o que acarreta n+1 < «a, para todon € N. Dai, n < a—1, para
todo n € N. Esta tltima desigualdade nos diz que o — 1 é cota superior
de N, o que é impossivel pois a é o supremo de N. Esta contradicao nos
mostra que N nao é limitado superiormente. O

Proposicao 4. (A Propriedade Arquimediana). Dados nimeros
reais 0 < a < b, existe um niumero natural n tal que b < na.

Demonstra¢ao. Suponhamos, por contradicao, que na < b, para
todo n € N. Isto implica que o conjunto A = {na; n € N} é limitado
superiormente (b é uma de suas cotas superiores). Invocando o Postulado
de Dedekind, A possui supremo, digamos «. Assim, na < «, para todo
n € N, donde (n + 1)a < «, para todo n € N, de modo que n < a — a,
para todo n € N. Como a > 0, a — a seria cota superior de A, menor que
0 seu supremo « o que é impossivel. Entao, existe n € N tal que na > b.
O

Para a proxima aplicacao do Postulado de Dedekind precisaremos da
seguinte defini¢ao.
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Definicao 11. Um subconjunto A de R € denso em R se para quaisquer
a, b€ R coma <b eristex € A tal que a < x < b.

Proposicao 5. O conjunto Q ¢ denso em R.

Demonstracao. Sejam a < b nimeros reais. Entao b—a > 0 e podemos
usar a propriedade arquimediana dos ntmeros reais para b — a e 1 para
garantir a existéncia de um namero natural ¢ de modo que ¢(b — a) > 1.
Isso nos diz que o intervalo cujos extremos sao os pontos qa e gb possui
comprimento maior do que 1 e assim existe um inteiro p com qa < p < gb.
Dai a < § < b e o nimero racional procurado é L;. O

Proposicao 6. O conjunto dos irracionais, Q°, € denso em R.
Demonstragao. Sejam a < b dois ntmeros reais. Pela proposicao
precedente, existem racionais ¢, go tais que

a<q <qy<b.

Definamos .
l=q + E(% —q1)-
Claramente, t é irracional e ¢; <t < ¢o. Assim, a <t < b. |

3 Principio da Inducao Finita

Completaremos este capitulo enunciando e fazendo algumas aplicagoes
do importante Principio da Inducao Finita. Esse principio é utilizado
quando surgem afirmagcoes que envolvam ntmeros naturais. Defrontamo-
nos, entao, com a questao de saber se tais afirmagoes sao verdadeiras para
todo namero natural n > ng, em que ng € N.

Principio da Inducao Finita. Seja P uma propriedade satisfeita por
um conjunto de niumeros n € N e suponhamos que:

(i) o nimero ng satisfaz a propriedade P;

(ii) se um nimero natural n > ng satisfaz a propriedade P, entao n + 1

também satisfaz a propriedade P.

Entao todos os nimeros naturais n > ng satisfazem a propriedade P.

Observagao 1. O principio acima € equivalente ao:

Segundo Principio da Indugao Finita. Suponhamos que a cadan € N
tenhamos uma proposi¢io P(n). Se, para cada m € N, a hipdtese de que
P(k) é verdadeira para todo k < m implica que P(m) € verdadeira, entdo
P(n) € verdadeira para todo n € N.



UFPA Analise - Capitulo 1 19

Observacao 2. Deve-se observar que, desde o inicio desse curso, estamos

a admitir a existéncia do conjunto dos niumeros naturais N o qual foi
colocado em bases rigorosas por Giuseppe Peano em sua obra Arithmetices Giuseppe Peano (27 de agosto
Principia Nova Methodo Exposita, onde propée a aziomatiza¢io da 9188 - 20 de abril de 1932)
] ) ] ) ) ] foi um matematico e filésofo
Aritmética e faz o seu primeiro desenvolvimento rigoroso. Formalmente, italiano, conhecido por suas

: , - . : - Iy tribuigdes a Teoria d

Peano introduziu o conjunto dos mimeros naturais por intermédio dos (oo WS @ “eona €08
Conjuntos. Peano publicou

sequintes ariomas: mais de duzentos livros e ar-
tigos, a maioria em Matemé-

. . . tica.
Axioma 1. 1 é um nidmero natural. rea

Axioma 2. Todo nimero natural n possut um unico sucessor, designado
porn'.

Axioma 3. O nimero natural 1 nao € sucessor de nenhum niumero natu-
ral. Isso significa que n’ # 1, para todo nimero natural n.

Axioma 4. Se ny,ny € Nyn| = nl, entio ny = ny

Axioma 5. Se X C N satisfizer

(i) 1€ X;

(i) n € X implican’ € X,
entao X = N.

Observemos que esse ultimo axioma € exatamente o Principio da
Indugao. Além disso, o sucessor n' do mimero natural n € o nosso
conhecido n + 1.

Facamos algumas aplicagoes do Principio da Indugao.

Aplicagao 1. Para todo nimero natural n e todo nimero real v # 1,
tem-se 1 "
14 +a?4+ gt v

11—z

Demonstracao. Claramente, a propriedade acima é valida quando
n = 1 pois, nesse caso, ambos os membros dessa ultima expressao serao
iguais a 1.

Suponhamos que a propriedade seja valida para n € N. Essa ¢é a
chamada hipétese de indugao. Assim,
L=

l+z+a+- 2" =
1—=2

e adicionando x™ a ambos os membros dessa igualdade, obtém-se

1_ n
1+x+x2+---+x”_1+x”:1—x—|—m".
— X
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Dai
1— n+1
l+a+a?+ o fa" fa" = —
1—x
o que mostra a validez da propriedade para n + 1. Pelo Principio da
Inducao, a igualdade é valida para todo n € N. O
Aplicagao 2. (Desigualdade de Bernoulli) Sejar € R,r > —1. Entao
T+nr<(1+nr)",

para todo n € N.

Demonstragao. A desigualdade é trivialmente satisfeita se n = 1. Su-
ponhamos que ela se verifique para um certo n € N (hipotese de indugao).
Assim, 1 4+ nr < (1 4+ )" e multiplicando ambos os seus membros por
1+ r >0, obtém-se

(I+nr)(1+r)<(14+r)"(1+7r)
Portanto, (1+7)"™ > 1+r+nr+nr®* > 1+ (n+1)r, pois nr? > 0. Logo,

(1+7)"™ > 1+ (n+ 1)r que é a desigualdade para n + 1. Pelo Principio
da Inducao, a desigualdade de Bernoulli é valida para todo n € N. |

Aplicagao 3. Ser >0, entao

—1)72
(1+T)"21+nr+—n(n 5 ) ;

para todo n € N.

Demonstracao. Inicialmente, observemos que a desigualdade é valida
quando n = 1. Suponhamos que ela seja valida para n € N. Multiplicando
ambos os membros da desigualdade

— 172
(1+7’)"21+nr+w

por 1 4 r, obtemos

(n+ 1)nr?
2

(n+1(n+1—1)r?
2

(14+7)"T > 14+ (n+1)r+ =1+(n+1)r+

e assim a desigualdade é valida para n+1. Usando o Principio da Inducao,
obtemos a validez da desigualdade para todo n € N. O
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Exercicios Propostos

. Mostre que p € N & par se, e somente se, p> é par.

Mostre que se p ¢ um ntiimero primo e positivo, entao /p ¢ irracional.

Mostre, por indugao, que

17(%)(7‘—1)11
=

2n—1)"

(a) T gt gt dor Sl ged g+ gy <

(b) 1424+ +n ="t

() P+22+. 4n>=(1+2+4---n)

(d)
)

1 1 1 1 1
€ Sttt " Ftamm=1"m1
Use a Desigualdade de Bernoulli com r = —% para provar que
Om >1+ para todo n € N.

on—1’

Um tépico importante em Andlise sao as desigualdades. Elas
sao usadas, entre outras coisas, nas questoes de convergéncia,
estimativas etc. Este exercicio abordara algumas desigualdades
importantes que surgirao em varias situagoes ao longo destes
capitulos. Comecemos definindo mddulo ou wvalor absoluto de um
nimero real. Dado um ntmero real x, define-se seu maodulo ou valor
absoluto, designado por |z|, por

x se x>0,
x| =
—x se z<0.

Feito isso, demonstre as seguintes desigualdades.
(a) Desigualdade triangular:
|+ 0] < |af + 0],

para quaisquer a, b € R.

(b) Desigualdade triangular generalizada:
ar +az + -+ + an| < ag| + |ag| + -+ - + [an],

para quaisquer aq, as, ..., a, € R.

(¢) Segunda desigualdade triangular:
|la] = [o]] < |a 0],

para quaisquer a, b € R.



22

Analise - Capitulo 1 UFPA

Se a,b > 0 entao

mg“;‘?

Esta desigualdade expressa o fato de que a média geométrica
de dois nimeros nunca excede a sua média aritmética.

Generalizagdo da desigualdade no item (d). Se aq,as,...,a,
sao nimeros reais nao-negativos, entao

a1+...an
n .

"al...an<

Sejam a e b nameros reais positivos. Mostre que a média
harmonica

1/1 n 1

2\a b

¢ menor do que ou igual a média geométrica v ab.

Sejam aq,...,a, e by,...,b, numeros reais. Demonstre a
desigualdade de Cauchy-Schwarz

($0) < (5%) (54

Se a, b e ¢ sao nimeros reais satisfazendo a < b < ¢ entao
|b] < lal + |-
Dados ntiimeros reais a e b tem-se

a’>+ab+ b >0.

6. Escreva as expressoes seguintes em formas equivalente que nao
envolvam valores absolutos.

(a)
(b)
()

a+b+la—D
a+b—|a—0
a+b+2c+|a—bl+|a+b—2c+ |a—10|

7. Use a desigualdade triangular para provar que

lz] <1= |z —3| > 2.

8. Determine os valores de x € R que satisfacam

(a)
(b)

|z + 1] <3
lz| + |z — 1] > 1
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(¢) max{z,1 —x} <3
(d) \;U—2| lz+1] =3
(e) = 1
(f)

)

:c2+4 —4
f

(g) l[t+1+]z—1] <4

e —3 > x

9. Se x, y € R, mostre que |z + y| = |z| + |y| se, e somente se, zy > 0.

10. Mostre que, dado € > 0, tem-se |z — a| < € se, e somente se,

a—e<zx<a+te.

11. Mostre que se =,y € R entao
(a) max{z,y} = 3(z+y+ |z —y)
(b) min{z,y} = 3(z+y— |z —yl)

12. (a) Seja A C R um conjunto limitado superiormente. Dado € > 0,
existe a. € A tal que sup A — e < a, < sup A.
(b) Seja A C R um conjunto limitado inferiormente. Dado £ > 0,
existe a, € A tal que inf A < a. <inf A+ e.

13. Seja ) # A C R um conjunto limitado superiormente. Se existir
uma cota superior a de A, com o € A, entao a = sup A.

14. Seja ) # A C R um conjunto limitado inferiormente. Se existir
b € A tal que § é uma cota inferior de A, entao g = inf A.

15. Encontre o supremo e o infimo do conjunto

A:{<_$)n; n:1,2,-~}.

16. Sejam A um subconjunto limitado de R e @ € R. Definimos os
conjuntos oA e A+ « por

aA = {aa; a€ A}
A+a = {a+a;ac A}
(a) Se a > 0 entao inf(aA) = ainf A e sup(aA) = asup A.
(b) Se 8 < 0 entao inf(SA) = Bsup A e sup(SA) = finf A.
(c¢) Se a € Rentdo inf(A+a) = inf A+« e sup(A+a) = sup A+a.

17. Sejam A, B C R tais que x < y, sempre que r € A e y € B. Entao
sup A < inf B.
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18.

19.

20.

21.

22.

23.
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Sejam A, B C Rt := [0, 4+00) conjuntos limitados. Definamos
C:={abjac A e be B}.
Mostre que C' ¢é limitado e supC = (supA)(supB) e infC =
(inf A)(inf B).
1

Dado a € R, considere os intervalos I, = [a —a+ ﬂ , para cada
n=1,2,.... Mostre que

()1, = {a}.

Dado a € R, considere os intervalos J, = (a,a + %), para cada

n=1,2,... Mostre que
(7. =0.
n=1

Sejam A e B subconjuntos nao-vazios de ntimeros reais tais que todo
namero real pertence a Aoua Besea € Aebée B, entao a < b.
Prove que existe um tinico ntimero real = tal que todo ntimero real
menor do que x estd em A e todo nimero real maior do que x esté
em B. Uma decomposi¢ao de R em dois conjuntos A e B com essas
propriedades é um Corte de Dedekind. O resultado contido nesse
exercicio é conhecido como Teorema de Dedekind.

Mostre que se 0 < € < %, para todo n € N, entao € = 0.
Seja A={a;a €Q e a® < 2}.

(a) Mostre que se a € A e b < a, entao b € A.
(b) Mostre que se a ¢ A e b > a, entdo b ¢ A.
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5 Apéndice I

A Analise e a Fisica

Neste apéndice, transcreveremos alguns trechos do artigo de Henri
Poincaré, A Anélise e a Fisica, que esta contido em O Valor da Ciéncia,
tradugao de Maria Helena Franco Martins, Ed. Contraponto. Vejamos
alguns paragrafos nos quais Poincaré tece alguns comentarios sobre a

importancia da Analise Matemaética.

Sem duvida ja lhes perguntaram muitas vezes para que
serve a Matematica, e se essas delicadas construgoes que
tiramos inteiras de nosso espirito nao sao artificiais, concebidas
por nosso capricho.

Entre as pessoas que fazem essa pergunta, devo fazer uma
distingao; as pessoas praticas reclamam de nds apenas um
meio de ganhar dinheiro. Estes nao merecem resposta; a
eles, antes, é que conviria perguntar para que serve acumular
tantas riquezas e se, para ter tempo de adquiri-las, preciso
negligenciar a arte e a ciéncia, as unicas que podem nos
proporcionar espiritos capazes de usufrui-las,

et propter vitam vivend: perdere causas

Alias, uma ciéncia unicamente feita tendo em vista aplicacoes é
impossivel; as verdades s6 sao fecundas se forem ligadas umas
as outras. Se nos prendemos somente aquelas das quais se
espera um resultado imediato, faltarao os elos intermediarios,
e nao havera mais cadeia.

Mas basta de nos ocupar dos praticos intransigentes.
Ao lado deles, ha aqueles que, apenas curiosos quanto a
natureza, nos perguntam se temos condigoes de fazer com que
a conhecam melhor.

Para responder-lhes, s6 temos que lhes mostrar os dois
monumentos ja esbocados da mecanica celeste e da fisica ma-
teméatica.

A Matematica tem um triplice objetivo. Deve fornecer um
instrumento para o estudo da natureza.

Mas nao é s6 isso: tem um objetivo filosoéfico e, ouso dizer,
um objetivo estético.

Deve ajudar o fil6sofo a aprofundar as nogoes de nimero,
espago e tempo.

Jules Henri Poincaré, proe-
minente matematico francés,
nasceu a 29 de abril de 1854
em Nancy e faleceu a 17
de julho de 1912 em Paris.
Poincaré se dedicou a varias
areas da Matemaéatica e da
Fisica. Formulou a famosa
conjectura de Poincaré, pro-
blema matematico que s6
nos dias atuais foi resolvido.
Também escreveu obras de
divulgagao cientifica que atin-
giram grande popularidade
tais como Ciéncia e Hipotese
de 1901, O Valor da Ciéncia
de 1904 e Ciéncia e Método
de 1908.

E por causa da vida perdem-
se as razoes de viver.
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Seus adeptos, sobretudo, encontram nela frui¢coes analogas
as proporcionadas pela pintura e a musica. Admiram a
delicada harmonia dos numeros e das formas; maravilham-
se quando uma nova descoberta lhes abre uma perspectiva
inesperada; e a alegria que assim experimentam nao tem o
carater estético, embora os sentidos nao tenham nela nenhuma
participacao? Poucos privilegiados sao chamados a goza-la
plenamente, é verdade, mas nao acontece o mesmo com as
mais nobres artes?

Por isso, nao hesito em dizer que a Matematica merece ser
cultivada por si mesma, e que as teorias que nao tém aplicacao
na fisica devem sé-lo, tanto como as outras.

Mesmo que o objetivo fisico e o objetivo estético nao fossem
solidarios entre si, nao deveriamos sacrificar nenhum dos dois.

Mas nao é s6 isso: esses dois objetivos sao inseparaveis, e o
melhor meio de atingir um é visar o outro, ou ao menos jamais
perdé-lo de vista. E o que vou me esforcar por demonstrar,
precisando a natureza das relagoes entre a ciéncia pura e suas
aplicagoes.

O matematico nao deve ser para o fisico um simples
fornecedor de formulas; é preciso que haja entre eles uma
colaboracao mais intima.

A Fisica Matemética e a Anéalise Pura nao sao apenas
poténcias limitrofes, que mantém relagoes de boa vizinhanca;
penetram-se mutuamente, e seu espirito € o mesmo.

Todas as leis, pois, provém da experiéncia, mas para enun-
ciad-las é preciso uma lingua especial; a linguagem corrente é
demasiado pobre, e alids muito vaga para exprimir relacoes tao
delicadas, tao rica e tao preciosa.

Eis portanto uma primeira razao pela qual o fisico nao pode
prescindir da Matematica; ela lhes fornece a tnica lingua que
ele pode falar.

E uma lingua bem-feita nao é uma coisa indiferente; para
nos limitarmos & fisica, o homem desconhecido que inventou
a palavra calor destinou muitas geragdes ao erro. O calor
foi tratado como uma substéncia, simplesmente porque era
designado por um substantivo, e foi julgado indestrutivel.

Pois bem, continuando a comparac¢ao, os escritores que
embelezam uma lingua, que a tratam como um objeto de arte,
fazem dela ao mesmo tempo um instrumento mais flexivel,
mais apto a transmitir as nuancas do pensamento.

UFPA
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Compreendemos entao como o analista, que persegue um
objetivo puramente estético, por isso mesmo contribui para
criar uma lingua mais apta a satisfazer o fisico.

Mas nao é s6 isso; a lei provém da experiéncia, mas nao
imediatamente. A experiéncia individual, e a lei que dela se
tira é geral; a experiéncia é apenas aproximada e a lei é precisa,
ou ao menos pretende sé-lo. A experiéncia se realiza em
condicoes sempre complexas, e o enunciado da lei elimina essas
complicacdes. E o que chamamos “corrigir erros sistematicos”.

Em uma palavra, para extrair da experiéncia a lei, preciso
generalizar; uma necessidade que se impoe ao mais circunspec-
to observador.

Quem nos ensinou a conhecer as analogias verdadeiras e
profundas, aquelas que os olhos nao véem, e que a razao adi-
vinha?

O espirito matematico, que desdenha a matéria, para so
se ater a forma pura. Foi ele que nos ensinou a chamar pelo
mesmo nome seres que so diferem pela matéria, a chamar pelo
mesmo nome, por exemplo, a multiplicacao dos quatérnios e a
dos ntmeros inteiros.

Sao esses os servigos que o fisico deve esperar da Anélise,
mas para que essa ciéncia possa prestar-lhe esses servigos,
¢é preciso que ela seja cultivada do modo mais amplo, sem
preocupagao imediata de utilidade; é preciso que o matematico
tenha trabalhado como artista.

O que lhe pedimos é que nos ajude a ver, a discernir nosso
caminho no labirinto que se nos oferece. Ora, quem vé melhor
¢é aquele que mais ascendeu.

O tnico objeto natural do pensamento matemético é o
nimero inteiro. Foi o mundo exterior que nos impds o continuo;
sem duvida o inventamos, mas esse mundo nos forcou a
inventa-lo.

Sem ele nao haveria andlise infinitesimal; toda a ciéncia
matematica se reduziria a aritmética ou & teoria das
substituicoes.

Ao contrario, dedicamos quase todo o nosso tempo e todas
as nossas forcas ao estudo do continuo. Quem sera capaz de
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lamenté-lo, quem julgaré que esse tempo e essas forgas foram
perdidos?

A Anélise nos abre perspectivas infinitas, que a aritmética
nao suspeita; num breve olhar mostra-nos um conjunto gran-
dioso, cuja ordem é simples e simétrica; ao contrario, na teoria

dos numeros, onde reina o imprevisto, a visao é, por assi
dizer, tolhida a cada passo.

UFPA
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6 Apéndice 11

Conjuntos Enumeraveis

No presente capitulo, estudamos alguns fatos sobre o conjunto dos
numeros naturais. Estudamos o Principio da Inducao e, de forma apenas
superficial, condizente com os objetivos do curso, fizemos uma abordagem
dos Axiomas de Peano. Neste Apéndice, trataremos das questoes de
enumerabilidade, que estao relacionadas com a cardinalidade de conjuntos
que é, grosso modo, a “quantidade” de elementos de um dado conjunto.

Definicao 12. Diz-se que os conjuntos A e B possuem a mesma cardi-
nalidade se existir uma aplicagao bijetiva f : A — B, isto €, f € injetiva
e sobrejetiva. Se esse for o caso, escreve-se |A| = |B|.

Definigao 13. A cardinalidade de |A| é menor do que ou igual a
cardinalidade de |B| se existir uma aplicagdo injetiva f : A — B.

Nesse caso, escreve-se |A| < |B].

O seguinte resultado é devido a Cantor:

Teorema 1. Qualquer que seja o conjunto A tem-se |A| < |P(A)|, em
que P(A) é o conjunto das partes de A.

Em particular, nao existe aplicagdo sobrejetiva de A em P(A). Isso
nos diz que, dado um conjunto A sempre existe outro com cardinalidade
maior do que a cardinalidade de A.

Para uma demonstragao desse resultado consulte Lebl® [14].

Definigao 14. Um conjunto A é finito se existirn € N tal que |A| = |I,,],
em que I, = {1,2,...,n}. Nesse caso, a cardinalidade de A ¢é n.
O conjunto A ¢é infinito se nado for finito, ou seja, se ele contém um
subconjunto que estd em correspondéncia biunivoca com N.

Definigao 15. Um conjunto A € dito enumeravel se |A| = N, isto ¢, A
pode ser colocado em correspondéncia biunivoca com N = {1,2,...}. Nesse
caso, diz-se que A possui cardinalidade Ng.

O simbolo N, cujo nome é Aleph, é a primeira letra do alfabeto hebraico.

Devemos observar que se A e B forem conjuntos finitos, A C B, A # B,
entdo |A| < |B]. No entanto, isso nao se verifica no campo infinito.
Vejamos o exemplo a seguir.

3Jiri Lebl, Basic Analysis, Introduction to Real Analysis, http://www.jirka.org/ra/
, 2010.
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Exemplo 6. Sejam N ={1,2,...} e P C N,P #N, dado por
P={24,..}.

Observemos que a fungio f : N — P, definida por f(n) = 2n,Vn € N, €
uma bijecao. Isso significa que, no dmbito dos conjuntos infinitos, podemos
ter AC B,A# B, com |A| = |B].

Vejamos um outro exemplo em que esse fendmeno ocorre.

Exemplo 7. Observemos, inicialmente, que N U {0} ¢ enumerdvel.
Definindo f: NU{0} — Z por:

f(0) =0, f(2n) =n, f(2n—1) = —n,

verifica-se, facilmente, que f € uma bijecao. Assim, |N| = |Z|.

A seguir enunciaremos, sem demonstracao, alguns resultados sobre
enumerabilidade.

Todo subconjunto infinito de um conjunto enumeravel é enumeravel.
Se A e B forem conjuntos enumeraveis, entao A U B é enumeravel.
Se A é finito e B é enumeravel, entao A U B é enumeravel.

Se (A,,) é uma sequéncia de conjuntos enumeraveis, entao Uy~ A, é
enumeravel.

(e) Se A e B sao conjuntos enumeréveis, entdo A x B é enumeravel.

(f) Se A é um conjunto enumeravel e f : A — B é uma aplicac¢ao
sobrejetiva, entao B ¢ finito ou enumeravel.

Segue-se do item (f) que o conjunto dos racionais Q =
{%’;p,q €Z,q# 0 é enumeravel. Com efeito, basta observar que a
aplicacao f : Z x (Z \ {0}) — Q, definida por f(p,q) = %’, é sobrejetiva.
Ou seja, Q é denso em R mas é enumeravel. Mostraremos que o conjunto
dos irracionais Q° nao é enumeréavel. Isso decorre do:

Teorema 2. O conjunto dos nimeros reais € nao-enumerdvel.

Demonstragao. Usaremos o Método Diagonal de Cantor. Mostraremos
que o intervalo (0,1) é nao-enumeravel. Decorrera dai a nao-
enumerabilidade de R. Suponhamos, por contradi¢cao, que o intervalo
(0,1) seja enumeravel. Escrevamos uma enumeracao de (0,1) como a
seguir:

0,a11a12a13 - a1p - - ;
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0, ag1a22a93 - - - Aoy -+ ;

07 Ap1Gp2an3 - Qpp * *

*

em que os a;; sao algarismos que podem assumir os valores 0,1,...,9. A
seguir, construimos uma decimal 0, b;b2b3--- b, - -- da seguinte maneira:
by # ai1,be # ass, -+ by F app,---. Observemos que 0,b1bob3 -+ by, - - -

nao se encontra na lista precedente. Portanto, (0,1) é ndo-enumeravel de
onde segue-se a nao-enumerabilidade de Q°. O
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Capitulo 2

Sequéncias de Ntuimeros Reais

1 Nocoes Preliminares

Este capitulo sera dedicado ao estudo de uma classe particular, mas
nem por isso menos importante, de fungoes reais: as chamadas sequéncias
(ou sucessoes) reais. Na verdade, o(a) leitor(a) ja travou conhecimento
com esse assunto ao estudar, no ensino médio, as progressoes aritméticas
e geométricas. Aqui, faremos um estudo mais formal dando énfase,
principalmente, as questoes de convergéncia e divergéncia. Nesse sentido,
a nocao de limite tera uma posicao de destaque haja vista que ele seréd
utilizado, também, nas questoes concernentes a limites de fungoes reais.

Definigao 16. Uma sequéncia numérica real (ou simplesmente sequéncia)
¢ uma fungao a : N — R que a cada n € N associa um nimero real a(n)
designado por a,,.

Os nameros a, sao chamados termos da sequéncia e a sequéncia
a : N — R serd designada por (a,) ou (aj,az,as,---). O conjunto
formado por seus termos seré representado por {a,} ou {ai,as,as,---}.
Na grande maioria dos casos aqui tratados, a,, serd dado por uma expressao
matemaéatica em funcao de n; ela serd chamada termo geral da sequéncia

(an)-
No estudo do comportamento das sequéncias é bastante esclarecedor

imaginar os seus termos representados na reta numérica. Neste texto essa
postura sera fortemente adotada.

Exemplo 8. Os exemplos dados a seguir ilustram os conceitos vistos até
agora.

(i) A sequéncia dada por (1, %, %, - ) possui como termo geral a, = %
e {1, %, %, e } ¢ seu conjunto de valores.

33
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a4 (13 a2 Cll
% — % —>
1 L 1
0 T3 2 1
(ii)) A sequéncia (1,2,3,---) possui a, = n como termo geral e
{1,2,3,---} € seu conjunto de valores.
al a, a, a4
! ! ! | | »
T T T T T Ll
0 1 2 3 4

(iii) A sequéncia (1,—1,1,—1,1,—1,---) tem como termo geral a, =
(—=1)"! e seu conjunto de valores é {—1,1}.

\ 4

(iv) A sequéncia (3,3,3,---) tem como termo geral a, = 3 e como
conjunto de valores {3}.

I

L
W

I

v

o
O )

Observagao 3. Algumas vezes, as sequéncias nao iniciam com o termo

correspondente a n = 1. Por exemplo, na sequéncia (ﬁ) nao hd sentido

X . 0
fazer n =1 oun = 2. Nesse caso, pode-se indicd-la por ( L ) .
) nl—n/p=3

Vérios outros exemplos surgirao em nosso estudo a medida em que
formos avangando no curso.

2 Limites de Sequéncias

Nesta secao vamos distinguir um tipo especial de sequéncia. Sao
aquelas para as quais existe um namero real que funciona como uma
espécie de atrator de todos os seus termos, ou seja, 0s seus termos se
aproximam indefinidamente desse nimero, que serd chamado o seu limi-
te. Nem toda sequéncia tera limite e as que o possuem serao chamadas
convergentes; as outras de divergentes. Essas nocoes serao de fundamental
importancia.
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Sequéncias Convergentes

Comecemos definindo formalmente as sequéncias convergentes.

35

Definigao 17. Diz-se que uma sequéncia (a,) é convergente se existir um
ntmero real [ tal que, dado qualquer niimero positivo ¢, existe um indice

ny = no(e) € N de modo que

la, — 1] < & para todo n > ny.

Nesse caso, diz-se que [ é o limite de (a,) (ou que a sequéncia (a,) converge

para l) e escreve-se

lim a, = ou lima, =1 ou a, — (.

n—o0

Observemos que a condi¢ao de convergéncia de uma sequéncia pode

ser reescrita como:

Dado qualquer € > 0, existe ng € N tal que
an € (I —¢,l+¢) se n>ny

ou seja, para qualquer intervalo aberto centrado em torno do
limite [, sempre pode-se encontrar um indice ng € N a partir
do qual todos os termos de (a,,) estarao dentro desse intervalo,

conforme mostra a seguinte figura.

A

L
\

Uma sequéncia que nao converge sera chamada divergente.

| | | |
T T I T
l-¢ ] Qs Gnyg Qi @y

0

U
l+¢

\ 4

Observagao 4. Se (a,) for uma sequéncia convergente, entao o seu limite
serda unico. Com efeito, suponhamos que a e b sejam limites de (a,).
Mostremos que a = b. Como decorréncia da desigualdade triangular, tem-

se

la —0b| =|a —a, + an, —b| < |a, — a| + |a, — b|.

Seja € > 0 um ntmero arbitrario. Como a,, — a existe n; € N tal que
€
la, —al < 5 se n > ni.
Analogamente, em virtude de a,, — b, existe ny € N tal que
€
lan, — b <5 se n 2> ns.

Tomando ng = max {ny,ny} e se n > ny concluimos que

£
— b < =
ja b <3+

Como ¢ > 0 é arbitrario, segue-se que a

Alguns autores definem como
nulas aquelas sequéncias que
convergem para zero.

A defini¢ao de convergéncia
pode ser refraseada como: A
sequéncia (an) converge para
l se, dado € > 0, existir um
namero K tal que |an —1| < €
sen > K.

A convergéncia ou a diver-
géncia de uma sequéncia nao
se altera se adicionarmos,
suprimirmos ou alterarmos
um namero finito de seus
termos.



Verifica-se facilmente que
(an) € nula se, e somente se,
(Jan|) for nula.
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Exemplo 9. A sequéncia constante (a,a,a,---), em que a, = a, para
todo n € N, é convergente e seu limite € o proprio a. Basta observar que,
para qualquer € > 0, temos

la, —al =]a—a|l| =0<e¢e, para todo n € N.
e assim lima,, = a.

. , , 1
Exemplo 10. Consideremos a sequéncia cujo termo geral é a, = — e

S

seja € > 0. Apliquemos a Propriedade Arquimediana aos nimeros € e 1.
Assim, existe ng € N, dependendo de €, tal que nge > 1. Se n > ng entao
ne > noe > 1, de modo que

1
~ <e,
n

ou seja,

1
-0
n

< e sen>mny.

Isso mostra que % — 0.

A : , (-1 .
Exemplo 11. A sequéncia cujo termo geral € a, = -—~ também
converge. Para demonstrar isso basta proceder como no exemplo anterior,
po1Ss

(0[]t
n n n’
Assim, hm% =0.
a1 a3 as a4 a2
1 110 1 L g
3 5 4 2

Exemplo 12. A sequéncia (1,—1,1,—1,---) cujo termo geral é dado por
a, = (=1)"", para todo n € N nao converge. De fato, nenhum nimero
real | pode ser o seu limite, pois o intervalo (l — %, [+ %), nao pode conter
01 eo—1, simultaneamente. Desse modo, dado € = %, nao existe ng € N
tal que (=1)"*' € (I — 3,1+ 3), para todo n > ne.

Exemplo 13. Consideremos a sequéncia em que o termo geral € a,, = n.
Ela nao converge e seu comportamento é distinto do daquela divergente
dada mno exemplo anterior em que a divergéncia se dava de maneira
oscilatoria e os seus termos permaneciam limitados. No presente exemplo
a sequéncia diverge tendendo para +o0.

Formalmente, temos a seguinte defini¢ao:
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Definigao 18. Diz-se que a sequéncia (a,) tende para +oo se, dado
qualquer K > 0, existir ng € N tal que a, > K para todo n > ng. Nesse
caso, escreve-se:

lim a, = +oc0 ou lima, = +o00 ou a, — +00

n—-+oo
Definicao 19. Diz-se que a sequéncia (a,) tende para —oo se, dado
qualquer K > 0, existir ng € N tal que a, < —K para todo n > ng.
Nesse caso, escreve-se:

lim a, = —o00, ou lima, = —0c0 ou a, — —00
n—-+4o0o

Deve-se enfatizar que uma sequéncia pode divergir sem que ela oscile ou
tenda para +o0o ou —oo; seu comportamento pode ser totalmente cadtico
como o que acontece com a sequéncia que a cada n € N associa a n-ésima
casa decimal do desenvolvimento do ntimero irracional 7 = 3,1415926 - - - .
Os primeiros termos dessa sequéncia sao dados por a; = 1,a9 = 4,a3 =
l,ag=5,a5=9....

Definicao 20. A restri¢ao de uma sequéncia a : N — R a um subconjunto

infinito N' = {n; <ng <mng<---} € chamada subsequéncia de a. A
cada n; € N a subsequéncia associa o termo an; e serd designada por
(Gnys Qny, Gny, -+ - ) ou, de maneira mais compacta, (a,,) em que n; € N'.

Da mesma maneira que falamos em sequéncia convergente ou
divergente, pode-se falar em subsequéncia convergente ou divergente.

Exemplo 14. Voltemos a sequéncia do exemplo 12 em que o termo
geral € a, = (=1)"*Y. Dela, consideremos duas subsequéncias:- uma
referente aos indices pares e outra referente aos indices impares. Para
o primeiro caso, teremos a subsequéncia (—1,—1,—1,...) e para sequndo
teremos (1,1,1,...). Em ambos temos subsequéncias constantes, logo,
convergentes. Muito embora a sequéncia original seja divergente ela possui
pelo menos duas subsequéncias convergentes.

Deve-se observar que mnem toda sequéncia admite subsequéncias
convergentes. FEste é o caso da sequéncia (a,) com a, = n, para todo
n € N. No entanto, toda sequéncia limitada possui uma subsequéncia
convergente. Esse € o enunciado de um teorema central em Andlise o qual
é devido a Weierstrass e que serd estudado no capitulo 3.

Antes de prossequirmos estabeleceremos algumas definigoes.

Definigao 21. Uma sequéncia (a,) diz-se limitada se existir uma cons-
tante positiva K tal que |a,| < K, para todo n € N.

Por exemplo, a sequéncia de termo geral a, = % ¢ limitada e
podemos tomar K = 1. Ja a sequéncia de termo geral a, = n nao é
limitada.
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Quando, para uma sequéncia (a,), existir um numero real K tal que
a, < K, para todo n € N, diremos que a sequéncia (a,) é limitada
superiormente. Se a, > K, para todo n € N, diremos que (a,) é limitada
inferiormente. E claro que uma sequéncia (a,) ¢ limitada se, e somente
se, ela for limitada tanto superiormente quanto inferiormente.

Outros tipos bastante usuais de sequéncias sao as estabelecidas nas
quatro defini¢oes seguintes.

Defini¢ao 22. Uma sequéncia (a,,) é dita nao-decrescente se a, < a1,
para todo n € N.

Exemplo 15. A sequéncia (1,1,2,2,3,4,5,--+) é nao-decrescente.

Definigao 23. Uma sequéncia (a,) € dita crescente se a, < a,y1, para
todo n € N.

Exemplo 16. A sequéncia cujo termo geral € dado por a, = “—=,n =
1,2,--- € crescente.

Definigao 24. Uma sequéncia (a,) é dita nao-crescente se a, > Qni1,
para todo n € N.

Exemplo 17. A sequéncia (1,1,

N
Wl

7 le }1, -++) € nao-crescente.

Wl

1
199 30

Definigao 25. Uma sequéncia (a,,) € dita decrescente se a,, > a1, para
todo n € N.

Exemplo 18. A sequéncia (1, %, %, %‘, -++) € decrescente.

Sequéncias que se enquadram em uma dessas defini¢oes sao chamadas
monotonas.

Deve-se observar que toda sequéncia possui uma subsequéncia nao-de-
crescente ou uma subsequéncia nao-crescente ou ambas. Tente demonstrar
este resultado. Observe a sequéncia

1 1 _1
1,=,3,-,5,=,7,=,...].
( 727374757677787 )

e extraia dela uma subsequéncia crescente e uma decrescente. Vejamos
um outro exemplo.

Exemplo 19. Consideremos a sequéncia

1 1 1 1 1 1
et 1 e 1 _ — = 1 _ = — = 1 —_— = _ - — e
a1 , A2 27 as 2+47 Q4 2_'_4 87
A subsequéncia (as, a4, ag, - -+ ) é crescente. De fato,

L1 . 1 1 . 1 1
an: — = _ — = [
2 2 4 8 on-1 9on
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em que as expressoes entre parénteses sao positivas. Como

1 1
(2nt2 = d2n <W ~ Sonte
segue-se que Aon1o > Aop.

Mostremos que a subsequéncia (al, as, as, - - ) ¢é decrescente. Para isto
basta observar que

(11 11 1 1
Grr=27\27 1) "8 1) T\ T2 )

Como os termos entre parénteses sao positivos segue-se que ag,i1 >
asnt3. Portanto, a sequéncia original possui duas subseqiiéncias uma
delas crescente e outra decrescente. Esta sequéncia voltara a ser analisada
quando estudarmos as séries numeéricas.

O teorema seguinte nos fornece uma importante propriedade das
sequéncias convergentes.

Teorema 3. Toda sequéncia convergente é limitada.

Demonstracao. Sejam (a,) uma sequéncia convergente com [ = lim a,,.
Tomando ¢ = 1, existe ng € N tal que

la, — 1] <1 se n > no.
Dalf,
lan| = lan =1+ <|a, =1+ |I| <1+]l], se n>ny.

Os termos restantes {aj, - ,a,,—1} podem ser limitados por k =
max {|ai|, -, |an,—1|}. Portanto, para qualquer n € N, teremos

la,| < max {1+ ||, k}

o que conclui a demonstragao. O

Deve-se observar que a reciproca desse fato nao é verdadeira:- existem
sequéncias que sao limitadas mas nao sao convergentes. Isto é o que
acontece com a sequéncia exibida no exemplo 12 previamente estudado.

Propriedades Algébricas de Limites de Sequéncias

Recordemos que sequéncias sao fungoes reais, de modo que, dadas duas
sequéncias (ay,) e (by,), podemos construir novas sequéncias efetuando suas
soma, produto e quociente, isto é, podemos considerar (a,, + b,), (a,b,) e
(‘Z—:) Para essa ultima é necesséario que b, # 0, para todo n € N. Surge

assim a seguinte pergunta
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Se (ay) e (bn) forem convergentes, (a, + by), (anbn) e (52)
também o serao?

Veremos que a resposta para essa pergunta é afirmativa. Surge, entao,
uma nova questao.

Sendo (a,) e (b,) sequéncias convergentes, como os limites de
(an + Do), (anbn) € (3*) sdo dados em fungdo dos limites de
(an) e (bn)?

Veremos que

lim(a, +b,) = lima, +limb,

lim(a,b,) = lima,limb,
i G lim a,
im(— ) =
by, lim b,
E costume nos referirmos a essas propriedades dizendo, respectivamente,

que o limite da soma é a soma dos limites, que o limite do produto é o
produto dos limites e que o limite do quociente é o quociente dos limites.

Além dessas questoes, veremos outras tal como a regra do sanduiche
e o fato de que se a, — 0 e (b,) ¢ limitada entdo a,b, — 0. Comecemos
tratando do limite da soma.

Propriedade 1. Se (a,,) e (b,) forem duas sequéncias convergentes, entao
(an, + by) € convergente e

lim(a, + b,) = lima,, + lim b,.

Demonstragao. Seja € > 0 e suponhamos que lima, = a e limb, = b.
Assim, existem n; e ny pertencentes a N tais que

|an—a\<% se n>mny

€
|b, — b] < 5 se n > ng.
Escolhendo ng = max {nj,ny}, teremos, usando a desigualdade triangular

dada no exercicio do capitulo 1,

(@n+ba) = (@4 8)] = [(an =)+ (bu = b)| < Jon =l + b —b < 5+ =,

para n > ng, de modo que (a, + b,) converge e lim(a, + b,) = a+b =
lima,, + lim b, O

Mostremos que o limite do produto é o produto dos limites.
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Propriedade 2. Se (a,) e (b,) forem sequéncias convergentes, entdao
(anby) € convergente e

lim(a,b,) = (lima,)(limb,).

Demonstracao. Suponhamos que lima, = a e limb, = b. Fagamos a
estimativa de

lanb, —ab| = |anb, — ab, + ab, — abl
< |apb, — ab,| + |ab, — ab|
by ||an, — a| + |a||b, — b].

Como (by,) ¢ limitada, por ser convergente (vide Teorema 3), existe k > 0
tal que |b,| < k para todo n € N. Dado ¢ > 0, desde que a, = a e b, — b
existem n; e ny niimeros naturais tais que

|&n—&|<%, se n>mny

|b, — b| < se n > ns

€
2al|”

se a # 0. Seja n > ng = max {ny,ny}. Entao

€ 5 e €
nbn_b<bn n bn_b Sk_ - — = P
la ab| < |bnllan — a| + |al| \ 2k+’a‘2|a| ;T =¢
e dai (anb,) — ab. Para o caso a = 0, veja a Proposigao 10. O

Consideremos o caso no qual temos duas sequéncias convergentes (by,)
e (a,) em que b, = ¢, para todo n € N, sendo ¢ um numero real fixo,
ou seja, (b,) é uma sequéncia constante. Pelo teorema anterior (b,a,) é
convergente e

lim(ca,) = lim(b,a,) = lim b, lim a,, = clim a,,.
Dessas observagoes, segue-se o seguinte corolario do teorema anterior.

Corolario 1. Sejam (a,) uma sequéncia e ¢ um nimero real. Entao (cay)
€ uma Sequéncia convergente e

lim(ca,) = clima,,.

Dada uma sequéncia (a,,), podemos construir a sequéncia (|a,|) cons-
tituida pelos valores absolutos dos termos de (a,). A proxima propriedade
é relativa a sequéncia assim construida.

Propriedade 3. Se (a,) € uma sequéncia convergente, entdo (|a,|) €
convergente e lim |a,| = |lim a,|.
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Demonstracao. Facamos lima, = a e observemos que, usando a
segunda desigualdade triangular, tem-se

||an| - |a|| <lan — a"

Dai, a convergéncia de (a,) implica na convergéncia de (|a,|) e lim |a,| =
| lim ay,|. O

A reciproca dessa tultima propriedade nao é verdadeira. Fica a
cargo do(a) leitor(a) encontrar um contra-exemplo para comprovar essa
afirmacao. Entretanto, temos o seguinte resultado:

Propriedade 4. Seja (a,,) for uma sequéncia convergente. Entdo lima,, =
0 se, e somente se, lim |a,| = 0.

Demonstragao. Basta mostrar que lim |a,| = 0 implica que lima,, = 0
em virtude da propriedade precedente. Se lim |a,| = 0, dado € > 0, existe
no € N tal que ||la,| — 0] < &, se n > ng. Assim, |a,| < €, ou seja,
la, — 0| < &, para n > ng. Logo lima,, = 0. O

Propriedade 5. Se (a,) for uma sequéncia que converge para a # 0,
entdo existem ng € N e k > 0 tais que |a,| > k para todo n > ny.

Demonstrag¢ao. Como lima, = a # 0, dado € = %, existe ng € N tal
que
|a]

la, — al <5 se n > ng.
Observando que ||a,| — |a|| < |a, — a|, obtém-se

lal

la| — |an| < o e n > ng.

Logo,
|al
0<7<|an| se n > ng
o que conclui a demonstracao da propriedade. O

Para mostrarmos que o limite do quociente é o quociente dos limites
precisaremos da seguinte propriedade.

Propriedade 6. Seja (a,,) uma sequéncia convergente tal que a,, # 0 para

todon € N e lima,, = a # 0. Entao (i) converge e lim % = hmlan.

Demonstracao. Facamos a estimativa de

|an — a‘

 laallal |

ap —

A
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Como lima, = a # 0, usando a Propriedade 5 existe n; € N tal que
la,| > % se n > ny;. Também, dado € > 0, existe ny € N tal que

2
|an—a|<¥ se n > ns.

Tomando ng = max {ny, ny},teremos

1 1 — 2 —
— _:|a” a|_ |an2a|<5sen2no
ap al |ayla| |al
e entdo -+ — % O
n

Propriedade 7. Sejam (a,,) e (b,) sequéncias convergentes tal que by, # 0

para todo n € N e limb,, # 0. Entdo (g—:) converge e lim (Z—:) = 1111;‘1—‘;:
Demonstracao. A demonstracao dessa propriedade segue-se
imediatamente das propriedades 2 e 6. O

Propriedade 8. Se (a,) e (b,) forem duas sequéncias convergentes tais
que a, <b,, entao lima, <limb,.

Demonstragcao. Facamos lima, = a e limb, = b e suponhamos, por
contradicao, que a > b. Assim, existem ny,ns € N tais que

|an—a|<%, se n>n

—b
by, — b <aT, se n > n.
Escolhendo ny = max {ny,ns}, obtemos
a—b=a—a,+a,—b<a—a,+b,—b<|a,—a|+|b,—b| <

a—b+a—b
2 2

o que é impossivel. Portanto, a = lima, < b = limb,. O

=a—>bse n>ng

Propriedade 9. (Regra do Sanduiche) Sejam (a,),(b,) e (c,)
sequéncias tais que a, < b, < ¢,. Se (a,) e (c,) convergem e lima, =
lime, =1, entdao (b,) converge e limb,, = [.

Demonstragao. Desde que (a,) e (¢,) ambas convergem para [, dado
€ > 0, existe ng € Ntal quel —e < a, ec, <l+esen > ng. Da
desigualdade a,, < b, < ¢,, obtemos

l—e<b,<l+e€ se n>nyg.

Isso mostra que (b,,) converge para . O
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Propriedade 10. Se (a,,) converge para 0 e (b,) € uma sequéncia limitada
entdo a sequéncia (a,b,) converge para 0.

Demonstragao. Desde que (b,,) € uma sequéncia limitada, existe K > 0
tal que |b,| < K para todo n € N. Como a,, — 0, dado ¢ > 0, existe
no € N de modo que n > ng implica |a,| < &. Portanto,

3

anb = 01 = [anbul = lanIb] < =

K =¢ se n>nyg,

e assim a,b,, — 0. O

O proximo teorema estabelece a convergéncia de um tipo especial de
sequéncia.

Teorema 4. Se (a,) € uma sequéncia nao-decrescente e limitada
superiormente, entao (a,) converge para sup {ay, as,as, .. .}.

Demonstragao. Desde que (a,) ¢é nao-decrescente e limitada
superiormente tem-se

i <ay< ... <ap<app <... <K,

para algum K > 0 e para todo n € N. O postulado de Dedekind nos
garante que o conjunto limitado {ay, as, as, ...} possui supremo, digamos,
a. Mostremos que a,, — a. Para isso, seja ¢ > 0 e usando a caracterizagao
de supremo de um conjunto dada no capitulo anterior (vide exercicio 12),
existe a,, tal que

a—¢e<ap <a.

Como (a,) é nao-decrescente e a = sup{ai,as, as,...} segue-se que
an, < a, < a, para todo n > ny. Entao

a—e<ap<a+e, sen>ny.

Isso mostra que a,, — a. O

Podemos demonstrar de maneira completamente analoga o préximo
resultado.

Teorema 5. Se (a,) for wma sequéncia ndao-crescente e limitada
inferiormente, entdo (a,) convergird para inf {ay, as,as,...}.

O proximo exemplo nos fornece uma interessante aplicagao do teorema

4.

Exemplo 20. Consideremos a sequéncia

11 1 1 1 1
(7 +F7 +F+§7>a
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cujo termo geral €

_q 1 1 1
ap, = -I—ﬁ-l—a—i—---—i—m.
Mostremos que seu conjunto de valores {1,1+ %,1 + % + %,} € li-

mitado superiormente (claramente também € limitado inferiormente, mas
isso nao interessard na nossa andlise) e, pelo Postulado de Dedekind, ele
POSSUL SUPTEMO.

Comecemos observando que

3 = 3.2>22
4l = 4.3.2>23
5 = 5-4-3-2>2%
nl = n-(n—-1)---2>2""1
Da7
1+1+1+1+ +1 < 1+1+1+1+ + !
120 3l n! 2 22 on—1
1—(H)”
—3
1
= _anl
< 3,
1+1+1+1+ +1<1+1+1+1+ - L
20 3 n! 2 22 on—1
1-(3)"

2

em que usamos a erpressao para a soma dos n primeiros termos de uma
progressao geométrica de razao igual a % Seque-se, pelo Teorema 4, que
a sequéncia em estudo € convergente; seu limite € o niumero e, base do
sistema de logaritmos naturais ou neperianos, que o(a) leitor(a) conhece

desde o curso de Cadlculo. Isso sugere a notagao

_q 1 1 1
e = +ﬁ+5+"‘+m+"‘
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Outra aplicacao dos teoremas 4 e 5 é o Teorema dos Intervalos Encai-
zados que seré estabelecido a seguir.

Teorema 6. Consideremos a sequéncia de intervalos encairados
oo Capy1, bpy1] C lan, by] C -+ Clag, bo] C lay, by].
Entao existem niumeros reais a < b tais que
[a,b] = N2 [an, by

Além disso, se b, —a, — 0, entdo a = b.

Demonstracao. Inicialmente, observemos que
ay < ap < apyy < by < b, <b; paratodo n € N.

Segue-se, pelos teoremas 4 e 5, que existem a < b tais que a, — a e
b, — b. Consequentemente, [a,b] = N>, [ay, by].

n=1

b—a

Suponhamos, a seguir, que b, —a, — 0 mas a < b. Escolhendo € = >5¢,

teremos
b—a .
b, —a, < —5 bara todo n € N suficientemente grande.

Tomando limites em ambos os membros dessa tltima desigualdade,
obtemos b—a < b_T“ o que é uma contradicao. Isso conclui a demonstracao.
O

3 Exercicios Propostos

1. Calcule os cinco primeiros termos das seguintes sequéncias:

(a) (n®+2n*>—n+3)
(b) (525

(c) (cos(n))

(d) (251

O

2. Determine quais das seguintes sequéncias sao ou nao monétonas ou
eventualmente monotonas:
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10.

11.

12.
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Para cada uma das sequéncias (a,),! € R e ntumeros positivos ¢,
encontre um ny € N tal que |a,, — | < e para todo n > ny.
a, = =Y 1= 0,6 = 0,0001

1
an:m,l:O,EZO,OOOOQ

—n=1 g _ —
Cln—n—_i_Q,l—l,E—O,()Ol

_ 2n242 _ _ —4
(d) an = 2221 =2,e = 10

Dado € > 0, determine os valores de n € N para os quais vale a
desigualdade |a,, — | < € quando:

2

(a) an =77 e =1

(b) an:%e [=0.

(c) a, = n;in e [=0.
)

ap=(-1"(1-%) e I=1

. Use a Propriedade Arquimediana para mostrar que a sequéncia

(n2_+1> é convergente. Qual o seu limite? Faca o mesmo para a

sequéncia (#1) .

. Mostre que se a sequéncia (a,) convergir para a entao toda

subsequéncia de (a,) também convergiré para a. Conclua dai que a
sequéncia (2,1,2,3,2,1,2,£,...) diverge.

Dada a sequéncia (a,) mostre que se ambas as subsequéncias
(ay,as,as,...) e (as, a4, aq,...) convergem para a entao a sequéncia
(a,) também converge para a.

Mostre que toda sequéncia nao-crescente e limitada é convergente.

. Seja (a,) uma sequéncia convergente e suponha que a, > 0, para

todo n € N. Mostre que lima,, > 0.

1
Mostre que se a > 1, entao — = 0.
an

Seja (a,) uma sequéncia com todos os termos nao-nulos, que convirja
para um limite positivo. Mostre que o conjunto

1 1 1
ay ay as’

Suponha que a sequéncia de termos positivos (a,) convirja para 0.

Mostre que a sequéncia ((%) tende para +o0o. E se os termos da

n

sequéncia nao forem todos positivos?

¢é limitado.
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13.

14.
15.

16.

17.

18.

19.

20.
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Mostre que se a sequéncia (a,) for convergente entdo limaf =
(lima,)*, qualquer que seja o nimero natural k. Estude os casos
em que k é inteiro ou racional.

Calcule lim(v/n? +n —n).

Considere a sequéncia (a,) dada por:

a1:\/§, € Upi1 =1\/2++/a,, n=1,2,....

Mostre que (a,,) converge e que a, < 2 paran = 1,2,3,....

Demonstre que se (a,) for crescente (decrescente) e possuir uma
subsequéncia (a,, ) convergente, entdo (a,) sera convergente.

Diga, justificando, quais das seguintes afirmacoes sao verdadeiras e
quais sao falsas.

(a) Se limb, = +oo e lima, = 0 entdo lima,b, = 0.

(b) Se (a,) e (b,) forem sequéncias de ntimeros reais positivos tais

que lima, =0 e limb, = 0, entao lim (Z—T;) =1.

Se lim a,, existe e lim b, nao existe, entao lim(a,+b,) nao existe.
Se lim a,, e limb,, ndo existem entdo lim(a, + b,) ndo existe.

()
)
(e) Se lima, e limb, nao existem entao lim a,b, nao existe.
(f) Se lim |a,| =1 entao lima, = 1 ou lima, = —1.

)

O que se pode dizer sobre a sequéncia (a,) se ela converge e
cada a,, é inteiro.

(b) Encontre  todas as  subsequéncias  convergentes da

sequéncia  (1,—1,1,—1,...). Observe que ha infinitas
subsequéncias convergentes mas apenas dois possiveis valores
limites.

(c¢) Encontre todas as subsequéncias convergentes da seqiiéncia
(1,1,2,1,2,3,1,2,3,4,1,2,3,4,5,...).
Observe que existem infinitos valores limites possiveis.

Sejam 0 < a; < ag e defina

1 1
Apy1 = (apby)2 € by = §(a” +by).

Mostre, por indugao, que a, < b,, para todo n € N. Mostre que
(ay) e (b,) convergem para o mesmo limite.

Construa uma sequéncia que tenha uma subsequéncia convergente
para 1, uma subsequéncia convergente para 3, uma subsequéncia
convergente para s, ...
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4 Apéndice 1

Continuidade e Nuimeros Irracionais

Neste apéndice, faremos uma traducao livre do prefacio escrito
por Richard Dedekind para o seu trabalho Continuidade e Numeros
Irracionais no qual ele constroi, usando cortes, que viriam a ser chamados
Cortes de Dedekind, o corpo dos numeros reais. Esse prefacio é importante
pois, entre outras coisas, relata o porqué de Dedekind ter sentido a
necessidade de construir o corpo dos niimeros reais.

Antes de passar ao prefacio digamos algumas palavras sobre Dedekind.
Richard Dedekind (1831-1916) foi um mateméatico alemao, nascido e
falecido em Braunschweig, e filho de um professor do Collegium Carolinum,
em Brunswick, Alemanha. Permaneceu celibatario por toda a sua vida,
morando com uma de suas irmas. Realizou seus estudos de doutorado em
Gottingen, tendo sido o ultimo orientando de Gauss, com uma tese sobre
integrais Eulerianas. Seu trabalho mais popular foi sobre a construcao dos
numeros reais, realizado em 1852.

Passemos ao prefacio do trabalho supracitado.

Minha atencao referente as consideragoes relativas a este
trabalho foi primeiro dirigida no outono de 1858. Como
professor na Escola Politécnica em Zurique tive que lecionar
pela primeira vez os elementos do Céalculo Diferencial e senti,
de maneira mais intensa que antes, a auséncia de fundamento
realmente cientifico para a Aritmética. Ao discutir a nogao
de aproximagao de uma variavel de um determinado valor li-
mite, e particularmente ao demonstrar o teorema que afirma
que toda variavel que cresce continuamente mas nao ultrapassa
um determinado valor, deve tender a um valor limite, tive que
recorrer a argumentos geométricos. Mesmo agora, considero
extremamente 1til, do ponto de vista didatico, o recurso ao
apelo intuitivo geométrico em uma primeira apresentacao do
Calculo Diferencial e, de fato, indispensavel se nao quisermos
perder muito tempo. Mas essa forma de introdugao ao Calculo
Diferencial nao possui fundamento cientifico, e isto ninguém
pode negar. Para mim, esse sentimento de insatisfacao se
tornou tao intenso que resolvé-lo se tornou uma ideia fixa e
permaneci meditando sobre ele até que eu encontrasse um
fundamento puramente aritmético e perfeitamente rigoroso
para os principios da Analise Infinitesimal. A afirmagao de
que o Célculo Diferencial trata de magnitudes continuas é feita
com muita frequéncia. No entanto, uma explicacao sobre essa
continuidade nao é encontrada em lugar nenhum; mesmo a
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mais rigorosa exposi¢ao do Calculo Diferencial nao fundamenta
suas demonstragoes sobre a continuidade mas, com mais ou
menos consciéncia deste fato, elas ou apelam para nogoes
geométricas ou sao sugeridas pela geometria, ou dependem de
teoremas que nunca foram estabelecidos de modo puramente
aritmético. Entre esses, por exemplo, esté o acima mencionado
teorema, e uma investigacao cuidadosa convenceu-me que esse
teorema, ou qualquer outro resultado equivalente a ele, pode
ser considerado de algum modo como uma base suficiente
para a Anélise Infinitesimal. Resta somente descobrir sua
verdadeira origem nos elementos da aritmética e assim e
a0 mesmo tempo assegurar a definicao real da esséncia da
continuidade. Aconteceu em 24 de novembro de 1858 e alguns
dias depois comuniquei os resultados de minhas meditagoes
ao meu caro amigo Durége com quem eu tive uma longa
e acalorada discussao. Posteriormente, expus estas ideias a
alguns de meus alunos, e aqui em Braunschweig li um artigo
sobre tal assunto perante um clube cientifico de professores,
mas ainda nao tinha a inten¢ao de publicé-lo pois, em primeiro
lugar, a apresentacao nao me parecia simples e, além disso, a
teoria por si s6 ainda nao se mostrava promissora. Contudo,
eu estava mais ou menos determinado a escolher este topico
para esta ocasiao, quando alguns dias antes, 14 de marco, por
gentileza do autor, o artigo Die Flemente der Funktionenlehre
de E. Heine (Crelle ’s Journal, Vol. 74) veio as minhas maos
e eu tomei a decisao. Realmente eu concordei inteiramente
com a substancia desta Memoria, e nao poderia ser de outra
forma, mas francamente devo reconhecer que minha propria
apresentacao me parecia mais simples e trazia a tona os
pontos vitais mais claramente. Quando estava escrevendo
este prefacio (20 de margo de 1872), recebi o interessante
artigo Ueber die Ausdehnung eines Satzes aus der Theorie der
trigonometrischen Reihen, de Georg Cantor (Math. Annalen,
Vol. 5), para o qual eu externo ao engenhoso autor os mais
afetuosos agradecimentos. Acredito, ap6s uma rapida leitura,
que o axioma dado na Secao II daquele artigo, exceto a sua
forma de apresentacao, coincide com aquilo que designei na
Secao III como a esséncia da continuidade.

UFPA
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5 Apéndice 11

O Nuamero e Revisitado

Veremos como introduzir o nimero e de uma maneira alternativa. Malis
precisamente, mostraremos que

1 n
e = lim (1 + —) : (2.1)
n

Provaremos que essa sequéncia é crescente e limitada.

(a) ((1+2)") é crescente.

Usando o Bindmio de Newton, obtemos
\" 1 n(n —1) \"
1+—-) =1 — — -] . 2.2
(( +n> +n(n)+ ST +<n) (2.2)
O termo geral dessa expansao é
nn—1)...(n—k+1) (1\* 1 1 2 k—1
) == (1= (1=2)... (1=
k! n k! n n n
)
Para cada k fixado, cada um dos fatores

(=3)- (=0 (-5

%)n) ¢é crescente.

¢é crescente. Portanto, a sequéncia ((1 +

(b) A sequéncia ((1+ 1)") ¢ limitada.

Inicialmente, observemos que o termo geral dado em (2.3) satisfaz a
desigualdade

al-) 0) (-5 =q

pois os termos entre parénteses sao todos menores do que ou iguais

al. Dai
1\" 1 1
14+ — <l4+14=4---4+—=<
n 21 n!
1—|—1+1+ + L
2 2n—1’

pois k! > 2k-1,
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Usando o fato de que

1 1

1
142 4. -2 -
+2+ +2n—1 2n—1’

concluimos que

1\" 1
1+—-) <3-— <3, paratodo n=1,2,....
n 2n—1

Conclui-se, pelo Teorem 4, que a sequéncia em estudo é limitada.

Consequentemente, ((1 + %)n) ¢ convergente e seu limite ¢ menor do
que ou igual a 3. Definamos

) \"
e = lim ((l—l——) )
n—o00 n

Esse niimero ¢ o mesmo introduzido anteriormente, vide exemplo 20,
na presente licao.

R . n ~ .
Na verdade, a sequéncia ((1 + %) ) nao converge rapidamente. O
numero e é aproximadamente

2, 71828182845904523536 . . .

P A . n
Comparando esse valor com varios termos da sequéncia ((1 + %) ),

1
n=1, ((H%) > =2,
1 10
n = 10, ((1—!—1—0) >:2,59374...,
1 100
n = 100, ((1+m) >:2,70481...,
1 1000

vemos que, para n = 1000, 0 erro cometido, e — <(1 + ﬁ)moo), ¢é igual
a 0,0014....

Na verdade, a aproximacao mais rapida de e é dada pelo exemplo 20
da presente licao. Veja Amann& Escher!

'H. Amann & J. Escher, Analysis I, Birkhduser Verlag, Basel, Boston, Berlin, 1998.



Capitulo 3

Teorema de Bolzano-Weierstrass
e Sequéncias de Cauchy

Dedicaremos este capitulo ao estudo de algumas sequéncias especiais
que surgem com muita frequéncia ao longo do estudo da Anélise
Real. Faremos um estudo detalhado delas, assim como estudaremos
as Sequéncias de Cauchy e demonstraremos o importante Teorema de
Bolzano-Weierstrass. No capitulo 2 vimos que para estudar a convergéncia
de sequéncias, deveriamos ter um candidato a limite. O estudo das
Sequéncias de Cauchy nos permitira analisar a convergéncia de sequéncias
sem que tenhamos de ter, a priori, um candidato a limite. Além disso, elas
terao um papel preponderante no estudo dos Espagos Completos, conceito
esse que foge ao escopo deste curso. Com relacao ao Teorema de Bolzano-
Weierstrass ele nos mostrara que uma sequéncia limitada nao-convergente
nao ¢ algo tao mau. Caso isso acontega, ela contém uma subsequéncia
convergente o que, em muitos casos, é suficiente nas aplicagoes.

1 Algumas Sequéncias Especiais

Analisemos alguns tipos de sequéncias. Comegaremos com (r") em que
r ¢ um numero real fixo. Na verdade esse exemplo, dependendo de qual
seja o r, abrange uma classe de exemplos.

Exemplo 21. Seja r um nimero real e consideremos a sequéncia (r™).
Estudaremos todos os casos possiveis com rela¢do aos valores de r.

(a) Se r = 1, a sequéncia serd constante, (1,1,1,...), e, portanto,
convergird para 1.

(b) Se r = —1 a, sequéncia serd (—1,1,—1,1,...) a qual jd foi
estudada no capitulo anterior e € divergente. Observe que ela

53
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(¢)

(d)

(¢)

(f)

Anélise - Capitulo 3 UFPA

contém duas (mas nao somente duas) subsequéncias convergentes:
(1,1,1,...) e(—1,-1,—-1,—-1,...).

Consideremos o caso em que 0 < r < 1. Ser =0, nada hd a de-
monstrar, pois ela serd constante com todos os seus termos nulos.
Dedicaremos nossa atenc¢ao ao caso em que 0 < r < 1. Fazendo
a, =r" teremos

=t <" =a,

n

ap41 =T

e assim (a,) € decrescente e limitada inferiormente por 0. Dad,

concluimos que (r") converge. Seja | o seu limite. Como (r")
converge, (rr'™) também convergird e

Imrr™ = rlimr"

ou

lim "t =l

-

e como (r"™1) também converge para | (observe que (r"t') ¢
subsequéncia de uma sequéncia convergente), teremosl = rl e assim
(1—=7r)l=0. Mas1—1r #0 e entaol =0. Conclusdo: se 0 <r <1
a sequéncia (™) converge para 0.

Se —1 < r < 0 a sequéncia serd oscilante, ou seja, 0s termos
de ordem impar serao megativos e os termos de ordem par serao
positivos. No entanto, a convergéncia de (|r|™) recaird no caso
anterior e asstm convergird para zero. Usando a propriedade 4 do
capitulo anterior (a, — 0 < |a,| — 0) tem-se r™ — 0 sempre que r
for como acima.

Suponhamos que r > 1. Desse modo, r = 1 + h, para algum h > 0.
Usemos a Desigualdade de Bernoulli

= (1+h)">1+nh.

Como h € positivo, tem-se (1 +nh) — 400 e, usando a ultima
desigualdade, concluimos que r™ — 400.

Consideremos r < —1. Desde que |r| > 1 tem-se |r|* — +o0.
Dat, (r™) € nao-limitada e, consequentemente, divergente. Com isso,
esgotamos todos 0s casos possiveis.

Exemplo 22. Dado —1 < r < 1 analisaremos a convergéncia da
sequéncia (s,) cujo termo geral é

1 — n+1
sn:1+r+r2+...+r”:—T
1—7r
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Observando que
Lt
lim =
1—r 1—r

pois vt — 0, tem-se

lims, = im(l +r+7r*+...+7") = .
1—r

Esse € o exemplo mais popular daquilo que é conhecido como série numé-

rica, a qual serd estudada no prorimo capitulo.

Exemplo 23. Consideremos a sequéncia

1 1 1
(1,1+ﬁ,1+ﬁ+5,"')

cujo termo geral €

1

1 1
an:1+_+ _'>
n:

RTINS

ja estudada no exemplo 20 do capitulo anterior. Por ser crescente e
limitada, ela € convergente e seu limite, que € a base do sistema de
logaritmos naturais, € designado por e. Queremos provar que e € um
numero irracional. Antes, porém, observemos que para qualquer natural
N > 2 e qualquer k € N, temos

1

1 1 1
v Yo T T T e

1 1 1 1
N+ (1 Tt temes T T (N+2)(N+3)...(N+k:))

1 1 1 1
< ! (1 tymtmoez Tt W)

1 1 1 1
<@mltgtmt.. +ms)

2

< D!

—_2 1

— N+1 N!
1

< 5m-

Mostraremos, por contradi¢ao, que e € irracional. Com efeito, suponhamos
que e seja um nimero racional da forma . Observemos que e pode ser
reescrito como

M
N
em que M e N sao numeros naturais escolhidos convenientemente, de
modo que N > 2. Notemos também que

(&

1 1 1 1 1_P
+ﬂ+§+§+...+m—m
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em que P € um certo nimero natural. Assim,
1+%+%+§+...+W
=l+gtgtgttmt ot T
<t
P+

1
— 2
N!

. . , P+l .
Dessa série de desigualdades concluimos que —* € uma cota superior para

N
o conjunto de valores da sequéncia em estudo. Além disso, e = % € 0 seu

supremo, ou seja, a menor de suas cotas superiores. Usando o fato de que

P M _P+i; P+1
— < =< 2 <
N!' ~N!' = NI N!

chegamos a
P<M<P+1

o que € impossivel pois M € um inteiro e, portanto, nao pode estar
entre dois inteiros consecutivos P e P + 1. FEsta contradicao nos leva
a concluir que e € um numero irracional. Na verdade, esse niumero €
transcendente, isto €, ele nao pode ser raiz de nenhuma equagao algébrica
cujos coeficientes sejam inteiros. Para a demonstracao deste fato o leitor
poderd consultar de Figueiredo®.

Exemplo 24. Consideremos a sequéncia

IS0 YL I S S
A gl gt I g b gtk

e observemos que, para todo n € N, temos
I+3+3+3+.. +5
_ 1 1,1 11,11 1 1
= 1+ 5+ (3+1) + GHs+s+s) + G+ +5%) + - +
<;+...+L3
2n—141] 2m

1, (1,1 1,1.,1,1 1 1 1 1
>lgt(i+)+E+stsTs) (et Fu)t ottt )
S1+i+2+8 428 4. 4 22
:14_%

Ora, essas desigualdades nos dizem, em particular, que a sequéncia em
estudo nao ¢ limitada, portanto, nao é convergente. Este é outro exemplo
daquilo que chamamos série numérica cujo comportamento é diferente da
que foi vista no exemplo 22.

!Djairo Guedes de Figueiredo, Numeros Irracionais e Transcendentes, Colecio
Iniciacao Cientifica/01, SBM, 2002.
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Exemplo 25. Estudemos a sequéncia ({/n). Para analisar o seu

comportamento usaremos a desigualdade
2
(14+7r)">14+nr+n(n— 1)3,7“ >0,

apresentada na Aplicagao 3 do capitulo 1. Em particular, em virtude de

r > 0, temos
2

(147)" > n(n — 1)%.
Como {/n > 1, para cada n € N, existe h,, > 0 (se n > 2 tal h,, é positivo)
satisfazendo

Yn=1+h,

de modo que
h2
n=(14h,)">n(n-— 1)7”

Assim, para n > 2, temos

Como

N

2
li =
im <n—1> 0,

usando a Regra do Sanduiche, obtém-se h, — 0 e entao, em vista de
/n =1+ h,, concluimos que /n — 1.

2 Teorema de Bolzano-Weilerstrass

Nosso préoximo objetivo é o teorema de Bolzano-Weierstrass cuja de-
monstracao sera baseada no seguinte resultado.

Teorema 7. Toda sequéncia possui ou uma subsequéncia nao-crescente
ou uma subsequéncia nao-decrescente, ou ambas.

Demonstragao. Dada uma sequéncia (a,,) consideremos o subconjunto

de N
A={NeN; se m>N entao a, <ay}.

Suponhamos que A nao seja limitado superiormente. Por ser constituido
de ntmeros naturais, ele contém elementos da forma

k’1<k’2<l€3<....

Pelo fato de k; € A segue-se que se m > k; entao a,, < ay,. Em particular,
como ky > ki teremos
Ay < Ay -

Bernhard Placidus

Jojann
Nepomuk Bolzano, nasceu

em Praga, Boémia, atual
Republica Tcheca, a 5 de
outubro de 1781 e morreu
a 18 de dezembro de 1848
em Praga. Interessou-se
por Matemaética, Filosofia e
Teologia. Foi padre, mas ti-
nha ideias contrarias as da I-
greja Catdlica, também ado-
tou posicoes criticas relativas
as condigbes sociais do
Império Austro-hingaro, por
isso foi obrigado a aposentar-
se em 1824 pelo imperador
Franz I da Austria.
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e faleceu a 19 de feverei-
ro de 1897 em Berlim. As
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pioneiro da Analise Mate-
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Matematica da Universida-
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professor secundarista de A-
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Como ky € A, teremos que m > ko implica a,, < ai, e dai ag, < ag,,
donde
Ay < Qg < Ay -

Prosseguindo dessa maneira, obtemos uma subsequéncia decrescente

Ay > Ay > Afgg > ...

Consideremos, a seguir, o caso em que o conjunto A seja limitado
superiormente (que inclui o caso no qual A = (). Todo subconjunto de N
que seja limitado ¢ finito e dai existe k1 € N tal que ki, k1 + 1,k + 2,. ..
nao pertencem a A. Desde que k; ¢ A existe um natural m > k; tal
que a,, > ag,. Chame esse natural de k. Como ky ¢ A, existe um
inteiro ks > ko tal que ax, > ap, > ax, e assim obtemos uma subsequéncia
nao-decrescente

Ay < Ay < Ay < -

o que conclui a demonstracao do teorema. O

Vejamos a seguir o teorema de Bolzano-Weierstrass.

Teorema 8. (Teorema de Bolzano-Weierstrass) Toda sequéncia li-
mitada possui uma subsequéncia convergente.

Demonstragao. Seja (a,) uma sequéncia limitada, ou seja, existe uma
constante positiva M tal que

-M <a, <M, para todo n € N.

Em virtude do teorema anterior, (a, ) possui uma subsequéncia decrescente
ou nao-decrescente. Se a subsequéncia for decrescente, e como ela é
limitada inferiormente, ela convergird para o infimo do seu conjunto de
valores. Analogamente, se ela for nao-decrescente, ela convergira para o
supremo de seu conjunto de valores. Em ambos os casos encontramos
subsequéncias convergentes. O

Outra demonstragao do Teorema de Bolzano-Weirstrass, usando um

argumento bastante geométrico e intuitivo, baseado no método da
bisseccao, pode ser encontrada em Brannan?.
Observagao 5. A sequéncia (sen n) € limitada e, com o que dispomos
até o momento, € tmpossivel descrever o seu comportamento quando
n — oo. FEntretanto, pelo Teorema de Bolzano-Weirstrass, ela possui
uma subsequéncia convergente para um numero | € [—1,1] haja vista que
|sen n| < 1. Na verdade, pode-se provar, e isso estd fora do escopo desse
curso, que para cada | € [—1,1] existe uma subsequéncia (sen ny) de
(senn) com senny — 1.

?David Alexander Brannan, A First Course in Mathematical Analysis, Cambridge
University Press, Published in association with The Open University, Cambridge, 2006.
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Antes de exibirmos um corolério do teorema de Bolzano-Weierstrass,
estabeleceremos uma defini¢ao e alguns exemplos.

Definicao 26. Seja A um subconjunto de R. Diz-se que x € R € ponto
de acumulagao de A se todo intervalo da forma (x —e,x 4 €) contém um
ponto de A diferente de x, qualquer que seja € > 0.

Na verdade, se x for um ponto de acumulacao de A, todo intervalo
da forma acima contém uma infinidade de pontos de A, o que nos leva a
concluir que todo conjunto que possui ponto de acumulagao é infinito.

Exemplo 26. O(A) leitor(a) deve saber justificar as afirmacoes dos
exemplos sequintes.

(a) O conjunto N nao possui pontos de acumulagao.

(b) O conjunto {1, %, %, . } possui apenas 0 como ponto de acumulacao.
c) O conjunto dos pontos de acumulacio dos racionais € todo o
)
conjunto dos reais.

(d) O conjunto dos pontos de acumulagao do intervalo [a,b), a < b, é o
intervalo |a, b].

Outros exemplos serao exibidos na se¢ao de exercicios. Demonstremos
um corolario do teorema de Bolzano-Weierstrass.

Corolario 2. Todo subconjunto infinito e limitado de R possui um ponto
de acumulacao.

Demonstragao. Seja A um conjunto infinito de ntimeros reais. Assim,
existe uma aplicagao injetiva s : N — R que a cada n € N associa
s(n) = a, € A. Portanto, o conjunto A contém todos os termos da
sequéncia (a,) a qual é limitada, pois o conjunto A o é. Pelo teorema de
Bolzano-Weierstrass, (a,) possui uma subsequéncia convergente, digamos
(Gky s Ohyy Qkss - - -), para um certo a € R. Afirmamos que a é ponto de
acumulagao do conjunto A. De fato, como a subsequéncia (ag,) converge
para a, dado € > 0 existe um indice k;, tal que

ap; € (a —¢,a+¢), paratodo k; > kj,.
Como os termos da referida subsequéncia sao todos distintos e pertencem

ao conjunto, A o intervalo (a — ¢, a+ ¢) contém elementos de A diferentes
de a e dai a é ponto de acumulacao de A. O
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3 Sequéncias de Cauchy

A seguir, estudaremos as sequéncias de Cauchy. Esse conceito
¢ fundamental para generalizar para outros espaco as propriedade
inicialmente observadas no conjunto R dos niimeros reais.

Definigao 27. Uma sequéncia de nimeros reais (a,) € chamada sequéncia
de Cauchy se, dado € > 0, existir ng € N tal que

| — an| <€ se m,n > ny.

Temos o seguinte importante resultado.

Teorema 9. (Critério de Cauchy) Uma sequéncia é convergente se, e
somente se, for uma sequéncia de Cauchy.

Demonstracao. Suponhamos, inicialmente, que (a,) seja uma
sequéncia convergente para um certo a € R. Assim, dado ¢ > 0, existe
ng € N tal que

|an—a|<g se n > ny.

Portanto, se m,n > ng teremos

9 9

]am—an|§lam—a|+|an—a\<2 5

o que implica ser (a,) uma sequéncia de Cauchy. Essa é a parte facil da
demonstragao.

Reciprocamente, suponhamos que (a,) seja uma sequéncia de Cauchy
e mostremos que ela é convergente. Para isso, devemos encontrar um
candidato a limite. Inicialmente, mostremos a limitacao dessa sequéncia.
Para ¢ = 1 existe n; € N tal que

la, —am| <1 se m,n > n;.

e assim
lan, — an, | <1 se n>ny.
Portanto,
lan| = |an — an, + an,| < lan — an,| + |an,| < 1+ |an,| se n>n;.

Isso mostra que o conjunto {a,,, an, +1, an, 12, - ..} € limitado. Tomando

K = max{|a1],|az|, ... |an,—1|} concluimos que
la,| < max{K,1+ |an, |}, paratodo n e N.

Portanto a sequéncia ¢ limitada. Pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass,
ela possui uma subsequéncia (a,,) convergente para um certo a € R.
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Mostremos que a propria sequéncia também converge para a. Com efeito,
para todo termo a,; da subsequéncia, temos

lan — al = |a, — an; + an; —al| < |an — an,| + |an, — al. (3.1)

Seja € > 0. Como (a,) ¢ de Cauchy existe ny € N tal que

€

|, — an| < 3 se m,n > no

e como (ay,;) converge para a existe n3 € N tal que

€

lan, —al < 5 se nj > ng.

Tomemos n;, > max {ng,n3} e usando 3.1 com n; = n;, temos

e €
|an—a|§|an—anjo|+|anjo—a|<§—|—§:5, sen > ny

de onde se conclui que a,, — a. O

Observacao 6. O teorema precedente € importante pois, entre outras
coisas, nos fornece a completeza de R. Além disso, deve-se observar que ao
usarmos a definicao de convergéncia deve-se ter, a priori, um candidato
a limite. No entanto, nem sempre isso acontece. Caso nao tenhamos
um candidato a limite e queiramos demonstrar que uma dada sequéncia
converge podemos usar o critério de Cauchy e mostrar que a sequéncia o
satisfaz.

4 Exercicios Propostos

1. Diga, justificando matematicamente, quais das seguintes afirmagoes
a seguir sao verdadeiras e quais sao falsas.
(a) Selimb, = 400 e lima, = 0 entao lim(a,b,) nao existe.
(b) Se (an) e (b,) sdo sequéncias de nimeros reais positivos tais que
lima, =0 e limb, = 0 entao lim {* =
(¢) Selima, existe e lim b,, nao existe entao lim(a, +b,) ndo existe.

(d) Se lima, = 400 e limb, = +oo entdo lim(a, — b,) existe e é
igual a zero.

(f) Se lim |a,| =1 entdo lima, = 1 ou lima, = —1.

2. Dado ¢ > 0, determine os valores de m para os quais vale a
desigualdade |a,, — | < € quando:

(a) ap =7 el=1

As sequéncias de Cauchy
de nameros racionais sdo
utilizadas, também, para
construir o corpo dos reais
via classes de equivaléncia.
Vide Sloughter [21] para os
detalhes bastante técnicos.
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10.

11.
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_n?_
n2+1

(="

) el=1;
(¢) an ="~ el=0;

)

)

Ay =
an = a7 el =0;
ap=(-1)"(1-4)el=1.

n

. 1y,
Mostre que se r > 1 a sequéncia (r») é decrescente e converge para
1.

A 1y,
Mostre que se 0 < r < 1 a sequéncia (r=) é crescente e converge
para 1.

Sejam (a,) uma sequéncia e ¢ um niamero positivo tais que a < a,, <
n? para todo n € N. Mostre que lim {/a,, = 1.

Considere a sequéncia (a,) dada por
L s
a =2,5 e a, = g(an_1 +6) para n > 1.

Mostre que:

(a) 2 <a, <3 para todon €N;
(b) (a,) é decrescente;

(¢) (a,) converge. Encontre o seu limite.

. Verifique se as sequéncias a seguir sao convergentes. Justifique suas

respostas.

3=

Considere a sequéncia (a,) dada por

Qp—1 1
a; =10 e a, = + para n > 1.
2 Ap—1

(a) Mostre que ela é decrescente.
(b) Mostre que ela é limitada inferiormente.

(c¢) Conclua que ela é convergente e calcule seu limite.

A . ~ . n z e
Estude a convergéncia da sequéncia (“7) em que r é um nimero
positivo.

Mostre que a sequéncia cujos termos sao dados por \/5, V24 V2,
\V2+V2+ \/5, ... € convergente.

Calcule lim(v2n%2 +n+ 1 —n).
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12. Seja (a,) uma sequéncia convergente para um certo limite a. Mostre
a sequéncia (s,) cujo termo geral é dado por

a;+as+ ...+ ay
n

Sp =
converge para a. No entanto, (s,) pode convergir sem que a
sequéncia (a,) convirja.

13. Sejam (ay,) e (bn) sequéncias de termos positivos tais que = — [ > 0.
Mostre que se Y a, for divergente, entdao > b, sera dlvergente

14. Defina a sequéncia (a,) recursivamente por ay := 2 € apy1 =

2
de Cauchy em QQ mas seu limite nao pertence a Q. Qual é o limite
de (a,)?

i (an + al para todo n € N. Mostre que (a,) é uma sequéncia

5 Apéndice I

Limite Inferior e Limite Superior de Sequéncias

Neste Apéndice introduziremos os conceitos de limite inferior e li-
mite superior de sequéncias limitadas. Isso nos possibilitard, entre
outras coisas, exibir uma outra demonstracao do Teorema de Bolzano-
Weierstrass. Inicialmente, recordemos que uma sequéncia (a,) é limitada
se o conjunto {ay, as, ...} for limitado. Entéao, para cadan € N, o conjunto
{ag; k > n} sera, também, limitado.

Definigao 28. Seja (a,) wma sequéncia limitada. Para cada n €
N consideremos a sequéncia (sup{a,,ani1,...}).  Claramente, essa
sequéncia € nao-crescente e limitada e, portanto, € convergente.
Definamos o limite superior de (a,) por

limsup a,, = lim sup {ag, axi1,...} = inf(supa,).
k—o0 n>k

Analogamente, define-se o limite inferior de (a,), designado por
liminf a,,, por

liminf a, = lim inf {a, ag1,...} = sup(mf ).
k—o0 n>k

Exemplo 27. E fdcil ver que limsup% = liminf% = 0 enquanto que
limsup(—1)" = 1 e liminf(—1)" = —1. Na verdade, as diferengas
explicitadas nesses dois exemplos sao casos particulares do teorema a
Sequir.
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Teorema 10. Uma sequéncia limitada (a,) € convergente se, e somente
se, liminf a,, = limsup a,, e, nesse caso, lima, = liminf a,, = limsup a,,.

Demonstragao. Sejam by = supa, e b), = inf a,,. Entao b, < a; <
n>k n>k
b, VE € N. Suponhamos que (a,) convirja e seja a o seu limite. Assim,
dado € > 0, existe kg € N tal que a — e < ap < a+ € se k > ky. Desde que
ap < supa, = by e a, > inf a,, = b}, teremos
a—e<b, <ap <b, <a+eVk> ko

Logo, em virtude da Regra do Sanduiche, limb, = limb, = a, como
queriamos demonstrar. Reciprocamente, se lim inf a,, = lim sup a,, e desde
que b, < ap < by, teremos limb), = limay = limbg, o que conclui a
demonstracao. O

Definigao 29. Diz-se que | é ponto aderente da sequéncia (a,) se existir
uma subsequéncia (an;) tal que lim a,, =I.
n;—00

A demonstragao do seguinte resultado sera deixado como exercicio.

Teorema 11. Se (a,) for uma sequéncia limitada o conjunto C' de seus
pontos aderentes € limitado.

Teorema 12. Se (c¢,) for uma sequéncia de pontos aderentes de (a,) e
cn — ¢, entao c € C.

Demonstragao. Mostremos que existe uma subsequéncia de (a,)
convergindo para c. Desde que ¢, — ¢, existe nj € N com ¢, €
(c—=1,c+1). Escolhamos ¢; > 0 tal que (¢, — €1, ¢t +6€1) C (c—1,c+1).
Desde que c,; ¢ ponto aderente de (a,), existe n; > nj tal que a,, €
(cny —€1,60, +€1) C(e—T1c+1).

Analogamente, existe njy > n} € N com ¢,; € (¢c—3,c+3). Escolhamos
€2 > 0 tal que (cpy — €2,¢y, +€2) C (¢ —1,¢+1). Desde que ¢, ¢ ponto
aderente de (a,), existe ng > ny > nj tal que a,, € (Cu, — €2,¢ny +€2) C
(c— %, c+ %) Prosseguindo dessa maneira, encontramos uma subsequéncia
(an,) convergindo para c. Isso conclui a demonstracao. O

Teorema 13. limsupa, e liminfa, sdao, respectivamente, o maior e o
menor ponto aderente da sequéncia limitada (ay,).

Demonstra¢ao. A demonstracao de que limsupa, e liminfa, sao
pontos aderentes de (a,) é andloga a do resultado anterior. Mostremos,
a seguir, que se ¢ for ponto aderente de (a,), entdo limsupa, > c¢. Com
efeito, existe uma subsequéncia (a,,) com a,; — ¢ e assim

c=limay,, = i%f(sup {an,; k> m} <limsup a,.

A demonstragdo de que liminfa, ¢ o menor ponto aderente de (a,) é
analoga. O
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Observacao 7. Observemos que esse teorema nos fornece uma demons-
tracao do Teorema de Bolzano- Weierstrass. Para uma excelente explana-
cdo sobre esse teorema, sugerimos consultar Boas®.

3Ralph P. Boas Jr., A Primer of Real Functions, The Carus Mathematical
Monographs, Number Thirteen, The Mathematical Association of America, 1960.
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Capitulo 4

Nocoes Iniciais Sobre Séries
Numeéricas

Neste capitulo, comecgaremos o estudo das séries numérica que é
feito utilizando os resultados e procedimentos introduzidos na teoria das
sequéncias. Com as séries daremos sentido a expressoes do tipo

1 1 1 1 3
+3—|—32+33+... = 5
1 1 1
1+ﬂ+i+§+... = e
1 1 1 1
+2+3+4+... = 400

ou seja, aprenderemos a efetuar “somas” que possuem uma “quantidade
infinita” de parcelas. Isso, evidentemente, nao pode ser feito da maneira
convencional; para efetuarmos uma “soma” como as mostradas acima
lancaremos mao do conceito de limite de sequéncias.

1 Definicao e Exemplos de Séries

No capitulo anterior estudamos certas sequéncias que tinham a par-
ticularidade de que seus termos gerais eram representados por somas.
Relembremos algumas delas.

Exemplo 28. Comecemos com a sequéncia
Sp=14+r+r>+...+1",

em que r € um numero real. Observemos que as parcelas dessa soma sao

termos de uma progressao geométrica de razdo r. Como jd visto
1 — Tn—i—l
Sn:1+7“—|—r2+...—|—r”:1—, se r# 1.
-7

67
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Se |r| < 1, essa sequéncia converge para ﬁ Grosso modo, isso significa
considerar uma “soma com um numero infinito de parcelas”, sendo razodvel
pensar em fazer

. — . 2 n — . ]: ]
nh_r}xoloSn nh_)nélo(l—i-7"+7’ +... 47" JEISOZOT Zor.
J= =

Assim, poderiamos escrever

o0 . 1
;r :1—7“

desde que |r| < 1. Isso nos diz que podemos “somar” uma quantidade
infinita de parcelas mas o resultado desta operagao pode resultar em um
valor finito.

Vejamos outros exemplos.
Exemplo 29. Consideremos a sequéncia (S,,) dada por
1 1 1
Sp,=14+=-+=-+...+—
SR e
estudada no exemplo 24 do Capitulo 3. Conforme visto,

UL SO S SR
27371 on "y

Como limn - % = 00 tem-se, por comparagao, que a sequéncia (.5,) tende

para +00. Neste caso, a “soma” de uma quantidade infinita de parcelas é
infinita, muito embora as parcelas tendam a zero. Diz-se que a série

11 1 — 1
I e H U T -
R R ;n

¢é divergente e sua soma é 4o00.

Exemplo 30. No ezemplo 28 “somamos” infinitas parcelas o que produziu
um resultado finito. No exemplo 29 tivemos um resultado infinito.
Vejamos um exemplo em que nenhum desses casos ocorre. Consideremos
a sequéncia cujos termos sao somas dadas por

Si=1, 8=1-1,8=1-1+1,S=1-1+1-1,...

Na notagao de soma infinita podemos escrever

o0

S

n=1
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Observemos que

Si=S3=85=-- =1

Sy =84=8=--=0.

Portanto, a sequéncia (S,) diverge pois ela possui duas subsequéncias
convergindo para limites distintos. Assim, a “soma infinita”

oo ((=1)" nem possui valor finito nem resulta em +o0.

Para concluir esse exemplo, convidamos o leitor a analisar

criticamente o que serd feito a sequir e identificar as falhas mnos
argumentos.

Consideremos a “soma”
S=1-141-141-1+--- = (1-1)+(1-1)+(1=1)+- - - = 0+04+0+--- = 0.
No entanto, se rearranjarmos a “soma” como
S=1-1-141-141-1+---]=1-[1-1)+(1=-1)+---]=

1—[04+040---]=1—-0=1.

Ora, por um lado S = 0 e, por outro, S = 1, o que € impossivel. O que
hd de errado nos argumentos acima? Observe que propriedades usadas no
argumento precedente como, por exemplo, a associatividade sao vdlidas
quando trabalhamos com um niumero finito de parcelas. Aqui, no que
concerne as séries, estamos a considerar limites. Portanto, devemos ser
muito cuidadosos nesses processos.

Apos esta introdugao informal iniciaremos o estudo rigoroso das séries
infinitas ou, simplesmente, séries.

Definicao 30. Uma série infinita, ou simplesmente série, € um par de
sequéncias reais (ay) e (s,) cujos termos estao ligados pelas relagoes

n
Sp = E ar =aj; +ag+---ay
k=1

a1 =81 € ap =S, — Sp_1, N > 2.

A primeira dessas ¢ chamada sequéncia dos termos da série e a segunda
sequéncia das somas parciais. Uma série é, portanto, um par da forma
((an), (sn)) em que (ay,) e (s,) estao relacionados como acima. No entanto,
¢ mais usual designar a série como uma soma infinita da forma

o0

g a, ou E Qp .

n=1



“De repente o mostrador
luminoso (da calculadora)
me revela uma fileira de 3
- chego a pensar que ha-
ja enguicado. E que cai
naquilo a que os entendi-
dos chamam de dizima pe-
ribdica - algo que sempre
me fascinou, mais pelo no-
me que pela compreensao
de seu significado. Saber
que a série de algarismos
se prolonga indefinidamen-
te me parece tdao fantastico
como aquela definicdo de
paralelas, segundo a qual
elas “se encontram no infi-
nito”. Onde fica o infini-
to? Eis uma questdao que
nem Dostoievski ousou for-
mular.”  (Fernando Sabino,
na cronica DOIS E DOIS
SAO CINCO, contida em A
Falta que ela me faz.)
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n
As somas parciais s, = E ar sao também chamadas reduzidas de
k=1

o
ordem n da série E Q-
n=1
Na proxima definigao, atribuiremos um sentido a soma infinita que
representa uma série.

o)

Definicao 31. Dada uma série E a,, S€ a sequéncia das somas parciais
n=1
(Sn) convergir para s diremos que a Série converge e esScrevemos

oo
S = E Ay, -
n=1

Caso a sequéncia das somas parciais nao convirja, diremos que a Série
diverge.

Assim, para efetuarmos somas com uma infinidade de parcelas devemos
proceder como foi dito na definigao anterior. Por exemplo,

S Ll
n:13n—1 3 32 33
= lim 1—|—1—|—i—|—...+ 1
n—-+00 3 32 3Jn—1
B 1
— 1_%
B 2
-3

Esse é um caso particular no qual a série pode ser escrita na forma

oo

§ rn

n=1
em que r é um nimero real. Essas sao chamadas séries geométricas de
razao r. Vejamos mais alguns exemplos.
Exemplo 31. Consideremos o nimero decimal

0,999...

visto como a série

0,9 + 0,09 + 0,009 + 0, 0009 + - - -
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que pode ser reescrita como

9+9+9+ 9
10 102 103 10

R . 2 (2 3 +

10 10 10
O termo entre colchetes é familiar ao leitor; ela é a série geométrica com
razao r = %0' Desse modo,

9
0,940,09+ 0,009 +0,0009 + - -+ = — - =— - —=1
7 09+, +5 * 01—+ 10 9

o que confirma exatamente aquilo que esperavamos:
0,999...=1.

Exemplo 32. Vejamos uma outra situacao que também recai em uma
série geométrica. Consideremos a dizima periddica d = 0,215626262. .. e
determinemos a sua geratriz. Nesse caso, tem-se

d = 0,215+ 0,00062 + 0,0000062 + 0, 000000062 + . ..

de modo que

_215+62+62+62+
C10% 105 0 107 0 100 0

g5 62 1 (1 2+
-~ 103 105 102 \ 102
em que o termo entre colchetes € um série geométrica cuja razao €
Logo,

d

e dat

L
102~
215 62 1

_+_.—1
105 105 1- o

d =
e entao
215 62 B 21.347

~ 1000 + 99000  99.000
que € a geratriz da dizima periodica em estudo.

d

Vejamos uma série que nao é geométrica.

Exemplo 33. Consideremos

1 1 1 1

122332 " Tamrp T

conhecida como série telescopica. Observando que

1 1 1

nn+1) n n+1l




Nicole Oresme (1323-1382),
matematico francés e bis-
po de Lisieux, ao que pa-
rece, foi o primeiro a ana-
lisar a divergéncia da Série
Harmonica.
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pode-se escrever a soma parcial s, como

L +—1 + L 4o L
Sn — PR

1-2 2-3 3.4 n(n+1)
_ (4 1 N 1 1 N 1 1 1 1
N 2 2 3 3 4 n n+1

1
= 1 —
n-+1
Deve-se notar que messa soma 0s termos % e —%, % e —% S ey % e —%

1

1+ De modo que

se cancelam, sobrando apenas 1 e —

li li L + L + L + + —1
ims, = lim e
. 1.2 2.3 3.4 n(n+1)

) 1
= lim|1—
[ n—I—l}
= 1.

Portanto, a série telescopica converge e

=~ 1
2

n=1
A série a seguir ja foi estudada no exemplo 24 do capitulo 3.

Exemplo 34. A série

oo
>
n
n=1
¢ chamada série harmoénica. Vimos no exemplo 24 do capitulo 3 que
a sequéncia das somas parciais dessa série nao € limitada, logo nao €
convergente. Assim, a série harmonica € divergente.
Exemplo 35. Consideremos a série

1+1+41+4-.

Nesse caso,

Sp=14+1+---4+1=n.

Como (s,) tende para +00 a série em questao ¢ divergente e escreve-se

1+1+14- = +o0.
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2 Alguns Resultados

Antes de prosseguirmos com mais exemplos, estabeleceremos alguns
resultados bastante uteis. Os dois primeiros sao consequéncias imediatas
das propriedades anédlogas satisfeitas por sequéncias.

o0

Teorema 14. Se A # 0 entdo a série E Aa,, converge se, e somente se,

n=1
o0
Z Ay CONVETYIT.
n=1
oo oo
Teorema 15. Suponhamos que as séries Z a, e Z b, convirjam. Entao
n=1 n=1

oo
a série E (an, + by,) converge.

n=1

o o0
Corolario 3. Suponhamos que as séries E ay, € E b, convirjam. Entao

n=1 n=1
[e's]

a série g (a, — b,) converge.

n=1

Suas demonstragoes serao deixadas como exercicio.

O teorema seguinte é bastante 1til na teoria das séries, pois o corolario
que o segue fornece um critério simples para estabelecer a divergéncia de
determinadas séries.

oo

Teorema 16. Se a série E a, convergir entao lima, = 0.

n=1

oo
Demonstracao. Para demonstrar esse fato facamos Zan = 5. Isto

n=1
n

significa que lim S,, = S em que S, = E a; ¢ n-ésima soma parcial da
Jj=1

série Zan. Ora, como (S,,) converge para S tem-se que (S,_1) também
n=1
converge para S. Como

ap = Sn — Pn—1,

segue-se que

lima, = lim[S,, — S,_1] =1lim S,, —lim S,,_; =5 — S = 0.
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Corolario 4. (Um critério de divergéncia) Se lima, ndao ezistir ou,
o

se existir e for nao-nulo, entao a série g a, diverge.

n=1

A demonstragao desse corolario é imediata a partir do teorema 16.

= 1
Exemplo 36. A série E COS (—) diverge, pois seu termo geral
n
n=1

cos (%) — 1, 0 que se enquadra no coroldrio 4.

A reciproca do teorema 16 nao é valida conforme mostra a série
harmoénica

IS
273 4

Ela diverge, mas seu termo geral % — 0.

A convergéncia (ou a divergéncia) de uma série nao é alterada se
adicionarmos ou suprimirmos um numero finito de termos na parte inicial

da série. Por exemplo, se suprimirmos os primeiros k£ termos de uma série
[o.¢]

E a, € se a soma dos termos suprimidos for igual a ¢ entao cada nova

n=1
soma parcial possui a forma S, —c. Observemos que lim(S,, 1 —¢) existe

se, e somente se, lim S, existe, e lim S, existe se, e somente se, lim .S,
existe.

3 Testes de Convergéncia

A partir de agora usaremos simplesmente a notagao » | a,, para designar
oo

a série E a, deixando claro que em alguns casos, como o leitor deve ter

n=1
percebido, os indices representados na série podem comegar com n = 0 ou

com n a partir de um certo nqg.

O teste de Cauchy para sequéncias é traduzido para a linguagem das
séries como

Teorema 17. (Teste de Cauchy para Séries.) A série Y a,, converge
se, e somente se, dado € > 0, existir ng € N tal que

m
Z aj| < € para quaisquer m > n > ny.

j=n

O(A) leitor(a) deve reler o teste de Cauchy para sequéncias e observar
que o teorema acima é consequéncia imediata dele, atentando para o fato
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de que a convergéncia (ou divergéncia) de uma série é simplesmente a
convergéncia (ou divergéncia) de uma sequéncia de somas parciais.

Deve-se observar que ainda nao temos testes gerais para analise da
convergéncia de séries. Comecaremos, a partir de agora, a introduzir véarios
critérios que nos garantirao se uma determinada série converge ou nao.

Teorema 18. Consideremos a série Y a, em que a, > 0 para todon € N
e que exista um numero positivo K tal que

n
sn:Zaj <K
j=1

para todo n € N. Entao a série Y a, € convergente.

Demonstragao. Inicialmente, relembremos que a convergéncia da série
> a, é equivalente a da sequéncia das somas parciais (s,,). Como os termos
da série sao nao-negativos tem-se

n
Sy = E aj < Spp1 = Sp + Apyr,
j=1

ou seja, (s,) é nao-decrescente, e, por hipotese, a sequéncia (s,,) é limitada.
Entao, pelo Teorema 4, ela é convergente. Isso conclui a demonstragao do
teorema. O

Vejamos o teste da comparacao.

Teorema 19. (Teste da Comparacao) Sejam (a,) e (b,) sequéncias
tais que 0 < a, < by, para todo n € N. Se a série > b, converge entao a
série Y a, converge.

Demonstracao. Sejam S, e s,, as somas parciais

Sn - i bj
j=1

n
Sp — Z Q.
j=1
Em virtude de 0 < a,, < b,, para todo n € N, tem-se
0<s,<85,.

Como > b, converge, existe K > 0 tal que S, < K, para todon € N e
dai, como consequéncia da comparacao acima, obtém-se

0<s, <5, <K,
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para todo n € N. Logo, a sequéncia (s,) é nao-decrescente e limitada su-
periormente. Pelo teorema anterior, ela é convergente e dai a série Y a,
converge. O

Segue imediatamente do teorema anterior o seguinte corolario.

Corolario 5. Sejam (a,) e (b,) sequéncias tais que 0 < a, < b,, para
todo n € N. Se a série > a,, divergir entiao a série Y b, diverge.

Exemplo 37. Como aplicacio do teste precedente, estudemos a série
>
vn
comparando-a com a série harmonica
>,
-
Observando que \/n < n, para todo n € N, obtém-se

1 1
i
n

Nk

para todo n € N, e usando o coroldrio 5, concluimos que ) \/iﬁ diverge
pois a série harmonica diverge.

4 Exercicios Propostos

1. Estude a convergéncia da série

S ! -
2n—1)2n+1)

1-3 35 5-7

2. Encontre, se possivel, a soma da série 4 — 1 + }L — 1—16 + e

> ()

¢ convergente e encontre a sua soma.

3. Prove que a série

4. Estude a convergéncia da série 1 + % + % + % +--
5. Encontre a geratriz da dizima periddica 0, 368453453453 . . ..

6. Interprete 0,13 como uma série e encontre o seu valor em forma de
fragao.

7. Estude a convergéncia da série 5 + VE+ 5+ Vo+ 5+
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8.
9.

10.

11.
12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

Analise - Capitulo 4 "

Estude a convergéncia da série ) e +3)

Mostre que

1 1/ 1 1 L
_— = = — ara n =
m2—1 2\2n—1 2nt1/)'7? >

e conclua que

Calcule > 7™,

Estude a convergéncia da série ) m.

Caleule Y (5 + =) -

ﬂ-n
. A - 10
Investigue a convergéncia da série ) s .
spin l 03 4 7 15 :
Mostre que a série s +1tgtEt diverge.

Para cada uma das séries abaixo, determine os valores de x para os
quais ela converge.

(a) >_(5z)"
(b) 2(x —1)"
() 2 (5)"
(d) X (5%)"

Verifique se a série
sua soma.

3+4

converge e, em caso afirmativo, calcule

s 1 .
Mostre que a série » T diverge.
Se (a,,) e (b,) forem seqiiéncias com termos nao-negativos e se > _ a2

2 . ~ . z
e Y by convergirem, entdo ) a,b, convergira.

Use fragoes parciais para mostrar que Zfzo m =1.

Se > ay, a, > 0, for convergente entao > a? é convergente. Falso
ou verdadeiro? Justifique.

Se > an, a, > 0, for convergente entao > \/a, é convergente. Falso
ou verdadeiro? Justifique.
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Capitulo 5

Critérios de Convergéncia para
Séries

Este capitulo serd dedicado ao estudo de véarios critérios de
convergéncia de séries, tema ja iniciado no capitulo passado.

1 Séries Alternadas

O primeiro critério a ser visto é destinado as séries alternadas. A
seguir, sera dada a definigao desse tipo de série.

Definicao 32. Uma série alternada € uma série da forma
Z 1
(_1)n+ A, = a1 — Q2 +az —aqg + - -+
em que os termos a, sao nao-negativos para todo n € N.

Exemplo 38. A série 1 — % + % - %‘ + .-+ € alternada.

O teorema seguinte é conhecido como teste de Leibniz para séries
alternadas.

Gottfried Wilhelm von Lei-
bniz, matemaéatico e filosofo

Teorema 20. Seja (an) uma sequéncia nao-crescente convergente para 0. 4 .
alemao, nasceu a 1 de jul-

Entao a série alternada ho de 1646 em Leipzig e
faleceu a 14 de novembro

. . . _ 1\n+1 de 1716 em Hannover. E

a1 az + as ag + (OU z :( ]'> a”) considerado um dos criado-

res do Calculo Diferencial e
€ convergente. Integral.

Demonstra¢ao. Mostraremos que (So,) € (S2,41) convergem para o
mesmo limite. Dai, seguir-se-4 que a sequéncia (s,) é convergente. Vide
exercicio 7 do Capitulo 2. Observemos que

Son+2 — Son

79
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= (a1 —ag+- - -+a2n—1—G2n+a2n11 —A2pp2) — (a1 — a2+ - - FG2p—1 —a2p)
= Qop+1 — A2p42
>0
pois a sequéncia (a,) é nao-crescente. Também,
Son = a1 — (ag —ag) — (ag —as) — -+ — (agn—2 — G2n—1) — G2, < @y,

visto que os termos entre parénteses sao nao-negativos, assim como ao,.
Portanto, a subsequéncia (sa,) é ndo-decrescente e limitada superiormente
e assim ela converge, digamos, para um certo s. Além disso,

Sont1 = (a1 — a2) + (ag — aq) + -+ + (azn-1 — G2n) + G2nt1 = S2n + G241
e Ccomo Sg, — S € agyr1 — 0, tem-se

Sop4+1 — S.
Entao s, — s, ou seja, a série alternada > (—1)""ta,, converge. O

Exemplo 39. Como aplicacoes desse tltimo teorema vé-se, facilmente,
que as séries 1—%—1—%—%1—% e _1+\/L§_\/L§+\/%I_' -+ 8a0 convergentes.

Exemplo 40. Como aplicagoes desse ultimo teorema Vé-se, facilmente,
que as SEries

— (—1) 11 1
(i) Z % =1- B + 371 + -+ (série harmonica alternada),

n=1

o= (=) 1 1 1
S A E
(”);271“ 3T5 77

convergem. Como poderd ser visto no estudo de séries de poténcias, suas
somas sao, respectivamente, In2 e 7.

Convergéncia Absoluta

Definicao 33. Uma série Y a, € dita absolutamente convergente se
> |an| for convergente.

Exemplo 41. A série alternada

1 1 1 1
_ln—l-l_:l__ -
Z( ) n 2 + 3 4 +
€ convergente pois 1 > % > % > e % — 0, isto €, ela satisfaz as

condigoes do teste de Leibniz para a convergéncia de séries alternadas.
No entanto, ela nao é absolutamente convergente pois a série harmonica

1 1 1
S Yt S e
ST = g

¢ divergente.
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As séries que sao convergentes mas nao sao absolutamente convergentes
sao chamadas condicionalmente convergentes.

A seguir, enunciaremos um teorema cuja demonstracao serda deixada
como exercicio. Ele é uma simples consequéncia de um resultado sobre
sequéncias. Qual?

Teorema 21. Toda série absolutamente convergente é convergente, ou
seja, se Y |a,| convergir entao Y a, convergird.

O exemplo anterior mostra que a reciproca desse fato nao é verdadeira.

2 Teste da Razao ou de D’Alembert

O teorema seguinte nos fornece um outro teste para a convergéncia de
séries.

Teorema 22. Seja Y a, uma série de termos positivos e para cadan € N
consideremos a razao “*.

n

(i) Se todas as razoes 1 sao menores do que ou iguais a wm nimero
n

r <1 entao a série converge;

(ii) Se todas as razoes
série diverge.

L sdo maiores do que ou iguais a 1 enldo a
n

Demonstragio. (i) Por hipotese, “** < r < 1, para cada n € N.
Portanto,

a2 a3 Qy
- S r, — S r, — S r,
ay a2 a3

e assim

az < raq,
az < ray < ray,

as < raz < 1ay,

ou mais geralmente 0 < a, < r"la;, para cada n € N. Desde que a
série Y r"~! converge - relembre que 0 < r < 1- 0 mesmo acontecera com
a série >_ 7" ta;. Pelo teste da comparagao, a série > a, converge pois
0<a, <r"la.

(i) Nesse caso, tem-se

a a a
2>, 21, 2>, .-

a1 a2 Qg
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eentdo 0 < a3 < ap <ag <---. Dai, a sequéncia (a,) nao converge para
zero, e assim Y _ a,, diverge. O

Devemos-se observar que as condi¢oes sobre a razao no teorema
anterior podem ser enfraquecidas de modo que é suficiente que elas se
verifiquem a partir de um certo n € N.

Uma consequéncia do teorema anterior é o resultado dado a seguir
conhecido como teste da razao ou teste de D’Alembert para séries.

Corolario 6. (Teste da Razao ou de D’Alembert) Seja > a, uma

+1

série de termos positivos para a qual a sequéncia | 2 ) converge para um
an

certo limite r. Entao

(i) Ser <1 a série converge;
(i) Ser > 1 a série diverge;

(i1i) Se r =1 nada se pode afirmar sobre a convergéncia ou divergéncia
da série.

Demonstragao. (i) Suponhamos que a sequéncia de termos positivos

<%> convirja para r com 0 < r < 1. Dado € > 0 existe ng € N, tal que

Ap+1
—r| <€ se n > nyg,
Qp,
de modo que
an+1
—e < —r <€ se n>ny.
Qp,
Isso é equivalente a
An41
r—e< <r4e se n>ng.
Qp,

Como (ay) é constituida por termos positivos, temos

Qp+1
G,

0< <r+e se n>ng.

Sendo 0 < r < 1 e € > 0 arbitrario, escolhamo-lo convenientemente de
modo que que r + ¢ < 1. Segue-se da parte (i) do teorema anterior que a
série converge.

(ii) Suponhamos que > 1. Novamente, dado £ > 0, existe ng € N tal que

Ap+1
G,

—7r| <e se n>ng.

Logo,

An1
7"‘ J—

< € se n > ny,
an
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e daf
an+1

Qn

r—e<

se n > ng.

Desde que r > 1, escolhamos ¢ > 0, suficientemente pequeno, tal que
r—e > 1. Assim,

Upg1 > Qo (7 — €)
(ng42 > ano-&-l(r - 8) > Oy (T - 8)

Upg+3 > Upgio(r — &) > apy (1 — €)

2

3

Como r — ¢ > 1 teremos (r — )¥ — +00 quando k — +o0o. Entao
Apo4+k — +00.

Isso implica na divergéncia da série. Concluimos, assim, a demonstragao

nos casos em que o limite das razoes 2t ¢ diferente de 1. O item (iii)
n

seguir-se-a4 dos exemplos expostos a seguir nos quais » = 1. No primeiro

a série diverge, ao que no segundo ela converge. O

Exemplo 42. Retornemos a conhecida série harmonica
1 1

T H
+otgt

cujo termo geral € a,, = % Assim,

1
ntl _ F SN |
an, - n+1
Exemplo 43. Analisemos a série
1 1 1 1
+§+§+.‘.+ﬁ+...

cuja soma parcial de ordem n satisfaz

l+5+5+ -+
Sltgptemt tmtepmmt T ooy
R E A Ay RS A A R
ot + o+ )
b)) (b ) o
(ot + et
=l+2+&+5+ -+

=@ [ [ e ]

n—1



84 Anélise - Capitulo 5 UFPA

,(%)(p 1)n
1=(3)r
1
T
2

= =g

ou seja, a Sequéncia das somas parciais € crescente e lLimitada
superiormente, se p > 1, o que nos leva a concluir que a sequéncia €
convergente. Entao a série

LA R
2r  3p np
¢ convergente caso p > 1. O seu termo geral a, = nip satisfaz
a rewoy n \"
ntl (”le)p = ( > — 1.
ay, = n+1

Dos dois ultimos exemplos concluimos que quando lim “"“ =1 o teste
da razao é inconcludente, ou seja, a série pode convergir ou dlverglr

Observacao 8. Deve-se observar que o teste da razdo se aplica mesmo
no caso em que os termos da série nao sao sempre positivos. Com efeito,
consideremos a série Y a, e suponhamos

an+1
G,

—r <1

Usando o teste da razdo para a série de termos positivos Y |a,| tem-se que
esta ultima converge, ou seja, a série y _ a, € absolutamente convergente,
e entao ela serd convergente.

No caso em que
An1

—r>1,
Qn

pode-se provar, como feito no teste da razao, que |a,| — +oo. Isso mostra
que o termo geral da série Y a, nao tende a zero e assim ela é divergente.

3 Teste da Raiz ou de Cauchy

A seguir, demonstraremos um teorema que tem como corolario um
resultado conhecido como teste da raiz ou teste de Cauchy, que é mais um
critério para se estabelecer a convergéncia de certas séries.

Teorema 23. Seja > a, uma série de termos positivos e para cadan € N
considere a raiz quadrada /a,. Entao

(i) se todas as raizes {/a, sao menores do que ou iguais a um numMero
r <1, entao a série converge;
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(ii) se todas as raizes {/a, sao maiores do que ou iguais a 1, entdo a
série diverge.

Demonstragao. (i) Suponhamos que /a,, < r < 1. Dai,
0<a,<r" paratodo néeN.

Como a série geométrica Y ™ converge, usando o teste da comparagao,
concluimos que Y a,, converge, o que conclui a demonstragao de (i).

(ii) No caso em que {/a, > 1 temos a, > 1, para todo n € N e dai o
termo geral da série nao converge para zero. Consequentemente, a série
> a, diverge. O

Tal como observamos para o teorema 22, notamos que as condicoes
sobre as raizes acima podem ser enfraquecidas de modo que é suficiente
que elas se verifiquem a partir de um certo n € N.

Corolario 7. (Teste da Raiz ou de Cauchy) Seja > a,, uma série de
termos positivos tal que a sequéncia (w“/an) converge para um certo limite
r. Entao

(i) ser <1, a série converge;
(ii) ser > 1, a série diverge;

(i1i) se r =1, nada se pode afirmar sobre a convergéncia ou divergéncia
da série.

Demonstragao. (i) Suponhamos que a sequéncia (\"/an) convirja para
um certo 0 < r < 1. Logo, dado £ > 0 existe ny € N tal que

|Va, —r| <e se n>ng

e assim
Ha, < 1T+ se n>mny.

Tomando € > 0 suficientemente pequeno de modo que r + € < 1 tem-se
a, < (r+¢)" se n > ny.

A convergéncia da série segue-se do teorema 23.

(ii) Suponhamos r > 1. Dado € > 0, existe ny € N tal que
| /a, —r| <e se n>ny.

Portanto,
r—e < Ja, se n > ng.
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Como ¢ é arbitrario e r > 1, podemos escolher € de tal modo que r—e > 1
e assim

l<r—e< ¥a, se n > ng.

Logo 1 < a,, para todo n > ny. Consequentemente, (a,) nao converge
para zero, donde se conclui que a série é divergente.

(iii) Se lim {/a, — 1 o teste ndo é conclusivo. Basta considerar as
séries Z% e n—lp, com p > 1. Deixemos os detalhes por conta do(a)
leitor(a). O

Observacao 9. Deve-se observar que o teste da raiz se aplica mesmo no
caso em que os termos da série mao sao sempre positivos. Com efeito,
consideremos a série Y a, e suponhamos

Vlan| —r < 1.

Usando o teste da raiz para a série de termos positivos, obtém-se
a convergéncia de Y |a,|, ou seja, a série > a, € absolutamente
convergente, e entao ela serd convergente.

Vlan| = 7> 1.

pode-se provar, como feito no teste da razao, que |a,| — +oo e dai série
> a, € divergente.

No caso em que

4 Teste da Condensacao

O Teste da Condensagao é expresso no seguinte teorema:

Teorema 24. (Teste da Condensagao) Seja (a,) uma sequéncia de
numeros reais nao-negativos tais que a, > an,y1 > 0, para todo n € N.
Entao a série

(s1) Zan

converge se, € somente S€E,

(s2) Z 27 (1o

COnVergir.

Demonstra¢ao. Suponhamos que a série (s1) convirja. Observemos
que
a2—|—2a4+4a8+---

pode ser reescrita na forma

a2 a4 +ag +ag+ag+ag+ag+---
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e ¢ majorada por
ag +ag+aqg+as+ag+ar+ag+---

ue, por hipotese, é convergente. Portanto 2 a,; converge.
) ) ) 2

Reciprocamente, suponhamos que a série (sy) convirja. Ela pode ser
escrita como
a;+ax+as+ag+as+ag+ag+---

a qual é majorada por »_ a,. Portanto, a série (s1) converge Isso conclui
a demonstracao do teorema. O

Exemplo 44. Uma aplicacao desse resultado ¢ a analise da convergéncia

de
1

np’
onde p > 1. Aplicando o teorema precedente a essa série, obtemos

o0

i}” o7 2 (1)

a qual ¢ uma série geométrica cuja razao é 21,—1,1 < 1. Entéo ) nip converge
se p> 1.

5 Teste da Integral Improépria

A seguir, estabeleceremos um critério de convergéncia baseado no
conceito de integral impréopria. Muito embora nao tenhamos estudado
a Integral de Riemann, o(a) leitor(a) deve relembrar suas propriedades
aprendidas no curso de Calculo.

Teorema 25. Se f for for uma funcao positiva definida no intervalo
0 <z < oo e decrescente com lirll f(z) =0, entdo a série
T—+00

> fn)

converge se, e somente se, a integral impropria

/1 " Fw)da

CONVETgE.

Demonstracao. Fagamos
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b, = /n+1 f(z)dz.

Como f é decrescente

Fne1) = fnt Dl 1) - = [ " e < / " fw)da < fin),

ou seja,
QAp+1 S bn S Q.

Pelo teste da comparagao, Y a, converge se, e somente se, y . b, converge.
Mas > b, converge exatamente quando a integral impropria floo f(x)dx
convergir. O

Corolario 8. As séries Y. = e 3 —

m convergem quando p > 1 e
diverge quando p < 1.

A demonstracao desse corolario sera deixada como exercicio.

6 Exercicios Resolvidos

1. Consideremos as sequéncias (a,) e (b,) satisfazendo a,, b, > 0, para
todo n € N. Suponhamos que o limite lim $* exista e seja igual a r.

(a) Se r # 0 entdo »_ a, & convergente se, e somente se, » b, for
convergente.

(b) Ser =0ese ) b, for convergente entdo Y a, é convergente.

Solugao. (a) Consideremos r > 0. Desde que lim 2=, dado e > 0,
existira ng € N tal que

an
— =

< g se n > ng,
bn

de onde obtém-se

an
7"—5<—b <r-4e se n=>ny.
n

Como ¢ ¢ arbitréario, podemos toméa-lo igual a € = £, de modo que

Q

<”<3r >
-— — sen ng-
b, 2 =0

N3

: a 3r 3r
Da desigualdade <7 sen > ng obtemos a, < by, se N > Ny,
e a convergéncia de ) b, implica na convergéncia de ) a,,.
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T a T
De § < {* para n > n,, obtemos 7b, < a, para n > ng e a
convergéncia de ) a,, implica na convergéncia de > b,, o que conclui

a demonstragao do item (a).
(b) Supondo r = 0, teremos

Qn

<€E se n>mng
bn,

e a convergéncia de > b, implica na convergéncia de > a,.
Observe que se tomarmos a,, = % eb, = % teremos

ay, 1

20,

b, n
ou seja, a convergéncia de # nao implica na de > % Observe,
também, que quando r = 0 a divergéncia de »_ a, implica na
divergéncia de ) b,.

1
14+a™

Seja a > 0. Mostre que a série » é divergente se 0 < a < 1e
convergente se a > 1.

1
1+a™ 1
se a = 1, de modo que o termo geral da série > Toon DO converge

para zero. Isso implica que tal série é divergente.

Solucao. Se 0 < a < 1 a sequéncia ( ) converge para 1 e para %

Consideremos a > 1. Como

1 1\"
< i
1+an a
tem-se que a série » ﬁ ¢ majorada pela série geométrica (é)n
1

cuja razao . ¢ menor do que 1, portanto convergente. Pelo teste da
comparagao conclui-se que » H# ¢é convergente.

Seja (a,) uma sequéncia tal que a, > 0 e Y a, convirja. Mostre que
>~ a? converge.

Solugao. Como ) a, converge, segue-se que a, — 0. Assim, existe
nOGNtalqueO§Qn<1senZnO,demodoqueogaigan<1
se n > ny. Usando o teste da comparacio concluimos que Y a?
converge.

Se retirarmos a hipotese a,, > 0 para todo n € N, a conclusao do
exercicio nao é valida. Basta observar que a série

1 1 1 1

e —
V2O V3 VA VB
cujo termo geral é a, = % ¢ convergente, mas y aZ = Y -

diverge.
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7 Exercicios Propostos

1. Investigue a convergéncia das séries:
(a)
(b)
(c)

2. Mostre que se a, > 0 e Y a, converge entao y @ converge.

2, 3 4 5

tEtutstat

— 24,3 _ 44,5 _ .
50 T 38 5 T 74

12 |, 123
+ 35 + 357 +

W= NI= W=

3. Suponhamos que as séries de termos positivos > a, e Y b, sejam
convergentes. Entao Y a,b, converge.

4. (Extensao do Teste da Comparagao) Suponhamos que Y a, e > b,
sejam séries de termos positivos. Mostre que
(a) Selim{* =0e > b, converge entdo }_ a, converge.

(b) Se lim §* = +o0 e Y b, diverge entdo }_ a, diverge.

5. Mostre que a série Y cosn é divergente.

cosn
TLZ

6. Mostre que a série »

é convergente.

7. Verifique se a série ) n;ijfbil ¢ convergente.
8. (a) Use o Teste da Razao para provar que Z 3 converge
— 2n’ —n
= 3"/
enquanto que Z o diverge.
n=1

(b) Para que valores de a pode-se usar o Teste da Razado para

o0
_ a™n!
concluir que g — converge?
n
n=1

9. Estude a convergéncia e a convergéncia absoluta das séries

> —1)nt1
OPM v
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10. Se a e § sao nameros positivos, entao a série

1
2. (an + B)

converge se p > 1 e diverge se p < 1.

11. Estude a convergéncia da série

1 1 1 1
it ET

Os teste da raiz e da razao sao aplicaveis?

12. Use o teste da comparagao para estudar a convergéncia ou
divergéncia da série
Z nyvn —+ 1
nz—3
13. Analise a convergéncia ou divergéncia da série

1

nl‘

com respeito aos diversos valores de x.
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Capitulo 6

Limites de Funcoes

No Calculo Diferencial e Integral é abordado, de modo intuitivo
e informal, as nocoes de limites, continuidade, diferenciabilidade e
integracao de funcgoes reais. Nosso objetivo, a partir deste capitulo, é
o de colocar em bases firmes e rigorosas esses conceitos. Em particular, o
presente capitulo seré dedicado ao estudo dos limites.

1 Ponto de Acumulacao de um Conjunto

Comecemos recordando uma defini¢ao j& vista no capitulo 3.

Definicao 34. Um ponto p € R € dito um ponto de acumulacao de um
subconjunto A de R se, para todo € > 0, o intervalo aberto (p — e,p + €)
possui um ponto de A diferente de p.

O conjunto dos pontos de acumulagao de A é chamado conjunto deri-
vado de A e designado por A’

Deve-se observar que um ponto de acumulagao de um conjunto A C R
nao pertence, necessariamente, ao conjunto A. Isto ficara claro nos vérios
exemplos vistos a seguir.

Exemplo 45. Todo conjunto que possua um ponto de acumulagao €
infinito. De fato, suponhamos que p € R seja ponto de acumulagao de
um conjunto A C R. Dado €1 > 0, da definicao de ponto de acumulacgao,
eriste ay € A, ay # p tal que |a; —p| < e;. Tomemos 0 < g9 < |ay—p| e dat
encontraremos ay € A, ay # p tal que |ag—p| < 9 € entdo teremos ay # as.
Prosseguindo dessa maneira, encontramos uma sequéncia decrescente (£,,)
de nuimeros positivos e uma sequéncia (a,) de pontos distintos de A tal
que a, # p. Segque-se que o conjunto {ai,as,...} C A € infinito. Decorre
dessas observagoes que existe uma sequéncia em A, constituida de termos
distintos, convergindo para p. Também conclui-se que se A for finito ele

93
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nao terd pontos de acumulacao. O sequinte resultado € demonstrado de
maneira simples com o auzilio do que foi feito nesse exemplo.

Teorema 26. Um ponto p € R € ponto de acumulacao de um subconjunto
A de R se, e somente se, existir uma sequéncia (a,) em A, a, # a,, para
todo m # n, tal que lima,, = p.

Use o que vocé aprendeu sobre sequéncias, combinado com o conceito
de ponto de acumulacao, para demonstrar esse teorema como exercicio.

Exemplo 46. O conjunto dos pontos de acumula¢ao do conjunto Q
dos niumeros racionais € constituido por todos os niumeros reais, isto €,
Q" =R. Isso € consequéncia de uma observac¢ao dada no capitulo 1 de que
todo intervalo de R contém nimeros racionais. Também, por uma razao
semelhante, (Q°) = R.

Exemplo 47. O conjunto dos pontos de acumula¢ao de cada um dos

intervalos (a,b), [a,b), (a,b],[a,b] € |a,b].

2 Limites de Funcoes

A esséncia do conceito de limite de uma fungao é esse:
Se [ for um numero real, lim f(z) = [ significa que o valor de f(z)
T—p
pode ser colocado tao proximo de [ sempre que x esteja proximo de p com

x # p. Mais precisamente, temos a seguinte definigao:

Definigao 35. Sejam A um subconjunto de R, f : A — R uma funcdo e
p um ponto de acumulagao de A. Diz-se que | € R € limite de f em p se,
dado qualquer nimero positivo €, existir um numero positivo §, que em
geral depende de € e p, tal que

reA O<|z—p/<d = |flx)-I<e.

Designa-se tal fato por

lim f(z) =1

T—p

ou
f(x) =1 quando x — p.

e também diz-se que f converge (ou tende) para [ quando x converge (ou
tende) para p.

Deve-se observar que o limite, quando existe, ¢ tnico. O(A) leitor(a)
esté convidado(a) a mostrar isso como exercicio.
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Exemplo 48. O limite da func¢ao constante f(x) = k é a propria cons-
tante k. Mais precisamente, sejam f : A — R uma dada fung¢ao em que
A CRepeR um ponto de acumulagao de A. Se f(x) = k para todo
x € A entao

lim f(x) = k.

T—p

Isso € facil de ver pois, dado € > 0, para qualquer 6 > 0 tem-se
reA0<|z—p <0=|f(zx)—kl=|k—Fkl=0

0 que prova a afirmac¢ao. Aqui, o 0 nao depende de € nem do ponto
particular que estamos a considerar.

Exemplo 49. Dado um intervalo I C R, seja f : I — R uma funcao
satisfazendo

|f(x) _f<y>’ S M\x—y\, para tOdOﬂ?ay € Ia

em que M € uma constante positiva. Fungoes que satisfazem essa condi¢ao
sao chamadas funcoes de Lipschitz ou funcoes lipschitzianas e M € a
constante de Lipschitz. Nesse caso, tem-se

lim f(z) = f(p).

T—rp

Para wverificarmos o limite acima, tomemos ¢ > 0 arbitrdrio e
consideremos § = 7. Assim, sex € I e 0 < |v —p| <4 entao

|f($)—f(p)|Sle—p|<M-5:M.%:g

o que mostra o limite acima. Observemos que o § deste exemplo depende
de € mas nao depende do ponto p € I.

Funcoes, tais como as lipschitzianas, que satisfazem

lim f(z) = f(p)

T—p

sao ditas fungoes continuas e seu estudo sistematico sera feito nos capitulos
7Te8.

Analisemos um exemplo mais trabalhoso.

Exemplo 50. Consideremos a fungao f(x) = 22, para v € R. Mostremos
que

lim f(z) = p* = f(p).

T—p

Devemos fazer uma estimativa de

[f(z) = f(p)| = |2* = p’]

Rudolf Otto Sigismund Li-
pschitz foi um matemé-
tico alemado nascido em
Konigsberg  (hoje Kalinin-
grad, Raussia), a 14 de
maio de 1832 e faleci-

do a 7 de outubro de
1903 em Bonn, Alemanha.
Lipschitz concluiu seu dou-
torado na Universidade de
Konigsberg, a 9 de agos-
to de 1853, e teve uma
prolifica carreira de pesqui-
sador, produzindo impor-
tantes trabalhos em Teoria
dos Numeros, Fungbes de
Bessel, Séries de Fourier,
Equacgoes Diferenciais Ordi-
narias e Parciais e Teoria
do Potencial.
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de modo que ela se torne menor que um certo € > 0, dado arbitrariamente,
sempre que x esteja proximo de p. Como o conceito de limite € local
devemos ter a preocupa¢ao apenas com os wvalores de x que estejam
proximos de p. Para iniciar, observemos que

|2 — p?| = |(z +p)(z — p)| = |z + pl|z — p] (6.1)

de modo que suporemos x satisfazendo |x — p| < 1. Usando a sequnda
desigualdade triangular, obtém-se |x| — |p| <1 e dai |x| < |p| + 1, donde

|z +p| <[]+ |p] < 2Jp| + 1.
Em virtude da desigualdade (6.1), teremos
o —pl <1 = |2 = p*| = |z +pllz — p| < Q2lp| + D]z — p|.

FEscolhamos

5 =d(c, p) :min{ ° }

l,—
2lp[+1
de modo que
0<l|z—pl<d=I[f(z)—flp)<e,
ou seja, glcig;xQ = p*.  Novamente, conforme observado anteriormente,

temos uma fungao continua. Aqui, o valor de § depende de € e do ponto
p.

Exemplo 51. Consideremos a fun¢ao f(z) = $—12 com x > 0. Mostremos

que se p > 0, entao
1 1

T X [
Como nos casos anteriores, dado € > 0, devemos mostrar que |x—12 — z%| <e
sempre que x estiver prorimo de p. Inicialmente, devemos ser cautelosos
com os valores de x a fim de que ele nao se torne muito prorimo de zero.

Isso ficard claro na desigualdade
1 1

1 _ 2 =p’l _ (@+p)le—pl
xr2 p2

1'2]72 - 372])2

de modo que devemos fazer uma estimativa cuidadosa no denominador
do seu ultimo termo. Para isso, facamos uma restri¢cao inicial para x.
Suponhamos que

p 3p
2 =" 7
0 que acarreta
1 1) (@tp)lz—p|
22 p?| P
Também,
3p 5p

< < £ — £
|z +p| < o]+ |p| < 5 TP=
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Consequentemente,
1 1 10
2 ]; = FW —pl.
Escolhamos
. [p 10e
0=9 = -, —
e {3 2
Portanto,
1 1
O<|z—p[<d=|5——5|<e¢
x

o que era exatamente aonde gostariamos de chegar. Logo,

1 1
lim — = —.
z—p 12 p?

Nesse exemplo o 6§ depende do € e do ponto p.

Enfatizamos que a Defini¢ao 28 nao envolve o valor f(zg) que, inclusive,
pode nao existir.

Exemplo 52. Se

f(z) = xsin (i) , se x#0,

entao
lim f(z) =0,

z—0

muito embora f nao esteja definida em p = 0. Com efeito, dado € > 0,
seja 0 = € e tomando 0 < |x — 0| < 4, teremos

1
) =01 = hosin (1) | < Jol <
T
observando que |sint| < 1 para todo t € R.

Estabeleceremos um resultado, algumas vezes usado como defini¢ao
de limite, que relaciona o conceito de limite com o de sequéncia ja
previamente estudado.

Teorema 27. Sejam f: A — R, A CR ep um ponto de acumulacdao de
A. Entao lim f(z) = [ existe se, e somente se, para toda sequéncia (z,)
T—p

em A, convergindo para p e tal que x,, # p para todo n € N, tivermos que
a sequéncia (f(x,)) converge para l.

Demonstra¢ao. Suponhamos que exista lim f(z) = [ e consideremos
T—p

uma sequéncia (x,) em A, convergindo para p com x, # p para todo



A expressdo informal “a fun-
cao explode para valores pro-
ximos do ponto p” significa
que a funcgdo assume valores
excessivamente grandes para
pontos em uma vizinhanga de

p.
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n € N. Devemos mostrar que (f(x,)) converge para [. Para isso tomemos
€ > 0 e usando a definigao de limite encontremos um 9§ > 0 tal que

r€A 0<|z—pl<d=|flz)-I<e.
Ora, como x,, — p, para o 6 > 0 encontrado acima, existe ng € N tal que
0<|z,—p|<d se n>ng.
Destarte,

|f(z,) = 1| <& se n>ny,

donde resulta que f(z,) — [ e a primeira parte do teorema esta de-
monstrada. Vejamos a reciproca, ou seja, se para toda sequéncia (x,)
em A, x, # p, para todo n € N, com x, — p implica f(z,) — [ entao
lim f(x) = l. Suponhamos que lim f(x) = [ ndo se cumpra, isto é, existe
e > 0 tal que para todo 0 > 0 exista x5 € A, x5 # p com |xs — p| < J mas

|f(z5) — 1| > €. Para cada natural n, tomando 6 = — encontraremos uma
n

1

sequéncia (x,) em A, x, # p de modo que |z, —p| < — e |f(x,) — ] > €.
n

Concluimos, entdo, que existe uma sequéncia (x,) no conjunto A, x, # p

convergindo para p mas (f(x,)) ndo converge para [, o que finaliza a
demonstragao. O

Exemplo 53. Consideremos a fun¢ao f: R — R definida por

0 se <0,
flz)=12 2 se x=0,
1 se x>0.

Tomemos wuma sequéncia (x,) constituida de termos positivos e
convergindo para 0. Assim, f(x,) =1 — 1. Por outro lado, se tomarmos
uma sequéncia (y,) constituida de termos negativos e convergindo para
zero teremos f(y,) = 0 — 0. De acordo com o teorema 27 essa fung¢ao
nao possui limite em 0, muito embora ela permanega limitada em qualquer
intervalo contendo 0.

Vejamos um exemplo em que a nao-existéncia do limite ocorre porque a
funcao “explode” para valores proximos do ponto no qual estamos tentando
analisar a existéncia do limite.

1
Exemplo 54. Consideremos a func¢ao f(x) = — e analisemos o seu
x

comportamento em torno de 0. Para isso, escolhamos uma sequéncia
(x), constituida de termos positivos, tal que x, — 0. Neste caso, tem-
se f(x,) — +00. se a sequéncia for constituida de termos negativos e
tender a zero teremos f(x,) — —oo. Portanto, a fun¢do deste exemplo
nao possut limite em 0.
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O proximo teorema nos diz que se lim f(z) existir, entdo f serd
T—p

limitada em vizinhancas de p.

Teorema 28. Se f : A — R/ A C R, € tal que lim f(x) existe, em que
T—p

p € ponto de acumulagdo de A, entao a funcao f € limitada no conjunto
(p—38,p+0)—{p} C A, para algum § > 0.

Demonstragao. Seja | = lim f(x). Assim, dado € > 0, existe 0 > 0 tal

T—p

que

reA 0<|z—pl<d=|flx)—I <e.
Como

|f@)] = I < |f(z) =1,

obtemos

r€A 0<|z—pl<d=|f(x)|<l+e
o que mostra ser f limitada no conjunto (p — d,p +0) — {p} C A. O

O resultado a seguir nos diz que se o limite de uma funcao em p é
nao-nulo entao, nas proximidades de p, os valores da fun¢ao preservam o
sinal do limite.

Teorema 29. Sejam A C R, f: A — R e p um ponto de acumulagio de
A. Se lim f(x) =l existir e for nao-nulo entao existe § > 0 tal que para

T—p
x € (p—90,p+0),x # p tem-se |f(z)| > % Em particular, se | > 0
(1 <0) entio f(x) >0 (f(x)<0)emzxe(p—05,p+6),x#p.

Demonstrag¢ao. Desde que [ # 0 consideraremos ¢ = % de modo que
existe 0 > 0 com

reA0<|r—p <d=|f(z)-I <=

2
e usando-se |I| — | f(z)| < |f(z) — |, obtém-se
/]
re A< |z—p| <5:>§ <|f(z)].
Isso conclui a demonstragao do teorema. O

Vejamos algumas operacoes com limites.

Teorema 30. Sejam A C R, f,g : A — R ep € R um ponto de
acumulagao de A. Se

lim f(x) =1 e limg(z) =m

T—p T—p

existem entao
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(a) hin(f(:c) +g(x)) existe e hin(f(x) +g(x)) = [£m. Esta propriedade

€ vdlida para adigoes com um niumero finito qualquer de funcoes.

(b) ilir}lj(f([l?) -g(x)) existe e ilil}l)(f(l’) -g(x)) =1-m. Em particular, se

k for uma constante entio lim(kf(x)) existe e im(kf(z)) =k - L.
T—p T—p

Esta propriedade é wdlida para produtos com wm numero finito
qualquer de funcoes.
f (@)

(c) Se m # 0 entdo lim /() existe e lim ——= = L
w=p g(z) z=p g(x) m

. Em particular, se

1
a fungao f for constante e igual a 1 entdo lim — = —
wpg(x)  m

Demonstracao. A demonstracao deste teorema é imediata a partir da
caracterizagao do limite de fungoes estabelecida no teorema 27. Faremos
a demonstracao apenas do item c. Seja (x,) uma sequéncia em A de modo
que z, # p e ¥, — p. Suponhamos que m > 0. Neste caso, existe § > 0
tal que g(z) > F para x € (p —d0,p +0),v # p. Como f(x,) — [ e
g(x,) — m, teremos

fan)

L
g(n) m

o que conclui a demonstrac¢ao do item (c). O

Outro resultado que segue imediatamente da teoria das sequéncias é
o proximo teorema, que tem como consequéncia a versao da regra do
sanduiche para limites de fungoes.

Teorema 31. Sejam A C R, f,g : A — R e p € R um ponto de
acumulagao de A. Se f(x) < g(z) para todo v € Ajx # pe f ey
possuirem limites em p entao

lim f(z) < lim g(z).

T—p T—p

Demonstracao. Basta observar a seguinte propriedade de sequéncias:
se (x,) e (y,) forem sequéncias convergentes e se x,, < y,, para todon € N
entao limx, < limy,. O

Corolario 9. (A Regra do Sanduiche) Sejam A C R, f,g,h: A= R

e p € R um ponto de acumulagio de A. Se f(x) < g(x) < h(z), para todo

x € Ax#pef eh possuem limites em p com lim f(x) = lim h(z) =
T—p T—p

entio g possui limite em p e lim g(z) = .
T—p

O proximo teorema é o analogo para fungoes da propriedade 10 de-
monstrada para sequéncias.
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Teorema 32. Sejam A C R, f,g : A — R ep € R um ponto de
acumulagao de A. Se lim f(x) ezistir e for igual a zero e g for limitada
T—p

em AN(p—r,p+r), para alguma r > 0 entdo lim f(z)g(x) existird e serd
T—p

nulo.

Demonstragao. Seja (z,) uma sequéncia em A com x, # p para todo
n € N. Daf existe ng € N tal que x, € (p — r,p+ r) para todo n > ny.
Deste modo |g(x,)] < K para todo n > ng. Como f(x,) — 0 entdo

(e)glien) =+ 0. Logo lim f(z)g(x) = 0. 0

Limites Laterais

Muitas vezes, estudamos o limite de uma funcao f quando x tende
para p, considerando x apenas a direita de p ou apenas & esquerda de p.
Quando isso acontece, estamos considerando os limites laterais de f em p
que serao tratados nesta secao.

Definicao 36. Sejam f : A — R,A C R, e p € R um ponto de
acumulagao do conjunto AN (p,p + r), para algum r > 0. O nimero
real [T € limite lateral a direita de f em p se, dado qualquer € > 0, existir
d =4d(e,p) > 0 tal que

reA0<z—p<di=|f(z)-1"<e

Designa-se 1sso por
lim f(z)=1".

z—pt

Um ponto p € R que seja ponto de acumulagao de AN (p,p+ r), para
algum r > 0, é chamado ponto de acumula¢do & direita de A.

Definicao 37. Seja f: A - R, A C R, e p € R um ponto de acumulagao
do conjunto AN (p — r,p) para algum r > 0. O numero real [~ é limite
lateral a esquerda de f em p se, dado qualquer ¢ > 0, existir § = d(e,p) > 0
tal que

reEAO0<p—z<di=|flz)-1"|<e.

Designa-se isso por
lim f(z)=1".

T—p

Um ponto p € R que seja ponto de acumulagao de AN (p —r, p), para
algum r > 0, é chamado ponto de acumulagio a esquerda de A.

Podemos exprimir esses fatos em termos de sequéncias como no
teorema 27 deste capitulo.
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Teorema 33. Sejam f: A — R, ACR, ep um ponto de acumulacdo de
AN(p,p+71), para algum r > 0. As sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(a) lim f(z)=1".
z—pt

(b) Para toda sequéncia (x,) tal que x, € A, x, > p, para todon € N e
Ty, = p, tem-se f(x,) = 1T,

Temos o analogo desse teorema para o limite lateral a esquerda.

Teorema 34. Sejam f: A — R, ACR, ep um ponto de acumulacdao de
AN (p—r,p) para algum r > 0. As sequintes afirmagoes sao equivalentes:

() lim f(z)=1"
T—p~

(b) Para toda sequéncia (x,) tal que x, € A, x, < p, para todon € N e
T, — p, tem-se f(x,) = 1".

As demonstragoes desses dois teoremas sao inteiramente analogas a do
teorema 2 e em virtude disso serao omitidas e deixadas como exercicio
para o(a) leitor(a). Outro teorema cuja demonstracao sera deixada como
exercicio é o seguinte.

Teorema 35. Sejam f: A—R,ACR epeR um ponto de acumulagao
dos conjuntos AN (p,p+ 1) e AN (p—r,p) para alguma r > 0. Entdo

lim f(x) =1 se, e somente se, lim f(x)= lim f(z)=1.
T—p z—pt x—p~

Limites Infinitos e Limites no Infinito

Consideraremos nesta sec¢ao o caso no qual a funcao toma valores muito
grandes quando x tende para p e também o caso em que x assume valores
grandes.

Definicao 38. Sejam f : A - R, A C R, e p € R um ponto de
acumulagao de A.

(a) Diz-se que f tende para +0o quando x — p, e escreve-se lim f(z) =
T—p

+00, se, para todo M € R, existir 6 = 6(p, M) > 0 tal que para todo
x €A com0 < |x—p| <9, tivermos f(x) > M.

(b) Diz-se que f tende para —oo quando x — p, e escreve-se lim f(x) =
T—p

—00, se, para todo M € R, existir § = 6(p, M) > 0 tal que para todo
x €A com0 < |x—p| <9, tivermos f(x) < M.
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Definigao 39. Seja f: A - R, A C R, tal que (a,+0o0) C A para algum
a € R. Diz-se que | € R € limite de f quando v — +00, e escreve-se
lim f(z) =1, se, dado ¢ > 0 existir K = K(e,p) > a tal que x > K

T—+00

implicar que |f(z) — 1] < e.

A demonstracao do préximo teorema é deixada como exercicio para o
leitor.

Teorema 36. Seja f: A — R, A CR, tal que (a,+00) C A, para algum
a € R. As sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(a) lim f(x)=1.

T—+00

(b) Para toda sequéncia (x,) em AN (a,+00) tal que limz, = +o0, a
seqtiéncia (f(x,)) converge para l.

Definigao 40. Seja f: A - R, A C R, e suponhamos que (a,+o0) C A
para algum a € A. Diz-se que f tende para +oco (respectivamente, —o0),
e escreve-se

IE{POO f(z) = 400 (respectivamente, Igr—l{loo f(x) = —o0)

se dado qualquer M € R existir K = K(p, M) > a tal que para qualquer
x> K, tivermos f(x) > M (respectivamente, f(x) < M ).

Temos a seguinte caracterizacao para esse conceito.

Teorema 37. Seja f : A — R, A C R e suponhamos que (a,+00) C A,
para algum a € R. Entao as sequintes afirmacdes sao equivalentes:

(a) lim f(x) =400 (respectivamente, lim f(x)= —00).
z—+00 T—r+00

(b) Para toda sequéncia (x,) em (a,+00) tal que limz, = +oo entdo
lim f(z,) = +oo (respectivamente, lim f(z,) = +00).

De maneira analoga definem-se os seguintes limites:

lim f(z) =1
1_121 flz) = 40
lim f(z) = —o0

T——00
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Exercicios Propostos

. Determine condigoes sobre [z — 1| a fim de que |22 — 1| < 3

1

. 2 1 . . ~ 3'

Considere, também, o caso [z° — 1| < ;. Considere a situagao em
22— 1] < 1
n

. Determine condigoes sobre |z — 2| a fim de que |22 — 4| < 15

3

. Use a definicao de limite para mostrar que lim 2* = p?.

T—p

. Determine lim f(z) justificando sua resposta com argumentos € — 0:

T—p

(a) f(:v)-?m +z+1, p=1;
(b) f(x) 2 17p_0
(C) f(l’) o 1a :1;

(d) f(@) = gip=16;

. Mostre que a definicao de limite é equivalente a: Diz-se que

lim f(z) = [ se, dado € > 0, existe § > 0 tal que 0 < |z —p| < d

T—p
implica |f(x) — [| < C¢, qualquer que seja a constante positica C'.

. Encontre, quando possivel, lim+ f(z) e lim f(z). Justifique suas
T—p

T—p~
respostas:
(a) f(2) = 20, p=0;
(b) fla) =322 p=1;

(©) f(z) = P55 p=2

(d) f(z)=zcos (%) + cos (;)—i-cos(l |> = 0.

. Encontre, quando possivel, Erin f(z) nos casos a seguir e justifique
xT oo

suas respostas.

(a) f(z) = xgﬂ,
(b) f(2) = 2
(c) f(2) =T
(d) flz) =




Capitulo 7

Funcoes Continuas

Dedicaremos este capitulo ao estudo das fungoes continuas.
Comecemos com dois exemplos.

1 Exemplos e Definicao

Exemplo 55. Seja

e calculemos

r—1

caso ele exista.

Inicialmente, observemos que para x # 1 temos

f<x):x2—1: (—D(+1) a4l
-1 (r—1)(22+2+1) 22+z+1

Seja (x,) uma sequéncia com x, — 1. Usando o fato de que o limite do
quociente € o quociente dos limites, obtemos

:17,%—1_ Tp+1 2

— < 7 f(0).

f(xn):xfl—l—x%%—xn—i—l 3

Na figura a sequir encontra-se esbocado o grifico da funcao estudada.

105
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v

—e - -

4 0

Gravemos este resultado em nossa memoria e consideremos um outro
exemplo.

Exemplo 56. Seja

g(x): % se x=1

z2—1
{ 5= se r#1

e estudemos a questao de existéncia de
lim f(x).
z—1 f( )
Nesse caso, e usando argumentos andlogos aos do exemplo anterior,

2
verifica-se que lin% g(x) = 3= g(1). O grifico dessa fungao é mostrado na
T—

figura a sequir.

v

s 0 1

Observa-se no exemplo 55 que quando tracamos o grafico da funcao
f, ao chegarmos ao ponto x = 1, a funcao da um salto. Desse modo, ao
tragarmos seu grafico teremos que, momentaneamente, retirar o lapis do
papel sobre o qual o estamos desenhando. Ja no exemplo 56, o gréfico
pode ser efetuado sem quebras ou saltos, ou seja, ele é feito de modo
continuo. Isto motiva a definicao de funcdao continua que seré estudada
neste capitulo e subsequentes.

Definicao 41. Diz-se que a fung¢ao f : A — R € continua no ponto
xg € A se, para qualquer sequéncia (x,) em A, com x, — xq, tivermos
f(zn) = f(xo). Caso contrdrio, diz-se que f € descontinua em xy ou que
o € uma descontinuidade de f. Se f for continua em todos os pontos de
seu dominio A diz-se que f € continua.
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Segue-se que a funcao f : A — R é descontinua em xg € A se, e somente
se, existir uma sequéncia (z,) em A tal que x,, — xo mas f(z,) - f(xo).

Decorre da defini¢ao 41 que se xy € A for um ponto de acumulacao de
A entdo f: A — R é continua em x, se, e somente se, lim f(x) existir e
T—T0

for igual a f(zo).

Vejamos outros exemplos.

Exemplo 57. Mostremos que a fung¢ao

f(x):{ 2+1 se x>0,

—22—1 se <0

¢ descontinua em x = 0 e continua em todos os outros pontos de R. Se
o(a) leitor(a) analisar o grdfico, mostrado na figura a sequir, verificard
que a fungao possui uma descontinuidade em x = 0. No entanto, 1sso
deve ser demonstrado formalmente usando a defini¢ao 41.

A\ 4

Comecemos considerando o ponto xo > 0. Seja (x,) uma sequéncia real
convergindo para tal xq. Como xog > 0 e x,, — xg, existe um indice ng € N
tal que x, > 0, para todo n > ng, e assim

flz,) =22 4+1— 25 +1= f(x)

o que mostra ser f continua em xoy > 0. Um argumento semelhante pode
ser usado no caso em que xo < 0. Analisemos o comportamento da fun¢ao
em 0. Para isso, consideremos a sequéncia (z,,) dada por z,, = % Verifica-

se que 0 < x, = % — 0. Assim,

1
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Por outro lado, considerando a sequéncia (x,,), T, = —%, verifica-se que

x, =—+ 0. Assim
n n 7

1
flea) === =11,

ou seja,
—1= lim f(x)# lim f(z)=1.
z—0~ z—0t+

Consequentemente, f nao é continua em 0.

Exemplo 58. Consideremos a funcao f: R — R definida por
z2—1
se x#1
fo={ 5 w7

3 se x=1

cujo grdfico estd esbogcado a sequir.

yA

Para x # 1 a funcgao f € escrita como

-1 (z—-1(z+1)
f(flf)zm_l: 1 =r+1—2

se v — 1, ou seja, lin% f(x) =2 # f(1) = 3. Donde se conclui que f
z—>

nao € continua em 1. No entanto, podemos redefinir f em 1 de modo que
a fungao resultante seja continua. Mais precisamente, se definirmos uma
nova fungao f: R — R por

fo={ % # 2!

2 se r=1

resultard que 3
lilr% flz)y=2=f().
T—

Entao f € continua em 1, assim como mnos demais pontos de R.
Verificamos facilmente isso observando o grifico de f representado na
figura a sequir.
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=V

/1 0 1

Esse tipo de descontinuidade de f € chamado descontinuidade
removivel, pois podemos redefinir f nesse ponto de descontinuidade de
modo que a funcao resultante seja continua. Observemos que isso €
possivel porque o limite no ponto de descontinuidade existe.

Mais precisamente, dadas uma funcao f : I — R e um ponto de
acumulagao ¢ de I,c ¢ I, se a fungao f possuir limite / no ponto c e se
definirmos f: I U{c} — R por

~ l se r=c
f(x):{f(x) se xel

entao f, chamada uma extensao de f, é continua em c. Deixamos a
verificagao desse fato a cargo do(a) leitor(a).

Exemplo 59. Consideremos a funcao

o= { 4 2 228

se <0

e seu grifico.
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Nesse caso, € fdacil ver que

li =1
A, f@)
e
lim f(z) = —1.
z—0~

Portanto, f é descontinua em 0 e, além disso, os limites laterais nesse
ponto sao distintos. FEntao 0 nao é uma descontinuidade removivel e,
consequentemente, nao podemos redefinir a funcao f em 0 de modo que a
fung¢ao resultante seja continua.

Observagao 10. Se uma fun¢io g : I — R nao possuir limite em

um ponto de acumulacao ¢ de I, nao poderemos construir uma extensao

continua g : IU{c} — R de g pois, para isso, o lim g(x) = lim g(x) deveria
r—rcC r—rcC

existir.

Exemplo 60. Consideremos a funcao de Dirichlet, introduzida por

Johan Peter Gustav Lejeune Dirichlet em 1829,

|1 se z€Q
f(x)—{ 0 se xeQ°
a qual se presta como exemplo (ou contra-exemplo) ilustrativo de vdrias
aplicacoes. Essa funcao € descontinua em todos os pontos de R. Provemos
tal afirmacao. Inicialmente seja xog um niamero racional. Como Q € denso
em R, eziste uma sequéncia (x,) de nimeros racionais tal que z, — xg
e f(x,) =1 — 1. Pelo mesmo motivo, existe uma sequéncia de nimeros
irracionais (y,) que converge para xo, mas f(y,) = 0 - 1 = f(xg).
Portanto, f € descontinua em todos os racionais. De maneira andloga,
prova-se que ela € descontinua em todos os irracionais. Assim, f é
descontinua em todos os numeros reais.

Exemplo 61. Sejam I um intervalo de R e f : I — R wuma fungao
continua. Se f(z) > 0 entio a fung¢io /f : I — R, definida por
V() = \/f(x), € continua. Com efeito, basta usar a propriedade de
sequéncia dada no capitulo 2 que nos diz que se uma sequéncia convergente
(zn) for tal que z, > 0, para todo n € N, entdo lim./z, = +/limz,.
Tomemos x € I e uma sequéncia (x,) em I convergindo para x. Como
f € continua f(x,) — f(x) e, pela propriedade de sequéncia supracitada
teremos v/ f(xn) — \/ f(x), 0 que mostra ser v/ f continua em I. Devemos
observar que, supondo f continua apenas em x € I, provariamos ser \/f
continua em x.
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2 Condicao Necessaria e Suficiente para a
Continuidade

A nocgao de continuidade pode ser formulada via € e § por intermédio
do teorema a seguir.

Teorema 38. Uma funcio f: A — R € continua no ponto xo € A se, e
somente, para todo € > 0 existir § > 0, que pode depender de € e de xy,
tal que

re€A e |r—x <d=|f(x)— f(zo)| <e. (7.1)

Isso equivale a dizer que, dado qualquer intervalo da forma (f(x¢) —
g, f(xo) + ), existird um intervalo (xg — 0,9 + 9) tal que x € AN (xg —
9, g + 0) implica f(x) € (f(zo) — €, f(z0) +¢).

Demonstra¢ao. Suponhamos que a condigao acima seja satisfeita.
Desejamos mostrar que f é continua em xy € A. Para isso, seja (z,) uma
sequéncia em A convergindo para zo. Mostremos que f(x,) — f(xo).
Com efeito, seja € > 0 um nimero dado. Em virtude da condigao (7.1),
existe 0 > O tal quesex € A e |x—xg| < d entdo |f(z)— f(zo)| < . Ora,
como x, — Ty, para o § acima, encontramos ngy tal que n > ngy implica
|z, — x| < 0 e assim, segue da condicao (7.1) que |f(z,) — f(xo)| < €, se
n > ng, ou seja, f(z,) = f(xo) e dai f é continua em z.

Reciprocamente, suponhamos que f seja continua em zy € A. Se a
condigao (7.1) nao for satisfeita, existe € > 0 tal que para todo 6 > 0 existe
x5 € A, |xs — x| < 0, com |f(zs) — f(xg)] > €. Para cada n € N, tomando
§ = L, encontramos z,, € A, |2,—zo| < * de modo que | f(z,)—f(zo)| > €.
Portanto, encontramos uma sequéncia (z,) em A, convergindo para x,
mas f(z,) - f(xo), o que contradiz a hipotese de continuidade de f em
xg. O

Observagao 11. Decorre do teorema 38 que f é continua em xy se, e
somente se,

flag) = flag) = f(zo),

sempre que for possivel calcular esses limites laterais.

Exemplo 62. Consideremos a func¢io f(x) = z, 0 < z < oo.
Observemos que em 0 pode-se falar, apenas, em limite lateral a direita.
Assim, dado € > 0,

1f(z) — f0)]=vVT <e se 0<a<é
e tomando § = €* concluimos que f(0) = f(0). Sexg >0 ex >0, entdo

|z — 2]

(@) = f o] = V& = /o] = NN
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Dai, dado € > 0, escolhamos 6 = \/xoe > 0 de modo que

|z — ¢

N

Isso mostra a continuidade de f em [0, +00).

|[f(x) = flzo| <

<€ se |v— x| < \/xoe > 0.

A seguir, estabeleceremos um lema que serd usado na demonstracao
do teorema 39.

Lema 1. Se g : A — R ¢é uma funcao continua em a € A e se
g(a) > 0 (respectivamente g(a) < 0), entio existem § > 0 e uma constante
K >0 tal que v € AN (a—d,a+ ) implica g(x) > K (respectivamente
gla) < -K).

Demonstragao. Consideremos o caso em que g(a) > 0. Quando
g(a) < 0 a demonstragao seguir-se-4 de maneira analoga e, em virtude
disso, sera omitida. Utilizemos a condigdo (7.1) usada no teorema 38.
Dado € > 0, existe 6 > 0, de modo que x € AN (a — d,a + §) implica que
lg(x) — g(a)| < e. Essa ultima desigualdade implica, em particular, que
gla) —lg(x)| <esex € AN(a—d,a+d), o que é equivalente a

g(a) —e < g(z)],

para todo z € AN (a — 6,a + ). Tomemos ¢ = @ > 0, de modo que
existe 0 > 0 satisfazendo

9(a)

5 < |9(z)],
para todo x € AN (a — d,a + §). Portanto, no caso g(a) > 0, basta
tomarmos K = 2% O

2

Da mesma maneira que fizemos para o caso em que tratamos de limites,
estabeleceremos resultados sobre a continuidade de somas, produtos etc.
de fungoes continuas. Mais precisamente, temos o seguinte teorema.

Teorema 39. Se f,g: A — R sdo continuas em um ponto a € A, entdo
as funcoes

f+g7 f_97 f97 Cf

também sao continuas em a € A. Se g(a) # 0 entdo
ac A

!

3 é continua em

Demonstra¢ao. Os casos f+ g, f—g, f-g e cf sao simples e
suas demonstragoes sao semelhantes aquelas feitas para as propriedades
correspondentes de limites. Demonstremos a que trata do quociente, pois
essa possui a novidade do uso do lema 1. Suponhamos g(a) > 0. Pelo
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lema anterior existem r > 0 e K > 0 tais que g(xz) > K para todo
r € AN (z —r,x+r). Tomemos um € > 0 e fagamos a estimativa

flz)  fla) 'f g(a) — f(a)g(x)
g(z)  gla) g(x g( )
|f(x)g(a) — f(a)g(a) + f(a)g(a) — f(a)g(x)]
l9(x)[|g(a)l
|f(z)g(a) — fla)g(a)| + |f(a)g(a) — f(a)g(z)|

= Kg(a)
_ Y@gla) = fla)g(a)l |, |f(a)g(a) ~ f(a)g(2)|
Kg(a) Kg(a)
1 | f(a)]
= (@)= fla)l + Ko(a) l9(x) — g(a)].

Suponhamos que f(a) = 0. Nesse caso,

‘f(iv) f@)] _ 1

< @) = f(a)l.

g(x)  g(a)

e, como f é continua em a, para Ke > 0, existe 9; > 0 tal que
xr € AN (a—01,a+ 6;) tem-se

flw)  fla)

glx)  g(a)

< lf(x) — fla)] < K= ==

para todo x € AN (a—d,a+J) com 6 = min{r,d;}. O que mostra ser g

continua em a.

Suponhamos que f(a) # 0. Usando o ntmero [;'?(( ))I

fato de que g é continua em a, existe 5 > 0 tal que

e considerando o

Kg(a)e
2| f(a)|

Também existe 63 > 0 tal que se x € AN (zr — d3,x + d3) entao
|f(x) — f(a)| < 5%. Assim, tomando § = min {r, 03, d3}, teremos

‘M_@ K|f(x) - f(a )]+|[?;(C)L|)\g(x)—g(a)]

g(x)  g(a)
|f(a)] Kg(a)e

2K " Kg(a) 2[f(a)]
B g 9

- 273

= £.

r € AN (a—d3,a+ d2) = |g(x) — g(a)| <

<

De onde concluimos que % é continua em a. O caso g(a) < 0 é feito de

maneira analoga. O
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Exemplo 63. Inicialmente, observemos que qualquer funcao da forma
p(z) = ax™, em que a € uma constante e n € N, € continua. Isso é
consequéncia imediata das propriedades de limites de sequéncias. Como a
soma de fungoes continuas € continua, seque-se que qualquer polinémio

-1
P(z) = apa™ + ap_12" " + -+ a1z + ag
€ uma funcao continua.

Exemplo 64. As fungoes racionais

em que p(x) e q(x) siao polindmios, sio fungoes continuas em todos os
pontos a € R tais que q(a) # 0.

As duas proposi¢oes a seguir apresentam maneiras de construirmos
funcoes continuas a partir de outras fungoes continuas.

Proposigao 7. Se f : A — R for continua em a € A entdo a fungao
If| + A = R, dada por |f|(x) = |f(x)|, para todo x € A, também é
continua em a.

Demonstragao. Basta observar que, em virtude da segunda
desigualdade triangular, temos

1f (@) = 1f (@)l < |f(z) = fla)l.

Segue-se que, se (z,,) for uma sequéncia em A convergindo para a, entao
por f ser continua em a, f(z,) — f(a) e, usando a desigualdade acima,
|f(z,)| = |f(a)], o que mostra a continuidade de |f| em a. O

Proposicao 8. Sejam f: A — R eg: B — R duas funcoes tais que a
imagem f(A) de f esteja contida em B. Se f for continua em a € A e

g for continua em f(a) € B entao a fung¢ao composta go f : A — R é
continua em a.

Demonstragao. Seja (z,) uma sequéncia em A convergindo para a.
Em virtude da continuidade de f em a, tem-se f(z,) — f(a). Usando a
continuidade de g em f(a) obtém-se

9(f(xn)) = g o f(zn) = g(f(a)) = go f(a)
o que mostra a continuidade de go f: A — R em a. O

Doravante, a menos que se diga algo em contrario, as fungoes conside-
radas sempre estarao definidas em intervalos de R.
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3 Conjuntos Abertos e Funcoes Continuas

Existem alguns teoremas que se enquadram em uma classe de
propriedades chamadas globais. Esse é o caso do proximo teorema. Para
enunciéd-lo, precisamos da nocao de subconjunto aberto de R, a qual é
introduzida na definicao a seguir.

Definicao 42. Um subconjunto A de R € dito aberto se, para todo x € A,
existe um intervalo aberto I tal que x € I e I C A.

Todo intervalo aberto é um subconjunto aberto de R. A reuniao de
dois intervalos abertos de R também é um subconjunto aberto de R, assim
como o proprio R é um subconjunto aberto de R. Convenciona-se ainda
que o conjunto vazio é um subconjunto aberto de R.

Se a, b € R com a < b entdo os intervalos (a,b], [a,b) e [a,b] nao sao
subconjuntos abertos de R.

H& também o conceito de subconjunto fechado de R, dado na préxima
definicao.

Definicao 43. Dizemos que um subconjunto B de R € fechado se o seu
complementar B¢ ¢ um subconjunto aberto de R.

E claro que o intervalo [a,b] é subconjunto fechado de R. Todo
subconjunto finito de R é fechado. Os subconjuntos N e Z sao fechados.
Temos que R e @ sao também fechados. Assim, R e & sao simultaneamente
abertos e fechados.

Um intervalo da forma (a,b], com a < b, ndo é nem aberto e nem
fechado.

Os conjuntos Q e R\ Q também nao sao abertos nem fechados. Esses
fatos sdo consequéncias das densidades de Q e R\ Q em R. Reveja os
Exemplos 5 e 6.

Teorema 40. Uma funcao f : R — R € continua se, e somente se,
dado um subconjunto aberto qualquer B C R tem-se que f~'(B) é um
subconjunto aberto.

Demonstra¢ao. Suponhamos que f seja continua. Devemos mostrar
que, dado um aberto B C R, entao f~!(B) ¢ um conjunto aberto. Para
isso, provaremos que, para qualquer xy € f~(B), existe € > 0 tal que o
intervalo (zo—e,z9+¢) C f~1(B). Como f é continua em xq, dado € > 0,
existe 0 > 0 tal que

|z —mo| <6 = |f(z) = f(xo)| <& (7.2)

Ora, f(zo) € B e B ¢ um conjunto aberto. Em virtude disso, existe € > 0
tal que o intervalo (f(xg) + ¢, f(xo) + €) esta contido em B. Para esse ¢
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encontramos um ¢ tal que a condigao (7.2) seja satisfeita. Ela nos diz, em
particular, que
f(ZL’O — (5,%’0 + 5) C B,
ou seja,
(zo — 6,20 +0) C fH(B).
Entao f~(B) ¢ aberto.

Reciprocamente, suponhamos que a imagem inversa de abertos, por
meio da f, sejam abertos. Mostremos que a funcao f é continua em todos
os pontos de R. Seja, entao, g € R e tomemos um £ > 0 arbitrario. O
intervalo (f(xo) — €, f(z9) — €) € um conjunto aberto. Portanto

FH(f(wo) — e, f(wo) —€)) = {z € R; f(x) € (f(mo) — &, fmo) — &)}

é um conjunto aberto que contém o ponto zy. Consequentemente, existe
0 > 0 tal que

(zo — 6,20+ 6) C fH{(f(x0) — &, f (o) —€)).

Dai
x € (xg—d,z0+9) = f(z) € (f(xo) — ¢, f(xo) — &),

0 que é equivalente a
rEeER |z —x9| <0 = |f(x) — fxo)| <e.

Isto mostra que f é continua em todo xy € R. O

Este ultimo teorema também é verdadeiro no contexto dos conjuntos
fechados. Mais precisamente:

Teorema 41. Uma funcao f : R — R € continua se, e somente se,
dado um subconjunto fechado qualquer F C R tem-se que f~Y(F) é um
subconjunto fechado.

A demonstracao desse teorema é consequéncia imediata do anterior
se observarmos que se X C R, entao f~1(X¢) = [f~1(X)]®>. Faca a
demosntragao como exercicio.

Os dois resultados precedentes sao validos em um contexto mais geral,
no qual consideramos os conjuntos abertos ou fechados relativos. Para
tornar mais precisa tal afirmagao, necessitamos de alguns conceitos.

Definigao 44. Seja X um subconjunto de R. Diz-se que A C X € aberto
em X se ezistir um subconjunto aberto U em R tal que A = X NU. Diz-se
também que A € um aberto relativo de X.

Definicao 45. Seja X um subconjunto de R. Diz-se que F' C X é fechado
em X se X \ I for aberto em X. Diz-se também que F' é um fechado
relativo de X.
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Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 65. Todo conjunto X C R € aberto e fechado nele mesmo. Para
ver 1sso, basta observar que X = X NR e, além disso, R e @ sao conjuntos
abertos e fechados em R.

Exemplo 66. Seja X = [0, +00). O conjunto A =[0,1) € aberto em X,
pois A =X N(=2,1) em que (—2,1) € aberto em R.

Exemplo 67. Seja X = (1,+00). O conjunto F = (1,3] € fechado em
X, pois X — F = (3,400) e (3,+00) € um conjunto aberto em X.

Exemplo 68. Consideremos o conjunto dos inteiros
Z={-,-3-2-1,0123,}

Cada conjunto {n},n € Z, é aberto em Z. Basta observar que
{n}=Znm—-31n+13) e(n—35n+3) ¢éaberto de R. Além disso,
{n},n € Z é fechado em Z.

Desses exemplos pode-se concluir que a nocao de aberto nao € o invés
da nogao de fechado, ou seja, existem conjuntos que sao, simultaneamente,
abertos e fechados.

Com as nogoes anteriores, os teoremas 40 e 41 podem ser reescritos da
seguinte maneira:

Teorema 42. Uma funcao f: X — R, X CR, € continua se, e somente
se, dado um subconjunto aberto qualquer B C R tem-se que f~*(B) é um
subconjunto aberto em X.

Teorema 43. Uma funcao f: X — R, X CR, € continua se, e somente
se, dado um subconjunto fechado qualquer F C R tem-se que f~(F) é um
subconjunto fechado em X.

As demonstragbes desses teoremas serdo deixados a cargo do(a)
leitor(a).

Vejamos outros resultados interessantes.

Definicao 46. Uma funcao f : I — R, em que I € um intervalo de R,
¢ dita uniformemente continua se, dado € > 0, ewxistir 6 > 0 tal que, se
xz,y € I com |x —y| <6, entao |f(z) — f(y)| <e.

Observemos que, nesse caso, o 0 depende apenas de € e nao dos par-
ticulares pontos que estejamos considerando. Claramente toda fungao
uniformemente continua é continua. As seguintes propriedades sao vélidas:

(a) Se f: I — R uma funcao uniformemente continua, entao f transforma
sequéncias de Cauchy em sequéncias de Cauchy.
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Com efeito, seja ¢ > 0. Em virtude da continuidade uniforme de f,
existe 6 > 0 tal que z,y € I, |x —y| < ¢ implica que |f(z) — f(y)| < e.
Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy em /. Portanto, existe ny € N tal que
|z — 2| < 0, se m,n > ng, donde conclui-se que f(z,,) — f(x,)] < € se
m,n > ng. Entao (f(x,)) é uma sequéncia de Cauchy.

Infere-se desse resultado que a fungao f : (0,+00) — R definida por

f(z) = % nao é uniformemente continua, muito embora seja continua. De

fato, considere a sequéncia de Cauchy (1). Como f(1) = n conclui-se
que a sequéncia (f(2)) ndo ¢ de Cauchy. Isso prova que essa fungao nao

é uniformemente continua.
(b) Mostre que toda fungao lipschitziana é uniformemente continua.

De fato, seja f : I — R uma fungao lipschitziana com constante de
Lipschitz igual a K. Dado € > 0 tomemos § = . Portanto, se z,y € I ¢
|z —y| < d entdo |f(z) — f(y)| < e, o que prova a continuidade uniforme
de f.

Quando estudarmos o teorema do valor médio exibiremos mais
exemplos de fungoes lipschitzianas.

4 Exercicios Resolvidos

1. Uma funcao f : I — R, em que I é um intervalo de R, é dita
holderiana (ou Holder-continua) se existirem constantes positivas «
e K tais que

1f(z) = f(y)] < K|z —y|*
para quaisquer z,y € I. As constantes K e « s@o chamadas,

respectivamente, de constante de Hélder e de expoente de Hélder.
Mostre que toda func¢ao holderiana é uniformemente continua.

1
Solu¢ao. Dado ¢ > 0 tome § = (%)", de modo que z,y € I e
|z — y| < 0 implica |f(z) — f(y)| < €. Portanto, f é uniformemente
continua.

2. Mostre que a fungao f : I — R, dada por f(z) = 22, ¢ lipschitziana
sempre que I for um intervalo limitado.

Solucao. Observe que, em virtude de I ser limitado, existe uma
constante K > 0 tal que |z| < K, para todo = € I. Portanto, dados
xr,y € I, teremos

[f(@)=f)] = 2°=y*| = [z +ylla—y| < (2| +]y)|z—y| < 2K|z—y]
o que mostra que f ¢ lipschitziana e 2K ¢é a constante de Lipschitz.

3. Mostre que a fungao f : [0,b) — R, com b > 0, dada por f(x) = /z,
nao ¢ lipschitziana.
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Solugdo. Suponhamos que tal funcao seja lipschitziana. Logo,
existe uma constante K > 0 tal que [z — /y| < K|z — y|, para
quaisquer z,y € [0,b). Tomando y = 0 e 0 < x < b, teremos
vz < Kz, donde + < \/z, para todo 0 < z < b, o que é impossivel.
Portanto, f nao ¢ lipschitziana em [0, b). Na verdade, tal fungao nao
¢ lipschitziana em qualquer intervalo que contenha 0.

Mostre que a fungao f : [0,4+00) — R dada por f(z) = /= é Holder-
continua com expoente de Holder igual a % e constante de Holder
igual a 1.

Solugao. Sejam x,y > 0 os quais podem ser escolhidos, sem perda
de generalidade, satisfazendo y < z donde \/y < /z. Portanto,
2y < 2y/x/y. Segue daf que z +y — 2y/z,/y < = —y. Logo,
VT —/y]* < [(x—y)|. Assim, |\/z —/y| < |(z —y)|2. Conclufmos

dai que f(z) = \/x é Holder-continua.

Exercicios Propostos

. Dado x € R, definimos [z] como sendo o maior inteiro menor do

que ou igual a x. Assim, [2] = 2, [3,5] = 3, [r] = 3, V2] =
2, [-100,5] = —101. Considere a fun¢ao f : R — R definida por
f(z) = [z]. Determine os pontos nos quais f é descontinua.

. Mostre que toda funcao f : Z — R é continua.

Suponha que f : R — R seja uma fungao continua tal que f(x) =1,
para todo x € Q. Mostre que f(z) = 1, para todo = € R.

O exercicio anterior pode ser generalizado da seguinte maneira:
sejam f,g : R — R duas fungdes continuas tais que f(z) = g(x),
para todo x € Q (ou para todo x € Q°), entao f(x) = g(z) para
todo z € R. Demonstre isto!

Seja f : R — R uma fungao satisfazendo f(kx) = kf(x), para todo
r € R e todo k € R. Mostre que f é continua. Existe uma forma
geral para tal tipo de funcao?

Considere a fungao f(x) = 2® definida em R. Se A C R for um
conjunto aberto, a sua imagem f(A) também serd um conjunto
aberto? E se F' C R for fechado, o que acontece com a imagem

f(F)?

Considere a fungao f(r) = 2? definida em R. Se A C R for um
conjunto aberto, a sua imagem f(A) também serd um conjunto
aberto? E se FF C R for fechado, o que acontece com a imagem

f(F)?
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Considere a fungio f(z) = iy definida em R. Se A C R for
um conjunto aberto, a sua imagem f(A) também serd um conjunto

aberto? E se F' C R for fechado, o que acontece com a imagem

f(F)?

Seja f : I — R definida por f(x) = 2", em que n é um numero
natural fixo. Mostre que se I é um intervalo limitado entao f
é lipschitziana. Caso I nao seja limitado, verifique que f nao é
lipschitziana.

Seja f : R — R cuja imagem é um conjunto finito. Mostre que f
é continua em zy € R se, e somente se, f for constante em algum
intervalo aberto contendo xy.

A funcao caracteristica x, : R -+ R, X C R é definida por:

() = 1 se ze€X,
XX =90 se z e Xe

Mostre que yx ¢ continua em zy; € R se, e somente se, xy €
X Uint(X°).

Se f : I — R for uma dada funcao, define-se |f| : I — R por
|fl(z) = |f(z)]. Mostre que se f for continua, entdo |f| sera
continua. A reciproca desse fato é verdadeira? Justifique sua
resposta.

Se f,g: I — R sao fungoes continuas, mostre que

h(z) = max{f(z), g(x)}
¢ continua.

Se f: I — R é uma fungdo continua em xy € I e f(z9) > C, para
alguma constante C', mostre que existe um intervalo J contendo
xo tal que f(x) > C para todo = € J. Enuncie e demonstre um
resultado anélogo no caso em que f(zg) < C.



Capitulo 8

Maximos e Minimos e o
Teorema do Valor Intermediario

Esta aula sera dedicada ao estudo dos maximos e minimos de funcoes
f I — R, em que I é um intervalo de R, e do Teorema do Valor
Intermedidrio que sao topicos da maior relevancia na Analise Matematica.
As questoes relativas a méximos e minimos sdo importantes por seus
aspectos matemaéticos assim como por suas aplicagoes. A natureza nos
fornece muitos fenémenos nos quais os extremos de funcoes aparecem de
maneira bastante natural. Nesse ponto, o(a) leitor(a) deve recordar das
aulas de Célculo referentes a este assunto. Comegaremos com algumas
definigoes.

1 Maximos e Minimos

Definicao 47. Diz-se que a fungao f : I — R € limitada superiormente
se existir um nimero M tal que f(z) < M, para todo = € I.

Isto significa que o conjunto {f(z);x € I} é limitado superiormente e
assim existe sup {f(x);x € I}.

Definicao 48. Diz-se que a funcao f : I — R atinge méximo global ou
absoluto em um ponto T € I se f(x) < f(Z), para todo x € I. Nesse caso,
[ € limitada superiormente e sup{f(z);x € I} = max{f(z);z €I} =
f(z). Diz-se entdo que T € ponto de méaximo global ou absoluto de f, ao
passo que f(Z) € o valor méximo global ou absoluto de f.

Doravante, o termo mdxzimo de uma funcao significara mdximo global
ou absoluto.

Temos também os conceitos analogos aos das defini¢oes anteriores para
funcoes limitadas inferiormente e pontos de minimo dados a seguir.

121
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Definicao 49. Diz-se que a fung¢ao f : I — R € limitada inferiormente
se ezistir uma constante N tal que f(z) > N, para todo x € I.

Isso significa que o conjunto { f(x);x € I'} é limitado inferiormente, ou
seja, existe inf { f(z);z € I}.

Observemos que os infimo e supremo, citados previamente, existem em

virtude do Postulado de Dedekind.

Definicao 50. Diz-se que a fungao f : I — R atinge minimo global ou
absoluto em um ponto x € I se f(x) > f(x), para todo x € I. Nesse caso,
[ € limitada inferiormente einf { f(z);x € I} = min{f(x);x € I} = f(x).
Diz-se entao que x € ponto de minimo global ou absoluto de f, ao passo
que f(z) € o valor minimo global ou absoluto de f.

Doravante, o termo minimo de uma funcao significard minimo global
ou absoluto.

Quando f : I — R for, simultaneamente, limitada superiormente e
inferiormente, diz-se, simplesmente, que f é limitada.

Para melhor entendimento desses conceitos, analisemos os exemplos a
seguir.

Exemplo 69. Considere a fun¢io f(x) = x para x € [0,1), representada
graficamente na figura a sequir.

Como 0 < f(z) < 1, f € limitada superiormente e inferiormente.
Além disso, f(0) =0, ou seja, 0 é ponto de minimo de f, mas, apesar de
f ser limitada superiormente, nao existe nenhum ponto do seu dominio
que atinja o valor 1, que € o supremo dos valores de f.

Exemplo 70. Consideremos a funcio f(x) = z* para x € (0,1], cujo
grdfico € mostrado a sequar.
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A 4

Temos que 0 < f(x) < 1 e, assim, f é limitada superiormente e
inferiormente. Além disso, f(1) = 1, e dai 1 € ponto de mdzximo de f,
mas, apesar de f ser limitada inferiormente, nao existe nenhum ponto do
seu dominio que atinja o valor 0, que € o infimo dos valores de f.

Exemplo 71. A fungao f(x) = %, para x > 0, cujo grdfico encontra-se a

sequir, € limitada inferiormente por 0, mas nao € limitada superiormente.

A

y

Observemos que inf {%, T > 0} = 0, mas nao existe nenhum x > 0 tal
que f(z) = 0.
Exemplo 72. A funcao f(z) = o

e inferiormente. Observando o grifico de f

x € R € limitada superiormente

A
y
o
0 g

vemos que



Observemos que a existéncia
dessa sequéncia maximizante
é decorréncia do exercicio 12
do Capitulo 1. Justifique,
como exercicio, a sua existén-
cia.
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notamos que f(x) > 0, para todo x € R. Isso mostra que a fun¢ao nao
atinge minimo.

O proximo lema garante que toda fungao continua, definida em um
intervalo fechado e limitado, é limitada superiormente e inferiormente.

Lema 2. Toda fungao continua f : [a,b] — R € limitada superiormente
e inferiormente.

Demonstragao. Seja f : [a,b] — R uma func¢ao continua no intervalo
fechado e limitado [a,b]. Suponhamos, por contradi¢do, que f nao seja
limitada superiormente. Assim, para cada n € N, existe z,, € [a,b] tal
que f(x,) > n. Usando o teorema de Bolzano-Weierstrass, encontramos
uma subsequéncia (z,;) de (z,) convergindo para algum ponto Z € [a, b],
isto ¢, x,,, — 7. Usando a continuidade de f, obtém-se f(z,,) — f(7).
Isso implica que a sequéncia (f(z,;)) ¢, em particular, limitada. No
entanto, isso contradiz o fato de que f(z,;) > n;. Portanto, f ¢ limi-
tada superiormente. Para mostrarmos que f é limitada inferiormente,
procedemos de maneira analoga. |

Usando o lema que acabamos de demonstrar provaremos, no proximo
teorema, um dos principais resultados a respeito de fungoes continuas.

Teorema 44. Toda func¢ao continua f : [a,b] — R atinge mdzimo e
minimo em [a,b].

Demonstragao. Seja f : [a,b] — R uma func¢do continua no intervalo
fechado e limitado [a,b]. Pelo lema 2, f é limitada superiormente e infe-
riormente. Facamos M = sup{f(z);z € [a,b]}. Em virtude da definigao
de supremo, existe uma sequéncia (z,) em |a, b tal que f(x,) — M. Logo,
usando o teorema de Bolzano- Weierstrass, encontramos uma subsequéncia
(2n;) de (z,) que converge para um certo Z € [a,b]. Como f é continua,
segue de x,, — T que f(z,,) — f(Z). Como f(x,) — M, teremos que
f(zn;) — M. Pela unicidade do limite, concluimos que f(z) = M, ou
seja, tal fungao atinge méaximo em [a,b]. De maneira anéloga mostramos
que f atinge minimo em [a, b]. O

Pelo teorema precedente, qualquer funcao definida em um intervalo
fechado e limitado atinge maximo e minimo. No entanto, uma funcao
continua pode atingir maximo ou minimo mesmo em algum intervalo nao-
limitado como, por exemplo, a reta R. Veremos, no préximo teorema,
uma situagao na qual isso ocorre. Para tanto, necessitamos da seguinte
definicao.

Definigao 51. Uma fun¢ao f : R — R € dita coerciva se lim f(z) =

T—r+00
lim f(z) = +oc.
T—>—00
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Por exemplo, a fungao f(z) = x?, com z € R, ¢ coerciva, enquanto
que f(x) = 2*, com x € R, nao o é.

Teorema 45. Toda fun¢ao continua e coerciva f : R — R atinge minimo.

Demonstracao. Observemos que a coercividade de f é traduzida da
seguinte maneira: dado M € R, existe R > 0 tal que f(z) > M se
|z| > R. Portanto, para M = f(0), existe R > 0 tal que f(z) > f(0)
se |z| > R. Sendo f continua, usando o Teorema 44, ela atinge minimo
em algum ponto z do intervalo [—R, R]. Assim, f(x¢) < f(z), para
todo z € [—R,R|. Também, f(xy) < f(0) < f(z), para todo z € R
com |z| > R. Combinando esses dois tultimos fatos, concluimos que
f(zo) < f(z), para todo = € R, e assim x( é ponto de minimo da fun¢ao

f O

2 Teorema do Valor Intermediario

Nos dois proximos lemas veremos que se uma fungao continua, definida
em um intervalo, assumir valores de sinais contrarios nas extremidades
do intervalo, entao a funcao possuira um zero nesse intervalo. O
primeiro desses lemas seréd usado na demonstracao do teorema do valor
intermediario, um dos principais resultados dessa aula.

Lema 3. Seja f : [a,b] — R uma fungao continua tal que f(a) < 0 < f(b).
Entao eziste a < ¢ < b tal que f(c) = 0. Nesse caso, diz-se que ¢ € um
zero da fungao f.

Demonstracao. Seja f : [a,b] — R como no enunciado do lema e
consideremos o conjunto A = {z € [a,b]; f(z) < 0}. Esse conjunto é
limitado superiormente (b é uma cota superior de A) e ndo-vazio pois
a € A. Pelo Postulado de Dedekind 2, A possui supremo, digamos c.
Claramente ¢ < b. Como f(b) > 0, existe § > 0 tal que se, x € [b — 6, ]
entao f(z) > 0 e, assim, cada elemento do intervalo [b — §,b] ¢ uma cota
superior de A. Como ¢ = sup A, segue-se que ¢ < b — ) < b. Mostremos
que f(c) = 0. Se f(c) > 0, existiria e > 0 tal que x € [c—¢, c+¢] implicaria
f(z) > 0. Comoc=supAe f(c—e) > 0, terfamos que c—¢ seria uma cota
superior de A menor que o seu supremo, o que é impossivel. Suponhamos
f(c) < 0. Neste caso, existiria ¢ > 0 tal que x € [c —e,c+¢] C [a,]
implicaria f(z) < 0. Em particular, f(c+¢) < 0 e assim c+¢ € A. Como
c & osup de A, isso é impossivel. Entao f(c) = 0. Segue dai que a < ¢, o
que conclui a demonstracao deste lema. O

Lema 4. Seja f : [a,b] — R uma fun¢ao continua com f(a) > 0> f(b).
Entao eziste a < ¢ < b tal que f(c) = 0.
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Demonstragao. Consideremos a fun¢ao ¢ : [a,b] — R definida por
g(x) = —f(z). Claramente g ¢ continua e g(a) = —f(a) < 0 < —f(b)
g(b). Aplicando o lema 3 a fun¢ado ¢ encontramos ¢ € (a,b) com g(c) =
e entao f(c) =0.

O o |l

Teorema 46. (Teorema do Valor Intermediario) Seja f : [a,b] — R
uma fungio continua tal que f(a) < d < f(b), para algum nimero real d.
Entao existe a < ¢ < b tal que f(c) = d.

Demonstragcao. Consideremos a fungao continua g : [a, b] — R definida
por g(z) = f(z) —d. Assim, g(a) = f(a) —d < 0e g(b) = f(b) —d > 0.
Agora, aplicando o lema 3 a fungdo g, que é continua, concluimos que
existe ¢ € (a, b) satisfazendo g(c) = 0 ou, de maneira equivalente, f(c) = d.
O

Observemos que no teorema do valor intermediario, quando d = 0,
recaimos nas condigoes do lema 3.

Corolario 10. Todo polinémio de grau impar e coeficientes reais possui
pelo menos um raiz real.

Demonstragdo. Seja p = p(z) = a,2™ + ap_12" " + -+ + a1 + ap um
polindmio de grau impar com coeficientes reais no qual a,, > 0. Como é
conhecido, tem-se que

lim p(zx) =400 e lim p(z)=—o0
r——+00 T——00
de onde conclui-se que existem pontos a,b € R que satisfazem f(a) < 0
e f(b) > 0. Pelo teorema do valor intermediério, existe ¢ € R tal que
f(c) =0, o que conclui a demonstrac¢ao do corolario. a

Utilizaremos, a seguir, o teorema do valor intermediario para mostrar
que fungoes continuas levam intervalos em intervalos.

Corolario 11. Seja f : I — R uma fung¢ao continua definida no intervalo
I. Entao a imagem f(I) de f é também um intervalo.

Demonstragao. Inicialmente, observemos que um conjunto X C R
é um intervalo nao-degenerado (nao se reduz a um ponto) se dados
a,be X,a<besea <z <bentaox € X. Se f for uma funcao constante,
nada ha a demonstrar. Suponhamos f nao-constante e consideremos dois
pontos quaisquer y; e yo em f(I) de modo que y; < ys e seja y tal que
1 <y < yz. Como y; ey, pertencem a imagem de f, existem 1, x5 € [
tais que f(z1) = y1 e f(x2) = yo. Como f(z1) =31 <y < y2 = f(22),
podemos aplicar o teorema do valor intermediario para encontrar z, entre
x1 e T3 tal que f(x) = y. Isto mostra que y € f(I) e dai conclui-se que
f(I) é um intervalo. O
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3 O Meétodo da Bisseccao

Como aplicagao do Teorema do Valor Intermedidrio, exibiremos um
método que nos possibilitard determinar uma aproximacao, com grande
grau de precisao, para o zero de uma funcao. Observemos que o Teorema
do Valor Intermedidrio nos garante a existéncia de um zero para fungoes
que mudam de sinal. No entanto, ele nao nos permite exibir tal zero.

Facamos a descricao desse método. Para isso, suponhamos que f :
l[a,b] — R seja uma funcdo continua com f(a) < 0 < f(b) (o caso
f(a) > 0 > f(b) é feito de maneira analoga). Pelo teorema do valor
intermediario, existe um zero de f em [a,b]. Seja ¢ um desses zeros (pode
haver mais de um). Inicialmente, podemos fazer I; = [ay,b;], em que
ay = ae b =b. Sejax; = % o ponto médio do intervalo I = [ay, by],
dai o nome método da bissec¢ao. Se f(x;) = 0, j4 encontramos um zero
de f. Se f(xz1) # 0 entdo f(x;) > 0 ou f(z1) < 0. Se f(x;) > 0,
fagamos ay = a; e by = 1. Se f(x1) < 0, facamos as = 1 e by = by.
Em ambos os casos teremos que o intervalo Iy = [ag,by] C I; com
flaz) < 0 < f(bg). Além disso, designando por |I| o comprimento do
intervalo I, tem-se que |I5| = % Aplicando, mais uma vez, o processo de
bissec¢ao encontramos um intervalo I3 = [as, bs] com f(a3) < 0 < f(bs3)
e |l3] = g—é‘ Continuando com o processo de bisseccao, encontramos
intervalos I D Iy D ... D I, cada um deles obtido do anterior por uma
bissecgdo. Daf, f(ax) < 0 < f(by) e fagamos z, = %% Se f(2y) = 0,
temos o zero ¢ = x, € o processo estaria terminado. Se f(xy) > 0, facamos
apr1 = ay e by = o, enquanto que se f(ry) < 0 tomaremos ax.; =
e b1 = by. Em ambos os casos, teremos Iy = [agi1,bk41]. Entao
Ini1 C I, flagsr) < 0 < f(bry1) e x| = g—’;‘ Este processo seria
concluido caso encontrassemos z,, € [a,b] com f(x,) = 0. Caso isso nao
acontega, obteremos uma sequéncia de intervalos encaixados I,, = [a,, b,]
tal que f(a,) < 0 < f(b,) e [Ini1] = g—z‘ Pelo teorema dos intervalos
encaixados, existe um c tal que ¢ € [,,, para todo n € N. Tal ¢ é tnico,
pois lim|7,,| = 0. Além disso, a, — ¢ e b, — c. Portanto, f(a,) — f(c) e
f(bn) — f(c). Logo, f(c) <0e f(c) >0 eassim, f(c) = 0. Observemos
que esse processo nos fornece uma maneira de aproximar o zero ¢ com
qualquer precisao desejada pois lim a,, = limb,, = c.

O préximo exemplo apresenta uma aplicagao do método da bissecgao.

Exemplo 73. Vejamos como determinar aprozimacoes de /2, usando o
método da bissecgdo. Para isso, consideremos a fungao f(x) = z* — 2,
restrita ao intervalo [0,2]. Ora, como f(0) = =2 < 0 e f(2) =2 >0
existird uma raiz do polinémio x? — 2 no intervalo [0,2] e, pelo fato de
que [ € crescente no intervalo [0,2], tal raiz € unica. Fag¢amos a; = 0
e by = 2, de modo que o ponto médio de Iy = [a;,b1] é x1 = 1 e
f(1) = —1. Assim, I, = [1,2] e o ponto médio desse intervalo é 1,5, com
f(1,5) = 0,25. Dai, tem-se o intervalo I3 = [1, 1,5] cujo ponto médio é
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1,25 e f(1,25) = —0,4375. Considerando o intervalo I, = [0,75, 1,5],
temos que seu ponto médio é 1,125 e que f(1,125) = —0,734375.
Consideremos o intervalo Is = [1,125, 1,5] cujo ponto médio € 1,3125
e f(1,3125) = —0,2773438 < 0. Por ultimo, facamos Is = [1,3125, 1,5]
cujo ponto médio é 1,40625. Assim, 1,40625 € uma aprozimagcio de /2.
Deve-se enfatizar que quanto mais continuarmos esse processo, melhor
serd a aprorimacao.

Uma questao associada ao estudo das fungoes continuas é a de
encontrar pontos do dominio de uma fungao em que as imagens de cada
ponto seja o proprio ponto. Comegaremos a discutir esse problema no que
segue.

Definicao 52. Seja f : X — X uma func¢ao definida em um conjunto
nao-vazio X. Diz-se que xo € X € ponto fixo de f se f(xg) = xo.

O proximo resultado garante a existéncia de pontos fixos sob determi-
nadas circunstancias.

Teorema 47. (Um Teorema de Ponto Fixo) Toda fun¢do continua
f i la,b] = [a,b] possui um ponto fixo.

Demonstragao. Se f(a) = a ou f(b) = b, temos ja determinado um
ponto fixo de f. Suponhamos que f(a) # aou f(b) # b. Assim, f(a) > ae
f(b) < b. Consideremos a fungao g : [a,b] — R dada por ¢g(z) = f(x) —x.
Portanto,

ga) = fla) —a >0 ¢ g(b) = f(B) —b< 0.

Como g é continua, pelo teorema do valor intermediario, existe xy €
[a, b] tal que g(zo) = 0, ou seja, f(xg) = o e assim encontramos um ponto
fixo para f. O

Geometricamente, o teorema de ponto fixo estabelecido acima nos diz
que o grafico de qualquer fungao continua f : [a,b] — [a,b] intersecta o
grafico da funcao y = x.
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O teorema precedente nos fornece a existéncia de ponto fixo mas nao
temos, necessariamente, unicidade. Vejamos os exemplos a seguir:

Exemplo 74. A funcgdo f:[0,1] — [0,1] dada por f(z) = —2*+ 1 possui

um unico ponto fixo, ro = 71;”/5, no intervalo [0,1].
y A
| V=X
.1;3[5 ,,,,,,,,,,,,,,, y :
N\ y=-x+1
0 i“é > 1 X

Exemplo 75. A funcio f : [0,1] — [0,1] f(z) = 22 possui exatamente
dois pontos fizos, f(0) =0, f(1) =1, no intervalo [0, 1].

A

y

v

Exemplo 76. A funcao f:[0,1] — [0,1] f(x) = x possui infinitos pontos
fixzos em [0,1]. Com efeito, todo x € [0, 1] é ponto fizo de f.

A

y

v

Veremos um outro teorema de ponto fixo, mas antes estabelecamos
uma defini¢ao.
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Definicao 53. Uma funcao f : R — R € dita uma contragao se existir
uma constante A € [0,1) tal que |f(z) — f(y)| < Mz — y|, para todos
x,y € R.

Observemos que toda contracao é uma funcao lipschitziana e,
consequentemente, continua.

Teorema 48. (Teorema do Ponto Fixo para Contragées) Toda
contracao f : R — R possui um unico ponto fixo.

Demonstragao. Veja que este ¢ um teorema de existéncia e unicidade.
Comecemos com a existéncia. Desde que f : R — R é contragao, existe
A€ [0,1) tal que |f(x) — f(y)| < Az — y|, para quaisquer x,y € R. Se
A = 0, nada ha a demonstrar, pois neste caso, f é uma fun¢ao constante
e a constante que define f é o ponto fixo da funcao. Suponhamos entao
que 0 < A < 1. Seja x; um ponto arbitrario de R, facamos xs = f(x1)
e, indutivamente, definamos z,, 11 = f(z,), para todo n € N. Mostremos
que a sequéncia (z,) converge para um ponto fixo de f. Inicialmente,
observemos que

23 — 22| = [f(22) — f(21)] < Mg — a4,
24 —x3] = [flw3) = flwa)] < Alwg — xa < NPy — 4],
w5 — x4 = [f(za) — f(@3)] < Mag — 3] < N|zo — 24

e, prosseguindo dessa maneira, obtemos
n—1
[ Tni1 — o KA mg — 14,
para todo n € N. Supondo m > n teremos

|33m - mn’ S ‘xm - xm—l‘ + ‘xm—l - xm—2| + - ‘xn—i—l - xn’
)\n—l _ )\m—l

< WTHEANT e N — | = =1

|zo — 21].

Portanto, chegamos a

n—1

1—A

|z — 2] < |zo — x1].

Como 0 < X\ < 1, a sequéncia (A"~1) converge para zero, de onde obtemos
que (z,) é uma sequéncia de Cauchy e, em virtude do Teorema 9, é
convergente. Seja zo = limz, e usando o fato de que z,11 = f(x,) e
f é continua, teremos

limz, = limz,; =lim f(z,) = f(limz,) = f(x)

e entdo g = f(xy). Logo, a existéncia do ponto fixo estd provada.
Provemos agora a unicidade. Sejam x,y € R pontos fixos de f, ou seja,

f(z) =z e f(y) = y. Assim,
lz —yl=[f(z) = f(y)] < Az —y]
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donde
(I=AN]z—y| <0

e pelo fato de 1 — A > 0 concluimos que |z — y| = 0 o que nos fornece
T =1y. U

Vejamos um resultado interessante que usa o fato de que a imagem de
intervalos por fungoes continuas também é um intervalo.

Teorema 49. Seja f : I — f(I) uma fun¢do continua e crescente em que
I ¢ um intervalo aberto. Entao f~': f(I) — I é uma fun¢io continua.

Demonstragao. Inicialmente, observemos que f(I) ¢ um intervalo
aberto, pois f é continua, crescente e I é um intervalo aberto. Como é facil
ver, f~1: f(I) — I também é crescente. Para mostrar que f~': f(I) — I
¢ continua consideremos um ponto zy € f(/) e uma sequéncia (z,,) em f(I)
tal que x, — 9. Devemos mostrar que f~'(z,) — f~'(x¢). Tomemos
e > 0 e mostremos que existe ng € N tal que

fHwo) —e < f ) < fH(zg) + ¢ se n > nyg.

Como f~!(z) € I podemos escolher £ > 0 de modo que o intervalo aberto
(f~Yxo) — &, f (o) + €) esteja contido em I. Em particular,

M wo) —e < [ (wo) < [ (wo) + ¢

e, pelo fato de f ser crescente, obtemos

F(f N xo) —€) < @o < f(f M (w0) +¢)

pois f(f ' (xg)) = wo. Desde que z, — m, existe nyg € N tal que
f(fYxo)—¢) <@ < f(fHwo)+¢), paran > ng. Como f~1: f(I)— 1
é crescente, obtemos

S o) — ) < fHan) < [T (o) +€)),
para n > ng, que é equivalente a
F @) —e < [ (wn) < f M (wo) +e,

para n > ng, provando que f~!(z,) — [~ (x0). O

4 Exercicios Resolvidos

1. Seja f : [a,b] — R uma funcao continua tal que f(z) > 0, para todo
x € [a,b]. Entao f(x) > mg, para todo = € [a,b] e algum mgy > 0.

Solucao. Suponhamos, por contradicao, que f nao seja limitada
inferiormente por uma constante positiva, ou seja, para cada € > 0,
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1
exista x. € [a,b] tal que f(z.) < e. Assim, tomando e = —, n € N,
n

1
existira x,, tal que f(x,) < — para todo n € N. Usando o teorema
n

de Bolzano-Weierstrass, encontramos uma subsequéncia de (z,,), tal
que ,, — x para alguma z € [a,b]. Em virtude da continuidade
de f, obtém-se f(z,;) — f(z) e como 0 < f(x,,) < nij, teremos
f(z) = 0 o que é impossivel pois, por hipotese, f(z) > 0, para todo
x € [a,b]. Isso mostra que existe uma constante positiva mg tal que
f(z) > myg, para todo = € [a,b]. Observemos que essa resolugao é a
segunda parte do teorema 44. Supondo ji demonstrado o teorema,
este exercicio pode ser facilmente resolvido tomando-se mg = f(x0)
em que zy ¢ um ponto de minimo de f.

. Sejam f, g : [a,b] — R fungdes continuas. Mostre que o conjunto

X = {z €a,b]; f(x) = g(x)} satisfaz a seguinte propriedade: se
(x,) for uma sequéncia em X, convergindo para um certo zo entao
Ty € X.

Solugao. Inicialmente, observemos que g € [a,b] (justifique isso).
Como f(x,) = g(z,) e f e g s@o continuas, teremos portanto que
lim f(z,) = limg(z,). Logo, f(limz,) = g(limz,). De onde segue
que f(zg) = g(xp). Assim, xy € X.

. Seja f : [a,b] — R uma fungao continua tal que, para cada x € [a, b,

existe z € [a,b] tal que |f(2)] < 3|f(x)]. Mostre que f possui um
zero em |[a, bl.

Solugao. Seja x1 € [a,b]. Por hipotese, existe x2 € [a,b] tal que
|f(z2)] < 3|f(x1)]. Para esse x, existe z3 € [a,b] satisfazendo
|f(x3)] < 3lf(2z2)] < (5)?f(x1)|. A partir desse x5, encontramos
x4 € [a,b] com |f(zs)] < 3|f(x3)| < (3)%f(x1)]. Prosseguindo
desta maneira, encontramos uma sequéncia (z,) em [a,b] tal que
| f(@ns1)] < (3)"f(x1)]. Desde que (3)" — 0, tem-se entdo que
f(zpy1) — 0. Logo, f(x,) — 0. Observemos que, em virtude
do teorema de Bolzano-Weierstrass, a sequéncia (z,) possui uma
subsequéncia (z,;) convergindo para um certo zo € [a,b]. Agora,
segue da continuidade de f que f(z,;) = f(z0) e, pela unicidade do

limite, f(xo) = 0 e a existéncia do zero de f esta demonstrada.

Exercicios Propostos

. Diz-se que um ponto a € R é uma descontinuidade de 12 espécie

da fungao f : R — R se os limites laterais lim f(z) e lim f(z)
z—a~ z—at
existirem e forem distintos.
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(a) Exiba um exemplo de uma fun¢do que possua descontinuidades
que nao sejam de 1% espécie.

(b) Mostre que uma fungdo crescente que admite apenas
descontinuidades de 1% espécie possui uma  quantidade
enumerdvel de descontinuidades.

(c¢) Exiba um exemplo de uma fungdo com uma quantidade néo-
enumeravel de descontinuidades.

2. Seja f : R — R uma fun¢do continua tal que lim f(x) =
Tr——00

lim f(z) = 0. Mostre que f atinge méximo ou minimo em R.
T—>+00

Exiba exemplos nos quais as func¢oes atinjam apenas maximo, ou
apenas minimo ou maximo e minimo.

3. A equagao z° + 422 — 16 = 0 possui uma solugao no intervalo (0, 2).
Justifique o motivo pelo qual essa afirmacao é verdadeira.

4. Se f:(0,1) — R ¢é uniformemente continua, mostre que lim+ f(x)
z—0

existe.

5. Suponhamos que f : R — R seja continua e limx — +oof(x) =
limx — —oof(x) = 0. Mostre que f é uniformemente continua.

6. Seja f : (a,b) — R uma fungao continua tal que

lim f(z)= lim =0.

z—at xz—b~
Mostre que f atinge maximo ou minimo (ou ambos) em (a,b).

7. Mostre que toda fungao continua em um intervalo fechado é
uniformemente continua.

8. Mostre que a fungdo f(x) = % nao é uniformemente continua

no intervalo (0,+00), mas ¢ uniformemente continua em [a, +00),
qualquer que seja a > 0.

9. Mostre que se f : X — R for uniformemente continua no conjunto
limitado X C R entao f sera limitada em X.

10. Mostre que se f, g : R — R forem uniformemente continuas a fungao
composta f o g: R — R serd uniformemente continua.

11. Mostre que a fungao f(z) = ﬁ é uniformemente continua em R.

12. Mostre que uma fungao crescente f : [a,b] — R serd continua em
bse f(b) = sup{f(x);x € [a,b)}. Enuncie um critério semelhante
para a continuidade de f em a.
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Capitulo 9

A Derivada

Neste capitulo comecaremos a estudar a derivada de fungoes. A
derivada é uma ferramenta que permite o estudo da taxa de variagao
de fungoes, estando relacionada com a inclinagao de retas tangentes ao
grafico de fungoes. Ela estaréd presente em todo o restante deste livro.

1 Nocgoes Iniciais

Comecemos com a defini¢ao de derivada.

Definicao 54. Uma funcio f : I — R € derivavel em um ponto x¢ do
intervalo I se o limite

o 1) = fw)

im ¥—————=

x—x0 T — I
existir. Esse limite € designado por f'(zo) e é chamado derivada de f em
9. Quando uma funcao € derivdvel em cada ponto do seu dominio, ela é
dita uma funcao derivavel.

Deve-se observar que a existéncia desse limite pressupoe que ele
independa de como x tende para xy. No entanto, em alguns casos essa
aproximacao somente poderé ser feita ou pela direita ou pela esquerda.
Isso é o que acontece, por exemplo, se xo for uma das extremidades de um
intervalo. Caso xq esteja no interior do intervalo I, o limite acima existira
se, e somente se, os limites laterais

)~ fw)
x%xar r — o

€
) = fw)
T—Tg T — Xy

existirem e forem iguais. O primeiro desses limites ¢ chamado derivada
lateral & direita de f no ponto o, sendo designado por f’ (x¢), ao passo

135
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que o segundo, ¢ chamado derivada lateral & esquerda, sendo designado
por f" (xg).

A expressao
f(@) — f(xo)

r — X

é chamada quociente de Newton de f no ponto zy e pode ser reescrita

como:
flzo+ h) — f(o)
h

em que estamos fazendo x — xqg = h. Desse modo, a derivada de f em zq
¢é também dada por

lim f(zo+h) — f(xo)
h—0 h '

No caso das derivadas laterais, teremos

f(xo +h) = f(x0)

f—,}—(x[)) - hlirgl+ h
€
[ (@) = lim fwo + h}i ~ f(ao)

Dada a fungao y = f(x), a sua derivada em um ponto x de seu dominio,
caso exista, sera também designada por d—y(:zr) ou simplesmente por %, caso
~ . > dx d$.7
nao haja davidas sobre o ponto no qual estamos calculando a derivada.
Essa notacao sera bastante conveniente em varias situagoes.

Geometricamente o quociente de Newton ¢ igual ao coeficiente angular
da reta secante ao grafico de f que passa pelos pontos P = (xg, f(z¢)) e

Q= (z, f(z))

. vt y=Ax)
Six)
S&) Sy P
SO == Q
0 0 X X ﬁ-
f(x) — f(20)

Quando, para calcular o lim , fazemos x tender para z,

T—Ty T — o
estamos, no gréfico de f, fazendo o ponto () tender para o ponto P.
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S

Quando () tende a P, as retas secantes que passam por P e () se
aproximam indefinidamente da reta que ocupa a posigao (caso exista tal
posi¢do) limite dessas secantes. Essa reta ¢ justamente a tangente ao
grafico de f que passa pelo ponto P = (xq, f(z9)). Assim, f'(xg) é o
coeficiente angular dessa reta tangente.

%)
0 <
Exemplo 77. Consideremos a fungio f(x) = 2%, definida em R, e

mostremos que, em cada ponto ro € R, a sua derivada existe e é dada
por f'(xg) = 2x0.

A funcao f é derivavel em z( se existir o limite

L F(@) = fo)

z—x0 T — X
o qual é dado por

2 2

lim = lim (x = @o)(x + o) = lim (z + z9) = 2.
T—1r0 T — T T—x0 T+ X T—TQ

Exemplo 78. Consideremos a fungao f definida por f(x) = |z| para
x € R. Mostremos que [ é derivavel em todo ponto xo # 0, mas ndo €
dertvdvel em xg = 0.
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Comecemos supondo que xy > 0 e calculemos

i @) = flw)

T—xQ Xr — J,’O

Como x5 > 0 e x — xg, podemos supor que no limite acima os valores de
x sejam sempre positivos, de modo que f(z) = |z| = z. Portanto,
f(x) = f(x0) T — g

lim = lim = lim 1=1= f'(zo).
T—x0 r — Xy T—=x0 T — X T—x0

Argumentando de maneira anéloga, mostra-se que se xryp < 0 entao
f'(xg) = —1. Assim,

1 se zg>0,
—1 se z9 < 0.

(o) = {

Suponhamos zy = 0. Consideremos, primeiramente, a situacao em que
x — 07, isto é, a aproximacao é feita pela direita de 0. Tem-se, entao,

O (ORI Sl

De modo anélogo, mostra-se que f’ (0) = —1. Consequentemente, f nao
é derivavel em 0, pois as derivadas laterais existem, mas nao sao iguais.
Esse exemplo nos mostra que existem fungoes continuas que podem nao
ser derivaveis em todos os pontos de seus dominios. No entanto, temos o
seguinte resultado.

Teorema 50. Se uma funcgao for derivavel em um ponto entao ela serd

continua nesse ponto.

Demonstra¢ao. Suponhamos que a funcao f : I — R seja derivavel em
um ponto xy € I. Devemos mostrar que f é continua em tal ponto. De
fato,

i (70) = o)) = Jim | (2220 ooy

T—T0 T—T0 T — [L‘O
= {lim <M)} . {lim (z — xo)}
T—rT0 T — 1’0 T—rT0
= f(z0)-0
= 0
Entao lim f(z) = f(xo), o que mostra ser f continua em x. O

T—xQ

Exemplo 79. Seja f: R — R dada por

| 0 sex for racional,
f(z) = { 1 sex for irracional.
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Essa fungao nao é continua em nenhum ponto de R. Assim, pelo
teorema anterior, f nao é derivavel em nenhum ponto de R. Observemos
que f é identicamente 0 em Q e identicamente 1 em Q° e ambos sao densos
em R.

A titulo de informagao, notemos que existem funcoes, as quais nao
serao exibidas aqui, que apesar de serem continuas em todos os pontos
de seus dominios, nao sao derivaveis em nenhum ponto. Informagoes
adicionais sobre esse fendémeno podem ser encontradas no apéndice deste
capitulo.

2 Regras de Derivagao

Exibamos um exemplo que nos dard uma regra para a derivagao de
poténcias.

Exemplo 80. Inicialmente, recordemos a identidade:
(x —20) (@™ + 2™ 220 + 2™ 2]+ x4 2lY) = 2™ — 2l

quaisquer que sejam 0s numeros reais x e xo e m inteiro positivo. Pode-se
demonstrd-la, sem muita dificuldade, por indugdo. A sequir, consideremos
a funcgao f(x) =™, para x € R. Dado x¢ € R, obtemos

f(@) — f(o)

R e e T s I B N R A
r — X9

de modo que essa tultima expressao possui m parcelas. Fazendo x — xg
obteremos
I

™ 2y — x6"_1

m—2 m—1

e assim
xXr) — X
lim f( ) f( 0) — lim (xm—l + xm_2$0 + $m_3$g 4t .CL"I'SI_Q + $81—1
T—T0 xr — ,Z‘O T—IT0
= m:zzgl’l

Isso nos leva a regra de derivagao

d

—™ = ma™ !

dx
qualquer que seja o numero natural m. Deve-se observar que esta
regra continua vdlida para qualquer numero real m. Provaremos isso,

oportunamente.

)
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A seguir, apresentaremos varias proposi¢oes que nos fornecerao regras
para derivar fungoes que sao construidas a partir de outras fungoes
derivaveis.

Proposigao 9. Seja f : I — R uma fung¢ao derivdavel. Entdo a fungao
kf : I — R € derivdvel e sua derivada é dada por (kf)(x) = kf'(x),
qualquer que seja a constante k.

Demonstrag¢ao. Construamos o quociente de Newton de kf em um

ponto xy:
kf(x) — kf(zo) _ kf(m) — J(@o)
r — X9 r — T
Dai, segue-se facilmente que (kf) (x) = kf'(z). O

Proposicao 10. Seja f : I — R uma funcao derivdvel em um ponto xg,

tal que f(x) # 0, para todo x € I. Entdo a fun¢ao % : I — R, dada
por %(aj) = ﬁ, € deriwdvel em xy e sua derivada nesse ponto € dada por

(37 @) =~

1

Demonstracao. O quociente de Newton para + em xq é dado por

f
7~ 70 _ b1 fe) = flxo)
T — f(x)  flxg) r—mxy

Observando que a diferenciabilidade de f implica em continuidade,
teremos f(z) — f(xo) e dai % é derivavel em xy com

(5) 9=~

Proposicao 11. Seja m um inteiro positivo. Entao a fungao f(x) =x~™
¢ derivdvel em x # 0 e sua derivada é dada por f'(z) = —maz—™!

|

Demonstragcao. FEsta regra é um simples corolério da anterior, pois
f(x) = —. Portanto,

|

Proposicao 12. Seja f : I — R uma funcao derivavel e injetiva no
intervalo aberto I. Entdo a fungdo inversa f~' : J — I, definida no
intervalo aberto J = f(I), € derivdvel em todo ponto x € J e sua derivada
¢ dada por

com x = f(y).
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Demonstragdo. Sejam x # xo pontos de J e facamos y = f~!(x) e
yo = f (o). Como f & injetiva, tem-se y # yo. Sendo f continua em I,
f~! é continua em .J e assim x — x se, e somente se, y — 7. Portanto,

)= fMwo)  y—wo 1
T — o _f(y)—f(yo)_%

donde se conclui a regra (1) (z) = O

_1
')’

Posteriormente, provaremos que, se f'(z) > 0 (respectivamente f'(x) <
0), para todo = € I, entdo f é estritamente crescente (respectivamente,
decrescente). Assim, na proposigao anterior, a hipotese de f ser injetiva

poderia ser substituida por f/'(z) > 0 ou f'(z) < 0, para todo = € I.

Proposicao 13. A funcao g(z) = T definida para x > 0, em que m
€ um inteiro positivo, € derivdvel e a sua derivada € dada por ¢'(z) =
%xi_y

Demonstragao. Seja [ a func¢ao definida para z > 0 por f(z) = z™.
Vé-se, facilmente, que a fungcao g é a inversa da funcao f e elas se
enquadram nas hipoteses da proposigao anterior. Fazendo f~!(z) =
g(z) = zm ey = f~}(z), teremos y = xw. Da,

|

A proxima proposi¢ao mostra que a derivada da soma é a soma das
derivadas.

Proposigao 14. Sejam f,g: I — R funcoes derivaveis em xo € 1. Entao
a funcao f + g € derivdavel em x( e sua derivada é dada por

(f +9)(w0) = f'(x0) + ¢'(w0).
Demonstragao. Como f e g sao derivaveis em xq, existem os limites
lim f(@) = f(@o) lim g9(x) — 9(350).
T—T0 xr — Xg T—To Tr— 1o

Assim, o resultado segue de

(f+9) @) - (f+9)x) _ [lx)+9(x)— f(xo) — g(x0)

_ f(x) — f(xo) n g(r) — 9(530)‘
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Usando as proposicoes 9 e 14, pode-se mostrar facilmente que se
fig : I — R sao fungoes derivaveis em xy € I, entao a fungao f — g
é derivavel em x( e sua derivada é dada por

(f = 9)/(550) = f/(xo) - 9/(950)-

A proposicao a seguir fornece a regra de derivagdo do produto de
funcoes.

Proposicao 15. Sejam f,qg: I — R funcoes derivdaveis em xq € I. Entao
a fungao produto fg: I — R, definida por (fg)(z) = f(x)g(z), € derivdvel
em xo e sua deriwada € dada por

(f9) (z0) = f'(z0)g(x0) + f(x0)g' (20).

Demonstragao. Os limites
g9(z) — g(zo)

lim M lim &¥—&————,

T—T0 xr — Xo T—To Tr— 1o

existem, pois f e g sao derivaveis em xy. Além disso,

(f9)(@) = (fg)(wo) _ flx)g(x) — flwo)g(x) + f(x0)g(x) — f(x0)g(20)

(z) — g(z0)

r — 2o T — 2o

Desde que g é continua em x, existe o limite do quociente de Newton de
fg em zy, quando x tende a xy, o qual é dado por

o J9)(@) = (Fg) (o)

T—T0 T — T

= f'(w0)g(xo) + f(20)g (o).
0

Proposicao 16. Sejam f,g : I — R funcoes derivdveis em xoy € I, com
g(x) # 0, para todo x € I. Entao a fun¢ao § . I — R, definida por

L) (2) = L9 ¢ derivavel em ¢ e sua derivada é dada por
g 9(x)

i / ) — 9(wo) f'(w0) — (o) f (20)
(7) @ o) '

Demonstracao. Segue-se da proposicao 10 que a funcao é I - R

definida por (é) (x) = Tlx) é derivavel. Agora, usando a proposi¢ao 15,

1

concluimos que a funcao § é derivavel, pois % = f.g e sua derivada é dada
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por

(e = (r2Y o

|

O teorema 51, no qual sera apresentada a regra da cadeia, nos fornecera
um maneira de calcular a derivada da funcao composta de duas fungoes
derivaveis. Para demonstra-lo necessitaremos do seguinte resultado devido
a Carathéodory.

Lema 5. Seja f : I — R uma func¢ao definida no intervalo I. Entao f
é deriwdvel em ¢ € I se, e somente se, existir uma funcao ¢ : I — R,
continua em ¢, que satisfaz

f(@) = fle) = plz)(z — ) (9.1)

para todo x € I. Nesse caso, teremos p(c) = f'(c).

Demonstra¢ao. Suponhamos que f’(c) exista. Podemos entao, definir
uma funcao ¢ : I — R por

f@)=1e) g x#c, el
= r—c ’ 9.2
OR (92)

A continuidade de ¢ em ¢ decorre de lim p(z) = f'(¢). Se x = ¢, ambos
Tr—c

os membros da expressao em (9.1) serdo iguais a 0. Se z # ¢ podemos usar
a expressao (9.2) para concluir que (9.1) é verdadeira. Reciprocamente,
suponhamos que exista uma fungao ¢, continua em ¢, satisfazendo (9.1).
Se x — ¢ # 0 podemos escrever

Em virtude da continuidade de ¢ em ¢, teremos lim p(z) = ¢(c) e dai
Tr—C

o(c) = lim p(x) = lim M

r—c r—c xr —cC

Portanto, f é derivavel em c e f'(c) = ¢(c), o que conclui a demonstragao
do teorema. O

Vejamos a regra da cadeia.



144 Analise - Capitulo 9 UFPA

Teorema 51. (Regra da Cadeia) Sejam g : [ - Re f:J — R
fungoes, I e J intervalos de R, tais que f(J) C I. Se f for derivdvel
em ¢ € J e se g for derivdvel em f(c) entao a fung¢ao composta go f é
derivdvel em c e

(go f)(c)=g'(f(c)- f(c)- (9-3)

Demonstragao. Desde que f'(c) existe, o lema 5 nos diz que existe
uma funcdo ¢, definida em J, tal que ¢ é continua em c e f(z) — f(c) =
o(x)(x —c), para z € J com ¢(c) = f'(c). Pelo mesmo motivo, desde que
g (f(c)) existe, podemos encontrar uma funcao v, definida em I, tal que

¥ é continua em d = f(c) e g(y) — g(d) = ¥(y)(y — d), para y € I com
¥(d) = ¢'(d). Fazendo y = f(x) e d = f(c), obtemos

9(f(x)) = g(f(c)) = ©(f(2)(f(x) = f(c)) = [(¥ o f) (@) - o(@)](z — ),

para todo x € J tal que f(x) € I. Como (1) o f) - ¢ é continua em c e seu
valor em ¢ ¢ ¢'(f(c)) - f'(c), aplicando, novamente, o lema 5, obtemos a
igualdade (9.3). O

Exemplo 81. Seja f : I — R wuma funcao derivdavel no intervalo I e
g(y) = y*, para y € R e n um nimero natural fixzo. Observemos que
g (y) = ny™ ' e assim podemos usar a regra da cadeia para obter

(g0 f)(z) =4 (f(x)) f'(z),
para todo x € I. Dai,
(f*)'(z) = n[f(@)]" "' ().

Exemplo 82. Seja f : I — R uma fungao derivivel em I tal que f(x) # 0
e f'(x) # 0, para todo x € 1. Defina g(y) = i para y # 0. Um cdlculo

simples nos mostra que ¢'(y) = —y%. Portanto, para x € I, temos
1 , / / ! f/(x)

—) (x)=(go f)(x)=9g(f(x))- f(x)=—"—2.
() @ =te @ =gty o) = -+
Exemplo 83. Consideremos a fun¢ao f(x) = |x| que é derivdvel em todos
os valores x # 0 e, como € facil ver, f'(x) =1 sex >0 e f'(x) = —1

se x < 0. Consequentemente, se g : I — R for uma func¢ao derivdvel em
todos os pontos x tais que g(x) # 0, teremos

o () se g(x)>0
ofe) = { 0 s =)

O proximo resultado é o Teorema da Fung¢dao Inversa. Antes de
demonstra-lo, relembremos alguns fatos. Seja f : I — R uma fungao
estritamente crescente (decrescente) e continua no intervalo . Entao sua
imagem é um intervalo J e sua inversa ¢ = f~! : J — I & continua e
estritamente crescente (decrescente). Dai, as fungdes f e g satisfazem a
relagdo g(f(x)) =  para todo = € I.
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Teorema 52. (Teorema da Funcao Inversa) Seja f : I — R uma
fungao continua e estritamente crescente (decrescente) no intervalo I e
sejam J = f(I) e g:J — I a sua inversa. Se [ for derivdvel em c € I e
f'(¢) # 0 entdo g € derivivel em d = f(c) e

g'(d) = =

Demonstra¢ao. Usando o lema 5, encontramos uma funcgao ¢, definida
em I, tal que ¢ ¢é continua em c e f(z) — f(c) = p(z)(x — ¢), para x € [
e p(c) = f'(c). Como ¢(c) = f'(c) # 0 e v & continua em ¢, existe um
intervalo aberto (c—r, c+r) tal que p(z) # 0, para todo x € IN(c—r, c+7).
Seja A = f(IN(c—r,c+r)) de modo que a fungdo inversa g satisfaz
f(g(y)) = y, para todo y € A, e observando que = = g(y) e ¢ = g(d),
obtemos

y—d= f(g9(y)) — f(c) = w(9(y)) - (9(y) — g(d)).

Como ¢(g(y)) # 0, para y € A teremos

9(y) — g(d) =

ela(y) b=

Em virtude da continuidade de @ em d, e usando o lema 5, concluimos
que ¢'(d) existe e

1 1 1
/
g'(d) = = =
e(g(d))  ¢lc)  f'(c)
o que conclui a demonstracao do teorema da funcgao inversa. O

Observemos que se retirarmos a hipotese de que a derivada de f seja
diferente de zero em todos os pontos de seu dominio, a conclusao do
teorema da funcao inversa nao se verifica. Basta considerar a funcao
f(z) = 23, definida para todo z € R. Notemos que tal fungao ¢é
estritamente crescente e derivavel, no entanto a derivada de f, dada
por f'(z) = 3z?% se anula em z = 0. Isso faz com que a sua inversa

f~Yz) = ¥/ ndo seja derivavel em x = 0.

3 Derivadas de Ordem Superior

Quando uma fungao f : I — R é derivavel em todos os pontos de I,
podemos definir a fungao

ffoI—R
x> f'(2)
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Essa funcao é chamada funcao derivada ou derivada de primeira ordem
de f. Se, por sua vez, a funcao f’ for derivavel em I, podemos considerar
a funcdo f” : I — R que a cada ponto x € [ associa a derivada de [’ em
x. A fungao f” é chamada derivada de sequnda ordem de f. Se a fungao
f" for derivavel em I, podemos considerar [/ : I — R que a cada ponto
x € I associa a derivada de f” em x. A funcao f” é chamada derivada de
terceira ordem de f. Prosseguindo dessa maneira, e sempre que possivel,
podemos definir a derivada de ordem n, com n € N, de f. Para efeito de

notacao, a derivada de n-ésima ordem de f é denotada por ™, quando
n > 4.

Definicao 55. Diz-se que uma funcao f : I — R € de classe C™ em [
se f) . I — R existir e for continua para todo m = 1,...,n. Usamos a
notagao f € C™(I).

Observemos que
.comi )y ceMI)c---CcC*I) c ONI) c C(I)
e cada inclusao é propria.

Definicao 56. Diz-se que uma fungao f : I — R € de classe C*° em [
se fM :— R ezistir e for continua para todo n € N. Usamos a notacdo

fec=).

Note que
C=(I) = M2, ¢ ().

Exemplo 84. Se f(z) = 2° com x € R, entdo

fa) = s
f"(r) = 203
f"(x) = 60z
fOE = 120z
f(5)(90) — 120
fO@ = o ¢
@ =

para todo n > 6.
Exemplo 85. Se f(z) = -, com x > 0, entdo

1
f@) = =
1 2
f(x) = s
6
f///(x) — —lj
o _ A
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Exercicios Resolvidos

. Usando a defini¢ao, calcule a derivada da fungao f(x) = \/x, para

x> 0.
Solugao. Escrevamos o quociente de Newton da funcao f na forma
a4t = fls) _VathoE
h

Como nao podemos, de imediato, fazer o h — 0, pois recairiamos
em uma indeterminacgao, fagamos uma racionalizagao para obter

fla+h)—flx) _ Vat+h—vo Ve+h+o _ 1
h h Vit h+vz Vi+h+z

Fazendo h — 0 nessa tultima expressao, obteremos a derivada de f
em x > 0 como sendo

1

f(x) = SN

Veja o que acontece se z = 0.

Seja f : R — R uma funcao derivavel em um certo ponto ¢ € R.

Verifique que
fier=m (s (e 1) - 00)].

No entanto, a existéncia desse limite nao implica que f seja derivavel
em c.

Solugao. Inicialmente, suponhamos que f seja derivavel em c. Logo,

o limite h
et )~ (o
h—0 h
existe e é igual a derivada f’(c). Fazendo h = =+, n € N, tem-se que

h — 0 se, e somente se, n — +o0o. Entao é Vahda a expressao

e (5 (e 1) - 00)].

Consideremos a funcao f : R — R,

1 se z€Q,
f(x){() se = ¢Q.

Se ¢ € Q teremos c+ £ € Q de modo que f(c+ L) — f(c) = 0. Assim

o)) -4
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De maneira analoga, prova-se essa igualdade quando ¢ ¢ Q. Isto
mostra que esse limite pode existir sem que a funcao seja derivavel.
Em verdade, a funcao estudada neste exemplo nao ¢é, sequer,
continua.

. Seja I um intervalo aberto. Uma funcao f : I — R é dita de

classe C! se ela for derivével e sua derivada f' : [ — R,z — f'(z)
for continua. Mostre que se f(I) C J, J intervalo aberto de R, e
se g : J — R também for de classe C! entdo a funcdo composta
gof:I—Ré&declasse C.

Solugao. Inicialmente observemos que as fungdes f' : [ — R e
¢ J — R sdo continuas. Sejam z € [ e uma sequéncia (x,) em
I convergindo para x. Como (go f)(x) = ¢'(f(x)) - f'(x), teremos
que z, — = = f'(x,) = f'(z) implica ¢'(f(2n)) — ¢'(f(x)). Logo,
§(f () F'(22) = ¢ (f(x))- f'(x). Consequentemente (go f)(z,) -
(go f)'(x) e assim a fungao (go f) é continua, isto é, go f é de classe

ch

Exercicios Propostos

. Seja I um intervalo com centro 0, isto ¢, 0 é o ponto médio das

extremidades de /. Uma funcao f : I — R chama-se par quando
f(—=z) = f(x), para todo = € I e impar quando f(—x) = —f(z),
para todo x € I. Prove que se f for par, suas derivadas de ordem
par (quando existirem) serao fungoes pares e suas derivadas de
ordem impar (quando existirem) serdo fungoes impares. Observe,
em particular, que estas tltimas se anulam no ponto 0. Enuncie um
resultado analogo para f fmpar.

. Seja f : I — R derivavel. Dizemos que ¢ € I é um ponto critico de

f se f'(c) = 0. Mostre que, se f for de classe C', o conjunto dos
seus pontos criticos é fechado. Dé exemplo de uma funcao derivavel
f R — R tal que 0 seja limite de uma sequéncia de pontos criticos

de f, mas f’(0) > 0.

. Seja f: R — R uma fungao definida por

fla) = x? se r<c
mx+h se x>c
em que m e h sao constantes reais. Determinar os valores de m e
h de modo que f seja derivavel em c. Observemos que tais valores
dependem de c.
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4. Faga como no exercicio anterior, considerando a fun¢ao f dada por

f(x):{ﬁ se x| > ¢,

ar’ +b se |z| <ec

5. Calcule a derivada f’(x) da fungdo f: R — R definida por

f(x)z{mz se >0

e se x<0.

Seria possivel calcular f”(x) em todo ponto x € R?

6. Seja

f(x)z{ﬁ se 7€Q

0 se xe@Q"

Mostre que f é derivavel em 0, mas é descontinua em todos os pontos
exceto 0.

7. Seja f : R — R uma funcio satisfazendo |z — f(z)| < x?, para todo
r e R

(a) Mostre que f(0) = 0;
(b) Mostre que f’(0) existe e encontre o seu valor. Vocé é capaz de

exibir uma func¢ao que satisfaca essa propriedade?

8. Prove que se f : R — R for derivavel e Lipschitziana, entao
f" R — R serd uma funcao limitada.

9. Dada f(z) = |z|® calcule f'(z), f”(z), para todo x* € R, e mostre
que f®)(0) ndo existe. A derivada f®)(0) existe para z # 07

10. Determine a derivada ¢'(x) em funcao da derivada de f'(x) se
(a) g(x) = f(2?)
(b) g(z) = ff ()]
(c) g(z) = f(z) + f(2?) + f(2?).

11. Se f + g for derivavel em ¢ entao f e g sao derivaveis em c. Falso ou
verdadeiro? Justifique.

12. (a) Se f(z) = a,z" + a,_12" ' + -+ + ag, encontre uma fungao g
tal que ¢’ = f. Existem outras que satisfacam esta igualdade?

(b) Se

encontre uma funcao g tal que ¢’ = f.
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13. (a) O namero a é chamado raiz dupla de um polindomio f se

f(x) = (z — a)’*g(z), para algum polindmio g. Mostre que
a é raiz dupla de f se, e somente se, a for raiz tanto de f como
de f'.

(b) Quando f(x) = ax®+bx+c (a # 0) possui raiz dupla? Fornega
uma interpretacao geométrica.

14. Suponhamos que f : [a,b] — R seja derivavel. Dado ¢ € [a,b),
mostre que existe uma sequéncia (z,) em [a,b],z, # ¢, tal que
f'(¢) = lim f(z,). Isso implica que f é continua?
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6 Apéndice

Fungoes Continuas sem Derivadas

As fungoes que usualmente surgem no estudo da Analise Matemaética
sao derivaveis. Esses sao os casos das fungoes polinomiais, trigonométri-
cas, exponenciais, logaritmicas etc. Os raros exemplos que aparecem nos
exercicios e aplicagoes elementares sao razoavelmente bem comportados
como, por exemplo, a fungao f(x) = |z| que deixa de ser derivavel apenas
em um ponto. Portanto, é razoavel pensar que se o grafico de uma
funcao nao admitir reta tangente em alguns pontos, eles constituirao um
conjunto bastante pequeno. No caso f(x) = |z|, esse conjunto sera {0}.
Se considerarmos a fungao periddica f : R — R, de periodo 2 tal que

Fz) = z se 0<z<1,
|l 2 +2 se 1<a<2,

verifica-se que ela deixa de ser derivavel em um conjunto infinito de pontos
(qual?). Contudo, esse conjunto é enumeravel. A seguir, transcrevere-
mos um trecho, devido a Mello! que ilustra de maneira bastante clara o
fenébmeno em que o grafico de uma fungao continua pode nao admitir reta
tangente em ponto algum, ou seja, o conjunto dos pontos em que uma

funcao nao possui derivada pode ser muito grande.

A idéia de curva continua sem tangentes, por exemplo, uma
curva constituida s6 de “pontos angulosos”, nao condiz bem
com a nossa intuicdo geométrica e seria de esperar que um
tal objeto, na hipotese de sua existéncia, nao passasse de um
ente que vive apenas nas cabecas dos matemaéticos, sem utili-
dade no mundo fisico. Duplo engano nosso. Tais objetos, as
fungoes continuas que nao tém derivada em ponto algum, nao
apenas existem como h& um tipo importante de movimento,
denominado movimento browniano, cuja trajetéria é modelada
matematicamente por uma curva continua sem tangente.

Em 1827, o botanico inglés Robert Brown (1773-1858),
investigando o processo de fertilizacao de uma certa flor, notou,
ao microscopio, que os graos de poélen em suspensao na agua
apresentavam um rapido movimento desordenado?. Em 1905,
Albert Einstein (1879-1955), escreveu um trabalho decisivo
sobre o movimento browniano. Finalmente, na década de 1920,
o matemaético americano Norbert Wiener (1894-1964) iniciou
uma teoria matemética do movimento browniano. Wiener deu

' Luis Fenando de Osério Mello, O Movimento Browniano e as Curvas sem Tangente.
2H.M. Nussenzveig, Curso de Fisica Basica, Vol. 2, Ed. Edgard Bliicher Ltda.,
1983.
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uma interpretagao precisa a idéia de “movimento ao acaso” de
uma particula. Ele demonstrou, no contexto de seu modelo
matematico, que a trajetoria efetiva da particula é uma curva
continua, porém, sem tangente em ponto algum. Fisicamente,
0 que se passa € que a particula esté, a cada instante, recebendo
o impacto desordenado das moléculas do fluido, de tal modo
que, em seu movimento, ela muda constantemente de direcao,
nao possuindo, portanto, velocidade instantanea definida em
ponto algum.

O primeiro exemplo de funcao continua sem derivada
apareceu em 1834, dado por Benhard Bolzano (1781-1849).
Em 1861, Riemann (1826-1866) apresentou o seu exemplo
de uma funcdo continua que nao tem derivada em ponto
algum. Em 1872, Weierstrass (1815-1897) e, em 1930, Van
der Waerden (1903- ) deram mais exemplos destes objetos®

O exemplo apresentado por Weierstrass, veja Tichmarsh? é o de uma
funcao f : R — R dada por uma série. Mais precisamente, dados 0 < b < 1
e a um inteiro positivo satisfazendo ab > 1 + 37”, a funcao

flz) = i b" cos(a"mx),
n=0

para todo x € R, estd bem definida e é continua. Mostra-se que ela ¢é
continua e nao-derivavel em todos os pontos. Omitiremos suas demons-
tracoes, haja vista que elas sao profundamente técnicas. Veja Mello e
Tichmarsh, previamente citados.

O(A) leitor(a) interessado(a) pode consultar os artigos de Bush® e
Gandulfo® que estao relacionados com as observacoes precedentes.

3C.B. Boyer, Historia da Matematica, Ed. Edgard Bliicher Ltda., 1974.

4E.C. Tichmarsh, Theory of Functions, Oxford University Press, 1939.

SK.A. Bush, Continuous functions without derivatives, The American Mathematical
Monthly, Vol. 59, N. 4, April (1952) 222-225.

SRoberto O. Gandulfo, A Funcdo de Marcinkiewicz, Matematica Universitaria, N.
5, Junho (1987) 61-68.



Capitulo 10

O Teorema do Valor Médio e
Aplicacoes

Este capitulo seré dedicado ao estudo do comportamento das fungoes,
para o qual faremos uso de derivadas. Nisso, o Teorema da Média ou
Teorema do Valor Médio desempenhara um papel crucial.

1 Teorema do Valor Médio

Estudaremos nesta secao o Teorema do Valor Médio que é um resultado
de extrema importancia para a Anélise Matematica, sendo a chave para
a obtencao de resultados profundos como o Teorema Fundamental do

Cdlculo.
Comecemos com alguns conceitos e resultados preliminares.

Definicao 57. Diz-se que uma funcao f : I — R, em que I € um intervalo,
possui wm maximo (minimo) relativo, ou local, em um ponto ¢ € I se
existir um nimero positivo r tal que f(x) < f(c) (f(x) > f(c)), para todo
x € IN(c—r,c+r). Dizemos que f possui um extremo relativo, ou local,
em c € I se c for um ponto de mdzimo ou minimo relativo.

O préximo resultado nos fornecerda uma justificativa para o processo
no qual procuram-se extremos locais de uma fungao examinando os zeros
de sua derivada.

Teorema 53. Seja ¢ um extremo local da funcao f : 1 — R pertencente

ao interior do intervalo 1. Se f for derivdvel em c entdo f'(c) = 0.

Demonstra¢ao. Suponhamos que ¢ seja um ponto de maximo local.
Como ¢ pertence ao interior de I, existe r > 0 tal que (c —r,c+7r) C [ e
f(z) < f(e), para todo « € (¢ —r,c+r). Tomando 0 < h < r temos que

fle+h) < f(e).

153
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Assim,

fleth) 5 _,

A <
Fazendo h — 0, obtemos f’(¢) < 0. Agora, tomando —r < h < 0, prova-
se de maneira analoga que f’(c) > 0. Portanto, f’(¢) = 0. Se ¢ for um
minimo local o procedimento sera analogo e deixamos para o leitor fazer
como exercicio. O

Definicao 58. Seja f : I — R wma funcao derivdvel em um ponto c
pertencente ao interior do intervalo. Diz-se que ¢ € ponto critico de f se

f'(e) = 0.

Definicao 59. Sejam f : I — R, em que I é um intervalo, e c
Dizemos que ¢ é um ponto de méaximo (minimo) global se f(x

f(e) (f(z) > f(c)), para todo x € I.

eI
) <

O préximo teorema serd utilizado na demonstragao do teorema do valor
médio.
Teorema 54. (Teorema de Rolle) Seja f uma fungdo continua no

intervalo fechado [a,b] e derivdvel no intervalo aberto (a,b). Se f(a) =
f(b) = 0 entao f'(zo) =0, para algum xy € (a,b).

Demonstragao. Se f for uma funcao constante nada ha a demonstrar
pois, nesse caso, a derivada de f sera zero em todos os pontos de (a,b).
Suponhamos que f nao seja constante. Ja que f(a) = f(b) = 0, existira
um ponto z € (a,b) tal que f(z) > 0 ou f(x) < 0. Se acontecer o primeiro
caso, a funcdo, que possui maximo em [a,b], por ser continua, atingira
maximo em zy € (a,b). Pelo teorema 53 teremos f’(z9) = 0. No caso
em que f(x) < 0 em algum z € (a,b) a fungao f atingird minimo em
algum zo € (a,b) e assim f'(zg) = 0 e o teorema estd completamente
demonstrado. O

Uma interpretagao geométrica desse teorema ¢é apresentada na figura
a seguir.

Exemplo 86. Dada a fungao
fla) =2’

— 12z,



UFPA Analise - Capitulo 10 155

definida no intervalo 0 < x < 2\/3, determinemos xg no intervalo aberto
(0,2v/3) tal que f'(x) = 0.

Solugao. Inicialmente, observemos que f é continua em |0, 2\/5] e derivavel
em (0,2v/3). Além disso, f(0) = f(2v/3) = 0. Podemos, assim, usar o
teorema de Rolle para garantir que existe z, no intervalo aberto (0,2v/3)
tal que f'(x¢) = 0. Como f'(x) = 32% — 12 o ponto zg sera obtido fazendo
32?2 — 12 =0 o que nos da z = £2. Entao xy = 2 é o ponto procurado.

Exemplo 87. Verifique se o teorema de Rolle se aplica as fungoes

(a) fx) = ==5

(b) g(x) = 33%.
no intervalo [0, 4]
Solucao

(a) Observemos que f(0) = f(4) = 0, mas f nao esté definida em z = 2
e dai o referido teorema nao se aplica.

(b) Novamente f(0) = f(4) = 0 e f ndo esta definida em z = —2, um
ponto que nao pertence ao intervalo [0,4]. Assim, f é continua em
0,4]. Além disso,

x? +4xr — 8

/ _r T o

/) (x 4+ 2)?

existe para todo x pertencente ao intervalo aberto (0,4). Assim,
o teorema de Rolle se aplica e o valor procurado, que anula f’ no
intervalo dado, & zo = 2(v/3 — 1), a raiz positiva de 22 + 42 — 8 = 0.

Corolario 12. Seja g uma fungao continua no intervalo fechado [a,b] e
derivdvel no intervalo aberto (a,b). Suponhamos que g(a) = g(b). Entdo
existe o € (a,b) tal que ¢'(zo) = 0.

Demonstragao. Definamos f : [a,b] — R por f(z) = g(z) — a onde
a ¢ o valor comum de g em a e b. Portanto, f(a) = f(b) = 0. Como
f é continua em [a, b] e derivavel em (a,b), pelo teorema de Rolle, existe
x € (a,b) tal que f'(zg) =0 e como f'(x) = ¢'(z) tem-se que ¢'(zg) = 0,
o que completa a demonstracao do corolario. O

Veja a figura a seguir para ter uma visualizagao geométrica do corolério
precedente.
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Teorema 55. (Teorema do Valor Médio) Seja f uma funcao continua
no intervalo fechado |a,b| e derivdvel no intervalo aberto (a,b). Entao
existe pelo menos um ponto xy € (a,b) tal que

Py = 10— 10)

Demonstragao. Inicialmente definamos a funcao

Temos que F' é continua em |[a, b], derivavel em (a,b) e F(a) = F(b) = 0.
Assim, podemos aplicar o teorema de Rolle a fungao F' em [a, b]. Portanto,
existe zg € (a,b) tal que F'(zy) = 0. Mas

f(b) — f(a)
F/ — / _
() = f'(a) = o —
Assim,
f(b) — f(a)
/ R—
f ('IO) - b —a
que ¢é exatamente o que gostariamos de demonstrar. |

Observe que, do ponto de vista geométrico, a conclusao do teorema do
valor médio nos diz que existe um ponto xj, pertencente ao interior do
intervalo [a, b], tal que a inclinagdo f'(x¢) da reta tangente ao grafico da
fungao no ponto (zg, f(xg)) € igual & inclinagao

f(b) — f(a)
b—a

da reta ligando os pontos (a, f(a)) e (b, f(b)) que s@o os pontos inicial e
terminal do grafico de f, conforme podemos observar na seguinte figura.
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fib)
Jex)

Ha)

Todos os resultados do restante deste capitulo sao consequéncias do
teorema do valor médio.

Corolario 13. Se f : (a,b) — R é uma fungdao derivdvel com f'(x) =0,
para todo x € (a,b), entdo f € constante em (a,b).

Demonstragao. Sejam x e y dois pontos quaisquer de (a,b) com = < y.
Pelo teorema do valor médio, existe zg € (x,y) tal que

— f(x
y—x
e como f'(zg) = 0, concluimos que f(z) = f(y). Como x e y sdo arbitrarios
segue-se que f é constante em (a, b). a

O proximo corolario serd importante no estudo das primitivas de uma
dada fungao, tema que sera discutido posteriormente.

Corolario 14. Suponhamos que as funcoes f e g sejam continuas no
intervalo fechado |a,b], derivdveis no intervalo aberto (a,b) e que f'(x) =
g'(x), para todo x € (a,b). FEntdo existe uma constante C tal que
f(x) = g(z) + C para todo = € [a,b].

Demonstragao. Basta observar que f'(z) = ¢'(x), para todo = € (a,b)
é equivalente a (f — g)'(z) = 0, para todo z € (a,b). Logo, pelo corolario
anterior, f—g é constante em [a, b], ou seja, existe uma constante C' tal que
f(z) — g(x) = C, para qualquer x € [a,b], o que conclui a demonstracao
do corolario. O

A derivada de uma fungao pode existir em um certo intervalo [a,d]
sem que ela seja continua em [a,b]. No entanto, mesmo que f’ ndo seja
continua, existe um Teorema do Valor Médio para Derivadas o qual sera
demonstrado com o auxilio do seguinte lema.

Lema 6. Seja f uma funcao derivdvel em [a,b] com f'(a) <0 e f'(b) > 0.
Entao existe § > 0 tal que

f(z) < f(a) para a <z <a+9
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f(z) < f(b) para b—6 <z <b.

Demonstra¢iao. Suponhamos que f’(a) < 0 e que, para cada n € N
exista a < x, < a+ + tal que f(x,) > f(a). Assim,

f(zn) — f(a)

T, — Q

>0

e desde que f’(a) existe, teremos f'(a) > 0 o que contradiz a hipotese
f'(a) < 0. Isso demonstra a primeira parte do lema. A outra parte é feita
de maneira anéaloga. O

Teorema 56. (Teorema do Valor Intermediario para Derivadas.)
Suponhamos que [ seja derivdvel em [a,b], f'(a) # f'(b) e p seja um
nimero real entre f'(a) e f'(b). Entao f'(c) = p para algum p € [a,bl.

Demonstra¢ao. Sem perda de generalidade, podemos supor que
f'(a) < p < f'(b) e definamos

g(x) = f(z) — px, para x € [a,bl.

Dai, ¢'(a) = f'(a) —pu < 0e ¢'(b) = f(b) — u > 0. Como g é continua em
la,b], g atinge minimo em algum ¢ € [a,b]. Pelo lema 6, existe § > 0 tal
que

g(z) < gla),a <z <a+0d

g(xz) < g(b),b—d <x<b.

Consequentemente, ¢ # a e ¢ # b. Portanto, a < ¢ < b e assim ¢'(c) = 0,
ou seja, f'(c) = p. a

2 Estudo do Comportamento de Funcoes

Definigao 60. Diz-se que f : I — R € crescente (decrescente) em I se
x, y €1 com x <y implica que f(z) < f(y)(f(x) > f(y).

Definigao 61. Diz-se que f : I — R € nao-decrescente (nao-crescente)
em I sex, y €l comx <y implica que f(x) < f(y)(f(z) > f(y).

O teorema seguinte, relativo a funcoes derivaveis em intervalos,
estabelece uma relacao entre o sinal da derivada e o crescimento de uma
funcao.

Teorema 57. Seja f uma funcgao real derivavel em um intervalo aberto
I.
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(a) Se f'(c) >0, para todo x € I, entdo f € crescente em I.

(b) Se f'(c) <0, para todo x € I, entdo f € decrescente em I.

Demonstragao. (a) Demonstraremos somente a parte (a). A demons-
tragao da parte (b) é andloga. Suponhamos que f’(¢) > 0 para todo = € I.
Sejam a, b € I com a < b. Aplicando o teorema do valor médio para f
no intervalo [a, b], encontramos ¢ € (a,b) com

f(b) = f(a) = f'(c)(b - a).

Como f'(¢) > 0eb—a > 0, segue que f(b)— f(a) > 0, isto &, f(b) > f(a).
Portanto, f é crescente. O

Exemplo 88. A funcao
f(z) =2° 420 —6

€ crescente para todos os valores de x € R.

De fato, basta observar que
f'(z) =52"+20>0
para todo x € R.
Exemplo 89. A funcao
flx)=1—2* 2"

¢ uma fungao decrescente para todos os valores de x € R.

Solucao. Observemos que
fl(z)=-32> -T2 <0
para todo x # 0. Assim, f é decrescente nos intervalos (—oo,0) e (0, +00).

Além disso, se z < 0, tem-se que f(x) > 1 = f(0) e, se x > 0, tem-se
f(0) =1> f(z). Entao f é decrescente em R.

Exemplo 90. A funcdo
flz) =42 +2 -3

POSSUL apenas um zero.
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Solugao. De fato, como f(0) = —3 e f(1) = 2, pelo teorema do valor
intermediério, existe um ponto x € R tal que f(x) = 0. Desde que

fl(x) =122 +1 >0,

tem-se que f é crescente em todo o R. Entao f nao pode ter dois valores
reais x para os quais f(z) = 0.

O proximo corolério fornece uma maneira de encontrar pontos de
maximo ou de minimo relativos de fungoes derivaveis definidas em
intervalos.

Corolario 15. (Teste da Derivada Primeira) Sejam f : [a,b] — R
uma fungao continua e derivdvel no intervalo aberto (a,b) e ¢ € (a,b) um
ponto critico de f.

(i) Se ezistir um intervalo aberto (¢ —r,c+r) C (a,b) tal que f'(x) >0
para x € (c—r,c) e f'(x) <0 para x € (¢c,c+71) entdo f possui um
mdzximo relativo em c.

(ii) Se existir um intervalo aberto (c—r,c+r) C (a,b) tal que f'(x) <0
para x € (c—r,c) e f'(x) >0 para x € (¢,c+r) entao f possui um
minimo relativo em c.

Demonstragao. Demonstremos o item (i). A demonstracao do item (ii)
¢ feita de maneira analoga e seré deixada como exercicio. Como f’(z) > 0,
para todo = € (¢ —r, ¢) segue do teorema anterior que f é nao-decrescente
em (c—r, ¢) e, portanto, sera também nao-decrescente no intervalo (c—r, ¢].
Logo, f(z) < f(c) paratodo x € (c—r,c). Agora, segue de f'(x) < 0, para
x € (¢,c+r) que que f é nao-crescente e [c,c+ r). Assim, f(z) < f(c),
para qualquer z € (¢,c+ r). Emtao ¢ é ponto de maximo local de f. O

Teorema 58. (Teste da Derivada Segunda) Seja f : (a,b) — R uma
fungdo de classe C?, isto é, a derivada seqgunda de f, f" : (a,b) — R,
existe e é continua. Suponhamos que ¢ € (a,b) seja um ponto critico de

f.

(i) Se f"(c) <0 entao ¢ € ponto de mdzimo local

(ii) Se f"(c) > 0 entdo ¢ € ponto de minimo local.

Demonstra¢ao. Fagamos a demonstragao do item (i). Desde que
f" : (a,b) — R é uma fungao continua e f”(c¢) < 0, existird r > 0 tal
que (c—r,c+71) C (a,b) e f’(x) <0, para todo x € (¢ —r,c+r). Ora,
f'(c) =0 e f"é decrescente em (¢ —r,c+ 1), pois a segunda derivada de
f, que é a derivada da derivada primeira, é negativa no referido intervalo.
Portanto, se x € (¢ — r,¢) tem-se f'(x) > 0 e, se z € (¢,c+ 1), tem-se
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f'(x) < 0 e assim, pelo teste da derivada primeira, ¢ é ponto de maximo
local. A demonstragao do item (ii) é feita de maneira anéloga. O

Ha casos de fungoes que embora tenham derivadas segundas continuas,
o teste da segunda derivada se aplica. Isso acontece quando a funcao f ¢é
tal que f'(c) = f”(c) = 0. E o que acontece, por exemplo, com a funcio
f(x) = 2*, cujo tnico ponto critico ¢ xy = 0, sendo este um ponto de
minimo de f, o que nao se pode concluir apenas usando o teste da segunda
derivada, ja que f'(0) = f”(0) = 0. No capitulo 12, no qual estudaremos a
formula de Taylor, apresentaremos, como consequéncia dessa formula, um
terceiro teste para determinacao de pontos de maximos e de minimos, que é
uma generalizagao do teste da derivada segunda e sanara essa dificuldade.

Existem casos nos quais um dado ponto critico de uma fungao nao é
ponto de minimo ou de maximo local. Essa é a situacao do ponto xy = 0
para a funcao f(x) = x3. Nesse caso dizemos que zy = 0 é um ponto de
inflexao horizontal de f(z) = x®. Esse conceito sera estabelecido a seguir.

Definigao 62. Seja f : I — R uma fungao derivdvel tal que f'(z¢) = 0
para algum xo pertencente ao interior do intervalo I. Diz-se que o ponto
critico xg € uwm ponto de inflexao horizontal de f se existir um numero
positivo € tal que

(a) f(x) < f(xg) sex € (xg—e,20) € f(x) > f(xg) se x € (xg,z0+ €)

(b) f(z) > f(xo) sex € (xg —&,20) € f(x) < f(xy) se x € (xg,z9+€).

Veja as figuras abaixo para uma interpretacao geométrica dos pontos
de inflexao.

yA yﬂ

Six) fexy)

»
»
X

Proposicao 17. Sejam f : (a,b) — R uma fun¢io com derivada sequnda
no intervalo (a,b) e ¢ € (a,b) um ponto critico de f. Se existe r > 0 tal
que (c—r,c+1) C (a,b) e

(a) f"(z) <0 parax € (c—r,¢) e f'"(x) >0 para x € (¢,c+ )

ou
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(b) f"(x) >0 parax € (c—r,c) e f'(z) <0 sex € (c,c+7r)
entao ¢ € um ponto de inflexao horizontal de f.

Demonstra¢ao. Suponhamos que f seja uma funcao satisfazendo a
condicao (a) da proposi¢ao. Como f”(x) < 0 se z € (¢ — r,c), tem-se que
f' é decrescente em (¢ —r,¢). Além disso, f'(¢) = 0, logo, f'(x) > 0, para
x € (¢—r,c). Do mesmo modo, segue de f”(z) > 0 para x € (¢,c+7), que
f" & crescente no intervalo (¢, c+r) e, como f’'(c¢) = 0, temos f'(z) > 0 para
todo = € (¢,c + r). Concluimos, entdao, que f é crescente em (¢ — r,c) e
(¢,c+7r). Sendo f continua em (c—r,c+7), f é crescente em tal intervalo.
Logo, f(z) < f(c), para x € (c —r,¢) e f(z) > f(c), para x € (¢,c + 1),
isto é, ¢ é ponto de inflexao horizontal de f. De maneira analoga chega-se
a essa conclusdo supondo-se que f satisfaz a condigao (b). O

Proposicao 18. Seja f : I — R uma fun¢ao continua. Se f possui um
unico extremo local entao tal ponto é também um ponto de extremo global.

Demonstra¢ao. Seja f : I — R uma fung¢ao continua e suponhamos
que xg € I seja o unico ponto de maximo local de f em I. Suponhamos que
2o nao seja ponto de maximo global em I. Entao existe x; € I, digamos
maior do que zg, tal que f(x1) > f(x¢). Considerando a fungao f restrita
ao intervalo [xg, z1], ela terd um ponto de minimo, digamos x3 € (xg, 1), €
dai z3 seria um outro extremo local, o que contraria a hipotese. Portanto,
xo ¢ também méaximo global. Os outros casos podem ser demonstrados de
maneira analoga. O

Suponhamos que f : [a,b] — R seja uma fungao continua e derivavel
em (a,b). Sendo f continua em um intervalo fechado e limitado, segue-se
que ela atinge maximo e minimo em [a, b]. Se tais extremos ocorrerem em
pontos ¢ no intervalo aberto (a, b) entao f'(c) = 0. Caso eles nao ocorram
no interior de [a, b], eles ocorrerao em uma (ou ambas) das extremidades a
ou b. Assim, os candidatos a extremos de uma fung¢ao como acima sao os
pontos criticos pertencentes ao intervalo aberto (a,b) e suas extremidades
aeb.

Exemplo 91. Consideremos a fun¢ao
flzx)=a®—2* —2+2

continua e derivavel. Pela continuidade de f ela atinge mdximo e minimo
em [0,2]. Os candidatos a extremos sao os pontos 0, 2 e os pontos criticos
de f situados no intervalo aberto (0,2). Determinemos tais pontos criticos.
A derivada de f é

fl()=32" -2 —1=Bx+1)(x — 1)
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de modo que seus pontos criticos serao obtidos resolvendo-se a equacao
flz)=Bx+1)(z—1)=0

cujas raizes sao —% el. Como —% nao pertence ao intervalo considerado,
s0 mos interessa o ponto critico 1. Assim, devemos testar o conjunto de

nimeros {0, 1,2} para decidir qual é o mdzimo e qual € o minimo.

f0)=2,f(1) =1, f(2) = 4.

Dai, seque-se que 1 € ponto de minimo global (f(1) =1 é o valor minimo
de f em [0,2]) e 2 é ponto de mdzimo global(f(2) = 4 é o valor mdzximo
de f em [0,2]).

Exemplo 92. Encontre dois nimeros positivos x e y tais que sua soma
seja 1gual a 2 e seu produto xy seja o mdzrimo possivel.

Solu¢ao. Sejam z e y nimeros positivos tais que x + y = 2. Desejamos
maximizar o produto zy. Como y = 2—x, o problema reduz-se a encontrar
o maximo da fungao f(z) = x(2 — ) = 2x — 2%, para 0 < x < 2. O tnico
ponto critico de tal fungao é obtido fazendo-se f'(z) = 2 — 2z = 0 e assim
x = 1. Além disso, podemos usar o teste da derivada segunda e obter
f"(x) = —2 < 0, donde se conclui que 1 é ponto de méaximo local e, em
virtude da proposicao 18, ele é ponto de maximo global. Portanto, y = 1
e os numeros procurados sao r =y = 1.

Exemplo 93. Determinemos os pontos criticos da fun¢ao

f@) =2z —1)°

e 0s classifiguemos como mdzximo local, minimo local ou ponto de inflexao.

Solug¢ao. Determinemos inicialmente os pontos criticos de f.
f@)=2-3z-124+(x-1>%=(z-1)2Bzr+z—1) = (x — 1)*(4z — 1).

Assim, os pontos criticos de f sao obtidos resolvendo-se a equagao
(z — 1)*(4z — 1) = 0 cujas solugdes sdo = 1 e = 1. Analisemos o

ponto critico x = %1. Observemos que 4z — 1 < 0 se, e somente se, x < %,
de modo que para tais valores de x a derivada seré negativa. De maneira
analoga, 4r —1 > 0 se, e somente se, z > i. Assim, para tais valores de z,

a derivada sera positiva. Consequentemente, em x = %t a derivada passa
de negativa para positiva de modo que z = i é ponto de minimo.

Estudemos o ponto critico z = 1. Neste caso, considerando o intervalo
(%, %) a derivada é sempre positiva, excetuando-se no ponto critico x =1,

de modo que tal ponto é de inflexao horizontal. Veja o grafico da fungao
esbocado a seguir.



164 Analise - Capitulo 10 UFPA

\

0 \/ 1

=V

Exemplo 94. Analisemos a fungao
1

flo) = —

com relacao a extremos e determinemos os intervalos nos quais ela €
crescente ou decrescente.

Solucao. Desde que

1
()= ————= <0
f néo possui ponto critico. Ora, como (z — 2)? > 0 para todo = # 2 entdo
f'(x) < 0 para < 2 e para x > 2, ou seja, f é decrescente nos intervalos
(—00,2) e (2,+00). A figura a seguir é um esbogo do grafico de f.

ylk
O »
T 2 b

Encerraremos este capitulo discutindo uma generalizagao do teorema
do valor médio, que sera utilizada no capitulo 11, na qual estudaremos as
regras de L’Hospital.

Teorema 59. (Teorema do Valor Médio Generalizado) Sejam f e
g fungoes continuas no intervalo fechado [a,b] e derivdvel em (a,b). Su-
ponhamos que ¢'(x) # 0, para todo x em (a,b). Entao existe um ponto
xo € (a,b) tal que
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Demonstragao. Suponhamos que g(b) = g(a). Pelo teorema de Rolle,

¢ (z) = 0 para algum z € (a,b), o que contraria a nossa hipotese.
Portanto, g(b) # g(a). Seja F' : [a,b] — R definida por
_ f(b) — f(a)
P(a) = £() = £(6) = 25— 85 (0(x) — g(0)
Entao
F(a)=F({)=0

e

/ _pl _f(b)_f(a’)/
Novamente, pelo teorema de Rolle, existe zg € (a,b) para o qual

"1 _f(b)_f(a) "xn) =
ou seja,

|

Exemplo 95. Dadas as fungées f(z) = 3z + 2 e g(x) = 2% + 1,
encontremos, no intervalo [1,4], o ponto xy prescrito no teorema do valor
médio generalizado.

Solugao. Devemos encontrar zo no intervalo [1,4] de modo que

JA-JO) _14-5 3 [lx

g4)—g(1) 17—-2 5 g¢(x

f_—=
w

~—
[N}
8

o

Entao zg = g

3 Exercicios Resolvidos

1. Mostre que a fungao
f(z) =72° +82% + 132 — 9

possui um unico zero real.

Solugao. Inicialmente observemos que

lim (72° 4+ 82 + 13z — 9) = 400

T—+00

lim (72° + 82% + 137 — 9) = —c0.

T—r—00
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Portanto, existem pontos em que a funcao f atinge valores positivos
e pontos onde a fungao atinge valores negativos. Usando o teorema
do valor intermediario, podemos garantir que a funcao f se anula
em algum ponto. Além disso,

f(z) = 352% + 242> + 13 > 0

para todo x € R, o que implica que f é estritamente crescente, de
onde se conclui que f possui apenas um zero.

. Use o teorema do valor médio para encontrar zo € (0,6) tal que

f(6) — f(0)

f'(zo) = 6-0

em que f(z) = 3.

Solugdo. Inicialmente observemos que f'(z) = 32? e daf

63 o 03
31y = :
T 60
Portanto, 3z2 = 6% logo, 3z2 = 36. De onde concluimos que

Ty = 2\/§

Exercicios Propostos

. Seja f : R — R uma fungao derivavel tal que

lim f'(x) =0.

r—r-+00

Entao

lim (f(zx+1)— f(z)) =0.

T—+00

. Seja f: R — R uma fungao tal que

f(2) = fy)] < [z —yl",
para todos x,y € R e para algum ¢ > 0. Mostre que f é constante.

(a) Mostre que se f ¢é derivavel em [ e se a fungao derivada
f": I — R é limitada, entao f é lipschitziana.

(b) Mostre que se a fungao derivada f’: I — R é continua entao f
¢ lipschitziana em todo intervalo fechado e limitado [a,b] C I.

. Para cada uma das fungoes abaixo, definidas em R, encontre os seus

extremos relativos e globais (quando existirem), os intervalos nos
quais elas crescem e os intervalos nos quais elas decrescem.
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(a) f(x)=a?—5x+6,
(b) f(z) = 2® — 42* + 4,
(c) flx) =zt + 22% — 4,
(d) f(z) = =45

5. Para cada uma das funcoes dadas a seguir, determine os seus
dominios, seus pontos criticos, caso existam, e encontre pontos de
minimo local e de méximo local, caso existam.

(a) f(z) =2

(b) f(z) =1,

(c) fla) =2+,
(d) flz) =27+ 3,
(e) f(z) = V.

6. Considere a fungao f, definida em todo o R, dada por

n

@) =3 (@ —x.),

=1

onde z; € R sao numeros reais fixados e n é um namero natural
fixo. Verifique se f é limitada inferiormente. Em caso afirmativo,
verifique se ela atinge minimo.

7. Sejam f e g funcoes dadas por

f(x) =2 xR

0 se =0.

2 1 0
o) :{ rsen(;) se x#0,
Mostre que f e g tém 0 como ponto critico que nao é nem de maximo
nem de minimo local.
8. Determine os pontos criticos da funcao f(x) = 2% — 3z + 1.

9. Use os testes da derivada primeira e da derivada segunda para
mostrar que a funcao f(z) = 3z% — 6z + 1 possui um minimo local
em z = 1.

10. Mostre que x = 0 é ponto critico da fungio f(z) = 1 — z°. Qual a
natureza deste ponto critico?

11. Mostre que z = 0 é ponto critico da fungao f(z) = 3z* — 823. Qual
a natureza deste ponto critico?
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12.

13.

14.

15.

16.

17.
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Suponha que as fungoes f, g : I — R possuem méaximo local em um
certo ponto ¢ € I. Verifique se ¢ é ponto de méaximo local para a
funcao f+g. Ede f —g? Ede f-g7

Mostre que a funciao polinomial f(r) = 2 — 3z + a nunca possui
duas raizes em [0, 1], qualquer que seja o valor de a.

Use o Teorema de Rolle para explicar o motivo pelo qual a equacao
cubica

2 +ar? +b=0
nao pode ter mais do que uma solugao se a > 0.

Suponhamos que f'(z) > C,Vz [0, +00). Mostre que

L J() = oo

Seja f : R — R uma fungao tal que f’(z) e f”(x) existam para todo
x € R. Mostre que se f possui trés zeros, entao f” possui um zero.

Seja f : [0, +00) — R uma fungao derivavel tal que lim f'(z) = K.

Tr—+00
Determine

lim [f(z+a) - f(2)]

T—+00



Capitulo 11

Regras de L’Hospital

Dedicaremos este capitulo ao estudo das Regras de L’Hospital que sao
utilizadas para levantar a indeterminacao de certos limites.

=

Guillaume Frangois Antoine
Desde as aulas de Calculo nos deparamos com certos limites que de L'Hospital, Marqués de

, . . ~ . . Sainte-Mesme, matemético e
recaiam nas chamadas indeterminacoes. Isso acontecia quando conside- |} . frances. nascido a Pa.

ravamos a questao relativa a existéncia de limites da forma ris em 1661 e falecido na mes-
ma cidade a 2 de feverei-

f(l') ro de 1704. Aos 15 anos,

i SN L’Hospital resolveu o dificil

r—a g(aj) problema sobre cicloides, pro-

posto por Pascal. Também é
do i — 1 -0 hegs N indet . 30 d devido a L’Hospital o texto
quando lim f(z) = lim g(z) = 0 e chegdvamos & uma indeterminagao do | ilicado a 1696 sob o titu.

. 0 , . . ~ . lo L’Analyse des Infiniment
tipo g. Além dessa indeterminagao, nos depararemos com outras tais COmo  peivs pour L'Intelligence des

2 00 — 00,0° entre outras. O nosso problema central é como levantar Lignes Courbes, o que foi o
o0 . . ~ primeiro manual publicado de
essa 1ndetermlna(;ao' calculo diferencial. Duran-
te certo tempo o Marqués de
L’Hospital foi uma espécie de
mecenas para O jovem Jean
1 Primeira Regra de L’Hospital Bernoulli que, em contrapar-
tida, entregaria ao Marqués
alguns resultados para que es-
L. . se divulgasse como se fosse de
Comecemos com um resultado preliminar que usa, essencialmente, sua lavra. Entre esses traba-
o conceito de derivada. Outros resultados mais elaborados serfo [Pos estéd a famosa Regra de
L’Hospital que serd o nosso

demonstrados usando o teorema do valor médio. proximo objeto de estudo.

Teorema 60. Sejam f,g : [a,b] — R fungoes definidas no intervalo
fechado [a, b], tais que f(a) = g(a) =0 e g(x) # 0 para todo x € (a,b). Se
f e g forem derivdveis em a e se ¢'(a) # 0 entao

lim _f(x)
z—a™t g(ZL‘)
existe e € igual a f:*(a), 1sto €,
g+(a)
o @) i@

e—at g(x) ¢ (a)
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Jean Bernoulli,

também
por Johann I
Bernoulli nasceu a 27 de
Julho de 1667 e faleceu
a 1 de Janeiro de 1748,
em Basiléia, Suica. Foi
acusado de ter roubado
ideias de seu irmao Jakob
e de expulsar o seu filho
(Daniel Bernoulli) de ca-
sa, por ter ganho um pré-
mio na Academia France-
sa de Ciéncias, para o qual
ele proprio estava compe-
tindo. Contribuiu para o
calculo exponencial e véarias
areas da matematica apli-
cada, incluindo o movimen-
to de uma particula num
campo gravitacional. Esta-
beleceu a equacao da cate-
naria em 1690.

conhecido
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Demonstracao. Escrevamos o quociente %, relembrando que f(a) =
sla) =0 f(@)—f(a)
fl)  fl@)—fla) =
g(x)  g(z) —g(a)  glasl@
Considerando ) — fla)
x)— fla
! — l JN\NT) SN
o=
e

@) = ol@)

/ :1
g\ (a) = lim S5

z—at

e que o limite do quociente é o quociente dos limites, obteremos

fla)  lmee BRI (a)
fim Rt @-g@ o
z—at g(x) lim, .+ x_z d,(a)
o que conclui a demonstracao do teorema. O

Observagao 12. Tanto o teorema 60 como as demais regras de L’Hospital
continuam vdlidas se considerarmos limites laterais a esquerda ou limites.
de maneira

Geralmente, nas aulas de célculo, determina-se,

eminentemente geométrica, o limite
sen x

lim =1
z—0 I

chamado de limite fundamental trigonométrico. Usaremos o teorema
precedente para mostrarmos a validade desse limite. As fungdes f(z) =
senz e g(x) = x satisfazem as condigdes do teorema pois f e g sdo
derivaveis, f'(x) =senz, ¢'(z) =1, f(0) =0 e g(0) = 0. Dali,

senz  sen’0  cosO

lim = = =1.
z—0 I 1 1

Devemos observar que o teorema 60 nao pode ser aplicado se os valores
das fungoes f e g nao forem ambos iguais a zero no ponto em que se esté
calculando o limite. Com efeito, considere as fungoes f(xz) = v+ 1 e
g(x) = x4+ 2. Como é facil ver

GO TA
o0 g(z)  limg(z) 2’
g cc—)Og
no entanto, J;/ng = 1. Portanto, devemos ter cuidado ao lidar com limites

do quociente de fungoes, tendo em vista a aplicagao do teorema 60.

Tanto o teorema 60 como as demais regras de L’Hospital sao validas
se considerarmos limites laterais.
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Outro ponto a ser ressaltado é que usaremos as propriedades das
fungoes logaritmica e exponencial, muito embora suas definigoes rigorosas
somente aparecam na aula 16. Esse procedimento se justifica a fim de
que possamos enriquecer ainda mais os exemplos que surgirao ao longo
desta discussao. Esse procedimento nao altera a idéia do texto, haja vista
que tais fungoes, e suas propriedades basicas, sdo de conhecimento do(a)
estudante desde o Curso de Calculo.

No teorema a seguir, surgird a notacao —oo < a < b < 400, ao
considerarmos o intervalo aberto (a,b). Isso significa que a e b podem ser,
ambos, nimeros reais, e dai teriamos o intervalo aberto e limitado (a,b),
mas poderiamos, também, ter situagdoes como: a = —oo e b um nimero
real e dai teriamos o intervalo (—00,b); a = —o0 e b = +00 e terfamos o
intervalo (—00,00); @ € R e b = 400 de modo que trabalhariamos com o
intervalo (a, +00).

Teorema 61. (Primeira Regra de L’Hospital) Sejam f, g : (a,b) - R
fungoes definidas e derivdveis no intervalo aberto (a,b), em que —oco < a <
b < +oo, etal que g'(x) # 0, para todo x € (a,b). Além disso, suponhamos
que

lim f(z)= lim g(x) =0. (11.1)

r—a™t r—at

f'(z) f(z)

1) Se lim =] e R entago lim —= ={.
() z—at ¢ (LIZ') z—at g(a:)
(i1) Se zlgg i}c’((:f)) = —00(400) entdo xlirg % = —00(+00).

Demonstragao. Sejam « e  niimeros reais satisfazendo a < oo < 3 < b.
Como g ¢ derivavel em (a,b), segue do teorema do valor médio que

9(8) —g(a)

5 a =g'(&),

para algum ¢ pertencente ao intervalo (a, $). Assim, g(«a) # g(f), pois
g'(z) # 0, para qualquer x € (a,b). Além disso, aplicando o teorema do
valor médio generalizado as fungdes f e g no intervalo («, 8), encontramos

v € (a, B) tal que

(11.2)

Comecemos demonstrando o caso (i). Dado € > 0, existe 6 > 0 tal que

f'(7)
g™)

—l‘<5
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sempre que v € (a,a + J) o que é equivalente a

'(7)
g ()

para todo v € (a,a + 0). Tomando a e § satisfazendo a < a < < a+§
e usando a igualdade em (11.2), teremos

l—e< <l+¢

f(B) = f(e)
[ — [+e.
Ty g T
Facamos a@ — a™t e usemos a condigao (11.1) para obter
)
l—e< 9(3) <l+¢

para ( € (a,a + ¢]. Isso significa que
f) _ '
‘g(ﬁ) =<

se a < f < a—+9. Como £ é um numero arbitrario, tem-se que

lim @) =l e a parte (i) do teorema estd demonstrada.
z—at g(&?)
/
Consideremos o caso (ii). Suponhamos, inicialmente, que lim f'@) =
z—at g/(l')
—o0. Portanto, dado M > 0 existird 6 > 0 tal que
/
f,(v) - M
9'(7)
para 7y € (a,a + 9). Da expressao em (11.2) obtemos
6~ 1) _
9(8) —g(a)
paraa < a < f <a+ 0.
Nessa tltima expressao, facamos o — a™ de modo que
f) o _
9(5)
para a < a < f < a+ 9. Como M > 0 é arbitrario, segue-se que
_ f(=) . . f(x)
lim = —oco e a parte (ii) estd demonstrada quando lim =
e—at g(x) z—at g'(1)
/
—00. O caso lim f(z) = +00 é feito de maneira analoga e sera deixado
z—at g/(l‘)

como exercicio. |
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Exemplo 96. Consideremos as funcoes f(x) = senz e g(x) = x5 e
verifiquemos a existéncia do limite
sen x

lim —;
z—0 3

Observemos que o teorema 60 ndo pode ser aplicado, pois a func¢ao
2

g(x) = x5 nao € derivdavel em x = 0. Apliquemos o teorema 61 com

(a,b) = (0,b) em que b € um nimero positivo qualquer. Para isso, teremos

f'(x) =cosz e ¢ () = %x’% de modo que

/
() = §x% CoS .
g(x) 2
Dat,
!
3
lim '@ — lim 223 cos ¢ = 0.
z—0 g’(x) z—0
Logo,
lim 22— g,
z—=0 3

2 Segunda Regra de L’Hospital

O proximo teorema serd usado no célculo de limites para levantar
indeterminacoes do tipo <.
o

Teorema 62. (Segunda Regra de L’Hospital) Sejam —oo < a <b <
+oo e f,g: (a,b) = R fungoes derivdveis no intervalo aberto (a,b), tais
que ¢'(x) # 0, para todo x € (a,b) e

lim f(z) = lim g(x) = £o0 (11.3)
z—a™t z—a™t
: o fx) o f@)
(i) Se zlg(g 7@ [ € R entao mli)r(rll+ o .
(i1) Se lim ) = +00 entao lim /(@) = 00
e—at ¢ () e—at g(x)

Demonstragao. A demonstracao desse resultado segue-se do teorema
1

61 observando que, grosso modo, = = <. Justifique, rigorosamente, essa
o0 =4

o0
igualdade e demonstre este teorema como exercicio.

Vejamos alguns exemplos.
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Exemplo 97. Calculemos o limite

. Inzx
lim —.
r—o00 I

Observemos que quando z — 400 chegamos a uma indeterminacao

do tipo 2. Usemos o teorema 62. Fazendo f(z) = Inz e g(z) = z, com

x € (0,400), teremos

! 1
T = 1
lim f,( ): lim £ = lim — =0
z—00 (:1;) z—oo | T—00 I
.. Inz : - . c
Dai, lim — = 0. Isto nos diz que a func¢ao In x cresce, ‘no infinito”, com

r—00 I
menor velocidade do que a fun¢do g(x) = x. Claramente, isso também

acontece se tomarmos ¢g(z) = z", qualquer que seja o nimero natural n.

Exemplo 98. Mostremos que

x

. e
lim — = 4o0.
r—o0 U
Recaimos, novamente, na indeterminacao 2. Fazendo f(z) = e e
g(x) = z, teremos
flle) e,
=— =¢".
g'(x) 1
Portanto,
X X
lim — = lim — = 400
T—00 I T—00 1

Isso nos diz que a func¢éo exponencial f(z) = e” cresce mais rapidamente
do que a fungao g(z) = z, quando x — +oc.

Existem outras indeterminacoes que veremos nos exercicios resolvidos

a seguir. Entre essas indeterminacoes temos 0o — 00, 0 - 00, 1%, 0%, oo,

3 Exercicios Resolvidos

1. Calcule
.1 —cosz
lim ——.
x—0 x

Solugao. Observemos que, quando x — 0, ambas as fungoes 1 —cos x

e x convergem para 0. Temos entao, a indeterminacao %. Usaremos
a primeira regra de L’'Hospital. Deste modo
1 —rcosx . senz O

lim ———— = lim =-=0.
x—0 x z—0 1 1
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Calcule

. bxd—4x+3

lim ———.

T—r+00 2.1,’2 -1
Solugio. Como lim (52° — 4z +3) = lim (22° — 1) = +oo.
T—+00 T—=+00

Recaimos na indeterminagao 22. Para levantar essa indeterminagao
vamos aplicar a segunda regra de L’Hospital.

. b1t —4x+3 . 152% —4 . 30z
lm ———— = lim —— = lim — =+
T—+00 2:1,’2 —1 T—+00 4x T—+00
€m que devemos observar que usamos a mesma regra duas vezes pOiS,

ao usé-la a primeira vez, obtivemos, novamente, a indeterminacao

. (1 1 )
lim ( — — .
=0T \ & senzx

Solucao.  Observemos que as funcgoes envolvidas possuem os

>.
Calcule
seguintes limites

1 1
lim — =400 ¢ lim = 400
z—0t T z—0t senx

de onde se vé que deparamos com a indeterminagao +o0o — 0o, que
ainda é novidade para nos nesta aula. Reescrevamos a func¢ao em

questao como
1 1 senr —x

i senx rsen T

e notemos que, quando x — 0, o numerador e o denominador do
segundo membro desta ultima expressao tendem a zero, o que nos
permite usar a primeira regra de L’Hospital. Assim

. 1 1 . senx —x
lim — — = lim —— =
z—0+ T senxr  x—0+ zsenzx
. cosx — 1 . —senzx 0
lim = lim

z—0t L COSX +senx =0T —xsenx + 2cosx 0+ 2

Ressaltemos que foi necessario usar duas vezes a primeira regra de
L’Hospital.

Calcule
lim zlnz.
z—0t
Solugao. Neste caso, temos os limites lim x =0e lim Inz = —oc0
z—0t z—0t

e assim temos uma indeterminacao da forma 0 - oo, que ainda nao
foi considerada. Reescrevamos a fungdo xInx como rInx = 12 de

x
modo que o numerador e o denominador do segundo membro desta
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altima expressao tendem para —oo e para +00, respectivamente.
Apliquemos a segunda regra de L’Hospital

1
Inx =
lim zlnz = lim —— = lim 5 = — lim z = 0.
z—07t z—07t P z—0t - z—0t
. Calcule
lim .
z—0t
Solugao.  Observemos que ao fazer x — 07, chegamos a
indeterminacao 0°. Usaremos aqui propriedades da funcao

logaritmo. Fagamos y = z” e apliquemos logaritmo em ambos os
membros desta ultima igualdade. Assim,

Iny=Inz*=zlnz.

Pelo exercicio anterior, lim zIlnx = 0 de modo que Iny tende a zero
z—0t

quando x — 0. Conseqiientemente, y tende ao valor 1. Entao

lim 2% = 1.
z—0+

Exercicios Propostos

1. Calcule os limites a seguir:

<C) mggloo (ln ZL‘)?’;

2 -4+ r—1

d) I :
();Hn% r4+lnxr—1 "~

(d) lim [; _ 1]7

e=0 [In(z+1) =
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) .3
(i) fim 5

. 1. 2 1 .
0) iy 2w

(k) lim ¢ T eost x;
x—0 x
(1) lim senx — x;
z— €T
(m) lim 2® +5x —6
1225 + 8x — 10

2. Critique o uso de regras de L’Hospital nos limites

o= —x -2 32 —2x—1
lim = lim———
e—2 13 — 322+ 32 — 2 =2 322 — 62 + 3

bx — 2

3. Analise o comportamento, quando x — 0, de cada uma das fungoes
a seguir:

(a)

(b) sers

(c)

(d)

o =
- /()
lim
x—0 g’(x)
nao existe.

5. Suponhamos que [ seja derivavel em (a,b) e f(x) # 0 para todo
x € (a,b). Mostre que f(z) # f(y) para todo z,y € (a,b),x # y.
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Capitulo 12

Aproximacao Polinomial

Os polinémios sao as fun¢oes mais simples de serem estudadas. Elas
sao continuas, derivaveis, suas derivadas se anulam a partir de uma
certa ordem etc. No entanto, muitas fungoes que surgem nas aplicagoes
da Matematica a outras areas da ciéncia nao sao fung¢oes polinomiais.
Entretanto, sob certas condigoes, dada uma funcao, é possivel encontrar
um polinémio que esteja “bem proximo” da fungao dada. Esse polindmio,
em muitos casos, pode “substituir” a funcao em situagdes praticas.
Veremos neste capitulo como encontrar polinémios com essa caracteristica.
Para isso, utilizaremos uma importante ferramenta chamada Formula de
Taylor e, a partir dela, deduziremos um interessante teste para determinar ]
se um dado ponto critico é ponto de méximo, de minimo ou de inflexao. '

Esse resultado ¢ uma generalizacao do teste da segunda derivada. s

Brook Taylor Nasceu em

Edmonton, Middlesex, Ingla-

terra, a 18 de Agosto de

. ~ ~ e A . 1685 e faleceu a 29 de De-

1 Aproximacoes de Funcoes por Polindmios zembro de 1731 em Londres.

Taylor estudou problemas li-

gado a magnetismo, perspec-

tiva e astronomia, entretanto

é mais conhecido por seu tra-
balho sobre séries.

Um polinémio é uma funcao da forma
p(z) = anz™ + ap_12" 7t - 4 arx + ag

em que x é a variavel real e ag,aq,...,a, sao nameros reais dados,
chamados coeficientes do polinomio. Quando a, # 0, diz-se que n é o
grau do polinémio.

Essa classe de fungoes possui propriedades bastante interessantes e, na
verdade, elas sao aquilo que de melhor se pode esperar de uma funcao.
Como ¢é facil ver, p(x) possui derivadas de todas as ordens. Com efeito,
supondo a,, # 0, obtemos

P (2) = na,a™ ' 4+ (n— Da,_ 12" 2 + - + 2407 + a4
que é um polindémio de grau n — 1.

179
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A derivada segunda de p é
p'(z) =n(n — Dapz” 2+ (n — 1)(n — 2)ap_12" > + - - - + 6asz + 2ay

e, prosseguindo dessa maneira, obteremos a derivada de ordem n de p,
dada por

Pz = nn—1)(n—2)...1a,

= nla,.

Assim,
p" (@) =0

para todo x € R. Pelo que acabamos de ver, a derivada de um polinémio
¢ sempre um polindmio e, caso ele seja de grau n, a sua derivada de ordem
n + 1 se anulard. No entanto, nem todas as funcoes da Mateméatica sao
polinomiais. Existem funcoes importantes na Matematica que possuem
comportamentos bem distintos dessa com que acabamos de trabalhar. E
isso nao é um fato ruim ou uma falha da Matemaética. A propria natureza
nos oferece fendbmenos relevantes que sao traduzidos por fungoes como a
exponencial, a logaritmica, o seno, o cosseno etc. que estao muito longe de
ser polindmios. Porém, essas fungoes, como veremos a seguir, podem ser
aproximadas por polindmios. Nesse contexto, as aproximagoes de certas
fungoes por polinémios muito se assemelha as aproximacgoes de niimeros
irracionais por decimais finitas.

Comecemos com alguns exemplos.

Exemplo 99. No capitulo 11 estudamos o limite fundamental

trigonométrico

. senz
lim =1.
x—0 €T

Isto significa que, para x proximo de 0, o valor da fra¢ao

sen x
T
fica prozimo de 1, isto é,
senz o
x
se x = 0. Dai,
senr = x

se x = 0. Isso nos diz que, se x estiwer prozimo de 0, os valores de senx
tornam-se prozimos dos valores do polinémio de primeiro grau p(zr) = x.
Dessa forma, os grdficos de p(x) = = e senx praticamente se confundem
se x estiver proximo de 0.
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VA -

v

7
I\)Il?-l
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A funcao senx mao € um polindmio, mas estd bastante prorima de
sé-lo se os valores de |x| forem pequenos. Diz-se, entdo, que temos uma
aproximacao linear para a func¢dao trigonométrica sen x.

Exemplo 100. Seja x um nimero real diferente de 1. Como € de nosso
conhectmento, € vdlida a identidade:

1 — xn—i—l

l+z4a>+- 2" =
11—

Suponhamos que |z| < 1. Assim, como vimos em capitulos anteriores,
2"t =0, de modo que 1 — 2" — 1, donde

Consequentemente, a fun¢ao racional % € aprorimada pelo polindmio
—X

l+a+a”+- 2"

e quanto maior for m, melhor serd a aproximacao. O grdfico a sequir
fornece uma interpretacao geométrica dessa aproximacao.
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A
y _ 1
Y=1ix
3
y=14x+xX+x+x
y=1+x+x+x’
) y=l+x+x’
y=l+x
) 1
y=l+x+x
y=l+x+x+x+x
1
Y=ix
y=1+x+x"+x’
y=1+x >
-1 0 1 X

Exemplo 101. Consideremos a fun¢ao polinomial
() = an2" + ap 12" + @y 97" + -+ ag2® + a1z + ag.

Observemos que

ap = p(0)

e, da expressao da sequnda derivada de p, obtemos
/!
0

a9 = p—é )
Prossequindo dessa maneira,

*®) (0

ak:p ( >, 0<k<n

k!

Dai, a fungao polinomial f(z) pode ser reescrita como
(0 (0 (n) 0
p(z) = p(0) +p1(, )x+p2(, )x2+---+p—n,( J .

Tornemos mais precisa a nocao de aproximacao de fungoes por
polindémios.

Seja f : I — R uma funcao definida no intervalo aberto 1,0 € I e
suponhamos que f possua derivadas até ordem n em I. Nosso objetivo é
o de encontrar um polinémio p tal que
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p(0) = £(0), p'(0) = f(0), p"(0) = f(0),...,p™(0) = F™(0). (12.1)
Suponhamos que p seja escrito como

p(T) = anz™ + ap_12" 7t - apr® + arr + ag.

Usando as condigoes em (12.1), vé-se facilmente que

) (0 (0
t0=F0), a = FO).....a= 0 0, = O
De modo geral,
(k)
ak:fkl(o)’k:(),l,...,n,

em que estamos designando por f(%(0) o valor f(0). Temos o resultado:

Proposigao 19. Seja f : I — R uma funcao n vezes derivdvel no
intervalo aberto I que contém (. FEntao existe um, e somente um,
polindomio p, de grau n, que satisfaz as n + 1 condigoes

p(0) = £(0), p'(0) = f(0),....p™(0) = f™(0)

e cuja expressao € dada por

k=

[e=]

Deve-se observar que o fato de usarmos o polinémio em x = 0 é irrele-
vante. Se a € I poderiamos expressar o polinémio em torno do ponto a,
da seguinte forma

(z —a)k. (12.2)

[e=]

O polinémio representado na expressao (12.2) é chamado polinémio de
Taylor de grau n da funcao f no ponto z = a.

Exemplo 102. Voltemos ao exemplo 100. Como foi visto

1— n+1
11—z

Mostremos que 1 4+ x + x> + --- 2™ € o polinémio de Taylor da funcdo

f(x) = . O(A) leitor(a) pode verificar como exercicio que

1—x°
f0)=1, f(0)=1, f'(0)=2!,..., f(0) = nl.
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Assim, o polinomio de Taylor de ordem n da fungdo f(z) = — no ponto

11—z
a =0 € exatamente
l+a+2* .- a"

que, como observamos anteriormente, aprozima a fungao f(r) = —.

Exemplo 103. Consideremos a fun¢ao exponencial exp(z) = e*. Como
exp(0) = exp/(0) = exp”(0) = --- = exp™(0) = 1,

seque-se que o polinomio de Taylor de ordem n desta func¢ao, em torno de
0, é

1 x? a8 "
—l—x—i—a—ka—iﬂ'-—i—m.

Exemplo 104. Um exercicio elementar de derivagao nos leva aos

sequintes polindomios de Taylor para as fungoes seno e cosseno,
respectivamente,

9:.3 1.5 1'7 x2n+1
gty o T e
¢ 2 4 6 2
T T T "
T I G
SR TR M oY

Em todos esses exemplos as fungoes envolvidas eram aproximadas pelos
seus respectivos polinémios, e isso serd demonstrado ainda neste capitulo.
No entanto, nem sempre isso acontece como mostra o exemplo a seguir.

Exemplo 105. Consideremos a fungao

f(z) :{ e 22 se x#0,

0 se x =0.

Pode-se ver, faga isso como exercicio, que

F0)=f(0) = £(0) == f(0) = =0

De modo que o polinémio de Taylor da funcao [ € identicamente nulo e,
assim, ele nao pode aproximar a funcao f em intervalos em torno do 0.

2 A Férmula de Taylor

Antes de demonstrarmos o teorema de Taylor introduzamos a seguinte
defini¢ao

Definigao 63. Dizemos que a func¢ao [ : [a,b] — R ¢é derivavel no
intervalo fechado [a,b] se ela for derivdvel no intervalo aberto (a,b) e se
as derivadas laterais f' (a) e f'(b) existirem.
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O teorema a seguir nos fornecera um critério para anélise da natureza
de certos pontos criticos de fungoes. Originalmente, esse resultado foi
demonstrado por Joseph Lagrange, em 1797.

Teorema 63. (Teorema de Taylor) Seja f : [a,b] — R uma fungao
tal que suas derivadas f® .k = 0,1,2,...,n existam e sejam continuas
em [a,b], e f"TV ezista em (a,b), e seja xo um ponto fizado do intervalo
la,b]. Dado x € [a, b,z # xq, existe ¢ entre x e xq tal que

ae () (o
@) = fGaoy 7 an) =)+ g 4 L) (o
em que s
Rn+1 = JznTl()C')(JT — l‘o)n+1.

Demonstracao. Suponhamos que x > zy e definamos a funcao F' :
[z, ] — R por

)

F(t) = f@)- (O~ )z —t)— -~ (ot~

(n+1)! (
em que K é uma constante que sera escolhida de modo que as condigoes
do teorema de Rolle sejam satisfeitas em que x esta fixado e a variavel é
t. Claramente, F' é continua no intervalo fechado [z, x], é derivavel no
intervalo aberto (zg,z) e F'(x) = 0. Impomos a condi¢ao de que F(xg) =0
de modo que o valor de K é dado por

K ={ (@) = f(@o) = f'(@o)(x = o) = -+ = L0 (3 — )} 20

Podemos, entdo, aplicar o teorema de Rolle e encontrar ¢ € (zg, z) tal
que F'(c) = 0. Pode-se calcular a derivada de F' e obter

(n+1)
F'(t) = —fn—!(t)(x—t)”—l—g(:v—t)”. (12.3)

De (12.3) e do fato F'(c) = 0 obtemos K = f™*(c), o que conclui a
demonstracao do teorema. O

A expressao

" Zo ) (n) Zo .
() = Flao)+f (an) a—ao)+ L (o 4 LN (o ey

¢é chamada formula de Taylor de grau n de f em torno de xg.

A formula de Taylor nos permite generalizar o teste da derivada
segunda, conforme nos mostrara o teorema a seguir.

Joseph  Louis Lagrange
(1736-1813) nasceu em Tu-
rim, Italia. Matemaético da
mais alta estirpe, a ponto de
Napoledo Bonaparte té-lo cu-
nhado com a frase: Lagrange
€ a pirdmide mais alta das ci-
éncias matemdticas. Traba-
lhou em Analise, Teoria dos
Nameros, Algebra, Mecani-
ca Analitica etc., tendo pu-
blicado obras primas da Ma-
tematica tais como Théorie
des Fonctions Analytiques
Contenant les Principes du
Calcul Différentiel, Traité
de Résolution des Equations
Numériques de Tous Degrés
e Mécanique Analytique. Foi
um dos matematicos da Re-
volugdo Francesa e um dos
membros de uma comissdao
formada pela Académie de
Sciences para a reforma do
sistema de pesos e medidas.
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Teorema 64. Seja f : (a,b) — R wuma funcao n vezes derivdvel em
(a,b) tal que as fungdes derivadas f&, f@, ... f™ : (a,b) — R sejam
continuas. Seja o € (a,b) tal que f (z0) = f@(29) = -+ = fOD(z9) =
0 e f™(xo) #0.

(i) Sen for par e f™(z4) < 0 entdo xo ¢ ponto de mdwimo local de f.
(i) Sen for par e f™(x¢) > 0 entdo xo ¢ ponto de minimo local de f.

(i1i) Se n for impar entio xo € ponto de inflexdo.

Demonstragio. (i) Suponhamos que n seja par e f(™(x,) < 0.
Como f™ ¢ continua, existe ¢ > 0 tal que f™(x) < 0, para todo
x € (xg — e,29 + €). Usando o fato de que f'(xg) = f"(zo) = -+ =
f=Y(xy) = 0, a férmula de Taylor de f no ponto xy se reduz a

™) (¢
f(@) = 7o) + D a gy

com ¢ € (zg —&,29 + ¢€) e assim f™(c) < 0. Em virtude de n ser
par tem-se (x — xo)" > 0. Conseqilientemente, f(x) < f(x¢), para todo
x € (xg—€,20+€) 0 que mostra que o um ponto de maximo local de f.

(ii) Suponhamos que n seja par e f™(zy) > 0. Como f™ é continua,
existe ¢ > 0 tal que f™(x) > 0, para todo = € (g — &, ¢ + ). Usando o
fato de que f'(zo) = f"(zo) = --- = f* D (xg) = 0, a férmula de Taylor
de f no ponto x( se reduz a

S (e)
n!

f(x) = f(wo) +

(x — x0)",

onde ¢ € (g — ,79 + €) e assim f™(c) > 0. Em virtude de n ser
par tem-se (x — )" > 0. Consequentemente, f(z) > f(xo), para todo
x € (xg — €,x9 + €) 0 que mostra que zp um ponto de minimo local de f.

(iii) Suponhamos que n seja impar. Neste caso, teremos (z — x¢)" > 0
sex > xge (x—x9)" < 0sex < zg. Consideremos o caso em que
f™(x) > 0. Assim, f(z) — f(z0) < 0se v < xg e f(x) — f(wo) > 0 se
x>x9ex € (xrg—e,x0+ €), para algum £ > 0. Isso mostra que zq é
um ponto de inflexao horizontal. O outro caso demonstra-se de maneira
analoga. Isto conclui a demonstracao do teorema. a

Os exemplos a seguir apresentam duas aplica¢oes desse teorema.

Exemplo 106. Consideremos a fungio f(xr) = z*. Vé-se facilmente
que 0 € o tnico ponto critico de f. Como f'(z) = 43, [f'(x) =
1222, f"(x) = 24z e f@(z) = 24, tem-se que f'(0) = f"(0) = f"(0) =0
e fM(0) =24 > 0. Logo, 0 € ponto de minimo local. Observemos que tal
minimo € global.
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Exemplo 107. Consideremos a fungio f(x) = x3. Novamente, 0 € o

tinico ponto critico de f. Como f'(x) = 322, f"(z) = 6x e f"(x) = 6
tem-se que f'(0) = f"(0) =0 e f(0) # 0. Como n =3 é impar, tal ponto
critico € de inflexao.

3 Exercicios Resolvidos

1. Encontre o polinémio de Taylor de grau n da funcdo f(x) = In(z+1)
em torno do ponto xg = 0.

Solugio. As derivadas f', f, ", f® e f® de f(z) = In(z + 1) sdo

dadas por
fla) = 1 i x
i) = (1 —:x)2
@) =
fP2) = — (1 i3$)4
@) =
Prosseguindo dessa maneira, obtemos
@) = (s

para todo n € N. Portanto, f(0) = 0, f/(0) = 1, f”(0) = —1,
f(0) = 2!, f®(0) = —3! e, de modo geral,

FO0) = (=" H(n - 1)
Assim, o polindémio de Taylor de grau n de f(z) = In(z + 1) em

torno do ponto xy = 0 ¢ dado por

2 3 4 5 n
T T T X n-1®

T T T ()
e Wiy - S ol St Al

2. Mostre que o polinémio

.TL’S N LU5 N n
.1' —_— — —_—— —
3! 5l I’
s . . ~ L, . 7.‘.n+1
em que n é impar, difere da fungao sen x por, no maximo, g1y DO

intervalo [—, 7]
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Solug¢ao. Como 0 € [—m, 7| apliquemos a formula de Taylor & fungao
f(z) =senx em torno de zy = 0, para obtermos

3 5 n
T T T
Senx—ﬂf—g—{—a—im—‘—RnJ’_l
Portanto,
3 5 n
T T T
senx — 33—54—5— :I:—' =R,
onde

para algum c entre 0 e x. As sucessivas derivadas de sen x possuem
modulos menores do que ou iguais a 1 e como = € [—7, 7] obtemos

f(nJrl) n+1

_ (c) n+1
R ] = ’ (n+ 1)

™

S CES

Deve-se observar que este é o erro maximo que se comete ao aproxi-
mar a funcao sen z pelo polinémio referido acima.

Exercicios Propostos

. Encontre o polinémio de Taylor de grau n da fun¢ao f(x) = e* em

torno de zy = 0.

. Encontre o polinémio de Taylor de grau n da funcao f(x) = % em

torno de xo = 1.

. Encontre o polinémio de Taylor de grau n da funcao f(z) = In(1—2z)

em torno de xzg = 0.

. Encontre o polinémio de Taylor de grau n da fungao f(z) = Inx em

torno de zy = 2.

. Encontre os trés primeiros termos nao nulos da férmula de Taylor

— esen T

da fungao f(x) em torno de zy = 0.

. Encontre os trés primeiros termos nao nulos da férmula de Taylor

da fun¢ao tgx em torno de x5 = 0.

. Encontre o polinémio de Taylor de grau n da funcdo —— em torno

14z
de o = 0.
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Encontre o polinémio de Taylor de grau 2 da funcao
flx)=2>+3z -1
em torno de zy = 1.

Encontre o polinémio de Taylor de grau 4 da fungao f(z) = 2* em
torno de z = —2.

Encontre os trés primeiros nao-nulos da férmula de Taylor da funcao
f(r) = 5% em torno de z¢ = 0.

Calcule o polinomio de Taylor de grau 5, com xg = 1, das funcoes
flz)=2"¢ g(x) =Inz.

Seja f(z) = 5,70 = —1, e n = 2. Mostre que

1

$+2:1—(;p+1)+(:p+1)2+R3

onde, para algum c entre x e —1,
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Capitulo 13

Séries de Poténcias: Nocoes
Elementares

Nos capitulos 4 e 5 estudamos as séries numéricas e varios dos seus
critérios de convergéncia. Este capitulo sera dedicado a uma classe de
séries nas quais cada um de seus termos sao poténcias de uma variavel
real. Sao as chamadas Séries de Poténcias. Elas se prestarao, entre outras
coisas, para introduzir a classe de Funcoes Analiticas.

1 Definicao e Exemplos

Vejamos alguns exemplos a fim de que o(a) leitor(a) tenha a percepgao
exata do espirito deste capitulo.

Exemplo 108. Fixemos um numero real x e consideremos a série cujo

termo geral seja % , para cadan =0,1,2,.... Assim, temos a série
L L 2 2
ZOH— +ﬂ+§+§+“-.
n—=

O(A) leitor(a) pode usar, por exemplo, o teste da razao e verificar que
essa série € convergente, qualquer que seja o valor de x € R. Portanto,
para cada x € R associamos um ntimero real f(z), que é a soma da série
em estudo, para cada x fixado. Desse modo, definimos a funcao

fa) =3

n=0

Essa série é um caso particular daquilo que chamamos série de poténcias
a qual define uma funcao cujo dominio é todo o conjunto dos ntmeros
reais. O(A) leitor(a) esta convidado(a) a relembrar as aulas de Calculo e
verificar que essa série de poténcias define uma funcao bastante familiar.

191
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Exemplo 109. Seja x € R satisfazendo —1 < x < 1 e consideremos a
série convergente
l+r+2°+2° 4+

cuja soma € %m . Assim, encontramos uma funcao, definida no intervalo

aberto (—1,1), cujos valores, para cada x € (—1,1), € obtido por
1 = .
l—z nz%x '

Novamente, temos uma funcao definida por uma série de poténcias.

=

Exemplo 110. Para cada x € R, consideremos a série de poténcias dada
por

oo
—1)" ¥ xd al
(2n+1)! 3l 57!
n=0
que € convergente para qualquer valor real . Assim, para cada v € R
associamos um numero real dado pela soma da série precedente. Fssa

funcao € exatamente o nosso conhecido seno, isto €,

N G DT ’ i !

n=0

Vejamos a definigao precisa de série de poténcias.

Definicao 64. Uma série da forma

o0

Zan(w—xo)":a0+a1(x—xo)+a2(x—.7:0)2+-~- (13.1)

n=0

€ chamada uma série de poténcias em x, em torno do ponto xy, com
coeficientes a,,n =0,1,2,....

Um caso particular importante, € o da série de poténcias em torno do

o0

Z =ap+ a1z + ax® + - - (13.2)
n=0

Demonstraremos varios resultados sobre essas séries. Dentre esses,
um dos mais importantes afirma que dada uma série de poténcias como
na expressao em (13.2), ou é sempre convergente, ou converge apenas
quando x = 0, ou converge em um certo intervalo aberto (—R,R) e
diverge fora do intervalo fechado [—R, R]. O intervalo no qual a série
de poténcias converge é chamado intervalo de convergéncia da série. Uma
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funcao definida por série de poténcias e que tem como dominio o intervalo
de convergéncia da serie é aquilo que de melhor se pode esperar de uma
fungao. Sao as chamadas fungdes analiticas. Essas nogoes serao tornadas
mais precisas ao longo deste capitulo.

Sem perda de generalidade, nos restringiremos as séries de poténcias
em torno do ponto zy = 0. Comecemos com o seguinte teorema

Teorema 65. Suponhamos que a série de poténcias definida em (13.2)
convirja em um certo ponto x = ¢ # 0. Entao a série (13.2) converge para
todo x € R que satisfaca |x| < |c|.

[e.9]

Demonstra¢ao.  Como, por hipoétese, a série numérica E anc"

converge, o seu termo geral a,c" converge para zero. Desde qulleo toda
sequéncia convergente ¢é limitada, existe uma constante positiva K tal que
la,c"| < K, qualquer que seja n € N. Seja z € R um namero real fixado
satisfazendo |x| < |¢|. Dali,

n

<K

lan®"| = |anc"|

C

n

T

o0
. xz .
Usando o fato de que a série g K‘— converge, pois ‘E‘ < 1,
c

n=0

o
utilizamos o critério da comparacao para concluir que a série E la,x"|

n=0
oo

converge, ou seja, a série E a,z" converge absolutamente para |z| < |c|.

n=0
oo

Consequentemente, a série E a,x" converge para |x| < |c|. O

n=0

Corolario 16. Suponhamos que a série (13.2) nao convirja em um ponto
d # 0. Entao ela nao converge em qualquer x € R tal que |z| > |d|.

Demonstracao. A demonstracao é simples e sera feita por contradigao.
Suponhamos que a série nao convirja para um certo d # 0, mas que exista
um z € R, |z| > |d| em que a série (13.2) convirja. Pelo teorema 65,
terfamos que a série (13.2) seria absolutamente convergente para x = d, o
que é impossivel. Isto conclui a demonstracao. O

Teorema 66. Dada uma série de poténcias como em (13.2), apenas uma
das possibilidades a sequir ocorre:

(i) A série (13.2) converge qualquer que seja x € R;

(i1) Eziste um numero real e positivo R tal que a série converge para
todo x tal que |x| < R e diverge para todo x com |x| > R.
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Demonstragao. Pelo teorema, 65 se a série (13.2) convergir para algum
valor de x com |z| = a ent@o a série convergira para qualquer valor de
x € (—a,a). Seja D o conjunto dos valores de z para os quais a série
(13.2) converge e seja A o conjunto

A = {a > 0; asérie (13.2) converge ou em r = v ou em & = —a} .

Pelo teorema 65 (—a, ) C D para cada o € A. O conjunto A ou é
limitado superiormente ou é limitado inferiormente. Se A nao for limitado
superiormente existem valores o« € A tal que o intervalo (—a,a) esté
contido no conjunto D. Portanto, D = R.

Suponhamos que A seja limitado superiormente e como A # (), pois
(0 € A), tem-se que A possui supremo. Mostremos que D é um dos
intervalos da forma (—r,r),(—r,r|,[—r,7) ou [—r,r|, onde r = sup A,
mostrando que
(—r,r) C D C [—r,r].

Com efeito, se © € (—r,r) entdo || < r = sup A e assim |z| ndo ¢ um
limite superior de A. Portanto, existe & € A com |z| < o . Deste modo

r € (—a,a) CD.

Portanto, (—r,r) C D. Suponhamos que x € D. Entao |z| € A, donde se
segue que |z| < rex € [—r,r|. Isto completa a demonstragao do teorema.
O

Observemos que o teorema 66 nada afirma para os valores de z tais
que |z| = R. O namero R é chamado raio de convergéncia da série. Se
a série convergir em todo valor de x € R dizemos que série de poténcias
possui raio de convergéncia infinito (R = 00).

Exemplo 111. Consideremos a série de poténcias

2 3 x _.n
x x x x
1+ﬂ+§+§+”':25
cujo termo geral € dado por a, = % para cadan = 0,1,2,.... Usemos o
teste da razao:
an
matl U P ‘ — 0
an n+1

Entao a série em estudo converge absolutamente para todo x € R.

Exemplo 112. Estudemos para que valores de x € R a série

x+2x2+3x3+4x4+...22n$",
n=1
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n

cugjo termo geral € a, = nx", converge. Usemos o teste da razao para obter

An1 _n+1

an

|z = |-

Assim, tal série converge se |x| < 1 e diverge se |x| > 1. Portanto, o
intervalo (—1,1) C D, onde D € o conjunto definido no teorema 66. Se
x =1 a série se reduz a

1+2+3+-

que, evidentemente, € divergente. Se x = —1, obteremos a série
—142-3+---+(-1)"n+---

que também diverge. Consequentemente, o intervalo de convergéncia da
série € (—1,1).

Exemplo 113. Analisemos a série

)

>
n

n=1

cujo termo geral € a, = = paran =1,2,.... O teste da razao nos leva a
Ap+41 n
| = |z = |z].
an, n+1

Portanto, a série converge absolutamente se |x| < 1 e diverge se |x| > 1.
Se x =1 a série de poténcias se reduz a série harmoénica que € divergente.
Se x = —1 temos uma série alternada que, pelo teste de Leibnitz, converge.
Entao o intervalo de convergéncia da série em estudo é [—1,1).

Exemplo 114. Consideremos a série

oo
E nlz"
n=1

cujo termo geral é dado por a, = nlz"™, para todon =1,2,.... Como nos
casos anteriores pode-se usar o teste da razdo para concluir que tal série
converge apenas se r = 0.

Outros exemplos serao exibidos nos exercicios.

2 Funcoes Analiticas

Do que foi desenvolvido nos resultados precedentes, se uma dada série
de poténcias convergir em um intervalo (—r,r), temos definido uma fungao
S :(—r,r) = R por
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Que propriedades esse tipo de funcgoes possui? As funcoes definidas por
séries de poténcias pertencem a uma classe especial de fungoes chamadas
Fungoes Analiticas. Essas fungoes possuem derivadas de todas as ordens
mas nem todas as fungoes que possuem derivadas de todas as ordens sao
analiticas. As fungdes que possuem derivadas de todas as ordens, em
um dado intervalo (—r,r), com 0 < r < oo s@o chamadas fungdes de
classe C*° em (—r,7). O conjunto das fungoes de classe C* em (—r,7)
¢ representado por C*°(—r,r). As fungoes analiticas em (—r,7) estao
contidas em C*°(—r, 7).

Mostraremos que as séries de poténcias podem ser derivadas termo-a-
termo tal e qual se faz com os polinomios. Neste sentido, comecemos com
o seguinte teorema:

o0

Teorema 67. Suponhamos que a série de poténcias E a,x" convirja

n=0
oo

oo
para |z| < r. Entdo as séries E na,z" ' e g n(n—1)a,z" 2 convergem

n=1 n=2
absolutamente para todo |x| < r.

oo

Demonstracao. Observemos, inicialmente, que as séries E na,xr""

n=1

1

o0 [e.e]
e E n(n — 1)a,2™ 2 sdo obtidas da série E a,z", derivando-a termo-a-
n=2

n=0
termo. Consideremos x € R tal que |z| < r e tomemos ¢ satisfazendo
o0

|z] < ¢ < r. Por hipotese, a série E a,x" converge para |z| < r e

n=0
oo

dai segue-se que a série numeérica E ancn converge e, consequentemente,
n=1

a,c” — 0. Logo, existe uma constante K > 0 tal que |a,c"| < K para

-1

(o]
todo n € N. Mostremos que a série E na,x"” " converge. Com efeito,

n=1

o o T n—1 K T n—1
Ina,z" | = nla,c* ! —‘ <|{—|nl|—
c c c
> x|n—1
Como ‘%| < 1 temos, em virtude do teste da razao, que a série E n ‘—
c

n=1
)

converge. Pelo teste da comparagao, a série g |na,z" | converge o que

n=1
[o.¢]

implica que a série E na,x" ! também converge. Vejamos a convergéncia

n=1
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[e o]

de E n(n—1)a,z" 2 procedendo de modo analogo ao que foi feito no caso
n=2
anterior. Para isso, observemos

L9y o |T n—2 K x|n—2
In(n — 1a,z" | = n(n — 1)]a,c" 7| - < (E) n(n —1) -
° T |n—2
Usando, novamente, o teste da razao, temos que a série g nn—1)|—
c
n=2
o0

converge pois |%‘ < 1. Pelo teste da comparacao a série Z n(n—1)a,z" >

n=2
também converge, o que conclui a demonstragao do teorema. O
(o]
Deve-se observar que as outras séries, obtidas de E a,x" por derivacao
n=0

termo-a-termo, também convergem no intervalo (—r,r).

Teorema 68. Suponhamos que a série E ap,x" convirja para cada x €
n=1
(—r,7). Designemos por S(z) a soma desta série, para cada x € (—r,r).
o0

Entao S(z) = Z a,x" € uma funcgao derivdvel no intervalo aberto (—r,r)

n=1
e sua derivada é dada por S'(x E nap,x"t. Também, S(x) possui
[ee]
derivada sequnda no mesmo intervalo e S”(x E n(n — 1)a,z" 2.
n=2

Em virtude dos objetivos deste curso inicial nao demonstraremos esse
teorema, remetendo o leitor & referéncia de Figueiredo !

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 115. Consideremos a série

o0 :L,2n+1
R
— (2n+1)!

Vé-se facilmente, usando o teste da razdo, que tal série converge, qualquer
que seja x € R. Pelo teorema 68, essa série pode ser derivada termo-a-
termo e se designarmos por

st@) = ;(_1)n(2n 1)l

!Djairo G. de Figueiredo, Analise I, 2¢ Edigao, L.T.C. Editora, Rio de Janeiro, 1996.
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teremos
o0 2n
x
(@) =3 (1"
o (2n)!
e s"(x) existe e é dada por
; 0 x2n+1
s"(z) = —Z(—l)nm = —s(x).

n=0

Exemplo 116. Consideremos a série

Pelo mesmo motivo exposto no exemplo anterior, pode-se provar que essa
série converge, qualquer que seja o valor de x € R. Designemos por c(z)
a soma desta série. Como € facil ver,

‘@) == 7;(_ S e
"(z) = —c(x)

Pelos dois exemplos anteriores vé-se que as fungoes s(x) e ¢(x), ambas
satisfazem ao sistema de equacgoes diferenciais

s'(x) =c(x) e d(x) = —s(x).

Observemos, também, que s(0) = 0 e ¢(0) = 1, ou seja, as fungdes s(z) e
c(x) satisfazem o problema de valor inicial

s(x) =c(x) d(x)=—s(x)
s(0)=0 c(0) = 1.

Relembremos as aulas de Calculo para constatar que as func¢oes sen
e cos também satisfazem a um problema de valor inicial como o acima.
Invocando um conhecido resultado de existéncia e unicidade de equacoes
diferenciais ordinarias teremos

@ i( ) 2+
sen (x) = 1"
|
— (2n + 1)!
e
0 2n
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A unicidade a que nos referimos previamente significa que seno e
cosseno sao as unicas fungoes que sao solucoes do problema de valor inicial
citado hé algumas linhas.

Vemos, assim, que os conhecidos seno e cosseno, introduzidos
primariamente pelos matematicos da Grécia Antiga, podem ser definidas,
a luz do rigor que se impoe na Anélise Matemaética, como séries de
poténcias. Isto significa que essas fungoes sao analiticas e os polinomios

;<_1)k(2k 1)
n ka‘
2 G

representam aproximagoes, respectivamente, para os valores de senx e de
cos x que sao cada vez mais precisas a medida que aumentarmos os valores
de n.

Exemplo 117. Consideremos a série de poténcias

o0 n

A
>

n=0

que converge, qualquer que seja o valor de x € R. Designemos a soma
dessa série por exp(x). Pelo teorema 68, exp(z) possui derivadas de todas
as ordens e suas derivadas, obtidas por derivacao termo-a-termo desta
série, satisfaz

(exp)'(z) = (exp)’(z) = (exp)”(z) =--- = Z j;_?

que € exatamente a func¢ao exponencial tao conhecida de todos nas.
Novamente, uma fun¢ao que, originalmente, nao teve a Sua criagao
relacionada com a Andlise Matemdtica surge como sendo uma Série de
poténcias.

Como no exemplo anterior, caso queiramos uma aprorimagao para oS
valores da exponencial, basta considerarmos os polindémios da forma

n l‘k
27
k=0

As funcoes sen,cos e exp introduzidas pertencem a uma classe de
)
funcoes chamadas funcoes transcendentes.
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Exemplo 118. Estudemos a série

A > "
T 4= —1)v i
ey ty gt ;( i

Pelo teste da razao, essa série converge para x € (—1,1). O que se pode
dizer sobre a convergéncia nas extremidades deste intervalo? Se x = —1
a série se reduzird a

1 1 1 1
2 3 4
que diverge. Se x = 1, encontramos a série alternada
1 1 1 n
2 3 4

a qual, pelo teste de Leibnitz, converge. Portanto, a série em estudo
converge para os valores de x no intervalo (—1,1]. Pelo teorema 68,
podemos derivar termo-a-termo esta série, de modo que designando por
S(z) a sua soma, obteremos

Sl(l’) — 11—z _|_$2 - .CL'3 4= Z(_l)nflmnfl _ Z(_x)nfl'
n=1 n=1

Lembre os capitulos passados para concluir que

1

S'(x) = T2

Na verdade, a série Y oo (—1)"™L" ¢ ezatamente a representagio da
fungao In(1 + x).

3 Exercicios Resolvidos

1. Encontre uma série de poténcias, em torno de 0, que represente a

funcao
x

1+ a2
Determine em qual intervalo essa representacao é valida.

Solucao. Inicialmente observemos que

1 2 3 - n,.n
1+T:1—r+7’ —r —|—~~:n2:;(—1) r

para —1 < r < 1. Facamos r = x? para obter

1 oo
14 22
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valida para |z| < 1. Portanto,

00
E n 2n+1

n=0

a qual é valida para —1 < x < 1. Observe que parax = —loux =1
esta série diverge.

. Determine a fun¢ao definida pela série

o0

E 3"z
n=0
Solucao. Notemos que esta série pode ser reescrita como

[e.9]

2(31’)”

n=0

que ¢ uma série geométrica de razéo 3z. Portanto, ela converge
sempre que |3z| < 1, isto &, |x| < . Pelo que ja foi estudado das
séries geométricas, sua soma é —— Entao

= Z(Sx "

Exercicios Propostos

. Determine os valores de x € R para os quais a série

o0 n

>
n2

n=1

converge.

. Determine os valores de z € R para os quais a série

(1)
2

converge.
Determine os valores de x € R para os quais a série
o
> 1
]_ n
n=1 0

converge.
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10.

11.

12.
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Determine o intervalo de R no qual a série

> a2y

n=1

converge.

Encontre o intervalo de convergéncia da série

>
“— (2n)!
Represente a funcio f(z) = e2 em série de poténcias.

Represente a func¢ao f(x) = e™* em série de poténcias.

Encontre o raio de convergéncia de cada uma das seguintes séries:

(a) Y (=1)"a®
(b) > na™;
(c) Zn!x”

xn

(d) ) —

nn’

Se o limite

. (7%
lim

n—-+00 Ani1

existe ou é igual a oo, entao

R:= lim @

n—-+oo an—l—l

também fornece o raio de convergéncia da série g anx".

Exiba um exemplo de uma série de poténcias E a,x" com raio
de convergéncia igual a 1 que nao é absolutamente convergente nos
extremos —1 e 1 do intervalo de convergéncia.

Exiba uma série de poténcias E a,x" cujo intervalo de convergéncia
seja exatamente [—v/2,v/2).

Seja R o raio de convergéncia da série E ap,x". O que se pode dizer

sobre os raios de convergéncias das séries E na,x" e g nta,z™?
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13. Suponhamos que as séries de poténcias Z a,z" e Z b,x" tenham

raios de convergéncia iguais, respectivamente, a R, e Ry. Se |a,| <
|b,| para todo n suficientemente grande, qual a relacdo que deve
existir entre R, e R?

14. Encontre o raio de convergéncia da série
Z (an)!
x

(n)>™

em que a e b sao positivos e a é inteiro.

15. Seja 0 < R < oo o raio de convergéncia da série Z ap,x". Qual deve

ser o raio de convergéncia da série E anz®"?
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Capitulo 14

A Integral de Riemann: Nocoes
Iniciais

Ao cursar a disciplina Célculo Diferencial e Integral, o(a) estudante
depara-se com processos chamados Integra¢ao. Em um deles, dada uma
fungao f(z), deseja-se encontrar uma funcao F(z), chamada primitiva de
f(z), tal que F'(z) = f(z). Designa-se esse processo por

Fla) = /f(x)dx—l— c,

em que C' é uma constante arbitraria. Posteriormente, defronta-se com o
problema de calcular a Integral de Riemann de uma dada funcao f(x) em
um intervalo [a, b]. Denota-se esse processo por

/abf(:v)d:v.

Esse tltimo esta relacionado com o célculo de areas, ao passo que o
primeiro, por envolver derivadas, esta ligado a construcao de tangentes
a graficos de fungoes.

Essas “duas integracoes” estao relacionadas via Teorema Fundamental
do Cdlculo o qual seré estudado no proximo capitulo. Neste, estabelece-
remos os conceitos e resultados basicos sobre a Integral de Riemann.

1 Somas de Riemann

Antes de definirmos o conceito principal desta secao, que é o de
somas de Riemann, comegaremos motivando a defini¢ao utilizando o apelo
geométrico da integral por meio de areas.

Exemplo 119. (A area sob o grafico de uma fungao) Suponhamos
que y = f(z) seja uma fung¢ao continua e nao-negativa definida no intervalo

205

Georg Friedrich Bernhard
Riemann nasceu a 17
de setembro de 1826 em
Breeselenz, Hanover, Alema-
nha e faleceu a 20 de julho
de 1866 em Selasca na Italia.
Dedicou-se principalmente a
Analise e a Geometria Dife-
rencial.
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fechado [a,b]. Consideremos o problema de calcular a area sob o grafico
de y = f(x), para x variando de a até b, e acima do eixo x. Veja a figura
abaixo.

Esse problema, que é bem geral, nos remete a Geometria Plana
Elementar na qual sao consideradas areas de poligonos, que sao figuras
decompostas em um niamero finito de triangulos, e até mesmo de figuras
curvilineas como o circulo, segmentos de pardbolas, lunulas etc. Algumas
vezes, no estagio pré-calculo, é possivel, via aproximagoes por triangulos
ou retangulos, calcular areas de figuras curvilineas. Isso foi feito com
a parabola, por Arquimedes, em cujo método jaziam as nocoes de
convergéncia, supremo etc., nao devidamente esclarecidas a época. Ou
seja, nos primordios da Geometria Elementar foram lancadas, via Método
da Ezxaustio de Eudoxo, as sementes daquilo que, com Newton, Leibniz,

Cauchy, Riemann etc., se tornou a Integral de Riemann.

O método descrito a seguir consiste em aproximar a figura curvilinea,
mostrada na figura, por meio de retangulos. Com esse objetivo,
subdividiremos o intervalo [a,b] em wum determinado namero de
subintervalos da forma [x; 1, z;] considerando pontos da forma

Aa=Tg < T <Xy <+ < Tp_1 <x,=0>o

Mais precisamente, temos a seguinte defini¢ao:

Definigao 65. Uma particao do intervalo [a,b] € um subconjunto finito
P ={xo,z1,29, -+ ,x,} de [a,b] que satisfaz

A=Tg< T <Xy << Tp_1 <z, =>0

Designaremos uma parti¢ao P = {xg, x1, 29, -+ ,2,} do intervalo |a, b]
por
P={a=xy<z1 <29 <+ <pp_1 <z, =b}.

Os intervalos [x;_1, ;] sao chamados subintervalos da particao P. O
comprimento do subintervalo [x;_1,x;] da parti¢io serd denotado por Ax;,
ou seja, Ax; =x; —x;1, 1=1,...n.
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A partir de agora, e ao longo de toda a parte referente a integracao
de Riemann, consideraremos sempre fungoes limitadas f : [a,b] — R
definidas em intervalos fechados e limitados.

Dada uma particao P como acima e desde que f é uma funcao limitada
faz sentido considerar os ntameros m; e M; definidos por:

m; = inf {f(z);2 € (2,21, 2]}

M; = sup{f(z);x € [xi1, 7]}

e vé-se que m; < M;, paratodoi=1,...,n.

Definicao 66. Define-se a soma inferior de Riemann da funcao f :
la,b] — R, com relagio a parti¢ao P, por

s(f, P) = Zmz(ﬂfz — Ti_1).

No caso em que f(z) > 0, para todo = € [a,b], a soma inferior de
Riemann é uma aproximagao por falta da area sob o grafico de f. Na
proxima figura a soma inferior de Riemann da funcao f com relacao a
partigdo P = {a = 29 < 11 < 23 < 23 < x4 < x5 = b} é igual a area da
regiao escura

\ =A%)

Xo=a X X, X X b=x: X

Definicao 67. Define-se a soma superior de Riemann da funcdao f :
la,b] = R, com relagao a parti¢ao P, por

Para fungoes que satisfazem f(z) > 0, para todo = € [a,b], a soma
superior de Riemann é uma aproximagcao por excesso da area sob o grafico
de f. Na figura seguinte temos a soma inferior de Riemann da funcao f
com relagao a particdo P = {a = xp < 11 < 29 < 23 < x4 < T5 = b} &
igual a area da regiao escura
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y=f(x)

Xo=a X X X X b:X5 X

Claramente s(f,P) < S(f,P). Verificaremos que esta tultima
desigualdade continua vélida mesmo que as partigoes sejam distintas
na desigualdade precedente. Antes de provar este fato necessitamos de
algumas definigoes e resultados.

Definigao 68. Sejam P e Q) parti¢ées do intervalo [a,b]. Diz-se que Q) €
um refinamento de P se P C Q).

Isto significa que a parti¢ao @), no caso em que P ; (), além dos pontos
de P, possui pelo menos um ponto adicional.
Dada a particao P definida por

P={a=xy<z1 <29 <+ <p_1 <zp =b},

consideremos a particao

Q:{a:x0<x1<:v2<---<:Uj_1<$;<x]—<...<$n_1<xn:b},

na qual acrescentamos o ponto z;. Vé-se facilmente que

M; > Mj =sup { f(z);z € [xj-1,27] }

M; > M} =sup {f(z);x € [a},2,]}.

Assim,
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7j—1 n

= Z M;(xi — i) + Mj(zj — 1) + Z M;(xi — xi1)
i=1 i=j+1
j—1

n 7j—1
+ Z Mi(z; —xiq) = M;(x; — xi1) + Mj(2; — x5)
i=j+1 =1
n 7j—1
+ M](l’; — i[fjfl) + Mz(l’l 33'1'71) > MZ(Z',L Sszl)
i=j+1 i=1

Assim, concluimos que se () for um refinamento de P, possuindo um
ponto adicional com relagao a particao P, entdo S(f,Q) < S(f,P). No
caso geral, em que a particao () é um refinamento qualquer de P, segue-se
que () possui um numero finito de pontos a mais do que P. Aplicando-
se a desigualdade acima reiteradas vezes, obtém-se S(f,Q) < S(f,P),
quaisquer que sejam as particoes P e @) tais que P C Q).

De maneira anéloga teremos, para P e ) como acima, s(f,P) <
s(f, Q). Conclusao: as somas inferiores aumentam a medida que refinamos
a particao, enquanto que as somas superiores diminuem. Pode-se, entao,
provar o seguinte resultado:

Lema 7. Sejam P e Q) parti¢oes quaisquer do intervalo |a,b]. Entdo
s(f, P) <S(f,Q).

Demonstracao. Sejam P e (Q partigdes do intervalo [a,b]. Entao PUQ é
um refinamento de P e de (). Usando a observagao que precede esse lema,
teremos

s(f,P)<s(f,PUQ)<S(f,PUQ)<S(f,Q),
o que conclui a demonstragao do lema. O

Designando por P o conjunto das partigoes do intervalo [a,b] vé-se,
pelo lema acima, que o conjunto

{s(f,P); P € P}
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¢é limitado superiormente, enquanto que o conjunto
{S(f,P); P €P}
¢é limitado inferiormente. Temos, assim, as seguintes defini¢oes.

Definigao 69. Seja f : [a,b] — R uma fun¢ao limitada, sua integral
inferior f;f(:v)d:v ¢ definida por

b
[ $)de =sup (s(7.P): P e P)
e a sua integral superior f_abf(x)d:c ¢ definida por

/ f(z)dz = inf {S(f, P); P € P}.

Decorre das defini¢oes acima que

L?WstZZme

2 Funcoes Integraveis

Comecemos a estudar uma classe especial de fungoes:- aquelas para as
quais o supremo das somas inferiores de Riemann é igual ao infimo das
somas superiores.

Definigao 70. Diz-se que uma fungao limitada f : [a,b] — R é Riemann-
integravel (ou simplesmente integravel) se

£ f(a)de = Tf(:v)dzp.

Quando f é integravel, o valor comum fabf(x)dx = f_:f(:v)d:v

é designado por ff f(z)dx e chamado integral de Riemann (ou
simplesmente integral) de f em [a,b].

Enunciemos um critério de integrabilidade.

Teorema 69. Uma func¢ao limitada f : [a,b] — R € integravel se, e
somente se, para todo € > 0 existir P € P tais que

S(f,P)—s(f,P) <e.
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Demonstra¢ao. Suponhamos que f seja integravel, ou seja, fff(x)dx =

f_abf (x)dx o que é equivalente a
sup {s(f, P); P € P} = inf {S(f, P); P € P}.

Decorre da definicao de sup que, dado € > 0, existird uma particao P, tal
que

b
[ e~ 5 < s(.R).
Analogamente, da definicao de inf, encontramos (), € P de modo que

€
a)

S(.Q) < [ flo)dn+ g

observando que nas duas desigualdades prévias usamos o exercicio 12 do
capitulo 1. Assim,

b b
5(.Q) < [ fado+ 5 = [ e+ § < s(f.P) e

e dai
S(f?QE) - S(f7Pe> < €.
Seja P = P.UQ., que é um refinamento tanto de P. quanto de @).. Entao,

S(f.Qe) = S(f, P)

s(f,P.) <s(f,P)

de modo que

S(f,P)—s(f,P)<e.

Reciprocamente, suponhamos que, dado ¢ > 0, exista uma particao P de
[a, b] tal que
S(f,P) —S(f,P) <€

Temos que o
/UWMwéaﬁP>
e ’ ,
[ #@do = 55,
donde

/f(:c)d:v—/f(x)d:cSS(f,P)—s(f,P)<e,
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ou seja,

Zf(m)d:p - /abf(x)dm <e

e, como € > 0 é arbitrario, teremos

ff(x)d:c < / ()

Como, de maneira geral, temos

concluimos que

Zf(x)da::/lbf(x)dx.

o que mostra que f Riemann-integréavel em [a, b]. O
Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 120. Comecemos com um exemplo bem simples. Consideremos

a fungao constante f : [a,b] — R definida por f(x) = K, para todo

x € |a,b], em que K € uma constante fizada. Dada uma parti¢ao

P={a=xy<z1 <2<+ <pp_1 < =b}.

temos
S(f.P) =) Kxj—zj1)=K» (v;—x;1) = K(b—a)
j=1 j=1
e
s(fP) =) K(wj—xzj 1) =K (z;—x;1)=K(b-a),
j=1 Jj=1
pois, sendo f constante, M; = m; = K, para todo j = 1,...,n, e a

soma dos comprimentos de todos os subintervalos da particao P € igual
ao comprimento b—a do intervalo [a,b]. Como S(f, P) = s(f, P), qualquer
que seja a particao P de [a,b], teremos

/abf(x)d:zr - /Lbf(:v)dx = K(b—a)

e entdo f € integrdavel no intervalo [a,b] e sua integral nesse intervalo é
dada por K(b— a).
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Exemplo 121. Consideremos a fung¢ao f : [0,1] — R definida por
f(z) = x, para todo x € [0,1]. Mostremos que ela é Riemann-integrdvel
no intervalo [0, 1], usando o critério de integrabilidade dado no teorema
69. Tomemos um ¢ > 0 arbitrdrio e, para cada n € N, seja a particao P,
construida como

1 2 -1
Pn:{0<—<—<---<n <E:1}.
n n n n

Um cdlculo simples nos mostra que

n—1
P, =
e +1
n
S(f,P,) =
(f.P) = F
em que se deve observar que usamos a formula
1
1+2+...+n:@7

valida para todo n € N. Portanto,

1
S(fapn) _S<f7Pn) < E
Usando o fato de que a sequéncia % — 0, encontramos n € N, tal que
% < € e dai, para tal n, obtemos

S(f, P,) — s(f, Pn) <,

ou seja, dado € > 0, encontramos uma parti¢cao P, do intervalo [0,1] tal
que a condi¢ao do teorema 69 € satisfeita e, assim, a funcao f(x) = x
¢ integrdvel no intervalo [0,1]. Deve-se observar que o fato de termos
considerado o intervalo [0, 1] € irrelevante e foi utilizado apenas tornar os
cdlculos mais simples. Tudo o que se fez neste exemplo pode ser feito,
mutatis mutandis, para wm intervalo qualquer, fechado e limitado, |a, b].

Exemplo 122. Consideremos a funcio f(x) = x? definida no intervalo
[0,1]. Seja € > 0 um nuimero real dado. Para cada n € N consideremos a

particao
1 2 -1
Pn:{0<—<—<---<n <E:1}.
n o n n n

Para tal parti¢ao, verifiquemos que s(f, P,) e S(f, P,) sao dadas por

= %%(n —1)n(2n —1)
= li(n —1)(2n—-1)

6 n?
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S P) = —enlnt1)En+1)

11

= TN+ 1)

observando que estamos utilizando a expressao
1
P4+ 22 432+ +n’ = 671(”4—1)(271—!—1)

a qual € vdlida para todon € N. Um cdlculo simples nos mostra (verifique!)
que

- -1 [(-8) (o+2)-(-2) -3 =

sen € N for suficientemente grande. Isto mostra que f € integrdvel em
[0,1].  De maneira andloga, mostra-se que f € integrdvel em qualquer
intervalo fechado e limitado |a, b].

Pode-se demonstrar, verifique como exercicio, que a fungao f(x) = x® ¢

integrdvel em qualquer intervalo fechado e limitado [a,b]. Use a identidade
1 2
P+22 43 4. 40’ = <§n(n+1)) ,
valida para todo n € N.

Em todos os exemplos prévios as funcgoes consideradas eram todas
continuas e definidas em intervalos fechados e limitados. Na verdade,
temos uma situagao bem mais geral que é traduzida na afirmacao de
que toda funcao continua definida em intervalos fechados e limitados
sao integraveis. Mas deve-se ressaltar que existem fungoes que nao sao
continuas, mas sao integraveis. Vejamos um exemplo de uma fun¢ao nao-
integravel.

Exemplo 123. Defina a fun¢ao f:[0,1] — R por

|1, se z€QnNJ0,1]
f(x)_{ 0, se x€Q°NJ0,1].

Usando o fato de que qualquer intervalo [a,b], a < b, possui nimeros
racionais e numeros irracionais, concluimos que

qualquer que seja a partigao P de [0,1]. Portanto, tal fungdo nao é
integravel, pois temos a diferenc¢a constante

S(f,P)—S(f,P):l

para toda parti¢ao do intervalo [0, 1].
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Exemplo 124. Seja f : [a,b] — R uma funcdo nao-decrescente, isto é,
que se a < 11 < g < b, entao f(x1) < f(xg). Se f(a) = f(b), entao f é
constante e dai serd integrdvel. Consideremos o caso no qual f(a) < f(b).
Mostremos que f € integravel. Para isto, seja € > 0 e tomemos uma
particio P = {a =19 <z <29 <--- <, =0} do intervalo [a,b] tal
que T; — xj_1 < m Claramente, podemos construir tal particao,
bastando para isso refinarmos o intervalo [a,b] de modo que obtenhamos

subintervalos de comprimentos cada vez menores. Assim,

n

S(f.P)=s(f.P) = > (flz;) = flaj-1) (xj — zj-1)

< S ) @+ ) )

4+ e f(gjn_l) — f(l‘n_Q) + f(b) - f(xn—l)

em que estamos usando o fato de que a = xy e b = x,,. Das desigualdades
acima, concluimos que f € integrdvel.

Pode-se provar, de maneira andloga, que fungoes nao-crescentes sao
também integrdvers.

Vejamos uma aplicacao deste resultado.

Teorema 70. Seja f : [a,b] — R uma fun¢ao ndao-decrescente e consi-

deremos a parti¢ao do intervalo [a,b] cujos pontos x;,j = 0,1,--- ,n sdo
dados por x; = a + ](bT_a) Seja I um numero real satisfazendo
b—a A b—a —
- fla) ST<——=3 f(z), (14.1)
§=0 j=1

qualquer que sejan > 1. Entao I = fabf(x)dx

Demonstracao. Pelo resultado anterior temos que a funcao f, satisfazendo
2 ;. P b—a n—1

as hipoteses do teorema, ¢ integravel. Observemos que >3 "7/ f(z;)

. N . b_a n . .

¢ uma soma inferior de f e *%3°. | f(z;) ¢ uma soma superior.

Consequentemente,

n—1
b—a

n

b g
fa) < [ fde <03 fy)

=0
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Antes de prosseguirmos, notemos que se x e y forem nimeros reais
satisfazendo a < z,y < [, em que a e [ sao numeros reais, entao
0<|z—y| <p—a. Assim,

b - n _n-l
[ e -1 < P05 ) - Y sy
a j=1 7=0

_b—a

[f(z1) + f(x2) + -+ fan) = f(wo) = f(w1) — -+ = fap1)]

_b—a

[f () = f(z0)]

n
_b—a

[f(b) = f(a)] =0

se n — oo. Entao I = ff f(z)dz e a demonstragdo do teorema esta
completa. O

n

Exemplo 125. Usemos o teorema 70 para mostrar que

1k 1
dr = ——

qualquer que seja o inteiro positivo k.

De fato, fixado um inteiro positivo k, observemos que, para n € N
suficientemente grande, teremos

nk+1

kE+1

Fr2b o (n—1)F<

1
1k+2k—|—--«+(n—1)k—b—nk—(k—H)nk.

Um céalculo simples nos mostra que

6 e (] e
JOREEO)]

Observemos que esta ultima dupla desigualdade é exatamente a dupla
desigualdade (14.1) quando a = 0,b = 1, f(z) = 2* e [ = 1-. Entdo

e+l
1
1
/ ohde = ——
0 k+1

e assim temos uma primeira expressao para o célculo de integrais para
uma classe relevante de fungoes. Com as propriedades que introduziremos
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no capitulo 15 teremos uma expressao para integrais de poliné6mios em
intervalos fechados e limitados.

Deve-se observar que o fato de termos tomado a integral no intervalo
[0, 1] & irrelevante. Tudo o que foi feito neste exemplo se aplica, com poucas
modificagoes, a integracdo em um intervalo fechado qualquer [a, b],a < b.
Verifique, como exercicio, usando estas idéias, que

b
1
/a Fdr — " [bk-i—l _ ak;—i—l] '

Deve-se ressaltar que, até o presente momento, detivemo-nos apenas
nos aspectos de integrabilidade sem nos atermos as questoes do calculo
de integrais. Apenas com instrumentos de que dispomos até agora
¢ algo extremamente trabalhoso, e muitas vezes impossivel, calcular
precisamente o valor de uma dada integral. No entanto, por meio
do Teorema Fundamental do Cidlculo, que serd estudado no capitulo
15 introduziremos uma maneira de calcular varias integrais. Existem,
também, métodos numéricos que nao serao estudados aqui.

H&4 outras maneiras alternativas, porém equivalentes, de definir a
Integral de Riemann. Nao nos deteremos nessas formas equivalentes
remetendo o(a) leitor(a) para as referéncias de Figueiredo! e Bartle &

Sherbert?.

3 Propriedades da Integral

Teorema 71. Se f,g : [a,b] — R forem fungoes integrdveis, entao
f+g:[a,b] = R € integrdvel e

/ab(f(x) + g(x))dr = /abf(x)dx + /abg(:z:)d:z;.

Demonstrag¢ao. Comecemos considerando uma particao P do intervalo
[a,b]. Usando as defini¢oes introduzidas previamente, obtemos

(f(z) + g(x))dz < S(f +9,P) < S(f, P)+ S(g, P)

_—

(f(2) + g(z))de > s(f +9,P) > s(f, P) + s(g, P).

T

! Analise I, Djairo G. de Figueiredo, Analise I, Editora Universidade de Brasilia,
1997

2Introduction to Real Analysis, Robert G. Bartle & Donald R. Sherbert, Third
Edition, John Wiley & Sons, Inc.2000
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Se P e () forem parti¢des quaisquer, entao P U () sera refinamento de P e
Q). Assim,

/ (F(z) + g(a))de < S(f, P) + S(g. Q).

de modo que

<f<x>+g<x>>dxsff<x + [ = [ g [

pois f e g sao integraveis. De modo anélogo, obtém-se

(50) + g < L F()de / nae= [ i+ [ ot

Dessas desigualdades, conclui-se que f + g € integréavel e

/ (@) + g(a))d = / oy + / ' (a)de.

Teorema 72. Seja f : [a,b] — R uma fungao integrdvel e A uma constante
real. Entao \f : [a,b] — R, definida por (A\f)(x) = Af(x), € integrdvel e

/ab)\f(x)dx = )\/ab f(z)dz

Demonstracao. Se A = 0 nada ha a demonstrar. Suponhamos A > 0
e usemos o teorema 69. Assim, dado € > 0, existe uma particao P. do
intervalo [a, b] tal que

b
a

— T =

|

£
N
Como ¢ facil ver, S(A\f,P.) = AS(f,P.) e s(Af,P.) = As(f,P.).

Consequentemente,

S()‘fvpf)_S(Afape):)‘<S(faPE)_3(f7PE)) <€

Isso mostra que, se A > 0, a fun¢ao Af é integravel. Como, S(\f, P,) =
AS(f, P.) e s(\f, P.) = As(f, P.), concluimos que

S(f7P6>_S(f7Pe) <

b b
/ M (z)dx = )\/ f(z)dx, paratodo A > 0.

Se A < 0, a demonstragao é feita de maneira anédloga. Para isso, use,
novamente, o veja exercicio 17, Capitulo 1. O
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Teorema 73. Se f : [a,b] — R € uma fungdo integrdvel, entio f* ¢é
integravel.

Demonstra¢io. Suponhamos, inicialmente, que f(z) > 0, para todo
x € [a,b]. Desde que f é integravel, dado € > 0, existe uma particao P
de [a, b] tal que

S(f>Pe)_8(f>Pe) < ﬁ>

em que M := sup f(z). Recordemos que f é limitada e f > 0. Assim,
z€[a,b]

n

S(f27 P€) - S(fz’ PE) = Z(Mz2 - m?)A‘TI -
i=1
> (M; = mi) (M; + ma) Az < 2M Y (M —my)Ax; < e.
i=1 =1
Isso mostra que f2 ¢ integravel se f > 0. Se f nao for necessariamente nao-
negativa procederemos da seguinte maneira. Como f é limitada, podemos
considerar m := i?fb]f(x) e dai f(x) —m > 0 ¢é integravel. Assim,
z€Ja,

(f(z) —m)? ¢é integravel e usando a identidade
= =m)*+2mf —m?,
concluimos que f? & integravel por ser a soma de funcoes integraveis. O

Observagao 13. Observemos que os resultados precedentes nos dizem, em
particular, que, se f, g forem integrdveis em [a,b], entao A\f +ug, A\, p € R,
serd integrdvel e

/ab(Af(x) + pg(x))de = )\/abf(x)dx + M/abg(x)dx.

Mais particularmente, fab —f(z)dr = — fabf(x)dz e fab(f(x) —g(x))dz =
f;f(x)dx - ffg(x)dx Se designarmos por Rla,b] o espago wvetorial
das fungoes Riemann-integrdveis no intervalo |a,b], podemos interpretar
essas propriedades dizendo que o operador I : Rla,b] — R, definido por

b
I(f) = / f(z)dx ¢ linear. Para o(a)s que jd tenham estudado Algebra

Linear, devemos observar que Rla,b] nao possui dimensao finita.

4 Exercicios Propostos

1. Prove, por indugao, que

1
12+22+--'+n2:@(n+1)(2n—|—1)

¢é valida para todo n € N.
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. Prove, por inducao, que

2
P+28 0= (—(n+1)>
¢é valida para todo n € N.

Seja f : [a,b] — R definida por

f(x) :{ (1) z € (a,b]

Tr = a.

Mostre que f é integravel. E possivel calcular f; f(z)dz?

Sejam f : [0,1] — R a fungao definida por f(r) = 2% e a partigao
P = {0, =, %, 1}. Calcule s(f, P) e S(f, P).
Se f:[—1,1] — R definida por

1 z>0,

fm:{o z < 0.

1
Mostre que f é integravel e calcule / f(x)dx.
-1

Mostre que o valor de f : [a,b] — R no ponto a nao altera a
integrabilidade de f nem o valor da integral de f em [a, b].

Seja f : [a,b] = R uma funcdo nao-negativa e continua. Mostre que
b
se / f(z)dx =0, entao f(x) =0 para todo z € [a,b]. Se f nao for

continua, essa conclusao ainda é verdadeira?

Se f, g : [a,b] — R forem integraveis, entao

/abf(x)dx < /abg(x)dx.

Se f :[a,b] = R é continua e M = max{|f(x)|;z € [a,b]}, mostre
que

b
| [ #a)dal < M- )

Seja f : [a,b] — R uma funcao integravel tal que 0 < m < f(z) <
M, para todo = € [a,b]. Mostre que

L 3
m < {b—a/a f(x)dx] < M.
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13.

14.

15.

16.

17.
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Mostre que

|
1§/ dr < 2.
_11+£C2

Suponhamos que f : [0,1] — R seja continua, derivavel em
(0,1), f(0) =0e |f'(x)] <1 para todo x € (0,1). Mostre que

—% < /0 flz)dz < %

Se f,g: [a,b] — R sdo continuas e

[ st = [ gtoa

mostre que existe ¢ € [a, b] tal que f(c) = g(c).

Se f:[0,1] — R é limitada e f? é integravel em [0, 1], entdao f é
integravel em [0, 1]. Falso ou verdadeiro? Justifique.

Seja f : [a,b] — R uma funcao integréavel tal que f(x) > «a > 0, para
todo = € [a,b] e alguma constante a. Mostre que % a0 > R €
integravel.

Sejam f > 0 uma fun¢ao continua em [a,b] e M = max f(z). Mostre

z€[a,b]
b v
i ([ trGapac) = ar

Seja f : [a,b] — R uma fungao continua tal que ff f(t)dt = 0 para
todo x € [a,b] N Q. Mostre que f(x) = 0 para todo z € [a, b].

que
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5 Apéndice I

Conjuntos de Medida Nula. Condicao de
Integrabilidade

Definicao 71. Um conjunto C' possut medida zero se, dado qualquer
e > 0, existir uma familia finita ou enumerdvel de intervalos (I,,) tal que

Cccuyll,e Z |I,| < e em que|l,| designa o comprimento do intervalo
n=1

I,,. Observemos que se a familia for finita teremos I, = 0 a partir de um

certon € N.

Notemos que todo conjunto enumeravel possui medida zero. Com
efeito, se C' = {¢y, co, ...}, dado € > 0, consideremos a familia de intervalos
(I,,) dada por I, = (cp — 3uyz, Cn + 53z ) de comprimento |I,| = 55+ Além

disso,
o
€
D=5 <e
n=1

Portanto, C' possui medida zero.

O conceito de medida zero é um caso particular do conceito de Medida
Exterior de Lebesque. Mais precisamente, a medida exterior de Lebesgue
de um conjunto A C R, designada por m*(A), ¢ definida por

m*(A) = inf{z IIL]; A C u[n},
em que (/,) ¢ uma familia de intervalos abertos.

No caso dos conjuntos finitos, além de medida zero, eles possuem
contetido zero. Vejamos a defini¢ao de contetdo.

Definicao 72. Diz-se que um conjunto C' possui contetdo zero se, dado
qualquer € > 0, existir uma familia finita de intervalos {1y, ..., I,} tal que

O teorema a seguir, cuja demonstragao serd omitida, nos dé uma
condicao necessaria e suficiente de integrabilidade.

Teorema 74. Uma funcao limitada f : [a,b] — R € integravel se, e
somente se, o conjunto de seus pontos de descontinuidade possuir medida
zero.

Mais informacoes sobre esses conceitos e resultados podem ser
encontrados em de Figueiredo®, Avila®

3Djairo G. de Figueiredo, Analise I, LTC., 2¢ Edicdo, 1997
4Geraldo Avila, Introducdo a Analise Mateméatica, Editora Edgard Bliicher LTDA.,
1993.



Capitulo 15

O Teorema Fundamental do
Calculo - Relacao entre
Derivacao e Integracao

Este capitulo serda dedicado ao estudo de certas conexoes entre os
conceitos de derivada e de integral. Essa conexoes sao expressas pelo
Teorema Fundamental do Cdlculo que, grosso modo, traduz o fato de que
as operagoes de derivacao e integracao sao inversas uma da outra.

1 Primitivas

O Teorema Fundamental do Cdlculo nos fornece, entre outras coisas,
uma maneira de calcular integrais de certas fun¢oes desde que conhecamos
uma de suas primitivas. Esse cdlculo de primitivas é exatamente o processo
inversa da derivagao. Tornemos mais preciso esse conceito.

Definicao 73. Diz-se que uma funcao derivavel F': I — R, em que I €
um intervalo de R, € uma primitiva de uma dada funcao f : I — R se
F'(x) = f(x) para todo x € 1.

Pelo que foi estudado ao longo dos curso de Calculo e de Anélise é fécil
ver que:

(a) a funcao F(z) = %, com m # —1 é uma primitiva de f(z) = a™;

(b) a fungao F(x) = senx + C' é uma primitiva da funcdo f(z) = cosz,
qualquer que seja a constante C'.

Algumas questoes se colocam:

(i) Que classe de fungoes possuem primitivas?

223
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(ii) Que relagdo existe entre primitivas, caso existam, de uma dada
funcao?

Essas questoes serao respondidas ao longo deste capitulo. Em virtude
dos objetivos imediatos deste curso, nao nos deteremos em questoes muitos
gerais. Comecemos com o

Teorema 75. (Teorema do Valor Médio para Integrais) Seja f :
la,b] = R uma fungao continua. Entdao existe ¢ € [a,b] tal que

Demonstra¢ao. Desde que f : [a,b] — R é uma funcdo continua,
existem xy, 22 € [a,b] tais que

f(x1) = min f(z)

z€[a,b]

f(xz) = max f(z).

z€[a,b]

Assim, f(z1) < f(x) < f(xs2) para todo z € [a,b]. Integrando termo a
termo essa ultima sequéncia de desigualdades, obtemos

/a e < /  fla)ds < / a2

Usando o fato de que f(x;1) e f(x2) s@o constantes, teremos

fo)(b—a) < / f@)de < f(a)(b— a)
e dai
rey < [ s < s

Usando o teorema do valor intermediario e o fato de que f(z;) = m[lr})] f(z)
xeE|a

e f(xg) = m[a%] f(z) obtemos ¢ € [a, b] tal que
z€]a,

= bia/abf(x)dx

o que conclui a demonstracao do teorema. O

Suponhamos, agora, que f : [a,b] — R seja uma funcdo continua no
intervalo fechado e limitado [a,b]. Assim, ela serd integravel em [a,b] e
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consequentemente, sera integravel em qualquer intervalo fechado contido
em [a, b]. Portanto, faz sentido definir a fun¢ao F': [a,b] — R dada por

F@»:i/xfuyw

Essa funcao é continua, como se pode ver pelos argumentos a seguir.
Sejam x1, s € [a,b] e observemos que

F@Q—F@Q:lmﬂWR—lmﬂmﬁ:é?ﬂmh

Como f é continua no intervalo [a, b], existe uma constante positiva M tal
que |f(t)| < M, para todo t € [a,b]. Entao
Z2
/ dt‘:M|l’2—(L’1|,
z1

quaisquer que sejam x1,Ty € [a,b] o que mostra que a funcao F é,
Lipschitziana, logo, continua. Na verdade, pode-se provar muita mais:
a funcao F' é derivavel, conforme mostra o proximo teorema.

|F(22) = F(ay)] <

/ N |f(t)|dt‘ <M

Teorema 76. Seja f : [a,b] — R uma funcao continua. Entao a fungao
F :[a,b] = R definida por

ﬂ@:/f@ﬁ
€ derivdvel e € uma primitiva de f.

Demonstra¢ao. Consideremos f e F' como no enunciado do teorema e
tomemos x € [a,b]. Dado h € R tal que x + h € [a, ], podemos calcular
F(z 4+ h) e assim, fazer

x+h
F(x+h)—F(x) = / f(t)de.

Usando o teorema do valor intermediario para integrais, encontramos cj
pertencente ao intervalo [x,z + h], se h > 0, ou pertencente ao intervalo
[z + h, x|, se h <0, tal que

xz+h
/ F(ydt = f(en)h.

Logo,
F(x+h)— F(z) = f(cn)h
o que implica
F(x+h) — F(z)
h

= f(cn).
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Sendo f continua e ¢, um ponto entre z e x + h, teremos f(c,) — f(x) se
h — 0. Isto nos diz, em virtude da ultima igualdade, que

i F(z+h)— F(x)
h—0 h

existe e é igual a f(z). Entao F'(x) = f(x) o que conclui a demonstragao
do teorema. O

O teorema precedente nos mostra como encontrar uma primitiva de
uma funcdo continua. E claro que se uma funcao f possuir uma primitiva
F', entao existirao infinitas primitivas pois, para cada constante C' € R,
F 4 C também sera uma primitiva de f, uma vez que (F+C) = F' = f.
O proximo teorema nos diz que dessa maneira obtemos todas as primitivas

de f.

Teorema 77. Sejam F e G duas primitivas da funcao f : [a,b] — R.
Entao F — G € uma fungao constante.

Demonstra¢ao. Como F e G sao primitivas de f, teremos F'(z) = f(x)
e G'(x) = f(x) para todo = € [a,b]. Assim, F'(z) = G'(x) para todo
x € |a,b], donde (F —G) (x) = F'(z) — G'(x) = f(x) — g(z) = 0. Sabe-se,
como decorréncia do teorema do valor médio, que se uma funcao derivavel
em um intervalo tiver derivada nula nesse intervalo, ela sera constante.
Entao, existe uma constante C' tal que F(x) — G(z) = C. O

Concluimos desse teorema que duas primitivas de uma dada fungao em
um intervalo diferem por uma constante.

2 Teorema Fundamental do Calculo

Lembremos que o conceito de derivada de uma fungao f em um ponto
p de seu dominio é motivado pelo calculo do coeficiente angular da reta
tangente ao grafico de f em (p, f(p)). Assim, para determinarmos a
derivada f'(p) precisamos conhecer o comportamento de f apenas nas
proximidades de p. Por isso dizemos que derivada ¢ um conceito local. Ja
a nocao de integral de uma fungao f tem como motivacao o calculo da area
abaixo do gréafico de f. Como a propria palavra sugere, para calcularmos
a integral fab f(x)dx de f é preciso levarmos em conta a fungdo como um
todo. Por isso, dizemos que a integral é um conceito global. Portanto, as
nogoes de derivada e integral tém motivagoes e defini¢oes bem distintas,
entretanto o teorema fundamental do calculo estabelece uma ponte entre
esses dois conceitos e nisso consiste a sua beleza e importancia.

Teorema 78. (Teorema Fundamental do Calculo) Seja f : [a,b] — R
uma fungao continua. Se G for uma primitiva qualquer de f em [a, b] entao

/ f(z)dz = G(b) — G(a).
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Demonstrag¢ao. Como vimos no teorema 76, a fungao F(x) = fax f(t)dt
é uma primitiva de f. Pelo teorema 77, temos

/mf(t)dt _G(z)=C

para todo x € [a,b], em que C' é uma constante. Fazendo x = a nessa
ultima igualdade, obtemos

/af(t)dt —Gla)=C

e como [ f(t)dt =0, chegamos a C' = —G(a). Assim,

/W@ﬁ:a@—aw

para todo = € [a,b]. Fazendo x = b nessa ultima igualdade, concluimos
que

b
| #tar =) - 6ta)
Isso conclui a demonstracao do teorema fundamental do Calculo. O

Deve-se observar que o teorema fundamental do Célculo foi demons-
trado partindo do pressuposto que a funcdo f : [a,b] — R é continua. Isto
foi feito apenas para facilitar os calculos. No entanto, deve-se enfatizar
que podemos ter situagoes bem mais gerais, conforme mostra o proximo
teorema, cuja demonstragao pode ser encontrada em Bartle & Sherbert!
que é uma outra versao do teorema fundamental do Calculo.

Teorema 79. Suponhamos que existam um conjunto finito E C [a,b] e
fungoes f, F :[a,b] — R tais que:

(a) F € continua em [a,b],
(b) F'(z) = f(x) para todo = € |a,b]/E,
(c) [ € integrdvel em [a,b].

Entao

/ f(x)dx = F(b) — F(a).

Observemos que estamos admitindo que f seja apenas integravel, o
que nos permite supor que f possua algumas descontinuidades. Vejamos
um exemplo.

'Robert G. Bartle & Donald R. Sherbert, Introduction to Real Analysis, Third
Edition, John Wiley & Sons, Inc.
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Exemplo 126. Consideremos a fun¢ao

0, se 0<x<1
f(x)—{ 1, sel<a<?2

a qual € integravel, pois possui apenas um ponto de descontinuidade. A
fungao F(x) = [ f(t)dt € dada por

0, se 0< <1,
r—1, sel<x<?2

F(z) = {

a qual é continua em todos os pontos do intervalo [0,2] e derivdvel em

[0,2]/{1}.

yh yﬂ

Observemos que essa funcao satisfaz todos os requisitos do teorema
anterior.

3 Duas Foérmulas para o Calculo de Integrais

Apresentaremos nesta secao duas férmulas para o célculo de integrais
de certas fungoes, a saber, a formula da mudanca de variaveis em integrais
e a formula de integracao por partes.

Teorema 80. (Féormula da Mudanga de Variaveis em Integrais)
Seja ¢ : |, B] — R uma fungao derivdvel, com derivada continua em
la,B]. Se f : I — R for continua em um intervalo I que contenha o
intervalo ¢([a, ]) entao

8 »(B)
| sty ewie= [ e (15.1)

(a)

Demonstracao. Inicialmente, observemos que as hipoteses de conti-
nuidade de f e de ¢’ sdo consideradas a fim de garantir a existéncia
da integral no primeiro membro da igualdade em (15.1). Usaremos a
regra da cadeia e o teorema fundamental do Céalculo. Para isso, seja a
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fungao G(t) = F(p(t)) definida no intervalo [o, 5] em que F : [ — R ¢
uma primitiva de f. Ela é derivavel, por ser a composta de duas fungoes
derivaveis e G'(t) = F'(p(t)) - ©'(t) = f(p(t)) - ¢'(t), pois F' ¢é primitiva de
f. Assim, pelo teorema fundamental do Calculo, obtemos
B B d
| Pl ¢t = [ LPe®) = Fe(8) - Flo(a)

«

e daf

B »(B)
/fmmwwh/ f(2)da

(a)
o que conclui a demonstracao da féormula de mudanca de variaveis. O

Vejamos um exemplo.

Exemplo 127. Calculemos a integral
2
/ (t* + 1)1 2t dt.
1

Comparando esta integral com a férmula de mudanga de varidveis te-
remos a = 1,8 = 2, f(z) = 20 ¢(t) = 2+ 1,p(1) = 2,p(2) =5 e
O (t) = 2t. Assim,

2 5 1175 11 11
x 5t —2
(t2 + 1)"°2tdt :/ 2'0dr = {—] - =
/1 ) 11 |, 11
Vejamos agora a féormula de integragao por partes.

Teorema 81. (Formula de Integracao por Partes) Sejam F,G :
la,b] = R fungoes derivdveis no intervalo [a,b] tais que F'(x) = f(x) e
G'(x) = g(x) sejam fungoes integrdveis. Entao

[ 6@ = F@G@) - [ F@gs

Demonstrag¢ao. Como F' e G sao derivaveis entao F'G é derivéavel e
(FG) =F'G+ FG' = fG+ Fg.

Por hipoétese, f e g sao integraveis. Da derivabilidade de F' e G, segue-
se que elas sao continuas, logo elas sao também, integraveis. Integrando
ambos os membros da tltima igualdade, obtemos

/ab(FG)/(x)dx = /abf(x)G(x)dx 4 /abF(x)g(x)dx,

Usando o teorema fundamental do Calculo, temos

F(b)G(b) — F(a)G(a) :/ f(x)G(x)d$+/ F(z)g(x)dx

e dai obtemos a férmula desejada. O
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Exercicios Resolvidos

. Sejam f,g : [a,b] — R fungbes continuas no intervalo fechado e

limitado [a,b] tal que g(xz) > 0. Mostre que existe ¢ € [a,b]
satisfazendo

[ rwtris =1 [ oy

Solugao. Desde que a func¢ao f : [a,b] — R é continua, ela atinge

méaximo e minimo em [a,b], ou seja, existem m = m[iri]f(x) e
z€|a,
M = max f(z). Assim,
z€[a,b]
m < f(z) < M,

para todo x € [a,b]. Como g é ndo-negativa,
mg(z) < f(x)g(x) < Mg(x), para todo x € [a, b].

Integrando os termos nessa tultima desigualdade, obtemos

m/abg(x)dx < /abf(x)g(x)d:z; < M/abg(x)dx.

Observemos que, sendo ¢ continua e nao-negativa, se fab g(x)dz =0
entdo g(z) = 0 para todo = € [a,b] de modo que, se este for o caso,

.. . . b .
o exercicio estard concluido. Suponhamos que fa g(x)dz > 0. Dai,

< s
[, g(x)dx

Ora, sendo f continua, podemos usar o teorema do valor
intermediario, encontramos ¢ € [a, b] tal que

[ @)@y
f; g(z)dz

o que conclui a resolucao do exercicio.

f(c)

Deve-se enfatizar que a condi¢ao de nao-negatividade imposta sobre
a fungdo g nao pode ser descartada. De fato, suponhamos g(z) = z
e o [a,b] = [—1,1]. Seja também f(z) = x,z € [a,b]. Por um lado

temos
/_11 F@)g()dz = /_11 w2y = [%3} 11 _ g

Por outro lado .
f(e) / xdr =0
-1
de onde se conclui que nao existe ¢ € [a, b] que satisfaga a igualdade
do enunciado do exercicio.
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Seja f : [—a,a] — R uma fungao integravel e par. Mostre que

/_ @)z = Z/Oaf(:c)d:c.

Solucao. Inicialmente, observemos que
a 0 a
/ f(z)dx = f(x)dx—l—/ f(z)dx.
—a —a 0

Analisemos a integral fi)a f(z)dz a luz da férmula da mudanga de
variaveis. Para tal, seja ¢ : [0,a] — [—a, 0] definida por ¢(t) = —t
de modo que ¢(0) =0 e p(a) = —a. Portanto,

| e = [ pors

e | renna= [ e

Usando o fato de que f é par, ou seja, f(—t) = f(t) e que
[ f(x)de = — fi)a f(x)dx, teremos

/0 "yt — /_ O F(t)dt.

Entao

faye= [ fapde+ / " fw)de = 2 / " ),

Exercicios Propostos

. Para cada f dada a seguir considere F(x) = [ f(t)dt. Para quais

valores de x temos F'(z) = f(x)?

(a) f(x)=0sex<1le f(zr)=1sex>1;
(b) f(x)=0sex<le f(z)=1sex>1;

Dada uma fungao continua f : [a,b] — R, definamos

b
o) = [ s

Calcule ¢'.
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Diga quais das seguintes fungoes sao integraveis em [0, 2] e calcule a
integral quando possivel.

(a) f(x)=zse0<z<lef(r)=x—2sel<z<2
(b) f(x)=xse0<zx<lef(z)=r—-2sel<x<2;

Seja f : [a,b] — R uma fun¢ao continua e nado-negativa. Mostre que
se existir ¢ € [a, b] tal que f(c) > 0, entao fabf(x)dx > 0.

. Encontre F'(z) quando F': [0,1] — R é definida por

(2) Flz) = [y 1+ L.
(b) Fz) = [4%V1+2dt.

. Seja f:[0,3] — R definida por

r 0<x <,
flz) = 1 1<x<2,
r 2<qx<3.

Obtenha expressoes para

Flz) = /0 o

e esboce os graficos de f e F. Determine os pontos nos quais F' é
derivavel. Calcule F’ em tais pontos.

. Se f: R — R for uma fungao continua e ¢ > 0, defina g : R — R por

g(x) = f;jf f(t)dt. Mostre que g é derivavel em todos os pontos de
R e calcule ¢'(x).

Sejam f : [a,b] — R uma fungdo continua e u : [¢,d] — R uma
fungao derivavel tal que u(x) € [a,b] para todo = € [¢,d]. Defina a
funcao G : [¢,d] — R por

Glz) = / F(b)dt

é derivavel e

G'(x) = f(u(z)) - u'(z).

. Se f:[0,1] — R for continua e [ f(t)dt = f; f(t)dt para todo

x € [0,1], entao f(z) = 0 para todo x € [0, 1].
Use a formula de mudanga de varidveis para calcular as integrais

(a) [} st

(b) [+ fﬂdt.




Capitulo 16

As Funcoes Logaritmica e
Exponencial

Este capitulo sera dedicado ao estudo das fungoes logaritmica e
exponencial. Devemos deixar claro que, muito embora apresentemos essas
funcoes de maneira distinta daquela apresentada no ensino médio, em
virtude do rigor que se impoe na Anélise, elas coincidem com aquelas ja
conhecidas pelo(a) leitor(a). Comegaremos com a definigdo de logaritmo
natural ou neperiano.

1 Funcao Logaritmica

Consideremos a fungdo continua f : (0,+00) — R definida por
flz) = % Portanto, ela é integravel em qualquer intervalo fechado
la,b] C (0,400). Pode-se, entao, definir a fungao

In:(0,400) = R

1
ln:c:/ —dt.
1t

essa é a funcao logaritmica e Inx é chamado o logaritmo de x.

por

As razoes pelas quais esta fungao é chamada logaritmica serao
esclarecidas ao longo deste capitulo.

Segue-se imediatamente do teorema fundamental do Célculo que In é
derivavel e

dl
—Ilnx = —.
dx T

Vejamos algumas propriedades fundamentais da funcao logaritmica.

Propriedade 11. In1 =0

233
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1
Essa propriedade segue-se da defini¢ao Inx = / ;dt.
1
Propriedade 12. Se x > 1 entao Inz > 0.

Demonstracao. Basta observar que sendo Inx = ffc %dt e x > 1 entao

tal integral é positiva. O

Propriedade 13. Se 0 < x <1 entao Inz < 0.

Demonstragcao. Sendo 0 < z < 1 tem-se que fxl %dt > (. Portanto,

z] |
lnx:/—dt:—/ —dt < 0.
lt a:t

Propriedade 14. % (In|z|) = %

Demonstragcao. Se x > 0 a expressao acima é evidente. Suponhamos
que = < 0. Nesse caso, usaremos a regra da cadeia para obter

d d
%ln x| = e In(—z).
Fagamos u = —x e dai
d d du 1 1 1
—1 =—hu—=—--(-1)=—(-1)=—
dxn|$| dunudx u (=1) —x( ) x
o que conclui a demonstracao desta propriedade. O

Propriedade 15. In(uv) = Inu + Inv

Demonstragao. Consideremos a func¢ao f(z) = In(az) em que a é um
ntmero. Derivemos essa fungao, usando a regra da cadeia. Para isso, faca
u = ax para obter

Isso nos diz que as fungoes In(ax) e Inx possuem as mesmas derivadas e
entao elas diferem por uma constante, ou seja, existe uma constante K tal
que

In(az) =lnx + K.

Para determinarmos o valor de K basta tomarmos x = 1 para obtermos

Ina=Ihnl+ K

e dai K =Ina. Logo
In(azx) =Inz + Ina.

Fazendo u = a e x = v, teremos a expressao procurada. O
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Propriedade 16. In (%) =Inu—1Inv

Demonstracao. Da propriedade 15, teremos

lnu:lng-vzln <E> +Inv

v v
de onde u
In <—> =Ilnu—1Inv
v
o que mostra a validez desta propriedade. O

Propriedade 17.

1
In (—) = —1Inw.
v

A demonstracao desta propriedade é consequéncia imediata da
propriedade anterior.

Propriedade 18. Se x > 0 e r for um numero racional entao

In(z") =rlnzx.

Demonstragao. Usemos a regra da cadeia na func¢ao y = In(z") fazendo
u = z". Desse modo, obteremos
dy dy du 1 . ra"!

r
dr du dr u zr T

Como ¢ fécil ver, a derivada da fungao r In x também ¢ ~. Portanto, existe
uma constante K tal que

In(z") =rlnzr+ K
a qual é valida para todo x € R. Fazendo x = 1, teremos
Inl=rnl+ K

donde K = 0 e dai segue-se a expressao desejada. O

Propriedade 19. A funcao In € crescente.

Demonstragao. Isso segue-se de % Inx = % > (0. Usando o fato de que
funcao derivavel com derivada positiva é crescente, teremos a demons-
tracao desta propriedade. Em particular, tal propriedade implica que a
fungao logaritmica ¢ injetiva. o

Propriedade 20.
1
—<In2<1.
5 <In
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< 1 < 1. Integrando os

Demonstracao. Se 1 < t < 2, teremos ;

termos desta desigualdade, teremos
2 2 2
1 1
/ =< / —dt < / dt
1 2 1t 1

1
—<In2<1.
2 n

1
2

donde

a

Propriedade 21. Se (x,) for uma sequéncia tal que x, — +oo entdo
Inz,, — +o0.

Demonstracao. E suficiente mostrar que isto acontece para a sequéncia
(2"), haja vista que a func¢@o In é crescente. Observando que

In2" =nln?2

e usando o fato de que In2 > 0, concluimos que liril In2" = +o00. Em
n—-+0o0

particular, isto implica que lim Inz = 4o00. O
T—>+00

Propriedade 22. Para qualquer sequéncia (x,) com x, >0 e x, — 07,
teremos In z,, — —o0.

Demonstrag¢ao. Como In é crescente basta considerarmos a sequéncia
(5%). Assim,

1
In (Q—H) =-nln2 — —c0

pois In2 > 0. Em particular, isso implica que lim+ Inr = —o0. O
z—0

As propriedades da funcao logaritmica, demonstradas até aqui, nos
conduzem ao seguinte grafico.

y=Inx

X

0 1
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2 Funcao Exponencial

Pelo que desenvolvemos sobre a funcao logaritmica, verificamos que
In: (0,400) — R é injetiva e sobrejetiva, de modo que ela possui inversa
h':R — (0,+00) a qual sera designada por exp e chamada funcao
exponencial. Verificaremos que exp é exatamente a funcao exponencial
tao conhecida do leitor. Decorre dai que Inoexp : R — R satisfaz
Inoexp(y) =y e expoln : (0,4+00) — R satisfaz expoln(z) = z. Assim,
exp(0) = 1.

Vejamos outras propriedades da funcao exponencial.

Propriedade 23. A fun¢ao exponencial exp : R — (0, +00) € crescente.

Demonstra¢iao. Suponhamos que 1 < xp. Como z; = In(expz) e
xo = In(expxs), teremos In(expz;) < In(expx;). Usando o fato de que
a fungao In é crescente, obtemos exp x; < expxs, 0 que prova que exp é
crescente. |

Propriedade 24. A funcao exp : R — R € derivdvel e % expr = expz.

Demonstra¢ao. Facamos y = expx. Dai, Iny = z. Derivando ambos
os membros desta igualdade com relacao a x, obtemos yg = 1 de modo
d

;L . _ . .
que y' =y, ou seja, 7- exXpr = exp T, o que conclui a demonstragao. O

Propriedade 25. Se f: I — R for uma funcao derivdvel entao a fungao
dada pory = exp(f(x)), definida no intervalo I, é derivdvel e sua derivada

¢ dada por y' = exp(f(z)) - f'(x).

Demonstragao. Faga u = f(x) e use a regra da cadeia fil—z = Z—Z . 2—; para
obter J
Yy
T =expu- f(z) = exp(f(2)) - f'(2).
O

Propriedade 26. exp(z; + z3) = expxy - exp zo
Demonstracao. Inicialmente observemos que
Inexp(x; + x3) = z1 + x2 = In(expry) + In(exp x2) = In(exp 1 - exp ).
Usando a injetividade de In, concluimos que
exp(xy + z2) = expxy - exp Ta.

exp &1
exp x2

Propriedade 27. exp(x; — 23) =
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Demonstragao. Basta observar que exp(x; — 3) - expxo = exp((z; —

x9) + x3) = expzy. Portanto, exp(x; — z3) = zg—ii o que conclui a

demonstracao. O

A propriedade 26 é facilmente generalizada, usando o principio de
inducao, para um numero finito de parcelas. Mais precisamente, se
x1,...,x, forem nimeros reais quaisquer, teremos

exp(zy + -+ x,) = exXp Ty - - - eXP Ty.
Dalf,
exp(nz) = exp(z+ -+ ) = exp(x) - - - exp(x) = [exp z|".
Notemos, também, que na propriedade 27, fazendo x; = 0 e recordando

que exp 0 = 1, teremos exp(—z2) = [exp ]!, qualquer que seja o ntimero
real o, Assim, se n for um nimero natural, teremos

exp(—nx) = exp[n(—z)] = [exp(—2)]" = [(expz)~']" = [expa] ™.
Na igualdade exp(nz) = [expz]"® fagamos y = nx para obter
1
exp (%) = [expy]~. Considerando o ntimero racional ™ podemos aplicar

as propriedades precedentes para obter

m m
exp (—:z:) = [expzx|™ .
n
Destas observagoes inferimos a seguinte propriedade:

Propriedade 28. Se r = ™ for um ntmero racional, m,n € Z,n # 0
entao
exp(rz) = [expx]”.

Agora observemos que 1 > In1 = 0 e usando o fato de que a fungao
exp ¢ a inversa da funcao In, obteremos

expl >exp(lnl) = 1.

Dai,
expn = [exp 1]" — 400,

se n — +00. Analogamente, prova-se que
exp(—n) = [[exp1] " — 0,
se n — 0. Como a fungao exponencial é crescente concluimos que

lim expr =0 ¢ lim expx = 4o0.
T——00 r—r+00
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Pelo teorema do valor intermediério existe um ntmero real, designado
por e, tal que exp 1 = e. Pela propriedade 28, se r for um ntmero racional,
teremos

expr = lexp1]” =¢"

e dai justifica-se o fato de chamarmos a funcao exp de func¢ao exponencial.
Tomando x um ntimero irracional define-se e* como sendo

e’ =expuz.

Deste modo podemos calcular expressoes do tipo eﬁ, er, ...

Propriedade 29. Para todo x € R tem-se

e’ = lim (1—1—{)”.
n

n—oo

Demonstragiao. Fixemos x € R e consideremos a sequéncia (z,)

definida por
Ty = (1 + E) .
n

Inz, =nln <1+ E) — <ln(1+x/n) —1n1> |
n

x/n

Entao

A expressao

(ln(l—i—a:/n) —lnl)

z/n
¢ o quociente de Newton da fun¢ao In no ponto 1 em que o acréscimo
h = % tende a zero quando n — oco. Deste modo,

Inz, — x.
Entao
lim x, = lim "% = ¢,
n—oo n—oo
ou seja,
. T\"™
e’ = lim (1 + —)
n—o00 n
o que conclui a demonstracao desta propriedade. O
Portanto,

1 n
e = lim (1 + —) .
n— 00 n

Temos entao, a seguinte definigao:

Definigao 74. Dado um niumero positivo a # 1 definimos a fung¢do a®,
cujo dominio € R, por

a:): — exlna

qualquer que seja x € R.
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Deste modo,
a® = exp(zlna).

Aplicando a regra da cadeia,

d x x
—a® =a"-Ina.
dx
Dai segue-se que se a > 1 entao %a‘” > 0 pois Ina > 0. Portanto,

neste caso, a funcao a® é crescente. Por outro lado, se 0 < a < 1 a fungao
a” ¢é decrescente.

A funcao exponencial geral a” satisfaz propriedades semelhantes as da
exponencial e” e nao serao demonstradas aqui, mas serao deixadas como
exercicio.

Definamos a funcao logaritmica geral.

Definigao 75. Dado um nimero real a > 0,a # 1, definimos a fungao
logaritmica na base a, log, : (0,+00) — R, por

Inz
log, v = —.
Ina

Deve-se observar que tal funcao é a inversa da fungao exponencial
3 _ _ Inz .
geral. Com efeito, y = log, = se, e somente se, y = . Isso equivale a
ylna = Inz. Portanto, In(a?) = Inx. Assim, a¥ = .

Isto mostra que as funcoes logaritmo geral e exponencial geral sao
inversas uma da outra. Segue-se, entao, que

alogaz =

log,(a®) = .

3 Exercicios Resolvidos

1. Prove que log, 1 = 0.

Solug¢ao. Com efeito, usando a defini¢ao temos

Inl
1oga1:n—:i:0.
Ina Ina

2. Mostre que log, a = 1.

Solugao. Basta usar a definigao de log,.

Ina
log,a = — =
Ina
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Demonstre que log,(zy) = log, « + log, y.

Solugao. Basta observar as seguintes igualdades

In(zy) _ Inz+Iny Inx N Iny

1 = = =1 1 .
084(7y) Ina Ina Ina  Ina 0847 + 108 Y
Exercicios Propostos
. 2\" 9
. Prove que lim (1+—|] =e”.
Tr—+0c0 T
. . Inx
Mostre que lim zlnx=0e lim — =0.
z—0t rz—+o0o I
Mostre que lim z* = 1.
z—0t
Calcule lim € ¢ lim —, em que n é um nimero natural fixo.

z—~4o00 z—+4o00 e¥
Mostre que a tnica solugao de e* —x —1=0¢éz = 0.

Mostre que a func¢ao In x nao tem ponto fixo.

[e.9]

Estude a convergéncia da série E

n=2

1
ninn
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