MPSI 2 - FABERT Intégration 1. Ingrédients

Intégration

A partir de maintenant, vous oublier que vous avez vu l'intégrale d’une fonction.
Dans tout ce chapitre, a et b sont deux réels, K est I'un des corps R ou C, et I, J et K sont des intervalles.
On s’autorise le droit d’écrire [a, b] sans dire que a < b, qui sera alors sous-entendu.

1 INGREDIENTS
1.1 INTEGRALE DE FONCTIONS EN ESCALIER

On appelle toute famille o = (zo,...,2,) de [a,b] pour laquelle a=xzy<... <z, =b.
Le réel strictement positif [Juax (zi41 —x;) est appelé le
<i<n—

On dit que la subdivision (¢') est que la subdivision (o) si (¢’) contient tous les points de (o), autrement
dit, si (o) C (0'). Alors les intervalles de la subdivision (d’) sont inclus dans les intervalles de la subdivision (o).

Exemple 1

La famille (0, % 2,51 1) est une subdivision de l'intervalle [0, 1], de pas %I

n n

La subdivision (o,,)

En généralisant la subdivision précédente & un intervalle [a,b], on peut créer une subdivision en n parties égales,

(b—a)

noté (o), dont les points sont les (2)y<p<, O T =a +k
SRS n
(05) n’est pas une subdivision plus fine que (o3), mais (0g) est une subdivision plus fine que (o3).

pour k de 0 & n.

[ La relation d’ordre "plus fine" sur ’ensemble des subdivision n’est donc pas d’ordre total. ]

Prenons alors une subdivision On a alors

On dit qu’une fonction f : [a,b] — K est si pour une certaine subdivision (o, ..., z,) de [a,b],
f est constante sur |z;,x;+1[ pour tout ¢ € [0,n — 1].

On dit alors que (zo, ..., Zy,) est af.
On note &£([a, b],K) ou &£([a, b]) 'ensemble de toutes les fonctions en escaliers, & valeurs dans K.

Exemple 2
Toute fonction constante sur [a, b] est en escalier sur [a, b].
La fonction x +— [2] est une fonction en escalier sur tout intervalle.
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Exemple 3
—-1si0<z<1
La fonction f : [0,2] — R définie par f(z) =4 lsiz=1 est en escalier sur [0,2].
2sil<ax<2.
Pour le voir, il suffit de remarquer que la subdivision o = {0, 1,2} est adaptée a f.
Le choix d’une subdivision adaptée a f n’est pas unique (il y en méme une infinité). Par exemple, la subdivision

o = {0, % 1, 2} est aussi adaptée a f puisque f‘]o,%[ et f\]%_l[ sont des fonctions constantes.

Proposition 1 : Propriétés )
Soient f,g € E([a,b]).
@ Toute subdivision plus fine qu’une subdivision adaptée a f est aussi adaptée a f.
@ Soient o et o4 des subdivisions adaptées a f et g respectivement, alors o5 Uoy est une subdivision adaptée aux
deuz applications f et g a la fois.

@ E([a,b]) est un espace vectoriel de dimension infinie, autrement dit, pour tout A € K, Af + g € E([a,b]).
@ |f],Re(f), Im(f) et fg sont des fonctions en escaliers sur [a,b].

. J

Preuve.

@ Si f est constante sur chaque intervalles définis par o, alors f est encore constante sur des intervalles plus petits.

@ D’apres ce qui précede, oy Uoy, est plus fine que oy, et est donc une subdivision adaptée a f. De méme, c’est aussi une
subdivision adaptée a g.

@ orUo, est adaptée & f et g, donc f et g sont constantes sur les intervalles de cette subdivision, donc la fonction Af + g
est aussi constante sur ces intervalles. La fonction Af + pg est donc en escalier.

@ Si f constante sur |z, y[, alors |f|,Re(f),Im(f) sont aussi constantes sur |z,y[. Pour fg, on procéde comme le point
précédent.

O

Soit f : [a,b] —> C en escalier et (zg,...,x,) une subdivision de [a, b] adaptée & f. Si pour tout ¢ € [0,n — 1], on
n—1

note y; la valeur de f sur ]z;, z;11[, alors le nombre complexe Z yi (i1 —x;) ne dépend pas de la subdivision
i=0

(o, ..., zyn) adaptée choisie.

On l'appelle , notée f[avb} f ou f[a,b} f(t) dt.

Pourquoi ’intégrale ne dépend pas de la subdivision

Intuitivement, c’est clair que si on découpe un rectangle en deux rectangles, la somme des aires des deux petits
rectangle sera l'aire du grand rectangle.
On considére d’abord le cas de la subdivision (o) et de la subdivision (¢’) = (0) U {c} obtenu en rajoutant un point c.
Si ¢ €]z;_1,x;], on peut écrire

I;(f) =) (zr—zp—1) M + (25 =) Aj + (e —xj-1) Aj + Z (Tp — Tp—1) A -
k=1 k=j+1

Cette somme n’est autre que I,/ (f). Par récurrence immédiate sur p, on montre que I, (f) = I,(f) pour toute
subdivision ( ¢’ ) plus fin que (o) obtenu en rajoutant p points a la subdivision (o)
Enfin, si (o) et (¢’) sont deux subdivisions adaptés & f, il en est de méme de la subdivision somme (o”) qui est plus

fin que (U) et (Ul)v et pour lequel I (f) = Ia(f) et IJ”(f) = IU’(f)7 d’ou Ia(f) = IU’(f)'
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Proposition 2 : Propriétés de I’intégrale )
Soient f,g € E([a,b)]) et o, B € R.
Linéarité / (af +Bg) =« f+8 g.
[a,b] [a,b] la,b]
Positivité  Si f est d valeurs réelles, et f > 0, alors / f=>0.
[a,b]
Croissance  Si f et g sont a valeurs réelles, et f > g, alors / f> / g
a,b [a,b]
Inégalité triangulaire ‘ / 7l < / |fl.
a,b [a,b]
Relation de Chasles  Pour tout c € [a,b], on a / 7= / f —l—/ f
a,b la,c] [e,b]
Lien avec les parties réelle et imaginaire / f= Re(f) —H/ Im(f).
[a,b] la,b] [a,b]
L J
Preuve. Notons (o) une subdivision a = z¢p < 1 < --- < z, = b adaptée & f et & g. On note A\ et ux les valeurs

constantes prises par f et g sur les intervalles |z, xx—1] , pour tout k € [1,n].
Dans l’ordre,

Linéarité I(af + Bg) = Z x, — 1) (X, + Bug) —az Tp — Tp— 1))\k+5z T —xp—1) e = I(f) + BI(g) .

k=0 k=1 k=1

Positivité  Si f > 0, alors \; > 0, pour tout k € [1,n], et 2 — xx_1 > 0, pour tout k € [1,n], donc f=0.

a,b]
Croissance Par linéarité, —/ g >0, dou / f= / g
[a,b] [a,b] [a,0] [a,b]
Inégalité triangulaire D’apres l'inégalité triangulaire sur C,

/[b]f — I3\ @i — ) <Z|Ai|<xi+1xi>/[b]f|.
a, i=1 i=1 @

Relation de Chasles Quitte & remplacer (o) par (o) U {c}, on peut supposer que (o) contient le point ¢. Soit j I'indice
pour lequel z; = c¢. On peut écrire alors

J
/ fzz T — Tp—1) Ap + Z Tk — Tp—1 Ak—/
[a,b]

—1 k=j+1 la,c [cb

Lien avec les parties réelle et imaginaire = On peut remarquer que, pour tout k € [1,n], Ap = f ( 5

n—1
Ti + Tip1
Onaalors/ = () Tit1 — Tj
Mf S of 5 (Tip1 — ;)

=0

T+ Tit1 )

n—1
T+ T+ .
= ZRe(f) <2+1> (Tig1 — ) +1 Zlm ( H) (Tit1 —xi) = - Re(f) + 1/[ ) Im(f).
1=0 a, a,
O
Exemple 4
Si f est la fonction constante égale a «, alors f=a(—a).
“ [avb]
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Exemple 5

Si f est une fonction nulle sauf en un nombre fini de points, on peut noter A cet ensemble fini et la subdivision associée
a (ANJa,b]) U{a,b} est adaptée a f. Notons-la (ug,...,u,). On a alors

. n—1
/ F=3 (i1 —u) x0=0
[avb} 1=0

Exemple 6
Soit n € N* et f la restriction a [0,n] de la fonction partie entiére. Alors f est une fonction en escalier, (0,1,...,n)
n—1
' n(n—1
est une subdivision adaptée et / f= Z k(k+1—k)= M
/10,n] k=0 2
1.2 FONCTION CONTINUE PAR MORCEAUX
Une fonction f : [a,b] — C est dite , ’il existe une subdivision a = 29 < x1... < x, = b,

telle que
o pour tout i € [0,n — 1], la fonction f est continue sur |z;, x;+1].
o pour tout i € [0,n — 1], la fonction f est admet une limite finie & droite de x;.
e pour tout i € [0,n — 1], la fonction f admet une limite finie & gauche de ;1.
Autrement dit, pour tout i € [0,n — 1], la fonction f|},, 4, ,[ est prolongeable par continuité sur [x;, z;11].

On dit que f est continue par morceaux sur un intervalle I de R, si elle est continue par morceaux sur tout segment
de I.

On note Cm ([a, b],K) 'ensemble des fonctions continues par morceaux.

,  six€]0,1],

1
6” ) 0 n’est pas continue par morceaux, car elle
six=0.
)

A ATTENTION La fonction f définie par x — {

n’admet pas de limite finie en 0.
sin (l) , stz €]0,1],

x

La fonction f définie par z — { n’est pas continue par morceaux, car elle n’admet pas de

, siz=0.
limite en 0.

Exemple 7
Toute fonction continue sur [a, b] est continue par morceaux.
Toute fonction en escalier sur [a,b] est continue par morceaux.

Proposition 3

Toute fonction continue par morceauz sur [a,b] est bornée.
Pour toute fonction f € Cm([a,b],C), on peut donc poser || fllco = sup |f(x)| , appelée norme infinie de f.

z€[a,b]
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A ATTENTION  Attention, aucune proposition ne dit que f € Cm([a,b],C) atteint ses bornes, donc c’est faux en

1 - iz €l0,1
général ! Prenezx»—){ z, siz€l01],

0, siz=0.
Preuve. f est prolongeable par continuité sur chaque intervalle ]z;, x;11[, donné par sa subdivision. La fonction
prolongée est donc bornée et atteint ses bornes.
Alors fljz, 2,.,] est bornée et donc f est bornée par sup |f(z)|= max  sup |[f(z)|. O

z€(a,b] i€[ln] pefz; ;1)

Proposition 4 : Structure de ’ensemble des fonctions continues par morceaux

Soient f,g € Cm([a,b],K) et X € K. Alors A\f + g € Ci([a,b],K) et fg € Cm([a,b],K) sont continues par morceaus.
Cm([a,b],K) a donc une structure d’espace vectoriel et de sous-anneau.

Preuve. Si f et g sont continues sur [x,y], alors Af 4+ g et fg sont continues. En appliquant cela aux intervalles de
subdivisions, on prouve le théoreme. [J

1.3 FONCTION UNIFORMEMENT CONTINUE

Soit I un intervalle de R, et f: I — K. On dit que f est uniformément continue sur I si

Ve>0, dJa>0, Ve,yel, |z—y|<a=|f(z)—fly)|<Le

Lien avec la continuité

Par rapport a la définition de continuité, on a juste inversé Ja > 0 et Va € [.

Continuité Ve>0, Veel, FJa>0,Vyel, Jr—yl<a=|f(x)—f(y)|<e
Continuité uniforme Ve >0, 3Ja>0, Vezel, Vyel, |zt—yl<a=|f(z)—fly)<e

Donc dans la définition de continuité, a dépend de x, alors que dans la définition d’uniforme continuité, o ne dépend
pas de z. Ce qui donne immédiatement que la continuité uniforme implique la continuité. La réciroque est fausse en
général

Exemple 8
Toute fonction k-lipchitzienne, c’est a dire telle que,

Vr,y € R, [f(z) — f(y)| < klz -y,

est uniformément continue sur son ensemble de définition.

Exemple 9

La fonction x +— |z| est uniformément continue sur R.

La fonction x — 2?2 est uniformément continue sur tout fermé borné [a, b].

A ATTENTION  La fonction z — 22 n’est pas uniformément continue sur R.

1.4 APPROXIMATION DE FONCTIONS

Rappel On rappelle qu’'un segment de R est un in-
tervalle fermé et borné de R.
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Théoréme 1 : Théoréme de Heine

Toute fonction, continue sur un segment, est uniformément continue sur ce segment.

Preuve. (Hors-programme) Soit f € C([a,b],C).
Raisonnons par I'absurde en supposant que f n’est pas uniformément continue sur [a, b]. Alors

Je >0, Va >0, dz,y € [a,b], |z—y|<a et |f(z)— fly)]=e.
Donc, pour tout a = n € N*, il existe donc p,, yn € [a,b] tels que [z, —yn| < = et |f(zn) = [ (yn)| > €.

Mais, on a le théoreme de Bolzano-Weierstrass | La suite (z,,),cy étant bornée entre a et b, elle posséde une suite extraite
convergente (‘T‘P(”))nEN de limite ¢ € [a, b].

1 1 1
Or nll}IJ'I_loo p(n) =400, donc ’x@(n) — yw(n)| < o)’ et donc x, ) + o) < Yo(n) < Typ(n) — o) On obtient donc
par le théoréme d’encadrement ngr_{loo Yo(n) = £. En passant a la limite dans ’f (i%(n)) —f (y¢(n))| =€

continuité de f en ¢, on obtient 0= |f(¢) — f(£)| =& >0 , ce qui est absurde. OJ

et en utilisant la

Exemple 10
La fonction x — y/z est uniformément continue mais n’est pas lipschitzienne sur R*.

Proposition 5 : Approximation par deux fonctions en escaliers

Toute fonction continue par morceauz f réelle, sur un segment [a,b] peut étre encadrer d € prés par deuz fonctions
en escaliers, c’est a dire,

Ve >0, 3p, v € £([a,b]), o< f<y et Vre[abd], 0<vY(x)—p(@)<e

Preuve. Cas d’une fonction continue. Pour une fonction continue par morceaux, le faire pour chaque segment de la
subdivision et recoller. Soit f une fonction continue sur un segment [a,b]. Par le théoréme de Heine, elle est uniformément
continue.

Soit € > 0. Alors Ja > 0,V(x,y) € [a,b], |z —y| < a=|f(z) — f(y)| <e.

Soit N € N* tel que b’T“ < «. On discrétise Uintervalle [a, b] en posant z = a + kb’T“ pour k € [0, NJ.

Sur chaque segment [z;,z;11], f est continue. Par théoréme des bornes atteintes, il existe z} € [z;, x;+1] et ¥ € [T, Ti11]
tel que f (2}) = ming,, », ,1(f) et f(y;) = maxp, ,,,,)(f) On définit ¢ : [a,b] — R par : Vo € [, 241 [, 0(x) = f(2]) et
@ (zn) = f (zn).

Ainsi, si pour tout les x € [z;, 2,11 [, | — z;] < a et ainsi la différence : 0 < f(z) — p(x) < e. On fait de méme avec 1. On
définit ¢ : [a,b] — R par : Vo € [z, 241 [ ¥(x) = f(Y)) et ¥ (zn) = f(x,). Alors Va € [a,b], o(x) < f(z) < ¢(z), et pour
tout € [z4, ip1],¥(x) — p(x) = f (y)) — f(z}) < e car |y} — 2| < a. d’ot le résultat. O

Convergence uniforme de fonctions complexe

On peut définir la distance uniforme entre deux fonctions f, g € C°([a, ], C), comme le réel

1f = 9lloc := sup |f(z) —g(x)] -

z€la,b]

Alors, si on pose (fp),ey € %°([a, b], C)N une suite de fonctions et f € €°([a, ], C), on dit que la suite (fp) pery converge
uniformément vers f sur [a,b] si lir_{l Ifo = fll =0.
p——+oo

On pourrait alors reformuler la proposition par

[ Toute fonction continue par morceaux sur [a,b] est la limite uniforme d’une suite de fonctions en escalier sur [a, b]. ]

2 RECETTE : INTEGRALE D’UNE FONCTION CONTINUE PAR MORCEAUX

Avant de commencer, quelques notations.
Soit f : [a,b] — R une fonction bornée par un minorant m, et un majorant M.
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On définit E7(f) := {p € E([a,b)]) | ¢ < [} (respectivement ET(f) := {p € E([a,b)]) | ¢ = f}) ensemble des fonctions en
escaliers qui sont inférieures (respectivement supérieures) & f. Cet ensemble est non vide puisque f est minorée par un réel
m (respectivement majoré par M, et donc la fonction constante x — m (respectivement x — M) est dans cet ensemble.

On pose aussi A(f) := {/ I
[a,b]
paragraphe [1} des fonctions de £ (f).

Les ensembles A~ (f) (respectivement AT (f)) est un ensemble inclus dans R, non vide, puisqu’il contient / (x = m) =
[a,b]

fe&F(f)} , Iensemble des intégrales, au sens des fonctions en escaliers définies dans le

m(b— a), et majorée par M (b — a) (respectivement minoré par m(b — a)).
Ainsi, A7 (f) (respectivement AT (f)) posséde une borne supérieure (respectivement inférieure), que l'on notera [~ f (re-
spectivement [ .

+
Soit f € Cm([a,b],C). On dit que f est intégrable sur le segment [a, b] si / f= / f, et dans ce cas, on notera

b b
f ou bien/ f ou encore/ f(t)dt.

cette valeur commune /
[a,b]

Intégrabilité des fonctions usuelles sur un segment

Les fonctions usuelles sont toutes continues par morceaux sur leur intervalle de définition, et méme le plus souvent
lisses. On peut donc étre siir de leur intégrabilité sur tout segment de R grace au théoréme suivant.
Attention, on rappelle que pour calculer 'intégrale sur un intervalle infini, par exemple sur [1, 4+o0], il faudra d’abord
calculer I'intégrale [1,x] pour « > 1, car on sait qu’elle existe, puis faire tendre = vers +oo.

Théoréme 2 : Intégrabilité sur un segment

Toute fonction f continue par morceauz sur [a,b] est intégrable sur ce segment.

Preuve. Faisons la preuve sur R.
+

On doit montrer que / f= f. Soient (pF),en deux suites d’éléments de E*(f) qui converge vers f. Elles existent

d’apres la Proposition [5| Le cas ou f € £([a,b],R) est immédiat. Supposons alors que f ¢ £([a,b],R). Dans ce cas, il est
clair qu’il ne peut pas y avoir égalité entre une fonction de E7(f) et une fonction de £7(f), sinon, cette fonction serait égale
a f. Donc pour tout ax € AT(f), ay >a_.

Soit € > 0. Alors il existe N € N, tel que, pour tout n > N,

[ wi-en<[ e=ct-0
[a,b] [a,b]

0</+f—/f< lim (¥ —¢n) =0.

n—+4o0o [a,b]

On a alors,

D’ou le résultat. O

Notations Soit f une fonction continue par morceaux
sur [a,b]. On pose

a b a
i f)dt = — /{I f)de, et /H fdt=0.

Proposition 6 : Propriétés de I’intégrale de fonctions continues par morceaux )
Soient f,g € Cm([a,b],C).
@ Les propriétés de la Pmpositz’on@ restent vraies.
@ Inégalité de Cauchy-Schwartz / fg| < / e / g2
[a,b] [a,b] [a,?]
L J
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b
A ATTENTION  Sia > b, alors / f@)dt <0, alors

[ rwal < [ionar.

Preuve.

@ Par linéarité de la limite, et conservation du module par la limite, toutes les propriétés sont conservées.

@ La fonction P : x — / ) + 2g(t))? dt est polynomiale et positive, d’apres les propriétés de I'intégrale.

b
e Si / g(t)* dt = 0, alors le polynéme P est de degré au plus 1 et il est positif si, et seulement si, / f(®)g(t)dt = 0.

I'inégalité est vérifiée.

e Sinon, le polynéme P est de degré 2 , de coefficient dominant positif. P est positif si, et seulement si, son

discriminant est négatif ou nul
(/f dt) —4/f dt/ g(t)? dt <0

d’ou 'inégalité.

Exemple 11

n

1+ ¢

n——+oo

dt 0.

1
Montrons que /

0
On a

bom ! 1
0< | ——dt< | t'dt= :
h /0 1L+e27 /0 n+1

En prenant la limite on obtient le résultat.

Exemple 12
b (b _ CL)Q b 5
Soit f : [a,b] — R de classe C! telle que f(a) = 0. Montrons que / |f(2))?dx < —5 / |f/ ()" d

Attention astuce ! Comme f(a) =0, on a f(x / f/(t)dt . Donc, en écrivant f' =1 x f’ et d’apres I'inégalité de

b b x 2
s@P o= [ [ o) % de

g/b(/;| 7 00)l dtx/m 2dt> de

Cauchy-Schwarz, on a

dx

a

b
</<La/|f |dt> do = ‘() dt .
. . . )
Proposition 7 : Utile en pratique
Soit f : [a,b] = R une fonction continue et de signe constant.
@ Si f est strictement positive sauf éventuellement en un nombre fini de points, alors f>0.
[a,b]
@ Si f =0, alors f est nulle.
[a,b]
L J

Preuve.
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@ Comme f est continue sur [a, b] sauf éventuellement en un nombre fini de points, il existe un point xg € [a, b] en lequel
f(zo) >0 et en lequel f est continue.
Par continuité de f en zg et sachant que L (g‘)) < f(xo), [ est minorée par i (;") sur un certain voisinage |z, o[

de z¢ dans [a, b].

f(zo)
2

Notons alors ¢ la fonction de [a,b] dans R de valeur sur |zy ,zd [ et 0 sinon.
Bien siir ¢ est en escalier et ¢ < f par construction.

[ (o) (er

5 g —xzy) >0.

De plus, par croissance de I'intégrale / f=> / =
[a,b] [a,b]

@ On peut supposer f positive ou nulle quitte a la remplacer par — f.
Il s’agit de montrer par contraposition que si f n’est pas nulle sur tout [a, b], alors f[a ] f >0, or c’est exactement ce
que nous avons prouvé en grace a 'intervention de x.

Exemple 13
1

1
Soit f : [0;1] — R continue telle que / fdt = 3" Montrons que f admet un point fixe.

Jo
La fonction ¢ : t — f(t) — ¢ est définie, continue sur [0;1] et

1 1 1
/ pdt= [ fiydt— L =0,
0 0 2

donc ¢ s’annule.

Exemple 14

Soit f € Cm([a,b],C). Regardons & quelle condition sur f a-t-on

/bf
)

Considérons alors g : t — f(t)e™ . On a / g=

a

/ubf‘z/abu ?

et 0 € R.

[

b b
Or |g| = |f] et I'hypothese de départ donne / lg| :/ Re(g) puis

b
On peut écrire / f=re avec r =
a

b b
GRdonc/ g:/ Re(g).

b
/ lg| —Re(g) =0

g] — Re(g) est continue, positive et d’intégrale nulle, c’est la fonction nulle. Par suite
e avec ¢

Puisque la fonction réelle
Re(g) = |g| et donc la fonction g est réelle positive. Finalement, la fonction f est de la forme t — g(%)
fonction réelle positive. La réciproque est immédiate.

3 RAPPELS DE CALCULS D’INTEGRALES

Théoréme 3 : Théoréme fondamental de ’analyse )
Toute fonction continue sur un intervalle I admet une primitive sur cet intervalle. En particulier, si xg € I, il existe
une unique primitive F de f telle que F(xo) = 0, donnée par
xr
F(z) = / f@t)dt.
o
_ J

Exemple 15 Reconnaissance de primitive
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1 1
/ 3xy/ 1+ 22 do = / gu’(x)\/u(a:) dz, avec u(z) =1+x2 Vre€[0,1].

0 0
. 1
= [(1 +x2)3/2}0
=232 _1=92V2-1.

3 3,7
lim / dr = lim v(z)
t—1+ J, xlnzx t—1+ J,  u(x)

= lim [In(ln2)]?
Jim [ln(lna)f;

dz, avec u(z) =In(x), Vz € [1,+o0].

= lim In(In3) — In(Int)

t—1t

= +00 .

Théoréme 4 : Formule d’intégration par parties (IPP) A
Soit u et v deuz fonctions de classe C'. Alors,
/uv =Uv— /U?}I
ot U est une primitive de u.
L J
Exemple 16 Intégration par parties
. ' 2lna d i Inz 1_'_1/1 dx
im — S der=Ilm | |-——5—— - _
a=0 J, (22 +1) a—0 2(224+1)|, 2J, x(2+1)

a

= lim ({_2(1{2"—11)}; +% [lnx - %hl (2% + 1)} 1)
(

Ina In2 Ina 1
= li - s T4 TIn(1+d?
i\ -1 2 Al +a)>
—a?Iln(a) In2 1
= li —+-In(l+a®
ali%(2(a2+1) 7 T +a))
_ 2
4

Pour tout (n,p) € N* x N,
1 1

Inp :/ 2" (Inax)P de = lim/ 2" (Inz)? de = lim (
’ 0 a—0 [,

1
(2" (In x)p]i B / " (Inz)P~! dx)

a—0\n+1 n+1
—a"*(Ina)? P D
= — Iy p1=—"—1I,,_
alg(l) n+1 n+1 Pl n+1 Pl
Alors
(=p) x (=(p—1)) x---x (1) (=1)Pp! 1 (=1)Pp!

Pt T G D A DX (1D

n,0 —

(n+1)p 1 (n+1)p1 "
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MPSI 2 - FABERT Intégration 3. Rappels de calculs d’intégrales

Théoréme 5 : Décomposition en éléments simples sur C )
Soit R € C(X) de partie entiére E et de poles distincts Ay, ..., A\, de multiplicités respectives my, ..., m,. Il existe
une et une seule famille (a;k)1<k<m; de nombres complexes telle que
1<igr
R=FE+
> Xt
Partie polaire associée
au poéle \;
Cette décomposition de R est appelée sa décomposition en éléments simples sur C.
\_ J
Exemple 17 Décomposition en éléments simples
' 1 1 1 x 1 1 1
dr = - dr = -z~ ! — In(x 21 2 1 7,/ dx
_/Jc2(m2—|—x+1) s | = l‘+172+.17+1 e T II(L)+211(L +z+1) 5] Ziail x,
-1
/ L / 1 " 4/‘ <2x+1)2+1 P <2m+1>
ave¢ | ———do = ————— = r = — arctan
J 2?4+ x+1 J (x+1/2)2+3/4 3. V3 V3 V3
t 2 t
4x 2 1 1
li de = i - — d
tﬁl+moc2gL471 T tﬁlgloo/Q x2+1+:p71 z+1 "
t—1 -1
= lim [2arctanz +In|z — 1| — In|z + 1] !'= lim 2arctant+In — 2arctan2 — In
t—+o0 2 4o t+1 +1
=m —2arctan2 + In(3) .

Théoréme 6 : Changement de variable
Soient o € €1(I,R), f € €(J,C) et a,b € I. On suppose o d valeurs dans J.

E o(b)
/ Flo(t)e (B)dt = / f(2)d.
@ p(a)

Exemple 18 Changement de variable

t « t ,
/.L 1 I" fIf

/ €— da:z?/ - dr =2 dx
(B+e?)ver —1 3+er 2\/er — Ve — 12+ 4 2Vew —

:2/ 1y
. u? +4

]
= arctan(u/2) = arctan <62>

/t cos(v/T)dz = Q/ﬂucos(u)du

Vit
= 2usinu]V? — 2/ sin(u)du
= 2V/tsin(Vt) + 2 cos(V1)

Intégrales de fonctions qui admettent des symétries
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MPSI 2 - FABERT Intégration 4. Formules de Taylor-Lagrange

Soit f € Tm(R,R). Comme f est continue, nous pouvons nous en donner une primitive F. Alors pour tout a € R,

a a
. f= 2/ f, si f est paire.
—a 0 -

En effet, pour montrer que la fonction x — f(@®)dt = F(x) — F(—x) est nulle sur [—a, a.

—x
Or sa dérivée est la fonction & — F'(z) + F'(—z) = f(z) + f(—=z), donc la fonction nulle car f est impaire.

. f =0, sif estimpaire.
—a

En effet, on fait de méme avec la fonction = — 2/ f®)de — ft)dt = F(z) + F(—x) — 2F(0)
0 —x

a+T T
e Alors / f= / f, [ est périodique de période T.
a

En effet, on fait de méme avec la fonction z — fx+T f@®)dt = F(x +T) — F(x).

b
A ATTENTION  On fait attention aux limites de la forme lim / fa®)dt ou  lim f(z, t)dt.

n—-+oo a T—xo a

En général

-+

b b
nkrfoo/a fa(t)dt ;é/a nll)r_{_loo fa(t)dt e Zlgrzlo f (x,t)dt ;é/ hm f(z,t)d

4 FORMULES DE TAYLOR-LAGRANGE

Théoréme 7 : Formule de Taylor-Lagrange avec reste intégral )
Soient f € €"1(I,C) et a,be I.
:Z e —a)’“+/j%(b—t)” dt.
L J
Preuve. Pour n = 0, cette formule n’est jamais que le théoréeme fondamental du calcul intégral. Fixons I,a et b et

montrons par récurrence sur n que le résultat est vrai de toute fonction de classe €71 sur I.
Initialisation.  Pour tout f € €1 (I,C), f(b) = f(a) + fab f(@)dt

Hérédité.  Soit n € N. On suppose le résultat vrai de toute fonction de classe €™ sur I. Soit f € €"*2(I,C). Alors f
est de classe €™t sur I, donc par hypotheése de récurrence

) (a b (n+1)
ka a)k—|—/a S : (t)(b—t)"dt

IPP Z f b—a)’“ N [f(n+1)(t) " —(b—1t) n+1} / Ft2) (¢ _( — ¢yl »

n! n+1 n+1
n+1 (k b £(n+2) t
Z f —a)* +/ Jzn " 1()!) (b— )"t dt.

O
Taylor-Young ou Taylor-Lagrange

La formule de Taylor-Young est forte par sa simplicité. C’est 'approximation d’une fonction en un point.
La formule de Taylor-Lagrange est forte par sa précision. On "estime' le petit o, par une intégrale, ce qui permet plus
facilement d’estimer le reste.

12



MPSI 2 - FABERT Intégration 4. Formules de Taylor-Lagrange

Exemple 19

Pour tout = > 0, T77 <In(l+2z) <z — g—z+m—;
On pourrait effectuer deux études de fonctions, mais il y a mieux. Fixons x > 0 et appliquons la formule de Taylor-

Lagrange avec reste intégral a la fonction ¢t — In(1 +t) de classe € entre 0 et x.

2T ()2 Y —t)?
e alordre 2 : ln(l—l—x):x—x——&—/ (= ) dt, or x>0, donc / (= ) dt > 0.
2 Jo o (1+1)3

)
T ¢ 3 x —t 3
(& ) dt, or x > 0, donc / (@ ) dt > 0.
0

22 28 x
e al’ordre 3: In(1 =r——+ = -
a Pordre n(l+z)=x 2+3 /0 L L
(A== AT )
Théoréeme 8 : Inégalité de Taylor-Lagrange
Soient f € €"*1(I,C) eta,beI. On a
n
f(k)(a) b —a|"*! 1
V)= b—a| < el
‘f() D T o) < T |
k=0

ot la norme infinie est calculée sur le segment d’extrémités a et b.
. J

Preuve. Le réel H frtD) || est bien défini d’apres le théoreme des bornes atteintes. Si: a < b, alors

109 (a) Rl 1) o1l
FB) =Y b - -0 di < | |n—||b t" dt < Hf<”+1>H Pt
k=0
- [ M _ & e+
(n+1)! “ (n+1)!

Si b < a, on fait pareil en inversant 1'ordre des bornes dans les majorations post—inégalité triangulaire. [J

Exemple 20

+00 k
Pour tout x € R, ¢e* = Z o En effet, soit € R. La fonction exponentielle est de classe € entre 0 et z et pour
k=0
tout n € N, entre ces points, |exp" ™| = [exp| < ell,
n+1
Donc d’apres I'inégalité de Taylor-Lagrange  |e* — Z m e/l On conclut par encadrement.
k! (n+1)!
Exemple 21
1 1 1 —1)nt
Montrons que 1 — 3 + 371 + -t % njm In 2.
Considérons la fonction f: ¢t — In(1+t). f est de classe C*, f(0) =0, et
(—D)F 1k —1)!

VE> 1, f®(t) = donc FE0) = (1) Yk —1)! .

(1+1)k
Sur [0,1], | f"*D(¢)| < n! donc I'inégalité de Taylor Lagrange donne

£90)
k!

n! 1

< =
“(n+1)! n+41

c’est-a-dire

n—1
(=1)* 1
In2 — < — 0
. kZ_OkJrl = nrl

d’ou
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MPSI 2 - FABERT Intégration 5. Sommes de Riemann

5 SOMMES DE RIEMANN

Théoréme 9 : Sommes de Riemann ou méthode des rectangles )
Pour toute fonction f € €m([a,b],C),
b b—a = a b - b—a
[ tehe= i SR (a0 ) = 250 s (w25
k=0 k=1
b b—a 2 a 1
Si de plus f est de classe €, / flz)dz = Z f (a +k ) +0 (—)
@ n—-+o00 n "
L J
Exemple 22
En considérant la fonction x — 22, on obtient
N—1 2 1
1 k 1
lim — — ] = z? de = =
Nse N (N) /0 Ty
k=0
Exemple 23
En considérant la fonction z — z(1 — z),
N-1 N-1
) 1 .1 k k
Nm s 2 RN —k) = lim 55 (“w)
k=0 k=0
1
:/ 2(1—2)de = =
Jo
Preuve. Nous prouverons le résultat dans le seul cas ou f est K-lipschitzienne pour un certain K > 0 - c’est vrai en

particulier si f est de classe ¢! sur le segment [a, b] d’apres le théoréme des bornes atteintes et I'inégalité des accroissements
finis. Pour tout n € N*, si on pose xp =a+ kb_T“ pour tout k € [0, n],
Th41

b _a n—1 n—1 Tht1 n—1 n—1 Tht1
[ tde =05 p | =S [ swde =Y [ paas = |3 [ (@) - £ @) da
@ k=0 k=0 " Tk k=0 " Tk k=0 "%k

n—1 .z n—1 ppiq n—-1 _ 27 FT R n—1 )2 AT
<Z/ |f(a:)—f(xk)|dx<2/ K@—an)de =S K (@ = 2k)” :ZK(b 2a) _E(—a?
k=0""Tk k=0 2n

2
k=0 " Tk k=0

T=x)

O

Approximation pour une fonction lipschitzienne

Quand la fonction est lipschitzienne, la preuve du théoréme nous donne une majoration de I’écart entre 'intégrale
et la somme.

C’est plus intéressant que dans le cas général d’une fonction continue.

En pratique

Dans les exercices, quand on veut reconnaitre quelque part une somme de Riemann, on se raméne généralement au
cas particulier suivant, sur lequel la forme de la fonction f est facile & lire. Pour toute fonction f € m ([0, 1],C),

n—1 n

1 k 1 k
lim — —) = lim — - .
Jm ,;0 ! <n> Jm ,; / (n>

Parfois en changeant le pas...
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MPSI 2 - FABERT Intégration 5. Sommes de Riemann

Exemple 24
Calculons pour |a| > 1, / In ’az —2acosz + 1|da.
0

N i
2 m

|| 2 5 +1

N 1 (a acos N )

k (1,2N*1
a? f2acos§ +1D = ]\}Lnéo%lIl <|a+1|2|(12_1||>

LT la +1]? —2N
:ngnooN<ln|a21|+ln‘1—a ‘+2Nln|a\

N

i s km s
In |a? — 2a cos 1| de = i 72 Inla? — 2acos — + 1| = lim —1
/O n!a acosxT + | X NgnooNk:l n|a a COoS N + ’ 1m N n

- N—1
— 2
*Nhféoﬁhl <a+1 ];[[1

= 2r1n|al.

Remarquons que le méme calcul donne, pour |a| < 1 (donc a?N — 0 ),

/0 ln}a2 72acosx+l|dx = 1\}5%0% <ln Z;_ 1 +ln|a2N — 1|> =0.

Méthode des trapézes

L’erreur dans le cas €' de la méthode des rectangles est un O (%) si n désigne le nombre de termes sommés.
Cette majoration de l'erreur n’est pas trés bonne car % ne tend pas vers 0 rapidement lorsque n tend vers +o00. Nous
présentons ci-dessous une méthode, hors programme, proche de la précédente mais de convergence accélérée #,
appelée la méthode des trapezes.

\

Pour toute fonction f € ém([a,b],C)

[ soma= i 25 (L4105 o))

Si de plus f est de classe €2,

JRCTE— (f(a)gf(b) *Ef(‘”’“b;a» ~ofw)
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